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AVERTISSEMENT
La table des matières du présent ouvrage montref assez qu'il renferme tous les objets qui, pour l'ordinaire, font partie de renseignement raisonne' derFalgèbre. Les principes y sont éclaircis par beaucoup d'exemples et de problèmes ; mais la crainte de nuire à la liaison des idées , en séparant les the'ories par des applications trop multipliées , n'a pas permis de Êiire entrer dans ce volume , toutes lès questions que Ton croît propres à exercer les élèves et à leur inspirer le goût de Te'tude de l'algèbre : on a re'uni ces questions avec d'autres recherches, dans l'ouvrage publié cette année sous le titre de Mélànges d'algèbre. Plusieurs de ces recherches se rattachent à d'importantes théories , et mentent l'attention des élèves, tant par l'intérêt qui leur est propre, que par les exercices variés qu'elles fournissent. *
Conune la théorie du plus grand commun diviseur algelirique dépend, sous quelque rapport, de la résolution des équations , il a paru convenable de ne s'en occuper qu'inunédiatement avant l'élimination en général et la recherche des rackiés égales,., dont elle est la base. Cette théorie, placéèJ inuhe- ' diatement après la division, offre des diifîciilt^«ijict . . élèves, encore peu £imiliarisés avec les QOwSôinki-r, sons du calcul algel>rique ; et comme alors èUè né
«ert qu'à simplifier les fractions Utt^ales , on y ' supplée souvent par la décomposition en facteurs , ainsi qu'on en a donne plusieurs exemples.
Quant à la méthode du plus grand commun diviseur numérique , on n'a pas cru devoir en grossir ce volume , d autant plus que cette méthode et les conséquences qu'elle fournit pour la divisibilité des nombres, sont données, avec toute la rigueur et les détails nécessaires, dans^l'Arithmétique élémentaire. C'est aussi pour cela qu'on n'a pas parlé des proportions et de leurs applications à la solution des problèmes, qui se trouvent également dans l'Aridimétique.
Les fractions continues servant à compléter plusieurs théories alge1>riques , on a dû les Êiire entrer dans le présent ouvrage , avec leurs applications les plus importantes. De cette manière on pourra les supprimer dans l'Aritlmiétique, où elles reçoivent peu d'applications^ et ce traité d'algèbre sera d'une utilité plus étendue ; ce qui est conforme au but qu'on s'est proposé , de publier un ouvrage élémentaire , renfermant les notions et les principes propres à fiiciliter l'étude de la haute analyse. On a voulu en outre donner aux diverses théories, la clarté et la rigueur désirables ; et le lecteur jugera '•!': •'*•• .;Î^SE^,'^'ÎÎ<*4 point on y est parvenu.
' *** : : \ .lAe^jiâtquer Les nombres mis entre parenthèses indiquent '*'**** ISrade tfiir loque] s^appuie cehii dont on s^occnpe.
Notions préliminaires.
i . JLe but d^uQ calcul quelconque est toujours de déterminer une ou plusieurs grandeurs inconnues, à Taide d^un certain nombre de quantités données.
2. Si les valeurs des quantités qu^on regarde comnie données, sont réellement déterminées, c'est-à-dire, sont exprimées par des nombres et en chiffres , comme en arithmétique , les opérations pourront s'^efTectucr à mesure que les raisonnemens y conduiront; le résultat ne conservera donc aucune trace des nombres qui Pauront fourni ; et par conséquent, on ne verra pas aisément comment on pourrait obtenir ce résultat, dans les calculs de même espèce , sans recommencer les rabonnemcns qui Font donné , et qui sont quelquefois très-compliqués.
3. Au contraire, si les quantités données sont énoncées d'une manière indéterminée^ les raisonnemens auront lieu pour toutes les valeurs possibles de ces quantités ; les résultats auront donc aussi lieu pour toutes ces valeurs ; et par conséquent , ces résultats seront des règles pour calculer les valeurs inconnues dans toutes les questions de même nature (*).
4. On voittlonc qu''il sera toujours très-avantageux d'énoncer les nombres donnés d'un problème, d'une manière indéterminée. Mais alors , il faudra raisonner et calculer avec ces nombres indéterminés \ et cVst ce qu^on fera toujours au moyen de l'a^èhre. Ainsi,
L'ALGEBRE est la science du calcul des quantités énoncées d^une manière indéterminée. Son but est non -seulement de
(*) On distingnc deux sortes de questions^ savoir : les théorèmes et l^s problèmes. Dans les diéorémes , .on se propose dVtablir certaines propriétés de nombres, au mojen d^un raisonnement, appelé Démonstration. Dans les problèmes, on a ponr but de trouver des nombres inconnus, à Faide d^autres nombres donnés, qui odt avec les premiers, des relations indiquas par Ténoncé de la question. Résoudre un pro^ blême, c''est effectuer les raisonnemens et les calculs qui conduibenl auK valeurs des quantités inconnuet .
ALGEBRE.
résoudre lef questions que Ton peut proposef* snr le& quantités , mais aussi de donner des règles qui conviennent à tous les cas particuliers d^un même problème, quels que soient les nombres donnés de ce prolilème.
5. Pour remplir ce double but de Palgèbre, il est nécessaire d^exprimer les quantités indéterminées par des signes plus abrégée que ceux du langage ordinaire (*). Or, on a choisi les lettres de Falphabet, parce qu^elles n^ont aucune valeur par elles-mêmes, et qii*on sait déjà les nommer et les écrire : ofci est convenu de représenter les quantités quVn regarde comme données, par les premières lettre n, 6, c, d^ etc., et les quantités réellement inconnues, par les /dernières lettres a:, ^', z, etc.
A regard des nombres déterminés, on les désigne par des chiffres , comme en arithmétique ; ou bien , par les premières lettres a, &, c, etc., de Palphabet, lorsque les expressions en chiffres sont encore trop longues.
EnGn, comme les phrases qui tiennent aux opérations de raritlimétique reviennent continuellement dans le calcul , on est convenu i, pour mieux abréger, de représenter les expressions, augmenté de ou plus , diminue' de ou moins , multiplié par^ divisé par ^ est égala ou égal^ est plus grand que^ est plus petit que^ etc., respectivement par les signes, +, — , X, Ii =i ^i <[, etc. On remplace aussi le signe X par un point , et le signe \ par un trait horizontal , en écrivant le dividende au-dessus et le diviseur au-dessous.
6. D'^après ces conventions, op écrit dans un espace beaucoup plus petit, la plu-ase suivante :
Les trois quarts d'un nombre inconnu^ augmentés de douze^ égalent le triple du même nombre inconnu^ diminué de qua^ rante^huit.
En effet, en désignant par j: Pexpression le nombre inconni/^ la phrase dont il s^agit devient :
(*) Lorsque les quantités inde'lerminées sont énoncées en langage ordinaire, pour peu quo les relations entre les quantités connues et les quantités inconnues soient compliquées , les phrases successives des raisonnemens et des calculs deviennent très-longues -, il est par conséquent très-difficile d''en saisir toutes les parties , et d^opérer toutes les combinabions propres à conduire aux valeurs inconnues*
•J-jr + 12 = 3j: — 4^.
7. Par là on voit qu'yen faisant usage des abréviations précédentes et de celles qu^on pourrait encore introduire, on ne sera guère plus de temps pour écrire, les phrases successives des raisonnemens et des calculs que pour les énoncer ^ on pourra donc mettre sous les yeux les phrases dont il s^agit; et c^est là un trèsgrand avantage ^ car, par ce moyen, non-seulement on soulagera beaucoup la mémoire, mais encore on rapprochera les objets de manière (ju^il sera très-facile d^en saisir les difierens rapports, et de voir ce qu^il faut faire pour arriver aux valeurs inconnues. On devra donc toujotu-s se servir des abréviations dont il s^agit; et c'^cst ce que nous feront désormais.
8. Par exemple, connaissant la somme i/^etla différence 6 de deux nombres , trouver chacun de ces nombres ?
En désignant par x le plus petit des deux nombres cherchés ; le plus grand , qui le surpasse de 6 , sera x -{• 6 : et comme la somme de ces deux nombres égale 1 4 ? il s'^ensuit qu^on a
Mais j;-f-x, c^esC 2 fois x^ ou 22:; donc IVg^â/i/^ précédente est la même chose que
Or, si du tout i4i on ôte une partie 6, il restera Tautre sx; et par conséquent, la 2* égalité précédente équivaut à celle-ci :
2x=zi4 — 6 = 8.
Enfin , puisque 2 fois x valent 8 , x seul vaudra la moitié de 8, ou 4 ^ Pégalité qu^on vient de trouver équivaut donc à
Ainsi , le plus pctH des deux nombres dierchés vaut 4 ; le plus grand vaut donc 4 "l* ^1 ^" '^* ^^ effet, la somme de ces deux
nombres est i4, et leur différence, 6 (**).
(*) On appelle égalité^ toute expression composée de deux quantités séparées par le signe =«
(**) La marche que nous venons de suivre ne changerait pas, si Ton résolvait, en langage ordinaire, le problème proposé; et il en Yésuhe qu''en géiéral, pour résoudre un problème, il faut d^abord chercher Irs phrases ou égalités qui expriment le* rdatiions que renoncé établit entre le» quantités connues et les quantités inconnues^ puis, transformer ces
9* Si les nombres donnés du problème étalent difTérens de ^4 et de 6, il faudrait recommencer les raisonnemens et les calculs qu^oQ vient de faire , pour avoir la valeur du plus petit nombre \ et cela tient à ce que la valeur 4 ^ à laquelle on est parvenu , ne conserve aucune trace des nombres qui Font four- ' nie. Mais il n^en serait pas de même si Ton énonçait les nombres donnés du problème, d^une manière indéterminée, conrune il suit :
Connaissant la somme et la différence de deux nombres , trouver chacun de ces nombres ?
En effet, soit a la somme donnée, b la différence donnée, et X le plus petit des deux nombres cherchés ; le plus grand , qui le surpasse de b , sera donc x-\- b : et comme la somme de ces deux nombres est égale à a , il s^ensuit qu^on a
Maïs comme a:+x, c^esl 2x, Pégalité précédente est la même chose que :ix + b = a.
Or, si du tout a , on ôte une partie b , il restera l'autre ax ;
Enfin, puisque a fois x valent a — b^ x seul vaudra la moitié de a — - />, et par conséquent
Ce résultat montre que , pour avoir le plus petit nombre , il faut ôter la différence donnée de la somme donnée^ et prendre la moitié du reste.
Ainsi , le résultat des raisonnemens et des calculs précédcns , est une règle pour calculer la valeur du plus petit nombre, dans tous les problèmes de même espèce \ et cela ne pouvait manquer dériver, car le résultat dont il s'^agit ayant été obtenu sans assigner de valem's particulières aux nombres a cl b^ doit nécessairement avoir lieu pour toutes, les valeurs de ces nombres.
phrases en une suite d^autres équivalentes, dont les dernières fassent connaître les valeurs inconnues. Mais, malgré Teniploi des signes abreviatifs, cette méthode serait souvent impraticable ," si Talgcbre ne fournissait d^ailleurs des régies pour opérer les transformations que cette même méthode exige.
Donc , si Ton y^ut connaître la valeur tlu plus petit nombre , dans Tun des cas particuliers du problème proposé , il suflira de
substituer, dans Pexpression x zrr — , les valeui's que prendront aelb^ et d'^cffectuer les opérations «indiquées. Par exemple, si a vaut i4i et fc, 6, le plus petit nombre x vaudra -5
ou 4 ; si a vaut i o5 , et 6 , 67 , le plus petit nombre x vaudra ■ ■ ■ ou o : et ainsi de suite.
10. Diaprés cela, on voit que Tavantage de représenter les nombres donnés du problème , par les premières lettres de Palpbabet, ne consiste pas seulenoient à abréger les raisonnemens ; mais encore à donner des expressions montrant comment on résoudra tous les cas particuliers du problème proposé, sans recommencer aucun raisonnement,
1 1 • On appelle formule , Tcxprcssion qui montre quelles opérations on doit effectuer sur des nombres donnés , pour en
avoir un autre qu'on cberdie. Ainsi x'= -^ est une formule :
c''est la traduction , en signes algébriques , de la règle pour résoudre le problème qui Ta donnée.
12. D'après ce qui précède, on voit que l'algèbre est une espèce de langue qui se compose d'une suite de signes abréviatifs et généraux, au moyen desqueb on exprime, d'une manière irès-facile et très-abrégée, les raisonnemens et les opérations que nécessite le calcul des quantités indéterminées, c'est-à-dire, Fart de résoudre les questions numériques.
Ainsi , pour appliquer l'algèbre à la démonstration d'un tliéorème , ou à la solution d'un problème , il est nécessaire de connaître les opérations du calcul des quantités indéterminées. Et comme ces opérations deviennent d'autant plus faciles que les expressions des quantités sont plus simples, il faut d'abord apprendre à simplifier les expressions algébriques.
Moyens de simplifier les expressions algébriques.
i3. On appelle expression algébrique ou quantité littérale^ toute quantité écrite en langage algébrique, c'est-à-dire exprimée au moyen des signes abréviatils de l'algèbre. Ainsi 3a — ^b est
une quantité littérale ; c^est Pexpression alcëbrique 4e 3 fois le nombre donué a^ moins 4 ^^ ^^ nombre donné b*
i4* On appelle ternîtes les qua^ti^ qui, dans une expression algébrique, sont séparées par les signes -|- et — ; cette exprèssiom elle-même est un polynôme ou une quantité complexe. Ainsi 3a — 6 -f" ^c.est un polynôme, dont les termes sont 3a, r- ^ et + ac.
1 5. Une expression algébrique est appelée mii^nomey binôme^ trinôme^ quadrinome\ etc., suivant qu^elle est composée de i , 2 , 3 , 4 1 etc. , termes. Par exemple , — ^a est un monôme , a -— 7.b un binôme , %a — 6 — c un trinôme, etc.
i6. Le signe dW terme est le signe -|- ou le signe — qui précède ce terme; en observant que si un terme n^a pas de signe écrite il est censé avoir le signe +. En effet , dans -|- a, le signe + qui précède a, indique que a est ajouté à rien ; or, si à rien ou ajoute a , on aura nécessairement a pour somme : donc +a=ra ou a = -}-a.
Pareillement -f- aa — b=z2a — b. D^où il suit que quand un terme, précédé du signe -f-, commence une expression algébrique, on doit, pour abréger, supprimer ce signe -f-. Mais il tiVn serait pas de même, si le terme avait le signe — ; car •— b^ par exemple, n^est pas la même diose que b,
17. Pour abréger un produit indiqué, tel que 3X^X^X0, on sous-entend le signe Xi et on écrit simplement 3abc, Réciproquement , Fexpression 6abcd ==6XaXb>^cXd.
Mais si Ton avait le produit 4^7^ ^^ °^ pourrait pas supprimer le signe X î car alors on aurait 47 1 expression identique avec celle du nombre 47» tandis que 4 X 7 = a8. Dans ce cas, on remplace le signe X par un point , et on écrit 4^7=4-7*
18. Dans le produit TLgabc^ 29 est le facteur numérique ; a, b eic les facteurs littéraux , et abc la partie littérale,
19. Lorsque dans un terme, il entre un facteur numérique, on le place toujours à la gauche des lettres de ce terme , sur la même ligne , et alors on Pappelle coefficient. Ainsi , au lieu de £79, on écrira 9a, et 9 sera le coefficient.
En général, le coefficient dW terme est un nombre qui, placé' k la gauche des lettres de ce terme et sur la même ligne, indique combien de fois on doit prendre le nombre exprimé par ces Ict-
très. Par exemple, dans /pz/^i le coefficient 4 indique qvk*on doit prendre 4 ^ois 1^ produit âib. Dans la le coetBcient est i. Mais alors on peut se dispenser de Pécrire, car iâ=:â. Réciproquennent , lorsque le coefficient n^est pas écrit , il est i ; car a = la^ j:= IX, etc.
ao. Lorsqu'une même lettre est plusieurs fois facteur dans un produit, on est convenu, pour abréger, de n^ ^çnre quWe seule fois cette lettre ; mais d'indiquer, par un nombre placé k sa droite et au-dessus, combiei^ de fois elle est facteur dans le produit proposé : ce nombre s'appelle exposant de la lettre. Ainsi, au lieu de a>caXaXa^ on écrit simplement a^, qu'on énonce a quatre^ et 4 c^t l'exposant de a (*).
En général, Vexposant d'une lettre est un nombre qui, écrit à la droite et au-dessus de cette lettre , montre combien de fois elle est facteur dans le produit. Par exemple, dans a b , l'exposant 3 de â fait voir que a est 3 fois facteur dans le produit, et Texposant 5 de l> montre que b est facteur 5 fois ; de sorte que
a V = a X a X a X ^ X ^ X ib X 6 X i?> .
Et l'on voit combien l'exposant abrège les expressions des produits. Si a vaut 3, et ^, 3, (^b^ vaudra 3x3x3X2 X^2 X a X a X 2 ou 864.
ai. Lorsque l'exposant est 1, on se dispense de l'écrire ; car on voit aussi bien que b est une fois facteur dans ab que dans iifr*. Réciproquement, quand Vexposant n'est pas écrit ^ U est 1 ; car dans ab , b est une fois facteur et doit avoir 1 pour exposant : on a donc ab = ab* ^ ce qui exige que b* = b,
23. D'après la déOnîtion de l'exposant, si l'on avait ab^^ Fexposant o de 6 indiquerait que b n'est pas facteur avec a, ou que b ne multiplie pas a : d'où il suit que ab°z=ia \ ce qui exige que 6^= 1 . Ainsi 6^, qu'on énonce b exposant ooub puissance o, est un symbole équivalent à l'unité. En général, toute quantité affectée de Vexposant zéro^ donne F unité.
(*) Il fiant bien prendre garde de confondre Texposant avec le coefllctent; de confondre, par exemple, a} avec 3/i^ car à^ est rabréviation de aX<>X<'i tandis que 3a est Tabréviation de a-f-a-)-a. Si a vaut 4, «^ vaudra 64 , tandis que 3a ne vaudra que 1 a. Au reste , on ne confoudra jamais Pexposant avec le coefficient, si Ton fait attention que le coefficient s^énoncc toujours avant la lettre, et Pexposant toujours apr^s.
^3. On appelle puissance d^un nombre le produit formé par des multiplications successives* de ce nombre. U^ ordre ou le degré de la puissance est le nombre de facteurs égaux dont cette puissance est formée. Ainsi , b'*^ qu^on énonce h puissance n , est la 'puissance n'^* de b^ et n est Veccposant ou le degré de la puissance. Diaprés cela, a\a*^€^^a^^ ..., sont respectivement les puissances i'*, 2", 3*, 4*i ••• -• ^^ ^* ^^ dit aussi que a* ou a^a est le carré de <2, et que a^ ou aX^X^ est le cuhè de n.
24* La première puissance d^un nombre est ce nombre lui* même, puisque a' = â *, lé carré d^un nombre est le produit de ce nombre par lui-même \ le cube d^un nombre est l<e produit de ce nombre multiplié deux fois de suite par lui-même^ en général, la puissance n**™ àe b e&l b multiplié n — i fois de suite par lui-même.
a5. Pour indiquer une opération sur un polynôme , on met ce polynôme entre parenthèses ( ), et Ton indique sur ces parenthèses, Popération, comme on Tindiquerait sur une seule leltre. Ainsi , pour montrer que a — b est augmenté ou diminué du binôme ia-\-b^ multiplié ou divisé par ce même binôme , on
^«•ii" (^_/,)4.(aa + i), ^a-b)-{^a + b),
(a— />)(2a + i) et (a— i);(2a + /ï) ou '*'"
Pour indiquer la puissance m»""? de a — i, on écrira {a — è)"* et on 'énoncera , {a — i) puissance m.
Si Pexpression algébrique renfermait déjà des parenthèses, on la mettrait entre crochets [ j ; et si elle avait des parenthèses et des crochets, on la placerait entre deux accolades | | . Ainsi Texpression J^tf— i[3t — (a— i)] + 3}(2a— i), .
signifie quW doit oter b àe a^ soustraire le reste de 3 fois 6, multiplier b par le nouveau reste , retrancher le produit de 2 fois a , ajouter 3 au résultat et multiplier la somme par le reste qu^on trouve en otant ^ de 2 fois a. Cette traduction , beaucoup plus longue que Pexpression algébrique qui Ta fournie , montre en quoi sont utiles les signes que nous venons dVmployer.
26. Une quantité est appelée positive ou négative^ suivant qu'elle est précédée du signe + ou du signe — . Ainsi •+- ia est une quantité positive ou un terme additifs et — Zab une quantité négative ou un terme soustractif.
37. Comme la soustraction et V addition d^un même nombre se compensent nécessairement et doivent disparaître du résuU iat^ nous admettrons toujours désormais que — a -f- ^ == <>•
Et puisgue soustraire un tout y c'est soustraire chacune de ses parties^ nous conviendrons toujours d'écrire, 1"*^ — (û+i) z=:a — a-— fc; a* — 4^ = — a — a — a — a^ et en général, n soustractions successives de a := — na.
Le^ soustractions précédentes étant impossibles, les égalités que nous venons de poser ne peuvent être démontrées : ce ne so^t que de pures conventions ^ qu'il faut néanmoins admettre , d'abord parce qu'elles n'ont -rien de contraire aux définitions déjà établies, et qu'ensuite elles étendent à un plus grand nombre d'objets , les usages de deux principes de calcul ^ ce qui est avantageux et conforme au but qu'on se propose en algèbre.
qS, h résulte de ces conventions , que si b^ a et qu'on ait 6 = fl + rf ou 6 — a = £/, onaura
a — b:=.a — (û4-«0=^ — ^ — ^=^ — ^= — i^ — ^)^ de sorte que quand b est plus grand que a, a — b est négatif et égal à — (b — a).
On aurait de même 10— -i5=io — 10 — 5 = — 5 = — (i5— -lo). Ainsi, quoique la soustraction 10 — 15 soit évidemment impossible , on peut néanmoins l'effectuer en partie ^ et le signe — qui précède 5, dans le résultat — 5, montre qu'il faudrait encore soustraire 5 unités, pour exécuter réellement la soustraction demandée. On voit donc que toute quantité négative isolée , telle que — 5, indique une soustraction impossible.
29. Néanmoins, on doit soumettre ces expressions impossibles à toutes les règles du calcul des non^bres. En efie^, puisque lés nombres abstraits sont représentés par des lettres , qui n'ont aucune valeur numérique significative, et explicite, il est impossible de distinguer, dans le cours des raisonnemens et des transformations du calcul, si â, par exemple, est plus grand ou plus petit que b\on sera donc, malgré soi , entraîné à raisonner et à opérer sur a^-^b.^ comme sur un nombre réel, lorsque a sera moindre que b , c'est-à-dire , lorsque a — b sei^ au fond im monôme soustractif. De sorte que si l'on veut que l'algèbre ait toute la généralité dont elle est susceptible, il faut absolument soumettre au calcul des nombres ^ tous les monômes négatifs de la forme — a\ et c'est ce que nous ferons désormais.
( lO ) Par exemple, supposons que la solutioo dVn problème ait donn^
pour que le but de Palgébre soit rempli (4), il &ut que cette formule ait lieu, quels que soient les nombres a et h. Or, supposons az=3 et 6=5, cette formule deviendra jp -—. 3 /_ ^\ / ^\
«pression impossible, si Ton ne sait pas multiplier 3 par — a et soostraire — 39 du produit. Mais si Ton fait entrer dans le calcul les quantité ntgatiyes isolées, on apprendra que jc = 3 ( — a) — • ( — 39) devient x =: — 6-f- 39=: 33. De sorte que la formule proposa sera vraie pour tf=:3 &r=5, et sera générale, comme Fezige Palgébre (4)*
3o. Un polynôme ne change pas de valeur^ dans quelqu'or^ dre qu'on écrive ses termes. Par exemple, je dis que
8 — ia + 6 — 9+ 10 = 8 + 6 +10 — ï^ — 9«
En cfTet , il est facile de voir que le a* quîntinoiiie se réduit à 3. Quant au i**", puisque soustraire la, c^est soustraire 8 et 4 ; ajouter 6, c^est ajouter 4 et 2 ; soustraire 9, c^est soustraire a et
7 ^ enfin, ajouter 10, cVst ajouter 7 et 3 ; il s'ensuit que 8 — la . 4.6—9+10 = 8 — 8 — 4+4 + 3 — 2 — 7 + 7 + 3. Or,
8 — 8 = 0, ainsi que — 4 + 4i Hh^ — ^^^ — 7"f"7î ^^^'^^ le 1" quintinome se réduit à + 3 ou à 3, comme le a*.
3i . Le principe précédent conduit à la réduction des termes semblables» On appeUe ainsi les termes qui ont la même partie littérale , c'est-à-dire qui ne peuvent différer que par les signes et les coefficiens , comme + 8a*b et — 3a*b .
32. La partie littérale étant considérée conmie une certaine espèce d'unité, les termes semblables renfermeront des nombres d'unités de cette espèce, marqués par leurs coefficiens. On pourra donc ajouter ou soustraire entre eux ces nombres d'unités ; et par conséquent, réduire plusieurs termes semblables en un seul, en ajoutant ou en 'soustrayant leurs coefficiens. C'est ainsi que si x = 8a^i* — 6aV+aa'i', on aura x=z/la^b*.
Ces sprtes de réductions sont fort utiles \ car pour avoir la valeur de x en chifires , il faudrait effectuer 1 7 opérations partielles avant la réduction, et seulement 5 après.
33. Pour opérer la réduction des termes semblables^ il faut prendre la somme de tous ceux qui ont le même signe , soit
'+ soit — , et donner à cette somme le signe commun. Mais quand deux termes semblables ont des signes contraires , on soustrait le plus petit du plus grande et Von donne au reste le
signe de ùe plus grand. Diaprés cette règle, si Ton a le poljnome 5^>fc _ ^bc + 4c' + ia*b — Sbc — 6cS
on trouvera ']u*b : — iibc — ac* .
En effet, on peut, sans changer la valeur du polynôme propose , rapprocher les termes semblables (3i>) ; ce qui donne
5a'i + aa*i — Uc — Sbc + ^c — 6c^ Or^ il est évident que Sa*b + aa*6 = 70*6. De même — 3bc — 8^= — nie, et enfin +4^' — 6c ==-J"4^^ — 4^' — ^^^ = «^ ac • Donc le polynôme proposé se réduit réellement à
ja^b — iibc — ac'.
On aurait de même 5a6* — aa'+ 36c — 4^*+ ^wii* — gic +3û*=7ii*i-— 3a* — 66c. C'est ce qu'on vérifie en prenant, par exemple, a=4^ 6 = 3 et c=a ; car alors on trouve que le polynôme proposé et le trinôme qui en résulte, se réduisent chacun à a5a.
34* La considération des quantités négatives dan^ le calcul , conduit à distinguer les opérations algébriques des opérations arithmétiques analogues. Une opération est algébrique^ lorsqu'on a égard aux signes qui peuvent afiecter les quantités. Une opération est arithmétique^ quand on ne doit avoir égard qu'aux valeurs absolues des quantités , c'est-à-dire , qu'aux nombres d'unités que ces quantités renferment.
Le calcul algébrique a pour but de trouver la plus simple forme dont un résultat soit susceptible , lorsqu'on n'assigne aucune valeur numérique aux lettres ; et on parvient à cette plus « simple forme au moyen des quatre 1'*' opérations de l'algèbre.
De V Addition algébrique,
33. U^ addition algébrique est une opération par laquelle on réunit plusieurs quantités de même espèce , affectées des signes -f- et — , en une seule quantité appelée somme. De sorte que le mot somme exprime ici une somme d'opérations , c'est-à-dire Je résultat de toutes les opérations indiquées; par les expressions algébriques proposées.
D'après cette définition , on trouve que
+ <! + ( — /») = + « — b et — « + ( — *) = — <* — *•
( ti )
Eq effet , ajouter -j- ^ & rf- a, c^est ajouter Padclitîon de & à Paddilion de a (*) ; la somme sera donc composée de Taddition de a et de Paddition de b ; elle sera donc -f- ^ -f- ^* De sorte que +a-|-(+t)=:-f-tf-|-i. On démontrerait de même Fexactitude des trois autres résultats.
37. On voit, par les égalités précéjdentes, qvPun terme ajouté est écrit avec son signe. Or, pour ajouter un polynôme, il est évident qu^il faut ajouter chacun de ses termes : et puisque chaque terme ajouté est écrit avec son signe, le poljnome ajouté sera lui-même écrit avec ses signes. Ainsi, pour faire VaddUîon des , quantités algébriques^ il faut les écrire les unes à la suite des autres^ ou les unes sous les autres^ avec leurs signes tels qu'ils sont , puis opérer la réduction des termes semblables. Par ex., je dis que 3a-f-(^t-— a + 3c)z=3a-|-a6 — a-\-3c.
En effet , ajouter à 3a le trinôme ib — fl-|- 3c , c'est y ajouter le trinôme at + 3c — a , qui a même valeur (3o). Or, si on ajoute d'abord à 3a le tout 2b-^3c^ ce qui se fait évidemment en y ajoutant chacune de ses parties 2 & et 3c, la somme sera 3a -|~ ^^ "f" ^^* Msds ce n'est pas 2b 4- 3c qu'il faut ajouter à 3a, c'est ^b'\-3c — a ^ on a donc ajouté a de trop ; la somme trouvée est donc trop grande de a ^ il faut par conséquent la diminuer de a , et il viendra 3a + 2^ + 3c — a ou 3a + ^b — - a -|~ 3c , comme on l'a trouvé en appliquant la règle.
38. D'après la même règle, si l'on veut avoir la sonune des quantités 3a*b~5ab^+^b\ iab''-^3b^— ^^b et Sb^—l^ab^ — ic^b^ on disposera et l'on effectuera l'opération comme il suit:
^ati' + lb^ — ^a'b
.5b^ — ^b^ — ia^b
Somme réduite • • • — 3a^b — 7^/»' + 1 lè .
Si a == 2 et 6 = 3 , les trinômes proposés deviennent respectivement 54^ 69 et 39 ; leur somme est donc 162. La somme
«. II
(*) Au premier abord , il peut paraître singulier <lc dire qu^OA tgoute une addition ou une soustraction. Mais en y réfléchissant un peu, on verra que cette manière de parler u^a rien qui puisse choquer le bon sens \ car, par exemple, ajouter à 9 fr. une soustraction de 6^, c^est réellement faire épcouver à 9^ une diminution de. 6^; le résultat est donc 9^ — 6^^. De sorte que 9 -f- ( — 6) = 9 — 6.
algébrique trouvée se réduit en effet à 162 , lorsqu''on j prend a = 2 et 6 = 3.
. De lu Soustraction algébrique.
39. La soustraction algelrique est une opération par laquelle, connaissant la somme de deux quantités et Pune de ces quantitcf^ on trouve Tautre, appelée reste ^ excès ou différence.
40. D^où il suit que le reste d^une soustraction algébrique est toujours tel , qn^en Tajoutant à la quantité à soustraire, la somme se réduit à la quantité dont on doit soustraire,
4 1 • Diaprés cela , il est clair qu^on aura +a—(c\'b)z^+a—b, +a-{-b)=-^a+b, — a — {+b)z=:—a~b et —a — {^^b)z=i—a + b.
Car chaque reste ajouté à la quantité à soustraire , donpe la qaanUté dont on doit soustraire (J^o). D^ailleurs, dans le 1*' cas, -j- a est la même chose que -^ a'\-b — b\ et puisque de ce -f- £X, on veut soustraire -j- b^ il faut faire en sorte que -f- 6 ne s'y trouve plus \ il fiaiut donc y effacer +6, et il restera -j-^ — b\ De sorte que + a — ^ (-J- 6) = + a — b. On démontrerait de même Fexactitude d^s trois autres résultats.
4^. Les quatre égalités précédentes montrent qu'an terme soustrait est écrit avec son signe changé. Or, pour soustraire un polynôme , il est clair qu'il faut soustraire chacun de ses termes \ et puisque chaque terme soustrait est écrit avec un signe contraire , le polynôme soustrait sera écrit avec des signes contraires. "Donc pour faire la soustraction des quantités algébriques^ Ufaut changer les signes de la quantité à soustraire^ et V écrire avec ses signes ainsi changés^ àja suite ou au-dessous de Vau" tre quantité^ puis opérer la réduction des termes semblables. C'est ainsi que 12 — 2 — (8 — 7 + 3)=z 12-^-2 — 8 + 7-^3,
Pareill^nent , si de 2û^ — 4^*fe -J- ZaV on veut soustraire., a -f: 2a*& — 5aV
Il restera ia^ — ^*b + 3ab^ — a' — aa*i + 5ab\ ou en réduisant, a — 6a'^b-\-Sab*.'
Et en effet, en ajoutant ce reste au trinôme à soustraire, la somme se réduit au trinôme dont on doit soustraire \ ce reste est donc le véritable (4o)»
Si a=:5 Cl &= 3,' le premier des deux trinômes proposés se réduit à 85 et le second à 5o ; leur difTérence est donc 35. Et comme dans ce cas le reste algébrique obtenu se réduit aussi à 35 , on voit que la règle employée est exacte.
De la Multiplication algébrique.
43. La multiplication algébrique^ comme la multiplication ■ arithmétique ^ est une opération par laquelle , connaissant deux quantités appelées multiplicande et multiplicateur^ on en trouve une troisième en opérant siu* le multiplicande, conmic on a trouvé le multiplicateur en opérant sur Tunité. Cette troisième quantité s^appclle produit \ et tous les nombres qu^il faut multiplier entre eux pour avoir le produit, sont les facteurs de ce produit.
^^, Le produit de deux monômes a le signe -f-^ lorsque le multiplicande et le multiplicateur ont leurs signes les mémes^ et le signe — , quand ils ont des signes différens. En appliquant ce principe , appelé la règle des sigûes^ on aura
+ aX + b = + ab^ —aX+b = — ab, . + ^ X — *= — ab cl — aX — i =z + afc.
En effet, 1* suivant que le multiplicateur -f- 6 ou 6 est un nombre entier ou une fraction , le produit est un multiple ou une fraction du multiplicande \ il est donc de même nature que ce multiplicande ; c'est-à-dire qu'il en a le signe (*). Par conséquent, + flX + /> = + ^^ et — aX + bziz — ab.
a* Le produit se trouve en opérant sur le multiplicande, comme le multiplicateur en opérant sur Funité : donc, puisque le multiplicateur -^ b s'obtient en multipliant l'unité par b et en changeant le signe du résultat b \ de même , le produit de -f- a ou de — a par — t, s'obtiendra en multipliant +a ou — a par b et en changeant le signe du résultat -{- ab ou — fl/^ (i**) ^ ce qui donnera — ab ou •-^-ab. D'où il suit que -J- a X -^ /> = — ab et que — aX — b=i'\'ub (**).
(*) En gcnëral, tout multiple ou toute fraction d'un monôme^ a nécessairement le signe de ce monôme. La chose est évidente pour un mono^ me qui a le signe -{- , puisque ce monôme peut être e'crit sans signe (16). Mais si le monôme a le signe ^-, on aura, i* 4 foi* — «= — « — <*""" a— -a^:— 4^ (*7)î a" les i de — 7a = le» 4dc 7 fois — a (i") =r 5 fois — a= — 5a (i'»).
(**} H est facile de v«friGcr qu^on ajoute ou l'on sotutrait un monomey
45. Les quatre formules que Pou vient de démontrer, sVnoncent en abrégé en disant : + par-}- «lonne -f-, — par + donne —, -|- par — donne — , et — par — donne -f-. Et il en résulte, 1* qu^i/n produit change toujours de signe avec Vun de ses 2 facteurs i a* que le produit ne change pas de signe quand on change ceux du multiplicande et du multiplicateur.
Voici encore trois conséquences importantes
i^ Le produit d'un nombre quelconque de/acteurs, positifs^ est posit^ lui-même ; car chaque facteur pouvant être écrit sans signe (16), le produit total n^aura pas de signe et sera par conséquent positif. Ainsi +aX + fcX + cX + rf=: abcd zz -}- ahcd,
3* Le produit d'un nombre pair 2n de facteurs négatifs y est positif; car en multipliant ces facteurs deux à deux, on aura n produits positifs ; et en multipliant entre eux ces n produits positifs , le produit sera positif (1*).
3* Le produit d^un nombre impair !2n -}- 1 de facteurs né' gatifsy est négatif; car en ne considérant pas d^abord le dernier facteur négatif, il en restera un nombre pair an, dont le produit sera positif (l*"); multipliant ensuite ce produit positif par le dernier facteur négatif, le produit sera négatif.
47. Tout produit indiqué, comme abcdefg^ s^Obtient en multipliant a par b , le résultat par c , le second résultat par d^ et ainsi de suite. Mais nous avons démontré en arithmétique, qu^on peut suivre tel autre ordre qu^on voudra dans lés multiplications, et que même on peut regarder le produit abcdefg comme fourni par les multiplications des produits ab^ cde etfg. Ces deux principes donnent successivement *
7a V X ia^b^ = 'ja^b^a^b^ = 7 . ^a^a^'b^ = i8aaaaaaabbbbb = aSâ*^^.
D'où Ton voit que , pour avoir le produit de deux monômes ^ il faut y après avoir appliqué la règle des signes (44) 1 multiplier Vun par Vautre les ^deux cœfficiens^ écrire à la suite du résultai une seule fois chaque lettre^ comme facteur^ et lui
en l^éerif^ant avec son signe ou avec un signe contraire. Car dans — h X-l*i= — &,le multiplicateur -}*i s^obtient en ajoutant Punité^ donc le produit — b s^obdendra en ajoutant le multiplicande — h : donc — b ijouté donne — b. On verra de même que — b soustrait fournit -{- b.
donner pour exposant ; la somme des exposons qu^eîle a au multiplicande et au multiplicateur. D'auprès cette règle, on aum
—ga^^c^d X — Sa^b^c = + 72a* 'iVrf.
De même , a^ Xa'^ zz û'""*'^: car a étant m fois facteur au multiplicande a^ et y fois au multiplicateur a^, sera nëceasalrement m -{- v fois facteur au produit ; ce qu^on indique en lui donnant ni + v pour exposant, ou en écrivant a'"'*"^. En gé- . néral , le produit a toujours pour facteurs tous ceux du multi- ^plicande et ceux du multiplicateur.
48. Pour multiplier un poljrnome par un monôme , il faut multiplier chaque terme du polynôme par le monôme^ comme dans la multiplication des monômes^ puis réunir tous les pro» duits partiels, C^est ainsi qu^on trouve que
Ça — t + c) >^ — rf=: — ad -{- hd '-^ cd.
En effet, supposons d'abord qu'il faille multiplier a — 6 + c . par d:^ cela revient à multiplier par £/, a-^c — b (3o). Or, on multiplie le tout a-\-c par r/, en multipliant chacune de ses parties par J, ce qui donne ad -(- cd. Mais ce n'est pas â -f- ^ qu'on doit multiplier par ^, c'est a-^c — 2> ; on a donc multiplié dans û + c le nombre b de trop -, le produit ad'{-cd est dont trop ' grand de b Xd ou de hd\ il faut donc le diminuer de bd^ et écrire ad'\' cd — bd ou ad — bd -^ cd. De sorte que
(a — b -}- c) d z=, ad'— bd ^ cd.
Mais puisque le multiplicateur proposé est — d^ il s'obtient en multipliant l'unité par d et en soustrayant le résultat; donc (43) le produit de a — b'\'C par — d s'obtiendra en multipliant a — b-\-c par rf, puis en soustrayant le résultat ad'^bd'\'\cd\ ce qui donnera — cui-^-bd — cd^ comme on l'a trouvé en appliquant la règle.
49* Pour multiplier un monôme par un polynôme y û faut multiplier ce monôme par chaque terme du polynôme^ comme dans la multiplication des monômes^ et réunir tous les produits partiels» D'après cette règle , on aura
— dxÇa^b + c)z=z—ad+bd — cd.
En e^fet, puisque le multiplicateur a — b -^ c s'obtient en > multipliant l'unité par a , & et c , puis en Zîjoutant le premier résultat ^, soustrayant le second b et ajoutant le troisième c ; de
( '7 ) même , le produit s^obtiendra en multipliant le multiplicande -** d par a , & et c, puis en ajoutant le premier résultat — - ad ^ soustrayant le second •— frcf, et ajoutant le troisième — c^ ; ce qui donnera -^ad'^bd-'^ed^ comme on Ta obtenu en appliquant la règle.
5o. Diaprés la même règle, on trouve aussi que (7*-^ 2 -{-3) (8 — 5) = (7 — 2 + 3)x8 + (7 — î» + 3)X — 5?=56 — l6+24— 35+10— 15(48).
En général , puisqu^on multiplie un polynôme par un po]y< nome, en réunissant tous les produits du 1*' par chacun des termes du second (49) , et par sui^ , en réunissant les produits de chacun des termes du i**^ par chacun des termes du a* (4^)^ il en résulte que , pour avoir le produit de deux polynômes , il faut muUipUer chaque terme du multiplicande par chaque terme du multiplicateur^ comiTie dans la multiplication des monômes^ puis réunir tous les produits partiels et opérer la réduction des termes semblables. Diaprés cette règle , on a
Moltiplicaiide 5a4 -«• ^a^h + ^ht MulûplicaUiir a^ — - ^*h -4- a^'
Produit par a^ ... Sol — 2M -}- 4^^^*
Prod. par — - i^^h 3006^ -j. ga^^' — i6a^b^
Prod.par+ a^* ...-f-io«*^— 4ii3^ + 8fl**5 *
Pr. réduit ... 5a7 — 7^h -f- 1 aa^i» -. 6a4*S — 4aS** + 8tf»55.
Si a = 2 et /» = 3, le multiplicande et le multiplicateur proposés deviendront 176 et \^\ donc le produit sera 3464* Le produit algébrique trouvé se réduit effectivement à 2464 ^ lorsqu'on y fait â = 2 et ^ = 3.
On trouvera facilement , d'^après la règle précédente , les valeurs de {ic^b* — ^^b^f et de (^a^ + ab + 6") (a* — û6 + b^)
5i. Le terme du produit^ oit une lettre a le plus haut ex* posant^ résulte de la multiplication des termes du multipU-cande et du multiplicateur^ oit cette même lettre a les plus hauts exposans.
Cest d'abord ce que Ton peut voir en multipliant deux polynômes Pun par Faulre. Mais en généi^, soit pu"* un terme du multiplicande , et qà" un terme du multiplicateur ; il est clair que pa'^ X qà*^ ou pqa^'^V est un terme du produit, puisque chaque terme du multiplicande multiplie par un terme du mul- ALGÈBBn. . 2
tiplicateur donne un terme du produit (5o). Or, si m et t; sont les plus grands exposans de a au multiplicande et au multîplicate^, m -}- ^ sera nécessairement le plus grand exposant de a au produit^ car la plus grande somme de deux nombres est cèpe formée par les deux plus grands nombres. Et comme on suppose que pcH^ et qi^ soient les seuls termes du multiplicande et du multiplicateur, où la lettre a ait les plus bauts exposans m et v^ il est évident que pqa^^^ est le seul terme des produits partiels , et par suite du produit total réduit , où la lettre a porte le plus baût exposant m + v. Donc, puisque pqa^'^'" =:i pa^ X qà^^ il en résulte le principe énoncé d^abord.
On verra de mcme que le terme du produit^ oU une lettre a le moindre exposant^ vient du terme du multiplicande^ où cette lettre a le moindre exposant^ multiplié par le terme du multiplicateur^ oii la même lettre a le moindre exposant.
U résulte de ce principe et du précédent, que le produit de deux polynômes ne peut jamais avoir moins de deux termes.
52. La multiplication algébrique conduit à des résultats qui .sont d^un usage fréquent. Pour les faire connaître , nous efiectvierons les multiplications que voici :
ab
«» -f- ^ab + b^ a •\-b
a? -}- ab -H a5 + 5»
a* -}- 2ab -f- 5»
a* — ab
a» — ^ab -{- b*
a^ 4" 2a»5 -{- ab*
+ a^b + 2ab^ + b^
«3 -f- 3a»* + 3ab^ + 53
a» — ^ab -{- b"^ a — b
a3 — 2a»5 + ab^
— a^b -f- art*^ — b'^
«3 — 3a»A -}- 3aô> — *3
La seconde de ces multiplications donne le carré de a -{- & , la 3* le carré de a — &, la 4* le cube àe a-^-h^ et la 5* le cube de ^— -& ^ on a par conséquent les formule»:
(a -f- by =: a» -f- ^ab -f- b* (a)
(a — by = a» — ^ab -f- b^ (3)
(a -f i)î=: «3 4_ 3a»5 -f Ub^ -f A3 ... (4) (a — A)3 = a3 — 3a»5 + 3a5> — *3 ... (5)
Observant que le doable signe =i=, qu^on énonce plus ou moins ^ est employé pour indiquer qu^une quantité. est ajoutée ou soustraite, on verra que les formules (a), (3), (4) et (5) se réduisent aux deux que voici :
(a zfc by =3 a» rt: aaA -{- A> (6)
(a =1= 6)i 3= a3 =±= 3a>5 + 3a5> =fc b^ ... (7)
Les formules (1)9 (6), (7), traduites en langage ordinaire, démontrent les trois théorèmes que voici :
i* La somme de jdeux quaniités multipliée par leur différence^ donne pour produit la différence des carrés dé ces quantités,
2* Le carré de la somme ou de la différence de deux nombres^ vaut le catré du 1", plus ou moins le double produit du i" par le a', plus le carré dui," .
3* Le cube de la somme ou delà différence de deux nombres^ tist égal au cube du i"^ plus ou moins le triple carré du i*' multiplié par le a*, plus le triple du i*' multiplié par le carré du 2', plus ou moins le cube du 2*. '
Il est clair que les inverses de ces trois théorèmes existât, et que par exemple , au lieu de m' — x", on peut mettre (m -|- ^) (m— - x), qui a même valeur ^ et ainsi des autres.
53. Multipliant la valeur de (a -{- b)^ par a -f- ^ 1 puis le ré^ sultat par a-^- b^ et réduisant, on trouvera
(tf 4- 5)5 =î a5 4. 5tf*& + ioa35> -<- io«»A3 + 5ab^ + A5.
Ces deux formules en donneront deux autres analogues, si on j change 6 en — b\, et qu^on ait égard aux conséquences de la règle des signes (46).
54* Nous remarquerons à cette occasion, que les règles du calcul des polynômes sont vraies quels que soient les nombres qui composent ces polynômes; et que cela vient uniquement des quantités négatives. En effet, coihme ces règles sont démontrées pour tous les cas où les différences sont positives , il suffit de faire voir que les mêmes règles s^appliquent encore lonqne les différences sont négatives. Supposons que dans a — fr, b soit >û ; alors a— 6 sera négatif et égal à — (6 — a,); (28). Diaprés cela , il est clair qu^on aura :
( ao )
3'p(a-b) =;* [-(*-«)] = -^(A_«) = -p6+p«=i ap—bp;
4» (a-b)p=rl^(b^»)2p=t-.(b^»)p=n~.(bp-ap) = —bp-\-ap=cap — bp^
5» {«-A) (c-d)=[-(A-a)] [^(d_'c)]=(A_«) (rfwc) zzisbd'-^ad — ^-}-ac=:ac — ùc — ad^ôd*
Tous les résultats précédens s^obtiennent par Papplication immédiate des règles du calcul des polynômes \ ces règles sont donc vraies quelles que soient les valeurs numériques des lettres qui composent ces poljnomes.
55. £n généra], il est fort commode de renfermer dans une seule règle ou formule, la solution de toutes les questions numériques de même nature ; puisque dans ce cas, on est dispensé de . recommencer à chaque fois les raisonuemens et les calculs, quelquefois longs et compliqués , qui ont fourni la règle proposée. Or, oiu>btient cet avantage par le calcul des quantités négatives isolées ^ car alors les règles ou les formules soot vraies quelles que soient les valeurs positives 'ou négatives des lettres qui les composent. En effet, on sait que
(a—by=a*— 2ab + b* ... (8)
Si dans cette formule on fait tf =2 et ^^ = 7, le 1*' membre (a — bf sera ( — 5)' ou aS^ le a* membre deviendra 4 — ^8 •+ 49 ^" encore ^5, comme le i". Si b = — ^, le 1" membre sera [a — ( — c)]* ou (a + c)' \ le a* membre deviendra a* — au X — c + ( — c)' ou a* + ^ac + c* \ et Ton sait en effet que (fl + ^y = a* + lac + c*. On voit donc que la formule (8) est exacte pour toutes les valeurs positives ou négatives des lettres qui la composent. Et il en est de même de toutes les for« mules que nous avons obtenues jusqu^à présent , ainsi que de la suivante (^ ^ i^y = ar' + nx + in\
qu^on trouve en multipliant X'\-^n par lui-même.
56. Par ^analogie avec les puissances , on dit qu'Hun produit est du nième degré ^ lorsqu^il renferme n facteurs liiiérauXj c^est- à-dire n facteurs exprimés chacun par une lettre. Les facteurs numériques ne comptent pas dans^Pestimation du degré.
Ainsi les produits 2a ^ 3ab^ Sa^h*^ s6nt resptctiveménl du i*'^ du 1* et du 5* degré.
On appelle quantités ou expressions homogènes , celles où tous les termes sont du même degré. Ainsi /^H — 2a*b*'{-iab^ est une expression homogène du 4^ degré. On remarque que la multiplication d^une quantité homogène par une quantité homogène, donne toujours un produit homogèpe, d^un degré égal à la somme des degrés de ses facteurs. Voyez Pexemple du n*" 5o.
57. On a déjà pu remarquer (48 et 49) qu^u/i produit de deux quantités algébriques quelconques ^ ne change pas de yaleur^ dans quelqu'ordre qu'on multiplie.
La chose est évidente pour deux monômes ^ oar à cause de ai=: ba^ cm aura
+ tf>< — ^ = — ah=i — Atf=r — &X + a, etc.
A regard des poljnomes, quel que soit celui des deur qu^on prenne pour multiplicande, Topération reviendra toujours à multiplier chaque terme de Pun par chaque terme de Pautre (5o) ^ et puisque chacune de ces multiplications partielks fournit le même -résultat, quel que soit Tordre des deux facteuiv monômes sur lesquels on reffectue, il s^ensuit que le produit total sera toujours composé de Paddition des mêmes term^ : donc il demeurera toujours le tnéme.
De la Division algébrique,
58. La division algébrique est une opération par laquelle , connaissant un produit, appelé divUlende^ et l\in de ses deut ^ Ëicteurs , nommé diviseur y on trouve Pautre ^ appelé quotient* D^où il suit que le dividende est le produit du divbeur par le quotient ; et qu^en divisant un produit ab par Pun de ses deux fiictcurs by on aura toujours Pautre facteum au quotient; ce qui donne ab\b-=za.
59. De même, ab^cd l b*c = adx b*c l b'c == ad. En général, quand on supprime dans le dividende, les facteurs du diviseur, les facteurs restans forment le quotient.
60. Le quotient de deux monômes aie signe -}-<i lorque les signes du dividetuie et du diviseur sont les me'mes^ et le signe -— , quand leurs signes sont diff'érens. Ce principe, appelé la règle des signes ^ donne les quatre formules que voici :
+ ab:+b = + a, —abl+b = — a, + abl—b=z — a el —ab\—b = + a.
En effet ^ le quotient doit toujours être tel, qu^en multipliant le diviseur par ce quotient , on retrouve le dividende (58). Or, diaprés la multiplication eu égard aux signes , tous les quotîens précédens satisfont à cette condition; donc tous ces quotiens sont exacts.
' 61 . Les quatre formules précédentes s^énoncent en abrégé en disant : + divisé par -f- donne +, — divisé par + donne*-, + divisé par — donne — , •— divisé par — donne +• £t il en résulte, 1* que le quotient change de signe, en même temps que Fun de ses deux termes \ a* que le quotient ne change pas de signe , quand on change ceux du dividende et du diviseur.
6a. Dans la division de deux monômes, le dividende est lo produit du diviseur par le quotient (58) ; donc le coefficient du dividende est le produit du coefficient du diviseur par celui du quotient (47) ; on aura donc le coefficient dû quotient, en divijant le coefficient du dividende par celui du diviseur (58).
63. De même , puisque le dividende est le produit du divi* setir par le quotient, Pexposant dWc lettre au dividende est la somme des exposans de cette lettre au quotient et au diviseur (47); on aura donc Pexposant d^une lettre au quotient, en retranchant son exposant au diviseur de son exposant au dividende.
64* De là et de ce qui précède, il suit que, pour avoir le quotient de deux monômes^ il faut ^ après avoir applique' la règle des signes , diviser le coefficient du dividende par celui du diviseur^ puis écrire à la suite du résultat , une seule /bis chaque lettre comme /acteur^ et lui donner pour exposant , son exposant dans le dividende moins son exposant dans le diviseur. C^est ainsi qu^on aura
— 27aVc' : — 3a'6'c = + Qa^bc\
Et en effet , le diviseur multiplié par le quotient reproduit le dividende; ce quotient est donc exact. De même, a^l a?=za^. Mais a' ; a^=: 1 ; donc a**= 1, comme au n' 22. On a encore
— i2a76\- 4a' = — i2a"6^ : 4aV=: — 3a<tS
car 6" = 1 . Pareillement
3a'b^ : — ^a'b z=z — ia^'b^ = ^ i-b\
65. La division de deux monômes est impossible , lorsque le coefficient du dividende n^est pas divisible par celui du diviseur, ou fue Texposant d^une lettre dans le diviseur est plus grand que son exposant dans le dividende^ ou tnfin quand le diviseur a des lettres qui ne sont pas au dividende. Dans chacun de ces cas, on indique la division et Ton simplifie Pexpression du quotient, en divisant ses deux termes par les facteurs qui leur sont
.communs. Par ex., qu^on ait à diviser iia^b^c* par 8aPb^c* : cette division ne peut que s^indiqucr ; mais on peut simplifier Pexpression du quotient, en observant que ses deux termes sont divisibles par 4, par û^, par b^ et par c' •, c^est-à-dire par fy:ti?<^. Effectuant donc cette division , le quotient ne changera pas de valeur, comme on le démontrera plus bas^ et on aura
%aih^c^ ~ ^' même, ^-^ _ -— , et j^;^ — ^.
Diaprés la multiplication d^on polynôme par un monôme
(48) , et en obser>'ant que - ^ <i = a (58) , ainsi des autre^ , il est évident que
Comparant la dernière expression à son égale, on voit que four diviser un poljrnome par un monôme , il faut diviser chaque terme du poljrnome par le monôme^ comme dans la division des monômes , et réunir les quo tiens partiels. C^esC ainsi qu^on a
(45 — ao + a5);5=:9 — 4 + 5* ^^e même ,
(iaaV + 9aV— i8aV);— 3aV=— 4tf* — 3a'/>+6fl/»*.
On voit que la division d^un poljrnome par un monôme est impossible, lorsque tous les termes du premier ne sont pas divisibles par le second (65).
67. Ordonner un polynôme, c^est écrire tous ses termes par n^port à une même lettre, de manière que les exposans de cette lettre aillent en diminuant de gauche à droite. Ainsi la quantité suivante est ordonnée par rapport à la lettre a , qu^on appelle lettre principale :
a7_3aV+4aV— iii^
Voyons maintenant comment on effectue la division de
( a4 ) d^ux polynômes ordonnss pail rapport à une même lettre. Le dividende étant le produit du diviseur par le miotient dierché (58),. il s^ensuit que le premier terme du dividende ordonné, où la lettre a le plus haut exposant, sera le produit du premier terme du diviseur ordonné , où cette lettre a le plus haut exposant, multiplié par le premier terme du quotient, où cette même lettre a le plus haut exposant (5i) ; on aura donc ce terme du quotient, en divisant le premier terme du dividende par le premier terme du divbeur, puisqu^alors on divisera un produit par Fun de ses deux facteurs (58). ^
Mais le dividende étant la somme des produits du ^diviseur par chacun des termes du quotient cherché (SB et 48) ; si de ce ' dividende on soustrait le produit du diviseur par le premier terme trouvé au quotient, ce qui restera sera le prodiiit du diviseur par tous les autres termes inconnus du quotient.
Or, puisque ce reste est le produit du diviseur par tous les termes du quotient, excepté le premier^ on peut raisonner sur ce reste comme sur le dividende proposé : et Pon voit qu^en • divisant le premier terme de diaque reste ordonné par le pre-~ mier terme du diviseur, on aura chaque terme du quotieut cherdié. Ainsi, en général.
Pour avoir le quotient de deux polynômes , il faut , après les avoir ordonnés par rapport à une même lettre , diviser le premier terme du dividende par le premier terme du diviseur 4 comme dans la division des monômes ; multiplier ensuite tous les termes du diviseur par le quotient trouvé , soustraire le produit jdu dividende, et opérer la réduction des termes semblables. Diviser de même le premier terme du reste, toujours ordonné, par le premier terme du diviseur, ce qui donnera le second terme du quotient cherché \ multiplier tout le diviseur par ce second terme et soustraire le produit du premier reste. On divise encore le premier terme du second reste par le premier terme du diviseur \ et Yon continue le même procédé dans les divisions ^ partielles suivantes.
Soient à diviser Tun par Tautre les deux polynômes
ida^b^— Z']a^b^+ loaV— 2ia^i^4. ^6aV et 4aV— 7a'^V+2A.
Pour cela, on ordonnera ces deux poljmomes par rapport à
la lettre ^^ et on appliquera la règle, en disposant Topération comme il suit :
•— looS^a — 2oa7Aî+ 35a5M
i^'resle..— 4ii7A3— ao^M+aCaS^S— aia4^
a* reste... . 4- 6ii6A<-|-iaa5^ — aïo^A^
— 6ifi6^ — iQa5A54.aia*A6
3* reste... o
Puisque le dividende est le produit du diviseur par le quotient dierché, il s^ensuit qu^après avoir ordonné le dividende 'et le diviseur par rapport à la lettre a , le premier terme 1 oa^b* du dividende, où la lettre â a le plus haut exposant , sera le produit du premier terme 2arb du diviseur, où la lettre a a le plus haut exposant, multiplié par celui des termes du quotient, où la même lettre a a le plus haut exposant (5i) ^ on aura donc ce terme du quotient, en divisant le premier terme loefb* par t]ia^/» ^^)* Or, ioa%* l ^a^b = Sa^b \ donc 5a^b est le premier tenhe du qaotient cherché.
Mais le dividende étant la somme des produits du diviseur par chacun des termes du quotient (58 et 49); si de ce dividende, on soustrait le produit du diviseur par le premier terme 5a^b du quotient, ce qui restera sera le produit du diviseur par tous les termes inconnus du quotient. Or, le produit du diviseur par Sa^b^ est 1 oa*fr* + lîoa^b — 35a fr* \ si on soustrait ce produit , du dividende , ce qui se fait en récrivant au-dessous avec ses signes changés (4^)1 ^^ réduisant les termes semblables, il restera
Ce reste étant le produit du diviseur par tous les termes du quotient, excepté par le premier 5a^b^ on voit quVn divisant le premier terme — 4^^6^ de ce reste par le premier terme "la^b du diviseur, le quotient — aa 6* 'sera le second terme du quotient cherché. Multipliant le diviseur par-* na^fr*, et soustrajant le produit, du premier reste, on ti:puvera, réductions faites^
Ce second reste est encore le produit du diviseur par tous les termes du quotient cherché, excepté par les deux pretniers. Donc, en divisant le premier terme -^6a b^ d^ ce reste ordonné,
par le premier ternie ^à^h du diviseur, le quotient -}- Za*l? sers le troisième terme du quotient cherché* Multipliant le diviseur par -f- Zû^h ^ et soustrayant le produit, du second reste, il ne reste rien. Donc ia^h — ^aV-^-Za^h^y est le quotient exact des deux polynômes proposés.
Si a= a et &==--, le dividende proposé deviendra 768 1, et le diviseur, 30^ \ donc le quotient sera 87 ^ : et c^est effectivement ce que donne le quotient algébrique trouvé , quand on j fait a == a et & = -f .
On peut s'exercer à diviser c? — 3a^/i*-f- 3fl*n* — r? par a'— 3a'n + 3a/i' — n^ à diviser a** — />'* par a* — i' : x* — a^ par X + aflo:* + ia*x + a ^ 64» — z par ^a — z\ et enfin a 1 x^y* + iSa^ji^ + G^xjr^ — ^ojr^ — S6x^ — i^x^jr par S^-* — Sûc* — &xjr>
70. Dans toute division algébrique , le dividende est égal au produit du diviseur par le quotient trouvé^ plus le reste.
Car, en effectuant la division , on soustrait du dividende , le produit du diviseur par chacun des termes du quotient tnMf vé ; on soustrait donc du dividende , le produit du diviseur par le quotient total trouvé (49)* ^^ conséquent , en ajoutant le reste à ce produit, on aura le dividende.
71. Lorsque la lettre principale a le mcme exposant dans plusieurs des premiers termes du dividende , et le même exposant dans plusieurs des premiers termes du diviseur, il faut ordonner ces termes par rapport à une autre lettre.
Car alors , on est sûr que le premier terme du dividende , où cette seconde lettre a le plus haut exposant , est le produit du premier terme du diviseur, où cette seconde lettre a le plus haut exposant, multiplié par celui des termes du quotient, où cette seconde lettre a le plus haut exposant (5i).
Sans cette attention , on n'^arriverait au vrai quotient qu'^après plusieurs calculs inutiles. C'est ce qu'on peut voir en effectuant la division des deux polynômes suivans, ordonnés comme ils le sont :
i6aV— 1 5aV— ^^b + nd'b'-^ 3a'i'+ aoat'— 6ab + ^b\
et aa'/> — 3a'A"+4/»:
Le vrai quotient est 5ab — aa + ^.
On pourrait aussi réunir en un seul, tous les multiplicateurs
( »7 ) de chaque puissance de la lettre principale, et considérer chaque résultat conune un seul terme : alors, on aurait à opérer la division des deux poljmomes suivans :
et (a^ — 3^')fl»+4*.
. De cette manière , les deux polynômes proposés n^ont pas diangé de valeurs , puisqu^on n^a eut qu^indiquer des multiplications qui étaient effectuées ; mais la première division partielle exige qu^on divise un trinôme en b par un binôme en b^ en les ordonnant tous les deux par rapport kb\ ce procédé rentre. par conséquent dans celui que nous avons indiqué d^abord. Voici encore un exemple : i^u — u^ — i^u* — /V+2*ï**+4^*w+3*a -f-au — 3/ — 3 à diviser par tu* — u* — tu^ti-^Z,
7a. En effectuant les divisions, il est facile de voir qu^on a
(a'— »'):(tf— ») = a*+tfJ + y, l^—b^)lla — h) = a^+a*b + ah*+h',
ci ainsi de suite. Diaprés cela , on doit avoir
Et en effet, si Ton multiplie la seconde expression par a — i^, on retrouve, après les réductions faites, le dividende a"^ — 6"*; donc cette seconde expression est réellement le quotient de a'^ — b"^ par a — b. Donc toute expression de la forme a*" — b"* est divisible exactement par.^ — b, et donne un quotient homogène de m termes positifs,
^3. L^égalité (1) ayant lieu quels que soient a et /», on peut supposer que b y représente — c. Or, toute puissance paire de — c, étant le produit d^un nombre pair de facteurs négatifs — c, sera positive (46) ; et toute puissatice impaire de — c, étant le jproduit é^tm nombre impair de facteurs négatifs — c, sera négative (46)* Changeant donc ^ en — - c, dans la formule (1), 00 verra, 1* que si m est pair^ toute expression de la forme t^-^d^est divisible exactement par a-f-c, ef donne un quotient homogène , if e m termei alternativement positifs et né-* gatifs;
a* Que si m est impair^ toute expression de la forme a*^
-f-c^ «5/ divisible exactement par a-{-c, et donne un quùiieni homogène^ de m termes alternativement positifs et négatifs.
Cest ce qu^on peut d^aillenrs vérifier sur des exemples partîciiHers, comme a: + j^^ à diviser par x-^-jr et jf^-t-i à diviset par x — 1,
74* La division de deux polynômes est impossible lorsque le diviseur renferme des lettres qui ne sont pas au dividende, ou lorsque le premier terme de Tun des dividendes partiels n^est pas divisible par le premier terme du diviseur. Dans chacun de ces cas, pour n^avoir qu^un seul terme fractionnaire au quotient, il faut indiquer I4 division et simplifier Texpression résultante , si cela est possible. Par exemple , en divisant ia, — Za*b — 3flt* + 2fr para' — 4^', on trouve aa — 36 au quotient, avec 'le reste 5a6' — lol?. Le plus haut exposant de a^ dans ce reste, étant moindre que dans le premier terme du diviseur, il faut indiquer la division sur ce même reste , et ajouter Pexpression au quotient trouvé. Mais on peut simplifier cette expression ; car 5fl/>* — ioi'=:5A'(a---aA) et a'— 4/>*=:(tf+!ifc)(a— afc); de sorte que le dernier dividende partiel et le diviseur ont le facteur commun a — 26. Supprimant donc ce facteur comtnun, le dernier quotient partiel ne changera' pas de valeur, et devien-
dra. — : — -• D'où il suit qu'on a a -1-30 *
r= aa — 3o +
C'est ce qu'on vérifie en faisant, par exemple, <i=6 et 5=2 ; car alors chacune des a expressions se réduit à 8. Et Pexemple précédent montre aussi comment on extrait les entiers d'une fraction algébrique •
De^ Fractions algébriques.
75.. On appelle yrtfc/ion algébrique ovl fraction liltéraie^ Pexpression de la «Hvisfon de deux-quantités, qui en sont les
termes. Ainsi -, qu'on énonce a divisé par c, est une fraction
algébrique : a est son numérateur et c son dénominateur. Si a
vaut -|-, et c', -f-, la valeur v de la fi*action algébrique — sera 3-.
76. Le calcul des fractions algébrique» est le même que celui
( >9 ) des fractions arithmétiques ; mais les raisomiemens qui établissait le calcul de ces demières fractions , étant fondés sur ce que leurs deux termes sont toujours des nombres éhtiers, ne peuvisnt plus s'^appliquer aux fractions algébriques, dont les deux termes représentent souvent des nombres fractionnaires. U est donc nécessaire de démontrer le calcul des fractions algébriques.
77. Une fraction algébrique ne change pas de valeur^ lorsqu'on nwkipUe ou qu^on divise ses deux termes poi* une même quantité.
Soit - la fraction proposée et v-êa valeur^ c^est-à-dire le quotient qu^on obtient en divisant le nombre que représente a par le nombre que désigne c \ on aura donc -zz: t; ; d^où azzicv
(58). Multipliant les deux quantités égales a eicv par la même quantité quelconque m, les deux produits seront égaux, et il vielidra amzncvmy ou amzizcmv. Divisant les deux quantités ^ales am et cmv par la même quantité cm , les deux quotiens
seront ^ux, et on aura — = ::= v. Ainsi les deux frac-
tîoDS - et — • égales au même nombre v« sont égales entre elles,
c cm ^^ <im
et il vient enfin - =: — • Donc, etc.
c cm
78. Au moyen de ce prindpe, on pourra simplifier toute fraôioQ dont les deux térmes^ auront des facteurs communs ; on pourra réduire plusieurs fractions algébriques au même dénominateur^, en multipliant les deux termes de chacune par le produit des dénominateurs de toutes les autres, ou par des nombres plus petits , comme en arithmétique : chaque fois les fractions ne changeront pas de valeurs.
Par exemple , soit k simplffier la fraction
iSa^b^c — i Ta^b^c -f- 2ab^c 6a*33 — 2ab^ '
OD voit que tous les termes du numérateur et du dénominateur sont divisibles par 2 , par a et par 6*, cVst-à-dire par "^ab*. Si donc on effectue ces divisions , on divisera réellement le numérateur et le dénominateur par naV (66)^ donc b fraction ne dun^era pas de valeur et deviendra
9a»c -^ 6ahc -f- h^e .3a& — é»*"^*
Pour voir lî cette fraction peut encore être simplifiée, on oL* serve que son dénominateur est la même chose que (3cf — b^b. On essaie ensuite de diviser son numérateur par 3a — b^ et Poa trouve le quotient exact 3ac — bc : en sorte que la fraction pn>posée se réduit à ,
___, ouà-^-c.
Voici encore quelques fractions à simplifier : •
mp^r¥tx^ iocx*-{-goc<ir« ixx« — ia3ry-|-3jra-i-3
79. Pour ajouter ou soustraire entre elles plusieurs /rac' tions algébriques^ il faut ^ aptes les a^r, réduites au même dénominateur^ prendre la somme ou la différence des nou" veaux numérateurs^ et donner du résultat le dénominateur commun. G est ainsi qu^on aura ^
a c ad hc addtzbe h d"^ bd Id"^ bd '
En effet, la réduction des fractions algébriques au même dénominateur n^en change pas les valeurs ; la première des trois expressions précédentes est donc égale à la seconde. Mais celleci est égale à la troisième , puisquVlie est ce qu^on obtient en effectuant la division indiquée par cette troisième (66) : donc ces trois expressions sont égales entre elles, comme on Ta trouvé en appliquant la règle énoncée d^abord.
80. Par exemple, qa^on ait à calculer Pexpression que voici :
Il serait très-long de réduire au même dénominateur, en multipliant les deux termes de chaque fraction par le produit des dénominateurs des deux autres. Mais on peut simplifier cette réduction, en décomposant les dénominateurs proposés dans leurs facteurs premiers. En effet, diaprés ce qui précède, il est facile de voir que ces dénominateurs valent respectivement
M(a—b)\ 3a{a + b) et a(^a + b)(^a—b).
D^oii Ton voit que le moindre multiple de tous les dénominateurs est 6a(^a + b){a—by.
Prenant donc ce moindre multiple pour dénominateur com-
mun ; multipliant le numérateur de chaque fraction par le nombre de fois que son dénominateur est contenu dans ce multiple ; |mis effectuant Faddition et la soustraction indiquées sur les nouvelles fractions, et réduisant les termes semblables, on trouvera , pour la valeur de Pexpression proposée ,
1 la* -4- 1 'jà^b T- 2<i»A> — S^abi -|- a^
8i . Opérant de la même manière , on trouvera 4a-4~^ 5<i — A aa — A
aa» — ab
- ab '
lia
ax
4* » — ^ax -— 3x» ax> — «•
a^x fl»— -X» a»—- X» '
4a +< 8a>4-3ax 32* — i4a< 3x 6az — 6z» 6o (a — »)
Et nous laissons à calculer Texpression :
a» — 3att -f" "* 3a» — Sou -|- w* , 3a — u a» — II» a» — aott-f-tt* " a — u
8a. Pour multiplier une fraction algébrique par une autre^ U suffit de multiplier numérateur par'numérateur^f et dénomif naieur par dénominateur. Gesi ainsi que
a e ac
En effet, soient u et i; les valeurs des dfeux fractions proposées ; on aura donc 7 = u et n= t; ; d^où a = ^u et p =: dv.
Ce qui donne ac = budv =: bdun^. Divisant les deux quantités ^gâles^tf c et bduv par la même quantité bd , les deux quotiens seront égaux , et il viendra
ae 14 « ^ ^*c a ^ e ae
-=«!,; d'où uXv = - et 4X5 = ^5-
83. Diaprés la règle précédente, et en observant que -z=ii, etc., il est clair quW aura
a^^ a ^ c ac a , ,. b a b ab
iXc=jX-=-T- = T7- (77) et aX-=7X- = -.
D^où Ton voit, 1* qu^oit multiplie une fraction algébrique par une quantité^ en multipliant le numérateur par cette
quantité; ou bien , en divisant le dénominateur par la même quantité; a** qu^on multiplie une quantité par une fraction algébrique^ en multipliant cette quantité par le numérateuret en donnant au produit le dénominateur de la fraction.
Voici plusieurs exemples : i
3a 4- X * , ^ 3a-+-x Zab^ ^ Zab"» r , ' ■ X(atf~aj)=: \ -7-^X7x1= :
3a — 2 6a — 2« X — 3a oo^^ Le^ 3a^& _^_____ v^ ______ — . ___,^ • *^^ v^ 3 "— .
4a *» — aa« aai ' 8c* Sa» ac» '
(, a — aa» — ac\ / . aac -|- c\ ,
* a6jr — 13 i5 7*-|-l4^^ ^ ^^ — ^4
x-*-a jr — 1 i5 C5 Sx-. — 5
84. Pour diviser une fraction algébrique par urie fraction algébrique , i7 faut multiplier la fraction dividende par la fraction diviseur renversée. C'est ainsi que
a ^ c a d ad b * d """ b c """ bc
En effet , en multipliant le quotient trouvé par le diviseur, le produit est — et se réduit au dividende -r «, donc ce quotient trouvé est le véritable (58).
85. Diaprés la règle précédente , et en observant que - est - Ou d renversé^ il est visible qu'on aura
a, ^ ^ ^ o. a\c ^ b a c ac
o b c bc b * c \ b D
Ce qui montre, 1* qu'on divise une fraction algébrique par une quantité^ en multiplfflnt son dénominateur par cette * quantité; ou bien en divisant son numérateur par la mène quantité; a* qu'on divise une quantité, par une fraction algé^ brique , en multipliant cette quantité par le dénominateur et en divisant l^ produit par le numérateur de la fraction. Voici quelques exemples :
aix^ — A» ax — a qa^u . Za}u^ 6x ^ ^* ax — a ax-^-b 5x3 • lox* au^
Zp ^ '^P 3 X — i 3x x>— I
IToTA. Dans ce qui précède^ on a indiqué les opérations sur les fractions , en plaçant les signes vis-à-vis la barre qui sépare les deux termes et sur la même ligne. Cela dispense d^emp loyer des parenthèses qui , dans ce cas , ne manqueraient pas d^allon« ger les expressions.
Des Equations.
86. On appelle équation Texprçssion de régalité de deux quantités algébriques renfermant les nombres connut et inconnus. Ces deux quantités sont les deux membres de Téquation : tout ce qui est à la gauche du signe =: s^appelle le premier membre , et tout ce qui se trouve à la droite du même signe se ' nomme le second membre. Ainsi Texpression ax — //=^2a^^ bx'\- ^csi une équation, dont ax — h est le premier membre, €t aa — fra: -j- 4 1 le second.
87. Une équation exige toujours que les inconnues aient des Tdears numériques propres à faire exprimer le même nombre à MS deux membres.
88* Résoudre une équation; c^est en déduire la valeur de nnconnue qui rend le premier membre égal au second.
Ainsi 1 pour résoudre une équation , il faut la transformer en une autre, où Tinconnue soit seule dans un membre et les quan* tilés données dans Fautre. Mais cela exige qu^on fasse sur ces deux membres des opérations qui n^en détruisent pas régalité ; CHT autrement Finconnue devrait changer de valeur pour mainlemr cette égalité -, et la valeur qu'on obtiendrait ensuite ne leiiil plus celle de rinconn"<? ^àos Téquation proposée. Or, puisqiie les deux mernhies sont deux quantités égales. Si Ton &ît la même o^^^on sur eux, les deux résultats seront nécestûiemcp*^ <fgaux , vl Finconnue ne cliangera pas de valeur pour m^ucenir Fégalité ; d'où il suit que la résolution d'une équation te rédhît à faire précisément les mêmes opérations sur les deux membres.
89. Une équation n'est pas détruite lorsqu'on passe ions fef termes inconnus dans un membre et les termes connus dans tmtirc avec V attention de changer les signes des termes qui iiangent de membre, (Ce qu'ion appelle transposer.)
ALGCSBC. 3
C^est ainsi que Téqualion
9x.+ 4 = 24 — X, devient 9ar + arr:a4 — 4-
En effet , en effaçant -f- 4 ^^^^ ^^ premier membre , et en écrivant — 4 ^^^^ ^^ second , on diminue ces deux membres de 4 9 on diminue donc deux nombres égaux d^un même 3"" ^ les deux restes sont par conséquent égaux. Pareillement, en efiaçant — X dans le second membre et en écrivant 4* ^ àdms le premier , on augmente ces deux membres d^ x ^ on augmente donc deux quantités égales d^une même 3"* x ^ donc les deux sommes sont égales. On voit donc que la transposition des termes n^a pas détruit Fégalité.
Effectivement , la nouvelle équation étant la même chose que lox =1 20, donne x = 2\ et cette valeur 2, mise à la place de X , satisfait à Péquation proposée , puisqu'elle la réduit k
go. Transposant les termes dans Téquation
2flx — 36 + 4ci= ex + a — X, elle devient ^ax — cx+x = a + 36 — 4^.
La transposition n'a pas détruit Tégalité \ car si on retranche des deux membres de Péquation proposée , le polynôme ex — X "^ 36 -f- 4^ 1 formé de tous les termes qui doivent être transposés , écrits avec leurs signes , les deux restes nécessairement égaux, se réduisent aux deux membres de la nouvelle équation.
91. Une équation n^est pas détruite lorsqu^on change Us signes des termes de ses deux membres. Par ex., Péquatîon
4x — 7=8 — X *;st la même chose que — 4^+^=: — S-f-x;
car cela revient à multiplier les deux membres par — 1 . D'ailleurs, si Ton transpose tous les terxaes du premier membre de. J'équation proposée dans le second , et tou* 1^5 termes du second dans le premier, Pégalité ne sera pas détruite (bi,y et il viendra — 8 + x=: — 4X + 7. On peut changer Tordre ^^^ Jeux .membres de cette équation , sans en détruire Tégalité ; c* si azub^ réciproquement bzita : on a donc — 4^ + 7 ^= "^^ ^ 4- X, comme on l'a trouvé par l'application du prindpe.
92. Une équation n'est pas détruite lorsqu'on réduit tous lès termes des deux membres au même dénominateur^ et qu'on néglige d'écrire le dénoininateur commun. (Ce qui s'aj^^dle chasser ovl faire disparaître les dénominateurs.)
Soit par exemple
Si i^on réduit tous les termes des deux membres au même dénominateur a4i ^^ qu^on néglige d^écrire ce dénominateur commun, on aura aiX—l44x-f 18 = 1207— lO.
En effet , la réduction de tous les termes des deux membres au même dénominateur i^^ ne change pas là valeur de ces termes \ donc les deux membres eux-mêmes ne changent pas de valeurs, et jont encore égaux. Mais en^ négligeant d^écrire le dénominateur commun 24) on multiplie tous les termes des deux membres par ce dénominateur \ on multiplie donc les deux membres eux-mémçs, ou deux nombres égaux, par ce dénonunateur (48) *, donc les deux produits sont égaux, et Ton a une équation sans diviseur.
Nota. On fait aussi disparaître les diviseurs d^une équation, en multipliant tous les termes des deux membres par le moindre multiple de ces diviseurs , et en effectuant les divisions, U est visible qu^alors Pégalité n^est pas détruite.
93. Lorsqu'on ajoute^ ou soustrait^ ou multiplie^ ou divise deux équations entre ettes^ les deux résultats sont égaux. En effet,
1** Ajouter une équation à une autre, c^est ajouter le premier membre au premier membre et le second au second. De cetfe manière, comme les deux membres de la première équation re* présentent le même nombre, on ajoute ce nombre aux deux membres .de la seconde , c^est-à-dire à deux quantités égales \ donc les deux sommes sont égales. Donc si a:='b et c = <£, on aura a + c = fc + <!.
2* Soustraire une équation d^une autre, c^est soustraire lepremier membre du premier membre et le second du second. Dans ce cas, comme les deux membres de la première équation expriment le même nombre, on soustrait ce nombre des deux membres de la seconde, c^est-yà-dire de deux nombres égaux; donc les deux restes sont égaux. Donc û az=.b et cz=:dy on aura a — o^ib-^d.
3!^ Multiplier ou diviser une équation par une autre, c^est multiplier ou diviser le premier membre par le premier membre
( 56 ) et le fécond par le second. Alors, comme les deux membres de la seconde équation représentent le même nombre, on multiplie QfL Ton divise par ce nombre les deux membres de la première, c^est-à-dire deux quantités égales \ donc les deux produits ou les deux quoticns sont égaux. Donc sia=zbetci=Ld^ il vient
acs=:bd et - = -i»
9^ . Les principes préccdens sont nécessaires à la resolution des équations \ mais ils sont loin de suffire dans tous les cas , parce que la résolution des équations dépend du nombre d^in- Connues qu^ellcs renferment, et sut-tout de leur degré.
95. Une équation est du premier degre\ lorsque Pinconnue n^est multipliée ni par elle-même , ni par d^autres nombres in« connus. Une équation est du n*"* degrés quand lé terme qui a le plus de facteurs inconnus, en contient n, Âinèi Zx — 3^-}' 4 =;j^ — X est une équation du premier degré, à deux inconnues^ 3x* •— 7:c-{-8= oest une équation du second degré , à une inconnue \ etc.
g6. Une équation est numérique^ lorsqu'elle n'a d'autres lettres que les inconnues \ elle est littérale^ quand elle contient encore d'autres lettres que les nombres cherchés : ax — />/■ = 3a -)- 6 est une équation littérale , et 8x — 9 = S/* + * 1 ^^^^ équation numérique.
97. On distingue trois sortes d'égalités, savoir : les égalités vérifiées^ comme 7-|-3=:9, qui est aussi une identité \ les équations^ qui n'ont L'eu que pour certaines valeurs des inconnues, et les identités^ qui sont vraies pour toutes les valeurs qu^on veut donner aux lettres qui les composent. Ainsi ax — b ^zaX'^b est une identité , de même que ( aa — 36 ) 4^ = 8a* — i2ab. En général, il J a identité entre toute opération algébrique indiquée et le résultat qu'elle donne en l'effectuant.
De la résolution des équations du premier degré.
Voyons d'abord la résolution des équations du premier degré, à une inconnue.
98. Pour résoudre une équation quelconque du premier degré, k une inconnue, il faut chasser les dénominateurs, transposer les tennes et réduire , puis égaler l'inconnue au nouveau second
membre divisé par le résultat qa^on trouve, en écrivant arec leurs signes tous les multiplicateurs de Finconnue dans le ptt* mier. Par exemple, soit Téquation
En appliquant la règle précédente , on aura suçcessiteoMiit :
2b* X — ^ab* = 4<** + ^t a^'jr — xzn 4^^ + 4^i^*i
et X zz: «
En effet,' on sait déjà que les deux premières transformations ne détruisent pas Pégalité des deux membres (91 et 89) : il reste donc à faire voir qu^il en est de même de la ti^oisième. Or, dans Péquation 2b* x — x = J^a + 4^i^*, le premier membre est la même chose que (^h^ — i)x, puisqu'^en effectuant la multiplica* tion par x, on retrouve nb^x — x au produit (4B); on peut donc remplacer ce premier membre par sa valeur (a^*—- 1 )x; et alors Péqnation devient (2è*-^i)x = 4**' + 4^i*. On voit qoe ^a} -{~ 4^^* exprime le produit de 2b* -» 1 paf x ; donc en divisant ce produit par 2b* — 1, on aura x an quotient : donc
effectivement xzz: — , »
Actuellement , puisque les transformations qu^on a fait subir aux deux membres de Téquation proposée, n^ont pas détruit leur égab'té, Tinconnue x n^a pas dû changer de valeur pour maintenir cette. égalité^ la valeur trouvée pour x est donc celle qui rend égaux les deux membres de Féquation proposée ^' cette équation est par conséquent résolue.
Remplaçant x par sa valeur obtenue, on verra aisément que diacun des deux membres proposés se réduit à la même fraction algébrique : donc cette valeur est la véritable.
En appliquant la règle que nous venons d^ctablir, Péqoa
*><>» ax II* -^
3 ' la '
devient (9a) Sx — 2o4 = 1 1 x — 67a ,
puis (89) 8x — 1 IX = 204 — 67a ,
snsuite — 3x =: — 4^ , ou 3x = 468,
et enfin x = ^ = 1 56.
( 38 ) Voici quelques équations à résoudre, diaprés la même règle :
i + T + « = * + fo-7,
â — a + -7-=:5 + x et x — ^= — .
. loo. Lorsque les dënominateurs sont des polynômes, on peut, pour soulager Pesprit , indiquer d^abord les multiplications , et les effectuer ensuite ; ce qui est plus facile , en les voyant ainsi indiquées. Par exemple, soit à résoudre Péquation
a — A 3fl -f- A
chassant les dénominateurs, et indiquant, on aura
a{x—b){}a+b) + ^b{a—b){Za+b)i=zbx{a—b)',
efTectuant les multiplications indiquées , il viendra
Za*x — Za^b + a/?x -r- ab" + ga'/» — gat* + 3fli* — 36*
= abx — b^x \
transposant et réduisant, cette équation donne
Za^x + b'x = 'jab* — &a*b + 36* ;
,, , «ûA»— 6a»^4-3A5
a ou X zn ' M «
3aa •+- 6»
Si a = a et 6 = 3 , on aura x =. •^•
Voici deux équations , avec lc§ valeurs qn^cUes fournissent
^^ ^ = fl 7, x = ^a* — 3ab + b^'^
aa — 3o 2a— ^ù
aa«x , , a(x — 6^) bx La. , ,^
4aa — A» ' aa — 6 4<|^a6 A^ ' -^
loi . Lorsque les deux membres de V équation ont unfac' ieur commun , il faut le supprimer^ sUl est connu ; mais sHl n'est pas connu , il faut V égaler à zéro. Par ex., Téquation
7(ax— 7) = 9(2a:— 7),
donne , en la résolvant yxrzi^^ si on avait supprime le facteur commun 2X'-r-7, on aurait eu 7 =9, résultat absurde. Mais il faut observer que Téquation proposée ne peut être vraîb qu^autant qu'on y regarde ix — 7 comme égal à zéro \ ce qui donne x = ^* Le facteur 2X — 7 étant donc nécessairement nul ^ et la suppression de ce facteur nul ayant donné un résultat impossible,
on roit qu^II n^est pas permis de djviser ni de multiplier les deux membres dWe équation par zéro.
loa. Occupons-nous maintenant de la résolution des équations dû premier degré, 4 plusieurs inconnues. Résoudre de telles équations , c^est trouver des quantités qui , mises à la place des inconnues, rendent le premier membre» de chaque équation égal au second ; et ces quantités sont une solution des équations proposées.
^ io3. Une équation à deux inconnues, telle. que x-— "^j^i^is, admet une infinité de solutions ; car pour chaque valeur arbitraire de Tune des inconnues , Téquation détermine la valeur correspondante de Pautre inconnue.
1 o4- £n général , une équation ne peut faire connaître qu^une seule inconnue : donc, pour déterminer les quantités cherchées, il faut autant d'équations distinctes qu'il y a de nombres à trou^ ver. Mais dé plus, on doit d'abord faire disparaître ou éliminer de ces équations , assez d'inconnues , pour qu'on obtienne une équation à une inconnue, qu'on appelle équation finale,
io5. U élimination peut se faire par différentes méthodes; nous allons commencer par la méthode d'addition et de soustraction , qui est la plus sitople. Soit donc à résoudre les deux équations ax , r x , ^
Chassant les dénominateurs, transposant et réduisant , on aui*a
ex— 37- = 48 I L'-'
Kendons égaux les multiplicateurs de x, en multipliant la première équation par 6 et la seconde par 5 : les égalités ne seront pas détruite^, puisque chaque fois on multipliera deux nombres égaux par un même 3"** \ on aura donc
Box -|- I o%jr = 1 2^4 '
3ox — iSj-'^z^^o.
Retranchant la seconde de ces équations de la première, les deux restes seront égaux (93), et il viendra', en réduisant,
•ia3^ = 984; d'où^ = ?|i = 8.
Substituant 8 à la place de ^ dans la première équation fi j,
Pëgalitë ne sera pas détruite, et deviendra 5x -f- ^44 ^== ^<4 % pîiis 5a: = 60 et x:=z Ï7»
Maîsr'on peut arriver directement à cette valeur de x ; car si
Ton rend égaux les coefficiens de j* dans les équations [1] , ce
qui se fait en multipliant la seconde par 6, et quVnsuite on ajoute
. la nouvelle équation 36x — 187^=288 à la première, les teirmes
en jf se détruiront, et il viendra 4i<z' = 49^ ou a: =1 12I
I o6. Le résumé des calculs préccdens montre , que pour résoudre deux équations du premier degré , à deux inconnues x eijr^ il faut d^abord chasser les dénominateurs, transposer et réduire; puis rendre égaux les multiplicateurs de x dans les deux équations résultantes, en multipliant la première par le multiplicateur de x dans la seconde , et la seconde par le multiplicateur de X dans la première , ou par des nombres plus petits , comme dans la réduction au même dénominateur. Ensuite on ajoutera ou soustraira les deux nouvelles équations , suivant que les termes en x auront des signes difTérens ou le même signe. Cette opération faisant disparaître les termes en x, donnera Téquation finale en j*, de laquelle on déduira cette inconnue. Connaissant ^, on substituera sa valeur dans Tune des deux
s équations sans diviseur, et Ton aura x.
II est clair que par ce procédé, les équations subissent des transformations qui ne détruisent pais Pégalité des deux membres de chacune ; donc les inconnues x et ^ ne changent pas de valeurs pour maintenir ces égalités , et les valeurs trouvées sont celles de x et y dans les équations proposées.
Appliquant la règle précédente aux deux groupes d^équations
on trouvera, pour le premier , ar = 12 et j^ =z îo , et pour le second , x=.2/\. et ^ = 35.
Ï07. Si Ton a trois équations, à trois inconnues x, ^, ^, il faudra , pour appL'quer la règle précédente, chasser les dénominateurs, transposer et réduire ; puis éliminer z entre la première et la seconde équations résultantes, ainsi quVntre la première et la troisième, en rendant les multiplicateurs égaux deux à deux. On parviendra ainsi a deux équations en x ct^, entre lesquelles
•n âiminera y pour avoir x et ensuite y. Connaissant x et j^ on les remplacera par leurs valeurs dans Tune quelconque dea trois équations sans diviseurs, et Ton aura z,
Qu^on ait par exemple les trois équationi
•Faisant disparaître les dénominateurs, et transposant, on anrt a8x — 637' — 18-8 zn — 4^ [ [^]
Pour éliminer z de ces équations , on multiplie la première par 3 et la seconde par 2 , puis on retranche le premier résultat da second \ on retranche aussi la troisième équation \^\ de la première : et on a ainsi
a6jr — 1 537- n: — 3oo I 6x—i 87^^=0 ou X — 3^ = 0.
Eliminant x de ces équations, il vient 75^=3oo; d^où^=4* Remplaçant^ par sa valeur 4 dans x — 3j*3=: o , il vient x— • la = o ou X =: 12. Substituant les valeurs 1 a et 4 de x et de y dans la première des équations [2], on obtient 120 + 36 — 12-8 = 72, ou -8 = 7. De sorte que xz=i 12, j* = 4 ^* -^ = 71 dans ics équations proposées^ et c^est ce qu'ion peut aisément vérifier*
108. La méthode précédente s^applique k plus de trois équations , avec autant d'^inconnues , même quand des inconnues n^entrent pas dans toutes les équations. Yoid deux sjrstèmes d^équations à résoudre :
3u — 5x zi: 3 — Zy x — l^-=.iy — z 3^ + -8 = 211 + 3 2x — 3tf zny — 8.
Dans le premier sjstème x = 12 , j^ = 8 ,- ^ =: 10, et dans le second uz^^^ x:zzZ^ yz=.i ^X, z'=i^»
log* En général, ii Ton a m équations à m mconnnes , on. combinera la plus simple de ces équadoiis avec chacune des m — - 1 autres, pour en éliminer la même inconnue, en rendant ses coefficiens égaux deux à deux; et Ton obtiendra m — i nouvoUes équations à m — i inconnues. On opérera de même sur les nouvelles équations , pour en éliminer une autre inconnue ; et en continuant ce procédé, on parviendra à une équation ne contenant qu^une inconnue , et de laquelle on déduira la valeur de ^ cette inconnue. Substituant ensuite les valeurs des inconnues, qui sont déterminées, dans Fune des équations qui précèdent immédiatement celles qui contiennent ces inconnues , on aura une nouvelle inconnue \ et ainsi de suite , en remontant.^ Cette méthode se simplifie lorsque quelquMntx)nnue n^entre pas dans toutes les équations : par exemple , si Ton a ■
^u — 2:r: zn 3o 4^ + 2^ = i4
on verra aisément que Pélimination de s entre la première et Ik troisième, et Tclimination de it entre la seconde et la quatrième, donnent les deux équations , à deux inconnues
aojr + Sx zn 38.
Ajoutant la seconde de ces équations à la première multipliée par3,ona 4ij-=3 41 ; d'où ^= i.
Substituant cette valeur dans 'jj- — ax zz 1 , il vient x r= 3. Reportant la valeur 3 de x dans la seconde équation proposée, et la valetu- 1 de j- dans la troisième, o'h trouve ^u — 6 = 3o
et 4 -(- ^'S = f 4 ) ^^^^ u = 9 et z r= 5. D^où il suit que , dans les quatre équations proposées, :rzi: 3,^=1, 11=9 et ^ = 5.
Soient encore à résoudre les deux groupes d^équations
47^ — 2z -J- t =r 11 57* — Zx — 2M n: 8 4r— 3a + 2« =9 3^ + 8« = 33.
On trouve, dans le premier groupe, arrr la, ^=8, ^ =6, ii=4i ^^ ^^^ ^^ second, x=:a,^=:4, js=:3, u=3 et t=i.
1 lo. Si l^on veut résoudre m équations du premier degré, à m inconnues, par la méthode dVlimination , connue sous le nom de substitution des valeurs^ on prendra, dans la plus simple de'ces équations , la valeur d^une inconnue ,* et Pou substituera cette valeur dans toutes les autres équations ; ce qui donnera m — 1 nouvelles équations avec m — - i inconnues. Répétant ce procédé sur les nouvelles équations , et ainsi de suite , on finira par tomber sur une équation, à une inconnue, et qui en déterminera la valeur. Substituant cette valeur dans Pexpression de Pavant-dernière inconnue, on aura celle-ci. Substituant les valeurs des deux dernières inconnues, dans Pexpression de la troi-* sîème^ et ainsi de suite, en remontant, on déterminera cette troisième et celles qui la précèdent.
Diaprés cette méthode , soient à résoudre les équations
Hx — 37" -^- « = 3
/ 1 ox — 3^ -1- 4-* = ^7
/ i^x — 5^ — • 3if = — 3.
D^aliord, pour éviter un dénominateur, on prend la valeur de M dans la première de ces équations , et on trouve
X =r 3 — 4^ + 3^* Comme 'z a nécessairement la même valeur dans les deux antres équations, si on y substitue cette valeur au lieu de ^, les égalités subsisteront encore , et on aura
1 ox — 3j- + 4 ( 3 — 4x -f 3^-) = 2 7 I ax — 5jr — 3 (3 — 4^ + 3^) == — 3.
Ces deux équations ne renferment pas Pinconnue z , et deviennent, toute opération faite,
gjr — 6jr = 1 5 ) { 3jr — ax = 5 a4r — 14^ = 6 ) i lax — 7^ ru 3. Prenant la valeur de^ dans la i'* de ces équations, on aura
Substituant cette valeur dans la 2* équation , elle deviendra
12JC — -^(5-l-ax) = 3 ; d'où x = a. Maintenant , si Vçn met 2 pour x dans Pexpression de ^, on
aura'j^=3. Mettant a pour x et 3 pour ^ dans Texpreinoa de x^ on. trouvera ^ = 4- O** * ^^nc x =: a , jr= 3 et «^ ==4 » dflua les équations proposées.
lîfous laissons à résoudre, diaprés la même méthode, les deux groupes d^équations que voici :
u + z+jr:=zx + c
4tf — Sx + 27- — 5z =r — 24
a« + 4^ — T^ + SzmS • 3a + 2X — ^y-^-Zz'zzLXi
6a — gj; — Sj* + 4^ ^^ "~" ^^
111. On élimine encore par la comparaison des valeurs^ c'^est-à-dire en prenant dans les. équations proposées, la valeur d^une même inconnue , et en égalant la plus simple de ces va* leurs à chacune des autres; en opérant de même sur les nouvelles équations, et ainsi de suite. Mais cette méthode est beaucoup moins simple que les deux précédentes , à cause des dénomiuAr teurs qu^il faut y faire disparaître.
lia. En général, de toutes les manières d^éliminer les inconnues dans les équations du premier degré, la méthode par addition et soustraction paraît devoir être préférée, 1* parce qu^elle ofire plus d^abréviations particulières \ a^ parce qu^elle ne conduit pas , comme les autres méthodes , à de nouvelles équatiçm renfermant des dénominateurs, qu^il faut chasser ensuite; 3* parce que si les coeiBciens ne sont pas très-grands, on peut faire Paddition ou la soustraction en même temps que les multiplications pour les rendre égaux ; et il j a encore d^autres raisons de préférence, comme on le verra plus bas. Cependant il peut arriver que la résolution des équations ne puisse se faire que par la substitution des valeurs ; et c^est pour cela que nous avons aussi développé cette dernière méthode, quMl faut absolument employer dans les deux équations a:* -j-^* = 7/" et Sx z=: a^.
1 13. Du reste, il existe un grand nombre de manières particulières d^éliminer les inconnues ; et l'habitude fera bien vite reconnaître les simplifications qui peuvent se présenter dam la résolution des équations. Par ex., soient les deux systèmes :
X +jr -{-zzizm ax "{- by -^ cz :=i p ex + ( ^ + c)j- +. acz =: q.
Il suffira , dans le premier système , de soustraire la seconde
éqnadoDi mnltipliëe par 4« de la somme des deux antres, et dans le deuxième sjstème^ d'^ajoater à la seconde équation, les produits respectifs des deux autres par c et — i. (Voyez d^ailleurs leS'Mélanges d^ Algèbre, pages 18 et suivantes.)
1 14* Il est bon de remarquer qu^un sjstème de n -^Z' équaiKNia du premier degré, à n inconnues, n^est possible que dans h seol cas oik ^ de ces équations sont des conséquences des n antres. Car ces n équations déterminant les n inconnues , si on snbsdtiie les valeurs résultantes dans les p égalités non employées, en anra p équations, nommées équations de conditions <^ parce que n^ayant'plus d^inconnues, les données du sjstème doivent ytatii&ire, pour que ce sjstème soit possible. Par exemple, soient les trois équations à trois inconnues
ax — S^-r^a, Sx — 6jrr=:2 et aj:+^zz:i4«
Les deux premières équations donnent x = 4 et j^ == 3 ; et ces râleurs ne satisfaisant pas à la troisième équation , il s^ensuit fM les trois équations proposées ne sauraient exister ensemble.
11 5. Remarquons encore que Pcquation finale qui rcsuke de Mnnîbation entre des équations du premier degré, est aussi du prtmier degré; car dans les transformations que subissent ces iquatlons, les inconnues ne sont jamais multipliées que par des Bombres.
1 16. Cela suppose néanmoins qu'ail n j ait pas d^inconnues ma, dénominateurs en même temps qu^aux numérateurs ; car en
/frisant disparaître ces dénominateurs, les inconnues seraient mltipliées par des inconnues y et les équations résultantes ne ssraicnt pas du premier degré. On ne doit donc juger du degré fane équation qu^après avoir fait disparaître les' dénominateurs
Problèmes du premier degré.
11^* Les éqnadons servent à exprimer, d^une manière abr^ ^£e, les raisonnemens et les opérations que nécessite la solution dVn problème, c^est-à-dire la détermination des inconnues que ce problème renferme.
1 18. Tout problème est de même degré que Téquation finale fn le résout.
119» La* solution d\m problème est toujours composée de
( 46 ) trois parties distinctes : dans la première ^ on met le prol en équations ^ dans ,1a seconde, on résout les équations, et la troisième, on fait la preuve du problème, c^est-à~dir vérifie si les valeurs trouvées pour les inconnues satisfont à I les conditions de la question.
120. Pour mettre un problème en équations, il suffit indiquer la preuve , ei voici comment : on représente d^ les nombres donnés par des chiffres ou des lettres , et lès bres inconnus toujours par des lettres \ eiisuite on s^atta< bien comprendre Ténoncé, c^est-à-dire à bien reconnaître q opérations on devrait effectuer sur les nombres connus et î nus , pour vérifier ces derniers , si leurs valeurs étaient dé! nées, et on indique ces opérations à mesure qu^on les déco
121. Par exemple, le quantième d'un mois de 3o joui égal au tiers du nombre de fours écoulés , plus la moi ceux qui restent à écouler; quel est ce quantième ?
Soit X le quantième demandé ; on est donc au x^* joi mois ; il y a par conséquent x — 1 jours écoulés et 3o — (a ou 3i-^x jours à écouler. Et puisque le quantième x esl au tiers du nombre de jours écoula, plus la moitié de c écouler, il s^cnsuit que
D^où Ton voit qu^en indiquant la preuve du problème pose , on parvient à le mettre en équation , c^est-à-dire à i mer par des signes abréviatifs, les relations que son énoncé é entre les quantités connues et les quantités inconnues.
Résolvant Péquation précédente , on trouve or = i3 , c^ dire qu^on est au i3 du mois. Effectivement, dans ce a nombre de jours écoulés est 12, le nombre de jours à éc est 18 ^ et le tiers de 12, plus la moitié de 18, forment le < tième i3, comme Texige le problème.
122. Combien faut-il ajouter d*eauy dont 24 Uyres cot nent 4 livres de sel y à 36 livres d'eau renfermant 12 livr sely pour que 4o livres du mélange ne contiennent que 8 i de sel?
Soit X la quantité d^eau à ajouter ; le mélange aura doi -|- X livres d'eau : et comme 4o livres de ce mélange coi nent 8 livres de sel , 1 livre en contient -^ \ donc les 36
( 47 ) livres en contiennoit — r — • D^un autre côté, 24 livres de la première eau proposée contenant 4 livres de sel , i livre en renferme -g- ; donc les x livres en renferment -• Cette quantité de tel et les 12 livres qui se trouvent déjsi dans les 36 livres de la seconde eau, donnent 12 -|-~ pour tout le* sel du mélange. Et
comme cette quantité de sel est déjà exprimée par — r — ^ il faut qu'on ait , 35^^
Cette équation dopne x= i44i ^^ il ^^ut ajouter i44 livres de la première eau à 36 de la seconde. En voici la preuve : ^4 . livres de la première eau contenant 4 livres de sel , les i44 livres en contiendront 6 fois 4 ou 34 ^'^ ^^ \ donc les 364* i44 ou les 180 livres d'eau du mélange renfermeront la-^ ^4 ou 36 livres de sel , et 4o livres d'eau du mélange contiendront les -|- de 36 ou 8 livres de sel , ainsi que le demande le problème.
123. On voit que la difficulté de traduire les problèmes en équations , consistera toujours à en indiquer la preuve , c'est-àdire ) à former les expressions algébriques des quantités que la question suppose égales ; mais l'usage diminue de beaucoup cette * difficulté ; et les conmiençans ne sauraient trop s'exercer sur la mise en équations, d'après la règle du n* 120. (Voyez d'ailleurs les Mélanges d'Algèbre, pages 22 et suivantes.)
1 24* Zf'^e dkun père est le triple de celui de sonjils^ et il jra \o ans qu'il en était le quintuple^ quel est Vâge du père?
Soit X cet âge \ celui du fils sera donc ^* Il j a 10 ans, ces
Âges avaient chacun 10 années de moins ^ et puisque celui d^ père était alors 5 fois celui du fils, il en résulte
X — 10 = 5(^—^10)^ d'où a: = 60.
Le père a donc 60 ans \ et c'est ceipi'on peut aisément vérifier.
125. Un homme distribue 240*" à 20 mendians; il donnée par tête aux uns^ et \& par tête aux autres; on demande le nombre des uns et des autres.
Soit X le nombre de ceux à 6^ ; il y en aura 20 — x k 16', et par ^'«vifléquent 6jc4-'6(2o — a:)=24o. De là,~x=8. Ainsi, il j en a"«>-Tui reçoivent 6', et 12 qui en reçoivent 16.
liC. Une personne trjrant dépensé ao*^ plus le lo"* de ce qui lui est restée se trouve as^oir. dépensé Z^ de plus que le quart de son argent. Combien Hvait-élîe ?
Soit X le nombre de florins qu^elle, avait : après avoir dépensé 30'^ il lui en reste x — 20 ; sa dépense totale est donc 20 -f
ao
Ifab d^aillem^ cette dépense est j -f- 3 ; il faut donc qu^on ait
= -+3^ d'où x±=ioo.
1 17. Trois oranges coûtent autant au-dessus de 8 50111 que 5 au-dessous de 24 sons ; quel est le prix x de chaque orange?
Il est clair que Sx — 8 =1 24 — ^-^^ ^' qu'*ainsi x = 4«
' Quinze personnes ,. l^ommes et femmes, dépensent 61^, à S'' par tête pour les hommes et 3^ pour les femmes. Combien y a-tr-il Â^hommes et de femmes? (R. 8 hommes et 7 femmes.)
Le frère et la soeur ont ensemble ^5^, sur lesquels ils dépensent 35^^, et il se trouve que le frère dépense la moitié de ce qu^il ayai: et la sœur le tiers. Combien avaient-ils chacun f (R. 60^ et i5^.)
Deux coupons d''un même drap coûtent respectivement 60 et 78^. Si le prix de Taune diminuait de 1^, le second coupon coûterait la^ de plus que le premier. Quel est le prix de Faune? (R. 3*^.) . Deux personnes entrent au jeu avec la même somme d^argent, et per* dent, la première 36^ et la seconde 13^^ de sorte que le tiers de ce qui reste à la première vaut le 7™* de ce qui reste à la seconde. Combien avaient-elles chacune ? (R. 54^*)
128. On peut se dispenser de vérifier les valeurs trouvées pour leè inconnues \ car les équations du problème n^étant que sa preuve indiquée , il est clair que les nombres qui satisfont à ces équations, satisfont aussi au problème qu^elles traduisent algébriquement. Il n^y a d^cxccption à cela que dans le seul cas où le problème proposé renferme des conditions particulières qui n^entrenl point dans ses équations. En effet, celles-ci ne sont alors qu^une partie du problème, écrite en d^autres termes ; donc les valeurs des inconnues, dans ces équations, peuvent fort bien n^étre pas les valeurs des inconnues dans le problème proposé , c'est-à-dire n^tre pas les valeurs demandées. C'est ce qui arrive dans la question suivante :
1 29. Une personne veut distribuer une certaine somm^-^"^^' gent à des pauvres ; en donnant n^ à chacun , il ^ ^^^^ 1"^'
C 4çi )
Si elle donnait fy^ à chaque pauvre^ il lui manquerait 6 souSé Trouver le nombre de pauvres et la somme d* argents
Soit X le nombre de pauvres ; il est clair que
^x — 6 rz 2x -}- 7 ^ d^où x = ^.
Cette valeur satisfait bien à Pcquation ; mais elle ne satisfait pas au problème. Cela vient de ia condition particulière que le nombre de pauvres soit entier*^ car celte condition n^entrant pas et ne pouvant entrer dans. Téqaation proposée, Finconnuo X nVst pas assujettie à y satisfaire.
Il peut cependant arriver que les valeurs des inconnues satisfassent aussi aux conditions particulières qui n'^enlrent pas dans les équations ^ mais alors ces conditions sont des conséquences. des équations dont il s^1git.
1 30. Deux écoliers devant se partager également 28 oran^ ges^ se querellent^ et chacun prend de ces 28 oranges ce qu'il, peut attraper. Leur querelle étant finie ^ le i*' reçoit le ciri" quième des oranges prises par le a*, et celui-ci le tiers de celles prises par le i",* alors ils en ont 14 cJiacun. Combien chacun avait-il pris d* oranges ? ^
Le premier recevant le cinquième du nombre j^ <ï''oranges prises par le second, et celui-ci le tiers du nombre x d''oraiiges prises par le premier, ce premier en possède donc , après cela ^
x+^ — -• Or, il en possède \^\ on a donè les deux équations or +^ = 28 et ar+-|— 1=14,
lesquelles donnent :i:= 18 et r=- 10. De sorte que le premîef avait pris 18 oranges et le second 10^ comme il est aisé d^en liire la preuve.
1 3 1 . En ajoutant 36 à un nombre composé de deux chijjres% on obtient une somme égale à ce nombre renversé. En ajou" tant 2 au chiffre des dizaines , la somme sera les trois quarts du cJiiffredes unités. Quel est le nombre qui jouit de ces pro^ priétés ?
Soit X le chiffre des dizaines et y Celui dos unités ; le nombre demandé vaut donc x dizaines -f- y unités ou 1 ox + j', et ce nombre renversé vaut y dizaines + x unités ou. lojr '\- x\ ainsi on a les deux équations :
ALr.£BBC. * 4
3r 10X+J+ 36== io^ + j: et j: + 2 = -|--
Résolvant ces équations, on trouve x=4 et j^=:8. De lorte que le ntmbrc cherché a' 4 dizaines et 8 unités ; il est donc 48*
On peut remarquer que , dans ce problème et le précédent , les inconnues doivent être des nombres entiers.
i3a. Un homme achète une pièce £ étoffe à un prix qu'on ignote. Si elle renfermait 4 aunes de plus^ et que faune coiU tdi 3^ Je moins ^ il paierait 4o' de moins. Si la pièce avait a aunes de moins et que Vaune coûtât 5^ de plus^ il paierait 74^ de plus. Trouver le nombre x d'aunes et le prix j de chacune,
n est clair que la pièce d^étofie coûtera x fois j^ ou xj'^ Mais par la première condition, elle coûterait (x -f- 4) (^ — 3), et par la seconde ( ^ ^- a ) (^ + 5). Or, par la première condition , la pièce d^étofie coûterait 4^^ de moins que xjr et par la seconde 74^ de plus ; on a donc les deux équations
(jc + 4)(r — 3) = ^jr — 40 (^ — «) (r + 5) = ^r + 74-
Effectuant les multiplications, transposant et réduisant, il vient
5x — 7i^=r84i cquatiofts desquelles on tire x r= ao et ^ = 8. Ainsi la pièce d'^étofTe avait 20 aunes de long, à 8 florins chacune.
i33. Une personne a des jetons dans les deux mains : si elle en porte un de la droite dans la gauche, il y en aura un nombre e'gal dans chacune; mais si elle en passe deux de la gauche dans la droite , celle-ci en contiendra le double de Tautre. Combien chaque main avait-elle de jetons f (R. 10 et 8.)
&i on prend les moutons d.^un troupeau 7 à 7, il en restera 1 ; si on les prend 1 1 à 1 1 , il en restera 10; et le nombre de fois qu^on peut y prendre 7* moutons surpasse de 3 le nombre de fois qu''on peut y en prendre ii. Combien y a-t^il de moutons dans le troupeau f (R. 43.)
On imprime un ouvrage d?un certain format ; si on met à une page 3 lignes de plus, et à chaque ligne 4 lettres de plus, chaque page contiendra 328 lettres de plus; mais si on met à une page 2 lignes de moins, et à chaque ligne 3 lettres de moins,' chaque page contiendra 147 lettres de moins. On demande le nombre de lignes de chaque page et le nombre de lettres de chaque ligne. ( R. 27 et 36.)
Une fraction est telle, que si Ton ajoute 3 à ses deux termes, elle se réduit à 6 septièmes , et que si on retranche 3 de chacun de ses termes , elle devient 3 quarts. Quelle est cette fraction ? (R. 9 onzièmes.)
i34. On a trois lingots^ dans cJuzcun desquels il entre de Vor^ de Vargent et du .cuivre. L'alliage est tel que , dans ^le, i", sur i6 onces, iljr ena '] d'or, 8 d'argent et i^de cuivre. Dans le 2*, sur i6 onces, il s'en trouve a d'or, 9 d'argent, et
5 de cuivre. Dans le V, sur 16 onces, iljr en a 5 d'or, j d'or* gent et^de cuivre. On veut, en prenant d^êr entes parties de ces alliages, former un 4"* lingot tel, que sur 16 onces, il s'en trouve 79 seizièmes en or, 122 seizièmes en argent et 55 seizièmes en cuivre. Combien faut-il prendre de chacun des trois lingots proposés pour former 16 onces du 4"* ?
Soient x^jr, z, les nombres d'onces quil faut prendre sur le i*', le 2* et le 3* lingot pour former 16 onces du 4*. Puisque dans le 1*', sur 16 onces, il jr en a 7 dW, il est clair que sur
une once, il y en a ^ d'or, et sur x onces, ^- On trouverait de
même que -7: et ~ expriment les quantités d'or, prises sur le 2"
et le 3* lingot, lorsque le 4* est forme.. Mais d'après l'cnoncé, ce 4* doit contenir 7g seizièmes d'once d'or ; on a dona , pour 1'* équation et en négligeant le dénominateur commun 16,
On trouverait de mcme , par rapport à l'argent et au cuivre ,
8x + 9^- + 72 zr 1 22 et a; + 5^ + 4^ = 55.
Ces trois équations fournissent x=:^, ^^ = 3 et z=.g.
1 35. TixMS hommes emploient tout ce quUls ont d^argent sur eux pçur acquiuer une dépenj^e quMls ont faite en commun. U manque au premier %^ pour payer les a tiers de la 'dépense, au second i4^ pour en payer les 4 cinquièmes, et au troisième i^^pour en payer les 5 sixièmes. Combien a?aientr-ils chacun? (-R. la*^, 10' et 8'.) ,
Si des deux termes d\mc fraction, qui se réduit à \ cinquièmes, on retranche respectivement les deux termes d^une fraction , qui se réduit à
6 septièmes, la nouvelle fraction vaudra a tiers, et la somme de ses deux termes sera 20. Quelles sont les a premières fractions f ^R. |2 et |^. V
Trais joueurs conviennent qu^après chaque partie les deux perdans donneront au gagnant, cliacun la moitié de Targent que ce gagnant avait en commençant cette partie. Chaque joueur ayant gagné une partie, sort du jeu dvec 64^* Combien les joueurs avaient41s eu entrant au jeu ? ( R. 5o, 65 et 77*^0
* Résolvons maintenant quelques problèmes généraux.
1 36. Connaissant la somme a et le quotient b de deux nomhres X et y, trouver chacun de ces nombres. II est clair que :
C 5a ) x+^rztf et -rzfc^ d'où xrr" • ■ et J^i^
Si a = 48 et fc = 3", on aura or = 36 et ^= 1 a.
137. Combien faut'il prendre iTune matière à hjl. Tunité^ » et d*une matière à à florins ^ pour former un méCmge de m unités à f florins chacune ?
Soit X ce qu'il faut prendre de la première matière ; m — x sera donc ce qu'on doit prendre de la seconde , et on aura évidemment
hx florins 4-^(^-7"^) Aotins = mp florins , ou hx'\-d(m — x) = m/7; d'où 3:=:"'^^"" «
Cette formule est beaucoup plus simple que la règle qu'jelle fournil en la traduisant en langage ordinaire ; car voici cette re* gle : pour savoir ce qu^on doit prendre de la x"^* matière^ il faut multiplier le nombre d^unités du mélange par le rapport des différences du second prix au prix mqjren et au \*' prix.
Lorsque &z=ioo, d=zi2^^ mr=:48 et/9z=:io8, la formule précédente donne xiii3i. Cette formule résout en outre les deux problèmes que voici : 1° Combien y a-t-il d'or et d'argent dafîs un alliage de m onces ? On sait qu'une once d'or se réduit à h dans l'eau , une once d'argent à ^ et une once de l'alliage à p.
2* Trouver combien il faut de pièces de b florins et de pièces de d florins pour payer mp florins, avec m de ces pièces.
On voit par là de quelle étonnante fécondité est l'algèbre, puisque cette science résout, par une simple formule, non-seulement tous les problèmes , en nombres inflnis , de même espèce que le proposé , mais encore plusieurs questions générales , qui sembleraient d'abord très-difTérentés de la première.
i38. Si dans la formule précédente on regarde successivement comme inconnue , chacune des cinq quantités &, J, m, p^ x, il en résultera les solutions générales de*cinq problèmes d'espèces ' diiFérentes. Par exemple, si l'on prend b pour inconnue, la formule donnera . m(p^d) + dx
> et le problème résolu est : dans un mélange de m unités^ coiU tant chacune p florins^ il entre d'une matière à dflor, V unités et X miîtés d'une autre matière dont le prix^h est inconnu f
quel est ce prix? Si d=: ii^^ m = ^8^ p=z io8 et xr=3îi, la valeur générale de b donnera &=zioo.
On voit qu^à Faide de quelques transformations , une même formule pourra résoudre autant de problèmes généraux quVUe aura de lettres différentes ; ce qui est avantageux en èe qu^on sera conduit ainsi à de nouveaux problèmes, pour lesquels on n^aura pas à recommencer les raisonnemens , quelquefois très-compliqués, qui ont donné Téquation du proposé. Cela vient uniquement de la simplicité du langage algébrique, qui, en rapprochant les objets ,. permet d^en saisir plus facilemept les différens rapports.
. 1 39. Depuis qu'un père avait Vdge actuel de sonjils^ il s'est écoulé un nombre d'années tel que Vdgedujils est devenu a fois ce qu'il était alors ; et quand l'dge du fis vaudra Vdgc actuel du père ^ les deux âges réunis feront b années d^ plus qu'à présent. Trouver les âges actuels.
Soient x et^ les âges actuels du père et du fils, puisque quand le père avait Fàge actuel ^ du ilis , celui-ci avait a fois moins
d?âge qu^à présent ou*^, la dificrence des deux âges était ^ — '^-
Or, cette différence restera toujours la même , puisque ses ''«^ux nombres augmentent tous les ans d^une unité , ainsi Page actuel
X du père surpasse celui jr du fils de j- — - ^t il vient
Mais quand le fils aura atteint FÂge actuel x du père , Tâ^ de celui-ci sera x+j^* — -• *Et puisqu** alors les deux âges réunis feront b années de plus qu^à présent , il sVnsuit que
ax -{-x — ^^ ^ ^X "I" ^' Cette équation et la^précédente fournissent *
(la — \)b ab
xz=.—, r- et r=::— ; r-
Si £i=zr3 et (=:4o<) on aura x=:5o et^=3o. Les formules précédentes , très-simples en langage algébrique , seraient trèslongues énoncées en langage, ordinaire. Ces énoncés seraient cependant les dernières phrases quMl faudrait employer,^ Ton résolvait le problème en langage ordinaire. On voit donc qu^une
pareille solution est ici impossible , et qu^il faut nécessairement faire usage des signes abréviatifs de Palgèbre.
i4o. Des héritiers doivent se distribuer une somme d'argent^ de manière qu'après avoir eu sa part ^ chacun donnera au suivant^ sur le reste ^ le produit de 2i florins par le rang de ce suivant^ plus le c""* du nouveau resté. Par cette disposition^ les héritiers reçoivent la même part. On demande là valeur de la somme x distribuée^ celle de chaque part y et le nombre * d'héritiers.
Le premier reçoit a flor. plus le c"** du reste x — a *, sa part
est donc j'ina^l • Le second reçoit an flor. sur le reste
X — a , plus le c"* du nouveau reste x — 3a
X— 3fl - - «
sa part est par conséquent an-J ■ ,■ » Ainsi on a
2|}-[--r 5j— zza-1 ; d'où a:=zû(/i — ij •
De là on tire j^=fl(/i-:-i) et z:=n — i.
i4i. Trois enfans ajrant ensemble un nombre a d^ années ^ doivent partager avec leur mère une certaine somme d'argent. Chacun d'eux^ à commencer par le plus jeune ^ prend autant de florins qu'il a d'années et en sus le quart du reste. De cette manière^ les en/ans sont également partagés^ et le dernier a laisse' h florins pour la mère. Quels sont leurs âges x, y,.z, et quelle somme u ont-ib partagée ?
Puisque ]a mère a eu ^Vlorins , les enfans se sont partagé également u-'— fr; cliacun a donc reçu -y(^u — b). D^un autre QÔté, le plus jeune prend d^abord sur la somme u autant de florins qu'ail a d^années , cV»st-à-dire x florins , et en outre le quart du reste u — x ; sa part est donc x -f- -^-(li — x) ou x(3^ 4" w)i et il reste u— -5-(3x + «) ou -g-(3tt — 3a:). Formant de la même manière les expressions des parts des deux autres en- &ns, on verra aisément que le problème proposé fournit les quatre équations
x+j' + z-rza,
i(3x + ii) = f(ii-i),
^(i2r+3ii— 3a:)=zf(i/-i),
^(^Sz + gU^^—l2jr) = -^{u — b).
B.és#lvant ces équations , on trouvera B = -f(3a+5t), x=-è-'(û— *), jr=ia et z=-^(3a-\^b).
143. Les bkns dVn négociant augmentent chaque année de leur c*"* partie^ combien doit-il préleyer tous les ans sur une somme a quW a dans le commerce, pgur qu^an bout de trois ans, il y ait encore la même
somme T f La Taleur simplifiée est ■ ■ j •
TrouTer les termes de deux fractions dont a est la somme et & la diffiérence. On sait que c est la somme de leurs numérateurs x et u , tid celle de leurs dénominateurs j^ et tr.
Trouver trois nombres tok, qo^en les divisant respectivement par m, «, /?, les trois qnotiens soient égaux, et qu^en lès augmenunt respectivement de a, &, c, la somme de leurs produits a à a soit augmentée de d»
On partage une somme a entre cinq héritiers, de manière que chacun , il compter da plus jeune, reçoit autant de florins qu^il a d^années, et en sus le e™® du reste. Par cette disposition , après que le cinquième a eu sa part, il ne reste rien, et tous les héritiers sont partagés également. Quels sont leurs âges f
De la discussion des Problèmes du premier degré,
i4^* Discuter un problème ou des équations, c^est interpréter les résultats singuliers auxquels on parvient, quand on donne des valeurs particulières aux lettres qui s^y trouvent.
i44« Remarquons d^abord qu^i^ra^ équation du. premier de^ gré à une inconnue^ ne peut jamais admettre qu'une seule valeur pour cette, inconnue.
En effet, quelle que soit Téquation proposée, on pourra toujours la ramener à la forme ax z= b\ car on pourra toujours chasser les dénominateurs , transposer les termes , réunir en un seul tous les multiplicateurs de Tinconnue x , représenter par a k nouveau multiplicateur, et par b le nombre connu qui forme le second membre : et comme ces différentes transformations ne détruisent pas Fégalité , il s'^ensuit que Tinconnue x ne change pas de valeur pour maintenir cette égalité ; les valeurs de x , dans Téquation résultante axz=:b^ sont donc les mêmes que dans Féquation proposée.
Or, Tinconnue x n'a qu'aune seule valeur dans ax=zb^ car il n^ ^ quW seul nombre qui , multipliant a , puisse donper le produit b ; donc aussi Tlnconnue x n'a qu'une seule valeur dans l'équation proposée, du premier degré (*).
(*) -Si JT pouvait avoir deux valeurs. dificrentes m et ^, dans ax = ^ ,
i4S. Ce raisonnement suppose que Téquadon proposée ne soit pas identique, comme mx — k=:mx — k ^ car si cela était,' les quantités a ci h seraient nulles, et Péquation deviendrait o.xzzzo : donc cette équation serait satisfaite par toutes les vakurs qu^on voudrait donner à x ; donc Tinconnue x pourrait avoir une infinité de valeurs différentes , et serait indéterminée dans cette équation.
Si Ton veut résoudre Téquation o.ar = o, on trouvera x=z »£ =: 0°. Or, quel que soit le quotient x de o divisé par o , en multipliant le diviseur o par ce quotient, on aura toujours le dividende au produit : donc x , cVst-à-dire f^, est tel nombre qu^on veut , et représente par conséquent une quantité indéterminée,
146. Si après avoir ramené Féqualion du premier degré à la forme ax = ^, le coefficient a étaft nul et b égal à un nombre n^ l'équation proposée deviendrait o.a:=n ou o = n, et serait par conséquent impossible , au^sl bien que le problème qui Ta donnée.
Dans ce cas, o.a: = n fomnit x=.—i et alors la valeur de x
es( infinie. En effet, le dividende n restant le même, si le diviseur était successivcmen^ -î- , -i-, -î- , — î— , etc., le quotient
10 100 1000 ^ftopoo ' ' ^
serait successivement ion, loon, looo/i, loooon, etc. Donc plus le diviseur est petit , plus le quotient est grand ; si le diviseur est très-petit le quotient sera très-grand 5 si le diviseur est Je plus petit possible, ou o, le quotient sera le plus grand possible, et sera par conséquent injini. Donc - est le symbole d'une
quantité infiniment grande, et ne saurait être exprimé par aucun pombre , quelque grand qu'il soit.
On se sert d'un huit renversé 00 pour désigner Vinfini \ ainsi T-=oo^ d'où 71 = 00 X o et — = o. Il est bon de remarquer que - ou 00 est un signe d'impossibilité.
147. Lef inconnues ne peuvent a^oir qu'une valeur chacune dans m équations du premier degré à m inconnues.
on aurait à la fois am:=.h et ap-^rib^ donc on OTirait aussi amr=:iap^ ou m'=^p\ ce qui est contre Thypotln^se. Doue x n''a qu''une seule valeur 4sn6 àxz=:hy et par conséquent dans Tcquation proposée, du i*** dçgré.
( 57 ) En efiet , les Uratasformations que Ton fait subir aux deux membres 4e chaque équation , pour arriver à Téquation finale , ne détruisent pas Pégalité de ces deux membres. Donc les inconnues ne changent pas de valeurs pour maintenir cette égalité. Donc toutes les valeurs de chaque inconnùç, dans les équations proposées, se trouvent encore dans les équations qui s^en déduisent, et par conséquent dans Péquation finale. Or, Tinconnue n^a qu^me seule valeur dans Péquation finale, puisque cette équation est du premier degré (i44)) donc aussi, la même inconnue n^a qu^une seule valeur dans les équations proposées. Et conune cette inconnue est Tune quelconque des proposées, il s^ensuit que ces inconnues n^ont qu^une seule valeur chacune.
148. Cette démonstration suppose qu^il n^ ait pas plusieurs équations proposées qui se réduisent à une seule ; car si cela était, on aurait moins d Vquations distinctes que d^inconnues ^ et comme une équation ne peut jamais déterminer qu'aune seule inconnue, une au moins des inconnues proposées serait arbitraire ; ces in-* connues pourraient donc avoir une infinité de valeurs différentes chacune.
i49* Si à rinspection des équations proposées, on ne voyait pas que plusieurs dVntre elles se réduisent à une 'seule, on le reconnaîtrait par les valeurs ^ qu^on trouverait en résolvant ces équations. Par exemple, soient les deux équations
3r — Gjr — 45 ^= o , 7J-— -ax^ 3j-— 3o.
Transposant et réduisant les termes, puis divisant la première par 3 et la seconde par 2 , il viendra
Pour éliminer J*, il suffit d^ajouter la seconde de ces équations à la première ; alors écrivant seulement les termes en x, puisque ceux en jr doivent se détruire , on aura
X — xrziS — i5, ou o.xzzro et x^zf»
Cette valeur indéterminée nous apprend que les deux équations proposées se réduisent à une seule ; et c'est ce quV>n voit par les équations (1) ^ car la seconde n'est que la première, dans laquelle on changerait les signes des deux membres (91).
( M ) Voici trois équations,, dont deux se réduisent à une seule :
X — lo a jr — ^6 1 a*.,
i5o. Lorsque plusieurs équations ne peuvent coexister, on eo est averti par les valeurs infinies qu^on trouve en résolvant ces équations. Par exemple , supposons qu^on ait
Pour éliminer jr^^ on multiplie la a* par 2 et on la retrancbe de la 1 '* ; alors en n^écrivant que les termes en x, il vient
Sj: — 8x1=26, ou 0.07 = 26 et xzi:^,
valeur infinie qui ne saurait être représentée pw aucun nombre ; donc les deux équations proposées sont impossibles. Et c^est ce qu^on voit en multipliant la seconde par 2 ; car alors ces deux équations sont une même quantité 8a; — ^jr égalée à deux nombres diffcrens 36 et lo.
G^est aussi de cette manière que les trois équations suivantes sont impossibles : ^y. ^ m 8 %z
1 5 1 . Il peut arriver qu^cn résolvant un problème on soit conduit à une valeur négative de la forme x = — v: dans ce cas, conmie on ne saurait soustraire v^ la valeur de x est impossi})le, aussi bien que le problème proposé.
Mais il est très-important de remarquct qu^il y a cependant un problème résolu par la valeur v \ car si Ton xbange x en -— X dans les équations proposées^ ce sera changer x en — x dans toutes les équations qui s'^en déduisent (*), et par suite dans la dernière x = — v, qui deviendra alors — x=: — vottX = v (91) : la valeur de x ne sera donc plus impossible, et il j aura effectivement un problème résolu par cette valeur v. Or, quel est ce nouveau problème 1* Pour le trouver on observe que les
(*) En effet, si Ton désigne — x par x\ et quW remplace x par jc', dans les équations proposées', il est clair que les nouvelles e'quations donneront en x\ c^est-à-dire en — x , toutes les équations que les proposées donnaient en x; elles conduiront donc à x'rz: — v, c^est-à-dire à — x-=z — v\ d'où X =: V.
équations fournies par. les proposées, en y changeant x en — «x, donnent la valeur x == v ; donc ces nouvelles équations sont celles dn nouveau problème, et par conséquent, en les traduisant en langage ordinaire, on aura Pénoncé de ce nouveau problème.
Ainsi , lorsque la résolution d'un problème conduit à une 9akur négative de la forme x = — v, cette valeur v résout lé problème que donnent les équations du proposé en jr chan^ geani xen — x^ et en traduisant les nouvelles équations en langage ordinaire,
i5a. Il n^existe point de règle générale et précise pour opérer cette traduction ; mais l'usage montrera bientôt comment ell« s^efiectue. Par exemple , le poids x d'un corps est tel^ que son triple augmenté de lo livres^ est égal à son double' diminué de ao livres. Quel est ce poids ?
L^ëquation de ce problème est évidemment
^x -f- 1 o 1= ax — io\
et on en tire x = — 3o : donc le problème est impossible , comme on pouvait bien le prévoir d^aillcurs. Substituant — x à X dans Féquation proposée, elle deviendra — 3x -}- lo = — ax — ao ; ou bien, en changeant les signes des deux membres
Comparant cette équation à la proposée, on verra que les nom* bres lo et 20 changent seuls de signes , pour le problème résolu par la valeur x = 3o , et que ce problème est :
Le poids x dun corps est tel^ que son triple diminué de lo Itrres^ est égal à son double augmenté de ao livres. Quel est ce poids? En résolvant directement ce nouveau problème, on trouve efièctivement que x = 3o.
i53. Un Joueur donne ^fr. pour chaque partie qù*il perd^ reçoit '%fr. pour chaque partie quil gagne; et après \i par» ties^ son gain total excède sa perte totale de Z6fr. Trouver combien iljr a eu de parties gagnées et de parties perdues.
Soient x et^ les nombres de parties gagnées et perdues , on
"*'* x+^zzi2 et ax — 4^=36.
Ces équations donnent x = 1 4 et j* = — i. La valeur dejoe saurait être calculée, et par conséquent le problème proposé est impossible. Mais nous avons vu qu^il doit y avoir un pro-
blême résolu par les valeurs 1 4 et 3 ; et que pour avoir ce nouveau problème ^ il faut changer j' en — j- dans les équatîôilf proposées , et traduire les équations résultantes
x — jrzzzi'i et aj: + 4^ = 36.
Or, pour opérer cette traduction , il sufRt de se rappeler que ùo étant le nombre de parties gagnées et j- le nombre de parties perdues, ix désigne le gain total et 4 j* la perte totale ; alors on verra que le problème résolu par x=.i^ et j*=:a, est celui-ci :
Un joueur donne t^ francs pour chaque partie qu'il perd et reçoit 2 francs pour chaque partie quil gagne* Ayant gagné 1 1 parties de plus quUl n*en a perdu , son gain total plus sa perte totale fr)nt Z& francs. Combien jr a-'t^il eu de parties gagnées et de parties perdues f
154., On voit que les valeurs négatives prouvent non-seulement rimpossibilité du problème qui les a données , mais que de plus , elles indiquent les chaugemens à faire dans Fcnoncé pour que ce problème n^ait plus rien d^absurde et soit résolu par les' valeurs trouvées. Il nVn est pas de même des valeurs infinies *, elles indiquent rimpossibilité absolue du problème proposé (146), et ne conduisent à aucun problème nouveau. Nous laissons à interpréter les valeui:s négatives dans les problèmes que voici :
Une cuye reçoit Peau par deux robinets; en les ouvrant Ton 13 et Fautre 7 minutes, la cuve contient 46 litrons; si le premier est ouyert S' ci Tautre 5, la cuve renferme 3o litrons. Combien chacun verse-l-il d^eau par minute T
Quel nombre x doit-on ajouter à chacun des facteurs ~a et $, pour que le nouveau produit et le premier se contiennent autant de fois que* les sommes de leurs facteurs ?
Un rentier partage 4^0 flor. à 3 neveux ; il donne au premier le 5' de ce que reçoivent les deux autres ensemble , et au second , 394^ de moins , que les 3 quarts de ce que reçoit le troisième. Combien chacun a-i-il?
i55. De ce qui précède (i5i) il suit, que si dans la formule et les équations à^un problème proposé, on change a en — a^ b en — b^ c en — c, etc., la nouvelle formule résoudra* le problème qu^on trouve en traduisant les nouvelles équations en langage ordinaire. De cette manière ^ une même formule peut, par un simple changement de signes dans ses données, résoudre successivement plusieurs problèmes différens, et conduire à des énoncés qui, peut-être, ne se seraient pas offerts à Pesprit» Cette
propriété très -remarquable, vient uniquement du calcul des quantités négatives isolées , et montre par conséquent le but et Futilité de ce calcul en algèbre.
i56. Un ouvrier reçoit îijlor. par jour de travail^ donne f:fôr, par jour de repos ; et après a jours , ayant réglé son compte^ oh Itd redoit hjl. Combien de jours a^tnl travatUéf
Soit X le nombre de jours de travail \ a — x sera celui des jours de repos , et on aura
dx — cia — x) = h ; d'où x = — -^^
Si dans cette équation et cette formule, on change successîvemeullcs signes des quantités h^ c, d^ x^ prises d'abord i à i, puis a à 2 , ensuite 3 à 3 , et enfin 4 ^ 4 1 ^^ ^^^^ ^'^ équations et les formules de i5 problèmes faciles à énoncej; en langage ' ordinaire. Par exemple , si Ton change & et J en -— 6 et — d^ Téquation et la formule deviendront
dx'\'c{a — x)rz& et x= "» (i)
Donc lê problème' résolu est : Un ouvrier se met en pension chez une personne^ et lui donne cjl. par jour de repos et àfl. par jour de travail. Après 2l jours ^ ayant réglé son compte^ U doit hjl, en tout. Combien de jours art-il travaillé?
Dans ce problème ^betd désignent des dépenses , et n'ont pliis la même acception que dans le proposé, on ces quantités représentent des gains. Si c^d ei b'^ac^ la valeur (i) de j; sera négative, et le problème impossible. Mais en substituant -~x à X, l'équation et la formule (i) deviennent
cfû + x) — dx-zizb et x z± ;•
Le problème résolu est donc : Un ouvrier se met en pension chez une personne; il lui donne cjl. par jour de repos et en reçoit djl. par jour de travail. S' étant reposé a jours de plus qu'il n'en a travaillé^ il redoit hjhrins en tout. Combien de jours a-^t'il travaillé ?
. On voit que x a changé de signe sans changer d?(icception , et qu'au contraire, d a changé d'acception sans changer de signe : cela tient au produit dx, qui change de signe aussi bien quand d devient — r- d que quand x devient — x.
Lorsque c = d ei h=:a€^ là formule (i) devient ar = J ; donc le problème est alors indéterminé (i45). En effet, supposer c = J,' c'est supposer que l'ouvrier donne, par jour de travail comme par jour de repos, c flor. pour sa pension ; donc après a jours , tant de repos que de travail , la somme h qu'il devra s^ra ac. Or, c'est précisément ce que le problème demande , puisqu'on y suppose h = ac\ donc ce problème sera toujours bien résolu quelque valeur qu'on donne au nombre x de jours de travail , pourvu que ce nombre ne surpasse pas a.
On voit d'ailleurs que quand c = ^2, si 'on ayait & > ac , le problème serait impossible, puisque c=:<f conduisant à b=aCi b devrait être à la fois plus grand que ac et égal à ac : aussi trouve-t-on, dans ce cas, a; ^= oo (146), valeur impossible.
iS^. Une remarque très-importante à faire, c'est que généralement , dès qu'une quantité a est prise dans une acception contraire à ce qu'elle signifiait d'abord, cette quantité diminue tout ce qu'elle augmentait et augmente tout ce qu'elle diminuait ; c'est-à-dire que a devient partout — a. D'où il faut conclure que toute quantité prise en sens contraire doit être affectée du signe — , partout oit elle se trouve (*).
(*) Supposons qu^im ouyrier ait pour m flor. de biens : suiTant qu'il gagnera ou qu^il perdra a flor., l'e'tat de sa fortune sera m-|-aoum— a; dans ces deux états la quantité a aura des acceptions opposées, puisque dans Pun a désigne un gain et dans Pautre une perte. Or, Pun de ces états devient Pâutre, 1° en y prenant a en sens contraire et en y chaa* géant a en — a *, 7? en y changeant a en — a et en y prenant a en sens contraire. D^où il suit que, 1° toute quantité prise dans une acception opposée^ doit recevoir le signe — partout oii elle se trouue; a® Réciproquement, toute quantité dont la valeur a le signe — , doit être prise dans une acception contraire.
Le premier de ces principes nVst sujet à aucune exception \ et Toict plusieurs exemples propres à ve'rifîer le second :
1** Si X désigne le nombre d^annees qui doivent encore s'écpuler, pow qu^un père , âge de 5 ans , ait 3 fois Page de son fils , qui a c ans ^ â est clair qu'on aura i_j^x==a(c-|-x); d'où x=i— ac.
On veut que cette formule ait lieu pour toutes les valeurs de 5 et c (4) ' donc, quand h vaudra 60 ans, et c, 3a ans, cette formule donnera x=: 60 — 64 = — 4 ^^' ^^ sorte qu'il devrait encore s'écouler — 4 années pour que l'âge du p^re fut double de celui du fils. l\Iai.s il y a dt^à 4 VM que Tâgc du père était double de celui du fils, puisqu'alors l'âge du père
Par conséquent, pour avoir sur-le-champ la formule du problème qu^on obtient en prenant en sens contraire une quantité a d^un problème propose , il suffit de changer a en — a dans la formule de ce proposé ; ce qui dispense de recommencer, pour le nouveau problème, les raisonnemens et les calculs qui ont feami la formule du premier.
i58. Remarquons encore que quand une quantité a devient —il, elle diminue tout ce quelle augmentait, et augmente tout ce qn^elle dimfnuaît; elle diange donc d^acception, c^est-à-dire devient une 'dette si d^abord elle désignait un bien , un temps à venir si elle représentait un temps passée une distance à gauche d^un point si elle exprimait une distance à droite de ce point,
^int 60— -4 ^^ ^ ^^'^y ^ ^l°i da fils, 3a -^ 4 ^'^ ^^ utis : donc — 4 mimieê à écouler^ sont réellement 4 année» déjà écoutées,
a* Oa sftit que pour avoir les biens réels d^un homme qui « des dettes^ il fiint Mostraîre U somme qu^il doit de la somme qu**!! possède. Cette |ij|g]e,'cOii8idér<Sé comme vraie pour toutes les valeurs des nombres indé- Mnninéft qaVUe renfermer, S^appliquera au cas où un homme aurait la il. CI en devrait 16^; eDe donnera donc 1 a — 16 on — 4 ^^^* ipojxt les biens réek de det homme. Mais cet homme n^ajrant que la florins, nVn peut pajer que la des 16 qu^il doit; il en devra donc encore 4* D^où il suit que — i^ florins de biens /ont réellement 4 florins de dettes.
. 3^ Pour connaître de combien de lieues un voyageur placé en A, serait B A encore en arriére du point B , aprës avoir pair-
conm un certain chemin , il £iut soustraire ce chemin de la distance AB« Ce principe appliqué au cas où AB vaudrait 7 lieues et le chemin par^ eonm 1 1 lieues, donnera 7 — 11 ou — 4 ligues, pour la distance dont le rttyêfgtur est encore en arriére du point 6. Mais ce voyageur est réelle- Bfnt de 4 lieues en avant de ce point 6 , puisqu^il avait 7 lieues à faire pour être en B, et qu^il en a fait 1 1 : donc être de — 4 '^<<^^ en arrière (ffan point y c^est réellement être de 4 lieues en auant de ce point.
H snit de ces exemples et de ceux traite^ plus haut, qu^en regardant les règles et les formules algébriques conune ayant Heu pour toutes les. valeors imaginables des quantités indéterminées qui les composent , on quelquefois conduit i des résultats impossibles^ tels que les valeurs et les valeurs natives, qui montreront par conséquent Tabsurdite de la supposition qui les aura donnés. Mais les valeurs négatives indiqueront de plus les changemens à 6dre dans le problème qui les a fiNornîes, pour que ce problème n^ait plus rien d^impossible, et soit résolu par les valeurs obtenues. De cette manière , les calculs et les raisonne- ■OBS par lesquels on est passé, ne seront pas inutiles, pnisqu^ili résoudicat le nouyetu problème.
»♦ < ra^
«t ainsi de suite. En un mot, toute quantité qui devient négO' tive , doit être prise en sens contraire.
iSg. Mais il faut pour cela, que cette quantité x augmenta ou diminue une certaine quantité, concrète de même' nature qu^elle ^ car autrement elle ne serait pas susceptible d^étre prise en sens opposé \ et pour avoir le problème résolu , il faudrait substituer -^ x k x dans les équations primitives. Lorsque le problème est un peu compliqué,, celte suËstitution est même le moyen le plus sûr d^avoîr une interprétation exacte, bien qu^il puisse suffire alors de prendre Finconnue en sens contraire (i 58).
G^cst en changeant ainsi :e: en — x quMl faudra interpréter la valeur négative dans le problème que voici, où un nombre . d^hommes ne saurait changer d'^acception , et où Ton facilite la traduction en mettant les trois inconnues en évidence : loo hom" mes sont partagés en trois pelotons tels^ que le premier a 60 individus de moins que le second et 49 de moins que le troisième^ combien y a-t-il d^hommes dans chaque peloton ?
Nous pouvons maintenant discuter complètement les problèmes du premier degré , et le suivant offre à peu près toutes le» circonstances qui peuvent se présenter dans cette discussion :
Deux courriers^ éloignés Vun de Vautre de a lieues
\ suivent la même route et vont dans le même sens^ le premier
fait par heure b lieues et le second c lieues. On demande après
quel nombre x d'heures de marche , le second courrier sera
encore de d lieues en arrière du premier.
Il est évident qu^en x heures le premier courrier fait bx lieue» et le second ex lieues. Si le second courrier n^avait pas marché, le premier aurait sur lui une avance à^ a-^-bx lieues \ mais en le poursuivant , le second a fait ex lieues \ cette avance se réduit donc ka-\-bx — ex lieues. Or, elle doit se réduire à d : donc
a-A-bx — cxmdi d'*oû x = •
Cette formule déterminera le nombre x d^heures demandées^
tan| qu^on aura a^ d et c^b. Mais on pourrait aussi avoir
a^d et cm/?, azizd et c:=:b^ a^d et c<^6i a:=:d et c<^by
azi^d et c^b^ a <^d et c<C,b. Voyons comment il faut intcr-
'prêter les valeurs de x dans les trois première cas.
1° Si a^rf et cz=:/>, on aura x== 00 et le problème propose sera impossible (i46). C'est ce qu]on vérifie d'ailleurs, en a^
sentant que ^ puisque les detix courriers vont cgalcmcnl vite et dans le même sens, jaipais le second ne s^approdicra du premier pour réduire à J la distance a qui les séparait d^abord.
a*Siû = £fetc = i, il viendra x = J : et comme alors Péquatîon proposée devient identique , il s^ensuit que | représente réellement une quantité indéterminée (14^)1 ^ qu^ainsi x peut être tel nombre d^heurcs qu^on voudra. Effectivement) pfuisque c-=ib^ les deux courriers vont également vite, dans le même sens \ donc la distance a = d qui les séparait d^abord f restera toujours d^ quel que soit le nombre x dlieures de marche.
3* Si a'^ d et c "C. b ^ a^^d sera positif et c — b négatif; donc la valeur de x sera négative , et le problème proposé impossible ( l'a 1). Cela devait nécessairement arriver ; car le second courrier allaut moins vite que le premier, ne saurait s^en approcher, pour réduire à ^2 la distance a qui les séparait d^abord.
liais puisque la valeur de x est négative , elle résout le pro* blême que donne le proposé en y prenant Pînconnue x en sens contraire (iSg),^!! par conséquent en demandant depuis quel nombre x d'heures de marche le second courrier était en ar* rière du premier de d lieues,- On peut voir d^ailleûrç que ce nouveau problème est possible ; car ayant ^ ^ ^2 et c<^by le second courrier va moins vite que le prçmier; donc la distance d qui séparait les deux courriers, il y a x heures, a augmenté pendant ce temps : donc elle a pu devenir a.
Changeons maintenant les acceptions de b eid^ c^est-à-dire , proposons-nous ce nouveau problème : Deux courriers^ ayant t lieues de distance entre eux , suivent la même route , 9oni Tun contre Vautre^ et font par heure ^ le premier b lieues et le second c lieues. On demande après quel nombre x d'heures de marche ces deux courriers se seront dépassés de d lieues.
Puisque les quantités b et d du premier problème sont prises en sens contraire dans le nouveau, on aura sur-Ie- champ la formule de ce nouveau, en changeant éet^en — b et — d dans la formule du proposé (157) ^ il viendra donc, pour le nouveau problème, a-^d
.mm •
comme il serait aisé de le vérifier , en résolvant directement le nouveau problème. Et si Ton fait partout £{=.0, on aura les formules de la, rencontre des courriers.
jàLCEBRE. S
i6i. Ce que nouff venons de dire, dans la discussion prècédente , paraît suflîre pour faire voir aux commcnçans de quelle manière Talgèbre répond à toutes les circonstances d^une question ; mais ib feront bien de s^exercer à la discussion dés problèmes que voici :
Un foudre de a mesures a i\à rempli par deux ouvriers en h heures : le premier y faisait entrer c mesures par lieure \ combien le second j fiusait-il entrer dans le même temps? (On peut avoir une valeur négative, et e peut changer d^acception', ainsi que aC)
Quel nombre x de jours faut-il encore pour qu^un homme, qui voyage depuis a jo;ars, ait marché pendant c fois autant de jours qu^un autre, qui ne doit se mettre en route que dans h jours ? (a et ^ peuvent changer d^acccptioD, ainsi que x; x peut devenir infinie, indéterminée ou négative.)
Queb sont les biens x et^ de deux personnes? On sait que si elles recevaient respectivement a fl. et £ fl. , les biens de Tune vaudraient m, fois ceux de Tautre, et que si la première recevait c il. et la seconde e2 fl., la première aurait y? fois autant que la seconde. (Faire a = 4^, ^=r8, c=:39, d'=,\'k^ m=3 alpzz^i ^ changer les signes des quantités a, 5, r, d^ prises iài,2àa,Sà3, 4à4i ^oir ^^ y ^ des valeurs négatives, infinies on indéterminées.)
162. Nous avons prouvé (i 45) qu'en général \ est le symbole d'une quantité indéterminée \ voyons si cette indétermination a toujours lieu. D'abord, si Fbypotbèsc de £(=. /?, qui anéantit les deux termes de la valeur générale de x, rend md aussi le . premier membre de l'équation proposée, ramenée à la forme M ==10, cette équation sera satisfaite quelque valeur qu'on cionne à l'inconnue x \ donc cette inconnue poiu-ra être prise à volonté et sera indéterminée , à moins que le problème n'ait des conditions particidières, propres à limiter le nombre de solutions (1 28).
Mais si l'bypothèse a = 6, qui donne x =^ , ne rendait pas nul le premier membre de l'équation proposée M = o , cette équation serait toujours du premier degré en jt, et n^admettrait qu'ime seule valeur pour cette inconnue ( i44) • donc \ ne représenterait pas alors ime quantité indéterminée \ et pour avoir la vraie valeur de x, il faudrait d'abord diviser ses deux termes par le facteur a^ — ^, qui doit leur être commun , puisqu'ils deviennent nuls en même temps que lui , quand az=zb,
i63. On voit, par cette discussion, que si la seide hypothèse àe a=:b rend nuls les deux termes de la valeiu- de x, cette inconnue sera ou ne sera pas indéterminée , suivant que la même hypothèse rendra ou ne rendra pas nul le premier membre de
rëquation proposée, ramenée à la forme M=o. Et pour avoir la vérilable valeur de x^ dans le second cas ^ il faudra d^abord diviser ses deux termes par le facteur commun a — b èi faire ensuite a=:b,
104* Quelle somme T/audraii-il donner au commencement de chaque année ^ pçur qu'en donnant aussi ^ à la fin de cette année ^ hjlor, sur chaque c fior. qu'on doit pendant la même année ^ on eût acquitté^ au bout de a ans,^ une somme a qu'on yient d^ emprunter ?
n est aisé de voir que Téquation de ce problème est
bf \ b. \ , b^ r \
* d^où Ton tire
«5» — aadc + ac> X:ZZ
Lorsque b:=zc^ cette formule devient x=:~ : et comme b:=c ' rend nul le premier membre de Péquation proposée , il s^ensuit qae x serait indétcnninée, si le problème n^avait pas une condition particulière, propre à linuter le nombre de solutions. Or cette condition existe; car supposer bz=zc^ c^est supposer qu^au bout de chaqtie année, on paye b û, sur chaque b û, qvCon doit^ on paye donc tout ce qu^on doit pendant cette aqtiée ; la somme X qu^il fallait donner au commencement , doit donc être nulle. Ainsi la condition particulière est que quand 6 r= c, on ait ;i: = o ; et le problème n^a que cette seule solution, dans ce cas.
Divisant les deux termes de la valeur générale de x par 6 — c^
puis Causant b=^c dans la nouvelle formule x=i=-; , il vicn-
■ b — ac
dra x=o, comme cela doit être. On aurait aussi cette nouvelle fonnule , *soit en supprimant i facteur du premier membre
de Téquation proposée, soit en observant que la somme a — t
ax (a — jr), due pendant la seconde année, doit être nulle,
.poisqu'^après en avoir retranché les — , c^est-à dire quelques-unes de ses parties , le reste est o.
i65. Nous terminerons la discussion des problèmes du premier degré , en observant que quand les deux membres d^unc équation ont un facteur commun , indépendant de Finconniie , il Êiut, avant de supprimer ce facteur commun, voir s^il ne devient pas nul par des valeurs particulières des lettres qui le
i Ç8 ) • composent; car s^il devenait nul , le problème serait indéterminé pour ces valeurs particulières; et la suppression du facteur n^au* rait -d'autre efieC que de conduire à une ou plusieurs des solu* tions. Le problème précédent ofire un exemple de cette circon-stance. GÛ* Péquation proposée pouvant se mettre sous la forme
[^ — MT— -(a — x)](i— J = o;
des qu^on aiira 6 = c , cette équation sera satisfaite. Mais si b
n^est pas égal à c, on pourra supprimer le facteur connu i — -,
et Téquation restante donnera la seule valeur de x qui convient alors au problème proposé.
On tire les — d'huit toimeftii de vin et on y remet h litrons de ce vin ;
on fait deux fois de suite ces deux ope'rations successives, et alors il reste
dans 1^ tonneau 36 litrons de vin. Gimbîen y en avait-il d'^abord
dans le tonneau ? (On verra aisément pourquoi ce problème est indéterminé, lorsque cz=za,) ^
Formules pour la résolution des équations du premier degré à plusieurs inconnues.
i66. Lorsqu^où chasse les dénominateurs et qu^on transpose les termes , on ne détruit pas Tégalité des deux membres dWe équation. Diaprés cela, on pourra toujours représenter deux équations du premier degré à deux inconnues , par
tf x + t^j- = c , a'x + b'j- = c',
a^byC^a\b\ d^ désignant des nombres entiers, positifs on négatifs.
Multipliant la première de ces équations par a\ et la seconde par a, puis retranchant la première des nouvelles équations de la seconde, on aura
(a// — fctf')j'=:flc' — ca!\ d'où X'=^'^\I^Ti*
Muldpliant la première des équations proposées par b^ et la seconde par^, pius retranchant la seconde des nouvelles équa* tions de la première , il viendra
,( 69 ) {aV—ba')x-=icy — bd', d'où a-=**'~^
167. En examinant atlentivement, les deux valeurs générales de X et de jr^ on voit que , pour former le dénominateur qui leur est commun , il faut écrire les deux arrangemens ab et ba^ des deux lettres a et 6 ^ donner le signe — au second arrangement ba , et (aire porter un accent & chaque seconde lettre : oe qui donnera effectivement ^-—^a'.
A Pégard des numérateurs , on les déduira du dénominateur commun ab^'-^baf^ en j changeant les a en c, pour x^ et les b en c, pour^, et en laissant d^ailleurs les accens tels qu^ils sont^ de cette manière, on aura dans le premier cas, cb^ — bd^ c^està-dire le numérateiu* de Sc^ et dans le. second, ac' — ca'^ c'*est-àdire le niunératcur de^.
168. Pour montrer Fusage qu^on peutf^re dçs formules pu 'des règlte précédentes , soient les deux équations
JEn les comparant aux 4eux équations générales , il vient tf = 5, fc = — 7, c=34iû'=3, //= — i3 cl d = — 6\ ainsi le dénominateur conimun ab^'-^ba! deviciidra, 5x — 13 *— ( — 7) X 3, ou — 65 +.21 , ou enfin — 44 î ^^ numérateur de x, savoir cb^ — bd^ vaudra 34 X — i3 — ( — 7) x r— 6^ ou — 44^ — 4^ 1 ^^ encore — 4^4 \ donc on aura x c= — 4^4
On trouverait semblablcmcnt^ £= 3. On voit que si Ton ne soumettait pas au calcul, les quantités négatives isolées, les for» mules du premier degré ne pourraient pas être appliquées à u>ut exemple particulier, et la plus importante de leurs propriétés n'existerait pas.
169. Trois équations quelconques du prvfuiier degré à trois inconnues , peuvent toujours , en chassant les dénominateurs et en transportant , être représentées par
ax -}- bjr -(- cz =r a , . /2'.r + ^y .+ dz:=z d\ a"x+Vfj' + ç"z=.d!f.
Les calculs, seraient irès-longs si Ton voulait appliquer à la résolution de «ces é(|uations , Tune quelconque .des piéthode»
d^clînunati'on que nous avons exposées. Mais voici un moyen d^abréviation : on multipliera la première équation par une quantité indéterminée m, la seconde par une quantité indétermi* née p\on ajoutera les deux nouvelles équations , et Ton retran* chera de la somme, la troisième des équations proposées. L^équation résultante aura lieu pour toutes les valeurs de m et de /7 , puisque poiu* toutes ces valeurs, les trois trinômes du premier mend>re seront respectivement égaux aux trois monômes du second. Réunissant en un seul, tous les multiplicateurs d'aune même inconnue , dans cette nouvelle équation , elle deviendra :
z=:dm'\-d!p — d".
Cette équation ayant lieu pour toutes les valeurs de m et de p, il est évident qu^on pourra disposer de ces deux indéterminées pour jGadre évanouir deux quelconques des coefBciens, et par conséquent, pour éliminer deux inconnues (*). Veut-on faire disparaître a: et ^ ? Il sufBra de poser
am + a!p m a!\ cm'\-dp'=zd'\
et alors il viendra y z^ •
(*) Cette méthode dVliminatioii par introduction d'indéterminées , n^abre'ge les calculs que dans les équations générales, comme on peut sVn convaincre en résolvant, diaprés cette méthode, les équations
lox -^-gjr — ia« = 72
£n effet, ces équations donnent d^abord
a(5m-|-i4/? — 2)af H-oC"» — 7;> — 3).7*H-6(3 — am — 3yo)»=:
.' 6(iam — 7^— la) •••(!)
Egalant à zéro les coefBciens de x et dc^, on aura deux équations qui, résolues par Tintroduction d^une nouvelle indéterminée h^ donneront m=:S et^ = — ^^ d''où 5=7. Substituant 7 au lieu de z dansTcquatioh (1), on aura ' '
a(5m-J-i4;> — a)x-f 9(m— 7;> — 3)y=:ia(i3m4-7/7~i3). Posant m — 7;» — 3 = o,oum==7y!?-|-3,jr disparaîtra et il viendra
(98;> + a6)x=:ia(98/> + a6)-, d'où x=ia. Prenant 5m4- i4/''*^^=<>) <>u aura de même^=r4«
( 7» ) Si Ton résout les équations en m et en /?, comme au n* 167, on obtiendra :
c'a" — a'c'f _ acff — ca"
acf — ca' ' acf — eaf
Substituant ces valeurs dans celle de^, réduisant au même dénominateur ad — ca' tous les termes du numérateur et du dénominateur de j-^ et négligeant d^écrîre le dénominateur commun ac^ — ca\ ce ^i multipliera les deux termes àejr par ad — ca'^ il viendra :
0|i trouverait x et ;s d^une manière absolument semblable.
Mais on peut encore abréger les calculs , en observant que , changer les ^ en a et réciproquement, dans les équations proposées , et par conséquent dans toutes celles qui s^cn déduisent , c'est changer y en x et réciproquement , dans ces équations , et par conséquent , dans Téquation finale en y. Donc , par ces changemens de & en â et réciproquement , Téquation finale en y^ c'est-à-dire , la valeur de y^ devient Péquation finale en x^ c'est-à-dire, la valeur de x. On verra dé même qu'en changeant & en c et rédproquement, la valeur de^ deviendra celle de z. Effectuant donc ^ daits la valeur de y^ les changen^ens dont il s'agit , et changeant ensuite les signes du numérateur et du dénominateur de cliacune des valeui-s résultantes , on trouvera :
^ ab'c'f — acfbff 4- ca^bff — ùa^cff -|- bcfaff — cb'aff '
170. En examinant les valeurs précédentes de x, j-, z, on verra que, pour avoir le dénominateur qui leur est commun, il faut piendre les arrangcmens ab ^ — ba\ introduire la lettre c successivement dans la troisième, la seconde et la première place de chacun de cco airangcmens i et changer le signe chaque fois qn^on déplace la lettre c, dans un même arrangement : de cette manière , ab donnera , abc — acb + cab \ — ba donnera , — * bac-^-bca — cba. Réunissant tous les résultats, et faisant porter un accent à chaque seconde lettre , et deux accens à chaque troisième , on aura :
ce qui est efTeclivemeut le dénominateur commun aux valeurs des trois inconnues x^ y y z.
A regard des numérateurs , on les déduira du dénominateur commun, en y changeant le coefficient de Tinconnue cherchée en la lettre des seconds memhres, et en conservant d^ailleurs les >liccens tels qu'ils sont.
, 1^1. L'analogie montre que, si Ton résolvait quatre équations à quatre inconnues , le dénominateur commun s'obtiendrait en formant les six arrangemcns , abc — acb + cab — bac -|- bca — « cba ; eu introduisant la lettre d successivement dans toutes les places , comme dans le cas de trois inconnues , et en faisant porter un accent à chaque seconde lettre, deux à chaque trosième et trois à chaque quatrième.* On aurait ainsi un dénominateur commun composé de ^4 termes , et. duquel on déduirait les numérateurs comme dans le cas de trois inconnues.
i^a. Mais nous n'en dirons pas davantage sur cet objet, parce que les cas où l'on est appelé à traiter un grand nombre d'équations à plusieurs inconnues , arrivent très-rarcment ; et que les cas particuliers qui peuvent se présenter , se développent ordinairement d'une manière plus abrégée que par .l'application des formules générales. Il y a même plus, c'est que l'emploi des formula générales peut conduire à des valeurs qui ne conviennent pas aux équations proposées. Par exemple, soient les deux systèmes d'équations
4r — ^ojr + 1 5-5 = 1 5.
Dans chacun de ces systèmes , les formules donneraient
Cependant en opérant directement sur les équations, on trouvera, dans le premier système , xz=. i,j- = 2, ^r=J, et dans le second, orrz 5, ^=r od et z = oo. EfTectivemcnt, en prenant xzr 1, dans le i" système et x=z:5 dans le second, il viendra
D^où Ton voit tpe lés inconnues jr et s sont indéterminées dans le i*' système, et impossibles ou infinies dans le second.
173. Quoique la discnsnon des équations du premier degré soit la Blême que celle des problèmes du même degré, dont on s^est d^à occupé, nous allons cependant encore discuter les valeurs générales dans deux équations du premier degré, à deux inconnues. Il est clsir d^abord que ces équations générales sont la même chose que
ax -^ bjr — c=: o, «'* + è^jr — c/ =3 o.
Or, si Ton divise la seconde de ces équations par la première, le 'quo« • a' 1
tient sera — , ei le reste deviendra - [(a^ — ^)x — ('^ — ^)] î
donc on aura cette identité :
a' ^ tf'a^+ b'jr — d=z^ (ax + bx — c) +
n est évident, par cette identité, que tous les couples de valeurs de r et de jr, qui satisferont aux équations proposées, satisferont aussi à rëquation {«y- Aaf)jr_(ac' — i»') = 0,
laqùefle est par conséquent IVquation finale en^.
Diaprés cela, 1** si Péquation finale donne^=^, c^est4-dire, si I^on a en même temps, ab^ — Ao' == o et oc' — • €«'= o, Téquation (1) deviendra j
a^x-^-h'jr — dz=L— {ax-^-bjr — c)\
donc tous les couples de valeurs de x et de j^, qui satisferont à TéquatÂon Vx -f- Vy — c* = o , satisferont aussi à ^équation ax *\-hr — c = o : et comme il y a unc'infinité de couples de valeurs de x et de j^ qui peuvent satisfaire à Téquation ^x -f- Vy — c' =: o , et par conséquent à Téqnation ox -|~ ty '^— « = o , c''cst-â^re , aux deux équations proposées \ fl s^ensuit que x et j^ auront une infinité de valeurs différentes, et «eroot par conséquent indéterminée,
haf ctif
Cda devait arriver \ car ayant alors £' = — et c' = — , la seconde
équation proposée se réduit à b première, et les deux équations n'^en ibïit qn^nne (i49)-
. Réciproquement, si x et j^ sont indéterminée^ c^est-à-dire , si les deux équations proposées sont satisfaites par toutes les valeurs qu^on voudra donner à x et ày ; on verra , par Pidéntité ( 1 ) , ique Téquation finale en y aura anssi lieu pour toutes tes valeurs de j^ et donnera par conséquent
3* Si Tequation finale en y donne ^==-, c^^-à-dirt , %v Ton a aV — baf^=^ oetacf — ca^^xn^ Vëquation ( i) deviendra
al
a'x + l/jr — cf:=.^{ax + bjr — c)
Donc il v^j aura aocun couple de valeurs de x et de y capable de tiflfaire aux deux équations proposées; car si cela e'tait^ on aurait nécessairement /i=:o; ce qui est contre Thypothése. Ainsi, les deux équations proposées ne peuvent avoir lieu en même temps et sont impossibles. Et en effet, il n^est pas difEcile de voir que, puisque x tiy ont respectivement inéme valeur dans les deux équations proposées, ces deux équations •ont une même quantité égalée à deux quantités difierentes, lorgne ah^ — baf = o , et acf — caf = n.
Réciproquement, si les deux équations proposées sont impossibles, les valeurs de jc et'de^ qui satisferont à Tune, ne satisferont pas à Pantre, et par conséquent, on n^aura jamais (oA' •^ba^)jr — (ac'— ca') = o ;
ce qui exigje quon ait jr =— •
3^ Supposons que^ puisse avoir deux valeurs m et p, qui, avec des valeurs de x, satisfassent aux deut équations proposées; Tidentité (i) montre que ces mêmes valeurs satisferont aussi à Téquation finale (ab^ — bJ)y — (ac' — ca'}=:o; ce qui est impossible, puisque cette équation est du premier degré eu^ (^44)* Doncj^ n^aura qu^une valeur dans les équations proposées; et cette valeur devant satLs&ire à Téquation finale, sera donnée par la résolution de cette équation. Si on éliminait j^, on verrait de même que, dans les équations proposées, x n^a qu^une seule valeur donnée par Péquation finale en x.
174* I^^ propositions précédentes ont lieu aussi pour trois équations du premier degré à trois inconnues, puisque, par rélimination dWe inconnue, ces trois équations se réduisent à deux, ne contenant que deux inconnues. Mais il serait très-long d''arriver aux propositions dont il ft^agit, par la discussion des valeurs générales des inconnues. Nous examinerons seulement le cas où les trois tenues connus sont nuls à4arfois. Dans ce cas, les trois numérateurs seront évidemment nuls; donc^ si le dénominateur commun n^e&t pas nul, on aura x=:o,^ = o et z=:o. Mais si le dénominateur commun est nul, les inconnues deviendront S- et seront indéterminées.
C^est ce qu^on peut voir d^ailleurs , car les équations proposées étant alors
ax '\- by -^ cz r=z o \ l ox' -|- by^ =: — ^ c *
a'x + 5(y- 4- c'z =r o ( d'où I a'x' -f A'y = — <^' a"x 4- ^';r -I- e", = o ) ( a»x* -f- Vy ^ — c"^
en posant x =r x'z et y z=iyfz» Les deux premières donnent
g j_ hé — c&' , ____ ea^ — ^ aé
et 0 faut <{ue ces vadenrs satis&asent à la troisième équation (1 1 4) î ce qui arrive, puisqu''elles b réduisent au dénominateur commun égalé à séro, lequel est efièctivement nul, par hypothèse. Donc dans ce cas, les trois équations se réduisent aux deux premières , lesquelles ne peuvent déterminer que les rapports a^ t\.y des deux premières inconnues x etjr à la troisième a. Ces trois inconnues sont donc réellement indéterminées.
Des inégalités:
175. Lorsqu^on n^a égard qu^aux valeurs absolues des quantités , on peut traiter les inégalités diaprés les principes établis pour les équations ; car en effectuant les mêmes opérations sur deux quantité inégales ^ le plus grand résultat doit corresponr dre à la plus grande quantité. Mais si Ton a égard aux signes des quantités , ce principe présente des exceptions, que nous ferons connaître après avoir établi deux propositions, dont on fait un grand usage en algèbre. '
Il est clair qv^on a successivement
9—9 = 0, 9— 12= — 3 et 9— .23z=— 14.
Or, le nombre dont on soustrait restant le même, plus le nombre à soustraire est grand , plus le reste est petit. Ce principe considéré comme vrai , lorsque le nombre à soustraire surpasse Tautrc , fait voir que , le reste — 3 est plus petit que le reste o, et le reste — 14 plus petit que le reste — 3 ; c^cst-à-dire qu^ona — 3<o et — 14*^ — ^' Ces inégalités montrent, i*que toute quantité négative est plus petite que zéro ; 2* que plus une qiuintité négative a d'unités , plus elle est petite,
177. Quoique ces deux principes paraissent d^abord absurdes (*), il faut néanmoins les admettre, si Ton veut soumettre les
(*) n n^existe point de quantités plus petites que zéro \ et plus une quantité a dWités, plus elle est grande. Mais il faut observer que — b u^ttx pas une quantité / o^est simplement Pindication d^une soustraction k hàn. Et cette remarque suffit pour montrer d^où provient Fabsurdité apparente des deux propositions énoncées plus haut ; c^est^e ce qu^on a donné k — ^ le nom de quantité qui ne lui convient pas. H est clair d^ailleurs que ces deux propositions sont \Taies dWe manière relative , c^cst-à-dire, en regardûit les quantités négatives comme diminuant une certaine grandeur fixe, de même cspèceb Par exemple, puisque les dettes .
( 76 ") expressions négatwes aux mêmes opëntlions que les nombre» absolus. En effet, il est évident que si une quantité est plus pe- ' tite qu\lne autre, en leur ajoutant une même troisième quantité^ Je premier résulut sera plus petit que le second. Diaprés cela, si Ton admet que — i3<o et — g< — 4 î ^ ajoutant i3 de part et d^autre, il viendra o<^i3et4<l9)Ce qui est exact. Mais si Ton avait supposé •— iS^-o et — g^- — 4 \ ^n ajoutant i3 à chaque membre, on aurait eu o^ i3 et 4^9 î ^^ qui est absurde. Enfin, puîsqu^il faut ajouter 4 ^ — 4i pour avoir' o, il s''ensuit que •— 4 "^ <>* ^^ même , puisqu^il faut ajouter 6 À
— lo , pour avoir — 4 1 ^ ^^ résidte que — - lo < — 4*
1 78. Maintenant il est très-facile de comprendre les diverses transformations que Ton peut faire subir aux inégalités, et de conndtre les exceptions dont ces transfonnations sont susceptibles.
1* On peut, sans aucune exception, ajouter, aux deux membres d\ine inégalité, ou en retrancher une même quantité *, Tinégalité subsiste toujours dans le même sens. Cest ainsi que 8^3, donne 8 + ^>'^ + ^e'8 — 1>3 — 1. De même l'inégalité — ^ ia< — 4i fourpit — *a + 3< — ^-\-Zei — la — 4<C
"x^ On peut , sans exception , ajouter membre à membre, plusieurs inégalités établies dans le même sens ; Pinégalité résultante subsiste dans le même sens. que les proposées. En effet, de 8^5, 7>-3 et g^ô, il résulte évidemment 8+7 ^-g^ 5+3+6-
diminuait les biens, celui qui doit G francs de plus qu^il ne possède, a
— 6 francs de biens. Or, il a moine que rien \ car il devrait encore gagner 6 francs pour ne rien avoir : donc — 6 «^ o. De même, si deux hommes doivent Vun 13 fir. de plus qu^il ne possède et Tanlre 8 francs, ils auront respectivement — • 1 3 fr. et •— 8 fr. de biens. Or, le preçaier est moins riche que le second ^ car pour avoir 3 francs, il devait gafpker 14 fr* et le second seulement 10 fr. \ donc — 1 s ^ — 8.
Si Ton regardait Tincgalitë — 4^^) eomme ayant lieu d^ûne maiûAre absolue, on en conclurait que lat— 4>i3lai ou que — 3 >>6', ce^ qui est absurde. Cela vient; de ce que Tinégalité — ^<^ri n'ai lieu que d^une manière relative, c^est4-dire en sou8-«ntendaut devant —-4 et -{-9, • une certaine quantité de même espèce, telle que 10. par exemple» Antre- - ment, — 4 serait dWe nature différente de -j- a *, et il n'y aurait pas de oomparaison à établir entre ces deux choses ; c^est^-dire qu6 rin^Uté
— 4 ^ ^ serait impossible , aussi bien que -n 4 <C <^*
Pareillement, de — 4"^*"^* ^ — 5< — 3, on lire —4 — 5 < — 1 — 3. \.
Biais il n^en est pas toujours de même, si Ton soustrait, membre à membre , deux inégalités établies dans le m^mc àens. Par exemple , les inégalités 12^7 et 4^^ donnent bien 12 — 4 ^7 — 2; mais les inégalités 8>>5 et 6>>3 fournissent 8 — 6 = 5 — 3:
3* Si Ton muhiplie ou divise les deux membres d^une inégalité par un nombre positif, cette inégalité ne sera pas détruite ; mais si on les multiplie ou divise par une quantité négative, Pinégalhé subsistera en sens contraire. Par exemple , Tinégalité 8 << 1 1 , donne bien 8x3<<iiX3; mais en multipliant les deux membres par -— 3 , elle donne au contraire, — 24 ^ — 33 (176).
4** U n^est pas permis de changer les signes des deux membres d^une inégalité , k moins qu^on pMtablisse Pinégalité résultante en sens contraire ; car cela revient à multiplier les deux membres par — 1 . Ainsi 4 "^ 9 donne — 4 ^ — 9 C*7^)*
5* Si les membres de plusieurs inégalités , étabb'es dans le mime sens , sont tous positi£i , on pourra multiplier ou diviser ces inégalités membre à membre, ou élever les deux membres de Tune à une même puissance ; Pinégalité résultante subsistera toujours dans le même sens que les proposées. 'Mais il nVn serait pas toujours de même, si quelques membres étaient négatifs. Par exemple , les inégalités 3>' — 2 et — 3>' — S, donnent , en les élevant successivement au carré et au cube , 9 ^ 4 ®^ 9 < 25 ^ puis 27 > — 8 et — ^7 > — 1 25. Detnêmc , en multipliant entre elles les deux inégalités — 4^ — 7 ^^4^^i ^^ «urait — 16 <C — i4-
1 79. Au moyen des principes que Ton vient disposer, il est facile de résoudre les inégalités, qu^on appelle alors inéquations. Résoudre une inégalité , c'^est en déduire une des deux limites de Finconnue, c^est-à-dire une des deux valeurs plus grande ou plus petite que Tinconnue. Soit par exemple, Pinéquation 7X
>- Y -f- 27 ; on en tire successivement : 280: — 2 > ôj;* +
108; 28X — 6r> 108 + 2; 22x>'iio et x>5.
180. Le système de deux inégalités en a?, donne toujours deux limites de x ; et le problème qui conduit à ces inégalités ,
C 78 ) , peut être détermine, indéterminé, ou impossible. En voici des exemples :
1® Supposons que x doive être un nombre entier dans les deux inégalités ^
' Résolvant ces deux inéquations, on aura x^ 3i ^ et x*^ 33. Tous les nombres compris entre 3]^ et 33, seront les valeurs de X dans les inégalités proposées. Mais comme x doit être un nombre entier, on n^a que la seule valeur x = 32.
2* Soient les deux inégalités *ix — 5 -< 25 et Zx — 7 >- 2 x +4 î *^° <^" '*'*c x^ 1 5 et x> 1 1 . Donc on peut prendre pour j:, tous les nombres entiers ou fractionnaires compris entre i5 et 1 1 ; et par conséquent le problème est indéterminé dans ce cas.
3* Si— — 5<5et ^ — 2>^+5, on trouvera a:<i3j
et x^ i5. Il est clair qu'^alors le problème n^admct aucune solution.
181. Lorsqu^on ne peut pas déterminer directement la valeur d^ime inconnue x, on a quelquefois recours aux inégalités, pour démontrer que cette inconnue ne peut être ni plus grande , ni plus petite qu^une quantité connue a ; d^où Ton conclut que X = a. Mais poiu* opérer avec plus de facilité , on se sert des signes '1[> et <^, qui signifient ne peut pas être plus grand que et ne peut pas être plus petit que.
Diaprés cela, si Ton a les deux relations
2x + 7J>i9 et 3x — 5<Ci3;
la première donnera 2x^ 19 — 7, 2x3> 12 et x^6. I^ seconde fournira 3x<([i3 + 5, 3x'4^i8 etx<ffi. Ainsi, puisque x'J>6 et que x<J^6, il s^ensuit que x = 6.
Voici deux problèmes à résoudre : '
1® Trouver un nombre d^oranges tel, que son triple au^enté de 3, surpasse son double an^enté de 61, cl que son quintuple diminué de ^9 , soit moindre que son quadruple diminué de 9.
n^ Combien y a-t-il de pièces de ao francs dans une bourse ? On sait que le double du nombre de ces pièces, diminue de 4 ) ne peut surpasser a, et que le quintuple du même nombre, diminué de 7, ne peut être moindre que 3.
De V analyse indéterminée du premier degré.
182. Lorsqu^on a moins dVquations que d^inconnucs, ces inconnues ont une infinité de valeurs 'différentes. Mais il arrive souvent que de toutes ces valeurs, les entières et positives seules peuvent convenir au problème proposé. Il est donc utile de connaître les procédés propres à faire trouver ces valeurs entières cl positives 5 et tel est le but général de Vanalj'se indéterminée^
Lorsque les équations sont d^un degré supérieur au premier, la recliercbe des valeurs entières offre de grandes difficultés et sort tout-à-fait des élémens. CVst pourquoi nous ne parlerons ici que de Tanaljse indéterminée du premier degré, en nous bornant à ce qu'elle a de plus essentiel.
i83. On sait que toute équation du premier degré à deux inconnues, peut être ramenée à la forme ax'\'hj-=zc^ a^ t, c, désignant des nombres entiers positifs ou négatifs. Or, si les coefficiens 2l et h ont un commun diviseur d , qui ne divise pas c^xet y ne pourront jamais être des nombres entiers.
En effet, divisons par d les deux nombres de Téquation ax -}- 2^= c ; nous aurons
Puisque d divise a et &, par hypothèse, il est clair que si x et jr pouvaient être des nombres entiers , le premier membre de Féquation précédente serait auçsi un nombre entier, ainsi que le second ; d diviserait donc c , ce qui est contre Thypotlièsc. Donc X et j^ ne seront jamais des nombres entiers.
On supposera donc , dans tout ce qui va suivre , que ^z et ^ sont des nombres premiers entre eux, parce que s'ils avaient on fàlbteur commun , celui-ci devrait aussi diviser c ; et alors il faudrait le supprimer dans Téquation.
184^ Le cas le plus simple de la recherche des valeiu^ entières, a lieu quand le coefficient d'une inconnue est Tunité, comme dans x — 3^ == 1 3 ; car alors , en ne prenant que des valeurs entières pour la seconde inconnue jr^ on n^aura pareil* kment que des valeurs entières pour la première inconnue x. Tout se réduit donc à faire dépendre les inconnues proposées.
de celles d\ine équation où ime inconnue ait IHuiité pour coefficient. Voici comment on p^t j parvenir : /
On prendra dans Téquation proposée, la valeur de Pinconnue qui a le moindre coefficient^ on extraira les entiers contenus dans le terme inconnu.de cette valeur; on égalera la fraction restante de la même valeur, à une nouvelle inconnue, etron aura une nouvelle équation, sur laquelle on opérera comme sur la première , et ainsi de suite.
Diaprés cette marche , si on a Téquation
aojp — 31^ = 7... (i)
on prendra d'*abord la valeur de x-^ qui sera arsz— :^- — 2 . on
ao
' , Bit*
extraira les entiers contenus dans le terme inconnu — ^ de celte
ao
valeur, te qui revient à diviser 3i par 20, et Ton aura x-^zj
ao
Egalant la fraction restante à une nouveUe incont
nue u , il viendra
— — -z^iu et xz=Ljr'\'U,
ao
Traitant la première équation en u comme la proposée , on
aou — 7 , Q« — 7 trouve yz=i — : ^=rtt + ^ i; puis
znjJ et ^=:i«-|-"'*
La première équation en u' donne successivement
î!^ = u" et u = i*' + w
La 1 '* équation en u" fournit successivement les suivantes :
2 = f/" ^t tt'=:4u" + u"'.
Enfin la première équation en u'" donne u" = lu'" + 7« Nous voici donc parvenus à une équation (auxiliaire ou le
cocfBcient d'une indéterminée m" est l^unité (*). StibsUluanl la valeur de u'' dans celle de u\ cette dernière dans celle de u. et ainsi de suite, en remontant aux valeurs de^ et x^ on trouvera
^ = 201/"+ 63 et x = 3iu'"4.98...(2;)
Ces valeurs substituées dans Téquation proposée (0^ la réduisent à 7 = 7. De sorte que quelle que soit la valeur qu^on donne à li'", X et j- prendront toujours des valeurs qui satisferont à Tëquation ( 1 ) ; et si u'" est entière, x et^ le seront pareillement. , Or, il est aisé de voir, par les formules (s), que —^ 3 est la plus petite valeur qu^on puisse donner à u"', pour que xeljr soient des nombres entiers positifs. Prenant donc tuccessivement ti"' = — 3, — a, — 1,0, 1 , 3, 3, 4 1 clc., on aura successivement
j'= 3, 23, 43, 63, 83, io3, 3o3, 5o3, etc. x = 5, 36, 67, 98, 12g, 160, 191, 222, etc.
,De sorte que rien ne limite le nombre de solutions entières et positives de Téquation proposée 20a: — 3ij-= 7.
i85. On peut abréger les calculs en prenant des restes négatifs dans Textraction des entiers, ou en décomposant le numérateur en facteurs, etc. Par exemple, quW ait Péquation
on en tire d'abord x = "" • Mais au L'eu de considérer
497" conmie égal à 34j*+ \5jr^ il sera plus abrégé de prendre 497*= ^ijr — 2^*7 et alors il viendra :
(*) Le procédé qu^on vient de suivre conduira toujours à une pareille équation \ car pour extraire les entiers contenus dans le terme inconnu de chaque valeur, on divise le plus grand coefficient 3 1 par le plus petit 30 \ le plus petit 30 par le premier reste 1 1 ; le premier reste 1 1 par le second 9 et le second reste 9 par le troisième 3. On cherche donc réellement le plus grand commun diviseur entre les coefficiens 3i et 30 des inconnues, dans Péquation proposée. Et puisque ces coefficiens sont prcs miers entre eux (i83), leur plus grand commun diviseur est Punité. Mais ce plus grand commun diviseur est celui des restes qui divise exactement le précédent : donc on finira toujours par avoir on reste i^al à 1. Or y chaque reste est le coefficient d^une indéterminée dans Péquation auxiliaire suivante^ donc on arrivera toujours à une équation où une inconnue Punité pour coefficient. On voit même que le nombre d^équations
Liliftires sera toujours moindre que le plus petit des deux coefficiens pfopos<âi»
ALGÈBBE. 6
Et comme 17 est premier avec ie facteur 2 , pour que 17 divise
le produit ^ ( J* + 4 ) 1 *^ f*^ T*® * 7 divise ^ + 4 (Arilhmët . ). Posant donc
*^ =im> onauraa: = 3r — au.
D^oii il suit que les valeurs de j^ et de x sont :
jrZIZ l'JU'—^ et xz=z/^^ 12.
On voit que le nombre de solutions entières et positives dont est susceptible Téquation proposée , est illimité \ et que la plus petite aura lieu pour (4=1. «
Voici trois problèmes à résoudre : i*^ De combien de manières peut-on fiùre 49 livres avec des poids de 5 et de 3 Hv. f (R. De trois manières.)
a° Partager le nombre 997 en deux, parties dont Tune soit divisible par 16 et Pautre par ii« (Cinq solutions.)
3° Une fruitière disait à un jeune algèbriste : Pourrecr-vous deviner combien il y a de pommes dans ce panier? H y en a plus de 100 et moins de 3oo. En les comptant par 3, il n^en reste point; par 7, il eu reste une, et par 10, il en reste 6. (Le panier contient 34^ pommes.)
186. Si Ton avait une solution entière, rien ne serait plus facile que de trouver toutes les autres. En effet, considérons réquation ax + bj-^c ... (i)
Soient petq deux valeurs entières de x et de j-, dans cette équation ; on aura donc ap-^hqzz c. Retranchant cette équatibii de la précédente ^ il vient
a{x—p) + b{jr—q) = o', d^où x—pzutlZH^.
Pour que le second membre soit un nombre entier x — /?, il faut que a divise q^-'j'^ car a est premier avec b ; il iaut donc qu^on ait q'^-jrzzzau ; ce qui donne x — pz=zbu^ et par suite
jr = q — au^ x=zp -^ bu ... (2)
Ces valeurs satisfont effectivement à Tcquation proposée (1); et les termes en u j sont de signes contraires ou de mêmes signes, suivant que les coefficiens a et & sont de mêmes signes ou de signes opposçs. On voit en outre que , dans les solutions eniières de Véquation ax -{- bj = c , les valeurs d'une inconnue augmentent ou diminuent successivement du coefficient de
l'autre inconnue, (Ce qu^on reconnaît d^ailleurs dans les exemples des n" i84eti85)(*).
187. Il suit de là que la résolution de Tcquation proposée en nombres entiers positifs, se réduit à trouver une solution entière, positive ou négative ; ce qui est souvent facile. Par exemple, si
on observera que 4 divise exactement laS, et que p^ conséquent la première solution est j: = o ct^=32. Ce qui donne, pour calculer toutes les autres , les deux formules
x=:4" et j-=:32 — 7W.
Si Ton avait Péquation Sx-f- t ij^= 172 \ en y faisant j^= a, on trouverait x = 3o ^ et les solutions en nombres entiers positifs seraient fournies par les formules
x = 3o — iiu et j*=a -|- 5i/.
Enfin , dans Péquation 1 ix — 7^- = 5a , si Ton faisait x= i elj^== i, le premier membre se réduirait à 4i et serait contenu * ]3 fois dans le second 5a : donc en prenant x tX jr diacun i3 fois plus grand , le premier membre se réduira au second. De sorte que x:= i3 eij"=z i3 est une solution, et qu^on a, pour déterminer les autres ,
x= i3 -|- 7a et j"=- 13 -|- iiii.
(*) Quelles que soient les valeurs entières et positives x' et y' de x et de j^, qui satisfont à Tëquation proposée (1), les formules (2) donneront toujours à n une même valeur entière qui , si elle avait d^abord été' sub« stituée dans les équations (a), aurait fourni les valeurs x^ etjrf. En effet, soient v %t v* les valeurs de u, dans les équations ( a) ) quand on y fait y^^y' et x:^x'; on aura donc yf=z(f — av et x'=;>-J"^v'» Substi- Uamt ces valeurs dans Tcquation proposée (1)1 et observant que, par hypodiése, axf -^ byt =z e y on trouvera ai (v — tr') = o; ce qui exige que v'^zv. De sorte que pour x^rx' etjr=zjrf^ les équations (2) donnent à II une seule valeur v. De plus , cette valeur est entière ; ctf si elle était
une firaetion -3, <2 devrait diviser a et & ; ce qui est impossible, puisque a a
et h sont premiers entre eux. Or si Ton substitue cette valeur entière v pour il, dans les équations (a), il est clair qu^on retrouvera les valeurs x' et j^ qui Pont donnée ; ces valeurs sont donc fournies par Pune des valeur» entières de u dans les formules (2). D'oeil il suit que pour auoàr toutes les valeurs entières et positives de X et de y^ dans la proposée ( 1 ) , il si^ffira de chercher toutes les valeurs entières et positives de x et de y y dans les formules (2).
i88. Pour ne pas faire des calculs inutiles, il est bon de savoir d^avance si Péquation proposée admel des solutions entières et positives. Ol*, i^toule équation de la forme ax '{- bj-z=c n'a jamais quW nombre limité, de solutions ; et de plus , elle est impossible, lorsqu^^n rejetant les valeurs zéro, la somme des « coefficicns £2 et & est plus grande que c, comme dans t3x-{- 27'= 17. 2** Tonte équation de la forme ax — bj- z= c peut ' avoir,une infinité de solutions ; car les nombres entiers positifs ax et hj' croissant indéfiniment, leur différence peut conserver ' la même valeur c. S'^Enfin toute équation de la forme ax-}- bjn:— c, est impossible ; car la somme des deux nombres positifs 4ix et bjr ne donnera jamais le nombre négatif — c.
]8g. Si Ton a deux équations à trois inconnues chacune, on en déduira d^abord une équation à deux inconnues , qu^on traitera diaprés la méthode (184 ou 186). Et quand on aura les deux inconnues de cette équation , exprimées en Jonctions entières d^une même indéterminée (*), on substituera leurs valeurs dans la plus simple des équations proposées, et Ton obtiendra une équation à deux inconnues , qu^il faudra encore traiter d''après la méthode. Par exemple , soient les équations
3j: + 5^ + 7^ = 56o gx + 257- + 49« = 2930 :
. Pélimination de z donnera i2x-{- 10^*= 1000, où
6j: + St* = 5oo.
Comme 5oo est divisible par le coefficient de y^ il est clair ' que X = o et j^ = 1 00 est une première solution , et qu'^ainsî
^°a(i87) x = 5a et ^=100 — 6u.
Substituant ces valeurs dans la première équation proposée , qui est la plus simple, elle deviendra 7^ — iSu =r 60 ; ce qui ^onne ^=: iSv et 11 = 71; — 4» Substituant la dernière valeur dans celles déjà trouvées pour x et j*, on verra que les solutions entières et positives des équations proposées sont données par les formules
(*) On appelle yô/tction dWe lettre, considérée comme variable ^ toute quantité alg^rique composée de cette lettre. La fonction est en-^ Itère ^ lorsqu'elle n'a point do diviseur.
Pour n^avolr que des valeurs entières et positives, v doit être ^ o et < 3. Prenant donc v = i et v = a, on aura x = i5, ^ = 8q, ^ = 1 5, puis a: = 5o, j^ =: 4o et X = 3o.
190. Lorsque dans les deux équations à résoudre^ le coeffident de Pune des trois inconnues est Punité , on abrège les calculs en éliminant d'^abord cette inconnue. Soient par exemple , les équations ,
5j^+J' + 4'* = ^72 et 8x + 3j* + 9z = 656;
éliminant j-^ on aura ']x-\'3z^=\6o'^ d^où ar=3u+i et z= 5i — 711. Substituant dans la première équation proposée, elle donnera ^ = 1 3ii 4~ ^- On a donc ainsi , par une seule application de la méUiode, les trois inconnues, exprimées en fonctions entières de Findéterminée u. Ce qui n^aurait pas eu lieu en élimmant d^abord une autre inconnue. On voit d^ailleurs que les équations proposées n^admettent que huit solutions entières et positives.
191. Si Ton avait trois équations à quatre inconnues, on en déduirait d*abord deux équations à trois inconnues, qu^on exprimerait en fonctions entières de u (190). Substituant les valeurs résultantes dans la plus sim* pie des équations proposées, il sera facik d^en tirer les valeurs des quatre inconnues en fonctions entières d^unc nouvelle indéterminée v* Voici 3' problèmes à résoudre. ^
On distribue 6 francs à 3o pauvres *, les hommes reçoivent 80 centimes, chacun, les femmes 7 centimes et les enians 3. Combien y a-t-il d^hommes, de femmes et dVnfans? (R. 6 hommes, 19 femmes et i;3 enfans.)
Un berger interrogé.4ar le nombre de f.cs moutons, répondit : Si vous. les comptez 4 ^ 4 > il ^^ restera 3 ^ 5 à 5 , il eu restera 4 i 7^7, il en * restera 5, et leur nombre est moindre que 300. Combien le berger avaitil de moutons? (R. 19 ou iSq.)
La somme des quatre chiffres d^un nombre inconnu est 16^ si l*ou remplace les trois derniers par trois zéros, le nombre résultant contiendra 1 35 fois celui formé par les deux derniers chiffires du nombre inconnu ; enfin le premier chiffre de ce nombre est contenu 1 83 fois dans' le nombre formé par les trois derniers. Quel est le nombre qoi jouit de cet propriétés? (R. 473a.)
192. Lors([u'on n*a qu^une équation à trois inconnues ax -(hjc ^ cz^=z d^ on passe 1c terme cz dans le second membre^ on fait d — cz = c' et on n'a plus à traiter que Téqualion ax -f- |>j-=c'. Une fois parvenu à Téquation où le coefficient d'ime inconnue est Punilé, on remonte aux valeurs de x et y*, en substituant d — €Z au lieu de c'. Et si u est la dernière des incon-
nues auxiliaires, les expressions de x el de j^ renfermeront alors deux nombres entiers zetu que Ton pourra prendre arbitrairement.
Par exemple, Téquation 3x — ^+ 1 1 -s=8o, donne d^abord 3x — ^ = 80 — 1 1 z = c^, et ensuite
—^I^IZIM, puis J-ZzSli c'zzSm^— 80+ 11-2.
Substituant cette valeur dans celle de :r, Téquation proposée se trouvera remplacée par les deux
^ x=i6o — 5a — 22Z et j^ = 3a+iiz — 80.
On peut disposer ici des deux indéterminées u et z, mais de manière cependant qu'ail n^en résulte que des valeurs entières et positives pour x eijr. Or, si Ton prenait u négatif, il faudrait qu'ion eût 1 iz > 80 + 3a et aaz < 160 + Sa, ou 22z ]> 160 -|-6a et 22Z < 160 + 5a; ce qui est visiblement impossible. ^ Ainsi a ne saurait être que positif, et tel qu^on ait 22z -f- 5a <^ 160, 1 iz + 3a ^ 80. Faisant dans ces inégalités successivement z= 1 , 2, 3, 4^ 5 et 6, on verra que u ne peut avoir que i4 valeurs, et que par conséquent Péquation proposée n^est susceptible, que de 1 4 solutions entières et positives.
193. Les problèmes qui conduisent à une équation finale contenant plus de deux inconnues , sont nommés plus qu'indéterminés. Tels sont les suivans :
On propose de payer 5700 tr, avec des billets de 700, 900 et 1 100 fr. Comment effectuer ce paiement f (R. En prenant 4 billets de 700 fîr., a de goo et 1 de 1 1 00.)
Un fermier achète 100 pièces de bétail pour 100 louis, savoir : des ' bœufs à 10 louis la pièce, des vaches à 5 louis, des veaux à 3 louis et des moutons à un demi-kniis. Combien a-t~il eu d^animaux de diaque espèce f ( Il y a dix solutions effectives.)
De Vextraction de la racine carrée des nombres,
194. Les équations les plus faciles à résoudre, après celles du premier degré, sont de la forme oc^-zna'^ et en conséquence nous allons nous occuper de la résolution de ces équations.
On sait (23) que le carré dW nombre est le produit
de ce nombre par lui-même. Ainsi les carrés des neuf premiers nombres entiers, sont : i, 4i 9? 1^1 ^^> ^^1 49i 64 et 81.
Le carré de 10 est 100, le carré de 100 est loooo, le carré de 1000 est 1000000, le carré de 10006 est 100000000, et en général , le carré de 1 suivi âe n zéros est 1 suivi de an zéros.
Le carré d^un nombre composé de deux parties a cl h est donné par la formule (a + byznà' -|- nab -|- b* (52). Si 6= 1 , il viendra (a + 1 )* = a* -{- aa + 1 .
196. La racine carrée ou la racine deuxième d^un nombre, est un autre nombre qui , élevé au carré ou multiplié par luimême, reproduit le premier. Ainsi 4 est la racine carrée de 1 6, parce que 4 X 4 ^^ 4' donne 16. De même, la racine carrée de 1 00 est 10, la racine carrée de 1 0000 est 1 00 , la racine carrée de 1000000 est 1000, et en général, la racine carrée de 1 suivi de an zéros est 1 suivi de n zéros.
197. Soit X la racine carrée de a ^ on aura donc x^zzia ou tf=x*. De sorte que tout nombre est le carré de sa racine carrée , et contient par conséquent le carré du prenâer chif&e de cette racine, celui des a, des 3, des 4i •••1 premiers chiffres. Et comme le produit a augmente, dès que Fun de ses facteun X augmente, on voit que plus un nombre a est grande plus sa racine carrée x est grande^ et réciproquement. Et si a devenait , par exemple, 9 fois plus grand , sa racine carrée x ne deviendrait que 3 fois plus grande.
198. On indique la racine carrée d^un nombre a en plaçant devant a le signe (/, qu^on appelle radical. Ainsi [/a veut dire : racine carrée de a. De là et de la défmition des racines carrées , il suit que ( l/a)* zziazn [/a*.
199. La racine carrée d'un nombre entier a toujours au-* tant de chiffres que ce nombre contient de tranches de deux chiffres chacune^ sauf la première à gauche qui peut n'avoir qu'un seul chiffre.
Soit le nombre de 4 tranches a = 78,45^7 1 ^81 . Il est évident que a^ 1000000 et ^ <^ 100000000. Extrayant la racine carrée de part et d^autre, on aura ^a^ 1000 et \/a<^ loooo. La radne carrée du nombre proposé a n^a donc que 4 chiffires, c^est-à-dire autant que ce nombre a de tranches.
aoo. Le plus grand carré contenu dans les p premières
C 88 ) tranches du nombre proposé^ est toujours le carré des p pre^ miers chiffres de la racine carrée de ce nombre.
Soit le nombre a z=: 8,71 ^63,4 1 r^g- Puisque ce nombre a 5 tranches de chiffres, sa racine carrée aura 5 chiilres (199)* Soit X les trois premiers chiffres à gauche de cette racine; x sera donc un nombre de centaines \ son carte x* sera un nombre de dizaines-de^miUe ^ et ne pourra se trouver que dans les trois premières tranches , qui expriment aussi des dizaines-de^mille. De plus , comme la racine carrée n'^a que x centaines , elle est moindre que (j: -J- 1 ) centaines ; donc son carré , ou le nombre proposé a , est moindre que (x + 0' dizaînes-de-mille ; les dizaineS'de-mille de ce nombre a, c^est-à-dire ses trois premières tranches, ne contiennent donc pas (x-f- 1)*. D^où il sm't que le plus grand carré contenu dans les trois premières tranches est x^, c^est-à-direJe carré des trois premiers chifEres x de lu racine carrée. On verra de même que le plus grand carré contenu dans les deux premières tranches, est le carré des deux premiers chiffircs de la racine , et ainsi des autres. '
201. Voyons maintenant comment on peut extraire la racine carrée d^un nombre entier, comme 589824* Pour cela, on partage ce nombre en tranches de deux chiffres chacune, en allant de drdite à gauche, puis Ton dispose et Ton effectue Topératiou ainsi qu^il suit :
Racine carrée
I* On sait (200) que le plus grand carré 49 contenu dans la première tranche 58, est le carré du premier chiffre de la racine ; de sorte que le premier chiffre est 7. Soustrayant 49 de 58, il reste 9. A. coté de ce reste 9 abaissant la seconde tranche 98 , il vient 998. Mais le plus grand carré contenu dans les deux 1'** trandiçs , éunl celui des deux 1"' diiffres a et x de la racine (200), ce plus grand carré est (a-j-x)', ou a* + ^^w^ + ^'* Et puisqu'on vient de soustraire de ces deux tranches , le carré 4g ou a* du premier chiffire, le reste 998 dDit renfermer 2ax
4- X*. Or le premier chiffre a désigne' des dizaines par rapport, au second x \ donc ^icÈc exprime aussi des dizaines ^ et ne peut se trouver que dans les 99 dizaines de 998, qui contiendront en outre les dizaines fournies par les autres parties du carré de la racine. Mais puisque ^ax se trouve seul dans 99, il est clair qu^en divisant 99 par aa ou .i4i double du premier chiffre 7 de la racine, le quotient sera le second chifire x ; car sauf les dizaines fournies, on divisera un produit par Pun de ses deux facteurs : 14 est bien contenu 7 fois en 99 ; mais à cause de la retenue, il ne faut mettre que 6 au quotient.
a* Pour vérifier si le quotient 6 est le second chiffre x de la racine cherchée , il faut soustraire du reste 998 la quantité qu^l doit renfermer, savoir aux + x^ ou (aa + x) x. Or, comme a ou 7 exprime des dizaines par rapport à cr ou 6, et qu^on ajoute on chiffre d^unités à des dizaines en récrivant à la droite de cellesci , on voit que pour vérifier la racine trouvée 76, il faut écrire le second chiffre 6 à côté du double i4 du premier 7; multiplier le résultat 146 par 6, et soustraire le produit 876 de 998 \ ce qui donnera laa pour reste. Mais en opérant ainsi, on soustrait ikax-^-x* du reste 998 des deux premières tranches, et par conséquent de ces deux tranches : et comme déjà on en a soustrait A*, il s^ensuit qu^cn tout on a soustrait des deux premières tranches a*-|- lax + x* ou (a -|- x)', c'est-à-dire le carré de la racine trouvée 76. Donc, puisque le reste laa est moindre que a (76) -f- 1 , les deux premières tranches elles-mêmes sont moindres que (76)* 4" ^(76) + Il ou que (76-1-1)', ou enfin que (77)'. D'^où il suit que le plus grand carré contenu dans les deux premières tranches est ( 76 )' : et comme ce plus grand carré est celui des deux premiers chiffres de la racine (aoo), il sVnsuit que 76 exprime ces deux premiers chiffres (*).
3* Pour avoir le troisième chiffi*e , il suffit de recommencer
(*) Si le reste était = ou ^ 2 ( 76) -f- i , les deux premières tranches atnient =: ou ^ ( 77 )* : et comme ces deux tranches expriment des centaines, elles seraient = ou > (77)* centaines, = ou ^ ill^Y* Le nombre proposé serait donc ^ (770)'', la racine carrée de ce nombre serait donc ^ 770 ou que 77 dizaines, et la racine trouvée 76 serait trop petite d^nne unité au moins. Eln principe, la racine trouvée n^est exacte ,cn nombre entier, que quand le reste est moindre que le double de oetttt racine trourée, plus Tunite'.
les raîsonnemens précédens. Ainsi abaissant la troisîjine tranch^ 24 à côté du reste las, ce qui donne 1^34^ et divisant 1222 par i5a, double des deux premiers chiffres 76 de la racine, le quotient 8 exprimera le troisième chififre ou un chiffre plus grand. Pour vérifier ce quotient , on Técrit à côte de i5a, double des deux premiers chifires, on multiplie le résultat iSaS par 8, et Ton soustrait le produit 1 2224 du reste 12224 ^^^ ^^^ premières tranches. De cette manière , on a soustrait de ces trois tranches le carré de la racine trouvée 768 ; donc, puisqu^il ne reste rien, cette racine trouvée est exactement la racine carrée du nombre proposé 589824*
^02. Le résumé de toutes les opérations que Ton vient de faire , conduit à la règle que voici : Pour extraire la racine carrée d^un nombre entier, ^il faut le partager en tranches de deux chiffres chacune , en allant de droite à gauche ; extraire ensuite la racine carrée du plus grand carré contenu dans la première ' tranche, et cette racine sera le premier chifhre de la racine cherchée. Après avoir soustrait le carré de ce premier chiflre de la première tranche, on abaisse la seconde à côté du reste, on sépare le dernier chiflre à droite par une virgule , on divbe la partie à gauche de la virgule par le double de la racine trouvée, et le quotient exprime le second chiffre ou un chiffre plus grand. Pour vérifier ce quotient , on Técrit à côté du double du premier chiffre, on multiplie le résultat par ce quotient, et Ton soustrait le produit du reste de la première tranche réuni à la seconde : le nouveau reste doit être moindre que le double de la racine trouvée, plus Tunité (201, 2°). On abaisse de même la 3"' tranche à côté du reste des deux 1'*', et Ton continue le même procédé jusqu^à ce qu^il n^ ait plus de tranches à abaisser.
D'après cette règle , on trouve que 1/76807696 zr 8764 et que 1/759278025 = 27555. Les élèves feront bien de recommencer sur ces exemples, les raisonnemens qui ont conduit à la règle proposée.
2o3. Remarquons que si Ton voulait opérer Pextractîon de la racine carrée en commençant par la droite \ comme le carré du premier diifire à droite de la racine cherchée peut avoir im ou deux chiffres , on ne saurait s'il faut chercher ce carré dans \é i^ oq dans les deux i*" chiffres à droite du nombre proposé : donc il est nécessaire de conunencer Textraction par la gauche.
2o4* On abrège beaucoup rextraction de la racine carrée, lorsqn^on fait par la pensée , les opérations que les vérifications exigent. Et s^il arrive que la partie à gaudie de la virgule ne contienne pas le double de la. racine trouvée, on met o à la radne et on abaisse sur-le-champ la tranche suivante. Cest sài^i qnW trouve aisément la racine carrée du nombre 543oooooooo.
Voici l'opération : , ' ' • * .
140,0 11000,0 167960,0 Reste... 281471
Puisque cette opération laisse un reste , la racine trouvée est trop &ible ; mais comme on ne saurait mettre ^ kla dernièrç racine partielle, sans j mettre trop, il sVnsuit que la racine totale 233o23 ne saurait être augmentée d^une unité '^ elle est donc approchée de la véritable , à moins dWe unité près.
2o5. Potir extraire la racine carrée d^une fraction , il faut diviser la racine carrée du numérateur par celle du dénonU» nateur. C'est ainsi qu'on aura
a33o23. Racine.
Effectivement, si on élève chaque résultat au carré, t)n retrouve le nombre qui l'a donné.
La règle précédente n'est plus immédiatement applicable, lorsque les deux termes ne sont pas des carrés parfaits^ c'est-àdire les carrés de nombres entiers : alors la racine carrée ne peut plus s'obtenir que par approximation.
Pour trouver la radne carrée d'un nombre quelconque
a, à moins de - près, il faut multiplier ce nombre par n'^ puis
extraire la racine carrée du plus grand carré r* contenu dans la partie entière du résultat an^^ et donner à cette radne r, le nom-
bre n pour dénominateur. De sorte que ^a =:- , à moins de — près.
En effet, puisque r' est le plus grand carré contenu dans an*^ le carré de r -f- 1 n'j est pas ; on a donc
( 9» ) an*>r* et âB'<(r+i)*î d'où a>î^ et a^^^^-
Extrayant la racine carrée de part et d'autre, U vient (197)
l/a>- et i/a<:~+--
On voit que la racine carrée de a ne surpasse pas - de - ; on a donc efTectivement \/a = - , à moins de - près , comme on Fa trouvé en appliquant la règle proposée.
207. Au moyen de cette règle ^ on pourra toujours trouver un nombre aussi approché qu^on voudra de la racine carrée d W nombre donné. Mais Papproximation par les décimales étant la plus importante , nous allons d^abord nous en occuper. Soie donc proposé de ti'ouver la racine carrée de 7,4^^7 ^ moins d^un millième près.
Diaprés la règle précédente, on multiplie 7^4^! P^ '^ carré de 1000, ou par 1000000, ce qui donne 74S1000; on extrait la racine carrée du plus grand carré contenu dans la partfc entière du nombre résultant, c^esl-à-dire dans 7451000, ce qui fournit 2729; enfin, on donne à cette racine 272g, le nombre 1000 pour dénominateur, ce qui se fait en séparant trois chif&es décimaux sur sa droite \ et Ton a ainsi [/'j^^Si = 2,729, à moins d^un millième près.
C'est ce qu'on peut d'ailleurs démontrer directement , en observant que 7,45* l>(2r729)' et que '],^5i <(2,73o)*.
208. De même, si Ton veut avoir la racine carrée de i3^, à moins d'un centième près, on multipliera i3| par 10000, carré de 100; ce qui donnera, réductions faites, 1 38333g : la racine carrée de 1 38333 étant 371, â moins d'une unité près, il en résulte que 1/^13^ = 3,71, à moins d'un centième près.
209. En appliquant la même règle, on trouve: |/'è-—^/9^^4i à moins de 0,0001 près ; (/7-?j=: 2,779, à moins de 0,00/1 pr«; l/3J=:-^, à moins de ^ près, et 1/223 = ^, à moins de ^ près.
210. Lorsque le nombre proposé a plus de deux trcinclies de chiiTres, on peut toujours achever l'extraction de la racine carrée par une simple division. £n effet , soit Al un nombre dont les n derniers chiffres de la racine carrée sont à trouver ; soit jc ces n
âerniers chiffres, et a ceux déjà calcules; ces diifires calcules forment donc un nombre a suivi de n zéros ou a . i o" (*) ; on a par conséquent a.\o^'\'X'i=: \/k. Elevant les deux membres au carré , on obtient
a*, lo^^^- 2tfx. lo" + x' n t ;
d^où en retranchant de part et d^autre a*, lo''' et x*, il vient
2tfx.io'* = A: — a'.io"* — x*.
Divisant enfin les deux membres par ia. \o^^ on trouve
A— a*.io"* .X» , ^
X mi — — ^— . — — ■■ •••11)
Puisque x a n chiffres , x est moindre que le plus petit nom* bre de (n-f- 1) chiffres, qui est i suivi de n zéros ou lo'^ ; on a donc x < i o'* et x* < i o*". Or, tant que a nWra pas plus de chiffres que x, la seconde fraction du second membre de (i) pourra surpasser Funilé. Mab si a contient seulement un chiffre de plus que x, cVst-4i-dire (n + 1) diiffres ; en prenant la plus petite valeur de a, qui est le moindre nombi'e de (/t-|- i) chif-
fres ou lo", la seconde fraction dont il s^agit deviendra ;;=
et aura sa plus grande valeur; donc, puisque x'<^ lo"*, cette seconde fraction sera toujours moindre que -f; on aura donc
toujours *— a*.io»« . . j , »
X = ^ — , à moms de -- près.
De là et de ce que x a moins de chiffres que a^ il résulte que s^il reste à trouver moins de chiffres à la racine qu^il n^ en a de calculés, on achèvera Pextraction en abaissant toutes les tranches non employées à coté du reste des premières , puis en divisant le nombre résultant k — fl* . lo*'* par le double de la racine trouvée a suivi d^autant de zéros qu^il j a de chiffres à déterminer, en poussant le quotient jusqu^aux unités seulement (**). Alors
(*) H est clair que 100=10*, iooo=:io3, 10000=10*, et en général, 1 suiifi de n xéros'=. 10^. Multipliant a par chacune do ces expressions égales, on aura a suivi de n zéros ^=ia. \d*.
(**) On Toit par là que si la racine carrée doit avoir a/i-{-i chiffres, la Talenr des n chilGres à droite du nombre proposé n^influera pas sur la valeur de la racine carrée de ce nombre. Ainsi, en s^arrétant aux unités, la racine carrée de ']^\ZS^^%')7.^\ est la même que cçlle de 7413589467000.
bu aura la racine carrée du nombre proposé Al, à moins 'd^une demi-unité près de Tordre le moins élevé de cette racine.
311. Ainsi la racine carrée de 1 1 1 1 o888g devant avoir cinq chiflres , on en calculera d^abord les trois premiers , suivant la règle ordinaire, ce qui donnera 333 ; puis on divisera le reste 2198889 par 66600, en poussant le quotient jusqu^aux unités, et ce quotient sera 33. De sortq que |/^i 1 1 108889=: 33333, à moins d^une demi-unité près. Et en effet, 33333 est exactement la racine carrée de 1 1 1 108889. Cest ainsi qu^on trouve facilement que
[/a =1 1^4*4^^^56337 et que |/3= 1,7330508076.
313. Si deux nombres^ composés d*un même nombre de chères ^ ont plus de la moitié de leurs chiffres formant un mémef nombre vers la gojuche^ la demi-somme de ces deux nombres ne surpassera pas la racine carrée de leur produit d*un huitième d'unité.
Soit a le plus pedt des deux nombres proposés et d leur diffe'rence ; le plus grand sera a-^-d et leur demi-somme a-j-jd. Or, il est clair
qu'on a (a-^-^d^^^a^ + ad et a + j^i > 1/7(1+3) : D'où Ton voit que la demi-somme des deux nombres proposa est plus grande que la racine carrée de leur produit. Soit x la différence, on aura donc ^
a + ï4= l/rt (a-^-d) + X.
Elevant de part et d'autre au carré, et réduisant, il vient
jd» = ax|/a' + ad -f- x» ; d'où Sax < d^.
Soit n le nombre des chiffres qui forment la partie non-commuqe des deux nombres proposés; ces deux nombres auront donc au moins sn+i chij&es, et leur différence d n'en aura que n; ainsi «i<io'* et d'<io''*. D'ailleurs , puisque le plus petit nombre a contient au moins 3/t -f- 1 chiffres, on a aj>io^^\ d'où aax>8x.io*'». Or, 8ax<<i» et Sax <io"?-, donc, à plus forte raison, 8x.io"*<io"*', d'où x<^« Ce qu'i^ fallait démontrer.
Le principe s'applique aussi au cas où les deux nombres proposa exprimeraient des décimales de même ordre , en prenant pour unité la . partie de la moindre espèce.
Notions suir les irrationnelles et les imaginaires.
21 3. On appelle quantité incommensurable^ toute quantité qui n^a point de mesure commune avec Punité, c'est-à-dire qui ne peut jamais contenir sans reste Pune des parties égales de 1 imité. Ainsi une quantité incommensurable ne saurait être ex-
primée exactement par un nombre ; car tout nombre coptient exaclemient Tune des parties égaies de Punité : cette quantité n^a donc point de rapport exact avec Punité \ et c'^est pourquoi on rappelle aussi quantité irrationneUe.
ai 4* Tous les nombres entiers et fractionnaires ont une commune mesure avec Tunité ; ils sont donc commensurahîes ou rationnels. Par exemple, 29 huitièmes est un nombre rationnel^ parce que sa commune mesure avec Puni té est un huitième.
21 5* On peut *^^ours trouver un nombre aussi approché qu'on veut a une quantité incommensurable. Car soit p Tune des parties égales de Punité , n le plus grand nombre entier de fois que cette partie p est contenue dans Pincommensurable a , et r le reste ; on aura donc az^np-^-r. Or, la partie p peut être prise aussi petite qu^oh voudra \ et comme r <^ /:;, il en résulte que le nombre np dîSkre de a d^une quantité r aussi petite qu^on veut.
a 16. Si la racine carrée d'un nombre entier a , n*est pas un nombre entier^ cette racine sera incommensurable. Car, si la
racine carrée de a pouvait être une fraction irréductible ;j>.on aurait successivement
Or, d est premier avec n , par hypothèse ^ donc d est premier avec chacun des facteurs du produit n*\ d ne divisera donc jamais ce produit (Arithmétique), et ne donnera pas le nombre entier dd au quotient. Ainsi la dernière égalité précédente est impossible ^ il en est donc de même de la première, c^est<à-dire que la racine carrée de a n'^est pas égale à une fraction. Déjà elle n^est pas égale à un nombre entier ; donc cette racine ne saurait, être exprimée exactement par aucun nombre ; eUe est par conséquent incommensurable (21 3).
Ainsi |/a, 1/5, 1/7, 1/8, etc., sont des quantités incommensurables, qu^on ne saurait exprimer exactement en nombres; mais dont on peut approcher au point , que la véritable valeur nmnérique n^aurait aucun avantage réel sur la valeur approchée.
'217. La racine carré ê^une fraction irréductible est incommensurable , dès que Tun des termes de cette fraction n'est pas un carré parfait. Considérons , par exemple , la racine
carrée dé k fracdoû irrédoct3)le — D^abord cette radoè carrée
ne sera pas un nombre entier, puisque le carré d^un nombre entier ne peut jamais donner une fraction irréductible. Si cette
racine carrée pouvait être une fraction irréductible - , on aurait
a n ,. . <i n* en*
Si un nombre premier p pouvait diviser n* et iF^ il devrait diviser aussi n et ^, puisque ne divisant pas n et <2, il ne diviserait pas non plus les produits n* et d* (Arithmétique) : p diviserait donc net d^ et la fraction - ne serait pas irréductible,
contrairement à llijpothèse. Donc n' et d* sont premiers entre eux. Par conséquent, puisque d* divise le produit cn*^ il faut qu'il divise le facteur c, et il vient cz^qd**^ d'où a=^qn*. Mais a et c étant premiers entre eux, n'ont d'autre facteur commun que l'unité : donc <j = i ^ ce qui donne â=:n' et c = ^.
D'où il suit que les deux termes de - seraient des carrés parfaits;
ce qui est contre l'hypothèse. On voit donc que la racine carrée
de - ne saurait être exprimée exactement par aucun nombre ^
et qu'ainsi elle est incommensurable.
218. Le calcul des nombres incommensurables se fait d*an près les mêmes règles que celui des nombres rationnels. Car on ne saurait trouver que par approximation les valeurs numériques des quantités incommensurables. Or, on peut toujours concevoir que chaque nombre irrationnel soit remplacé par une fraction exacte, qui en difière d'une quantité moindre que toute quantité donnée (2 1 5), et tellement petite, qu'on ne doive avoir aiicun égard à l'erreur que l'on commet en négUgeant cette petite quantité. De cette manière , les nombres incommensurables proposés ne sont plus que des nombres commensurables , qu'on doit soumettre conséquemment à toutes les règles du calcul des nombres rationnels.
219. Donc, puisqu'un produit de plusieurs facteurs commensurables quelconques, ne change pas de valeur dans quelqu'ordre qu'on multiplie ( Arithmétique ) , la même chose aura lieu pour des facteurs irrationnels. Et il en est de même de toutes les règles établies pour le calcul des^ entiers et des fractions.
( 97 ) Da là résultent plusieurs principes pour les puissances et les raicînes. Voyons d^abord ceux relatifs aux carrés et aux racines carrées^ et rappelons-nous que , diaprés la définition de ces ravdnes, on a ( |/a)' 7=.az=. |/^a*.
^20. Soit abc un produit dans lequel a^ h^ c^ sont des nom* ' bres quelconques , rationnels ou irrationnels \ diaprés ce qu^on a vu (219), il est clair que
{abcy zn abcabc = aabbcc = a%^c^.
G>mparant la première de ces expressions égales à la dernière^ et réciproquement , on verra, 1* que le carré d*un produit est égal au produit des carrés de ses facteurs; a* que le produit des carrés de plusieurs nombres est égal au carré du produit de ces nombres. Ainsi
SU. Le dernier de ces principes et celui du n** 219 font voir qae le carré de l/^a ^b [/'c est abc ; il faut donc qu^on ait
\/a\/b\/cz=z[/âbc.
Donc ,!*"&} racine carrée d'un produit est égale au produit des racines carrées de ses/acteurs ; a" le produit des racines carrées de plusieurs nombres est égal à la racine carrée du^ produit de ces nombres. Par exemple, on a
1/7» X 1/8 = 1/(72. 8) = 1/(36. i6) = 6.4 = 34. 222. Le second principe que Ton vient d'^établir donne
l/'xi/c = |/a; d^où Pondre l/î = ^.
Ainsi ^ l'^la racine carrée d'un quotient s'obtient en divisant la racine carrée du dividende par celle du diviseur; 2* le quo" tient des racines carrées des deux nombres est égal à la ra-* dne durée du quotient de ces mêmes nombres. Appliquant ces {Nrincipes , on trouve
l/(25:64) = 5:8; 1/96:1/6=1/16 = 4 et
223. Toute racine carrée doit être précédée du double signe s±=. Car la racine carrée de 9, par exemple, est un monôme qui, multiplié par lui-même, reproduit 9; or, — 3X — 3 donne -t-9i ^^^ ^^^^ V^^ +3x-|-3 ^ donc — 3 est U racine
( 98 ) carrëe de 9, aussi bien que -|- 3 : donc enfin |/<9 = r±r 3. En ^éaénl , si v désigne la valeur numérique de la racine carrée de a^ on aura ^a z=z±zv,
124» La racine carrée d*une quantité négative n'existe pas. Car il ny a aucun monôme qui , multiplié par lui-même, donne im résultat négatif, puisque — par — * donne -)-, aussi bien que -)- p^ + (4^) • ^^^^ ^ racine carrée de — 16 n^existe pas ou est impossible.
Ainsi p/ — 1, 1/ — 4i 1/ — ^1 etc. sont des symboles algébriques, qui présentent des opérations impossibles et qu'ion appelle expressions ou quantités imaginaires. C^ symboles , quoique vides de sens, se rencontrent fréquemment dans la réso< lution des problèmes, et j sont même très-utiles, comme signes d^absurdlté , ainsi que nous le verrons dans la suite.
!125. De même que les quantités négatives, les imaginaires doivent être soumises à toutes les règles du calcul des nombres ; car puisque les lettres n^ont aucune valeur numérique déterminée , il est impossible de connaître d^avance si a , par exemple , est plus grand ou plus petit que b ; on est donc conduit , bon gré mal gré, à raisonner et à opérer sur (/(a-^fc), comme si c^était toujours un nombre absolu et réel, même lorsque a<^/», c^est-à-dire lorsque [/(a — b) est au fond une imaginaire. On voit donc qu^il faut opérer sur les imaginaires comme sur les nombril réels : autrement, on devrait toujours supposer ^^i», dans les formules contenant [/^(a — b)\ et Palgèbre n^aurait pas toute la généralité qui en fait le principal avantage.
Ainsi on aura y — 1 X y — 1 =r Çl/ — 1 Y zz: — ^ 1 , et (a+bl/—i)(^a~bl/—i) = a'—b'([/—iy = a*+b\ ia6. D'^après ces résultats , considérons le produit
Si Ton multiplie entre eux les deux premiers facteurs , puis les deux derniers, le produit (1) deviendra
(a» + A')(c' + rf*).
oi Ton multiplie entre eux le prenuer et le troisième facteurs, puis le second et le quatrième, le produit (1) prendra la forme
liiac—bd)+(^ad+bc)i/—i}[{ac—bd)—(ad+bc)l/—i]i
ce produit se réduit donc à {ac — bdy'\'(ad'\-bcy. On a par conséquent Pidentité
(a«+/,«) {c^ + d;') = {ac—bdf+{ad+bc)\
Cette identité est exacte, comme il est facile de le vérifier, enéffeciuant les opérations dans les deux membres. Ainsi on voit que la convention d^opérer sur les imaginaires comme sur les quantités réelles, conduit à de$ résultats exacts, et que par con< séquent cette convention est légitime.
337. Ce n^est d^abord qu^avec beaucoup de circonspection que les Algébristfls ont opéré sur les quantités négatives et imaginaires, cx>mme sur des nombres rëcls. Mais Pexaclitude des résultats qu^ils ont obtenus de cette manière, et auxqueb ils pouvaient parvenir par des moyens plus rigoureux, mais beaucoup plus longs, leur a prouvé qu^on peut, sans aucun inconvénient, traiter les quantités négatives et imaginaires comme de véritables nombres. Cest d^ailleurs le setd moyen de conserver aux régies et aux formules la propriété d^étre gënërales. Or, cette propriété est extrêmement utile en algèbre *, car d^abord elle dispense de reconn mencer, pour chaque cas particulier, les raisonnemens et les calculs, quelquefois trés-^ompliqués , qui ont donné les règles et les formulée proposées; elle rend inutile la distinction, si un non^e donné peut être plus grand on plus petit qu W autre ^ enfin elle conduit souvent à des conséquences et à des questions auxquelles peutr-étre n*aurait-on pas pensé.
De la racine carrée des quantités littérales.
3a8. Diaprés la multiplication des monômes , il est clair que
Ainsi pour obtenir le carré d^ un monôme^ û foui former le carré du coefficient numérique et doubler les exposons des 4UUr es facteurs. C'est ainsi que ( — 'jab^y :=. ^ga b^.
aiQ. Le carré à^un polynôme quelconque est toujours composé du carré du premier terme, du double produit du premier terme par le second et du carré du second , du double produit des deux premiers termes par le troisième et du carré du troisième, du double produit des trois premiers termes par le quatrième et du carré du quatrième ; ainsi de suite.
Eb dTet , si Ton considère a -}- & conune un seul teime , le carré de a + b -{• c sera le carré dW binôme ^ on aura donc
(a+h + cy=i(a + by + :i(a+b)c + (^ =
De là, en considérant a -}-&»)- c comme un seul terme, on trouve •
(a+b'{'C+dyz=(a+b+cy+2{a+b+c)d+d'= a*+Mb+b*+2(^a + b)c+c^+i(a+b+c)d+ir.
On pourrait continuer ce procédé sur (a-{-2p-)-c+£l-)-e)'. Mais pour établir dévoie manière générale la loi qn^on vient d^énoncer, soit a+fc+c+rf+''*+«+fc un polynôme corn* posé de m -f- 1 termes , et considérons -les m premiers comme n^en formant qu^un seul \ nous aurons évidemment
(a + b + C'\ hi + *)' =
Donc si la loi énoncée est vraie pour un polynôme de m termes, elle sera vraie aussi pour un polynôme de m -)- i termes. Or, cette loi est démontrée pour un polynôme de quatre termes; donc elle sera vraie pour un polynôme de cinq termes. Etant vraie pour un polynôme de cinq termes , elle sera vraie aussi pom* un polynôme de six termes, puis pour un de sept, de huit, et en général , d^un nombre quelconque de termes.
aSo. Au moyen de cette loi de formation, on obtient le carré d^un polynôme beaucoup plus simplement que par la multiplication. Par ex. , diaprés cette loi , on trouve sur-le-champ que
{3a* — Mb + /^b'y=z ga^ _ 1 aa^b+ 4a'i'+ z^a^b^ —i6ab^+ i6b^.
a3i> Maintenant, puisque (4a^i")'= iGa'^i''*, il en résulte que ^iGa^^b*" z=. ^à^b^ (iQ^)» Donc, pour avoir la racine carrée cTun monôme^ il faut extraire la racine carrée du coefficient numérique et prendre la moitié des exposons des lettres. Cest ainsi qu^on aura
,/i55^=5««.» et j/^ = ^(.o5), ■
car chaque résultat élevé au carré reproduit le monôme proposé.
ilZi* Après avoir soustrait dW polynôme le carré des N premiers termes de sa racine carrée ordonnée , si Ton divise le premier terme du reste R aussi ordonné, par le double du pre-
( lOI )
mier terme de cette racine, le quotient sera le (N-f- 1 )iiiae terme de la même racme.
En effet, soit xàT^-^-u les N premiers termes de ta racine carrée ordonnée, xaT^ étant le premier, et soit i^les termes soivans ; cette radne sera donc ( xc^ ~^ <<) -h v ^ son carré , ou le polynôme proposé , sera par conséquent
Et puisqu^on a soustrait de ce polynôme , le carré des N premiers termes de sa racine carrée, c'est-à-dire (a:a'^+ u)*, le reste R est
R = !i(xa'^ + M)v + i;* ou R=:(2xa'^+2w + v) v.
Donc le premier terme du reste R, où la lettre ^ a le plus haut exposant, est le produit de vlxo!^ par le premier terme du multiplicateur t;, où la lettre a a le plus haut exposant (Si). Or, le premier terme de i; est le (N + i)îème terme de la racine cherchée \ donc le premier terme du reste R est le produit de axa"*, double du premier terme de la racine , jnultiplié par le (N -|- 1 ) ième ; donc en divisant le i " terme du reste R par le double du i*' terme de la racine, on aura le (N4-i)ième (58)*
a33. D'après ce principe , il est facile de voir comment oa peut extraire la radne carrée d'un polynôme donné. En effet, en supposant d'abord ce polynôme et sa racine carrée, tous les deux ordonnés par rapport à la même lettre a \ comme ce polynôme est le produit de sa racine carrée par elle-même, le premier terme de ce polynôme, où la lettre a a le plus haut exposant , sera le produit du premier terme de la racine par luimême \ c'est-à-dire , sera le carré du premier terme de la racine dierchée (5i). On aura donc ce premier terme de la racine, ea extrayant la racine carrée du i*' terme du polynôme proposé.
Soustrayant du polynôme le carré du premier terme de sa radne, et divisant le premier terme du reste ordonné, par le double du premier terme de cette racine, le quotient ^ra le (i -)- i)ième ou le second terme (^32).
Ecrivant ce second terme à côté du double du premier, mul« tîpliant le résultat par le m'iSme second terme , et soustrayant le produit du premier reste , on aura un second reste. Or, en opérant ainsi , on soustrait du premier reste , c'est-à-dire du polynôme proposé, le double produit du premier terme de la racine
( loa )
par le second et le carré dii secqnd. Et comme aéjà on a soustrait le carré du premier tefme , il s^ensuit qu^on a soustrait du poljnome, toutes les parties du carré, et par conséquent le carré des deux premiers termes de sa racine carrée \ donc en divisant le premier terme du second reste ordonné, par le double du premier terme de cette racine, le quotient sera le (a -|- i)ième on le troisième terme (sSa).
Ecrivant ce troisième terme k côté du double des deux premiers, nmltipliant le résul^t par ce troisième terme, et continuant comme dans le cas précédent, on aura le quatrième terme de la racine. On aura de même le cinquième , le sixième , et ainsi de suite.
i34* Be là résulte évidemment la règle que voici : Pour extraire la racine carrée dHm poljnome , il faut , après avoir ordonné ce polynôme , extraire la racine carrée de son premier terme, et cette racine sera le premier terme de la racine cherchée. Soustraire du polynôme proposé le carré de ce premier terme de la racine et diviser le premier terme du reste par le double du premier terme trouvé à la racine : le quotient en sera le second terme. Après avoir écrit ce quotient à la droite du double du premier terme de la racine, on multipliera le résultat par ce quotient et Ton soustraira le produit du premier reste. On divisera de même le premier terme du second reste ordonné, par le -double du premier terme de la racine, et Ton continuera le même procédé dans tout le cours de Popération.
Diaprés celte règle, si Ton a le polynôme ^a^b\ — i5a'/>'-fga'fc^-j- i6a*^V — i^b^c + \6b^c , on en extraira la racine carrée , en disposant Popération comme il suit ;
4a«^ — 3«5a — 3flA«
— 1 3a3&3 _|_ ga*^^.
-|- 4^»cï
1 6a>63c3_a4aMc3-(. i6b^<fi.
D^où Ton voit que 2a*i — Zab* + 4^'c est la racine carrée exacte du polynôme proposé. ^
Il est facile d'^appliquer cette méthode à Textraction de la
f io3 )
radne seconde du polynôme ga^i' — \ia b 4-a8a^i^ — ^8aV
235. L^extracdon de la racine carrée d^un monôme est împos* sible, lorsque le coefficient n^est pas un carré parfait , ou que tous les exposans ne sont pas des nombres pairs. Quant à la racine carrée d^un polynôme^ on ne saurait la trouver exactement, dès que le i" terme n^est pas un carré parfait, ou dès qu^on obtient autant de termes qu^il j en a dans le polynôme proposé , car * celui-ci doit toujours avoir plus de termes que sa racine (^^g)- Dans chacun de ces cas , on indique Pextraction et Ton soumet Pexpression radicale résultante à toutes les règles du calcul des nombres ; ce qui conduit au calcul des radicaux du a* degré.
Du calcul des radùcauoc du second degré.
236. On appelle radical du second degré ou quantité radi' cûJe^ toute racine carrée indiquée au moyen du signe [/^.
Le calcul des radicaux du second degré a pour objet de trans* former les expressions des inconnues , de manière que Pextraction de la racine carrée soit la dernière des opérations à efTectaer pour résoudre le problème proposé.
ttZ']. On sait (221) que [/ab-zii[/a[/b\ donc si le nombre a était un carré parfait m', Texpression proposée se réduirait à m[/b, CVst en cela que consiste la simplification des radicaux du second degré \ et il en résulte que
j/2^â5î5V =: j/gôVcTs^ = Zabc^ \/zâc.
Cet exemple fait voir que, pour simplifier un radical du Second degrés lorsque cela est possible^ il faut décomposer la quantité sous le radical en deux /acteurs , dont l'un soit un carré par/ait , et multiplier la racine carrée de ce/acteur carré par la racine indiquée de Vautre facteur»
Au moyen de cette règle , il sera facile de comprendre toutes les réductions que voici :
.1/75^ I /a5a> U Sal/Ji Sa ./^rr-
1 iX ■ ■■ zr 1/ ■ • — ^z — E/ — zz: —7— |/ obc ;
r -98^3 r ^» ac 7c ^ ac i4<î» ^ ^
2* ZaY— i6û' = 3a j/i6a'X — i = i^a' K^ 5 3* Réduisant d -abord au même dénpmînateur tout ce qui est
^ ( io4 )
ious le radical , développant et réduisant les termes , on verra
Le but de ces transformations n^est pas seulement de simplifier là quantité soumise au radical *, mais aussi de rendre les expressions plus propres au calcul algébrique.
238. Les mêmes motifs portent aussi à faire entrer sous le radical, la quantité qui le multiplie : pour cela, il suffit d^élever cette quantité au carré, et de multiplier par ce carré, la quantité sous le radical. En effet, diaprés ce qui précède , il est clair que
oa'fc yjâbc = l/^âFP 1/3^ :^ {/^^"^ . 3abc.
C'est ainsi que Sa y^ |~ = Y T" * 9^* ^^ ySab.
Cette transformation est utile dans les applications numériques, pour bien connaître le degré d'exactitude du résultat. Car si dans a: = 1 20 [^Z , on extrayait la racine carrée de 3 , à moins d'un cent-millième près, on ne serait pas sûr que la valeur qui en résulterait pour x^ fût approchée de la véritable, à moins' d'un millième d'erreur ; tandis qu'en prenant x =: J/3. i44<)0
nz 1/43200, on connaîtra toujours de combien on est approché de la vraie valeur de x (206).
' 23g. Deux radicaux du second degré sont nommés sembla" hleSy lorsque la quantité sous le signe radical est la même pour tous les deux. Ainsi ^ l/3ab et — ib[/3ab sont deux radicaux semblables : les multiphcateurs 4^ et 2/» en sont les coefficiens.
Les radicaux 3a yôiab^ et 2^ (/oo^ ne paraissent pas semblables \ mais ils le deviennent en les simplifiant Tun et l'autre (237) ; car alors ils se réduisent respectivement à "Zab l/2àb et 4^6 {/%ab.
240. L'addition et la soustraction des radicaux ne peuvent te Êdre que quand ils sont semblables \ alors il suffit d^a^'outer ou de soustraire leurs coefficiens et de multiplier le résultai par la quantité radicale commune. C'est ainsi que
3a |/5tf + 2& i/Sa — 6b \/5a = (3a— /^b) \/5a.
( loS )
^41 • BfainteQant, puisque ^a \/b := yc^ (221)1 0 en résulte que pour multiplier entre eux plusieiu^ radicaux du second degré, il suffit de multiplier entre elles les quantités qui leur sont soumises, et d^afTecter le produit du signe radical commun. Et si les radicaux avaient des cocfficiens , il faudrait multiplier ceux-ci Pun par Pautre. D'après cette règle , on aura
M yVa X 3b l/6ârz=: 6ab j/i8a'i = iSà'b j/âS. a4a. La même règle donne
Donc pour diviser deux radicaux du second degré Vun par. Vautre , il suffit de prendre le quotient des quantités qui leur sont soumises , et d'affecter ce quotient du signe radical com" mun. C'est ainsi qu'on aura
6ab yrSab : Zh\/3h = ia\/Sa et j/^ : ^/^ = 1/2.
!i43* La règle de la multiplication des radicaux du second degré présente une exception , lorsque ces radicaux sont imaginaires. En effet, d'après cette règle, on a y — a X y— a 1=: j/a* = =4= a (aa3). De sorte qu'il y a incertitude sur le signe dont a doit élre affecté , pour former le produit demandé. Cependant le véritable produit est — a\ car il est dair d'ailleurs
que Y— a X j/^^ = ((/—a)' = — a (aaS).
. En général , le produit de deux radicaux imaginaires du second degrés est toujours négatif et réel^ car il est visible que
j/^j/Zr^ = j/aX — ij/&X — 1 =
yab(—iy=—i/^.
La règle de la division des radicaux présente aussi une exception lorsque le dividende étant réel , le diviseur est imaginaire; car d'après cette règle, on trouve ^/ô * l/"— 3 =1/' — 2, tandis qu'on doit avoir j/6 * |/' — 3 = — (/ — 2.
a44* Lorsque le dénominateur d'une fraction est irrationnel , il faut, pour savoir, dans les applications numériques, de combien on est approdié de la vraie valeur de la fraction , rendre
( ia« ) Des équations du second degré.
a47- On sait qu^une équation est du second degré, lorsque le terme qui a le plus de facteurs inconnus , en contient deus
Une équation du second degré à une inconnue est incomplète ou à deux tenues y lorsqu'elle ne renferme que le carré de Pinconnue, avec des nombres donnés ; elle est complète ou à trois termes^ quand elle contient les deux premières puissances de Pinconnue : olx^ -{- 3 = Sx* — 9 est une équation incomplète , et 5x*-— 4 = 3<r est une équation complète.
348. Considérons d'abord une équation incomplète en x. Il est clair que si Pon remplaçait x* par u, cette équation serait du premier degré en f« ; ainsi on pourra toujours résoudre Péqua* tion proposée par rapport à x*, comme si elle était du premier degré ; ce qui donnera un résultat de la forme x^zzza.
On voit que x est la racine carrée de a (196) : et comme toute racine carrée doit être précédée du double signe =±=;f il s'ensuit que x = =t: \^a.
Il suit de là que pour résoudre une équation incomplète du second degré , il faut la transformer en une autre , où le carré de Pinconnue soit seul et positif dans le premier membre, puis égaler cette inconnue à plus ou moins la racine carrée du second.
D'après cette règle , si Pon a l'équation
Ï + > = T -58, on en déduira x = *5. De même, on tire de l'équation
4Âr~3Ï + =» — 3ér + — ' ^ .ct/3a-4fe'
249* Si Pon extrait les racines xarrées des deux membres de l'équation x*=i:a, ces deux lacines seront nécessairement égales : et comme toute racine carrée doit avoir le double signe =±=, on aura =±: x = =^ l/Vi ; ce qui donne , on combinant les signes ^
+ x = + l/tf, +x = — l/£l, — xzzz — t/tf, — xrz + i/a.
Ch$u:igeant les signes des deux membres , dans les deux der-
f '^9 ) iiîirei valeurs, elles deriennent les deux premières (91); donc les quatre valeurs se réduisent à ces deux premières, c^est-à-dire à jp == db: \/a. Ainsi, quand on extrait la racine carrée des deux membres d!une équation , on ne doit donner le double signe =i= qu^à la racine carrée du second membre ; car on n^aunit rien de plus en donnant aussi le double signe =±= à la racine carrée du premier, comme on vient de le voir.
aSo. Une équation complète du second degré peut toujours Are ramenée à Informe x* + nx=:p.
U suffit pour cela , de faire disparaître les dénominateurs , de transposer et réduire les termes, de dégager x^ de son multipli* cateur, de rendre x* positif, s^il se trouvait négatif, de représenter par n le coefficient de :r, et par p Fensembie des nombres connus du second membre. Et comme ces diverses transformations ne détruisent pas Pégalité des deux membr^, Finconnue X ne change pas de valeurs pour maintenir cette égalité ; les valeurs de x dans Féquation résultante x'-f-nx^:/», sont donc lei mêmes que dans Féquation proposée.
Par exemple, soit Péquation
on en déduit, en faisant disparaître les dénominateurs,
i4x — 2x* — 84j:+a45+7«r'=:ix — io+36x — io5 — 3x%
en transposant et réduisant les termes ,
Sx' — loSx =1 — 36o \
enfin, en dégageant x* de son multiplicateur 8', ce qui se fait en divisant les deux membres par 8,
Cette équation est effectivement de la forme x*-{- nxznp, !i5i. Voyons maintenant comment on peut résoudre les équations con^lètes du second degré, ramenées à la forme
x'+nx = p, ... (1)
n et p étant deux nombres quelconques, positifs ou négatifi.
D^abord , si Ton compare le premier membre x*'\;'nxvi carré dHm binôme dont x serait le premier terme, on verra que x* est le diurré du premier terme x de ce binôme \ et que -f-itx
est le produit da premier terme x par le double du second ; ce second vaut par conséquent +4-^« Or, le carré de j?-f»~n est x^-^-nx-i- •^*. Ainsi , on voit qu^en ajoutant -^n* aux deux membres.de Péquation proposée, le premier sera le carré exact de j: -}" T^ î on ^^ui^ donc
Extrayant les racines carrées des deux membres, et observant que celle du second doit seule être précédée du double signe =t:, "viendra ^_^^^^^^,-^-^,^^^^^^^
~ Transposant ~/t, on trouve enfin
^ xz=z—i^=t:i/p;rfr\
G)mparant cette formule à Péquation (i), on verra que, pour résoudre une équation complète du second degré, ramenée à la forme x* '^ nx z=z p^ îl faut égaler Tinconnue j? à la moitié du coèfiScient n du second terme rtr , pris en signe contraire, plus ou moins la racine carrée du résultat qu^on trouve en ajoutant au second membre p le carré de cette même moitié.
D"*après celte règle , Péquation x* — 4-*^ = 5 donne sur-le-
d^où résultent x 1= 5 et x = — 1 . Et en effet , chacune de ces valeurs réduit Péquation proposée à 5 = 5.
La même règle appliquée à Péquation
fournit x=:?±l/_^ + l5.
Réduisant les fractions sous le radical au même dénominateur
(*) Si Ton extrait la racine carrée du premier membre de Téquation (1), on trouvera x~\-\n pour racine, et — J/i» pour reste; de sort* que si Ton avait d^abord ajouté ^/i« aux deux membres de Péquation (1), -I- In* et — ^* se seraient <ktruits dans Pextraction de la racine carrée du premier membre de la nouvelle équation \ et cette racine aurait été ' -|- â/i exactement. Et comme la racine du second ndembre doit seule avoir le double signe, il en rénilte Péquation (a) du texte. Ce procédé peut servir à abaisser an second degré, quelques équations da quatrième, comme on le verra plus bas.
( II
64 ) effectuant la sonstraction des deux nouvelles fractions, et extrajant la racine carrée du reste ^, on aura
X ru — =±= - ; d ou xziz-^'zz. n-^ et x =1 -^ =z 6.
!i5a. Soit à rësoudre-réquation littérale
Cette équation devient successivement
ax* + 2i*x + a'^ = hx^ + aa'a: + ûî*i
et x = a + b=t2ya*+b^ + ab.
i53« An moyen de la méthode précédente , il sera facile dé résoudre les équations que voici :
3x , or— 34 ar» ^x , 1 a:» nx .
x-3 lo-x' la 8 4 i5 10 * '
aV=:2^/(tf+^)j: — (a — ^)"; x(fl — x)+2a*z:zgah — 9^*5 »
ar-h4 Sx — ao^ x> ^'_i ^** *
X» , aix - X» , aox , - fx+a)» , _
^ + -. + fl = - + — +S-, J-^ = «6, «enfin
a (a 4"^) a: - «x» &x* aa&x»
a54- Lorsque Tinconnue entre sous un radical du second degré , il faut d^abord faire disparaître ce radical , en le laissant seul dans un membre, puis en élevant au carré de part et d^au* Ire. Diaprés cela , Téquation ^lx — 3 [/xziz^ , devient successivement ; asr — 2 = 3l/x, 4^ — 8j:+4=9^ ^^ ^* — t?-^ =: — 1^ d^où x^z^etxz^-^*
' La première valeur satisfait à Péquation proposée ; mais la seconde n'*j satisfait pas : elle résout Téquation 2x4- 3l/'x=z:a. Cela vient àt ce que cette équation et la proposée donnent une mime équation sans radical. Voici encore trob équations ;
Sx — aJ/S— ar = 8, x = c» + au |/x~fl\ i+K^*+3x-2) = l/(x'+4x + 4).
On ferait aussi disparaître un radical en Pégalant k une noo- ▼elle inconnue. G^est même le moyen le plus simple de résoo* dre Pëquation proposée, lorsque Tinconnue est au pi;emier degré sous le radical. Ainsi dans Pcquation
^^^n+K^' + »c — 34 = x + 4, on fera j/ar + 4 = «; d'où xzni^ — 4*
255. Si Pon a deux équations à deux inconnues, l^me du premier degré 'et Pautre du second, on prendra, dans la première, la valeur d'une inconnue, et l'on substituera cette valeur dans l'autre équation ; ce qui donnera une équation du second degré. C'est ainsi qu'on résoudra chacun des deux systèmes d'équations :
3x — ^ 27^ = 6 et X* — ^xjr + V*""J^ +5 = 0, y-^-ax-^zh — ac et x^+j^'zri' + c*.
Le dernier fournit des valeurs rationnelles à x et à j^^ aussi bien que le premier.
256. Lorsque les deux équations contiennent diacune les carrés des deux inconnues , il faut en éliminer le carré de l'une d'elles, puis prendre la valeur de cette inconnue dans Péquation résultante, et substituer cette valeur dans l'une des équatipns proposées. Par exemple , soient les deux équations
X* + J-' = axjr et x* — y* =: b :
Ajoutant ces deux équations, et prenant la valeur de^ dans Péquation résultante 2x* zn axjr •\- b , cette valeur , substituée dans la seconde équation proposée , donnera
Cette équation du quatrième degré, se résout comme ceDes du second, en prenant x^ pour inconnue, ou bien en posant X* rz M et x^zzi u. On pourra faire a =: 2-g- et 6 = — 5.
Voici deux groupes d'équations à résoudre :
cV=fr'+j^* et x'z=fc* + (^-û)% x'+j'' = 22 et xjr:=z'j,
257. Si l'on résout par substitution les deux dernières éqoations , on aura - y -r, — —-
X = =fc=J/ll=±=6|/2,
( "5 ) expression qui , d'après ce qu'on a vu précédemment (i^G)-, se. réduit à ^ _ _t, (3 d= ^/a).
On obtient cette dernière valeur en résolvant les équations proposées piu: addition et soustraction.
Considérons les deux équaticms
axz=:bj-—jr* et x*=: i* -|- a/y^ — 27^.
Si Ton prend la valeur de x dans la première, et qu^on substitue cette valeur dans la seconde équation , il viendra
Cette équation iBnale du quatrième degré est complète^ et nous ne pouvons la résoudre, diaprés ce qui précède,, qu^en la ramenant au second degré. Or pour cela , le moyen qui s^offi'e d^abord , est d^extraire la racine carrée du presser membre ; ce qui donnera j"* — bjr-^-a* pour racine, et — a* pour reste. Si donc on ajoute a^ aux deux membres de Féquation finale \ -4-a^ et — a^ se détruiront dans Pextraction de la racine carrée du premier membre de la nouvelle équation, et cette racine sera exactement j^ — bjr-\'a* : d^ailleurs celle du second membre a*b* -\- a* se réduit à a [/a* + b* \ on a par conséquent
équation du second degré, qu^on sait résoudre.
On parviendrait immédiatement à une équation finale du second degré en x, en soustrayant le double de la première équation proposée de la seconde. On peut faire a=:3 et /?=:4*
25g. On simplifie quelquefois la résolution des équations proposées par la manière dont on opère Pclimination. Considérons, par exemple, les deux équations
x^—jr-niaÇji^—i), j*^x = b{xjr—i).
Ajoutant la seconde à la première multipliée par j^, et la première à la seconde nraltipliée par x, nous aurons
3^jr^xzzi{xx—\)iajr-\'b), ou (x/-— i)(tf^+6— x)=o, xj*—X={xjr—\)(bx-\'a), ou(xr— i)(fcx+fl— j-)=o.
Ces deux équations sont satisfaites par xjr — 1 ::=: o, ou bien par ay-^-b — x = o et bx-\'a ^-^yzzi o. Ces dernières équa-
ALOEBAE. . O
tîoiift donneu|*à xeikjr, des valeurs qui satîs&mt.efrectivcinettt aux deux équations proposées. Quant à Péquation 2^— i z=0) ou j^z= i,.elle réduit les deux proposées à x' — ^=:o-et^' — xrro. L^éliminaUon de j^, entre ces deux équations, donne X (x^ — i) = o 5 d'où Ton tire d'abord x = o et j: = o. Mais ces valeurs ne conviennent pas aux équations proposées. On a aussi x^ — 1 = 0, ou bien, en décomposant en facteurs, (x — 1) (a:* + X + i).=i 0 ; de là résulte d'aboid x = 1 , d'où ^ = 1 , valeurs qui satisfont aux équations proposées : il viemt ensuite 3^'{^X'\^ izzio. Cette équation et x* — 7*=:: o , donnent à x el à j^, des valeurs imaginaires, qui ne peuvent résoudre aucun problème (2^24)1 ^^^ q^ conviennent d'ailleurs aux équations proposées.
Si l'on avait pris la valeur de^ dans la première équation proposée, et qu'on eût substitué cette valeur dans la seconde
équation , on aurait eu , en posant p = 1
x^ + px' — X — p=:o, ou (x-}-p)(x^T-i) = o.
Cette métiiode conduit aux mêmes valeurs que la première ; mais elle exige plus de calculs. En général, l'élimination par addition et soustraction doit être préférée , et devient indispensable pour abaisser au second degré les équations x^-f-^^zzig^ et xjrzz.6. [Voyez les Mélanges d^algèbre, pour les équations résolubles comme celles du second degré, pages 38 et suivantes.]
Problèmes du second degré.
a6o. Des voyageurs louent une voiture pour l'jS francs. Arrivés à leur destination^ deux d^entre eux s^échappent sans payer ^ et augmentent par leur fuite ^ de 10 fr, ce que chacun des autres voyageurs avait à payer avant. Combien y avait'il d^ abord de voyageurs ?
Soit X le nombre de voyageurs cherché : Il est clair que
chacun avait à payer d'abord — de franc. Mais puisque deux
d'entre eux s'échappent sans payer, il n'en reste plus que x — 2 pour acquitter le prix 176 francs; donc alors chacun donne
J^ de franc. Mais alors chacun donne 10 fr. de plus qu'auparavant \ donc on a l'équation :
Cette équation peut «e simplifier en divisant ses deux membres par 5 ^ et on en tire, en la résolvant (^Si),
x=:7 et xm — 5.
La valeur positive résout le problème proposé ; car 7 Voja* geurs payant 17$ francs, chacun donne le septième de 175 fi*, ou 25 fr. Mais deux s^échappent sans payer ^ il n^en reste donc plus que cinq pour acquitter les 176 fr. ; chacun donnera donc 35 fr., c^cst-à-dire 10 fir. de plus quWparavant, comme F^xige le problème proposé.
Quant à la valeur négative .r == — 5^^ comme un nombre de voyageurs ne saurait être pris^en sens contraire^ il faut, pour trouver Ténoncé du problème résolu par cette valeur, substituer — X kx dans Féquation proposée (i5g) \ ce qui donnera
_^=-£- + ioi _^ = — --. + 10; pi^(9i)
Voilà Péquation du problème résolu par la valeur 5, trouvée avec le signe — • Comparant cette équation à la proposée, on verra que le nouveau problème dont il s^agit est celui-ci : Des vqjrageurs louent une voiture pour l'jS/rancs. Ils rencontrent en route deux personnes , (fuils y admettent , à condition qu^eUès paieront comme eux ; alors chaque voyageur paye 10^^ de 'moins qu'auparavant. Combien y en avait'il d'abord?
On voit que dans ce problème nouveau Finconnue x n^est pas prise en sens contraire , mais bien les nombres 2 et i o. Si' Ton résolvait ce nouveau problème, on trouverait x'=5 et xrz — 7 ^ et la valeur négative 7, qui ne résout pas le nouveau problème , résout le proposé.
261. On a employé deux ouvriers gagnant des salaires différens : le premier ayant été pcyé après un certain nombre de jours de travail^ a reçu ^Sfr^i et le second ayant travaillé deux jours de moins ^ n'a reçu que ^ofr. Si le premier avait travaille 4 jours de moins ^ et le second 6 jours de plus^ ils auraient reçu tous les deux la même somme* On demande combien de jours chacun a travaillé et le prix de sa journée 0
( ii6 )
Soit X le noinbre de jours de travail da premier ouvrier, et j^t celui du second. Le gain journalier du premier ouvrier sera
donc — et celui du second — • Si le premier ouvrier avait tra-
vaille 4 jours de ipolns, et le second 6 jours de plus, ils auraient reçu respectivement ' '
4B(x-4) ^j ao(r + 6)
Mais alors ils auraient reçu tous les deux la même somme; et le second ouvrier a d^ailleqrs travaillé 2 jours de moins que le premier \ on a donc les deux équations
Ces équations fournissent xz=i2 et^=zio; orzz-f et^rr
Le premier coaplç de valeurs résout le problème proposé, et donne 4 &• ^^ ^ fir. pour les gains journaliers des deux ouvriers. Quant au second couple^ puisque la valeur àejr est iTégative, elle résout le problème que donnent les équations proposées en y changeant j^ en — j^ (i5i). Or, par ce changement, ces deux équations deviennent d^abord
-jr-x — i, __-_-;
ensuite, comme 3f^—/^eix — 2 sont négatifs et égaux à — (4 — jt) et à — (a— x)^ ces deux équations se dhangent en celles-ci :
et deviennent enfin , çn changeant les signes ^es deux membres,
^ — , ,. ^t 48(4-*)_ao(6-.y) Y ZZZ 2 — X et — — — ziz — — ^— - .
Comparant ces deux équations aux deux proposées, on verra que le problème résolu par les deux valeurs x =: -f- et j^ = -^, est celui-ci : Ona empUyjré deux ouvriers gagnant des salaires djfferens : le premier a été payé au bout d'un certain nombre de jours de travail^ et a reçu ^S/r,^ le secqnd ayant travaillé % jours moins les jours du travail du premier^ rCa reçu que aofr. Si le premier ouvrier avait travaillé 4 jours moins les jours de son premier travail^ et le second 6 jours moins les
( "7 ) jours de son premier travail^ ils auraient reçu tous les deux ia même somme. On demande combien de jours chacun a tra^ vaille^ et le prix de sa journée.
On pourrait résoudre le problème propose en nVmplojant qu^une inconnue ; mais alors il serait impossible de trouver le problème résolu par la valeur négative. Généralement ^'Pinterprétation des valeurs négatives devient plus facile, lorsque toutes les inconnues sont en évidence. Si donc , dans le problème prcv posé, on désigne par a/ étales gains journaliers derdeuz ouvriers, on aura les quatre équations j:j/ = 48, ^^7^1=20, ^rz: X — 2 et x'(a: — 4)=J^(.r+6)i ^^ lesquelles il devient aisé d'interpréter les valeurs négatives de j- et j^. Et Pon peut remarquer que , dans le nouveau problème, j^h^est pas pris en sens contraire \ mais cela tient à ce qu^au fond y n^a pas changé de signe.
262. Un laboureur ayant semé 3 mesures de hlé^ en a recueilli une quantité inconnue x ; ayant semé cette quantité et 4 mesures de plus , la seconde année , il a récolté 6 mesures de moins que la semence de cette année. Combien le^laboureur a~t'il récolté la première année ^ sachant que les récoltes ont été proportionnelles aux semences ?
Cet énoncé conduit évidemment à la proportion
Cette proportion fournit Péquatîon du second degré x* -f- (4*— 3) X m 3 (4 — 6), de laquelle on lire, en indiquant d'abord les opérations , aGn de mieux voir comment rincounue se compose des nombres donnes ,
. = -<r^±i/'±=iï + 3(4-6),
d'où X = — -^=i=-J- 1/ — ^3. Ces valeurs étant imaginaires ou impossibles (224)^ il en est de même du problème proposé.
Effectivement, les récoltes ajant été proportionnelles aux semences , et la semence x -f- 4 de la seconde année étant plus grande que celle 3 de la première , quel que soit le nombre x, il s^ensuit que la récolte x-{-4''^6 de la seconde année devrait être plus grande que la récolte x de la première. Or, au con* traire, elle est plus petite \ le problème est donc impossible.
En général , lorsqu'on tente de résoudre un problème, o« db
C ii8 )
fah pas d^abbrd si ce problème est possible ou absurde ; on est donc obligé dVxprimer algébriquement toutes les conditions de la question, quoiqu^il jr en ait peut-être qui se contredisent sans qu^on s^en aperçoive ^ et si après avoir examiné tout ce qui peut conduire à la solution, on arrive à une valeur infinie, négative ou imaginaire , on peut en conclure avec certitude que le problème proposé est absurde, et que par conséquent ce problème est résolu.
De même que les valeurs négatives, les expressions imaginaires conduisent à résoudre de nouveaux problèmes, sans qu^on ait à recommencer les calculs et les raisonnemens qui ont fourni ces expressions. Il suffit pour cela, de. rendre positive la quantité sous le radical , en y changeant le signe de Fnn des nombres qui la' composent. Or, si dans Texemple qui nous occupe, on diange 6 en — 6, la proportion et Texpression quelle a dpnnée deviendront 3 : x ;: x + 4 I * + 4 + 6 et
d^où x=z:5 et ar = — 6.
Il est clair que la valeur 5 résout le problème qae voici : Un laboureur ayant semé 3 mesures de blé^ en a recueilli une quantité inconnue x ; qjrant semé cette quantité et 4 mesures de plus , la seconde année ^ il a récolté 6 mesures de plus que la semence de cette année» Combien a-t-il récolté la première année ^ sachant que les récoltes ont été proportionnelles aux semences f
A regard de la valeur négative x = -^ 6 , en changeant x en ^« X, la proportion précédente peut se mettre sous la forme
le problème résolu par x = 6 est donc : Un laboureur ayant semé 3 mesures de blé^ en a recueilli une quantité inconnue x; ayant semé cette quantité moins 4 mesures ^^ la seconde année , il a récolté 6 mesures moins la semence de cette année. Combien a-t~il récolté la première année ^ sachant que les récoltes ont été proportionnelles aux semences ?
Le radical imaginaire deviendrait encore réel , si on j changeait, 1* 3 en — 3 5 2* 3 et 4 en — 3 et — 4 î 3* 4 et 6 en — - 4 ^^ — ^* Dans le premier cas , la proportion devient 3 * x
• ; jr + 4 ! 6 — (j? + 4)i P^^ '* valeur positive de a:, et 3 ^ àr •; 4 — ^l ^ — (4 — •^)i P^'*^ ^* valeur négative ; dans le second cas, il vient, pour la valeur positive de'x, 3 • a: • ; j:— 4 •6 — (x — 4)"» «' V^^ la valeur négative , 3;x;;a? + 4î X + 4 + 6 ; enfin dans le troisième cas,ona3*x**x— 4l X — 4 + ^1 pour la valeur positive, et 3 J x * * r -|- 4 ! 6-— (x -|- 4)i pour la valeur négative. U est facile d^énoncer les problèmes résolus dans ces diverses circonstances.
a63. Voici encore plusieurs problèmes où les élèves pourront s^cxercer à énoncer les questions résolues par les valeurs négatives et imaginaires :
Un particulier achète une ferme; il la revend ensuite pour 4i6o fir., et gagne autant pour loo du prix de l^achat quUI est miarqué par la mil* liéme partie de ce prix. Quel est-il f (R. 4ooo fr. ou — io4oo.)
Une personne emploie un certain nombre d^ouvriers, auxquels ellt paye 33o fr. ; efle emploie dnq ouvriers de plus , mais donne a fr. d« moins à chacun de ceux qu^elle fait travailler , et alors elle paye en tout 370 £r. Combien y avait-il d^abord d^ouvriers? (H. 4o ou -^ ao.)
Quel est le nombre dront le double moins le carre donne 3? (R. Imaginaire. )
Par quel nombre faut-il diviser ao , pour que le diviseur augmenté dn quotient, donne 8? (R. Imaginaire.)
Un marchand achète un certain nombre de pièces de drap pour 16» louis, n y a trois qualité difierentes, mais le même nombre de diaqu* sorte. Chaque pièce de la première espèce coûte autant de louis qu^Û y a de pièces de celte espèce*, unis de la seconde revient à 3 louis de moins, et une de la troisième vaut la' moitié d^une de la seconde. Combien y a-t-il de pièces de chaque espèce? (R. 9 ou — 7/^0
Le produit de deux nombres est 16, et si on ajoute chacun à 6, le produit des deux sommet sera 88. Quels sont ces deux nombres ? ( R. Imaginaires.)
Deux marchands partent an même instant de leur endroit pour aller au marché , à 6 milles de là. Le premier fût par heure un mille de plus que Fautre, et arrive une heure ayant lui. Combien de milles chacun a-t-il fût par heure f (R. Le premier 3 ou — a et le second a ou — 3.)
Un homme place 7000^ à intérêts composés, et au bout de deux ans va lui doit une somme telle, qu^en Tajoutant aux intérêts dé la premier* année, on obtient 91 70^^ pour résultat. A combien pour 100 Targeut était-U placé? (R. à 10 ou à — 3io.)
Deux négocians ont vendu Tun a6 et Taotre a4 aunes d^étofiè. Im premier a donne une aune de moins pour 30^^ que le second, et il a reçu 36^ de plus que oe seeond. Combien chacun a-t-il vendu d^aunes pour 3o^? (R* Le premier 5 ou — 4 ^ 1^ second 6 ou — 3.)
De la dkcussion des racines dans les équations du second degré à une inconnue.
a64* Les vakurs de Pmconnue^ dans une équation du second degré, ne s^obtenant que par une extraction de racine carrée, sont appelées racines de cette équation. En général , on appelle racine d^une équation , toute valeur qui , tnise à la place de Pinconnue , rend le premier membre égal au second.
265. Voyons d^'abord comment on peut connaître, à la seule inspection des coeffîciens d^une équation du second degré, de quelle nature seront les racines de cette équation. II est clair que, quelle que soit Péquation proposée, on peut toujours', sans changer les valeurs de Hnconnue, la ramener à Pune des quatre formes que voici :
ar' -f" ^ = P ; ^^®ù X = — -fn =t= |/(-5-n' + p) ; X* — nx=zp\ d'où X t= -5-a=t: l/(-yn' + p) ; a:'+wa:z= — p\ d''où x=z — -r« =^ |/'(t'»' — p)\ X* — nxz:z — p^ d'où ar = ~n =i= [/^(-J-n* — p).
Dans les deux premières de ces équations, x aura toujours une valeur positive et une valeur négative réelle ; car puisque •J-n*<-^n' + ;^, on aura toujours -r'»<|/(Tw'+;^)î donc les signes des valeurs de x seront toujours ceux du radical , c'est-àdire seront toujours -^ pour une valeur et — pour l'autre. De p![us, on voit que ces Ssva. valeurs seront toujours réelles ^ car la quantité sous le radical sera toujours positive.
Dans la troisième équation les deux valeurs de x seront toujours négatives , et dans la quatrième , toujours positives \ car
puisque x'*'>t'*' — P"» ^^ s'ensuit que -r«>l/(T«' — p)'^ donc les signes des deux valeurs de x seront toujours ceux de -i-rt ; c'est-à-dire seront toujours — dans la troisième çq^alion , et -(- dans la quatrième. >
Dans les équations x^-}- nxz=. — p et x* — nx zz, — f?, les d'eux valeurs de x seront imaginaires , si -j-n' <^ ;» ; car alors la quantité -^n* — p^ soumise au radical, sera négative. Dans les mêmes équations, les deux valeurs de x seront égales^ c'est-àdire , se réduiront à une seule — -3*'* <>« + ■f'* 1 ** t'** = f* î car alors la quantité •^*—'^,' soumise au radical, deviendra zéro. On peut observer que, dans le cas de -^n* =:f7, les deux
cquadom x* + nx = — ^ el x* ^— «x =r — ff, deviennent respectivement (x + -f'»)* = o et (x — -J-w)' = 0.
Résumant tout ce qui vient d^étre dit, on en conclura i* que les racines des équations de la forme x* '}- nxzzzp et x' — nx z^p>i seront toujours réelles. Tune positive et Tautre négative;
a* Que les racines des équiftions de la forme x' -|- itx = — ;?^ seront toujours négatives; réelles si ■■^n*^p^ égales si/ •J-n* = p, et imaginaires si -y-n' <C f' î ' '
3* Que les racines des équations de la forme x* — nxz^ — p^ seront toujours positives; réelles si -^n*^p^ égales si -J^* = p^ et imaginaires si -5-»' < p.
a66. Prenons maintenant une équation du second degré , plus générale , et observons d^abord que , quelle que soit cette équation, on peut toujours, en chassant les dénominateurs et en transposant, la ramener ^ la forme ax* -^ bx -^-czizo. Or, résolvons cette équation , et soient x', x^^^^ deux racines ; nous aurons successivement :
=:_i±|/il_î.
aa
__ — A^- 1/(^> — 4rtc)
aa
Si a ei c sont de même çigne, les deux valeurs de x seront réelles , tant qu^on aura b* ^. 4^u: ; elles seront égales si b* = 4^ic; mais si /»*<^4^ic, elles seront imaginaires, et par suite, le problème proposé sera impossible.
Or, dans ce cas même , si Ihme des quantités a ou c pouvait changer de signe, les deux valeurs de x deviendraient réelles, et- résoudraient par conséquent un problème. Mais si Ton change le signe de â, c'^est-à-dire, si Ton substitue — a an lieu de a, Féquation et la formule proposées deviendront
ax* — bx — c = o et x = ~ (/? =t: j//i* + 4^c)'
aa
i Ainsi en traduisant la nouvelle équation en langage ordinaire, on aura renoncé du problème résolu par les nouvelles valeurs de X.
De même , si Ton change c en ~- c , et qu^on traduise la nouvelle équation en langage ordinaire^ on aura Pénoncé d^un troisième problème résolu par les nouvelles valeurs de j;. .
On voit donc que quand un radical est imaginaire , si Pon change le signe de la quantité qui lui est soumise^ en donnant le 'signe — à Pune a des lettres qui composent cette quantité-, la nouvelle formule résoudra le problème quW trouve en chantant ^i en — a, dans les équations proposées, et en traduisant les nouvelles équations en langage ordinaire. Et cette manière d^interpréter les racines imaginaires , n^est qu^une extension de Pinterprétation des valeurs négatives (i5i).
Lorsque c = o les deux valeurs de x deviennent x^-=o
et x" = , comme cela doit être. Mais si a = o , les deux
valeurs de x sont a^ = | et x^'rr: — od. Or, x ne doit pat avoir de valeur indéterminée , puisqu^en faisant il = o dans
Péquation ax^ -f- fcx + c = o , on trouve seulement a: = — ^•
n faut donc que la résolution de cette équation ait introduit un facteur étranger, devenant nul lorsque a = o (i63).
Pour trouver ce facteur commun , il suffit de multiplier les deux termes de la formule générale (2), par le résultat que donne le numérateur, en j diangeaht le signe du radical. En effet, en multipliant les deux termes de la formule proposée (2) par — t=q=|/(6* — 4^1 ^® nouveau numérateur sera nécessairement 6' — [|/(^' — 4^0]" ^^ ^* — b^-\'^ac^ ou enfin ^ac\ ce nouveau numérateur et le nouveau dénominateur auront donc le facteur sa commun , facteur qui s^évanouit dès que a = o. Supprimant ce facteur commun, la formule sera
XZZL
—. A =p i/(A* — 4ac)
La supposition de a = o dans cette formule , ne donne plus
x=| ^ mais elle conduit àx= — -etàa:=:oo, valeurs quW
devait trouver* On pourrait encore examiner le C9S où a = o et 6 = o , et celui où a, 6 , c , sont nuls en même temps.
- ^68. Ajoutant et multiph'ant entre elles les valeurs (3) de x' et de x'', on aura, en réduisant
x'+xf'z^—t et x'x^rzr^.
Ces relations remarquables montrent que dans toute équation du secon4 degré, ramenée à la forme (i), la somme des deux racines vaut le coefficient du second terme , pris en signe contraire, et le produit de ces mêmes racines est égal au terme tout connu.
Prenant dans les relations que Ton vient de trouver , les va* leurs A =: — £1 (a^ -j- x") et c= ax'x"^ puis substituant cet valeurs dans ax* -f- /»x •4- c, il viendra successivement :
ax*+ fcx-f- c = £i(j:' — xx* — xx" + x'x")
r!za[x(x — x') — x"(pC' — x')]; ou bien
nx'-J- fcar+ cr=:a(x — a:')(x— x'^) ... (4)
Cette identité montre comment on peut remplacer tout trinonae du second degré par un produit de trois £aicteurs^ ce qui est quelquefois utile.
169. La même identité fait voir que non seulement il existe deux valeurs de x qui satisfont à Téquation <ij:*-|-âx-)-c:=:o; mais de plus qu^il nVn existe que deux. En effet, s^il y avait une troisième racine v , différente des deux premières x* et x"^ on aurait (v — x^)(^v — j:")=:o. Donc le produit de deux quantités différentes de zéro, serait zéro ; ce qui est évidemment impossible. Donc réellement, Tinconnue a: n^a que les deux valeurs x' et x'' dans Téquation flx'+6i'-)-c=o ; et par suite, dans Péquation proposée. Donc enfin , toute équation du se» cond degré a deux racines et jamais plus.
a^o. Substituons les valeurs (3) de x' et x" dans Pidentité (4) ; nous en déduirons facilement
ax* + bx+ c=z-^[{2ax + hy + ^ac — b*] ... (5)
Supposons que les deux racines x* et x" soient égales ou imaginaires; les équations (3) montrent qu^'alors b* — /^ac est nul ou négatif; donc ^ac^^-^b* sera nécessairement nul ou positif; d^ailleurs (aox-f-i^)* reste positif pour toutes les valeurs réelles
de X. Donc le multiplicateur de 7- sera toujours positif ; donc
le trinôme ox* -}- ibx -f- ^ conservera le signe de a pour tontes les valeurs réelles de x. Donc si les deux valeurs x^ et x'' de x, qui rendent nul le trinôme du second degré /7x'-|-6x-l'C, sont «égales ou imagîuaûres, ce trinôme conservera le signe de a pour toutes les valeurs réelles qu^on voudra donner à x.
271 • Rédproquement, supposons que le trinôme ax^ -f- hx -f- c, conserve le signe de a pour toutes les valeurs réelles de x; il faudra donc que ^ac — b^ soit positif; car s^il était négatif,
en prenant %ax'=- — fr, le multiplicateur de 7- deviendrait né-
* gatif : faisant ensuite croître x^ positivement ou négativement , V on finirait par rendre ce multiplicateur positif; ce multiplicateur
. changerait donc de signe, ainsi que le trinôme proposé ; ce qui
4 . est contre Thypothèse. Donc ^c — i* est nécessairement positif; et par suite, les deux valeurs x', x" de x, sont égales ou ima-^ ginaires. Donc si le trinôme du second degré ax^ '\' bx '\- c conserve le signe de a pour toutes les valeurs réelles de x, on aura 4^c— t* positif ;. et les det|X valeurs 3/ y xf^ de x,^qui rendent nul ce trinôme, seront égales ou imaginaires.
27a. Extrajrant la racine carrée du dHnome ax* -f~ ^-^ 4* <^i' et égalant à zéro le reste indépendant de x, on aura la condition pour que le trinôme proposé soit un carré parfait. Cette condition est fc* — 4^c = o : si elle est remplie, les valeurs x'y x" de - X, qui rendent nul ce trinôme, sont égales. Réciproquement, quand x'=x", IMdentité {^idxx. voir que le trinôme ox'-f- bx -j- c est le carré exact de (x — x') \/a.
373. Pour terminer cette discussion, soit m la valeur ah solue du plus grand des coeffidens a y fc, c, dans ax^ + fex + c; / on aura nécessairement le nombre fcx + c <[ mx + m, oji ««^
m(x4-i)(x— i) mx» m ,, , mx»
-r-^ — ^, OU < ~ : d'où > OX + C.
Posant tfx'rr — — , d^où x=r i -1 — , on aura toujours
tfx* > 5x -4- c ; et si Ton prend x > 1 -^ — , d^où tfx' >
mx»
, il viendra, à plus forte raison, ox* >> 6x -f~ ^- D^où il résulte que dans tout trinofne du second degré âx* -|- 2^x -}- ^i on peut toujours trouver pour x, un nombre 1 + — , qui rende le premier terme tfx^^plus grand que le nombre formé par les
éfiÊJL autres ta? -|- c, et toute râleur ^ i -) — t jouira, à plus forte raison , de cette propriété.
274 • RésolvoDS maintenant qaelques problèmes généraux du second degré. En. voici un dont la discussion o£Bre de Tintérét : Deux corps lumineux A er Q soni éloignés Tun de Vautre de d mètres^ et fournissent à un mètre àe distance ^ le premier a et le second b unités de lumière. Trouver sur la droite DE qui passe par ces deux corps , un point P qui en soit égaler ment éclairé. On sait qu'à m/ois plus de distance , un même corps répand m? fois moins de lumière.
-. p Soit X la distance AP du
P'' A P B P' point chercbé P au point
A^ sa distance à B sera d'^^x. Cela posé, puisqu'^à un mètre de distance , le corps A répand a unités de lunuère '^kx mètres, c'es^-â-dire à x fois plus de distance , il répandra x* fois moins
de iuiûière ou — • De même, à d — x mètres de distance, le
corps B répandra . , ^^ de lumière. Or, à ces distances , les
lumières fournies au point P, par les deux corps A et B, doivent
être égales \ on a donc
Cette équation se réduit sur-le-champ à une équation, du premier degré en extrayant la racine carrée de ses deux membres \ tar en Causant \/a^=^a' et ^b=b\ il viendra (249)
— = =t: ^ ; d'où Ton tire x = d ,_^ .,*
On peut supposer dz=i%^^ a= 16 et 6 = 9. Mais voyons quelle position la formule précédente assignera au point cherdié , quand on aura a ^ /» , ou a <[ ^ ou ^x = 6.
1* Sia^h; OQ aura aussi [/a > |/fc ou a' > fc' ; donc x aura deux valeurs positives , Tune plus petite que d et plus grande que -f^, et Paulre plus grande que d. Donc il y aura deux points P et P' également éclairés chacun par les lumières A et B, Tun entre ces lumières et Fautre au-defaors, mais tous les deux plus j>rès de la.lumière B la moins intense^ comme cela doit être.
On peut voir d^aîlleurs pourquoi Péquation proposée déter-
( tue )
mine dectt points \ car à cause ^e (cl-— r)* est identique arec (x — dy\ en désignant par x la distance AP', on trourerait une équation identique avec la proposée. Cette proposée ne devait donc pas donner AP plutôt que AP'; mais devait donner ces deux distances.
a* Si a •< fc, on aura aussi ]/'a < [/b ou a' -< ^';. donc jr aura une valeur positive et upe négative. La valeur positive étant <C-f^i détermine un point P entre les deux corps lumineux A et B, mais plus près de la lumière A la 'moins intense^ comme cela doit être. Quant à la valeur négative , elle résout le problème que donne le proposé en y prenant Pinconnue x en sens contraire (i58); c^est-à-dire^ en mesurant la distance x de A vers D , au lieu de la mesurer de A vers E. Ainsi cette valeur négative détermine un second point' P", qui recevra la 'même lumière de chacun 'des corps A et B. El en effet, en calculant ces quantités de lumière , diaprés les conditions du problème et à Paide de la valeur absolue de AP", on les trouve égales chacune à d(V — a').
. '3* Si a= (, on aura aussi af=zV ; d'où x^=z-^ eix=±ÇO^ comme cela doit ctre , puisque quand a = b^ les deux corps A et B fournissent la même lumière à des distances égales. Mais le point qui répond à x = od, étant infiniment éloigné du corps A, sa position ne saurait être déterminée, et le problème n'a réellement que la seule solution r=^<2, qui est le point milieu de ÀB.
Si â ou ( était o , il faudrait remonter à Péquation proposée pour avoir la vraie valeur de or, qui alors est infim'e.
Si on avait résolu Téquation proposée , sans extraire d'abord la racine carrée des deux membres , on aurait trouvé
La supposition de a=ib dans cette expression, donnerait a? = î et x = 00, tandis qu'alors on doit avoir x =z \d et x =z 00 . Cela provient du facteur a — 6, commun aux deux termes, et qu'on mettra en évidence, soit par le procédé du n* ^67, soit en remplaçant aeib par leurs valeurs a'^ et b'* : alors on retrouvera la formule considérée d'abord.
375. Voici trois {iroblémes que Ton peut discater comme le précëdeat:
1* Partager la nombre donne d en deux parties telles, qne le rapport des carres de ces pa^es soit ^gal aa rapport de a à &•
a® Deux courriers âoignës Tan de Tautre de d lieues , partent ^n même temps, vont Tun contre Tautre, et marchent tellement, 'qu^au moment de leur rencontre, il faudrait a heures au premier pour faire la chemin du second , et & heures à celui-ci pour faire le chemin du premier. Combien le premier fidt-il de lieues par heure ?
3* Deux nuKjuignons fournissent d chevaux à un régiment, et rapportent la même somme chacun, quoique le secotid ait fourni plus de chevaux que le premier. Le premier dit au second : si j^avais vendu tes chevaux j^en aurais retire a louis ; et moi , lui re'pond le second , si j^avais vendu les tiens , je n^en aurais retire que h louis. Combien ontrils fourni de chevaux chacunf (On peut supposer a=:6oo, ^ = 3i6 et â=:48.)
376. Un homme achète un cheval qu'il vend au bout de quelque temps pour di francs, A cette vente y il perd autant pour h/r. du prix de Tachât que le cheval hU a coûté. Combien Vo't^il payé f
Soit X ce que le cheval a coûté : on a donc perdu x sur b du prix de Fachat, c^est-à-dire que b du prix de Tachât se rédui* sent k b — X par la vente ; donc 1 du' prix de Tachât se réduit
à — T— , et X prix de Tachât se réduit à ■ ^^^^ Mais on suppose que le prix x de Tachât se réduit à a par la vente \ il fatît donc qa*ou ait
On peut faire a = 37 et 6= i44* Les deux valeurs générales de X sont positives tant que -y^ reste plus grand que a ; et par conséquent le problème a deux solutions dans ce cas. Mais si -^b <^a, la quantité soumise au radical sera négative ; les deux valeurs de x seront donc imaginaires , et le problème impossible , comme on le verrait d^aiUeurs en faisant x =4^ s±:iip/6; car alors Téquation proposée se réduit à -^b — u*z=a.
Quoique le problème proposé soit impossible quand '^b<^ay cependant si Ton înteiprète les valeurs imaginaires, c^est-à-dire, ii Ton change le signe de a ou celai de 6, le radical deviendra réel^ et la nonveUe fonnule résoudra le problème que donne Téquation proposée en j changeant aen — a, ouéen — b (a66).
Or, 1* si Ton change le signe de a , Téquation et la ibrniole. proposées deviendront :
.( i»8 ) ^JL=^-a et x = ^^{/b{^bT7y:
donc, en observant «que x — 6 = 6—- (afc — ar), on verra que le problème résolu par la valeur positive de or, qu^on vient de trouver, est celui-ci : Un homme achète un cheval^ qu^il vend au bout de quelque temps pour ^fr. A cette vente ^ il perd pour hfr.y le double de h ifùninué du' prix de Vachat. Com^ bien a^t^il pqjré le cheval ?
^ Si Ton change fr en — ? fr , Fëquation et la formule proposées deviendront
et x=:—-y}^l/bQi-b + a)',
et le problème résolu par la valeur positive est celui-d : Un homme achète un cheval^ qu'il vend au bout de quelque temps pour 2L francs. A cette vente y U gagne autant pour b que le cheval lui a coûté. Combien Va-t^il pajré ?
, 277. On peut remarquer que la valeur négative, daps le dernier pro« bUme, résout le précédent, et que la yaleur négative, dans ce précédent, résout le dernier. On discuterait, d'une manière semblable, les problèmes que voici : 1^ Connaissant les extrêmes a et 6 d^une proportion, -dont Tun a soit la somme des moyens, trouver ces deux mojens.
a» Etant donnée la distance a entre deux points d^une droite, trouver sur cette droite, un troisième point tel, que le produit de ses distances aux deux premiers, ait la valeur connue a6. ( On peut faire a = 64 et
3** Quel nombre x doit-on ajouter à deux nombres donnc^ a et ^, pour qu^en Tétant du premier a et en en étant le second b , le produit des deux sonmies et celui des deux restes soient entre eux comme a est à &f (On peut supposer a =:3o et 5 = 5.) '
^78. Trouver un nombre tel^ que si on lui ajoute a et qu'on en retranche b , le produit des -deux résidtats vaille cjbis le car4'é du nombre cherché*
Soit X €c nombre ; on aura donc ( J? + fl) ( x — 6) = ex*. Cette équation donne , toute réduction faite ,
tf — *=fc |/(a H- *)* — 4a5e a(c— 1)
On peut faire a =: 3o, & ^ 2 et c = 4* Pour discuter les valeurs de X sous les trois bjpothèses c>i, c<^i etc=i, il suffira de poser c=: 1 -)- <^, et de faire d positif dans le premier cas, d négatif dans le second, et (/=ro dans le troisième.
C '«9 ) Les valeurs de t sont ima^naires, lorsque ^hc^^^a -f h)*. Hais ces valeurs deviennent réelles en changeant ie signe de a, ou de &, ou de c, ou à la fois les, signes de a, &, c; ce qui, par l^interprétation des valeurs négatives, résoudra dé nouveaux problèmes analogues au proposé.
979. Vmci des problèmes que l*on peut discuter comme le préoiSdent :
1** Partager le nombre domié a en deux parties telles, que si l^on multiplie leurs carrés par les nombres dotyiés 5«et c, la différence des deux produits soit ^;ale au cube de a.
a* Trouver de laqudle de ses parties Teau d^un^ vase âoit diminoçr pendant cha^e heure, pour qu''en y ajoutant & litres à la fin de chacune, il y reste c litres au commencement de la troisième. On sait qu^il y ayait d^abord a litres d^eau dans le vase.
Questions de nmximums et de minirhums.
!»8o. On peut voir dans les Mélanges d'^algèbrc , pages 56 et suivantes, la théorie complète des maximums et des minimums du second degré. Nous nous bornerons ici k résoudre quelques questions qui s^ rapportent, lesquelles donneront une idée suf* fisante de cette tliéorie. •
a8i • Partager 10 en deux parties dont la somme des carrés soit la moindre possible.
Soit 20 la somme des carrés des deux parties cherchées , et x la première ; la seconde sera 20—2:, et on aura
x' + (20 — xy = ia.
Cette équation devient : 2a:' — ^ox -|- 400 zz: 2a , x' — 20X z^a — 200 et x=io=±=l/a — 100.
Plus o diminue, plus aussi a — 100 dindinue; et a ne peut diminuer que jusqu^à devenir égal à 100; car si ^i dimintiaic encore, a — 100 deviendrait négatif, et x serait' imaginaire ou impossible. La plus petite valeur de a, et consé(|uemment celle de 2tf , répond donc ka^z 1 00 ; ce qui donne a — 100 = o , xrzio et 20 — x=io. D'où il suit que les deux parties cher* diées sont égales chacime à 10.
Effectivement, si Ton partage 20 en deux autres parties quelconques , la sonune des carr(!& de ces deux parties sera toujours plus grande que celle des carrés des deux parties 10 et 10.
( »3o ) 282. Partager U nombre donné a en deux carrés dont le produit' des racines soit le pluS' grand possible.
Soient x^eij* les deux carrés cherchés ; on aura
x*+^*=:a ei xjrzzib.
Retranchant le double de la secondé de ces équatîoas de la première , on trouvera
' x^^jrznya — ^.
Comme a est un nombre donné et que b peut être pris à vo* lonté, on voit que si b augmente,^ a — 2& diminuera^ et b ne saurait augmenter que jusqu^à donner 3&=i:a ; car si i^ aîugnieritait encore , 2b serait plys grand que a \ donc a-^ih serait négatif et x — y imaginaire ou impossible (224)* La plus grande valeur dé b donne donc 2&=:^i ou &=^ ; et il en résulte x — j-zzio'^ d'oii xzzjr:=z^\/'2a.
C^est ce qu^on vérifie en posant
X =z ^yM + tt et ^ =r ^yM — u\
car alors la seconde équation proposée devenant ia — zi* =: &, on voit que le maximum de & -répond à u == o ; ce qui donne les valeurs précédentes.
Si b était donné et que a lût variable^ le minimum àea serait 0 = 2 &, et on aurait xzzij-zz^b^ comme il serait aisé de le vérifier d^ailleurs.
283. On veut creuser un réservoir d'eau à faces rectangU'laires , qui ait un mètre de profondeur et dont la surface du fond vaille celle qui aurait a mètres de long sur un de large. Mais comme on désire que le mur qui revêtira le contour de ce réservoir y codte le moins possible^ on demande quelles doivent être pour cela ^ la longueur xetla largeur y du réservoir à creuser.
Le mur qui revêtira le contour du réservoir, devant avoir partout un mètre de hauletu*, et sa longueur étant égale au contour de la surface du fond , il est clair que pour que ce mur coûte le moins possible , il faut que sa longueur , et par conséquent le contour dont il s^agit , ait la plus petite valeur possible.
Or, soit 4c le contour : puisque x est sa longueur et j' sa largeur, on aura évidemment ^
Maïs la surface du fond ayant x mètres de long sur y mètres de large , équivaut à une surface qui aurait j- fois plus de long sur j^ fois moins de large ^ c^est-À-dire xjr mètres de long sur i de large : et puisque la surlace du fond vaut aussi celle qui mirait a mètres de long sur i de large , il s'ensuit que •
xjr:=,a.
Cette équation et la précédente donnent
jr:::zic — x, %cx — x" = fl et jc = c=t=|/(c* — ^) •••(*)
Comme a est donnd et que le contour ^c peut être pris à volonté, on voit que la plus petite valeur de c, et par conséquent de 4c, répond à c*r=a; et il en résulte czz^a^ x:=zcz=zy = ^a. De sorte que la longueur et la largeur du réservoir à creuser, doivent être égales entre elles et à p/a.
Si le contour ^c est donné et que la siurlace du fond soit variable^ a sera aussi variable j et la formule (i) montre quQ }a plus grande valeur de a est a=;:c'^ ce qui donne x^zzcznj-. Ces valeurs résolvent donc ce problème : Parmi les réservoirs à faces rectangulaires , qui ont un mètre de profondeur et qu'on peut entourer d'un mur de 4c mètres de long , trouver celui dont la surface du fond. est la plus grande possible ^ et par conséquent celui qui contient le plus d^eau,
284* Voici quelques problèmes, faciles à r^udre, diaprés ce qui pré« cède : Partager a4 ^^ deux parties dont le produit soit le plus gr^nd possible. (Les parties sont égales chacune à la.)
Partager 1 8 eu deux parties dont la somme des racines carrées soit la plus grande possible. (Les deux parties sont égales.)
Trouver deux nombres dont la somme soit la plus grande possible , lorsque 7 a est la somme de leurs carrés. (I^es deux nombres sont égaux chacun à 6.)
Trouver deux nombres dont la somme soit i4 et dont la somme des quotiens , obtenus en divisant chacun par Pautre , soit la moindre possi^ Ûe. (Les deux nombres valent 7 chacun.)
Partager le nombre donné a en deux parties telles^ que leur diflerence divisée par la différence de leurs racines carrées , donne le plus grand quotient possible. ( Les deui parties sont égales.)
Décomposer un produit donné a en deux facteurs positif tels, que leur somme divisée par la différence de leurs racines carrées , donne le moindre quotient possible.
^85. Soit proposé de trouver la plus grande ou la plus pe* tite valeur de m dans V équation x* — 2x — 11 nr 4mr — 5m*.
Pour cela, si Ton résout tette équation par rapport à r, on
^^'^^ X = 1 + am =±= [/i2 + /im — m\
Or, si la rariable était dans la partie négative sous le radical , il est clair que son maximum rendrait nul ce radical ; et si elle était dans la partie positive seule, son minimum anéantirait le même radical. Mais ici la variable m se trouve dans la partie positive et dans la partie négative ; on ignore donc encore dans -quel cas il j a maximum ou mùiimum pour m. Voici comment on peut le trouver : k quantité sous le radical proposé étant variable et devant être positive ou nulle, pour que x soit réelle', on peut égaler cette quantité sous le radical à la quantité varia- Lie et positive u* ; ce qui donnera
i^ -{- /^m — m' z:zu^\ à^oxi m =r a =1= j/i6 — u*.
Or, quelque valeur positive ou négative qu'ion donne à u, le carré u*sera toujours positif^ donc i6 — u* sera toujours moindre que i6. De sorte que là plus grande valeur du radical de m est 4 1 et répond à u r= o. Mais le radical ajant sa plus grande valeur, la somme 2 -f- ce radical sera la plus grande possible, et le reste 3 — le radical sera le moindre possible : d^où il suit, 1* que le maximum de m est m=:2-f'4=^ ^^ donne xr=i3; a* que le minimum de m est m=2 — 4= — ^ ^^ fournit x=:
Au mojen de la méthode que nous venons d'^cmployer, on trouve aisément le maximum ou le minimum de m , dans x*^
4x + 4^ = ^"•^ + 3, ainsi que dans x' + 4^' -f- 5m* =2 ^ax'i'/imx.
286. Partager le nombre donné a en trois parties dont la somme des cubes soit la moindre possible.
Soient x, j^, ^, les trois parties cherchées et m la somme de leurs cubes \ on aura les deux équations
x-f-j^ + 4f=:a et *'+^'-f-^'=:m.
Prensoit la valeur de s dans la première , et substituant cette valeur dans la seconde, il viendra, toute réduction faite,
a^—3aXx+j) + ia(x'+2xjr+jr-)^3j:j(^x+jr) = m...(i) Résolvant cette équation par rapport à x, on trouve d^abord
Supposons que TiDconnue j- ait la valeur qiu répond au minimum de m ; on voit que ce minimum rendra nulle la quantité sous le radical précédent, et donnera par conséquent
d'où m — ax' — j-^ =z o et 2x = a — j^ ... (a)
Résolvant Péquation ( i) par rapport à jr^ on verra, de même que le minimum de m donne
m — ^jr — X zno et aj^zrtf — x... (3)
Les équations !ix=za-^jr et y =:a — x fournissent x'iziy = jH ; d'où la première équation proposée donne aussi z= ja. D'où il suit que, pour le minimum de m, lel trois parties cherchées sont égales entre elles ; et ce minimum est ^a .
La valeur générale-de x prouve que si m était donnée et a rariablc, le maximum de a conduirait aux équations (2). La valeur générale de y montre aussi que le maximum de a donne les équations (3). De sorte que , pour ce maximum , on a x =: jzz.%. D,^où il suit que sHlfaut trouver trois nombres tels^ que la somme de leurs cubes étant un nombre donné m , la somme de ces trois nombres soit la plus grande possible^ on devra prendre ces trois nombres égaux entre eux. C'e^t ce qu'on vérifie en posant x=z^a'^u et j* = ^a •— u ^ car ces valeurs substituées dans l'équation (1), donnent
mzzga' + aott*.
Or, puisque les deux parties ga et ^au* doivent toujours donner b même somme m, il est clair que quand l'une aau* sera la moindre possible ou nulle , Pautre sera la plus grande possible ; le maximum de ^a^ et conséquenrmient celui de a, répond donc à u:=o ; ce qui donne les valeurs trouvées par l'autre métliode."
387. Voici quelques problèmes à résoudre, diaprés la première des médiodes que nous Tenons d^employer :
Décomposer le produit donné a^ en trois facteurs positif tels , qu^en •jonumt à chacun le même nombre &, la somme des carrés des trois sommes soit un minimum. ( Les trois £icteurs cherdiés sont égaux.)
Partager le nombre donné a en trois ou quatre parties dont la somme des carrés soit un minimum. ( Les parties cherchées kont égales entre dUes.)
Trouver trois nombres positifs tels, que la somme de leurs carrés étant • , un nombre donné a , la somme de leurs produits deux à deux soit un ' maximum. (Les trois nombres clierch<^ sont égaux.)
Partager un nombre donné a en trois ou quatre parties dont le produit soit un maximum.
Décomposer le produit a^ en quatre facteurs positifs dont la somme des produits deux à deux soit un minimum.
On reut faire construire un meuble à faces rectangulaires, qn^on puisse recouvrir avec un morceau d^acajou en forme de rectangle, ayant 4o paU mes de long sur lo de large. Comme les douze côtés du meuble seront recouverts de petites bandes d^argent, d^une largeur et d^une épaisseur ' données, on désUfe, pour diminuer les frais autant qu^il se peut, que la somme des douze côtés/Soit la moindre possible. Quelles doivent être ^e pour cela, la longueur x, la largeur ^ et la Lauteur a du meuble à construire f
Nota. La formule qui montre^ quand une variable est à son minimum, montre aussi quand une autre variable est à son maximum , et récipro^ quement. On propose* dVnoncer , dans les problèmes précédens, ceux qui sont relatif aux nouvelles variables.
Principes sur les puissances et les racines,
a88. On sait que la puissance m™* d'un monôme cl^^ est un produit de m facteurs égaux à ce monôme (^3). On indique celte puissance en écrivant {a^y^. On dit qu'une puissance est paire ou impaire^ suivant que son exposant est un nombre pair ou impair.
28g. Les puissances des quantités positives sont toujours positives; car ce sont des produits dont les facteurs peuvent s'écrire sans signes. Ainsi
{j\-a^'=.aaa:na et {j^-a^^-zzauaaziza^.
390. "Les puissances paires des quantités négatives sont positives; car chacime de ces puissances est le produit d'un nombre pair de facteurs négatifs (4^). Par exemple ,
291. Les puissances impaires des quantités négatives sont négatives; car chacune de ces puissances est le produit d'un nombre impair de facteurs négatifs (46). C'est ainsi que
(—«)*== — ^X — aX — flX — a X—û = — a^ 392. Soit abc un produit de trois facteurs quelconques, ra-
tionnels ou Irradoimels ; diaprés ce qu^on a vu (^19)1 il est clair > qu^on aura
(jibcf == abcabcabcabc nz aaaabbbbcccc =r a^b^c^.
En général , puisqu^on peut rapprocher les (acteurs de même ^ . Dom sans changer la valeur du produit proposé (219), il en résulte que la puissance m"** de ahc^ qui est un produit de m facteurs égaux à ahc^ sera le produit de m facteurs a , multiplié par le produit de m facteurs b , multiplié par le produit de m facteurs c -, elle sera donc a'" X V" X €^. Ainsi on .a
(abcf = oT'b^i^.
Cette identité fait voir, i"" que la puissance m^^^un produit est égale au produit dei puissances m^** de ses facteurs; 2* que le produit des puissances m"*** de plusieurs nombres est égal à la puissance m™* du produit de ces nombres,
L^application de ce dernier principe fournit
(f)'"xc™ = a»,d'où.ron.ire(J)'-=fï
Donc i' pour élever un quotient ou une fraction à une cer^ taine puissance , il suffit d^ élever chacun de ses termes à cette puissance ; 1!* le quotient des puissances m"**' de deux nom'hres est égal à la puissance m"* du quotient de ces deux nombres, ^
a94. Qierchons maintenant à développer la puissance m"** du binôme X'\-a\el pour cela , considérons d^abord les expressions
(jjC'\-df •=, ar' + a<ix4- a' \x + a^ = X* + Zax^ +3a':c + a' (x + d)* = X* + 4^-^^ + 6a'x' + 4a'x + a^. Il est clair qu^oh peut écrire ces valeurs comme il suit :
(x + fly = x» + -^ + — a'
\*T'*J — •*- -Tj»^ ^ x.iT ^i.a.3 ' i.a.3.4
^inspection attentive de ces valeurs conduit à penser que, quel que soit Texposant m , entier et positif, on aura toujours
( iZ6 ) (x + aT — a^ + ~a3^-^ + "'(^-*)^.^-. _j.
^ 1. a. 3.4. 5 .. «X -r -rf* ^*;
En efiet, pour abréger, rcprcsentons cette formule païf (x + fl)^ = x^ + nwx^-' + Aa'o:""" + Ba':i^-^ 4-
Muldpllant de part et d^autre par x-{-a et réunissant les multiplicateurs dVme même puissance de x^ dans le second membre, on aura
(x+af'^' = x^'^' + (m+i)ax^+(k + m)à'x^" +
Substituant les valeurs de A^ B, G, D, ..., et décomposant en facteurs , on trouvera successivement
y^ , jj (m-tri) m (w—i) (m— -a) (m— 3)
et ainsi de suite. Avec ces valeurs, il vient
(m-f i)m(/n^i) 3^y^_, 1 (m-f i)m(m-i)(m-a) 4 ^^ 4-flW+»
Cette formule est précisément ce que devient la formule (i), quand on y change m en m'{- i. D^oû il suit que si la formule (1) est exacte pour une certaine valeur entière de Pexposant m, elle sera vraie pour une valeur plus grande d'aune unité. Or, la formule (1) est démontrée pour m=4 ^ ^^^ ^^^ donc vraie aussi - pour m = 5. Etant vraie pour m = 5, elle aura donc encore lieu pour mr=6, puis pour m =7, m =8, et en général, pour toutes les valeurs entières et positives de Texposanl m.
( «5? ) La formule (i) est nommëe le binôme Je Newton (*) ; elle fournît plusieurs conséquences importantes , que nous développerons plus bas.
395. Lorsqutm nombre a surpasse F unités sa puissance tnT* peut devenir aussi grande quon yeut^ en prenant m suf^ Jisamment grand.
En effet, puisque a surpasse l\mîté, on a nécessairement 11 = 1 +x, d*où a^z=(i -f-Jp)^= 1 4"'"^ + ^*^. ; ce qui donne a*^ > 1 + 'wx. Or, m pouvant avoir une valeur aussi grande qu'ion voudra, il en est de même de i -(~ ''^^ 1 et à plus forte raison , de a"^. On voit même que si m était infini , o^ le terait aussi , et qu^on aurait a*^ = od.
3g6. Lorsqu'un nombre a est moindre que Vunité^ sa puiS" sance m"*' peut devenir aussi petite qu'on veut , en prenant m suffisamment grand.
En effet, le cas le plus défavorable est celui où azzz •
Divisant les deux termes par v et faisant ifzz 1 -| — , on aura
tf =1^ et d^zn-^ (^^)* Or rf> I ; donc d!^ est aussi grand
qu^on veut , en prenant m suffisamment grand (sgS). Donc au
contraire , -^ ou a*^ est aussi petit qu^on veut , et peut devenir
moindre que toute quantité donnée , quelque petite qu^elle soit.
Enfin , si m est infini y dP^ le sera aussi (^g5) ; •= ou a''* sera
donc infiniment petit et pourra être regardé comme nul. D^où il suit que si a <[ 1 , on aura a*" = o , principe qui nous servira dans la suite.
29^ . La racine r™' d*un nombre est un autre nombre qui ,
(*) Nt'wton est le premier qui ait fait connaître la formule du binôme: il n^en a pas donné de démonstration ; mais il parait être arrivé à cette Ibrroule par la méthode qui nous a conduits à la' formule (1). u GeUe manière de s^elevcr aux lois gcnërales , par la considération de cas particnliers, se nomme induction, fille est la source de presque toutes les découvertes dans Tanalyse et dans la natiure. Mais en faisant usage de cette méthode, il faut éviter de généraliser trop promptement; car il arriTC quelquefois qu'aune loi, qui se soutient dûis un asses grand nombre de valeurs particulières , est démentie par les valeurs suivantes. Ainsi la mé-i ikode d^indaction , quoiqn^czccllente pour découvrir des véritds générales, ne doit pas dispensée de les dénàoimrr avec rigueur, n
( »38 0 élevé à la puîstaftce r**, reproduit le premier. Ainsi, x désignant la racine r** de a, on aura xTzna ou a=:i:^^ c'^est-À-dire que tout nombre, est la puissance r** de sa racine r™*.
298^ On indique la racine r™* de â , en plaçant devant a le signe \/^ et en mettant entre les branches de ce signe , le nombre r qui marque Vordre ou le degré de la racine à extraire. Ainsi , \ya signifie : racine r"* de a : cVst un radical du r^ degrés dont r est Vindice. Le nombre r est aussi ï indice ou Vexposani de la racine indiquée. '
Quand «Pindice du radical n^est pas écrit , il est a ; de sorte que 1/^7 désigne la racine carrée de 7, aussi bien que (^7. La racine est dite paire ou impaire^ suivant que son^ indice est un nombre pair ou impair.
agg. Diaprés la défim'tion des radnes/il est clair que
3oo. Toute racine paire d'une quantité positive doit être précédée du double signe =±=. Par exemple ,
A A fi
|/256 = =fc=4, i/64 = =fc:a, |/i = =1= 1 , etc.
En général, r étant un nombre pair, on a Vu (290) que (zi=.dfz=.ûr. Mais puîsqu'^il faut élever =1=^ à la puissance r"* pour avoir a*", il s'ensuit que =±=a est la racine r"* de cf (297). Donc, etc.
3oi. Les racines impaires des quantités n^ont que le signe de ces quantités. Ainsi on a •
l/i25=:5, 1/ — 243=-- 3, 1/ — 128 = — 2, etc.
En effet, r désignant un nombre impair, on sait (291) que (=d=ay= =i= a^. Par conséquent (297) j^(=fc:û'") = r±= û.
3o2. Les racines paires des quantités négatives n*exisient pas ou sont imaginaires. Car il liy a aucune quantité qui, élevée à une puissance paire , donne un résultat négadf (290). Par exemple , il n'existe aucun monôme dont la puissance 6** donne — 64 , puisque toute puissance paire d'une quantité po- ■ sitive ou négative est positive (290) *, la racine 6*"' de —64 est donc impossible.
Ainsi ^ [/-^ii Y — *^i \/ — *i \/ — ^ 1 ^^'1 *^"^ ^'^ «yoboles d'opérations inexécutables, nonmiés expressions imaginaires, et qu'on soumet aux 'règles du calcul ^es nombres « pour
C iSg ) conserver àTalgèbre toute la généralité dont elle est susceptible (mS).
3o3. U résulte des n** agg et 291, que si Ton élève le produit ^a \^b \l/c à la puissance r^*, on aura abc ; par consé-
G>mparant la seconde de ces expressions à la première, et
réciproquement, on verra, i" que la racine, r"* dW produit
est égale au produit des racines r™*' de ses facteurs ; 1^ que le
produit des racines r**' fie plusieurs nombres est égal à la racine
r"* du produit de ces nombres. Cest ainsi qu^on a
1^54 l/a4 = J/SJTII = J/87TT6 = 3.a = 6. 3o4- Le dernier des deux principes préccdcns donne
j/fxi/c = l^a,d'oùj/f=p.
Donc, 1* la racine r** d^un quotient ou d^une fraction s^obtient en divisant la racine r™* du dividende par celle du diviseur \ 2* le quotient des racines r*** des deux nombres est égal à la racine r"** dû quotient de ces deux nombres. Ainsi
1/162 : v/6 == j/Terfe = 1/27 == 3.
3o5. Lorsque la racine r*"' d'un nombre entier a n'est pas un nombre entier^ elle est incommensurable. Car si la racine r^ de a pouvait être exprimée exactement par une fraction
irréductible 3, on aurait successivement
ya = ^, a = -^ et oiT =-•
Or d est pren^ier avec n , par bypothèse ; donc d est premier avec chacun des facteurs du produit n**^ d ne divisera donc pas te produit et ne donnera pas le nombre entier o^f "*' au quotient. Ainsi la dernière égalité précédente est impossible ; il en est donc de même de la première. De sorte que la racine r™* de a n^est pas égale à une firaction : déjà elle n^est pas égale à un nombre entier^ donc elle ne saurait être exprimée exactement par aucun
nombre ; elle est par conséquent incommeiisiirakle , et ne peut s'^obtenir que par approximation.
La racine r"* Jaunit fraction irréductible - est incomr
mensurahle^ dès que Tun des deux termes de celte fraction n^est pas une puissance r** parfaite, Cest ce qu'ion démontre en raisonnant fout-à-fait comme au n* 217.
De l'extraction des racines cubiques.
307. On sait (28) que le cube d^un nombre est le produit' de trois facteurs égaux à ce nombre, ou le produit de ce même nombre par son carré. Ainsi les cubes des neuf premiers nombres entiers, sont : 1, 8, 37, 64, iaS, 316, 343, 5ia et 739.
Le cube de 10 est 1000, le cube de 100 est 1000000, le cube de 1000 est 1000000000, et en général, le cube de 1 suivi de n zéros est 1 suivi de 3n zéros.
Le cube d^un nombre composé de deux parties a et x est donné par la formule (û-|- a:)* = û'-t-3a'a;4-3tf'^'+J?'(53). Si x=: i, on aura(a+ i)'=:a'+3^'H"3^ï + 1.
308. La racine troisième ou la racine cubique d^un nombre a est un autre nombre x qui, élevé au cube, reproduit le i**''^!. De sorte que xz^.a ou az=.x , c^est-à-dire que tout nombre est le cube de sa racine cubique^ et contient par conséquent le cube du premier cbifire, celui des 3, des 3, des 4i •••1 premiers chiffres de cette racine. Et comme le produit a ou x ne peut augâienter que quand Pun de ses facteurs x augmente , on voit que plus un nombre a est grand, plus sa racine cubique x est grahde , et réciproquement.
309. La racine cubique d'un nombre entier a totgours autant de chiffres que ce nombre contient de tranches de trois chiffres chacune^ en allant de droite à gauche^ excepté la première à gauche , qui pourrait avoir moins de trois chiffres.
Soit le nombre de quatre tranches tf = 91 1 ,4^6,789,381 . Il est évident que a^ 1000000000 et ^i*^ 1000000000000. Extrayant la racine cnbique de part et diantre, il viendra |^tf ^ 1000 et l^a*^ 10000. La racine cubique du nombre proposé a n^a donc que quatre chiffres , c^est-àrdire autant que ce nombre contient de tranches.
3io. Le plus grand cube contenu dans les p premières tranches du nombre proposé^ est le cube des p premiers chiffres de la racine cubique de ce nombre.
Soit le nombre a rz 61, 78^,31 1 f^x^fiù^. Puisque ce nombre a cinq tranches de chiffi*es, sa racine cubique aura cinq chiffres. Soit X les trois premiers chifires à gauche de cette racine ; x sera donc un nombre de centaines^ car il j a deux chiffi-es après ; son cube x^ sera donc un nombre de millions^ et ne pourra se trouver que dans les trois premières tranches,' qui expriment aussi des millions. De plus, comme la racine cubique n^a que X centaines, elle est moindre que (x-^- \) centaines \ donc son cube, .ou le nombre proposé a, est moindre que (x-{- i)''millions ; les millions de ce nombre a , c^est-à-dîre ses trois premières tranches ne contiennent donc pas (x -|- 1 ) . D^où il suit que le plus grand cube contenu dans les trois premières tranches
. est or , c^est-à-dire le cube des trois premiers chiffres x de la lacine cubique. On verra de même que le plus grand cube
'contenu dans les deux premières tranches, est le cube des deux premiers chiffires de la racine, et ainsi des autres.
3i 1 . n est maintenant facOe d^extraire la racine cubique d^un nombre entier, tel que 4^1947^7^* Vom cela, on partage ce nombre en tranches de trois chiffres chacune, en allant de droite k gauche ; puis Ton dispose et Ton ^fTectuc Topératîon comme il suit :
4oi#947'^7^
Racine
147 ou 3 (7)'
460 17... Sx
1* On sait (3 10) que le plus grand cube 343 contenu dans la première tranche 4^ ^ ^^ '^ aJbe du premier chiffre de la radne cubique*, de sorte que ce premier diifire est 7. Soustrayant 343 de 40 1 , il reste 58 \ à côté de ce reste abaissant la seconde tranche 947 1 ^1 vient 58947* Mais le plus grand cube contenu dans les deux premières trandies, étant celui des deux premiers chifires ^ et x de la racine cubique (3io), ce plus grand cube
est (tf + x)* ou a*+3a'r + 3fla:* + a:',. Et puîsqu^on vient de soustraire de ces deux tranches le cube 34^ ^^ ^ ^^ premier chiffire, le reste 68947 doit renfermer 3a'x+ 3ax*+ x'. Or^ le premier chifire a exprime des dizaines par rapport au second x\ donc Za^x est un nombre de centaines, et ne peut se trouver que dans les centaines du reste 58947* Divisant donc ces 589 centaines par 3a' ou i47i triple carré du premier chiffre 7 ou a de la racine , on aura le second chifire x au quotient ; car sauf les centaines fournies par le restant du cube dé la racine , on divisera un produit de 3a*x par Tun de ses deux facteurs 3a* : le quotient serait l>ien 4 1 mais à cause des centaines fournies, il ne faut mettre que 3 (*).
n^ Pour vënfîer si le quotient 3 est réellement le second chif" fre X de la racine cubique cherchée , il faut soustraire du reste 58947 la quantité qu^il doit renfermer, savoir : 3a'2'-f- 3ax* + x', ou [3a* + (3a + x) op] a: •, ce qui se réduit à Sx , en posant R=:( 3a + x)x et Sr=3a' + R. Or, a exprime de» dizaines par rapport à x et 3a* des centaines \ ainsi , pour vérifier la racine trouvée 73 , on écrit le second chiffire x ou 3 à / o5té du triple 21 du premier a ou 7, on multiplie le résultat par le second chifire 3, on ajoute le produit R à 147 centaines, ç^est-à-dire aux centaines marquées par le triple carré 3a* du 1*' chiffre 7 , on multiplie la somme S par le second chiflre 3, et Ton sousti-ait le produit 46017 ou Sx du reste 58947 ; ce qui donne 12930 pour nouveau reste. Mais en opérant ainsi, on soustrait 3a*x-^3ax'-|-x^ du reste 68947 des deux premières tranches , et par conséquent de ces deux tranches : et comme déjà on en a soustrait a^, il s^ensuit qu^en tout on a soustrait des deux premières tranches, a^+3a*x + 3ax'+^ ^ ou (û+Jî) , c^est-à-dire le cubç de la racine trouvée 73 ^ et il faut comparer le reste 12930 au trinôme 3 (73)' + 3 ( 73 ) + 1 .
(*) Pour Térifîer le quotient 3 , on pourrait soustraire deç deux premières tranches 401947 le cube de la racine trouvée 7 3 \ car si cette soustraction est possible et que les deux premières tranches soient moin* dres que le cuIm de 74 1 il ^^ ^l^i'' T^^ 1® cvbe de 73 sera le plus grand de tous ceux contenus dans les deux premières tranches , et par consé* queht 73 exprimera les deux premiers chifires de la racine cherchée (3 10). Mais cette Térification exige beaucoup plus de calculs que celle que BOUS employons dans le texte.
Or, on forme aisément ce trinôme, en observant qne R ::= 3ax-4-x* et que S =z 3û' + 3Ar-|-x'; car en ajoutant x* à la . somme des deux nombres R et S , déjà calculés , on verra que S-)-R-|-x'=3(^i4'^)*= 1^ triple carré de la racine trouvée 73. Si donc on fait la somme des trois nombres S, R et x*, on verra que 3(73)'= 15987. Et comme 3(73)+ 1 =:aio, il s^ensuit que le trinôme 3 (73)'-!- 3 (73)+! se réduit à 16207. Ainsi après avoir soustrait (73)' hors des deux premières trandies, le reste 12930 est moindre que 16207 ou 3(73)*-|~3(7^) -{- 1 ; donc les deux premières tranches elles-mêmes sont moindres que (73)' -|- 3 (73)'+ 3(73)+ 1, ou que (73+1)', ou enfin que (74)'* P^ conséquent (73)' est le plus grand cube contenu dans les deux premières tranches. Et comme ce plus grand cube est' celui des deux premiers chiilres de la racine (3 10), il s^ensuit que 73 exprime ces deux premiers chiflres (*)•
3* On aura le troisième chiffire , en recommençant les raisonnonens pour le second. Ainsi abaissant la troisième tranche 272 à côté du reste 12930, ce qui donnera 12930272, et divisant 129302 par 16987, triple carré des deux premiers chiffres 73 de la racine, le quotient 8 exprimera le troisième chifire, ou un chiffre plus grand. Pour vérifier ce quotient 8, on Pécrit à côté du triple 219 des deux premiers chiffres 73, on multiplie le tout par 8 , on ajoute au produit 1 7684 ^ les centaines marquées par le triple carré des deux premiers chiffres, c'est-à-dire 16987 centaines, on multiplie la somme 1616284 par 8 et Ton soustrait le produit 12930272 du reste des trois premières tranches. De cette manière on soustrait de ces trois tranches 3(73)* . 8 -|- 3(73). 8* -|'8 :et comme déjà on en a soustrait (73) , il s'en* suit qu'on a soustrait de ces trandies ou du nombre proposé , (73)*+ 3(73)'. 8 + 3(73). 8' + 8S ou (738/, c'est-à-dire le cube de la racine trouvée 738 : donc, puisqu'il ne reste rien,
(*) Si le rente était = ou > 3 (78)'+ 3 (78) + 1, 1m deux premières tranches "seraient =: ou ^ ( 74)?* £t comme ces tranches expriment des mille, le nombre proposé serait ^(74)^ mille, ou ^(740)^; donc la racine cubique de ce nombre vaudrait au moins 740 ou 74 ditaines , et la racine trouvée 73 serait trop petite d^une unité au moins. En général, la racine trouvée n^est exacte en nombre entier, que quand le reste est Moindre qne Je triple carré de cette racine trouvée', plus trois fois cette mène racine , plus Tunité.
, cette racine est exactement la racine cubique du nombre proposé 4<>i947^7^*
3 11. Le résumé des calculs précédens fait voir que, pour extraire la racine cubique d^un nombre entier, il faut, après ravoir partagé en tranches de trois chiflres chacune , en allant de droite à gauche, prendre la racine cubique du plus grand cube contenu dans la première tranche , et cette radne sera le premier chiffire de la racine cherchée. Soustraire le cube de ce premier chiffi^ hors de la première tranche , abaisser la seconde tranche à côté du reste, séparer les deux derniers chiflres à' droite, par une virgule, et diviser la partie à gauche par le triple carré du premier diiflre de la racine \ le quotient exprimera le second chiflre, ou un chiffre plus grand. Pour vérifier ce quotient, on Técrit à côté du triple du premier chifTre, on multiplie le tout par le même quotient, on ajoute au produit les centaines marquées par le triple carré du premier diiffre, on multiplie la somme par le quotient , et Ton soustrait le produit hors du reste de la première tranche réuni à la seconde : le nouveau reste doit être moindre que le triple carré de la radne trouvée, plus trois fois cette même racine, plus Tunité. A côté de ce second reste , on abaisse la troisième tranche , on sépare les deux derniers chiflres à droite , on divise la partie à gauche par le triple carré des deux chiflres trouvés à la racine , et le quotient , vérifié comme le précédent , exprime le troisième diiflre. On continuera le même procédé jusqu''à ce qu^il n^j ait plus de trandie à abaisser.
Au moyen de cette règle, on trouvera que 1/^8755000000 = 3o6i , à moins d^une unité près, et que 1^671507968841=: 8756, à moins d^une unité près. Les élèves doivent répéter sur ces deux exemples , les raisonnemcns que nous avons employés dans Popération précédente (3i 1). Et il est aisé de voir pourquoi il iaul coiiuncpcer rextraclion de la racine cubique par la gauche , plutôt que par la droite.
3i3. Pour avoir la racine cubique (V une fraction ^ û sitffit
.de prendre la racine cubique de chacun de ses termes (3o3).
C est ainsi que m/ — r= - et que |X -j = —
Eflectiveroent , si on élève chaque résultat au cube , on retrouve le nombre qui Ta donné.
3] 4- Dis que IHin des termes de la fraction n^est pas un cuhc par/ait , c\st-à-dire n'e-^t pas le cube exact dW nombi^ entier, la règle précédente ne doit pas s^appliquer, parce qu^elle ne donnerait, le plus souvent, qu^unc approximation insuffisante ^ et il faudrait même , pour savoir jusqu^à quel point on est approché de la racine cubique cherchée , rendre le dénomi- Dateur un cube parfait , en multipliant les deux termes de Ja fraction par le carré de ce dénominateur. C'est ainsi qu'on aura
'J/^ = |/;^ = 5l^567 = 5, à moins de i près.
3 15. Si Tor veut ^voir la radûe cubique d'un nombre quelconque a , à moins de - près , il faudra multiplier ce nombre a
par n , puis prendre la racine cubique b du plus grand cube b^ contenu dans la partie entière du résultat on et donner à cette
racine b le nombre n pour dénominateur. De sorte que y/a'zz.
•- , a niouis de — près .
En effet, puisque b est la racine cubique du plus grand cube b contenu dans la partie entière de an , et par conséquent dans a»^ ^ cette racine b ne peut être augmentée que d'une quantité X ^ 1 , pour donner la véritable racine \ on aura donc
à^anz=Lb'\^x\ d'où (3o3) n [//i = 6 + x, ctl/'a=-+-.
Il n, Ainsi en prenant - pour la racine cubique de â, l'erreur est - : et puisque x <^ i , cette erreur est moindre que - ; on a donc effectivement \/a = - , à moins de - près , comme on l'a trouvé
en appliquant la règle proposée.
3i6. Au moyen de cette règle, on pourra toujours trouver
un nombre aussi approdié qu^on voudra de la radne cubique
d'un nombre donné. Par exemple, ciierdions la racine cubique
de 1,7, à moins d^un centième près. Il faut donc multiplier 2,7
par le cube de 100, c'est-à-dire par 1000000, ce qui donne
3700000 ; puis extraire la racine aibique du plus grand cube
contenu dans la partie entière du résultat, c'est-à-dire dans
2700000 , ce qui fournit 1 39 *, enfin , donner à cette racine 1 39
le nombre 100 pour dénominateur, ce qui se fait en séparant
deux diiffres décimaux sur sa droite, et l'on a ainsi 1/^2,7 =
i,^y à moins d^un centième [Mrès, conmie on peut le vérifier d^ailleors, en observant que a,7'<(i,4o)' c' T*® ^r7Xw49)''
Diaprés la même règle, on trouve : j^/^^zz 1,937, à moins d^un millième près; 1/^0,6715079688437 =0,8756, à moins d\m dimillième près , et [X^? = 4 % ^ moins de -^ près.
317. Lorsque le nombre proposé a plus de deux trancbes de diifTres , on peut acbevcr Pextraction de la racine cubique par la simple division. En effet, soit k un nombre dont les n derniers chififres de la racine cubique sont à trouver ; soit x ces n derniers chiffres et a ceux déjà calculés ; a est donc un nombre significatif suivi de n zéros et vaut â. lo''; on a par conséquent \yk = a. 10'*+ X -, d^où Ton tire k = a^ . 10^'»+ 3a'x . lo'" + 3ax*. lo^-J-x^ et
^ \a.io^^ 3a-.io-'0^^ '" ^^^
Pour que le dernier terme du second membre soit <; 1 , il
faut que a ait au moins un chiffre de plus que x , c^est-à-dire
(*?i-|- 1) chiiOres. Dans ce cas, puisque a renferme au moins
n -|- i chiffres, on a a >► 10". D''ailleui'S, puisque x n'a que n
chiffres , la plus grande valeur de x est j; = 1 o" — 1 . Prenant
donc la plus grande valeur de x et la plus petite valeur de <i,
qui est i o'* ; on verra que le second terme de ( 1 ) aura sa plus
grande valeur et que cette plus grande valeur est <^ i. Ainsi
dans tous les cas , on a
^ — a3.lo3'» . . ,, . . ,
^ ^^ "Tl m^ 1 ^ moms d^une unité près.
Donc , puisque a renferme plus de chiffres que x , on voit que sMl reste à trouver , dans la racine cubique , moins de chiffres qu'il n'y en a de calculés, on aclievcra l'extraction en divisant le reste k — a . 10''* par le triple carré de la racine trouvée a suivi de deux fois autant de zéros qu'il y à de chiffres à déterminer , et en poussant le quotient jusqu'aux unités : alors on aura la racine cubique du nombre proposé, à moins d'une unité, près de l'ordre le moins élevé de cette racine. C'est ainsi qu'on trouve que la racine cubique du nombre 5264627833723456 est 173962 , en nombre entier (*).
(*) Par là on voit qae si la racine cubique doit avoir 3/1 +1 ehifiBres, la valeur des n chifBres à droite du nombre proposé n'^influera jamais sur k vdeur entiërç de la racine cubique de ce nombre.
3 18. Maintenant que nous savons extraire la racine cubique des nonii bres , indiquons les principes pour trouver celle des polynômes.
Si Ton développe (a -|- A ^- c + <£)3, comme le cube d'un binôme dont a -f- 5 4- « est le premier terme ; que dans le résultat, on développe (a + 6 -|~ <ï)^i comme le cube d^un binôme dont a -^ & est le premier terme, et qu'enfin, dans le nouveau résultat, on remplace (a-]- 5)3 par sa valeur, on verra que
Cette formule conduit à un énoncé général, au moyen duquel on trouve le cube d'un polynôme beaucoup plus simplement que par deux multi» plications successives.
319. Aprèt^avoir soustrait êCun polynôme proposé le aube des K premiers termes de sa racine cubique ordonnée^ si Pan divise le premier terme du reste R, aussi ordonné^ par le triple carré du premier terme de cette racine^ le quotient sera le (N+i)™* terme de la même racine. C'est ce qu'on démontre comme au n** a3a.
3ao. De là il est aisé de conclure, que pour extraire la racine cubique d'un jpolynome donné, il faut, après avoir ordonné ce polynôme, ta^ traire la racine cubique de son premier terme , et cette racine sera le premier terme de la racine cubique cherchée. Soustrayant du polynôme le cube de ce premier terme et divisant le premier terme du reste par le triple carré du terme trouvé à la racine, le quotient en exprimera le second terme. Après avoir soustrait du polynôme proposé le cube des deux premiers termes de la racine, on divisera le premier terme du reste ordonné par le triple carré du premier terme de la même racine, et le quotient sera le troisième terme. Soustrayant du polynôme le cube des trois termes trouvés à la racine, et continuant le même procédé ^ on aura le quatrième terme, le cinquième, etc.
D'après cette règle, si l'on a le polynôme
on verra que sa racine cubique est a*— •3az— ax*. De même a' — au* ^ 3tf — 1 est la racine cubique du polynôme l
ci9_6k8 4.aiii7 — - 47u6+ 75(1^-— 84a^ + 6(>u3 — 33u> 4-9U — 1.
De l extraction des racines des nombres.
32 1 . Lorsqu^on sait extraire les racines carrées et les radnes cubiques , on peut trouver assez facilement les racines quatriè^ mes^ les racines sixièmes^ les racines huitièmes^ les racîae» neuvièmes y et même les racines douzièmes. En effet, la radné quatrième s^obtient en prenant la radnc carrée de la râdae carrée du nombre proposé-^ car \/{\/(^^ = l/^* = ^ =1/^^ ■•
La racine 6*"* se trouve en prenant la racine cubique de la
racine carrée du nombre ; car [/{[/a ) = [/a = û =: l/'a .
On verra de même que la racine 8"* s'^obtîent par trois extractions successives de racines carrées ; la racine 9°** par deux extractions de racines cubiques, et la racine li*"*, par deux ex< tractions de racines canrées suivies d'une extraction de radne cubique.
333. G)mino Pextractioii des racines exige qne Ton connaisse les pui&« sances de» neuf premiers noqibres entiers, voici les puissances de ces nombres , depuis la quatrième jusqu^à la septième , inclusivement :
1, 16, 81, aSôv^ïS, 1296, 24<>*i 409^1 ^5i;
333. Puisque le produit a toujours autant de zéros à sa droite qu''il s'en trouve à la suite de tous ses fMtenrSf il s^cnsuit que la puissance r""* de 1 suwi de n xéroê est 1 suivi dé nr zéros ^ et que- réciproquement , la racine r"' de i suiui de nr zéros est 1 suiui de n zéros,
334» La racine r"* d'un nombre a contient toujours autant de cfuf' fres ifue ce nombre renferme de tranches de r chiffres chacune^ en allant de droite à gauche^ excepté la première à gauche qui peut auoir fhoins de r chiffres.
, Soit n le nombre de tranches; le nombre a contiendra donc nr cbif-
fres , ^u plus , et /ir — ^ -)- 1 chiffres , au moins *, a sera donc plus grand
que le plus petit nombre de nr — r-j-i chifiires, qui est 1 suiui de nr-^
T zéros ^ et qu^on désigne, pour abréger, par 1 (nr — r) o; on aura par
conséquent a'^i (nr — r)o. Extrayant la racine r"* de part et d^autre,
r on aura {/<»> 1 (« — 1)0. Or, i (n — 1)0 est le moindre nombre de n
chiffres*, donc la racine r™« de a, qui est plus grande, aura au moins n thiflres* Mais elle n^en aura pas plus ; car si elle avait n -f- i chiffres , elle serait au moins 1 (n) o\ donc sa puissance r*^*, ou le nombre propose a, serait au moins 1 (ir}o*, ce nombre aurait donc rar-f-i chiffres^ ce qui est absurde, puisqu^il a nr chiffres, au plus. Donc la racine r*' de a n^aura que n chifires , cVst-à-dire autant que ce nombre a dé tranches.
335. La plus grande puissance r™^ contenue dans les p premières tranches du nombre proposé est la puissance r™' ties p premiers chères de la racine r"* de ce nombre.
Supposons que le nombre proposé renferme p -^-q tranches de chiffres \ sa racine r^^ aura P'^-q chiffres (334)* Soit x les y? premiers chiffres à gauche de cette racine ; ces ^ premiers chifires seront donc un nombre signifîcatif x suiui de q zéros , car il y a ^ chiffres après \ leur puissance r™* sera donc un nombre significatif x** suiyi de qr zéros \ cette
puissance r^* x'* ne peut donc se trouver que dans les p premières tranches, qui sont aussi un nombre significatif suivi de qr zéros ^ car il j a ^ tranches de r chines après. Ainsi x'*, puissance r™" des p premiers chiffres de la racine , se trouve dans les p premières tranches. De plus , je dis que x'' est la plus grande puissance r™® contenue dans les menues tranches; car si (x+i)'* pouvait s'y trouver, (x+i)'* serait un nombre suiui de qr zéros ^ comme appartenant à un nombre suivi de qr zéros \ et le nombre proposé <z, qui est plus grand que ses p premières tranches, serait plus grand , à plus forte ra^n , que le nombre (x-f'i)''(^r)o
contenu dans ces p tranches ; on aurait donc a^(x-f-i}^ C^'*) o et |/<a X-îf + 1 ) ( 7 ) o» La racine r"* de a aurait donc au moins x + i
unités suivies de q téros ; ce qui est absurde , puisqu'on a désigné par x
toutes les unit^ de cette racine qui sont suivie^ de q zéros. Donc réelle-
ment, x'* est la plus grande puissance /^* contenue dans les p prcmièref
tranches. On voit donc que la plus grande puissance r"'* contenue dann
les p premières tranches du nombre proposé, est j^^ c'est-à-dire la puis*
tance r™* des p premiers chi£5res de la racine r" de ce nombre.
336. Nous pouvons maintenant trouver comment on calcule la racine r™" d'un nombre entier donné. Partageons d'abord ce nombre en tranches de r chiffres , de droite à gauche : la pluR grande puissance 1^* contenue dans la première tranche sera celle du premier chi£Bre de la racine cherchée* (3a5)*, donc la racine r™* de cette plus grande puissance r"'* exprimera le premier chi£B*e lui-même.
Supposons qu'on ait les p premiers chiffres ; ôtons leur puissance r™* des p premières tranches du nombre, et à 0^ du reste, abaissons la {p-^ 0"*'î ^ viendra un nombre M. Or, la plus grande puissance r™* contenue dans les (^ -{- 1) premières tranches, est. la puissance r"^ des p -f- 1 premiers chifi'res de la racine (3a5) , et peut se représenter par a**-]- ra'''~*x+ ••• -|- x**, a désignant les p premiers ichiffres de la racine et X le (/>-}- i)™*. Et puisqu'on vient de soustraire de ces /> 4- 1 premières tranches, la pufssancc r™* des p premiers chiffres, ou a'*, le reste M doit renfermer r«'*""'x -f- Ir (r — 1 ) «'""^x* -|- etc. Mais les p premiers i;hiffres a de la racine désignent des dizaines par rapport au {p'\'\y^*x\ donc rtf"^^! exprimera des unités suivies cie (r-^i) zéros ^ et ne pourra se trouver que dans les unités de même ordre de M, c'est-à-dire dans la partie de M qui est à gauche de ses r — 1 derniers chifires. Divisant donc cette partie à gauche par roT"* , c'est-à-dire par r fois la puissance ^r — i^mc ^fg p premiers chiffres a de la racine, on aura très-probablement le (/»-|- 1)™' X au quotient; car sauf la retenue, on divisera un produit par l*un de ses deux facteurs.
Cependant, comme le quotient pourrait surpasser le (;»+i )*"* chififirc, il est nécessaire de vérifier ce quotient, en retranchant des /»-f- 1 pre^ nûères tranches du nombre proposé la puissance r^* de la racine trouvée u\ car si la soustraction est possible et que ks (^+ ^) premières
( i5ov)
trancheft soient moindres cpie (tt-|- 1)'', il est visible qne i/ sera la plus grande paissance r™* oontdiue dans ces p-|- 1 premières tranches \ u enprimera par conséquent les ^-^^ premiers chiffres de la racine cherchée (SaS). Mais si les (p-^i) premières tranches n^étaient pas moindres que (tt-f'i)'') ^ racine trouvée u devrait être augmentée au moins dWe unité.
Par ce procédé, après avoir trouvé le premier chiffre de la racine, on aura les deux premiers, puis les trois premiera^ les quatre premiers ^ et ainsi de suite. Donc il en résulte la règle que voici :
337* Pour avoir la racine r^* dW nombre entier, il faut le partager en tranches de r chiffres chacune, en allant de droite à gauche. Prendre la racine r™* de la plus grande puissance r™* contenue dans la première tranche à gauche, et cette racine r™® sera le premier chifire de la racine cherchée. Soustraire de la première tranche la puissance r™' du chi£Bre trouvé à la racine , et à c^té du reste abaisser la seconde tranche ; ce qui donnera un nombre dont on séparera par une virgule les r — ^1 derniers chifires : divisant la partie à gauche de la virgule par r fois la puissance r — 1 ième du premier chi£Bre de la racine, le quotient exprimera le second chifiBre ou un chifire plus grand. Pour vérifier ce quotient, il faut retrancher des deux premières tranches la puissance r™* de la racine trouvée *, et si la soustraction est possible et que les deux premières tranches soient moindres que la puissance r™" du nombre immédiatement plus grand que la racine trouvée ^ cette racine exprimera 1^ deux pretnien chiffres de la racine cherchée. A côté du reste ou abaissera la troisième tranche ; on séparera les r — 1 derniers chiffres du nombre résultant, et Ton divisera la partie à gauche par r fois la puissance (r — i)'"*' des deux chiffres trouvés à la racine, et le quotient, vérifié comme le précédent, exprimera le troisième chifire. On continuera ce procédé jusqu^à ce qu^il n^y ait plus de tranches à abaisser.
An moyen de cette règle, on trouve que la racine cinquième de 456783456145 est ai 5, à moins dWe unité près.
3a8. Si Ton veut avoir la racine r™* à^un nombre quelconque a , à
moins de — près , il £iudra multiplier ce nombre par n'*, puis extraire Ut
racine r^* de la plus grande puissance r^* contenue dans la partie entière du nombre r&ultant onT^ et donner à cette racine b le nombre n
pour dénominateur. De sorte que IXa =: - , à moins de — près.
C^est ce qu^on démontre en raisonnant comme an n* 3i5* Ainsi on
'5 aura 1/^39= a|o8o7, à moins de 0;Oooi près.
329. L^extractîon des racines conduit à résoudre les équations qui ne contiennent quWe seule puissance de Finconnue, et qu^on appelle équations binômes ou à deux termes^ parce qu^on peut
toujours les ramener à la forme si^zna. QuW ait, par exemple , inéquation
Si Ton pren3 ^ dans cette équation , la valeur de x\ comme dans une équation du premier degré, on trouvera x^=:~-32) * ce qui donne X r= — 2.
De même , si Ton a Péquation
-4o = ér3 + 5ft,
io8
on en déduira x* = 1296 et x =: =i= 6 (3oo).
33o. Au mojen de Pextraction des racines , on peut aussi résoudre toutes les équations ne contenant que deux puissances de Pinconnue, ayant' Tune un exposant double de celui de Pautre. Ces équations peuvent donc toujours se ramener à la forme j:*^ + P^=7«
Pour résoudre cette équation générale, il faut y supposer y^zn u ; ce qui la réduit à «* + /?« zz ^ , équation du second degré. Connaissant les valeurs vf et u" de u, dans cette dernière équation , on en conclura scT^ == ul et x^ zn u", équations à deux termes, qu^on sait résoudre.
C^est ainsi qu^on traitera chacune des équations :.-+8ix^=:82x et ^ _ ^^ + 4 = g ^ '^
Du calcul des radicaux'.
33 1 . Pour élever un monôme à une puissance donnée, il faut élever son coefficient à cette puissance et multiplier Pexposant de chaque lettre par celui de la puissance. C^est ainsi qu^on aura
En effet, (3a^b^f = 3aV X 3^^ X 3a^i' X 3aV = 3.3.3.3aVaVfcViV = Sia'^b'\
332. Pour extraire une certaine racine d^un monôme, il faul prendre cette racine du coefficient et diviser Texposant de cha* que lettre par Findice de la racine à extraire. Ainsi
Efiectivenient, $1 on élève — aa'fc* à lâ puissance 5"**, on retrouve le monôme proposé — 32a*°&*^. De méme^ on si
333. Lorsque la racine demandée ne peut s''obtenir exactement ^ il est nécessaire de Tindiquer et de soumettre Texpression radicale résultante à toutes les règles du calcul des nombres ; ce
. qui conduit au calcul des radicaux.de tous les degrés.
Le but de ce calcul est de combiner les expressions radicales de manière que Pextraction des racines soit la dernière des opérations à effectuer pour avoir la quantité cherchée ^ ce qui permet d^apprécier le degré d^approximation obtenu \ tandis que si Ton opérait sur les racines approchées, Terreur pourrait se multiplier au point de n^ctre plus négligeable dans le résultat final.
334. Il est clair (3o3) que b\/a=i ]/b'' [/a = [/ab''. Donc pour faire entrer sous un radical du r™* degré , le facteur qui le multiplie , il suffit d Vie ver ce facteur à la puissance r™*, et de multiplier, par cette puissance , la quantité sous le radical proposé. Diaprés cela , on aura
335. La valeur numérique d^une expression radicale ne change pas , lorsquW multiplie ou qu^on divise par un même nombre , Tindice du radical et les exposans des facteurs de la
quantité qui lui est soumise. En effet , soit x =: [/'a'^ ; on aura donc T^zncP". Elevant de part et d'autre à la puissance v"", il viendra sf^'zz.oP''^, Extrayant la racine rvième des deux membres , et remplaçant x par son expression , on aura
rv r ru
xznl/a"^ et i/a" = l/a'*^ . Donc, etc.
336. Ce principe donne le moyen de simplifier une expression radicale, en divisant par un même nombre, Tindiçe du radical et les exposans des facteurs de la quantité qui lui est soumise. Cest ainsi , par exemple , qu'on aura
337. Il existe une autre manière de simplifier une expression radicale : elle se réduit à décomposer la quantité sous le signe
ia
en deux facteurs dont Pun soit une puissance parfaite de Tordre de la racine à extraire ; car alors l'expression proposée e^t égale à la racine du premier facteur multipliée par la racine indiquée du second (3o3). Par exemple , il est clair qu^on a
y — Si^ = y— 27tf5/»6. Za*h = — Zab* \r^cFb.
338. Deux radicaux sont semblables^ lorsqu^ayant le même indice, les quantités qu^ils affectent, sont les mêmes. Qes radicaux, qui ne paraissent pas semblables, peuvent le devenir en les simplifiant ( 336 et 337 ). Par exemple , en simplifiant les
radicaux Z}/^gci x*' et 2al/^a43a'x*, ib deviennent ix\/Za x*
et 6«*l/'3a x', et sont par conséquent semblables. Le multiplicateur d^un radical en e^t le coefficient.
339. L^addition et la soustraction des radicaux ne peuvent s^effectuer que quand ces radicaux sont semblables ; et dans ce cas , il suffit d^ ajouter ou de soustraire les cocfficiens et de muK tiplier le résultat par la quanti^ radicale commune. Par exem- .
pie, si Ton veut ôter — ^a\yZa*x de la somme des deux quan-
tjtés 2<il/'3fl*x et — ;3Aj/'3a*x, on écrira (au — 36 + 4^)*
l/'Sa'x, ou plutôt {^&a — 36) |/3a*x.
Puisque ]/a X \/b = ]/ab et que \/a \ \/b
7, on voit que pour multiplier ou diviser entre eux des
radicaux de même indice, il faut multiplier ou diviser entre elles les quantités qui leur sont soumises , et couvrir le résultat
du signe radical commun. Ainsi
J/3a'^' X Ki8a'^'« = (/54a4^6 z= 3fl^' yTa ,
341* Si les radicaux avaient des indices diiférens, il faudrait, pour effectuer la multiplication et la division, les réduire d^abord' au même indice, en multipliant Tindice de chacun et les exposans des facteurs'placés sous lui , par le produit des indices de, tous les autres radicaux , ou par des nombres plus petits, comme dans la réduction des fractions au même dénominateur : il est elair qu^alors les expressions radicales proposées conserveraient toujours leurs valeurs numériques (335). Par exemple ,
( i54 ) t/aa' X 1/110»= l/4a* X l^iaa»=|/48a'= =1= aa' 1/3.
34^. Pour élever une expression radicale à une certaiçe puissance, il faut multiplier les exposans des facteurs sous le radical par Pexposant de la puissance ^ ou bien , s^il est possible, diviser rindice du radical par le même exposant. En effet ,
1* Soit xz=:}/^a^'^ il est clair qu'ion aura successivement
2« D'aprèacela, ({/a'^y z=z\/a'''^ = \/a'' (335). La règle précédente donne
343. Pour extraire une certaine racine d^unc expression radicale, il faut multiplier Pindice du radical par celui de la racine à extraire ; ou bien , s^il est possible , diviser par cet indice , les exposans des facteurs sous le radical proposé. En effet ,
1* Soit X zz y^^\ il est visible qu^on aura successivement'
r rv y*' ■ ■ ■ rv
x^=l/a^ x^'•=:fl^ a:=|/a" et y^a^=.\/cl'.
De là j/i^^ = 1/0^''= l/a
Diaprés la règle qu^on vient dVtablir, il est clair qu^'on a
j/8il^i6 = 3l/2 et l/(8j/76j7^)=:4i^2.
344* Dans les règles des quatre numéros précédens, si les radicaux avaient des coefficiens, il faudrait opérer sur ces cocfficiens. On peut remarquer que les règles du calc;^l des radicaux reposent sur le principe que toute quantité est égale à la racine r*' de sa puissance r"* (^299). Or, ce principe, qui est vrai tant qu'ion ne considère que des nombres absolus , ne Test pas toujours pour les diverses expressions auxquelles peut conduire Talgèbre, ou du moins il donne lieu à des distinctions, sans lesquelles il cesserait d'hêtre exact. Par exemple , si l'on n'^a égard qu'à la valeur arithmétique^ il est évident que 1 =1/4 î mais si Ton devait considérer la valeur négative de ^4 ^ ^P^ est — 2 \ il est clair qu'on n'aurait plus a = |/'4-
34^* On appelle valeurs arithmétiques ^ les itombres entiers^ fractionnaîres et irrationnels ^ et valeurs algébriques^ les expressions négatives , infinies et imaginaires.
346. Une expression radicale n^a jamais qu^une seule valeur arithmétique ; mais elle peut avoir plusieurs valeurs algébriques, dont le nombre augmente ou diminue toujours , suivant qu^on multiplie ou qu^on divise par un même nombre Pindicé du radical et les exposans des facteurs de la quantité qui lui est soumise. C^est ce qu^on peut aisément vérifier \ car si Ton pose
X = l/a^ et ^ = |/a*,
<Ht en déduira x^ — c?z=.o et ^^ — a®=:o.
Or, on peut résoudre chacune de ces équations par la décomposition en facteurs. D^abord la première devient (x — a) (x* -{-tf<3:-f-a') = o. Et puisqu^un produit est nul dès que Pun de ses facteurs est zéro , on voit que Péquatîon 3^ — a =0 donne X — tf == o et X* + flx + a* = o ^ d'où xzzza et xzn -^a (— 1 ri^l/ — 3). De sorte que la racine cubique de a* a trois valeurs, dont une seule est arithmétique.
L'équation ^ — a = o , étant identique avec
die fournit à ^ les trois in.émes valeurs que celles qu'on a trouvées pour X \ mais de plus elle donne à jr trois autres valeurs , qu'on obtient en résolvant les équations j^-j- £2 = o et^ — ajr 4-a' = o.
Ainsi on voit qu'en multipliant par a l'indice du radical et
Texposant de a, dans ^a , la nouvelle expression \/^a aura la même valeur arithmétique a que la première \ elle aura aussi deux valeurs algébriques communes avec elle \ mais de plus elle
renfermera trois autres valeurs qui ne se trouvent pas dans ^a\
347- En général, la racine r*"* cC un nombre a toujours r valeurs^ dont une seule arithmétique. C'est ce dont on &it aisément la preuve pour les racines a*, 3', 4* et 6*, en opérant
comme dails l'exemple précédent. Pour montrer que ^a a
cinq valeurs, soit xz=i\^a\ nous aurons donc x — a = o* Posant a = c^, il viendra x^ — €?z=io\ d'où
(x — c)(x* + ûr* + cV + c^x + <^) = o.
Ce qui donne d^abord x = c , et ensuite
X* + cx^ + c*^* + c^^ + c* =: o.
Divisant les deux membres de cette équation par x*, et prenant
X H =: M , d^où X* + — = M* — ac*,
on aura u* — ac* + ca + c* = o, ou M* + ca = c*.
Cette équation donne à u deux valeurs réelles 1/ et u''^ qui
étant substituées dans x -{ ^=1^1 fourniront deux équations
du second degré en u , desquelles on tirera quatre valeui^ algé-
briques pour x. De sorte que (/^a a cinq valeurs, doet une
seule arithmétique.
Dans X = l/aSS , on trouvera x = =t: 1 , x = =fc
21/ — 1, X=:=t:2l/ — 1 et X=:=±=a^^ — ^Z — i.
De x = |/^a®, on tire (x^ — a') (x^+û'x'+û^) = o -, d'ou il n^cst pas difficile d^obtenir les neuf valeurs de x.
Enfin Pexpression x z= |/i , donnant (a: — i)(x+i)r:ro, fournit à x ou à |/^i, dix valeurs dont une est égale à 1;
349. Pour vérifier si — | y — 1 (^ + |/ — 3) est Tune des six racines 6"**' de — 1 , il faut Télever à la puissance 6™* ; or la 6"* puissance du premier &cteur est — ^, et la 6"* puissance du second facteur s^obtient en prenant le cube de son carré , et donne 64; donc la 6°" puissance chercliée est — ^'X&f ^^ — i , comme cela doit être.
350. Pour former les puissances d^une imaginaire du second degré , telle que |/ — a , il suffit d'observer que Texposaut de la puissance ne peut avoir que Pune des quatre valeurs ^q , 4^ -f- 1 1 4^4'^ ^^ 4^ 4" 3 1 9 ^^>^( entier , et que les puissances de [/ — Il marquées par ces quatre valeurs, sont respectivement 1 , 1/^—1 , — 1 et — 1/ — 1 . Par exemple, i4 étant de la forme 4^ -t" 3 1 '* *4* puissance de |/^ — a ou de |/tf [/ — 1 , vaudra a^ {[/ — 1)'* ou — a?. La règle du n" 34^ donnerait |/a*^ou =ira'. Cette règle présente donc une exception lorsque Texpression radicale est imaginaire.
35 1 . En général , les règles du calcul des radicaux peuvent conduire à des résultats fautifs lorsque ces radicaux sont imagi-
aairfs. Par exemple, les rhg\e$ de la muUîplicadon et de la division des radicaux donnent |X — 1 X 1/ — 1 = IXi zz: 1 , et
l/'^ l [/ — 1 = \/ — 1 \ tandis que les véritables résultats doi-
vent être [/ — 1 et — [/ — 2.
On remarque que si r est le double dW nombre impair, on aura j/ — 1 = \/ — 1 .
35a. Le calcul des radicaux conduit à rendre rationneb les dénominateurs de certaines fractions, que Ton veut évaluer numériquement. D'^abord si le dénominateur est lé monôme
\ya , il suffira de multiplier les deux termes de la fraction par
[/^â^"', et le nouveau dénominateur sera a.
n ' Mais si le dénominateur proposé est le binôme a =±= \/b , il
faudra multiplier les deux tenues de la fraction par le quotient
de la division des deux binômes a'* — b et ari= [/b^ ou a"
s^b et a=±z \/b^ suivant que n sera pair ou impair; et le nouveau dénominateur sera a^ — b^ dans le premier cas, et a^=±=^, dans le second. Ainsi on trouve
7q^3 = 4 - ^V'S + 1/9 = 4 -(a - 1>3) 1/3 . Si le dénominateur était ^/S — \/2. , on le remplacerait par
fa valeur \/i'j — t/'4 1 ^^ ^" prendrait , pour multiplier les
deux termes, le quotient de 27 — 4 P^^*^ 1/^7 — 1/^4 •
Lorsque le dénominateur a plus de deux termes , dont deux au moins soient des radicaux d^un degré supérieur au second , il est impossible de rendre rationnel ce dénominateur.
Des expos ans négatifs,
353. Les exposans m et v étant deux nombres entiers, si » > v, on vérifie aisément que a"^ là^ z=. a^^ ; car en multipliant le diviseur par le quotient , on reproduit le dividende. Mais si m<^ v , on ignore encore à quoi répond Pexprcsuon
^m-v^ Pour le trouver y on observe d'abord que a*" rr -rj^ X
dy (58)^ on remarque ensuite que d'après la définition dés , exposans (lo), l^expression a'"~^ indique qu'il faut diminuer de t/Tcxposant m de a dans a*", ou qu'il faut diminuer de v le
nombre m des facteurs a du produit çf"^ \ il faut donc supprimer
a"* V facteurs a, ou a^, dans ce produit J^ ou dans -13 X^''; il
reste par conséquent -^ ou a*^ • cP . D'où il suit que
Cette formule sera vraie pour toutes les valeurs numériques des exposans entiers m et t; : seulement, quand m sera moindre que V, û*""^ et cl^ \ a^ seront deux manières d'indiquer la division de a"* par a^^ comme tÎ^ cl 0^07 sont deux manières d'indiquer la division de 7 par 100.
354» Si m :zz v, la formule (1) devient c^'^'^-zza^ \ aV^ ou â^= 1, comme au n° 22. Si miiro, la même formule donne d*^^z=a!* l ciy y ou a""^=:i • fl^. De sorte que l'exposant négatif — 1; de a, indique la division de l'unité par le produit de v facteurs égaux à a (*).
355. Et comme le dividende 1 est le produit du diviseur *û^ par le quotient. a" ^, si l'on divise ce produit 1 par l'un de ses deux facteurs û"^, on aura l'autre a^ au quotient \ de sorte que a^= 1 : a^. Déjà a-^= 1 : d^;, donc
Ainsi toute quantité affectée d'un exposant entier, est égale k l'unité divisée par cette même quantité affectée du même exposant pris eh signe contraire ; et réciproquement. Ce qui donne le moyen de mettre une fraction sous la forme d'un nombre entier^ et réciproquement.
356. Ce principe, la formule (1) du n* 353 et le calcul des fractions , donnent successivement :
(*) On Toit que Texposant positif v indiquant la multiplication de Funité par le produit de v facteurs a , Pexposant négatif — v aura une signification contraire, c^est-à-dire indiquera la division de Tunité par le produit de v facteurs a\ ce qui est conforme à Tinteiprétation des valeurs négatives (i58).
X ^"^ = Im X :;!/ ^^ ImTv = ^"
D'ailleurs a*" X «^ = û"*"*^ : cette formule et les trois précédentes , montrent que
De là , et en multipliant de part et d'autre par d^'*^ puis par â-'*, etc. ^ on verra, que' quels que soient les signes des expo* sans entiers d'une même lettre , dans les facteurs proposes , on doit n^écrire qu'une seule fois cette lettre comme facteur au produit , et lui donner pour exposant , la somme algébrique de tous ses exposans dans les facteurs du produit demandé. C'est ainsi qu'on aura
— 'ja-^b^ X — îa-'t*^ = iia^b\
D'après cela, il est évident que les règles de la multiplfcation des poljnomes doivent encore s'appliquer, lorsqu'il y a des exposans négati&. Ainsi on trouvera que
= 6a'^_ , 3a^b'' + 7,^a^b^ — 1 7a'^r^ + 1 2a-'A""^ 357. Il est facile de vérifier que m et t; étant entiers, on aura
car en multipliant le diviseur par le quotient obtenu , on repror duit le dividende (356). Il suit de là que, pour diviser l'une par l'autre deux puissances enii^rf^s^ positives ou négatives, d'une même lettre , il faut n'écrire qu'une seule fois cette lettre ' au quotient, et lui donner pour exposant son exposant dans le dividende moins son exposant dans le diviseur. Ainsi on aura
— 1 aa-^/>* : ^^b^ =: — Za^b\
n est clair, d'après cela, que les règles de la division de^ polynômes s'appliquent encore, lorsqu'il y a des exposans né^ gatifr, en observant que plus un exposant négatif a d'unités, plus il est petit (176). Ainsi on obtiendra :
et {la^x — 3rt V — 6a V + 1 7^2:* — 1 2x*) : (aa^jp — 3a'x')
= a*x — 3a~'j:*+ 4^'^ar*.
358. Lorsqu^on larrive à un reste où le plus haut exposant de la lettre principale est moindre que son exposant dans le dernier terme du dividende moins son exposant dans le dernier terme du diviseur, la division ne saurait se' terminer.
Soit pa"* le dernier terme du dividende et qa'^ le dernier terme du diviseur. Supposons que^, dans un reste, Je plus haut exposant de a soit moindre que m -— n ^ je dis que la division ne se terminera pas.
En effet , si en continuant cette division , on pouvait arriver à un reste nul \ alors, comme Texposant de a est toujours plus petit dans le quotient partiel que dans le premier terme du dividende partiel, le dernier terme du quotient serait donc de la
forme ra"*'"'^^. Or, le dividende est le produit du diviseur par
le quotient \ et le terme pa"^ de ce produit , où la lettre a a le
moindre exposant , vient du terme qa'* du multiplicande, où la
lettre a Aie moindie exposant, multiplié par le terme ra'^'^'^
du multiplicateur, où la lettre a a le moindre exposant (5i) :
donc on aurait m m-^ / \
pc^=.qrar^ ... (i)
Cette égalité devrait être vraie pour toutes les valeurs de a ; de sorte qu^en j faisant a = 1 , ce qui ne change pas les quantités /7, (jf, r, qui ne contiennent pus a, on aurait /;z=<^r^ et par suite, Pégalité (2) se réduirait à a''*=:û'""^, égalité évidemment impossible. Donc la division ne se terminera pas.
359. Par exemple, qu'ion ait à diviser c^ — x^ par a' — x* : en observant que — 1 <o, — i<C^ — 1, — 3'< — 2, etc., on pourra appliquer la règle du n* 68 ; et le troisième reste sera + a'"'x* — ûT^x^, Le plus haut exposant — 1 de a, dans ce reste , étant moindre que o — o, c'est-à-dire que Pexposant de a dans le demfer terme du dividende moins Tcxposant de a dans le dernier terme du diviseur, il s'ensuit que la division ne se terminera pas , et donnera le quotient que voici :
a -f a-'r» — à^x^ + «"'x^ — oT^x^ + etc. , à rinSni. Si Ton avait indiqué la division sur le premier reste + asc^
— x', OÙ Texposant de a est moindre que dans le premier tcrm« du diviseur, on aurait trouvé :
a3 — *î , «X» — x3 , or»
=0-1 =aA
Appliquant la règle de Textraction de la racine carrée des polynômes (233), on trouvera , pour la racine carrée de a*-}* ^ t la suite infinie (^35)
a + ïar'-iar'+^^-ihor' + ^'^-cic. Du calcul des exposans d'une nature quelconque.
360. Si Ton veut former la puissance m"* du monDmc rt^^, c^est-à-dire si Ton veut former un produit de m facteurs égaux
à a , il faudra écrire une seule fois la lettre a au produit, et lui donner pour exposant , la sonunc ailgébriqiic des m exposans =1=1; qu'elle a dans les m facteurs ar^^ (356). Or, celte somme étant m fois =i=2;ou=±=i;Xm, ona
n suit de là et de la définition de Texposant négatif (355), que
Cette valeui^et la précédente démontrent que
Ainsi pour élever un monôme à une puissance entière, il suffit de multiplier les exposans de ce monôme par celui de la puis* tance, quels que soient d'ailleurs les signes de tous ces exposans.
Cette règle et le principe du n° agot , fournissent :
(_aV)-^=a-*'6* et {—a^b-^T'=^ — a%'\
36 1. U est facile de voir, d'après ce qui précède (36o et 299), que m et r désignant deux nombres entiers, positifs ou négatils, on aura
d'où il résulte que pour extraire une racine d'un monôme, il faut diviser les exposans de ce monôme par l'indice de la racine à extrait, quels que soient d'ailleurs les signes des exposans et de l'indice.
▲LGCBRE. 11
Au mojen de cette 'règle et du principe du n** 3o3, on trouve
et l/—d^b^=à'bî/—i.
En appliquant la règle précédente, on obtient
. Si m n^est pas divisible par r, Pexposant de a sera une fraction. Or, comme Pénoncé : a deux tiers de foi$ facteur^ signifie
plutôt \a que a^^ qu^on énonce a puissance deux tiers, on voit que les exposans fractionnaires ne «auraient désigner des nombres de facteurs , et que par suite la formule (1) ne saurait être démontrée , lorsque m n^est pas multiple de r. Mais puisque le second membre de cette formule exprime
la racine r"** de a^'", lorsque m contient exactement r, rien n^empéche de lui faire indiquer la même chose, lorsque m n'^est
pas divisible par r \ car Pexprcssion a ^ n^offrant aucun sens par elle-même , on est maître de lui faire signifier ce qui n^est pas contraire aux conventions établies. Nous supposerons donc
toujours désormais , que a ^ désigne la racine r™* de a , et en conséquence nous écrirons
Cette formule définit V exposant fractionnaire ^ et fournit deux manières différentes d'^indiquer la racine r"* de a^'".
363. Élevant les deux membres de Tidentité précédente à la puissance r"*', celle du second sera a^^^ (^99) î donc il en sera de même de celle du premier. Ainsi pour élever une quantité affectée d^un exposant fractionnaire , à une puissance marquée par Te dénominateur de cet exposant , il suffit d^ effacer ce dénominateur. ^
364* Soit X = a '' ; en élevant de part et d^autre à la puissance r***, puis à la puissance v"*', on aura d^abord a/*= a^'" (363), et ensuite x'^ = fl^'^(36o). Extrayant la racine rv"* des deux membres (36i), pui^ remplaçant x par sa valeur primitive , il viendra
m mv
r _ rv
On peut donc multiplier ou diviser par un rocrae nombre les deux termes de Texposant fractionnaire, sans changer la valeur numérique de Texprcssion proposée.
365. Celte expression n^a jamais qu^unc seule valeur arithmétique ; mais elle peut avoir plusieurs valeurs algébriques ^ dont le nombre augmente ou diminue toujours ^ suivant qu^on multiplie ou qu^on divise par un même nombre les deux termes de Texposant fractionnaire \ ce qui ne diange pas d^ailleurs la valeur arithmétique. Dans tout ce qui va suivre, la quantité affectée d^un exposant fractionnaire sera un nombre positif, et nous n^aurons égard qu^à la seule valeur numéiîque que puisse founur Fexprcssion proposée.
366. Au moyen du principe établi plus haut (364), il sera toujours possible de réduire plusieurs exposans fractionnaires au même dénominateur, sans altérer les valeurs arithmétiques des expressions proposées ; car cette réduction consistera toujours à multiplier par un même nombre les deux termes de diaque exposant fractionnaire.
367. Les exposans fractionnaires ne désignant pas des nombres de facteurs, leur calcul ne saurait se démontrer comme celui des exposans entiers, quoiqu^il soit absolument le même, ainsi qu^on va le faire voir, en énonçant d^abord chaque règle et la vérifiant ensuite.
368. Pour élever un monôme à une puissance quelconque , il suffit de nûiltiplier les exposans de ce monôme par celui de la puissance , quek que soient d'ailleurs tous ces exposans.
rn
En effet, soit x=.a ** ^ on aura 0/*= a^'"(363). Elevant de part et d''autre à la puissance =±:n, il viendra x "'* = ^zizmx:±in ^35^)^ Extrayant la racine n/ième des deux membres (36^), puis supprimant le facteur r des deux termes de Texposant de x, et observant que dans la diviftîon de =fc=iit X
=t= n par /t/, le quotient peut se meltj-c sous la fonue =±= — X
sdb - , on trouvera :
X ''=za ''
( =t-J=fc- =fc:-X=t-
*^ d'où v« V '"=« '
369. Pour extraire une racine quelconc^uc d'un monôme , il faut diviser les cxposans de ce monôme par celui de la racine à extraire, quels que soient d'ailleurs tous ces exposans. Ainsi , n et V désignant des nombres entiers ou fractionnaires, positifs ou
négatifs, on aura [/a'* = a'''^. Car si on élève à la puissance v"* l'expression a"-'', on retrouvera le monôme proposé a** (368).
370. Pour multiplier .entre elles plusieurs puissances fractionnaires d'une même lettre, il suffît d'écrire une seule fois cette lettre au produit, et de lui. donner pour exposant; la somme algébrique des exposans qu'elle a dans les facteurs proposés.
C'est ainsi que .^ . « =fc— ±-
a ^ a ziz a
En effet , si Ton élève chacune de ces deux expressions à Ja puissance rvicme (^2)1 et qu'on réduise les exposans (364 ^ 356), les deux résultats seront égaux : donc réellement, ces deux expressions sont égales ; car il n'y a que deux quantités égales qui, élevées à la même puissance, puissent donner deux résultats égaux.
371. Pour diviser l'une par l'autre deux puissances quelconques d'une même lettre , il^ sufHt d'écrire une seule fois cette lettre au quotient et de lui donner, pour exposant , son exposant dans le dividende moins son exposant dans le diviseur. Ainsi , m et 2; étant deux nombres entiers ou fractionnaires, positifs ou négatifs, on aura o^ l a^zizaT^"^, Effectivement, si l'on multiplie le diviseur par le quotient, on retrouve le dividende.
37 a. D'après la règle qu'on vient d'énoncer, u étant un nombre quelconque, positif ou négatif, il viendra a^laf:zzar^^ ou 1 J^"z=ii"". Donc l'unité di^sée par une quantité ayant un exposant quelconque, équivaut à cette quantité affectée du même exposant, pris en signe contraire^ et réciproquement. De là on déduit que
r-an an
Eo général, on trouve que y—a zz l ; [/— tf.
3^3. Il est bon de remarquer que le calcul des radicaux peut se faire par celui des cxposans fractionnaires, en remplaçant chaque radical par Texposant fractionnaire équivalent (362). Mais il faut des règles particulières pour opérer immédiatement sur les radicaux , tandis qu^il n'^en est pas de même des exposans fraclionaaires^ dont le calcul ne dififère pas des exposans entiers ; et cela montre combien le .choix du signe d^unc opération peut influer sur la simplicité du calcul.
374* Au moyen du calcut des exposans firactiomiaires, il est aise de résoudre les deux prohibes que voici : i® Si Ton multiplie la^ puissance — 5 sixièmes de 73g par la puissance 2 tiers de 27, et qu^on cléfe le produit à la puissance — S neuvièmes; combien anTa-l-H>n? (R. S.)
3° Si Ton multiplie la puissance — 3 quarts de 1 396 par la puissance 3 demies de 9, et qu^on prenne la racine — 6 cinquièmes du produit elevc ai la puissance — 3 ; combien aura-t-on? (R. 3^*)
Les principes des n^' 39$ et 396, conduisent à résoudre ce problème : quelles sont les valeurs des radicaux dont les indices sont, od , *- 00 at o, la. quantité a soumise à ces radicaux, étant ^ou «^ 1.?
875. Le calcul des exposans irrationnels se fait d'après hs mêmes règles que le calcul des exposans fractionnaires. En effet, on ne peut obtenir que p€ir approximation la valeur Bimiérique d'étui exposant iBCxmuncnsiind>le (3 1 5) : donc opérer sur un exposant irrationnel , ce n^est réellement opérer qiie sur Fexposant rationnel, qui en est la valeur- aussi approchée qu^on le veut ; donc le calcul du premier exposant se réduit à celui du second , et sc-ficiv par conséquent diaprés les mêmes règles. On ^ 'connaît donc déjà le calcul des exposans irrationnels ; et il est d^ailleurs facile de se donner des exemples de ce calcul.
876. QuaiH aux exposans imaginaires ^ comme ce nVst que par convention que Ton opère sur eux diaprés les mêmes règles que pour les exposans réels , il n^j a évidenuncnt lieu à aucune démonstration.
Il est nécessaire de bien retenir le calcul des exposans d^une nature quelconque , parce qu''il est employé dans un grand nom- Jbre de circonstances. Nous allons en faire usagjc pour résoudce les équations exponentielles, sur lesquelles est basée Timportante diéorie des logaritlmies.
Des équations exponentielles,
' 377. Oq appelle équation exponentielle^ toule éqiialioB où rinconnue est à Texposant.
378. La résolution des écjiiations exponentielles est fondée sur le principe que voici : Si une quantité h est plus grande que Punité, 1* les valeurs de ses puissances positives augmentent ou diminuent, suivant que les exposans de ces puissances augmentent ou diminuent; 7,^ réciproqnement, si les valeurs des puissances augmentent ou diminuent , les exposans eux-mêmes augmenteront ou diminueront.
En effet, 1** puisque & ^ 1, il est clair qu^on aura
fc'»>i, !/&''> 1, 6'*>i et y '^>^'^.
a* Réciproquement, si l^ > fc", on n^aura pas x = n , sans quoi on aurait aussi h^ z=ih'*\ ce qui est contre la supposition : on n^aura pas non plus x<C,n^ puisqu^alors , diaprés la propo> sition directe (i*), il viendrait b^^ <C ^^ î ce qui est encore contre la supposition. Donc on aura nécessairement x^n.
Si b était plus petit que Tunité , les propriétés contraire auraient lieu : Texposant positif de la puissance augmentant ou diminuant, la valeur numérique de la puissance diminuerait ou augmenterait ; et réciproquement,
Cherchons la valeur de x dans Téquation
— 5»' On voit d^abord que x ne saurait avoir de valeur positive ; car en faisant x = o , on aurait un nombre 1 ^ ^ ; ci x surpassant o , 8' surpasserait à plus forte raison ^ : donc x doit être négatif. Prenant donc xz=: — u , il viendra
,-tt > ï 1
8 = — , ou ^ z= — , ou enfin 8" = 32- 3a 8" 3a
Les hypothèses m m et w rz: 2 doniicnt 8'<C 3a et 8* > 32 ; donc 8">8' et 8"<8'; donc M>i et ii<2 (378). Par conséquent on peut faire w zii i -|- - , ^* étant plus grand que Punilé.
Substituant cette valeur de u dans 32 = 8", on aiva successivement , diaprés le calcul des exposans fractionnaires ,
3a = 8 ^ = 8">c8^-, d'où 4 — 8>^ et 4^=8.
Les suppositions de ^=1 et j*i= 2, donnent 4*<C8 et 4'> 8 ; donc 4'^>4' et 4-^<4*i donc^> 1 et^<2 (378). On peut
donp faire j-zizi -{ — , v étant plus grand que i . Substituant, cette valeur de j- dans l'équation 4*^ = 8 , on aura
8 = 4 ^ = 4'x4''î d'où x=4^eta^=4.
n est évident que 1; = a , dans cette dernière équation* Or,
^ =: 1 + - ; donc jr z=z i -[- i zn l* Mais u = i + - ; donc
iim I -{- 1 = I* Ainsi on a j: = — m = — | : telle est donc la . valeur de x dans l'équation 8*=^' '
C'est ce qu'on peut vérifier aisément ; car à cause de 8 z= 2 , il est clair qu'on aura successivement :
Par une marche analo^e à la précédente , les deux équations 128' = 4*^ ^^ 243-^= 2187, donneront x = y et^ii:^-
380. Considérons maintenant Téquation générale a' = ^ , dans laquelle a cl b sont des nombres positifs 'donnés et a ^ 1 . D^abord , on observe que dans cette équation , x ne saurait avoir qu'une seule valeur réelle ; car si x avait deux valeurs réelles m et v, on aurait à la fois a^ = b ci à^ znb \ d'où a"* = a^ et par suite miiiv^ ce qui est absurde.
38 1. Actuellement, pour avoir la valeur récUe de x dans Téquation a'zn t, on commencera par substituer au lieu de x^ successivement les nombres o , 1 , 2 , 3 , 4 ^ ^^^' î ^^ ^î ^^^ deux nombres m et m+ 1 donnent a'^K^b et a^^*y>b^ on en conclura que a'^a!^ et a'<a'""*''5 d'où j:>m et x<m-f- i
(378) : par conséquent 2: iz: ?n -|- - , ^ étant nécessairement plus^
grand que 1 . Substituant cette valeur dans l'équation b =.a't on en déduira , en faisant b^aJ^zzLC^
mH —
fc ; a'^ = «^ ; c-rzaX et c^ = a.
Par hypothèse,' a'" >< b ; donc le quotient c de £ divisé par a^ est plus gr^ind que Punité. Ainsi cJ^nza est une équaÛon pareille à celle qui contient x ^ on trouvera donc^ précisément- . comme on a trouvé x\ et ainsi de suite. Pai* ce procédé, on aura la suite de valeurs :
x = m + i, j- = ii + ^, z=p+^, i; = 9+^, etc.
Si Ton arrête cette suite de valeurs kuzurj^u sera trop petit \
donc - sera trop grand, ainsi que v\ - -sera donc trop petit, de
même que z ^ - sera donc trop grand , ainsi que^ ; - sera donc
trop petit, de même que la valeur x* qui en résultera pour x. Mais si Ton arrête la suite de valeurs à / =i 5, on aura / trop
petit, - trop grand, u trop grand, - trop petit, v trop petit,
- trop grand, z trop grand , - trop petit, j- trop petit, - trop
grand , ainsi que la valeur x" qui' en résultera pour x. Ainsi la valeur de x sera toujours comprise entre deux valeurs consécutives x' et x"; elle difTcrcra donc moins de Tune de ces valeurs, que celles-ci ne dificrent entre elles : par conséquent, on pouira toujours connaître le degré d^approximation obtenu.
Nota. En continuant plus loin le procédé, ob trouve des valeurs de plus eu plus approche'es de la véritable; car si Ton remplace dausx, chaque inconnue auxiliaire par Vexprcssion de sa valeur, on aura pour x, cette fraction continue
x = m, «,;?, ^, r, *, etc.
dans laquelle on sait que les rcduiies successives approchent de plus en plus de la vraie Valeur de x, et que Terreur commise en prenant une réduite pour cette valeur, est toujours moindre que Tunité avisée par le carré du dénominateur de cette même réduite. (Voyez PArithmétique.)
382. Cherchons maintenant lés conditions nécessaires pour que X soit commcnsurable dans Péquation a'z= &, 0 et 5 étant
deux nombres entiers positifs. Supposons x z= -- , m et r étant
entiers \ alors il viendra a'' ziz b ci a^ zn h'' . Soit p un des facteurs premiers de a ; en divisant les deux mend>res de cP^zizV par /7, le premier quotient sera uq nombre entier ; le second en sera donc un aussi \ ce qui exige que p divise b \ car si p ne divisait pas &, p serait premier avec cliacun des facteurs du produit b''\ donc il ne diviserait pas ce produit \ ce qui est ab-
surde : donc p divise h. On voit par là que a et & admettent précisément les mêmes facteurs premiers.
Soient petqces facteurs ; on aura donc a = p'^q'^ et bzzz f^q^'-i d^où en substituant dans Téquation a"* =: V^ il vient
Si Ton pouvait avoir mn'^ru^ ou mn'=zru'\-t^ en divisant les deux membres par p*"", le premier quotient serait un nombre entier, tandis que le second , qui se réduit à çf^ * /?', serait un nombre fractionnaire , puisque les deux nombres (f^ et p^ sont premiers entre eux : donc les deux quotiens ne seraient pas égaux ; ce qui est absurde. Donc mn ne saurait être plus grand que ru. On verrait de même que mn ne saurait être plus petit Cette que ru : donc mnzuru. On aura pareillement mv^zrz, équation et la précédente donnent
On voit donc que si x est conuncnsurable dans Téquation û'=: ^, 1° a e£ b renfermeront précisément les mêmes facteurs premiers; a* les rapports des exposons des facteur s premiers de b aux exposons des mêmes facteurs premiers dans a , se^ ront égaux^ et x vaudra Vun de ces rapports.
Si ces deux conditions ne sont pas satisfaites , x sera incom- ' meiisurable ; car si j: avait alors une valeur rationnelle) on vient de voir que les deux conditions dont il s^agit seraient satisfaites.
383. Toutes les fois que les facteurs premiers de a se trou" vent ou premier degré ^ dans a'=b, les valeurs rationnelles de X sont des nombres entiers ; car ayant alors /t=i et vz^i ,
il vient x=: — = ii = z, et b=zp"q^=z(pqy*=za'*.'
Ainsi, à cause de lo = 2.5, les valeurs commensurables de X, dans 10^= ^, sont des nombres entiers, qui rendent b une puissance parfaite de lo ; et x n^est rationnel que dans ce cas.
384* Qu^on ait par exemple, à résoudre Pcquation 10^=2. On voit d^abord que x est incommcnsiu'abic, et que les suppositions de x=zo et X = 1 , donnent deux résultats , Tun plus petit et Tautre plus grand que 2 ; de sorte que x est compris
entre o et 1 , et qu^on a j: = - , u étant plus grand ^uc i . Sub-
stîtuant cette valeur, il vient i'o^= 2 \ d'où 10 = 2". Il est facile de voir que les hypothèses m = 3 et m = 4 1 donnent 2' <^ lO/et tx*> 10 ; donc il en résulte 2**>a et ^"-^a^, ou w^ 3
et u <^4 (^7^)* P^ conséquent, u = 3'-{- — Substituant cette valeur, on aura
lo:^ j "= a* X a"= 8 X a**; d'où -f- = a" et (i)^= a.
On trouve aisément que v est comprb enti'c 3 et 4 7 et que
par conséquent v =1 3 + — On a donc
'=ar'=w(-4)^'T3=a)'"(T3x=-4-
Apres un petit nombre d'essais, on trouve que jr'=. 9 ^ — On
pourrait continuer plus loin les calculs ; mais en s'arretant k y = 9 et remontant aux valeurs de v, r<, x^ on aura successivement i, = 3 + i = f, « = 3 + i = !S et x = |? = o,3oi07.
En continuant suilisamment les calculs, on aurait obtenu, à moins d^un di!L-millionième près, j:^zo,3oio3oo \ d'où il suit qu'on a , d -mie manière très-approchée ,
En apph'quant la méthode précédente , on verra que l'équation 10^=3, donne a:=o,477i ^ moins d'un millième près, et que l'équation 5'=| fournit xzz: — o,a5, à moins d'un centième près.
385. Lorsque a et & peuvent être négatifs. In résolution de Téquation £2*=:& se fait encore d'après la niélliode précédente, poiu-vu qu'on ait égard aux signes qu^il faut donner aux puissances et aux racines (291 et 3oo). Par exemple, si Ton a les équations
on trouvera xzz. — |, j-zz f^, 2 zz ^ et m imaginaire.
386. Ijorsqu'on peut décomposer en facteurs les nombres ou les deux membres de Téquation exponentielle, sa résolution devient beaucoup plus facile. Qu'on ait, par exemple, Téquation
zz
( «7« ) cm observera que 64 • 16*""* =z 4 ' *6 • 16^""* z= 4 • 16', et que a56 • 16*"' 1= 16' • i6'~' =: 16* ^ réquation de%'iendra donc (9 + 4— 0»6'=384, ou ia.i6'z=384 et i6'=32. De là^ en décomposant 16 et Si en facteurs, on aura 2^== 2^j ce qui donne /^xzz:5 et x ^=: f .
Si Ton avait 5' = 890625 , on décomposerait le second
membre en facteurs , et il viendrait 5' = 5* ; d'où 2* = 8 et
X 1= 3. LVquation 4*4*^— ^*' *^ traite d'une manière analogue.
L'équation 1 62 • 8' -|- 5 • 27' = 87 • 27*, devient 8 1 • 8* =: 1 6 . 27' ; d'où (f y * = (-f)*, 3x = 4 et X = |.
Si Ton avait 8* — 128 =960 «8^"^, on multiplierait les deux membres par 8*"" , puis on prendrait 8*"*3iii, et l'on aurait m' — 2a := 960 ; d'où £i = 82 et u = — 3o. La prennère valeur de u donne 3x — 6 =: 5 ou x 112 y , et la seconde rend x imaginaire. Voici encore une équation à résoudre :
Posant 9'rrj-, dans l'équation 5-9'+ 3 «Si* =4^ > cï'c deviendra 5jr -j- 3^*= 4^.
387. Il n'est pas difficile de résoudre chacun des systèmes d'équations que voici 2
S'' =z 625 et X* — 5x + ï o = V ,
_4.3-^=— 12 et
On ne sait encore résoudre que par tâtonnemens les équations de l'une des formes ax^b'^zizc et px^'=zq.
Généralement, les équations exponentielles que l'on peut ramener à la forme a'=: b^ sont les seules que l'on sache résoudre directement. Telles seraient, par exemple, toutes les équations analogues aux cinq que voici :
a'^=b, a'''=b et a'^' = pb'^.
Des progressions par différence.
388. On appelle progression par différence^ ou progression arithmétique^ une suite de nombres dont chacun surpasse celui qui le précède immédiatement, ou en est surpassé, de la même
quantité, appelée raison de la progression. Ainsi la soite de nombres
4) 7i lo, i3, »6, ig, 22, 25, 28, 3i, 34i etc.,
est une progression par différence ; car diaque nombre surpasse celui qui le précède immédiatement de la même différence 3 , qui est la raison. On indique cette progression en écrivant
-f-4'7'io*i3«i6*i9«22«25- etc.,
et en énonçant, 4 est à 7 comme 7 estfi lo, comme 10 est à i3, etc. Mais cette indication est fort peu utile.
Les nombres qui entrent dans la progression, en sont les termes ^ et cette progression est croissante ou décroissante^ suivant que ses termes vont en augmentant ou en diminuant. .
389. Cherchons la règle pour calculer un terme quelconque d^unc progression par différence , sans passer par tous les termes intermédiaires. Soit a le premier terme, r la raison et t le n** terme de la progression proposée. Si cette progression est crois- ; santé , chaque terme surpassera celui qui le précède immédiatement de la raison r ; donc chaque trrme sera égal au précédent augmenté de r. Ainsi le premier terme étant a , le second sera a + r, le 3* a + 2r, le 4" a + 3r, le 5* fl+4r, le 6' a+5r, et en général, le nième terme t sera
Si la progrcfssion était décroissante, la raison devrait être retranchée de chaque terme pour avoir le suivant ; les termes successifs seraient donc a, a — r, a*— 2r, a — 3r, a — ^r^ etc., et le n ième terme t deviendrait
tz=a — (n — i)r.
Cette formule et la précédente font voir , qn^u/t terme queh conque d'une progression par différence est égal au premier^ plus ou moins autant de fois la raison quiljr a de termes avant celui que Von cherche , suivant que la progression est croissante ou décroissante.
D'^après cela , le douzième terme de la progression croissante 5, 9, i3, 17, ..., est 5+(i2 — i)4 ou 49. Le onzième terme de la progression décroissante 100, 97, 94^ ... , est 100 — (11 — 1)3 ou 70. Cest ce qu^on vérifie aisément en formant les termes successifs.
390. Cherchons maintenant la règle pour calculer sur-lechamp la somme des tenues d^une progression arithmétique. Soit a le premier terme , i le dernier, r la raison , n le nombre de terme^ et S leur somme \ si la progression est croissante , les termes successifs seront a^ a + r^ a -f" ^''1 ^ ~{~ ^^% ^ ~l~ ^t a -{- 5r, •••1 < (*) ) on aura donc
S = tf + (tf + r) + (tf + 2r) + (tf + 3r)+ ... + /.
Prenant la progression dans Tordre inverse, elle sera décroissante et les termes successifs seront f , i — r, t — 2r, t — 3r, t — 4^*1 ' — ^''1 '•• 1 ^ ) ^^ viendra alors
Ajoutant cette égalité à la précédente , et réduisant les r dans la sompae des termes qui se correspondent, on aura a-\-i pour chaque somme partielle ; et comme il y a n de ces sommes partielles, c^est-à-dire autant que de termes dans la progression , il en résulte que leur somme aS vaut n fois Pune \ on a donc
aS = n(a + Oî d'où S = iii(a + 0- On obtiendrait la même expression, si la progression était d'abord^décroiss^te \ et il en résulte, que la somme de tous les termes iTune progression arithme'tique est égale à la somme des termes extrêmes multipliée par la moitié du nombre de termes.
Par exemple, le i5' terme de la progression 860, 85o, 840, ..., étant 860 — (i5— >i)io ou 720, la somme des i5 premiers termes sera ^ (860 + 720) ou 1 1700 ;
comme on pourrait d'ailleurs le vérifier, en formant les 1 5 premiers termes et en les additionnant.
De même, à Paide de la règle précédente, on trouve
1 +2 + 3 + 4+. .. + n = iii(n + i),
1 +3 + 5 + 7 H |-(2ii — 0 = n%
2 + 4 + 6 + 8-1 h2fe = n(ii+i).
La première de ces valeurs est la somme des n premiers nom-
(*) Les trois poials repréientent toujours la suite des termes qui ne sont pas écrits. Ainsi dans la série 1 , a, 3, 4S "«i ^^ 1 1^ ^'^'i* points signifient 5, 6, 7, 8,* 9, lo. Ninis avons déjà fiût usage de cette notation diois ce qui précède (7a et 394 )•
( «74 ) bres entiers , la seconde celle des n premiers' nombres impairs , et la troisième celle des n premiers nombres pairs.
Sga. Les équations £=:a + (n — i)r et S = în(a + /) serviront à calculer deux des cinq iiombres qui les composent, dès que les trois autres seront connus ; et il en résulte dix problèmes généraux, dans lesquels il faut trouver, i*' f et S ^ s** <z et S ; 3' r et S 5 4^* r et f ; 5" tf et £ 5 6' r et n^ 7** n et S ; 8** fl cl r^ 9* a et n ; 10** n et r. Les deux derniers seuls conduiseut à des équations du second degré. Voici quelques applications.
SgS. Insérer six mojrcns arithmétiques entre 3 et 3i, c'^cst-àdire, placer six nombres entre 3 et 3 1 , de manière que les huit termes résullans forment une progression par difTérence. Pour cela, si Ton prend la formule /=;a + (n — i)r, dans laquelle fl = 3 , tz=zZi et H = 8 , on aura 3 1 = 3 + ^r ; d'où r =■ 4. La progression cherchée est donc 3, 7, 11, i5, 19, 23, 27, 3i.
' Et si entre les termes consécutif de cette progression , on iùsère trois moyens arithmétiques , la raison de chacune des progressions partielles sera i \ donc toutes ces progressions partielles n'^en font qu'une , qui est
3,4, 5, G, 7,8, g, 10, 11, 12, i3, i4i i5, 16, 17, 18, 19, ao, ai, aa, a3, etc.
En général , si entre les termes consécutifs d'une progression par différence y on insère le même nombre de moyens arithmétiques^ ces termes et les moyens réunis ^formeront une nouvelle progression par différence.
Il n^est pas difficile de démontrer que dans toute progression arithmétique, la somme des deux termes également éloignés des extrêmes , est égale à la sommé de ces extrêmes. Cela résulte immédiatement de la formule pour calculer le n"** terme.
394. Trouver le nombre x des années qui doivent encore s'écouler pour qu^un fermier ait retiré '^ZSo francs d'une métairie qui lui rapporte 1 00 fr. la première année ^ et dont le rapport de chaque année augmente de 1 ofr. Vannée suivante.
Puisque le rapport de chaque année augmente de 1 o fr. Tannée suivante , ce rapport étant 1 00 fr. la première année , sera 1 10 fr. la seconde, 120 fr. la troisième, i3o fr. la quatrième, et ainsi de suite. Par conséquent le rapport pendant les x années cherchées , sera la somme des x premiers tenues de la progression aritlunélique croissante 100, 110, 120, i3o, i4o, .... Mais
ce rapport est aussi ^SSo; ainsi, dans cette progression, le premier terme a =: 1 00 , la raison r = i o , le nombre de termes 11= X et la somme des termes S = 735o. On a par conséquent
£zi:ioo + (j: — 1)10 et 735orz^a;(ioo + /).
Résolvant ces équations, on trouve '2*1=30 et /zzSgo, xi= — 49 ^^ ^ ^^ — 4^^* ^^^ valeurs positives résolvent le problème proposé. Quant aux valeurs négatives , pour avoir le problème qu^elles résolvent, il faut changer x et t en — x ei-^t dans les équations proposées ; ce qui donnera
/=ii(j:-(- 1) 10*— lôo et 735o = Jx(£ — 100).
Ces équations n^appartiennent pas à une progression arithmétique ; mais en les résolvant, on trouve xzn /^g et / = 400-, xzz. — 3o et tzn — Sgo.
SgS. Voici quelques problèmes , faciles à résoudre :
Combien on propriétaire doit-il être d^années pour que renlretien d^une vigne, qu^il vient de planter, lui ait coÀté 3o louis? On sait que les frais de cbacpie année seront moindres d^un louis et que ceux de U première montent à 8 louis. ( R. 5 ans ou 1 à ans.) 1
Quelle est la progression arithmétique dont 9, 14 1 et 900 sont les sommes respectives des deux premiers termes , des deux derniers et de
tous les termes ? ( R. a = r =r 3 , f = 7a et n = !i4')
Deux voyageurs partent du même endroit, Tuu 5 jours avant Pautre, et vont dans le même sens. Le premier fait une lieue le premier jour et chaque jour une lieue de plus que la vciUe. Combien le second , qui j&it la lieues tous les jours, sera-t-il de temps pour atteindre le premier? (R. i5 ou 8 jours.)
Si le 1*' partait 6 jours avant Tautre, le problème serait imaginaire.
Un jardinier doit planter une rangée de i5o arbres dont chacun sera éloigné de son voisin de 4 mètres ^ combien fera-t-il de chemin pour cela et combien reccvra-t-il f On sait qu'ail doit mettre au pied de chaque arbre une brouettée de terreau, prise sur le prolongement de la Ifgile des arbres et à 30 mètres du premier, et que chaque brouettée lui est payée a centimes de plus que la précédente , la première coûtant 4 cen^ times. (R. n fera 954^0 mètres, et recevra 22gSo centimes.)
Des progressions par quotient.
396. On appelle progression par quotient^ ou progression géométrique^ une suite de nombres dont cbacim e^t égal à celui qui le précède immédiatement'multiplié par un nombre constant, nommé raison de la progression. Ainsi la suite de nombres
^41 1^1 36, 108, 3a4i 97^1 ^916, etc., est une progression par quotient, dont 3 est la raison. On indique quelquefois cette progression en écrivant 774I i^I^G* 108 * 3^4 * 971, etc., et en énonçant 4 est à 12;, comme la est à 36, comme 36 est à 108, etc. Mais cette indication est inutile.
Les nombres qui composent la progression géométrique en sont les termes \ et cette progression est croissante ou décroissanté ^ suivant que ses termes vont en augmentant on en diminuant.
397. Soit r la raison de la progression proposée; chaque terme sera donc égal au précédent multiplié par r (396). Aiiisî le 1" terme étant û , le a* sera or \ le 3* or*; le 4* (ir^\ le 5* ar\ le 6* ûr^5 et en général , le n"' terme t sera / = ar'^^
Donc un terme quelconque d'une progression par quotient est égal au premier multiplié par une puissance de la raison^ marquée par le nombre de termes qui précèdent celui que Von cherche. Au moyen de ce prindpe, si Ton a la progression géométrique croissante a, 6, 18, 54, ..., le 10* terme sera
2X3"»-' ou 39366, comme on peut le vérifier, en formant les termes successifs.
398. Soit S la somme des n premiers termes d^une progression par quotient \ nous venons de voir que ces n termes sont a, or, tfr', or*, ..., ar'^"^ \ ainsi on a
S = tf + tfr + or* -|- tfr* + ... -J^ ^ïr^' ; d'où rS=z:(2r+^w^ + ^ + tfr*+...+<ïr^.
Retranchant la première de ces égalités de la seconde, et observant que tous les termes du nouveau second membre se détruisent deux à deux, excepté le premier — a et le dernier ar^<^ on aura
rS — S = — tf + ûr", ou (r — i)S = flr'* — a.
Le n*' terme t:=zar^''^\ d'où /t=ar^et (r— i)S=r£ — a. Il vient donc, en divisant par r — 1,
Ainsi on calculera la somme des termes d^une progression géométrique^ en multipliant le dernier terme par la raison^
( »77 ) ^ en soustrayant du produit le premier terme et en divisant la reste par la raison moins Vunite\
Cette règle est encore applicable lorsque la progression çst décroissante. Hais dans ce cas, pour faciliter les calculs, il faut d^ abord former le dernier terme de la progression^ etja pren^ dre ensuite à rebours. Par exemple, sïl est question de trouver la sonpne des neuf premiers termes de la progression 3187, 729, ^43 , ... , dans laquelle la raison r est f ^ on cherchera d^abord le neuvième terme, qui sera 2187 (î)^' ou i ^ et alors, la progression prise à rebours sera 1, ..., 243, 729, 2187. ^^nc, puisse le premier terme de cette progression croissante est a= 1, la raison r= 3 et le dernier terme t =z 2187, il s^ensuit que la somme S de to\{s ses termes est
comme il est aisé de le vérifier directement.
899. On peut déterminer les formules pour calculer aisément les valeurs dç S', S", S"', dans les trois égalités :
S' = tf + 2a' + 3a* + 4^*4-5fl^H ^^a^
S"=a + 3fl' + 5a^+ 7a' H h {in—i)a*^''\
S"'= 2a*+ 4a^+ 6a^+ 8a*-f h %na^.
U suffit, pour cela, de retrancher la première de son produit par^, la seconde de son produit par a*, ainsi que la troisième; puis de remplacer chaque progression géométrique résultante par sa valeur (398). Les formules qui donnent S', S", S"\ deviennent I, dès que a= 1 ; mais alors elles se réduisent respectivement aux valeurs du n*^ 391 . Et si r=: 1 , au n^ S98, on aura S = an , bien que la formule devienne d'^abord S = §/
rt ^^ u 400. Les deux équations £ = flr"^' et S =: , serviront
à calculer deux des cinq nombres qui les composent , dès que les trois autres seront donnés ; et il en résulte dix problèmes généraux. Mais ceux où n est inconnu , ne peuvent être résolus , diaprés ce qui précède. Voici quelques applications.
4oi. Insérer cinq moyens proportionnels entre 9 et 656 1, c^est-a-dire , placer cinq nond>res entre 9 et 656 1 , de manière que Tensemble des sept nombres résultans forme une progression par quotient. Pour cela, il faut employer la formule t =
jr**"', dans laquelle ^ = 9 , / = 656 1 et w =r ^ • alors on aura 656 1 = 9«r ; d'où r = 729 =3 et r = 3. Ainsi la progression demandée est 9, 37, 81^ 243, 729, 2i87<, 656i.
Il est facile de démontrer, 1^ que si entre les termes consécutifs d^une progression géomctriqi^c , on insère le même nombre de moyens proportionnels, ces termes et les moyens réunis, formeront une progression par quotient ; 2* cpie dans toute progression géométrique, le produit de deux termes également éloignés des extrêmes , est égal au produit de ces extrêmes. Et si p désfgne le produit de tous Iqs termes, a étant le premier et t le n"% on aura p^=(at)'*.
4o2. On demande la somme des u premier f termes de la
^^^"^ 6, 66, 666, 6666, 66666, 666666, etc.
Il est visible que le 6"** terme de cette série est la même cbose que 6(111111), ou que 6(1 + 10 -f lo'-}- ^0'+ Jo^+ ïo^)n ou enfin que §(10* — 1). D'où l'on peut conclure que la valeur du v"" terme est ^Cio'^-^i). Prenant successivement, dans celte valeur, v= 1, 2, 3, 4i ••.! n , et ajoutant entre eux les m résultats, il viendra, pour la somme x chercliéc,
x=:§(io+io*+i.o'+io^-| j-io»-~«) = |Ç(io"— 1)— fw.
On trouverait, dHmc manière analogue, la somme des n premiers termes de chacune des séries
En général, si a dcfsignc un nombre de m cliiflVcs, et qn^on forme une sërie de termes en écrivant le nombre a une fois, puis deiix fois de suite, troit fois de suite, quatre fois de suite, elc*, la somme x des n premiers termes de la série résultante sera
rio'"(io'"''— i) T
4o3, On partage une somme d^ argent à n pauvres, de ma-nière que chacun reçoit h francs plus le a™* de ce qu*a laissé le précédent, et le dernier laisse .un reste égal à c/r. Quelle somme x a-t^on partagée ?
Pour faciliter la solution de ce problème , soit R ce qui reste ^vant que le v"' pauvre reçoive sa part. On donne à ce pauvre b francs plus le û"* du reste R précédent ; on lui donne donc
b-\ — •, il reste par conséquent R — b , ou R(i )
— fc, ou encore Rm — 6, en faisant 1 z=m.
L''expression Km — b montre que , pour avoir ce qui reste après quun pauvre a eu sa part , il faut multiplier par m ce qui restait au par avant et retrancher h du produit.
Diaprés cela , comme x désigne ce qui restait avant que ïe premier pauvre reçût sa part, il sVmuit qu'ion a, pour les restes successifs ; jj^j^ j^ •
m^x — bm — b
mx — fcm* — bm — b
m^x — bm — bm^ — bm — b etc
Sans qu'il soit besoin de continuer ces résultats , on voit que le reste c après que le fi"** pauvre a eu sa part, est exprimé pat
mV — bm^-' — hm"^ bm^-^bm — b -,
et qu'on a conséqucnimenl
d^oii m"x — b( I zz: c.
Observant que mm m , d'où" m — 1 = , il
'ta a
viendra, toute nnluction faite,
x = {nb + r) (^^^y — ab.
Si rt = 2, /; = 1 o, c :=: 4 et fi = 5, on aura ar= 748 francs , comme il est aisé d'en faire la preuve. On peut clianger a ert — a on b en — bl
404. A donne le c"*' de ses jetons à B et reçoit le c"' de ceux de ce dernier. Apres avoir répété (n— -i) autres fois cette opération , A er B ont Vun a et Vautre b jetons. Quels nombres \ et j de jetons avaient-ils d'abord?
A cause de .r -j- 7^ z:za~\' b ou de j' ziz a '^' b — x, si l'on opctc comme dans le problème précédent, on trouvera
Si tf=i2, i^rmo, c=3, et n=a, on aura jrznao et j-ziia.
405. On trouve, dans les Mélanges d^algébre, pages 69 et suivante» ^ an grand nombre de problèmes résolubles par les progressions. En voici encore quelques autres , faciles à traiter, diaprés ce qui précède.
Un homme gagne diaque annëe le a™* de ce qu^îl possède pendant cette innëe ^ et quoiqu**!! préléye b francs tous les ans sur son bien , pour sa dëp^pse, il poss^e apr^ n années, c fois ce qu^il ayaiC d^abord.
Quelle somme x avait-il r l R. x = — -j^ et m = i + - I •
A donne à B , e fois autant de jetons que B en a , et 6 en rend à A , e fois autant que A en a gardé; cette double opération étant répétée (n— i ) jiutres fois, A et B ont alors Pun a et Tautre & jetods. Quels nombre^ x
et r de letons avaient-u» d'abord fin. x =: ■ , , ^, H — V-^ — ^i
Les biens d'aune personne augmentent tous les ans de leur c™* partie, et elle dépense ai francs sur ces mêmes biens, au bout de chaque année ; après n années, elle possède B fr« Quelle somme x avaitr-elle d'abord?
Si Ton multiplie par n successivement la racine r*"* de n , la racine r™* du produit, la racine r™* du second produit, la racine r"* du troisième , et ainsi de suite ; quelle sera la racine r"* du v™« produit ?
Quelle est la progression géométrique dont 2049 est la somme de^ termes extrêmes, ao48 leur produit, et l^ogS la somme de tous les ter* mes? (R. 1, a, 4» 8, 16, Sa, ..., ao48.)
Quelle est la somme x des n premiers termes d^une série, dont chaque terme vaut a fois la somme de tous ceux qui le précèdent , le premier éUm 1? [R. x=5(i + a)'»-».]
4o6. Proposons^nous maintenant de tromper la somme S de tous les termes d^une progression géométrique , lorsque cette progression décroit sans jamais s^ arrêter.
Dans ce cas, il estxlair que la raison r <^ 1 et que le nombre n de termes est infini. LMnfinième terme est donc ar*'\ et il
vient Sz=.a + ar + ar' + ar^'\ \-ar'^\
Spostrajant de cette égalité son produit par r, et réduisant, on aura S — rS=:a — ûr*.
Op, r< 1 î donc r* est infiniment petit ou nul (296), aussi » bien <jue ar"^ \ il vient donc S — rS =z a , ou (i — r) S = a 5
Sz=— -.
Ainsi on aura la somme de tous les termes d^une progression géométrique décroissante et continuée à Pinfini , en divisant le premier terme par Timité moins la raison. Cettj règle donne
i + f + f +î? + etc., à rinfini, =4.:(i-.^) = a.
(Test ce qu^on vérifie en observant que s valent a tiers -}* 4 tiers, que 4 tiers = 4 neuvièmes -f* 8 ^neuvièmes, 8 neuvièmes =1 8 vingt-septièmes -(-16 vingt-septièmes, 16 vingt-septièmes = 16 quatre-vingt-unièmes -}- 3a quatre-vingt-unièmes, ec ainsi de suite , à Pinfini.
407. Les raisonncmens qui ont fourni la règle précédente , ne sopposent pas que r soit positif^ cette règle s^applique donc encore lorsque la raison est négative , mais <^ 1 . Ainsi on aura
î-i-Hî-TÎî+^-à-H ««Cm à l'infini, =f:(i+0 = f
C^est ce dont on fait la preuve en réduisant les termes de a en a , ou bien en convertissant \ en parties de a en 2 fois plus petites , et en prenant tous les quotiens en dehors^
Réduisant les fractions de 3 en 3 , on obtiendra
ii + 4; + 4î + 4* + r» "*• 46 + ***=* =T» ■*" F + *'"• = J'
On vérifie le premier résultat en réduisant -f en parties de 4 en 4 fois plus petites et en prenant tous les quotiens en dedans. Réduisant de même -^ en parties de 5 en 5 fois moindres, et ne prenant en dehors que les quotiens a*, 5', 8*, 1 1-*, etc., on retrouvera la seconde série précédente.
408. Si Ton divise a par 1 — r ou par a" — r, il viendra — ^ = a + dr+iir* + ûr' + ^'^+^'c., à Tinfini ..; (i)
Mais cette identité n'^est exacte qu^en supposant le second
or'*
membre complété par un terme de la forme • En eâèt , si
Ton négligeait ce terme, lorsque r=i a , on aurait
— â = a4-2a + 4^4'8a4- 16a + etc., à Tinfini \ ce qui est évidenmient impossible.
Lorsque r < * , le terme complémentaire — -- diminue à
mesure que n augmente et s^anéantit à Tinfini (396) *, alors Tégalité (1) est rigoureusement exacte, et conduit à la règle du ii*4o6.
( tSa ) ^
' 409* ^ ^' ^^^ ^® s^assur^r, par des multiplications successives, (pie ^[uand r <^ i , on a
(i + r) (1 + r») (1 -hr^) (i + r») (i +r'6) etc., à Pinfini, =:
i-f-r4-''* + ''^ + '^ + '^+'*+ €tc., à Pinfini , =: ■ .
On voit donc qaof le produit d^nne infinité de acteurs, tous plus grands/ que Punitc, n^est pas toujours infini.
Divisant Punité par le produit précédent et par sa valeur, on verra £icilfement que le produit d^une infinité de acteurs, tous plus petits que Tunité, n^est pas toujours infiniment petit.
Ainsi, bien qu^il paraisse évident que s^il y a dans le produit, une infinité de facteurs, tous plus grands, ou tous plus petits que Punité, ce produit est infiniment grand ou infiniment petit, on voit que cette pro^ position pourrait être fausse, et qu^eHe a besoin d^étrc démontrée, dans tous les cas.
4 10. Voici deux prioblémes que Pon peut résoudre par les progressions à Pinfini , ou plutôt par les séries que fournit la division :
Trouver ce que vaut en argent comptant, un bien-fonds dont le revenu annuel est a florins. Un florin en produit r d''intérét par an , et Pou doit
avoir égard aux intérêts des intérêts. ( R. — florins.)
Un ouvrier, qui travaille toujours également vite, aurait mis a heures k sortir Peau b contenue d^abord dans un bassin , et a été c heures pour sortir Peau h et ceUe qui est arrivée uniformément dans le bassin pendant ce temps. On demande combien il arrive dVau dans le bassin pendant
que Pouvrier en ôte un litron ? ( R. 1 — - ; valeur négative , lorsque
Des premières puissances des nombres naturels.
4i I. Pour abréger^ nous désignerons par S^ la somme des n premiers nombres entiers, et par S^, Sj, S,, ..., celles de leurt carres, de leurs cubes, de leurs puissances 4"*% ^Ic. S^, S^, S3, S,, ..., sVnoncent en disant ; S premier, S deuxième, S iroisième, S quatrième, etc.
Cela pose, on a déjà vu (Bgi) que S^ r= à w ( w -f" *)• ^^ ^'* maintenant que S^ =z ^n (« -f- 1 ) (aw + 1 ).
En eflet, pour vérifier cette expression, prenons la valeiupareille k(v-|-i)(^*'-|-i); changeons-y v en v — 1, ce qui donnera {v — \^jv(jxy — i), puis retrandions ce résultat de IVxprcsftion qui Pa donné \ nous aurons
Or, diaprés la multiplication des poljYioincs, on a
Bctranchant le second résultat du premier, on verra que le
reste (i) se réduit à 6v*^ et que pai* suite, on a, pour toutes les'
valeurs de v^,
6i'' = *'(f»+ i)(aK+ i) — (v — i)»'(aK — i). Faisant successivement k=i:i, 2, 3, 4i ""i ^^ ^^ ^^^ 6.i*=z 1.2.3
iz:5.6.n
6/i* = fi(rt4- i)(2rt+ 1) — (n — i)fi(2n — 1).
Ajoutant ces n égalités entre elles, et observant que tous les termes des seconds membres se détruisent deux à deux , à Texception de n (;i -f- *) C^'* + 0 ^ ** viendra
d'où Ton tire S^ = gfi(ii-f-i)(2n + i).
4 12. Par une métliode tout-à-fait semblable à la précédente, ou fera voir que
S^ = i-n\n+iy
S, = 5^n(fi+ 0(2114. i){3n[;i'(n+i>-i] + ij.
Ces formules font parties des séries numériques que nous avons considérées dans les Mélanges d^algèbre, pages 84 et suivantes. '
4i3. Le principal usage des premières puissances dos nombres naturels , est de sommer toute série dont le terme gênerai en y est une fouction entière et rationnelle de v. Par exemple, pour avoir la somme de la série dont le tcnne gént'ral est ît^C^^ + i), on développera ce terme, ce qui donnera -^i'(w-}- 0 ^^ î^'+ »*'• Prenant successivement, dans cette identité, k=:i , 2, 3, 4i «"i ''i
et ajoutant entre eUes les n égalités résultantes, on aura
i + 3+6 + io + i5 + -.+i«(n+i) = iS.+ iS..
Remplaçant S, et S, par letirs valeurs, et décomposadit en facteurs, U viendra . ;
iS-3 + 6+io + i5H |-^(« + i)=:^(„+,)(„ + 2).
Le premier membre de cette formule est la série des n premiers nombres triangulaires , et le second membre , la somme de ces n nombres.
4i4* Opérant dWe manière absolument semblable sur les
MB ^
termes généraux ^(v + i)(v + a) et -T{v-\-i)(y-\-i)Çy-{-3), on trouvera les deux formules :
La première de ces formules est la somme des n premiers nombres j^ramidaux^ et la seconde celle des n premiers, nomhres figurés du cinquième ordre. Voici quelques applications.
4i5. Deux courriers partent du même endroit^ au même instant et vont dans le même sens ; le premier fait ii lieues \ par jour ^ et Vautre n^ajrant parcouru qu'une lieue le premier jour^ fait chaque jour de plus que la veille , un nombre de lieues égal au rang de ce jour. Combien serait-il de jours pour atteindre le premier courrier ?
Soit n lé nombre de jours cherché, x^ ei x^,^ les nombres respectifs de lieues parcourues le v"** et le (v 4" 0"* j^'"'' P^ le second courrier*, on aura, diaprés Ténoncc,
^v+i = ^i/ + ^ + M d'où x^^, — x^=:i;+i.
Faisant successivement i; = i , 2, 3, 4<) •••l '^ — ^i ^^ ajoutant entre elles les égalités résultantes, réduisant dans le premier membre , observant que x", = i , et transposant i , on aura
ar^=:i+a + 3 + 4H \-m = im(m+ i).
Prenant successivement m=:i, 2, 3, 4i «"i ^i et ajoutant
> les n égalités, le nouveau premier membre sera le nombre total
X de lieues parcourues en n jours par le second courrier, et le
nouveau second membre sera la somme des n premiers nombres triangulaires ; on aura donc (4^^)
Le premier courrier faisant 2a lieues ? ou Ç lieues par jour, en n jours il fera ^n. Or, pour que le second courrier atteigne -le premier, il faut qu^il fasse le même chemin que ce premier \ il &ut donc qu^on ait
gii(n-|- i)(n+a) = 45|i5 d'où n=io et n = — 13.
Ainsi le second courrier atteindra le premier après 10 jours de mai^che. '
416. Un particulier achète tous les ans un pigeon /émette qui lui donne un pigeon femelle chaque année suivante; et comme chaque pigeon femelle né une année produit chaque année qui suit trois pigeons mâles , on demande combien le particulier aura de pigeons en tout au bout de n années ?
Soient x^ et x^ . , les nombres respectif de pigeons femelles nés avant et après la v"' année, et j-^, Xv±,x ^^' nombres de pigeons mâles produits avant et après la même année. Puisque chaque pigeon acheté une année donne un pigeon femelle chaque année suivante , les v pigeons achetés au bout de la v** année , donneront v pigeons femelles pendant la (i; -|- 1 )'^' \ on a par conséquent /
^t;+, = ^t; + ^; d'où x^^^^x^ = v.
Posant successivement t;= i, a, 3, 4i ...1 n — 1 et ajoutant, puis observant que x, = o , car il n'est pas né de pigeons la première année , il viendra
D'un autre côté , comme chaque pigeon femelle né une année produit trois pigeons mâles chaque année suivante, il s'ensuit que les x^ pigeons femelles nés la 2;^* année , produiront Zx^ pigeons mâles pendant la (1; -)" i)*"* ; ainsi on a
jrvj^t=jrv + ^^v\ d'où j-^^,— ^^=|(i;-.i)i/.
Prenant vzzi, a, 3, 4^ •••) ^ — 1 ^^ ajoutant ,' observant que j^ zzLy^-zz. 6 , et que le second membre de l'égalité résultante est trois fois la somme des n -— a .premiers nombres triangulaires (4^3), on aura
On voit que le nombre x de pigeons que* le particulier possède au bout de n années , est a: = n + ^^ +^/i \ d'où , en substibiant et déduisant, •
417. QulA nombre x d'hommes y aura-t-il dans une société au bout de n années ? On sait que le fondateur enrôle chaque année un premier membre^ et que pendant chacune des années qui suivent celle de son enrôlement^ chaque premier membre en enrôle' 7, deuxièmes^ chaque deuxième y 3 troisièmes^ et cha^ que troisième^ 4 quatrièmes^ qui n'enrôlent personne.
U est d^abord clair que la société contiendra n premiers membres, au bout de n années. Or, soient x^^ jr^ et z^ les nombres respectifs de deuxièmes, troisièmes et quatrièmes membres contenus dans cette société au bout de v années, et x^ ^^ J'v+i 1 ^v+i ^®* nombres contenus après la (v -j«- 1)*'. Puisque chaque premier membre en enrôle a deuxièmes , les v premiers membres'de la 1;"* année, en enrôleront sv deuxièmes pendant la (v+i)""% et il vient
De même, on aura j-^^^ '=-Tv + ^^v^
et ^^. = ^^ + 4j-^.
Ces équations à indices étant résolues comme celles du problème précédent , ou d'après les méthodes exposées pages 97 et suivantes, des Mélanges d^algèbre , on en déduira
x^ = n{n—\), jr^ = n{n—\){n — i) et z^z=zn{n — i)(n — 2)(r — 3).
Substituant ces valeurs dans x = 1 + n -f- x„ -j-^'n *+" ^n ^^ réduisant, il viendra définitivement
41 8. On pent varier d^un ^and nombre de manières, l^à[lonco du problème que nous venons de résoudre. Par exemple, on peut supposer que le fondateur enrôle chaque année a membres qui , eux-mêmes , enrôlent chacun , pendant chacttne des années sui%fantesy a nonueattx membres^ enrôlant â leur tour chacun a membres , pendant chacune des années qui suivent celle de leur enrôlement ^ et ainsi de suite^ pour chaque membre enrobé. Dans ce cas, si Ton désigne par x^ et ^2/j.i 1^ nombres d^hommes contenus dans la société' après les années v™" et (t/-|-i)™', on aura jc^+i ^= (* + ^) ■''v V ^^^^ 1 ®^ observant que x^ = 1 -|- « , on
Si le fondateur et chiqae membre de la société devait enrôler chaque année un nombre d^hommca égal au rang de cette année, à partir dé Tépoque où la société a comnfencé ; au bout de n ^nnées, le nombre de membres serait 3. 3.4*5. 6*7 ••• (n-{- !}•
On peut encore supposer qiie le fondateur enrôle chaque année un nombre d'hommes égal au rang de cette année , et que chaque homme qu'il a enrôlé une année ^ enrôle à son tour^ un nombre d'hommes égal au rang de cette même année , pendant chacune des années suivantes. Alors au bout de n années, les hommes qui composent la société, sont aunombrede i + i„(„ + ,) |;„(„_,) + 6].
Enfin on peut supposer que le fondateur enrôle chaque année un pre^ m^er membre et que les premiers membres en enrôlent des deuxièmes et ce^/f-ci d'antres , de manière que chaque premier ou deuxième membre enrôlé une année^ enrôle chaque année suivante un nombre de membres égal au rang de l'année de son enKlement, Dans ce cas, au bout de n années , le nombre total x de membres est
x=:i + in(ii+i)[/i(n-.3)+*6].
Des Logarithmes,
419* Dans réquation exponentielle b^zizn^ on sait toujours trouver pour x une valeur exacte ou aussi approchée qu^on le veut (38i), pourvu que 6 et n soient positifs et qu^on ait b ^ ou «^ 1 , jamais 6 =z 1 . Or, si on laisse toujours la même valeur à 6, et qu'ion donne à n successivement toutes les valeurs entières 1, 2, 3, 4i 5, etc., il en résultera autant de valeurs pour x, soit positives , soit négatives. Écrivant ensuite toutes les valeurs de n dans des colonnes , et à côté , les valeurs correspondantes de X, on formera des tables ou un système de logarithmes. La valeur de b^ diaprés laquelle on calcule toutes les valeurs de x^ est la base du système de logarithmes. Enfin, les exposans x, dont les valeurs dépendent de celles des nombres n, sont, pour celte raison , appelés les logarithmes de ces nombres n. Ainsi ,
4^0. Les logarithmes des nombres sont les exposans des puissances auxquelles il faut élever un nombre invariable b, pour obtenir successivement tous ces nombres. Le nombre in^ variable h est la base du système ou des tables de logaritlimes. Par exemple, dans b^zizn^ b est la base des tables et x le logarithme de n,
42 1 . Désormais nous désignerons logarithme de par la lettre initiale / ; et au lieu de a? =: logarithme de n ^ nous écrirons
x.rz: In. Pour indiquer le logarithme du résultat dWe ou de plusieurs opérations , on met ce résultat entre parenthèses , que Ton fait précéder de /. Ainsi l(a^^b) veut dire : logarithme de la différence a — b» Dans tout ce iqui va suivre , la base sera positive et >- 1 .
4^^* ^^'i^ ^out sjrstèmetîe logarithmes^ le logarithme de la base est V unités le logarithme de r unité est zéro^ et le logarithme de zéro est Finfini négatif. En effet , À cause de £» ]> i ,
qui donne t^ i ou è"' < i, on a (è*"')*:::© (296), ou />"•
= o. Et comme £»' = 6 et 6^ =z 1, il s^ensuit que 1 , o et — gd sont les exposans des puissances auxquelles il faut élever la base 6, pour avoir b^ 1 et o ^ donc 1^0 et *— oo sont les logarithmes de b^ i et o (4^o) ; c'est-à-dire qu'on a
i&=z: 1, Zi =e et Zo= — od.
Si b était >< ^i ^^ logarithme de o serait gd.
423. Le logarithme du produit de plusieurs nombres est égal à la somme des logarithmes de ces nombres; et récir proquement*
En effet, soient m, n, p, etc. plusieurs nombres quelconques^ leurs logarithmes sont désignés par /m, 2n, Ip^ etc. Or, ces logarithmes sont les exposans des puissances auxquelles il faut élever la base b pour avoir les nombres m^ n, p^ etc. (4^0) ; on a donc
b^'^^zim, b^''=n, b^P = p, etc.
Multipliant ces équations entre el^es et ayant égard à la règle des exposans (370), on obtiendra
l,lm^ln^lp—j^p^
Mais d'après la définition (4^0) l'exposant /m -|- /n -|- Ip de la puissance à laquelle il faut élever la base b pour avoir le nombre mnp^ est le logarithme de ce nombre \ par conséquent
l (mnp) = /m + Z'» + Ip* 424* Elevant les deux membres de l'équation b^'"z=:m\ à la puissance quelconque v, on aura (368) b^ =im^. Ainsi vlm est l'exposant de la puissance à laquelle il faut élever la base b pour avoir le nombre m^\ donc vlm est le logarithme de ce nombre (4^0)^ c'est-à-dire qu'on a l(Tn^):=Lvlm. D'où l'on voit que le logarithme d'une puissance quelconque d'un nomi^
• ( »89 ) Ire est égal au produit du logarithme de ce nombre multiplié par Texposant de la puissance»
4^5. Soit q le quotient de a par c \ on aura donc ^ =: - et
cqtzza. Prenant les logarithmes des deux membres , on aura
(4îi3) /c + Z^ = Zfl î d'où lq = la^lc et iQ^znla — lc.
Ainsi le logarithme d'un quotient est égal au logarithme du dividende moins le logarithme du diviseur,
436. Soit X la racine v^* de d; on aura x'^=a. Prenant les logarithmes de part et d^autre, il viendra (4^4) '^lxzz:la\ ^o\x
2!r:=— et l{]/a)z=. — Ainsi le logarithme dune racine quelconque d*un nombre est égal au quotient qu^on trouvelsn divisant le logarithme de ce nombre par V exposant de la racine •
4^7. Les quatre prindpes prëcëdens renferment tout le calcul .des logarithmes; ils ont lieu quelle que soit la base h. Mais les logarithmes dont on se sert ordinairement sont ceux dont la base est 10 ; on les nomme logarithmes ordinaires ^ et ils vont seuls nous occuper. Ainsi , le logarithme ordinaire dun nombre est . V exposant de la puissance à laquelle Ufaut élever la base 10 pour avoir ce nombre. De sorte que In étant le logarithme ordinaire du nombre n , on a 10^'^ = n.
428. On sait que io'*=i 1 suivi de n zéros^ donc n est le logarithme ordinaire de 1 suivi de n zéros. Les logarithmes ordinaires des nombres i, 10, 100, 1000, loooo, etc., sont donc o, 1, a, 3, 4<) etc. Quant aux logarithmes ordinaires des nombres compris* entre 1 et 10, entre 10 et ioo, entre 100 et 1000, etc., on peut lés trouver par la résolution des équations exponentielles. Par exemple, x désignant le logarithme ordinaire de a, on aura à résoudre Péquation 10^:1= a. Or, c^esi ce qu'on a déjà fait (384) ; et on a trouvé /a ou x = o,3oio3oo. Les logarithmes ordinaires des autres nombres premiers s'obtiennent d'une manière absolument semblable.
Cette méthode de calcul est fort pénible ; mais elle l'est encore moins que celle employée par les inventeurs des logarithmes. Aussi les tables furent-elles d'abord peu volumineuses. On a trouvé depuis , comme on le verra plus bas , des formules qui conduisent très-promptement aux logarithmes des nombres pre« miers. Quant aux logarithmes des nombres non-premiers on les
obtient par de simples additions^ car, par exemple, /(!2io) = Z(3.7.io) = /3 + /7 + ii/(i6oo)=/(ioô.a*)=a+.4fa,etc. Enfin, il suffit de placer dans les tables des logaritlimes des nombres entiers, puîsqu^avec ces logarithmes, on a facilement ceux des fractions (4^5)* *
429. Connaissant les logarithmes des nombres dans un système dont b est la base, il est facile dVn déduire les logarithmes des mêmes nombres dans un autre système dont c serait la base. En effet, soit n un nombre, x son logarithme. dans le système donne et jr son logarithme dans le système cherché ; on aura donc nzizb^ ci n = c^; d'*où c^zizb'. Prenant de part ^ct d'autre les logarithmes relatifs à la base b^ Ib sera 1 , et Ton aura
j'lc=:xz=zln, ou jrz=:-^=z In X--
Or, j- étant un nombre qui restera toujours le même , quel
que soi{ n , on voit qu^une première table étant déjà formée, si Ton veut en construire une nouvelle , on n^aura qu^à multiplier
les logaritlimes du premier système p^r la quantité constante -r- •
Cette (piantilé constante , qui sert à passer d\me table à une autre, s 'appelle module de la nouvelle table par rapport à Fan* cienne.
430. Soit la proportion géométrique â*2r**c*c2^onen déduit successivement adzizbc^ la -^ Id ziz Ib -{- le et Id :i=. Ib -^-Ic — la\ c'est-à-dire que dans toute proportion géométrique, le logaritlimc d'^un extrême est égal à la somme des logarithmes de deux moyens , moins le logarithme de Tautrc extrême.
43 1. Considérons la progression par quotient
a,aq, aq\ aq^, aq^, ... , aq^' ;
si Ton prend les logaritlimes de ses termes, ces logarithmes.formeront la progression par diflérence que voici :
7a, la + lq, la+^lq, la+ZIq, /a+4/</, ...^la+(n—i)Iq.
D*où Ton voit que quand des nombres sont en progression géométrique, leurs logarithmes sont en progression par di^érence.
Et de là résulte que les logaritlimes sont une suite de nombres en progression arithmétique, qui correspondent, terme à terme, à une autre suite de nombres en progression géométrique.
CTest là prcciscment la définition des logarithmes adoptée par leurs inventeurs', et qu^on retrouve encore dans quelques traités d^Aritlmiclique. Ainsi la définition des logaritluncs, diaprés les exposans, et la définition diaprés les progressions, rentrent Func dans Fautre et n^en font quWe.
De Vusage des tables ordinaires,
43^. L^usage des tables de logarithmes ordinaires suppose plusieurs principes. D^abord, soient m et p deux nombres et /i», Ip leurs logarithmes^ on aura donc b zz.m et b f =/?. Si my>p^ on aura aussi b^^b P^ et par suite /m> Ip (378). D*où il suit que plus un nombre est grande plus son loga^ riihme est grand ; et réciproquement.
433. Les logaritlimes ordinaires sont exprimés en décimales, et renferment une partie entière^ appelée caractéristique^ parce quVllc a toujours une unité de moins que le nombre n''a de diiffrus entiers ; ce qui permet de fixer ce nombre de chînVos , lorsque la caractéristique est donnée, et réciproquement. Par exemple, si la caractéristique a trois unités, le nombre aura quatre chiffres entiers.
En général , soit a un nombre de fi chiffres entiers ; ce nombre sera donc >• 1 suivi de (^n — 1) zéros ou > lo"""*, qui est le moindre nombre de n cliiffres, et a sera <[ 1 suivi de n zéros ou <[ 10", qui a n-J- 1 cliiffres entiers •, on aura donc/i^io'*^' et a<C >o''. Prenant les logarithmes de part et d'autre, il viendra la^n — 1 et /a <C n. Ainsi le logarithme du nombre a, composé de n chiffres entiers , est compris entre n — 1 et n ; ce logarithme n*a donc que n — 1 unités entières ; sa caractéristique est par conséquent n — 1 . Ce qu'ail fallait démontrer.
434. 11 est clair, d'après ce qui précède (4^3 et 4^8), qu'on a /(a.io)n: la + 1, l{a. 100) zr Ztf + ^i ^(<^' 1000) iz: la + 3 , et en général , Z (rt . 1 o'*) zz Za + r. Donc , si Von multiplie un nombre a par 10, par 100, par 1000, e/c, son loga^ rùiane augmentera dei^ n^ 3, etc. unités. Réciproquement, si le logarithme d*un nombre a augme^^te d!e 1 , a, 3, etc. unités^ ce nombre sera multiplié par 10, par 100, par 1000, etc.
435. Prenant le logarithme de chaque quotient (325), il viendra Z(tf •io)rzZa — 1, l{al\oo)z=,la — 2, Z(rt;iooo)=:4i
( 19* ) — 3, et en général, l{a \ icr):nla — r. On voit qpe siFon divise un nombre a. par lo, par loo, par looo, e/c, son logor rithme diminuera de i, a, 3, etc* unités. Réciproquement, si Von diminue <2e i , a, 3, etc. unités le logarithme tTun nombre a, ce nombre sera divisé par lOj par loo, par looo, etc.
Les principes de ce numéro et des deux préccdens n^ont pas lieu dans un autre système ^ et cVst sur-tout ce qui fait préférer les lo'garithmes ordinaires.
436. Les différences des nombres sont entre elles comme les différences de leurs logarithmes. Cette proportion nVst pas rigoureusement exacte ; mais voici comment on peut s^assurer quVllç est vraie par approximation :
En examinant les tables de logarithmes, on voit que quand les nombres consécutifs sont un peu grands, les accroissemens de leurs logarithmes ne dificrent pas dW cent-millième d^unité. £t ces accroissemens seraient encore moins différens, si les nombi:es, au lieu de croître successivement d^une unité, ne croissaient que de la quantité £{ <^ i . Ainsi , en supposant que la totalité des augmentations de chaque nombre ne surpasse pas Punité, on pourra toujours admettre^ sans erreur sensible^ que chaque fois que le nombre croîtra de d, son logarithme croîtra de à': donc , si le nombre a augmente de b fois d ou de c fois <i, son logarithme x augmentera de b fois d' ou de c fois d' ; on aura par conséquent
lazzzx^ l(a + bd) = x + bd! et l(a + cd)=:x + cd'.
Or, bd et cd sont les différences du premier nombre a aux deux autres a-^ bd et â 4- ^^ 9 bd' et cd' sont les différences du premier logarithme x aux deux suivans X'\'bd' et x-f-cd': donc, puisqu'^on a évidemment
bdlcdllbd'lcd',
il s^ensuit que la proportion énoncée est vraie , dHme manière approchée , tant que les nom^brcs sont un peu grands et qu^ils ne diffèrent pas entre eux de plus d^une unité.
437. Nous verrons plus bas, que pour les nombres au-dessus de 1 000 , Terreur de la proportion ne porte jamais sur les millièmes du nombre chcrclié, ni sur les millionièmes du logarithme demandé. Dans ce qui va suivre , nous supposerons entre les mains des élèves , les petites tables composées par Lalaivde ou
celles de M^ Reykavo.- Les tables de Callct seraient préférables ; mais elles sont bcmicoup plus chères.
Etant donné un nombre^ trouver son logarithme
Ce problème présente plusieurs cas particuliers, que nous niions examiner successivement.
Premier cas. Si le nombre proposé est un nombre décimal P'^p\ p étant sa partie entière et p' sa partie décimale \ on observera que les dincTcn<ys p' et i du nombre p aux deux nombres Z'+p' et z^^- I, sont entre elles comme les différences du Jogaritlimc de p aux logaritlimis de /? + A*' et do /t; -f- 1 (436), et que par conséquent ,
Ainsi, pour avoir le logarithme d\m nombre décimal donné, ' il faut ajouter au logarithme de la partie entière , le produit de )a partie décimale par la différence entre le logaritlunc de la partie entière et celui du nombre entier immédiatement supérieur, différence qui est toujours calculée dans les tables. Cest ainsi qu'on aura /(ai'Sg/S) =: ^(^i^g) -}- 0,8 X 0,00020 zr
Seco?(d cas. Comme la règle précédente donne des résultats d^autant plus exacts que les nombres sont plus ^ands, il faudra toujours avancer la virgule d^asser. de rangs vei-s la droite, pour que la partie entière soit Tun des plus grands nombres des tables, et cherclier le logarithme du nombre décimal résultant. Or, en avançant la virgule de trois rangs vers la droite, par exemple, on multiplie le nombre proposé par 1 000 ; son logarithme aug^mente donc de 3 unités (434)^ par conséquent, pour avoir le logarithme demandé, il faut diminuer celui qu^on a trouvé, de trois unités \ c^est-à-dire , d'autant d'imités que la virgule a été avancée de rangs vers la droite. Par ce procédé, on trouve que l(^\,5^) = l(^i5gfil ioo)z=l{2\5c^,8) — 2= i,3344i.
De même, / (0,021 598) =1 Z (2 159,8) — 5 zz: 3,334îi •— 5.
Au lieu de Soustraire le plus petit nombre du plus grand et
'de donner au reste le signe — , il rst préférable* de rendre la
caractéristique seule négative , en retranchant 3 de 5 ; mais pour
indiquer que le reste 2, est négatif, on met le signe — au-dessus
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elnon avant; de sorte qu^on a Z (0,21598) :=: '2,3344 1 = -^ s
Le logarithme d^one fraction ordinaire est aussi négatif, lorsque le dénominateur surpasse le numérateur (4^5). Dans ce cas, pour que la caractéristique soit seule négative, on ajoute au logarithme du numérateur assez d^unités pour que la soustraction indiquée devienne possible, et on retranche le même nombre d^unités du logarithme restant. GV^t ainsi qu^on aura / (^) ==:
137 — ZijSzz: 1,56280 — 2,24304=^ i,325i6.
Troisième cas. Si le nombre proposé surpasse le plus grand des tables, on avancera la virgule d^assez de rangs vers la gauche pour que la partie entière soit Fun des plus grands nombres tabulaires , et on cherchera le logarithme du nombre décimal résultant. Mais en avançant ainsi la virgule de deux rangs vers la gauche, par exemple, on divbe le nombre proposé par 1 00 ; son logarithme diminue donc de deux unités (435) ; par conséquent, pour avoir le logarithme cherché, il faut ajouter à celui ti>ouvé, deux unités ; cVst-à-dire autant d^unités que la virgule a été avancée de rangs vers la gauche. De cette manière on trouve que Z(2i598) = /(2i59,8)+i=4r3344i.
439. Etani donné un logarithme ordinaire^ trouver le nombre qui lui appartient.
Ce problème présente aussi plusieurs cas à examiner. '
Pbemiea cas. Si Ton ne trouve dans les tables que les premiers chiflres du logarithme donné 2n, le nombre coirespondant n sera compris «ntre les deux nombres entiers consécutifs p et p -)- 1-, le premier ayant un logarithme plus petit que le logarithme donné Z/i, et le second un logarithme plus grand. Or, les différences n •— p et 1 du nombre p aux deux it et p -{- i , sont entre elles comme les différences du logarithme de p à ceux de n et de /? -|- 1 (436) ; donc on a la proportion
n—p:i::in—ip:i(p+i)^ip^
d, , , In — Ip 'ou n = 17 + TZ -^
Cette formule fait voir que, pour trouver le nombre qui correspond à un logarithme ^donné , dont les derniers chiffres ne «ont pas dans les tables , il faut prendre le nombre appartenant au logarithme immédiatement inférieur, et ajouter à ce «ombre
( «95 ) la fracllûn ayant pour numérateur, la différence entre le logarithme donne et celui qui est immédiatement plus petit dans les tables, et pour dénominateur, la différence des logarithmes tabulaires qui comprennent le proposé. CVst ainsi qu^on aura le nombre correspondant au logarithme 3,4^936 : on verra que ce logarithme tombe entre 3,4^^4 ^' ^r4^^i T^ sontles logarithmes de 2879 et a88o ; et on en conclura que le nombre cherché est 28797I où 2679,8.
Second cas. Comme la règle précédente donne des résultats datant plus exacts que les nombres sont plus grands, il faudra toujours ajouter assez d'^unités à la caractéristique du logarithme donné , pour qu^elle soit la plus grande des tables , et chercher le nombre correspondant au nouveau logarithme. Or, en ajoutant, par exemple, 4 unités au logarithme donné, on multiplie le nombre correspondant par loooo (434)^ on aura donc le nombre demandé en divisant le nombre trouvé par 10000; ce qui se fait en avançant la virgule de quatre rangs vers la gauche; c^est-à-dii^e d^autant de rangs qu'ion a ajouté d^unités à la caractéristique du logarithme proposé. Par ex., si ih = 0,86784) on ajoutera 3 unités à la caractéristique, et Ton trouvera, conune au numéro précédent, que le nombre correspondant au nouveau logarithme 3,86784 est 7376,3. Par conséquent le nombre cherché 11^1:7,3763. Si Ton avait /nz= 2,86784, on en déduirait n z= 0,073763.
Enfin, si Ton a /h = — 0,82074, on ajoutera 4 unités et on effectuera la soustraction , ce qui donnera 3, 1 7926 = / ( 1 5 1 1 ) ; le nombre cherché est donc n = o, i5i 1 .
Troisième cas. Si la caractéristique excède la plus grande des tables, on en soustraira assez d^unités pour qu^'eUe lui soit égale , puis on cherchera le nombre correspondant au nouveau logarithme. Or, en ôtant ainsi 2 unités du logarithme donné //i, on divise le nombre n par 100 (435) ; on aura donc ce nombre n en multipliant le nombre trouvé par 100; ce qui se fera en avançant la virgule de deux rangs vers la droite ; c^est-à-dire d^Qutant de rangs qu^on a ôté d^unités de la caractéristique. Diaprés ce procédé , on trouve que si In = ^f/l'jS^Q , on aura 71 = 29963. En effet, il est clair que /ii = 4r47^59 =13,47659 + 1 = /(2996,3) -f ho = /(3996,3 X 10) = /(29963).
44o- Il est d^usage de réduire en décimales la fraction qu^il
faut joindre au nombre tabulaire pour avoir celui que Ton cherche. Mais alors, en se servant des tables de LalAnde, on ne doit pousser Topération que jusqiiWx^ dixièmes , parce que c^est lé seul chiffre décimal dont on soit sur. En eifet , on voit dans les .tables de Gallet, que quand les nombres surpassent 4o ou 5o mille, les logarithmes consécutifs ce diffèrent pas d'aune demiunité décihialc du 5"* ordre ; et par conséquent , si les tables employées n^ont que cinq décimales, il arrivera nécessairement ^e plusieurs nombres consécutifs au-dessus de Soooo auront le même logarithme. Si donc ce logarithme était donné, on ne serait pas sûr, avec ces tables, de trouver le nombre correspondant à moins d^une unité près. En général , lor;squ^on cherche le nombre qui correspond à un logarithme , on nVst pas sur de f avoir à moins d^une ^inité près , quand ce nombre doit 'être composé d'^autant de chiffres qu'ail jr a de décimales dans le logarithme donné.
44 >• ^^ appeOe logarithme limite relatif k une table, le plus grand de tous ceux qui font trouver les nombres correspondans à moins d^une nnitd prés ^ de manière que pour les logarithmes supérieurs, on ne serait pas certain, en gênerai, d^avoir Je nombre à ce degré d''cxactitude.
On voit que le logarithme limite peut avoir plusieurs. valeurs. Mais comme on sait de me'moire que 0/3oio3oo''cst le logarithme de a, on est convenu de former le logarithme limite en prenant deux, fois celui de a, plus autant d^unités moins une qu^il y a de décimales dans ce logarithme. Ainsi pour les tables de Lalande, le logarithme limite est 4/6o2o6; qui répond au nombre 4oooo. Pour les tables à 6 décimales, le logarithme limite est 5,6oao6o , et pour celles de Callet il est 6|6oa6oo. Au delà de cette limite on ne peut plus compter en général, à moins d^unc unité, sur le nombre trouvé, quoique Ton puisse encore y compter pour quel* ^ues nombres.
44^.* Le résultat de faddition et de la soustraction de plusieurs logarithmes peut s^obtenir par une seule addition, à faide des complémens arithmétiques. On .appelle complément arithmétique dVn lo^rithme, co qu^il faut ajouter à ce logarithme pour avoir lo unités entières; en d^autres termes, t^'est le reste qu'*on obtient en soustrayant le logarithme proposé de lOtf
On trouve le complément arithmétique , en retranchant le pjemier chiffre à droite de lo, s''il est significatif, et tous les autres de 9. Ce cdtadplémént peut donc être formé, pour ainsi dire, diaprés Tinspection •du logarithme, ou diaprés sa dictée. •
Cela posé , voici Pùsage des complémens arithmétiques* Soit lx-=.la — |-M — Ic^^^ld — /<?, cl désignons, pour abréger, par Vc le complément
arithmétique de tc^ et ainsi des autres; nous aurons e'videmmeut, à càus« de/c=io — /'c, etc., Ix =z la -^ Ib — (lo — Pc) — (lo — Vd) -^ (10 — /'e)î d'oix /x == /a + /i + /'c + /'d + /'tf — '3o.
- De sorte que pour a*foir le logarithme cherché ^ il faut faire la somme des logarithmes additifs et des complémcns des logarithmes soustractfs^ puis retrancher de cette somme autant de fois lo qu'on d pris de com^ pUmens,
Diaprés cette régie, la proportion $7 \ aSg ; ! 497 • '1 donnsmt lx:=s. /a59 ^- /497 — r'37 ; on en déduira
Ix = /a59 + /497 + VI') — 10 = a;4i33o + a,6g636 4-
8^43^8® — 10 = 3,5414^* D'où jr = 3479fi) à 0;i prés.
443. Nous devons faire observer que, comme on n'a consfdcré et calculé dans les tables , que les logariUime$ des nombres absolus , il n'y a pas lieu h chercher le logarithme d'un tnonome soustractif. Cependant, le logarithme d'une quantité négative peut exister ; cai* si la base est 9 , le logaritlune de — 3 sera ~ ; et si la base était 64 ^ le logaritlime de — 3^ serait g. Lors donc qu'on sera conduit à une expression négative , on ne pourra en trouver la valeur numérique à l'aide des logarithmes , qu'apr& avoir fait disparaître le signe -;-. Et comme une expressioi» négative désigne une impossibilité (i5i), il en sera de même du logaintliilie d'une quantité négative.
Application de la théorie des logarithmes.
444* ^^^ logaritluncs abrègent tellement le calcul des nombres , que par leur moyen les multiplications , les divisions , le»élévations aux puissances et les extractions de racines , se changent respectivement en additions, soustractions, multipljcations^ et divisions très-simples. Aussi fait-ou un grand usage des logarithmes , quoique leur emploi ne soit indispensable que quand l'inconnue fait partie des exposans. Par exemple, si l'on a
2867a p/ifiJoaS
^■^ 675 lK:1o88 '
on prendra les logarithmes de part et d'autre , et on aura
Ix = 7^8672 + i /i 64025 — 7675 — I /74088 ,
ou ixzz: 2,6i236; d''où x:zz/^og,6.
Cette valeur est exacte , comme on peut le vérifier en décomposant les nombres proposés dans letus facteurs premiers.
44^* Opérant par logarithmes, on yen*a que, dans les deux expressions ,
7» r ^^ ' ^ -^ 1/576 i>^a43 . aia?
on a :r = 3921,25 et ^ = 168, valeurs exactes.
446. Le logarithme de adtib n^est pas la^izlb* En général , les logarithmes n^abrégent le calcul d'une expression numérique, qu'^autant que cette expression peut se décomposer en facteurs ; il faudra donc toujours tâcher d'effectuer cette^ décomposition. Et c'^ à quoi Ton parviendra le plus souvent, à Paide diUnconr nues auxiliaires. Par exemple , si Ton a
(2a'— h^c + 4c') x^id'b — hc* ;
on en déduira d'abord
[2a' — c (b 4- 2c)(6 — 2c)] xz=:b(a + c) (a — c).
Ensuite , si Ton pose c(6 + 2c) (b — 2c) =: 2a^u , il viendra
2û'(tf — u)x=: b(a']'c)(a — c). ^
La valeur de u pouvant se calculer aisément par logarithmes, il en sera de même dç celle de x.
De même, si Ton avait à calculer par logarillmics,^ les valeurs de x, j^, ^, dans les trois équations
x^=za^+b\ x = {!^^—^^T ^t (a^— i*)^ = (a'+0''; la première de ces équations donnerait
t*=znab et x' = (fl + è4-^)(û + è — «);
et l'on décomposerait les deux autres équations en facteurs, d'une manière analogue.
447* La résolution des équations exponentielles s^opère facilement par logarithmes , pourvu que ces équations puissent se décomposer en facteurs , ou bien se ramener à Tune des formes
pa^'pzq, ^a"**'' = fc*'^ a^zzzpb'"^, a"^-" — pb''\ etc. Par exemple, si on a a'*+ c^'= 2a»^"*", on en déduira
}x ^ax
= a''(2fl — 1).
Prenant les logaiûthme^ des deux membres , on obtiendra
3j:Zc=: 2arfa-4-/(2a— 1), équation du premier degré en x.
C '99 ) Pour avoir la valeur de x dans Féquatioty
< = t p/ ^-^)"_ atc, on posera y = jp/^-^)". Si Pou avait a^ =ia ya'b {\/aVf , on en déduirait '
équation du second degré,, qu^on sait résoudre.
Si Téquation à résoudre était double exponentielle^ comme
a =c, on en tirerait d^abord b^lw^ilc^ b'^zj-zizd^ et
la
ensuite xlb =: Id, On traite de même les équations triples e%r ponentielles.
On peut s^exèrcer à résoudre par logarithmes , les équations que voici :
ii*'-^z=i33i; |?^è^'-' = a^'.3''-»5 (i/S^y^Li^-^
et a7.3'*-3'=(^T^.
448- Trouver la somme à rendre au bout de n années^ pour une somme a qu^on vient d'emprunter. L'intérêt annuel de i est r, et Von a égard aux intérêts des intérêts.
Il est clair que i'^ au commencement de Tannée, vaut à la fin 1 -f- r. Soit b cette valeur, ou ^ = i -|- '^ • puisque i^ vaut ir, a vaudra a» fois b ou ab, D^où il suit que la somme à rendre an bout de Vannée s'obtient en multipliant le capital de cette année par b. Mais les intérêts étant composés, la somme à rendre à la fin de chaque année est le capital de Tannée suivante ; par conséquent, le capital de la première année étant a, les sommes à rendre au bout des années i'*, a*, 3*,. ..., n™*, seront ab , â/»*, al?^ . . . , ab^. Si donc S désigne la somme à rendre au bout de la n™* année , on aura S = ab^.
Prenant les logarithmes de part et d^autre, cette formule con* duit aux quatre suivantes :
IS = fa + n», la=lS — nlb,
lb:=z
IS^la
et nziz
/S— Jtf Ib
Ces quatre formules résolvent quatre problèmes généraux ^ dont voici des cas particuliers : i** Trouver ce que deviendr»
C *oo ) la somme 876^, prêtée à 6 p. f par an , pendant 20 ans ,. les in« téréts étant composes. (R. i2o5*^, 88.)
a^ Quelle somme devrait-on pr(;ter pendant 25 ans, à 5 p. ^100, pour recevoir 3386^, tant en capital qu'^inléréts composés!' (R. 1000^.)
3* A combien p. 100 par an devrait-on prêter 1 Soo*^ pendant 3 ans. pour recevoir 2592*^, tant en capital qu'^intérêts composés!' (R. à 20.).
4*''Pendant combien d^années doit-on placer une somme a^ à intérêts composés , à 3 et à 10 pour 1 00 par an , pour recevoir lat (R. Pendant i4 ans 76 joui*s, à 5, et pendant 7 ans 93 jours, à 10.)
449* Une personne doit une somme a, et demande combien elle doit payer au bout de chaque année ^ pour qu après n an» néeSy elle ait acquitté sa dette avec les intérêts composés pen^ dant ce temps. L'intérêt annuel de 1 est r.
Soit X la somme à payer au bout de cluujue année et b la valeur annuelle 1 -}- r de l '^ : il est clair que la somme x^ payée à la fin de la v"** année , reste n — v années chez le prêteur, et y vaut, au bout de la /i"*, xt""^ (44^)* Prenant dans cette valeur, successivement 1;= 1, 2, 3, 4i •••<« n^ on aura successivement les valeurs , au bout de la n"** aimée , des sommes x payées à la fin des années i*^*, 2% 3% 4*i ••• ii°"; ces valeurs sont donc
a&"-', xb''-^ xb"^, xV'-^, ..., xb"" ou X. Or, la somme de ces valeiu^ doit former aJ'*, qui est ce que. vaut la dette a après n années (44^)* -^^^ ^^ somme des mêmes valeurs, prises à rebours, est une progression géométi*ique dont le premier terme est x, le dernier jffc""' et la raison ^; on a donc (398) ;^^,i,„ ...(.)'.
Posant j'=ri''==:(i-}-r)'*, et prenant les logarithmes de part et d'autre , on aura
/r = n/(i+r) et lx^ = l(ar) + lj-^l(j-—i) ...(7)
Par ex., si tf = 864'^, rmo^oS ou flr=:::43,2o et n=::i5, on trouvera x = 83,2529 ou simplement x = 83*^; 25.
Pour trouver /i , on a les deux Ibrmules
/>-=:/i/(i + r) et la=zlx'r\'l(y-^i)—lx-^lr.
( aoi ) Par exemple, fi /i^=:3, x=: i33i et r = o,i, on aura a=- 33io.
Enfin, si Ton veut avoir /t^ Tëquation (i) donnera d^aLord
X ' . ^ — /(x — ar)
(i + r)^ = , puis n = — ,, , , — ••
Lorsque x < ûr, x — ar est négatif et la formule conduit à prendre le logaritlime d^un monôme négatif; ce qui ne saurait avoir lieu , puisque les tables ne renferment que les logaritLmei des nombres. Celte circonstance fait soupçonner une impossibilité lorsque x <^ar om que x<^a{b — i ).
Et en effet , on voit qu'^alors le premier membre de Téquation ( 1 ) est moindre que le second ; cettp équation est donc impossible , ainsi que le problème qui Ta fournie.
450. Trouver quelle somme S un débiteur redevra après n années , s* il paye x au bout de chaque année sur une somme a qu*il vient d'emprunter ? U intérêt annuel de i est r, et Von a égard aux intérêts des intérêts,
U est clair , d'après le problème précédent , qu^on ama S =z ût« — - (i'»— i), t zn 1 -f r.
Si le débiteur, au lieu de payer x^ au bout de chaque année, empruntait au contraire x^^ x deviendrait — x dans la formule précédente. Suivant que cette formule donnera S positif, nul ou négatif, le débiteur redevra, se sera acquitté, où on lui redevra.
45 1. Un particulier qui^ pendant n années^ a placé une somme a au commencement de chaque année , veut se faire rembourser ce qui lui est dd à la fin de la n**, en m paiemens égaux , effectués au commencement de ahacune des m années qui suivent la n"**. On demande la valeur x de chaque rem* bour sèment.
Il est clair que la somme des valeurs des n placemens , an bout de la ( n -{- m )*• année , doit être égale à la somme des valeurs des m rembourscmens , à la même époque : on a donc Péquatiou
De cette équation , où 6 = 1 -f- r, on tire
( 2oa Jf'
S! tf = 131700, n = a, 111 = 3 et r = o,i, on aura x = 195557.
' Faisant successivement mz=:n et m =: 00 , on aura successivement ^ — ab^ et a: =^ (fc'* — 1 ).
453. Vn particulier^ âgé de m années^ place une somme a' en rente viagère. On demande la valeur x de cette rente^ dans rhjrpothèse que ce particulier doit encore vivre n années. Dans ce problème , il s^agit de rembourser la sonune a et ses intérêts composés en h paîemens égaux effectués à la fin de chaque année ; chaque paiement sera la valeur x de la rente viagère. On aura x par la formule (2) du n° 449*
Lorsqu^un homme place une somme a en rente viagère ^ il ' ignore <:ombien il a encore d^annécs à vivre ; mais oti détermine ce nombre n au moyen de la table de mortalité que voici :
o. 5.io.i5.ao.a5.3o.35.4o*45.5o.55.6o.65.7o.75.8o.85 ans. i5.43*4i*37.35.3i. 39.37. a4.ao.i8.i4*i3*io. 8. 5. 4* 3.
Dans cette table on a mis sous chaque Âge, le temps qui reste à vivre, diaprés les prohabilités. Cette table n^est applicable qu^à un grand nombre d^individus , parce que les uns gagnent , en durée de la vie ce que les autres perdent. Par exemple , les probabilités indiquent qu^une personne âgée de 45 ans, a encore ao ans à vivre ; pour déterminer le taux de la rente viagère qui correspond à cette probabihté, on fait a=. 100, ra = ao et r= o,o5 dans la formule (a), et on trouve x=8; de sorte que la rente viagère est à 8 p. |.
453. Quelle somme doit-on placer à présent, pour retirer pendant 13 ans et à la fin de chaque année une somme de 1 5oo^, de manière à «kre remboursé du capital et de ses intérêts composés au bout de ces 13 années, Targent étant à 7^|5o par an? (R. 11602,91.)
Quelle somme doit-on donner au bout de chaque aunée, pour acquitter en 10 ans une dette de 14000^, avec ses intérêts composés pendant ces 10 ans, Pargent étant à 5 pour 100 par an? (R. 181 3^.)
Un particulier qui doit 33 10^, voudrait s^acquitter en donnant i33i^ au bout de chaque année. A quelle époque ne dcvra-t-il plus rien? L^argent étant à 10 p. -^ et les intérêts étant composés, (R. Dans 3 ans.)
Une population augmente chaque année de I9 100* partie de ce qu'oeil» était Tannée précédente; combien faudrait-il encora d^années pour qu^elle fut 10 fois plus grande? (R. a3i, environ.)
Des arrangemens et des combinaisons. >
454- Lorsque des expressions, sommes ou produits, sont composées de lettres semblables ou différentes, placées dans divers ordres , chacun de ces assemblages est appelé un arrangement des lettres qui le composent ; mais si Tune au moins de ces lettres est diflérente dans chaque expression et qu^on n^ait pas égard aux rangs des lettres, ces expressions se nonmient des combinai^ sons. Ainsi trois lettres â, /», c, ajoutées a à a, donnent les six arrangemens a-^- b^ fc + fl, a-^- c^ c-f-^i ^ + ^1 ^' + ^1 et seulement les trois combinaisons a -{-b^ ^ *|- ^1 b -{- c. Les mêmes lettres multipliées 3 à 3, donnent les six arrangemens oa permutations abc^ bac^ acb^ cab^ bca^ cba^ et seulement la combinaison abc.
On distingue les permutations des arrangemens^ en ce qu^on réserve le premier nom aux arrangemens de p lettres entre elles, ou p k p : mais cette distinction est fort peu utile.
455. Trouver le nombre x^ de tous les arrangemens diffé» rens que Von peut former avec m lettres^ prises n ^ n.
Soient x^ et x^,^ les nombres respectifs de tous les arrangemens différens que Ton peut former avec m lettres , placées v à V e\. V '\- i àv-f-i- Si Ton prend Tun des arrangemens de v lettres , et qu^on écrive à sa droite, successivement chacune des m — V lettres restantes, on formera m — v arrangemens différens de i; -f* > lettres : et si Ton agit de même pour chacun de x^ arrangemens différens de v lettres, on aura à chaque fois m — v arrangemens différens àtv-\'\ lettres ; donc en tout , on aura (m — v)^v arrangemens àev-\-\ lettres : or, ces arrangemens diffèrent tous ; car si deux d^entre eux étaient égaux à cdef.,. ab^ on aurait écrit deux fois de suite la même lettre b à c6te.de Parrangement cdef..* aàev lettres ; ce qui est contre Thypothèse : les même» arrangemens sont tous ceux qu^on peut former avec m lettres , prises v-\-\kv-\'\\ car si un arrangement , tel que defg ... ck^ ne s'y trouvait pas, il faudrait qu^on eût oublié d^écrire la lettre A à la droite de Parrangement defg ...c de V lettres \ ce qui est encore contre lliypothcse. Donc réellement, (m — v)x^ est le nombre x^, ^ de tous les arrangemens différens que Ton peut former avec m lettres , placées 1; -|- 1 à t; + 1 , et Ton a ^^^^ = (m— v) x^.
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Faisant successivement 1;= i,a,3,4s*-*^'> — M multipliant entie elles les n — 1 équations résultantes , supprimant les facteurs communs aux deux membres et observant que m lettres , prises 1 à 1, donnent m arrangemens différens d^uue lettre^ d^où j:^ = 171 , il viendra
x^z=:m(mT-i)(m — 2) (m — 3) ... (m — n-f" 0*
Ainsi le nombre de tous les arrangemens différens que Ton peut former avec m choses, en les plaçant n à n, est égal au^ nombre m multiplié par le produit de tous les n — 1 nombres^ entiers inunédiatement inférieurs à m.
Diaprés cela, les nombres de tous les an*angemens différens de m lettres, prises 2à2,3à3, 4^4i ^^^' -î' ^^^^ respectivement : m (m — 1), m (m — i)(m — 2), m(jn — i)(m— 2)(m — 3), etc.
456. Déterminer le nombre y^ de toutes les combinaisons différentes que Von peut former avec m lettres^ en les plaçant nàn.
Si dans chaque combinaison de n lettres, on aiTange ces lettres n à n, on aura, diaprés ce qui précède (4^5), n(/i — 1) (1^ — 2) ...2.1 arrangemens différens, pour chaque combinaison de 71 lettres ; donc , pour les r^ combinaisons, on aura 1 . 2 . 3 . . . (71 — 1 ) nj-^ arrangemens. Or, puisque toutes les r„ combinaisons diffèrent au moins d^une lettre, le même arrangement n^cst pas répété dans tous ceux qu^on vient de former : de plus , on ne saurait en former d^autres ^ car chaque nouvel arrangement ne pourrait renfermer que n des tti lettres proposées^ il se trouverait donc avoir précisément les mêmes lettres que Tune des jr^ combinaisons, et serait par conséquent Pun des arrangemens fournis par cette combinaison. D^ôù il suit que le nombre de tous les arrangemens différens que Ton peut former avec m lettres, prises 7rti7i, est 1 .2.3 ... (n — i)njr^ : et puisque ce nombre est aussi 7n(7n — 1)(77» — 2)...(77i — n-f-i), (4^^)i ^^ ^° résulte
m (m — 1) (jw — a) ... (m — n-^i) ^^
* Ainsi pour avoir le nombre de toutes les combinaisons différentes que Ton peut former avec 771 lettres , prises 71 à rt , il faut multiplier le nombre tti par le produit de tous les ti — 1 nombres entiers immédiatement inférieurs à tti, puis diviser le produit par celui de tous les nombres entiers , depuis 1 jusqu'^à n , inclusivement.
C ao5 ) .
D'^après cette rcglc , les nombres de combinaisons différentes (sommes ou produits), qu'on peut former avec m lettres, prises aà2, 3à3, 4^4i ^^^'^ ^^^^ respectivement : m (m — i) m (m — \) (rn — a) m (m — i)(m — 2) (m — 3) i.a 1.31.3 i.a.3.4
On a r --- ^(^"0 C^-^) -' (^"A^H
Si n>/7, tous les facteprs de j- entreront dans j*„, qui pourra cons<!quemment s'écrire conuiic il suit :
.n—J-pX (^ + ,)(^^.,) ... ^
Prenons pzzzm — n ; alors les facteurs du numérateur de la fraction qui multiplie^-, pris dans Tordre inverse, seront. tous «gaux à ceux du dénominateur \ cette fraction se réduira donc à Tunilë , cl il viendra
J'n'--Xp ^^ yn^-'J'm^n î c*esl-â-dire que m lettres^ prises n à n , donnent le même nomhre de combinaisons que 'ces m lettres^ prises m — n à m — n. Ce principe sert à rendre plus faciles les calculs des nombres de combinaisons \ car s'il fallait trouver le nombre de tous les résultats fournis par 20 lettres, combinées 17 à 17, il serait beaucoup plus simple de chercher le nombre de résultats que donnent ces 20 lettres, combinées 3 à 3, nombre qui est le même que l'autre et qui se réduit à i i4o.
459. Il est aisé àt s^assurer que le nombre de combinaisons de m-f- 1 , lettres, prises n à n, est e'gal à la somme des nombres de combinaisons de m leUres, prises n à n et n — '1 à /i — 1 .
460. Parmi les m lettres proposées, on peut en désigner m', et chercher le nombre x des combinaisons n à n , dont chacune renferme précisément n^ des lettres désignées.
( so6 )
Pour abr^er, représentons par [m C n^ le nombre de tontes les com^ binaisons de m lettres, n à /i. Cela pose, on observe que chacune des combinaisons cherchées contient n lettres , dont n' sont prises parmi les mf lettres désigne'es et les n-— n' autres parmi les m^^mf non dësignécs. Opi^rant donc toutes les y combinaisons des mf lettres , n' à n\ et les z combinaisons des m — mf lettres , n — nf an — n'^ on aura
y=[wi'Cn'] et z=:[(»i — m')C(n — n')].
A la droite de chacune des combinaisons de mf lettres , /i' à n', écrirons chacune des combinaisons de m — mf lettres, n — nf à n — n'; alor^, comme chaque combinaison de mf lettres, n' à n', en fournira 2, /i à n, contenant chacune nf lettres d(»ignées; les f combinaisons, n' à n', en fourniront yz , n à ra , contenant chacune nf des m' lettres dÀign«ïes« Toutes ces combinaisons différent évidemment, et on ne saurait en trou-> Ver d^autres de n lettres, contenant chacune n' des lettres désignées : car chaque nouvelle combinaison de cette espèce, qu^on voudrait former, devant contenir n^ des mf lettres désignées, serait la combinaison de n lettres fournie par la combinaison de ces n^ lettres. Ainsi on a x '=.yz ,
ou x=:[m'Cn'] X [(m — w')C(/i — n')],
46 !• Cette formule résout les cinq problèmes particuliers que voici :
l» Dans combien de combinaisons entre la lettre at Alors ni'=fi'=:i
et xr=:[(m — i)C(n — 1)3* Par exemple, 10 lettres se combinent 4^4
de 210 façons, dont 84 contiennent a.
1^ Combien de combinaisons contiennent a sans h t\h sans af m'^a,
ii'=i et x=a X [(m — a) C {n — i)]. Des aïo combinaisons de 10
lettres 4 à 4 1 il ^n ^^ ^ 1 3 qui contiennent a sans h tKh sans a.
3® Combien y a-t-il de combinaisons renfermant a tx h ensemble ?
m'=:»'==a et x= [(m — a) C (n — a)]. Dans notre exemple, il y t
a8 combinaisons contenant a et h*
4^ Combien y a-t-il de combinaisons ne contenant ni a, ni 5 T m'=:a et »'*=:;: o ; d^où x= [(m -•- a) C n]. U j a ^o combinaisons de 10 lettres 4^4) ^^ ^ °^ ^*
. 5*^ Sur les combinaisons de m lettres n à n , combien en est-il qui contiennent deux des trois lettres a, 5, c? m'=3, n' = a et x=:3x [("* — 3) C (n — a)]. Voje* le vol. Il du Cours de Mathématiques pures de M. FluiiCQEUK , a* édition.
De la formation des puissances des poljmomes.
463. Occupons-nous d^abord des puissances des binômes, et observons que , pour mieux coonaitre la composition de ces puissances , il est nécessaire d'empocher les réductions qui proviennent de Tégalité des facteurs. Or, c^est à quoi Ton parvien-
( ao7 ) dra en multipliant entre eux plusieurs binômes qui niaient que le premier terme de commun, tels que x+^i ^+^1 ^+^1 etc.
En effet , si Ton effectue ces multiplications et qu'ion réum'sse en un seul tous les multiplicateurs d^une même puissance de x, on trouvera :
(x-fa) (jc+^) = X» + (a + A) X -f a* ;
(x+a)(x+&)(x-fc)=x5 + (a+*-fc)x» + (a5+ac+^)x4-a*c; (x+a)(x + *)(x-H:)(x + ££)=:x* + (a4-« + c + d)x3 + (ah'^ac-^ad-\'bc'-\-hd-\-cd)x^-\'labc'\-abd-\'acd»\'6cd)x + nbcd^
et ainsi de. suite. Mais sans continuer plus loin ces produits^ on peut déjà reconnaître la loi de leur formation \ et en général , on voit que,
Si Ton multiplie entre eux m binômes dont le premier terme X est commun, tels que ar-f-^i ^-f-^^ ^ + ^1 or + rf, etc., et qu^on réimisse en un seul tous les multiplicateurs d^une même puissance de x, on obtiendra im produit de m -)- 1 termes. Dans le premier, x aura un exposant m égal au nombre de binômes ;* et cet exposant diminuera successivement d^une unité, jusqu^aii dernier terme, où il sera zéro. Le coelEcient de x, dans le premier terme du produit, sera Tunité ; dans le second, il sera la somme des m seconds termes des binômes ; dans le troisième , la somme de tous les produits des m seconds termes combinés a à 2 ; dans le quatrième , la somme de tous les produits des m seconds termes combinés 3 à 3 ; et ainsi de suite , jusqu^au dernier terme, lOÙ x° aura pour coefficient le produit des m seconds termes des binômes.
De sorte que le produit des m binômes proposés , peut être représenté par
x^ + Ax^' + Bx'^+Cx^^ 4. ...
+ Blr^''+' + Nx^'»-! h Zx^
Multipliant ce produit par un nouveau binôme x-|- ^, on obtiendra ,
ar^ + (^k^h)x^ + (B + Ah)x^' + ^C + Bh)x'"-^ -I KN + Mh) x^«+' ^ 1- Zhx\
Ce nouveau produit ayant m -f- 1 facteurs binômes x-f-^f, x+fc, x + c, a:+£f, ..., x+^, x+A, on voit que les exposaos de x suivent la loi énoncée. Mais les coefBciens de x
suivent aussi , dans ce produit -, ta même loi que dans le précédent. En effet,
i"* A étant la somme des seconds termes des m premiers binômes, k^ h sera la somme des m -{~ i seconds termes de ces binômes et du» nouveau x -{- h»
^^ A étant la somme des m premiers seconds termes, Ah sera la somme de tous les produits des m -{- i seconds termes , combinés 2 à 2 , où ^ se trouve : mais déjà B est la somme de tous les produits des m -(- i seconds termes , combinés a à 2 , où A n^entre pas ; donc B -|- A^ est la somme de tous les produits des m 4- 1 seconds termes, combinés 2 à 2.
3" B étant la somme de tous les produits différens des m seconds termes , combinés 2 à 2 , BA sera la somme de tous les produits des m -f- 1 seconds termes, combinés 3 à 3, où A se trouve. Mais déjà C est la somme de tous les produits différens des m -(- 1 seconds termes , combinés 3 à 3 , oh h n^entre pas ; donc C 4" BA est la somme de tous les produits des m '-{- 1 seconds termes, combinés 3 à 3.
4° En général , M étant la somme de tous les produits des m premiers seconds termes , combinés n — 1 à w — 1 , MA sera la somme de tous les produits des m-|-i seconds termes,' combinés nkriy où A se trouve. Mais N est la s^omme de tous les produits des m 4" 1 seconds termes, combinés n k n^ où An^entre pas; donc N 4- MA est la sonune de tous les produits des m -}- 1 s<^' conds termes, combinés n k n. ^
5^ Enfin , Z étant le produit des m premiers seconds termes , Zh sera le produit des m -f- 1 seconds termes des binômes.
On voit donc , que si la loi énoncée, pour les exposans et, les coefficicns de x , est vraie dans un produit de m binômes , elle sera vraie aussi pour un produit de m -f- 1 binômes. Or, cette loi est démontrée pour un produit de 4 binômes \ elle est donc aussi démontrée pour un produit de 5 binômes. Etant vraie pour un produit de 5 binômes, elle le sera donc encore pour le produit de 6 binômes , et par conséquent pour le produit de 7 binômes, de 8, de 9, et en général , pour le produit d^un nom- . bre quelconque de binômes.
463. Au moyen de cette loi , il est aise de trouver la formule pour calculer une puissance quelconque d^un binôme. En effet,
siq>posoiis qa^n y ait m facteurs égaux entre eux et à x^ a\ leur produit sera donc (x -{- â)'"i et Ton aura d^abord
Mx^«+* + Na^'*H h Z.
Le coefficient A du second terme, étant la somme de m lettres égales à a , sera ma. Le coefficient B du troisième terme étant la somme de tous les produits de m lettres égales à a, combinées
a à 2 , renfermera , conmie on Ta vu (456) , produits :
et comme tous ces produits sont égaux à a*, il s^ensuit que
B =: IL^^lZltla'.
Le coefficient C du quatrième terme, étant la somme de tous les produits difiërens de m lettres égales à a, combinées 3 à 3,
contiendra ^^-r produits (456) : et puisque tous ces
produits sont égaux à a^, il en résulte que € = — ^^^ — ^^ "" 'a^.
En général, le coefficient M du n^* terme, étant la somme de tous les produits de m lettres égales à a^ combinées n— 1 à
n-^ 1 , c^mermera — i ^ r^ — =7 r — -. ou P produits,
tous égaux ka^^* (456), et on aura M=Pa'*'~\ De même, le coefficient N du (n + 1 )"• terme , sera N = P'"""^"^^'a^
Enfin , le dernier terme Z, étant le produit de m lettres égales k a , sera a"*. On a par conséquent la formule
(^x + ay^=zj^ + fnax^' + '!^^^^^ m(m-i)(m-3)^3y^_^^ . .4. Pa»-'a^«+'+ plIlZ^a^X^"^
Dans cette formule , P 21- cl^jp^^ est le terme qui en a
n avant lui : c^est le terme général ^ pubquVn 7 faisant successivement n= 1, a, 3, 4<) *'"> ^t ^^ e^ déduit successivement les termes a', 3', 4*1 5', ... , ( m+ 1)*' -, et il fout bien remarqoer que la formule n'a jamais que m + 1 termes.
464* Le terme général étant comparé au terme précédent, fiût voir que , pour passer d^ un terme quelconque de la valeur de (x-f-iiy^, à celui qui le suit immédiatement , il faut multi'
ALOÙAE. l4
( «ïo ) pUer le coefficient au terme donné par V exposant de x dans ce même terme; diviser le produit par le rang de ce terme / puis augmenter de i Vexposant de sl^ et diminuer de i celui deTLi le résultat sera le terme cherché,
CVst dans cette loi que consiste principalement le binôme de Newton : elle sert à développer une puissance particulière, sans qu^on soit même obligé d'^avoir recours à la formule générale. Par exemple , si l'on veut trouver , diaprés cette loi , le développement de (^Tz-f- o) , on, formera d^abord les deux premiers termes x -^^ax^^ ce qui n^a aucune dilBcnllé, diaprés les premiers termes de la formule générale ; ensuite , on multipliera le coefficient 6 du second terme par Pexposant 5 de j: dans ce terme , on divisera le produit 3o par le rang 2 de ce même terme, on augmentera de 1 Pcxposant de a et diminuera de 1 .celui de JT, et il viendra i5a*x^ pour le troisième terme cherché. On aura de même le quatrième terme 20a x , à Faide du troisième. Continuant cette manière d^opérer, on verra que
(x4^a)^= x^+ 6jx^4- 1 5a'x^+ 10a x^^ 1 5a*j:'+ 6a*x + a*.
465. Ce développement conduit à penser, que dans la valeur de la puissance m™* d^un binôme x-|-a , les coefjficiens en m des termes également distans des extrêmes^ sont égaux entre eux,
C^est en effet ce qui a toujours lieu ; car dans ( j: -]- a y*, Qa^a^"'^ est le terme qui en a n avant lui, tandis que Q^a^^'^x^ est le terme qui en a n après lui. Or, il est clair que (x-^-ay^ reste le même lorsqu^on y change x en a cl a en x'^ donc son développement doit aussi rester le mcme, dans ce cas. Mais par ce changement de ^ en x et de x en û, le terme Qa^x^^ du développement devient Qa''*'""x'*; car Q, qui ne contient ni a ni :r, ne change pas. Donc, puisque le développement reste le même, il sVnsuit qu'il renfermait déjà le terme Qa'"'"''x". Et comme ce développement contient le terme Q'a'"'''*^/*, et que d'ailleurs , il ne peut avoir qu'un seul terme en a'"'"'*^:'*, il faut que les deux termes n'en fassent qu'un seul , et qu'on ait 4j = (y. Ce qu'il fallait démontrer.
L'égalité Q = Q' prouve aussi le principe du n* 458.
466. Il suit du principe qui vient d'être démontré, que pour avoir le développement de (x + ^)^i il suffira de calculer les
coefficiens en m des termes de la première moitié ; et ces coeiHdens seront, dans un ordre inverse, ceux des termes de Pautre moitié. Cest ce qu^on verrait encore dans les développemens de (x -f- ay et (x + a/.
Si Ton veut développer (jia 6— 3a*^*/, on posera ^a^b=x et 3u'^'=:j-; puis après avoir développé (x — ^-)^, on substituera les valeurs de x et de ^, et on formera les puissances indiquées des deux monômes 2a b et ôà*b^,
467. Le binôme de Newton peut servir à développer les puissances dW poljnomc quelconque. £n efTet, supposons qu^il faille trouver la puissance 4°"* du quadrinomc a-^-bf^c — d. On fera d^abord t + c — dz=ix^ et Ton aura à développer (a + x)*; ce qui donnera
(û + x)*z= a* + 4û'x + 6a V + 4ax' + x^
Remplaçant x par le binôme b-{'j-^ et formant les puissances ,a*, 3*, 4*1 ^^ ^^ binôme, on aura le développement de (a-|-^ '^y) ' Remplaçant enfin j- par sa valeur c — d^ et formant les puissances 2', 3*, 4* ^^ c — d^ on aura le développement cherché de (a + 6 + c ^- rf)^.
De la méthode des coe^ciens indéterminés , appliquée à la recherclie de quelques séries.
Voici le principe sur lequel cette métliode est basée
Si un poljrnome ordonné par rapport aux puissances posé» iives d^une variable x , est égal à zéro pour toutes les valeurs possibles de celte variable , les cùefficicns de diverses puis* sances de la même variable\ seront nuls séparément.
Par exemple, supposons qu^on ait toujours, quel que soit x^
a + ^x -f- ex* + dx -}-elc. m 0 ... (1}
Puisque cette équation a' lieu pour toutes les valeurs de x, si Ton y fait' x = o , Pégalité subsistera encore , et deviendra 11=: o. Mais a étant indépendant de x, Thypothèse x= o ne le change pas ; donc avant cette hypothèse, on avait au^i a=r o. Supprimant a dans (1) et divisant les deux membres par x, on aura 2r -|- ex + rfx* -|- etc. == o. Opérant sur cette égalité
comme sur la première, on en déduira &r=o, puis c=o, d=:ti^ et ainsi de suite (*).
(*-) Cette démonstration laisse peai-étre quelque chose à désirer ; car bien que la variable x puisse devenir aussLpetite qu^on voudra, il pourjrait se £ûre néanmoins qu^elle ne dût jamais devenir nulle. Daqs ce cas, Toici comment on démontre le principe éaamoé.
L^^alité (i } est évidemment la même chose que
a = — 5x — ex* — dx^ — ; etc.
Soit a la valeur numérique du plus grand des coefficiens du .second menlbre. Comme il ne s^agît ici que des valeurs absolues, a sera nécet« sairement moindre que ce que devient le second membre, lorsqu^on y suppose tous les coefficiens positifs et égaux à r ; xm aura donc
a<Cp(x + x* + xi-\ h x^)-, ... (a) .
d'où .<»(ill^).
'Puisque la variable x peut avoir telle valeur on voudra , si on prend jr<^ 1, les coefficiens a et s , qui ne renferment pas x, resteront toujours les mêmes \ et que n soit infini ou non , il viendra , à plus forte raison ,
Cette inégalité doit subsister quelque petite que soit la variable x; et -puisque atip sont des nombres constans, je dis -que q est nul. Car si a pouvait avoir ime valeur m au-dessus de zéro^ on pourrait toujours pren*
MX
dre la variable x assez petite pour que ■ fût moindre que m ; on
n^aurait donc pas m ou a^ ■ ; ce qui est absurde. Donc réellement
A=::o. Supprimant a dans (i) et divisant les deux membres par x, puis raisonnant comme on vient de le faire, on trouvera 5 = o. On verra pawillement que e=o, (2=3 o, et ainsi de suite.
De ar=:o, il résulte, que si une égalité (i) est vraie, quelque petite qu^on y suppose la variable x„ elle sera vraie encore lorsqu^on j fera x =0. Et si Fégalité résultante a:=zo avait aussi lieu quelque petite qu^on j supposai une autre variable^, cette égalisé existerût encore quand on j prendrait ^=o ; et ainsi de suite. Donc en général, si une égalité est vraie quelque petites qu'on y suppose les variables qu^ette reitferme^ cette •égalité sera vraie encore lorsque on y supposera nulles les mêmes varioBles»
Ce principe conduit à la méthode des limites , et serait encore vrai si la variable x était aflèctée d^un exposant fractionnaire positif^ car à cause de x<^i , la puissance fractionnaire de x serait moindre que la puissance entière ayant son exposant immédiatement inférieur à Pexposant firaction* !, et Ton aurait encore Finégdité (a).
469* Si Ton avait tf + ta? + ex* + etc. z= a' + Vx + c'x* 4- etc-1 et que celte égalité dût subsister pour toutes les valeurs de X ; alors en passant tous les termes dans le premier membre, la nouvelle égalité serait vraie aussi pour toutes les valeurs de x: donc on aurait a — a'^o, h — Uz=io^ c — c'nro, etc.; d'où a^=ia\ hz=ih\ c = cf^ etc. On voit donc, que si une égàUté est vraie quelque valeur qu*on attribue à la variable x, les coef- ^ciens éCune même puissance de cette variable^ dans les deux membres^ seront égaux entre eux. Et ce principe est au fondf le même que le précédent.
470. Voici maintenant Tobjet principal de la méthode des ooefficiens indéterminés : c^est de développer les fonctions en séries, en faisant trouver les valeurs particulières que Ton doit donner à des coeflîciens inconnus , pour rendre identiques les deux membres d'aune équation.
Par exemple, soit proposé de développer le quotient de 1—^ X divisé par 1 — x. Il est clair qu^on peut représenter ce quotient par À + Bx + Cx* + Dx' + Ex* + ^^^' \ ^' qu'ainsi on aura, quel que soit x,
1 — x^z=(i — x)(A + Bx + Cx'+Dx' + Ex*+etc.).
II s'^agit donc de trouver les valeurs des coefEdens A, B, C, D, E, etc., qui rendent identiques les deux membres de l'équation précédente. Or, en effectuant la multiplication par 1 — x^ et ordonnant par rapport à x, cette équation devient
x^= A -f (B-A) X + (C-B)x'+ (D-C)x'-I- (E-D)x* + etc
Pour que les deux membres de cette équation soient identiques, il faut que les coefEciens d'une même puissance de x soient les mêmes de part et diantre ; il faut donc qu'on ait
A=i, B— A=o, C— B=o, D— C=— 1, E— Dz=o, etc.j d'où A = i, B=:i, Czni, Dzzo, Enio, etc.
De sorte que le développement de 1 — x divisé par i — x, se réduit à 1 -j-x-l-x*, comme on pouvait aisément le prévoir.
47 1 . On voit que quand on introduit dans le développement, des termes qui ne doivent pas y entrer, on trouve zéro pour lies valeurs de leurs coefBciens. Mais si l'on omettait quelques termes , Falgèbre en avertirait en conduisant à des équations impossibles. C'est ce qui arriverait, p. ex. , si dans la division de
( si4 )
1 • — x^ par t — r, on représentait le quotient pan A + Bx -f- Cx + Dx* + Ex* -}- etc. ; car alors on trouverait
A=i, Bm, B=zo, C = o, D = o, Ez=o,elc.
47^' •^''^^^^^^'^^'^^1 lorsqu^on veut développer en-série une certaine fonction de x, on suppose que le développement procède suivant les diverses puissances ascendantes de cette variable, à partir de x**; et si cette forme n^est pas convenable^ on en ^ averti par des résultats absurdes. Mais on abrège les calculs en cherchant à connaître à priori la forme du développement; ce qui se fait à Taide des propriétés de la fonction donnée.
Par exemple , si Ton voulait développer la fonction , ■ ,
on observerait d^abord que cette fonction étant la même chose
que , , son développement devra contenir x"* : et comme
la fonction ne change pas lorsqu'on y change x en — x, il en sera de même de son développement^ qui devra conséquemment ne contenir que des puissances paires de x; on devra donc poser
TT-k = Aar"' + Bx^'H- Cx'+ Dx*+ Ex^+ etc.
De là on déduira A=i, Bzr: — i, Cm, Dm-— i^ Ezzi, F=:— 1,'elc.
473. Appliquons maintenant la méthode des coefBciens indéterminés, et proposons-nous en premier lieu dVlever le binôme
i-)-x à une puissance quelconque -^ p et q étant des nombres ' entiers.
D'abord remarquons que le premier terme du développement
de celle puissance est 1 v, car c'est à quoi ce développement se
£ réduit dès que x=: o. Et comme i^ a une valeur arithmétique
égale à i et (/ — 1 valeurs algébriques, nous prendrons seulement
la valeur arithmétique , et nous poserons
P (i+x)7=i4.Ax + Bx'+Cx*+Dx*+...(i),
A, B, C, D, ..., étant des quantités indépendantes de x. Pour déterminer ces quantités , on observe qu'elles ne changeront pas si l'on remplace x par jr^ et qu'ainsi
(i +j^/= 1 + Ar +,Br*+ C/+D/+ ... (a) .
Prenant (t + x)^= uP ei (^\ +^)v = vP, on aura i + x z=u9 et i+j-zutiV; d'où x—j-iziu^ — v^. Diaprés c« valeuiç^ si Ton retrandie (2) de (i), il viendra
«P-*/'=A(x-j')+B(x'-^«)+C(xV)+D(**-y)+-(î)
Avant d^aller plus loin , il faut distinguer deux cas ^ suivant que p est positif ou négatif. i^Si p est positif, on divisera Tégalité (3), d'un côté par u9 — v^ et de l'autre par sa valeur x — jr: observant alors que tou3 les termes, du second membre soUt divisibles par x — j- (72)> et que u — v divise aussi les deux
termes de la fraction -^ ;r, il viendra, en effectuant toutes
ces divisions ,
II/»"» J^. vuP^ + yniF"^ -f ««» + vP"'
Cette équation étant vraie pour toutes les valeurs de x et jr^
ii on y prend xz=zjr^ ce qui donne 11 =v, le premier membre pup"» puP
devient ^ ou '-^' De sorte qu'en multipliant de part et d'autre par mV, l'égalité précédente se réduit à
^tt/'=:(A + 2Bx+3Cr' + 4Dx'+5Ex*+...)«^.-(4) a' Si p est négatif et égal à — r, le i*' membre de (3) sera
u^ — v"^, ou -a p, ou enfin rr C"*^— •v')-
Si donc on divise d'iin côté par u^ — v^ et de l'autre par sa valeur x ^--X^ les deux termes de la fraction du premier membre seront divisibles par u — 1; : effectuant toutes les divisions , puis prenant x == j^, ce qui donne u = 1; , le premier membre
devient 1 m^« ^ru^ puP "n^ ' — s=ri ^^ ■ „ 1 ou encore î—^-
Hultipliant donc de part et d'autre par vfly on retrouvera Pidentité (4), qui a lieu cqnséquemment pour toutes les valeurs* entières àt-p^ positives ou négatives, ainsi que l'égalité (1).
Cela posé) remettant au lieu de u^, dans (4)^ le développement (1) de sa valeur ( i -|- xjfy et au lieu de uY, sa valeur
1 -f>â:; effectuant les mult^lications, et posant, pour abréger, m=:-, on aura
111 + ÀJnar + Bmx" 4-^111X^ + 0111X^-1- ••• =: A + (A+3B)x+(2B+3C)x'+(3C+4D)x'+(4D+5E)x^+..-
Cette équation a été obtenue sans assigner aucune valeur particulière à X ; elle aura donc lieu quelle que soit cette indéterminée \ ce qui exige que les coefficiens dhme même puissance de X , dans les deux membres , soient égaux entre eux (4^)* Ainsi , en comparant ces coefiSdens , on aura , A = m, puis
A + aBzrAm, d'où B = iA(m— i);
aB + 3C = Bm, d'où C = |B(m — ti);
3C + 4D = Cfii, d'où D = iC(m— 3)-,
4D + 5E = Dm, d'où E=|D(fii— 4);
et ainsi de suite.
La loi d'après laquelle les coeflîdens A, B, C, D, E, etc. dérivent les uns des autres, est facile à saisir, et on peut trouver autant qu'on voudra de ces coefHciens. Reportant donc leurs
valeurs dans le développement (i), où -=z m, on aura (i+x) _i+mx+— j-^x+ j-^-3 X
+ "^""^f/"7'^^"""^^^^+etc. ... (A)
Telle est donc la formule du binôme , qui se trouve démontrée, par les raisonnemens précédens , pour toutes les valeurs entières ou fractionnaires , positives ou négatives de l'exposant m. Mais cette formule étant vraie pour toutes les valeurs rationnelles de m , sera vraie aussi lorsque l'exposant m sera incommensurable (375). Et la généralité de l'algèbre conduit à faire usage de la même formule, lorsque l'exposant m est imaginaire. ,
Remarquons d'ailleurs que quand m =-, la formule du binôme a une infinité de termes. Et si l'on veut avoir égard aux q valeurs arithmétiques et algébriques de (1 + x)^, il faudra multiplier le second membre de la formule précédente par l'expression des q valeurs de i"*; car en désignant par ^ cette expression , et opérant comme nous l'avons fait, on aurait A=iRf ,
tt ^ serai! fiicteur commun à tous les termes du second membre dé la fonnule résultante.
Enfin, comme (a + ôr = a'"(i+^)'"=a'«(i + xy", en faisant -= jt; on voit que le développement de la puissance »■• de tf + ft est ramené à celui de (i +xy".
On peat voir, pages 3 16 et suivantes des Mélanges d*ana!jrse^ par M. DB Staihtxllb, une démonstration très-belle et trés-génénde de la formule du binôme , à Faide de la méthode des indéterminée^
474* Après les séries hinomiaïes que nous venons d^établîr , les plus udles à considérer sont les séries exponentielles. Proposons-nous donc de développer en série la valeur de a'. Pour cela , si nous prenons d^abord a = 1 -|- v, nous aurons
a'z^fi + vYz^i+xv-i — i ^•H — ^ ^\ V + etc.
Ce résultat fait voir que , quelle que soit la variable :r , on a
a'=i + Ax + Bx'+Ca:* + Dx^+ctc. (5)
A, 6, C, D, ..., étant des coefficîens fonctions de v, qu^il s^agît de déterminer. Pour y parvenir, on observe que cçs coeffidens sont indépendans de x, et que par conséquent on a aussi
û^= 1 +A^ + Bj-'+Cy + Dy+etc. (6) et a'+r=i + A(x+r) + B(:r+j-)'+C(x+^)^+etc.(7)
Or, quel que soit j^, on aura toujours û*"^^z=a^a^; donc le développement (7) sera toujours égal au produit des développemens (5) et (6), et par conséquent le coefficient de la première puissance de jr^ dans (7), sera toujours égal au coefficient de la première puissance de jr^ dans le produit de (5) par (6) ; il vient donc, en identifiant ces deux coefficiens,
A+aBx+3(lr'+4Dx'+-..=:A+A'x+ABx'+AGr'+—
Cette égalité étant vraie pour toutes les valeurs qu^op voudra donner à j:, il en résulte (469)
!iB = A% 3C = AB, 4D = AC, 5E = AD,ctc.;
d^où Ton tire aisément
A» Aï A4 A5
B=^, C = .^, D = — 1-T^ E=: :\ ^,etc. a ^ a. 3^ a. 3. 4 a .3.4.5'
Substituant ces valeurs dans Pidentité (5), elle devient
a'=: 1 + Aa: H -\ -\ 5-7 + etc.
Posons a = e^ et x^r-r^ nous aurons , réductions faîtes ,
.' = , + x + ^+;^ + ^ + ^ + etc.(B).
série dont la loi est évidente jusqu^à Tinfini.
475. De là il est aisé de tirer les séries logarithmiques \ car à cause de a = e^ et de a= 1 +i;, on a e^=i^v\ ce qui donne e^= (i -{~ '^1^* Substituant dans celte identité, les développemens de ses deux membres , il viendra , en supprimant 1 de part et d^autre , et en divisant par x ,
AH h etc. =v4 v' + i i-ir : v' + etc.
Puisque les deux membres de celte égalité sont identiques, ce qui est indépendant de x est le même de part et d^autre. Or, on aura ce qui est indépendant de x en faisant xzzi o, hypothèse qui est d^ailleurs permise, puisque Tégalité précédente a lien quel que soit x : on a ddnc
A = r__ + __-+-__ + clc.
Mais e^= 1 +^1 donne A/c = /(i + v); donc enfin
476. Cherchons actuellement là valeur numérique de « ; et pour cela , observons que le nombre e est indépendant de z , dans la formule (B), et qu'^ainsl, en faisant 2 =z 1, ^ ne chanr géra pas , et aura pour expression
Quoique cette série s^étende à Tinfini , elle a cependant une valeur finie. En effet , si pour abréger on prend d=. a . 3 . 4 • • • v,
Te v"* terme sera évidenunent -i : soit donc S la somme de tons
ceux qui le suivent \ il est clair qu^on aura
-|-ctc.
( aig )
Remplaçant par i; ^ i tous les facteurs v -f- ^ ^ ^ + 3 , etc.^ les dénominateurs diminueront; donc les fractions augmenteront, ainsi que leur somme ; et S, qui était Igal à la première somme, sera moindre que la seconde ; on auoa par conséquent
Le second membre est la somme des termes d^une progression géométrique décroissante, continuée à Pinfini. Si donc on prend Fexpr^îon de cette somme (4o6) , on verra que
S -< ^ , ou que S < le t;"* de ^•
De sorte que la somme de tous les termes qui suivent le v"^, est moindre que la v"** partie de ce v"*, dans la série qui donne e. Donc, puisque le treizième terme est moindre que o,ooooooooo3 , il s^'cnsuit que la somme de tous ceux qui le suivent est <^ o,oooooooooo3. Réduisant donc les treize i*''* termes de e en décimales^ jusqu^aux dix-billionièmes inclusivement , ce qui est facile , en prenant respectivement le tiers , le' quart, le dnquième, le sixième, ..., des résultats successif, la somme de ces i3 prcn\iers termes donnera e =12,7 182818285. En poussant plus loin les calculs, on aurait
^477- Les formules (A), (B), (C), sont susceptibles d'un grand nombre d'applications importantes ; mais avant d'en faire usage, il est essentiel de remarquer que quand une expression en x, que nous désignerons par/* (or), et qui s'énonceybnc/ib/i de x, est développée en série , on n'a rigoureusement
/(x)z=z a + ix-|- cx'-{- Ar'+ etc.,
qu'autant que l'on conçoit, en s'arrétant à l'un des termes du second membre , la série complétée par une certaine expression de X.
Si dans les applications particulières, la série est décroissante^ le terme complémentaire peut être conçu aussi petit qu^on veut , et peut par conséquent être négligé. Mais si la série est croiS' santç^ le terme complémentaire devient de plus en plus grand , et on ne saurait se dispenser d'y avoir égard. Voilà pourquoi les sériés croissantes ne peuvent jamais servir à l'évaluation ap-
( ■ «ao ) prochée des nombres. C^est aussi pour cela ^et les algébriste» appellent conyergenies^ les séries dont les termes vont en diminuant, et divergentes celles dont les termes vont en augmentant. Dans les premières, plus on prend de termes, plus la somme approche d^être numériquement égale à Texpression dont la série est le. développement, taiidis qu^au contraire, dans les autres, plus on prend de termes, plus leur somme diflère de Pexpression réduite en série.
478. On voit qu^nne série ne doit être employée aux évaluations numériques, que quand ses termes vont en diminuant. Mais dans ce cas même, comme elle a une infinité de termes, il est nécessaire de s^assurer que la somme de tous ceux qu^oa néglige n^ihfluera pas sur la valeur trouvée. Or, si tous les termes sont positifs, il suffira de comparer la somme dç tous ceux quW néglige à une progression géométrique décroissante , continuées à Pinfini , comme nous Pavons déjà fait dans le calcul du nomkrc e (476).
479. Mais si les termes de la série sont alternativement po» sitifs et négatifs , et vont en diminuant , la somme des n pre» miers termes différera de la somme de tous les termes^ d'une (ptantité moindre que /^ (n -}- 1 )"^ terme. En effet, soit S la valeur totale de la série ; puisque ses termes sont alternativement positifs et négatifs, et vont en diminuant, il est clair que deux termes consécutifs quelconques donneront un nombre positif ou négatif, suivant que le premier sera positif ou négatif. D'^après cela, si Pon prend la valeur v de tous les termes, jusqu^à un terme négatif, inclusivement, tous ceux qui suivront feront un nombre positif; donc on aura la série S^v, Et si à 1; on ajoute le terme positif t suivant , tous les autres feront un nombre négatif; donc on aura S < v + '• ^^^ conséquent , S = v , à moins du terme t près. Si Pon avait pris la valeur v jusqu^à nn terme négatif *— / , exclusivement , on aurait eu S <^ v et S ^ t; — f ; d,^où S =: 1;, à moins de t près.
480. Nous pouvons maintenant appliquer les séries à la solution de quelques problèmes. Proposons-nous d^abord de trouver nne formule propre à calculer aisément les tables de logarithmes.
Pour cela , on observe que la formule (C) a lieu quel que soit V , et qu^on peut y changer v en — v ; ce qui donne
Soustrayant ce résultat de la formule (G), on ajira
Posant == 1 + -î ce qui donne v = — —- et II 1
= Z(r-)-c{) — In, la formule (D) devient
/(« + J)_/« = ./.[^+-;(^ + etc.] ... (E)
De là on tire , en faisant J = i ,
7(«+.) = /« + a/*[^ + j^^+etc.]...(F)
Cette formule fera connaître le logarithme de n -}- i , dès que ceux de e et de n seront connus.
481. Cherchons la limite de la somme S de tous les termes qui suivent le v icme entre crochets , dans la formule (E), Soit
h z= — —L \ le (v+ iV" terme sera T= — --: , et il est visible
qu^on aura
ttV+l l.«V+* JL»V+5
d^où Ton tire successivement
S<T(i + A' + A*+ctc.), S<Tx^.
48a. Revenons à la formule (F), et prenons-j successivement n=: 1 et n=4) ^ cause de /i =0 et de H=2hy nous auronf
/a = a/e[i+jl5 + 5^, + p5 + etc.]
Diaprés la limite de S, trouvée au ùuméro précédent, It somme de tous les termes .qui suivent le 7"* entre crocheti, dans la 1" de ces deux séries, est moindre que o,oooooooo3«, et dans la seconde, la somme des termes qui smyent le 4** est plus petite que 0^000000001 . Négligeant doQc ces deux sommes,
et réduisant en décimales tous les termes qui les prëcëdçnt , on
*«'•* /a = 0,6931 47a. Ze,
75 = 1,6094379. Ze; d'où /i o = /a + /5 =; 2,30^585 1 . Ze. -
Pour abréger les calculs algébriques, on prend ordinairement le nombre e pour base du système de logaritlimes, ce qui donne Ze = 1 ; et sXars les logarithmes sont nommes Népériens, Mais comme ici nous ne considérons que les logarithmes ordinaires^ nous aurons Zi o = 1 , et par conséquent
Zezn 1 ; a,3o2585i nz o, 434^94 5* On voit que Ze <^ ^. Si Ton effectuait tous les calculs jusqu'à ao décimales , on trouverait
le :=. 0,434^9448 '9^^^5182765.
Avec cette valeur de Ze, qui est le module des logarithmes ordinaires , la formule (F) donnera aisément les logarithmes ordinaires de tous les nombres premiers des tables , en y faisant
successivement n = i, 1, 4^ ^i '^1 ^^1 '^1 '^i ^^1 ^^i ^^* ^ comme la somme S de ious les termes qui suivent le premier, dans le multiplicateur de 2/e, est moindre que i divisé par ian(n-{-0(^'*'i'^)i valeur plus petite que o,oooooo5, lorsque n = 100, on voit que si Ton veut obtenir les logarithmes ordinaires avec 7 décimales exactes, la formule (F) donnera, pour tous les nombres n au-dessus de 1 00 ,
Z(/i+i)=zZn+-^...(G)
D'où il est aisé de se convaincre que quand n y> Soôoo , les logarithmes de deux nombres consécutifs ne diffèrent pas d'une demi-unité décimale du cinquième ordre (44^)*
Il existe , pour calculer les logaritlimes , des formules encore plus expéditives que la formule (F), et qui servent à exprimer des logarithmes en fonctions d'autres déjà connus. Mais ce qui précède suffit pour donner une idée de la facilité avec laquelle on pourrait construire d^s tables.
483. Maintenant soit proposé de calculer l'erreur que l'on ■ commet en établissant la proportion que prescrit l'usage des tables de logarithmes. Soient n^ n'\-d et n-\- 1 trois nombres qaelconques, dans lesquels on suppose rf^ i. Soient Inzzix^
l(n + rf) = X + ^ïc cl Z(n + i) = a: + ^ > îl est clair que c<^ 1, et qu^on aura, diaprés la définition des logaritlimes , b étant la base , ^
n = 6', n + d=l('+'"' et n + i=b'+''.
La dernière .de ces équatioDS et la première iburaissent
Elevant de part et d^autre à la puissance c, et multipliant ' ensuite par Téquation b'=n^ on aura
i-^+' = n(i+iy ou n + J=:/^(i+iy.
Développant le second membre diaprés la formule du binôme, et effaçai^l n de part et d^autrc , on trouve , en observant que
Les termes de cette série sont alternativement positifs et négatifs , et vont d^aillcurs en diminuant ; donc si Ton prend seulement le premier, Terreur sera moindre que le second , et à plus
forte raison , moindre que — : on aura donc
an
rf = C— -< — , ••.(6)
résultat auquel on parviendrait d^ailleurs en observant que tous les termes qui suivent le i*' c, dans 1^ série, font une somme
négative <iQ + l 4.^4- etc., àTinfîni^.
Cela posé, i* pour trouver le logarithme ordinaire de n+rf, on fait la proportion :
i:d::Kn+i) — ln:I(n + d) — ln, ou ildUalac,
et 6n en tire acrzad. Mais d'^après la valeur (6), on doit avoir
tfc =: arf + <-^ ; Perreur due à la proportion est donc < — •
Or, a design^ la différence entre deux logarithmes consécutif; et quand les noml^res sont plus grands que iQOo; cette différence est moindre que o,ooo45. D^où il suit que pour tout kl nombres au-dessus de 1000, la proportion doime au loga-
rithme cherché , une valeur qui ne differe pai de la Teritahle d^une quantité égale à
-^ — ^ ou à 0,00000020.
aooo
Ainsi pour tous les nombres plus grands que 1 000, Terreur de la proportion ne portera jamais sur les n^Uionièmes du logarithme cherché,
a* Lorsqu^on veut trouver le nombre correspondant au loga< rithme donné /(n -}-</), on fait la proportion
^làyJ(n'\-\)'-^ln\l{n'\'d)~ln, ou \ld\\alac.
et on en tire dznc. Mais diaprés Téquadon (6), on doit avoir
dz=:c — -^—'y Terreur due à la proportion est donc moindre
que — ou que o,ooo5, lorsque n ^ 1000. Ainsi pour tous les
nombres au-dessus de 1000, F erreur de la proportion ne portera jamais sur les millièmes du nombre demande'. '
Ce que nous venons de dire se rapporte aux tables de Lalande. A regard de ceHes de Gallct, on trouve^ d^une manière analogue, que quand les nombres sont au-dessus de 10000, Terreur de la propoction nVst pas de o,oooo5 pour le nombre , et de 0,0000000025 pour le logarithme. Ce principe et le précédent supposent néanmoins que les logarithmes consécutifs difièrent dans les dernières décimales conservées. Autrement Terreur de la proportion pourrait porter même sur les unités du nombre cherché (44^)*
On trouve dans les Mélanges d^algèbre , un grand nombre d^applications deis séries , et entre autres , Fextractios des racines des nombres au moyen des séries binomiales.
De la composition des équations.
484- Jusqu^à présent les algébristes ont fait des eÉorts inutiles pour résoudre généralement les équations des degrés supérieurs au quatrième ; et les formules qu^ils ont obtenues pour les valeurs de Tinconnue dans lés équations du troisième et du quatrième degré, sont si compliquées et dW usage si peu commode, lorsque toutefois on peut les appliquer, ce qui n'^est pas toujours possible, qu^on doit regarder le problème de la résolution des
équations générales de degrés supérieurs au second , comme n^é* tant réellement d^aucnne utilité. Aussi les analystes ont-ils dirigé principalement leurs recherches vers la résolution des équations numériques \ et ils ont trouvé des méthodes au moyen desquelles une équation numérique quelconque étant donnée, on peut tou^ jours déterminer les racines qu^elle renferme. Nous allons nous occuper de ces mé^odes \ mais nous ne parlerons pas de la recherche des racines imaginaires, parce qu^elle nous paraît beau* coup plus curieuse qu^utile.
485: Quelle que soit Téquation à une inconnue x , on peut toujours , sans altérer les valeurs de cette inconnue , chasser les dénominateurs , transposer les termes dafts le premier membre , réduire et diviser par le coefficient de la plus haute puissance * de x ; ce qui donnera une équation de la forme
^1 Qy •••1 T et U étant des nombres positifs, nul^ ou négatifs. Nous supposerons toujours qu^on ait préparé Pcquation ainsi qu^on vient de Tindiquer \ et pour abréger, nous représenterons Péquation transformée par X = o.
On sait quWe racine de Péquation X =r o , est une quantité a qui , mise à la place de a:, réduit X à zéro , ou donne
Or , une équation devant toujours être considérée comme la traduction algébrique des relations qu^ont entre elles les données et Pinconnue d^un problème , on est conduit naturellement au prindpe que ioute équation a au moins une racine. A la vérité, les conditions de Pénoncé peuvent être incompatibles \ mais alors on doit supposer qu^qn en serait averti par quelques symboles d^absurdité , tels que des expressions infim'es ou imaginaires , et il nVn existerait pas moins une expression algébrique qui , substituée à la place de x, dans Péquation , y satisferait. Nous admettrons donc le principe précédent, qui sera d^aiUeurs vérifié pour le plus grand nombre d^équations.
486. Soit a une quantité prise au hasard : divisons le polj^ nome X par x — n, soit q le quotient et r le reste, qui sera ih' dépendant de x ^ nous aurons Pidentité X =: </ (a: — a) -|- r.
Si Pon fait x = 11 , le reste r ne changera pas , puisqu^il ne contient pas x : et conmie alors on avra X = r, il s^ensuit que
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r est précisëiçent ce que devient le polynôme proposé X lorsqu'on j change x en ^ . D'après cela , si a est ou n'est pas racine de X=:o , le reste r sera ou ne sera pas nul ; et le poly^ nome X sera ou ne sera pas divisible exactement par x — a. Réciproquement , si X est ou n'est pas divisible exactement par X— -a, le reste r sera ou ne sera pas nul, et /z sera ou ne sera pas racine de X == o. Donc si a est une racine de V équation TL.zno^le premier membre X sera divisible exactement par X — 2l^ et ne le sera que dans ce cas.
Si l'bn efTectue réellement la division du poljnome X par X— -a, le quotient q sera de la forme
et on verra que , dans ce quotient , on a P' =z a + P ;
Q'=:û* + tfP + Qi ou Q' = ûF + Q;
R' = a* + û'P + aQ + R, ou R'=zaQ' + R5
S' = û^ + fl'P + û'Q + £ïR + S, ou S'=:ûR' + S; et ainsi de suite.
^ D'où il suit qu'on aura un coefficient quelconque du quotient de X par x — a , en multipliant le coefficient précédent par a , et en ajoutant au produit le coefficient qui^ dans le dividende ^ occupe le même r/mg que celui que Von cherche. C'est, ainsi que , dans la division de x — 5a:* + 4-a^ — 6 par x — 2 ,' on trouve , pour les coefUciens successifs jdu quotient : 1 , puis 1X2 — 5 ou— 3, et — 3X2 + 4 ou — a: le reste est — 2 X a — 6 ou — - 10. Et en effet, on obtient x* — Zx — 2 pour quotient et — 10 pour reste.
487, Nous venons de voir que l'équation X=: o ajant q pour racine, le premier membre X est divisibl^exactement par x— « , et donne tm quotient q du degré m — 1 en x : on a donc
Si h est racine de l'équation q = Q^ q sera divisible exactc- .ment par x — t , et donnera im quotient q^ du degré m— 2 en X ^ de sorte qu'on aura qz=iq* {x — 6) et
De même , c étant racine de l'équation q'=zo^ q' sera divisible exactement par x— c, et il viendra ^= ^"(x — c) \ d'où
( a27 ) Raisonnant de même pour ^"=0, 9'"=:o, et ainsi de suite, on Terra que le plus haut exposant de x diminue, continuellement d'une unité dans les quotiens successifs q^ q\ q^\ ç"', ... • et qu'^après m — a divisions, il y aura m — 2 facteurs binômes en évidence, et un quotient du secoYid degré, décomposable lui-même eu {x — K) {x — /). Donc, en admettant que toute équation ait une racine^ le poljrnome X sera formé du produit de la facteurs binômes du premier degré en x , et l'on aura
X = (x— fl)(x—i)(a:— c) (a:— rf)...(x— A) (x— /)...(!).
Cette équation est identique ^ c'est-à-dire quil n'y a d'autre différence entre les deux membres que dans leur expression ana« lytique, différence qui cesse dès qu'ion exécute les opérations indiquées.
488. Maintenant, si a* est différent de cliacune des quantités n, fr, c, </, ..., /, je dis que le polynôme X ne sera pas divisible exactement par x — a'. En eflët, si cette division était possible; en désignant par A le quotient exact, on atu-ait X = A(x — a'S: donc, en faisant xz=za*^ il viendrait X=r o, et par suite
(a'—aXa'—b)(af—c)(a'—d) ... (a'^l)z=zo ... (a)
Or, a' n'étant pas égal à tf , a' — a n'*est pas nul : de même, aucun des facteurs a' — &, a' — c, a' — //, •.., a' — /, n'est zéro. Donc en divisant les deux membres de Téquation (a), succès sivemeut par diacun des iactcurs du premier , à l'exception de a^ — / , tous les quotiens successifs *du second membre seront nuls, et l'on aura u' — /= o, ou a'=l^ ce qui est contre l'hypothèse. Donc X n'est pas. divisible par x — a'. Donc enfin , tout polynôme du degré va en -s. a m facteur s binômes du pre* mier degrés et ne peut en avoir davantage.
489. L'identité (1) montre que l'équaUon X = o i^st satisfaite par chacune des m valeui-s j::=tf , x=&, x=:c, ±=zd^ .,., X = /. Mais elle ne peut Fétre par aucune autre valeur différente; car l'existence d'une racine a' différente de ^ , 2», c, ^, ..*, /, entraîne l'existence d'un diviseur x — a' différent de X— -a, X — fc, X — c, X— rf, ..., X — 1\ ce qui est imposable (488). Donc en général, toute équation du degré m am ra^ cines , et ne peut en avoir davantage.
Ce principe est vrai encore quand Inéquation X = o a » factenn égaux à x^^a^p facteurs égaux à x — ^, etc.; mais aiorT
( "8 ) on dit que cette équation a n racines égàks <^ a , p racines égales à b , etc. .
490. Multipliant deux à deux, trois à trois, etc., les m diviseurs binôme^ de X, lesquels sont du premier degré en x, on formera {m{m — 1) diviseurs du second degré (456), 5111(111 -^ i)(iit — 1) du troisième, et ainsi de suite.
491 . L^identîté (1) étant la même chose que aJ»+Px^'4-Qx'^+...=(x-a)(a:-&)(r-c)...(x-/)î
si Ton effectue la multiplication des m facteurs du second membre, les coeffîciens d\me même puissance de x, dans les deux membres, seront nécessairement égaux (468) : donc, en se rappelant là loi établie (462) pour avoir le produit de m facteurs ' binômes, et observant que les seconds termes de ceux que nous considérons ici, sont sous la forme négative, on verra que,
1* Le coelncîcnt P du second terme, pris en signe coçtraire, est la somme des m racines ; 2* le coefficient Q du troisième terme est la somme de tous les produits différens des racines , combinées deux à deux \ 3* le coefficient R du quatrième terme, pris en signe contraire , est la somme de tous les produits des racines; combinées trois à trois ; et ainsi de suite. Enfin , le dernier terme U, pris en signe contraire, si le degré est impair, est le produit de toutes les racines (*). Cest ce qu^on vérifie aisé-
(*) Les relations que nous venons d^énoncer entre les racines et les eoéffidens d^one équation, ne suffisent pas pour de'terminer les racines de cette équation. Par exemple , considérons Téquation du troisième degré x^ -f- Px' -|- Qx -|- R = o, et soient a, ^, c, ses trois racines, nous aurons donc'
a -|- i -j- c == — P , a& -)- ac -|- &c == Q et ab€ r=; — R.
Multipliant la première de ces équations par' a', la seconde par — a, et ajoutant la troisième à la somme des deux résultats,' il viendra a^ -f" Pa« -f- Qa H- R = o. On aurait de même, 5^ -|- P*« -|- Q* + ï^ = o et c} -f- Pc* -f- (^c 4- R= o. De sorte qu^on doit résoudre une équation semblable à la proposée, soit pour avoir a, soit pour avoir b ou c. Et c'*est ce qui devait arriver; car les quantités a, 6, c, étant toutes disposées de la m^e manière dans chacune des trois équations à résoudre, il n^y a pas de raison pour que Pune soit déterminée par une équation différente de celle qui détermine Pautre ; les trois quantités a, 5, c, doivent donc être racines dWe même équation qui, par conséquent, doit être du troisième degré. En général, lorsque des inconnues entrent de la même manière dans des équations^ ces inconnues sont toutes racines de. la même équation Jinale»
ment dans Tëquation x^ — x^ — aSx' -{" ^7 j: + 60 == o , dont les racines sont 4 1 — 1 <» + ^ ^'' — 5.
Au moyen de ces relations , on trouve facilement Téquation dont les racines sont données , et Ton ramène au second degré les problèmes que vt>ici :
1* Résoudre une équation du troisième jiegré dont les racines sont en progression géométrique, comme x^ — i4x' — 84^? + 316 = 0.
2^ Résoudre Péquation du quatrième degré dont les racines forment une équidifierence , telle que x^ — i^ +67X* — 1 ii6x + 73 = 0.
3* Résoudre une équation du quatrième degré dont les racines sont en proportion géométrique, comme x^ — aox'-|-io8x'' — 36oa: + 824 = o.
4* Enfin , résoudre une équation dont les racines sont en progression arithmétique , telle que x^ — 4^-^^ + SgSo?^ — 4^4^-*^' -}- 12164X — ia32o =: o.
De la transformation des équations.
492. Le but général de la transformation des équations , est de les ramener à d^autres plus faciles à traiter ; ce qui donne lieu à plusieurs questions , dont nous allons examiner les plus importantes.
Proposons-nous d^abord €2e transformer une équation en une autre dont tous les coejjiciens soient entiers^ et dont celui du premier terme soit V unité. Pour cela , on commence par chasser les dénominateurs et par transposer les termes dans le premier membre , ce qui donne une équation de la forme
Nx^+Px^-' + Qx'^H l-Tx + U = oi ...(r)
Ensuite, on pose x =z ^ , et il vient
j;!!L 4. ^[^ -L. 2Z^ -1 l^_4-U = o: d'oà
y"+ py^' + îïQy^+ ••• + N^Tr + îî'^'^' = O .
équation demandée dont les racines sont N fois plus grandes que celles de Téquation proposée (1), car^r= Nx. Ainsi pour Iramiormer une équaâon en une autre dont tous le» coeffideos
C «3o ) soient des nombres entiers et celui du premier terme Punité , il faut /après, avoir chasse les dénominateurs et avoir transposé , égaler Hnconnue à une autre divisée par le coefficient N du premier terme \ calcul qui revient à multiplier le^ côefficiens , à partir du second terme, par N*, N', N', ... , N"^'.
Soit par exemple, x^ — ^x +|r* — |jr — ? = o; on en déduira d'abord i2x^ — 8x +ï^"^' — 9^ — 4^ = 0; faisant ensuite X = jiX'i c^est-à-dire , multipliant les côefficiens 10, 9 et 4a par 12, la* et i!»^, il viendra kf transformée^
493. < On peut quelquefois obtenir une transformée ayanrdcs côefficiens plus simples que par la méthode précédente : il suffit ,
pour cela , dans or zz ~ , de choisir D de manière que D"* étant
divisible par N, Pexpression -=^ soit un multiple de^D"*"'.
Dans Pexemple précédent, on prendra arzngj*, et la transformée sôrâ j"^ — 4j* "4" ^9/* — * ^V — 4536 = 0. D'après cette méthode, si Ton avait les équations 3 7x> , iix a6 ,5 3 / , 5x» nx , a3
3^36 ^2 ^ 4 ^ la 9^108 ^'
on poserait xz=^ dans la première et a: = ^^ dans la seconde.
. Si Ton avait x^— ^x'^ + lix' + -^x — ^ = o , on prendrait X = j^jr.
494* Etant donnée une équation , trouver sa réciproque. ] SoftNx^ + Pj^^' + Qr^--| |-Tar+U = o l'équation donnée. Si l'on fait z* = - , les plus grandes valeurs de x
répondront aux plus petites de ^*, et réciproquement : la transformée sera donc la réciproque de la proposée , et deviendra
Ce calcul revient, comme on voit, à distribuer les puissances
de Y en ordre inverse de celles de x. Et si Ton veut en outre
chasser le coefficient U, on posera x == — , transformation qui
remplit d'un seul coup les deux conditions imposées;
Faire évanouir le second terme d'une équation
Soit Nx'^-f- Px'»-' + Qx^* + ••• + Tx +Uc= o Téqui-
tioo proposée. Faisons x = m+^Î développons diaprés le hinome de Newton, et ordonnons par rapport aux puissances descendantes dejr\ nous aurons
Njr^+ mNw r^-* 4- ç (m — i ) Ni*y"-* +— + Nu*"
-{- etc.
Comme m est arbitraire , on peut en disposer pour satisfaire à
Féquation mNii-f-P=^o, condition qui fait évanouir le second
p terme de la transformée en r, et qruî donne m = r? ; d'où
X zrj* — • Ainsi pour faire disparaître le second term^ d'une
équation , il faut remplacer Tlnconnue par une autre, augmentée du coefficient du second terme, pris en signe contraire et divisé par autant de fois le degré de Féquation qu'il y a d'unités dans^ le coefficient du premier terme.
Par exemple, si l'on a l'équatloa 2x^ — 4-^^+5a:'— ^rzo, et qu'on veuille faire disparaître le second terme, on posera X z=,jr +T4 ^^^y + î > ^' ^^ transformée en y sera ij^ -f- aj/*
496. Au lieu de faire disparaître le second terme, on peut demander que l'équation soit privée du troisième, du quatrième, etc. Il suffit, pour cela, d'égaler à zéro le coefficient dej'^*^, de j^^''^^, etc. \ ce qui conduit à résoudre une équation du second, du troisième degré en u, et il en résulte par conséquent plusieurs valeurs de u qui satisfont à la condition demandée.
Enfin, pour faire disparaître le dernier terme, il faudra r^ soudre l'équation
Nu'" + Pu'"- + Qa'"-' ^ h Ta + U = o,
qui n'est autre chose que la proposée , dans laquelle on a reni> placé X par u. Et en effet, égaler à zéro le dernier terme de la transformée en y^ terme qui est le produit de toutes les valeurs de f^ c'est supposer nulle une de ces valeurs \ la valeur corres* pondante à^ x est donc xznu.
U eçt bon de remarquer que les racines de la transformée e^^.
trouvée plus haut , sont égales à celles de Tcquation proposée , 'diminuées chacune de u. .
497* Trouver une méthode pour obienir aisément^ dans la pratique^ le poljrnome que fournit la supposition de x=u-^y dans un polynôme donné*
Soit Nwc^+ Vj^"' + Qx^' 4. . : . 4- Tx + U le polynôme proposé. Si Ton y fait x=m+^i ^^ qu'on djéveloppe, d'après la formule du binôme, on aura, en ordonnant suivant les puissances ascendantes de jr^
+ Pb"^' + (m - 1 ) P^u"^ -f ^ (m - 2) Pr'a"»-* + . . •
+ Qu»^ + (m-a) Q^tt'»-' + ^ (m- 3) Q^V"-* ^ ...
T« + Ty
Ce résultat peut -être rcprésenlé par
en faisant
X = Nu'" + P«^-' + Q/*"'-' H J- Tu + U ,
X, = mNii'"-* + (m-i)tu'"- + (r«-2)Q«'"-^H ^T,
X,=:m(m-i)Nu'"-^ + (TO-i)(m-.2)P£/'"-'+.- Xj = m(m-i)(m-2)Nu''^ + (m-i)(m-2)(in-3)P£i"'-^+.-. etc
On voit que X désigne le polynôme proposé, après avoir changé or en k ; que X, se déduit du poljrnome X en multipliant chaque terme de ce polynôme par V exposant de u dans ce même, terme ^ et en diminuant cet exposant d^une unité; sur quoi il faut observer que U ou Um° devient alors ©«Uw""' ou o. De même, X^ se déduit de X^ d'après La loi que Ton vient d'énoncer pour déduire X^ de X ; Xj. se déduit de X^^, d'après la même loi \ et ainsi de suite. De sorte que les quantités X, X^, X, , X3 , etc. , se déduisent les unes des autres d'après une loi constante. Cette propriété leur a fait donner le noni dejbnc' tions dérivées : X est la dérivée de X, X^ la dérifée de X.,
( a33 ) et ainsi des autres. En général, la dérivée dW polynôme en x est un autre polynôme formé en multipliant chaque terme du premier par Pcxposant de x dans ce même terme , et en diminuant cet exposant d^une unité.
498. Pour appliquer cette loi , proposons-nous de faire éva-, nouir le second terme de Péquation
Diaprés la règle du n" 498 , il faut poser x zzzy -f- 3 , ce qui donnera une transformée du quatrième degré de la forme
et tout se réduit à calculer X, X^ , X^ et Xj , d'après la loi précédente. Or, X est ce que devient le premier membre de Téquation proposée en y remplaçant x par 3 \ ainsi
Xi=:3^—ia. 3^+17. 3'— 9.3 + 7; d'où X=:— 110; X^zi:4.3 — 36.3'-4-34.3 — 9; d'où X, = — 123;
X,= 11. 3'— 72.3 + 34; d'oùiX, = — 37;
X3=z24'3 — 72; d'où 5X3 = 0.
Ponc la transformée devient
Nous aurons dans la suite de fréquentes occasions d'employer les polynômes dérivés ; et il est par conséquent utile de retenir la loi de leur formation.
Des limites des racines.
499* ^" appelle Umiie supérieure des racines positives d'une équation , tout nombre qui surpasse la plus jgrande de ces racines positives ; et Ton nomme limite inférieure^ le nomibre moindre que la plus petite racine positive.
5oo. Soit A — B une équation du degré m, dans laquelle A désigne la somme de tous les termes positifs et B celle de tous les termes négatifs. Soit S le plus grand coefficient et ra le plus grand exposant pris parmi les termes négatifs ; la somme B de ces termes sera donc moindre que si tous leurs coefficicns étaient égaux au plus grand S d'entre eux ; et on aura
B<S(a/»+x«-'H j-x' + x + i); d'où
> ( *34 ) i<S^^:^l:=l et B<^'
Soit 'Rj/' un terme ppsitif de Téquation proposée, dans lequel r^fi'^ il est clair que A^Ro/*. Prenons x de manière quW ait
Il est clair, à plus forte raison, qu^on aura Rx^^B et A^B.
Mais x'-"-' > {x-iy^-^' ; donc (x-i )x^-' > (x-i/"". Si donc on pose >
(r— .i7-» = |, ou x = i + p>^| = L,
Tinégalité (i) sera satisfaite; et toute valeur de x plus grande que la précédente L , satisfera , à plus forte raison , à cette inégalité , et donnera conséquemment A ^ B. D^où il suit que L et tout nombre plus grand, mis à la place de x, dans Péquation A — B = o , rendent la partie positive A supérieure à la partie négative B , et donnent constamment A — B ^ o. Donc L estune linlitc supérieure des racines positives de Téquation proposée.
Soi . Si B.=: 1 , cVst-à-dire, si R est le coefficient du premier terme de Téquation A — B = o ; comme ce premier terme est a^^ on aura r=zm^ et la limite supérieure des racines positives
sera i + I >^ S.
D^ailleurs , la racine (m — n)°** de S étant moindre que S , cette limite sera, à plus forte raison, i -f- S, ou V unité augmentée du plus grand coefficient négatif.
Soit Téquatîon x^ + 'ôx^ -|- 8x — ']x* — \ix — ^oz=io: d'après la première limite L trouvée plus haut (5oo), il est clair que dans cette équation , on aura toujours x < i -|- |/4 ^** x^Z\ c^est-à-dire que la plus grande racine positive est moindre que 3. La seconde limite trouvée au numéro précédent donner$dt x -< i + 1^4^ ou x -< 5 ; et la troisième i + S fournirait X'^^x.
5o2. La limite i -|- S jouissant de la propriété de rendre le * premier terme sP* de Péquation , supérieur à la somme aritlunétique de tous les autres, on la préfère quand il ne s^agit que de démontrer des propositions générales , parce (pi^elle se forme à vue et sans aucun calcul. Mais lorsqu^on procède à la recherche
des valeurs numériques des racines, il ^importe beaucoup de choisir pour limite supérieure un nombre le moins élevé possible et le plus près qu^il se peut de la plus grande racine. U est donc plus avantageux d^employer, quand il est possible, la première limite i -)- 2iî racine (r-n)^* de :^^ou encore la seconde,
i -^ la racine (m-ny* de S. On doit même chercher à s'en procurer une plus petite que ces dernières ; et c'est k quoi Ton parvient souvent par ome transformation exécutée siur Péquatioa proposée. Par exemple , si Ton a Téquation
x^ — 3x^ 4- 8x' — aSx* +4"^ — Sg = o ,
on la mettra sous la forme
x^(x — 3) + 8a:*(ar— V) + 4(x — f) = o.
Sous cette forme on voit qu'en mettant pour x, lo ou tout autre nombre plus grand , on obtiendra constamment un résultat positif; donc lo est imc limite des racines positives.
L'équation x* — 5x^ — i Sx' + * 7^* — 69 = o , étant mise sous la forme x^ (x' — Sx — 13) + 17 C-^^' — Ç8) = o , on voit que si la moindre valeur positive de x, qui rend nul le trinôme* X* — 5x— i3, rend positif le binôme x' — ÇÇ, cette moindre valeur sera une limite supérieure. Or, x* — Sx — i3=:o donne x=-^ et x= — I : et comme (^)*>?Ç, il s'ensuit que x<7, dans l'équation proposée.
5o3. La méthode des transformations consiste, comme on voit, h décomposer le premier membre en plusieurs produits de deux facteurs , dont le premier soit un monôme positif et le second un binôme ou un trinôme en x \ puis à déterminer x de manière que tous les facteiu^ entre- parenthèses soient positifs.
Par exemple, l'équation
x^ — 20x*+ a6ox*-}- 3x' — looox* — 4®®^^* -^8600 = 0,
peut s'écrire comme il suit :
x*(x'- ÎOX+ 1 00) -)- 1 60X*-}- 3x*- 1 ôoox*- 4^^<>^®^ - 8600 = o.
Or, le trinôme x' — aox -}- 100 étant le carré de x — 10,. sera positif poiv toutes les valeurs réelles de x ; donc il suffit de prendre x de manière que i6ox^ soit ^ que la partie négative; on doit donc faire usage de la première limite (5oo), et on verra quex<i-fj/^; d'oùx<i6.
Considérons encore Téquation
X* — lox*-»- lia?' + 7-^** — ^9^ + 35 = 0 ^
elle devient x' (x* — lox — 1 1) -|- 7 (x* — ^x + 5) =: o.
Les racines de x* — ^x -|- 5 = o étant imaginaires, le second trinôme sera positif pour toutes les valeurs positives de x ; il suffit donc de chercher les valeurs de x qui rendent nul le trinome x' — lox — 1 1 . Or, ces valeurs sont x = 1 1 et x=— 1 5 1 1 est donc la limite supérieure des racines positives de Féquation proposée.
LVquation x^ — 8x^ + 17^ — 3ox + 3oox* — 4^ox -f- 4^ = o , devient x^ (x' — 8x + 17) — 3ox (x* — 1 ox + 16) -f- 4o :=: o.
Le premier trinôme sera toujours positif et plus grand que le second ^ si donc on prend x* =: 3ox , d^où x <^ 4 1 '^ premier membre sera nécessairement positif^ 4 ^^ donc une limite supé- ■ rieure des racines positives.
5o4* La méthode qui fournit la limite la plus simple , bien qu^elle donne lieu à des calculs assez longs , est celle des dt^ri" vées successives^ due à Newton. Voici cette méthode : Dans Téquation proposée, faisons x = a +^, u étant quelconque ; la transformée sera (497) X+Xj^-j-^X^^'+...-t-N^zzro. ' Prenant l'arbitraire u telle que tous les coeffîciensX, X^, X , etc. soient positifs, aucune valeur positive de j^ ne pourra satisfaire à cette équation ^. les valeurs réelles de x correspondent donc à des racines négatives de^ = x — u\ u sera donc plus grand que X. D'où il suit que tout nombre u, qui mis à la place de X dans F équation li=zo et dans ses dérivées successives X^ , X,, erc, n*en rend aucune négative^ est une limite supérieure des racines positives de cette équation.
Par exemple, soit l'équation
Gomme u est un signe indéterminé , on peut conserver la lettre X dans la formation des polynômes dérivés , et il vient
X^=z4^ — i5x' — 12X — 19^ îX^zzîfix* — i5x — 6, gXj =i^x — 5.
C »37 ) . On voit que x:^a rend le dernier poljnome positif: a substitue dans le poljnome du second degré, donne un résultat négatif; il en est de même de 3 ; mais 4 ou tout nombre ^ 4 > donne un résultat positif : 4 substitué dans le poljnome du 3"** degré, donne un résultat négatif, mais 5 donne un résultat positif ; et il en serait de même de tout nombre plus grand. Enfin , 5 substitué dans X, donne un résultat négatif, et il en est de même de G \ mais x = 7 donne un résultat positif. Donc 7 eàt la limite supérieure des racines positives de la proposée \ et c^esC la plus simple en nombre entier, puisque x = 6 donne un résultat négatif.
505. Cherchons maintenant la limite numériquement supé^ rieure .des racines négatives, et les limites inférieures des racines positives et négatives.
i' Si dans Péqualion X=o, on fait x= — j-^ ce qui donne la transformée Y= o, qu^on trouve en changeant simplement les signes des termes à puissances impaires de X= o , il est clair que les racines négatives de x répondent aux racines positives de jTy et réciproquement. Si donc U est la limite supérieure des racines positives, dans' Y = o , — L' sera la limite numérique* ment supérieur r, des racines négatives de x, dans X r= o.
a* Si dans X = o , on fait or :^~, aux plus grandes valeurs
positives de^ répondront les plus petites de x, et réciproquement : donc L étant la limite supérieure des racines positives de
la transformée Y = o , d'où ^ -< L , on aura x ^ r- , et r- sera la limite inférieure des racines positives de x.
3* Enfin , si dans X=: o , on fait xzn , et qu'on cherche
la limite supérieure L des racines positives de jr dans la transformée Y=o, — Y sera la limite inférieure des racines négOr tiyes de la proposée.
De Vexistence des racines réelles,
506. L'existence des racines réelles d'une équation est fondée sur le principe que voici : Si deux nombres substitués à la place de x, é^ns une équation numérique y donnent deux ré'
sultats de signes contraires^ ces deux nombres interceptent au moins une racine réelle de la proposée.
SoitNx^+Px^-' + Qx'^H hTJt: + U = oréqua.
tion. Son premier membre renfermant en général des termes positifs et des termes négatifs , désîgûons par A Pensemble des termes positifs^, et par — B Fcnsemble des termes négatifs ; Péquation prend alors la forme A — B = o. -^
Supposons d^abord que les nombres p eiqy substitués à x ^ soient positifs , et qu^on sàip<^q\ supposons de plus que x^zp donne un résultat négatif ou A <^ B ^ et que xzzzq donne un résultat positif ou A ^ B. Comme les quantités A et B qe contiennent que des termes additifs,, et des puissances entières et positives de x , il est clair que ces quantités croissent Pune et Pautre à mesure que x a\igmente : concevant donc que Pon fasse croître x par degrés insensibles , depuis p jusqu'^à q , les quantités A et B augmenteront aussi par degrés insensibles (*). Cependant, puisque A, d^abord plus petit/ que B, devient ensuite plus grand , il faut nécessairement qu^il ait un accroissement plus rapide que B , qui détruise insensiblement Pexcès que B avait sur A , et finisse par produire un excès en sens contraire. On conçoit , diaprés cela , que du passage de A <[ B à A ^ B , ' il doit y avoir un point intermédiaire oî!i A devient égal à B \ donc le nombre positif qui produit cette égalité de A à B , donnant A — B = o , est nécessairement une racine positive de Péquation proposée A — B = o.
Supposons maintenant que les nombres substitués à x soient négatifs , et posons x rz — -^ : il est clair quVn faisant yzap
(*} En effet, conside'rons le polynôme A, par exemple, soit fait x=« et x=ra -|- u, les résultats Â' et .V-|~ Bu-|' Ci^' + Dm3 -|- etc. ont pour différence u (6 -j- Cu-f- etc.) \ il s^agii de trouver pour u, une valeur qui rende cette différence moindre que toute quantité h donnée. Tout est ici positif, u trds-petit et ^ i *, donc
u (B + Oi + etc.) < u (B + C -f etc.).
Si donc on prend pour u une valeur telle que n (B 4- C -f- etc.) =: A, valeur nécessairement f.nie et au-dessus de o , on aura réellement la dil^ férence u ( B -f- Cu -{- etc.) ^ A. On peut donc toujours donner à x une suite de valeurs telles, que les polynômes A et B croissent de qiumtilés aussi petites qu^on voudra, et finissent par différer Pun de Tautre d^uae quantité moindre que toute grandeur donnée.
et j^=^, dans la transformée, on aura précisément les mêmes résultats qu^en faisant x = — p et xzz, — q dans la proposée ; on aura donc deux résultats de signes contraires. Par conséquent, d'après ce qu'on vient de voir, Tcquation-cn ^ aura an moins une racine réelle positive , comprise entre pttq\ donc Péquation en x aura a\i moins une racine réelle négative entre — p et — q.
Enfin , siipposons que les deux nombres substitués à x, soient Fun positif et l'autre négatif; en faisant x = o dans l'équation, son premier membre se réduit à son dernier terme , qui est nécessairement d'un signe contraire à celui que donne x m p ouxzz: *—^ ; il y a donc au moins une racine réelle comprise entre o et p, ou entre o et — ç.
On voit donc , dans tous les cas , que si deux nombres etc.
607. Il est bon d'observer qu'il pourrait exister plusieurs racines réelles a^ &, c, etc., entre les deux nombres substitués p et q. Or, soity(a:) le produit des facteurs simples en x correspondant aux racines réelles non interceptées et aux racines imaginaires. Le premier membre de l'équation proposée sera nécessairerbent de la forme
f{x){x — d){x — h){x — c)(x — rf)....
Substituons maintenant p et 9 & la place de ir, nous aurons
Ap){p-a){p-b){p-c)(^p-d)...,{i)
Les deux quantités y (p) ei/(q) sont nécessairement de même signe, puisqu'autrcment, en vertu du principe précédent, y*(j?) :=: o aurait au moins une racine réelle comprise entre p etq^ ce qui est contre l'hypothèse.
Cela posé, p étant supposé moindre que q^ et les racines a^ & , c, etc., se trouvant entre p et 9, il s'ensuit que p est moindre que chacune de ces racines et q plus grand ; donc tous les facteurs q^^a^ q — h^q — c, ..., sont positifs, et le produit (2) a le même signe ^p^fi^q^ o^ ^^J'ip) • ^^^* '^* facteurs p — a^ p — l^ p — c, ...^ sont négatifi ; donc suivant que le nombre de ces acteurs est impair ou pair, le produit (1) a un signe contraire ou un signe pareil à celui dey*(p), c'est-à-dire à celui du produit (:»). Par conséquent , suivant que le nonSre des racines réelles ^ comprises entre les nombres ^substitués petq^
est impair ou paity les résultats (i) et (2) des substitutions sont de signes contraires ou de même signe.
On voit par là que si deux nombres substitués à la place de Xy dans une équation, donnent deux résultats de signes contraires, ils interceptent au moins une racine réeUe \ mais ils peuvent aussi en intercepter un nombre impair quelconque : et s^ils donnent deux résultats de même signe, ou ils n^inierceptent pas de racines, ou bien ils en comprennent un nombre pair quelconque.
Le principe fondamental que nous avons considéré (5o6) fournit plusieurs conséquences importantes que nous allons faire connaître.
508. Toute équation de degré impair^ dont les coefficiens sont réels y a au moins une racine réelle de signe contraire à son dernier terme.
En effet, soit Nx'^+Px^-' + Qir^-^H |uTx+U = o
Téquation proposée , et considérons d'^abord le cas où le dernier terme est négatif. En faisant x = o dans Féquation, le premier membre se réduit à — U : d^un autre côté , si Ton substitue à la place de x, S-|- 1, c^est-à-dire le plus grand coefficient de Péfjuation augmenté de Punité , le premier terme "Nx^ sera positif et plus grand à lui seul que la sonmie arithmétique de tous les autres termes (5o 1 ) ; le résultat de la substitution sera par conséquent positif. Donc il j a au moins une racine réellç comprise entre o et S -}- 1 , laquelle racine est positive , c^est-à-dîre de signe contraire au dernier terme.
Supposons actuellement le dernier terme positif^ en faisant toujours j: = o , on trouve pour résultat -}- U : mais en mettant pour X, — (S-f-i)i on obtiendra nécessairement un résultat négatif, puisque le premier terme "Nx"^ devient négatif par cette substitution , et donne son signe à toute Pexpression (Soi) : donc Téquation a au moins une racine réelle comprise entre o et — (S -|- 1)1 c'est-à-dire négative ou de signe contraire au dernier terme.
509. Toute équation de degré pair^ à coefficiens réels ^ dont le dernier terme est négatifs a au moins deux racines réelles^ V une positive et Vautre négative»
En effet , soit — U son dernier terme ; en faisant x =: o , on trouve^our résultat — rlJ ;'mais en substituant à x, soit S +1, soit '— (S-f 1), S étant toujours le plus grand coefficient; alors,
comme m est pair, lè premier terme "Sfa/^ sera positif : d^ailleurs il devient plus grand , par ces substitutions , que la somme de tous les autres (Soi)^ donc les deux résultats sont positifs et de lignes contraires à celui que donne jcz:zo. Ainsi Téquation a au moins deux racines réelles , Tune comprise entre o et S -f- 1 ou positive , et Pautre entre o et — (S -}- i ) ou négative.
5 10. En rapprochant les conséquences précédentes, on voit qu'il est prouvé, sans se fonder sur le tliéorcme du n* 487, que toute équation a au moins une racine réelle : le seul cas oîi cette proposition ne soit pas démontrée , est celui où le degré de Téquation est pair et le dernier* terme U positif; car alors , en substituant à or, S + i ou — (S -f- O1 ^^^ ^^"^ résultats sont positifs et de même signe que le nombre U fourni par or zn o : donc on ne peut rien en conclure pour Texistence d^une racine réelle. Mais si dans ce cas , les racines de Téquation ne sont pas réelles, on conçoit du moins* qu'elles peuvent être imaginaires, comme on le voit dans les équations du second degré. On est donc fondé à admettre le principe que toute équation a une racine, (Test d'ailleurs ce que MM. de Stauiville et Câucnr ont démontré \ mais leurs démonstrations ne sont pas de nature à trouver place dans les élémens.
5 i 1 . Lorsqu'un poljrnome X ^fonction de x , égalé à zéro , n'tf pas de racines réelles^ il conserve le signe de son dernier terme^ quelque notnhre qu'on jr substitue pour x. Car on peut toujours donner à x une vuleur telle, que le premier terme^Na;"* surpasse la sonune de tous les autres (5o 1 ) ; et alors le poljrnome aura le signe de ce premier terme. Si ensuite une autre valeur substituée à jc pouvait changer le signe du polynôme X, Féquation X = o aurait au moins une racine réelle comprise entre Iqs deux nombres substitués ; ce qui est contre Thypothèse.
La rédproque de ce théorème est fausse, c'est à-dire que de» polynômes en or, qui ne peuvent jamais changer de signe, sonC qoelquefois réduits à zéro par des valeurs réelles de a:. LVqualion {a: — 3/ (ar — 1 )' =z o est dans ce cas.
5i2« Toute équation qui n^a que des permanences de signe, c^esl-à-dire , dont tous les termes sont po'sitifs, ne peut avoir pour radnes réelles que des nombres négatifs ; car tout combrv positif mis à la place de x , rendrait le premier membre essentiellement positif.
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5i3. Toute ëquatîon complète dont les jtermes sont alternativement positifs et négatifs , c'est-à-dire , qui n^a que des variations de signe , ne peut avoir pour racines réelles que des nombres posiliik; car il est aisé de reconnaître que tout nombre négatif Inis à la place de x dans la proposée, rend tous les termes positifs, si Téquation est de degré pair, et tous les termes négatifs , si Péquation esl de degi*é impair. Donc , dans aucun cas \ la somme des termes ne peut devenir nulle.
Il en est de même de toute équation incomplète, telle que, si Ton y change x en — y^ il en résulte une transformée n'ajrant que des permanences.
De la recherche des racines commensurables,
5i4' Nous observerons d -abord que toute équation dont le premier terme a pour coefficient V unité et dont tous les autres coejjficiens sont des nombres entiers^ ne peut avoir pour raci" nés commensuràhles que des nombres entiers.
•Soit en efict Péquation
dans laquelle P, Q, ..., T, U, sont des nombres entiers, et supposons qu^clle puisse avoir pour racine une fraction commen-
•urable et irréductible — \ nous aurons par conséquent
Multipliant par c"^' et transposant, il viendra — = — Pa'^' — Qca'^ — Trtc^--» — Uc"^.
Or, c étant premier avec â, c est premier avec chacun des facteurs du produit a'^ ^ c ne divisera donc jamais ce produit \ Péquation précédente est donc impossible , puisque le premier membre est une fraction et le second un nombre entier. Ainsi Péquation ne peut avoir pour racine une fraction commensurable et irréductible.
Si 5. Et comme on peut toujours ramener une équation dont les cocfHciens sont des fractions rationnelles, à une autre dont )es coefHciens sont entiers et le premier Punité (49^) i OQ ^^^^
que la recherche des racines commeosurables d^tme équation se réduit à trouver les racines entières de la transformée.
On y parviendra sans doute en remplaçant Tinconnue par tous les nombres enlici*s potitifs ou négatifs, depuis i et — i jusqu^aux limites supérieures + L et — L' (5oo el 5o5) ; car les nombres qui satisferont à Péquation à résoudre seront reconnue racines. Mais on conçoit que ces essais deviendront souvent longs et pénibles ^ et il faut chercher une n^éthode plus expédi* tive et phis facile à pratiquer.
5 16. Pour mieux fixer les idées, considérons Féquation x^ + P:c^+ Qa?' + Ra7' + Sa: + T = 0.
Soit a une de ses racines ; on aura
û^ + Prt^ + Qd' + Ra^ + Sa + T = o ;
a^où î = — S — Rfl — Qa' — Pu'— a^
Le second membre de cette égalité étant un nombre entier |
T il faut que — soit aussi un nombre entier. Ainsi les racines en*
tières d*une équation sont comprises parmi les diviseurs du dernier terme.
Maintenant , passons — S dans le premier membre de la dcr»
nière égalité précédente , et faisons pour abréger — |- S r^ S',
il viendra , en divisant les deux membres par a ,
^r= — R — Qa — Pa* — a%
S' d^où Ton conclut que — doit être un nombre entier.
S' Passant — R dans le premier membre , faisant 1- R szi R'
et divisant de part et d^autre par a , on obtient
--=: — Q — Pij — a^
d'où Ton conclut que — doit être un nombre entier.
R' Transposant — Q , prenant — }- Q zz Q' et divisant par a^
il vient 0/
ainsi — doit être un nombre entier.
Plissant enfin •— P dans le premier membre , et faisant ~ -f* P = P', ou trouve P' = — a
En rapprochant les conditions précédentes^ on verra que pour qu^un nombre entier a , positif ou négatif, soit racine de Péquation proposée, il faut, i^ que ce nombre a soit un des divbeurs du dernier terme ; 2* qu'yen ajoutant au quotient le coe£Bcient de x^ pris avec son signe, la somme soit divisible par a \ 3** qu^en ajoutant au second quotient le coefficient de X*, pris toujours avec son signe , la somme soit divisible par a ; 4* quVn ajoutant au troisième quotient le coefficient de or', la somme soit divisible par à ^ et ainsi de suite. Enfin , qu^en ajoutant le coefficient du second terme de IVquation , au quotient précédent , la somme soit égale au diviseur a , pris en signe contraire.
Tout nombre qui satisfera à ces épreuves réunies, sera racine, ti ceux qui n'y satisferont pas devront être rejetcs.
5i7« De là résulte la méthode suivante, pour déterminer à la fois toutes les racines entières d'une équation donnée :
Après avoir trouvé tous les diviseurs du dernier terme , qui sont compris entre les limites + L et — L', on écrit ces diviseuics sur une même ligne horizontale , et tant avec le signe -fqu'avec le signe — ; on place au-dessous de ces diviseurs les quotiens du dernier terme par chacun d'eux ; on ajoute ensuite à chacun de ces quotiens le coefficient de x , ce qui donne des sommes qu'on écrit au-d^ous des quotiens qui leur correspondent. On divise de même chacune de ces nouvelles sommes par le diviseiu: placé dans la même colonne , et on écrit le quotient sous lé dividende , ayant soin de rejeter les quotiens fractionnaires et les diviseurs qui les ont donnés. On ajoute aussi le coefficient de x*^ et l'on continue le même procédé , en observant que si quelques termes manquaient dant l'équation particulière proposée, on en tiendrait compte, en regardant chacun de leurs coeffîciens comme égal à zéro.
5 18. D'après cette méthode, cherclions les valeurs entières de X dans l'équation
x^ — 5x^ — 6x'+ 4^"^ — 24 ^^ ^' D'abord on observe quïl est inutile d^appHquer le procédé aux diviseurs + 1 et — i , parce qu'on les éprouve plus facile-
ment par leur substitution immédiate dans Pëqtiation proposée : on trouve^ ainsi qu^ils ne satisfont pas à cette équation. Et puis* que X > 1 donne. ^6x > ^4 1 on voit que la limite supérieure des racines positives est la valeur positive de x qui rend nul le trinôme x* — 5a? — 6 ^ celte limite est donc 6. Changeant x en — ^, on verra que la limite supérieure des racines négatives est — (t + 1/^^) ou — 8 (5oi). Ainsi on doit soumettre aux épreuves tous les diviseurs positifs dé ^4 compris entre i et 6 ^ et tous les diviseurs négatifs entre — i et — 8 ; il faut donc.em* ployer les diviseurs a, 3, 4i — ^i — ^t — 4^^ — 6» Void le tableau des calculs où * marque les diviseurs à rejeter :
— la
+ ii
La 1 '* ligne horizontale est celle des diviseurs ; la seconde celle des quoticns du dernier terme -— 24 par chacun des diviseurs ; Ja troisième ligne est celle des quotjens que l'on vient d'obtenir, augmentes du coefficient + 4^ ^^ -*^i ^' '^ quatrième celle des quodcns de ces sommes par les diviseurs correspondans : cette seconde condition exclut les diviseurs 3 et --S. La cinquième ligne est celle des derniers quotiens , augmentés du coefficient — 6 de x', et la sixième celle des quotiens des nouvelles sommes par chacun des diviseurs : cette troisième condition exclut les diviseurs 2 , — 2 et — ^. Enfin la septième ligne est celle des troisièmes quotiens , augmentés du coefficient •— > 5 du second terme de la proposée. Comme alors les deux sommes — • 4 c' + ^ sont respectivement égales aux diviseurs -f- 4 ®' — 3, pris en signes contraires, ces diviseurs sont les seules racines entières de la proposée, et Ton a x = 4ctj: = — 3.
'Divisant x^ — 5x^ — 6x* + 4^^ — ^4 P^ i^ — 4) (-^ + 3) ou par x\ — X — 12 , on aura le quotient exact x* — 4-^ + ^ qui , égalé à zéro , donnera x = 2:±= ^2 pour les deux autres racines de Féqualion proposée.
( a46 ) Sous laissons & ràoudre, diaprés la méthode précédente, let trois équations :
gc^ — 4^' — i6x* -f- 1 1 Sx — 1 5o = o ,
x^ — hj:^-|-3ij:' + 4^' — I28x-|- 1^2 = 0,
x^ — 5;i:'-|-^5x — ai r^io.
519. Lorsque le nombre des diviseurs du dernier terme, qui te trouvent compris entre les limites -)- L et — U, est très-grand, il est fort important de restreindre ce nombre. Or, soit Péquation
x^+Pa/^' + Qx'^H l-Tx+U — o.
%oit a Tune de ses racines, le premier membre sera divisible exactement par x -*-* a , et il viendra Tidentité
Diaprés la loi de formation des coefHciens P', Q', ..., U'(486), ces coeiHcîens sont entiers, avec P, Q,R,-*',U. Gela posé, Pidontité précédente ayant lieu quel que soil x, si Ton j fait x ;= 1 , et qu'ensuite on divise de part et dWtre par a — 1 , on aura
iUhI±^±:i±5 = - (, 4- F + Q' + ... + u').
Le second membre de cette équation est un nombre entier ; donc il en est de même du premier. Ainsi a étant un nombre entier positif ou négatif, ne peut être racine , qu'^autant que a — 1 divise le résultat de la substitution de -{- 1 dans la proposée. On verra de même, en faisant x=: — 1 , que a^x doit diviser le résultat de la substitution dç -* 1 ; d^où résulte la règle que voici 2
Substituez sucoessîi^ement + 1 et — 1 dans la proposée , et soient M et W les deux résultats : i* Tout diviseur positif du 4ernicr terme y qui^ diminué de i, ne divise pas M, ou qm\ augmenté de 1, ne divise pas M', doit être rejeté^ a* Tout di^ viseur négatifs dont la valeur numérique augmentée de 1 , ne divise pas M , et diminuée de i^ ne divise pas M', doit être rejeté,
520, Soit proposé, par exemple, de déterminer les racines fQfières de Téquation ,
^^— ;^:' — Sçx* + 1 38a; + 43a = o-
Il e5t clair que le premier membre de cette équation sera positif pour toutes les valeurs positives de x égales ou plus grandes que celle qui rend nul le trinôme x* — x — 80 ^ la limite supérieure des racines piositives est donc 10. Quant à la limite supérieure des racines négatives, elle est — (i + l/*38)ou — i3w Donc les diviseurs de 432, que Ton doit soumettrez aux épreuves du n' 519, sont : a, 3, 4i ^1 81 9^ — 2, — 3, — 4i — ^« — 8, — 9 et — la.
Substituant -f- 1 et — i au lieu de x ^ dans la proposée , les résultats seront M = 490 =10.7' et M'= 216= a'. 3 . Cela posé , examinons les diviseurs positifs : 9 — 1 ou 8 ne divise pas M = 490 ; ^nsi 9 doit être rejeté : 8 — 1 ou 7 divise M, el 8 -(- 1 ou 9 divise M' = 216 ; donc 8 doit être conservé. On re* jetera 6 et 4i et Ton conservera 3 et 2. A IVgard des diviseurs négatifs, cconme 12 -|- 1 ou 1 3 ne divise pas /\€)0^ 12 doit être rejeté; et il en est de même de 8. Mais 9 doi( être conservé, ainsi que 6 et 4 7 tandis quMl faut rejeter 3 et 2. On voit donc qu^on ne doit soumettre aux épreuves de la méthode du n** 5i8, que les diviseurs 8,3,2, — 4i ""^ ^' — 9- ^® ^^^^^ manière, on trouvera x=z6 et x= — 9; d^où Ton déduit xz=\=t:l/*].
On peut traiter diaprés la méthode que nous venons d^indlquer, les deux équations :
X* — 5x — ^']x*-\' ilS'jx — 36o == o ,
Dans la dernière équation, les limites supérieures sont 1 3 et — 11.
52 1 . On sait maintenant trouver les racines commensurables de toute équation dont les coefliciens sont rationneb, entiers ou fractionnaires. Mais dans ce dernier cas , il faudra d^abord ramener Péquation à n^avoir que des coefficiens entiers, et 1 pour celui du premier terme (49^)* Cependant, si Tinconnue proposée ne doit avoir que des valeurs entières, on n^aura pas à opérer cette transformation, qui a Pinconvcnient de conduire à des coefiidens très-grands \ il suffira d^appliqucr sur-le-champ la mOlhode du n* 5 18; et lorsqu^on sera parvenu à la dernière des conditions, le résultat, au lieu d'être — a^ devra être — ûN, N étant le coefficient dn premier terme.
Ccst ainsi que, dans Téquation &x + 5x*— 33x-|- 18=0, on verra qu'^après avoir ajouté aux derniers quotiens le coeffi-
cient 5 du second leniic , la somme correspondante au diviseur •— 3 , sera -f" >di ou -le produit de -{^ 3 par le coefficient 6 du premier terme \ donc — 3 est une racine entière de réquation proposée, laquelle admet en outre les deux racines fractionnaires
Diaprés ce q«^on vient de dire, il sera ais^ de résoudre les trois pro* bHmcs qui suivent, dans lesquels les inconnues doivent être d^ nombres rniiers positifs :
Quelle est la base x du système de numération dans lequel le nombre cinq cent trcnte-liuit est exprime par les caract4:res (4' 33) T [R. jr=:5.] *
Quelle est la base x du système dans lequel S 1479, 'sy'^lème ddcimal, est représenté par ( 456356 ) , syslèipe cherche' ? [ R. x = 7.]
f^es trois chiffres d^un nombre sont tels, 1* que leur produit fait 54; s* que le chiffre du milieu vaut la sixième partie de la somme "des deux autres; 3° quVn les écrivant dans Tordre inverse, le nombre résoitant surpasse de 59^ le nombre propose'. Quel est ce nombre ? [ R. 933.]
5îî. La recliprche des racines conmiensurablcs sert à trouver, quand cela se peut, la racine n*"* d^une expression telle que a =±= [/b , conune on le voit da'ns les Môlanj^es d\ilgèbre , pages ^8 et suivantes. Pour donner une idée de la méthode que noua avons suivie dans ces Mélanges, et qui est plus simple que celle dont on fait ordinairement usage, proposons -nous d^extraire^ s^il est possible^ la racine cubique de a=i=[/b.
D^abord, puisque le cube de (1 +l/2)|^3 est 2i4-|/45o, on voit que la forme la plus générale de la racine cubique demandée est ap^z, et que par conséquent on a [^(£i=±=[/A)=z: xl/z. Elevant de part et d'autre au cube , puis faisant dispa^ raître le radical carré, il vient a' — 2azx^ + z'a'^= b ; d^où
3 , «* — 4 aa
On peut disposer de rarbitrairc z pour que le second terme du premier membre de celte équation soit uu cube parfait de
la forme ~ ; ce qui se fera en posant
c = — ;;j— 5 d ou il vient X 4- -- zn — .
Faisant j: + ~ = "i puis élevant au cube de part et d'^autie, on aura ^
^ï + 3cx+ - + -,=«% d^où u'_3cu-^ = o.
Et comme x-^-^zzu donne x =-;« =t y^u* — c, on voit
que u doit être rationnel ponr que la racine demandée soit posrible. Ainsi on a, pour résoudre le problème 'proposé,
• c = - y(a^ — ^yâ 1 u — Zcu =1 o
et ^az±z^/bz=z (i(i ± ^^^u* — c) \yz.
Par exemple , s'^il faut trouver la racine cubique de 78 —»
J/6075 , on aura a 2= 78 , 5 = 6075 et a' — ^ = 9 ; d'où , en . prenant z n: 3 , on a c =: 1 et u — 3ii — ^ 52 = o. La seule racine commensurable de cette équation étant u=:4i on en condutque 1^(78— 1/6075) = (2 — 1/3) ^3.
On peut chercher la racine cubique de 5a -{- ^^ 1/^3 et celle de 2 -]- 2 [/ — 1 .
.5a3. La méthode des racines commensùrables (5i8) sert aussi à faire connaître combien chacune des racines de cette espèce entre de fois dans Téquation proposée : il suffit pour cela, de diviser le premier membre par le produit des binômes qui proviennent des racines a^ b^ c^ ..., déjà mises en évidence, et de soumettre la nouvelle équation aux épreuves de la méthode ; ou bien, après avoir divbé le premier membre par x — a, on divisera le quotient par x — a , le second quotient par x — a , et ainsi de suite , jusqu'à ce que la di\îsion soit impossible. Par exemple , soit Téquation
X*— - ixr*+ 57^' — iZ^x'* •\- i56x — 72 = 0. »
Cette équation complète n'^ajant que des variations de signes, n'^a point de racines négatives (5i3). La limite des radnes po* sitives est 12; et si Ton soumet Téquation aux épreuves de la méthode (5 18), on aura d'abord les deux radnes x=:a ot x=z 3. Divisant le premier membre par (x — n) (x — 3), il vient pour résultat
équation qui a encore pour racines x = 2 et x= 3. Divisant cette équation par (x — i)(^ — 3), le quotient exact sera x — 2, Donc Téquation proposée peut se mettre sous la forme
On résoudra , d'après cette méthode , les deux équations :
( aSo )
9X*+3ox* + aia:^+ 10x^4- *7^* — aoj: + 4=:o.
Le. procédé que noos venons d^emplojer ne détermine qme les racines égales qui sont rationnelles ; pour obtenir ;aussi les racines égales irrationnelles ou' imaginaires, il faut connaître la recherche du phis grand commun diviseur algébrique , qui va nous occuper.
Du plus grand commun diweur algébrique^
Si^. Dans tout ce qui va suivre nous ne considérerons que des polynômes entiers et rationnels^ c^est-à-dire des polynômes dans lesquels il n^jr a ni divisiohs ni racines indiquées. Ces polynômes ne contiendront par conséquent que des coefHciens entiers et des exposans entiers positifs.
SaS. Lorsqu^en divisant un polynôme par un autre , le quotient est entier^ le premier polynôme est divisible par le second, et le second divise le premier. Ce second polynôme est alors facteur exact ou simplcmcntyizc/eiir de Pautre.
Un polynôme est premier lorsqu'^il n^^cst divisible que
par lui-méïne et par Punité, comme a — ih^ la-^Zh — c, etc.
A proprement parler, il n^y a que les polynômes du premier degré qui paissent être regardés comme premiers ; car tous les autres sont dëcomposables en facteurs , ainsi que le prouve la théorie des équations. Par exemple, soit le trinôme a^—^ab^b'^. Pour le décomposer en facteurs, égalons-le à zéro, et résolvons Téquation résultautc par rapport à a\ nous aurons a =: 6 db 5 ^"^3. D^où Ton lire (487)
a» — ^ab — *»=(a-.-4 — h\/'à){a — b + b[/%).
Soit encore le polyûome
a«c* -|- aa»i — 3ab* -^ abc — ^bc^ + 35*c -f- c^.
Si on IVgale à aéro , et qu^on résolve Téquation résultante par rapport à A , on verra que ce polynôme revient à
{ab — Jc-f-c*) (aa — 35 + c).
En général, tant que le polynôme égalé à ze'ro, donne une équation qu^on sait résoudre par rapport à Tune des lettres qui s^y trouvent , oq peut décomposer ce polynôme en facteurs, diaprés la méthode que nous venons d^employer.
On voit que tous les polynômes d^un degré supérieur au premier peu- Tent se décomposer en facteurs* Mais comme nous ne voulons considérer désormais que des /acteurs rationnels et entiers^ il est dair que uous aurons des polynômes premiers de degrés quelconques.
537. Deux poIjDomes sont premiers entre eux, lonqu^ils a^ont d^autres diyiseurs commims ^e Puiiité , comme a* — ft* eC a:*— aax-f-û'-
528. Le plus grand commun diviseur de deux poljnomes est le produit de tous les facteurs premiers conununs à ces deux poljmomes (*).
D^où il suit , 1* que deux pùljmomes ne peuvent avoir qu^un seul plus grand commun diviseur^ car les (acteurs premiers communs à ces deux poljnomes ne donnent jamais qu^un seul produit ;
1* Que ^1 Fon divise deux polynômes par leur plus grand commun diviseur^ les deux quotiens seront /premiers entre eux^ car s''ib avaient un facteur commun , ce facteur serait aussi conunun aux deux poljmomes proposés ; et le plus grand commun diviseur de ces polynômes ne serait pas le produit de tons leurs facteurs premiers communs ; ce qui est contre la définition.
A Favcnir, p. g. c. d. %\^\Çittz, plus grand commun diviseur.
539* Le plus grand commun diviseur de deux poljrnomes AetB est toi^ours celui du plus petit B et du reste R de leur division*
Car soit Q le quotient entier de cette division et D le p. g. c. d. de A et B ; on aura donc
A = BQ + R et 5 = gQ + g.
Puisque D divise A et B, D divise aussi R ; D est donc com« mon diviseur à B et R ; et il est le plus grand. Cor si Dx pou* yait diviser B et R, Dx diviserait aussi A ; Dx serait donc commun diviseur aux deux poljnomes A et B ; ce qui est impossible, puisque D est le p. g. c. d. de ces poljnomes. Donc D est aussi le p. g. c. d. de B et R.
53o. Il résulte de ce prindpe, que la recherche du p. g. c. d.
(*) Soit X It produit de tons les factrars premiers comxninis anz denx qnaiitilés P et Q, ei jr le p, g, c» d* de ces deux quantités \ jr est dooe nctmr commun à P ^ Q ; J^ doit donc se troarcr dans r^ qui est le produit de tons les acteurs premiers commau à P et Q. El si x arail démîtes CKteurs que cens de j^, x serait plus grand que ^ ; roc serait donc pas ltp.g,e.€LàePeiQ\ce qui est contre Thypotliése. Dooo M Koîierme tons les lacteui» 6e jr et o*eii contient pas d^anlrcs ; àmm
de deux polynômes doit s^opérer diaprés la même i^gle ^^ pour lès nombres. Mais comme le principe suppose que tous les quotiens obtenus soient entiers, ce qui souvent n^a pas lieu lorsqu'on opère ^ur des polynômes, il faut, pour trouver le plus grand conmiun diviseur algébrique, diaprés la même règle que pour les nombres , faire en sorte que tous les quolieAs soient entiers ; il faut par conséquent mettre en pratique les deux préceptes que voici : *
1* Rendre la division possible en multipliant tout le dividende par un facteur qui n^ait point de facteur commun à tous les termes du diviseur, et qui soit tel que le premier terme du produit soit divisible par le premier terme du diviseur \
2° Supprimer le facteur commun à tous les termes de Tune des quantités, lorsqu'^il ne Test pas à tous les termes de Pantre, et quMl n^a point de facteur conunun avec eux.
Par ces deux préceptes , on introduit ou Ton supprime dans Tune des quantités proposées , un facteur qui n^est pas facteur de Tautre quantité , et qui n^a point de facteurs communs avec elle. Donc les facteurs communs à ces deux quantités ne sont ni augmentés ni diminués (*); par conséquent, le p. g. c. d., qui est le produit de tous les facteurs communs , n^est pas changé.
53 1. Par ex., cherchons le p. g. c. d. des deux polynômes
8a' — 1 oa*c — i ^ac^ + 1 5c'.
Nous diviserons le premier de ces polynômes par le second. Mais il faut d^abord rendre la division partielje possible ; ce qui se fera en midtipliant tout le dividende par 4i et le produit sera
Par cette multiplication le plus grand commun diviseur cher* ché nVst pas changé , puisque 4 i^^cst pas facteur du diviseur et
(*) Cette assertion est assez claire pour n^avoir pas besoin de démonstration \ car clic suppose qu^un produit n^ait jamais dVutrcs facteurs premiers que ceux contenus dans le multiplicande et le multiplicateur ^ et co principe me parait e'vident. On le démontre d^aillcurs pour les nombres, en aridimc'tiquc ^ mais je crois trés-^ifiicile de Tctablir rigoureusement pour les quantités algel>riques, considérées dans leur état général.
Voyez d^ailleurs la divisibilité des fonctions entières y dans TAlg^t de M. Bourdon, 4"^* édition, pages 384 ^^ suivantes.
'lk\ point de facteur commun avec lui. Le premier quotient partiel sera 5a , et le reste , 5oa c — 1 6a V — 'j5ac^ + il^c^.
Co^me le p. g. c. d. des deux polynômes proposés est tonjoors celui du plus petit et du reste (629), ce p. g. c. d. ne diangera pas ^ si on divise le reste par c et si on le multiplie par 4 ; car c et 4 ne sont pas facteurs du diviseur. De cette manière, k nouveau dividende partiel sera aooa' — 6^a*c — 3ooac* 4* g6c . Donc le second reste deviendra i86a*c—- ^790^.
Pour simplifier ropération, on supprime 980 , facteur du second reste, sans Tétre du diviseur, et il vient ia* — 3c*. Cette suppression ne change pas le p. g. c. d. , lequel est par consé* qaent celui du diviseur et du second reste simplifié ^a* — 3c*. On aura donc ce p. g. c. d. , en déterminant celui des deux polynômes
8a' — loa'c — iiac'+iSc' et aa*— 3c*.
Or, ce dernier p. g. c. d. est tia* — 30*, puisque aa' — 3c* dlivise.rautre quantité^ donc aussi 2a' — 3c' est le p. g. c. d. demandé.
533. La recherche que Ton vient d^expliquer fournit plusieurs remarques très-importantes :
I. Pour avoir des quotiens entiers dans la première division , on a multiplié le dividende et le premier reste chacun par 4 : on aurait eu les mêmes résultats, si Pou avait d^abord multiplié le dividende par le carré de 4 1 ^^ P^ 16 ; et la marche aurait été plus directe. Désormais nous multiplierons le dividende proposé par le facteur propre à rendre la première division partielle possible, éle\'é à une puissance marquée par le nombre de divisions partielles à effectuer avant d'^arriver au reste de la division proposée.
II. Si Ton avait oublié de supprimer le factenr 93c, commun aux deux termes du second reste i86a*c — 379c'; en continuant la recherche, on serait parvenu à un reste ne contenant plus que la preoiière puissance de a , et qui aurait été pris pour diviser i8&i*c — ^79^' ' c^ diviseur et tous les suivans n'^auraient donc pv conduit au véritable p. g. c. d., puisque celui-ci est en a\ D^ailleurs le reste i86a*c — ^^9- serait devenu diviseur dans ooe nouvelle division ; et alors pour rendre la première division partielle possible, il aurait fallu multiplier le dividende par 93c, btiear dans tous les termes du diviseur \ donc le p. g. c. d. au-
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rait été changé. Cette remarque prouve quil faut a!>soIuiiiei|t faire usage du second précepte ( 53o) ; ce qui peut conduire k chercher le p. g. c. d. entre plus de deux quantités*
III. On U-ouverait immédiatement le p. g. c. d. des deux polynômes proposés, en observant que le premier décompose en factears (5a6), devient (5a* — ac») (aa* — 3c»), et que le second dÎTisc par aa* — 3c* , prend la f9rme (4a — 5c) (aa* — 3c*) ^ alors 5a* — ac« et 4a— 5c éimt premiers entre eux, on voit que le p. g. c. d. des deux polynômes est aa* — 3c', comme par Tauire méthode.
A Taide de Tune ou de Pautre méthode ^ on trouvera que x— ^^ est le p. g. c. d* des deux polynômes
et 4jf!r— 5x7^'+r'* 533. Lorsque Texposant de la lettre principale est le même dans les deux ou trois premiers termes du diviseur, il faut, pour que le plus haut exposant de cette lettre diminue dans diaque reste, réunir en un seul , tous les multiplicateurs de la plus haute puissance de cette lettre dans le diviseur \ essayer ensuite , avant de rendre la division possible , si le nouveau multiplicateur ne fierait pas facteur de tous les autres termes du diviseur^
Si on négligeait d^opcrer la réunion qu^on vient de prescriret le produit du diviseur par le premier quotient partiel , renfermerait plusieurs termes où Texposant de la lettre principale serait le même que dans le premier terme du dividende ^ un seid de ces termes détruirait le premier du dividende \ et par conséquent le plus haut exposant de la lettre serait encore le même dans le reste que dans le dividende proposé.
Au moyen de l'observation que Ton vient d\énoncer, on trouve c<^— 2a et ^x^-^-dj- pour les p. g. c. d. respectifs dea deux couples de polynômes
aoa* — I oa'c — i aa'c + 6ac* et 6a -— 3à*c + 1 otfc'— 5c* ;
Mais ces' deux p. g. c. d. se trouveraient aussi par la décomposition en facteurs (526).
53^. Lorsqu*un polynôme a un diviseur indépendant de la lettre principale^ ce diviseur divise exactement chacun des coejficiens des puissances successives de cette lettre.
En effet , soit a -4- 6x + ex* -f- dj^ -J- etc. un polynôme ordonné par rapport à x, et supposons que ce polynôme loit d£-
( 855 ) ▼isible par une quantité v indépendante de x ; le quotient sera nécessairement de la forme ô'+i'x+c'x'+d'a'^+clc., c'est* à-dire , aura autant de termes en x que le dividende ; car v ne contenant pas x, la multiplication du quotient par v ne changera pas les exposans de x. Ainsi On aura
a+^x+cx'+rfx'-|-ctc. z::za'v^Vvx^dvx^~\'dfvx «f-etc.
lAê quantités séparées par le signe =- devant être les mémes^ quelle que soit la valeur de x^ il faut qu'on ait, pour cela, a = clv^ h-=. Vv^ c:=dv^ dzzLiPv^ etc. D^où il suit que le diviseur V indépendant de x divise chacun des coefifîdens a^ h^ c, d^ etc.
535. Ce principe conduit à trouver le p. g. c. d. indépendant de la Icttrt prindpale x. En effet, ce p. g. c. d. divise les deux polynômes proposés \ il divise donc les coefBciens des diverses puissances de x dans ces deux polynômes ; il est par conséquent le p. g. c. d. de ces cocfficicns. Or, pour trouver ce p. g. c. d., on pourra chercher celui d entre les deux premiers coefïicicns , celui iV entre d et le troisième coefficient, celui </" entre </' et le quatrième coefficient, ainsi de suite; et le dernier p. g. c. d. obtenu sera celui de tous les coefRdens proposés. Ce qu'on dé« montre comme en arithmétique. (Voyez TArithmét. élément., a** partie.)
Par exemple, qu'on ait les denx polynômes
x^y + ^X^ — ix^jrz "4- x^z' "4- xj' X* — ixjrz , r^a^y— 5xy +3/— 2xV+5x>V— 3rV;
si l'on réunit les multiplicateurs des diverses puissances de x, ces deux polynômes ne changeront pas de valeurs et deviendront
( ar'- a^*) x« + ( 5;-»^' - 5/) x* + 3/- ij^z\
Pour avoir le p. g. c. d. des coefSdens de x, on pourrait ap« pliquer la règle qui vient d'être énoncée \ mais il sera plus court de décomposer ces coeffidens en facteurs ; ce qui est facile ; et les deux polynômes deviendront ainsi
Sous cette forme on voit que^ — z est le p. g. c. d. de tous ks coefHdens \ j — ^ est donc aussi le p. g. c. d. sans x des deux polynômes proposés.
Pour avoir le p. g. c. d. affecté de x^ on simplifiera d^abori ropération, en divisant les-dcux poljmomes précédens par j^— ^ jK ^ ce qui donnera
^(j^ + J^)^^-5ij' + z)xy+Ziy + s)/.
On peut supprimer le (acteur (^j'-^z)x dans le premier de ces polynômes et le facteur j^+x dans le second; et alors on trouvera aisément que x + j* est le p«. g. c. d. des deux quantités résultantes
x^+j-^ et 22r* — Sxy + 3^ .
D'où Ton voit que le p. g. c. d. des deux polynômes proposés est (j-—z){x+jr)^ OU xjr-^-y — xz—jrz.
536. La manière la plus facile d'obtenir le p. g. c. d. est , i' de déterminer le p. g. c. d. monôme et de le supprimer ensuite^ a® de chercher le p. g. c. d. indépendant de la lettre principale, dans les deux quantités restantes, et de Vj supprimer également; 3* enfin, après avoir trouvé le p. g. c.d. des deux nouvelles quantités, il faut le multiplier par le produit des divisemv commims supprimés ; et le résultat exprime le p. g. c. d. demandé. De cette manière , on trouve 3ab (a6-|-^)(^4"^)i P^"^ ^^ p. g. c. d. des deux polynômes
i6afib^ — 3a^b^c — Gj'bc^ + i6ab^— Zab^c — 6ab^c\
537. Si Ton parvenait à un reste ne contenant pas la lettre principale , il est clair que le p. g. c. d. ne dépendrait point de cette lettre. Et si ime lettre se trouvait dans Pun des polynômes proposés, sans être dans Tautre, le p. g. c. d. cherché serait celui qui existe entre le second polynôme et les coeffidens des diverses puissances de cette lettre dans le premier.
538« Remarquons aussi que quand le reste du second degré en x donne, en IVgalant à zcro, une valeur rationnelle v à x, et que cette valeur, m^à la place de x, rend nul le reste pre'cédeiit du troisième degré; x •'if est un diviseur commun aux deux polynômes proposa. En généra] , la resolution des équations peut conduire au p. g. c. â» , plus facilement que la méthode ordinaire. Par exemple, soient les deux polynômes ^^5 -. a«je4 + ^a^j,» — 4^Jr ,
x^ — 4ax3 -)- 6a»x« + ^a}x.
Résolvant par rapport à x le second polynôme égale à zéro , ce qui se
ierirpir extraction de racine carrée (i58), on verra que ce polynôme est U même chose qae x (x — aa) (x« -^ aax + aa»).
Dirisant le i"pbljnome par x' — aox-j-aa*, on verra que ce polynôme , ^^^^ * X (jc» — aa») (x» — aax + aa').
Le p. g. c. d. cherche est donc x (x* ^ aox -f- 34*).
/2e^ racinçs égales et des équations qui s'abaissetà à (Vautres de degrés moindres.
53g. Soit X= o une équation du m"** degré en x, et soient a^ ft, c, d^ ..«, I, ses m radnes; on aura
Cette identité ayant Ueu quel que soit x^ on ne la détruira pas A Pon y change jr en x-f- u ; ce qui donnera, en ordonnant le premier nsiembrc par rapport aux puissances ascendantes de u ,
X+X.ii + iXyH |-i^ =
X, étant la dérivée de X, X, la dérivée de X, , etc» (497)*
Regardant chacune des quantités x-— tf ^ x — h^ x — c^ ..., X — /, conune un monôme, le second membre de ridenlité que Ton vient de trouver sera le produit de m fadeurs binômes, ayant tous le preâiier terme u coomiUB, et pourra être représenté par 11^ + Att'^' + Bii'»-^ 4. ... + Ta + U (462) \ il viendra
donc X+X,tt4.iX,u'+...=U + Ttt+S(i«+...
Cette identité ayant lieu pour toutes les valeurs de u, même quand u = o , il s^enauit que les coeJDBciens dWe même putt* sance de u dans les deux membres, sont égaux ; on a dope
X = U, X, = T, ^X. = S,eic.
Or, T est la somme de tous les produits difTérens des m seconds termes x — tf, x— fc, x — c, x — rf, ..., x — /, combinés m— 1 à m — 1 ; donc pour formera ^ yaleurdeX^^ il/audra\ dans le produit V ou X de ces m seconds termite omettre successivement diocun des m facteurs^ et ajouier entre eux les m résultats.
540. Diaprés cela, supposons que Péquation proposée X=ro ait n racines égales àaet^à^^ il viendra donc
X = (*— <i)"(x— jyCx— c)(x— rf)...(x— /).
On vient de voir que pour avoir X, , il faut, dans le second membre, i* omettre successivement chacun des n facteurs x-a et ajouter entre eux les n résultats, ce qui donne n {x — a)"^* (x — ty (x — c) (x — rf) . . . (r — /) ; a" omettre successivement chacun des p facteurs x — 5 , et ajouter entre eux les p résultats, ce qui fournit p(x — fl)"(x — hy^^{x — c)(x — d) ... (x — 1)\ ^^ omettre successivement chacun des facteurs X — c, X — rf, ... , X — /, et ajouter les résultats, ce qui produit (x — ay" (x — hy R , R désignant la somme des pi^oduits qui restent en supprimant successivement chacun des facteurs dans (:p — c) (x — rf) . . . (x — 0 î 4** ^^^^ i ajouter entre elles toutes les valeurs obtenues de cette manière, ce qui fournira
•X, = (x— û)'^*(x— ty-' [Q-f R(x— û)(x— 6)], Q désignant n(x-6)(x-c)...(x-Z)+p(x-a)(x-c)...(x-Z).
Il est clair que chacun des facteurs x — a^ x — &, x — c^ X — cf, ...., X — /, manquent dans un terme de la quantité entre crochets \ donc aucun de ces binômes ne divise cette quantité : par conséquent le p. g. c. d. entre X et X^ est (x-a)'*"' (x-ty"* :=zD. Ainsi le plus grand commun diviseur entre V équation proposée et sa dérivée^ se compose du produit des facteurs qui entrent plusieurs fois dans cette proposée^ élevés respectivement à une puissance moindre d'une unité.
541* I^e là on peut conclure la méthode suivante :
Pour connaître si une équation X = o a des racines égales , fl faut former sa dérivée X^ , puis chercher le p. g. c. d. entre X et X^ ; s^il est Punité ou (x — ^TX^ — ^)**i ce qui suppose n= 1 et f?= 1, Téquation n^a pas de racines égales ou de facteurs égaux. Mais s^il y a un diviseur commun D , fonction de X, on dierchera le plus grand commun diviseur E entre D et sa dérivée D, ; puis le p. g. c. d. F entre E et sa dérivée E,, le p. g. c. d. G entre F et sa dérivée F, , et ainsi de suite. Soit p^ le produit des faacurs inégaux ou simples de la proposée X= o; soient p^y P^^ P^^ •••1 ^^^ produits des facteurs doubles^ triples^ quadruples y ... , c^est-à-dire des facteurs élevés, dans X, aux puissances 2*, 3*, 4^i ••• î U est clair qu^on aura le tableau que voici :
^=PiiPj{Pi)'--
^=pdPsy-
Vl^ • • • •
etc.
^n^P^PrPAPs"
D'où Ton voit qu'en divisant <jf , par q^^ q^ par <jfj, q^ par ç^, et ainsi de suite, les quotiens seront respectivement p^t P ^ Pit etc. On a donc ainsi les expressions algébriques des produits p ^p ^ /^3, ... ; et la résolution de la proposée Xr=:o, se réduit à traiter les équations beaucoup plus simples p,=o, p,=:o, ^^3=0, etc., lesquelles ont toutes des racines inégales.
543* Considérons, par exemple, Péquation
Xziix^— fer* — 4'^* + 9^'+ 12^ + 4 = ^5 nous aurons donc, d'après la méthode'précédente,
D = x*+x^ — 3x* — 5x — aj <jf^ =<jf^ = x'-^x — a,
, F = x+i, <75=i=7g, etc.
G=i=H, etc.
Ce qui donne p^=i, p^'=^x — a, p^r:zp^-=.\^ |7,=rx + i. Ainsi on voit que X =: o n'a point de facteurs simples , ni de facteurs triples, etc.^ mais que X a deux facteurs égaux kx — 2 et quatre facteurs ëganx à a: + 1 : et comme {x'\'\f{x — a)* est de même degré que X, il en résulte X=(x+ï7(j^ — i)'-
Soit encore l'équation
on en déduit
D = a:®— ax^+x*— 4x*— x'— 2X — 1, E = i'+i,
F=:i = G, etc, <jfj = x*— ax' — ax — i=<7,i
Ç3 = x'+i, <74 = i=<jf5,etc.
D'où résulte p^ =: 1 , p,=: x' — ax — 1 , ;ij=: x* + >i ^4= P5r=i.Donc X = (x*+i)'(x»— ax— i)'.
Ce procédé conduit, coiilnie on voit, aux racine^ imaginaires et ÎDCopnàensurabie» de Téquatiôti proposée.
On peut s^exercer sur lés équations
x^ — 27X + 54 = Oi
a:«^4i?;^3**— iSx^+iix'+iia: — 9 = 0,
9^:^+ 3ox^+ aax*+ iôx*+ 17a:*— 20X + 4 = ®-
544» Si le polynôme ar* + flx*+6x* + cx + rf était une puissance 4*" exacte, de la fonne (x + x)^, sa dérivée serait 4'(:r -t* jsf ; par conséquent cette dérivée diviserait exactement Ict produit du polynôme proposé par 16. Effectuant donc cette division , le reste sera
(8b—3a*)x* + 2(6c—ab)x + (i6d—ac). .
Et puisque la division doit se" faire exactement, ce reste est nul , quel que soit a: ^ ce qui exige qu^on ait séparément
86 — 3a' = o, 6c — abz=zo et i6rf— tfc=:o^
d^oùPontire i = |a% c = 1^^ et rf = ijga*.
Substituant ces valeurs dans le polynôme proposé, on verra qu^alors il se réduit au développement de (x -f- ifff*
Par cette manière d^opérer, on trouvera toujours les relations qui doivent exister entré les coefiBciens d^un polynôme complet du n™* degré en x, pour que ce polynôme soit la pniâsànoe n^* exacte d^nn binôme de la' forme or + js. Et 1-on peiit obtenir aisément les conditions pour que oj^ -f- hx* -f* cjp -f- «I soit un cube parfait.
545. Nous avons vn (54i) que quand une équation a des nicines égales, elle peut s^ abaisser àdWtres dé degrés-moins élevés. Or^ la décomposition d^une équation en d^ufres-pUxs simples, s^opèré facitenent lorsque cette équation* a des racines égales deux à deux et de signes contraires, comme
En effet , si dans cette équation Ton change x en-*^-x, ce qui donne (x* — tf*)(^+^*) ^/( — J?) = o,.le p. g. c. d. entre la nouvelle équation et la proposée sera {±* — -'a*) (^+2»*) oti le produit des bindmes résultâns dès racines qoi sont égalera à a et de signes contraires. Si donc oii chérc&cf ce p. g. c. d. et
qu^on régale à zéro, ainsi que le quotienty*(x) qu^il donne en divisant par lui Féquation proposée, les racines de cette cqualioD seront celles des deux équations beaucoup plus sînjî>les
(x>— a')(a:*+fc') = o et /(x) = o.
Qu^on ait, par exemple, Téquation
x' + 5x^ — a4x^— i3r^+7x* — iaj?-}*36 = o;
en y changeant x en <!— x , la transformée sera
. — x'+Sx^— a4^+*3x'+7^'+ï^^ + î6 = o.
Le plu^grand conmiun diviseur entre cette équation et la > proposée est x^ — 3x* -f- 4* Divisant Téquation proposée par ce p. g. c. d., le quotient sera x '\'Sx'^'\'Zx — g. Ainsi Féquation proposée est abaissée aux deux
X* — 3x'+4 = o et x^+5x"+3x — 9 = 0.
Les racines de cette équation sont par conséquent a , — a , l/— 1,-1/— 1,-3,— 3, I.
On peut traiter d^une manière semblable Féquation
x'* + 4x®— 8x'— 48x7— i8x^+i2ox*+92«*— 1 12X* — io3x*-|- 36x + 36 = o.
547* Parmi les équations susceptibles d^abaissement, on distingue les équations réciproques , ainsi nommées , parce que % leurs racines sont inverses ou réciproques deux à deux, en sorte
qu^une racine étant a, Fautre est — Ces équations doivent donc
rester les mêmes quand on j change x en -, et il faut par con-
scquent que les coeCBciens des termes également distans des extrêmes soient égaux entre eux (494)*
Considérons d^abord Féquation réciproque de degré pair
Nx^+ Px'+ Qx^rh ïlx*+ Sx*+ Rx*4- Qx'+ Px + N =: o.
Divisant les deux membres par x^, Féquation pourra se mettre sous la forme
Posant x+-=i«; d'où x' H — î = m' — îi x^H — i^^"^ — ?** et x^-4- --T = 11^ ««- 4'^' -ff* ^ 1 ^^ viendra , réductions faites ,
Nii*+ Pu'+(Q-.41ï)tt»+(R— 3P)h+ aN — aQ+S = o.
Cette équation, d^un degré deux fois moindre que celui de la proposée , fera connattrc les quatre valeurs du u , au moyen
' desquelles Péquation X'\ — mu ou x* — i/a: = — i fournira les huit valeurs de x. *
549* On résoudra dHme manière analogue, 1® toute équation réciproque de degré. pair ; a® toute équation de degré pair dont les termes également éloignés des extrêmes ont leurs coefBciens égaux et tels, que ceux qui suivent celui du milieu ont alternativement des signes contraires et des signes pareils à ceux -des eoefficiens égaux qui précèdent, conune dans Téquation
Na:^+ Pa:*+ Qx* + Rar* -- Qx' + Pa: — N = o.
550. Quant aux équations réciproques de degrés impairs, elles sont toujours divisibles pa( x -{- 1 , et le quotient égsdé à zéro , est une équation réciproque de degré pair. Cest de quoi Ton se convaincra en opérant sur Péquation
N.r7 + Px^+Qx*+Ra;^+Rx' + Qx' + Pa: + Ni=:o.
On traitera de même toute équation de degré impair don: les coefficiens des termes également distans des extrêmes, sont égaux et de signes contraires , comme
Na:^+ ?a:^+ Q^^— Qx'— Po: — N zz o.
55 1. Voici des équations à résoudre, diaprés les méthodes que nous venons d^indiquer :
24r^ — iiL2x^ — 4^x^+ ^06^' — 43^' — 1^^^ + ^4 = ® 1
i^x"^ — a8x^ — ']gx^^i3\x^'\'i3ix^ — 79a:* — 28j:+iti=:o, 3tix^ — 288x^+ 7i4j:^-- 99x'— 7i4x"— 288X — 32 = o, 6x^ — iZx^ — 29j:' + 43j?' — X — 6 = 0.
55!2. liCs principes précédens peuvent aussi servir à résoudre les équations à deux termes, comme on Ta déjà vu dans le calcul des radicaux ( 347 ). En effet , Tune des racines de Féquation a^ — 1 = 0 est 07=1 ; et si Ton divise cette équation par x— 1 , le quotient égalé à zéro , sera une cqualion réciproque , réductible à une équation dW degré deux fois moindre, au moins. Par exemple , Péquation a? -J- 1 = o donne d^abord x = — 1 , puis x^ — X -j- x* — X -{- 1 = 0; d'où m' — 11= 1 , en posant
X -{••-=: u. De là on tire aisément les quatre valeurs de x
On peut donc résoudre complètement rémiâtlon :r*'^-f-3ix 3ï == o , ainsi que nx*'* + cpx^ + c^qjr — c^qx^ — c^px* , cnz=o.
De V Elimination.
553. On sait que résoudre deux équations à deux inconnues. X et^, de la forme A==oetB = o, c^est déterminer tous les couples ou systèmes de valeurs de ces inconnues, capables d,e satisfaire à ces équations, c^est-à-dire, de rendre nuk leurs premiers membres A et B. Or, cela exige qu^on sache éliminer une inconnue, de manière à trouver une équation ^mx/e, né contenant plus que Pautre inconnue et des nombres donnés.
554* Si les équations à résoudre contenaient des raçlicaux, on ferait d^abord disparaître ces radicaux , à Paide d^inconnues auxiliaires. Par exemple , qu^on ait les deux équations
^(u + ^)* — 3 j/ii — ^ + 21110 et uz-^-u — z — 16=0; pour faire disparaître les radicaux , on posera
u-^- zzzLx et II — zz=iy^\ d'où « = K*'+^) et * = i(**~rO- Avec ces valeurs , les deux équations proposées deviennent X* — 3^+2 = 0 et X — J* +4/' — 64 = 0.
On peut éliminer x de ces équations , en prenant la valeur de x*^ dans la première , et substituant cette valeur dans la 2* équation.
Désormais nous ne résoudrons que des équations à coefficiens entiers et où les exposans des inconnues seront des nombres entiers positifs.
Soient d^abord les deux équations
2ar*+ Zxy— ix^ — Zjr^ = o , ar'+3j: — ixjr — Gjr'=zo.
Comme Tinconnue jr est au premier degré , dans la seconde de ces équations , il convient de la résoudre par rapport à cette inconnue , et on aura
x» + 3jr x(x + 3)
Avant de simplifier Pexpressiom de y^ en supprimant le facteur ^+^1 commun àaes dettx t^ines^^ il faut égaler ce facteur à zéro ; car d?-}- 3 étant nécessairement facteur aussi du premier membre de la seconde équation proposée^ en égalant or -}- 3 à zéro , cette équation sera éatialaîte. Or^ iT -)- 3 = o donne Ar= — 3 ^ substituant — 3 à j? dans la première équation proposée, elle deviendra
Getie^équation donne /• = a et j^ == =t: y — 3. Ces valeurs et X = — 3 satisfont efiectivement aux équations à résoudre.
Supprimant le factem* â; -)- 3 dans les deux termes de Texpression générale de j^, ce qtii donnera j^=^,^ substituant dans la première équation proposée^ elle deviendra
X — 4^'=o, ou a^{x — 4) = ®*
Cette équation et ^ =^ ^ donnent ^=:oet^=:o,« = o et^=o, aî = 4 et^=a.
De sorte que les deux équations proposées admettent les six solutions que voici :
et rien n^aurait indiqué les trois premières si , dans la vue de simplifîer, xm avait supprimé le facteur o; -|- 3, sans fcgaler d'^abord à zéro.
Considérons actaeUement les deux équation
x^ + 2a?y + 'xxy — ^xjr 4-^» — 4 = o ,
j?* -|- ^^JK "t" V^* — Sj" + a =: o.
Bien que ces équations ne soient pas du premier, degré eu jp ou en jr^ elles conduisent cependant à une teHe équation , par rapport k a?, en retranchant de la première le produit de la seconde par x^ car alors on trouve
xy — a^r4-^'— 4^-^î ^^^ a:=:— *^ •
Avant de supprimer le facteur commun y — a , oa l'égale à zéro, et Ton substitue la valeur y=>i qui en résulte, dans la seconde équation proposée, laquelle se réduit à j?' -f- 4^ = o , et donne «=oetx = — 4*
( «65 ) Supprûnant le Cicteur conm.un^-i, ce qui donnera x = — y — 2 , et substituant dans la seconde équation proposée ^
onaura ^—S^ + ôzz:©; d'où ^=3 cl^=a.
Ainsi les éqoations proposées se résolvent par les quatre systèmes :
jr=:a, a, 3, a. •
557. U est toujours possible, par des éliminations successives d'un on de plusieurs termes, de tirer deileux équations proposées , une équation du premier degré, par n^;>port à une inconnue. Btais les calculs ne sont guères praticables, en général, que pour les équations du second ou du troisième degré. Prenons par ex», les équations générales du troisième degré que voici :
, jp^+/'^ + ?'*^ + ^=^®»
Dans ces ëquatimu, p, f, r, ^, 9', r', sont des fonctions de j^ et de nombres donnés. Retnttcfaant la seconde équation de ia première, etposant, poarid>régcr/i— //=sc, ^— f'scf et r— r'ss e", on amra
eaî*+c'x + e'' = o...(i).
Soustrayant de cette équation multipliée par 4?, la première proposée multipliée par e, il viendra
(cr' — e;>)x* + («"— e9)x — tfr=;o ...(a).
Eliminant a^ entre les deux équations ( 1 ) et (a) , on trouve
d'où Ton tire é^{é^ep)^^r
Substituant dans Péquation (1), chassant les dénominateurs, et décomposant en acteurs les deux termes multipliés par if et €?\ on aura
[<"(«»— «p)+eV3' = o ... (3).
Telle est Téquadon finale en j^;. et il est fàdle d'en conclure que « a aotai pour cKpKasioa
Posant V = o ) ce qui répond aux deux équations
ai +f>«*-f-^x-f-r=:o, j:' +f>'j7 + ^ = o ,
les formules (3) et (4)^ deviendront, réductions faites,
ar =
r — eq^
Enfin, si dans ces dernières formules,' on prend r=o, il viendra
Ces formules rentrent dans celles qu^on trouve, pages \%i et suivantes des Mélanges d^algèbre, et dont nous avons donné alors plusieurs applications.
558. Toutes les fois que les équations à résoudre peuvent se décomposer en facteurs , fonctions de Tune ou des deux inconnues, il ne faut pas manquer dVpérer cette décomposition \ car alors en combinant chaque facteur d^une équation, égalé à zéro, avec chaque facteur de Fautre équation , égalé aussi à zéro , on n^a plus à éliminer qu^entre des équations de degrés moins éle« vés ; et les procédés de Pélimination deviennent beaucoup plus simples. Prenons , par exemple , les deux équations
X y — fia:' — xy + 6 == o , 2a:' — Zx^y •— ixy^ + Zy^ =: o.
Si Ton réunit les' multiplicateurs de xy et de — 6, dans la première , et les multiplicateurs de ix et de — Zy^ dans la seconde, on verra facilement que ces équations se réduisent aux deux que voici :
Or , un produit est nul dès que Pun de ses facteurs est zéro ; les deux équations précédentes sont donc satisfaites par les neuf systèmes d^équations qui suivent :
xy — 6 = 0 et ar+j'zzo; xy — 6 = o et a?— ^ = 05 xy — fizro et aa? — Sj^zno; j:+i=io et x -^y = o ; x + 1 = o et « — y z=io\ ^+1=0 et2^ — 3^ = o;
o:— 1 i=o et j?-|-j^=io; a?— 11=0 et a? — jrzz:.o\
jî -r- 1 = o cl IX — 3^ r= o.
De ces neuf systèmes d^équatîons, on tire aisément les douze couples de valeurs :
j-=±l/— 6,=fc:|/6,=i=a, I,— i,_|^_i, 1,5.
et. chacun de ces couples de valeurs satisfait en efiet aux deux équations proposées^ qu^on pourrait aussi résoudre, mais par des calculs beaucoup plus compliqués , diaprés la métliode du n* 555.
559. On voit combien 0 importe dé décomposer les équations à résoudre, en facteurs inconnus, lorsque cela est possible; mais lliabitnde du calcul peut seule indiquer comment il faut opérer cette décomposition. Par ex., si Ton avait les deux équations
2j:* — Zœjr — 7,j^ — 3a? + 6j- = o, a?' — 4x^_ ary + 4^»+ «*— 4^= o ;
on observerait que les deux derniers tenues de la première sont la même chose que *— 3 (^— - oljt) \ et que si Ton divise les trois premiers par j;-— 2;^, le quotient est exactement 20? -f-^) d^où il est aisé de voir que la première équation revient à
{x—o^jr) (jiœ+jr— 3) = o.
A regard de la seconde, si Ton j réunit les multiph'cateurs de — 4j^Y 0° verra ensuite qu^elle équivaut à
(^'— 4j) {^—jr+ 0 = 0- Il est donc aisé de résoudre ces équations , en combinant chaque facteur de la première , égalé à zéro , avec chaque facteur de la seconde, égalé aussi à zéro.
Considérons encore les deux équations
^' - (3r+ 9)*'+ (3r'+ ' 8r+ aS)*-/- ar'- a3r- 1 5 = o,
*'+ (3r-3) «*+ (3r*-- 6r-i ) j; +/- Zy—y +3=0.
Les premiers termes de ces équations donnent Tidée de comparer la première au cube de ^—(^+3) et la seconde k celui de ^ -}- (^jr — i); alors si Ton ajoute ou retranche à ces cubes les termes nécessaires pour les réduire aux deux équations proposées , et si Ton observe qu^en général a — ah"^ :=za{a^h') (a- V) on verra que'ces équations peuvent s^écrire comme il suit :
On peut aussi résoudre par la décomposition en facteurs les deux systèmes adéquations :
56i. Soient à résoudre les deux équations
Ces deux équations peuvent se traiter par diverses méthodes. On pourrait substituer dans la première la valeur de x tirée de la seconde ; ce qui donnerait une équation contenant un radical qu^il faudrait faire disparaître : on pourrait aussi employer des inconnues auxiliaires et. poser wz=.u4(-^ et ^ = ii — v. Mais ce second procédé, quoique plus simple que Vautre , exige encore assez de calculs. Yoid la marche la plus facile :
Retranchant de la preaiière équation proposée, le triple de b seconde et extrajantla racine cubique de part et d^autre, on aura
X — jr = y ^ — 3^* La deuxième équation étant la même que xf{x — j^).= ^, elle devient jy^|^(a- 3fc)= h. Cette équation et celle en x-jy feront connaître aisément x eijr. On peut faire a = 26 et 6=6.
Voici encore deux équations à résoudre
x^+iixY+J^ = az=:i6g,
56;i. Presque toutes les. méthodes précédentes d^élimination ne conviennent qu^à de certaines équations et ne sont point générales ; mais il est .bon de les connaître , parce que cuvent elles donnent, avec peu de calculs, les valeunique tes:métbodes générales ne fourniraient que, par des opérations longues et compliquées. U existe d^ailleurs,.dans la manière-d^éliminer les inconnues, des simplifications accidentelles, que lliabitude du calcul algébrique fait bien vite apercevoir, et .dont noiis avons donné beaucoup d^exemples dans nos Mélanges. A^a^;èbre.
563. La méthode dVIiminaUon qui' parait devoir éire prëfêrée, en général, est celle du commun diviseur, que nous allons, en conséquence , présenter avec les détails convenables.
564* Soit donc à éliminer x entre les deux équations A = o 'et B=:o, qui ne contiennent que des puissances entières et positives de or et de y. Si Ton connaissait une des valeurs convû" nobles de jr^ en substituant cette valeur dans les équations proposées, celles-ci ne contiendraient plus d^inconnues que ^, et seraient satisfaites par la même valeiu* xz=.a i donc leurs premiers membres A et 6 seraient divisibles par x — a, et auraient par conséquent un commun diviseur en x. Ainsi en traitant JL et 6 conune pour en trouver le plus grand commun diviseur en x^ les vraies valeurs Aejr rendront nul le reste R indépendaht de j:, et seront données par Péquation R = o. Mais puisque le reste précédent Q est alors le plus grand commun diviseur entre A et B ; en posant Q=o, A et B auront un facteur nul, et par conséquent les équations proposées A= o et B =s o seront satisfaites. D^où il suit que Féquadon Q=o donnera les vraies valeurs de a?, après qu^oa j aura substitué celles de jr^ tirées de R=:o*
On voit donc, qne pouf résoudre deux éqaations à deux inconnues X eijr^ il faut chercher le plds grand oommim diviseur en X des premiers membres A et B , et continuer Popération jusqu^à ce qu'ion soit parvenu à un reste ne contenant plus d^inconnue que jr. Ce reste égalé à zéro, sera Téquation finale, qu^il faudra résoudre. Substituant ensuite les valeurs de ^, tirées de cette équation, dans Favant-demier reste égalé à zéro ^ il en résultera les valeurs correspondantes de x.
Qu^on ait, par exemple, ks deux équations
Divisant le premier membre de la preniière par le premier membre de la seconde, on aura i pour quotient et pour reste
(ajr _ 5) a? — 3;-» + 5/-+ 7.
Pour éviter les quotiens et le^ rester fractionnaires, il faut multiplier le diviseur, qui doit devenir dividende, par (27* — 5)* : dr œtlt manière, on pourra fiuyre deux divisions partielles consécutives) Sans introduire de ttouvcaiiK facteur» (532). Efiectiiant
( »70 ) ces deux divisions partielles , on tombera sur le reste indépendant de *, ^4_,oy + 35y— 50J- + 34.
Ainsi I tous les couples de valeurs de x et de y^ capables de satisfaire aux équations proposées, seront donnés par les deux équations ^4_ ,0^+357^*— 5o^+ 24 = o , (ijrl-5)a7 — 3/*+ 5^+7 = 0. ..(i).
La première de ces équations, qui est Péquation finale en j^, étant résolue par la méthode des diviseurs commensurables , donne yz=z\^y"=zi^ y=i.Z^ y"=zl^. Substituant ces valeurs dans Féquadon (1), il vient, pour les valeurs correspondantes de â7, â; zz 3 , a? z= 5 , a; =: 5 et J7 = 7. De sorte que les équa* tions proposées admettent les quatre systèmes de valeurs :
Et en effet, chacun de ces systèmes, satisfait aux deux équations qu^il fallait résoudre.
' 566. La règle que nous venons d^appliquer, ne paraît d^abord devoir offrir d^autres difficultés que la longueur des calculs \ néanmoins elle est susceptible de plusieurs modifications importantes, sans lesquelles on obtiendrait souvent une équation finale compliquée de facteurs étrangers à la question.
En effel, reprenons les équations Az=o et 6=0, et opérons sur les polynômes A et B, comme pour en trouver le plus grand conunuu diviseur en j;. Soient M, M', M'', M'", etc., les facteurs introduits dans les dividendes successifs , pour avoir des quotiens entiers (532) \ ces facteurs seront des nombres donnés ou des/onctions dejr seul. Désignons par Q, Q', Q", Q'", etc., les quotiens successifs, et par R, R', R", R'", etc., les restes correspondans \ on aura cette suite d^identités :
MA = BQ + R M'B = RQ'+R' M?'R = R'Q" + R" M'"R' =: R"Q'" + R'" etc
Pour fixer les idées, supposons que R'^'soit le reste indépen- . dant de a:. Puisque toutes les quantités qui composent les i^en*
tîlés précédentes , sont entières et ne renferment que des puissances entières et positives de x et de j*, aucune de ces quantités ne deviendra infinie. Diaprés cela, on voit que tous les couples de valeurs de x et àejr^ qui réduiront A et B à zéro, donneront aussi R = o, R'=z:o, R"r=o et R'"=:o. Ces couples réduisant donc à zéro tous les restes successifs , seront donnés par les 'équations R"= o et R'"= o, Tune du premier de^é en ^ et Tautre indépendante de a:. Ainsi après avoir résolu Péquation R'"=o, il faudra substituer les valeurs de^ dans Téquation R''= o, çt il en résultera les valeurs correspondantes de ^.
De cette manière , on aura tous les couples de valeurs de ap et de jr^ capables de satisfaire aux équations proposées A = o et B rz o. Mais on pourra aussi en avoir d^antres ; car bien que les valeurs apz=zaeijr=ih^ tirées de R"=:o et R'"=o, donnent M'"R'=: o, cependant ces valeurs pourraient fournir M'"=: o^ sans donner R':=: o ; ou bien, si elles fournissaient R'=: o , et par suite M"R =:: o, elles pourraient conduire à M" = o , sans donner R = o ^ etc. Supposons , par exemple , que ces valeurs donnent M"=: o , sans annuler le reste R ; alors ces mêmes valeurs ne satisferont pas aux équations proposées A=:o et B=o. Car si cela était, on aurait aussi R = o ; ce qui est contre Fhjpothèse. Et comme les équations R'"= o et M"=o, ne renferment pas J7, la valeur ^iz: 6, qui satisfdt à la première, doit aussi satisfaire à la seconde ; ces deux équations sont donc divisibles par jr — 6 ; elles ont par conséquent j' — h pour facteur commun.
567. U suit de là que les solutions étrangères, tdles que â?= aetjr:zzb^ viennent de ce que les coefïiciens des premiers termes des diviseurs successifs, ont des facteurs fonctions de^, communs avec Fcquation finale R'"= o. En effet , si ces coefficiens n^avaient pas de facteurs communs avec R'", tout sjrstème de valeurs, tel que or = a et^ == &, qui satisferaient aux équa* dons R'" = o et R"zi: o , ne rendrait nul aucun des coefficiens ' des premiers termes des diviseurs ; et par conséquent ne ferait évanouir aucime des quantités M, M', M'^ M''', etc. , qui sont des puissances ou des facteurs de ces coefficiens. Car si jr^zb donnait M" = o , par exemple , M" serait divisible par j' — •& et aurait^ — b pour facteur conmiun avec R''^; ce qui est con« tre la supposition. Mais poisqu^aucune des quantités M, M', M'^
. ( »7« ) M'^', eic., ne sera annulée par les systèmes de valeurs, tirées des équadons R'" == o et R" = o , il sVnsuit que tous ces systèmes donneront R'zzOf Rzro^ B=::o et A=:o; ces systèmes satisferont donc aux équations proposées A =o et 6=0^ et seront par conséquent les TéritaJbles.
568. Ainsi , en général , si aucun des facteurs des pfemiers termes de chaque diviseur ne divise Je dernier reste ^ ce reste et ravani'demier^ égalés à zéro^foumircfnt tous lès couples de valeurs dexetdej^ capables de satisfaire aux équations proposées , et n'en donneront point d^autres. Par conséqiic^t, avant de résoudre Féquation finale , il faudra la débarrasser, par la division, des facteurs qu^eile pourrait avoir de communs /ivcc les premiers termes de diviseurs, parce que ces facteurs fournissent seuls les solutions étrangères. Par exemple, soient les deux équations
^V — 3«+i = o et d?'(j^ — >)4'^ — a=o.
Pour avoir le plus grand commun diviseur en at, multiplions la première par (jr — 1 JTi et divisons par la deuxième : le premier reste sera
Multipliant le premier diviseur par ( j*' — Sj- + 3)', et divisant par le premier reste , le second reste sera
jr^—ioj^+ S^y _ 6^x^+ 5ijr — 16.
Avant d^égaler ce reste k zéro , il faut le débarrasser des facteurs qu^il peut avoir de communs avec les premiers termes des diviseurs « Or, ce deuxième reste n^es^ pas divisible 1^ j^-^ Sj" + 3 ; mais on trouve qu'il Test par {j- — i)^ (*), et Ton a, pour équaticm finale « ■ Il I I '^ >■ ■■■■■■■■■■■ 1 1 1 I 111
~(*) Lejaeteur introduit pour rendre une division poêsièie^ mt ioïk- Jours dûfiseur du reàte de ta division suivante. En effet, riqoadom M" =30 en^ seul, donne àe» Taleun telles que j^=^ : sub8titiioBS4e» dbps R', R", E'", qui deviendront fonctions de x seul. Par sa nature, M" ett (acteur de a dans R' = ojc^ + bx^'^^ + ••• 1 €t M" r= o abaisse R' an degrë 1/^-1, qui est celui de K'^ Ainsi les équations R'=o et R''=o, pour^=:^, ont chacune v — 1 valeurs de x, qui doivent être les. osâmes respectivement, puisque dés que M'' est nul avec R', R" Test aussi, diaprés les identités du n^ 566, et réciproquement. Abis alors R''' est nul ; ce qui suppose èp^ea fiûsaiit^'ss/B dans Rf"=:o, «s peot tirer de
y— 8x-*+ 2or — i6 = 0.
Cette équation donne j*=:4^ 3 et 2. Substituant ces valeurs dans le premier reste égalé à zéro , il viendra 0: = — 1 , 1 et 1 .'
Si Ton nWait pas dégagé Péquation finale du facteur (^- 1 y^ elle aurait été annulée par (jr — i)* = o, équation qui, avec FavantHlemier reste égalé à zéro , aurait donné les 4eux sjrstèmes de solutions étrangères j^=i ct;r=:^2,^=:i etj?=r2.
569. Lorsque Tun K" des restes successifs a un facteur k fonction de y y sans Vétre deXj il faut égaler à zéro cefac* teur k, ainsi que le reste précédent R', puis résoudre les deux équations résultantes k = o et R'z= o. Continuer ensuite /'opération de V élimination. De cette manière , on obtiendra des couples de valeurs beaucoup plus simplement que par là méthode générale. Et si k n^a point de facteurs conmiuns avec les premiers termes des diviseurs employés E', R et 6 , les valeurs trouvées ne pouvant annuler les quantités M, M\ M" (566), donneront nécessairement R = o, B=:o ctA = o, et satisferont par conséquent aux équations proposées.
Mais si k contenait des facteurs conmiuns avec les premiers termes des diviseurs employés, il faudrait, pour reconnaître les vrais couples de valeurs , les substituer successivement dans les équations à résoudre*
5^0. Pour appliquer la règle précédente, reprenons les équations déjà résolues au n* 56o , savoir :
Effectuant la première division , on aura pour reste :
■celle .équation, du degré v — a en x ^ toutes les v — 1 valeurs de jt ; chose impossible (4^}i ^ moins que y = /g ne rende nul H'" sans le secours d''aucune valeur de x, c''cst-à-dire , à moins que^ — fk ne divise R'". Donc R"' est divisible par tous les facteurs de M" \ il Test don« psr M" lui-même.
Ce principe est général ^ et si Ton a les deux équaUons
j3x» — SyJx — 7« 4- a = o , Cr* — 3r4.a)x« + (y— i)x-.3r-l-i=o,
et qulen âiminant x, on prenne la premit^re pour dividende, on verrr que le reste indépendant de x sera divisible par (/> — 3/ + s)'.
ALGÈBBE. 1 8
Avec nn pen d^attention , on reconnaît que ^(^+i^ est Eicteur de ce reste ; car'^ = *- i fait évanouir la partie indépendante de X. Et comme a ( j* -{- i ) n^a pas de facteur commun , fonction de jr^ avec le coefiScient i du premier terme du diviseur, il faut poser j- +1=0 ou j^= — i \ ce qui réduit le divî- |eur égalé à zéro^ à Téquation
a? — 6 X* + 8 jr 1= o ; dVù ar = o, Jr = 4 ®' xz^i.
On trouve effectivement que chacune de ces valeurs avec jr^=s. -—1, satisfait aux équations proposées.
Supprimant 1^ facteur a (^ -j- i ) , dans le premier reste , et changeant les signes, il vient, pour second diviseur,
Sx'— i2j:-fjr*+2r+9î — (?) et Ton a , pour second reste,
Il est aisé de voir que 7.^jr{^jr + a) est facteur de ce second reste. Egalant donc ce facteur à zéro , ainsi que le second diviseur (^), il viendra deux équations, qui fourniront les quatre systèmes de valeurs ^=0 et x=:3,^=o et x=:i,^= — % et 0^ = 3, jr^=. — 1 et xz=.\. Et ces quatre systèmes satisfont aux équations proposées, parce quVn effet, le facteur a4j'(^ -}- 2) n^a point de facteurs , fonctions de jr^ qui soient communs aux premiers termes des diviseurs employés.
Supprimant le facteur 347* (^-j- 2) dans le second reste (3), il vient a: — 2 pour troisième diviseur; et Ton trouve, pour reste indépendant de x, j'-' -{- 3^ — 3. Les équations
J^'+V — 3n=o et x — aziio, donnant les deux couples de valeurs ^zn — 3 etj:=i:2,^=:i et :r = 2 , on en conclut que les proposées sont vérifiées par les neuf systèmes de valeurs :
jr = ^»i — »i — ï^Oi o, — 2, — 2, — 3, + 1, X = o,+4,+2,3, i,+3, + 1, +2, -f 2.
57 1 . On voit par cet exemple , combien il importe , pour la simplicité des calculs , de supprimer les facteurs fonctions de jTx lorsqu^il s^en rencontre ; mais on voit aussi qu^il ne faut opérer la suppression , qu^après avoir égalé ces facteurs à zéro \ car au-
trement, on ferait disparaître plusieurs solutions» Nous laissons à traiter, diaprés la même méthode , i*^ les équations
ac^_ax'+7^* = o ) ^,^^ I j^=:o, o, o, i, i, 4, (jr—n^x^ + xj-zizo) \ jr=^6, o, o, 1, 1,— a-,
a* Les deux équations
qui donnent les neuf systèmes de valeurs :
r=ii ï
lO,
3* Enfin les équations
3x^ — Tjrx" — 3jr^x + 2J' =0,
{r—jr)x — 6y + 6z:zo,
qni admettent les douze solutions :
x=i, — 1, f, 11— îi 2, — 2, ±i/6, =F|/— 6.
Il est bon d^observer que les trois systèmes d^équations , que nous venons d^énoncer, pourraient se résoudre par d^autres méthodes que celle du conomun diviseur.
572. LVlimination par le plus grand connnun diviseur, donne iieu à plusieurs remarques, quHl est bon de connaître.
I. A chaque valeur que V équation finale donne à y^ il ne peut répondre d'autres valeurs de x que celles fournies par r avant-dernier reste égalé à zéro. Car après avoir remplacé j- par une de ses valeurs , chaque valeur de x , qui répond à cette valeur , réduit les deux équations proposées à zéro ; elle rédm't donc aussi à zéro tous les restes et par conséquent Tavantdemier \ elle est donc fournie par cet avant-dernier reste égale à zéro.
n n^ a d'exception que quand plusieurs valeurs de x répondent à une valeur de y ; alors ces valeurs de x ne peuvent être données par Tavan^-demier reste égalé à zéro , qui est du premier degré en x. Et comme pour diacune de ces valeurs de j: ce reste doit être zéro , il devient nu^ de lui-même par la valeur dey, et donne j:= J. Suivant donc qu'il y a 2, 3, 4, ••m valeurs de X qui répondent à une même valeur de y, cette valeur
de y rend nuls dVax-ménieS les restes où x est au i*', a*, 3*, . . . , degré. Maïs cette circonstance n^a lieu que quand , dans la recherdie du plus graud commun diviseur, on a négligé de supprimer, dans Pun des restes, le facteur fonction de jr, après Pavoir. égalé à zéro (SSg). ,
Réciproquement, lorsque Fune des Vraies valeurs dey rend nul de lui-même Pavant-dernier reste, et donne par conséquent , j:=5 1 ^ reste précédent, qui est du second degré en x, devient le plus grand commun diviseur des deux équations- proposées. Ainsi en égalant ce reste à, zéro , ces deux proposées sont satisfaites, puisqu^un de leurs facteurs est nul : donc il en résulte deux valeurs de x, correspondantes à la valeur dey.
Si cette valeur de y faisait encore évanouir le reste du second degré en a:,' le reste précédent , du troisième degré en x, deviendrait plus grand commun diviseur aux deux équations proposées \ elles seraient donc annulées en égalant ce reste à zéro ; il y aurait conséquenmient trois valeurs de X', qui , avec la valeur de y, satisferaient aux équations proposées : ainsi de suite. ,
II. Si Ton arrive à un reste R" du premier degré en 2:, en égalant ce reste à zéro, le reste précédent deviendra diviseur commun aux deux équations proposées , qui seront par conséquent satisfaites par R'=o. Substituant dans R'= o, la valeur** de X, tirée de R"=o, on aura Péquation finale en y, car toutes les valeurs dey, qui satisferont à celte équation R'=o, satisferont aussi aux équations proposées. De cette manière, on abrège quelquefois le procédé de Félimination. G^est ainsi qu^on résoudra les deux équations
î^^!r+ C^/"- 4 j - 2) •^'+ (^/ - cy - 2y'+ 6y+ 1 ) X — 2 = o,
ÏII. Si Ton trouve un reste ne contenant que des nombres donnés, il n'y aura aucun couple de valeurs de x et dey, capable de satisfaire aux équations proposées \ car toutes les valeurs de X et dey, qui réduiraient à zéro les deux équations proposées, réduiraient aussi à zéro tous les restes successifs (566)^ ce qui est impossible , puisque le dernier sera toujours un nombre donné. Dans ce cas , les deux équations à résoudre sont incompatibles et ne peuvent coexister. Telles sont les deux équations
^V — (y— 3y— i)x+y=o et x'— y'+3 = o.
C «77 ) IV. Lorsque Tune des vraies valeurs dey réduit Tavânt-dernier reste à un nombre connu , et donne par conséquent x = oo^ il n^ a qu^une valeur infinie de x^ qui , avec cette va^ur de y, puisse satisfaire aux équations proposées ; car toute autre valeur de X ne pourrait pas réduire à zéro Tavant-demier reste ^ qui est un nombre connu. Par exemple^ les deux équations
^y + ^'(y— 0—1=0 et xy+y— /— 1=0, ont pour équation finale y' (y — i)=i:o , et pour avant-dernier ■ reste , ay — i = o : donc jzzpetxzroD, ynii etj:=zi.
y. Supposons que Pun R'" des restes successifs s^évanouissc de lui-même. Dans ce cas , le reste précédent R", devient réellement diviseur conunun aux deux équations proposées, qui prennent par conséquent la forme
NxR" = o et PxR" = o.
Ces deux équations sont donc satisfaites par R" = o. Or , si R" ne renferme que x, y pourra être pris à volonté ; si R" contient X et y, on pourra donner à y telle valeur qu^on voudra : de sorte que dans Pun et Pautre cas , le problème est indéter» miné^ à moins que R" = o ne fournisse que des valeurs impos* sibles, comme cela arriverait si R" était x^-|-i6 ou x*+y'+i> Les solutions déterminées sont données par les équations Nr=o' et P = o, qui vérifient aussi les proposées.
Par exemple , en traitant les deux équations
x' — 3x*y4-3^' — Sx'+ïoay — y^ — 5y* — 6y + 6x=:0 x^--5xy+6xr^—x—ix^+jr = o,
le reste de la seconde' division pourra se mettre sous la forme
Cr*-iqr'+35r'-5oj^+a4)(x-^)....(i)
Supprimant le multiplicateur de x — y, et divisant le reste précédent par x — j^, on aura un quotient exact. Donc x — jest un diviseur commun aux deux équations proposées \ et conséquemment x eiy ont une infinité de valeurs , dans ces équations.
Les solutions déterminées fournies par N =: o et P = o, sont précisément celles que donne le multiplicateur de x "-jr dans (i), quand on Pégale à zéro, ainsi que le reste précédent, débarrassé du facteur x-— y. Car si Ton divisait les proposées par leur facteur commun x — y, et qu''on opérât sur les quotient-
N et P^pour en trouver le plus grand commun diviseur en x, les restes des divisions successives n^aunuent pas le facteur x—j-y qui n^est pas dans N et P ; ces restes s^obtiendraîent donc en divisant par X — j ceux de Télimination de x entre les équations proposées.
Si Ton traitait les deux équations
x^ — (jr—\)x*—(jjr—\)x+\—Oy le second resté pourrait «e mettre sous la forme
et le reste précédent serait divisible exactement par x '\- i,
VI. Bczout a remarqué le premier que le degré de Téquation finale ne peut être plus grand que le produit des degrés des deux équations proposées; et qu^il est justement égal à ce produit, lorsque les équations sont les plus générales de leur degré.
Il nous serait impossible de démontrer ici cette proposition ; mais on peut aisément en reconnaître Inexactitude sur les exemples que nous avons traités , et sur ceux qu^.on pourrait se proposer d^ailleurs \ et il en résulte que si le degré de Féquation finale surpasse le produit des degrés des équations proposées, cette équation finale sera compliquée de facteurs étrangers.
578. Pour terminer ce que nous avions à dire sur Télimination , nous ferons observer que dès qu^on sait éliminer une inconnue entre deux équations , il est facile de comprendre comment on peut éliminer entre m équations à m inconnues. En effet, dans ce cas , il suffit de combiner la plus simple des équations proposées, successivement avec chacune des m-— i autres, pour en chasser une même inconnue ; puis de répéter le même procédé sur les nouvelles équations , et ainsi de suite. Hais les calculs se compliquent singulièrement à mesure que le degré et le nombre dVquations deviennent plus considérables. Par ex., pour trois équations complètes du troisième degré, à trois inconnues, Péquation finale devrait sVlever au Si"** degré. Il arrive cependant quelquefois que Ton peut abréger les calculs par la manière dVliminer les inconnues. Voyez, par exemple, remploi des inconnues auxiliaires ^ dans les Mélanges d^algèbre, pages 46, 47i ^i^ ^^^ B3, etc.
De la recherche des racines réelles mcommensura^ blés d'une équation numérique,
574* Après avoir trouvé toutes les racines commensurables , égales et inégales, d'aune équation numérique, et après Ta voir débarrassée de ces racines par la division., il reste encore fes racines incommensurables réelles ou imaginaires. Les valeurs incommensurables réelles , ont une partie entière suivie d^une fraction; il faudra donc déterminer d^abord la partie entière , et ensuite la partie fractionnaire , avec un certain d^é d^approximation.
Pour avoir la partie entière ^ le moyen qui s^offre naturellement à Fesprit, est de substituer à la place de x, tous les nombres consécutifs o, 1, 2, 3, ..., — i, — 2, — 3, ..., compris entre les limites -f-L et — L'; et toutes les fois que deux nombres consécutifs donneront deux résultats de signes contraires , on en conclura que ces deux nombres interceptent au moins une racine réelle (5o6) , et que par conséquent , la partie entière de cette racine est le plus petit de ces deux nombres.
575. Mais cette opération est souvent insuffisante pour mettre en évidence toutes les racines réelles, puisqu^il peut sVn trouver plusieurs entre deux nombres consécutifs ( 507 ) : il ùaii donc mettre entre les nombres à substituer ,. un intervalle tel qu^il ne puisse tomber qu^une seule racine entre deux substitutions successives. Or, cet intervalle doit être moindre que la plus petite différence des racines réelles de la proposée. En effet , soient M et M' deux nombres dont la différence est moindre que la plus petite différence des racines réelles a, b^ c,-</, etc. , de la proposée X=o ^ supposons quW faisant a;=M et x=M', on ait deux résultats de signes contraires; il y aura donc au moins une racine réelle a comprise entre M et M', et il viendra M-^a et Wy>a, Mais je dis qti^il n^ aura pas une seconde racine h comprise entre M et M'; car si cela était, on aurait aussi M<^b cl M'>fc; donc, puisque M'>a, il viendrait M' — b'^a — J, €t, à plus forte raison, M' — M>a — fc, ce qui est contre l'hjrpothèsc. Donc en général , si ^ est moindre que la plus petite différence entre les racines réelles , et que , partant de la limite inférieure /, on substitue les nombres Z, /-|-^, /+ 2^, ..., jusqu^à la limite supérieure L, on obtiendra autant de résultats de signes différens^ qu^il y a de racines réelles. Chaqjie changement
de siguë accusera Texistence d''vtne seule racine entre les deux nombres substitués ; et il n^y eu aura pas d^intermcdiaire, si les signes des résultats «ont les mêmes.
676. U reste à déterminer Tintervalle f. On y parviendra , quoique ne connaissant pas les racines de la proposée, si on peut cependant former une autre équation , dont les valeurs de Pinconnue soient toutes les différences des racines de la proposée , prises 2 à a ; car la limite inférieure des racines de la nouvelle équation sera la valeur cherchée de ^. Or, soit a une des racines de réquation proposée X=o, et faisons xz:=a+jr \ nous au|;ons (497)
Et puisque a est racine de Péquatiou X=o, le premier terme X disparaît; divisant le reste par^, il vient
Xnro et X^ + iX,^H |-N/"- = o ... (d).
Ces deux équations sont entre les deux inconnues a cl jr : et comme j"=-x — a\ y est la différence entre la racine a et chacune des autres b , c , d , etc.^ représentées par x. Eliminons a entre les deux équations (d), il viendra Tcquation Y=iro, dont Tin connue j- sera la différence entre deux quelconques des racines de la proposée X = o ; car Téquation Y = o ne renfermant que Pincounue^ et les coefficiens de la proposée, est précisémeitt la même que Ton obtiendrait si Ton faisait x=b-^j'^ 3^=.C'\-jr^ etc., c''cst-à-dirc , si^ désignait la différence entre la racine b et chacune des autres , entre la racine c et chacune des autres, etc. Donc, réellement, réquation Y=o a pour racines toutes les difTcrences des m racines a, t, c, d^ etc., prises deux à deux ; elle a donc m(m — i) racines (4^5); elle est p.ir conséquent du m (m — ij™' degré en ^.
^ De plus, cette même équation Y=: o ne doit contenir que des puissances paires de jr ; car ses racines j':=a — fc, j'^=-h — a, j^zna — c, jrznzc — a, ^izz^-^aT, j^:=zd — û, etc., sont égales deux à deux et de signes contraires \ de sorte que si Ton a ^r = ^'1 X = ^'1 y^^ c', etc. , on aura aussi y"=z — a', yz=L — 6', j*=: — c', etc., et par suite, Y=:o sera de la forme
(J-* - a") {f - A") (r.* - c") • •• = o , ou j'« + ;»;-"'-' + <y-'"-* + • • • + /r' +. B = o. On peut donc poser y^zz-z sans introduire de radicaux ; et
Ton aura ainsi une équation Z zn o , dont Tincopunc z est le carré de toutes les difTérences des racines de la proposée X = o : et c'*e8t,ce qui a fait nommer Z = o, V équation aux carrés des différences.
577. Voyons maintenant Pusage de Péquation Z = o pour •calculer rintenralle i, D^ajbord , comme ^ doit être la moindre différence des racines réelles de X r= o , et que le carré de la différence de deux nombres réels est toujours positif, on voit qu^il suffit de chercher la limite inférieure des racines positives
de Z =1: o. Faisant donc ^ = - , dans Z z=: o, puis déterminant la limite supérieure / des racines positives de la transformée U=o ^i - sera la limite, inférieure des racines positives de Z=o ; c''est-à-dire, qu'on aura toujours -s^-y ^^^^rTÏ A.insi, en posant i'ziZTp^y on aura Tintervalle à inettrc entre deux substitutions successives.
11 peut se faire que / soit -^ 1 ; dans ce cas, ^^ 1, et en substituant pour x tous les nombres entiers positifs et négatifs compris entre les limites -)~ ^ ^^ — L\ ^^ ^"^^ ^^ nombre de toutes les racines réelles, et la partie entière de chacune. Mais '
en général, />> I9 et par suite t<^i. Et comme yî est le plus souvent inconunensurable , il faudra prendre le nombre
entier h immédiatement au-dessus , ce qui donne ^ = - , et 7
sera Tintervalle cherché entre deux substitutions successives. On fera donc , dans X = o , successivement :
Enfin , on peut éviter la substitution de nombres fractionnai-
res dans Féquation X = o , en y faisant d'abord xzz- ou vzzi
hx^ ce qui donnera unf"" transformée V= o, dont les racines seront chacune h fois plus grandes que celles de la proposée. Or , soit a — & la plus petite différence des racines de X = o ;
on aura donc a — ft^^ouflA— -fc^^- 1, et par conséquent ,
toutes les différences des racines de V = o soiit plus grandes que Tunité. D'où il suit que si Ton fait successivement vzn o , i,a, 3, ..., — 1,— a,— 3, ..., on sera sûr d'obtenir au-
dUQt de changemeos de signes que V±= o a de nfeînes réelles.
678. Récapitulant ce qui vient d^étre dit , on verra que, pour mettre en évidence toutes les racines réelles incommensurables d^upe équation, et obtenir la partie entière de chacune, il faut, I* former Péquation aux carrés des difierences Z=o ; a° déterminer la limite inférieure des racines positives de Z^cn o , et
prendre la fraction commensurable -z immédiatement au-dessous
de la radne carrée de cette limite ; V faire dans la proposée
X = T 1 ce qui donne la transformée V =: o ^ 4^ substituer dans
V= o, à la place de v, les nombres consécutifs o, 1, 3, 3, ....,
— 1,-— 2, — 3,..., compris entre les limites supérieures des racines positives et négativies de cette dernière équation.
Observons d^ailleurs que t se tire de Y = o ^ ^Q 7 posant ^ = - , et qu^ainsi Téquation Z =2 o est inutile à former. De plus, dès qu^on a la partie entière des racines de Y =: o, on a les raéines de X = o , à une fraction 7 près.
X. = 3a* — 24tf + 4r, 5X
Diaprés ces valeurs , et en observant que a est une radne ait la proposée , il vient
a — i2â'-f-4i^ — 29 = 0, et 3a'— 24a + 4i+(3£»— i2)^+/' = o.
Eliminant a entre ces deux équations, on trouvera ,' pour Téquation aux carrés des différences ,
Posant ^ = -, il viendra , pour la transformée, U = o , 49fi'— 44iu'+42M— 1=0, ou 49"'(«— 9)+4î>(w— 5^)=o-
On voit que la limite supérieure des racines positives de cette «quation , est ii = 9 ; d^où j^ -«CI- Faisant donc, dans Téqua-
tion proposée , x = - , on aura , pour la transformée V == o , .
V — 36i;' + 36gz; — 783 •=. o.
Telle est Péquation qu^il s^agît de résoudre. Elle n^a pas de racines négatives \ et la limite supérieure de ses k*acines positiveSf est 36. Faisant donc 1; = o , 1 , 2 , 3, ... , 35 , on verra que v est entre 2 et 3, entre 16 et 17 , et entre 17 et 18. Donc x eSt entre 1 et | , entre ^ et -^ , et entre -^ et 6 ; en sorte que jr a deux racines comprises entre 5 et 6, qui n^auraient pas été aperçues sans ce calcul.
La méthode que nous venons dVmplojer est générale, et ne laisserait rien à désirer, si elle n^entraînait pas dans des calculs tellement laborieux, que, passé le quatrième degré, ils sont impraticables. Mais pour ce qui regarde la théorie, elle est claire, complète et sans embarras , et conduira toujours à la partie entière de chacune des racines de la proposée.
58o. Occupons-nous maintenant de la détermination de ces racines, avec un certain degré d^approximation. U existe pour cela les méthodes de Lagrange, de Newton, de Legendre, de BuDAN , etc. ; mais nous ne rapporterons que celles de Lagrange et de Newton, qui sufiiront au but que nous nous sommes proposé.
Méthode de Lagrange. Soit X=o une équation dont toutes les racines réelles ont une partie entière différente,' que Ton suppose déjà déterminée \ soient ^ et a -|- 1 deux nombres entiers consécutifs qui ne comprennent qu^une seule racine réelle, dont la partie entière est a : il faut tâcher d^obtenir cette racine par approximation.
Pour cela , faisons x = a -| — , dans Téquation X = o , et
désignons par Y =: o la transformée , qui est de même degré que la proposée , et qui a par conséquent m racines. Une seule de ces m valeurs de j- est plus grande que Tunité \ car s^il y en
avait plusieurs , alors x ou â -f- - , aurait plusieurs valeurs comprises entre a et â -(- 1 ; ce qui est contre Phypothèse. Il suffira donc de substituer au lieu de^, dans la transformée Y= o, la série des nombres naturels o, 1, 2, 3, 4v *" ^ ^' ^^ ^^ ^^^ ^^
aura les nombres h t\h'\- \ qui donneront deux résultats de signes cont^aires ; et par conséquent ces deux nonibres intercepteront la valeur cherchée de y*
On peut donc faire j*=: &-|- -^^ dans Y=o, ce qui donnera
la transformée Y' = o. Cette équation n^aura encore quhine seule racine positive plus grande que Punité ', et Ton mettra cette racine en évidence par la substitution des nombres naturels i , 3, 3, 4i •••1 ^^^ Y'zzo. Soient c et c-j- i 1^ deux nombres qui interceptent la valeur cherchée de^, et soit fait ^=r c +
—y dans Y' rz o ^ on aura une nouvelle léquation Y'' ±= o , sur
laquelle il faudra opérer comme sur les précédentes ; et ainsi de suite. Par cette manière d^opérer , on obtiendra cette suite de valeurs :
^=«+j. ^=*+jJ/> ^=^+^r' y=^+^te^-;
d^où Ton déduira cette fraction continue x^na^h^Cyd^ etc. (Voyez ci-après la théorie des fractions continues.)
Or, on sait que dans une fraction continue, plus on prend de fractions intégrantes, plus on approche de la valeur du nombre réduit en fraction continue ; et Terreur commise est moindre que Tunité divisée par le carré du dénominateur de la dernière réduite employée (SgS et Sgg) ; donc la méthode précédente donnera la valeur chercliée de a:, avec tel degré d'approximation que Von voudra ,
58 1. Appliquons cette méthode à Téquatlon
Il faut d^abord déterminer la partie entière. Or^ la limite supérieure des racines positives de cette équation , est évidemment 3. Qiangeant x en — ^, il vient j^ — 67^+ 7 =: o, équation dont les racines positives ont encore 3 pour limite supérieure ; ainsi — 3 est le limite supérieure des racines négatives de la proposée. Il faut donc d^abord substituer les nombres o, 1, 2, 3, — 1, -—2, 7-3 :
X = o donne — 7 , x = o (}onnc — 7 ,
X zn \ — 12, X zzi — 1 "— îïi
OD voit, par ces substitudons, que 2 et 3 sont les senk nombres qui donnent des signes contraires. Formons réqualion aux carrés des différences ; nous aurons (576)
Posons t-* r= - ; il en résulte
^ II'
or, il est visible que 11 = ^ rend le premier membre essentiellement positif; ainsi la limite supérieure / des racines positives de
cette équation est < 1 5 d'où Ton peut conclure que >• 1 .
Donc les différences entre les racines réelles de la proposée sont plus grandes que limité \ d'ailleurs, la substitution des nombres naturels n'a produit qu'un cbangemcnt de signe. Donc l'équation proposée n'a qu'une seule racine réelle , comprise entre les deux nombres a et 3.
582. Cherchons la valeur approchée de cette racine. Reprenons l'équation a:* — 6x — 7 :^ o , et faisons a: =: 2 + - -, il en résulte x/ + X,^'+iX^+ 1 =0, ^
et les coeffidens X, X, et ^X, ont pour valeurs (497)
X=:(2)'-6(2)~7=-ii, X,= 3(2)'— 6 .... = 6, 1X, = 3(2) = 6.
Ainsi, la transformée est, en changeant les signes,
1 1^' — 67-' — 67* — 1 zn o.
Pour mettre en évidence la seule racine positive plus grande que l'unité, de cette équation, soit fait^= 1, 2, 3, ... : jr= 1 donne —-2 et j^=: 2 donne -j' 5i ; ainsi la valeur cherchée est
comprise entre 1 et 2. Posons donc ^ == i + ~ ; on obtient on résultat de la forme
X=ii(i)' — 6(1)'— 6(1)— i= — a,
X =33(0'— ia(i) — 6 = >5,
iX. = 33(i)-6 = ^7,
( a86 ) ce qui donne,. pour la. transformée, en changeant les signes,
comme celte équation revient à ^(37^ — 15) — 3^-^ji=o, on doit supposer^ au moins égal à 8, pour obtenir des résnl-* tats posidé. Soit dont ^ = 8, 9, 10, ... : ^ = 8 donne — i63,^ = 9'foumit — 11 et ^=10 donne +^19*, ainsi la , yaleur de^ est comprise entre 9 et 10.
Posons ^= 9 4" -7^) îl vient, pour nouvelle transformée,
X = 2(9)'— i5(9)' — 27(9)— ii=— II, X. = 6(9)'— ,30(9) — 27 = 189,
d'où 1 1/'* — 189/'* — 39y — 2 = 0,
* on ^''(nj^" — 189) — 39^' — ar=05
^'= 17 donne — 1^43 et ^'= 18 fournit + aaia \ ainsi la valeur de ^' est comprise entre 17 et 18.
Kapprochons actuellement les équations
on obtient la fraction continue
xz=a, 1,9, 17, etc.
Les quatre premières réduites sont ti ti tIi ^ô ^^ trobième réduite 7§, ou 3,9, 4pnne un degré d^approximation marqué
par ■ , ou ; c^est-à-dire que 2,0 représente la vraie
^ 10X171 1710' ^ rv r
valeur de a: à 0^001 près ; la quatrième réduite f^, ou 2,9005,
exprime la valeur de :r, à - — ^ , ou à 0,0001 près ; et en effet,
si dans la proposée x^ — o:r — 7 == o , on fait successivement x=r 2,9005 et x = 2,9006, on obtient deux résultats de signes contraires.
583. La méthode d^approximation que nous venons d^emplojer , suppose que réquatidn proposée n^ait pas plusieurs r;acines comprises entre deux nombres eptiers consécutifs n et it •{• 1. Mais si cela était, il faudrait commencer par transformer Péquation dont il S'agit en une autre dont les différentes des
( ««7 ) ncmet fussent toutes plus grandes que Punité; ce qn^on peut
faire en posant x rr^ , pois en donnant à A les valeurs 2, ou 3,
on 4 1 ou 5, etc. (7est même là un moyen d^éviter la formation 8e réquation aux carrés des différences^ si souvent impratica- Ue par la longueur des calculs qu^elle exige.
Considérons, par exemple, Féquation
8x^ — Gx — 1=0.
Les limites supérieures des racines positives et négatives étant -|. 1 et — 1 , on voit que si cette équation a plusieurs racine^ réelles, leurs difiërences seront moindres que Tunîté. Ainsi, pour mettre ces racines en évidence , il faudrait recourir à Féquation aux carrés des différences ^ qui est
Hais on peut éviter la formation de cette équation , en posani
dans la proposée, x = - ; car alors la transformée étant
on trouve que cette transformée a ses trois racines réelles, Tune entre 1 et a , Fautre entre o et — 1 , et la troisième entre -^ 1 et — 2.
Appliquant donc la méthode de Lagrange , on trouvera , à moins de 0,0001 près,
J'= »i^94i J — — <^Ml^ et y = — i^53ao; d'oQ x = 0|93g7, x = — 0|i^37 et xzz — O17660.
585. Méthode de Newton. Soient p elp-^-i deux nombres qui interceptent une seule racine positive de Féquation X = o. Si Ton fait x=.q^ q étant entre p et p -{- i^ on jugera par le signe du résultat , si la racine est comprise entre p et ^, ou entre q eip'\- i. Supposons que le premier de ces cas ait lieu. Faisant de nouveau x=zq^^ q^ étant entre p et q^ on saura si la racine est entre p et 9^, ou entre 9^ et 9 ; et ainsi de suite , ju»qu^'â ce qu^on soit parvenu à une valeur a qui ne diilere pas de 0,1 de celle de x. En désignant par j* Terreur, on a x=a'\'jr. Introduisons ce binôme dans la proposée X = o , ou Nx^ -^ Pj^^' + . — f-Tx -f- U := o ; nous aurons
Mais jr est par snfq[>o«tion une petite quantité \ la méthode
de Newton consiste h regarder Jics termes affectes de j-', jr^\ ..• , comme assez petits pour pouvoir être négligés ; ce qui réduit la
transformée à X -4- X^^ ±: o \ d'où ^ = — =7- , ou
Appelons a^ cette fraction , ou seulement sa valeur approchée ; nous aurons ir = a -f- a' pour seconde approximation. Faisant fl + a'=:fc,etx = & +^^ ^'sera donné par la fraction (1), après j avoir remplacé a par h\t\. ainsi de suite.
586. Soit l'équation x — ix — 5 = o ^ si Toi^ y substitue pour X la série des nombres entiers o, i, 3, 3, — 1, — 3, -—3,
. on trouve que 2: = a et x =: 3 donnent — : 1 et -J- 16 ; donc il j a une racine réelle positive entre 2 et 3, plus proche de 2 que de 3. Comme x = 2,1 donne 0,061, on reconnaît que 2,1 est plus grand que x, et plus voisin de la racine que 2. Ainsi, 2|i est la valeur de cette racine , à moins de o, 1 près. Faisant a zzz 2,1, dans la fraction (1)) il vient*
• a3 — aa — 5 0,061 - -
r=z r-T = r = — o,oo54-
Ainsi , en se bornant aux dix-millièmes , on a x =z 21O946. Faisons de nouveau a = 2,0946^ nous aurons
o,ooo54i55o536 ,0.
Ainsi la quatrième décimale était défectueuse , et on trouve X = 2,og455i49> On pourrait de même pousser le calcul plus loin, corriger les dernières décimales, ou s'assurer de leur exactitude.
587. Cet exemple suffît pour donner une idée de la méthode de Newton et de l'approximation rapide qu'elle fournit. Cependant cette métliode est^clquefois en défaut, ainsi que Lagrange le prouve dans son traité de la résolution des équations numériques^ et auquel nous renvoyons. Mais comme les cas d'exception sont rares et se manifestent en fournissant des valeurs successives, d'abord croissantes, puis décroissantes , ou réciproquement, on l'emploie ordinairement à cause de sa grande facilité.
On a d'ailleurs un moyen de s'assurer , à la fin de chaque opération , si la méthode a donné le degré d^approximation que
Ton dësirait •, car si après avoir i:einplacë Pinconnue' x par la valeur trouvée , on substitue ensuite cette valeur augmentée ou diminuée d^une unité de la dernière décimale, et que la seconde substitution donne un signe contraire à celui fourni par la première, il est clair que la valeur cherchée sera comprise entre les deux nombres substitués. S^il n^ avait pas de changement de signes, il faudrait augmenter ou diminuer le dernier diiffre décimal, jiisqu'^à ce qu^on par\'înt à deux résultats de signes difTérens.
588. La méthode d*approximation de Lagrange , quoiqu'cn général moins expédilivc que celle de Newton , a sur celle-ci Favantage de donner à chaque opération une approximation toujours certaine : elle peut servir à trouver exactement les racines conunensurables , même lorsque quelques-uns des coefïîciens sont irrationnels \ tandis qu'ail n'^en est pas de même de la méthode de Newton.
En appliquant Tune ou Pautre métliode à IVquation
X — 5a: — 3 zr o ,
on trouvera x =i 3^49^ , x zr — o,6566 et xzn — i ,8342. De même , en résolvant IV'quation
3x -|- i6j:^ — il^^ — iZ%x — 259X* + ' 74-^ + 72 = ^1
ou aura x=: — 3, xz= — 3, xz=i\^ j: in 3,^505, xzn — 0,3099 ^' '^'—^ — 3,44^5.
589. Nous terminerons ce que nous avions à dire sur la résolution des équations numériques , en observant qu^on peut toujours réduire à de telles équations, les équations homogènes qui ne renferment que deux lettres a et x. Par exemple, soit Péquation homogène
x^ + jx — ^a'x* — ax -|- 6fl* =: o ;
si Ton fait , dans cette équation , x = ajr^ elle deviendra
/ +y — ly—J- + 6 = 0.
Cette équation numérique donne j'z=, i. — 1 . a et — 3 ^ donc il en résulte x = « , — n , 2a et — 3a.
De même , en faisant x = /zr, Téqualion x'" — a!^z=.o devient y" — i z=zo,
ALGÊBllE. IQ
C *90 ) Des fractions continues,
590. On appcUcyrâcfibn continue^ une expression composée d^un entier ( qui peut être o ) , plus une fraction qui a pour nu- .mératcur Tunitc et pour dénominateur un nombre entier, plus une fraction qui -a elle-même pour numérateur l'unité et pour dénominateur un entier , plus une fraction formée de la même manière, et ainsi de suite. Telle est l'expression
j: zz: a +
Nous appellerons termes de la fraction continue, les nombres entiers Si 3^i 4i 7i 9i ^^^* ' ^^^ fractions ^1 ^1 f , etc., sont nommées yrac/io/i5 intégrantes*
591. Pour réduire une fraction ordinaire en fraction continue^ il faut diviser le numérateur par le dénominateur^ celuici par le premier reste , le premier reste par le second , le se~ cond par le troisième^ et ainsi de suite : les quotiens successifs .seront les termes de la fraction continue demandée.
En effet, soit x-zz- \di fraction proposée; soient m, u\ u",
u'", etc., les quotiens successifs, et r, r', r", r"', etc. les restes correspondans \ on aura évidemment
X z^ — :n u -4- — zn u -+- - — . l» : rz=:r/ + - = ii'+-i-,
; r' = li" + :^ = a" + _i ; r" = li'" + -77 = w'" +
OtC
Substituant chaque valeur dans celle qui la précède immédiatement, il en résulte
a'" + etc.
591. Désormais nous écrirons cette fraction continue sous !a forme abrégée et plus commode
X = a, a', u", m'", ..., ^, js\ z"^ etc.
z, z', z", etc. seront des termes successifs de rangs quelconques. Si donc on réduit ar zn -^ en fraction continue , on trouvera
593. Voyons maintenant comment on convertit \ine fraction continue en fraction ordinaire. D''abord , si Ton arrête la fraction continue successivement aux termes
M, u', u^'^ u'", ..., -S, z\ z", etc. ,
on aura successivement pour x des fractions que nous désignerons par a h c d m n p
17' 7/' ~r' :ïï' *•"' "~f^ 1^ ~î' ^^^*
ces fractions sont appelées réduites ou convergentes, II est facile de s''assurer qu'ion a
a u b uiJ +1 r twhJ* 4- i/'' -|- a
af 1 ' i' u' cl w'a" -Pî
On voit que , pour avoir le numérateur de -, il suffît de multiplier uu' + 1 par u" et d^a jouter u au produit ; que pour avoir le dénominateur, on multiplie u' par n" et on ajoute i au produit. Donc on est conduit à cette loi de formation :
Le numérateur (Tune réduite quelconque se trouve en multipliant le terme auquel on arrête la fraction continue^ par le numérateur de la réduite précédente et en ajoutant au produit le numérateur de la réduite qui précède de deux rangs celle que Von veut former. Le dénominateur s'obtient d* après la même loi^ au mojren des deux dénominateurs précédens. Cette loi s^étcnd d'^ailleurs à toute la série des convergentes.
En effet, supposons que cette loi soit vérifiée pour trois réduites consécutives quelconques — ^, — ^, — ^ de manière que z" étant
rentier auquel on a terminé la fraction continue pour avoir ^ , on ail ^ — nJi + ^ et p' z=i nU" + m'. ^
Prenons un nouveau terme ^'" et soit -^ la réduite qui en proviendra ; on aura donc
^;=:ii,u', u", ...,z,z', z", et — , = m, u', u", ..., z, z', 2", z'". F r
On voit que Ton passera de la valeur de ^ à celle de ^, en remplaçant z" par jc" + — ; il viendra par conséquent
^ ~ nf(z" + —) + m' ~ ('«'^"+'«')^'" + '»' "" p'^^'-^-nf
Ainsi ^ se déduit des deux réduites précédentes — et ^ ,
diaprés la loi énoncée plus haut. Donc , si cette loi est démontrée pour trois réduites consécutives quelconques, elle aura lieu également pour la réduite suivante. Or, cette même loi est vérifiée pour les trois premières réduites ; donc elle a lieu pour la quatrième , puis pour la cinquième , la sixième , et en général , pour toutes les réduites.
Au moyen de cette loi , si Ton a la fraction continue x = a ,
1, S, 2, 4i o^ trouve celte suite de réduites : ', 4, -tti ¥1 T^' La dernière est précisément la valeur de x.
694. D'après la loi que Ton vient dVtablir, on aura toujours p = nz" -1- m et ;?' = n'x" + m'. Donc les deux termes de x^haque réduite sont respectivement plus grands que ceux de la réduite précédente»
595. En substituant les valeurs précédentes de p et de p' dans pn' — np\ on aura
p n pn^ — np^ mn^ — nm'
n m nmf — m;i'
d'ailleurs -, -, zz: r—,
Donc on voit que , si Von retranche chaque réduite de celle qui la suit immédiatement , les numérateurs de deux différent ces consécutives seront égaux et de signes contraires.
Mais ^-^ "i î ^°** '® numérateur de la première
difiërence est i ; donc , diaprés ce qu^on vient de voir^ le numérateur de la seconde différence est — i ; celui de la troisième est 1 ; celui de la quatrième — i ^ et en général ^ le numérateur iTune différence quelconque est \ ou — i , suivant que la seconde des réduites que Von considère est de rqng pair ou de rang impair,
5g6. D suit de là qaî^une réduite quelconque ~j est toujours
irréductible. Car si p et p' avaient un diviseur commun h ; comme d^aillcurs, diaprés le principe précédent, on a pn' — n// = 1, il viendrait, en divisant de part et d^autrc par h^
et un nombre entier serait égal à une fraction ; ce qui est absurde. Ainsi, la dernière réduite est toujours la plus simple exprès^ sion de la fraction ordinaire qui a fourni la fraction continue.
597. Les réduites sont alternativement plus petites et plus grandes que le nombre :r réduit en fraction continue. En effet,
Fexpression de x, dans le n" Sgi, montre d'abord que -< x.
Mais si Ton arrête la fraction continue au terme u', ce terme sera
^. , 1 j • . 1 1 1/14'+ 1 trop petit \ donc — sera trop grand, ainsi que u -f- —zzi — •
Donc la seconde réduite est plus grande que x. On verra de même que la troisième réduite est < x , la quatrième > x , et ainsi de suite. £n général , à cause de
si Ton remplace s" par la valeur j' de la fraction continue , prise depuis js" jusqu^à la fin, d'où jz=,a!\ ^'", etc., il est clair qu'au lieu d'avoir une réduite, on aura la valeur totale x de la fraction continue , et qu'il viendra
Or, — et — sont deux réduites consécutives : supposons que la première soit de rang impair et la seconde de rang pair \ on
aura donc wm' — mn' =: i (SgS) ou nnij i— mnlj =/*. Avec ces valeurs on trouve
pp — »— .^_ I ■ >•— — - »^»i—
n n njr-\'m i
Ain^x Ton voit que a:>- — et <*— • Si — était de rang pair et —. de rang impair, on aurait d^abord mn! — «m'=i , et ensuite X <r — ; et or >- —• Donc , en c'énéral , la valeur totale de la
m* TV "
fraction continue est toujours comprise entre deux réduites consécutives quelconques : elle est plus grande que chaque réduite de rang impair et plus petite que chaque réduite de rang pair.
Il ^st clair que ^ ]> 1 ; et comme d'ailleurs n''^ mf
( 594 ) 1 on voit par les différences ( i ) , qu'on a , ^ — , — 7 !>
-- •— X ; donc — est plus approché de x que — j« Donc les
réduites successives approchent de plus en plus de la valeur du nombre réduit en fraction continue : et c'est de là qu'elles tirent leur nom de convergentes,
599. Puisque ^r > 1 , il s'ensuit que n^ÇnJj + m') > n'(n' + m') 5 et par suite, la seconde différence (1) donne
n' n'(n'-\-m') rv rviv nf n'nJ
Ainsi r erreur commise en prenant une réduite pour la va» leu^ totale de la fraction continue^ est toujours moindre que Vanité divisée par le carré du dénominateur de cette r^uite,
600. Soient —, , -; deux réduites consécutives, et soil'-: une fraction comprise entre elles -, je dis que ~ est plus compliquée que ces deux réduites. En effet , puisque -j est comprise entre les deux réduites proposées, -j diffère moins de l'une de ces deux réduites que celles-ci ne diflèrcnt entre elles ; on a donc (595)
tmf — mt* . \ nV — fn' ^ 1 •
■ ■ -^ ■ et ■ -^ — — .
On ne saurait avoir tm^ = mi*^ puisqu'alors en divisant de
part et d'autre par m!l\ il viendrait j = — , ce qui est contre
rhjpothèse. Donc les numérateurs tm! — mt' et ni' — tn! ne sont pas nuls ^ et comme ils sont nécessairement entiers, ils valent i , au moins ; ce qui exige qu'on ait mW >► m^n' et nW > m'u', ou l'>n' et t'^m!.
A cause de -r > — : cl de -, < — , il vient - < — et - > - :
donc la fraction - est comprise enti'c les deux — et — Par con-
séquent , on a aussi / > n et f > m. Donc la fraction - est plus
compliquée que les deux réduites — et — • Donc toute fraction
plus simple que ces deux réduites, ne saurait tomber entre elles. Donc enfin , cîiaque réduite approche plus de la valeur totale X de la fraction continue^ que toute autre fraction conçue en termes plus simples,
6oi. Les fractions continues doivent leur naissance à Téva-' luation approchée des fractions dont les termes sont trop considérables et premiers entre eux. Pour en montrer Tusage, considérons la fraction x = lîAif?. Si Ton réduit cette expression ea
lOOOUO •
fraction continue, on trouvera (691) ^
Ainsi les réduites consécutives seront (SgS) :
En prenant d^ abord ^- pour la valeur du nombre proposé , on commettrait une erreur moindre que 1 I 7 (7 + 1 ) ou que ^ (599) *, mais cette réduite donne encore une approximation plus considérable \ car x étant compris entre 7? et 4^ , il s'ensuit que . ^ différent de x d'une quantité «< y — t^ ou îtJî ; ainsi Terreur commise est beaucoup moindre que —;•
La quatrième réduite ^f, qui n'est guère plus compL'quëe que la troisième , donne une valeur bien plus approdiée \ car x étant compris entre f5| et ?^ , il s''ensuit que x = f^ , à moins de ' -^ près, c'*esl-à-dire , à moins de 0,00001 près. Les réduites suivantes sont trop compliquées pour être substituées avec avantage à la fraction proposée. Cette fraction est d'ailleurs le rapport approché de la circonférence à son diamètre, cooime on le voit en géométrie.
6oa. On peut réduire un non)bre donné en fraction continue, par un procédé qu^il est bon de connaître. Soit a le nombre donné et a^ sa partie entière \ le reste a — a' étant -^ i, le quotient b de I par a — a! sera ]> i . Soit V la partie entière àeh\ le reste, h — V sera donc <C i ^ et le quotient c de i par h — V sera ]> i . Soit d la partie entière de c ; le reste c — d étant '<^ 1 , le quotient ^I de i par c — d sera ^ i ^ et ainsi de suite. On a par conséquent
b rr ; , c =: -; rr , a in : • e zn = , etc.
Ces équations donnent
Ainsi on a cette fraction continue :
a = a\ h\ c', d\ e', etc.
6o3. Cette méthode s^applique aussi aux racines carrées irrationnelles. Mais alors, pour évaluer la partie entière de chaque quotient, il faut multiplier les deux termes de ce quotient par q( que devient son diviseur en y changeant le signe du terme sous* tractif. Par exemple, cherchons à réduire (/'S en fraction continue : on aura donc a = |/^3. La partie entière de a est évidemment a! z=.\\ d'où a — a! zzi L/3 — i, puis û rr i -f- j et
Multipliant les deux termes de ce quotient par [/^3 -^ i , il ne changera pas de valeur ^ et comme (1/3 — 0(1^^4' *)^^ (1/3 )' — I rz 3 — i rz 2 , il viendra
On voit que la partie entière de h est //zri \ d^où h — h'z=.
Il est clair que la partie entière de c est c'zr 2 ; ce qui donne c — d'=:\/Z — i, puis crz2-j--7 et dziz
Cette valeur de d est absoKimcnl la même que celle de ^;
donc , puisqu'^on a trouva* fcrzi-f--ctcn:2-j--, on obtien-
dra de même rfm-|--, erra + ^i ^ ainsi de fuite , à Pin-
fini. On a par conséquent cette fraction continue périodique :
[/3z=z 1, 1,3, 1,2, 1,3, 1,3, etc. à Tinfini.
On trouverait de même [/^ = 1,3,3,3, etc. à Pinfini , et ^5 = 3, 4i 4i 4i 4i ^^' à Pinfini.
6o4* Cherchons maintenant les nombres générateurs des fractions continues périodiques. Comme les périodes de ces fractions peuvent être composées dWe, de deux, de trois, de quatre, ..., fractions intégrantes, soit d^abord x:=za^ (, &, 5, 5, (, etc. ;
nous aurons
b -4" etc.
Puisque le nombre de fractions intégrantes est infini , il est clair que tout ce qui suit le dénominateur h de la première, forme une fraction continue parfaitement égale à celle dont la valeur est x — a ; on a par conséquent
X — azzL-r—, ; d'où (x — flY + ft(x fl)z=l.
Résolvant cette équation du second degré, on en déduira la formule
fl, l», ft, fc, fc, t, etc. =û — i6 + ij/6' + 4.
Soit maintenant x =:a, 2r, c, 2», c, &, c, &, c, etc. Si Poa raisonne comme dans le cas précédent, on verra que
a^ b, r, t, c, fc, c, fc, c, etc. zz: « — ic + l/ jc' + ^.
Enfin, si Pon pose
X = â, (, c, rf, fc, c, J, i, c, rf, 6, c, £/, elc,
j^ zz û, t, c, rf, tf, i^, c, J, e, fc, c, //, e, etc.,
on verra que les valeurs x et ^ de ces fractions continues périodiques sont données par les équations
(bc + i){x—ay + {bcd + b + d—c)(^x—a) = cd+i et
{b€d+b + iX.r-'ay+(bcde + bc+be + de—cd)(jr^a)
zzi cde -{- c '^' e.
Au moyen des formules précédentes , il est aisé de s^aséurer qu^on a
3, 6, 6, 6, 6, 6, etc. = (/lo ;
a, 2, 4, 2, 4, 2, 4, etc. = 1/6 ; 3, 3, 6, 3, 6, 3, 6, 3, 6, etc. = l/i i ; 1, 1, 1,2, I, 1,2, 1, 1,2, etc. = 1/1, et a, 1,1, 1,4,1,1,1,4,1,1, 1,4, etc. =1/7.
On peut vérifier ces résultats en opérant comme au n° 6o3.
60 5. Les propriétés des fractions continues fournissent une méthode pour calculer les solutions entières de Téquation
çj: + i»^ = c, ... (1)
tf , (, c, étant des nombres entiers, positifs ou ncgatifi, et a et .h premiers entre eux (i83). En effet, convertissons la fraction
- en fraction continue , et soit - la réduite qui précède la dernière-;^nous aurons (5g5)
aq — i>p = =±= 1 ; d^oii acq — hep = =t: c^
1* Si aq — J;? zn + 1 , on aura acq — hep z= c ; donc Tune des solutions entières de Péquation ( 1 ) sera x "=: cq ^i jr "zz — cp. Ainsi les autres solutions se déduiront des formules (186)
XTzicq — hu et j':=zau — cp,
2" Si aq — hp:=: — 1 , il viendra — acq + hep ru c ; donc Tune des solutions entières de Téquation ( 1 ) sera xz= — cq et j'zz.cp. Les autres solutions sont déterminées par les formules
xzz.hu — cq et jrzzcp — au.
Par exemple , si Ton a Téquation 3 1 r + 7^" = 45 , on convertira ^ en fraction continue ; ce qui donnera o, 4i ^i ^* ^^^ réduites seront donc vi x, -g- et ^. Ainsi on aura â:=:3i, 5 = 7, czn 45^ /? = 9 et qzzi'y d^où aq — hpzz — 1 et
xzz'ju — 90, J'ZZ^oS 3lM.
On résoudrait de même Téquation iqx + 17^ zn 25o.
Problèmes divers.
On propose de démontrer, 1° que si Ton ajoute 5 au carré de tout nombre non multiple de 3, la somme sera divisible par
3 \ a* que si Ton ajoiUe 5 au carré de tout nombre premier plus grand que 3 , la soiQme sera divisible par 6.
Quels sont les deuiL nombres entiers x et j" dont le produit est divisible exactement par la sonmier* (R. Il y a une infinité de ces nombres ^ qu'ion trouvera en désignant d^abord par d le p. g. c. d. de X et j-, etc. )
A dimensions égales, le drap de Sedan ne vaut que les ^ du drap deVerviers. Si les prix de ce^ draps venaient à diminuer, de manière que celui de Verviers coûtât i o^ de moins par aune, loo aunes de drap de Sedan à | coûteraient alors autant que 96 aunes de drap de Verviers à |, avant la diminution. Quel était à cette époque , fe prix d^une aune de drap de Verviers à | ? ( R. 5o^)
Un bâton est en partie plonge dans Teau et en partie hors de Peau. Si on le retire de a palmes, la partie dans Peau vaudra h fois Pautre, et si on Penfonce de c palmes, la partie hors de Peau vaudra d fois la seconde. On demande la longueur du bâton ?
U j a a ans Page d''un pcre était quadruple de celui de son fib, et dans 10 ans il n'*en sera plus que le double. Quels sont leurs âges actuels? (R. 26 et 8 ans.)
Des joueurs conviennent que Penjeu sera 1^; le jeu étant terminé , deux joueurs se retirent Pun avec 39*^ de gain et Pautre avec 1*^ de perte : aussi le premier a-t-il gagné 10 parties et le second seulement 2. Combien y avait-il de joueurs et combien ont-ils JQ^ué de parties? (R. 5 joueurs et 11 parties, valeurs qui ne satisfont pas à Pénoncé.)
Trois joueurs de force inégale , conviennent que le gagnant recevra des deux autres , savoir : a francs si ce gagnant est le premier joueur, h francs si c^est le second, et c francs si c^est le troisième. Après d parties, ils sont dans le même cas que s?ils entraient au jeu. Quel est le nombre de parties gagnées par chaque joueur ?
On a payé respectivement â, h et c florins à trois troupes d^ouvriers , dont les deux dernières contiennent chacune 2 ouvriers de moins que la première , Pune ayant travaillé 3 jours de moins et Pautre 3 jours de plus que cette première. Combien y avait-il d^ouvriers en tout ?
La sommé des quatre chiflres d^un nombre inconnu est 1 7 ;
( 3oo )
fi Ton supprime successivement le premier, le second et le troisième chi£Bre à droite, les nombres rësultans, retranchés du proposé, donneront respectivement les restes 6358, 636o et 63oo. Quel est ce nombre l' (R. 7064* )
Quel est le nombre dont la racine cubique est le tiers de la racine carrée ? ( R. 729.)
Démontrer que si les quatre nombres a, b^ c, J, sont proportionnels, les deux expressions ^ -(- 6 -}- ]/ab et c -f- ^ + ^cd auront pour somme tf + &-|-c + rf-^- y (a + c)(6-}-rf)i et pour différence tf-f*^ — c— -<£+ j/(a — c)(6 — d). La première propriété a lieu dans toute suite de rapports égaux.
Des droites situées dans un même plan , de manière qu^il n^en existe point de parallèles ni plus de deux concourant au même point, se rencontrent en ai points \ quel est ce nombre de droites? (R. 7.)
Partager le nombre donné a en quatre parties proportionnelles, dont le produit soit un maximum.
Quels doivent être les deux facteurs d W produit donné a , pour quVn divisant chacun par la racine carrée de Tautre , la somme des deux quotiens soit un minimum? Ou pour qu^en divisant le cube de chacun par Pautre , la sonomie des quotiens soit la moindre possible ?
Quel nombre n d^années a-t-il fallu à un particulier pour avoir 781 pigeons? On sait que chaque année il a acheté un nombre de pigeons femelles égal au rang de cette année, et que chaque pigeon femelle acheté une année , a produit chaque année suivante un nombre de pigeons mâles égal au rang de cette année suivante , à partir de celle de Tachât.
On trouve Téquation résoluble comme celles du a* degré :
Partager le nombre donné a en trois parties telles , quVn divisant par chacune déciles la somme des deux autres, la somme des trois quotiens soit un minimum.
Combien y a*t-il de plans qui se rencontrent en aao points , sachant qu^il n^en existe pas de parallèles ni plus de trois concourant au même point? (R. 12.)
Résoudre Péquation x^ — ax — (i-f-7)x*+7tfx+a'^r=:o.
( 3oi )
oh a et b sont inconnus et dont le premier membre se réduit à !i4 ou à — 24 1 suivant qu'on y suppose a; = 1 ou x = 3-
Etant donné un polynôme réciproque du 4°^' degré , comme iaj:*+ 8x^ + 4*^* + ^+1^1 décomposer ce polynôme en deux facteurs du second degré tels , que les coefBciens de Pun •oient ceux de Tautre ^ écrits dans un ordre rétrograde.
Plusieurs particuliers , au nombre de n , sont convenus que chacun achètera chaque année un nombre de pigeons femelles
Ëal au produit du rang de cette année par celui de Pachetcur. ; comme on suppose que chaque pigeon femelle acheté ou né «me année produit un pigeon femelle chaque année suivante, on demande combien ces particuliers auront de pigeons femelles au bout de m années ?
Réponse : in (n + i) [2'"+' — (m + 2)].
Quel est le nombre de choses dont le nombre de combinaisons 3 à 3 vaut 5 fois celui des combinaisons 6 kG? (R. 7.)
Quelle est la somme de tous les nombres de combinaisons que Pon peut former en prenant n choses iài,2à2, 3à3,4^4i ..., nkn? (R. 2'*—!.)
Résoudre Péquation ax^ — (2fl-|-&+2)x^ — (^a'\-iib)x^ + ex* + (2c + i o) x + 36 zz: o , dont le premier membre est le carré exact de px — qx — 6 : les nombres a^h^c^petq étant d'ailleiurs inconnus.
Soient S^, S^, S3, S,, ..., les sommes des puissances i'*, 2*, 3*, 4*1 ••• 1 ^€* racines a^ b^c^d^ ...^ /, dWe équation Xtizo du degré m en x\ si on divise le polynôme X successivement pa« X — a^ X — &, X — c, ..., x — / (486), la somme des quotiens sera la dérivée X, de X (539). ^° ^^^^ donc ainsi une identité qui établira les relations existantes entre les coefBciens de X z=: o et les sommes S,, S^, S3, S., etc. On propose de calculer ces relations, d'après la méthode que Pon vient d'indiquer.
( Vcjez les Mélanges d'algèbre y pour un plus grand^ nombre d'applications et d'exercices ^ propres à exciter la curio* site et Vintérét.)
TIN
Note I.
Sur les quantités négatives isolées.
tt Les qaantîtii^ négatives naissent de Textension et de la généralité ^e Ton accorde volontairement aux opérations et aux formules algébri^ ques ^ en sorte quVn admettant à priori ces quantités et en les soumettant aux mêmes règles de calcul que les nombres absolus , les formules deviennent par là générjiles et applicables à toutes les valeurs des lettres on des quanûlés indéterminées qui les composent.
Mais Talgêbre n^opérant que sur des grandeurs indéterminées, sur des signes abstraits , il est même absolument impossible quVUe ne traite pas les quantités négatives, et en général, les êtres de non existence, comme s^ils étaient absolus et réels ; car les lettres n^ ayant , par elles-mêmes , aucune valeur significative et explicite , il est également impossible de distinguer, dans le cours des raisonnemeus et des transformations du calcul, si a , par exemple , est plus petit ou plus grand que b •, ainsi quel que soit Tordre de grandeur de ces deux quantités, on sera, malgré soi, entraîné
à raisonner et à opérer sur les expressions a — ^, |/« — A, etc., comme si c^étajent toujours des quantités positives et absolues , quels que soient aeib. Or, cela arrive non-seulement quand on emploie les signes et les notations de Talgèbre, mais aussi toutes les fois qu^cn raisonnant sur des grandeurs , on fait abstraction de leur valeur numérique et absolue : c^est ce qui arrive , en particulier, dans la géométrie , lorsque la figure se complique ou que les rapports qui en lient les parties se multiplient , parce qu^il nVst plus possible alor» de discerner , au simple coup-d^^œi) , Tordre de grandeur et de situation de ces parties. CVst encore ce qui a lien quand certaines de ces parties sont Pobjet d'*une recherche faite sur la figure , et qu^on les suppose inconnues à la fois de grandeur et de situation. Enfin , et cVst sur-tout ce qui arrive quand on fait abstraction de la figwçe ou qu^on se dispense de la décrire ; de là cette généralité des conceptions et cette grande extension de la géométrie , qui considère les objets dans Tespace, et dont Mo h ce peut, à de si justes titres, être appelé le créateur.
Telle est Torigine commune de toutes les notions abstraites de retendue et de la grandeur en général , et par conséquent telle est aussi Torigine des êtres de non existence.
Ainsi, non-seulement, il peut être utile d^admettre les quantités négatives et imaginaires en algèbre , et de les soumettre aux mêmes régies de calcul que les nombres absolus, mais la chose est même toutrà-fait indispensable par la nature propre de cette science , puisqu'elle opère nécessairement sur des signes abstraits et qui n^ont, par eux-mêmes, aucune yaleur significative, d
On peut voir ( 99 et aa5 ) que nous avons mis à profit les réflexions précédentes ; elles sont extraites du rapport fait à la Société Académique de Metz, sur la i'* édition de ce traité ^ par M. Pojtcelet, capitaine du génie.
Comme la réduction des termes semblables se présente au commencement de Talgébrc, et comme cette réduction peut donner et donne en effet des quantités négatives isolées, on est ainsi conduit à considérer ces sortes de quantités dés les premières opérations algébriques. Voilà pour quoi nous avons cru devoir les faire entrer immédiatement dans le calcul, n en résulte Tavantage de donner sur-le-champ aux premières opérations de Palg^bre toute la génà-alité dont elles sont susceptibles.
Sans doute qu^il arrivera quelquefois aux commençans de demander ce que signifie une quantité négativje isolée, telle que — 6, par exemple; el cette question , qui se présente naturellement à Pcsprit des élèves désireux de se rendre compte de leurs opérations , est absolument de même nature que celle où Ton voudrait savoir ce que signifie un nombre isolé ^ tel que 17, par exemple, et à quoi ce nombre répond. '
Le nombre isolé 17 est censé augmenter une certaioe grandeur de même espèce^ dont on ne fait pas mention dans le calcul, et ce nombre doit conséquemment être précédé du signe -}- ; de même , la quantité native isolée — 6 est censée diminuer une certaine quantité de même espèce, qui n^est pas Pobjet particulier du calcul actuel.
En général, il nous parait, avec un grand nombre de géomètres, qii^on lèvera toutes les difficultés , en regardant les quantités positives ou négatives conmie augmentant ou diminuant une certaine grandeur fixe, dont on ne £iît pas mention dans le calcul.
De cette manière, Vcxpression — a-f-a signifiera qu^il faut soustraire et ajouter une même quantité a à une grandeur de même espèce *, or, Teffet de Tune de ces opérations détruit celui de Tautre ; donc — a -|- a = 0. On verra aussi que —3a =— a — a— a. On est donc ainsi conduit aux principes du n** 27, sur lesquels est basé le calcul des quantités négatives isolées.
Nous aurions pu d^abord expliquer ces deux principes coipmc nous venons de Tindiquer; mais nous avons mieux aimé en faire Pobjet de conventions spéciales, afin de fixer les idées et de njavoir pas à fatiguer Inattention par des développemens, inutiles pour le moment, et qui sont beaucoup mieux compris lorsqu'^on en vient aux applications dos premières règles du calcid algébrique.
Ces développemens, au surplus, se réduisent toujours à montrer ce que signifie une quantité négative isolée, et réciproquement à faire voir du» quel cas une quantité doit prendre le signe — . Or, lorsqu'une quantité x d'un problème reçoit une valeur négative, elle diminue la grandeur fixe qu'elle augmentait d'abord ; elle doit donc changer d'acception, c'e6t-4i-dirc, par exen^e, exprimer une perte ^ si d'abord elle
désignait un gain. Réciproquement, lorsqu'une quantité a change d'acception, elle diminue la gmndeur fixe qu'elle augmentait d^abord; elle doit donc prendre le signe — . Et tel est, en r^umë, ce à quoi se réduit l'interprétation des solutions négatiyes.
Il peut cependant arriver que l'inconnue x ne soit pas susceptible de changer d'acception^ mais alors le signe — de sa valeur, provient du changement de signe de quelques-uns des nombres donnés du problème; et pour savoir quels sont ces nombres, il suffit de changer x en — x dans les équations proposées.
n est bon d'observer qu'un nombre absolu, comme la, peut aussi bien être destiné à une diminution qu'à une augmentation. Mais on est convenu de ranger les nombres absolus dans la classe des quantités positives; de sorte que 4) par exemple, est la même chose que -)- 4* ^^te convention est légitime ; car le nombre 4 ne saurait diminuer une certaine grandeur, sans augmenter en même temps une autre grandeur dHme acception contraire à celle de la première : diminuer les dettes d'une personne , par exemple , c'est réellement augmenter ses biens.
En partant des principes précédcns, rien n'est plus facile que de com< prendre l'addition algébrique. En effet, qu'il s'agisse, par ex., d'ajouter •— lo à -|-7 : comme alors les nombres 7 et lo sont censà augmenter et diminuer certaines grandeurs R et ^, dont on ne fait pas mention dans le calcul ; si on y fait paraître ces grandeurs , l'expression (-}- n) -|- ( — 1 0} sera la même chose que (« -|- 7) -h (/> — io)- Or , il est aisé de démontrer que p étant ^ 10, ce qu'on peut toujours supposer, on a
(« -h 7) + (;» — 10) = « + 7 + >» — ïo = « +f' — 3. Si donc on fait abstraction des grandeurs n et ^, qui ne doivent pas entrer dans le calcul, ce qui revient à les supposer nulles, l'égalité précédente deviendra ( _^ « j _l ( 10) =: 3.
D'oà l'on voit que l'addition algébrique est une opération par laquelle on réunit plusieurs quantités de même espèce, affectées des signes -l* et — , pour en former une seule quantité, appelée somme. Ce qui est la définition du n° 35.
Les mêmes principes appliqués à la règle des signes, dans la multipUcation , servent à expliquer comment il se fait, par exemple, que ^-a X -— &=-|-A&. En effet, dans •— aX — &, les nombres a et 6 diminuent certaines grandeurs neip^ qui ne sont pas l'objet du calcul actuel ; de sorte que si on y fait paraître ces grandeurs , — a X — ^ sera la même chose que ( n — a) {p — b). Or, n étant plus grand que a , et ^ plus grand que b , ce qu'on peut toujours admettre , il est aisé de dânontrer
^c (n — a){p — b)=:np-^ap — bn-^ab.
Faisant donc abstraction des grandeurs n et p^ qui ne doivent pas entrer dans le calcul , et qui doivent par conséquent y être supposées nulles, l'égalité précédente deviendra
Et Ton Toît aDSsi par là comment il arrive qu^en supposant iM /ormules vraies poar tout^ lies, valeurs deS lettres qtii les Composent^ ob sdit conduit au caleul des quantités négatiy^ isoltfes.
Note II.
Sur la multiplication et la division des monômes.
La règle ( 47 ) pour multiplier un monôme par un monôme est cota* po5(^ des quatre règles particulières que voici : i° La règle des signet qui consiste à donner au produit le signe -f-, lorscjuc les signes du multiplicande et du multiplicateur bont les mêmes, et le signe — , quand Ica signes sont differens; a" Ln refile des cofjfficiens qui se re'duit à multiplier le coeflicient du multiplicande par le coeflicient du multiplicateur pour avoir celui du produit; 3' La rèf*le des lettres qui conslst/ï à écrire les lettres du multiplicande et du multiplicateur les unes à la suite des autres, en suivant Tordre alphabi'tique et sans placer aucun signe entre elles; 4" ^uHn, la rcglc des cxposans qui revient à ifocrire qu'aune seulo fois chaque lettre comme facteur au produit, et à lui donner pour expotant, la somme de ses exposans au multiplicande et au multiplicateur.
Au moyen de ces règles particulières, on aura
En effet, d'après la régir des signes (H) et parce qu'un produit ne change pas de valeur, dans quelquVrdre qu'on multiplie, il est clair que
— Sa^à^d X + 3a^b^c = — ^i^ù^d . 3« î^'c =: — 5 . 3a^a^bH\d = — i5 . à^a^ . ù'*l/^ ,cdr=:-^ iSiri^cd^
en observant que le produit ahr* contient 3 facteurs a et 4 facteurs a, ou 7 facteurs a, et vaut par conséquent ti' (20) ; que de mruic le produit b^b^ reuferme 4 facteurs b ci 'x facteurs ^, ou G fn<-lcurs ^, et vaut b^,
La règle de la division des monômes (G{) se compose des quatre règles particulières que voici : 1** La règle des signes; elle consiste à donner au quotient le signe 4* 1 lorsque les signes du dividende et du diviseur sont les mêmes, et le signe — , quand les signes sont diffcrens. 3** La règle des caeffîciens; elle se réduit à diviser le coefficient du dividende par le coefficient du diviseur pour avoir celui du quotient. 3** La règle des lettres; elle revient à ne pas écrire au quotient les lettres communes au dividende et au diviseur , et qui ont le méinc exposant. 3** EnGn ^ la règle des exposons; cUo consiste à n'écrire qu'une seule fois chaque lettre comme facteur au quotient ^ et à lui donner pour exposant soi;^ exposant au dividende moins son exposant au diviseur.
An moyen de ces règles particulières, on trouve que — i5a^b^c*d : — 3a33c»d = + SaW.
Et en effet, en multipliant ce quotient par le diviseur, on reproduit le dividende (47} : donc ce quotient est le véritable.
. En génënil, soit ee^h^ le dividende, ^a^b^ le diTÎseur et c^'o^^^le quotient, c^ cf^cff dësignant les cocfficiens *, on aura donc
Le produit du diviseur par le quotient devant toujours être le mémo qne le dividende , il faut que les coefficiens soient les mêmes de part et d^autre, ainsi que les cxposans de a et ceux de & ; on a par conséquent
€^€^* = <?, v4-* = "* jc^ " "^y = ^ \ ^^^ ^^^ ^re c" == ç t c', * = m — V et j^ =r o.
Ainsi on aura le coefTicicnt du quotient en divisant le coefficient da dividende par celui du diviseur \ on trouvera Pêxposant de a au quotient /en retranchant son exposant au diviseur de son exposant au dividende ; enfin, comme Pexposant jr de b au quotient est o, cette lettre n^y est pat 6ctenr et ne doit pas y entrer.
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Fautes à corriger,
figne 4* : + 35a^b\ Usez + 35aV.
> 20*, supprimez les mots : ou diviser.
> 4*1 ^^ remontant : -— , lisez -7--
1 ,-, en remont. : i^lZl^, lisez tî^^=^.
3* : 1111 08889, lisez 1 1 1 1088889.
lo"*, en remont. : =±= 5, lisez :à= i5. lo*, en remoiit. : rz — t', Zwez 1= h*,
1 o*, en rem. plus o diminue, /iV. plus a diminue. i5*, en remont. : Soit 20, lisez Soit 2a. 5', en rem., supprimez les mots : des carrés. le dénom. de la valeur C+D doit être 1.2.3.4.5. ligne X o* : produit de 3a*a;, lisez produit 3a'x. » ^•.•>(i/4î^)N^ez>(i,39)\
> 1 1* : 65i, lisez 656i.
» i3*, supprimez le mot Cette.
> i3', en remontant : 1 1700, Usez ii85o.
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Les nombres placés entre parenthèses, indiquent rarticle sur lequel s'appuie celui dont on s''occupe.
Les exemplaires voulus par la lui ont été déposés.
ET D'APPLICATIONS ALGÉBRIQUES
J \t réuni , dans le présent ouvrage , les matières qui ne font pas parties essentielles des traités d'Arithmétique et d'Algèbre , ce qui me permettra de rendre ces ouvrages moins volumineux et moins chers, même en y comprenant le prix de celui-ci.
Tous les Professeurs savent que, ponr ëclaircir les théories et les mieux fixer dans la mémoire, il faut les Ëdre suivre de quelques applications ; ils savent que les problèmes, en excitant la curiosité, font naître le désir de les résoudre ; ce qui procure aux élèves le double avantage de développer leur intelligence et de les familiariser av^c les combinaisons du langage analytique. Sous ce point de vue , quel que soit d'ailleurs l'ouvrage qu'ils auront à suivre, celui-ci leur sera toujours très-utile? , tant pour appliquer les 4)rincipes et les règles du calcul analytique , que pour se familiariser avec les moyens de simplifier ce calcul et d'en éluder les difficultés ; ce qui est l'objet le plus important de l'étude de l'algèbre.
De V Arithmétique destinataire,
1. L'Arithmétique devinatoîre proprement dite, n'est autre chose que la manière de deviner le nombre qu'une personne a pensé , en lui faisant effectuer certaines opérations numériques propres à découvrir ce nombre. Rien n'est donc plus facile que de se créer des méthodes pour trouver le nohibre pensé : aussi les faiseurs de tours ont -ils toujours bonne provision de ces méthodes. Voici un exemple bien remarquable de la manière dé deviner des nombres : -
2. Un joueur de gobelets promet de nommer la personne qui aura pris une bague en secret, et de déterminer la main, le doi^ et la jointure où cette bague sera , h condition qu'on fera les cinq choses, qu'il va prescrire,- dans l'<M*dre suivant :
i" Doublez, dit-il, le nombre qui mar(|ae le rang de la personiie qui a pris la bague , et ajoutez 5 à ce nombre ^
2* Multipliez la sonune par 5 et ajoutez-y lo ;
3* Ajoutez à la dernière somme , i pour la main droite , et 2 si c^est la gauche, et multipliez le tout par lo ;
4^ Joignez-y le rang du doigt, en conunençant par le pouce, et multipliez le tout par lo ;
5* Enfin, joignez à cela le rang fie la jointure e^ 35, et donnez cette dernière somme.
De cette somme, le joueur de gobeleu soustrait 3535, et le reste est composé de 4 chiffires , dont le i^**" indique le rang de la personne, le 2* le rang de la main, le 3* celui du doigt, et le 4* cel^ ^^ ^^ jointure.
Par exemple, si cVst la 4* personne de la compagnie, suivant k rang , qui ait pris la bague ; qu^elle Tait mise à la main gauche, , désignée par 2 \ que ce soit au 4* doigt et h la 2^ jointure ^ en faisant les cinq opérations prescrites, on trouvera 7777.
Soustrayant 3535, on aura 4^4^ 1 ^^^^ ^c i**^ chiffre 4 csi efifectivemcnt le rang de la personne , le 2* 2 la main gauche , le 3^ 4 ^c f^^ ^u doigt et le 4^ 2 celui de la jointurq.
Pour voir comment on est ainsi conduit à trouver ces quatre nombres, soit p le rang de la personne, m la main, d le rang du doigt et/* celui de la phalange^ en exécutant les cinq opérations prescrites, on obtient iooop-^ioom-^iod'\^f~\'35Z5^ et comme ce nombre est égal à 7777, il vient, en retranchant 3535 de part et dVutre ,
looojc; + loom "^-lod +/*= 4^4**
Cette égalité ne peut subsister que quand on a ;9rr4, m=2, dizii^ ci fz=ziz.
3. G)t exemple suffit bien pour montrer que rarithmétique devinatoire n^est qu'aune espèce de jeu, dont la subtilité consiste à faire dire aux spectateurs la chose qu^on demande, en Penveloppant dans différentes opérations , afin de leur en dérober la connaissance. G^cst aussi à cette arithmétique qu'ion peut rapporter divers tours de cartes, tel que le suivant :
4* On prend un jeu de m cartes, où les as et les figures comptent pour 10 points ; on en forme p paquets contenant chacun ,n points ^ de manière que la première carte de chaque
paquet compte pour le nombre de points qu^clle indique, et toutes les autres pour un point chacune. Trouver le moyen de deviner le nombre total de points indiqués par les premières cartes de tous les paquets.
Soient a, (, c, €2, ..., les nombres de points respectifs des 1 '*' cartes des p paquets ; il est clair que les nombres de cartes quMl aura fallu ajouter aux p premières , pour former tous Jles paquets, sont respectivement : n-— û, n— fc, n— c, n — d^ ...; le nombre de cartes employé est donc fi+pn-— a— •i — c — d — — ; par conséquent le nombre de cartes restantes est m'^^ p — pu -|-^ + 1 + c + ^"f* ••• Si donc à ce nombre de cartes restantes, on ajoute le nombre connu (i -f- n);? — m, la somme â-j-fr-f-c-f-rf-f-*** sera égale au nombre de tous les points indiquéjs par les p premières cartes des p paquets.
Soit donc x le nombre total de points indiqués par les i'*' cartes des p paquets et k le nombre de cartes non employées^ on aura, pour résoudre le problème proposé, la formule
5. A parie avec B quil devinera^ dans un jeu de 07 cartes^ celle que B aura pensée* Comment À pourront^il gagner h pari?
A gagnera le pari, en opérant conmie il suit : 1** après avoir mêlé à volonté les 27 cartes , A fera trois paquets de g cartes chacun, en posant d^abord de gauche à droite, la première carte de chaque paquet, la couleur en dessous, puis la seconde sur la première, toujours de gauche à droite, puis la troisième, et ainsi de suite, ayant soin, avant de poser chaque carte, de la montrer à B^ de manière qu^il ne puisse la voir lui-même r et cela fait ' A placera les paquets le& uns sur les autres , sans les mêler. 2* A recommencera à faire trois nouveaux paquets, exactement comme la première fois , avec les mêmes attentions , et les i*elevera encore sans les mêler. 3** A fera de nouveau trois paquets, comme dans le premier cas, et les relèvera de la même manière. Alors, les rangs étant comptés du dessus vers le dessous, B dira que le paquet contenant la carte pensée, occupait dans le jeu^ le rang à après la première opération, le rang h après la seconde, et le rang c après la troisième ; et au moyen de ces seules don^ nées, A connaîtra le rang x de la carte pensée, dans le jeu, et pourra par conséquent la deviner.
En elTet, i° après la première opération, la carte pensée ne peut occuper dans son paquet que le rang i au moins, et le rang g au plus. Mais puisqu^Àn n'^assigne à ce paquet que le cang a, on met donc (a — i ) autres paquets de 9 cartes chacun , audessus de lui; il.s'^ensuit, qu^après les cartes relevées, la carte pensée se trouve occuper dans le jeH, au moins le rang 9(0 — 1 ) •{* 1 = 9a — 8, et au plus le rang 9 (û — ^^ 1) + 9 = 9a.
!)° En formant de nouveau les paquets , on pose d^abord au moins 9 (^ — 1) cartes distribuées en trois paquets de diacun ' 3 (a-— 1) cartes, dont aucune ne sera la carte pensée, laquelle, conséquerament, en aura au moins 3 (a — 1) sous elle, dans son paquet ; tandb qu^on ne pourra pas en poser 9^ , et conséquemment, 3a dans chaque paquet, sans faire passer la carte pensée qui, en conséquence, en aura au moins 3a — 1 sous elle, dans son paquet *, donc puisque chaque paquet contient 9 cartes , il «''ensuit que la carte pensée occupera , dans son paquet , au moins le rang 9 — (3a — i)=io — 3a, et î^u.plus le rang 9 — 3(a — i)=:iai — 3a.
Mais puisqu^on n^assigne à ce paquet que le rang 6, on met donc au-dessus de lui (b — 1) autres paquets de 9 cartes chacun; d^où il suit qu^après la seconde opération, la carte pensée occupera dans le jeu, au moins le rang 9(fc — 1)4-10— 3a =9^ — 3a+i, cl au plus le nmggÇb — i)-|-i2 — 3a=:.gb — 3a-{-3.
3^ Il suit de là qu^en reformant les paquets, on pose au moins . dans chacun, Zb — a cartes, sans avoir employé la carte pensée, mais qu^on ne peut en poser dans chacun, 3b — a-|- 1 , sans avoir fait passer cette carte ; elle aura donc, dans son paquet, au moins ib—aei au plus 3i— -a cartes sous elle; elle y occupera donc au moins le rang 9 — 3&-|-a, et au plus le rang 9 — 36-f-a ; cVsl-à-dirc qu'elle y occupera précisément le rang 9 — 3^ + a.
Mais puisqu''on n'assigne à ce paquet que le rang c, on place donc au-dessus de lui (c — 1) autres paquets de 9 cartes chacun ; d'où il suit qu'après Ja 3°*' opération, la carte pensée occupera dans le jeu , le rang x = 9 (c — 1 ) +^9 — 3t -f- a , ou
Ainsi, après la 3* opération^ la carte pensée occupe dans le jeu , et du dessus vers le dessous^ un rang égal au premier rang du paquet contenant cette carte , mpins 3 /bis le second ' rang de ce paquet , plus c^/ois le 3"**.
6. G; tour est généralisé dans le tome 4"'* des Annales de Mathématiques^ par M. Gebgomke. Consultez cet excellent Recueil, ainsi que les Récréations physiques et mathématiques d'OzkVÀM^ refondues par M. de M^**, où Ton donne plusieurs applications de rArithmétique devinatoire. En voici encore un exemple :
Dans un jeu de c cartes^ on en tire b, dont on vous de* mande de deviner la somme p des points^ le valet étant de 1 1 points^ la dame de 12,' et le roi de i3.
Pour cchi, vous prenez un nombre a qui surpasse le nombre de points de la plus haute carte ; vous dites à une personne de compter en secret le nombre p de points des b cartes tirées ; de prendre à part^ dans le restant du jeu, autant de cartes qu^il y a d'^unités dans ab — p et de faire connaître le nombre d de cartes qui restent *, alors vous aurez
' p=zd+b(a+\) — c.
De quelques séries périodiques, fournies par la
dhisiqn numérique.
7. J^appelleraî série périodique^ toute suite infinie de frac* tions dont les dénominateurs sont les puissances successives d^un même nombre entier, et dont un on plusieurs numérateurs ler viennent sans cesse dans le même ordre. L^ensemble des fractions dont les numérateurs reviennent, forme une période de la série périodique. Par exemple, la suite
\A h — + ^+-75 + --- + clc. àPinfim*,
est une série périodique, dont -j -|- - est la première période.
8. Voyons d^ibord comment on peut réduire une fraction en scrîc périodique. Proposons- nous, par exemple, de réduire ~ en parties de 4 en 4 fois plus petites. Pour cet effet, nous dirons: y = le tiers de i = le tiers de -j. Or le tiers de j est ^, pour i, et il reste -j-, qui vaut ^ : le tiers de ^ est ^, pour ^5, et il reste ^, qui vaut ^ : le tiers de ^ est ^, pour i, et il reste ji, qui vaut ^ : ainsi de suite, à Finfini. On a par conséquent
nfîni.
n résulte de ces calcuk, que pour convertir une fraction en ime suite éP autres dont les dénominateurs deviennent de cen c fois plus grands^ il faut diviser par le dénominateur pro^ posé^ 2e 1*' numérateur et ceux des fractions que Von trouve en convertissant chaque reste en parties cfois plus petites.
9! Diaprés cette règle, si Ton réduit ~ en parties de 3 en 3 fois plus petites, et -^ en parties de 4 €>^ 4 ^^^ moindres, on trouvera
La 1'* de ces fractions se réduit exactement eh parties de 3 en 3 fois plus petites , parce que son dénominateur 729 est une puissance de 3 ; mais la a* fraction i> ne peut se réduire exactement en parties de 4 ^n 4 ^^^ P^^ petites, et donne lieu à une série périodique, parce que son dénominateur est 1*' avec 4*
lo. En général, lorsque le dénominateur d^une fraction irréductible est premier avec c, cette fraction ne peut jamais se convertir exactement en parties de c en cfois plus petites»
En effet, soit 7^ la fraction irréductible proposée, dans laquelle
h est premier avec a et c. Si cette fraction pouvait se réduire exactement en parties de c en c fois plus petites, c^est-à-dire en une suite de fractions dont les dénominateurs successif fussent c, c', c , ..., c^; la somme de ces fractions prendrait la forme
~ , et Ton aurait
î; d'où -r-=:dfc
Or, h est premier avec chacun des facteurs du produit aiP^\ donc h ne divise pas ce produit; donc dk n^est pas un nombre entier. Mais d en est un \ donc h. ne serait pas un nombre entier \ ce qui est absurde , puisque k est la somme de plusieurs nombres entiers : donc réellement la fraction proposée ne saurait se réduire exactement en parties de c en c fois plus petites,
1 1. Si le dénominateur hd n'avait d'autres facteurs prcnuers que ceux de c, élevés chacun à une certaine puissance, on pourrait toujours prendre m assez grand pour que c^ fût divisible par hd\ donc h serait un nombre entier, et la fraction proposée
pourrait se réduire exactement en parties de c en c fois plus
petites.
12. Voyons maintenant ce qui arrive quand on veut exprimer en parties de c en c fois plus petites, une fraction irréductible dont le dénominateur est premier avec c. D^abord si cette fraction est plus grande que Punité, on en extraira les entiers, et on n^aura plus à considérer qu'aune fraction moindre que Funité.
Soit donc 7 une fraction irréductible -^ 1 , dont le dénomina-
teur b est premier avec a et c. Pour réduire cette fraction en parties de c en c fois plus petites, appliquons la règle du n** 8. Soient ft f'i 9'^ <7"\ "m ^^ quotiens successifs, et r, r', r", r"', ... les restes correspondans \ -les dividendes successils seront ac^ cr^ cr'^ cr"^ ... ; on aura par conséquent
crz=ih(f ^r' cH=bq" + r" cr" = b(f" + r'" . etc
Comme r ne saurait se réduire exactement en parties de c eu
c fois plus petites (10), les divisions se continueront sans jamais donner un reste nu) ; et comme chaque reste est moindre. que le diviseur &, il j aura tout au plus b — 1 restes difTérens': donc on retrouvera nécessairement Tun des restes déjà obtenus , et la série sera périodique.
Soit H" le i*' reste pgal à Tun de ceux qui le précèdent : on n^aurà pas r^^^ir"'^ car si cela était, on aurait aussi
Or, r' et /*" étant chacun moindre que ô, r' — r" est aussi moindre que b, D^ailleurs le second membre de Péqualion (1) étant divisible par 6, il en est de même du premier. Mais b est premier avec d ; il laut donc que b divbe r' — r", nombre moindre que lui ; ce cjui ne saurait arriver que dans le seul cas de r' — r"=o ou de r"z=ir'. Ainsi r"' ne serait pas le premier reste égal à Tun de ceux qui le précèdent; ce qui est, contre rhjpothcse : donc on n^aura pas r"' = r". On verra de même qu'on ne saurait avoir r^'zzir', ni r'"=^r\ et si l'on n'avait pas r'":=:a^ r"' ne serait égal à aucun des restes précédens; ce qui est contre la supposition. Donc il fiemt que r"'z=za^ ce
qui donne cr*'^ t=. ac. Mais piÀque les dividendes ac et cr'^^ sont les mêmes , les quodens q et q^^ seront aussi les mêmes , ainsi que «les restes r et 9^^. D^où il suit que la valeur cherdiée
de j- est une série përiodique, commençant par la fraction • , er
dont les numérateurs, dans chaque période, sont </, q\ <f^ et (f^K De plus , la division qui donne le dernier numérateur €f^^ dans chaque période, laisse un reste r'^ çgal au numérateur a de la fraction proposée.
i3. En général donc, si Von réduii en parties de c'en cfois plus petites une fraction irréductible^ doni îe dénominaUur est premier avec c , on trouvera une série périodique^ cbmn mencant par la l'^fraàtion de la i^ période; et le reste obtenu , après avoir calculé le numérateur de la dernière fraction de chaque période^ sera égal au numérateur de la fraction proposée. G^est par exemple, ce qu^on verrait, en réduisant la fraction n en une suite d^autres', dont les dénominateurs soient les puissances successives de 5 (8).
i4« Supposons maintenant que b elc aient des facteurs communs et qu^on ait, par exemple, b=zkde et c=zVae*. H est clair que dans la 1'' division, le dividende et le diviseur sont ak'ae^ et kd e \ ils donn/ent donc un quotient q avec un reste de la forme rd e'. Dans la 2** division , le dividende et le diviseur sont rdre^ et kae ^ ib fournissent par conséquent un quotient (/' et un reste de la forme r^d^e. De sorte que
« ' ^ x_sf • f^^^^
Si la fraction 7- n^était pas irréductible , on la rendrait telle
en supprimant le facteur commun à ses deux termes. Et comme le dénominateur k était premier avec c, avant cette suppression, il est clair qu^il le sera encore après. De sorte qu'ion peut tou-
jours admettre que 7- est une fraction dont le dénominateur est
premier avec r' et c. Si donc on réduit cette fraction en parties de c en c fois plus petites, on aura une série périodique, commençant à la prçmière fraction partielle y donc - sera égale à
une série périodique mixte ^ dont la période commence immédiatement après les deux premières fractions partielles.
( II
On verra de même que si fc = kdPf^ et c=: A'd^f*, la fractiou 7 sera égale à une série périodique mixte, ^ont la période commence après les' trois ou — premières fractions partielles. Si b = kd^e et c = A'd^e*, la période. conunencera après la i'* fraction partielle ^ et il en sera de même pour b = kd^e^ et c = k'd'eK
1 5. De là et de ce que le quotient en dehors de 7 par 4^ p&r exemple, est 2±i on 2 (*), il résulte, que touies les fois que le dénominaieur b a des facteurs communs avec c, la fraction proposée est égale à une série périodique mixte , dont la période commence immédiatement après autant de fractions partielles qu'il jr a d'unités dans le plus grand quotient en dehors qu'on obtient en divisant Fexposant, de chacun des facteurs dans b par V exposant du même facteur dans c. CTest d^ailleurs ce que Ton peut vérifier en réduisant ^ en parties de 6 en 6 fois plus petites et ^ en parties de 20 en ao fois moindres.
16. Cherchons actuellemeikt à déterminer la génératrice d'aune série périodique donnée. Supposons d^abord cette série périodique simple^ et prenons, par exemple,
^ = i 4. 2 4. ' + • 4. ' ^- -g -I- etc., à rinfini ... (a)
Si-Ts^-TsS
Coite égalité fait voir cjfuVn réduisant -r en parties de 5 en 5
fois plus petites, on a divisé 5ft par d^ ce qui a donné j au quotient avec le reste r^ oti a divisé 5r pai* J, et on a trouvé 1 au (juotient avec le reste r'\ enfin on a divisé 5r' par d^ et il est venu 3 au quotient avec le reste r'\ qui doit être égal à n ( 1 3). Ou a par conséquent les équations
5n = rf+r ) i a5it = 7rf + r'
5r=2£i-fr' [ d'où | 1 iSfi = 38f/ -f n 5H = 3i/+it ) ( elia4ii = 38rf.
Cette dernière équation fournil - = — ^ = ^ =: rj;— .
(*) On. appelle quotient en dehors^ celui qu^on trouve en ajoutant an dividende assex cruuités pour qu^il coalienne eiactement le diviseur* Ainû les «ptoticns en dehon de 17, 18, 19 par 4i sont Unit ^aux à 5t
On^auralt trouve la valeur précédente en multipliant les deux membres de (2) par 5 , puis en observant que tout ce qui suit les trois premiers termes dans le nouveau second membre , est une série périodique simple par&illément égale à la proposée,
et doit être remplacé par ^*
17. On voit, par le résultat précédent, que pour trouver la généroirice éCune série périodique simple , il faut prendre la somme des fractions partielles qui composent la i"^ période et diminuer de île dénominateur de la fraction qui en résulte. Gesl ainsi que
f + ? + ? + P + etc.,àrinfini=^=|,.
* et I — -r +5 — -îT, + elc., àFinfinî = -7 =7.
On vérifie aisément cette dernière valeur, diaprés la règle du ^n* 8 et en prenant tous les quotiens en dehors.
18. Si la série périodique est mixte, il suffira de remplacer la série périodique simple qui suit les 1'*' fractions partielles par sa valeur, trouvée au moyen de la règle précédente (17). Ainsi
19. Il est évident que tout ce. qui vient dY*tre dit sur la réduction des fractions ordinaires en séries périodiques , et réciproquement , s^applique de point en point à la conversion des fractions ordinaires en décimaleis , et des fractions déçiiliales périodiques en fractions ordinaires.
De la divisibilùé des nombres.
20. Soit k un nombre entier quelconque. Concevons qu^on ait partagé ce nombre en tranches de m chiffres chacune, en allant de droite à gauche, sauf la première tranche à gauche, qui peut avoir moins de m chiffres *, et soient , en allant aussi de droite à gauche, a, &, c, r{,.e, etc., ces tranches, considérées cçmme autant de nombres isolés : puisque 1 suivi de m zéros •=. 10*^, i suivi de im zéros = lo**^, etc., on aura évidemment
fc = tf+*io"* + cio''»+rfio''^+«io^+ctc.
Faisant io'^=x; d'où io»^=x% Io''"=x^ etc., il viendra
b = a+bx + cx* + dx^+ ex^ +fx^ + etc .
Cette éqnatioù peut être mise sous Pune des trois formes que voici:
k = a+[b + cx + dx^+ ex^+fx^+ etc.] x,
jt=z[fc(r— i) + c(:p*— O + '^V— 0 + etc.] + {a + b + c + d + e+f+etc.), .
*=:[A(x+i) + c(x'— i) + rf(x'+i)+«(ar*— O + clc]
+ (^ + c + ^+...)-(^ + ^+/+"0- Les premières parties des deux dernières expressions de k sont divisibles. Tune par x — i et Pautre par x-f-i (Algèbre). Donc, si Ton désigne par ^ et ç les quotiens respectifs et par r le multiplicateur de x, dans la première expression de Ar, il est clair que p^ 47, r seront des nombres entiers, et il viendra, en remplaçant x par lo*^,
(a)...fc=|i(io'^— i)4-(a+6 + c+d+e+/+etc.),
(3)...* = 9(io'^+i)+(fl+c+tf+...)— (*+^+/+-). Ces équations fournissent un grand nombre de conséquences. D^abord, à cause de io"*=2"*. 5*^, Téquation (1) prouve que, tout nombre, dont les m premiers chiffres a à droite forment un multiple de a*" ou de 5'^, et divisible exactement par 2"* ou par 5'".
-Si m = 1, a sera le premier chifire à droite du nombre ^, et Téquation (1) montre, i"* que si a est ou n'est pas l'un des chiflires o, 2, 4) 6, 8, le nombre k sera ou ne sera pas divisible par 2^2** que si a est ou n'est pas o ou 5, le nombre k sera ou ne sera pas divisible par 5 ; 3** enfin , que si a est ou n'est pas o, le jiombre k sera ou ne sera pas divisible par 10. Donc il en résulte trois principes démontrés en arithmétique.
Lorsque m=i, on a 10"* — 1=91 et fl+fc+c+rf-f^/^-etc. est la somme de tous les chiffires du nombre k. L'équation (2) montre que si cette somme est ou n'est pas multiple de 3 ou de 9, le nombre k sera ou ne sera pas divisible par 3 ou par 9. Ce qui est encore un- pnncqie démontré en aritfamétîqae.
( t4 ) Quand m=ri, il vient lo'^-j-irrii ; et alors a+c+€-f ... est la somnit^ des chiffres de ranjp impairs du nombre k'^b-{'d +/"f' '" ^^ '* somme des chiffres de rangs pairs. L^cquau'on (3) montre que, dans ce cas, tout nombre est ou n*est pas dwisihle par 1 1 , lorsque la somme de ses chiffres de rangs impairs^ moins la somme de ses chiffres île rangs pairs^ donne un reste mabiple ou non de-ii. Par exemple , 1 1 divise 2 1 34 Cl 31537.
En posant m = î, lo*" — 1=99=111 .9 et a-}-ô-j"^+ d-^clx:.^ désigne la somme des tranches de deux chiffres du nombre A: , et Téquation (s) fait voir que si cette somme est oil n^cst pas divisible par 11 ou 99 , le nombre A: sera ou ne sera pas divbible par 1 1 ou 99.
Si m=i 3, on aura lo*^ — 1 = 999 =2 27 . 37 ; et Féquadon (:2) prouve que tout nombre k est ou n^est pas divisible par 27 ou 37, lorsque la somme de ses tranches de trois chiflres est ou n^est pas un multiple de 27 ou de 37.
La même hjrpolhèse de m = 3^ donne 10*"+ 1 = 1001 = 7 . 1 1 . i3 *, et Téquation (3) fait voir que tout nombre est ou n^est pas divisible par 7, par 1 1 ou par i3, lorsque la somme de ses tranches de trois chiffres de rangs impairs , moins la somme de ses tranches de trois chiffres de rangs pairs^ donne un reste multiple ou non de'] y de 11 ou de i3. Ainsi les deux nombres 34168897 et 5671238935674 sont divisiUes, le i" par 7 et le 2* par i3.
' Il existe des principes analogues aux prcccdens pour tous les systèmes de numération.
21. Apres avoir trouve les diviseurs premiers du nombre entier N ( ArithméUquc ) , et Tavoir ramené à la forme N = (^l^cP ,^,^ si Ton veut obtenir tous ses diviseurs composé^^ o\\ ' formera d^abord les séries
i,tf,a%a ,...,a'"; i^b^b^^b ^,.,^b"\ i,c,c%c , ...,c''i etc.
Ensuite, on multipliera chaque terme de la i'* série pai* chaque terme de la 2* \ puis diaque terme de la série résultante par chaque terme de la 3', et ainsi de suite. En effet, de cette manière, on a tous les produits des diviseurs simples tf , 6, c, etc., multipliés iài,2à2,3à3, etc. -, et dans tous ces produits, les exposans de £X, &, c, ..., ne surpassent pas m, n, p^ etc.
Donc ions ces produits sont diviseurs de d^h^cP etc. ou de N, et il n^ cil a pas d^autres.
11. La r* sérié a m+i termes, la ^''n-f-ii la 3";;-f-*i ^tc. Or, en multipliant les m-J-i termes de la i'* série par un terme quelconque de la 2**, on a évidenunent m -|- i produits : donc en multipliant chaque terme de la i'* série pardiaque terme de la 2*, on aura (wi+ï )('* + *) produits ^ en moldpliant chaque terme de la série qui en résulte par chaque terme de la 3* scrie^ on aura (»t + i) (« + 0 (P + *) produits ; et ainsi de suite. Et comme ces produits sont tous les diviseurs de N , il sVnsuit que pour savoir combien un nombre entier a de diviseurs^ il faut le décomposer dans ses facteurs simples y puis ajouter Funité à V exposant de chacun de ces facteurs^ et le produit des sommes résultantes sera le nombre de diviseurs demandé.
Par exemple, le nombre 36o =: 2 . 3* . 5'^ donc le nombre de diviseurs de 36o est (3+i)(2+i)(i+i) ou i^. En effet, si Ton forme les,trois séries : i, 2, 4i ^î ii ^i 9 et i, 5; quVnsuite on opère comme il est dit plus haut (ii), on verra que les diviseurs de 36o, sont: i, 2, 4i ^i ^i 6, 12, 24, 9, 18^ 36, 72, 5, 10, 20, 4^1 i5, 3o, 60, 120, 4^1 90, 180 et 36o.
On reconnaîtra de même que i44 & i5 diviseurs, savoir : 1, 2, 3, 4i 6, 8, 9, 12, 16, 18, 24^ 36, 48, 7a et i44* On peut chercher tpus les diviseuB de 6821200 et de 4370265900.
23. On appelle nombre parfait tout nombre égal à la somme de SCS diviseurs , excepté lui-même. Cherchons un nombre N qui satisfasse à cette condition. D^abord N ne saurait être un nombre premier, car la somme de ses diviseurs, hors lui-même, ne serait que Tunité. Supposons donc que N soit de la forme (i'^h , a et fr étant premiers. Puisque a^b doit être égal à. la somme de ses diviseurs, excepté lui-même, on a (22)
Or, b doit être un nombre entier; il faut donc que le dénoroinatcur soit égal à Pqnité , car si cela notait pas , le reste de la division du numérateur de b par le dénominateur , serait
2(1 4-tf + <*' + û'+***-h<»''^')i et tf étant positif, ce reste ne se réduirait pas à zéro \ on doit donc avoir
( >6 ) o'»—(i + a + a'+o'+. .. + «'»-*) = 1. Gitte équation détermine d, car elle revient à
a™ — = I. oua — i-i i — = i:
et on voit que l%ypothèse a = 2 sadsiait seule à la dernière égalité. La valeur a de a, donne
et pourvu que h soit premier, a Tétant déjà, cette valeur de N jouira de la propriété demandée. Ainsi, pour avoir le nombre N, on additionnera les nombres 1, 2, 2*, a', 2^, etc.^ jusqu*à ce qu^on obtienne une somme égale à un nombre premier; on multipliera cette somme par la dernière puissance de 1^ à laquelle on s'^est arrêté^ et le produit satisfera à la question* Par exemple, 1 + 2, 14-^ + 4^ 1 + 2^ + 4 + 8 + 16, etc. donnent des nombres premiers ; et en appliquant la règle précédente, on trouvera les nombres parfaits que void :
6, 28, 496, 8128, 3355o336, 858g86go56, etc.
24* Il J a des nombres qu^on nomme amiables entre eux, à cause d^une propriété qui leur donne une sorte d^afEnité. Elle consiste en ce que les parties aliquotes de Pun sont ensemble égales à Tautre, et que réciproquement, les parties aliquotes de celui-ci donnent une somme égale au premier.^ Par exemple, les deux nombres 220, et 284 sont amiables entre eux^ car les parties aliquotes du i"" sont 1, 2, 4i 5, 10, 11, 20, 22, 44i-I^Si 1 10 et celles du 2"^*, 1 v 2, 4^ 7I1 i4^ î ^^i ^^ sonmie des premières parties aliquotes donne 284 1 et la somme des dernières . fournit 220. De même, 17296 et 18416 sont amiables, ainsi que 9363584 et 9437056. Nous ne pouvons démontrer ici la méthode pour trouver deux nombres amiables entre eux.
25. On sait que in exprime le n"^ nombre pair et 2/1 «» 1 le n^* nombre impair \ car en faisant successivement n = 1 , 2, 3, 4i ^1 6, 7, etc., 2/1 fournit la suite des nombres pairs 2, 4y ' 6, 8, 10, 12, ]4i etc., et 271 — 1 la suite des nombres impairs 1, 3, 5, 7, 9, 1 1, 1 3, etc. On place o parmi les nombres pairs.
26. Suivant que le nombre x des diviseurs d'un nombre en^ lier N est impair ou pair^ ce nombre N est ou n*est pas un
carré parfait. Car N = a^b^cF de. et r = (m + 1) (n + 1 ) (^ -f" 0 c*^' (^^)î ^"^1 ^ ^^ saurait être impair que quand m 4-I1 n + ii f^+^i etc. sont des nombres impairs eux-mêmes 5 ce qui eidge que m, n^ p^ etc. soient des nombres pairs, et que par suite, N soit un carre parfait. Ainsi i44 seyant 1 5. diviseurs est un carré parfait.
17. La différence des carrés de deux nombres impairs est divisible par 8 ; car on a (2a — i )' — (2b — 1 )* = 4 (^ — i) (^a + b — i).
La différence entre le cube d^un nombre et ce nombre même est toi^ours divisible par 6; comme on le voit par a^^^azz:
28. Tout nombre premier^ excepté 2 e£ 3 , augmenté ou diminué de V unité y^ donne un résultat divisible par 6; car tout nombre entier est compris dans Tune des 6 expressions 6/i-f-i; 6/1 + 2, 6n + 3, 6rt + 4, 6/1 + 5 et 6n + 6. Mais les deux expressions 6»+ ' et 6fi + 5 peuvent seules renfermer les nombres premiers ; de sorte que si elles ne contenaient pas d^autres nombres, on en déduirait facilement tous les nombres premiers. -
On n^a pas de formule qui renferme tous les nombres premiers seuls.
29. Voici encore plusieurs principes de divisibilité, faciles à
démontrer par les premières règles de Tidgèbre :
Tout nombre carré est divisible par 3, ou le devient étant diminué de Tunité.
Tout carré est divisible par 4 ) o^i 1^ devient dés qu^on le diminue de Tunilë.
Tout carré est divisible par 5 , ou le devient étant augmenté ou dimi-* • uué de Tunité.
Tout carré impair, divL^ par 8 , donne i pour reste.
Si on prend au hasard deux nombres entiers, Pun des denx, on leor somme, ou leur difTérencc, est nécessairement divisible par 3.
Si deux nombres différent de 3, leur produit augmenté de Tunité sera divisible par le nombre intermédiaire.
Le produit de deux nombres, augmenté du carré de leur demi -différence, est divisible par leur demi-somme.
Tout produit, multiplié par la somme de ses deiix facteurs augmentife de Tunité , donne un nombre divisible par a.
La somme de trois nombres entiers consécutifs quelconques est tou' jours divisible par 3, ainsi que. leur produit.
Soit nn nombre quelconque de cinq chifTr&s ; soit pos^c une addition en dcrtvant les uns sous les autres et en avançant chaque fois d^un rang vers la droite, le premier chifire à gauche du -nombre de cinq chiffres, la somme des deux premiers, des 3 et des 4 premiers, v fois successives la somme des '5 chifircs , puis là sommes des 4 ) des 3 , des s derniers chififires e^ le 'dernier lui-même; je dis que la somme des nombres ainsi disposes sera divisible par le nombre propose de 5 chifires, et donnera un quotient compose de v -f- 4 chères i. Lic nombre v peut être o, i, a, 3, 4i «"i *••
Le principe précédent est vrai pour un nonibrc entier quelconque , quel que soit le nombre de chiffircs.
De quelques équations résolubles comme celles
du premier degré.
3o. Il existe plusieurs méthodes particidicTes d^éliminalion , qu^il est utile de connaître, d^abord parce qu^^elles rendent possible la resolution de certaines équations, et (juVnsnite elles font souvent trouver des simplifications qu'ion ne saurait indiquer à Favatice. Voici par exemple, quatre équations oi!i, en modifiant un peu la'métliode par addition et soustraction, Pélimination devient très-facilc :
i^jr + '^z -}- 2^rt zi: b Zx + 3> + 3^z + 3^M = c
4^ + 4y + 4'^ + 4^" = rf-
En effet, si Ton prend la somme des produits respectifs de ces équations par •— 4i + ^i — 4 cl + i , on ^lura
d^où Ton tire la valeur de u. De même, )a somme des produits respectifs des trois premières cqualioiis par — 3, -f- 3 et — ^^ i , donnera z au moyen de u; la somme des produits des deux premières par — a et + i , donnera j^ à Paidc de z et u, et Ton aura ensuite x.
Pour cinq équations pareilles aux précédentes, on prendrait la somme des produits par — 5, + lo, — lo, + 5 et — i, puis le reste s^adievcrait conune on vient de Pindiqucr.
3i. Les équations suivantes se rc'soudront de la même ma- ' iiièrc :
^x + 6r + cz + r/u =r ï
Prenons, en effet, la somme des produits respectifs de ces l'quations par — bcd^ + (^^ + fc^? + c^), — (& + c + d) et + 1 , déduisons et observons que a {a — ^) (^ — c) (a — rf)
donne û^ — (/> + c + ^)a^ -j- (^^ + ''^ + cd)^'' — a^cd^ nous trouverons
Cette valeiu" de x fournira celles de j^, z, m, en y changeant â en i!> et 6 en a, a en c et c en tf, â en d et £? en a. On résoudrait scmblablement un plus grand nombre d^cquations de même forme.
32. Voici deux systèmes dVquatîons qu^on ne saurait résoudre que par la substitution des valeurs :
axy"::z.7ïix -^^ a — m et fcr^^miy^+A — m\ xyz=La{x-\-X)^ xcr=£>(a: + z) et jrz = c (j- -^ z).
Considérons seulement le i*'* système, et substituons dans la ^me équation, la valeur de^ tirée de la i'*^ alors, après avoir chassé le dénominateur, transposé dans le i"' membre, et réuni les multiplicateurs de x — i , nous aurons
(r — i){bx'\*a — m)=io.
On satisfait h cette équation finale de deux manières , ou par X — 1 =^ o , qui donne a? == i et j^ = i ^ ou bien par bx -{- a — m = o, qui fournit
CiJ^ =
Ces deux couples de valeurs satisfont effectivement aux deux équations proposées.
33. Généralement, lorsque les deux membi*es d^une éffualîon ont des facteurs communs en a*, cette équation est satisfaite on égalant chaque facteur à zéro , et sa résolution peut se trouver ainsi ramenée à celle d'équations du premier degré. Il est donc utile de chercher à décomposer les équations en facteurs inconnus \ et cVst ce qu'ion peut faire dans les deux systèmes d'équations que voici :
C ao )
X + «'+ 20:'=: b {xjrz — i)
£es deux systèmes se traitant absolument par la même méthode, nous considérerons seulement le i*'. Retranchant donc successivement la i'* équation de la a™" multipliée par x^ la 2™' de la 3"** multipliée par^ et la 3"*" de la i" multipliée par z\ ' réduisant , transposant çt réunissant les multiplicateurs de xyz — 1 , on aura
' (j^z — \)(bx — a — m)=:o \
(xyz — i)(9^ — b — m)z= o > (i)
(xyz — i)(az — c — m) =10.)
Ces équations donnent d^abord bx — a — mmo, cy — b — m = o, az — c — m=o'j
et les valeurs qui en résultent pour r, jr^ z^ satisfont en effet aux équations proposées.
Les équations (i) donnent aussi xj^z — i = o, ou aj^'xiz: i, valeur qui réduit les équations proposées aux trois
xy + j: + i = o, jrz +j' -|- i =0 cl xz -|- 2 4* i = o.
Mais ces trois équations n''cn font qu'aune \ car à cause de xyz = 1, les produits de la i""* par z cl par j-z donnent les deux autres équations. On n'a donc réelicnient , pour déterminer les trois inconnues x^jr^ z, que les deux équations
xyzzni et :r;^ + j:+ 1 1=0^
ces inconnues ont donc une infiùité de valeurs différentes. Par exemple, si or zz:—, on aura j-= — 3 et zm — j\ valeurs qui rendent effectivement égaux les deux membres de chaame des équations proposées : si 2:= i, il viendra^ =i — 2 et zzn — ^ et ainsi de suite.
34* On résoudrait semblablcment les trois groupes d^équa-
lions:
x+x^ = a(vy—i).eijr + x^=b(^xy—i)'^
axjrzu = m (x^z — <^+ 0:) + a —m bxy^u=im(jrzu-^jrz+jr) + b — m cxyzu = m ( zux — zu ^^ z) -^^ c '-^ m dxjrzuz=zm(\ixy*^uX'Ç-u)'{'d'^m'^
( ai ) r + v*+ l'a' + f zu' = a {xs^zu — i)
♦' + 5*+Ztt' + ZWX'=/>(xV2Ii— i)
r + M* + Mx'+i*xv'*=c(xvzM — i) a4-x' + xv^ + xvz'=:^(a:vxu — i).
On a des équations semblables pour 5, 6, 7, ..., inconnues. 11 est aisé de résoudre 1'*équation
(1 4- a') (x'— c^) =z la (/> — ^) (x — c). .
35. L^emploi d^inconnues auxiliaires simplifie souvent la résolution des équations. Par exemple, si Ton a les trois égalités
on posera x^ + v' -j- z' = r , puis on cherdiera les valeurs de x, K, z, dans les trois équations résultantes
a{x-\'v)ziit^ h{x-\-z)z=:;,t et c(v-|-'^) = '; ce qui donnera des expressions de la forme
x:=.pt^ yz=,qt^ zzzzrt^
fy q^ r étant des nombres donnés. Substituant ces valeurs dans , x^ + v'^+ 2' = /, les deux membres seront divisibles par t , et il viendra (;;'+ 9'+ r') / zz: i . Cette équation faisant combattre Tauxiliaire / , on aura ensuite x, v et z.
36. C^est ainsi qu^on résoudra aisément chacun des groupes d'équations que voici :
ii + ^ + *' = 5^x et x'-t-v*-f-5'-f-ii'=:3872X.
Dans le deuxième système, l'inconnue auxiliaire est la somme des 4 inconnues proposées. Nous laissons encore à résoudre les systèmes dVquations qui suivent :
X + f = 835, X — *' r= 1 75 et xv = 49^^^ î
x + c=z38x, X — v'zz.'iZs et x' + i''=: i38ii55
-c + V z= a5, x-^9 z^bs et x' — v»' zz C5 ^
Nota. Le. Recueil de problèmes d^ Algèbre par M. Lobato, contient un grand nombre d'^équations qui se résolvent par une métliodc particulière dV'limincr. Ce recueil , auquel je dois plusieurs idées, se distingue par le choix des questions qu^il renferme, et les élèves le consulteront avec fruit.
Problèmes résolubles comme ceux du i* de^ré.
37. Huit bœufs ont mangé en 7 semaines V herbe d^un pré de 4 arpens et belle qui a cru pendant ce temps; 9 bœufs ont mangé en 8 semaines Vherbe d'un pré de 5 arpens et celle qui a crd pendant ces 8 semaines. Combien faudrait^ de bœufs pour manger en \i semaines Vherbe d*un pré de 6 arpens et celle qui croîtra pendant ce temps P On suppose que les bœufs mangent tous également^ que les prés sont également bons et que Vherbe j" croit uniformément.
Soit X le nombre de bœuis cherche , h Pherbc contenue d V bord sur chaque arpent et hu celle qui croît sur cet arpent par^ semaine. Puisque Pherbe croît uniformément, il est clair quVn j semaines il en croîtra 'jhu^ sur un arpcnt,^et sur 4 arpens, qui produisent tous également, il.cn croîtra 4 l*^is 'jhu ou 28^. D^aillcurs , Pherbe contenue d^abord sur ces 4 aq)ens est ^h ; donc 8 bœufs en 7 semaines ont mangé ^h -{- 'i^hu : et comme tous les bœufs mangent également, il sY'iisuit qu'Hun bœuf en 1 semaine mange ^ (4A -f- 28^1/).
On verra de même qu'Hun bœuf en une semaine marige, dans le a' et le 3"" pré, respectivement -^ (5^+4^^") ^^ ,7- (6^+ 7^^") • on a donc les deux équations '
56 ^a 56 laj
La V* de ces équations donne w =z ^. Av^c celte valeur, la 7." équation fournit x=:H. Ce problème, traité d"'une manière générale pai' Newton, a beaucoup d^analogie avec celui que voici :
38. Quatre bassins d^eau^ à faces rectangulaires^ dans lesquels la pluie tombe et qui sont alimentés cJiacun par une source , ont respectivement pour surfaces de niveau 12, 20 , 43 ef i4 mètres carrés. On évacuerait Veau de ces bassins en employant 5 ouvriers pendant 3 heures pour le 1*%- 7 ouvriers
pétulant 4 heures^ pour le a*, et 1 2 ouvriers pendant 6 heures^ pour le 3^ On demande le nombre z d'ouvriers quHl faudra^ pendant 7 heures^ pour évacuer Veau du 4* bassin. On suppose que Veau est à la même hauteur inconnue x dans les 4 bassins^ au moment oit Vope'ration commence ; que la pluie y tombe avec une égale intensité; que les sources jr amènent le même va* lume tVeau inconnu u, par heure ^ et qu'enfin tous les ouvriers évacuent chacun par heure^ la même quantité d'eau inconnue t.
Soit V la quantité dont ia pluie qui tombe augmenterait par heure la hauteur de chaque bassin, s'^il ne recevait et ne perdait point dVau. La surface de Teau dans un bassin ë|ant a et sa hauteur r, son volume sera ax (*). De même, le volume dVau de pluie qui tombe par heure dans ce bassin est av ; et le volume qui y tomberait en h heures est ahv» Et comme le volume d'^eau fourni par la source au même bassin en h heures est hu^ il s^ensuit que le volume d^eau évacué de ce bassin, après fi 'heures, est aX'\-ahv'^hu. Mais en une heure chaque ouvrier évacue hors du bassin le volume / dVau ; donc n ouvriers en h heures évacueront le volume hnt. Et puisqu'^après ces h heures le bassin est vide, il s'^ensuit que ax -{^ ahv '\- hu m hnt»
Substituant dans cette é<|uation générale , les valeurs de tf , & et n , relatives à cliacjuc bassin , on aura
1 IX + 36v + 3m =: 1 5r
20X + Sov + 4'* = ^Si •
^2X'\''2^2V^6uZ=:']2t
i^x + f)8v + 6w = 6zt.
Ces équations donnent r = -^/ , vzn-^t^ m = jf tt z r= 4- De sorte que le nombre d'ouvriers cherché est 4* Et si on suppose que chaque ouvrier évacue par heure 3 mètres cubes d'eau , on aura x=z2, ♦'=:— etiiz^i.
39. Deux ouvriers travaillent immédiatement Vun après Vautre à un ouvrage^ et le terminent 6 jours plus tard qu'il ne Veiit été s*ib avaient travaillé ensemble. Le i*'jr a travadld pendant les 3 cinquièmes du temps que le i*^ emploierait seul pour faire tout V ouvrage^ et en a fait les 3 tiers de ce'quil a
(*) Les notions de géométrie que nous emploierons quelquefois clans ce traité, seront toujours peu étendues, et on pourra les considérer comme faisant partie des conditions de la question.
laissa- Combien de jours chaque ouvrier emphieraii-il seul -pour faire T ouvrage proposé nf >
Soient x et u lës'nombres de jours cherchés : puisque le i*' ouv.
fait n d^ouvrage en x jours, en i jour il en fait - \ donc en ^
de jours, temps pendant lequel il a travaillé à Pouvragc n, il en
4 fidt ■=— : il en a donc laissé à faire au a**, n — ^— . Or, il a 5x ^ 5x
fait les |- de ce qu^il a laissé : on a donc cette i'* équation
D^un autre côté , il est clair qu^autant de fois Pouvrage d^un jour du 1^* ouvrier sera contenu dans Fouvrage qui lui a été laissé , autant de jours il aura mis à faire cet ouvrage *, ce nombre de jours est donc
n r- 1 ; -, ou u^p- .
Donc, puisque les deux ouvriers ont travaillé immédiatement Tun après Pautre, Touvrage n'a été terminé qu'en
Il est clair d'ailleurs que les a ouvriers emploient ensemble , pour faire Touvrage n^ un nombre de jours marqué par
n*i- + -J, ou n* -^ — • — , ou enhn — r —
• Vx ' «/ «X u-j-x
Mais d'après l'énoncé , ce dernier temps a 6 jours de moins que le temps précédent ; on a par conséquent cette 2* équation
3u» 1^3 tix ^ ^
n reste maintenant à résoudre les deux équations que l'on vient de trouver. Or, en chassant les dénominateurs dans diacune et réduisant , ces deux équations deviennent
3umx et 3x*u4-5xm' — 3u — Sox* — 3oxu^i:o.
Il est évident que Télimination par addition et soustraction ne' saurait être employée ici. Mais en prenant dans la i'*, la valeur de u, puis substituant cette valeur dans la 2™' équation ; chassant les dénominateurs et réduisant les termes semblables , on aura
( ^5 ) lox^ — i5ox' = o, ou ioj:'(x — 15) = ©,
On peut satisfaire à cette équation finale en posant x:=:o, ce qui donne 5 = 0; mais ces deux valeurs ne conviennent pas au problème proposé. Il faut donc prendre x — iSziio, oua:=i i5, ce qui fournit u =: 10 ^ et ces deux valeurs satisfont en effet à la question.
4o. Deux cuves renferment ^ F une a mesures tTeau et Vautre h mesures; elles reçoivent par heure Za 1" c mesures d^eaw e/ b 2* d mesures. Trouver après quel nombre x d^heures la i""' cuve renfermera nfois autant d'eau que la a*.
Il est visible qu^après x heures^ la i''*cuve renfermera â-{-cj? mesures dVau et la 2* b'\-dx mesures ; on a par conséquent
a'{'CXz=in{b-\-dx)\ d^où résulte xz=, ■
Si A=Z24^ 6=10, cr=5, diz,iL et n=32, on aura xzzi — 4t le problème est dope impossible, dans ce cas. Effectivement, pubque 24 > 2 fois 10 et que 5 > 2 fois 2, on voit que la i'* cuve aura toujours plus que 2 fois autant d^eau que la 2™'^ elle ne pourra donc jamais en avoir seulement 2 fois autant.
D^un autre côté , la valeur 4 de j: étant négative , elle résout le problème que donne le proposé en y prenant Pinoonnue x en sens contraire ; cVst-à-dire en demandant depuis quel nombre x d'heures la T' cuve renfermait ifois autant d*eàu que la 2*. De sorte qu'il y a déjà 4 heures que la i"* cuve avait 2 fois autant dVau que Tautre.
En effet, il y a 4 heures la i'* cuve renfermait 24 — 4 ^^'^ ^n ou 4 mesures d'^cau, et la 2'', 10 — 4 ^^^^ 2, ou 2 mesures ; la i'* cuve avait donc effectivement 2 fois autant dVau que la 2*.
Si Ton change ^ en — d ci x qh ~^ x dans Féquation et la formule primitives , elles deviendront :
a^cx = n{b+dx) et j: = -— -,
le problème résolu est donc alors : Deux cuves renferment^ Vune 2l mesures d'eau et Vautre b mesures; par heure la \^* reçoit c mesures tteau et la 2** en perd d mesures. Trouver depuis quel nombre x d*heures la i'^ avait nfois autant d'etiu que la 2"*.
Examinons ce que devient la formule proposée sous les trois
hypolhèscs bnzria ei czz dn^ bn^a et czr: dn^ bn > ^z et c -< dn.
i"* Si azzzbn çx czizdn^ on aura x = ~ , et le problème sera indéterminé. En effet, a^z: bn dit que la i*"' cuve avait d'^abord n fois autant d^eau que la a^; et c =: dn montre que la i'* cuve reçoit par heure n fois autant d^eau qu^en reçoit Pautrê ; la i" cuve aura donc toujours n fois autant d^eau que la 3% quel que soit le nombre x d^heures employé ; ce npmbre d^heures est donc arbitraire.
2** Si a <C, bn cl c z=i dn y il viendra r =z od, et conséquemment le problème est alors impossible. Effectivement, la i*"* cuve reçoit bien par heure n fois lautant d^eau que la a*"^ ; mais comme d^abord elle n^en avait pas n fois autant , il s^ensuit que jamais la i*** cuve n^aora n fois autant d^eau que Pautre, et que par conséquent le problème demande une chose impossible.
3*^ Enfin, si a <^6n et c<^^/t, la valeur dé x sera négative; le problème .sera donc impossible. Gela doit être en effet, car les deux parties a et ex de Teau de la 1'' cuve étant moindres que n fois les deux parties b et dx de Teau de la 2', jamais la l'^cuve n^aura'/i fois autant dVau que Tautre.
Mais puisque la valeur de x est négative , elle résout le problème que donne le proposé en y prenant Pinconnue x dans une acception opposée, et par conséquent en demandant depuis quel nombre x d'heures la i^* cuve avait nfois autant d'eau que la a"''.
La discussion précédente, sufïlt pour montrer comment oxC traiterait tout autre problème du premier degré.
4i« Voici les énoncés d^un grand nombre de problèmes, pro-
près à exercer à la mise eu équation , et même à la discussion :
Quel est ic nombre qui en conlient un autre 3 fois et qui le surpasse de 8? (R. c'est la.)
Dnas la composition d''unc certaine quantité de poudre, il fallait la moitié de tout le poids, plus 6 livres de salpêtre^ le tiers, moins 5 livres de soufirc, et le quart, moins 3 livres de charbon. Quel est ce poids? ( R. !i4 livres.)
On distribue aSa*^ à un certain nombre de pauvres, hommes, femmes et enfans^ les hommes reçoivent la*^ chacun, les femmes 6^ et les enfansT 3*^; le nombre des femmes est double de celui des hommes, moins a, et celui des enfans triple de celui des femmes, moins 4* Combien y ft-t--il d'hommes, de femmes et d'enfans? (R. 7, 11 et 33.)
Les biens tic A sont les 3 quarts de ceux «le B; mais A pertiaut i!^ et B eu gagnant 16, les biens de A ne se trouvent plus que les 1 tiers de ceux de B. Combien avaient-ils chacun? (R. 5ia^ et 4 16.)
Quel est le nombre x dont le cube de la moitié vaille 9 fois le carré de son tiers? (R. c^est 8.)
Si un homme était mort 1 a ans plutôt, il aurait été marié le tiers de sa vie; mais s^il eût vécu encore 8 ans, il eût été marié pendant les 4 septièmes de son âge. A quel âge est-il mort et pendant combien de temps a-t-il été marié? (R. à 63 ans; pendant 3a ans.)
Deux voyageurs se mettent en route chacim avec une certaine somme d^argent. Arrivés dans un bois , ils sont rencontrés par des voleurs qui , prennent au i"" le tiers de ce que possède le a*, et à celui-ci le quart de ce que possède Tautre; en sorte que le i'*^ n^a plus que les a cbiquièmes de ce qui reste au second. A Tissue de la furet, ik sqnt rencontrés encore par d''autres voleurs; mais ceux-ci u^ayant pris que 4 fr» «u i^' voyageur, après en avoir pris 5o au a**, ce dernier u''a plus que la moitié de Tautre. Combien avaient-ils chacun eu partant? (R. 73^** et 48.) .
Un colonel \'ou]ant attaquer un poste ennemi avec Tun des 3 bataillons quUl commande, promet une récompense de 901 louis, qui .sera distribuée comme il suit : chaque soldat du bataillon qui attaquera recevra un ^ Jouis et le reste sera partagé également entre les soldats des deux autres bataillons. Or, suivant que Tattaquc est faite par le i'**, ou par le a*, ou par le 3* bataillon, les soldats des deux autres reçoivent chacun un demi, ou un tiers, ou un quart de louis. Combien y a-t-il de soldats dans chacun des bataillons? (R. a65, 583 et G89.)
La somme des trois produits differens qu^on obtient eu multipliant a à a trois nombres inconnus, augmente de 100, lor$<|ue ces nombres augmentent respectivement de 3, de a et de 1 ; la même somme diminue de 7, quand le i'** nombre augmente de 4 et le a"**' diminue de 3; enOn, cette somme diminue de 47 1 lorsque le i*^*^ nombre augmentant de 6, les deux antres diminuent rcs|)ectiveracnl de a et de 5. Quels sont ces trois nombres inconnus? (R. 8, 6 et 9.)
Un marchand achète un certain nombre d^aunes d^une toile dont 18 aunes coûtent Ga^. S''il eût acheté 6 aunes de moins et qu^il eût revendu ensuite le quart de sa toile à 1 a^ pour 9 aunes et les trois autres quarts à aG^pour la aunes, il aurait reçu SG*^ un tiers de moins quUl n^a d^abord payé. Combien d^anncs a-t-il donc achetées? (R. 3o.) •
Chaque partie perdue prend à un joueur le 5*"* de Targent qu^il avait en commençant cette partie, et chaque partie gagnée lui donne le tiers de ce qu^il avait en la commençant. Une personne joue 4 parties : elle perd la i*"^ et dé|>euse en outre So**; elle gagne la a***' et donne 4^ à un pauvre; elle perd la 3*^ et donne Go^ à son domestique; aifîn, elle gagne |a 4™* et paie une dette de aoo^. Alors il lui reste les 5 sixièmes de ce qu^elIc avait en entrant au jeu. Combien avait-^Ue? (R. laoo^.)
Partager 3i 7 eD 4 parties leUes, qoc la i*** plus le tiers des trois autres, la a" plus le quart des 3 autres, et la 3* plus le 5* des trois autres, donnent trois nombres ^i^l. Quelles sont ces' parties? (R. 47i 777 9^ et 101 •)
Cinq enfans et leur mère ont à se partager i35 louis, de manière que chaque en£mt, à partir du plus jeune, prendra autant de kmis qn^U a d^anndes et eu sus le 10^ du reste. Par cette disposition, les enfans ont des parts ^ales, et la mère reçoit autant de louis qu'ail y a d^unités dans la somme des âges des cinq enfans. Quels sont ces âges? (R. 5, 7 , 9i il et i3 ans.)
Trouver deux nombres dans le rapport de 3 à 4 « et dont la sonmie soit a celle de leurs carres 1 1 7 ! 5o. ( Les nombres sont 6 et 8.)
La somme des carrés de deux nombres ?aut 17 fois la différence de ces nombres , JaqucUe n^cst que le quart de leur somme. Quels sont ces deux nombres? (R. 5 et 3.) '
Le produit de deux nombres est 13, tandis que la différence de leurs cubes est au cube de leur différence ; ; i3 * 4* Quelles valeurs oiit-ils? (R. 6et2.)
On avait une certaine somme pour acheter 1 aune de drap de Louvier i 5 huitièmes de large. Gomme on vient de dépenser une partie de cette somme, le reste ne peut payer qu''une aune de drap d^Elbeuf à 7 huitièmes. Mais si chacun des 1 5^ de ce reste devenait 5^, on pourrait acheter une aune de drap d^Ëlbcuf à 7 huitièmes, a aunes de drap de Sedan à 7 huitièmes et acquitter une dette de 1 40''^. Combien avait-on d^abord ? . On sait qu^à dimensions égales le drap d^Elbeuf vaut les 3 tiers du drap de Louvier et le drap de Sedan en vaut les 4 tiers. ( R. 90''^.}
Deux joueurs conviennent que celui qui perdra triplera Fargcnt de Taulre. Ayant perdu chacun une partie, le premier sort du jeu avec 4^^ et le a° avec 3o^ de moins que 3 fois sou argent avant de jouer. Combien avaientr-ils chacun en entrant au jeu? (ludéterminc.)
En 18 la il sV>tait écoulé, depuis la mort de Newton, autant d^années que ce savant a vécu. Si Descartes était mort i5 ans plus tard, il aurait eu les a tiers de son âge au moment où Newton naquit. Celui-ci était au 1 7*^ de son âge 3 ans avant la mort de Descartes. Enfin a3 anâ; après la mort de Newton, il y avait un siècle que Descartes avait cessé de vivre. On demande les é|>oques de la naissance et de la mort de diacun de ces deux grands géomètres.
Quel nombre x devrait-on ajouter à deux nombres donna a et ^, pour que la i*'*' somme valût c fois la a*? ( Si ai3a4) ^= 10 et eiz: 3, on aura arn: — 3.)
Quel nombre x faut-il ajouter à 4 nombres donnés a, ^^^y ^1 pour que le produit des deux premières sommes soit égal au produit des deux autres? (On peut changer les signes de a, 6, c, d,)
Uue personne dépense tous les ans la c*^* partie de Fargent qu^ellc a entre les mains. Elle reçoit a ilor. au bout de chaque année, et po^dc,
apr^ ^ïïMy une somme qui excède de a ilorins U somme quVUe avait d^abord, diminuée de aon quotient par c'. Combien cette personne avaiteUed^abord? (Onpent&ire a:i:iao et cm 3.)
Les biens îVnD. ni^dciant, qui possède a (lor., produisent h flor. pour^ c flor. d^intérét par an. Combien doit-il dépenser au commencement de chaque ann^ , pour qu^aprés 3 ans , non-seulement il n^ait plus rien , mais doive le produit de la dépense chercKce par la somme du carré et du cube du quotient de b par c? (Dans ce problème et le précédent, la formule se simplifie en divisant ses deux termes par une même quantité.)
Quels sont les biens de trois personnes ? On sait que les biens de chacune, plus n fois les biens des deux autres, font a pour la i*^*, 6 pour la a™* et c pour la 3"**.
Quels sont les biens de trois personnes? On sait que les biens de la 1*^", plus a fois ceux des deux autres; les biens de la a^, plus b fois ceux des deux autres; les biens de la 3", plus c fois ceux des deux autrps, donnent trois sommes égales chacune k d. { Prendre a = a, £=:3, r— \ ei dziz laoo.)
Trouver trois nombres proportionnels à m, ra, p, et tels qu^en les augmentant respectivement de a, &f e, la sonunc de leurs produi*5 deux à deux soit augmentée de d.
Trouver les deux acteurs d^nn produit, de manière quVtant proportionnels aux deux' nombres a et ^, si on les augmente respectivement de ces deux nombres, le nouveau produit surpasse le i**" de c. (Faire «=z6, ^=:4etc=: 48.)
Quels sont les biens x et^ de deux personnes f -Oh sait que si elles recevaient cliacune a fl., la i''.*^ aurait m fois autant que la a*^-, maû que si elles perdaient chacune b florins, la a" aurait n fois autant que la i*"^.. ( Prendre a zzi 3(îo, 6 r=: i ao , w =z a et n iz: 4»)
Trouver les termes de deux fractions dont a est la somme et b la différence. On sait que c est la somme de leurs numérateurs et d cclje de leurs dénominateurs.
Trouver six quantités A, B, C, D, E, F, connaissant les diflerences /z, 6, c, de B à A, de D ^ C, de F à £, ainsi que les rapports m, », p^ de A. à C, de D à £ et de F à B. (Toutes les inconnues dépendent de C. Même problème pour 8, pour n quantité.)
On a deux vases contenant chacun un mélange dVau e| de viu;"on verse le €"• du i*' dans le a*, puis le c"* du a* dans le i*'. Alors les deux vases contiennent chacun a litrons d^eau et b de vin. Combien y avaitr-il d^abord d^eau dans chacun f
n y a de Teau dans trois vases : on verse le c™* de Fean du i'** dans le a«, puis le c«« de Tcau du a* dans le 3* et le c«* de l'eau du 3« dans le i***; alors les trois vases contiennent chacun a litrons d'eau : Combien y en avait-il d'abord dans chacun?
U y a de l'eau dans trois vases : on verse dans le i***, le n"* de l'ean
des deux antres; dans le a*, le a~* de Veau des dcnx antr&;; dans le 3', le n*^^ de Fean des deux autres : alors les vases renferment chacun a litrons d^eau. Combien en ayaient-ils d^abord chacun?
Un Homme a'trois espèces de vins dans trois tonneaux A, B^ C, contenant le 1**^ a litr6ns de vin, le a™* 6 litrons et le S*"' a -{' 6, Il vc:rse li • moitié des vins de A et B dans C , puis le tiers du mélange dans B et & litrons du a* mélange dans A. Sachant que le litron du i''^ mélange v*.ut celui du i"* vin, celui du a^ mélange un du 3' vin, et (pic le litron du a* mélange coûte a -|- 6 centimes-, on demande quels sont les prix des vins pn^io^f (Si a = 10 et 5 = 6, le 1" vin coûtera 48*' et le 3* 6^)
Problèmes d'analyse indétennhiée.
4^. Former la longueur du mètre en plaçant des pièces d'or de 10 francs et de ^ofr, les unes à la suite des autres et en ligne droite.
On sait que les longueurs respectives des diamètres des pièces de 20 et de 40 fr., sont 21 et 26 miilimcti*es ; donc si Ton prend X pièces de 20 fr. et v de 4o, la somme i\X'\- 26^ millimètres des longueurs des diamètres de ces pièces devra égaler le mètre ou 1 000 millimètres. Il suffît donc de chercher les valeurs entières de :r et de V qui satisfont à Téquatiou
X '{•T.Qv zz
Or, d'après la mctliodc tracée en algèbre, on aura successivement :
, _ i3 — St' , ,
a: = 47 — ♦'"T r; — 1 rzz^? — »' + w et u
ai
ai
d'*où M = 3 — 5a'.
D'après ces valeurs, on trouve, en remontant à celles de y et de X,
viz:2iu' — 10 et x zn 60 — 261*'.
Ainsi le problème n''a que les deux solutions entières et positives qui répondent à m' :=: 2 et u' = 1 , savoir :
v = 32ela:=:8, v=ii ctoriz: 34.
Par conséquent pour former la longueur du mètre avec le plus petit nombre possible de pièces de 20 fr. et de 4o fr., il ïaut prendre 8 pièces de 20 fr. et 32 de 4o. La 2*"* solution
fournit le moyen de composer la longueur du mètre avet la plus petite somme dWgent possible.
Lorsqu^on assigne d^autres valeurs à i/. Tune des inconnues a: et V devient négative. Par exemple, si Ton prend ii'zrzS, on aura vniSS- et xzn — 185 ce qui indique qu^on forme la longueur du mètre en plaçant en ligne droite 53 pièces de 4o fir. les unes à la suite des autres, puis en portant 18 pièces de ao fr. en s/ens contraire , en revenant de la det'nière pièce de 40 fr. à la première : la distance de la dernière pièce de 20 fr. à la pre* mîère de 4^1 est 1000 millimètres ou un mètre..
43. Trouver de combien de manières on peut remplir VeS' pace autour d^un point sur un plan , en jr réunissant V angle d'un carré avec les angles de deux autres pàljrgones réguliers.
Soit d Pangle droit ^ on sait que les angles de deux polygones
réguliers, ayant Tun x et Pautre y côtes , valent respectivement
^d , ^ id , ^
— (x — 2) et — (v — 2).
El comme Pespace autour d^un point vaut 4^, il s^ensuit que
d"\ (a:— 2)-| (v — 2)=r4^5 d'où a:vr=4^ + 4*''
Celle équation donne x =z-2— 7 zz: 4 +— r • * V — 4 ^ — 4
donc, pour que x soit un nombre eptier positif, il faut que v — 4
soit un des diviseurs positifs de 16. Prenant donc successivement
V — 4=11, 2,4,8, 16, on aura f' =z 5, 6, 8, 12, 20, x=: 20, 12, 8, 6, 5.
On voit que les valeurs de x sont, dans un ordre inverse, les mêmes que celles de v ; ce qui doit être , puisque Péquation du problème est symétrique par rapport à x et »^, c'est-à-dire ne change pas en y mettant ar à la place de v et v à la place de x. On ne doit donc considérer que les trois premiers systèmes de valeurs^ et il en résulte, qu'on peut remplir Pespace autour d'un point sur un plan, en y réunissant l'angle d'un carré, 1* avec l'angle d'un pentagone et celui d'un polygone régulier de 20 côtés \ 2^ avec l'angle d'un hexagone et celui d'un dodécagone régulier; 3** enfin, avec deux angles d'un octogone régulier. ^
" 44* Trois femmes portent au marché^ Vune lo perdrix^ Vautre aS et la 3"" 3o. Ayant vendu de leurs perdrix à lui certain prix^ elles vendent le reste à un autre prix^ et rap^ porunt chacune la même sompie d'argent. Combien ont-^Ues vendu de perdrix chacune à chaque prix , et quels sont ces prix ?
Soit u le i" prix, v le 2* et x, f, 5 les nombres de perdrix vendaes rcspectryement par les trois femmes au i*' prix ; les nombres de perdrix vendues au a"* prix, sont respectivement 10 — X, txS — t et 3o — s. On n^aura donc que deux équations diflcrentcs , que Ton peut écrire comme il suit :
i5tr aow
Comme x ne saurait surpasser lo, on ne peut supposer u-^ vrzLV'^îl faut donc que u — v divise i5 et 20, sans quoi t et s ne pourraient être des nombres entiers. Mais 5 est le seul nombre ^ 1 qui divise 1 5 et 20 ^ on doit donc avoir u — 2; zz 5 , puis tzzz. X — 32; ct5z=:x — ^v. Enfin , à causé que x ne saurait surpasser 10, v ne peut avoir que les deux valeurs 1 et 2. De là résulte donc que le problème n^est susceptible que des 10 solutions que voici : /
a'*pour7>'=z:i, qui donne M3i6, on aura xrz4«) 5,6,7,8,9, 10,
/=!, 2, 3,4, 5,6, 7 et 5 = 0, 1, 2, 3,4, 5, Ç; 2* pour V zn 2, qui fournit m zz 7, il vient x zz 8, 9, 10, . /rz2, 3, 4 cl 5ZZ0, 1,2.
45. Une montre marque les heures , les minutes et les se~ cojides ; les trois aiguilles sont sur la 12'' heure ; il s'agit de trouver les rencontre deux à deux et trois à trois de ces ai' guilles.
Le cadran étant divisé en 60 parties égales , il est clair que pendant une heure , les aiguilles parcourent respectivement 5 , 60 et 36oo de ces divisions. Or, pour que deux aiguilles se rencontrent, il faut et il suffit que la distance parcourue par Fune soit égale à celle que l'autre aiguille a parcourue dans le même temps, plus un nombre exact de circonférences. Si donc X désigne le nombre d^eures employées par Ta 2' aiguille pour att^indre la 1'^, et que n soit un nombre entier positif quelconque, on aura ^^^ = 5x + 6ow .
De même , ^ et ^ étant les nombres respectifs d^lieurcs employées par la S"** aiguille, pour rencontrer la i" et la 2"*, i' viendra
3600/ = 5r + 6on' et 36ooi = 605 + 6on".
On tire de ces trois équations
~~ Il ^ 719 "*" 708
Il est visible qu^une aiguille qui va plus vite qu^une auti*e, Ta rencontrée autant de fois quVlle a décrit de circonférences de plus qu^elle , dans le même temps ; de sorte que la 2™* aiguille rencontre n fois la i'*, dans un temps marqué par la valeur précédente de x; et ainsi des autres.
Maintenant, puisque la a*"* aiguille rencontre la T* dans un temps x^ et que la 3' rencontre aussi. la T' dans un temps /, il est évident que les deux dernières aiguilles seront au-dessus de la 1'*, dès que les temps x et t seront égaux. Par conséquent la rencontre des trois aiguilles est réduite à trouver les valeurs entières et positives de n et n! qui satisfont à Féquation
ivi lan' 11»'
Or, ces valeurs de n et n! sont données par les deux formules
n'zzi'jigv et nzzz iiv^ d^où xz:ii2v.
Ainsi, la i*^* rencontre des trois aiguilles aura Heu dans 12 heures , Taiguille des minutes aura rencontré 1 1 fois celle des heures, Taiguille des secondes aura rencontré 719 fois celle des heures et 708 fois celle des minutes.
46. L^analjrse indéterminée peut s^appliquer à la construction des carrés magiques ^ ainsi nommés, parce que les ancieqs leur atli*ibuaient de grandes vertus, et que la disposition des nombres qi^i composent ces carrés , formait la base et le principe de plusieurs de leurs talismans.
On appelle carré magique, un carré divisé en plusieurs auti'cs petits carrés égaux, dans lesquels se trouvent des nombres tels, que ceux de chaque bande , soit horizontale, soit verticale , soit diagonale , donnent toujours la même somme ou le même produit.
47* Considérons, par exemple, un carré divisé en neuf carrés
( 34 ) ëganx ;* il s^agit de placer dans chacun de ces carrés, un nombre tel, que les trois nombres qui composent chaque bande horizontale, verticale et diagonale , donnent une somme constante n. On aura donc les huit équations que voici :
Eliminant entre ces équations, prises deux à deux, ce qui peut se faire de plusieurs manières, on trouvera toujours des résultats qui fomniront les mêmes conséquences. Par exemple, si Ton élimine d^abord i, puis^^ Cf e, &, d^ on trouvera les valeurs que voici :
^ + A 4- t = n a-^-d-^-gznn
a-^- e •\- iznn c -|- € + ^ = II.
i = jn+g— lï, dz=^n—a—g^ hz^-^n + a — g^ «=!«» czsi\n — g^ i = yn — a et/=a + ^— |n.
Il existe une infinité de carrés magiques qui satisfont aux conditions demandées, car les trois quantités â, g", n peuvent être prises à volonté, pourvu cependant qu^iî n^en résïdte pas dé nombres fractionnaires, ni de nombres négatiÊ. Par exemple, les trois hjpotlièscs n=:i5, az=.^ etg = 2, puis n = 24 1 tf = 3 et 5^ = 7, enfin n = 33, azzz'j et ^ = 6, fournissent les trois carrés magiques qui suivent :
la
48. ProposoQS-nous maintenant de placer, dans chacun des 9 carrés qui composent le carré primitif, un nombre tel, que le produit des trois nombres qui forment chaque bande horizontale, verticale et diagonale, soit un nombre constant n. Il est clair qu^on aura à traiter en nombres entiers les huit équations que void :
ahcz=in^ defznn^ ghi=zn^ adg=zn^
(tf& = n, ç^=n, aei = n, cegz=.n.
Prenant les valeurs de/i rf, e, 1, A, g^ on trouvera
On voit que les nombres a , A , n sont arbitraires ; il faudra Kulement les chobîr tels que toutes les valeurs soient des nombres entiers. Par exemple, on peut faire les trois suppositions, i' (i^4i * = 9 rt » = 1758 = (13) ; ï* a:=8, fr = a56 et n=: 4096^(16)'; yia^G, A = 100 et n =337000 = (3o)'; il en résultera les trois catrés magiques que voici :
4g* Les exemples précédens suSSsent pour montrer comment on construirait des carrés magiques d''un plus-grand nombre de peUts carrés; on peut consulter à ce sujet ïe premier volume de« Récréationi mathémaiiques et physiques d'Ozanam. Void eocore trou carrés magiques :
Il j 10
5ot Détermmerdtuxnomhres entiers X et j, dontlasomme des carrés soU aussi un carré.
LHdendté (a* — A')' +(206)" = (a' +/>')' satisfait à celle condition, en prenant a^ = a'— />*, j'=aai et z = a'+ib'i car alors on aura ^1 -\-r' = 2'
quelques valeurs qu'on donne aux deux nombres a et b\ de sorte que si on ne prend pour a et & que des nombres entière, x^y^ s seront entien pareillement. Par exemple, si aa fait successivement
o = », 3, 4, 4, 5, 5, 6, 6, 7, 7, 7, 8, 8, 8, 8, 9, 9, 9, ... i = I, a, I, 3, a, 4, 1, S, 1, 4, 6, 1, 3, 5, 7, 9, 4, 8, ... il viendra saccesuvement
1=3, 5,i5, 7,»i, 9,35,ii,4S,3ï,iï,63,55,39, i5,;7,85, 17,... j = 4,ia, 8,94,>o,4i>,i3;6o,38,S6,84,iC,48,8o,ua,36, 73,144,... x:= 5, i3, 17,95,39,41,37,61,53,65,85,65,73,89, 113,85,97, )45,...
El comme on a aussi z* — y^ == x*, ces valeurs résolvent aussi le problème où Pon demanderait deux carres entiers, dont la diflërence fiit un(^carré entier.
5i* Trouver deux carrés entiers Jont la différence soit un nombre entier donné. Il s^agit de résoudre en nombres entiers Féquation x^ — jr* z= a. Pour cela , il suffira de piendre x = jr^z^ car alors on aura
r = ' ei xzz, — ■ — •
Il ne reste plus qu^à choisir z de manière que ces deux valeurs soient des nombres entiers. Par exemple , si Ton prend successivement
on aura ^=12, 1, 1, 1, i, 1,. ^= 7> 4» 5, 6, 7, 8, ...
De là il est facile de trouver des nombres entiers pour u et v^ .dans les deux équations aï 4; a = u* et x ± fc = v", ou dans les deux a — x=zu^ et b — r = 1;*, a et b étant entiers : iï suffira de retrancher ou d^ajouter ces équations,
52. Si Ton voulait trouver pour x eijr des valeuis rationnelles propres à rendre un carré parfait Ip binôme x* -}~ ^^^ ^^ ^^ trinôme x* — 2mx^+ ?y^', il faudrait égaler ce binôme ou ce trinôme à (x -{7 <^)*i ^t résoudre Péquation résultante par rapport à X. s
53. Pour donner à x cl^ des valeurs rationnelles propres à rendre des carrés parfaits les deux quantités mx* -)- nxy et
(jnx^njr) (m'x + n'j^)^ on égalera la première à ^x* et la
deuxième à ^(w»x + ^xT*
54. Considérons le trinôme ax* + bxy + c^', et prenons X zzzjr -[-z eta-J-6 + c:=m* ^ nous le réduirons lûnsi h m*jr* + ( 2â -)^ ^ )jrz + ^*'- Egalant ce dernier trinôme à (mT^-f-ii)', on verra quW peut toujours trouver pour x eijr des valeurs rationnelles capsJ)les de rendre le premier trinôme proposé, un carré, pourvu que a -|- i + c soit le carré d'un nombre m f conmie cela a lieu dans chacun des polynômes : ax'+2j^% 2x*— j-% 3x'+6:çr+2r% 7x'— 3xr+5r'.
( 37 > 55. Si Ton veut résoudre en nombres rationnels ^ Tcquation j;'-|- ^* = a* + ^*, il suffira de prendre
a — a:=-(/— r6)î d^où a + r =: - (j + 0»
Ces deux équations feront connaître les valeurs cherchées de X et de j^, en fonctions des arbitraires u et i; et des nombres donnés a et b.
5fi. Pour avoir les valeurs de t et de i; qui rendent x eijr rationnels dans les deux équations
x'±a(r+^) = l' et y±l(^x+j') = v\
on posera £ = x + -^ et v z=.jr + u.
57. SMl faut trouver les valeurs de (^ qui rendent Pinconnue X rationnelle dans chacune des équations
on fera xz^av^n dans la première , x = w -(" ^ 4fUi8 la deuxième, et r = u (jw + ^) ^^^^ 1^ troisième.
58. Nous ne pousserons pas plus loin la recherche des valeurs rationnelles des inconnues dans les équations indéterminée^ d^un degré supérieur au premier, parce que cette recherche est ijjne des plus difficiles de Tanalyse algébrique. Nous renvoyons pour cet objet, au 2* volume de PAlgèbre d^EvLEA, enrichie de notes par Lagrange, ainsi qu^à la théorie des nombres de M. Legeh- DAE, et aux recherches arithmétiques de M. Gauss. *
59. Voici quelques problèmes faciles à résoudre , diaprés ce qui précède :
Un laboureur doit 400^. M^ayant point d^argent, il offre en paiement' des brebis à i4^ pièce c{ des agneaux à 10^. De conibien do mittiéres péut-il acquitter sa dette? (R. De cinq manières.)
Trouve^ en nombres entiers les coVés d^un rectangle, dont la surface contienne 4 fois autant de métrés carrÀ que son contour contient de métrés. ( Quatre solutions.)
De combien de manières pentr-on remplir Tespace autour d^un point avec Tani^e dW triangle ëquilatéral et les angles de deux autres figures , régulières? (De cinq manières.)
^ Trouver en nombres entiers les côtes d\in rectangle qui soit à un carré dont le c6të vànt la , comme le contoui' du premier est au contour da deuxième. ( Quatre rectangles. )
Le côté dW cube est 8*, on demande, en nombres entiers, les dimensions d^un paraUdipipède rectangle, à base carrée, de manière que ta
capacité et celle du cube soient entre elles comme leurs su^acesf (Quatre solutions.)
Trouver en nombres entiers les dimensions d^un parallëlipipéde rectangle à base carrée, dont la capacité vaut 5 fois autant de métrés cubes que sa sur&ce contient de métrés .carrés. (Douxe solutions.)
Une marctiande modiste a échangé du périnos à 8^ la robe contre des chapeaux de paille à 19^ et a donné 43f^ de retour. De combien de m»niéres a-tr-elle pu varier son marché f
Pour 1964^ on achète 100 bétes, savoir.: des veauK à ^4^ pièce, des chèvres à 20 et des moutons à 18. Combien anra-t-on de bétes de chaque espèce ?
On a des vins à 5o, à 80, à 100 et à i5o cents le litron. Trouver en nombres entiers le nombre de litrons de chaque espèce qu^il faut prendre pour former un mélange de 100 litrons, coûtant 90 florins en tout.
Un nombre multiple de 3 et compris entre 100 et 3oo, étant divisé par 7, donne 1 pour reste ; mais si on le divise par 10, il restera 6. Quel est ce nombre ?
Trente pauvres reçoivent 5o cents, à raison dé 3 cents par homme, de a par femme et de 1 par en£uit. Combien y a-t-il d''hommes, de femmes et d''en£ans?
' Un étourdi passant sur un pont, fit tbmber dans Peau ime corbeille d^ioeuft qu^une femme portait au marché. Obligé de donner a centimes par œuf, il demanda combien il y en avait dans la corbeille? La femme répondit : je ne me souviens pas bien du nombre; mais .je sais qu^il est entre loo et i5o, et qu^en comptant les œufs par a, il en restait 1 ; par 3, il en restait 3 ; par 4 , il en restait 3 ; par 5, il en restait 4 i par 6, il en restait 5, et par 7, il n^en restait point. Quel est ce nombre d^œu&f
Trouver deux nombres entiers tels, qu^en ajoutant Pun au carré de Fautre , les deux sommes soient des carrés.
Trouver un nombre entier tel , que le carré de son double plus 3 fois ce nombre cherché, donne un carré parfait.
Trouver un nombre entier dont le triple carré augmenté de 16, donne un carré.
Trouver un nombre tel, quVn y ajoutant 19, la somme soit un carré parfait.
Trouver deux nombres entiers tels, que la somme de leurs carres, plus 7 fois leur produit, donne un nombre carré. '
De quelques équations résolubles comme celles
du second degré.
' 60. Lorsqu'^on a deux équations du second degré, à deux inconnues, il faut, pour éviter les radicaux dans i^élimination
dWe inconnue Y commencer par faire disparaître le carré de cette inconnue v prendre ensuite la valeur de la même inconnue, dans le résultat, et substituer cette valeur dans Tune des équations proposées. Mais dans ce cas , Péquation finale pourra être du quatrième degré ; il faudra donc , pour pouvoir la résoudre diaprés les méthodes des deux premiers degrés , la ramener à une équation du second; ce qui n^est possible que dans quelques cas particuliers, que nous allons examiner.
G>nsidérons d^abord les deux équations
a:' — a:v + v'=:7 et ar* — 2v'=i6 — xv.
Pour appliquer la règle que nous venons d^indiquer, on retranche la a* équation du double de la 1'*, et il vient
4v* — 3j:v = — a; d^où x = . » .
Substituant cette valeur dans la première équation pcoposée^ on trouve, toute réduction faite,
Cette équation finale se résoudra comme celles du second degré, en y prenant t^ pour inconnue : on trouvera ainsi
1^ = 4 et •'• = ^;
d^où il sera facile de tirer les quatre couples de valeurs de x et de y.
On résoudra de même chacun des groupes d^équations
x' — v*=:7 et x* + v* + xv=^37,
x'-l-xv = a et X* — v'=b,
X + z = 2V, v + u = 2z, vz == a et x* + u* zz b ,
X -|- 2 = 2V, v + u = 2z, vz = a et nx = b
Ga*. En général , lorsque Féqu^tion finale est de la forme
on doit prendre x^ pour inconnue \ ou bien poser x" z= 11, ce qui donne r"*r=:u' et u' + purrç. Cette équation faisant connaître les deux valeurs li' et u'' de u, on aura les valeurs de X par les équations x" = u' et x" = i/'. C'est ainsi qu'on résoudra Péquation finale dans
xh — 4*^^^* 7 ^ xvrzG.
Soit à résoudre les deux équations
xvznax + ay et x'r=:a' + /.
Si l^on prend la valeur de v dans la i'* de ces équations et qu^on substitue cette valeur dans la 2*^*, on obtiendra
x^ — 2ax^ — a*x* + 2a^x = a*.
Cette équation finale du 4"^' degré est complète ; mak en extrayant la racine carrée de son i*' membre, on a x* — ax — a* pour racine et — a^ pour reste. D^où il suit que si Ton avait d^abord ajouté a^ aux deux membres de TéquatiQU finale ; -|- a^ et — a^ 9fi seraient détruits dans Pextracdon de la racine carrée du 1**^ membre de la nouvelle équation, et cette racine carrée aurait été exactement x* — ax — a*: d^ailleurs, celle du second membre 2a^ est a*l/2 \ par conséquent
a:'— ox— a'=±a'l/a; d'où a:z=-(i ±[/5±4l/0'
64- U suit de cet exemple, que quand F équation ^nak du 4"^* degrés est complète^ si Von extrait la racine carrée de son premier membre^ et que le reste soit indépendant de Fin" ' connue^ la racine trouvée sera égale à'^la racine'carréè du . résultat qu'on obtient en cloutant au second membre^ le reste pris avec un signe contraire. On aura donc alors une équation du second degré, qu^on sait résoudre.
C^est ainsi qu^on traitera Péquation finale dans chacun des systèmes adéquations que voici :
x + y = a et x* + y*=b,
X — y=:a et x^— y*=b,
x + y=:a et x^ + y^^xy = b,
y — x = a et xy + b(x' + y') = c,
x+y = a, u-|-z=:b, ux=:yz et x* + y^ -f' * + **^ = c.
65. Supposons maintenant que Péquation finale soit de la^forme x^ + px^ + qx* 4" P''^ + '*' = o,
p^q^r^ ayant des signes quelconques, mais x^ et r* étant positiCs. Si Ton divise Icf deux membres de cette équation par x*, 'elle devient (.
Posant xA — = û : d'où x* -\ — mi' — *- 2r, on aura
u' + ;:>M + 9 — irzz, o.
Cette équation du second degré fera connaître les deux valeurs u' et u'' de u. Substituant ces valeurs, on aura celles de X par les équations
ap4-- = ii' et xA — = 11".
Au moyen de cette méthode , on résoudra non seulement les deux équations
X* — i4jp' + 58x' — 70a: + a5 =: o ^
mais de plus, on trouvera toutes les racines des équations x^# — a*i= o et x^+ a^ z= p, en observant que la i'* est le produit d'un quîntinome en x par ir-»*â et la seconde par X'\- a.
Dans les deux équations
.axz=:c9 — xt^ et x' = a*-|-f^\
l'élimination de y conduit à une équation finale du quatrième degré, résoluble par extraction de racine carrée (64)* Si on élimine X, l'équation finale du quatrième degré , se résoudra en divisant ses deux membres par y* (65).
On voit que le choix de l'inconnue peut influer sur l'équation finale. Mais ce qui est trcs-remarquable , c'est que la possibilité de résoudre l'équation finale peut dépendre de la manière d'éliminer les inconnues. En effet, qu'on ait, par exemple, les deux, équations
Pour opérer Pélimination, on est naturellement porté à prendre la valeur de y dans la 1'* et à substituer cette valeur dans la 0,^^. Or, en opérant ainsi , on obtient Péquation finale
x*+3x^ — 7x'^— 24x+ io;=:o;
et cette équation ne saurait se résoudre par aucune des méthodes exposées dans ce qui précède; pas même par .celle des'diviseurs commensurables. Mais en suivant une autre marche dans Pélimination, on arrive aisément aux valeurs inconnues. ,
En effet, si à la 2"^* équation proposée, on ajoute le double de la 1*^', Téquation résultante prendra la forme
(a:4.».y+3(x+f) = 8î d'où x + v = — \±^^
et par conséquei^t x-^'Vzzzd et :i?-|-f^ = — 6. Combinant chacune de ces valeurs de a: -)- ^ ^^^ ^ première équation proposée, on en déduira facilement les 4 couples de valeurs de x et de V, lesquelles sont irrationnelles et imaginaires.
&], Cet exemple montre très-bien que la manière d'^éliminer les inconnues peut influer sur le degré de Téquation finale et sur la simplicité des résultats. G^est de quoi Ton se convaincra encore en résolvant les équations
xz = tfc, yz — cyz^nac et a^'+i^'zrc*.
En effet, Féliminatîon de x et de v conduit à une équation finale du 4* degré en z, résoluble par extraction de racine cai^ rée. Mais si on élimine z entre les deux premières, et que dans Féquation résultante, on prenne la valeur de v, pour la substituer dans la 3* équation proposée, Péquation finale du 4^ degré ne sera pas résoluble, d'après ce qui précède. Enfin, comme Félimination de z donne xv = â(v — x),si 1 on retranche le double de cette équation de la 3' proposée, il viendra
Cette équation fournit pour v — x, deux valeurs qui étant combinées avec xv=i:a(v-~x), donnent les quatre vadeurs de X et de V.
68. Les exemples précédens font voir que Télimination par addition et soustraction, simplifie souvent la résolution des équations du second degré à plusieurs inconnues, et que cette métliodc est généralement préférable à la substitution des valeurs. Voici des équations à traiter par addition et soustraction :
x' + y* + xy = ioo et xy + x — 7=19, x^ + y* + z'=29, yz=ia et x(z— j) = 2, x-f-y = a, bzrzxjr et x*-|-y*=i:z', (ï + y)ïy = a et (x + y)(x' + y') = b, (x + y)(x»+y') = a et (x-y)(x'-y»)=:b, x(a — x)=i:y(b — y) et 2x(x — a)=:y'— a% x+y+zz=a, x*+y'+z' = b et xy — (x+y)z = c. x + y + z + a=:b, xy=i:az et x' + y' = a'.
Dans le dernier exemple, si Ton élimine z entre les deux i"' équations , puis y par substitution , entre le résultat et la 3"', Tequàtion finale du 4**', degré, ne se résoudra qu^cn la comparant au carré du trinôme x' + ax + ah.
69. Lorsque tous les termes de Péquatiôn finale du 4* degré sont dans le premier membre comme dans^
X* + pr* + çr* + rx + * = ^ 1 et que le terme connu s = Aft, on peut regarder ce i*' membre comme le produit des deux facteurs trinômes
x*+w^ + * et x* + '^ + ** De cette manière, on pose une identité qui exige que les coeffidens d^une même puissance de x soient égaux dans les deux membres, et que par suite ont ait, entre les deux inconnues u et r, les trois équations
U'\-tz=.py }it'\'hi'rzr et Iii + A + A:=:ç.
Si les valeurs des inconnues, tirées des deux 1'*' équations, satisfont à la 3*, Féquation du 4* degré sera le produit des deux facteurs trinômes proposés. Mais si les valeurs de li et ^ ne satisfont pas à la 3* condition, il faudra décomposer s en deux autres facteurs, positif ou négatifs, et prendre ces facteurs pour h et A*. On voit que cette méthode peut donner lieu à plusieurs essais inutiles \ mais le nombre en diminuera avec celui des diviseurs de 5. Au reste, on peut souvent suppléer à la méthode précédente, par la manière d^éliminer les inconnues. Par exemple, voici deux équations qui se résolvent aisément par addition et soustraction :
x^-\-v^ — X — 9z=i% et x'-|- ^*' + •'*= *9*« Eliminant v^ diaprés la métliode du n"* 60 , Féquation finale sera ^ ^ j^^ — ^^j» — ^gj^ ^ 102 =: o.
On peut résoudre cette équation , en la décofnposant en facteurs trinômes ^ car à cause de 102 =: 17 X 6, on trouve que ces deux facteurs sont x* — 6x-|- 17 et x* — 5x-4-6. Egalant donc chacun de ces trinômes à zéro, Péquatiôn finale sera satisfaite, et on aura aisément les quatre valeurs de x et de y.
On peut appliquer cette méthode à la résolution des équations finales x^+iax'-J- 35x'+'6x — 9 = 0,
X* — x' — 3ix*+ 25x-i- iSozno, x*-.2bx' + (a*-l-b')x'— (2a*b + aab')x + a*— b*=o.
70. Il existe dans la manière <PéHniiner lès inconnues^ dcf simplifications accidentelles , qu^il serait impossible d^indiquar en général ; mais que Thabitude du calcul algébrique fait bicDtot sçercevoîr* Par exemple, dans les équations
•^ a:i^* + •'*=: 36 et a:V+x*=i44>
il faudra diviser la seconde par la première et mettre xv -f i en facteur conunun. Dans les deux équations
(x'\'y)xv^ia et (x' + *'*)w = ^(j: + p), on multipliera la seconde par X9 et on aura égar(l à la première. ,
Les équations (x* -(- 1^') (a: -(- i^) s= a et (x*— f^) (x'-r y*) = 6, se résolvent par division, addition et soustraction, de même que xv(x — v)^:za et xV* (x* — i^*) ^ 4.
7 1 . Si Ton a les deux équations
x' + :àxv + 1'* — lox — lOf' + ai r= G , X* — %xy + v*+6x — 6v-(-5 = o,
on observera que la première peut se résoudre inunédiatemeiit par rapport à x -)- v et la seconde par. rapport à x—- 1^. Si on avait
x^ + 2xV + axv*— 4^v + y' — 4 = o,
x' -|- 2Xf' -{-^v^ — Si' -j- 2 = o , on soustrairait la i"* de la a* multipliée par x, et Ton aurait .
XV — 2X + V* — 4 = ^1 <>" (♦' — 2)(x + f^ + 2)=:o.
Cette équation est satisfaite par y — a == o et par x -|- ^ -f ^ = o. Combinant chacune de ces dernières équations avec U seconde proposée, on trouvera x:=oetf^^a, x=**4^ ♦'=:2,x=z — 5etv = 3.
Considérons encore les deux équations
xjz— xy+yz=b
xyz z=. zuv yzu iz: avx zav rr bxy uvx=:cyz vxy == duz
x. + y=:az xy = z« ^ xy + xV+yV=b.
[ojr + c n» r a — ex H»
Développant la seconde équation et substituant la valeur de ^ 1 + x', tirée de la première, on aura, en réduisant,-
Substituant, dans cette équation, la valeur de x, tirée de la première proposée, et réduisant, on obtiendra
j^'+2a+c — 2a&— ac-^J!^^ — î^^ =^-^====: =»^
A cause de Vjr — jr^ — ày zz- — jr (jr* -j- a' — p*y^ on voit que le numérateur est divisible par le dénominateur. De sorte que si Ton chasse ce dénominateur et qu'ion transpose dans le premier membre, celui-ci sera le produit des deux facteurs
Egalant donc chacun de ces facteurs à zéro, Téquation finale sera satisfaite, et on aura deux équations qui feront connaître les valeurs dej^; d^où Ton aura ensuite celles de x. La dernière de ces deux équations pourra même se mettre sous la forme
(c±l/y+ a"- yy = ^ - (a - 6)'; il sera donc facile d^ la résoud^. On peut traiter Téquation
75. Lorsque deux inconnues entrent de la même manière dans les équations proposées, on obtient presque toujours une équation finale dW degré moins élevé , en remplaçant ces iaconnucs par d^autres qui en dépendent également, telles que leur demi-somme, leur demi-différence, leur produit, la somme de leurs carrés , une moyenne proportionnelle entre elles , eic C^est ce qu'ion peut voir sur plusieurs des équations traitées dus ce qui précède ; et c^est d^ailleurs ce que nous allons établir directement par des exemples. Soient d^abord les 'deux équatioDS
On voit que les inconnues x et i^ entrent de la même manière dans ces deux équations ; il Ëiut donc remplacer x et f par d^autres inconnues, et faire, par exemple,
a? + p = ^ et a:*+K* = #5 ... (i)
d^où en élevant au carré de part et d^autre,
2XK = ^* — • et afi+9^:=m* — -j(V — #)'.
Sid>8tituant ces valeurs, les équations proposées deviennent
Çét^a et ^i#(i#*+2^'# — ^^) = 6.
Eliminant f , Péquation finale prend la forme
Cette équation peut se recoudre en prenant d^abord n^ pour inconnue (62); on connaîtra donc • et ç. Avec ces valeurs la équations (1) déterminent x'^et V. !
Par exemple, si a = 65 et 6= 1261, on aura
d^où en se bornant aux valeurs réelles , «=i3, ^ = 5, x:=3 et v = 2.
Sans Pusage des inconnues auxiliaires ç et 1», il serait impossible de résoudre les équations proposées, diaprés ce qui précède.
76. On apprendra bien vite à connaître dans quels cas les inconnues cherchées pourront être remplacées par d^autres plus faciles à déterminer. Par exemple, dans les équations
x+jr + z=za^ xz+yznh et x^+7-^+z^ = c, il faudra poser x+^ = 2^ et x— ^ = 21*.
Dam les équations Xf =216 et l?f^^ +l?0^^=97i ^^ prendra a;*= ^ et ^^ = m. Dans les ëquations x -^jr = 7a et l^x^ + lV'-^' = 4^1 on fera x = ^ et ^ = •^.
Pour les é€[uations :r7^ = wz, a: +j^ =:2ux, ii + z = 26 et x^-^jr^ — 14* — z^=c, on posera a: — •j^ = a^ et ur*x;=:2#; ou bien on prendra seulement xjr-^=.t,
Dans chacun des groupes dVquations
x+y=:az"
xy + xz + yzz=;b,
on fera a: -j-^" = 2^ et ar — jr = 21». D faudra prendre x «4-^ = 2^ et xy"=im^ dans* les deux systèmes :
xyrzuz
x + y + u + zz=a x" + y'+u*+z' = b x^+/+u^+z*=c
xy = uz
Problèmes résolubles comme ceux du second degré.
78. Trùis tuyaux coulant ensemble dans un bassin^ le reni': plissent en 6 heures. Si chaque tuyau coulait seul^ le second remplirait le bassin dans les 3 quarts du temps employé par le i*' seuly et le 3* mettrait 10 heures de plus que le 2*. Quel temps chaque tuyau seraU^l seul pour remplir le bassin ?
3x Soit X le temps employé par le 1" seul; -7- sera donc le
temps employé par le 2** seul, et -^ + 10 ou 7 (3x + 4o)
celui employé par le 3*. Soit c la capacité du bassin : puisque Je 1*' tuyau verse c unités dVau en x heures, en une heure il
versera - et en 6 heures, — . De même, en 6 heures le 2' et.le
3* tuyaux verseront ^ et , . ' -. Or, en 6 heures, les trois
tuyaux , coulant ensemble , remplissent le bassin c \ donc on a
Téquation
Cette équation peut se simplifier ; et on en tire x = y et x =
— 10. La i'* valeur donne -r- = i4 et -2 — |- lô = 24.^Donc
le 1*' tujrau remplirait seul le bassin en 18 heures 4o minutes, le 2"^ ^n 14 heures et le 3""* en un jour. Et c^est de quoi Ton peut aisément faire la preuve.
Quant à la valeur négative x=: — 10, pour avoir le problème qu^elle i^ésout, on change xen — x, dans Féquation
proposée, et Ppn a
6c ^ie , aie
Les quantités — et — , ayant le signe — , ne désignent plus
Peau qui entre dans le bassin par les deux premiers tuyaux, en 6 heures , mais désignent au contraire Teau qui en sort. D^ail-
leurs, comme 3r ou 3o çst ^ 4^1 ^^ quantité ?_ , qui est
devenue . ^-i ^^^^ positive et désigne toujours Feau qui
entre dans le bassin par le 3* tuyau, coulant 6 heures. Donc le problème résolu par la valeur x = 10 est celui-ci :
Veau sort éCun bassin par deux tujraux et y entre par un 3*** : en /(Usant couler les trois tujraux ensemble^ le bassin^ d'abord vide^ est rempli eh 6 heures. Si chaque twjrau coulait seul y le 2* viderait le bassin dans les 3 quarts du temps employé par lei*' seuJ^ et le 3* remplirait le bassin en 10 heures moins le temps du 2*. Quel temps chacun serait-nl seul pour verser Veau que peut contenir le bassin f
Résolvant directement ce problème, on trouvera x =r 10 et
7g. i'rouver de laquelle de ses parties une somme a doit augmenter tous les ans^ pour qu'en ajoutant au bout de chaque annécy h/r, à cette somme^ elle soit nulle après a ans.
Soit X le dénominateur de la partie cherchée : Féquation du problème sera
a+îL + 6+f + JL + * + j = oi et on en déduira
— (an + ô) -H l/Z^II^ a (a -}" ^^)
. On peut faire a = 24 et 6 = 1 00 ; on peut trouver aisément le maximum de ^ , b étant constant , et le minimum de b^ a étant constant.
Il est visible que le radical sera toujours moindre que i&; et, à plus forte raison , moindre que la-i-b^ donc les deux valeurs de X seront toujours négatives , et le problème résolu sera :
Trouver de laquelle de ses parties une somme a doU diml^ nuer tous les ans^ pour qu'en ajoutant au bout de chaque anr née^ h francs à cette somme ^ élîe soit nulle après a ans.
On voit que les valeurs, de x seicont réelles, égales, imaginaires , suivant qu^on aura b ^ 4^, b = 4^, b ^ 4^. Dans ce demî^ cas, si Ton change le ^igne de la quantité 4^6, qui rend le tadical imaginaire, ce qui se fera en changeant le signe de a ou le signe de 6, on résoudra un problème analogue au proposé. En effet, en changeant le signe de â, Téquation et la formule proposées t;:aduiront et résoudront le problème :
Trouver de laquelle de ses parties une dette à doit augmen* ter tous les ans , pour qu^cn payant h francs de cette dette ^ au bout de chaque année ^ elle soit acquittée après i ans.
En changeant le signe de 6, Téquation proposée et la formule deviendront :
Donc le problème résolu sera : Trouver de laquelle de ses parties une somme a doit augmenter toui les ans^ pour quen dépensant h francs de celte somme au bout de chaque année^ elle soit nulle après 2 ans.
Et ce problème est au fond le même que le précédent.
Pour discuter le dernier problème qu'on vient d'énoncer, ^ on observe que le numérateur de x prend le signe du radical , lorsqu'on a
yV+^>^a — b', d'où b^^/iab':>^a\—4ab + b\
et ib^a.
Mais lorsque 26^ a, le dénominateur 2 (a — 2^) est négatif; et par suite , les deux valeurs de x sont Tune positive et l'autre négative. Il est facile de voir aussi que si ib <^ a, les deux valeurs de X seront négatives. Enfin, si 2bzza% les deux valeurs de X deviendront ;
.r r= - et x = — •
La première de ces valeurs prend ,une forme îndétermiuce qùVlle ne doit pas avoir \ car la supposition de 26 z= a , dans IMouation (1), donnant
-f3 + -) = o, il en résulte x in — - et a: = -• x\ ' xy ^3 o
^indétermination de l\me des valeurs de x, vient du facteur 2 (4 — - ib) y qu'ion trouve être commun aux deux termes de la formule. Supprimant donc ce facteur commun, on aura libe formule , qnVn trouverait d^ailleurs , en observant que Féquation (1) est la même chose que
et donne 1 H — == • •
Voici lin problème dont la discussion offre précisément les mêmes circonstances que celle du problème qui a foui^i les deux précédcns :
De laquelle de ses parties le bien d'une personne doitr-U augmenter tous les ans , pour que , recevant a francs au commencement de chaque année^ et devant h francs avant la première^ cette personne ait c francs au bout de deux ans*
80. On demande quatre nombres pairs ^ en progression arithmétique^ tels qu'en multipliant la somme des deux- du milieu par celle des trois derniers ^ le produit soit égal au cube' de la demi-somme des deux premiers.
Ce problème, dont voici la solution donnée dans le tome III des Aànales de Mathématiques^ ne paraît difficile qu'yen ce que, s^élevant naturellement au troisième degré , il faut le rabaisser au second. Or, c^est à quoi Ton parvient en procédant comme il suit :
Soit 2X le premier terme et iy la raison de la progression ; ses quatre termes seront donc
2x, 2X + 2V, 2X + 4*' et 2x-\-6y\
et Ton devra avoir, d'après Ténoncé du problème,
(6a: + 1 2v) (4x + 6v) = (ax + v)\
Posant 2r+v=z, d'où ix=z^-y^ cette équation deviendra
OU bien , en posant 6v = / et développant ,
Soit fait ± j/47+T = w, ou 4z + i=:m' et 2= ^(i<»— i); on aura
t=i' ^ 'i d'où v = ^ ;^ ' cta:=:^- ^^ ^ ^
Par Tinspection de ces valeurs, il est clair que u ne peut être qu'un nombre impair ^ posant donc 11= 2n -f* 1 1 il viendra enfin
n(/i+i)(/i — a) n(n + i)(8 — n) v= ^ ■ i^ et 3:= ^ ^ ^^ i.
La nécessité d'avoir x positif, renferme les valeurs de n entre — 1 et -}- 8 •, mais attendu que les valeurs -}- 1 , -}- 4i +5^ +7 de n rendent x fractionnaire , on ne peut admettre que les si|L systèmes que voici :
n rr: — 1 , o, a, 3, 6, 8, X =. 0,0, 3, 5, 7, o, y =z 0,0, o, iy 28, 92.
Et comme les valeurs — 1 et o de n donnent les mêmes valeurs pour X et y^ le problème n'a réellement que 5 solutions.
81. Trouyer quatre nombres u, x, j, z, en progression ' géométrique^ connaissant leur somme ^ et la somme h de leurs carrés,
A cause de ~ = - = - , on a évidenmicnt les 4 équations
et x' +7-* + u' + 2' = 6.
Prenant les valeurs de li et z dans les deux 1 ''" équations, et substituant ces valeurs dans les deux autres équations , on aura
Chassant les dénominateurs^ et décomposant en facteurs, ces deux équatiops deviennent
(*+j)(*'+r')='»*r et (*'+:>-')(**+y)=6x!r'-:(i)
Les inconnues x et j^ entrant de. la même manière dans ces équations, prenons x -{-jr = ^ et xf = «> ; d'où x* +^*=^ ç'
— lit Cl pcr -^-j^ "Zi^^ — 4f '«^ + ^*'' Avec ces valeurs , les équations (i) 9(s réduisent à
^ (^' — ^u) = am et (^* — ^m) (^*— 4^**' + ^^O = &•'• ElîmJiiant i», réquation finale sera
Cette équation du second degré, fera connaître ^ ; et on aura ensuite m^ v^jr^ ? ^^ ^'
Par exemple:, si a = 45 ^* ^ = 765, on trouvera ^= i8, 1^ = 72, x = 6,j^z=i3,* 2 = 14 ^* M ==3. La valeur négative ^ z= — 35, conduirait à des expressions imaginaires.
Voici plusieurs problèmes à résoudre
Un jardin a 43a, auneft caucrées dç 8U]:£Eice, et sa lougmïiir a 6 aunes de plus que sa largeur* Quelle longueur a-t-ilf (R. a4 aunes.)
Un parc renferme plusieurs fontaines; à chacune correspond deux fois autant d^allées qu^il y a de fontaines , et chaque fontaine communique à trois grottes. Trouver <le nombre de grottes, sachant qu^il surpasse 56 de 10 fois le nombre de fontaines. (Il y a 96 grottes.)
Un marchand a reçu 196 fr. pour deux ballots, contenailt Tun aoo et Tautre 160 aunes dVtofics. Pour 7 francs il donne 4 aunes de plus de la première étoffe que pour 6 francs de la seconde. On demande le prix de Faune de chaque étoffe. (R. 5o et 60 centimes.)
Trouver deux nombres en raison de 4 à 5 , tels qu^cn ajoutant 6 au plus grand et 1 au plus petit, les racines carrées des deux sommes diffè* reot de Tunité. (Le i'** est 3o ou 10 et le a" a4 ou 8.)
Le produit de deux nombres, dont le premier est un carre, est à la somme de leurs carrÀ comme 3o est à 61 ^ la différence des deux mêmes nombres est ëgalc à la racine carrée du premier. Quels sont ces deux nombres? (R. Le 1''' aS ou 36 et Tautre 30 ou 3o.)
Diviser ao en deux parties telles, que leur différence soit à leur somme comme leur double produit est à la différence de leurs carrés*. (La i*** partie vaut 10 ^t j l/^)*
Deux marchands vendent chacun d^unc certaine étoffe ; le 2* en vend 3 aunes de plus que Tautre, et ils retirent ensemble i4o florins. Si Tun avait vendu Pétofic de Tautre, ils auraient reçu respectivement g6 et 5o^. Combien chacun a-t-il vendu d^aunes? (R. L^un i5 ou 5, Tautre 18 ou 8.)
On a un verger carré, dont le côté diffère de 24 pieds, en plus et en moins, de la largeur et de la longuciur d^un terrain rectangulaire, ayant 621945 pieds carrés de superficie. On veut faire entourer ce verger d^un mur de 4 pieds de hauteur, et on demande combien ce mur coûtera, sadiaut que la toise carrée sera payée éfnuics et que la toise vaut 6* pieds? (R. 2104 francs.)
Un nombre est coinposd de trou chiffres tels, que la somme des carrés de CCS chiffres, regardés comme exprimant des miitÀ simples, est lo^, et que le carre du second chiffre surpasse le double produit des deux autres de 4 unités. Si Ton soustrait $94 du nombre proposé, le reste sera égal au même nombre renversé. Quel est ce nombre |troposé? (R. 863.)
On a deux nombres dont là somme, le produit et la différence de Ecurs carrés ont des valeurs égales. Quels sont ces deux nombres? (R. Le plus petit vaut - + -j/5.)
Deux personnes entrent ed société avec un fonds de 65oo^; la première laUse son argent dans la société pendant 4 ans, la seconde y laisse le sien seulement pendant 3 ans, et chacune retire 4^00'' de capi^l et d^intérét simple. G>mbicn avaient-elles mis séparément?
Devinez ce que le commandant' d^une place assiégée mande a son général? la dépêche porte ce qui suit :'En ajoutant 3000 au nombre de soldats de la garnison , la somme fera le 3o* du nombre de livres de pain à consommer. Si nous avions 1000 hommes de moins et 10000 livres de pain de phis'à consommer, la garnison' pourrait être nourrie pendant 160 jours. Enfin, si le soldat avait une ration journalière deux fois plus petite, nos troupes pourraient encore manger pendant doo jours.
Une personne qui ne reçoit que les intérêts simples de son argent, place a4<>o'^ en deux sommes, dont Tune devient- 600^ au bout de iS mois et Fautre 1 aou^ après 1 o mois. Quel est Tintérêt simple d^un florin par mois?
Le problème résolu par la valeur négative ^ est célui-^i : Les biens d^une personne surpasse ses dettes de a4o^^* ^^'^ biens se réduiraient à laoo^ après 10 mois, si chacun de leurs florins é|>rouvait une certaine diminution par mois. Les dettes deviendraient 600^, si chacun de leurs florins devenait 1 de moins que a5 fois la diminution dont on vient de parler. Quelle est cette diminution?
Deux marchands entrent en société avec nn fonds de 24^^^* L^argcut de V\m y reste pendant 3 mois et celui de Fautre pendant a mois. lis retirent chacun 2876^ tant de capital que d^iutérêt sim|»le. Quelles sonCh-s' mises de ces marchands, et quel est l^iutérct simple d^un flor. par mois?
Le problème résolu par les valettrs négatifes est celui-ci : Deux per< sommes qui doivent Tune a4^^^ ^^ P^*^ V^ Fautre , paient une certaine somihe par mois sur chacun des florins de leurs dettes; et après a mois, la i*"' redoit encore aS^G^, tandis qu^au contraire, on redoit la même somme a la 3"^, après trois mois. De combien sont les dettes de chaque personne, et combien acquittent-elles sur chaque florin par mois ?
Trouver trois nombres, connaissant les trois produits a, 6, c, qu^ils donnent en multipliant chacun d^eux par la somme des deux autres. (Faire ârza7, b^z'ii et cz=35.)
Partager un nombre donné a en deux parties, dont la somme des cubes, plus leur somme multipliée par leur produit, donne b.
Trouver quatre nombres en proportion, connaissant la somme a des antéccdens, la somme b des cons<fquens, et le produit c des quatre ter» mes. (Interpréter les valeurs imaginaires^ faire a^:8i, ^=:ao et e=r 810000].
Trouver une proporUon, connaissant la somme a des extrêmes, la somme h des moyens et la sonmie c des carrés des quatre termes. (Pren- . dre âiziS, 6=12 et c=:576.}
Trouver deux nombres, connaissant leur produit a et la somme b des quotiens qu^ils donnent quand on devise le carre de chacuii par celui de Tautre. (Supposer dans la formule a=:3a.et b^z^i^ quarts.)
Partager le nombre donné a en deux parties telles , que la somme des ' deux quotiens qu^elles donnent en divisant chacune par le carré de l''autre, soit-i .
Partager le nombre donné a endei\x parties telles, que b soit la somme des deux quotiens que Ton trouve en divisant le carré de chacune par Tautrct ( Interpréter les valeurs imaginaires.)
Trouver deux nombres tels, que leur produit vaille a fois leur somme, et que la diflérence de leurs carres soit égale au carré de a.
Partager le nombre donné a , deux fois de suite en deux parties , de manière que le produit b de la première partie dWe division par la 1'* partie de Pautre , soit donné \ et que la somme c des carrés des deux autres parties, soit aussi donnée.
Décomposer un produit donné a en deux facteurs positifs tek, que ' lenr somme vaille b fois la différence de leurs racines carrées.
La somme de deux nombres est a et la somme de leurs carri^ vaut b fois la racine carrée de leur produit. Quels sont ces deux nombres?
Trouver les facteurs de deux produits égaux , connaissant la somme a de leurs multiplicandes, et les valeurs & et c que prennent ces produits, quandje multiplicateur de Tuu devient celui de Pautrc.
Trouver deux produits, connaissant leur somme a, la somme b de leurs multiplicandes^ et les valeurs c et d que prennent ces produits, quand le multiplicateur de Tun devient celui de Taulrc. (Interpréter les valeurs imaginaires^ voir quand a et & sont des différences.)
Quel nombre x doitr^n ajouter à deux nombres donnés a et &, et en ■retrancher ensuite, pour que le produit des deux sommes et celui des deux différences aient le rapport de a a b?
Trouver deux nombres ayant c. pour quotient , et tels , que la somme des carrés de leurs différences aux deux nombres a et & , vaille le carré de la différence des deux nombres cherches. (Interpréter les valeurs négatives et imaginaires.)
Partager les nombres donnés a, 5, c,- df, chacun en deux parties telles, que p soit le produit de la a* partie de a par la 1^* de &, de la a" de b par la 1'* de c, de la a® de c par la i*"" de d et de la a* de d par la 1' de a. ( Même problème pour m nombres donnés.)
ro
Trouver quatre nombres en progression arithmétique , connaissant la sonûne a des extrêmes et celle b des moyens. (Fai^e a^i^Set&zr^o.)
Trouver quatre nombres en progression par différence, connaissant la somme a des carrés des moyens , et le produit ou la somme b des carrés des extrêmes.
Partager le nombre donné a en quatre parties qui forment une pro- ^ gression trithmétique et dont la somme des carrés soit égale à 5,
Trouver trois nombres dont le carré de Tun vaille la somme des carrés dos de*ix autres : on connaît la somme a de ces trois nombres et la somme b de leurs produits deux à deux.
Trouver trois. nombres en proportion géométrique continue, coimais-. sant leur somme a et celle b de leurs carrés. '
Trouver trois nombres en proportion continue , connaissant la différence a du moyen à la somme des extrêmes, ainsi que U différence b de la somme des carres de ces extrêmes au carré du moyen.
Trouver une proportion, coni^issaut la somme a des extrêmes, la somme b des moyens et la somme c des puissances 5"** des 4 termes.
Trouver quatre nombres en proportion, connaissant la somme ou la (KHérence des extrêmes, la somme ou la différence des moyens et la somme des cubes des quatre termes.
Trouver quatre nombres en progression géométrique, conniûssant la somme des extrêmes et celle des moyens.
Trouver quatre nombres en progression géométrique, connaissant la somme ou la diflerence des termes impairs et la somme ou la différence des termes pairs.
Trouver 4 nombres en progression géométrique, connaissant IVxcès de la somme des extrêmes sur celle des moyens , et Texcês de la somme des carrés des extrêmes sur celle des carres des moyens.
Trouver cinq nombres en progression géométrique, connaissant la somme a des termes pairs et celle b des termes impairs. *
Trouver 6 nombres en progression par quotient, connaissant la somme a des deux extrêmes et la somme b des deux moyens.
Trouver trois nombres en proportion géométrique, connaissant leur produit a et la somme b de leurs cubes. (Prendre a zz 7^088 et ^ in 3077308.)
Trouver une proportion géométrique, connaissant le produit a dcn deux premiers termes, le produit b des deux derniers, ainsi que leur somme c. ( Prendre « zz 63 , bzz 847 et c zz 80.)
Trouver quatre nombres en proportion géométrique, connaissant leur produit a, leur somme b et la somme c de leurs carrés. ( Faire a ^ 1 1 osS , 6 := 64 et c =z 1700.)
Trouver cinq nombres en progression arithmétique , connaissant leur somme a et la somme b de leurs carrés. (Prendre a:z:wf5 et bzzijQS»)
Nota. Plusiieufi problèmes supposent sealement que Pod connaisse les dëfinitioDS des progressions arîdiinëUque et géome'triqoe, et ne sortent pas de la liste des questions résolubles comme celles da a"* degré.
Des maximums et minwuans du second degré,
83. Pappellerai maximum et ndnîmitmdu second degré^ la lus grande et la plus petite valeur que puisse avoir une varia" le y entrant dans une équation du second degré, ou résoluble par celles du second degré.
. 84^ Soit d^abord une équation du second degré en a:^ contenant une variable v ; résolvons cette équation par rapport a af^ et rendons entière la quantité sous le radical \ nous aurons une expression de la forme
Il est clair que la variable v n^est susceptible de maximum , ni de minimum , que quand elle entre dans la quantité A — B sous le radical. Or, supposons que cette variable v soit dans B, sans être dans A ; à mesure que v croîtra, A — B diminuera, et V ne pourra croître que jusqu'à donner A — B = o ; car si v croissait encore, A — B deviendrait négative et or imaginaire ou impossible : donc , dans ce cas , le maximum de v fournit A — B z= o et x = M. La première de ces équations donne le maximum de v et la seconde fait connaître la valeur de jc qui correspond à ce maximum.
Pareillement, si la variable v entrait dans A, sans être dans B, on verrait que le minimum donne A — ^ B =0 et ;r = M.
Enfin , lorsque la variable v entre dans A et dans B , il peut se présenter trois cas ^ 1*^ ou la quantité A — B sous le radical diminue pendant que v augmente : dans ce cas le maximum de V a lieu lorsque A — B =1 o et a: zi: M ; ou la quantité A — B diminue avec v : alors le mim'mum de v fournit A — B:=o et a? =: M ; 3° enfin,. A— B augmente, soit que v augmente, soit que V diminue : dans ce cas il est clair que v n'est susceptible ni de maximum ; ni de minimum.
On voit par cette discussion, que le maximum et le minimum
. de la variable rendent toujours nulle la quantité A — B sous le
radical ; que si la variable n'entre que dans la partie négative
•— B, il jr à maximum ; que si elle entre dans la partie positfvc
( 57 ) Â seule, il j a punlmuin ; que si elle se trouve à la fois dans la partie positive et dans la partie négative, il peut y avoir à la fois maximum et minimum, et m^mc n^'en point avoir du tout.
85. Ainsi en général , pour avoir la plus grande ou la plus petite valeur iTune variable entrant dans une équation du second degré à une inconnue^ il faut résoudre cette équation par rapport à V inconnue ; rendre^ si Von veuî^ entière la quantité sous le radical^ et égaler cette quantité à zéro : Véquation résultante fera connaître le maximum ou le minimum cherché^ et V équation restante donnera la valeur de V inconnue qui répond à ce maximum ou à ce minimum. Au moyen de cette règle, on aura fadltmenl le maximum ou le minimum de a dans les équations
. (36 — j:)xz^a\ X* — 8^ + 4^=:a' — li; ax* + c*x* nr- (a: + c)' ; 2ac — ax = 1/^(4p* — 4^') î X* -(- (a — xy •= b yax — x*.
86. Cherchoits diaprés la règle précédente , le maximum dd c dans Péquation 3 (a -|- bc) x = J -|- 2cx*.
Résolvant cette équation par rapport à x, on trouve
x = - [a + 6c ± y {a + bcy— acrfj.
G>mme la variable c eptre dans la partie positive et dans la partie négative sous le radical , il peut y avoir à la fois maximum et minimum (84)* Or, pour connaître chacun d^cux, on observe que la quantité sous le radical devant toujours être positive et variable ; si on Pégale à la quantité positive et variable u' , qu^ensuite on résolve Téquation en u' par rapport à c, on verra facilement si la valeur de c devient la plus grande ou la moindre possible, quand on y fait m* =r o , puisque pom* ci' = o , il y u nécessairement maximum ou mioîmom (84)« Or, en opérant comme on vient de le dire , on a
(tf + ic)* — 2a£=u* et ;r = — (tf-jric±M);
et la 2*"* valeur, substituée dans Téquation proposée, donnerait la i'*. Résolvant Téquation en u* par rapport à c, il vient
Le carré u* étant toujours positif et variable, tandis que tf ,
h^ d^ sont des nombres doiinés, on voit que pour toutes les va^ leurs réelles de ei, positives ou négatives, les valeurs du radical sont plus grandes que celle qui a lieu lorsque u =o. Mais quand le radical est le moindre possible, le nombre qu'ion doit ajouter ou retrancher à d — ahy pour avoir c, est aussi le moindre possible \ donc la somme est la plus petite possible , et le reste le plus grand possible. D^oii Pon tire, pour le maximum et Iç minimum de c,
c = l ld—ab+\/{d^—Mbd)'].
Le minimum de c surpasse son maximum ; mais cela tient à ce que les valeurs de c résolvent deux problèmes : dans Tun on demande le maximum de c et dans Pautre le minimum. Les valeurs de a: qui répondent à ce maximum et à ce minimum , ^nt données par Péquation
87. On voit, par cet exemple, que pour avoir le maximum et le minimum de la variable^ lorsqu'elle entre dans la partie positive et dans la partie négative sous le radical^ il suffit d'égaler tout ce qui est sous ce radical à u', puis de prendre^ dans V équation résultante , la valeur de la variable , et de comparer cette valeur à ce qu'elle devient lorsque u=o. CVst ce qu'ion veira encore, en cherchant, d'après cette règle, le maximum ou le minimum de a dans chacune dès équations
2(a + b)x = x*+2a«— îb'î x' + (a — x)* = bx; x* + (a + b)"=2abx; (x + a) (x — b) = cx%
88. Voyons maintenant comment on trouve le maximum, et le minimum , lorsque la variable entre dans une équation à plu<
. sieurs inconnues, résoluble par rapport à diacune de ces incon-
(*} On peut remarquer que si, dans le miuimuin trouvé pour c, les
. quantités a et 6 «oni supposées conslantcs, mais d variable; à mesure
que d diminuera, le minimum de c diminuera aussi : et comme d ne
peut diminuer que jusqu^au terme d =z aa&, il s^ensuîl qu^à ce terme, c
aura atteint le plus petit de ses minima, c^cst-à-dire, son mintinum-nu/U"
morum^ lequel est par conséquent c :z: r , et donne xzzib.
C 59 ) nues, comme les équations du second degré. Cette recherche repose sur le principe que voici :
Lorsquune variable entre , avec plusieurs inconnues , dans une équation résoluble comme celles du second degré^ le ma^ ximum où le minimum de cette variable rend nulle la quantité sous le radical de chaque inconnue.
En effet, prenons d^abord dans Téquation proposée, la valeur de Tune quelconque a: des inconnues, et supposons que les autres aient les valeurs qui conviennent au maximum ou au minimum de la variable v : si ce maximum ou ce minimum ne rendait pas nulle la quantité sous le radical de a: ; comme cette quantité sous le radical doit toujours être positive , pour que ^ soit réelle , il est clair que la variable v pourrait encore augmenter et diminuer, sans que la quantité sous le radical devînt négative , et conséquemment , sans que la valeur de a; devint impossible : donc cette variable v ne serait ni à sou maximum, ni à son minimum \ ce qui est contre Thypothèse. Donc la quantité sous le radical de x est nulle ^ et il en sera ^e même des quantités sous les radicaux des autres inconnues.
89. De là résulte que pour avoir le maximum ou le minimum d'une variable^ dans une équation résoluble, comme celles du second degré ^ il faut prendre dans cette équation^ successivement la valeur de chaque inconnue^ et égaler à zéro la quantité sous chaque radical : les équations résultantes et les équations restantes serviront à déterminer le maximum ou le minimum demandé^ ainsi que les valeurs correspondantes des inconnues proposées, D'^après cette règle , cherchons le minimum de b dans les équations
xyz = a et ay + a?z -^yz = V.
Eliminant d^abord Zy il vient
j:'/ + (^+jr)a'r=fc'xy. ... (i)
Résolvoi^ cette équation, d^abord par rapport à x\ nous aurons
On voit que b est susceptible de minimum (84). Et puisque ce minimum rend nulle la quantité sous le radical (88)^ il ca résulte , en chassant le dénominateur ajr*,
aay»=iV~a* et {b*y—a^y = ^y.
Elevant la première de ces cqnadons au carré et ayant égard à la seconde, on aura
Résolvant PéquatTon (i) par rapport àjy', on verra de même que le minimum de b , donne xy^ = a . G; qu^on pouvait d^ailleurs prévoir ; .car Péquation (i) étant symétrique par rapport à a? et y, elle reste la même quatid on y change x en y et y en d; ^ le résultat qu^elIe fournit , doit donc aussi demeurer le même.
Lies équations x^y =: a et xy"* = a , donnent x =:y zzâ ; d^où z = a. Et Téquation aay' = b^y^^^c^y fournit, pour le minimum de &, b:=za 1/^3.
90. Si & était donné et que a Iftt variable, le maximum ou le minimum de a serait ^=-^^1/^3 et donnerait â?=zy=:^=tf.
Dans ce cas, comme la variable a entre dans la partie positive et dans la partie négative de la quantité sous le radical , il reste encore à savoir lequel du maximum ou du minimum rend nul ce radical , et donne les valeurs précédentes. Pour y parvenir, on pose
x=^bl/Z + (p eiyz=\b[/Z — (p, .
et alors Téquation (1) devient
On voit que le maximum de a répond ^=0; et il en résulte les valeurs trouvées d^abord.
Il suit de cet exemple', que quand on ne sauf a laquelle de la plus grande ou de la plus petite valeur a été obtenue , il faudra égaler les inconnues proposées^ à leurs valeurs trouvées , augmentées ou diminuées des auxiliaires ç^ *t^ etc ; substituer les résultats dans F équation proposée^ résoudre V équation résultante par rapport à la variable , et comparer sa valeur à ce qu'elle devient lorsquon y suppose nulles les auxiliaires ^, #, etc. : alors on aura le maximum ou le minii mum demandé, Cest ce qu^on verra d^ailleurs, en cherchant le maximum de a dan* Téquation xy — j?'y' :zza(x +y).
91. On peut sVxerter à chercher le maximum ou le miaimum , soit de a, soit de ^, ^Ums les équations que voici :
x+y + z = a et x*y'4-»'*' + y'*' = b;
vxjz = k* et y + x' + jr'+z' = b';
x+y + 2t + u — a et uyz + uxz + uxy + xyz =: b 5
u + v + x + y+'z = a el V + v^ + x^ + y*+z' = b\
gi. Si Ton devait trouver le minimum de a, dans Tcquation
cette équation ne pourrait s^abaisser au second degré, que par l^usage d^inconnues auxiliaires ; et voici comment : poson^ j;'— /:' = z' ety' — c* = î;% ou a: = i/(c'+x') et y = 1/(6" -f-v')* substituons ces valeurs, et faisons, dans Téqualion résultante, z-\-v=ziu et z — vz=.ity ou zz:zu'\'t eiv=zu — l : nous aurons une nouvelle équation qui , après avoir chasse le radical et avoir divisé par u, donnera, pour le minimum de a^
a = ac et ar=y = c|/'2.
Cest d^ailleurs ce qu^on pourrait vérifier, en posant, dans V Féquation proposée , œ =: c|/2 -i-f et y zz.c\/i — ^ (90).
93. En général , lorsque Péquation .ou les équations proposées, sont symétriques par rapport aux inconnues, le maximum et le minimum de la variable rendent toujours ces inconnues égales entre elles. Et pour obtenir ce maximum ou ce minimum, il suffît dVgaler Tune des incopnues à t; 4" ^^ Tautre à 1; — ^, etc. C^est ainsi qu^on traitera chacun 'des systèmes d^équations qui suivent , pour y avoir le minîniniyi de <t :
(a-.xy»+(a— yr=:b et x»+y^ = c-,
x'^+y^+2'"=a et x + y + z = b;
dans chacun de -ces groupes adéquations , les exposans sont entiers et positifs.
94. On veut faire construire un coffre en fer y à faces rec" tangulaires^ 'de v? centimètres cubes de capacité^ et dontlen" veloppe ait partout ~ centin^ètre d^ épaisseur. On veut d^ ailleurs que ce coffre coûte et pèse le moins possible ; (Quelles dimen* sions doit-'il avoir pour cela ?
Soient x^ y, z les dimensions inftériçures de ce coffre ; soit m le volume de son envelc^pe : puisque cette enveloppe doit avoir ~ centimètre d^épaissenr, il est clair que les din^ensions exté-
rîcurcs seront a: -f- i, y -{- i et -s + i. Or, le volume d^un parallëlipipèciiî rectangle ctaat le produit de ses trois dimensions, il est facile de voir que le problème proposé fournit les deux équations : %
ayzziza et (^+ i)(y + i)('8-|- 0 — ayz^im\ d^où Ton tire , pour le miniminn de m , m = (i 4- àf — a^ et
Les calculs précédcns résolvent aussi le problème où, le tolumc m de Pcnveloppe étant donné, on demanderait que l« coffre eût la plus grande capacité possible.
gS» Si Fon veut partager le nombre donné k en n parties telles , qiie la somme de tous les produits différens quon obtient en combinant ces parties m ^ m , soit un maximum ^ il faut prendre toutes ces parties égales entre elles.
En effet , désignons par x cl y deux quelconques de ces 11 parties, et par s la sonmie de toutes les autres \ nous aurons donc
Soit h la sommç de tous les produits -différens qu^on obtictat en multipliant les n parties- cherchées mkm: pour cette sonmie, les parties n^cnlrent qu^une fois dans un produit \ ainsi le produit xy est multiplié par la somme a de tous les produits différens des n — 7, autres parties, m — 2 à m — 2 ; tandis que chacune de» parties a? et y est multipliée par la somme b des n — 2 autres , m — 1 à m — 1 : de sorte qu'on désignant par c la somme de tous les produits différens des n — 2 autres parties, prises mhm^ il viendra axy + bx + by + c = h.
Cette équation et la précédente donnent
Supposons que toutes les parties de A:, excepté x ety, aient les valeurs qui conviennent au maximum de h : on voit que cVst ce maximum qui rend nulle la quantité sous le radical de a: et qui donne 1 r, x
Donc, pour le malimum de A, deux quelconques des n parties de h sont égales ctitre clips : donc toutes ces parties sont égales. C.Q.F.D.
Réciproquement, il est aisé de voir quVtant donne la somme h des produits dilTérens des n nombres inconnus, combinés m à m \ pour que la somme de ces nombres soit un minimum , il faut que ces mêmes nombres soient égaux entre eux.
96. Si Von veut partager un nombre donné k en n parties^ dqnt le produit soit un maximum^ il faut prendre ces parties égales entre elles.
^ En elTet , soieitt Jceiy deux quelconques de tes parties, 5 la somme des n — a autres et p leur produit ; on aura
a?+y + ^i=:A et pjF)r:=ih.
Opérant comme dans la démonstration précédente, on verra que le maximum de A, donne ^r rr: -(A: — j) ^=^« D'où il «uit que pour le maximum de A, deux quelconques des parties cherchées, sont égales entre elles : donc toutes ces parties sont égales.
Réciproquement, on voit que pour décomposer un produit donné A en n facteiu^ positifs, dont la somme soit un minimum, il faut prendre tous ces facteurs égaux entre eux.
97. Les exposans étant des nombres quelconques positif s>y on demande le maximum ou le minimum de m dans les équa^ tions
^,xP+ a^x^ + ay^iA h ^n^n = ^
et a:\>*...x'" = é»C):
Posant d'abord
puis substituant les valeurs de x^ x,, a:,, ..., x^^ tirées de ces équations , on aura
Soit V le moindre multiple des dénominateurs des exposans réduits, dans le 1*' membre de la 1* équation, et soit élevé de part et d'autre à la puissance v'i si nous posons, pour abréger,
(*) Les expressions x, , or,, jr^, ..., x , s^énoncent x premier, x deu-» ziéme, x troisième , •.., x, raième.
hv ^^ iv ^_^ j hv mu ^
il esi^ dair que a^ b^ c^ .,.^ g^ seront d^ ncHnbres entiers positifs, et que li'ous aurons à traiter les deux équations
etr.V.V...^ = /"
n est visible que le maximum ou le minimum de &f^ donnera le maximuçi ou le minimum de s* Or, la dernière équation revient à
donc «'^ ne saurait être un maximum, à inoins que le produit qui multiplie af'h c^ ..• g^^ n^en soit un. Or, ce produit contient a facteurs*^* , dont la somme estj^, \ b facteurs ^ , dont la somme cst^,; c facteurs — , dont la somme estj^^, .. . *, enfin, g facteurs — , dont la somme cstj^„^ ce produit contient donc
^ + ^ + ^ + ••• + 5^1 ^^ ^ facteurs , dont la somme est Xt + y^ '■\'Xi "i" ••• "t"J^» ^^ ^ ' P^ conséquent, pour quci le mcrae produit soit un maximum , il faut , diaprés ce qui précède (96), que tous ses s facteurs soient égaux entre eux : Pun quelconque
de ces mêmes facteurs est donc -. Et comme r contient a de
ces facteurs , on aura j^^ = — • De même, ^^ = — , ^3 = — ,
"'iJ'n — 'J'
Ces valeurs feront connaître celles de ar^ a:^, a^j, ..., j^„ qui répondent au maximum de «' où de #. On tire aussi, des valeurs précédentes,
•/ » • p • • w' a • _ • • •/ i • f "* mmJn • «
Comparant cette suite de rapports égaux aux équations (a), on verra que pour partager un nombre donne ç en n parties telles , qu'en les élevant chacune à une puissance quelconque positive^ le produit de ces puissances soit un maximum^ il faut prendre ces parties proportionnelles à leurs exposons.
Les valeurs précédentes auraient lieu pareillement si, iv étant donné, on cherchait le minimum de f .
gS. Partager un nombre donné a c n n parties telles^ quen multipliant chacune par celle qui la suit immédiatement et la dernière par la première^ la somme des produits résultans soit un maximum.
Soient ^^ ^r^, jtj, j?/, ,.., ^^ les w parties cherdices; on aura
.T^+^^ + Xj + .r^ + jTg + arg-l f-ar^=;=fl,
Pour éliminer une inconnue entre ces équations , prenons la valeur de vTj dans la première , et posons , pour abréger , h =z J"g 4" J^- + ••• + «3^/, î nous obtiendrons
Substituant cette valeur dans la seconde équation proposée et développant, il viendra
Réduisant et changeant les signes des deux membres , on aura a] + 2a:, j-^ — aœ^ + ^,^5 + hx^ — ax^ + x,:r^ )
Préparant cette équation pour la résoudre^par rapport à â-,, il vient d'abord
arj — (tf — 3 JT^ — Xg — A) X, = tfz-^ — JT, j:^ — jtJ —
d''où x' — (rt — 'ix^ — x^ — ih)x^z=zp — &,
p désignant une quantité positive. Cette équation donne
x=^a^2x^—x^'^h) ± y^(a—2x^—Xs—hy+p^b.
On voit que si les inconnues proposées ont les valeurs qui conviennent au maximum de Zi. ce maximum rendra nul le ra< radical de x^ et donnera
Résolvant Téquation (3) par rapport à x, , on verra pareillement que le maximum de b fournit
^4 = -f(û — îi^a — •^.— ^)- Retranchant cette valeur de la précédente, on aura, toutf
réduction faite , a: ^— :r
Si Pon avait d'aboi*d ëlinuné x^, on aurait trouvé x^ = Xg^
si Ton avait éliminé x,, on aurait eu x.=^x„^ ainsi de suite.
"" Ces résultats prouvent , que pour le maximum de b, les coeffi-
ciens des deux multiplicateurs de Y inconnue éliminée^ dans la
a* équation proposée^ sont égaux entre eux»
Ce principe ne saurait s^appliquer au ca^ de trois inconnues \ mais alors le problème peut se résoudre directement, et donne, pour le maximum de 6 ,
Xj =i X, = Xj = -j-J.
Lorsqu^il y a quatre inconnues, suivant qu^on élimine x^, x^, ^^, X , le principe précédent donne, pour le maximum de b^
Xj = X, , Xj = Xj , -3^4 = ^i^ ^^ -3^5 = ^3 1
équations qui n^apprennent rien sur les inconnues proposées ; le problème est donc alors indéterminé. C^est ce qu^on peut vérifier directement ; car alors les équations du problème , sont
La première clûnne x^z=:a — x^ — x, — Xj : substituant cette valeur dans la seconde équation , mise sous la forme ,
on aura , en réduisant ,
^(^.+^3)— (^.+^3) -^î d'où x.+X3=^± {/î^^. On voit que le maximum de b donne x^-^- x^ = -5^ ^ d 'où Xj + x^ := "f^« Le maximum de b nç pouvant donc fournir que deux équations entre les quatre inconnues x,, x,, Xj, x^^ le problème est évidemment indéterminé.
Lorsqu'^il y a cinq inconnues^ suivant qu'on élimine x , x^, Xj, x^, Xp le principe énoncé plus haut, donne, pour le maximum de ^ ,
X, =r X3 , Xj = X3 , Xj = Xg, x^ z=. X ^ et Xj r= x^ ;
ces valeurs et la première équation proposée , fournissent x, =
Xj =^ Xj = X^ ZH Xg = "2^.
Si n = 6, en éliminant d'abord Xg, x , x^, Xj, x„ x^, le maximum de b donnera
X^ZZX^, XjZZIXj, X, ^Xg, XjIZ^X , X^Z^XçCt x^z^x ,
d'où T, = :rj=:Xj cl x^zmjp^znx^. Ces valeurs réduisent les deux équations proposées à
x^ + x^ = '^ci x^x^=-y>',
d^où il est facile de conclure que le maximum de b répond à X =x =1-^, et que par conséquent ce maximum a lieu lors-
q»ie j.^ — x^z=zxi=x^ = x^ = x^=^.
En général , les parties de a sont égales entre elles ^ pour le maximum de b\ mais le problème est indéterminé lorsque le nombre n de ces parties , est un multiple de 4« P^r exemple^ supposons n = 8 ; nous aurons , diaprés le principe énoncé plus
1 x^ ^i Xq ^ x^ HT x^^ x^ zzz x^ et x^ ^z x ^
d^où les équations du problème deviendront
ar, + X, + X3 + x^ = -fa ,
elles sont par conséquent de même forme que quand n=:4 î et conséquemment le problème est indéterminé»
Lorsque n = 12 , on trouve x, := Xg == x^,, , x, rr x r= x , x^ = X = X,, et Xj =z X zzXjj ; d'où lès équations du problème se réduisent encore à celles qui ont lieu pour ix = 4 ) c^ problème est donc aussi indéterminé pour n zn 12. Il en sera de même pour n = 16 , 20 , 24 1 etc.
Il résulte de la discussion précédente , qu'en général , pour que les parties d^un nomhte donné soit telles^ qu'en muUi^ pliant chacune par celle qui la suit immédiatement et la der^ nière par la première^ la somme des produits résultans soit un maximum^ il sujjit que ces parties soient égales entre elles.
Réciproquement^ les calculs que nous venons d'employer démontrent , que si Von connaît la somme des produits ohje^ nus^ au moyen de n nombres inconnus^ en multipliant chacun par celui qui le suit immédiatement et le dernier par le pre^ mier^ la somme de ces n nombres sera la moindre possible , quand ils seront égaux entre eux (*).
(*) Ce principe et le précédent serrent à démontrer les deux thëor^ mes qne yoici : \^ Parmi tous les polygones de n côtés et dWe mâne somme de droites menées des sommets à un point intérieur et difisant Tespace autour de ce point en parties égales , celui dont Taire est la plus grande , est le polygone régulier ayant son centre «u point donné.
2^ Parmi les polygones de n cotés et de même surface «, dans lesquels
gg. Voicî ^elqaes problèmes et théorèmes pour servir d^exercîces :
Décomposer le produit donné a en deux facteurs positifs b^ls, qu'yen multipliant chacun par la racine carrée de Tautrc , la somme des deux produits soit un minimum.
Connaissant la somme a des racines carrées de deux nombres, queUes yaleurs doivent-ils avoir, pour que leur sèmme divisi^c par la racine carrée de leur produit, donne le plus petit quotient possible?
Quel nombre x doit-on retranol>er de a et ajouter à b , pour que la somme des racines carrées des deux résultats soit un maximum f
Trouver quatre nombres en proportion , dont le produit soit le plus grand possible , connaissant la somme a de$ deux premiers et la somme 6 des deux derniers.
Partager le nombre donné a en trois parties telles, qu^en les multipliant deux à deux et multipliant chaque produit par la somme de ses facteurs, la somme des nouveaux produits soit la moindre possible.
On veut creuser prés dVne rivière , un bassin à faces rectangulaires , propre à rendre plus claire et plus saine Feau quMI reçoit de cette rivière, et qui ait a métrés cubes de capacité. Le contour intérieur de ce bassin sera revêtu d\m muir dont chaque mètre carré de surface coûtera b fr. Le prix pour creuser le bassin- croîtra comme la profondeur et sera c fr. I>our le premier métré. Quelles doivent être les dimensions de ce bassin, pour que le prix de sa construction soit un minimum ?
Un particulier a une masse d'*argcnt (în de a centimètres cubes de volumc. II veut employer celte ma.^.se à la confection d^une tabatière à faces rectangulaires, dont Tcnveloppc ait partout -^ de centimètre d^épaisseur. Mais comme les i^ côtés seront des* filets d'or, tous de même grosseur, il voudrait, pour diminuer les frais autant qu'il se peut, que la somme de ces 12 côtés fut un minimum. Quelles doivent être , pour cela , les dimcasions de la tabatière à construire ?
Pour décomposer un produit donné en n facteurs positifs, de manière que la somme de leurs puissances m"*''* soit un minimum, on doit prendre tous ces facteurs égaux entre eux.
Si Ton veut trouver n nombres positifs tels , que la somme de leurs puissances m"*^* étant un nombre donné, le produit de ces n i)ombres
les droites menées des sommets à un même point intérieur^ divisent Tespacc autour de ce point en parties égales , celui où la somme de ces droites est la moindre possible, est le polygone régulier dont le centre est au point donné.
J'ai démontré ces deux théorèmes dans le a* vol. de la correspondance Mnthématitfue et Phrsique^ publiée par IVEM. Garrier et Qcxtelkt; ouvrage où les élèves de» cours de Physique et de Mathématiques si^périeurcs trouveront de quoi les intéresser.
« soit un maximum, il faut prendre tous ces n nombres égaux entre eux.
SUl faut trouver n nombres positifs, de manière cpic la somme de tous les produits difiëreus- qu^ils donnent en les multipliant m k m^ e'tant un nombre donne, le produit de ces m nombres soit un maximum , on devra prendre tous ces nombres égaux entre eux.
Pour décomposer un produit donne en n facteurs positifs tels , que la ; somme des produits qu^ils donnent en les multipliant miim^ soit un minimum , il faut prendre tous ces facteurs égaux entre eux.
Etant donnée la somme des carrtb de n nombres inconnus; pour que la somme de leurs produits par des nombres détermines, soit un maxi* mum , il faut que ces nombres inconnus soit proportionnels à leurs multiplicateurs donnés.
Connaissant la somme des produits respectifs de n nombres inconnus ' par des nombres donnés *, pour que la somme des carrés de ces n nombres inconnus soit un minimum, il faut que ces mêmes nombres inconnus, soient proportionnels à leurs multiplicateurs donnés.
Pour partager un nombre donné <2 en n parties U'Xies , que la somme de leurs carrés moins k fois la somme des produits qu^on obtient en mtdlipliant chacune de ces parties par celle qui la suit immédiatement et la dernière par la première, donne le moindre reste possible, il fau prendra toutes ces mêmes parties égales entre elles.
La somme des carnfs de n nombres inconnus, moins k fois la somme des produits qu^ils fournissent en multipliant chacun par celui qui le suit immédratemeut et le dernier par le premier, donnant un reste connu ^ poor que la somme de ors n nombres soit un minimum , ils doivent être égaux entre eux.
Nota, L<^ 8 théorèmes cpi'ou vient d'cnoncrr, confirment Tassertion du n*' 93 \ les doux premiers se démontrent par les mêmes calcuU , ainsi que le 3" et^c i*, le 5" et le 6% le 7» et le 8'.
Problèmes résolubles pur les progressions,
100. On a deux tonneaux de vin dans cliacun desquels on prend une certaine partie du vin qu^il contient et on verse dans Vun le vin extrait de Vautre : on /ait nfois successives cette double opération , en prenant successivement le quart , le 5', Zc 6*, fc 7*, ..., Ztf (" + ^)°'*> ^' alors les deux tonneaux renferment Vun a et Vautre h litrons de vin : combien en avaient-ils d'abord chacun ?
Soit a'\-b:=:.h\'û csl clair qa*il y aura toujours h litrons de vin dans les deux tonneaux. Soit R^ le vin restant dans le i*"' avant la v^' opération, et B^^, le vin restant après , le vin qui
( 70 ) reste dans le 2* tonneau , avant lii v"** opération , est ^ — R^ ; on à par conséquent
d'où Ton tire Cv + 3)R^^^~(i;+ i)R^=: A, et
Prenant successivement v= 1,2, 3, 4i •■•i "t et observant que Rn4.i = <i 1 ot> &ura 3-4R,— ï-3R,= 3A 4-5R3 — 3-4R.=4A 5-6R^ — 4-5Rj = 5A 6-7R5— 5-6R4 = 6A
(«+2)(«+3)a — (n+i)(it + a)R„ = (n + a)A. .
' Ajoutant ces équations entre elles et observant que tous les termes des premiers membres se détruisent deux à deux, exèepté (ft4-î^)(w+3)a et — 2 • 3Rj, on trouvera v •
(n+2)(n+3)tf-^ a ^ 3R, = A [3+4+5+6H f-(n+2)];
d'où Ton tire , en prenant la somme de la progression ,
Les quantités de vin R^ et fl + ^ — R^ , que les tonneaux contenaient d'abord, se trouvent ainsi déterminées.
101. Un pigeon femelle donne tous les ans 4 pigeons femelles et 4 mâles ; et chaque pigeon femelle (tune année est tué Vannée suivante^ après avoir fourni 4 pigeons femeUes et 4 mâles. On demande combien iljr aura de pigeons produits au bout de n années ?
Puisque le i^' pigeon et la moitié des P pigeons produits la v"*^ année, sont des femelles, chacun d'yeux en produira 8 l'année suivante; le nombre de pigeons foumji^ pendant cette année suivante est donc 8 + vP X 8, ou 8 -^ 4^* ^® ^^^^ T*^ 1^ /lombre de pigeons prpduits chaque année est 8 plus 4 fois ceux produits l'année précédente. D'après cela, le nombre de pigeons produits la première année étant 8, les pigeons fournis pendant les années a", 3*, 4*i 5', ..., sont respectivement ;
elc
D^où Ton voit que le nombre de pigeons produits pendant la a;** année est
8 + 8.4 + 8.4' + 8.4*H h8.4^", ou ^(4"— i).
Prenant successivement v=zi^ 2, 3, 4i ***i ^1 ^^ ajoutant, on aura pour le nombre x de tous les pigeons produits pendant 7t années ,
x=-K4+4*+4'+-.+4"-n)i d'où x=-K4*^'-4-3i,).
102. Deux vases A e/ B, dont les capacités sont respectif yement a e/ b , sont remplis Vun et Vautre d*un mélange de y in et d'eau , dont la proportion est connue pbur chaque vase. On a deux mesures égales , dont la contenance commune est X, et qu'on remplit en même temps dans les deux vases A et B^, pour verser ensuite dans chacun le liquide extrait de Vautre, jifantfait n— 1 autres fois cette opération ^ on veut savoir^ 1** combien il y a alors d'eau et de vin dans chaque vase F 2* quelle doit être la contenance commune x, pour que les deux derniers mélanges soient exactement de même nature ?
1° Soient c eid les deux quantités connues dVau qui entrent d^abord dans les deux mélanges aeib. Il est clair que les deux vases A et B contiendront toujours les mêmes quantités a et b de liquide, après chaque opération. Soit R la quantité d^eau contenue dans le vase A, avant la t;"^' opération ; Peau contenue dans le vase B , avant la même opération , sera évidemment c + É? — R. Or , prendre x litrons sur a litrons , cVsD
prendre les — de a litrons ; c^est donc prendre les - de Peau et les - du vin qui composent le liquide a , puisque Peau et le vin y sont exactement mêlés. Ainsi , par la t;™' opération , ^on extrait du vase A, le nombre -R litrons d^eau, et du vase B, le nombre t(c + ^ — R) litrons dVau. Donc, après cette opération , le vase A contient une quantité d^eau exprimée par
XX X
et posant, pour abréger, mm — - el A: rz: -(c + rf).
L^expression mR + h montre que pour avoir fean contenue dans le vase A, après une ope'ration quelconque^ il faut mul- . iiplierpar m Veau qu'U renfermait avant et ajouter k au produit. Diaprés cette règle, puisque A contenait d^abord c litrons dVau, il en contiendra, après les opérations i'®, 2*, 3*, 4', 5*^ •.., respectivement
cm -\- k
cm^ ^ kin-\- k
cni + km^ + *m + A:
cm^+ itm' + A:m* + Am + A
cm^ + km^-\- kni + Am* + Am + A
Sans ^^il soit besoin tle continuer ces résultats , on voit que la quantité z dVau contenue dans le vase A, après la n*"* opération, est
S" ~ cm" + A+ Ain + Aw* ^kni -\ 1- Am"— ^
d'oii Ton tiie ^n .
' z = cm'' + k
Substituant la valeur de A et cell^ de m au dénominateur, on aura, réductions faites,
Avec cette valeiu* de z^ on aura aisément les quantités de vin et dVau contenues dans les deux vases, après la n"** opération. On peut faire « = 00.
2" Puisqu'après la n°** opération le vase A contient toujours a litrons de liquide , cliaque litron sera le a"* de ce liquide , et contiendra par conséquent le a™' de Teau z qu''îl renferme. De même , cliaquç litron du dernier mélange, dans le vase B, contiendra le /)"• de Teau c + rf — ^ que ce mélange renferme. Or, pour que les deux derniers mélanges soient exactement de même nature , il faut qu^un litron du premier contienne autant d'^eau qu'Hun litron du second ; on a par conséquent
î=l±^-^ d'où 5=2^.
Substituant la valeur'(i) de z^ puis supprimant le dénominateur commun ^ -{-/>, ainsi que le terme aic^d)^ commun aux deux membres, il vient
{bc — flJ)m" = o .... (1)
Lorsque 6c = ad^ ou que €L\b\\c\d^ Péquation (2) est satisfaite , quelle que soit la valeur de Xy et le problème est indéterminé. Cest aussi ce que montre Téquation (r); car cette équation devenant alors zi=.c\ quelque multipliées que soient les opérations et quelque valeur qu^on donne à x^ Télat des deux mélanges demeure invariable.
Si bc n^est pas égal à ad^ Péquation (2) donnera m^sr o et par conséquent m = o ^ d'où Ton tire
XX ab .^^
1 T=0, ou xnz— y-r ••••(3)
Comme cette valeur ne dépend pas de n et que m'* = o ne peut avoir lieu que quand n n^èst pas nul , ou voit qu'en donnant à X la valeur (3), les deux mélanges seront exactement de même nature, dès la 1" opération. Cest ce que montre encore la formule (1), qui se réduit 2i son second terme, par m = o.
io3. On a b litrons d^dau dans m vases ^ on prend du x*"^ vase pour verser dans les m — 1 autres y de manière que dia» cun de ceux-ci renferme ajbis autant d^eau qu'il en contenait auparavant ,* on fait la même opération avec le a* vase , puis avec le 3*, /e 4*i le S* ..., le m"**. Après avoir recommencé ces m opérations successivement n — 1 autres fois , les vases contiennent chacun la même quantité d^eau ;. on demande combien chacun en contenait avant la i'* opération.
Soient R^, R^, Rj, R^, ..., R,^, les quantités respectives d'eau contenues dans \q% vases proposés, avant de faire pour la i'"** fois les m opérations successives. A cette v"* fois, on verse du i**^ dans les m — i autres, de manière que chacun de ceuxri renferme a fois autant d'éau qu'il en contenait auparavant \ on ajoute par conséquent à chacun de ces derniers (a — 1 ) fois Teau qu'il renfermait; il restera donc dans le premier, après celte opération , ^
R. -(«- 0(R, + Ri + R. + - + RJ-
C 7* ) Et comme on a toujours R.+Ra+Rj+R^+'-' + ï^m^^t il sVnsuit qu'ail reste dans le i*' vase, R^ — {a — i)(fr — RJ ou ûR,' — {a — i)fe, ou encore ûR, — A, en posant h-=.{a — i)é.
L^expressîon aR, »- h nous apprend que pour avoir ce qui reste dans le vase duquel on a versé dans les m — i autres , îF faut multiplier par a ce qu^il contenait auparavant et soustraire h du produîti Quant aux m— - i autres vases, on sait déjà qu^après le versement, chacun renferme a fois autant d'*eaa qu^il en contenait auparavant. Diaprés cela , il est clair que les quantités d^eau contenues dans les vases, après les versemens 1*', 2*, 3', 4*1 ••• 1 ''^^'i ^^^^ respectivement : - •
ûR, — A, ^R,, ^Rai ..., ûR^
fl'R^ — ah^ a'R, — A, a'Rj , ..., tf*R^
ûRj— -tf'A, a Ra — àh^ ûRj— A,- .»., a R,^
û'^R — a'^»A, a'"R,— «"^A, oT'H^^—ci'^h^ ..., a"»R^— A.
D'où Ton voit qu'après avoir fait pour la v"' fois les i» versemens successifs , Peau contenue dans lé u"* vase est
/i'"R„ — a"*-***, ou encore û'"R„ — /»,
en posant p=zAa'"-"=(£i— i)6a''*~". L'expression cl^^^—p nous apprend qju'on aura Peau qui reste dans le u™' vase, après avoir fait, pour la v™' fois, les m versemens successifs, en multipliant par cJ^ celle qu'il contenait avant cette fois, et en ôtant p du produit. Ainsi les quantités d'eau contenues dans le u*"* vase après avoir fait les m versemens successifs, i, 2, 3, 4i •••<)'< fois, X étant l'eau qu'il renfermait d'abord, sont respectivement:
a^x — pc^—p
^j^'^x — pa^^-^pc^ — p ^
a^'^x — pa"' — pdr^ — pd^ — p
Or, l'eau contenue dans le u™^ vase , après avoir fait n fois les m versemens successifs , est — ^ on a donc
d'où
"■ ma""'(a"»— l)
Cette formule s^appliquera aux vases i*', a*, 3*, 4*i •••1 "*' en faisant successivement u= 1^ 3, 3, 4i **") ''^i ^^"^ ^^ valeur de /7.
104. Nous laissons à traiter par les progressions, les théorèmes et problèmes que voici :
La somme de n nombres entiers consécutifs quelconques est divisible par n ou par ^i-n , suivant que n est impair ou pair.
Tonte puissance de 3 , diminuée de 1 , est égale à la somme des diviseurs de cette puissance , excepte elle-même.
l'rouver une progression arithmétique de n-{-7 termes, dont la somme des n premiers ûisse 4^, celle des 4 termes suivans 86, et ceUe des 3 derniers 96.
Trouver une progression arithmétique telle, que la somme des 7 premiers termes soit 49 1 celle des 7 derniers 65 1 et celle de tous les termes aSoo.
Dans pne progression géométrique , le produit des deux extrêmes est . $76; la somme des carrés des 3 premiers termes 4^, et la somme des carrés des deux derniers 460S0. Quelle est cette progression?
Quelle est la progression géométrique dont le nombre de termes est impair? On sait que i4o est la somme du premier et du moyen termes, 3780 celle du dernier et du moyen, et que la somme de tous les termes surpasse la raison de 5463.
Un pigeon femelle donne tous les ans 6 pigeons, 3 femrl}os et 3 mâles; de même, chaque femelle produite fournit tous les ans 6 pigeons, 3 femelles et 3 mâles , et ainsi de suite. Combien y aura-t-il de pigeons produits au bout de n années?
Un particulier achète tous les ans un pigeon femelle, qui lui donne 3 pigeons mâles chaque année suivante \ combien aura-t-il de pigeons mâles après n années.
Une génisse donne un veau mâle la 1'* année, un veau femelle la 3*, et ainsi de suite, alternativement; il en est de même de chaque veau femelle produit : on demande combien il y aura de veaux en tout, après n années.
Trouver un nombre tel, qu^en en prenant la moitié et le nombre a\ le tiers du reste et le nombre a ; le quart du 3* reste et le nombre a ; le cinquième du 3* reste et le nombre a, et* ainsi de suite, il reste' 6 après la n™^ opération. «
Deux vases renferment Tun a et Tautre b litrons d^eau : on prend une certaine partie de i^eau du i*' pour la verser dans le 3"", et ensuite la même partie de Teâu du 3*^* pour la verser dans le i*** : on fait n fois
successives ce couple de versemeos. Combien y a-t-il alors dVau dans chaque vase, sachant qu^on a pris successivement la moitié, le tiers, le quart, le 5% le 6*, le 7*, ,.., le («-|-i)"**. [Même problème, lorsqm^on prend constamment la c™* partie.J t
Dans deux vases, on a deux mélanges dVau et de vin, Pun'de a et Tautre de h litrons de liquide, contenant respectivement o et ^ litrons d''eau. On verse x litrons du 1*' mélange dans le 3™*, et ensuite, a|>rés avoir bien laissé mêler Teau et le vin, on verse x litrons du a*^* mélange dans le i*** : on fait n — i autres fois de suite ce couple de versemens, et Ton demande , 1^ combien il jr aura d^eau alors dans le i**' vase; a" quHIe dQ\Ta être la valeur de x pour que les deux derniers mélanges soient exactement de même nature.
On a trois vases A, B, C, contenant respectivement a, 3, c, litres d^eaa. On verse dans 6 le <£°^* de Vt^M de A et m litres de C , puis dans A le <2™* de Teau de B et m litres de C : on £ait n — 1 autres fob ces deux opérations successives; combien y a-*t-il alors d^eau dans chacun des vases proposés?
On a m vases contenant des mélanges d^eau et de vin , composés rts* pecUvement de a^^ a,, ^3, a^, ..., a,^ litres devin, et de £^, ^av^n ^/ii ***) ^m htres d^eau. On verse dans le i*', le c™«(des mélanges de tous les autres, puis dans le a", le c™* des mélanges de tous les autres, daus le 3", le c™* des mélanges de 4ous les autres, ..., enfin, dansk m™*, le c™* des mélanges de tous les autres : après avoir fak n fois ces m opérations successives, on voudrait savoir quelles seront alors les quantités dVau et de vin contenues dans chacun des vases proposa. [On peut supposer tous les a égaux entre eux , ainsi que toxis lès 6 ; on peut aussi faire croître ou décroître tous les a diaprés une certaine loi , de même que tous les 3. j
Exeixices sur le calcul des Radicaux.
io5. Réduire à leurs plus simples expressions les quantités : {/{a-'b — ^ab + ^b), 1/18 + 1/50 — 1/8, 1/81— I/2Î,
[/27(a-+i)(x^— i), (^x* + i8ar^ + 1080:'+ 2i6jr, l/(8a + 24J — |/(i25a + 375), 1/54 + l/25o — i/iaS,
«|/(ï?)+"V/fc)-|/(^).
\/atv' — n^x — l/a~ x, {/aP (a' — x'f (a + x)\
( 77 ') io6. Trouver les formes 4es plus simples des produits :
107. Trouver les- expressions les plus simples des quoticns, dans les divisions que voici indiquées :
a'é — ab^c) Uà'+a + \/bc
(18+91/3+ iaJ/5 + 6l/i5): (3 + 21/5),
(i/9-i>6+i>4) : (i>3-i>j), a j^ilF^ : Kn^^,
5 ^'gpT^ : k'^TÎT^. 6 : (l>5+i>3).
Lorsque le diviseur a plusieurs termes, on doit chercher à le
rendre rationnel. Or, s'^il était ixa + l//>, il suffirait de mul-
tiplier le dividende et le diviseur par [/a* «^- \/^ab -|- \yb^ ; et
ainsi des autres.
Développer les puissances que voici indiquées
( 1/5 - 1 )% (1^9 - 1>'3)', ( i/7+b - i/T^riy^
('+l/7)N (« + 1/3-1/?)% (2-1/2)* et (j/al/,8)*.
1 09. Il est aisé de trouver les racines carrées des quantités :
21/18, j/a' — lab + 6" et a^—ix{/a' — x\
En général, si Ton regarde diaque radical comme portant sur tout ce qui le suit , on aura
3#i-j-i an — 1
y a!" y c^' ... l^û^l/'a'j/'a'l/al/tf = 1/^, 1/3 1/3 1/3 1/3 1/3 1/3 1/3 1/3 etc., à FinGni , =z 3.
Extraire s'il est possible^ la racine n** rfe a + J/b
Pour y parvenir, soit posé |/(fl ± I/6) = J^l/^ ^ d^où
a±[/b=zx'' et :r'«— — x^ + î^^ = o ... (1)
Prepons 1^ — — = c, ou — ^ ne", et divisons les deux membres de Féquation (1) par x''^ nous aurons
Posons X "{ — = Il 5 d'où x = --k ± JZ-J-w* — c ... (3).
Si c n'était pas rationnel , cette nouvelle expression de x serait plus compliquée que la première , et la racine n** de a ± [/b ne serait pas possible. 11 faudra donc toujours disposer de x, de manière que c soit commensurable \ et si aucune des valeurs entières de z ne satisfait à cette condition , la racine demandée n'existera pas.
Supposons donc que c soit rationnel; alors la formule (3) fera connaître x dès que u sera déterminé. Or, pour trouver c/,
soit élevée l'équation x -|- - = ti v successivement aux puis-
sances 2*, 3*, 4*1 5*, 6*, 7", etc.; soit mis partout u à la place
de j; -f-'i ^^ successivement dans chaque résultat les valeurs de '
tirées des résultats précédens ; ayant égard en outre à l'équation (2), où n vaudra succe^ivement 2,3,4i5,6,7, etc., et posant, pour abréger, — znd^ on aura
II' — 2C •— £i =: o V u — 3cii — d zn o
u^ — 4^"' H" ^c' — dziz o u — Scu + 5c'm — d z=: o
u -—Gcu^ + 9^'**' — 2^' — éf =r o m' — jci* -|- 1 4c'a — 'jc^u — dzzLO etc
Dans ces équations, u doit être rationnel, ainsi que c, qui désigne successivement la racine 2*, 3', 4% 5*, 6*, 7', etc. de
Connaissant u^ par ces ét[uations, diaprés la méthode des diviseurs comipensurables , on en substituera la valeur dans la
formule ( 3 ) , ce qui fera connaître x, et x \/z sera la racine a*, 3', 4*1 ^'i 6*1 7*1 ••• ' ^^ ^ i \/^-i suivant que n vaudra a, 3, 4i 5i ^1 7i ••• 1 c^esl-à-dire , suivant quW aura employé la r*, la a% la 3", la 4% la 5% la 6*, la 7*, ... , des équations en II.
111. Pour appliquer la méthode précédente, proposons-nous d''extraire la racine cubique de 148"+ 4^ l/i 1 •' on anra a = 148, /i=:a3a76; d^où a' — fcz=ai9o4 — 33376= — *372 = — 343 X 4 = — 4 • 7^* S^ àonz on prend z = a , il viendra c == — 7« et ^ = 148. La a* équation en u sera donc
tt'+aiM — 148 = 0.
La seule racine commensurable de cette équation étant ti=4) cette valeur et celle de c donnent x = a + \/\ 1 ^ on a donc
j/i48 + 461/11 =(a + l/ii)i/'a.
1 la. Si Ton veut trouver la racine 4"* de 17 — laj/a, on aura ^=17, bz=.iSA et a' — 6 = 1 \ d'où ^=i,c=±iet /;? = 34. Pour c = 1 , la 3' des équations en u ne donne à u que des valeurs irrationnelles ; il faut donc prendre c = •— 1 ^ et alors on trouvera ti = a , j: = i ± \/% et
J/ï7 — ial/a = i — l/a.
On voit qu'il faut avoir égard à la double valeur de Cy quand elle a lieu. Si Ton applique la médiode dont nous venons de fournir deux exemples , on obtiendra
J/a%— 3a3l/ao = a— |/5,j/8 + 8|/— 1 = 1 — 1/— i
et J/a88 + i3a |/3 = (1 + 1/3) 1/3.
Dans Tavant dernier exemple, il faut donner le signe — au radical de la racine , quoique celui de l'expression proposée ait le signe + , parce que la puissance 7™' de i -j- 1/ — 1 est 8 — g \/^^ 1 . Cette exception vient du radical imaginaire |/«— 1 •
( 8o ) Exercices sur la résolution de certaities équations.
1 13. Qu^on ail d^abord à résoudre les équations a: = (27)^ et ^=(27)"^; d^où x'— 3^ = o ct^^— 3^ = o.
Il est clair que ces deux équations peuvent s''écnre comme il
suit : (x — 3) (*' — 3a: + 9) = o,
La première équation a trois raciiTes, dont deux imaginaires ; la seconde a les trois mêmes radnes, plus trois autres, dont deux imaginaires.
1 1 4- Lorsque Féquation à résoudre contient des radicaux, il faut d^abord les faire disparaître. Or, pour chasser un' radical d'aune équation , il sufïît de le laisser seu] dans un membre et d^élever de part et d^autre à la puissance marquée par Tindice de ce radical. Par exemple, si on a
j/J+^-^ï^3jr— 5=1,
on chassera successivement le radical cube et le radical carré ; ce qui donnera x^ —^x^+ i\x + ^6z=lo'^
d"*©!! a; m 2 , 28 , — 1 . La dernière racine satisfait à réquation que donne la proposée en y prenant (/.r+2 avec le signe — .
1 1 5L Si d^abord on avait fait disparaître le radical carré , il aurait été impossible de cliasser ensuite le radical cubique. En général , il n'est pas toujours possible de faire disparaître les radicaux d'une équation, d'*après la méthode précédente. Mais on évite toutes les dilHcultés en représentant cliaque radical par une inconnue auxiliaire. Par exemple, qu'on ait
on fera seulement x = ^ , et la transformée sera
z^ — z^ — 75^-f-x + 6iz: o;
d'où ^z=i,3, ^^1,2 et X3=i, 729, 1 , 64. La valeur xz=: G4 ne satisfait pas à Téquation proposée \ mais bien à celle qu'on trouve en y changeant les signes des radicaux de degré pair.
1 16. Considérons encore l'équation
( 8r )^, l/x'9— 794 i/x»' + 47449 1/^^— 46656 no: si Ton pose x^:zz z^^ la transformée sera
Celte transformée donne ^ z= i , 64, 729 ^ d'holà à cause de x^-=. z ou de 0^ — zznQ^ on tire les ti^oi§. équations
x^—imo, x^— 32^=0 et a-^— 243^=0.
Ces équations font aisément connaître les i8<valeurs de x qui satisfont à Téquation proposée en mettant dans celle-ci les cinq valeurs dont chaque radical du 5* degré est susceptible.
1*17. Lorsqu'on prend zzzlx et i'^^y*^ il est aisé de résoudre
les deux équations :
\/z^—i\/zl/l + t—i=o et \/z^ + 6]/t — t — g=zo.
En représentant chaque radical par une inconnue auxiliaire , on résout facilement les équatioils que voici :
x+j—y^zzia et [/x + \/jr=zb',
xr = a et J/x'" + J/V *" r= 6 5
■ x+jr+}/'x^ — \/y = i5Ji et \^x + ^j'='j.
118. Nous avons déjà vu plusieurs fois cpie les inconnues auxiliaires peuvent simplifier la résolution des équations. C'est ce que nous allçns voir encore. Considérons d*abord les deux groupes ou systèmes d'équations :
xyz(i4-y + z) = 2i6 x'yV (x' + y* + z') = 1 6704 xV z' (x' + y' + z') = 1 368576
p désignant x+r+iî. Pour résoudre chacun de ces systèmes, on prendra •
X -f-j>' + z = ]p, ^J" + ^z +^'- = ? et x^yz
alors , d'après la composition des équations , x, ^-, z, seront les racines de l'équation
ri
( 8s 3 et il reste à déterminer py q^ r, en élevant les deux membres de la première équation auxiliaire, successivement aux puissances a*, 3*, 4*) P^^ ^^ substituant dans les équations proposées.
On résoudrait de même les deux systèmes d^équations :
(x+y +z) (x+y+z) = a (xy+xz+yz)(x«+y'+z>) - h
xyz(x'+y'+z') = c
»y^(*y+«+yz) = i> (x+y+0 (»y+«+yz) = c.
1 19. Considérons actuellement les deux groupes :
uxy(u + x+y) = axyz(x+y + z) = b P»i(y+z+u) = c zux (z-f-u + x)=rd
uxyz(u + x+y)z=a uxyz(x-f-y4-z)=:b
uxyz(z + u + x) = d.
Pour résoudre ces deux systèmes, on posera dans chacun
M + x -^jr -f- z = ^ et uxjrz = m.
Remarquons bien que les deux méthodes précédentes s^'applîquent à n équations de même forme que les équations des systc< mes que ces mélliodes résolvent.
lao. Soient encore à résoudre les trois équations J^jr^ (^*+r'+ O = — i^
On posera d^abord ar' + j-*+ ;5*=: V, xjrz-zzu et x^ -j- ^^ + ^^ z= /.
Elevant au carré la première de ces équations, ainsi que Tcquation résultante , et ayant égard aux deux autres équations auxiliaires, on aura les valeurs de x^y^-^-x^z^^j-'^z* et x^j^ -{-x^z^-^-jr^z^. Ces valeurs étant substituées dans le carré de la troisième équation auxiliaire , donneront
Ainsi les équations proposées deviennent
Mv z=— 1 2, m'/ = 72 et wV— u^y^-f- awV/ + ^u% =, 8256 ^
d^où Ton tire, en néghgeant les valeurs imaginaires,
M=: — 2, t; = 6 et £ = 18.
Ces valeurs donnent aisément
x^»+j»+^«=:6, xy + xV+^-»z* = 9 et a;>V=:4.
De sorte que x*, y^^ z" sont les racines de réqaation
et qu^on a par conséquent x* = 4i J"' = i et 2* =n ; d'où l'on tire les 8 systèmes de valeurs :
Mais quatre seulement de ces systèmes saUsfbnt aux équations proposées.
Voici encore deux systèmes d'équations a résoudre :- .
x* + y'=i3 et x'4-y^ = 35 5
x + y + 2 = 6, x^+y' + 2^=i4etx' + y' + z'=36.
1 a I . En faisant un usage convenable d'inconnues auxiliaires, il ne sera pas difiQcile de résoudre les divers systèmes d'équations que voici :
xy«(x+y+0=a
xyz(x>+y'+z») = b xyi(x*+/+z*) = c
(xy+xz+yi)(x+y+i)=a (xy+x«+yzXx'+y'+z»)=b
(xy+X2+y*Xx'+y'-h!')=c
xyz (xy + xz -f- jz) = a xyz(x'y'+xV+y'z«) = b xyz(xV*+xV+yV) = c
(x-Hy + z) (xy + xz + yr) = « (x'+y'+z'Xxy+xV+y*z')=b
(x'+y'-H'Xxy+xV+yV)=c
Laa. Voici plusieurs équations, où les exposans sont des nombres quelconques , positifs ou négatifs :
x''+y" = K"'+ay x"+y» = bx'"— by*
(xyz)'»(x''+y") = a (xyz)'"(x" + z")=:b
(xpr (y" +«")=?:<:
(x"» + y»)x'»=ay" (x'»^y")y»=bx"
(xyz)'»(xV+x"z») = a (xyz)" (x"y"+ y"z'') = b (xyz)™(x"z''+yV) = c
. x'Y + xrz''^-^y"z'' = 9jy=:hj'^ = ci'' = à'y xn + y« + zn+u'* = ax^=by^=:cz^ = du^ = ^.
123. U n^est pas nécessaire de faire usdge des logarithmes pour résoudre les équations exponentielles que voici :
«x—io r
g^_5.&r=:7 et 2. 9^ + 8^=58
:y et j-* = x'
Dans la dernière équation de la première colonne, on donne, pour condition , que x et j- soient des nombres entiers. Et la même condition a lieu dans (x*-|-^*) . 2^"^= i''-|-.6r*« Enfin , si Ton a les trois équations
x'-'=jf, xr+'=:r'^^ et x'r-=yr,
les inconnues seront déterminées ^ mais elles ne le seraient pas si Ton ne prenait que deux quelconques de ces équations : il faudrait alors ajouter la condition que xeijr fussent des nombres entiers.
De quelques séries numériques finies.
124* On appelle série une suite de quautités qui croissent ou décroissent d'^aprcs une certaine loi. Le terme général d'une série est celui qui fournit tous les autres par ses valeurs particulières. Une série est numérique ^ lorsque tous ses termes sont exprimés en chiffres. Sommer une série , c'^est trouver une formule propre à calculer aisément sa valeur.
125. Voyons d'abord comment on trouve la série au moyen de la partie variable qui entre dans la somme de tous ses \jer-
C 85 ) mes. Soil par.cxemplc ( — i )^. v(v+i ). celte partie variable ; changeons-j v en v — i , puis retranchons-la du résultat et réunissons les multiplicateurs d^ ( — \y^\v'^ nous aurons
Faisant dans cette identité , successivement v = i ^ 3 , 3 , 4 1 5 , . . . , n , il viendra
Ajoutant ces n identités entre elles, puis observant que Ie« termes des seconds membres se détrui«ent deux â deux, excepta . ± w (« -f" *)i *' viendra, en divisant par 2 ,
Le premier membre est la série clierdice, et le second, la somme de cette série. On voit d'^aiileurs que le signe -{- n^a lieu que pour n impair.
126. Il résulte de cet exemple, que pour trouver la série numérique dont on connaît la partie variable de la somme des V premiers termes ^ .il faut indiquer la différence entre cette partie et ce qiC elle fournit quand on y change v en v — i ou en v-J- 1,' décomposer cette différence en /acteurs fonctions de Y ^ puis faire successivement^ dans V identité résultante^ v= 1, 2, 3, 4i 5, ..., n/ ajouter entre elles les n nouvelles équations^ et réduire dans le second membre seulement : le premier sera la série cherchée*
127. Diaprés cette règle, si Ton veut avoir la série que fournit le produit de t; -f- * facteurs (/ï -}- 1 ) (^ "1" ^) (** "1" ^) ••• (fl+v+i), il faudra changer v en ?♦ — 1, retrancher le résultat de Texpressiôn qui Ta donné et décomposer la diflërencc ca facteurs. Or, en opérant ainsi, on trouvera
Faisant successivement 1;=: i , a, 3, 4i *•• l '^ ) ajoutant les n identitës résultantes et réduisant dans le second membre seulement , il viendra la formule
Soit encore le produit — ^ v (v-\-i)(y-\-^) — (w+a
Si Ton y change v en t; — 1 , et que Ton opère comme dans le cas précédent, on trouvera la formule
Dans cette formule, chaque terme du premier membre a pour facteurs a nombres entiers consécutifs, dont le 1^ est 1 dans le 1*' terme, a dans le 2*, 3 dans le 3*, etc. U exbte deux autres formules analogues, Tune pour les nombres pairs et Tautre pour les nombres impairs. Si Ton fait successivement a= a^ 3, 4i etc., on aura successivement
etc
1 39. La valeur réciproque d^une quantité est Funité divisée par cette quantité ; mais on appelle inverse d^une série, la suite de quotiens obtenus en divisant Tunité par chaque terme de cette série. Il est facile de s^assurer, au moyen de la valeur réciproque du produit (v + 1 ) (v + 2) (v + ^) ' ' ' (^ + ^) 1 9"* Tin verse de la série générale du n* précédent est
"~" «»a.3 ... («-|-i) an (n-|-i) (#i-|-a) ••• (n-^a)
i3o. Los séries numériques que Ton considère ordinairement, sont celles des nombres figurési ainsi nommés à cause de leurs rapports avec certaines figures de géométrie. Prenons, par ex., Tcxpression -^v (v + 1) (av — ar — a -4* 5) , et traitons celte expression, diaprés la règle du n* 126; nous en déduirons la formule :
,+tf4.(3a_3)+(&i— 8)+(ioo— i5)+(i5<i— î4)+-.-p -fn(flii — an — a4'4) = 5(''+0(^'* — ^'^ — fl+5).
Cette formule est celle des nombres polygones : en y faisant successivement â= 3, 3, 4i ^1 ^i ^^*i ^^^ donne les séries des nombres naturels^ des nombres triangulaires^ des nombres carrés^ des nombres pentagones^ des nombres hexagones^ etc. Voici ces séries :
,4.24-3+4 + 5H |.n=:-fn(n + i)
i+3 + 6+io + ... + X/i+i) = in(fi + i)(n + a) i+4 + 9 + ^5+... + fi^ = in(/i + i)(2n + i) '
etc. . •
i3i. En appliquant la règle du n** 126, les deux expressions
o . ac ••• ve (ii-^c) (ii-|-ao) ••• (ii-J-vc) ^
fourniront les deux séries générales que voici :
j , « , "(« + *-) , , fi(K4-c)»-(ti4-nc — r)
ce» 2c C • ac ••• ne
(1/ -1- r) (w -f" ^^) (" "f" ^) •••(«-}- »«•), c • ac • 3c '"fie e c * le '* f • ac ••• /i<r
___ * r ao • 3c ••• («-f-OcT
La seconde de pes formules csl Tinvcrse de la première. Remplaçant vc par 21; — 1 ^ ce qui sera remplacer c par 1 , ne par 3, 3c par 5, /{C par j^ ... , ne par 2n *— 1 , les deux séries précédentes en fourniront deux autres, qui seront pour les nombres impairs, ce que les formules données par la supposition de c = 2 , sont pour les nombres pairs. ■ i32. Les deux séries du n** précédent ont lieu qu'acnés que soient les valeurs positives ou négatives des lettres qui les composent ; on peut donc en déduire une infînité de séries numériques. Par exemple , si dans la première on fait successivement t:=: 1 et Cl = 2, 3, 4i ^v c^c.^ qu'ensuite on change n-f- 1 en n dans les résultats , on aura
i+a + 3 + 4+5-}-...+n = i«(n+i), i+3+6+io+i5+". + 4-n(n+0 = in(n+iXn+a), i+4+«o + ao + 35 + "-+-g-n(n+i)(n-f-a)
etc.
La première de ces séries csX la somme des nombres naturels, ou des nombres Jigur es du second ordre \ la seconde, celle des nombres triangulaires , ou des nombres figurés du 3' ordre \ la troîsicmô , celle des nombres pyramidaux , ou des nombres ficaires du 4" ordre \ la quatrième est la somme des nombres figurés du 5' ordre ; et ainsi de suite. On voit que le terme général de chaque série est la somme de la série précédente (*).
i33. En traitant les deux quantités (a'\-vr)(ja^vr'\'r^ et aq*'^ on aura la somme des n premiers termes d'aune progression aritlimétique et d'aune progression géométrique. Si Ton considère les expressions
— et ^ '
on en déduira huit formules assez remarquables. U en sera de même des formules fournies par les quatre expressions
Soient considérés les deux termes généraux
(r + ^) (c + arf) (c+3^/) (c + 4./) ... (c4-i;5II5)'
(*) Il est aisé de voir que 91 est le i3« nombre trianjjiilaire ^ j54o le ao* nombre pyramidal; 17300 le a/f* nombr6 ii^'uré du 4* ordre; et ainsi de suite. Par exemple, si Ton demande le rang n du nombre pyramidal dont la valeur est « , on aura -g-zi («+ 1) (« -|- a) =:«; dVi n^<^Qa et (n-}-i)^^6a. Doue n est la racine cubique du plus grand cube contenu dans 6a. ' ^
dans chacun desquels le numérateur a un facteur de plus que le dénominateur. En y appliquant la méUiodc , on en déduira deux formules tellement générales, qu'on pourra j donner telles valeurs qu^on voudra , positives ou négatives , aux lettres a^ b^ c, d. Et ces foimules feront toujours prévoir la forme des sérh;s dont elles donnent la sommation ^ ce qui est avantageux.
]35. Maintenant qu^on sait détenniner la série numérique finie dont la somme est donnée , il reste à résoudre le problème inverse, c^est-à-dire à trouver la somme lorsque la série est connue. Ce problème est beaucoup plus difficile que Pautre; il est même souvent impossible. La règle suivante dit tout ce que nous pouvons prescrire à ce sujet :
Pour sommer^ quand cela se peui^ une série numérique donnée , il faut tàclier d'égaler son terme général en v , soit à une /onction de termes généraux de séries dont on ait les sommations , soit à la différence de deux quantités variables en V telles , quen faisant v = n dans Vune , on ait le même, résultat qu^en faisant v = n + i dans Vautre, On obtiendra ainsi une identité qui conduira à la somme cherchée^ en y faisant v=i,a, 3,4i ...in et en ajoutant les résultais. Far exemple, soit la série ,
24- + ftà- + "1^ + =»»5V + 303!, + 42,^ + etc. ; il est aisé de voir que son terme général en v est v (^v -{- 1 ) -f- — : — ; — ' , et que par suite on a Pidenlité
Le second membre de cetje identité est com])osé de deux diflércncrs, et les quantités de chaque différence sont telles, qu''en faisant v =. n dans Tune, on a le même résultat quVn posant v = n + 1 dans 1 -autre. De là , en faisant v = 1 , 2 , 3 , 4 , . . . , n , on trouve que la somme de la série proposée est
n-j- I 1 36. Soit encore la série
etc
Son terme général en v est ( — i )*'"' . 1 . 2 . 3 . 4 . . . v (v + 2) , . et il n*est pas bien difficile de s^assurer qu'ion a
(— l)*'■"^l.!I.3.4...v(v+a)== ( — i)^'"'.i.!i.3.4 ... t; — ( — i)^.i'.2.3.4... ^(^ + Oi identité daos laquelle le Second terme da second membre donne, en j faisant t; = n , le même résultat quVn prenant v = n -f" ^ dans le premier. De là il est aisé de voir que la somme de la série proposée est
137. On peut appliquer la méthode précédente à la recbcrdie des identités qui produisent les formules que voici :
i j^ 1 .3 j^ 1.3.5 j^ 1.3.5.7 . I 1 .3.5.7 ... (an — 1)
7 * 1.3 "*" 1.3.5 * 1.3.5.7 * "* "• 1.3.5.7 ... (an— 1)
a. 4*6. 8 ... (an4-a)
an — 1) i.3.5... (an
J L-lJ 2--U 4- -îl+L — 1 •*- __i_
i.a a.3"^3.4 4.5"' — „ („ + i) — * — „^ j ' '^ +— pl±^ + — T ^+^ -+•••
1— .2 + 3 — 4 + 5 — 6 + ...±n = ±-^2n+ i) + xî 1'— 3'+5'— 7'+...±(2n— i)'=±.f(2n^i)(2n+i)
,'— i'+S'— 4'+...±fi^=±.f(2n+i)[2n(n+i)— i]— f
i. 3.1" +2. 4 (1.2)' 4. 3. 5 (1.2. 3)' + 4.6(1. 2.3.4)^ + .. + (n — OC'^ + Or* .2.3...(n — i)]'=:(2.3.4«5...n)* — 1 1.2— 2.3 + 3.4— 4.5 + .. .±fi(ii+i)=±-7(n + i)'+ A
Dans Pavant-dernière de ces formules, A est nul ou •- suivant que n est impair ou pair.
i38. Les sommes les plus utiles à connaître, dans les sériée numériques, sont celles des premières puissances des n premiers nombres entiers. Or, pour trouver ces sommes , «désignons par S^ (qu'on énonce S, m ième), la quantité i"» + a»» + 3»» -J- 4"*+ *•• + '*'"i ^^ manière que S^ représente la somme des n premiers nombres entiers, S^ la sônmie de leurs carrés, S, celle de leurs cubes. S, celle de leurs puissances quatrièmes, etc. Cela posé , on a évidemment , d'après la formule du binôme , et m étant entier positif,
(, ^t;)'"=l+mlr-^-c,v• + C3V*^ 1- mi/^*+ 1/^.
Faisant successivement t;= i, a, 3, 4^ ••• i '^i P^îs ajoutant les n identités résultantes et effaçant les termes communs aux deux membres de la nouvelle équation , on obtiendra
(i + ny»=n+ 1 + mS,+ c.S.+ C3S3+c,S4+ ... + mS,^-.,.
D'après la manière dont on a trouvé cette formule, il est clair qu'on ne doit prendre, dans le second. membre, que la somme de tous les termes qui précèdent celui dans lequel le numéro de S est égal à la valeur de l'exposant m.
Faisant donc successivement m=3, 3,4i^y^i7y ^<^. i cette formule donnera, en ayant égard aux valeurs en m des coeffidens c,, c^, c^, etc. :
(i +«)'= 1 4-«+5S, + 10S.+ ioS,+ 5S»
(i +»)*= i +n + 6S, 4- i5S,+ aoS,+ i5S4+6Ss
(,+»)'=! +«+76. + 2iS, + 35S, + 35S,+aiSj+7S5
ctc
De ces formules il est aisé de tirer les valeurs de S^ S,, S3, S^, S^, Sg, etc. ; car en substituant chaque valeur dans toutes celles qui la suivent et décomposant en facteurs , on trouve
139. Effectuaut les multiplications indiquées et réduisant, on obtient
Observant que si une puissance de n , depuis la plus grande jusqu'^à la plus petite , vient à manquer dans Fuue des valeurs précédentes, cette puissance forme un terme ayant o pour coefficient , on verra , en examinant avec attention ces valeurs, que pour trouver celle de S^ , il faut multiplier par m chaque terme fie S^^_^ et augmenter de i Vetposant de n dans chacun de ces termes , puis diviser le premier terme du résultat par m+ 1 , le 7." par m , le 3* par m — i , le (^^ par m — a, le 5* par m — '3, <*/ ainsi de suite ^ jusqu'au dernier .'faisant n=:i dans l'expression résultante et retranchant de l'unité lu valeur qui en proviendra^ le reste sera le multiplicateur de n dans le dernier terme de S^, et V expression dont il s'agit sera le sut' plus des termes,
D''après cette règle, si Ton veut trouver S^, la valeur de Sg donnera d'abord
■^n + v"' + fi'ï — ^" + rs^ • Posant ensuite wziri, dans ce résultat, ce qui, fournit -g- + -}-- f-fj — 5^ + Tî ou 1, puis retrancliant celte valeur de Punité, le reste o sera le multiplicateur de n dans le dernier terme de S„ ; de sorte qu'ion a
comme on le vérifierait d'^ailleurs à Paide des formules du n" i38.
Avec celle valeur de S la règle précédente donnera
Cl ainsi de suite, pour S^^, S,oi S,,, etc.
i4o. Comme toute expression^dc la forme A+<^B signifie A plus une quantité plus petite que B, il est facile de voir, par les valeurs du n" précédent, qu'ion a
S, = f n*.+ < «♦, Sj = >« + < «*, Se = S-i' + < «^ et ainsi de suite. Donc en général.
S^zzi
Cette formule est utile en géométrie et en mécanic[ue, comme nous Pavons fait voir dans le tome i**" de la Correspondance Mathématique et Phjrsiqûe^ déjà citée, page 68.
1 4 i • Les sommes des premières puissances des nombres naturels ont un grand nombre d'applications ; mais leur principal usage est de sommer toute série numérique dont le terme général en V est une fonction entière et rationnelle de v. Par exemple, si le terme général d'une série est civP — hv^ + ^^'^i ^^ somme de cette série sera aS^ — hS„ + ^^r'
C^est ainsi qu^on obtient les formules : ,«+3'+5'+... + (M-i)'=:i«C2«-i)(an+i),
,'+ 3* + 5' H Y (an— i)'= n' (îi»'— i)
i.4+4-9+-+«X«+0'=^('«+bl''C3n(«+4)+,3]+2}
143. Trouver le nombre de boulets contenus dans une pile à base triangulaire.
Cette pile est composée de tranches , en allant du sommet à la base *, et ces tranches sont telles, que si au nombre de boulets de Tune d'elles, on ajoute le numéro de \^ suivante, la somme sera le nombre de boulets de cette suivante. Donc, puisque la i" tranche n'a qu''un boulet, la 2* en aura 1 + 2 , la 3* 1 -|a -|- 3 , la 4* 1 + a + 3 -|- 4 ^ ^" général , la v"' en aura
1 +^ + 3 + 4+'" + *'i ou ^/ + ^»^.
Faisant dans cette valeur successivement y=zi , a, 3, 4i ..., «,
( 94 ) on aura successivement les nombres de boulets contenus dans les tranclies i"^, a*, 3', 4*i '••^n*\lsL somme de tous ces nom-< bres sera donc le nombre x de tous les boulets contenus dans ia pile ; il viendra par conséquent x ±r ^^ -f" i^i î ^^^^ (^^)
Par exemple, un fermier vient de vendre à a4 centimes ht douzaine^ une pîlè d'oeufs^ à hase triangulaire^ composée de 1 5 tranches. On veut savoir àamhien U recevra d^ argent^ sans déftàre la pile pour en compter les œufs ; ce qui serait assez long et exposerait à les casser. En faisant nzzziS dans la valeur précédente de x, on trouvera que la pile est composée de 68o œufs \ coûtant par conséquent i3^, 6o.
1 43« Trouver le nombre de boulets contenus dans une pUe à hase rectangulaire.
Dans cette pile les tranches sont formées de rangées de boulets. Le nombre de rangées dVne tranche quelconque est égal au numéro de cette tranche ; tandis que le nombre de boulets qui forment chaque rangée est égal au même numéro augmenté d^un nombre donné H. De sorte que dans la v*^^ tranche , il j a V rangées contenant chaci^ne V'{'k boulets \ ce qui fait v fois (v 4- k) boulets , ou v* + kv.
Prenant successivement t' := i, a, 3, 4^ *** i ''i ^° ^^^'^ ^^ cessivement les nombres de boulets contenus dans les tfandies i", a"*, 3*, 4*^ "M 't*) 1a somme de tous ces nombres sera donc le nombre x de boulets contenue dans la pile proposée ; il viendra conséquemment , J? = S^ -}- AS^ ; d'où (i 39)
j: = g/i (n + 0 (^* + 2^* + 0* Pour la pile à base carrée, kzno ei x:=z^n(n-\- i)(a«-f"0*
i44* ^ directeur d^un arsenal doit faire transportera ip lieues le reste d'une pile de boulets , à base reàtangulaire , contenant encore i a tranches^ dont celle du haut a 7 rangéei de 1 1 boulets chacune» Comme chaque boulet pèse 1 a livres^ et que les voitures ne peuvent porter que de\S à\% cents liv.; on demande combien U faudra de voituriers et combien chacun recevra^ sachant qu'on paie 5o cents par quintal conduit à une lieue f
U est clair que la trandie du haut est la 7* de la pile totale, et que par suite 7-4'^^^ ^ ^ v ^^^ A =4* ^^ ^^^ ^ plus que
le nombre z de boulets restans est la diiTéreDce entre deux piles à bases rectangulaires, pour lesquelles A: = 4i 1^*^^ ayant 18 tranches et Pautre 6 ^ on a donc
ou z == 2618 boulets. D'^après. cela, il est facile de voir qu'ail faudra 20 voitures, portant chacune i3o boulets, sauf la der< nière qui en aura 148; et que les voituriers recevront chacun 78^, excepté le 20"* qui aura 88*^, 80.
\/^!y.' Etant donné un poîjrnome de n termes de la forme a + b + c + d + e-j- f + efc, trouver combien il restera de termes dans sa puissance m"*, après qu*on aura' effectué toutes les réductions possibles.
Soit X la somme de tous les termes du polynôme, excepté a\ la puissance m™* de ce polynôme sera donnée par la formule
(a + xy^ = a^x'' + ma'^'x + c^a'^^x*-^ 1- x^.
On voit que, pour calctder tous les monômes qui composent la puissance m™* du polynôme proposé, il suffit de développer les puissances o, 1, 2, 3, 4.9 •••1 f^^* du polynôme' x, qui contient n — 1 termes. Si donc on désigne par t^ et u^ les nombres respectifs de termes des puissances m™*' d^un polynôme de n termes et d'*vak polynôme de it — 1 termes, on aura
'«="• + «, + «'a + «3 + - + «m- — (0 Cette formule fournit la solution du problème proposé. En effet , pour un trinc^me , n = 3 et u^ désigne le nombre de termes de la puissance m"** dW binôme. Or, ce nombre de termes est m 4- 1 ^ donc alors u,^ =; m -f- 1 •
Faisant successivement 111 = 0, 1, 2, 3, 4i •**! "^i ^^ ^ura successivement 11^=1: 1 , ii,=2, i/a=3, u^z=:/^^,..^Ujf^z:zm"\'i. Substituant ces valeurs dans Téquation (1), le nombre /, de termes de la puissance m** d^un trinôme , sera
f3=iH-2 4-3 + 4+... + (m + i) = K'»+0('^ + ^). Pour un qnadrinome , n =: 4 et u^ exprime le nombre de termes de la puissance m"* d^un trinôme ; donc , diaprés c^ qu^on vient de trouver, on a i/^ rz ^(m + 1) (m -f- 2).
Prenant dans cette équation, successivement mzzzo^ 1 1 2, 3, 4, ..., m, on verra, diaprés Féquation ( 1 )<, que le nombre 1^ de termes de la puissance m** d^un qnadrinome , est -
En général ^ le nombre t^ des termes de la puissance mT* d^un polynôme de v tenues , est
car si Ton rcdait ces deux- fractions au même dénominateur^ en multipliant les deux fermes de chacune par le dénominateur de Tautre, leiu^ niunératcurs seront égaux^ conmie étant chacun le produit des nombres naturels i^ a, 3, 4i ^i ••• i (*» + v — i) : donc CCS deux fî-actions sont égales. ^
En supposant que la formule (ji) soit vraie pour un polynôme de V termes ^ \c dis quVUc sera vraie ausssi pour un polynôme de 1^ -{- 1 termes. Car dans le premier cas, la formule (2) désigne le nombre i/^ de termes de la puissance m"°* d^un polynôme de V termes ; et si on y fait successivement m z=: o, 1 , 2, 3, 4i ... , m, qu''on substitue les valeurs résultantes dans (1) et qv'on ail égard h ce que devient la première formule du numéro i3i, lorsque c n: i , on tiouvera ce que donne la formule (2), quand on y clia.jgc v en v+i . D'où il suit que si cette formule est vraie pour une certaine valeur de v^ elle sera vraie aussi pour une valeur plus grande d'une unité. Or, celte formule (a) est démontrée pour ri= 4 î ^^^^ 21 donc lieu aussi pour v = 5. Etant vraie pour 1^ =z: 5 , elle sera vraie aussi pour 1; zz 6, puis pour 1» zn 7, î; zz 8, et enfin pour vzmn. De sorte que
ce qu^il fallait trouver.
D'^après cette formule, pour savoir si un polynôme de 20 termes peut être le cube parfait d'^un autre polynôme , on fera 7/1 iz: 3 et /^ zz 20 , et il viendra
-^n(fi+ i)(« + 2)=:20.
Et comme n :zz 4 est la seule hypothèse qui satisfasse à celte équation , on en conclut qu'un polynôme de 20 termes peut être le cube parfait dW quadrinome de la forme rt -J- J + c -}- rf.
Voici encore quelques problèmes à résoudre
Un particulier ach<îte tous les ans un pigeon femelle qui lui donne cette anne'e et les suivantes un nombre de pigeons mâles égal au rang de cette même anne^. Comb. aura-t-il de pigeons mâles au bout de n années?
Pendant n années nn particulier a reçu tous les ans un nombre d« pigeons femelles égal au nombre impair de même rang que cette année. Comme chaque pigeon femelle d^une année lui donne tous les la mois un nombre de pigeons mâles <^al au nombre impair de même rang quo Tannée où il a reçu ce pigeon femelle, on veut savoir combien il y a eu de pigeons mâles produits pendant les n années proposées. [[On pourrait supposer le^ {)igeons femelles reçus une année , en nombre égal au rang de cefte année, ou au carré de ce rang, etc.]
Trouver combien il y a d''nnités dans la somme de tous les produits différens des n premiers nombres entiers multipliés a à a , un nombre ne devant pas être multiplié par lui-même.
Un propriétaire convient avec un maçon de lui donner ~ cents pour chaque palme cube de pierre employé à la construction d^un es<»lier massif, dont les faces latérales sont perpendiculaires à la hase horisontale, laquelle est un trapèze ayant ses deux côtés parallèles à angles droits sur Tun des deux autres côtés. Le plus grand côté parallèle vaut 3o palmes, le plus petit 10 et la hauteur a4o. Chaque degré a 4 palmes de large et 3 de haut : de sorte que rcscalicr a 60 degrés et commence au plus petit côté parallèle 10. Combien a-t-il dû coûter T (R. a5559o cents.)
Des équations à indices.
i47* La notation des numéros des lettres conduit à des équations qui se résolvent par une manière particulière d^éliminer. Cette notation n'^est pas nouvelle ; mais personne , que je sache, nVn a fait Tasagc que je vais faire connaître , et qui offre de grands avantages.
* 1 48. On appelle numéro ou indice d*une lettre , le nombre écrit à la droite et un peu au-dessous : ce nombre indique qnci rang Id quantité représentée par Ja lettre , tient dans une suite de quaatités de même nature qu^elle. Ainsi dans uUe suite de quantités, toutes désignées par x", x^ (qu^on énonce x, t;"*), sera la v"*, et v sera le numéro ou Tindice de x»
Résoudre Téquation qui lie deux x consécutifs tels que x , el x^ , c^est en déduire une équation entre x^ et x^ et des nombres donnés.
1 49- Considérons , par exemple , TiHiuation
dans laquelle p, q^ r, sont des quantités connnes ^ positires oa négatives. Pour résoudre cette équation , divisons ses deux mem-
brcs par q^ posons ~=;ia, — =6 et multiplions de part et d^au-
tre par a^^' ) nous aurons, en transposant,
Prenant successivement 1;= 1, 3, 3, 4i •••l 't— 11 U viendra ax^ — x^=. b a Xj — ax^ HZ ha a x^ — o'xj m ha* a^x^ — a^x. zizh(jf
Ajoutant entre elles ces n — 1 équations'et observant que toof les termes des premiers membres se réduisent deux à deux , excepté Xj et a^-'j:^, on aura
Pour trouver la valeur de la progression géométrique entre parentbèscs, on la désignera par S et on la soustraira de son produit par a \ alors on verra que Téquation précédente se réduit à
û^-'x^ — X zzfc
rt"-'
Substituant les valeurs de a et h^ et réduisant, on obtiendra
Si yç> =: <7, cette formule est en défaut \ mais alors Téquation (1) se réduit en la divisant par p, el ou en tire
La formule (2) peut servir à résoudre tous les problèiâes relatifs aux progressions géométriques \ car tous ces problèmes peuvent avoir des équations de même forme que Téquation (i), conrune il est aisé de s'^eu assurer.
i5o. Si Ton avait les deux équations
on les résoudrait par addiûon, comme Féquation (i), en dirisant la première par t; (2; -|- ^ ) ^^ ^^^ muliipliant la seconde par (î;+i)(t; + 3).
i5i. Considérons maintenant Péquation
x^ = vx^^^ — av.
Cette équation ne saurait se résoudre par addition ;- mais on peut la traiter par la substitution des valeurs. En effet , prenons successivement^, dans cette équation, t;=i , a, 3, 4« ^1 6, 7, etc., nous aurons successivement ^
x^zzix^ — a .Tj zz: ^x, ^ Zct
Xg = Gx — 6a
etc
Substituant successivement x^, Xj, x^, o;^, x^, r,, ..., dant la valeur de x, , on aura les valeurs successives
x^ = 2 . 3 . 4 . 5xg — a(i+2 + ^*3 + 2.3.4 + 2.3.4.5)
.etc ; ;•
Il -est aisé de voir, plar ces rcsultau , qu^en général , ou a
x^ r= 2.3.4 ••• (w — ^)^n — a [1 + 2 + 2*^ + ^•^••4 + ••* + 2.3 ... (fi — 1)].
Celte formule résout Téqualîon proposée , puisqu'elle établit une relation entre x^ , x„ et des nombres donnés.
On résoudrait de même Téquation x^^^ = vx^ + a.
i52. Quelquefois on peut éliminer par élévation aux puiistn* ces. Considérons par exemple , Féquation
dans laquelle m est quelconque. Pour résoudre cette équation, il faut élever s^l deux membres à la puissance m^^^^ puis faire
successivement «;m, a, 3, 4i 5, ..., '>^*-' i^ et multiplier entrt elles les n — i équations récitantes. Effaçant ensuite les facteort communs aux deux membres, simplifiant la fraction da premier,
chassant le dénominateur et posant, pour abréger, /? = «
on aura définitivement
On traitera temblablement les deux équations
(*v+.r=o(^vy et (x^^,)'=^x„.
1 53. Nous savons résoudre les équations contenant deux x eonséculifs quelconques , tels que x^ ei x^.^. Voyons maintenant comment on traitera deux équations renfermant x^^ ^vxt^ J^v^^ J'vxr I^^sibord si ces quatre quantités se trouvent dans chaque équation, il sera impossible, par la simple algèbre, de résoudre ces deux équations \ parce qu^on ne pourra jamais en déduire une équation ne contenant que x^ ei -r^+ii ^** T*® J^v etj^^ . Mais si quelques-unes de ces quatre quantités manquent dans Tes deux équations proposées , il sera possible quelquefois dWriyer à des valeurs déterminées pour x^ ct^^.
1 54* Par exemple , supposons que dans les équations
. = Vt; et ^^_j., = 2x^ + a.
on doive avoir j-^rro et^-^zra, et cherchons x^ ^^J'n- ^.^^ " l'on change v on v — i dans la première équalion, elle donne x^ zzi V'v-r Substituant celte valeur, dans la seconde équation, elle devient ^ ^».. I ^
Divisant par i^ et faisant successivement v =z i , a, 3, 4, ...i n — 1 , ajoutant et réduisant , on trouve
..rw + a^Vf-.^ûC^"— i).
Changeant n en v, posant a =r — c, divisant par c"^ puis prenant v=: i, a, 3, 4i ..., n et ajoutant, on aura, réductions faites , ^
Avec celte valeur on trouve facilement celle de x„. i55. On peut aussi résoudre les deux équations
^v+t=J'v — ^v + ^ et jrv+.=J« + ^i; — tf.
dam lesquelles on sait qae j-^zno ei j^^-^^a. En efiet, on en tire d'abord
ce qui réduit )a seconde équation proposée à ,
Posant 2 = c*, ou c = 1/^2 , et opérant conune daps TexeiB^ pie précédent , on aura j-^ el par suite x^.
1 56. Eli traitant les deux équations
.=ri;+û(2V— 0 €^rt;+.=
où Ton suppose x^ rz o et x^ =z A, on obtiendra
le signe supérieur n^ayant lieu que pour n impair.
157. Voici quelques équations pour appliquer lés mcthodos de résolution que nous venons d^'ndiquer :
^v+. = ^^i; et ^^^_j^. = ^^+j-^;
^t/JV = ^'^1.+, et x^ = ^>^x„_^, ;
^•^v+i ^^ -^v + J'v et 2?-^^., ^= •'^v+i "T" J'v* Les deux premières équations se résolvent par addition ; la troisième par multiplication ^ les deux quatrièmes par multiplication et addition \ les deux cinquièmes par substitution^ élévation aux puissances et multiplication^ les deux sixièmes par multiplication ; les deux septièmes en ajoutant et soustrayant le double de la seconde à la première , en prenant les radnes car* rées et en ajoutant ; enfin les deux denuères par addition et en y supposant x, = a et ^^ = fc.
i58. Ce que nous venons de dire sur l'emploi des numéros des lettres, sert à résoudre une classe de problèmes Ères-curieux^ gu^il serait diffidle ou même impossible de traiter par une autre métliode. On a d^ailteurs remarqué que la sonunation des sériesnumériques est nécessaire pour mettre ks .exfHresftiûns 4tt jncon*
nueà sous la forme la plus simple ; et c^est ce (|u^od peut Toîr encore dans les problèmes que nous allons résoudre.
i5g. Soient marques à volonté^ sur une droite indéfinie^ deux points i er a ; puis sur la même droite^ soient marqués successivement un point 3 également distant de i et 2; un point 4 également distant de u et 3 /^ un point 5 également distant de 3 et J^ ; et ainsi de suite. Trouver sur la droite , la position du n"' des points marqués de cette manière.
Soient .r^, •^v+« ^' ^v+» ^^* distances de 1 aux points i>, v-^-i et 1; -|- 2 : puisque le point t; -f- 2 est également distant de v et 1; -j* 1 ) ^^ est visible qu^on a
Prenant dans cette équation, successivement v= 1, 2, 3, 4, ...^u\ puis ajoutant les u équations résultantes, effaçant les termes communs aux deux membres, observant que x^zzio et qu« X = l'intervalle entre 1 et 2 , = a , on trouvera
Multipliant les deux membres de» celte équation par ( — 2)"; puis faisant successivement u= 1, 2, 3, 4i '••^n — 2, ajoutant et observant que x^=a^ il viendra, toutes les réductions faites,
x„ = la +
Lorsque n est infini , cette formule se réduit à ^a.
160. Un négociant gagne ^ pendant chaque année ^^ une ' partie de son bien de cette année , marquée par ce qui reste en étant de m le rang de cette même années il dépense à la fin de chaque année ^ ajbis V excès de m sur le rang de Van* née immédiatement précédente. Après n années^ il possède h francs ; combien avait^il d^ahord ?
Soient x^ et x^^^ les biens du négociant au commencement de 1» V™* et de la {y + 1)"* année \ il est clair qu'on aura
Résolvant cette équation, d'après l'une des méthodes qui précèdent, on trouvera
jiix, — (m — n)h z=z am(jn — 2Sj-4-n) +
fl [1.2 + 2. 3 + 3. 4 + 4' 5 + ••• + (« — *)"]•
• ( io3 )
Substituant la valeur de S, (i3B),' ainsi que celle du multiplicateur de â ( 1 iH) , il viendra , en réduisant ^
"^^ "= ^i^ (^/i + fc) + £ ('»— 0 {n + i).
161 . Lef nombres à soustraire croissent comme les ^ombres impairs i , a, 3, 7, 9, efc.,* les nombres dont on soustrait^ sont: :xjbis un nombre donné a, ^fois ley^ reste ^ 6 fois le a*, 8 fois le 3%- ...,- in fois Ze (n— i)"% et le n°** rwrc j^flut b. Trouver le premier nombre z à soustraire.
Soit JT^ le V™* nonîbrc dont on soustrait et Xy,^ le suivant 5 on aura évidemment
^vx^— (22;— i)z = x^^^.
Celte équation donne , à cause de x^=ia et de x,^,^ = 6,
a=_!_ + zCi+-l + -J_j [ '"-' N
a a. 4 ia.4«<5 ' ' a. 4. 6. ..an
Comme la somme de la série est 1 — , il vient
a.4«6 ••• an
a (a. 4*6 ... an) — b
Z :zr — - — •
(3.4*6 ... an) ; — 1
162. 'Etant donnés n nombres a^ a,, a^^ a/^ ...^ a^, partOr ger ces n nombres chacun en deux parties telles , que r soit le rapport constant entre la 1 '* partie de chaque nombre et la a" du nombre immédiatement suivant , et aussi le rapport entre la \^* partie de a„ et la ^' de a ^,
Soient x^ et j'^ les deux parties de a^ cl x^ , J^v+% ^®^^ du nombre suivant a^./^ on aura donc, d'^après l'énoncé,
Posant h^ — r\ multipliant les deux membres par h^'^ prenant successivement 1;=: 1, 3, 3, 4i •••1 '^ ^^ ajoutant, puis v=:i, 2, 3, 4i ••") '^"*"^ ^^ additionnant^ faisant, pour abrégen,
f ' = a fi + aji' + a,h' H h a^fi'*-' 5
observant enfin que^„. ^ =^* . on trouvera
A Taide de ces formules , on calculera toutes les deuxièmti parties cherchées -, et U sera facile ensuite d^avoir les prenûènt.
Supposons que les nombres donnés soient les n premiers nonrbres entiers, de manière que a^=:v^ et ainsi des autres^ nous aurons donc
ç = h + nV + 3k^ H f- hh''
Retraiichant chacune de ces équations de son produit par h et réduisant, on aura les valeurs de ç et «^', lesquelles substituées dans celles de j'^ et de^r^i après avoir mis partout — r au lieu de h , donneront
La seconde de ces formules devient la première, quand uz=.i ; ce qui doit être.
On peut faire un grand nombre d^autrcs suppositions sur lès Taleurs des n nombres à partager \ par ex. , on peut admettre que ce soit les n premières puissances d^un nombre donné a, de manière que a^ = a^ : on peut supposer aussi que a^ =-. 7'a^ \
quca^=v(v+iy, a^=:_i_j^5 a^=bv', enfin a^=v
et rzzzi. Chaque fois on déterminera j-^ et r„, par des calcub analogues à ceux où a^ z=:t\
i63. Un rentier a placé une somme x à intérêt composé^ pendant n années^ au taux de r pour i par an. Sur les valeurs de cette somme au hout des années i'*, a", 3', 4'i •••"! ^"*"» ^ a dépensé c, 2C, 3c, 4^1 ••• i ^^' ^'^ demande combien il lui est resté à lafn de la n™* année.
Soient j:^_, et x^ ce qui lui est resté à la fm des années (v — i)"*' et v"*. La somme x^_^ qui lui est restée au bout de la {v — 1)°** année, a été placée pendant la v"' à r pour i d'intérêt*, elle a donc valu, au bout de celte v"* année, (i +r)x^,_,: et comme alors le rentier a dépensé vc sur cette valeur, il s'ensuit qu'à la fin de la v^* année , il lui est resté
Divisant les deux membres par i -}- r et posant a m ,
puis multipliant de part, et d'autre par a"*^*, on aura une équation qui , à cause de x = x, donnera ;
( io5 1 _ ou bien , en prenant la somme de la série entre parenlhcses ,
Substituant la valeur de a et réduisant, il viendra enfin * x„=(i+r)"x-^[(.+r)"+'-(i+n)r-i].
Cette formule donnerait aussi la valeur de x, ainsi que celle de c, les autres quantités étant données; mais on nejsaurait en tirer ni r, ni n , même en s^aidant des logarithmes.
164. Un père ordonne par son testament que ramé de ses n en/ans prendra une somme a sur Vhéritage^ plus la moitié « du reste j le a* une somme isl sur ce qu'aura laissé le i*', plus les deux tiers du reste ; le 3* une somme 3a sur ce qu'aura ^laissé le a*, plus les 3 quarts du reste ; ainsi de suite , jusqu'au n* enfant , qui reçoit une somme na , plus (n — 1 )fois le n** du reste : alors il reste h pour la mère. Quel est P héritage ?
èoit x^ ce qui reste ^ de Thérilage avant que le v"* enfant prenne sa part, et x^,^ ce qui reste après ; on aura évidemment
x^ — va ^ = x^^„ ou x^ = (v+ 0-2^1;+. + ûv-
Prenant succossivdment v z=z 1 ^ 2^ Z^ /{^ ...^ n^ ei substituant successivement x^^ x^^ x,^ x , ..., x^ dans x,, il viendra, k cause de x^^^^ =: ^1
X, =r i.2.3.4.«.n(n+i)6-tfl[i4-t«2'+ï'^'3'+i.a.3.4*+*"+i.2.3...(n — î)n*].
Substituant la valeur de la série (137)1 et réduisant, il vient
X, =z a. 3. 4.5 ... n(n-}" 0(^ + ^) — ^• On peut yarier de sept manières VéDonci du problème do testament : 1** Les parts sont successivement a, aa, 3a, ^a^ ..., mx, plus la moitié,
le tien, le quart, le cinquième, ..., le (n-f~^)™* du reste correspoqdant^
le dernier étant toujours 6 \
a® Les parts sont successivement a, 3a, 5a, 7a, ..., (3/1 — i)a, dimi« nuÀ respectivemfint de la moitié, du quart, du sixième, du huitième, •.. , du a/i ième du reste correspondant, le dernier étant à ;
3^ Les parts successives, sont a, 3a, 5a, 7a, ..., (ait — i)a, diminnés respectivement du unième^ du tiers, du cinquième, du septième, ...^ (an— i}ième du reste correapandant, le denoder étant 5) '
( îo6 ) •
4* Les pArts sont aa, 4^, 6a, 8a, ..., ana-; diminaës respectivemenC de la moitié, du quart, du sixième, du huitième, ..., du anième du reste correspondant , le dernier étant B \
5^ Les parts sont aa, 4^i ^^i ^^i "*i ^'^t diminua respectivement du unième^ du tiers, du cinquième, du septième, ..., (a/t— i)ième du reste correspondant, le dernier étant d;
6° Les parts sont le nombre a diminué successivement de la moitié, ( du quart^ du sixième, ..., du anième du reste correspondant;
7^ Enfin , les parts sont le nombre a diminué successivement du tiers, du cinquième, du septième, ..., du (an+i)™* du reste oorrespondanL
1 65. On distribue à n pauvres une certaine somme d'argent:
on donne au \*^ Sijlorins^ pîus^ le c""* de ce qui reste ,• au a*
aayZ., plus le c"* de ce qui reste ; au 3* 3a^., plus le c*' de
.ce qui reste ^ ainsi de suite : alors il reste hjl. Quelle somme
a-t-on distribuée?
Soit x^ ce qui reste de la somme avant que le v"* pauvre ' reçoive sa part, et ^^ . i ce qui reste après \ il est clair qu^oo aura
x^ — av —
av
Cette équation est résoluble par addition (i49)i ^ donne, toutes réductions faites ,
x. = a(c— .7+[A + ûn(c-i)-a(c-i)'](^)'.
11 est facile de résoudre le même problème ,
1* Lorsque les premières portions des parts des pauvres successifs étant a, 3a, 5a, ..., (a/i — i) a, les secondes portions sont le c** des restes, eu encore i fois le (ac-|-i)°**;
1** Lorsque les premières portions des [^arls étant aa, 4^) 6a, •••, ana, les secondes portions sont le c"*" des restes ;
a" Lorsque les premières portions étant la, 4«, 7<'i •••» (î'» — i)<«i les secondes portions sont 3 fois le (3c -|- 1 )"• des restes \
4° Enfin, lorsque les premières portions étant i .aa, a .Sa, 3.4a,—*, n{n'\-\)a^\cs secondes portions sont le c™* des restes.
i66. Voici encore plusieurs problèmes à résoudre par les équations à indices :
Les nombres à soustraire croissent comme les nombres pairs 'a, 4i ^9 8, etc.^ les nombres dont on soustrait, sont : «3 fois un nombre donné «, 5 fois le i"" reste, 7 fois le a*, g fois- le 3*, ..., (an+i) fois le («— i)**, et le n™" reste vaut b. Trouver le premier nombre z à soustraire.
On ajoute constamment le nombre donné a à un nombre inconnu; a»^ tiers de la somme, aux 3 cinquièmes de la a* somme, aui 5 septième»
dé la 3*, ainsi de suite, et il Tient, après la n"** ope'ration, le n"** rësullat qu^on obtient en ajoutant a au nombre inconnu cherché, aux a quarts de la somme, aux 4 sixièmes de la 3* somme, aux 6 huitièmes de la 3*, ainsi de suite. Quel est ce nombre inconnu ?
Une personne gagne, au bout de cliaque année, la moitié de ses biens pendant cette année, et dépense à la fin a francs. Apjés n années, elle possède autant qu^elle aurait eu au bout de n années, si elle avait dépensé à la fin de charpie année a francs de moins que la moitié de son bien pendant cette année. Combien avait-elle* d^abord?
Quel nombre x fautril retrancher constamment d^un nombre donné a, des 4 demies du premier reste , dés 5 tiers du second , des 6 quarts du troisième, ..., de (n + a) fois le /!"■• du (/i-^i)™* reste, pour que U dernier vaille b ?
Quel nombre x faut-il ajouter au tiers d^un nombre donné a , aux a quarts de la i'* somme, aux 3 cinquièmes de la a*, aux 4 sixièmes de la 3*, aux 5 septièmes de la 4*, ••• , à n fois le (n -|- a)"** de la (n — !)■•• sommé, pour que la dernière vaille ù T [Même problème, lorsque les dénominateurs des fractions successives, sont : m, m-^-iy m-^a, r/i-|-3, ..., m-f-n — 1.3
Une personne dépense, pendant chaque année, a fois ce quVlle a dépensé Tannée immédiatement précédente, et gagne a fois ce qu^elle a' gagné et dépensé cette même année précédente. Combien possédera-t- . elle au bout de la n"^ année f On sait que n^ayant rien au commencement de la première année , elle gagne 6 flor. et dépense c flor. pendant cette année.
Une personne gagne, pendant chaque année, une partie de son bien marquée par le rang de cette année, et dépense à la fin de cette méma asnée, le produit de a fl. par le rang de Vannée suivante. Quels seront les biens de cette personne à Is fin de la ra"* année, sachant qu^elle pot^ té Jait b florins au commencement de la première f
Dans des additions de chp^cunc deux nombres, les nombres à ajouter croissent comme les nomb.es naturels i, a, 3, 4i ^1 "-1 'i i ^^ nombres^ auxquels on ajoute ^nt : a fois un nombre donné a, 3 fois la 1''* somme,. 4 fois la a*, 5 fois la 3% ... , (« -f 1) fois la (n — i)"»*, et k n"* somma vaut b» Quel est le pf emlcr nombre x à ajouter T
On prend successivement le double d^un nombre inconnu et le double de a, les 4 tiecs du résultat et les 4 ^^^ de a, les 6 cinquièmes du second résultat et les 6 cinquièmes de a, ..., an fois le (an — i)"* du (/t — !)•• résultat et ara fois le (ara — 1)°** de a : alors le dernier résultat vaut b. Quel est le nombre inconnw ?
On retranche constamment le nombre a, de la moitié d^un nombre inconnu, plus la moitié de a\ du quart du premier reste, plus le quart de«; du sixième du second reste, plus le sixième de a\ ...; du an™* du (ra— >])'"* reste, plus le ara ième de a : alors il reste b. Quel est ce nom-
bre idconnuf [Même problème, lorsque les d^ominatenri des parUet •uccessives, sont : 3, 5, 7, 9, ••., (afn+i)].
Une marchande , à qui il ne reste plus que b pommes , en a vendu à ^ personnes, de maitiére que chacune a eu A pommes, plus (m — a) fois le quotient de ce qui restait avant de lui donner ce k pommes, divise par la somme de m joint à c fois le rang de cette personne. Combien la marchande avait-elle d^abord de pommes ?
On retranche constamment le nombre a, du (c 4- d)^* d^un nombre inconnu augmeuté de a, du (c-|-a^)™^dtt premier reste aoçmeiité de «, du (c'\'3dy^* du second reste augmenté de a, ..., du (c-\~nd)^* reste augmenté de à, et le dernier reste vaut b. Quel est ce nombre ioconnaf [Même problème,' lorsque les parties successives sont prises d fois cha* cunc3«
Problèmes qui dépendent des combinaisons.
167. Trouver les relations qui existent entre les sommes des puissances semblables de n quantités quelconques a, b, c, d, .. ., k, e/ ^5 sommes des produits differens de ces quantités
multipliées aài,3^3,4^4i ^'^n ^^^^ même quantité né* tant /acteur qu'une fois dans un même produit.
Désignons par S^ la somme des puissances m ièmes des n quantités proposées , et par p^^ la somme des produits dîiFéreoj de ces quanlitcs combinées m à m. Soit d^ailleurs a^ la somme de tous les produits difTérens m à m où a se trouve, b^ la somme de tous les produits m k m qui contiennent /?, et ainsi de suite. Il s''agit d^abord de trouver la somme.
A cet effet , prenons un produit de m fictcurs , par exemple dbe/.,. h : puisque a^ est la somme de tous les pcoduits difTérens de m facteurs où' a se trouve , il sVnsuit que a^ renferme seulement une fois abc/.., A 5 d'où il suit que le produit abef ... /t ne se trouve qu'une fois dans chaame des m quantités a^^ bmf '^m'^fm'» ""^ ^m'^ il est par conséquent contenu seulement une fois dans la somme x qui renferme ces m quantités. On voit par là \|ue diacun des produits difTérens des n quantités a^ b^ c^d^ ««H ^1 combinées m à m, n'est contenu que m fois dans x\ donc la somme p^ de tous ces produits m km n'jr est contenu non plus que m fois : et comme x ne renferme pas d'autres quantités que ces produits m à m, il en résulte j:^r= mp^^ ou bien
Il reste maintenantà détcnniner ^^, 6^, c,„, etc. Or, comme a est la somme de tous les produits où a se trouve , il faut en conclure que a^ vaut a multiplié par la somme ;?„,_, des psoduits des n quantités proposées combinées m — i à m — i, à Texception de la somme ^|„_. de ceux de ces produits m-^— i à m ^- 1 où a se trouve \ on a donc
Posant u = — -3- , Téquation précédente devient , en maltî* pliant $tB deux membres par 1/'^^ ,
Prenant successivement m = a,3,4YSY«*M''>^ ajoutant et réduisant, en observant que a^ = a et que ua^z=. — 1 , on aura^ en transposant — 1 ,
l +«//>. + ">. + "Vj + - + '*'"">m-. = — tt^^m- Multipliant les deux membres par a^ et observant que u zzs — 7 1 on trouvera , réductions faites ,
Ajoutant cette formule avec les résultats quMle fournit en y changeant successivement a en b^ c^ d^ ...^ ki^ ti réduisant diaprés ( 1 ) , il viendra
HhS.A;^,±m/;^=iO...(3)
Il est impossible dé fbfihér un produit de n-f v facteurs avec n quantités n^y entrant qu'aune fois chacune ; donc chacun des produits de plus de n facteurs doit être irgardé comm^ nul ; on doit donc avoir tf^^^=o et p^ =0. Diaprés cela, il est clair que Téquation (2) est encore vraie pour my^n^ il en est /jonc de même de la série (3), pourvu qu^on Farréte au terme affecté de Pf^ , car lorsque m ]> n , on a pj^ z=. o. Faisant donc , dans cette série, successivement m = 3, 3, 4^ ^i 6, ..., it et m^/t^ elle donnera successivement
S4 — /'.Sa + ;i,S,^PjS. + 4;f^ = o
^a—P.^i, + P^^i—P^^. + PK^^ — V5 = o ^--pS + P^%—P%^^ + P^t — Pi^t +^6=0
( no^)
Sm — P.S^-i +f'a^m-^ — Ps^^-J + '" ± Pii^m^n=0' Telles sont les relations qui résolvent le problème proposé*
168. Prenant dans ces formules, les valeurs de S,, S,, S|, S^, etc. et observant que S, ^z^^, on aura successivemenl
S4 = pî — 4^>. + ip^Pi + VÎ— 4/^4 ' S,=:p', — 5p]p, + 5p]py + Sp,p\— 5p.Pf^— ^pj>^ + ip,
ctc
Ces valeurs feront donc trouver les sommes des puissances semblables de n quantités quelconques , dès que Pou conn^tn les sonunes des produits difTérens de ces quantités combinée lài, aàa, 3à3, 4^4^ ^^^*
169. Les relations trouvées plus haut, donnent encore, en j prenant successivement les valeurs de ^.1 ^,1 p^^ p^^ etc.,
6/7, = SÎ-3S.S, + aS, ii4;7^ = SÎ.-6S:S. + 8S.S, + 3S:-6S4 inopj^ = S\~ loSjS, -I- aoStSj + iSS.S;— aoS.S,
içtC
Ces formules résolvent le problème où, étant domfkécs lei sommes des puissances semblables de n quantités inconnues, on demande les sommes des produits difTérens de ces quantités, combinées iài,!2àa, 3à3, 4^4^ ^^^*
170. Le problème proposé plus haut (167) a été résolu par M. Gebgomkk^ dans le tome III des Annales de Mathématiques. ^ La solution que Ton vient de lire, est analogue à la sienne-, mais paraît plus simple et plus directe. M. Bbet, dans le tome IV des mêmes Annales, s^cst aussi occupé du même problème^ et il en déduit la formule du binôme , par un procédé très-sim' pie , que nous allons modifier comme il suit :
Supposons que les n quantités proposées â, 6, c, d^ ..., A, soient égales entre elles et à ^ ^ Pcquation (3) prendra alors la Ibrme
III
d^où , en y changeant m en m ^- 1 ^ on- aura
Ajoutant cette équation multipliée par â , à la précédente^ et réduisant, on obtiendra
ou
Pm =
^Pm^
Prenant successivement m=:2, 3, 4i ^i •••i ^^ multipliant entre elles les équations résultantes, supprimant les facteurs communs aux deux membres, et observant que p^=zna^ on aura
Le coefficient de a"*^ dans cette valeur, désigne évidemment le nombre de tous les produits dififérens de n quantités combinées m h m. Substituant les valeurs de ;?,, ^,, p^^ ..., p^^ tirées de celte formule , dans le produit de n facteurs binômes égaux à JT -|- a, lequel est, comme on sait, ^
{x + ay = x^ + p.ax"" H- p^a^j^-* + ...
+ Pm^ ^ +•••+« 1
il en résultera la formule connue du binôme. ' s
171. A Taide des relations du n° 16g, on résout aisément loi deux systèmes dY^uaiions que voici :
p.(u*+x*+y'+z*)=z:a uxyz(u + x + y + z) = a p (u'4-x'4-yî+z3)==b uVyV(u•+x•+y•^-z•) = b p^ (u^+x^+y^+ z4) =: c u^VV (u' + x'+/+ z')= e p. (u^+ x^+ /+ z') = d u^xVV (u*+ X* H- y4+ z<) = d. p^ désignant u-\-x -\-j- + ^, dans le premier système. Considérons seiilement le premier système et posons
u + x + y + zrzp, ux -f uy + uz + xy -t- xz -1- yz^ p, uxy + uxz + uyz -1- xyz = p'j uxyz = p^.
il e$t dair, diaprés la composition des équations, que ti, x^jr\ s^ sont les racipes de Féquation :
IIS
^^ — Pi(p^+py--Pi9+P^^o, ... (i); ^ et les quatre équations p.'Dposéet devleonent
p,S^z=za^ p,S^=zh^ ;?,S^=c, pfi^=id.
Substituant les valeurs de S,, S,, S«^ S^, tirées de ces équations, dans les relations du n" 169, et observant qac^^^zo^ on aura quatre équations qui feront connaître p^^ p^^ p^^ p^. Substituant les valeurs résultantes dans Péquation ( 1 ) , les racines de cette équation seront les valeurs de u , x, jr^ ^.
171. Connaissant les sommes des puissances semblables de n nombres' quelconques ^ trouver la somme ç des puissances vT** de toutes les sommes partielles qu^on obtient en ajoutant ces n nohtbres m à m, un même nombre n'entrant qu une fois dans une même somme partielle^ et la puissance u*^* d*une même somme partielle n'entrant qu'une /ois non plus dans f .
Il me semblait, en me donnant ce problème, quW devait aisément en trouver la solution diaprés la théorie des combinaisons et les relations du n** 167. Mais tous mes efforts n^oot abouti qu'à le résoudre poiu- ii = i, iirza et 11 = 3.
Soient S,, S,, S3, S^, etc., les sommes des puissances i'*, a% 3*, 4*1 ^^^' ^^^ ^ non^bres proposés \ soit A le nombre de tontes les sommes partielles différentes de ra — 1 nombres pns m — i à m — i , B celui des sommes partielles de n — 3 nombres pris m — aàm — 2, etC celui des sommes partielles de n — 3 noipbres ajoutes m — 3 à m — 3 ; d'après la théorie des combinaisons, on aura
Cela posé , lorsque m = 1 , il est clair qifun même nombre a est ajouté à chacune des sommes partielles qu'on obtient en prenant m — là m — 1 les n — 1 autres nombres. Or, le nombre de ces dernières sommes partielles est A ^ donc ^ renferme A fois a : et conune ce qu'on vient de dire de a^ se dira de chacun des n nombres proposés , il s'ensuit que ç contient A fois la somme S, de tous ces nombres. On a par conséquent
f=i:AS,.
( ii3 )
Quand n = a , ^ exprime la somme des carres des sommes de n nombres simples ajoutés mkm'^ ^ ne peut donc renfermer que des termes tels que a' et ab. Or, dans toutes les sommes partielles m à m , un même nombre a est ajouté à chacune de A sommes des n — i autres nombres pris m — i à m — i . Et comme a* ne se trouve qu^une fois dans chacun des carrés des A sommes où a se trouve , il âVusuît que ç contient A fois a*. De même, ^ contient A fois b*^ A fois c*, etc.^ de sorte que ç renferme AS,.
D^un autre côté, dans les sommes partielles m à m, la somme a -{- ^ de deux nombres a et b^ est ajoutée à chacune des B sommes partielles des n — a autres nombres pris m — 2 à m— a; le carré de a ^f- /> , et par conséquent 2ab , se trouve donc pris B fois dans la somme ç des carrés des sommes partielles m km: et comme il en est de même du double de chacun des /?, produits dilTérens des n nombres proposés multipliés a à a, il en résulte que ç est encore composé de B fois a/?,. On- a donc en&a
Mais ap, == ïS* — S, et A zz B : U vient donc
Prenons maintenant ii= 3 ^ alors ç sera la somme des cubes de chacune des sommes partielles obtenues en ajoutant m à m les n nombres proposés. Ainsi ^ ne peut contenir que des termes tels que a , a^b et abc. Or, comme dans les sommes partielles m h m^ un nombre a est ajouté à chacune des A sommes partielles des n — 1 autres nombres pris m — 1 à m — 1, il s^ensuit que a entre dans A sommes mkm^ et que par suite a entre A fois dans ^ : et comme il en est. de même des cubes de chacun des n nombres proposés^ il s'*ensuit que ç contient AS^.
D^un autre côté , 3a* est multiplié par chacun des A sommes partielles qn^on obtient en ajoutant m-^i àm — 1 lesn — i antres nombres : et comme dans ces A sommes , le nombre b est ajouté avec chacune des B sommes partielles des n — a autres nombres pris m— aàm^— a^ il s^enswt que b entre dans B des sommes partielles m *— 1 à m — i qui multiplient 3a'; donc Za*b entre B fois dans ^. Ce que Ton rient de dire pour 5, se dirait pour chacun des n — i nombres différekis de a^ dimc^
( ii4 )
dans f , 3Bâ* est mnltiplié par la somme des n nombres proposés, excepté tf, c'est-à-dire par S^ — a. De sorte que ç renferme 3ha* (S, — a) ou SBa'S, — 3B^. Mais ce qup Ton vient de dire pour a^ se dira pour chacun des n nombres proposés ^ donc f contient 3BS,S, ^ — SBSj.
Enfin dans les sommes partielles m à m, a -f- 6 est ajouté k chacune des B sonmies partielles des n — a autres nombres pris m^--^ km — 2^^ ainsi dans ^^ 3 (a -f- by est multiplie par diacune des B sommes m — a à m-— a. Or, dans ces B sommes, le nombre c est ajouté avec chacune des C sommes partielles qu'on trouve en prenant m — 3àm — 31esn — 3 autres nombres ; il en résulte donc que ç contient C fois 3 (a -|- />)"c, et par conséquent C fois 6a 5c. £t comme il en sera de même de 6 fois chacun ies p^ produits dififérens des n nombres proposés multipliés 3 à 3, il s'ensuit que SÇpj se trouve dans ç.
On voit donc que ç renferme les trois quantités AS,, 3BS^S, •— 3BS3 et 6Cpy Par conséquent
Ç) 1= AS3 + 3BS,S, — 3BS3 + 6Cpy
Maïs B — ^—^C et 6/73 = 8? — 35,8,4.283(169): donc
On entrevoit bien ce qu'il faudrait faire pour m = 4 î ™aij alors les raisonnemens paraissent devoir être si longs, que noos n'entreprendrons pas de les développer.
273. La valeur qu'on vient de trouver pour ^ est en déhni dès que m = 2 ; mais il est aisé de s'assurer qu^alors
Lorsque les n nombres proposés sont les n premiers nombres •entiers, les valeurs de ^, pour m = 1, 2 et 3, deviennent respectivement
274* ^* combien de manières peut'-on faire n parts ^ a^ec m choses^ toutes différentes les unes des autres^ avec la faculté défaire des parts aussi inégales qu'on voudra / mais
SOUS la condition éCddmettte au moins une those dans chaque part^ et d'empîqjrer la totalité des choses dans chaque système de répartition ?
Voici de ce problème très>remarqaable ^ une solution analogue à celle qu^on trouve dans le tome XI de Annales de Mathématiques ; mais qui est beaucoup moins longue :
Considérons d^abord conmie systèmes difîcrens de répartitions, ceux-là même où les mêmes parts sont disposées dans un autre ordre. Soity(n, m) le nombre total de manières de faire n parts avec m choses. Il est clair que si Ton forme d^abord la première part de h choses ^ on pourra chobir celte part d^un nombre de manières représenté par
m{tn — i)(m — a)"«(m — A:-|-i) A "^ i • a • 3 ••• k
il restera à faire n — i parts avec les m — k choses restantes; et le nombre de manières difTércntcs de choisir ces n— i parts sera f(n — 1 , m — A). Or, puisque pour une paît de k choses , le nombre de manières différentes de former n — t parts des m — k choses'restantes €si/(n — i , m — ^ Ar), il sVnsuit que pour les c. parts de k choses, ce nombre de manières dlfierentcs sera
c^/(n-ri>m — A).
Prenant successivement Arz i, a, 3, 4t •••» w»— a, wi— i,' on aura successivement les nombres de manières différentes de faire n parts avec m choses, lorsque la première part est formée de 1, ^1 3, 4i •^^^^m — 2, m — 1 de ces choses \ la somme de tous ces nombres de manières difTércntcs sera par conséquent le nombre /(n, m) de toutes ks rq)artition9 possibles de m choses en n parts ; ainsi on aura
/•/ > _ J mr(«— I , nt-i ) + c^(/t— 1 , m— a) + e^/in-^i , m— 3)
LorsquMl^ a deux parts, ou que n = i, chaque fonction du second membre de (A), exprime qu^il faut former une part avec un certain nombre de cl^oses ; ce qui n^est possible que d^une seule manière, en prenant toutes ces choses ^ ainsi chaque fonction du second membre vaut 1, et il 'vient
Or, diaprés la formule du binôme , cette valeur se rédut k
/(a,iji) = (i + i)"-^a, ouà/(3,m) = a"»--a.
S^il y a 3 parts, ou si n = 3, la formule quW vient de trouver donnera les valeurs des fonctions dans le second membre de (A) \ substituant ces valeurs et réunissant les termes positifs, ainsi que les termes négatif, on aura
réduisant cette formule^ diaprés celle du binôme, il viendra
/(3,m) = (2 + ir— 2'"— i — 2[(i + ir— a], cm
Supposons qu^il y ait 4' parts , ou que n = 4 ) ^^ valeur que nous venons d^obtenir, fera cpnnaître ^celles des fonctions, dans le second membre de (A) \ substituant ces valeurs et réunissant les multiplicateurs de — 3 et + 3, il viendra
d^où Ton tire, en réduisant, d'^après la formule du binôme,
Continuant cette manière d^opércr, on vciTa que pour 5 parts, la formule précédente et la formule (A) donnent
/(5,m)=z:5'^— 5.4'^+io.3''»— io.2"»4-5.
Pour 6 parts on trouvera
En général , on voit que le nombre total de manières différentes de choisir n parts avec m clioses, esty(n, m) ou
„"._„(„^\y»+îi(2=L) („_,)"._ "("-');;-') („_3r
Dans -cette formule, on regarde comme systèmes difierens de répartitions , ceux où les parts ne sont simplement que transposées. Mais le problème, au contraire, n^admet comme systèmes différens, que ceux qui ne sont pas en totalité coinposiés des
mêmes parts.. Dans ce cas, on observe que, pour n par^, un seul système pris au hasard, peut, par la simple permutation des parts dont il est formé, en fournir un nombre
lesquelles ne doivent plus compter que pour nne part unique ; d'oii il suit que le nombre de sjsltèmcs de répartitions réellement différens, s^obtient en divisant la valeur précédente dey*(rt, m) par i.2.3.4***n; ce qui résout le problème proposé.
2^5. Il est essentiel de remarquer que, comme il est impos^ sible de faire n parts eiTectives avec un nombre de choses inféri'eur à n ; et que comme, d^un autre coté, les diverses manières de faire n parts avec n choses, ne sont que les diverses manières de permuter ces choses entre elles; il sVnsuit, i**^que pour toutes les valeurs de m moindres que n, la formule (B) eit nulle ; o!* que quand m = n , la formule (6) ^e réduit à
Ces deux tliéorèmes servent à résoudre n équations du i*' degré , de même forme que celles que nous avons considérées au n° 3o.
376. Soit p un nombre premier et n un nombre entier queU conque^ non divible par pi je dû que le nombre n^* — 1 % sera divisible par p.
En cITet, soit x un nombre entier quelconque, on aura
Or, je dis que tous les termes du second membre ont leurs coefficiens divisibles par p, excepté le premier et le dernier. Car prenons lé coefficient du terme général en x"; il est néceâ^ saii:ement entier : et comme p est premier et que n-^;?, il s^easuit que le facteur p du numérateur, ne peut détruire aucun des facteurs du dénominateur; ceux-ci sont donc détnuts par les* facteurs ;? — 1, p — a, ..., p — n -»]- 1 ; et par conséquent p restera facteur du quotient. On voit donc que(i4'^y— 1— ^J^ est divisible par p, quel que soit Tentier x.
Posons maintenant i-]-x=:7t; on aura alors nF — (n — 1)^ — t
gui devra être divisible par p. Soit q„\e quotient; il viendra
Prenant successivement n= i^ i^ 3^, 4^ •••i ^i ajontant et faisant, pour abréger, A: = 9^r|-9,+93+'"- + ^/ii on trouvera nP — nzzzkp^ ou n(n^* — i)z=ihp.
On voit que p divise le produit n (nF^^ — i) ; et puisque p est supposé premier avec n , il faut que p divise l^autre facteur 7ï/^* — 1 . Ce qu'ail fallait démontrer.
277. »y/p est un nombre premier^ le produit 1 . a . 3 . . . (p— 1 ), . augmenté de Vunité^ sera divisible par-p; et réciproquement^ tout nombre qui satisfera à cette condition , sera premier.
En effet, on a vu (2^5) que quand m = n, |a formule (B) se réduit à i.a.3...n=:n'» — (n— î)'* + c,(n — a)**— Cj(n— 3)*
Soit n=p — 1, ovLp'=.n'\- \\ n sera un nombre pair,- et il est clair que p ne divise ni n , ni les nombres au-dessous de n \ p doit donc diviser n^'— 1 (276). Soit q^ le quotient \ on aura
nA^» — 1 = pq^ ; d'où nf^' = i +pqn.
Prenant successivement n=i,2,3,4i"*i'<i remplaçant Texposant p — 1 par sa valeur n ; puis substituant dans la formule (i) et désignant par k Pensemble des multiplicateurs de^, il viendra
p — i) = A:yE>+ 1 — n + c, — c^-^ '±,c^^n
Ce qui suit Ar/?, dans le second membre, vaut (1 — 1)'* — i ou — 1 ^ on a donc i.2.3...(/? — \)-=.hp — i; d'où
i.2.3...(/; — i)-\' \-=zhp»
Ce qui démontre le théorème proposé.
Réciproquement^ il n^ a qu'un nombre premier p qui puisse diviser i.2.3...(/9 — i)+i- Car si p était composé de deux facteurs inégaux, ils seraient compris tous Içs deux dans la suite 1,2,3,..., P""* ^ ^' P2^r conséquent le produit 1 . 2 • 3 . . . (p-— 1 ) serait divisible par p^ eipne diviserait pas ce produit augmenté de 1 : si /? était le produit de deux facteurs égaux à a, on aurait a <î(/?— 1); donc la suite 1, 2, 3, ... (p— 1), renfermerait a et 2a , et le produit serait encore divisible par a* ou par p.
( "9 ) Donc enfin, la quantité i .a. 3 ... (jp — 1)+ i n^eft divis3>le par p que quand p est premier.
11 résulte de là que pour s^assurer si un nombre p est premier, il sufGra de voir si le produit des nombres naturels au-dessous de /7, plus Tunité , donne ime somme divisible par p. Mais quand';? a une valeur un peu élevée, ce -produit devient si grand , que ce moyen de vérification est réellement impratica* ble , et bien moins prompt que ]^essai par la division , même malgré les abréviations dont il est susceptible.
^78. Tout nombre de la forme ( 1 -f- jLay ' *^-— 1 est tou" jours divisible par a'*"**'.
On peut voir la démonstratidn de ceUe proposition , dans le tome IX ^es Annales de Mathématiques. On trouve aussi, dans la théorie des nombres de M. Legendre, plusieurs beaux théorèmes sur les nombres, dont nous citerons ceux que voici :
Un nombre quelconque est toujours un carré, on la somme de deux carrés, ou celle de trois, ou enfin celle de quatre au plus.
Tout nombre premier de la forme 4'>-{'i ^t la somme de deux carrés.
Tout nombre premier de la forme 8/t-f-3 est la sonmie de trois carrés, dont deux sont égaux.
Tout nombre impair, non comprb dans 8/1-}- 7, est la somme dte trois carrés.
Tout nombre double dW>impair est la somme de trois carr^, au plus.
Tout nombre est ou triangulaire, ou composé de deux ou trois nombres triangulaires.
Elimination entre deux équations de degrés quelconques, à deux inconnues.
Soient les deux équations, ordonnées par rapport â x
a^ ^ pa^' + qaT-^ -\ [-f = a,
dans lesquelles les coefllcicns p^.q^ r, ..., t^p\ q\ r', ..,, f', sont fonctions de la seconde inconnue jr et de. nombres donnés.
Supposons qpe jr ayant une valeur convenable , les deux équations précédentes soient satisfaites par xziz §i\ alors elles seront divisibles par x — «, et on aura
( ItO )
af' + pix^^^ |-£'==(x— «)(jc«-« + a'*«-»H \'hl), ] vO
a^ b^ c^ ..., A, a\ b'^ d^ ..., h\ sont des indéterminées^ aa nombre de m *— « i dans la première identité et de it •— i dans la seconde. Eliminant x — «, il viendra
Effectuant les multiplications, transposant et réunissant les multiplicateurs d'aune même puissance de x^ on aura une identité V=:o, du m+n — aième degré en x, composée par conséquent de TO + 71 — I termes et ayant tti + n — i coeffidens fonctions de /?, 7, r, ..., f, p', 9', H, ...,£', et des indéterminées a^ b^ c^ ..., hy a\ b\ c', •••, ^'1 ^^^^ ^^ nombre est ' 7n + n — 2.
Cela posé*, puisque les identités n^ont pas été détruites, les valeurs de ;r dans la dernière Y = o , sont les mêmes que dans les proposées (1). Mais dans les identités (1), a: peut avoir telle valeur qu^on voudra^ donc, dans V = o, x peut aussi avoir telle valeur qu'ion voudra \ ce qui exige que tous les cocfBciens de X, dans y==o, soient nuls séparément. Ainsi, en les égalant chacun à zéro < on aura m + /i — 1 équations , évidemment du premier degré entre les indéterminées introduites : le nombre de celles-ci est m -f- n — 2 ; il ne faudra donc que m'\' n^-^2 équations pour les déterminer toutes ; conscquemment, il y aura une équation qui ne sera pas employée, et dans laquelle substituant, pour les indétenninées qui s^y trouvent, leurs valeurs obtenues en fonctions des coefBcicns des équations proposées, on aura une équation ne contenant que j^ et des nombres donnés; ce sera donc Féquation finale cherchée.
Quant aux valeurs de x, elles seront données par x — «ir=ro, lorsqu^on aura déterminé x — a. Or, en divisant le premier membre de la première identité (1), par le multiplicateur de X — «, dans cçtte identité, le quotient x + /? — a est la valeur de X — «; de sorte que les valeurs de x seront données par x+p — tf = o, et seront
x^a^-'P : Elles seraient aussi a: == a' — p'.
a8o. Si ces équations fournissent x = ^, cela annoncera que plusieurs des valeurs de x répondent à la valeur de^ qu^on aura
employée , et ces valeurs seront données par un commun diviseur d^un degré supérieur an premier, lequel se trouvera par la méthode connue , après avoir substitué la valeur de j* dans les équations proposées.
281. Lorsque j^= /S donne x=|, les deux termes de x ont le facteur commun jr — /8. Si donc on avait supprimé d^abord ce facteur commun, dans la vue de simplifier Pexprcssfon générale de x, la valeur j^= /S n'*aurait pas donné x z=f , et rien' n^aurait indiqué que plusieurs valeurs de x répondent \iy=zfi. On serait alors parvenu à une valeur de x qui , avec y=. fi^ n^aurait pas satisfait aux équations proposées , comme cela doit arrivcf ; car puisque plusieurs valeurs de x répondent à j"=/8, il n^ a pas de raison pour que Texpression simplifiée de x^ donne Pune de ces valeurs plutôt que les autres ; elle doit donc les donner toutes ; ce qui est impossible , puisque celte expression est du premier, degré en x. On voit par là que si les deux 'termes de V expression générale de x ont un facteur commun fonction de y, on doit ne pas supprimer ce-facteur commun.
282. La méthode d^élimination que nous venons de faire connaître , est due à Euler : si on TappUque aux équations
ar^ + Z^x'+^x + rzzo et j:'-|-^'x+ç*=z:o ...(a)
on aura d^abord les deux identités
3^ -J- P^ -^qx + rznÇx — «) (x* + ^^^ + *)i
a^ + tPx + ci^z=i{x — «)(x + flOî
d^où éliminant x — « et passant les termes dans le 1*' membre, il viendra , en ordonnant par rapport à x^
{p + û' — p^ — a) x' + {pa! -f- <7 — ^P^ — (f) ^*+ {qa' + r — 9'a — p'6) x + (ra' — q^V) = o.
Si donc on pose, pour abréger, p-^p^zzie et f — -f'sie'iX on aura les équations
a^^cSzne
p^a — pa^ + fr = c' if a — qJ^p^h-zur ffh — ra' = o.
Prenant la valeur de a dans la première^ et substituant dans les deux équations suivantes , puis la valeur de h dans la première équation résultante, et substituant dans la seconde, ainsi
que dans (fh — ra!z=io^ rëliminadon de a! entre lei deux /□Louvelles équations , donnera Péquation finale
qui revient à
(e^ — rpf) (e'—ep') + (r— eqj = o ... (3).
Substituant les valeurs de a et a' dans xz=a-^p Hxzizaf — /?', on trouvera
L^équation (3) faisant connaître les valeurs de jr^ Tune des formules (4) déterminera les valeurs correspondantes de x.
a83. Par exemple , prenons les deux équations
X — Zax* + 2a*x — 6ajr^ z=z o X* — naj- =1 o.
Ces équations se résolvent aisément par substitution ; maà sî on les compare aux équations (2), on verra que
pz=: — 3a, qznia^ r = — 6ay, p' = o^ 9'=— mj-, e = — 3a et c'^: aa^+a^T-,
Substituant ces valeurs dans Péquation (3) et dans la première formule (4)i on trouvera, en décomposant en facteurs,
4«>('»+r)'(9J-»«) = o et x = ^g^.
La première de ces équations donne
^r=:gû, j- = — a et j' = o\ la seconde devient alors
xzr^a, xz=| et x = j.
Puisque ^ = — a donne xzn J, il y a plusieurs valeurs de X qui répondent à la valeur — a de jr (280). Faisant donc j* iz: — a dans les équations proposées, puis cherchant le plus grand commun diviseur entre les polynômes résultans x — 3flx*+2a*x — 6a et x*-f-2fl', on verra que ce plus grand commun diviseur est x' + 2a', et qu^ainsi les deux équations proposées sont satisfaites par j^iz: — a et x'+2a' = o, c'est-àdire par les deux couples de valeurs ^=z — a^ ^"zzay — a el j" = — fl, xzz. — a y — 2. Si on avait supprime le facteur
a -^jr ooipmun aax deux termes de x , rien o^aurait indiqué Texistence de ces deiux couples de valeurs.
La valeur j'zzo donnant aussi j:=| , il semblerait que plusieurs valeurs de x correspondent à la valeur o àejr\ mais cela n^est pas , car après avoir fait ^ == o dans les deux équations proposées, on trouve que le plus grand commun diviseur entre les deux polynômes résultans est x, et que par conséquent j*=o ne donne que la seule valeur ar= o.
Cela vient de ce qu^au fond x n'est pas f , lorsque ^=r o ; car si Ton substituait les valeurs de e, e', p\ q\ r dans la a™*
formule r4) i elle deviendrait x =: -~;^ ~ , formule qui se
réduit à j: = o, quand jr:=.o.
Si Ton avait supprimé les facteurs communs, on aurait en ou X znZjr OM X '=i\a pour toutes les valeurs de^; ce qui est absiurde , comme on vient de le voir , et comme on Ta. d'ailleurs démontré (381).
264* Considérons actuellement les deux équations générales du second degré
j:*+fix + 9 = o et x*+p'x + 9'i=:o, ... (5)
Pour avoir les formules qui résolvent ces équations , il suffit de faire r= o dans les équations (3) et (4) : on trouvera alors
«'' + c(p</'— W') = «>i ^ = — 7 et xzz^^;^... (6)
La première de ces formules est PéqualîcAi finale en jr ; elle
, fera donc connaître les valeurs de cette inconnue ; et chacune
des 2 autres équations donnera les valeurs correspondantes de x.
a85. Par exemple, qu'on ait les deux équations
Dans ce cas, p=: — 4-^^(27-— 3), qz=: — ^x,p^ = —
(V-3), <f-^Sr, e = 4.'(2r-3)(a-j) et 6' = ^
(4 — y*)' Substituant ces valeurs dans les deux premières formules (6), on trouvera aisément
^(«-ry(^+3) = o et x = -^5=^^>.
La première de ces équaiàco» donne
la seconde fournit, en rendant rationnels les dénominateurs,
x = o,x=:j,x~ — 3etx== — 3,
On voit qu^'l y a plusieurs valeurs de x qui répondent a j^=: 2.. Or, cette valeur a dc^ réduisant chacune des équations proposées à x^-f"-^ — i2=:o, (d^où xzzzi et x=z — 3), il y* a deux valeurs de x qui correspondent à^ = a.
Les deux équations proppsées pourraient aussi se résoudre par substitution (6o).
Prenons encore les deux équations du troisième degré
j:' + ^j:'+9x + r=o et x' + A^'-^* + <?'^ + '^ =®- Si on applique la méthode d^Euler, et que pour abréger, on
fasse toujours p — 7?' = e , q — q'^ie^ et t'^^r' =c'', on aura
d^abord les cinq équations
a — flj = e
p'a—'pa'+b — bfzne' q'a — qa' + p'b — pb' == c" r'a — ra' -\- q'b '■^ qVzno i'[b <— rb* =: o.
Prenant les valeurs de af et V dans la première et la dernière de ces équations , puis substituant dans les trois autres *, substituant aussi dans la troisième des équations résultantes, les valeurs de a et & tirées des deux autres , et réduisant , il viendra , pour déterminer^, Féquation
Quant aux valeurs de x, on les aura par la formule
^— eleff — e {rpf -^ prf) '" ^^J'
Lorsqu^on fait r'rz o dans les formules (7) et (8), on retrouve la formule (3) et la seconde formule (4)«
287. Pour appliquer les formules (7) et (8), soient les deux équations
X 2J'X* -^ /^X '\' Sj' ziz o
x^ + Tjrx^'-^jrx — 7j* =: o. '
n est clair quMcî p = — aj-, ^ = — 4i '' = 8^1 p' = V»
+ 8j-, e'—ep=jr — i — 6j'\e"—eq = ijr*—8jr^ f^r-pr* =z \6jr* — 47* 1 9'^* — qr'zzi — 16;^*. Substituant ces valeurs dans (7), et réduisant, on trouvera
i6r*(4/— 33/4-68/ +»7r»-7ar+ 16) = 0.
Les mêmes valeurs substituées dans (8) fournissent
ifyî — 2r4 — Î2j'
L^équation finale en jr étant résolue , donnera
^ = 0, j- = o, ^=1,^ = — 1, ^ = J et^ = 4;
les valeurs correspondantes de x seront :
2, XZZ2, X
4 et
Il n^y a pas plusieurs valeurs de x qui répondent à chacune des valeurs o de^; car lorsque ^ nz o , le plus grand commun diviseur des premiers membres des équations proposées est x, et par conséquent on a seulement j: =z o, quand jrzizo. A Pégard de ^r = 4 1 comme alors le plus grand commun diviseur est x' — 4 1 il y a deux valeurs de x qui répondent à la valeur 4 de jr. De sorte que les équations proposées admettent les 7 solutions que voici :
En résolvant les équations proposées par substitution , Péquation finale en x serait du septième degré. Mais on parvient à résoudre trcs-facilement les mêmes équations , en dierchant à les décomposer en facteurs \ car on trouve sans peine qu^elles se réduisent à celles-ci :
{x—2jr)(x* 4) = «> et (x*—y)(x+2jr)z=:0.
Si donc on combine chacun des facteurs de la 1'', égalés à xéro, avec chacun des facteurs de la seconde, égalés aussi à séro, on retrouvera les sept solutions précédentes»
288. De tout ce qui précède , il est aisé de conclure que les méthodes particulières d'^élimination peuvent remporter en simplicité sur les méthodes générales. Aussi ne doit-on employer ces dernières, que quand les équatiçns à résoudre nVffirent point
de simplifications dont on puisse profiter; ee que lliabitnde du calcul , éclairée par les nombreux exemples que noiis avons considérés , ' peut seule faire connaître. Il convient d^autant mieux de s^exercer à ces procédés particuliers , que la méthode TEuIer^ d^ailleurs quelquefois plus simple que celle du plus grand commun diviseur, exige déjà , pour les équations complètes du troisième degré, des calculs fort longs; et pour les degrés plus élevés , ces calculs deviennent impraticables.
Problèmes résolubles par dés séries dont les sommes
dépendent des progressions.
aSg. On forme une série avec les nombres entiers^ depuis 1 jusqu'au plus grand de m chiffres^ en écrivant chaque nom" bre autant de fois de fuite quil renferme d'unités. On de' mande la valeur de tous les nombres que donnent les termes de cette série^ en ajoutant dans chacun^ les chiffres considérés comme exprimant des unités simples (*).
Pour bien comprendre la solution de ce problème, considérons d^abord les nombres de trois chiffres, et soient a^ ^, c, les chiffres de Fun quelconque de ces nombres, lequel vaut par conséquent looa+iob + c.
Gomme ce nombre est écrit autant de fois qu'il a d'unité» pour former un terme de la série proposée , la somme des chiffres de ce terme sera a-\- b'\'C pris autant de fois que le nombre est éciit ; cette somme sera doue
( 1 ooa + 1 oi + c) (<2 + i + c), ou bien 1 ooa' -f- 1 1 oab -f- i o^' + i o i^c + 1 1 Ac + c*.
(*} Voici un problème qui a de Fanalogie a\ec celui qu^on vient de lire, mais qui est fort loin de pouvoir se résoudre de la même manière :
On forme une série avec les nombres entiers, depuis i jusqu^au plus grand de m chiffres , en écrivant chaque nombre à la suite de tons les inférieurs , place's les uns à la droite des autres. On demande la somme des nomftn-es fournis par les termes de cette se'ric , en ajoutant dans chacun , les chiâires considérés comme exprimant des unités simples.
J^ai vainement cherché la solution générale de ce problème ; et je ne le rapporte ici que parce qu'il effre de Tintérét et que probablement beaucoup de lecteurs sauront éluder ou vaincre les diflicultcs qui m'ont arrêté.
C 1*7 ) Or, li dans cette expression , Ton prend successivement c = o, 1,3, 3, 4i ••* 1 9 ^^ <pi^on ajoute entre eux les lo résultats \ que dans la somme on donne à b les valeurs successives o, i, a, 3, ..., 9, et qu^on réunisse les lo résultats entre eux ; qu^eafin, dans la dernière, somme, on prenne successivement a= i, a , 3, 4i ••• 1 9i et qu^on fasse la sonmie des 9 résultats, il est visible que cette somme sera la valeur t^ de toutes les sonunes obtenues en additionnant les chiffres, comme exprimant des mutés simples, dans chacun des termes de la série, qui sont donnés par tous les nombres depuis 100 jusqu^à 999 inclusive* ment. Si donc on pose , pour abréger
ft=:i*+2»+3'+... + 9'= 15.19,
on trouvera, en opérant comme il vient d^étre dit,
t^ zz 1 0990^ + 2209^'.
Les calculs précédens donneront successivement les valeurs
^,1 'si '31 '41 '51 ^61 ^t^* 1 ^e toutes les sommes fournies par les tf^es de la série proposée ^i sont donnés par tous les nombres de i,-2, 3, 4i 5, 6, etc. chifires : on obtiendra
t^ = io9A:*f' 11^'
'5 = »o9999o<>o* + ^i^o'jooh^
f ^ := 1 o99999ooooAi -f- 55 1 1 1 06000A* ,
etc
La loi des premiers termes de ces expressions est facile à saisir ; mais il n^en est pas de même de celle des derniers : heureusement , les valeurs précédentes en fournissent d^autres , qui conduisent aisément à la solution cherchée. En effet, soient x,, x,, X3, x^, X5, Xg, etc., les sommes des nombres fournis par les* termes de la série, depuis le premier 1 jusqu^à celui donné par le plus grand nombre de 1, 2, 3, 4 1 ^1 6, etc. chifires \ diaprés les valeurs précédentc^i, il est dair qu^on aura
X^ = 110^+ iiA* - ''
X3 = 1 1 \ook -ï|- aiao^*
JT^ = 1 1 1 loooA: + 3333ooi"
X5 1= mil ooooA + 44444^^^^*
x^zzL 1 1 1 1 1 loooooA: + 555555ooooft*
etc
Xa loi de ces valeurs est évidente ; et si Ton désigne par i (m) fois le nombre composé de m chifires 1, on aura, diaprés rinduction,
x^=i {m)fois X io'^*Ar+(m— i)X 1 (m)/ow X 1 o'"—A*,
Mais i(m)fois=:i+io+io'H l-io/"-'=^(io'"— 1).
Substituant cette valeur, ainsi que celles de ^ et X: , on tnmvera , réductions faites,
2^90. Les nombres étant écrits avec u chiffres désignés ^ on demande^ 1" Ze nombre p^ de tous les nombres de m de ces u chiffres ; a** la somme x^ de tous les nombres de m chijp*es; 3" la somme y,^ de tous les nombres^ depi^is le plus petit de 1 chiffre jusqu au plus grand de m chiffres.
1^ Si à la droite de chacun des p^ nombres de v chifires, on écrit successivement chacun des u chiffres, on aura up^ nombres de v-\- 1 chiffres ; et ce sera tous ceux que Ton peut former avec les u cliiffres donnes \ car chaque nouveau nombre de 2/ -]- i chiffres , que Ton Voudrait écrire avec les u chiffres proposés , serait nécessairement un nombre de v chiffres, suivi de Tun des u chiffres ; il serait par conséquent Tun des nombres Aev^x chiffres, déjà formés. Ainsi on a, pour le nombre ^^+1 ^® *•****• les nombres de v + 1 chiffres ,
Prenant successivement f^^m, 2, 3*, 4i •••1 ^ — 1« puis mnltipliant entre elles les m — 1 équations résultantes, on aura, réductions faites , „ „ .jn-\
Pm — r>"
2* La sonmie de tous les nombres de v chifires étànl- dMgnée par x^ , soit A un de ces nombres de v chiftres : en écrivant à
la droite de h le chiiTre 1 ^ par exemple , le nombre de v--^ i chifires qui en proviendra, vaudra loft + 2. De sorte que si à la droite de chacun des Z?,'*^^* nombres de v chiffres (1"), on écrit le chiflrc 1 , la somme des nombres resultans de v -}" * cliiffres, aura pour valeur lox^ + ^.p^u'''''
On aurait une expression semblable pour chacun des u ohif* fires proposés ; si donc on désigne par a la somme de ces u chif- , fres, il viendrîf , pour la somme J^^,^ de tous les nombres de . î; 4" 1 ^es mêmes chiffres ,
Préparant cette équation poar la résoudre par addition , elle deviendra
Viou/ ^+» \iou/ ^ loa*
Faisant successivement t;=r 1, 2, 3, 4i •••<) ''^ — M ajoutant entre elles les équations résultantes , "réduisant et observant que j:, = /7 , on aura
Y— 'i'^^m— — = ^(ïo-+io^+io-5+... + io-'"+0î d'où x„ = J[(9u+r,)(.o«)'»--p.«'»-].
3* Prenant dans cette formule, successivement m= 1, 2, 3, 4, ..., m^ ajoutant et faisant la somme des nombres en progression géométrique , on trouvera , pour la somme j"^ de tous les nombres entiers depuis o jusqu^au plus grand de m chiffres , écrits avec les u chiffres^ proposé? ,
Les valeurs générales de /7,^, x^ et jr^ fomniront aisément celles qui répondent aux cas 011 Ton prend les dix cliifires ordinaires, les 9 cliiffres significatifs, les 5 chiffres impaii-s, les 4 chiffres pairs ^ les 3 chiffres 2^ 4i ^ 9 c^^* ^^^ exemple, pour Icb dix diitfres ordinaires, m= 10, ^^ = 9, a=45 i d'où résultent '
x^ = 45.io'»-(ii.io'»--i) et^-^=^(io'»— i).
291. Considérant les nombres écrits avec u des chiffres > ordinaires ; soit pris un de ces nombres de m chiffres^ et soit
posée, une addition^ en écrivant les uns sous les autres et en avançant chaque /bis d*un rang vers la droite^ fc i" chiffre à gauche du nombre de m chiffres^ la somme des deux premiers^ celles des 3, dés 4> •••i des m — i premiers^ y fois successives la somme des tn chiffres^ puis la somme des m — i derniers^ Celles des m — 2 , ... , des 3, des 2 derniers et le dernier lui" même. La somme de tous les nombres ainsi disposes sera divisible par le nombre propose^ et donnera un quotient de m + V — 1 chiffres 1 • Ajrantjbrmé avec chacun des nombres de m chiffres^ les n-^i sommes qui répondent successivement ûîv = o^i, 2, 3, 4i •••'»n, on demande^ 1" la valeur P de toutes les sommes fourmes de cette manière par tous les nom» hres de m des u chiffres désignés^ 2* la valeur Q de toutes les . sommes que Von peut ainsi produire avec tous les nombres entiers , depuis le plu^ petit d'un chiffre jusqu'au plus grand de m^des chiffres proposés; 3° le nombre R d'additions à faire et le nombre S de tous les nombres à écrire pour avoir toutes les sommes qui entrent dans la valeur rfe Q.
1° Sbîent conservées les dénominations du problème du précédent n"*, et soient A, B, C, D^, E, etc. , les nombres de m chiflres, écrits avec les u chiffres désignés ; on aura évidemment
x^mA + B + C + D-f-E-^
Représentons par 1 {v^fois^ le nombre composé de v chiffres 1 , de manière, par exemple, que 1111 = 1 {^^fois \ d'happés renoncé précédent, le nombre A de m chiffres, donne n + 1 sommes toutes divisibles par A , et dont les quotiens respectifs sont :
1 (m — i)/ôiV, 1 (m) fois ^ 1 {m-\'i)fois^ ...^, i(m-|-n — i)fois\
de sorte que la valeur de toutes les sommes fournies par A , est
A [1 (m — i)fois + 1 (m) fois + » ('?» + i)fois -}--..
+ 1 (m -|- n — i)ybiV].
Pour avoir la valeur du multiplicateur de A, on observe que
1 (7;)/o/5=: 1 + 10+ 10'+ 10'+ ... + io^-» = â-(ioV_i).
Prenant successivement v=zm — 1, m, m+i, m+îi^ •••> m-{- n — 1 , et ajoutant, la somime sera le multiplicateur m de A; on aura donc , réductions faites,
Cela posé , puisque la valeur de toutes les sommes fournies par A , est Aa^ ; de même , les valeurs des sommes foumies respectivement par A, B, C>D, ..., sont B^r, C«, D«, etc. On a par conséquent
P=:*(A + B + C + D + ...), ou V = 0X^, la valeur de x^ étant celle du numéro précédent.
3"* Faisant successivement m==i,2,3,4i***i'''i ^^^^ 1^ valeur de P; ajoutant et opérant comme au n" 290, 3°, on verra que la valeur Q de toutes les sommes foumies par tous les nombres entiers, depuis le plus petit dW diifire jusqu^au plus grand de m des u chillres, se réduit à
J'm ^7^^^ ^^ valeur calculée au n° 290.
3** Il est clair que chaque nombre d^un chiffre fournit n — 1 additions, et qif ainsi les p^ nombres dW cliiffre fournissent/? (n— i) additions. Quant à ceux de plusieurs chiffres, comme chaque nombre de m diiffres fournit n -{- 1 additions, les PjU"^* en fourniront (n + 1) /^^u"*"*. Prenant successivement m = 2, 3, 4i 5, ..., m, et ajoutant avec p^ (n — 1), on aura
d'où R=;j,(n— i) + (n+i);?,— ^.
D'un autre côté, il est aisé de voir que pour obtenir les sommes foumies par chaque nombre d'un chiffre, il faut écrire
1 +3 + 4 + 5 + «-+(n+i)i ou-;w(n-(-3) — i nombres;
donc, pour avoir toutes les sommes foumies par tous les nombres d'un cliiffre, il faudra écrire ip^n (n + 3) — p^ nombres.
A l'égard des nombres de m chiffres, il est clair que pour faire l'addition où la somme des m diiffres est placée v fois , il faut écrire
m — i+v + m — i + ii ou 2111 — i^-*' nombres.
Prenant successivement t; = o, 1, 2, 3, ..., n, et ajoutant, on verra que pour former toutes les sonunes fournies par ua nombre de m chiffres, il faut écrire (2111 — 1)(«+ 0+î''(''+ 1)» ou 2(n -{- 1 ) m — i (n -J- 1 ) (n— 2) nombres ; donc, pour former toutes les sonunes fournies par tous les nombres de m chiffirct , il faudra écrire
3^, (n + 1) m/*'^* •-- K« + 0 ('»— 2)/»,'*'^' nombres.
Posant successivement m=r2^ 3, 4i ^i "m ''^^ ^^ ajoutant avec î^Pjfi(/i + 3) — p,, il viendra
i2p („ + ,) [2a + 3m' + 4w*H h muT'-'']
d^où Ton tire aisément
agi. ro£i5 fe5 nombres entiers consécutifs , exprimés avec les 1 o chiffres ordinaires , eV^/ir ^m/5 fc^ mwx à la suite des autres^ de cette manière :
1234567891011 I2i3i4i5i6i7 18 1920 21 22 23 24 etc.;
on demande d'assigner le chiffre z qui occupe le rang R dans la suite résultante , sans être obligé d'écrire ceux qui le pré' cèdent,
Puîsqii^il y a 9. lo^""' nombres de v chiffres (290), il est clair que poui' écrire tous ces nombres, il faudra qv, 10^"** chiffres. Prenant successivement v=.iy 2, 3, 4i ••••» ^-i et ajoutant, la somme sera le nombre t cTe cliiflrcs qu'il faut pour écrire la suite^ des nombres entiers, depuis 1 jusqu^au plus grand de m chifires; il viendra donc, après les réductions faites,
De là , si Ton fait m = i, 2, 3, 4i 5, 6, 7, 8, etc., on aiira
/ z= 9 , 1 89 , 2889 , 38889 , 488889 , 5888889 , etc.
Par ces valeurs on voit que pour écrire , par exemple ^ tous les nombres entiers, depuis 1 jusqu'au plus grand de 5 chiures, il faut employer 488889 chiiï'res.
Il est maintenant facile de résoudre le problème proposé; car si le rang R du chiffre cherché z est , par exemple, 5o64o ; alors , comme pour écrire tous les nombres de 4 ou 5 chiffres , il faut 38889 o^'48^^ cliiffies, on voit que le chiffre demande x appartient à un nombre de 5 diiffres. £t puisque 5o64o —
38889 = 11751, il est clair que z est le 11751"* dans les nombres de 5 chiffres, Or, 11751 chiffres contiennent 5 chiflres, 235o fois , avec le reste i ; ce qui fait voir que js est le premier à gauche du 235 1"* nombre de 5 chiffres. Mais les nombres de 5 chiffres forment la progression arithmétique 10000^ loooi, 10002, loooS, ..., dont le 235i"* terme est 10000 -f- 235o ou i235o. Ainsi le 235 1"* nombre de 5 chiffres est i235o, et par conséquent ^ r= 1 .
Il résulte de ces calculs, que pour av^ir le chiffre z qui occupe le rang R dans la suite proposée , il faut recourir aux valeurs successives du nombre t de chiflres employés pour écrire tous les nombres entiers, depuis 1 jusqu^au plus grand de m chiflres inclusivement ; prendre la valeur /' de / , immédiatement infcrieure à. H, ainsi que la valeur m' de m, qui correspond à t'^ retrancher i' de R ,, et diviser la différence par m' -J- i , ce qui donnera un quotient q et un reste H ; ajouter q à 1 suwî de m' ' zéros ^ et le r'ièmc cliiffre à gauche de la sommç résultante^ sera le chiffre demandé z. Si r^ était nul, le pi mier chiffre de la somme q — 1 + > 5«iVt de m' ze'ros^ serait le chiffre z.
Pe cette manière, si R=:6i92, on aura ^=12 ; si R=:3i57, il vieiidra Z'=z&\ et si Rm 59439, on trouvera zz=q.
293. Trouver le nombre x de chiffres 'qu^ il faut pour écrire la série formée ,en plaçant les uns à la droite des autres le premier nombre entier^ les 2 premiers , les 3 premiers , les 4 premiers^ ..., ef enfin , tous les nombres entiers^ jusqu'au plus grand de m chiffres.
Soient /^ et t^,^ les nombres de diiffics qu'il faut pour 'écrire les deux termes de la série, qui sont terminés par les plus grands nombres de «; et de v + 1 cliiffrcs ; il est aisé de voir que le nombre total de chiffres employés à écrire les termes terminés par les 9.10^ nombres de v + 1 diiffres, est
OU bien encore , en réduisant ,
io%+?.io^(9..io''+i)...(i
On a d'ailleurs t^^^ = 'v + 9 (^ + 0 • ^ o^* ^^^ équatîoi^ servirait à trouver t^ *^ mais on y parvient immédiatement , en observiant que t^ étant le nombre de chiâres qu'il faut pour écrire
tous les nombres entiers, depuis i jusqu^au plus grand de v dilffres, on a, diaprés ce qui précède (292)1
Cette valeur de f^, substituée dans Pexpression (1), la réduit à
î?.î;.io»^ + ^.io'^ + -2..î;.io^ + V-i»''- Prenant successivement v=: o, 1, a, 3, ..., m — i, on aura successivement les nombres de chifires qu^il faut pour écrire les termes de la séné, depuis 1 jusqu^à celui terminé par le plus grand nombre de 1 , a, 3, 4^ "- 1 ''^ chii&es^ la somme des résultats sera donc le nombre x demandé. Ainsi, en réduisant, on trouv^a
^=é[(99'«— 2o)io"»- + u(9m— i)io'«-> — 11].
ag^. Trouver la somme x des nombres que fournit la suite des nombres entiers^ depuis i jusqu'au plus grand de m chiffres^ en prenant^ dans chacun^ la somme des chiffres regardés comme exprimant des unités simples.
Soient S^ et S^ les sommes des nombres fournis ainsi par la suite des nombres de v et de v -}- 1 cliilîres : si à côté de chacun des 9. io^~* nombres de v chifTrcs, on écrit successivement cliacun des 1 o chinres, la somme des nombres fournis par tous les nombres de v + * chiffres qui en résultent , sera
S^+. = lo^v + 9-45. 10^-.
Cette équation donne aisément
.S^^-fCiLio'^-"— 10^-').
Prenant successivement v= i, 2, 3, 4i •••t.'^i el ajoutant, il viendra ^ -, 5. ,om-.. (,0'"— 1). *
Voici plusieurs problèmes à résoudre
Trouver la somme de tous les nombres qu^on obtient en écrivant cbar* cun des nombres de m chiiFres, autant de l'ois cp^il a d^unitcs.
On demande la formule pour calculer lu somme des n premiers termes de chacune des séries :
171 277, 3777, 47777, 577777, 6777777, etc. 18, 3888, 588888, 78888888, 9888888888, etc.
En général, a étant un nombre de m cliiilircs, on demande la formule pour calculer la somme des n premiers termes de la sédc , dont le i;°>* terme est le nombre v suivi de a écrit v fois de suite. [ Le v"^* terme
pourrait étxe le nombre impair av — i suivi de a écrit ai;—- 1 fois succès^ sivn : on {)cut trouver aussi la valeur de tous les chiffres considéré» comme exprimant des unités simples. 3
A la suite des 9 chiffires signifîcatiis écrits v fois, on place successivement les 1 , a, 3, 4i •••) 9 premiers chiffres; ce qui fournit 9 termes pour cliaque valeur de i'. On demande, 1° la somme de tous les termes ainsi formés qui répondent aux valeurs de v, depuis o jusqu^à m\ ai° le nombre total de chiHres qu^il faut pour écrire tous ces termes ; 3*^ enfin la valeur de toutes les sommes qu^on obtient en additionnant, dans chacun des mêmes termes, les chiffres considérés comme exprimant des unités simples ?
Trouver la somme de tous les termes formes avec les nombres de fit chiflres, en écrivant successivemciit le premier de ces nombres, les a premiers, les 3 premiers, ..., et enfin tous les mêmes nombres.
Ou forme une série avec les nombres entiers , depuis 1 jusqu^au plus grand de m chiffres, en écrivant chaque nombre à la droite de celui' qui est itaincdiatement plus petit. On demande, i** la somme de tous les termes de la série; a** la valt-ur de tous les nombres obtenus en prenant^ dans cha(|uc tcrmo de ceu.- série , la somme des chiffres , considérés comme exprimant des unités simples ; 3^* enfin le nombre total de chifires employés pour écrire la série proposée.
Ou écrit un nombre donné a à la droite de chactm des nombres entiers^ depuis 1 jusqu^au plus grand de m chiffres*, on demande, 1° la somme de tous les termes de la série résultante; o,** la valeur de toutes ]' s sommes qu'ion trouve (;n addilionnnnt , dans chaque terme, les chiffres considérés comme exprimant des unités simples.
Trouver combien il faut de chiffres pour composer une table de loga» ritimies, depuis 1 jusqu^à lo", inclusivement, n cLmt «^ 10 et les logarithmes ayant p décimales.
Trouver combien il faut de chiffroji pour écrire fa série formée avec les nombres entiers, depuis 1 jusqu^au plus grand de m chiffres, en plaçant chaque nombre autant de fois quHl a d^mités.
Combien faut-il de chiffres pour écrire la série formée avec les nombres entiers, depuis 1 jusqu'au plus grand de m chiffres, en plaçant chaque nombre à la droite de celui moindre d'une unité f
Soient tous le^ nombres entiers que Ton peut écrire avec u des chiffres ordinaires ; soit un de cet» nombres de m chifires ; soient placés les uns sous les autres, et en avançant chaque fois de k rangs vers la droite, le nombre proposé, puis successivement son double, son triple, sou quadruple. ..., son produit par 1;, et soit prise la somme de tous les nombres ainsi disposés. Ayant formé ainsi, avec chaqua nombre de m des u chiffres, les n sommes qui répondent à v=: 1, a, 3, 4^ •••1 1^ on demande, i° la \aleur P de toutes les sommes formées de cette manière avec tous le^ nombres de m chiffres ; a** la valeur Q de toutes les sommes (|ue Ton peut
ainsi produire avec tous les nombres entiers , depuis le plus petit d^nn JQsqa*au plus ^and de m des u cliiffres proposes ; 3° le nombre R des opérations à faire pour avoir ces dernières sommes ; 4° enfin ., le nombre S de tous les nombres à écrire pour former les mêmes sommes , en supposant qu^on écrive les nombres et le rtôultat de chaque opération. [On pourrait écrire les uns sous les autres et en avançant chaque fois de k rangs vers la 'droite, le nombre proposé, puis successivement ce nombre augmenté de ^, de a^, de 3^, ..., de v^.J
De quelques séries infinies.
3g6. Lorsque Pcxposant m est un nombre entier positif, il est 'démontre , dans tousles traités d'^algcbre , que
Voyons si celle formule est exacte lorsque m est un nombre quelconque , positif ou négatif. A cet effet , considérons les v iéries indéfinies
X* -f- etc.
1 + hX'{- \ ^ ^ x' + etc.
c' = i + cor + -^ ^ + etc.
A' = 1 4- ^JT + - ^*~'^ j' + etc.
Dans ces v valeurs, les nombres a, ^, c, ..., k^ sont quelconques, mais tous sous la forme positive. Si Ton conçoit que le produit a^b^c' .,, A' de ces v valeurs soit ordonné par rapport aux puissance ascendantes de x \ quVnsuite on y suppose entiers et réellement positifs tous les nombres a^h^c^ •••i A 5 ce produit, d'^aprcs la formule (C), aura alors pour facteurs
(i+ar)«, (1+^)*, (i+x7, ..., (i+x/;
de sorte que si Ton fait /ï4"^ + ^+ ••• + ^ = ''> <>° ^v^rti
Et puîsqu^on vient de supposer entiers et réellement positifs les nombres a, 6, c, ..., A:, il s^ensuit que r est aussi un nombre entier positif,' et qu'^ainsi on a
a^Vd... A'= i+rx+ li^^^^ :r*+ clc. ... (i)
Or^ il est évident que si le produit a'b'c' ... L' a une certaine forme lorsque a, b, c, ... L sont des nombres quelconques^ il conservera la même forme quand a, b, c, ... k deviendront des nombres entiers indéterminés , sans changer de signes j car il est visible qu^alors il n'y aura pas de nouvelles réductions dans ce produit, et que par suite sa forme restera la même. Donc le probuît a'b'c^ ... A' avait la forme (i) avant d'y supposer entiers et réellement positifs les nombres /x, 6, c, ..., A. De sorte que quels que soient ces nombres, le produit a'b'd ... A' aura toujours la forme ( i ).
Gela posé, si Ton suppose égaux entre eux les v nombres positifs quelconques a^ b^ c, ..., A, on aura rma-j-^-f-c-j-»-^ -f- A = vfl ; puis a'= 6' =: c'= ••• = A' et a^b^d ... k'=a^*
D'ailleurs, en prenant a égal à la fraction positive —, il viendra
r= va = u, nombre entier positif; donc le second membre de ridentité (i) est le développement de (i+J^)"» déjà le premier
membre vaut «'*'; donc ( i -f- ^)" = û'^, ou ( i -f- ^^ = û'« Si donc on remplace , dans l'expression de a\ le nombre a par sa
valeur - , on aura
(I + x)''= i + ^x + iliil— ^ X* + etc. ... (a)
Or, ce résultat est ce que devient la formule (C) du binôme, quand on y change l'exposant m en -• Cette formule est donc vraie lorsque l'exposant m est un nombre fractionnaire positif.
Je dis aussi que la même formule a lieu quand l'exposant m est un nombre quelconque négatif. En cflct, la formule (i) n'est démontrée que pour les cas où les nombres /z, /?, c, ..., A, ont une forme positive. Mais cette forme positive existe encore lorsqu'on suppose que b représente le nombre négatif — p^ p étant ^ entier ou fractionnaire ; car dans la multiplication de a' par &', ^ on n'a considéré que b et non pas — p '^ ci d'ailleurs les règles de cette multiplication demeurent les mêmes , soit que b repré- ' sente un nombre positif, soit que b représente un nombre négatif
— p. Ainsi ridentitë (i) est vraie encore quand on y fkit 5 = — •^. Si donc on pose en même temps a = ^, c= o, d=o^ .,., A = o, ce qui. donne c'=i, ^"=1, ..., A'= l'et r^=a-\-' h = p — /^ = o, ridentité ( i ) deviendra a'^' = i . Remplaçant dans a', la quantité a pafr sa valeur p^ on verra par les formules (C) et (2), que afin^i-^-xy. Donc l'équation a'^'= 1, donne î'=(i-|-ar)"'''. Changeant donc 6 en — /?, dans V^ on trouvera
.(-fx)-A'=i-;>x + ^^^g±^^x'-^^^+'>^f+'^x» + etc.
Or, ce résulta*: est ce que devient la formule (C) du binôme, lorsqu'^on y change Pexposant m en-^p. Par conséquent cette formule est vraie quand Texposant m est un nombre quelconque négatif (*).
(*) Si Ton fait a'{-x=:i — z et m=: — 1, le binôme de Newton donnera , pour la puissance - — 1 de 1 — 2 , une valeur qu^on trouverait aussi en divisant 1 par 1 — z. De sorte q^ie le binôme de Newton est vrai lorsque Texposant m =: — 1 • S^il était vrai encore quand rezposant m est un nombre entier négatif — u, il donnerait une formule que, pour abréger, nous représenterons par
(i — z)~^ = 1 -J- i/z + jc,** + ... -|- c^z'* + etc. ... (1)
Divisant les deux membres de cette équation par 1 — 2, on aura une équation (a) dont le premier membre sera la pubsance — (u -|- 1) de 1 — z-^ et dans le second membre, le coefficient d^ une puissance de x, sera la somme des coeffîciens de cette puissance et de toutes les puissances inférieures dans le' dividende. Et en effet, il est aisé de voir que cette loi ayant lieu pour le /liéme terme du quotient, aura lieu aussi pour le SHivant; et que par conséquent elle est générale. De sorte que le (/i -f- 1) it^me terme du second membre de Péquation (a) est
Substituant et réduisant d\'îprcs la première formule (i3i), où c=i, on verra que le («-f" 0 i<^me terme de la puissance — (m-|-iJ de i<— z est ce que devient le (n-j-i)"'' terme du biuome de Newton, lorsqu^on y change Texposant m en — {ii H- 1). D^où il suit que, si le binôme de Newton est vrai lors€fne V exposant m= — u , // sera vrai aussi lorsque Vexposant m vaudra — («-f-i). Or, le binôme de Newton est vrai lorsque Pexposant m =r — 1 • donc il sera vrai aussi lorsque Texposant m =
— a. Etant vrai pour m = — a , il sera vrai aussi pour m=r — 3 , pour m=: — .4,''» = — 5, et en général, pour toutes les valeurs négative entières de Texposant w. Et Pou dqil bien observer que cette concliision aurait encore lieu, si le biuome était \'\- x\ car les raisunnemens précé-
La formule au binôme étant ainsi démontrée pour tous les cas où Pexposant est un nombre commensurable, positif ou négadf, aura lieu encore quand Pexposant sera irrationnel ; et la généralité de Palgèbre conduit à faire usage de la même formule^ lorsque Pexposant est imaginaire.
On doit observer d'^aillcùrs que quand Pexposant m n^est pas un nombre entier positif, le second membre de la formule (G) est composé d'une infinité de termes , car aucun des coefficienii en j» ne devient nul.
397. Les séries binomiales conduisent aux séries expànen" tUUeSy et voici comment : soit e la valeur de f 1 -]- - j , lorsque n est infini , et soit élevé de part et d^autre à la puissance x^ x étant quelconque ; on aura donc e*=: f 1 + - j , Développant le second membre, diaprés la formule du binôme, il viendra
wj(w3r— i)(nx--a)... (nx — r+i) •
Cette formule peut s'^écrire comme il suit :
Or, ri est infini , par bjrpotlicsc \ donc - =r o, et par suite, il vient
398. Comme e est indépendant de x, e ne changera pas en faisant x= 1 ; ce qui donnera
OT
dens ne changent pas quand on j suppose que x représente — z ; ce qui donne 1 -f- x = 1 — z.
Le binôme de Nev^ ton étant ainsi démontré pour un exposant négatif entier, on fera voir, en raisonnant comme nous Pavons fait pour Pexposant positif, que ce binôme est vrai aussi pour un exposant négatif quelconque. *
Je dis que e est incommensurable. D^abord , comme la férié qui suit le premier terme 2 du second membre est plus petite que
f 4.^ + etc. àrinfim,ouest<i
on voit que e est compris entre a et 3 , et ne saurait être an
nombre entier. Si e pouvait être un nombre fractionnaire 6xact
— , on aurait
n^ ^ "*"?"*" ^3 "^ ^ a. 3.4.../! ■*":». 3... il (n+i) "*" ^^'
Multipliant de part et d'^aulrc par a.3.4**-(n — i)r, il viendrait
' Or, cette égalité est impossible ; car le premier membre est on
. "nombre entier, tandis que le second membre nVn est pas un,
puisque la seconde série de ce second membre est plus petite que
;rir+ (;ii)-- + (;::pTji + otc. àPinCni, ouest <i.
Donc e est un nombre irrationnel , et ne peut s'^^btenir que par approximation. On a vu en algèbre que e=a, 7 182818285, à moins dW billionicme près (*).
(*) La formule (D), quoique donnée par la considération de rinfmi, n'*cn est pas moins trés-cxacle, et peut se vérifier comme il suit : soient a', &', c', ..., A' les valeurs de x séries indéfinies, composées respectivement en a, &, c, ..., A-, prccisc'ment comme la formule (D) est composée en X, Si Ton multiplie la série a^ par la série &', le premier terme du produit rt'i' sera Tunité, et les autres se composeront des termes du premier degré, du second, du troisième,. etc., à Pinfini. Pour obtenir tous les termes du degré r, il faudra multiplier le terme du degré r, dans a', par le premier terme de h^\ puis ajouter au résultat, le produit du terme du degré r — 1, dans «', par le second terme de h^\ ajouter au résultat, le produit du terme du degré r — a, dans a\ par le terme du degré a de h^ ; et ainsi de suite , jusqu^à ce quVn prenant ainsi les termes à rebonrs. dans a', et en avançant toujours dans &', on soit arrivé au produit du i*'' terme de a' par le terme du degré r dans b^ : en procédant ainsi , on troaT« que la somme des termes du degré r dans le produit ii^b\ est
^99' ^^ calculs absolument pareils à ceux du n* 397, proi|-
ah
Mettant en facteur commun — , on verra , d^aprcs la formula
du binôme, (pie le terme du degré r dans le ptoduit a^h\ se réduit à
^ -^ De sorte que le produit a^V^ des deux séries a' et 5', est com-
posé avec a •\^h , comme la série d est composée avec a.
Multipliant Jlf par c', puis le produit par a ^ et ainsi de suite, on verra de la même manière que le produit a^Wc? ... A' est composé avec a-f-A + c4- •••4-A:, comme la série a', est composée avec a. Si Von suppose tous les x nombres a, h^ c, ..., A, égaux entre eu^, leur somme sera ax et le produit a'&V ... A' vaudra la puissance xiéme de a'. De sorte qu^on aura
a3x3 . J^jT
= i+ax'\ — - — Ht^-I h
Soit a = 1 , la valeur de la série a' sera alors celle que nous avons dé' signée par e ; et dans ce cas, la formule ( 1 ) devient la formule (D) ^ celle-ci est donc vraie lorsque x est un nombre entier positif quelconque. D^un autre cûté, comme la formule (1) est vraie pour toutes les valeurs qu^ob
voudra donner à a, si Ton y fait a =: — , elle donnera la puissance x^*
de a', égale à une série , qui , à cause de u entier positif, se réduira à la puissance u*^* de e. Voù en extrayant la racine j:™* de part et d^autrc,
on aura la puissance — iéme de e , égale à <^, cVst-à-<1ire, à cause de a =
u ^ , Cl'
— , égale à ce que devient la formule (D), lorsqu^on y change or en —
Enfin, cette formule (D) est vraie aussi lorsque Vexposant x est un nombre quelconque négatif; car la valeur de a^b^ ayant lieu quels que soient les nombres a et ^ , si on y fait a =: x et 6 = — x , elle donnera a^b*=z i, D^où, à cause que la valeur de a' se réduit, diaprés ce qui précède, à la puissance x ième de «, on aura la puissance — xième de e égale à 6', c^est-â-dire , à ce que devient la formule ( D) , quand on y change x en — x.
Ainsi, la formule (D) est démontrée pour toutes les valeurs commen-
, surables, positives ou négatives, de Texposant x. Cette formule aura
donc lieu aussi lorsque Texposant x sera incommensurable ; et on pour^
encore employer la même formule, lorsque Pexposaint x sera imaginaire.
( Les idées de cette démonstration et de celle qui a donné la formule (D), sont dues à Fouvrage intitulé : Mélanges d'analyse aigébrûfue et de géométrie^ par M. m Staiwillk. Paris, i8i5.
•-drx
vent que si n est infini ^ et q[u^on ait égard à la joimule (D), on
aura
Nous ferons usage de ces formules.
3oo. A Taide des séries binomîales et exponentielles, il est facile de trouver les séries logarithmiques ^ En e0et, nous venons
de voir que quand n est infini, on a f i 4"~) = ^* Posons
e* z=: I -|- V ^ d'où zle n: / (i + v) : nous aurons ( ^ + - )
m+vetzzz:n(i + v)** — '*• Multipliant de part et diantre par le et substituant, il viendra
l{i+v) = le[n(i+v)^—n'].
Développant diaprés la formule du binôme, réduisant et observant que n est infini , ce qui donne — = o , on ta-ouvera
/(iH-t;) = /e[t; — - + y— ^ + -5-etc.],...(E)
série dont la loi est évidente jusqu'^à Pinfini et dans laquelle v est un nombre quelconque , positif ou négatif.
Soi. La série (E) est démontrée en algèbre, sans le secours de l'infini , et on en déduit d''autres séries , propres à calculer, avec la plus grande facilité, les tables de logarithmes^ Ici nous nous bornerons à tirer de la série (E), deux résultats assez remarquables.
D'abord si Ton change v en — v dans la formule (E) et qu'on en retranche le résultat, il est clair que, conune /(i + *')
Prenant dans celte formule, v =z J/* — i , doublant les deux membres et observant que aZû = Z (a'), on verra que le premier membre devient /(— i) ; et comme (l/ — i)*^ "''*=: (^- *)^ 1/ — Il on trouvera
Z(-i) = (i--i- + f — f+^— etc.)4'*l/— ».
aura
Or, la sène entre parenthèses a une valeur finie ; car elle représente le quart ^u rapport de la circonférence au diamètre , comme on le verra en trigonométrie ; ainsi on a /(■ — i) = irie l/'— - 1 , c''cst-à-dire que le logarithme d'une quantité négative est imaginaire. j
3o3. Pour tirer une autre conséquence de la formule (E)^ faisons v=: — i ^ le i" membre sera /o ou — oo ^ on aura donc
« = « + 4- + i + f + T + -s- +,f .+ T + etc. ... W
Le second membre de cette formule est la série harmonique \ la valeur de cette série est donc infinie. Cest ce qu'ion peut démontrer directement. En effet, imaginons que Ton groupe lies termes de la série barmom'que, de manière que chaque groupe contienne toutes les firactions dont les dénominateurs sont les nombres entiers , depuis une puissance de a exclusivement jusques et y compris la puissance de a immédiatement supérieure \ le n"' de ces groupes sera
Or, chacune des t!^ fractions qui composent ce groupe, est
plus grande que la dernière, qui se réduit à ■ \ donc le groupe
lui-mcmc est plus grand que '-j^^^ ou que -f. Mais il y a , dans
la série luirmoniquc, autant de groupes que de puissances de 2, c^est-à-dire une infinité \ cette série est donc plus grande qu^un nombre infini de fois -J- ; elle est par conséquent infinie.
3o3. Il est bon de remarquer que plusieurs séries numériques, continuées à Tinfini, ont une valeur finie, c''est-à-dire une limite.
Par exemple, si Ton prend la somme des n premiers termes, et que dans cette somme , on fasse n infini , on verra que
r 1- etc. % à Tinfini , ^: t »
-f- etc. , à Pinfini , = 1 ;
— r — r^ + T ^ + etc. , à riafini 1=7'
3o4* Trouver la vraie valeur d'une fraction qui se réduit à -5- par rhjrpotJièse de ^zzibl.
Puisque x zn à réduit à zéro chacun des deux termes de h fracrion proposée, ces deux termes ont nécessairement pour fiiO' teur commun , une certaine puissance de x — a \ on mettra donc ce facteur commun en évidence , en transformant le binôme X — a en un monôme u, cVst-à-dire, en supposant jc—azzzu^ ou X rz a -J- tt. Alors , effectuant tous les développcmcns indiqués , au moyen des séries binomiales , exponentielles ou logarithmiques , etc. ; ordonnant par rapport aux pui^ances ascendantes de u \ supprimant le facteur en 11 commun au numérateur et au dénominateur , et faisant ensuite ix =z o , ce qui donne xz=:a^ le résultat sera la valeur de la fraction proposée qui répond k xnza.
lx—-la
Par exemple , si Ton ^ jrz=. , Phypothèse jt = a donnera j^=:^. Mais en faisant orz^a-f- ^^ et développant diaprés la série (E), on aura
l± + u)-la x^ ^ uy^
u tt \ • a /
le ule , • j, « '«
OU y-zz: 1- etc. : d'où r = 7- ,
lorsque u rz: o , ou x zz: a.
Le procédé s'applique aux fractions rationnelles aussi bien qu\iux fractions irrationnelles. Nous laissons à chercher les vraies valeurs des quatre fractions
|?/(x»-i)--[/(x~i) ^3_,^^^,6 j/m^ fl^~^
Ces fractions sont réduites à ~- par les hypothèses a: zz: 1 , xzza, jrrzia'ctarzzo. On aurait la valeur de la dernière fraction en y substituant les développemens des exponentielles qui y entrent.
3o5. Un vase peut se remplir par un tuj-au et se vider par un autre. Pendant combien de temps doit-on faire couler les deux tuyaux^ le premier pe fournissant que de Teau^ pour que le vase^ contenant d'abord a litrons de vin , n*en contienne plus que h litrons ? On suppose que les tuyaux versent uni-^ formément cluicun c litrons de liquide par heurey et que Veau
\ '45 ) ijtd entre dans le vase^ se mêle sur-le-champ et exactement avec le liquide que ce vase contient.
Soit X le nombre d'heures cherché, et n le nombre infini «IMnstaus contenus «Sans une heure ^ x heures en contiendront donc nx. Soient x^ et :c^ , j les quantités de vin pur que le vase contient avant et après le v'^^ instant. Puisque par hem-e , ou n iustans, chaque tuyau verse unifôrmémenf c litrons de liquide;
à chaque instant il en verse -; et par conséquent, après chaque
instant il y aura toujours a litrons de liquide dans le vase. Or,
comme - sont c fois le an iime de a, il s^ensuit qu^à chaque
instant il sort c fois le an ième du mélange : et puisque Peau est exactement mêlée avec le vin , on voit qu^à chaque instant il sort du vase c fois le an ième du vin et c fois le an ième de Feaa que ce vase contient. Donc pendant le t;"* instant, il sort du vase c fois le an ième du vin x^\ par ^conséquent, après le i;** insiapt, la quantité de vin x^ qui reste dans le vase, est
Posant -^zd^ et faisant v = i , 3, 3, 4i •••) '^^i puis multia
ph'ant, observant que x, = a et que x^jp, , = h^ il viendra
d\nx „ , , _^
zziafi J ; d^où bzzia.
car n est infini (299)* Cette équation facile à résoudre par logaritlimes , fera connaître x. Si a=b^ on aura- x = o , comme cela doit être. Si Z» =1: o, x sera infini \ et si bz=. 10a, x^era négatif, comme il est aisé de voir pourquoi.
3o6. On a deux vases V et V, en forme de prismes ou de cylindres droits^ dont Us hases b et V sont horizontales. Le vase V est rempli d^eau jusqu'à la hauteur h e( le vase V est vide. On ouvre les robinets adaptés aux bases h et b', et Veau du vase V tombe dans le vase V, d'pii elle est évacuée auf dehors. En supposant que Veau sorte de chaque vase avec une vitesse variable^ proportionnelle à chaque instant à la hauteur de Veau dans ce vase^ et que les vitesses soient a et a', quand les liauteurs sont égales à 1 , dans les vases V et V'/ on demande^ 1" quelles seront les hauteurs êÊ et ç du liquide dans les deux vases après le temps ni y 2* à quelle époque
Feau aura atteint sa plus grande hauteur dans le yase V , et quelle sera alors celte plus grande hauteut* ?
Il Taut d^abord remarquer que la vitesse d'^ccoulcment à un instant quelconque , est la quantité d^eau qui sortirait du vase pendant Funité do temps, si, à partir de cet instant, le mouvement du liquide devenait uniforme. X)r, si Ton imagine Punité dte temps divisée en une infinité d'instans égaux et infiniment petits, il est clair que la vitesse dY'Coulcment pourra être considérée comme ne variant qu'eau commencement de cliaquc instant *, car cela reviendra à supposer que cette vitesse varie à des intervalles de temps infiniment petits, et par conséquent d^une manière continue, comme cela est efTectivement.
Cela posé, i^ soit n le nombre infini d^'nstans contenus dans Tunilé de temps; les m unités en contiendront donc mn.y Soient x^ €ij^^ les hauteurs respectives de Peau dans les vases V et V, ftvdnt le r ième instant, et ^v,^^J^^,^ 1<"S hauteurs après. Par renoncé , les vitesses du liquide , au commencement du v ième instant, sont les quatrièmes termes des proportions
I : ^1/ :: ^ : o^v^ » ij'-v i: ^' i ^'jv
Or, il suit de la définition du mot vitesse^ que si TécoulemeDt devenait constant au commencement du f"' instant, il sortirait des vases V et V, et d^mc manière uniforme, les volumes d'eau ax^ et a'j'^y pendant Tunité de temps ou n instans; donc à
chaque instant y il en sortirait -x^ et —j'^- Et puisque la vitesse
du liquide est constante pendant le v"" instant, il s'ensuit que pendant cet instant, il sort réellement des vases V et V les volumes dVau - x^ et -j'^» Donc, api es le v""* instant, les vases V et V renferment respectivement les volumes d 'eau que voici :
^^t. — -^1/ et b[r^ — j-j'^ + -x^.
Et comme ces volumes sont les produits respectifs dos bases b et i' par les hauteurs x^ et r^^^ ; si on divise ces mêmes volumes par les bases b et Ir^ on aura les hauteurs x,, . . et r,,^.. Posant donc , pour abréger^
j = c, - = rf, i-- = A, »-- = ;> et 3^ = r,
on verra qu*après le v"' instant , les hauteurs de Tean dans les deux vases V et V, sont respectivement :
Prenant successivement t;= i , 1, 3, 4i '"i ^n^ ^^ns la première de ces équations, multipliant et observant que x, = & et
# = &*^'»î d'où x^ = hk'^-\ Par cette valeur la seconde équation (i) devient
et prend la forme
Faisant successivement v= i, a, 3, 4i '"y ''^ ^^ iqontant;
observant d'*aillcurs que j^^ =^ o , ^';„„^, = ^ et A: — ^ =: — ^, on trouvera A^ **
Or, n est infini ; donc on a (7.99)
Jtm» = ^ , - ^)'""= *-*'" et ;,«'•=( I - ^)'~'= e-**».
Avec ces valeurs, on trouve définitivement
iÊZizhe^'^ et ç> = ^^ [e-^ — e--^].
a* n est évident que la plus grande hauteur de Peau dans le vase V, aura lieu lorsque ce vase perdra précisémcitt autant d''eau, dans un instant, que le vase V lui en fouinira; car Tinstant suivant , V perdra plus dVau et en recevra moins. Or, 50Ît nx le rang de cet instant, et par conséquent x le nombre d^unilés de temps 5 il est clair qu'ion aura nx^^ =z a'j^^^^ , ou bien
Cette équation donne, pour déterminer le temps x de la plus grande hauteur j^^^ dans le vase V,
e-C-*-) ('-») = , _ !^; d'où ^- = ^ e-«**.
Quoique toutes les valeurs relatives- au second vase V prèsneut la forme ; , lorsque d=c^ cVst-à dire lorsque a^l b'Hal bf
il n^j a cependant point d^îndétcrmination dans ce cas. En efTct,
si Ton pose d=c-^u^ qu^on substitue les développcmens des
"exponentielles e""""* et «"v*-!)", qu^on réduise et divise par ii,
et qu^nfin on pose ii=:o ou d=:c^ comme au n^ 3o4i on verra
qu^alors , _^« , ^
^ çz=.hmrt ^^ et x = i4--. i
valeurs qu^on obtiendrait d^ailleurs en refaisant les calculs de 1* et 2% dans Phypothèse de d=c^ qui donne pz=.k.
Dans le problème que nous venons de résoudre , on pourrait supposer que Peau sort du vase Y avec la vitesse constante a\ c^est-à-dire , que Teau y est entretenue à la même hauteur. On pourrait encore supposer que le a* vase V ne contenant d'*abord que du vin pur, à la hauteur h\ Peau qu^il reçoit du i*' Y se mêle sur-le-champ et exaclepient avec le liquide que le 2* vase renferme, et demander combien il restera de vin pur, .dans ce 2** vase, i* après le temps m; 2^ à Pépoque de la plus grande hauteui; du liquide dans le même vase.
307. Combien un yase qui a coulé pendant a heures ^ a-t-il versé d^eau? On suppose que ce vase ait perdu pendant un instant quelconque , une quantité d'eau égale à la valeur de cet instant multipliée par le rapport de c heures à c heures augmentées d'un nombre d'instans marqué par le rang de celui que Von considère, ■
Soit n le nombre infini d^instans égaux à x qui composent le temps a\ on aura donc nx = a. Diaprés Pénoncé, il est clair qae Peau sortie du vase, pendant le v^* instant, a pour valeur
ex
, ou ex (c 4- vxY^ ou enfin
C-f-VX
X— .— 1;-4 V rv +-; V —-etc.
Prenant successivement 2; = 1 , 2 , 3 , 4 1 ••• •> ^t 0° >^iura successivement les quantités d^eau sorties du vase pendant les instans i*', a*, 3*, 4*1 ••m ^^'^ la somme z de ces quantités sera donc toute Peau versée par le vase en a heures \ on aura par conséquent
Z = nx S^-< — S, ïS. + -rS.«— etc.
Substituant les valeurs de S,, S^, S3, S., ..., tirées de la formule du n" i4o, puis divisant les deux membres par c, ob-
servant que nx = a et posant ~ z= 6 , on trouvera
On sait (3oo) que la première ligne du second membre se
réduit à -^ — - ! quant à la seconde ligne , 0 est clair que le
multiplicateur de x est plus petit que la série b^b*-\'b^-^b^ -j- etc. , série qui est le développement dç /> (i — 6)""' ou de
T« Ainsi on a
Mais j: r= - : et puisque n est infini , x est une -quantité infiniment petite, qu^on peut regarder conune nulle ^ il vient 4j>ne enfin , ^ J ^ (l±i).
3o8. Extraire les racines des nombres au moj-en des séries hinomiales,
D''abord, comme
si Ton pose j: =: — et qu^on développe d'après la formule du binôme, on aura
jr/ .. - - ' Fi*' ^ f—\ . «, ar— i ^3/-— 1 . T
A, B, G, D, ..., désignant respectivement les a*, S**, 4*1 ^*i •••« termes entre crochets carres.
Si donc on veut extraire la racine r"* d'un nombre donné, à Paide de cette formule^ il faudra partager ce nombre en deux autres, Tun a^ qui soit la j[>lu5 grande puissance r"^* possible, et Tautre h qui soit moindre que le premier et le moindre possible à regard de ce premier \ ce qui pourra donner h négatif. De cette manière , x sera plus petit que Funité et le moindre possi* ble à regard de Punité ; tous les termes de la série iront donc en diminuant , et il n'en faudra pas un grand nombre pour donner le degré d'approximation demandé.
Par exemple, soit proposé de trouver la racine 5"* de 260',
à moins d^i^i cent-millième près. Dons ce cas, comme 2^3 est la plos grande puissance 5"* contenue dam a6o , on aura
160 = 3^+17, r=r5 et xz=ij^\
la série deviendra donc
■^ L *î*i5 laiD laio 2430 * J
Réduisant les termes en décimales jusqu'aux millionièmes, inclusivement, on vefra que ^360 z= 3,o4o848« Le 5"* terme entre crochets carres ne donne pas de millionièmes ; et puisque les termes sont alternativement positifs et négatifs , et vont en diminuant , Terreur commise en prenant les quatre premiers est moindre que le 5*"* (Algèbre) : donc, comme ce 5""* terme est négatif, la valeur précédente est un peu trop grande \ mais on voit d^ailleurs qvi^on a ^^260 = 3|o4o84 1 ^ moins d^un cent« millième près.
Pour second exemple , soit proposé de trouver la racine eubique de 56, à moins d^un dimillième près. Le plus grand cube contenu en 56 étant 27, si Ton pren^^t 56 rz: 27 + 29 , x vaudrait ^ et les termes de la série iraient en augmentant. Mais on
peut aussi prendre 56 = 64 — 85 et alors x vaudra J-. La
série deviendra donc
s..^_.,r 1 A 5B 5C uD T
1/56:^:4 i y 7 etc. •
^Or, X étant négatif, dans la série générale , tous les termes qui suivent le v"*, sont négatifs ; et comme leurs cocfBciens en r vont en diminuant ; si Pon représente par S la somme de tous <fes termes et par h le coefficient du v"*, lequel sera aArx'*'""', dn aura
S <C akx'^ (i + X + x* + x^ + elc), ou S<ûAx^-'X
Ainsi Terreur commise en ne prenant que les 4 premiers tcr^ mes de la série qui donne \y 56 , est moindre que fe septième du quatrième terme, qui se réduit k 0,000482 ; cette erreur est donc moindre que 0,000069. ^^ ^ P^^ conséquent \^56 zn 3/8256, à moins d'*un dimillième près.
Soit }/7T^=a+j^ d^où b=j'Çra^'+'^jr+eU:.^
. SI ^ doit ctrc une petite fraction^ on pourra négliger tous les termes qui suivent le premier entre parentlicses , et on aura,
pour i" approximation, jr= ' /--i' Substituant cette valeur
dans le second terme entre parenthèses , et négligeant tous lef suivans , on aura une seconde valeur de jr^ beaucoup plus approchée que la première , et qui donnera la formule
Diaprés cette formule, si ^z=z:3, t= 17 et r=5, on trouvera 1^260 z=z 3,o4o83 , comme plus haut , à Texception du dernier chiffre.
Voici encore quelques problèmes :
Combien un Tasc qui a coule pendant a heures, a>t-il versé d^eau? On suppose que ce vase ait perdu, pendant un instant quelconque, une quantité dVau égale à la valeur de cet instant multiplié par le carré du rap* port de c heures à c heures augmentées d^un nombre d^instans marqua .
par le rang de celui que Pon considère, f Réponse : ■ j*
Quelle somme x devrait-on rendre au bout de n années, pour vxè% somme a prêtée pendant ce temps, au taux de r pour 1 par an, si & chaque instant de la durée de Tannée, Tintcrêt échu se joignait au c»pital pour porter intérêt Tinstant suivant! (R. x-=zae^* S\ tf=:ioooo, #1 = 1, r = o,o5, on aura x=io5iaf7i.)
On retranche constamment d^un nombre donné a, la <^ ième partie de a fois un nombre inconnu \ la 3/i icme partie de 3 fois le 1 *^ reste ; la 3a ième partie de \ fois le 1^ \ la ^a iémc partie de 5 fois le 3*, et ainsi de suite. Quelle devrait ^'ire la >aleur x de ce nombre inconnu, pour que les restes diminuant sans cesse , ne pussent cependant devenir nuls qu^à
rinfini-'^^ V -T- y
On rctranclie constamment Tunité d^un certain nombre inconnu, et des quoliens que Ton trouve en divisant par a, le double du i*** reste, 3 fois le 1''^ 4 ^«^i^ 1<^ ^^1 ^ ^^^ 1^ 4'^ ^' ^i'^i ^^ suite. Quelle devrait être la valeur x de ce nombre inconnu , pour que les restes diminuant sans cesse , ne pussent cependant devenir nuls qu^à Pinfîni T ( Réponse : x=:e«— 1.)
Une personne va et vient dans une allée d^un jardin et s^astreînt à ne (aire chaque fols qu^une certaine fiuction du chemin qu^elle vient de
parcourir en sens contraire. Elle continue ainsi jusqu^à ce qu*il ne lui reste plus de chemin à faire. On demande quel sera alors le chemin total X qu^elle aura parcouru et à quelle distance y elle sera du premier point de départf-On-suppose que la personne ait fait a métrés la première fois, et que la fraction de chemin soit successivement un quart, a sixièmes, 3 huitièmes, 4 dixièmes, 5 douzièmes, etc. [ Réponse : x ==
Dans ce problème, la fraction de chemin pourrait être constamment \ \ et alors on aurait x=3a et jr=:|a: la fraction de chemin pourrait être successivement une demie, un tiers, un quart, un cinquième, un sixième, etc.; dans ce cas il viendrait x =: ae — a et j^ =-•
Du maximum et du minimum.
309, Si ^ est une fonction connue de x et qu^on donne à x une suite de valeurs très-peu différentes les unes des autres, il en résultera nécessairement pour ^ autant de valeurs généralement inégales. Et si tes valeurs de ^, d^abord croissantes, deviennent ensuite décroissantes , puis croissent et décroissent de nouveau , ainsi de suite , la valeur qui surpassera les deux qui Ja précèdent et Is^ suivent immédiatement sera un maximum de ^ ; au contraire , la^valeur surpassée par les deux qui la précèdent et la suivent immédiatement, en sera un minimum.
3 10. La méthode du maximum et du minimum repose sur le principe suivant :
Si dans la série Au.+ Ba'+ Cu+Du^+ etc., A, B, C, ..., sont des quantités indépendantes de u, je dis qu'on pourra toujours prendre u assez petit pour que le premier terme Au surpasse la somme S de tous ceux qui le suivent.
En effet, soit N le plus grand des cocflicîens A, B, C, D, ..., on aura nécessairement
S <Nu'(i +" + "'+ w' + etc.)i d'^où , en prenant m <C 1 1 il vieut
Mais N étant un nombre fini indépendant de 1/, il est clair qu'ion peut toujours donner à u une petitesse telle qu'ion ait
A ]> ; d'où Au >-
et Am>S.
3i 1 . Maintenant, supposons que, dans Fcquation à une inconnue ^ =if(x\ rinconnue x ait la valeur qui donne le minimum de ^. Si Ton y change a; en x + m et qu'on développe suivant les puissances ascendantes de u , le premier terme du développement sera ^, car c'est à quoi ce développement se réduit quand on j fait u = o ; on aura donc
^' = ^ + Am + Bu' + Cu + Da* + etc.,
A, B, C, D, etc., étant des quantités en x, mais indépendantes de u. Changeant u en — u, on aura le résultat de la substitution de X — u au lieu de x dans Téquation ^ =J'(x) : il viendra donc
ç" =: ^ — Ali + Bu* — Cu 4- Du^ — etc.
Cela posé, si A n'était pas zéro, on pourrait toujours prendre Il assez petit pour que le terme Aii surpassât la somme de tous ceux qui le suivent dans les valeurs de ^' et ^"; donc, puisque ce terme entre avec des signes contraires dans ces valeurs , soit que A soit positif ou négatif, l'une serait plus grande et l'autre plus petite que ^, quelque petite que fût d'ailleurs la quantité u ; donc ^ ne serait pas à son minimum ; ce qui est contre l'hypothèse. Donc on a nécessairement A=o. De plus, le cocfiicieut B doit être positif; car si ce coefficient était négatif et égal à — B' ; à cause de A == o , et parce que — • BV peut toujours surpasser la somme de tous les termes suivans dans ç' et ^", on verra que ç' et ^" seraient moindre^ que ^ ; ce qui est absurde, puisque ^ est à son minimum. Donc B est nécessairement positif. Donc lorsque ^ est un minimum , on a A = o et B positif.
On démontrerait de même que , quand ç est un maximum , il vient A = o et B négatif.
On voit par là que , pour avoir tes valeurs de V inconnue x qui portent la variable ^ = f ( x ) à son maximum ou à son minimum^ il faut remplacer x par x + u dans F équation ^ = f (x) ; puis développer et réduire de manière à trouver un résultat de la forme ^'=: ^ + ^" "i" Ba'+ etc.; poser ensuite K=>o et résoudre cette équation par rapport àx: les valeurs résultantes devront donner B négatif pour le maximum de ç et B positif pour le minimum.
Si ces valeurs rendaient B nul , il est clair, par ce qui précède, qu'elles devraient d'abord dqnner aussi C = o , puis D négatif pour le maximum de f et D posiuf pom* le minimum.
3 13. On peut aisément appliquer la règle précédente à la détermination dii maximum de ç dans Tcquation ^=:x*(Stf-*x). Mais si Ton a ^=:(:r+ i)l/(ii— x),
on y changera x en x -f- ti ; et pour développer le nouveau second membre de manière à trouver un résultat de la forme ^ z=z ^ '\' Au •}- Bu* '■{' elc.y on prendra la formule
|/A + /u. = l/A + j^-5^ + ctc.
On y fera 'A=ii — x ei h = — i; multipliant ensuite ptr ar 4" 1 -{- << et ordonnant par rapport à u, on trouvera
. ai — 3x -^ 45 — 3x
A = r: r et B = — ^
a|/(ii— x) 8l/(ii— x)3
LVquation A == o donnant x = 7 et cette valeur rendant B négatif, il s^ensuit que le maximum de 0 répond à x=: 7, et que ce maximum est ^=r 16; ce qix^on peut d^ailleurs vérifier en posant X = 7 -{- z.
3i3. I^ chose essentielle^ à la règle précédente est, qu^en substituant x^u an lieu de x, on sacihe développer le résultat sous la forme f '= ^ + Au + Bu*-|- etc.; ce qui est quelquefois difficile. Mais souvent on y parviendra au moyen de la multiplication, de la division et de Tcxtractlon de la racine carrée des quantités algébriques : on y parviendra encore en se servant des séries binomiales , exponentielles et logarithmiques. Si cependant tous CCS moyens ne suffisaient pas, la question sortirait tout-à-fait des élémens , et ne pourrait se résoudre que par le calcul di/férentieL
3i4- Pour donner une nouvelle application de la règle du n* 3i 1, dicrchons le minimum de ç, dans les équations
x^j zzza et ^ =: ixy -J- x' (*).
Eliminant d'^abord j-, il viendra
la
Si Ton change x en,x -|- u et qu^on développe de manière à avoir un résultat de la forme ^^'=. ç -j- Au + Bm*-j- etc.; ce qui
(*) Ces équations appartiennent au problème : Parmi tous les cylindriques de m^me capacité' ira, quel est celui dont la sur&ce intenit w$ est un xninitnum f
te réduit à former le carré àe x-^-ù et à diviser m par x-\-u^ jusqu^à ce qu^on ait le terme du quotient affecté de u*, on trou*
ç' =: ^ + a (^-^^J II + (^—j^^j a* +-etc.
Le coefficient de u devant être nul^ cela donne x — a=o\ d^où X = ^a. Comme cette valeur rend positif le coefficient de li*, elle répond au minimum de ^, et donne, par la première équation proposée, ^= iX^* ^^ sorte que, pour le minimum de ^, on a X = J" = p^rt \ et ce minimum est 3 [//a*. "3i5. Soit encore à trouver le minimum de ç dans Téquation
Changeant x en x -f- ci , et exécutant les calculs , comme au n* 3 13, on trouvera, sans beaucoup de difficultés, que
Pour que ^ soit à son minimum , il faut que le coefficient de u soit nul et celui de u* positif (3 1 1). La seconde condition est visiblement remplie, et la première donne, pour déterminer la valeur de x qui répond an minimum de ^ ,
a» + x* ^>+(c — jr)«* Si nr=/? z= 1 , cette équation donnera u * ^ * * x • c — -p(**)«
(*) Celte équation appartient au problème : Deux plaines sont séparées pAT une droite; Vune est un sable mouvant, où un cheval vigoureux ne peut faire qu^une lieue par heure, et Pautre est une belle pelouse, où le même cheval peut faire, sans se fatiguer davantage, 3 lieues par heure. Quel chemin le cheval doit-il suivre, pour aller, dans le moindre temps possible, d^un point situe dans la première plaine à un point dc'la seconde? On sait que les perpendiculaires menées de ces points sur U droite de séparation sont a et à lieues, et comprennent, sur cette droite, iine distance de c lieues.
(**) Cette proportion résout le problème que voici : En quel point d^un canal rcctiligue faut-il établir un pont, pour que les deux branches dé route qui vout de ce pont à deux villes situées d^un même côté du canal , donnent la moindre somme possible T
3 16. Coi\sidérotis à présent Féquation p =y*(a:, j^), daf» laquelle on suppose que x cl jr aient Içs valeurs qui donnent le maximum ou le minimum de ^. Si Ton change x enj^'\' utî y en y-^- Vy il faudra développer de manière à avoir un résultat de la forme
^'= ^ + Au + Bv + vCa' + Di;»-f Eav + ctc. ,
A, B, G^ D, ... , étant indépendans de a et de v.
Changeant u en— ^ u et t; en — Vy dans ^\ on aura la valeur ^" que fournity(j:, ^), quand on y remplace x ct^ par x— b et ^ — v\ il viendra d^nc
^" = ^ — kn — Bt; + Ca' + Dr* + Eut; — etc- Soit v=.mu^ les valeurs ^' et ^' seront alors
<p' = (p + (A + B*») li + (C 4.D*r'4.E*») ii«+ etc., <p" = ç) — ( A + B«) M -f (C + Dii»' + Ea») li» — etc.
Raisonnant comme au n° 3 1 1 , on verra d^abord que , pour le maximum ou le minimum de ^ , on doit avoir A -f- B# z= 0, quel que soit m \ ce qui exige que A z= o et B = o. On verra ensuite que le coefficient C + D«* + E<i» doit être positif pour le minimum de f et négatif pour le maximum. Mais ce cœfficicnt revient à
pour qu'îil reste toujours positif ou négatif, c''est-à-dirc, pour qu'il ne puisse jamais clianger de signe, il faut que 4CD-Î-E' soit positif. En effet , si 4CD — E* était négatif, en pi^nant
iXSm'zz. — E, le multiplicateur de r-r- deviendrait négatif: faisant
ensuite croître m positivement ou négativement, on finirait par
rendre ( 2D<» -f- E)* >► ^QX^ — E', et par conséquent le multiplicateur de — serait positif et changerait de signe ; donc aussi
le coefHcient de 11^ changerait de signe , et ^ ne serait ni à son maximum, ni à son minimum; ce qui est contre Phjpodièse. Donc on aura 4CD — E' >• o , et par conséquent C et D de
même signe. Le multiplicateur de j=: sera donc toujours positif;
par conséquent , suivant que D sera positif ou négatif, le coefficient de u* sera positif ou négatif, et la valeur de p sera un minimum ou un maxiaium.
C »57 ) Le rcsumë de ce qu'on vient de dire, montre que pour trouver les valeurs de i. et de y qui portent la fonction p m f (x, j) à son maximum ou à son minimum^ Ufaut changer x en x -}- u et y en y '\- y ; développer et réduire de manière à trouver un résultat de la forme
^' zz: ^ + Ali + Bv + Cm"+ Di;'+ Ettv + etc. \
puis résoudre les équations A z= o e/ B =: o ; et les valeurs qui en résulteront pour x et pour y, devront rendre positive la quantité 4CD — E*, et donner en outre D positif pour le minimum de ç etD négatif pour le maximum.
Diaprés cette règle, pour avoir le maximum de ç dans
réquaUon ç = x^j\Sa—x —j) ,
on y changera x et jr en x -{- u ci j- -{- v\ et, après tous les développemens nécessaires , on trouvera
A=zxjr*(ioa — ^j^ — 3x), B =: x*j*(ioa— îix — 3/*)^ C=zy(^5a — 3x—jr),
E = 2XJ- ( lOtf — 3x — Zjr),
Les équations A zz: o' et B = o donnent x =^ = 2a.
Delà, C = — i2a\ Dz=— i2fl* et E=z— 16a'.
Ainsi la condition ^CD — £*^o est satisfaite : et comme D est négatif, il s^ensuit que les valeurs xz=:j'=z 2a répondent au raaxinium de ^, et que ce maximum est-^ = i6a^, comme on peut le vérifier d^ailleurs en posant
x=z2a-\^ z et yzizia — z.
Des calculs semblables aux précédens conduisent au maximum de p dans Téquation ^=:x^j-''(/2 — x — j")^', m, /i et ^ étant des nombres quelconques positifs ou négatifs.
3 18. Soit à trouver le minimum de ^ dans les deux équations à trois inconnues
6fl = 6j:*^+3x'z + ^' cl ^'=zixy-\-iLX^'\' z^»
Si d^abord on élimine j de ces équations , le résultat pourra se mettre sous la forme
Diaprés la règle du n* 3i6, si Ton ftubsuHue x -(^ u à x et £ -^ V h z^ il faudra , pour avoir ^' = ^ + An -f Bw -J- C.i*+ D7->*+ "Euv -}- etc. , développer le nuraéraleur , après y avoir pose X — ^ iz: m , et y prendre ensuite 6rt -f- 5x + m == n j puis multiplier le numérateur ainsi préparé, par le développement de t(jC'\- lij^'i poussé jusqu'^au terme en w*. De celle ^lanière on trouvera
D = -, E = , etc.
Pour le minimum de ^ , il faut que A et B soient nuls eC que le trinôme C + D**+E# soit positif (3 1 6). Là première condi-
tion donne m rz o et 5x — — ^ = o î ^^^^ x = ^ nz y^a.
Ces valeurs réduisent C + T>et* 4" ^* ^ r^ ou à 5 , quantité
positive : donc le minimum àa p a lieu, cl il donne x -^zjf"^
3 19. Si Ton avait les deux équations
xyz -=. 1718 nza et 8(x+j')^ + iax^-f.48^ = ^,
on en déduirait sans doute le minimum de ^ par la mëtho<k précédente ; mais il sera beaucoup plus facile d''emplojer celle du n" 89 , laquelle donnera , pour le minimum de ^ , les deux équations
cl 1 2xy =: 48a -f- 8 JX \ d^ou Ton tire d\ibord xzz 7-, et ensuite, à cause de a =11 1718,
X — iiSîx — Ggiîrzro.
(*) Ces valeurs pésolvcnt le problème que voici : On veut construire un vase cylindrique, dont l'intérieur du couvercle soit nn segment spli^ riqt^e à une base ; on veut que la capacité, tant du cylindre que dn segment, soit de a ^ centimètres cubes. £t comme la surface interne «-# d« vase et du couvercle, doit être dorée, on désire, pour diminuer les £raii autant que possible, que cetto surface soit un minimum. Quels doivent être, pour cela, le rayon x de la base du cylindre, sa bauteor^ el oelU B du segment f
La seule racine réelle positive de cette équation étant jr =11, on en conclut x :=ijr rz ^ = 1 2 et ^ n: 4608 (*).
3ao. EnGn, siTon a les deux équations
ÇZZiXJ'Z et (x+i)(^+i)(-c+2) — xj^zzioootf,
on trouvera , pour le maximum de ^ ,
xr=^=: — -5- + J/-3 ( 5oort — \) , js = 2x
et (p = 2x^(**).
331. De toutes les fractions, quelle est celle qui surpasse sa puissance m iémc du plus grand nombre possible f
Quelle doit élre la valeur du nombre x,'pour que la racine jriéme de 4ix soit un maxim\im , ou pour que la puissance x iéme de x soit un minimum ?
(*) Ces valeurs résolvent le problème suivant : Oa veut construire une citerne à faces rectangulaires et de la contenance de 17380 hectolitres. Le revêtement de la surface convexe et de celle du fond sera pavé 4 Aor* Tauue carrée^ la voûte à anse de panier placée au-dessus, coûtera 8^ par aune carrée de projection horizontale, et le prix pour creuser la citerne sera de 48^ par aune de profondeur. On demande quelles doivent être les dimensions x^y^ z de cette citerne, pour que sa construction coûte le moias possible f
(**) Voici le problème résolu par ces valeurs : On a une masse d'argent fin du poids de ar grammes, dont on veut construire un vase cylindrique, à base elliptique. Comme les parois devront avoir partout un millimètre dV-paisstrur, aussi bien que le couvercle, on demande la hauteur 2 du vase et les demi-axes jt et jr de son couvercle et de sa base^ pour que la èapacite x^ du même vase soit un maximum ?
fin.
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GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE
Les secliobs coniques ont des usages si imporUm, dans les arts et les sciences, qu^on doit s^attadber à rendre leurs propriétés accessibles et familières à tous ceux qui étudient la géométrie (*)< Le véritable moyen, sans doute, est de faire entrer la recherche de ces propriétés dans renseignement élémentaire : aussi le présent ouvrage forme-t-il la quatrième partie du traité de géométrie que nous avons publié*
Les méthodes purement géométriques , du moins celles employées dans les élémens, bien que fort daires et fort simples^ ont cependant ^inconvénient de trop isoler les principes et dVn rendre TcncEalneBient difficile à saisir : il nous a paru préférable de faire usage des méthodes analytiques, dont Tavantage est de conduire aux théorèmes de la manière la plus naturelle, si ce n^est la plus simple. Far cette marche, non-aeulement ce petit ouvrage fait connaître les propriétés les plus usuelles des courbet du second degné; mais en outre, il devient une iiAroduction ufile à Pétude de la Géométrie analytique.
Equations du point.
1. La Giomètrie analytique fait partie de PApplication dé TAIgèbre à la Géométrie en géticml \ son but est de fournir les principes pour résoudre toute question de géométrie, indéterminée ou non , à Taide des éqaations qui repriseftient les points^ les lignes ou les surfaces d^nne figure , sans qu^l soit même nécessaire de tracer d^abord cette figure.
■ «|i I I ■ ■ 111 II iiiii
(*) Cest à <^i M. Bérgery est panrenu, avec beaucoup de 8iiocëS|' t^ap-* sa Géométrie des courbes, appliquée à Tindustrie. Metz, 1836*
A rafenîr, une indication telle que (G. 4<^}) signifiera le n° 4^0 dd la Géométrie dont oe traité fenoc là 4^* partie.
Gomme la plupart des problèmes de géométrie se réduisent, en dernière analyse, à trouver les distances dW ou de plusieurs points inconnus à d^autres points ou k des droites fixes , il faut d^abord savoir comment on détermine les difTérens points dW plan.
1. Pour obtenir la position dW point M sur un plan, on conçoit deux droites AX et AY indéfinies, se coupant en A (fig. !***); puis on mène MP parallèle à AY et terminée à AX : il est clair que le point M est déterminé dès que Ton connaît les longueurs AP et PM. Or, ces longueurs sont appelées coordonnées du point M ; les droites AX et AY sont les axés des coordonnées , et le point commun A en est Vorigine, Suivant que Pangle YAX est droit ou non, les coordonnées sont dites reciangulairea ou obliques. La distance AP est nommée Vabseisse du point M et la longueur PM en est Vordonnée, On désigne géné- . ralement le» abscisses par x et les ordonnées par j* : AX est alors Vaxe des x ou des abscisses et AY Vaxe des jr ou des ordonnées»
On regarde comme positives , toutes les abscisses mesurées sur AX, de A vers X, et toutes les ordonnées mesurées sur AY au-dessus de Taxe des x : alors les abscisses mesurées en sens contraire de A vers X', sont négatives, de même que les ordonnées mesurées au-dessous de AX, de A vers Y' (G. 4oo). Si donc on veut trouver le point dont Pabscisse x = — s et Tordonnce j^ z= 3 , on prendra d^abord la distance AP'= i, puis on mènera, par le point P', une parallèle à AY, et on prendra sur cette parallèle la longueur P'M'rzS; le point M' ainsi déterminé, sera le point cherché.
3. On appelle équations d^un point ^ les équations qui expriment les valeurs de Pabscisse et de Pordonnée de ce point. De sorte que si a et 5 sont ces valeurs, les équations du point seront
X :=z a et J" =: b
La première de ces équations, considérée comme si elle était seule, convient à tous les points pour lesquels Pabscisse est égale à a ; elle convient par conséquent à tous les points de la parallèle à Taxe des ordonnées , menée à la distance AP = a , et rcpré^ sente cette parallèle. De même, Péquation jr=.b appartient à tous les points de la parallèle à Taxe des abscisses , menée h la distance AQ = b. Le système des équations xz=a et ^ =r 5 appartient donc au point qui se trouve à la foi» sur les deux
parallèles , cVst-a-dire à leur intersection M ; et voilà pourquoi x* = a et j^ = 5 sont dites les équatians du point M.
4. La parallèle à Taxe des ordonnées , représentée par Pcquatlon x = a , se trouve à la droite de cet axe si a est positif, à la gauche si a est négatif, et coïncide avec le même axe si a est nul 4 de sorte que Téquation x = o appartient à tous les points de Taxe des ordonnées et ne convient qu^à eux seuls. De même, . la parallèle à Taxe des abscisses, représentée par Téquatiou jr=h^ est au-dessus ou au-dessous de Taxe des x, suivant que b est positif ou négatif; et si h est nul , elle coïncide avec cet axe, pour lequel, conséquemment , on a toujours ^ = 0.
EnGn , Pensemble des équations x = o et jr:=o appartient au point commun aux deux axes et caractérise Tongine A des coordonnées. »
5. Cherchons maintenant la distance de deux points dont on connaît les coordonnées rectangulaires. Soient M et M' ces deux points ( fig. 2 ) , <f leur distance MM', x et j' les coordonnées AP et PM du point M , x' et y les coordonnées du point M' : si l'on mène MIV parallèle à AX, on aura MN =zj- — y ei NM' =zx — x'\ le triangle rectangle MNM' donnera donc, pour déterminer la distance d cherchée^
Cette formule convient à toutes les positions des deux points proposés , pourvu qu'on y donne le signe •^- aux coordonnées mesurées dans un sens contraire à celui que nous venons de considérer. C'est ce qu'on vérifie aisément, en supposant successivement les deux points dans chacun des angles des axes ^ ou de part et d'autre des mêmes axes.
Si le point M' tombe à l'origine A, pour laquelle V = o et y z=zo^ il viendra , pour déterminer la distance d du point {x^j')ovLMk l'origine des coordonnées ,
ér = x*+y, ou d=j/x'+^'.
6. Dans tout ce qui va suivre, nous ne calculerons les formules de la géométrie analytique qu|s pour les points situés dans l'angle des coordonnées positives. Si donc on veut appliquer les mêmes formules aux points situés dans les autres angles des axes, il suffira d'j affecter du signe -^ les lignes qui prendront une direction contraire à celle qu'elles avaient dans l'angle proposé
( 6 ) (G.4oo); et les formules, ainsi modifiées, seront celles que Tob trouverait directement en recommençant les raisonnemcns, les popstmctions et les calculs qui ont fourni les premières.
Equations de la ligne droite,
IV. Lorsque les coordonnées x et ^ de chacun Ar% points d\ine ligne doivent satisfaire à la même équation ; en prenant pour X un nombre quelconque a, cette équation donnera à y une valeur h , aii nioins ^ et si 6 est réelle , le point dont a et A sont les coordonnées, sera nécessairement un de ceux de la ligne. De cette manière, Téquation proposée fait connaître successive- ^lent tous les points de la ligne et peut servir à la tracer.
On voit par là qu^une équation entre deux variables x et y y feprè$ente une ligne dont chacun des points a ces variables pour coordonnées. Aussi appelle-t-on éqtiation é^une ligne la relation qui existe entre les coordonnées de chacun des points de cette ligne \ et celle-ci à son tour est appelée le lieu de Téquation.
8. Cherchons Péquation d^upe droite AE passant par Tongine A des coordonnées ( fig. 3 ). Soient AX et AY deux axes quelconques ; prenons Fabscisse positive AO = i et soit a la valeur de Pordonnée correspondante OV; soit M un point quelconque de la droite AE, x el jr les coordonnées AP et PM du point M : les deux triangles semblables AOV et APM donnent
jrzrzax.
Telle est Pcquation de la droite AE ; car non-seulement celte équation détermine tous les points de AE, situés dans Pangle Y AX \ mais aussi tous les points dans Tanglc RAY'. C^est ce qu^on vérifie , par exemple , en faisant a; = — 3 , dans j- = ax \ car la valeur résultante jr =. — 3a étant négative , détermine un point au-dessous de Taxe AX (G.401), et ce point tombe sur le prolongement de EA. E/Tectivemcnt, les coordonnées de ce point étant • — 3 et — 3a, ont pour valeurs absolues 3 et 3a; el si Ton prend du côté des abscisses négatives , la distance AI = 3, et quW mène Tordonnée IG, les triangles semblables AOV et AIG donneront ijSj^a'IG; d^où IG = 3a ; les coordonnées — 3 et — 3a déterminent donc , en elFet , le point G de la droite EAG.
( 7 ) 9* Non-teulement Téquation y"=.ax appartiait à tous les points de la droite A£, indéfiniment prolongée \ mais de plos, en y feisant varier a, cette équation détermine tontes les droite qui peuvent passer par Porigine. En effet, comme a est Fordonnée correspondante à Pabscisse positive AO = i;sia = cp, ce qui arrive quand la droite est parallèle à son ordonnée, cette droite coïncidera avec Taxe AY; et c^est ce que montre Téqua-
tion j^=ajr; car ayant alors x=: ^ = 0, quel que soit^, tous
les points de la droite se trouvent sur Taxe des ordonnées ( 4 )• Partant de cette position , il est clair qu^à mesure que a diminuera y la droite approchera de Taxe AX ; et si a devient qu( , c^est-à-dirc si le point V tombe en O, la droite aura deux points communs A et G avec Taxe AX et coïncidera avec cet axe. G^st encore ce qu^indîque Féquation y = oor, qui donne alors jr=r: o, quel que soit x.
Enfin , a devenant négatif et égal à — Oy^ la droite tombe au-dessous de Taxe des x et prend la position AN. G^est ce qu^on voit encore par Péquation jrznax^ qui devient alors yziz—^ Oy X X ; car tant que x est positif, y est négatif, et on ne peut avoir ^ positif qu^en prenant x négatif: ce qui montre quo la droite reste au-dessous de Taxe des x du c6té des abscisses po^ sitivcs et ne passe au-dessus de cet axe que du côté des abscisses négatives.
On voit donc, par cette discussion, que Téquation ^ := oo? représente successivement toutes les droites qui passent par Porigine des coordonnées et peut servir à les décrire.
10. Considérons maintenant une droite BH rencontrant Paxe des j^ à une distance AB = & de Porigine A. Soit D un point quelconque de cette droite , x etjr les coordonnées de ce point. Menons par Porigine A la parallèle AE à BH, rencontrant PD en M ; nous aurons , diaprés ce qui précède , PM = ax. Ajou* tant d^un côté MD et de Pautre son égale AB ou 6, puis observant que PM-|- MD vaut^ , il viendra
Cette équation ajrant lieu pour tous les points de la droite BH, indéfiniment prolongée dans les deux sens, est Péquation de cette droite.
1 1 . Réciproquement , totiU équation du premier degré eiître
( 8 ) lêi variahîês x êi y, représente une ligne droite et en détermine la posiiiûn. En effet , cette équation peut toujours se ramener à la forme ^ = ai: -{- 5. Si Ton j fait d^abord xz=io^ poor avoir le point situé sur Taxe. des j^, il viendra / = ^ ; et suivant que h sera positif ou négatif, ce point sera au-dessus ou au-dessous de Paxe des abscisses. Supposons h positif et prenons AB =: i; menons BF parallèle à AX et soient D, D', D", ..., les points dont les coordonnées satisfont à Péquation j* =: ax-^b ou j' — hz=:ax\ nous aurons donc, en observant (jue les parallèles PC. FC, P"C'', ... , sont égales à b ,
ÇD = a.BC, C'D' = a.BC', .C"D"=a.BC'', ...;
d'où CD ; Bç :; ç'D' : Bc ;: c"D" : bc, ...
Et comme les angles BCD, BC'D', BC'D", ... , sont égaux, il s'ensuit que les triangles BDC, BD'C, BD"C", ..., sont équiangles ; donc toutes les droites BD, BD\ BD", ... , coïncident et tou$ les points B, D, D\ D", . . . , sont à une même droite : donc enfin , toute équation de la forme j*=:aj:-f- ^^ représente «ne ligne droite | dont :ç et j^ sont les coo^don^ées de chacun 4e ses points.
12. Dans cette équation , ^ est la distance de Forigine an point où la droite coupe Taxe des ordonnées, et a est l'ordonnée correspondante à Pabscisse positive j:= i , pour la parallèle à la droite proposée, menée par l'origine ; a représente aussi le rap^ port des sinus des angles q\ie cette droite fait avec les axes des x et deq y. Car soit 0 l'angle YAX , de ces deux axes et u l'angle que la droite BH fait avec l'axe des x \ son angle avec Taxe des j* sera donc é — «. Menant AE parallèle à BH et prenant AO = 1 \ daps le triangle AOV, on aura OV=:a, l'angle OAVzz: « et l'angle AVO iz: é— r «5 il viendra donc 1 ; a J ^ sin (I — «) •
sm m \ d^ou a = . ' >t Hit si é = 90", on aura azz: tang «.
1 3. Tant que a et & sont indéterminés, la situation de la droite n'est pas connue ; mais si a et 5 sont donnes , ou si l'on a des conditions qui les dclermincnt , il sera bien facile d'en conclure la position de la droite. Pour cela , le moyen le plus simple, en général, est de chercher les points où cette droite coupe les axes, en faisant successivement xzizo clj^=:o, dans son équation. C'est ainsi qu'on trouvera la droite représentée par l'équatio^
l4- Trauwer TèquaiUn étune ligne droite passant par deux points donnés, f angle. des axes étant bailleurs quelconque.
Soient (i/, j^) le premier point, (^'i J^') le second ^\.yz=.* ax-\-h Téquation de la droite cherchée, a et ^ étant inconnus. Puisque cette droite passe par les points dont les coordonnées sont x' et y* y af^ et y*\ son équation sera satbfaite lorsqu^on y remplacera x par 3^ et jr par ^, puis x par xf' et y par^'^ ainsi oq a les trois équations
yz=zax + ^1
Prenant dans les deux dernières équations les valeurs de a et
6, puis substituant dans la première, le résultat sera Téquation
. demandée. Mais Péliminalion se fait beaucoup plus simplement,
en retranchant la seconde équation de la première cl la troisième
de la seconde ; car on a , par ce moyen ,
d^où Ton tire
Il est aisé de vérifier que la seconde de ces équations est celle de la droite qui passe par les deux points {p^^y^ et {j^\ ^')î car si y =^jr\ elle donne x:=, x^ \ et si y:=:y\ elle founut a:= a;". On voit d^ailleurs que le h de celte droite a pour va-
leur 6= ^,_^, .
Remarquons de plus, que si une droite passe par le point (^1^)1 ^^^ équation sera toujours de la forme
i5. L'angle des axes étant quelconque , si les deux droites y = ax -f' ^ '^ y = ^'^ "1" ^'1 9ont parallkles, on aura toujours a=:a'; et réciproquement. Car puisque les d^iiii^ droites proposées sont parallèles, les parallèles /i et //, à ces deux droites, menées par Torigine , coïncident nécessairement ; il en est donc de même des ordonnées a et a', qui , pour ces parallèles p et //, correspondent à la même abscisse 1 positive (12); c^est-à-dire que a=a'.
Hêciproquement, si 0=0^^ le» parallèles p et |/ aux deox droites proposées, menées par roriginc, auront deux poi'ols de communs et coïncideront ; les deux droites proposées seront donc alors parallèles à une même troisième, et conséquemmeot parallèles entre elles.
16. Il est bon d^observer que quand deux droites se coupent, les coordonnées a; et ^ du point d^intersection , sont respective* ment les mêmes dans les équations de ces droites ; et réciproquement. Si donc on résout les deux équations
jr=zax -\- è et jr=z a'x -f- ^ 1
les valeurs résultantes seront conmiunes à ces équations et seront les coordonnées du point de rencontre des droites que ces mêmes équations représentent : on aura
xz=z r et J' = J--
Si a = a\ sans qu^on ait h =: 5', ces valeqrs seront infinies; le point d^'ntcrsection sera donc infiniment éloigné : aussi alon les deux droites sont parallèles.
Si on avait à la fois a = a' et bz=:b\ les deux droites se con* fondraient et auraient une infinité de points conmiuns : c^est aussi ce qu'^indiquent les valeurs a;=| et j^=| , que Ton trouve dans ce cas.
17. Calculer V angle de deux droites, rapportées à des axes rectangu laires .
Menons par Torigine A les parallèles AE et AF aux deux droites proposées jr'=.ajc •\- h cl ^" = a'x 4" ^ î Tangle EAF sera donc le même que celui de ces deux droites (fig. 4)« Soient « et J les angles que les droites proposées font avec Taxe des X ; on aura donc Tangle EAX = « et Tangle FAX =î= «' ; d'où Fangle EAF 1:= «' — « , et en outre a r= tang « et a' = tang «' ( i!i). Soit / la tangente de Pangle «' — « des deux droites proposées, de sorte que /=tang(«' — «). Développant le seçoqd membre, il viendra
« tanff *' — taii£j « a*
Soit s le sinus de Tanglc «f'^« des deux droites ; son cosinus sera y \ — «* et on aura
/= -; d'où sz=
Substituant la valeur précédente de / et réduisant, on trouvera
|/(i+a»)(i + «'') Cette formule , ou celle qui donne /, suffira pour construire Tangle des deux droites ^=ax+ 5 et j^=a'x'-f-^', rapportées à des axes rectangulaires.
i8. Si cet angle «' — « est droit, sa tangente /sera infinie cC son sinus s égal au rayon i ; donc les formules précédentes donneront chacune aa'+ i = o. Réciproquement, si aa! -\- i=.o^ on aura / = oo et « = i ^ Pangle des deux droites proposées sera donc droit. Ainsi on a ce théorème, que nous emploierons souvent :
Lor$quê deux droiUs y = ax -j- h e/ y^ = a'x + h', rapporUes à des axe$ reeiangulaires, sont perpendiculaires Vune à Vautre j çn a toi^ours aa'4~ t ==o/ ^^ réciproquement. Cesi d^ailleurs ce que Ton peut démontrer directement , par la construction d^uno figure , et sans le secours de la Trigonométrie.
19. Pour avoir Tangle m* — m des deux droites proposées r=ax-f-& tljr=:a'x'\-h\ lorsque les axes sont obliques et font entre eux un angle
A , on observe qu^alors a == -: — 7- r (13). Développant sin (0 — «) ,
^ sm(6 — «) "^ ^
puis chassant le dénominateur et divisant les deux membres par cos«,
on aura
'M * 1^ . a sin $ a sm 9 — a cos 6 tancr m. =; tang m, : d où tancr « = — ; -•
i-|-acos8 L équation a'=i -. — — — , donne de même tang «'=
sin(9 — *')' ■ i+a'cosG
Posant toujours f r=: tang (ef — *), développant et substituant les valeurs que Ton vient de trouver pour tang « et tang «', il viendra
(a' — ii)sin9 i-\-aa'-{'(a'\-a')cosè
Si les deux droites sont parallèles, «'=«, t =: tang («' — «) = o et par suite ef:=:=.a^ comme au n** i5«
Si les deux droites sont perpendiculaires, Fangle •' — •=90^ et <= tang 90** = 00 ; ce qui exige qu^on ait
condition qui, lorsque 6 =90^, se réduit à i-)-aa'=:o, comme au n" 18.
20. Trouver Paire du foralUlogrammê ABCD, doni le sommet éPun angle est à f origine des coordonnées rectangulaires, connaissant bailleurs Us équations jznaxetjzz: a'x deo c6tés AB et AD qui comprennent cet angle, ainsi que Us longueurs A' et Ylf de ces côtés ( fig. 4 )• Soient « et J les angles B AX et DAX ; soit s le sinus de Pangle BAD ou J~m, Menant la haatenr DG du parallélogramme ABCD, le triangle rectangle ADG donnera i I « I * B' * DG=B'f^ et Paire de ce parallélogramme sera AB X DG ou A'B'«. Substituant la valeur de #, trouTée plus haut ( 1 7) , il viendra
l/^(i4-«')(i4-«") Soient x^^ y les coordonnées du point B et x^\ jr** celles du point D; on trouve aisément que A'B'«=:ary — J^^'»
2 1 . Les coordonnées étant rectangulaires, la distance P du poùti
(x', y') à la droite yizz ax+b^ sera toujours Vzzr——
Soit EF la droite j-^iax + h.Wle point (x^, y) et Mil :=:P la perpendiculaire cherchée (fîg. 5). L^angle de EFavec AX étant égal à Tanglc de AX avec AV, parallèle à EF; si Ton prend AO = 1, ce qui donne la perpendiculaire OV = a, les deux triangles AOV et IMM' seront semblables ; on aura donc
AO : MM' ; : AV; IM', ou 1 ; ?;; ^7+? ; IM'=Pj/7+7. Mais ayant AP' = j/ et I étant un point de la droite proposée EF ou jr :iz ax '\' b ^ il vient IP' nz ax* -}- h. Donc comme M'P' =y, onaïM'z=/— ox'— ô; d'où l'on Ure
Pj/r+^=y— «^' — * et P = 2±Z^^.
1/^1 + a* Il est facile de vérifier que si le point (^x'^y) tombait en W\ au-dessoqs de I9 droite proposée EF, la valeur de P serait négative.
On parviendrait d'ailleurs à la formule précédente, au moyen de l'équation de la droite donnée, de celle de sa perpendiculaire menée par (j^, ^') et de la distance P entre le pied (x, j-) et le point ( x', j-') : on aurait alors à combiner les équations
j-z=:ax -\- b^ y — j^=:a'( x— ^or*), . i + aa' = o, P' = (^-y)' + (*-x')';
et on serait ainsi dispensé de construire une figure.
21. Le petit nombre de principes qui précèdent , suffit pour résoudre très-simplement tous les problèmes qui ne dépendent que de la ligne droite, sur un plan. On aura, dans la suite, souvent Toccasion d^appliquer ces principes ^ nous nous bornerons donc , pour le moment , au théorème que voici :
Si dêi extréndUt de lorbase AB t^un triangle quelconque ABC, an mhiâ Jês paral&leg aux deux autres eùtê$, et que par deux pointe quelconques P et Q, pris à volonté sur ces parallèles, on mène aux mêmes côtés, deux nouvelles parallèles, se coupant en "Dsje dis que les trois droites AQ, BP et DC se rencontreront en un même point (^ûg, 6).
Prenons les côtés CA et CB pour les axes des x et des^ obliques \ faisons CA = a , CB z=z h , kV-zzp et BQr^g : la droite AQ passant par les deux points (a, o) et ( — ^, &), aura pour équation (i 4) b
De même, 4a droite BP passant par les deux pojnts (0,6} et ( a , *— fi ) , aura pour équation
Enfin, Téquation de la droite DC, qui passe par les points (o, o) et (-^p, — 9), sera de la forme
Pour le point où les deux premières droites se coupent, les x et les y sont respectivement les mêmes dans les équations de ces droites. Résolvant donc ces deux équations, les valeurs résultantes seront les coordonnées x et ^ du point commun aux deux droites AQ et BP : et puisque ces valeurs satisfont à Féquatioa do la droite DC, il s^ensuit que le point d^intersection de AQ et BP, se trouve sur DC.
Et comme les signes de jp et ^ peuvent être quelconques , il faut en conclure que les droite» AP et BQ peuvent être menées indistinctement de part et d^autre de la base du triangle , sans que le théorème cesse pow cela d^avoir lieu.
a3. On démontrerait, d^uoe manière tout-à-faît analogne^ les théorèmes des n**' 1^5 et 126 de la Géométrie, après avoir établi que les eoordmmisê du milieu de la droite qui Joint les
Hr + j")'
a4' '^^ ^*on veut trouver analytiquemeni le point égalenkent distaat de trois droites tfui se coupent etjbrment un triangle^ on Tem qa^O existe quatre de ces points et qa^ils se trouvent aux interscctîoos des bisectrices de deux angles du triangle avec leurs perpendiculaires aoi sommets des iSiémes angles. De là ^ en cherchant le point paiement Joigne des trois sommets du même triangle, on sera conduit aiijl profpriâéi indiquées ) page 294 de la G^mctrie.
a5. Enfin, voici encore quelques propositions à traiter :
lé Trouver Paire d^un triangle , au moyen des coordomiëes des tonmets de ses angles.
IL Trouver le lieu de tous les points ^lemeflil dislafls chacoii de deox points donnés*
m. Quel est le lieU de tous les points tels , qu^en menant de chacu deux droites à deux points donnés, Ifl différence des carrés de œ» drotla taille un carré donné c* f
1 V« Lorsque des extrémités de la base d^un triangle, on mène des droitrs k dent points semblâblemetit placés stir les deux autres c:6tés ^ œs deox droites se coupent sur la droite menée du sommet an milieu de la base.
V. D^un point donné hors d^un angle tracé , mener une sécanle tefle, que les distances de ce point aux deux où cette sécante coupe les deai côtés de Pangle , aient le rapport donné n.
Equations de la circonférence et de sa tangente.
36. Soient p ei q les coordonnées rectangulaires du centre d^un cercle donné ^ x eij' celles d W point quelconque de sa circonférence et R la dislance de ces deux points ou le rajon \ diaprés ce qu^on a vu ( 5 ) , il est clair qu^on aura toujours
Telle est Pëquatîon la plus générale de la circonférence t elle renferme trois constanteg indéterminées , parce qu^il faut trois conditions pour déterminer le centre et le rajon d^un cercle.
27. Lorsque Porigine est un point de la circonférence, on a p* 4" 9* = ^' i *^ Téqualion du cercle devient
^••-f-^' — 2px — 2jj-=:o.
Alors si on y fait^ = o , pour avoir les points oh laxirconférence coupe Taxe des x, il viendra xrrro et x=r !2p; ainsi les points d^intersection sont Porigine et celui dont Pabsdsse 2p est double de Tabscisse p du centre. D*où il soit qao la perpen^eu-
lairê q, menée du centre eur la corde ip, dvriee cette iforde en deux partiee égalée,
a8. Si Torighie est à Pextrémité d^an diamètre, pris pour axe des X, les coordonnées du centre seront nécessairement j9 = R et 9 =1 o ^ alors Téquation de la circonférence prend la forme
et comme yx^ +^ exprime la distance du point (x, j-) de la circonférence à l\>rigine des coordonnées ( 5 ) , ou représente une corde , on voit que cette corde cet moyenne freporteennelle entre le diamètre aR et le eegment x aé^'acent à cette même corde, 39. La m^me équation prend aussi la forme
y^znOkRx — X* ou j-*:=:(!iR — x)x.
Or, X et 2R — X sont les se^ens du diamètre, déterminés par Pordonnée j^ ; de là résulte donc que et dPun peémt de la circonférence, on abaisse une perpendiculaire eur le diamhtre, cette perpendiculaire sera moyenne proportionnelle entre lee deux eeymené qu'elle détermine sur ce diamètre.
30. Enfin , si Porigine des coordonnées rectangulaires est au centre, p et f seront nub ; et Péqiiatîon (1) deviendra
Cette équation est la plus simple de la circonférence: asssi eslce celle qu^on emploie le plus fréquemment.
Par ce qui précède, on voit que le» coordonsées x et^ étant rectangulaires, Téquation de la circonférence est toujours du second degré et ne conlieift pas ^e produit x^.
3 1 . Réciproquement , les coordenniee netj étant rectangulaires, toute équation qui ne contient pas le produit ij^ maie renferme lee carrée x* efj^, avec dee cee^ciene égaux et de mémo eigne, représente une cireonférence^ Car cette équation peut toujours se ramener à la forme (x — p^ '\'(j' — y)* mR*. C'est ainsi , par exemple., qoe Péquation
Ax» + Aj-»+Bx + Çj- + D = o,
Celte équation est celle de la drconference, dont les coordonr* nées du centre et le rajon , sont respectivement (26)
( 18 ) Il est aisé, diaprés cela , de trouver le ceiftre et le rajoa de la circonféreace rcprësentcc par réquation ^
32 . L^équation de la circonférence nous a déjà donné plosieiirs propriétés de cette ligne; et elle doit lesfonmir tontes, plli^ qu^elle la représente complètement. Voyons, par exemple, â les deux droites menées des extrémités d^un diamètre à un même point de la courbe, sont perpendiculaires Tune à Tautre (fig. 7).
D^abord Péquation de la droite BM étant de la forme ^r= ex -1- & , la condition de passer par le point Bou(-'— R, o), donnera o = — aR-|-&. Retranchant cette équation de la précédente, on aura, pour Téqualion de la droite BM ,
De même, Péquation de la droite CM sera
D^ailleurs, Téquatiôn de la circonférence est
x'+jr«=:R».
Lerdeux droites devant se couper en M sur la circonférence^ les coordonnées du point d^intersection , sont respectivement les mêmes dans les trois équations précédentes. Si donc on prend les valeurs de x et de j-^ dans les deux premières , et qu^on substitue dans la troisième , celle-ci sera satisfaite , et on aura ainsi , réductions faites ,
La dernière équation donne d^abord oa' -}*i = o; ce qui prouve que les droites menées des extrémités d\in diamètre à on même point de la circonférence , sont perpendiculaires Tune à Pautre (18). La même équation fournît ensuite aaf^ o ^ d^oua = 0 et a'==^, ou bien af^zioei a=f. Cela signifie que, si Pune des deux droites est menée suivant Taxe des x, Tautre aura telle direction qu^on voudra.
Il est visible , en effet , que dans cette dernière supposition ^ les deux droites se coupent toujours sur la circonférence , conformément à rhjpothèse; mais cette seconde solution ne fournit aucune propriété, et on aurait pu se dispenser d^y aVoir égard*
HànarqùiDiis qiie si , dans le produit des deui premiéfM ^^ttidtis pti^ Iposées, oti substitue la valeur de aa' tirée de aa^'\- 1=0, on résoudra le problème où il £iut trouver le lieu des sommets de tons les angles droits^ dont les côtés passent constamment par deux poizits d<Amés«
33. Cherchons actuellement les relations nécessaires jK>ur que deux circonférences se coupent ou se touchent. Prenons pour axe des x la droite d qui joint les deux centres, Porigine des coordonnées rectangulaires étant au centre du plus grand des deux cercles et Pabséisse positive du second centre étant la droite d elle-même : il est dair qiie les équations des deux circonférences sont respectivement
x»+j^=;R» et (jc— d)»-f-^ = R'».
Pour les points où les deux circonférences se coupent, les x tilesy •ont respectivement les mêmes dans les équations précédentes ; de sorte, qu^en résolvant ces équations, on trouvera ^ pour les coordonnées dev points d^intersecdon ,
i» On voit qu^il y a deux points d^intersection , pour lesquels x n'ai qu^une seule valeur ; ce qui prouve que la droite if ui joint Uk deux points de rencontre est perpendiculaire à la droite qui joint les deux centres* De plus , comble les deux valeurs de j* sont égales et de signes contraires, la première droite est divisée en deux parties égales par la seconde^
a* R étant le plus grand rayon , les deux premiers factetirs sous'le radical àtf sont positift ; donc si les deux autres facteurs sont positifs aussi, c^est-â-dire si Ton a en même temps <2^R-)-R'et<2^R — R', les deux valeurs dejr seront réelles et les deux circonférences se couperont en deux points. Donc , lorsque la distance des centres de deux cercles est moin^ dre que la somme de leurs rayons^ mais plus grande que leur différence^ les deux circor^érences se coupent*
lies deux valeurs de j^ seraient encore réelles , si Ton pouvait avoir en même temps R^<2+R' et <2^R4-R'. Mais ces inégalités sont impossibles; car dès que R><24-R', a plus forte raiion R4-R'><2.
d^ Lorsqu^on a <2^R + R', Pun des deux derniers facteurs sous le ra^ dical de^ est négatif, taudis que les trois autres sont positifr ; donc alort les deux valeurs dtjr sont imaginaires et les deux cercles ne se coupent pas. n en serait de même si Ton avait <2<^R — R^
4** Si <2=:R -|~R'i le dernier fiicteur sous le radical de jr sera nul ; les deux valeurs se réduiront à une seule o , et par conséquent les deux circonférences n^anronl quW seul point de commun , placé sur la distanc» des centres* H en serait encore de même ai Ton avai» dzzzK — R^
5** Réciproquement , dès que les deux circonférences n^ont qu*nn seul
pqint de oomiiina, les deox Taloin dey la riSdiliienlà mM te^ ne peut arri?er qa^aatant qa^èllet lODi noDee tootet lee deuL, et per tnifte qo^antant que VtojL dm deux dcmien freleiin sous le radical est aéro. On 'adoiicjr=oct cl=R-f-R', oacl=R— R'; ainsi çimumI «Imx cv^oityérmtees se touchent y le point de eontaei esi place sur ia diHamoe dm oenires , et cette dittanee vaut la somme ou la différence des rmpms»
00 Enfin, si d=zo el R^R', les deoz Taleors âejr soot imapnairei; nais si <<=oetRs=R',xeljr sont indëtenninës: aussi les ciiconfércnoss sont-elles intérieures Pane à Tautre , dans le premier cas, et oomcidcBt dans le second.
34* Examinons maintenant les propriétés qui résultent de rintefsectÎQa d^une circonférence par une droite on plusieurs. Soient jt', jr' les coordonnées d'un point donné sur le plan d'Sm cerde. L^origine dea coordonnéea rectangulaires étant au centre , les équations de la circonl&ence 4 d^une sécante menée par le point (a:', ^) , seront respectlTcment
x«+jr»=:R» ety— jr/=a(x— «/).
Soit z la distance du point ( x*^ ) à Tnn des points d^teraection de la sécante avec la circonférence; pour ce point d^intersection, les x et lei y seront respectivement les mêmes dans les deux équations préoédentei et dans ceile-^ ;
,»=(»-:t')« + Cr-/)«.
Prenant donc les Taleurs de x et de j^ dans la seconde et la troisiéat équation *, puis substituant dans la première , après avoir posé |/^i-f«» Ci^m; observant d^aillenrs que si d désigne la distance dn point (^,y ) à Porigine, on a <2*=i=x^* +^'i ^^ obtiendra
z^ + ^(xf+ayt)z+d*—'R*=zo... (i).
Cette équation n^ajrant que deux racines , il s^ensuit qu^une droite ne peut jamais couper la circonférence qu^en deux points. Soient z^ et z" les deux valeurs de x ^ on aura , diaprés la composiiion des équations,
m zV=<l> — R'.
Le produit s'x" étant indépendant de la valeur de a , qui détermine la direction de la sécante , on voit que si par le même point (^>^), on mène une autre sécante et qu^on désigne par t/', v'' les distances de ce point aux deux points d^intersection , on trouvera pareillement i/t^=z <2*^-R* : donc x'2"== v'v", et conséquemment
Cette proportion a lieu , l' lorsque le point ( x', j^ ) est dans rintérienr du cercle ; a* lorsqu^il est au-dehors ; 3* lorsqu^ëtant au-dehora , ùm a v^z=iv*K De là résultent donc les trois théorèmes qu^on démontre en géométrie.
Maiiiteiitnt ^ soppoions que les denx Taleurt a' et «^ de s , dios Tëqoa- ' tioB (i ), soient^^gales : dans ce cas , li droite jr-.^ = <> ( * — ^ ) ^era tangente à la circonférence , pnisqiie ses deux points d^intersectîon arec cette courbe, se rëoniront en un seul ; on aura donc dors z>+xf'z=z azf, V^'= È^*j et ensuite
,,;=_f±2l et .'= ± k'^TF.
Si donc le point (xf^jr*) est hors du cercle, on aura <2^R et les deux valeurs de x' seront rëeUes et ^les ; on peut donc , par un point hort du eerele^ mener â la circonférence , deux tangentes égales entre elles»
Si le point {xf^jr*) était dans Fintérieur du cerde, c^est-à-dire si Ton avait ^<CR; ** serait imaginaire et il n^j aurait point de tangente ^ ce qui est d^aiUeurs aident*
Enfin, si le point (x^^y) est sur la circonfe'rence ; en daignant par x" tXf"ie% coordonnées, on aura x* z=.x*\ y' z=zy" et a:"«-(-j^'*=R" • et comme alors <<=R , il vient z'r=:o et x^' -|- ay*' = o \ d^où a = —
-j- Cette valeur de a étant unique , on voit que par un point (x'', y'' )
donné sur la eireonférenee , on ne peut mener qu^une seule tangente â cette ligne. De là on ùrejry -{-xx^f = R' pour Tcquatipu de la tangente ; mais nous allons chercher cette équation d^une autre manière.
35. Proposons-nous de trouver rëq[uadon dWe droite (J)) perpendictûaire à rextrémitë ix"^y) du rayon B.. D^abord Tcquation de ce rayon est de la forme jr= a'x\ et puisque le point ( x"^ y ) appartient à la fois au mdme rayon et à la drconférence x* + J^*= I^*i on a à la fois
y = aV' et x"*4.y* = R\
L'^ëquatîon de la droite (D), passant par le point (^x^^ j"}^ est de la forme ^ _y r — ^ ^ ^p _ ;c// ) .
la condition dMtre perpendiculaire au rayon B., donne oa'-f- 1
xff yff
z=o\ d'où k cause de a'=:-7r, il vient a = — '^. Substituant
cette valeur dans Téquation de (D) et réduisant d'après la relation x"* + j^ = R*, on trouvera Péqnation cherchée
Maintenant pour montrer que la droite (D) représentée par cette équation , est tout entière hors du cercle , retranchons le double de la même équation hors de celle-ci : x^'-j-^^'^^R*; nous aurons yri-^a^yf^:c''»_aa:x"=— R"
Cette soustraction n'ayant pas changé les valeurs des coor-
aopnëes x t\jr d^un point quelconque delà droite (^Û), Inéquation résultante représente toujours la même droite. Soit d la distance du point ( x, j-) au centre ; on aura x' -}* J^ = ^- Ajoutant celte équation à la précédente , il viendra
Cette équation représente encore la même droite (D). Or, le premier membre étant toujours positif, quel que soit le point ( X, ^) de cette droite , la distance d de ce point au centre sera toujours plus grande que le rayon R ; tous les points de (D) sont donc hors du cercle, à Texception du point (•2^\j^')i qui est sur la circonférence \ la droite (D) n^a donc que le wcA point (x'^ y^^ de commun avec cette courbe : donc elle lui est tangente en ce point.
On voit ainsi que la perpendiculaire à V extrémité (x'', j'') iun rayon est tangente à la circonfirence. L^équation de cette tangente est jry^ -|- xjf^^=B^^ et sa direction est dctenninée
par a = —'-rr
36. Voyons maintenant comment On peut mener tme tangente à la circonférence, par un point donné (:e/, j-'). Soit <2.1a distance de ce point à Forigine ou au centre ; on aura d^abord
De plus , le point de contact cherché ( x'\ y" ) , étant sur la circonférence , on a
Enfin , la tangente yy + ^^ = ^'i devant passer par le point (a;', ^'), pour lequel ariz: ar' et yz=.y\ il vient
y/'+:rV'=R»...(3)
Résolvant les deux dernières équations , par rapport à x" et à y\ on aura \t& coordonnées du point de contact cherché \ et les valeurs résultantes montreront de plus dans quels cas il y aura deux tangentes, une seule ou aucune.
Mais il sera beaucoup plus simple de déduire des trois équations précédentes, le moyen de construire la tangente menée par le point ( x\ y ) hors du cercle. Or, ajoutant la seconde équation au quart de la première et retranchant la troisième, on
irouvcra (y'_i^7+(x''-|x')'=K ... (4)
Les coordonnées x" et y* n'^ayant pas changé de valeurs , elles appartiennent, dans cette équation, au même point que dans les équations proposées. Mais il est visible que la nouvelle équation représente une circonférence , dont \y et \7f sont les coordonnées du centre (^6); conséquemment ce centre est le milieu de la distance à. Et comme le rayon est ^, on voit que cette circonférence est décrite sur la distance à^ prise pour diamètre. D^ailleurs, les coordonnées x^et^'^du point de contact cherché , doivent satisfaire à Péquation (4) \ ce point appartient donc à la nouvelle circonférence : déjà il appartient à la proposée ; il se trouve donc aux intersections de ces deux courbes, Pe sorte que si Ton joint par des droites ces deux points d^interscction au point donné ( x\ j*' ) i on aura les deux tangentes que Ton peut mener à la circonférence , par un point situé hors du cercle \ et telle est précisément la construction présente en géométrie pour mener une tangente à la circonférence, dMa point donné hors de cette courbe.
37. Un cercle, dont O ett le centre, et un peint P étant donnée êur un plan, trouver le lieu de» intereecOon» det tangentes aux pointe oii la circonfértiice est coupée par une droite quelconque menée du point P.
Plaçons Pongine des coordonnées rectangulaires au centre O et Paie des x suivant la droite d qui joint ce centre au point P« Soient {^x\y) et (x",^") les points où la droite tirée de P coupe la circonférence \ Téquation de cette droite jiera donc
Et puisque le point P ou (i, o) se trouve sur la même droitt
on a yf y/f , yl ytl yf
Les tangentes menées aux points ( ^1 ^ ) et ( :p", y ) , ont respectivement pour équations
:^y + xx' = K\
Pour le point dMntersection de ces tangentes , les x et les j^ sont respectivement lès mêmes dans leurs équations. Retranchant la seconde de ces équations de la première, puis remplaçant,
dans Pëquadon résultante , la fraction ^; — ^, , par sa valeor
trouvée plus haut, et réduisant, il viendra
jry^xx'=zdx\ d'où R* = dlr et ar = -^-
Cette valeur de x étant constamment la même , quelle que soit la sécante menée de P, c'est-à-dire quelle que soit Pordonnée j*, représente évidemment une parallèle à Taxe des jr. Et suivant que d sera ^ ou <^ R , c'est-à-dire suivant que le point P sera au-dehors ou dans Pintérieur du cercle, cette parallèle, iau contraire , coupera le cercle , ou lui sera extérieure.
U résulte donc des calculs précédons , que H é^un pomi tUtd dans U plan éPun cercle, on tnhie autant de sécantêê çt^am vendra, les points de rencontre des deux tangentes ans interêeeiiems de chaque sécante, seront tous sur une perpendiculaire à la droite qui joint le centre du cercle au point proposé.
38. On peut donc dire que la sécante pivote sur le point P, quand le point de rencontre des deux tangentes correspondantes parcourt la perpendiculaire P', dont on vient de parler. Pour exprimer plus brièvement ce fait, on a donné au point P, un nom qui signifie pivot de rotation \ il s'appelle pâle de la perpendiculaire P', et celle-ci est dite la polaire du point P. Rien n'est plus facile que de trouver le pôle, lorsque la polaire est donnée, et réciproquement \ il suffit pour cela , de déterminer d oa x dans dx '=z R'.
Soit P" le point où la perpendiculaire P' rencontre la droite dy c'est-à-dire l'extrémité de l'abscisse x; on a nommé pèles conjugués d'un cercle, deux points P et P" en ligne droite aVec son centre, de manière que le rayon R soit moyen proportionnel entre leurs distances dd xkce centre. D'où il suit que le sommet d'un angle circonscrit au cercle et le milieu de la corde qui joint les deux contacts, sont deux pôles conjugués l'un. de l'aatre.
Sg. On appelle axe radical de deux cercles, une droite teHe^ qu'en menant de l'un quelconque de ses points , des tangentes aux deux circonférences , ces tangentes sont égales entre elles. Voyons s'il peut exister une telle droite. Soit d la distance de& centres des deux cercles proposés ^ R et R' leurs rayons. Plaçons l'origine des coordonnées rectangulaires au centre da premier cercle et l'axe des x suivant la droite d. Soit (x'i J^) on point
id , qu^en menant de ce point des tangiéntes aux deux drconfé* rences, les longueurs de ces tangentes, depuis le point (x', y) jusqu^aux deux contacts , soient égales chacune à e ; il est visible que les distances de (x', j^) à Porigîne et au centre du second cercle, forment dçux triangles rectangles, ayant l\m R et c pour c6tés de Fangle droit, et Pautre R' et c : on a par conséquent
^+y = R* + c% Retranchant la seconde de ces équations de la première, ou aur^
Cette équation représente une droite df^ paraUèle à Taxe des' ordonnées ; car elle reste la même , quelle que soit la longueur e des deux tangentes égales menées du point ( ^i ^ ) i c^estràdire quel que soit ce point et par conséquent son ordonnée^. De plus, comme cette équation est unique et qu^elle est vraie, quelles que soient les trois quantités R, R' et d, il sVnsuit que deux cercles ont toujours et n^ont jamais qu^un seul axe radical , tel que nous Pavons défini : c^est la droite <F perpendiculaire à la distance d des centres et éloignée du premier de la distance x', que nous venons de calculer. H est bien facile, diaprés cette valeur, de construire Paxe radical de deux cercles donnés.
4o. 11 résulte aussi de la valeur précédente de x', i* que si deux cercles se coupent, leur axe radical est dirigé suivant la corde commune ; a* que si deux cercles se touchent , intérieurement ou extérieurement, leur axe radical est la tangente commune au point qu^ils ont de commun ; 3* enfin , que la différence des carrés des rajons de deux cercles , est égale à la différence des carrés des distances de leurs centres au point où Paxe radical coupe la droite qui joint ces deux centres. Ce point est dit le Centre radical des deux cercles proposés.
4i • Lê$ axêt radicaux de trois eercUi quelconquec, prie deur à deux, te coupent toujourt en un même point, appelé centre radical de ces cercles.
Supposons d^abord que les trois cercles proposés A , B , C ^ ne se coupent pas, ou du moins que Pun d^eux ne coupe pa» les deux autres ; soit P le point de rencontre de Paxe radical de» deux oerdes A et B, avec Paxe radical des deux cercles A et C;
du point P menoiu les tangentes A^ B\ C, aux cerdes A, B« G. Poisqae P appartient à Taxe radical dès deux cercles A et B, les tangentes A' et B' sont égales (Sg). De même, puisque P appartient à Taxe radical des deux cercles A et G , les tangentes A' et O sont égales. Donc les tangentes B' et Gf, égales à h même A\ sont égales entre elles, et par conséquent P est ud point de Taxe radical des àevan, cercles B et G : donc enfin les frois axes radicaux se rencontrent au même point P.
Supposons actuellement que les trois cercles A, B, G se coupent ; soient R, R\ R'' leurs rayons ; les équations de ces cerdes Keronl respectivement
Ça:—py + (jr—qy = K' ou A"=o,
^x—fY + {jr—^y=ïif* ou B'^zzo,
(x-j/J + Cr-rÔ*;=ïl'" OH G'';= o.
Les équations des cordes communes à ces trois cercles, c'^eità-dire de leurs axes radicaux , sont respecdrcment
A" — B"=o, A'' — G^=:o et B^ — G^rro.
Or, pour le point P d^intersection des deux premiers axes, les x et les j* sont respectivement les mêmes dans leurs équations; donc , puisqu^en retranchant la première de ces équations de la seconde, on obtient B" — C" = o, c^est-à-dire Péquation do troisième axe radical , il s^ensuit que le point P tombe aussi sur cet axe.
^2. Voici quelques problèmes à résoudre :
I. Trouver le lieu de tous les points tels, que la somme des carrés des flistanccs de chacun à deux points donnes , vaille un carré donné c*.
II. Connaissapt Panglc d^ deux droites qui se coupent au centre d^an cercle donné, mener à celui^ une tangente telle, que ses parties comprises entre le point de contact et les deux droites proposées ^ aient un rapport connu n. ( Ce problème peut avoir huit solutions.)
III. Par un point doni^é sur le plan d'*un cercle connu , mener demL sécantes perpendiculai^pcs entre elles, de manière que les parties interceptées par la circonférence ^ soient dans le rappqrt donn^ it. ( fja solution conduit à un théorème assez remarquable. )
rV. Etant donnés tant de points qu^on voudra sur un plan , en trouver un autre tel, que la somme des carrés de ses distances aux prenûers, vaille un carré donné c^. (On pourrait aussi demander que cette somme fût la moindre possible *, et alors, s^il y a seulement trois points, sommets 4- un triangle, le point (Cherché scr» le centre de gravité de c^ triafiglç. )
V. Trourer le lien des sommets de tons les angles <%aux à A, dont les pôtés passent constamment par deux points donnés B et C, (La soluûon analytique conduit à la constmction pour décrire sur la corde BÇ un segment capable de Tangle donné A ; mais il faut pour cda , que Torigine des coordonnées rectangulaires soit au milieu de la corde 6C et Taxe des X dirigé suivant cette corde : autrement, il serait fort difficile d^arrirev à la construction du problème. )
De la Transformation des coordonnées.
43. Lorsqu^on veut résoudre une question à Taîde des prîn-r cipes de la géométrie analytique, la première chose à faire est de chobir les axes des coordonnées , de manière à simplifier les calculs et à fournir les résultats les plus faciles à interpréter géométriquement. Or , pour cela ^ les axe^ 4oîvent être le plus souvent rectaqgvtlaifes; quelquefois cependant il faut les prendre obliques ; d^autres fois Pun d^eux doit élre dirigé suivant unç droite donnée , Porigine doit élre placée à un certain point , etc. Mais Pusage seul peut apprendre comment il faut disposer les axes et Porigine , pour que Péquation à coiisidérer ait le moindre nombre de termes qu^il se puisse.
G>mme il n^arrive pas toujours qu^on ^it pu faire le meilleur choix à cet égard , et que souvent les axes sont déjà déterminés, on a recours à la transformation des coordonnais dont le but est de faire disparaître quelques termes de Péquatipn proposée, en chaiigeant Porigine et la direction des axes ; préparation qui )a met en état d^étre résolue et discutée plus aisément.
44* Quand on veut ainsi passer d^un système de coordonnées à un autre , on cherche , pour un point quelconque, les valeurs des anciennes coordoniiées en fonction des nouvelles : en substituant ces valeurs dans Péquation proposée, elle appartient toujours aux mêmes points ; mais ces points s^j trouvent rapportés aux nouveaux axes. Par conséquent les propriétés de la courbe restent toujours les mêmes , et il n^y a de changement que dans la manière dont elles sont exprimées.
45. Voyons d^abord comment on passe d^un syslèqie de coordonnées rectangulaires, à un système de coordonnées obliques, d^une autre origine. Soient A et A les coordonnées AQ et QA' de la nouvelle origine A' (fig. 8); soient A^X' et AHf' les nouveaux fULes des ^ et des^^ B{ un point quelconque de |a ligne \ x qi
y ses coordonnées rectangulaires AP et PM ; ^ fXy' ses nonvelles coordonnées AT' et P'M \ soient enfin ^ = ox -|- à et ^ = a^x+ V les équations des nouveaux axes ÂrX' et hFV. Henant MYa et PHD parallèles à AZ ; prenant A'I=: i et tirant IK perpendiculaire à A'E, on aura EÔ[=a et IKr=:af. De sorte, qu^en désignant A'H par m et A'R par m', il viendra «»*=: i -(" a*etjnf*=i + fl'\
Cela posé , on a évidemment
^=A + CP'+DM.
Les triangles semblables A'IH et A'CP' donnent
w»:^»^:: > :a'c=- et m:x'::a: cp'=—-
m ut
Pareillement, les triangles semblables h!VL et FDM four» nissent
Substituant ces valeurs , on trouve
Telles sont les formules générales pour passer d'^un système de coordonnées rectangulaires, à un système de coordonnées obliques, d^qne autre origine. Si Forigine était la même, A et A seraient nuls.
46. Si Fangle des nouveaux axes était droit, on aurait oo'-f"
i = o ; d'où à cause de m'z= 1 +0*, il vient a'=: , mf z=.-
et par suite ^_l.' ,«r'
mx
Ces formules sont donc pour passer d^un système de coordonnées rectangulaires, à un système de coordonnées rectangulaires , d'une autre origine.
47* Maintenant, si l'on veut passer d'un système d^axes obliques , à un système d'axes rectangulaires , de même origine, il
salBra de faire A=o et Azro, dans les^fonnales (i) et de résoudre ces mémci formules par rapport kx^ ety :x>n trouvera
ainsi .'Çy-,,) ^^ ^^^n(^V-y)
48. Enfin, si l^on veut passer d^un système quelconque, à ua autre parallèle , on prendra
x=zh + x' etjr = k+y^
conmie il est bien facile de le vérifier.
Il resterait encore à trouver les formules pour passer d^un système de coordonnées obliques, à un autre oblique pareillement ; mais comme nous ne ferons pas usage de ces formules , nous ne les rapporterons pas ici.
49* Pour donner une application des formules pi'écédentes , supposons que les axes étant obliques , Péquation d^une ligne soit
et proposons-nous de transformer les coordonnées , de manière à faire disparaître le produit xjr. Pour cela, on prendra les formules pour passer d^un système d^axes obliques , à iin sjrstème d^axes rectangulaires , de même origine ; on remplacera donc , dans réquation précédente ,j^ et x par les seconds membres de^ formules (3) ; puis après avoir développé , on égalera à zéro le coefficient du produit x^, et on aura ainsi les deux équations
{à*n^ + o^m» — ^aa'mm')^^ + (m* + m'* — ^fnm')y =
64 (a' — a)* et
^am'* + ^a^m* — îf (« + tt') mn^ = o.
Remettant les valeurs de m et m\ dans la dernière de ces équations , et supprimant le facteur a ( a 4- a' ) , on aura
Cette équation entre les deux indételrminées a et a' fera connaître l^me d'^elles , dès cpie Pautre sera donnée. Si Ton prend, par exemple, a =0, il en résultera a'=^ ; et alors Téquation de la courbe représentée par Péquation (4), deviendra
cette couri>e est donc une circonférence ayant S^pour rayon.
On pourrait prendre toute autre valeur pourà; par exemple , £n faisant a=|, il vient a^=:| et encore x*4-J^=64-
5o. Une équation du second degré , à deux variabtei x el j, peut représenter quatre courbes différentes , nommées eanrhêi dm second degré , savoir : la circonférence , Tellipse , la parabole et Thjperbole. Ces courbes sont aussi appelées êeetiont conUpue, parce qu^on les obtiept en coupant un cône droit par des plans diversement inclinés.
Nous allons chercher les principales propriétés des trois der^ niëres courbes,
De VEUipse.
5i. On appelle elUpee^ une courbe plane teHe, que la som« me des distances de chacun de ses points à deux points donnés F, F^, est constamment la même et égale à une droite donnée 9 A* Ces points F et F' sont dits les foyers de Pellipse, et les droites menées des foyers à un point quelconque de la courbe, sont les rayons vecteurs de cette courbe.
5^. Pour construire Pelllpse^ diaprés sa définition, prenons le milieu O de la distance FF' (fig. g) ; portons sur cette drcnle prolongée , les distances OB et OB' égales chacune à la moitié de a A ; les points B et B' appartiendront d^abord k la combe cherchée. Car ayant Ï'B = A — OF et F'B = A + OF, il vient FB + F'B = aA. On verra de même que FB'+ F'B'= aA.
Pour avoir d^autres points , prenons sur FF' un point quelconque I , puis des foyers F et F' comme centres et avec des rayons respectivement égaux à IB et IB', décrivons deux arcs se coupant en M et M' ; ces deux points appartiennent à Pellipse. Car puisque FM — IB et FM == IB', on a FM + F'M = BB' — aA. De même FM' + F'M' = a A. Ainsi M et M' sont deux points de Tellipse ; et on en trouverait quatre , si Ton portait .successivement chacune des deux ouvertures de compas aux deux foyers. On voit d^ailleurs que BB' est perpendiculaire au milieii de MM'.
Après avoir trouvé ainsi une série de points sufl^amment ap> proches les uns des autres, on les joindra par une ligne continue BCB^C^, qui sera Tellipse demandée.
On peut aussi construire Pellipse d^un mouvement continu, en fixant aux foyers F et F^ deux épingles , auxquelles soit atta* ché un (il dont la longueur é^alc aA \ puis en faisant glisser un
style ou tm crayon qui tienne ce fil toujours tendu ; la courbe sera tracée quand Pinstrument mobile aura fait deux demi-révo^ liitions , Tune au-dessus de FF' et Pautre au-dessous.
Enfin si Pellipse doit être tracée sur le terrain , on se sert d^un cordeau ayant aA pour longueur, et de trois piquets, dont deul fixent les extrémités du cordeau aux foyers F, F\ et le troisième sert à tracer la courbe , en tenant le cordeau toujours tendu.
Il est clair que quand les deux foyers coïncident, Fellipse est une circonférence de cercle ; et à mesure que les deux foyers sVloignent Pun de Pautre, Pellipse s^alonge de plus en plus, jusqu^à devenir enfin une ligne droite , lorsque les deux foyers sont arrivés aux extrémités de la droite BB'= aA^
53. Maintenant que nous avons une idée de la forme de Pellipse, cherchons Péquation de cette courbe. Pour cet effet, plaçons Porigine des coordonnées rectangulaires au milieu O de la droite FF', que nous prendrons égale à ae, et dirigeons Paxe des X suivant cette droite. Soit M \ai point quelconque de la courbe ; soient x, j- les coordonnées OP et PM du point M ; enfin, soient r et r^ les deux rayons vecteurs FM et F'M, dont la somme ^ diaprés la définition ^ doit toujours être égale à la droite donnée 21A : on aura donc d^abord f^ -|- r 3= a A.
Ensuite, à cause de FP inix — c et FT= x -^ c^, les deux triangles rectangles FMP, F'MP, fournissent
f*=y + (x—cy et f^*=y+{x + cy.
Prenant successivement la somme et la différence de ces équations , il viendra , en réduisant ,
r'' + r' = 2r* + ax' + 2c» et r»*— r^ = 4cx.
Mais W* — r' étant la même chose que (W-J- r) (r' — r)^ si dans ce produit , on substitue
r' + r = aA^ on trouvera r' — r = -j--
Ces deux équations donnent
... ex .ex
f^=iA+j et r=A--.
Substituant ces valeurs dans r'^ -{- t^z=: 7jr^ + ax* + 2c^, «n obtiendra
d'où Ay + (A*— iî^)j;' = A»(A'— «^).
Il est dair que FF' ou ae < tiA ; donc A* — «^ est essentiellement positif; et si Ton pose A* — c* = B*, B sera connn, cl Ton aura enfin j^jM j^ g»^ _ j^'g*.
Telle est Téquation la plus simple de Pellipse.
54. Discutons celte ^uation^ et pour cela, rësolvons-la par rapport à j- \ nous aurons
Ces deux valeurs ëunt égales et de signes contraires*, <m Tok que pour une même abscisse AP, il y a deux ordonnées égales PM, PM', et que par suite la courbe est divisée en deux particf égales par Taxe des x. On verra de même qu^dle est div^ci deux parties par Taxe des jr. De plus , P étant le miliea de h eorâe MM', parallèle à OC , il s'ensm't que chaque axe des coor données divise en deux parties égales toute corde parallèle i Pautre.
Faisant successivement x=o et j*=:o, pour avoir les poînls où la courbe rencontre les axes des coordonnées , on tronven jrz=:=:h:B etx = =i=A. L^ellipse coupe donc Taxe des ordonnées en deux points C et C\ placés à la même distance B de Porigine O et de part et d^autre. De même, elle coupe Paxe dei abscisses en deux points B et B', à la même distance A et de part et d^autre de Porigine.
Uabscisse augmentant depuis x=lo jusqu^à x= A, PordoDnée diminue depuis j* r= B jusqu^à j* = o. De plus , x = A représentant une parsJlèle à Taxe des ordonnées (3), et les deux valeurs de j* étant alors nulles, les deux points où cette paralWe coupe Fellipse, se réunissent en un seul B ; donc cette parallèk est tangente à la courbe en B. Cette courbe ne saurait donc s^étendre dans le sens OB au-delà de Tabscisse x = A = OB; EfTectivement, pour or ^ A , les deux valeurs de jr sont imaginaires. Ainsi Pellipse est renfermée dans le rectangle qa^on obtient en menant des parallèles aux axes des coordonnées, par les quatre points B, C, B^ G^ où elle coupe ces axes. En outre X = A est la plus grande abscisse et j^ = B la plus grande ordonnée.
( ai )
Les droites lA r= BB' et aB = CCf s^appellent les axê$ de IVUipse ; la première lA en est le grand ase^ la seconde oB le p€(ii asê et Torigioe O le eênir».
Uellipse est dite rappartie à $•$ asê$ et au centre^ lorsqu'elle est représentée par Téquation Ay*4"®'^=^*S% 1«* coordonnées étant rectangalaires. Les extrémités B et B' du grand axe 3A sont les $ammêt9 de Peilipse , et la demi--distance e des deox foyers se nomme 9xemUrieiU. Si les axes aA et aB sont égaux , rexcentridté e est nulle, puisqu'elle est donnée par A* — ^ = B* ; les deux fojrers coïncident donc avec l'origine , et l'ellipse n'est plus qu'un cerde , ayant A pour rayon. Aussi Téquation de l'ellipse se réduit-elle alors à celle de la circonférence x*-f-j^= A*. La circonférence n'est donc qu'une ellipse dont les deux axes sont égaux.
55. Pour construire les deux foyers , et conséquemment l^excentricité e lorsque les axes sont donnés, il suffit de décrire un arc de l'extrémité C du petit axe, comme centre, et avec un rayon A ^al au demi-grand axe ; cet arc coupera ce grand axe BB' aux deux foyers F et F'.
56. n importe de remarquer actuellement , que réciproquement, toute équation io la forme My* + N^'=P, M, N «/P étant po$itif$ et les eoordonnéee rectangulaires , représente une ellipse. D'abord si M n'était pas plus grand que N \ en prenant alors Taxe des x pour celui des jr et réciproquement, le coefficient àejr^^ dans l'équation résultante, serait plus grand que
celui de x*. Nous pouvons donc supposer M ^ N. Dans ce cas,
p multiplions les deux membres de l'équation proposée par ^j==^ ,
et posons ^ =: A' et rr = B* ; cette équation deviendra
Ay + BV = A'B* ...(1) Dans cette équation A et B sont connus , et A est plus grand que B. Or, prenant sur l'axe des x , deux points F et F', de part et d'autre de l'origine et à une- distance e telle qu'on ait c'zi: A* — B', puis désignant par d et d^ les distances de F et F' à un point quelconque (x, j^) de la courbe (1), on aura rf-=y+(x-r)* et d^^zziy + ix+ey.
Développant ces valeurs , observant que c* = A' — B* et que
l'équation ( i) donne j^zzB* r— , il viendra
d^où<r = r A — j-j • Comme la plus grande yaieur de j? est A et que o <^ A , on voit que la valeur absolue de J, Is seule qu^H
ex
nous faille considérer ici, est rf=A— «— • Far des calculs tout-à-fait semblables, on trouvera d^ = A -{— -- ;
donc i-f- d' =â aAé Ainsi ^équation (i) , et consëqaeounent Véquadon proposée 'S/fy*-^'N3^:=i:V^ représente une courbe telle^ que la somme des distances de chacun de ses points à deux points donnés F et F^ est constamment égale à la droite donnée aA; donc cette courbe est une ellipse , dont aA et aB sont les axes, F et F' les foyers et c Texcentricité (54)*
Il est facile , diaprés cela, de tracer les ellipse exprimées par les équations
Dans la dernière de ces équations, on fera d^abora disparattct les premières puissances de x et de ;^, en employant les forotfo
Les Valeurs trouvées plus haut pour d et d^ font voir que la distance d^un foyer à un point quelconque de Pellipse , est une fonction rationnelle de l^abscisse de ce point. Il serait bien aisé de démontrer que les foyers sont les seuls points du plan de l^ellipse qui jouissent de cette propriété.
^7. Si ton coupe la eurface convexe a un cène âroii par m flan inélinè à taxe CY et rencontrant toutes tet ginérairUet , VintereecUon MNGR sera une ellipse (fig. 10).
Par Taxe CY, menons le plan HCI perpendiculaire au plan coupant MNGR et le rencontrant suivant la droite RN que nous désigtierons par 2 A. Plaçons ^origine des coordonnées rectangulaires au milieu O de RN et Taxe des x suivant cette droite. Soient x eiy les coordonnées OP et PM d^un point quelconqoe M de la courbe MNGR; nous aurons PNzzA — x et PR=:A + j:. Or, PM étant perpendiculaire à Pinterseclion RN , le sera aussi au plan HCI ; donc si par la droite PM, on mène un plan perpendiculaire à Taxe CY, ce plan coupera la surface com'qoe suivant une circonférence , dont DS sera le diamètre. Mais M est un point de cette circonférence, et MP, perpendiculaire m
pkB HCI , Test aussi au diamètre DS ; donc MP* = PS X PD , ou r* = PS X PD.
Reste à déterminer PS et PD. Pour cela , on observe que les deux droites SD et IH sont parallèles, tandis que les deux droites non-parallèles IH et NR, situées dans le même plan GIH, finiront toujours par se rencontrer en un point R ; les triangles KRH et RDP sont donc semblables , aussi bien que KNI et PNS , et il vient
kr:a+j:::kh:dp, kn:a— x::ki:ps.
Prenant les valeurs de DP et PS dans ces proportions , puis substituant ces valeurs dans celle de^, on aura, pour tous les points de Tintersection MNGR ,
Faisant xz^o dans cette équation , on aura les distances de Torigine O aux points où la courbe coupe Taxe des j^ : désignant ces llistances par B , on obtiendra
KH.KJ ., B« KH.KI
KR.KN ' A*'~KR.KN
Il est clair que B est connu , puisque les droites KH, RI JSA^ RN, sont déterminées par les dimensions du cône et la position du plan coupant , qui sont données. Ainsi Téquation de Tintersection devient ^y% i g»^» -- )^»b' •
cette courbe est donc une ellipse , dont 2A et aB sont les axes , O le centre , et R et N les sommets ( 56 ).
S8. Voyons maintenant comment Téquation de Pellipse conduit aux diverses propriétés de cette courbe. D^abord il est facile de voir que la double ordonnée qui passe par un foyer, vaut
- — • On la nonoune faranùire : c^est une troisième proportion-
mm
nelle aux deux axes.
Ensuite, soient (x,^) eiÇ^x'^jr') deux points quelconques de Tellipse ; on aura
d'où l'on tire^ jy» ; j ( A — x) (A + x) : (A— x* ) ( A+x') ; c^est-à-dîrc , que dans l'ellipse , les carrés des ordonDées sont
entre eux coimne les produits des distances des pieds de ces ordonnées aux extrémités du grand axe.
59. Toute draiie MON menée par ï origine O et terminée de part et Vautre à Vellipee, e$t âivieée en deux partim égales par cette origine ( fig. 9). En effet , les équations de TelUpse et de la droite MON , éunc
A V + B V = A'B* et j- = flx 5
pour les points où ces deux lignes se coupent , leurs équations ^ont satisfaites par les mêmes valeurs de x et les mêmes valeurs * de j*. Si donc on élimine jr entre ces équations , on trouvera pour X deux valeurs égales et de signes contraires \ de sorte que Tune étant OP, Tautre sera OP' \ et les deux triangles rectangles OMP et ONP' seront égaux : donc OM =: ON.
Les droites terminées à Pellipse et menées par Porigine, étant divisées chacune en deux parties égales par cette origine , sont appelées diamhtres de Pellipse (ce qui a fait donner à Porigine le nom de centre de la courbe ).
Il est bien aisé de prouver qu^une droite j- = or -{- ^ ne peut jamais couper Pellipse en plus de deux points.
60. JLet deux axée de Vellipee eant Vun le plue grand et Vautre le plue petit de toue ses diamètres. Car en désignant par d le demidiamètre OM, on aura t^znx* -f-^'* Substituant dans cette équation la valeur de j^', tirée de Péquatîon de Pellipse , il viendra
Comme A^B , il est clair, par cette égalité, que la plus grande et la plus petite valeur de d^ répondent à la plus grande et à la plus petite valeur de a:, c^est-à-dire àj:=:Aetx=:o; la plus grande et la plus petite valeur de dsont donc en effet, J = A elrf=B.
Il suit de là que si du centre de Pellipse et avec des rayons égaux à ses demi-axes, on décrit deux circonférences de cercle, Pellipse comprendra la plus petite et sera comprise dans la plus grande.
61 . Suivant qu^un point est situé sur V ellipse, au- dehors ou au'dedans, le trinôme A*y' -|- BV — A'B' est nul, poei^fou négatif. En effet, on sait déjà que pour tout point sur Pellipse, ce trinôme est nul. Mais Pabscisse x restant la même, si le point
(^1 x) C au-dehon ou au-dedans de Pellipse, Pordonnée j^ sera plus grande ou plus petite que sur Pellipse \ le trinôme sera donc plus grand ou plus petit que zéro \ il sera par conséquent positif ou négatif. La réciproque est vraie.
6a. Longue deux droiteê j = ax -f- b «^ y =^ a'x + b', mê-
nêeê des extrémiUt du grand axe, ee coupent sur VelUpee, on a
ioujourê AW-f-B* = o. D^abord ces droites passant par les
points (A, o)et(— A, o), leurs équations deviennent respec*
•livement ^ = û(x — A),
LVquation de Tellipse est d^ailleurs
Ay + BV=A'B\
Puisque les deux premières lignes se coupent sur la troisième,
il sVnsuit que ^ a les mêmes valeurs dans les trois équations
' précédentes, ainsi que x. Si donc on prend ces valeurs de^ et
de X dans les deux premières équations , et qu^on les substitue
dans la troisième , celle-ci sera satisfaite et deviendra
aa'(A'aa' + B') = o.
Cette équation fournit d^abord aa' = o , qui n^apprend rien \ elle donne ensuite A'^aa' -f- B*=: o. Ce qu^il fallait démontrer.
On aurait encore la même relation si les droites qui se coupent sur TelUpse, partaient des extrémités du petit axe.
Il est facile de voir que réciproquement, si deux droites ^=: ax-^-h et j^=a'j:-f- ^1 partant des extrémités de Pun des axes, ont leurs a et a' tels, quî^on ait A'aa'-f-B*=o, ces deux droite» se couperont sur Pellipse.
63. On appelle cordée euppUmentairei d^une elb'pse, les droites qui , partant des extrémités d^un même diamètre, se coupent sur la courbe.
Soit V Pangle compris par deux cordes supplémentaires menées des extrémités du grand axe, du côté des j^ positifs, et i/ Pangle des cordes supplémentaires tirées des extrémités du petit axe, du c&té des x positifs; on aura donc à la fois, pour les deux premières cordes,
^=a(x — A),^ = o'(ar + A) et tangt;=^^.
Substituant dans la dernière équation , les valeurs de • et «^^
( 36 ) lirée$ des deux autres, puis ayant égard à inéquation de rdlipse, on trouvera
^«^ = (SÏIIB^- Deméme,tang^/ = ^^j^-_..
Puisque tang v est négative et tang v^ positive , Pangle v est ^/ obtus et i^aagle v' aigu. De plus, dès que ^ aura sa plus grande
^ valeur B et j: sa plus grande valeur A , Tangle v sera le plus
grand possible et Tangle v* le moindre possible. D^où il suit, 1* que f angle compris entre les cordes supplémentaires menèti* des extrémités du grand axe, est toujours obtus, et atteint son maximum, lorsque son somtnet tombe à V extrémité du petit axe ; 3° que l'angle des deux cordes supplémentaires, qui partent iet extrémités du petit axe, est toujours aigu, et parvient à son minimum, lorsque son sommet arrive à V extrémité du grand axe; 3" enfin que V angle obtus maximum et V angle aigu minimum, valent ensemble deux angles droits; car ayant alors tang i/ = — tang V, il vient v + v' = 1 8o".
64* Pour une même abscisse, les ordonnées de V ellipse et âe la circonférence décrite sur le grand axe comme diamètre^ sent entre elles comme le petit axe est au grand. Car soient j- et y les ordonnées de Pellipse et de la circonférence, pour une même abscisse x ; les équations de ces deux courbes seront respectivement Ay + B V = A'B" cl y^+x* = A\
On lire de ces équations
De là résulte j- : y : : B ; A ; ; 2B : aA.
65. Cette propriété donne le moyen de décrire une ellipse par points , lorsqu'^on connaît ses deux axes. On trace d^abord deux circonférences ayant ces deux axes pour diamètres: on mène ensuite , d^un point de la plus grande , une ordonnée sur le grand axe et une droite au centre ; enfin , on tire, par le point oïli cette droite coupe la petite circonférence , une parallèle à Taxe des x : celle parallèle rencontre Tordonnée précédente, en un point de Pcllipse chercliée.
66. On peut aussi tracer, d^un mouvement continu , Fellipse dont on connaît les axes. Pour cela, on prend une règle dont la ioi^eur RM= A, et sur laquelle on marque la distance MI=
( «7 ) B (fig. Il); faisant ensuite mouvoir cette règle, de manière que R soit toujours sur GG' et I toujours sur BB', Textrémité M décrira Tellipse demandée.
Gar soient x et ^ les coordonnées OP, PM du point M, et menons RQ parallèle à OB ; nous aurons
B:A:.v:MQ = Ç et MQ' + :c* = A';
d'où il vient ky + B V = A'B* :
le point M est donc en effet sur Pellipse cherchée.
Gc moyen est le plus ordinairement employé pour décrire une ellipse sur le papier ; et dans ce cas , une petite bande de papier remplace la règle.
67. Si les extrémités d'une droite donnée gui se meut y sont assujcties à rester respectivement sur deux droites perpendiculaires entre ellcs^ un point quelconque donné sur la droite mobile ^ décrira une ellipse,
Gc thcoréme, que nous laissons à démontrer, a pu suggérer la constniction suivante d^un instrument très-simple , pour décrire d''un mouvement continu, VeUipse dont les axes aA et aB sont donnes. On compose cet instrument de trois régies ( fig. la ) : la plus grande FF':z= a A -f- aB, et les deux autres OM, MC, sont égales chacune à ^( A 4* B). La régie £F a son milieu O sur le centre et son arête £'F' sur le grand axe de IV'lIipse. Une cheville ronde passe dans les trous percés au milieu, O de £F et à Textrémité O de OM. Les règles OIVT'el MG sont réunies par une articulation en M à leur extrémité commune. La régie OM est placée au-dessus des deux autres. Enfin, sur MG est un trou N qui reçoit la pointe à tracer et qui est tel qu^on ait MN:=:4(A — B)*
Rien n'*est plus facile que Fusage de cet instrument , appelé triangle variable (voyez page a6 de la Géométrie des courbes, par M. Bergery) : on fait glisser la pointe G, placée d''abord en F, le long de F'O, et pendant ce mouvement , la pointe N décrit un quart de Pellipse. Pour tracer un second quart , on fera passer MG sous OM, de manière que le point G bc meuve de O en £'. Elnfin , la grande règle étant retournée bout à bout et appliquée de nouveau sur le grand axe, on tracera de même la seconde moitié de Tellipse.
Pour démontrer que le point N du triangle variable est constamment sur Tellipse dont les axes ont fourni les dimensions de Tinstrument, désignons par X etjr les coordonnées OPet PN du point N, et menons NR parallèle à OM; à cause de OM=:MG, nous aurons RN=:NG et PR = PG. £n outre, comme GM=^(A-f-B) et GN=:B, il estdair qu^on m
j^> = B«^PG» et B:i(A + B)::aPG:*— PG.
Bx De là on déduit PG=:— et Ay -f B'«' = A»B% équation de VeV
Upse proposée; donc le point N est constamment sor cette ellipse et h décrit.
68. Cherchons actaellemcnt Téquatlon d^une tangente à Tellipse représentée par Péquation A'^' -}- B'j:' = A*B*.
Pour cela , considérons d^ahord une sécante rencontrant Tellipse aux deux points (x'^y) ei (^x'^y): Téquation de cette lécante sera donc (i4)
jr—y' — a(^x — x") et aziz^^r
Les deux points (x'^y) et (a;", y) se trouvant sur Pellipse, on doit avoir ^y> ^ b V = A'B%
Ay'* + BV=A'B*.
Retranchant la seconde de ces écjuations hors de Tautrc, il viendra a> (y> _yn ) + B' (x'' — x"*) = o ;
d'où y(y+y')^E$,+v(a:'+x")=o,
et A'a(/ + /') + B'(x'+x")=:o.
Si les deux points d^intersection (x',^) et Cx"^y'^ se réunissent en un seul , la sécante n^aura que ce seul point de commun avec Tcllipse ; elle lui sera donc tangente. Alors , comme
x^ zzzx^' et y =y't on aura
B*x" 2 A'aj^' + ^^'^' = o 1 ou a=: — Trrr
Substituant cette valeur de a dans Téquation j- — y znn (x — x"^^ qui représente maintenant la tangente à Tellipse au point (^"i J"") \ chassant le dénominateur et réduisant, diaprés Ay + B'x"* = A'B', on trouvera , pour Téquation cherchée de la tangente à Tellipse en {x'\y')^
S.yy' + B'xx" = A'B*.
Il est facile de vérifier qu^en effet, la droite (D) reprcsenlce par cette équation , est tout entière hors de Teilipse. Car si on retranche le double de la même équation hors de Ay *-J-B"a;''* = A'B*, il viendra
A> (/" — î^y ) + B' ( j:"* — axx" ) =: — A*B^ ; d^où en complétant les carrés , on déduit
^* (r— /')• + B* (a: - x")* = kY + B'x'— A"B\ Cette équation représente toujours la même drpitc (D). Qr,
on voit que le trinôme A*j^' -f-B*x' — A'B* est positif pour tous les points de cette droite, excepté pour le point (x", jr^') ; donc tous les points de (D), excepté (ar", j^'), sont hors de Pellipse (6i); donc la droite, (D) n'^a que le seul point (x", j^') de commun avec Tellipse ; donc elle lui est tangente en ce point.
69. Comme le coefficient a, qui détermine la direction de la tangente (12), n^a qu^une seule valeur, il sVnsuit que par un point {x'^y) donné sur Fellipse, on ne peut mener quWe seule tangente à cette courbe.
Cesl ce qu^on vérifie d^ailleurs en cherchant le point de contact (x"^y) d'aune tangente à Tellipse , menée par un point donné (x'^y). Dans ce cas, les équations de Pellipse et de la tangente , sont : ^y f» ^ ^.^f. -.. ^.ga^
Ayy + BV;c" = A'B\ Eliminant j^' de ces équations, on trouvera, pour x'\
„ __ A'B'x^ =±: Ay 1/ Ay -^ B^xf^ — A'B»
Ay» + B*x'»
Si le point (^1^) est hors de Fellipse, le trinôme sous le radical sera positif (61); x" et y auront donc deux valeurs réelles, et il y aura deux tangentes. Mais si le point (a^^ jr*) est sur Tellipse, le trinôme sous le radical sera nul ; x" et y n^au< ront alors qu^une seule valeur réelle chacune, et il n^y aura qu'aune tangente. Enfin , si le point (j:', y) est dans Pinlérieur de la courbe, le trinôme sous le radical sera négatif; donc x^^ et y seront imaginaires, et il n^ siura pas de tangentes. Ce qui est d^ailleurs évident.
70. Remarquons en passant, que si des équations Ay -^ BV'*= A'B' et A'ay= — BV^ on tire les valeurs dey et x^\ quVnsuite on substitue ces valeurs dans Téquation jr"=: ax^^ -f- 5, qui est celle de la tangente au point (x^\ y), celte équation deviendra ^»^« 4- B* =: 5*.
D^où il est aisé de voir que la tangente ne peut être parallèle à Pun des deux axes , que quand le point de tangence est à une extrémité de Pautre axe.
7 1 . Si dans Péquation de la tangente MX à Pellipse (fig. 1 3),
on fait ^ = o , on aura Pabscisse x ou OT du point T où cette
A* tangente coupe Paxe des x, et il viendra OT = -y^- Mais OF *
( 40 ) z=OF=e, FM = A — ^' (53) et FM = A + ^^ donc
TF = OT^OF = g-c=A(A-ff') = AxFM,
TF'=OT + OF=:^, + e = A(A + ^') = ^^XFM.
Prenant ME= FM, on aura TF' ; TF : : F'M ; FM ou ME; d'où il suit que F£ est parallèle à TM, et qu'ainsi Tangle GMF = MEF = EFM = FMT. De sorte que dans f ellipse. Ut rayons vecteurs FM, F'M, menis au point de tangence M, femt avec la tangente MX et é^un même côté de cette ligne, deux sutgles égaux.
Diaprés cette propriété importante, on démontre en Physique, qae tous les rayons calorifiques émana du point F, se réflédiissent sur Tdlipsc et vont se réunir au point F'; et réciproquement. C^est de là que les points F et F' ont reçu leur nom àt foyer*
7a. Nous avons résolu plus haut (69), par Tanaljse, le problème de mener une tangente à Pellipse , par un point donné. Voici la solution graphique de ce problème ( fîg. 1 3 ) :
1* Supposons que le point donné soit sur Pellipsc, par exemple en M. Menant alors les rayons vecteurs FM et FHVI, prolongeant Tun d'eux F'M de la longueur MK=^MF et tirant h droite MIT perpendiculaire à FK, cette perpendiculaire sera h tangente demandée. Car les deux triangles rectangles MIF e( MIR étant égaux, on a Tangle FMT= IMK= F'MG ; les deux rayons vecteurs FM et F'M font donc avec la droite MT et d^an même coté, deux angles égaux ; cette droite MT coïncide donc avec la tangente en M (71). Il serait d^ailleurs facile de démontrer que tous les points de la droite GMT sont hors de l'elh'pse, à l'exception du point M.
2° Supposons actuellement le point donné hors de l'ellipse, et soit G ce point. Du foyer F' comme centre et avec le grand axe 2A pour rayon , on décrira un arc de cercle ; du point G comme centre et avec le rayon GF, on décrira un second arc, coupant le premier en K et K' ; on mènera les droites FR et F'R' : CCS deux droites couperont l'ellipse aux deux points H et M' de tangence, et GM, GM', seront les tangentes demandées. En effet, par construction, F'MR=aA. Mais le point M étant sur Tellipse , on a aussi F'MF = a A \ donc MR = MF. D'ail-
( 41 ) leurs , par consCrucdon , GF = GK ; donc la droite GMT ^t perpendiculaire au milieu de FK \ cette droite est donc tangente au point M (i^). On démontrera de même que GM' est tangente en M'.
73. Il résulte de la construction (i*") de la tangente MX, que l éunt le milieu de FK et O le milieu de FF, la droite OI est la moitié de F'K. Mais Flfi=:=zF'M + MF:= aA ; donc Ol = A. Donc Ut piêdi des perpendiculaires menées d^ un foyer sur les tangentes à Vellipse, appartiennent à la circonférence ayant le grand axe pour diamètre,
'j/^. On appelle normale d^une courbe, la perpendiculaire à sa tangente au point de contact. Ainsi dans F ellipse, la normale MN divise en deux parties égales f angle FMF', formé par les rayons vecteurs menés au point de tangence.
75. Si Ton veut trouver Téquation d^une normale à Telb'pse, il suffira d^observer d^abord que cette droite passe par le point de tangence ( J:'^ y)-, et que par suite son équation est de la forme ^ — y' = a' (x — jr").
De plus, cette droite étant perpendiculaire à la tangente, pour
laquelle a = *~Trir ^ ^ ^^"' qu^on ait la relation aa' -{' 1 = 0^
AV
qui donne a' = ^rTt' ^^ Téqualion de la normale devient
Pour le point N où celte rtormale rencontre Taxe des abscisse», on a^"= o ^ ce qui donne
On voit que la distance ON sera toujours plus petite que OF ou e. Retranchant cette valeur hors de OP ou x"^ on aura la distance du pied de Pordonnée au pied de la normale. G?ttc distance se nomme sounormale \ sa valeur est donc
Elle est par conséquent de même signe que Pabscisse du point de tangence et moindre que cette abscisse.
^6. Quant à la tangente, pour avoir le point où elle rencontre
Taxe des x , on fera ^ = o dans son éqaadoD , qui donnera alors, comme on Ta vu (7 5)
a:oaOT = ^.
Si de cette valeur on retranche OP ou x^\ il restera la distance PT du pied de Pordonnée au point où la tangente rencontre Taxe des x. Cette distance se nomme 9outangent8 ; son
expression est a* x'''
Cette valeur étant indépendante du second axe ^B, convient aussi à la circonférence décrite sur le grand axe comme diami^ tre. Si donc on trace cette circonférence et qu'ion lui mèpe une tangente au point où elle est rencontrée par le prolongement de Pordonnée PM de Pellipse , cette tangente coupera Taxe des x au poiut T \ et TM sera tangente à Pellipse au point M.
77* On peut aisément démonter les théorèmes que voici :
I. Si on prend sur les prolongemcns des axes de Tellipse, qaatre points dont les distances au centre soient égales chacnne à la corde qui joint lei eitrémités des mêmes axes, on aura les sommets d^un ca^né circonscrit à la courbe.
II. Les tangentes aux extrémités dW même diamètre, sont paralldes entre elles; et réciproquement, si deux tangentes à. Pellipse sont parallèles , la droite qui joint les deux points de contact, passe par le «rentre.
De là il suit que trois tangentes a Pellipse ne peuvent jamais être parallèles entre elles.
m. La plus courte distance d''un point du grand axe à Pellipse, est la normale menée par ce point.
IV. L^origine étant au sommet ( — A, o) et les coordonnées parallèles aux axes aA et aB , Pellipse est représentée par A'jr* -^ B*x* = aAB*x, et sa tangente au point (*",y )? P*r A'jr/'+B'«*''=rAB* (x-|-^').
y. Le demi-petit axe B est moyen proportionnel, 1° entre les distances des deux foyers à la tangente \ ^° entre les deux ordonnées de la tangente qui ont leurs pieds aux extrémités du grand axe \ y* entre 1^ distances d^un foyer aux deux sommets; 4° enfin, entre la normale et la perpendiculaire menée du centre sur la tangente. En outre , si ^ et r sont les distances d^un foyer à la tangente et au point de contact, r* d(»ignant la distance de ce point à Pautre foyer, on aura f>* ! B* I • r ; r'.
VI. Si le sommet dW angle droit est à Pun des foyers de PcUipse et que l^un des côtés de cet angle passe par le point de tangence , Pautre côté rencontrera la tangente sur une perpendiculaire au grand axe , qui sera la même pour toutes les tangentes, et qu^on noomoie la directrice de
IVUipse. De plus, les distances dW point de TtUipse au foyer et à la directrice voisine sont entre elles comme c l A.. '
yU. Le sommet d^un angle droit mobile, dont les côtés sont contt* nuellement tangens à Tellipse, décrit une circonférence de même centre que cette courbe et d^un rayon égal à la droite qui joint les extrémités des deux axes.
Vin. Lorsque la portion d^unélangente à Tellipse, comprise entre les perpendiculaires aux extrémités da grand axe, est le diamètre d^une circonférence, .cette circonférence passe par les deux foyers.
^8. On appelle diamhtres conjuguai de Pellipse, deux diamètres tels , qu^en les prenant pour axes des coordonnées , Pëquation de la courbe conserve la même forme que pour ses axes rectangulaires.
Cherchons ces diamètres, et prenons, à cet effet, les formules pour passer d^un système d^axes rectangulaires à un autre système de même origine (45) , savoir :
^ = -+'S et r = f--4-i
formules dans lesquelles m* = i -f- û* et m" = i -f- a". Substituant ces valeurs de a: et de j^ dans Téquation A'^* -|" ^'-^ = A*B*, qui est celle de Tellipse rapportée à ses axes et au centre, on trouvera
Pour que celte équation soit de même forme que celle qui est relative aux axes ^A et 2B , il faut qu^elle ne contienne pas le produit x^T^'des nouvelles coordonnées \ il faut donc profiter de rindéterroination de a et a' pour faire disparaître ce ternie , en rendant son coefficient nul , ce qui donne la condition
A'aa' + B' = o,...(i)
et Tëquation de la courbe devient , en y supprimant les accens des coordonnées, dont on n^a plus besoin, pourvu qu^on se rappelle que ces coordonnées sont en général obliques ,
La condition (1) qui existe entre a et a\ étant du premier degré par rapport à chacune de ces quantités, déterminera Tune dVlIes quand Tautre sera connue, et en ne prenant pour a', par exemple, que des valeurs réelles, il est clair qu^on n^en aura non
plus que de réelles pour a et les coefficiens de y* et x^. Il existe donc une lufinité de S3rstèines d^axes des coordonnées, poor lesquels Tcquation de Pellipse ne contient que les carrés j^^ a/* des variables , avec un terme constant. Mais pas un seul de ces systèmes ne sera rectangulaire, puisqu^alors on devrait avoir aa' -f" 1 = o î ce qui réduit la relation ( i ) à A*= B*, chose impossible dans Pellipse.
A la vérité, en prenant a' = oo et a == o, les relations (i) et aa' '{' 1 = 0 seraient bien satisfaites ; mais alors on retomberait sur Péqualion aux axes 2 A et aB.
79. Actuellement, si Ton fait successivement j^=o et Jtzro, dans Péquation (2), on aura les distances de Porigine aux points où Pellipse coupe les axes des x et des j- obliques : en désignant CCS distances par A' et B', la première étant comptée sur Paie des abscisses et la seconde sur Paxe des ordonnées , on trouvera
Prenant dans ces équations les valeurs des dénominateurs, et substituant dans Péquation (2) de Pellipse , elle devient
Dans cette équation, 2\' et 2B' sont les diamhtreê conjuguai auxquels Pellipse est rapportée. En prenant à volonté un diamètre pour 2 A', ce qui fera connaîti^e a, la relation (1) donnera a' et la seconde valeur (3) déterminera 2B', conjugué de 2A'. De sorte que tout diamètre de Vellipne a ion conjugué,
80. Remarquons présentement que si deux diamètres 2 A' et 2B' gont conjugués, les tangentes aux extrémités de fun, Meront parallhles à Vautre, Soit en effet, (j^', ^') une extrémité du diamètre 2A'', Péquation de ce diamètre sera^ = ajr et la condition de passer par le point ( x", ^" ) donnera y = ajc"^ ou
a =*^,' Mais pour la tangente j-rzia^x*-^ 5, au point {x"^r")^
on a a" = — -rr-r. i 3>"si oa" = — -r-- D'un autre côté, la rela-
Ayf . B* ^
tion ( I ) donne aussi aa' = — — : donc aa" = aa' et e^' = a'.
La tangente à Pextrémilé de 2 A', est donc parallèle h 2B'(i5). On verra de même que la tangente à Pextrémité de 2B' est parallèle à 2A'.
Réciproquement, si les tangentes aux extrémités de deux
diamèins A ei d', lêut* tant retpecHvemêtii parallèles, ceê diavùtrêê seront emtjuguèê. Car si à! n'hélait pas le conjugué de d^ soit i' ce conjugué \ les tangentes aux extrémités de d!' seront donc parallèles à i2, et conséqucmment parallèles à la tangente Il une extrémité de ci'; ce qui est absurde (77, II). Donc d et (T sont conjugués Tun de Pautre.
8a. Remarquons encore que deux diam^tret conjuguai 2 A.' et 7,B\ tant toujourê parallhlee à deux cordée euppUmentairee y =2 px -}- b •^ y = p'i^ + b'. Car pour ces cordes , on a A*pp^ + ^* = o (6a) ; et pour les diamètres conjugués aA' et aB', on a pareillement A'aa'-^- B' = o : donc aa'=zpp^. Rien n^empédie de mener la première corde parallèlement à a A', ce qui donne p =- a (i5) ^ alors il viendra /^= a', et la seconde corde sera parallèle à aB'.
83. Etant donc donnés une ellipse et ses deux axes, rien n^est plus faciles que de trouver deux diamètres conjugués, comprenant entre eux un angle donné. Il suffit pour cela , de décrire sur Tun des deux axes , un segment capable de Pangle donné , et de mener des cordes supplémentaires à Tun des points d^intersection de Parc avec Pellipse : les diamètres parallèles à ces cordes, seront les diamètres conjugués demandés.
Bien entendu que cette construction doit être faite sur le grand axe, si Pangle donné est obtus, et sur le petit, si Pangle est aigu. Il faut de plus que Pangle donné soit moindre que le plus grand angle obtus et plus grand que le plus petit angle aigu ( 63 ) : autrement , le problème serait impossible.
84. Cherchons maintenant si Fellipse peut avoir des diamètres conjugués égaux entre eux ; et pour cela, observons d'^abord que dans les expressions (3) de A" et B'*, on a m*=: i +0", W* =1 -f- a'* et B* = — A'oa', Substituant ces valeurs et réduisant, il viendra
Si le^ diamètres conjugués a A' et aB' sont égaux , les valenrs précédentes de A'* et B'* seront égales aussi , et réciproquement.», Egalant donc ces deux valeurs et simplifiant, on aura, pour déterminer les directions des deux diamètres conjugués égaux ,
«'(i+««) = — a(i + a")î d'où (« + a')(aa'+ i) = o.
( 46 ) On ne saurait avoir no' -|- i = o ; il faut donc que a -)- a' = o 5 d'où a' = — o , ou bien a = — (j^\ ce qui fournit toujours les deux mêmes droites. Ainsi , bien que felUpse ait une infiniiê de âianùtreê ègatix deux à deux, elle n*a eependani que deux diamètres conjugués qui soient égaux entre eus : ce sont les diamètres parallèles aux cordes qui joignent Us extrénniés des deux axes.
Efifectlvement^ en faisant a'=: — a, dans la relation AW
+ B'=:o, on en tire a = -ct a'z= — j\ d'où i ; a j; AjB
1* — a'**A*B. Ce qui montre que les diamètres conjugoéi égaux, sont parallèles aux cordes qui joignent les extrémités des deux axes, et sont dirigés conséquemment suivant les diagonales du rectangle que forment les tangentes aux cxtréaiités des mémei axes.
L'ellipse rapportée à ses diamètres conjugués égaux , a pour équation ^> i ^a -— ^
qui est analogue à celle du cercle entre coordonnées rectangnlaires.
85. Ajoutons présentement entre elles les équations (4)i ^ réduisons ; nous aurons
A''+B''i=A*— A*aa', ou A'' + B'' =z A* + B\
Ainsi dans V ellipse, la somme des carrés de deux diamètres conjugués quelconques, est égale à la somme des carrée dee deux axes.
86. Multipliant l'une par l'autre les valeurs (4) de A'' et B'*, et observant toujours que B* =z — aa'A', il viendra
La figure formée par les demi-diamctres A' et B^, et les tangentes à leurs extrémités , est évidemment un parallélogramme (8o). Si donc s désigne le sinus de l'angle compris entre A' et B', l'aire de ce parallélogramme sera A'B'#. Or, nous avons vu (20) que cette aire a pour valeur le premier membre de la dernière équation précédente ; ainsi on a
A'B'# = AB, ou 4A'B'« = 4AB;
c'est-à-dire que le parallélogramme conslruii sur deux diamk^^
conjuguée, €si équivalent au rtctanyle caniiruU sur les deux ojteê.
87. U est facile de voir que les coordonnée comprenant un angle •, toute équation de la forme My' + Nx*= P, M, N, P,
étant des nombres positifs j représente une ellipse, D^abord si Ton
prend les nombres A' et B' tels qu^on ait A'* = — et B'' = rz ,
cette équation deviendra
Or, on peut toujours trouver une ellipse dont a A' et aB' soient les diamèbres conjugués, comprenant Pangle é ; car en désignant par s le sinus de cet angle, les axes 3 A et 2B seront donnés par les relations A' + B' = A" + B'* et AB = A'B'«, desquelles on tire
A+B=z j/A"+B"+aA'B'« et A— B= J/a'^+B''— aA'B't; les valeurs de A et B seront donc toujours réelles.
Connaissant les axes' a A et aB, on pourra tracer Pellipse ; et cette ellipse, rapportée à ses diamètres conjugués a A' et aB% sera représentée , comme on Ta vu (79) , par Péquation (5) , et conséquemmcnt par Péquation proposée M;^ -f- Nx^ z=: P.
88. Il résulte aussi des valeurs que Ton vient de trouver pour A -f- B et A — B , que si l'on prend sur la perpendiculaire au dianùtre aA', menée d^une extrémité de son conjugué 2B', deux points éloignés chacun de cette extrémité d^une distance égale à A', les deux axes seront respectivement la somme et la différence des droites qui joignent ces deux points au centre.
De là , étant donnés , de longueurs et de positions, deux diamètres conjugués de Pellipse, on en déduira les 'grandeurs des. deux axes ; et on aura ensuite leurs positions , en prenant la va^ leur de a dans la première des équations (3) ; ce qui donnera
_B| /A«— A^* _B| /(A-f-Ay)(A— AQ
^-^ly A''— B>' ^^ ^'^ ky (A'+B)(A' — B)'
8g. Reprenons maintenant Péquation de Tellipse rapportée à ses diamètres conjugués iA! et aB', savoir :
Cettç équation étant absolument de même forme que celle qui ts% relative aux axes , toutes les propriétés indépendantes de Finclinaison des coordonnées, seront conmiunes aux axes de Pellipse et à ses diamètres conjugués. Ainsi,
1 * Chaque âianùire divise les eord»ê poraHhUê à ton en deux parties égales y et partage conséquemtnent T ellipse en deux parties superposahles. D^où il suit que pour avoir un diamètre et le centre d'une ellipse tracée , il suffit de mener une droite par les milieux de deux cordes parallèles.
3* Les carrés des ordonnées, aux diamètres conjuguas, smd entre eux comme les produits des distances des pieds de ces erdonnées aux points ou taxe des abscisses coupe la courbe.
De sorte que pour ^ccrîre une ellipse dont on connaît deux diamètres conjugués et Tangle qu^ils font entre eux, il ÙluI dV bord tracer une ellipse sur ces diamètres , pris pour axes rectaaguiaires , puis incliner les ordonnées de cette ellipse sous Tangle donné , sans changer leurs longueurs : les points ainsi trouvés, appartiendront à Pcllipse demandée.
3" Pour deux cordes supplémentaires ^=aa:+ ^ eljrziztlx -f- b\ on aura toujours A'^oa' + B'*iz: o ; et réciproquement.
4* La tangente jr=^ff^ + ^i au point {p^\y^y a pour ëqia*
lion B'^^"
A'V-^-" + B'V*" = A"B'* et « = — ^.
Ce qui donne le moyen de calculer les coordonnées du point de contact d'aune tangente à Tellipse, menée par un point donné. LVquation de cette tangente devient aussi A'*a* -f- B'* = i".
5** Si une corde supplémentaire est parallèle au diamètre nom au point de tangence, Poutre corde sera parallèle à la tatigenk. Ainsi on peut , sans connaître les axes , mener une tangente t Pellipse ^ soit par un point donné sur cette courbe , soit parallèlement à une droite donnée.
6*" Enfin , si deux diamètres sont respectivement parallèles à deux cordes supplémentaires , les tangentes aux extrémités de ces diamètres , seront respectivement parallèles k ceux-ci (5*)i ces diamètres seront donc conjugués Tun de Tautre (Si), et comprendront entre eux un angle égal à celui des deux cordo supplémentaires proposées.
De là , si Tellipse est tracée ; en décrivant sor un diamètre quelconque un segment capable de Pangle formé par deux diimètres conjugués demandés, on pourra décrire ces dîamètnsi et si Pangle est droit, les deux diamètres cherchés seront ki deux axes de Tellipse.
. 9^. Xtft paralUlogrammet ayant reMpeciivemeni pour âiagonoies deux âianùtret conjugués de VelUpse et dont les côtés sont, paral&les à deux autres diamhtres conjugués, sontéquwàljsns.
Soient aA, aB deux diamètres conjugués quelconques et oA'^ iB' deux aulres diamètres aussi conjugués. Soit {pc^^ y) une extrémité de aA' et (^x"^ j") une exjtrémité de aB' ^ Téquation de TelCpse rapportée aux diamètres aA et aB , donnera donc
Ay + B'a^ = A'B* et Ay + BV = A*B' ... (i)
L^équation du dltimètre a A' étant ^=c'a:, fournil ^= c'a/
ou a'=:p- La tangente à Pextrémité (a/', j^') de aB', étant
paraUèleàaA'(8o),ilyient
-gl'=-^;, ou Ayy + BVx" = o ... (a)
Cette équation et la première (i) donnent
B* = ^,(yx"-x'y) et A'=-^(yx"-:cy')...(3)
Avec ces valeurs , la seconde équation (i) se réduit à x^ = — x"y. Multipliant de part et d^autre par le sinus s de Tangle compris entre A et B, et supprimant le signe -— , qui est inutile pour la propriété à démontrer, on aura x'ys=zx"ys. Or, s étant le sinus de Tangle entre j/ et j^ et entre a/' ei^'^ les pro« duits x^ys et V^'« expriment les aires respectives deç parallélogrammes construits sur les coordonnées a/, y et x", y\ et ajant pour diagonale, le premier a A' et le second aB': donc, etc.
91. Remarquons que comme x'y=i — x"y'^ les deux équations (3) deviennent
B* z=y -t- y* et A' = a^' + x"\
Diaprés ces deux relations remarquables, si A et B sont les demi-axes de Tellipse , ce qui donne A'* = x'^ +^* «t B" = x"* + J^'*! on trouvera
A'^-t-B'-rzA^ + B',
comme au n* 85. De plus, si s désigne le sinus de Pangle des deux diamètres conjugués aA' et aB', la multiplication des équa« tions (3) donnera
AB =ya^ -r- ^y = A'B't (ao),
relation trouvée an n* 86.
93* Xe diamhtre de la baie Sun eyUnêre droit étant égal au second axe iB éPune ellipse donnée, en peut ùnç'oure couper et eyUndre par un plan, de manûre que la section résuUamte soU égale à telUpse proposée. Pour cela, menons le plan LKIH suivant Taxe CY du cylindre (fig. i4); prenons OR= A, aA étant le grand axe , et tirons RON \ nous aurons KN = aA. Snhrant RN menons sur le plan HK, un plan perpendiculaire, dont Pîntersection avec la surface convexe du cylindre sera la coatl>e fermée NMRG. Soit M un point quelconque.de cette courbe, et x^jr Ifs coordonnées rectangulaires OP, PM, de ce point \ on aura PB = A — :r et PN = A -f- ^* Par l^i droite MP, perpendicnlaire au plan HK , soit mené le plan DMS perpendiculaire à Paie CY; ce plan coupera le cylindre suivant un cercle ayant DS=: lH=:aB pour diamètre, et il viendra PS = 3 — PQ et PD= B -|- PQ. Gomme M est un point de la circonférence du cerde précédent et que MP ou jr est perpendiculaire au diamètre DS, on a^* = PS X PD = B»— PQ\ D'aiUeurs, dans le trian^ PNB, DQ : NO :: PQ : OP ou B : A :: PQ: x; donc PQ=:
— ,' et il vient , pour tous les points de la courbe NMRG,
j-» = B* -^ ou Ay + B»x* = A»B» :
donc cette courbe est Fellipse proposée. Ce qu^il fallait démontrer.
On voit que les sections faites dans un cylindre droit, par des plans , ne sauraient être que des rectangles , des cercles ou des ellipses.
93. Remarquons d^aiileurs que les deux plans HTI et NMA, étant perpendiculaires au plan HK, leur intersection commune est perpendiculaire au même plan , ainsi qu^aux deux droites IH et NR ; Pangle de ces deux droites, ou son égal ISOF, mesure donc le coin des deux plans HTI et NMR. Et comme la base ^B^ du cylindre est évidemment la projection de Paire E terminée par Pcllipse NMRG, il sVnsuit que «-B* = E X cos NOF (G. 258). Mais le triangle rectangle NOF donne ces NOF=i
-r ; il vient donc E =: «-AB , valeur que nous trouverons plus
bas , d^une autre manière.
g4. II résulte de ce qui précède (92) c^une ellipse donnée peut toujours être disposée à Regard Sun plan , de tnamèro pie
sa projection sur ce plan soit vn eerele, ayant le ioeond axe pour âianùtro; ce qui permet de démontrer, pour Pellipse, plusîeiirs propriétés analogues à celle dont jouit le cercle. En yoid une :
De tous les éptadrilatères qu*on peut inscrire dans une même ettipse^ le plus grand est un parallélogramme dont les sommets sont aux extra* mkés de deux diamètres conjugués. Pour démontrer oô théorème^ soit M on quadrilatère inscrit dans Tellipse proposée et N la projection de M sur le plan du cercle qui est la projection de Pellipse \ N sera un quadrilatère inscrit dans le cercle, et on aura, en daignant par v Fangle det deux pbns, N=^Mcosi; (G. a58).
Puisque cos v est constant, tandis que M et N sont variables, il est olaif que quand N sera un maximum , ce qui arrive dés que N est un carré, M sera aussi un maximum. Les diagonales deidf à\i quadrilatère ma^imtim M ayant pour projections les diagonales D et D' du carré N, et celles-<n se coupant au centre du cercle, il s^ ensuit que dtidf se coupent au centre de IVllipse. De plus , dans Tellipse, toute corde c parallèle à <l, a pour projection dans le cercle , la corde C parallèle à D ^ et puisque D' divise évidemment C en deux parties égales, de même df divisera c en deux parties ^ales* Ainsi les diagonales deidJ au. quadrOatère maicifnnnn M, sont telles que chacune divise en deux parties ^Ics toute corde parallèle à Tautre^ donc ces diagonales sont deux diamètres conjugués (89, 1°) et le quadrilatère maximum M , un parallélogramme.
On voit en outre, que comme il y a une infinité de quadrilatères maximums égaux, inscrits dans le cercle, il y a aussi une infinité de quadrilatères maximums équivalens, inscrits dans Tellipse : tous sont des parallélogrammes, dont un seul rectangle , ayant pour diagonales les deux diamètres conjugués égaux , et un seul losange , ayant pour diagonales les deux axes.
95* Par des raisonnemens analogues aux précédens , on démontrera aisément les théorèmes que voici :
I. De Ions les quadrilatères circonscrits à la même ellipse , le plus petit est un parallélogramme , dont les points de tangencc sont aux extrémités de deux diamètres conjugués ; et il y a une infinité de quadrilatères cir* conscrits, de même surface minimum, dont un seul rectangle, touchant Pellipse aux extrémités des deux axes , et un seul losange , ayant les points de contact aux extrémité des diamètres conjugués égaux.
n. De tous les triangles inscrits dans Fellipsc, le plus grand renferme les trois cpiarts du diamètre mené par son sommet , sa base étant parallèle an conjugué de ce diamètre.
ni* De tons les triangles circonscrits à la même ellipse , le plus petiK a la base parallèle à un diamètre et le sommet sur le prolongement do conjugué de ce diamètre, à une distance du centre égale à ce conjugué.
IV. La droite qui joint le centre d^une ellipse au sommet de Fangle drcoMcrit, divise la oosdc de contact en deux parties i^les.
( 52 ) g6. Oq appelle otr» on iuffaee de Pellipse la portion plane terminée par cette courbe. Pour mesurer cette surface, décrivons une circonférence sur le grand axe comme diamètre : le cercle n^étant quW polygone régulier d^une infinité de c6tés, infiniment petits; si de deux sommets voisins D et ly de ce polygone (fig. i5), on mène les ordonnées DP et jyP*^ elles couperont Pellipse aux points M et M'; et comme les cordes do arcs infiniment petits DD' et MM'f coïncident nécessairement avec ces arcs, les deux figures PPI^D et PP'M'M, sont deux trapèzes de même hauteur PP'; donc PD' ; PM' 1 1 PD + W l PM -{- VW. Mais aA et 2B désignant les deux axes de Peili^ proposée , on a vu (64) que PD : PM : : PD' : PTM' : I A : B; d'où Ton tire PD + PD'rPM + P'M';: A :B. Ainsi, à came du rapport commun , il vient
pd':pm'::a:b.
On voit, par cette proportion, que chacun des trapèzes qd composent Paire du cercle est au trapèze correspondant de Paire de Pellipse , comme A * B ; donc la somme des trapèzes qia composent Paire du cercle est à la somme des trapèzes qui forment Paire de Pellipse ! I A * B ; c^est-à-dîre que Faire «-A* da cercle est à Paire E de l'ellipse * * A * B. Cette proportion donne £ = frAB. Donc , Vaire de feUipêe e$t égalé au nombre w mal- UpUâ par le produit de$ deux demi-axe$.
Soit 0 Pangle de deux diamètres conjugués iél' et aB'; on aura aussi £ = ^rA'B' sin 0.
97. On voit d'ailleurs que le secteur elliptique ABM ett n eecteur circulaire ABD , comme le second axe est au premier. Car en raisonnant comme on vient de le faire, on trouvera qoc le segment elliptique PBM est au segment circulaire PBD, comme B * A. Mais il est de plus visible que APM * APD ** B ; A :; PBM ; PBD; donc enfin ABM : ABD :; B ; A.
98. Soit ê Pangle des deux diamètres conjugués aA' et aB', s un segment d'ellipse entre une portion de aA' et deux ordonnées parallèles à aB', s' un segment du cercle décrit sur le ditmètre aA^ compris entre la portion précédente de 2A' et les perpendiculaires élevées sur aA', aux extrémités de cette portion \ on trouvera « =: p s' sin ^
La géométrie élémentaire ne fournit aucun moyen de
mesurer la longueur de Pellipse^ ni celle d^un arc de cette
courbe. Il faul se résoudre à envelopper dW fil Parc ou PeK-
llpse el à prendre la longueur du fil pour Celle qu^il s^agît de
déterminer. Ce procédé n^est pas exact; mais il su£Bra dans
bien des circonstances.
ioo. Nous dirons que deux lignes brisées sont semblahUi^ lorqu^elles ont on même nombre de droites homologues proportionnelles , comprenant nn même nombre d^angles homologues ^ux. Et par courbes semblables , nous entendrons deux courbes telles , qu^en inscrivant dan^ Tune une ligne brisée quelconque , on pourra inscrire dans Pautre une ligne brisée semblable.
101. D&ix ellipses sont semblables , dès çu'eQes ont les axes propot' tionnels. Car il est ûcile de voir qu^en inscrivant dans Pune un poljgone formé dWe série de trapèzes , ajant chacun deux côt^ perpendiculaires au grand axe, on pourra toujours inscrire dans Pautre un polygone sembbble au précédent; de sorte qu^il sera toujours possible d^inscrire des lignes brisées semblables, dans les deux ellipses proposées; ces deux ellipses sont donc semblables (loo).
De là résulte que les longueurs des ellipses semblables , sont entro elles comme leurs grands ou leurs petits axes. D est clair aussi que leurs aires sont proportionnelles aux carrés des mêmes axes (96).
10a. Dans deux ellipses semblables, on appelle points homologues^ deux points dont les coordonnées rectangulaires sont proportionnelles, et arcs homologues , deux arcs terminés à des points homologues chacun à chacun. D^où il est aisé de démontrer que dans deux ellipses semblables, 1^ les arcs homologues sont semblables et proportionnels aux deux grands axes on aux deux petits ; 9? les segmens compris entre dfiva, arcs homologuer et leurs cordes , sont semblables et entre eux comme les carrés des deux ^ands axes.
10 i. Voici encore quelques problèmes et théorèmes, faciles à trai. er ^ diaprés ce qui précède :
I. Tracer une tangente à Pellipse , de manière que le point de contact divise en deux parties ^ales la portion de cette tangente, entre les deux axes.
II. Trouver le plus grand et le plus petit des angles compris par deux rayons vecteurs , menés À dififérens points de Pellipse*
in. Soient S et S' les segmens de deux tangentes paraUéles, compris entre les points de contact et une troisième tangente à Pellipse , et soit aB' le diamètre qui joint les deux premiers points de contact ; je dis qu'on aura toujours SS'^B'*.
IV. Si Pon divise en trois parties égales chacune des cordes paraOèles à Pun des axes d^une ellipse , les points de division appartiendront à une ellipse concentrique à la proBCÛére et dont Paire sera le tiers de Paire de cette prenuere*
V. Si Ton fixe en un point Pan det sommets da losange formé pir quatre r^es , mobiles autour de leurs extrémités , et qu^on &sse mouirair le sommet de Pangle opposé suivant une droite invariable , passant par le
r»int fixe \ deux points pris sur les cotés de Fangle mobile et à la ^Wlairr du soomiet , décriront une ellipse ayant aB pour petit axe el le point fixe pour centre.
VI. Construire une ellipse semblable à une ellipse donnëe et dont l'aire soit à celle de cette dernière dans un rapport coiinn. Goostniire une ellipse semblable à deux ellipses données, et dont Paire yalBe la i ou la difierence des aires de ces ellipses.
Vn. Le point du cercle qui roule intérieurement sur la cii d^on autre cercle de rayon double , décrit une ellipse dont les sont la plus grande et la plus petite distance de oe point à la circonféieaue du cercle auquel il appartient ; et suivant que ce point est i la ciroonfi»» rence ou au centre , il décrit une droite ou un cercle ^al an cercle mobile.
yill. Si deux droitesjr=ax-|-& et jr=a'x-|-5', tottcbant oonih puellement une même ellipse, se meuvent de manière que le prodoît «f soit constamment égal à — p'^^ le point d^intersection des deux tangenls décrira une seconde ellipse. Si Ton conçoit deux tangentes k la srôooée ellipse , mobiles comme les deux premières et donnant encore continvdlement aafz=. — ^*, Pintersection de ces dernières décrira une troisiéac ellipse, de laquelle, diaprés les mêmes procédés , on déduira une oottrième eUipse, et ainsi de suite. Gela posé, i° toutes les ellipses constmilef sur la première seront semblables entre elles , lui seront concentriques tf leurs axes auront les mêmes directions que les siens ; a® \es aires de es ellipses formeront une progression par quotient , dont la raison sera 3.
(Pour la démonstration il faudra d^abord observer que la premiàt tangente est représentée à la fois par les deux équations yz=zax^h el A'a^ -|- B' = &', puis on éliminera h. On procédera de même poork seconde tangente ; et alors on verra que a et af sont racines d^une méoK équation du second degré ; ce qui fournira Péquation de la seconde ^pst: et de même pour la troisième , etc. On pourra aussi examiner les deu
Lypothèses oof-zz. — i et aiâ -=: — -— y
IX. Si un augle droit se meut autour de son sommet placé au ceaiie d^unc ellipse , les cordes qui joindront les intersections de ses <:ôtés aicc a courbe , seront continuellement tangentes au cercle du même centit que Pellipsc et ayant pour rayon la perpendiculaire abaissée du centre stf la corde qui joint les extrémités de deux demi^axes.
De V Hyperbole.
io4- Li'^hyperbole est une courbe plane telle , que la difTéreoce des distances de chacun de ses points à deux points fixes F et F'i est constamment égale à une droite donnée 2A. Ces dem
points F et F', sont dits, les/ayen de Thyperbole , et les droites menées des fojers à un point quelconque de la courbe, sont les rayonê vecieurê de cette courbe.
io5. Pour construire l^yperbole, on prend une règle F'D, ayant une extrémité percée d^un trou dont le centre soit sur le prolongement de Tune des longues arêtes (fig. 16 )• On engage dans ce trou, une pointe plantée au foyer F', par exemple. A Pautre foyer F est plantée une pointe, autour de laquelle peut tourner Pextrémité d^un fil , dont Fautre extrémité est attachée au point D de la règle. La longueur du fil doit être telle, qu^en Ja retranchant de F'D, il reste 3 A. Faisant glisser une pointe à tracer M le long du fil , on le force à s^appliquer toujours contre la règle qui tourne autour de F'; et alors, par ce mouvement, la pointe M décrit une portion de Phyperbole demandée. Il est visible , en effet , que dans le mouvement de la règle , on aura toujours FM— FM=F'MD— FMD=2A ; la pointe M sera donc toujours sur Phyperbole cherchée , et en tracera une portion d^autant plus grande , que Ja règle F'D sera plus longue.
Faisant tourner de même la règle autour de F et le fil autour de F', on décrira ime autre branche de la même hyperbole. De sorte que cette courbe se compose de deux branches égales et opposées, MBM' et mBW, qui sVtendent indéfiniment dans les deux sens , au-dessus et au-dessous de la droite FF'.
Cette construction montre d^aîUeurs que FB == F'B', et que quand le point M est en B , on a 2 A r= F'B — FB = F'B — F'B' = BB'.
n est dair, diaprés cela, que aA<^FF'. Ccst ce qn^on peut voir autrement *, car appelant M un point quelconque de l^hjperbole , on aura , diaprés la définition , F'M — FM zz a A. Mais dans le triangle F'MF, on a F'M — FM < FF' ^ donc aA<FF'.
106. On peut aussi décrire l%yperbole par points, comme il suit : soit O le milieu de la droite FF, et soient prises les distances OB et OB' égales chacune à A : les points B et B' appartiendront d^abord à la courbe cherchée. Car ayant FB = FO — A et F'B = FO + A, U vient F'B — FB z= aA. De même, FB' — F'B' = aA.
Pour avoir d^autres points , prenons sur le prolangenwnt de OF, un point quelconque I \ puis des foyers F et F', comme
centres, avec des rayons respectivement ëganx à IB et IB% décrivons deux arcs se conpknt en M et M'; des mêmes centres F, F' et avec les rayons IB', IB, décrivons deux nouveaux aro se coupant en m et m'; les points M, M' appartiendront à une branche de la courbe, et les points m , W à Pautre brandie. Car pui^pie FM=: IB et FTtf = IB', on a FM — FM=:BB' ^= ^k ; donc le point M est à Phyperbole demandée ; et il en est de même des points M', m et m!.
En répétant ces constructions avec des points sur le prolongement de FT; mais de plus en plus éloignés de F, qn obtiendra autant de points qu^il sera nécessaire pour tracer, à la main, k courbe avec quelqu^exactitude.
107« Maintenant que nous savons tracer Iliyperbole et que nous avons une idée exacte de la forme quelle affecte, cherchoiis son équation. A cet effet, plaçons Porigine des coordonnées rectangulaires au milieu O de la droite IT', que nous représenterons par 30, et dirigeons Taxe des x suivant cette droite (fig. 16). Soit M un point quelconque de la courbe ; soient x, jr les coordonnées OP, PM du point M ; enfin, soient r et r' les rayons vecteurs FM et F'M, dont la différence, diaprés la définitioa, est constamment égale à la droite donnée aA : on aura d^abord f^ — rzzaA.
Ensuite , à cause de FP = «r — x et de FT =: e -}- x, les triangles FMP, F'MP fournissent
f^=y + (^o-xy et f^^z=y + (c + xy.
Prenant successivement la somme et la différence de ces équations, et réduisant, il viendra
r^'-f f^ = 2r' + ax' + ac' et f^' — r» = 4cx.
Or, f^ — r^ étant la même chose que (r' — r) (r'-f- r), si dans ce produit, on substitue
W — rmaA,
on en déduira f^ -|- r z= -r- •
Ces deux équations donnent
j ex . , ex .
Substituant ces valeurs dans r'^ '\' r*z=i ^j* + ^^* + a^'i
( 67 ) d'où Ay + (A'— c-)x* = A*(A*— c*).
Mais ona va(io5)qae 2A< ac oa A<^e; donc e* — A* esl positif. Posons ^^-^ A* == B', B sera une quantité donnée et réelle, et nous aurons A* — c* = — B' ; d'où Ton tire
A>*— BV = — A»B*5 et telle est Péquation la plus simple de llijperbole.
Cette équation se déduit de celle de Fellipse, en changeant, dans cette dernière, B* en — B* ou B en B y — i. Ce changement dans les propriétés de Pellipse , conduira donc à celles de Phjperbole. Ainsi ces deux courbes jouissent de propriétés analogues , bien que leurs formes soient très-différentes.
108. Prenant la valeur de jr dans Péquation précédente de l'hyperbole , on aura
Ces deux valeurs étant égales et de signes contraires, il s'ensuit que pour une même abscisse OP, il j a deux ordonnées égales PM et PM'; la coui4>e est donc divisée en deux parties égales par l'axe des x.
Fraisant a: :^ o , pour avoir les points où la courbe rencontre l'axe des jr^ on aura ^ = =t: B [/ — 1 \ ces deux valeurs étant imaginaires ou impossibles , l'hyperbole ne rencontre pas l'axe des ordonnées. Tant qu'on aura x<^ A, les valeurs de ^seront imaginaires et il n'y aura pas de courbe : si l'on prend x==±= A, ou X = OB et X = — OB', il viendra j- = =1= o ; l'hyperbole rencontre donc l'axe des absdsses aux deux points B et B\ qui donnent BB' =: 2 A. De plus, x z=: A représentant une parallèle à l'axe des ordonnées, et les deux valeurs de jr étant alors nulles, les deux points où cette parallèle rencontre l'hyperbole , se réunissent en un seul en B \ donc cette parallèle BU' est tangente à la courbe an point B. On verra de même que la parallèle x= — A ou SS', à l'axe dcs^, est tangente à l'hyperbole au point B'.
Si l'on prend l'abscisse x positive ou négative, mais numériquement plus grande que A, les deux valeurs de^ seront chaque fois réelles, et d'autant plus grande, que x sera plus grande ellejnéme ; la courbe s'étend donc indéfiniment à la droite du point B et à la gaudie du point B'.
Enfin on voit que l%yperboIe est composée de deux brandies égales, opposées et indéfinies, dont la plus petite distance est BB' ou sA (car la plus petite abscisse est x= A ou xzzi — A); et en pliant la figure soit suivant Taxe des x, soit suivant Taxe des^, les quatre parties de la courbe se couvriront par&itement, et sont égales. Cela résulte aussi de la construction donnée plus baut (io5).
log. Les quantités a A et iB sont dites les axes principaux^ ou simplement les ase$ de Pbjperbole , bien qu^elle ne détermine que le premier , égal à BB', par sa rencontre avec Taxe des abscisses ; a A est le premier axe , aB le teeond et Porigine O le centre de la courbe. Les extrémités B et B' du premier axe , sont les eommête de Tbjrperbole ; et quand elle est représentée par Péquation A'j** — B*x'=:— A*B*, on dit qu^elle est rappariée à êe$ axe$ et au centre.
Lorsque les deux axes sont égaux, Phyperbole est dite êqui' îaAre \ son équation est alors
^_ar' = -A^
l%}rperbole équilatère est donc entre les hyperboles , ce que le cercle est entre les ellipses.
110. Connaissant le premier axe BB' et les foyers F, F', rien n^est plus facile que de construire le second axe sB ; car ayant B* = c* — A' =: OF' — OB*, si du sommet B comme centre et d^un rayon égal à OF, on décrit un arc coupant Taxe des ordonnées aux points C et C^ on aura 2B z= CC^
Si Ton veut trouver les deux foyers, connaissant les deux axes BB' et ce, on observera que c» z= A* + B*z= OB* + OC% et alors décrivant du centre O et avec le rayon CB , un arc , cet arc coupera Taxe des x aux deux foyers F et F'.
Toute équation de la forme My* — Nx* = — P, M, N et
P étant des nombres posttifs, et les coordonnées étant rectanp^
lairesj représente une hyperbole. D^abord en multipliant les deux
membres de cette équation par =rr=^, puis posant A* = =^ et B*
= :jr;=- , on dura
M Ay — B'x* = — A'B* ... (1)
Dans cette équation A et B sont connus. Prenant sur Taxe des X, de part et d^autre de Torigine O, deux points F et F, tels que OF = OF' =z c ( fig. 16) et qu'on ait e* = A» + B* \
dësignani par deiéPleB distances FM et F^M da point M ou (x, y) de la courbe (i ) aux deux F et P; on aura évidemment
tPrrj^ + Cc-x)' et d'^nz^ + (c + x)\
Développant et observant que jr* =: —r^ B* et c' = A' +
B*, on verra , en opérant comme pour Pellipse (56) , que
d:=z^ — jL et i' = ^+Ai tfoù i' — i=aA.
Ainsi la courbe représentée par Péquation (i) et conséquemmeut par Péquation proposée M^* — Nx' z= — P, est telle que la difiërence des distances de chacun de ses points aux deux F et F', est constamment égale à aA ; donc cette courbe est une hjrperbole (io4)) dont sA et 2B sont les axes et F, F' les foyers.
Diaprés cela , si on avait Ij-* — ^ — ax -f- ^ — fx* =z o , rien ne serait plus facile que de tracer la courbe représentée par cette équation, après en avoir chassé les premières puissances de X et de j", en y faisant xznh^x'etj'zzik •\- y •
lia. Si Von coupe lê$ deux nappée opposêee Xvn cène droit, par un plan perpendiculaire au plan HCIN' conduit euivanttaxe VCV, finiereeetion FNMT eera une hyperbole (fig. 17).
Les deux surfaces convexes pouvant être prolongées à Tinfinf , il est clair que le plan coupant rencontre HIGN' suivant la droite KNN' et les surfaces convexes suivant une courbe composée de deux branches infinies, telles que FNT. Plaçons Porigine au milieu O de la droite NT9' z= 1 A , et Taxe des x suivant cette droite. Soit M un point quelconque de la courbe , et MP zrj^ , OP = X , les coordonnées rectangulaires de ce point \ nous aurons NP z= X — A et N'P = X -|- A. Menons suivant la droite MP, perpendiculaire au plan HIC , un plan perpendiculaire à Taxe CV \ ce plan coupera le cône suivant un cercle , ayant DS pour diamètre. Mais M étant un point de la circonférence de ce cercle \ et MP, perpendiculaire au plan HIC , étant aussi perpendiculaire au diamètre DS, il vîent^'zz: PSxPD. D^aillcurs, les triangles HN'K et DN'P sont semblables , de même que KIN et PNS ; on a donc
kn';x+a::kh:dp et kn:x— a::ki:ps.
Substituant les valeurs de DP et PS , tirées de ces proportions, dans Pexpression de j*', on aura , pour tous les points de la courbe ,
Pour avoir les dhtanoes de rorigîne aux points où la courbe coupe Taxe des coordonnées , il faut faire x=: o dans son équation ; ce qui donnera
HK.KI
^— KN'.KN Donc ces distances sont imaginaires : si on les représente
chacune par B y — * i ^ >^ra connu, et Téquadon de la coarbe pr<^osée deviendra
Ay— BV.-= — AV.
cette courbe est par conséquent une hjperbole (m), dont aA, 2B sont les axes, N et N' les sommets et O le centre.
1 13. Il est aisé maintenant de tirer de Péquation de lliyper bole , les diverses propriétés de cette courbe , lesquelles , comme on a vu (107), sont analogues à celles de Pellipse.
D'abord en résolvant Téquation A^ — BV= — A*B', par rapport à j**, on verra que dans llijrperbole , les carrés des or* données sont entre eux comme les produits des distances des pieds de ces ordonnées aux sommets de la courbe*
Ensuite*, il est fadie de voir que la double ordonnée qui panç
par un foyer, vaut -^. Onlanommejvarom^/trv.- c^est onetroi-
sième proportionnelle aux deux axes aA et aB.
1 14« Toute âroiU m'OM vMnk9 par le centré O est iermmk départ et d'autre à f hyperbole, en ett un diamètre, parce qy^elU e$t divisée par ce centre en deux parties égales (fig. 1 6). En e^et, les équations de la droite m'OM et de Thyperbole , étant
j^ = ax et Ay— BV = — A'B*;
si on élimine^ de ces équations , Téqoation finale donnera lei abscisses des intersections de la droite m'OM et de Phyperbole: on aura AB
|/B« — fl>A>
Ces deux valeurs étant égales et de signes contraires , si Tune est OP, Tautre sera OP' := OP ^ et les deux triangles rectangles OPM et OPW seront égaux: donc 0M= OmK
11 5. Pour que le diamètre soit réel^ il faut qu'on ait B*^
o*A* : si B* était moindre que a*A', les valeurs de x seraient impossibles, aussi bien que celles de^; le diamètre n^existerait donc pas , ou serait imagmahrê. Enfin , si B* = a' A*, les valeurs de a: et de ^ seront infinies, et le diamètre lui-même aura une longueur infinie.
Dans ce cas, a=:=t=-r, et les droites j"=i:-x,j'=r — -x,
ne rencontrent l^jperbole qu^à une distance infinie : on les appelle asymptoteê de la courbe ; pour les <x>nstruire , il suffit de mener à BB' et par le sommet B , une perpendiculaire , sur laquelle on prendra les longueurs BR et BR', égales chacune au demi-second axe B : OR et OR' seront les directions des deux asymptotes cherchées.
Soient j^ et^ les ordonnées de I^yperbole et d^une asymptote , qui répondent à la même abscisse x \ on aura donc
jr-z=z— B' ety«=— -, tfoùy-^=;
Par ces valeurs , il est clair qu^à mesure que Pabscisse x augmente , les ordonnées jr^ y augmentent aussi , et leur différence diminue ; la courbe approche donc de plus en plus de Fasymptote ; enfin , si x est infinie , il en sera de même dejr^y et la différence^ — jr sera nulle. D^où il suit que les asympioieê de f hyperbole, à partir du centre O , vont continuellement en t^ approchant de cette courbe, eane nèanmoinê pouvoir la rencontrer, autre part qt^à V infini. Et c''est de là que ces droites ont reçu le nom à'^aeymptote.
Il est dair que les asymptotes de l^yperbole séparent ses diamètres réels de ses diamètres imaginaires; et que si une ellipse et une hyperbole ont le même centre et les mêmes axes, les diamètres ^ux de la première formeront, étant prolongés, les asymptotes de la seconde.
1 16. Le premier axe de t hyperbole cet lepluê petit de tous eea diami^tree. Gur soit d un demi-diamètre et (x, j-^ son extrémité \ on aura à la fois
yz=z^—Vtxf=y+x'\à'ohér=^^:^x'—B\
On voit que d sera le moindre possible quand Tabscisse x aura sa moindre valeur A ; ce qui donne i = A. «
n est aisé de voir aussi qn^une ligne droite ne peut couper lliyperbole en plus de deux points*
iî7. Lonquêâêux lîraito* y z= ax + b tt jz^nfx + V nSêê iêê eshimitiê du premier asê, ie eoupeni sur Phyperholê, en a taufcun A*aa' — B* = o ; et rèeiprofuêmeni. Même démonstration qu^aa n* 62. Gda résulte d^aiUeiirs de ce qœ B*, pour Pellipse , devient — B* pour ITiyperbole.
Les deux droites précédentes sont des cordeM tuppUmantaim de lliyperbole, parce qu^on appelle ainsi deux droitesqui, partant des extrémités d^un même diamètre , se coupent sur la courbe.
1 18. Suidant qu^un point (x, y) e$t sur f hyperbole, au-éehors ou au'dedane, le trinôme A^" — B*x* + A.*B* eet nul,pe' eUifou négatif; et réciproquement. On sait déjà que ce trinôme est nul pour tout point {pc^jr) sur Phyperbole. Mais Tabscissex restant la même , si le point {x^jr) est au-debors oa ao-deda» de Phyperbole , Tordonnée y sera plus grande ou plus petite que sur la courbe \ le trinôme sera donc plus grand ou plus petit que zéro \ il sera par conséquent positif ou négatif.
1 19. La tangente à lliyperbole n^étant qu^une sécante , dont les deux points d^intersection avec la courbe, se réunissent en on seul , il est clair qu^en opérant comme pour Pellipse , on trouvera que la tangente j- = or -{- ^ 1 à Tbyperbole, au point (x'\y^)i a pour équation
Ayy — B»xx" = — A'B% ... (1)
et que la direction de cette tangente est donnée par la valeur
Tout cela résulte encore de ce que B', pour Pellipse, devient — B*, pour l^jperbolc. Mais on ne peut plus vérifier, comme dans Pellipse, que la droite représentée par Péquation (1), n^a que le seul point (x", y) de commun avec ITiyperbolc. Void alors comment il faut procéder :
Prenons la valeur àejr dans Pcquation (1) et substituons cqtte valeur dans le trinôme A*j^ — Ë'x' + A*B* ; en réduisant an même dénominateur A*jr"^^ puis en remettant au numérateur, au lieu de Ay% sa valeur BV — A'B% tirée de Péquation de Pbypérbole , nous aurons
Le second membre de cette égalité sera toujours positif ^ il en
sera donc de même da trinôme A.*^* — B*x* + A.*B", jponr tous les points (x, jr) de la droite (i) ; tons ces points, à Pexception du point {x"^j")^ sont par conséquent hors de rhjperbole (118). Ainsi la droite ( 1) n^a que le seul point (rr^^ y) de commun avec l^jperbole ; donc elle lui est tangente en ce point.
130. La valeur de a, qui détermine la direction de la tan* gente, étant unique, il sVnsuît que par un point (x"^ y)^ donné sur llijperboie, on ne peut mener qu^une seule tangente à cette courbe.
Cest ce qu^on vérifie d^ailleurs en cherchant le point de contact (x"y jr") d^une tangente à llijperbole, menée par ud point (x'fj^ donné. Dans ce cas, les équations de Phyperbole et de la tangente, sont:
Ay — BV = — A'B",
Kyy — B Vx" = — A'B".
Eliminant j^ de ces équations, on trouvera, pour x"^
^ _ A'B'x^ db Ay KAy » -- B«x^* 4- A^ ~ BV— Ay*
Par cette formule et le principe du n* 1 1 8, il est visible que, suivant que le point (^x^^y)esl hors de l^jperbole, sur cette courbe ou dans Pintérieur, rr'' tlj" ont deux valeurs réelles, une seule, ou deux valeurs imaginaires \ donc il 7 a deux tangentes, une seule ou aucune.
121. La valeur précédente de x", peut aussi sMcrire comme il suit : '
*^ ~BV» — Ay»\ '\r y 'T ^aga J
Cela posé, 1* lorsque le point (x', y) sera entre la courbe et une asymptote, dont Péquation est Aj-=zBx (11 5), on aura Ay <^'Rx'\ la fiaction sous le radical sera négative; donc la quantité affectée du double signe =t= sera moindre que A;^, et à plus forte raison, moindre que Bx'; donc, puisque Ay << B'x'*, les deux valeurs de x" seront positives. De sorte que par un point prié ênire t hyperbole ei une asymptote j on peut toujoure mener deux tangentee à une même branche,
a* Si le pomt (x', ^ ) est entre les asymptotes , on aura A^ > Bx' ; le numérateur de x" aura donc deux valeurs de si^es
( 64 ) opposés : et comme alors le âénominateor est D^tif , il s^ensmt que 3^^ aura une valeur positive et une négative. Donc il y aura une tangente à une branche et une à Fautre.
3* Enfin , si le point (jxf^ y) est sur une asymptote, on aura A.y = B'x^ et les deux valeurs de x^' deviendront j:'' ^ 2- et x^'izi 00. Opérant pour &ire disparaître le facteur commun aux deux termes de a;'', la première valeur de cette abacisse deviott
a;''=:-=-j(j^*4*®*)' Qoant à la seconde valeur, die reste
toujours infinie. Ainsi , par un point pris sur une asymptote, on ne peut mener qu\me seule tangente à Phyperbole.
n y a bien, si Ton veut, une seconde tangente; mais son point de contact avec la courbé est infiniment éloigné. Effectivement , ce point étant sur Phyperbole et son abscisse x'^ étant
infinie, son ordonnée^' est aussi infinie et se réduit à^zz-^*
Et comme la valeur de a , qui convient à la tangente , est az=
j;-^, en y substituant la valeur qu^on vient de trouver pour j*,
on aura a = t* Or, cette valeur détermine la direction dVine
asymptote \ donc la seconde tangente qui nous occupe, coïndde avec cette asymptote.
122. Si dans Péquation de la tangente MT an point M, on fait j^ =r o , on aura Tabscisse x ou OT du point T où cette
droite rencontre Taxe des x (fig. 17), et il viendra OT =— ;
ce qui montre que la tangente ne passe par le centre que quand le point de tangence est à Tinfini. Mais F et F' étant les foyers,
on a OFz=OF'z=:c, FM = ^' — A et FM == — + A (107); donc
tf=of-.ot=c-^=^(^^'_a)=^,xfm,
1T'=OF + OT=c + ^, = A(^' + a)=^,XFM.
De là résulte TF ; TF' : ; FM : FTVI ; ce qui montre que BIT divise Pangle FMF' en deux parties égales. Ainsi âanê ThypêrboUj le» droite» menieê dê$foy9r$ au point de tangoneojfini la tangente et de part et £ autre de cette Hgne, deux angUa égi
D^où il est visible que la normale MN dirnse en deux parUte
Àgaîes le suppUmênt FBIK ds PanglefornU par les rayons r«cieun menée au point de tangence.
iiS. Proposons-nous maintenant de construire une tangente à riijperbole , par un point donné. Supposons d^abord ce point sur la courbe , en M ; menons les rayons vecteurs FM et F'M ; prenons MH = MF et tirons MT perpendiculaire à FH; cette perpendiculaire sera la tangente demandée. Car les deux triangles rectangles MIF et MIH étant égaux ^ k droite MT divise en deux parties égales Pangle FMF' des deux rayons vecteurs FM et F'M ; donc MT coïncide avec la tangente au point M (lia). Il serait d^ailleurs facile de démontrer que tous les points de la droite MT sont hors de l^yperbole , excepté le point M.
Supposons maintenant que le point donné soit hors de PhypeAde , par exemple en G : de ce point G comme centre et du rayon GF , décrivons un arc ; du foyer F' comme centre et avec le premier axe a A pour rayon , décrivons un second arc qui coupera le premier en H et H^ : les droites F'H , F^H', iront couper lliyperbole aux points de contact des deux tangentes que l'on peut mener à la courbe , par le point G ; de sorte que M étant Tun de ces points , GMT sera tangente en M. En effet , par construction, FM— HM=F'H=:!2il. Mais H étant sur lliyperbole , on a aussi F'M — FM = 2 A ; donc MH = MF. D^ailleurs GF ^z GH ; donc la droite GMT est perpendiculaire au milieu de FH; ainsi, diaprés le premier cas, elle est tangente ea M.
124. Le point I étant le milieu de FH et le point O le milieu de FF^ il est clair que la droite OI est la moitié de F'H ou de 3 A. Ainsi les piedê des perpendiculaires menées d^unjbyer sur les tangentes à f hyperbole, appartiennent à la circonférence ayant le premier axe pour diamètre.
Menant Ox parallèle à MT, on verra que la figure OIMs est un parallélogramme, et qu^ainsi Mz=OI= A. D^où il suit que dans fhyperèole {comme dans t ellipse), la partie «Fun rayon recteur comprise entre la tangente, et sa parallèle menée par le centre, est égale à la moitié du premier axe.
Cette propriété et la précédente donnent le moyen de construire f hyperbole (ou Tellipse) dont on connaît le centre O, la longueur du premier axe 2A, une tangente et son point de contaei M. Car les perpendiculaires à la tangente, aux points I et V où elle est coupée par la' circonférence décrite du centre O et
^ ( 06 ) du rayon A, passent par les foyers, ainsi que les parallèles menées par M aux droites 01 et Of'.
1 15. n est facile de voir que Péqnation de la normale h Hiy-
Les valeurs de la souiangenie et de la »aunarmale , sont respectivement _ ^f^^lL- _ ^
Voici quelques théorèmes à démontrer
t. Si la droite j'= ox 4-^ est tangente à Phyperbolc, on aura toijoan A«a»— B» = 5*.
n* Les tangentes aux extrémiub d^un même diamètre de rhjjpedMie, sont parallèles entre elles ; et réciproquement , si deux tangentes à 1^perbok, sont parallèles, la droite qui Joint les deux points de oommI| passe par le centre.
U soit de là que trois tangentes à Phyperbole ne peuyent jamais eue parallèles entre eUes.
m. La plus courte distance entre Phyperbole et un point du proloogement du premier axe , est la normale qui passe par ce point.
IV • L^origine étant au sommet ( — A , o ) et les coordonnées paralUks aux axes aA et a6, Thyperbole est représentée par A^ — B*x*=:— aAB'x, et sa tangente an point (ac",^' >, par Ayf' — B»x*"s=— AB»
V. Dans Thyperbole , le demi-second axe B est moyen proportiooDcl, 1® entre les distances des deux foyers à la tangente; !»** ent^ les ordoanées de la tangente qui ont leurs pieds aux sommets de la courbe; 3* entre les distances d^un foyer -aux deux sommets ; 4^ enfin entre la botmaie et la perpendiculaire menée du centre sur la tangente.
VL Le sommet d^un angle droit mobile , dont les c6tds sont coolinuellement tangens à Thyperbole, décrit une circonférence de mène centre et ayant t^A' — B« pour rayon.
Vn. La portbn d^une tangente à Phyperbole, comprise enin iei perpendiculaires aux extrémités du premier axe , est le diamètre dHne circonférence qui passe par les deux foyers.
Tous CCS théorèmes sont analogues à ceux énoncés pour Pdlipst (77) et s^en déduisent en y changeant B* en -^B*.
YIII. Les droites qui vont d^un mèaae point quelconque de Phypct^ bole équilatère aux extrémités dW même diamètre réel (on Croiuverjc), font des angles égaux avec Tune quelconque des deux asymptotes. (Oa démontrera d^abord que pour les droites proposées , les a et a' sont idi, qu^on a toujours ao^ = i , elc. )
127- On appelle dUMÙtret conjuguée de lliyperbole, deax diamètres tels , qaVn les prenant pour axes des coordonnées , Péqaation de la courbe conserve la même forme que pour ses axes rectangulaires.
Pour trouver ces diamètres , prenons les formules qui servent à passer d^un système d^axes rectangulaires à un autre système de même origine (45) , savoir :
x — ^^^ et y-^ + fZ!
formules dans lesquelles m*=z i -f- a* et m"= i -}-a". Substi-* tuant ces valeurs de x et de 7* dans Téquation A^* — B'x* =s — * Â*B*, qui est celle de Phyperbole rapportée à ses axes et au ceotre, on trouvera
Pour que cette équation soit de même forme que celle qui est relative aux axes lA et 2B , il faut qu^elle ne contienne pas \û produit 3^y des nouvelles coordonnées \ il faut donc profiter de rindétermination de a et J pour faire disparaître ce terme , ^eiï .rendant son coefficient nul ; ce qui donne la cotidltion
et Téquation de là courbe devient , en y supprimaq# les aocens des coordonnées obliques x' e\jr%^
La condition (t) qui existe entre les inconnues a et af étant du premier degré , admet une infinité de Valeurs réelles pour ces inconnues ; il 7 a donc une infinité de systèmes d^axes de coordonnées, pouf lesquels Téquation de l^jperbole ne contient que les carrés ^, x* des variables , avet un terme constant. Mais pas un seul de ces systèmes, autre que celui des axes, ùe sera rectangulaire , puisqu^alors on devrait avoir aa!^ 1=0 ; ce qui réduit la relation (1) à A* -f- B'=: o , chose évidemment impossible.
128. Nous avons vu (1 15) que lés diamètres dirigés suivant les droites ^=00: eijr=za'x ne sont réels, c^est-à-dire ne^ rencontrent liyperbole , qu^autant que B' > A V et B* > ii^'A*^ «Ml B ^ Aa et B ^ o^A. Mais ces inégalités ne sauraient exister en même temps, pour les diamètres conjugués \ car diaprés la
relation (i), si B ^ aà, on aura B ^ a'A, et rédproqaemcnt. L^hyperbole ne rencontre donc jamais à la fois ses diamètres conjugués.
Supposons quelle coupe Taxe des x ; alors on anm B ^ ^ et B << afk. Faisant ^ = o et x = o, dans Téquation (a), on aura les distances de Porigine aux points où lljperbole rencootre les axes des a: et des ^ obliques : en désignant ces distances p» Â' et D , la première étant comptée sur Taxe des abscisses et la seconde ^ur Taxe des ordonnées, on trouvera
^^^ = 5 zTz et D* = -r— - — =-.
B» — «'A» A«af* — B»
Comme B ^ «A et B *< Aof , on voit que la distance A' al réelle et la distance D imaginaire, comme cela doit être, pois^ la courbe ne rencontre pas Paxe des^. Cependant on a oontoM de prendre, sur Taxe des^, deux points C et C éloignés chacan de Torigine d^une distance B' telle, qu^on ait B^=z: — D*. Alon 2Â,' et ^B' sont appelés les dianùires eor^fuguis de llijpCTlxik, bien que le premier 3 A' soit le seul terminé à la courir : aA'ert le premier diamètre conjugué et iB' le second,
lag. On voit d^ailleurs que, pour déterminer les longnenn
A' et B', on a
,_ A«B»m« ^^_ A«BW«
Prenant dans ces équations , les valeurs des dénomnaateoR, et substituant dans Péquation (i) de Fhjperbole , on obtieot
équation qui se déduit de Téquation analogue de rellîp6e,eD changeant B'* en — B^ dans celte dernière.
i3o. Soit ê le sinus de Tangle compris par les diamètres conjugués lA' et aB'; il est clair qu^en raisonnant comme pour TeUipsCf les équations (i) et (3) donneront
A'" — B'' = A'-.B' et A'B's = AB,
relations fournies par celles analogues de Pellipse, en changeant dans œs dernières B' et B^, respectivement en — B* et — B''. La seconde de ces relations nous apprend que le pwf^Mhgramme eoksiruit eur deux diamètres conjuguée qudeonquee ir f hyperbole, cet équivalent au rectangle construit sur les deux axes.
Qpanl'à Fégalilé A'' — B'' = A' — • B% elle montre que la différence des carrés de deux dianùtree conjuguée de ThyperhoUs paui la différence dee carrée des deux axée.
Il n^ a donc que Phyperbole équilatère qai ail ses diamètres conjugués égaux ; et tous les siens le sont deux à deux.
i3i. L^équation de l^yperbole, rapportée à ses diamètres conjugués aA' et aB', étant hTj^ — B^x» = — A^'B'», on tire de cette équation et de la relation (i), les théorèmes que yoid à démontrer, et qui sont analogues à ceux énoncés (89) pour TeUipse :
]* Guiquê dianùtre diviee lee cordée foralûlêê à eon eonfugui en deux fortiee égalée. D^où il suit que pour avoir us diamètre et le centre dWe hyperbole tracée, il suÎDKt de mener une droite {MUT les milieux de deux cordes parallèles et de répéter cette opération pour deux autres cordes parallèles.
3* Lee carrée dee ordonnéee aux diamhtree conjuguée, eoni mUrê eux comme lee produOe dee dieianeee dee piede de cee or~ êonnêee aux pointé eu Taxe dee ahecieeee coupe la courbe.
De sorte que pour décrire une hyperbole dont on connatl deux diamètres conjugués et Pangle qu^ font entre eux, il faut d^abord tracer une hyperbole sur ces diamètres , pris pour axes rectangulaires, puis indiner les ordonnées de cette hyperbole sous Pangle donné, sans changer letHS longoeucs : ies points ainsi obtenus appartiendront à l^yperbole demandée.
3^ Lee tangentee aux extrémiiée é^un. diamètre réel de f hyperbole j eont paraUblee à eon confugué; ei réciproquement.
4* JDeux dianùtree conjuguée de f hyperbole, eont toujours pflrallblee à deux cordes supplémeuiaires menées des extrémiiée du premier axe.
Ce qui donne le moyen , connaissant une hyperbole et ses deux axes, de trouver deux diamètres conjugués, comprenant entre eux un angle donné.
5* Pour deux cordes supplémentaires ^=:iix+ 5 eijrz=a^x J^ b\ menées des extrémités de ^A\ on aura toujours A!*aaf — B'*= o ; et réciproquement.
6* La tangente ^=aj: + * à Hyperbole, au point (x", y')^ a pour équation
i^iyyf _ w*xx" = — A^B»», ou A' V — B'» = b\
la valeur de a étant
7"* Si une corde suppUmeniaire est paralliU au âianAlre nmà au pomi de iangence, f autre corde eera paraUhU à la tamyetUe.
On peut donc , sans connaître les axes , mener une langeme à rhyperbole, soit par un point donné sur cette courbe, soit parallèlement à une droite donnée.
S"" Si un diamètre réel de l^yperbole est parallèle à mie coide supplémentaire, son conjugué sera parallèle à Pantre œnk, comme étant tous les deux parallèles à la tangente à une eitiémité du premier diamètre ( 3*" et 7'' ) ^ Tanglè entre ces diaaètres conjugués sera donc le même que celui des deux oordo supplémentaires.
De là, si lliyperbole est tracée, on trouvera aisément den diamètres conjugués, comprenant un angle donné, lesqadi seront les axes , quand Tangle sera droit.
i3a. Dans P hyperbole rapportée à ses mxes^ les rectangles conitnà» sur les coordonnées d€s extrémàés positives de deux diamètres eesj^ gués^ sont équivaUn* entre eux. Soient (x, jr) et {xf^y) ks caLtrénléi positives des diamètres conjugués aA'et aB'^ les équations de ccsdianè-
1res donneront évidemment a =s ~ et a' ='^. Substituam ces fikai»
dans la relation A>aa'= B' et dans la seconde relation (3) , pois obio- ▼ant que x(*-|-jf'*=B'*, on trouvera
Ay»— BV' = A»B».
Pe plus, comme Textrémité (x, jr) appartient à PhjrperitMle, m a
Ay— BV = — A*B'.
Substituant dans cette équation , les valeurs de A* et B^, tirées des deu équations précédentes, et réduisant, on obtiendra sy:=:^ji» Ceqo^ Oïdlait démontrer.
Au moyen de xy'=:zx^y\ les valeurs que Ton vient de trouver pov A'
et B% deviennent a» = x' — x'' cl B' =y' —y,
relations fort remarquables.
i33. Ze produit des distances du point de tangenee à ceux oit le UBh gente rencontre les axes de V hyperbole y est égal au carré du demdiamètre B' parallèle à cette tangente (fig. 18 )• Car la tangente HTO rencontrant les axes en T et U, et le diamètre ON=:B% ooi^ague <k OM=A', étant parallèle à MT (i3i, 3°); si Ton mène MR parmOèkà PP, les triangles MRU et MTP, semblables à QMQ, donneront
«:»'::BllU:B^
Mullifliant par ordre, et obserrant que a^'s^^y^ on trouvera MU XMT = B'».
i34* Bëcrivant sur TU comme diamètre, une circonférence rencontrant OM en O et en I, on aura OM X IM =: MU X MT, ou A'xIM
=:B'', on encore EM[=r-Y-.*
De }k fésulte le moyen de construire les axes de Pfyperbole^ eonnai»» sont deux diamètres conjugués a A' et aB', ainsi que V angle MON qu^ds font entre eux. Pour cela, sur le premier diamètre 0M=: A', on prendra MI = -^^ par le milieu de 01, on élèvera une perpendiculaire, qui
eoiq>era enV la parallèle MU à ON=:B'; du centre V et du rayon VO, on décrira me circonférence, qui coupera MU aux points Tet U où cette parallèle rencontre les axes chmliès : menant alors les droites OT et OU, puis MP perpendiculaire à OT; le premier axe aA se construira par la formule A* == OP X OT. On aurait de même B' = MP X OU.
l35. Let coordonnée^ comprenant un angle I, toute équation de laformo Vtf — Nx* = — P, ( M, N e^ P étant dêtnomhret
poiitifi') représentB une hyperbole. D^abord si Ton prend les
nombres A' et B' tels qu'on ait A'* = =j et B'* = ^^ , celle équation deviendra
A'>jr»_ B'*x* = — A"B'» ... (4)
Or, on peut toujours trouver une hyperbole dont a A' et 2V soient les diamètres conjugués, comprenant Pangle I; car en désignant par e le sinus de cet angle , les axes lA et aB seront donnés par les relation* A* — B* = A'^ — B'* et AB = A'B'*, desquelles on lire
d'où il est visible que les valeurs de aA et aB seront toujours réelles.
Connaissant les axes lA et iB, on pourra tracer l'hyperbole ; et cette hyperbole, rapportée à ses diamètres conjugués a A' et aB', sera représentée, comme on Ta vu (lag), par l'équation (4) et conséquemment par l'équation prop<Mée Jâj^ — Nx*=: — F.
i36. Lorsque les deux diamètres conjugués aA' et aB' sont donnés, ainsi que Tangle compris 0, on peut calcider les longueurs des deux axes, par les formules que Ton vient dVbtenir; mais ces formules sont com-
pliquëes et difficiles à conslruire ; il impofte ^onc de déterminer ii poii. tion des axes, sans faire usage de kmrs valeius. Or, m, étant Pan^e compris entre A et A', Paogle entre A et Basera 0 -f~ * ) ainsi dans les ibmuila (3), on a tang «=:a et tang (â-f-«)=a'. Divisant donc ces cenx fermaies Tune par Tautre, après y avoir substitué K^aaf au liet de 6*; réduisant d^ailleurs, au moyen des principes de la trigononetrie, on obtiendra B'» sin a9
""^^^^A''— B'*cosaô' formule qui s*appliquera à Pdlipse, en y diangeaitt B'* en — V*.
iZ']. L^équalion de Phyperbole prend une forme irèhsîmple, lorsqu^on choisit ses asymptotes pour axes des coordosnées. Eo efTct, comme alors les a et J^ qui déterminent les aouveanx axes des sf et des y^ à Tégard du premier axe ^ A de k combe,
pDt respectivement pour valeurs az=i — -r-eta'^^O i,5) ; d^oa
m*= 1 + «' = — j; — = m'*; Téquation (•) élu n* 1^7, quiot
celle de Fhyperbole rapportée aux nouveaux axes , se réduit à
xy = — J (if)
Dans cette forme nouvelle de Féquatiou de llijrperbole, 00 reconnaît aisément la propriété caractéristique des asymptotes de s^approcher sans cesse de la cofurbe; càr jr* devient nul dès que x' est infini , et réciproquement.
1 38. IjO paralUlogrammê comiruU sur les cocrdonnSes im point quelconque de Vhyperhole, rapportée à ses asympiotes, td équivalent au losange ayant pour dimgonalss Us ieux dsnd-ûsu de la courbe (fig. 19).
Soient OX' et OY* les asymptotes , c^e«t-à-dirc les nooTetn axes des x^ et des^; soient B et B' les sommets de la courbe; afi^y les coordonnées du point M et OFMQ le parallëlogranme construit sur ces coordonnées. Par les sommets B et B' menooi des parallèles aux asymptotes \ diaprés la construction de ces lignes, la perpendiculaire BH = le demi-second .axe B = OC; la figure OBIiC est donc un rectangle. De plus^ comme Faillie BOH = BOD'= OBD, le côté OD=:BD et le paraUëlogranme ODBD'cst%m losange, dans lequel les diagonales OB=:A DD'= BH = B ^ de sorte qu'on a 40D*= A* + B\
Cela posé , soit s le sinus de Tangle QOP ; nous aveas vu ^20) que les aires des parallélogrammes OPIIIQ cl ODBD' qm
( 73 ) ont Pangle commun QOP, sont respectivement :xfy*È et OD*
OD' • 9 = OD* • f = — î — • #. Ainsi d^apris Téquation ( f ) de
I^hjperbole, ces deux aires sont équivalentes. Mais il est visible d^ailleurs que Paire du losange ODBiy est \^\ donc
ayf=^AB.
iSg^ Divisant cette équation par celle de Thyperbolc) on aura ^ aAB
formule que Ton obtiendrait d^ailleurs en substituant les valeurs précédentes de a et d dans Pexpression de #, trouvée au n* 17.
i4o. , Lorsque Phyperbole est équilatëre, #= 1 : le losange ODBD' devient un carré , et reste toujours équivalent au rectangle des coordonnées. Le grand losange. BCB'C\ quadruple de ODBD', se nomme làfvÙÈaneê de Iliyperbole : c^est le demirectangle des axes aA et aB.
i4i. Pour plus de simplicité, nous supprimerons les accens des variables jf et^, en nous rappelant qu^étant comptées sur les asymptotes , elles sont en général obliques. De plus , nous poserons A' -|- fi* = ^ \ ^^ ^l^rs , Téquatioo de Thyperbole , rapportée à ses asymptotes , sera xj = H*.
i4a- Réciproqaement, iouU équaUên de la formé xyzrH*, réprèê9nt9 une hyperbole, rapportée à eee aeympiotee. Car soit I Pangle des coordonnées proposées ^ il -est clair qu^on peut toujours trouver une hyperbole dont Tangle des asymptotes étant égal à I et son sinus désigné par #| ce sinus et les axes a A et aB satbfassent aux relations
A- + B- = 4H*el. = ^.
Ces équations , en efTct , fournissent
A + B=:;aH[/r+7et A»-B:;=aHj/i— #,
fonnules qui donneroot toujours poqr A et B des valeurs réelles.
Connaissant ainsi les deux axes aA et aB , on connaîtra aussi leurs directions , car le premier aA divise en deux parties égales Tangle des asymptotes , c^est-à-dire Pangle I des axes des coor^ données; l^yperbole pourra donc être construite (io5). Or, si Ton rapporte cette hyperbole à ses asymptotes , on trouvera , comme on Ta vu (187), r^=: J(A* + B*) ou ay=:H% c'est-
( 74 ) ifdke réquation proposée, P^ngle des asymptotes étant I. Cette équation représente donc une hyperboki rapportée à ses asymptotes; ce qu^il fallait démontrer.
143. Pour avoir Péquation'de la tangente à llijperbole xjr :=H*, nous considérerons cette tangente, connue une sécante dont les points d^intersection ( x'^y ) et ( :c'^ y ) avec la courbe se réunissent en un seul. L^équation de cette sécante sera
On a 'd'ailleurs xy=H' et z'y = H'5 d'oùyz=^'.
Substituant cette valeur et réduisant, on aura, pour Téquation de la sécante,
^-y'=_-Ç (x-x^) et «=-^'.
Maintenant, si le second point d'intersection (x',^) coïncide avec le premier, ce qui donne j^' z=:j^" et x':zzx"^ la sécante proposée sera tangente au point {p^'^y) et aura pour équation ^ y*'. «v r^
i44« ^ faisant ^=0 dans cette équation, on aura Tabsosse X du point T où la tangente rencontre Taxe des abscisses , et x — x" sera là valeur de la soutangente PT ; il viendra donc PT = x" = OP ; c'est-à-dire que , lorsque f hyperbole eei rapporUe à Met asymptote», la soutangente, pour chaque point, eet égalée f abscisse qui lui correspond.
Si donc par le point M de l'hyperbole , on veut lui mener une tangente , il faudra prendre sur l'asymptote OX', et à partir du pied de l'ordonnée PM , la distance PT =: OP ) et TBIR sera la tangente demandée.
145. Les triangles TOR et TPM étant semblables ^ il en résulte TMzzMR. La portion de la tangente, entre les asymptotes, est donc divisée en deux parties égales par le point de eoniaei.
146. Soit une droite IF coupant l'hyperbole en G et & et les asymptotes en I et F; je dis que IG = PG'. D'abord on peut toujours mener une tangente RHT parallèle à la droite IF (1 3i, 7''). Et puisque le point de cofatact M est le milieu de RT, la droite OMMl' divise la parallèle IF à RT, en deux partiea égales au point M'* D'ailleurs le conjugué du diamètre OH est parai-
lèle k RT (i3i , 3*); il est donc aussi parallèle à la corde GG' ; celle-d>e8t dooc divisée en deux parties égales, en M', par le diamètre OM ( 1 3 1 , i* ). De sorte qu^ayant à la fois M'I= Ml' et M'G=M'&, 0 vient lGz=:V&. Donc , si une âroiU coupé f hyperbole et sês oifmptotee, 2ee parties de eetie droiie eompriseê entre le» aeymptotei et la courbe, sont égales entre elles»
i47* Cette propriété fournit un moyen bien simple de construire l^hyperbole, connaissant un de ses points et ses deux asjrmptotes. On mènera par ce point G une droite quelconque IGF, terminée en I et F aux asymptotes OX' et OY' ; on prendra l'& = IG , et le point & appartiendra à Thyperbole. On trouvera donc ainsi autant de points qu^on voudra de la courbe. Pour éviter la confusion d^un grand nombre de droites , tirées d^un même point , on pourra faire servir quelques-uns des points déjà déterminés , à en trouver d^autres.
Et comme Tangle des asymptotes peut se construire, dès que Ton connaît le rapport des axes (ii5), il réfulte encore de la. propriété précédente , le moyen de tracer t hyperbole, dont on coimaSt deux points, une asymptote et le rapport des axes principaux,
i48* La portion de la tangente, comprise entre les deux asymptotes, est égale en kmgueurau conjugué du diamètre mené au point de tangence. D^abord TR étant tangente en M , Paire du triangle TRO est double de celle du parallélogramme OPMQ, et vaut par conséquent AB (i38). Soit la demi-tangente MT=zm et le demi-diamètre OM = A' ^ Pangle OBIR est évidemment égal à celui que le diamètre lA' fait avec son conjugué 2B'. Si donc on désigne par s le sinus de cet angle, Paire du parallélogramme construit sur les demi-diamètres conjugués A' et B', sera A'B'f = AB ( 1 3o), et l^aire du parallélogramme construit sur A' et m, vaudra A!ms, Ce parallélogramme , double du triangle OMT, vaut le triangle OTR ou AB ^ donc A'B's= A'mt , et par suite B'=m.
i49* On voit de plus , quW menant du centre de P hyperbole, une paraUkle à la tangente à une extrémité tun dianùtre aA', la portion de cette paralUU entre Us parallèles aux asymptotes tirées de la même extrémité, exprime en grandeur et en direction le confugué^oW du dianùtre proposé.
De là résulte le moyen de trouver le conjugué d W diamètre
( 76 ) donné , connaissant les asjrmptotes ; et aussi de tracer les asymptotes , connaissant deux diamètres conjugués, en longuenrs et en directions.
1 5o. Uhfpêrbêle ètmU rapporih à $ê$ oêytnpioieâ, OX 9t O Y^ trouver Paire S du eegmeni BCPM , eon^niê entre la eaurèe, une aeymfiete et Uê deux ordonnée BC et MP (fig. ao).
L^éqoation de Phyperbole rapportée à ses asjrmptotes étant de ia forme a^=m*, les coordonnées du sommet B seront BG=:: OC =:= m. Soient x €Ajr les coordonnées du point M , de manière que OP =: X et PH z^jr. Appelons e la valeur que Ton trouve
en supposant n infini , dans le développement de f i -f- ~ 7 î ^° aura donc / i\* « i
Le nombre infini n étant supposé entier, la formule de Newton donnera, pour le développement de la valeur de «,
Le nombre n étant infini , il est clair que le quotient ~ est infiniment petit , et doit être considéré comme nul ; il vient donc
' a ■ a. 3 a. 3. 4 a. 3.4*5 ' ' ce qui donne , à moins dW dibillionième près ,
0 = a,7i8a8i8a845^ d^où Ton a trouvé pour le logarithme ordinaire de 0 ,
lezr, 0,434^944^ 1 9^' Cela pose, prenons sur GP n points (en y comprenant G et P ) tels , que leurs distances au point O forment une progression géométrique croissante, dont m soit le premier terme et Ç^e = r la raison , n étant toujours infini. Les ordonnées menées par ces n points divisent le segment BCPM en n — 1 trapèzes mixtilignes. Soit QRIN le v"** de ces trapèzes, à partir du point C ; à cause de n infini , il est clair que la raison r diffère infiniment peu de Punité , et que par conséquent les abscisses OC et OR sont presquVgales , ainsi que tes ordonnées QNetRI;laiSgttre QRIN est donc un parallélogramme. Si donc on désigne par s
C 77 ) le sinus de Tangle YOP, on aura , pour Taire du parallâogramme , QRIN =f X QR X QN.
Or, par consiruction OQ = m.r^"* el OR:=iii.f^; done
QR = mr^-"(r— i), QN=^=iitr-^+\ et par suite QRIN = m'#(r— i). ^
Cette valeur étant indépendante de v^ il s^ensuit que les n — i trapèzes qui composent le segment S sont tous équivalons , et qu'ainsi ona S = m»f (n — i )(r— i ).
Mais OP ou xssfitr^"'', parce que x est le n** terme dé la
progression : prenant de part et d'autre les logarithmes ordi-
naires, on trouvera, a cause de 1 r= —
Substituant cette valeur dans celle de S , puis observant que r — I zr ^ê — 1 =r -, on obtiendra définitivement
le \my
n est aisé de voir que Terreur commise en prenant QRNI
pour un parallélogramme , est moindre que — ^ ; ainsi Terreur
qui en résulte sur la mesure du segment S , est moindre que — , ou qu'une quantité infiniment petite , puisque n est infini.
1 5i . Si Ton veut calculer Taire du segment BMM', formé par Thjperbole, le prolongement de son premier axe et Tordonnée MM' parallèle au second , on remarquera que Taire du triangle OPM ou de son équivalent OCB , est ^mU. Et comme Tcspacc
BOM=BOC + BCPM— OPM=BCPM=2!î.|Ci['\^ on
en déduit
segment BMM' = ^OM' X MM' — ^^^ 1 (^) •
i5i. D'après les valeurs précédentes , si Thjperbole est équi-
latère , il sera bien facOe de calculer le volume décrit autour de
l'asymptote OX, par le segment BCPN ou S. En effet, le v""
parallélognukime QRIM devenant alors un rectangle, le volume
décrit par ce rectangle , autour de OX , aura pour mesure
^QN'xQRou , ,
in»V(r— i)Xj^-
Prenant sacoessivenientvzri, i,3,4i •••i»— i % onanra successivement les volumes produits autour de OX par les ii — i rectangles qui composent le segment proposé S ; la somme de tous ces volumes sera donc celui engendré par ce segment^ de sorte qu^on aura
vol.S=*iiiV(r— O^i + p + ^H 1-;:^)^
ou bien vol. Sz=:xm r f i — -^^n )•
Mais à cause de OP ou x =1119^ ""'^ il vient
vol. S^zzflrmVf 1 y
« Enfin , r= ^e donne r=r e^ : et puisque n est infini , on a
- =: o , puis r:r *• =z i ; d'*où résulte le volume cherché
vol. S = mn^ C * "^ " J '
Lorsque Pabscisse x est infinie , Paire du segment S est aussi infinie (i5o), tandis que le volume décrit par ce segment a la valeur finie xm •
Quelque singulier que paraisse ce résultat, il n^en est pas moins exact ; mais pour mieux concevoir comment il peut se £ure que Tespace ZBGX , qui est infini en étendue et en surface , engendre néanmoins un corps dont le volume est fini , prenons sur Tasjmptote OX et à partir de G, des longueurs égales respectivement aux termes de la suite infinie m, am, ^m^ 6m , i6m, ••• ^ et concevons sur ces longueurs , des rectangles extérieurs à Pespace ZBGX. Ges rectangles engendreront des cylindres dont les hauteurs croîtront en raison double , tandis que les bases décroîtront en raison quadruple ; ainsi ces cylindres décroftront seulement en raison double. Or, le premier z= wn^ \ donc la somme de tous ces cylindres est
îrm'(i -|-l-f.J-f-|-j-etc. , à Pinfini)=:airm^
Il est évident que le solide engendré par Pespace infini ZBGX est moindre que tous les cylindres extérieurs, c^est-à-dlre moindre que 'Xirm \ ce solide a par conséquent un volume fini. (Voyez les Mélanges d^analysc et de géométrie, page 664 ; par M. de Stainville. Paris, i8i5).
i53. Deux hyperboles 9onl temhîahUs^ lorsqu^elleê orU ieuts axes
homologues proportionnels. Soient M et N deux points qnekonipies de la premiëre, M' et N' deux points homologues de la seconde, c^est-à-dire deux points dont les coordonnées rectangulaires soient respectiTcntent proportionnelles à cdles des deux points M et N. En inscrivant à volonté une ligne brisëe dans Tare MN , il est facile de voir qu^on pourra toujours inscrire, dans Parc homologue M'N', une ligne brisée semblable ; de sorte que les arcs homologues MN et M'N' sont semblables (loo). Ainsi les deux hyperboles proposées renferment un même nombre d^arcs homologues semblables ^ donc elles sont semblables elles-mêmes.
i54* Puisque dans deux hyperboles semblables, les arcs semblables ne sont que des lignes brisées semblables, composées d^une infinité de droites homologues, infiniment petites, il s^ensuit, i* que les longueurs de ces arcs sont entre elles comme kurs cordes, et par conséquent comme les premiers axes ; a" que les segmens compris par deux arcs semblables et leurs cordes, sont eux-mêmes semblables et proportionnels aux carrés des premiers ou des seconds axes.
i55« Lorsque deux hyperboles semblables ont le même centre et les premiers axes suivant la même droite^ elles ont les mêmes asymptotes; et réciproquement. Car une asymptote de la première et une asjrmptote correspondante ou homologue de la seconde, font avec Taxe des s et dW même c^té, des angles égaux dirigés dans le même sens ; donc elles coïncident. La réciproque est évidente; car deux hyperboles qui ont les mêmes asymptotes, ont nécessairement leurs axes proportionnels.
1 56. Voici plusietin problèmes et théorèmes sur lliyperbole :
I. Trouver les conditions nécessaires pour quWe droite ne rencontre rhyperbole qu^en un seul point, ou pour qu^dle ne la rencontre pas*
II. Etant donnés, dans Phyperbole, la direction du premier axe, deux points et un foyer, décrire la courbe*
ni* Trouver la courbe passant par les points qui divisent chacune des cordes parallèles an premier axe de Thyperbole, en trois parties ^ales.
IV. Si par chaque point dWe tangente à un cercle donné, on élève sur cette tangente, une perpendiculaire égde à la partie extérieure de le sécante menée par oe point et par le centre, le lieu des extrémités de ces perpendiculaires sera une hyperbole.
y. Si d^un foyer de Thyperbole, on mène une perpendiculaire à une asymptote, les distances du pied de cette perpendiculaire an centre et au foyer proposé, vaudront respectivement le demi-premier axe et le demiseoond.
VI. Tracer lliyperbole, i* dès que Ton connaît un foyer, une asymptote et le premier axe ou le rapport des deux axes; a** lorsque Ton connaît un foyer et les directions du premier axe et d^une asymptote. (Les solutions d^pendcnl du théorème V. )
Vn. Si par un point quelconque de Thyperbole, on mène une parallèle à la droite il qui joint ks cstrémités de denx diamètres ooiijugiiés,
la di£Eeraice des carres des distances dn point proposé à ceux t>ù h parailâle coupe ces deux diamètres, sera <%ale an carré de la droite d.
VllI. Gommptit tracer les bords d^ime alltfe d^an parterre, pour qae cette allée paraisse avoir partout la même largeur à un ceil placé ircrtiealvment au-dessus de la droite qui divise en deux parties égales la méase allëc, dans le sens de sa longueur f On admet que deux droites ^^es, dés qu^elles sont vues sous des angles égaux.
ne. Le lien de tous les centres de gravite des triangles de même face et de même angle an sommet, est une hyperbole, dont les asymptotes sont les deux côtés dn sommet commun aux triangle»*
X. Le lien de tous les milieux des segmens qu^intereeptent deux axes rectangulaires, sur les droites tirées dW point donne dans le même plan, est une hyperbole équilatère, dont le centre est an milieu de la droite qui joint le point donne à Forigine des axes proposés. ( Ces de«x axes pourraient être obliques. )
De la Parabole.
1 $7 . La parabole est une coarbc plaoc tcNe, que le» distancés de Pun quelconque de ses points à un point fixe F et à une droite donnée DE, sont égales entre elles. Le point fixe F est dit le foyer de la parabole, la droite donnée DE en est la directrice^ et la distance du foyer à un point de la courbe est le rayait veeieur de' cette courbe.
i58. Diaprés cette définition, pour construire la parabole, le foyer F et la directrice DE étant donnés, on prend une éqnerre ABC (fig. 21 ) ; on attache en C et en F les extrémitét dHin fil; dont la longueur est égale au c6té AC de Pangle droit de Téquerre ; on applique Pautre côté AB contre la directrice , qui sera, si Pon veut, une règle tenue immobile \ puis on fait glisser Péquerre suivant la directrice, ayant soin de tenir le fil toujours tendu au moyen d'^un crayon ou style qui s^appuie constamment sur le côté AC. La trace de ce s^le sera la parabole demandée.
EfTectivement , à cause de la ligne GnF=CA, on aura toujours mF=fnk.
Le côté AC de Pcqucrrc étant parvenu sur la perpendiculaire FG, menée du foyer à la directrice, donnera le point O où cette perpendiculaire est coupée j)ar la courbe. Ce point O est appelé le eommet de la parabole et la perpendiculaire OFX, à la directrice , est Y axe de la couil>e.
Renversant Péquerre autour de Paxe GX et continuât le mon-
vemcnt suivant la directrice, on décrira la seconde portion OV de la parabole , égale à la première OV.
Par ce procédé on obtient une portion YO V de la courbe , et cette portion est d^autant plus grande, que le côté AC de Téguerre est plus grand lui-même.
iSg. On peut aussi décrire la parabole par points. .Soit toujours F le foyer et DE la directrice. Menons FG perpendiculaire à DE, et prenons le milieu O de la distance FG du foyer à la directrice \ ce milieu O sera évidemment le sommet de la parabole, t^our avoir d^autres points, prenons sur la perpendiculaire GFX , et à partir du point G , Une distance quelconque GP, plus grande que GO ; puis du foyer F comme centre et da rayon GP, décrivons un arc ; cet arc; coupera la perpendiculaire tirée de P sur GP, aux deux points M et M', qui seront à là pand>ole cherchée.
Blefiant en effet, HQ perpendiculaire à la directrice, on aura MQ = GP := FM ; le point M est donc à égales distances du, foyer F et de la directrice \ il appartient conséquemment à la parabole. 0 en est de toéme du poiùt M'« (hi voit que par cette construction , on trouvera autant de points qu^on voudra de la courbe à décrire ; et ces points seront deux à depz de part et d^autre et à égales distances de Pare OX.
160. Cherchons actuellement Péquation de la parabole. Désignons par p la distance FG du foyer F à la directrice DE, puis plaçons Porigine des coordonnées rectangulaires au Ihilieu O de oette distance et dirigeons Taxe des x suivant FG. Soit M un point quelconque de la courbe , x et ^ les coordonnées OP et OM de ce point, et r le rayon vecteur Flrf = MQ =z GP : ilest clair qu^on aura d^abord r = o: -f- ?/>•
Ensuite , le triangle rectangle FMP donne
Substituant la valeur précédente de r, développant' et réduisant, il vieûdra V*=I2«X.
Telle est Péqoation de la parabole rapportée à ses tutei prùi" eipaux OX et OY, bien que le premier OX soit seul un axe de la courbe : aussi le nomme-tH>n premier axe ou simplement Vaxé' de la paraboïe. Le coefficient ip est le paahamhtre : c^est la don^
ble distance du foyer h la directrice ^ ou encore la double ordonnée qui passe- par le foyer.
i6t . Uéquatîon précédente donne
^ = =±= ynpx.
Ces deux valeurs étant égales et de signes contraires, on voit que le premier axe de la parabole dùnte en deux parties éyales, toutes le» cordes de cette courbe qui sont perpendiculaires au même axe.
Posant x=2o^ pour avoir les points où la courbe coupe Taxe des ordonnées, on aura j-=^=±=o \ les deux points d'^intersectioD «e réunissent donc à Porigine O. Ainsi le second axe de la parabole lui est tangent au sommet \ et la, courbe ne s^étcnd pas k h gauche de cet axe , comme on le voit d^àilleurs , puisque x négatif donne ^ imaginaire. Et comme x positif donne kjràti valeurs téelles, d^autant plus grandes que x est plus grand luimême, il s^ensuit que la parabole sVtend indéfiniment à la droite de son second axe , symétriquement au-dessus et au-dessous du premier.
i6a. Remarquons d^ailleurs que dans la parabole ^=2px, le paramètre 2p peut varier depuis zéro jusqu^à Tinfîni. Lorsque ce paramètre est nul , ce qui donne ^ = o , quel que soit x, la parabole se réduit à son ax^. A mesure que le paramètre augmente, la parabole devient de plus en plus ouverte, s^appcoche de plus en plus de la tangente menée par le sonunet , pour laquelle j** = o , et se confond avec cette tangente , lorsque le paramètre ap devient infini ; car alors , quel que soit ^, on a
toujours or = î^ = o.
i63. Nous venons de voir que la parabole a pour équation jr* m OLpx, Réciproquement , les coordonnées étant rectangulaires, toute équation qui peut se ramènera la forme y* = !ipx, représente une parabole, ayaht le sommet à V origine et Vaxe dirigé suivant celui des abscisses (fig. 21).
Prenons en effet , sur Taxe des x et de part efd^autre de Torigine O, les dislances OF = OG = jjp, et par le point G, menons DE perpendiculaire à GF; si M ou (x,^) est un poitat de la courbe, on aura évidemment
¥W=jr' + {x^\py = :tpx + x\—px + ^^-', d'où FM =: x + î/i. Mais il est visible que la perpendiculaire
( 83 ) MQ=:PG = x + ^ji', donc MF=MQ. Ainsi la courbe représentée par Péqaation j^ = ot^x, et conséquemment par Téquation proposée, est telle, que les distances de chacun de ses points à un point fixe F et à une droite donnée DE , sont égales entre elles ; donc cette courbe est une parabole (167 ), dont F est le foyer, D£ la directrice, O le sonunet et 3p le paramètre.
D'^après cela , si on a Péquation *iy^ + 3^ — 8x + 9 = o , et qu'ion passe du système de coordonnées à un autre parallèle, en posant x = A-|-j:/ etj* = A + J^i ^^ verra qu'en prenant Â=igetA = — |, Téquation proposée se réduit à j^* = ^xf\ c^tte équation représente donc une parabole, facile à construire.
l64- Si Von coupe la surface convexe d^un cane droit par un plan paralïhle à une génératrice CH et perpendiculaire au plan conduit euivant cette génératrice et faxe CV du cône, la section résultante, sera une parabole ( fig. 11 ).
Soit M un point quelconque de Pîntersection FNMT. Prenons le point N pour origine et NK pour axe des x. Soient x^ij- les coordonnées rectangulaires NP et PM du point M. Puisque PM est aussi perpendiculaire au plan HCI^ en conduisant par la droite MP, un plan perpendiculaire à Taxe CY, ce plan coupera le cône suivant un cercle , ayant son intersection DS avec HCI pour diamètre. Or, M est un point de la circonférence de ce cercle et MP une perpendiculaire au diamètre DS \ donc j^ = DP X PS. Les triangles semblables KNI et PNS donnant KN : X : : ELI : PS , et ayant d'ailleurs PD = HK, il vient
,_KLKH
Représentant le coefficient de x par ^p^ p sera donné , et on aura, pour tous les points de la courbe indéfinie FNMT,^'= ^px\ donc cette courbe est une parabole (i63), dont N est le sommet , NK l'axe et TLp le paramètre.
i65. On peut considérer la parabole comme une ellipse dont le grand axe est infini. Prenons en effet, une ellipse dont OI soit le demi-grand axe A ( fig. ai), l'origine des coordonnées rectangulaires étant au sommet O et les x positifs étant compté» suivant OX \ l'équation de cette courbe sera
jr' = g(aAx-x').
La distance du centre I de cette ellipse au foyer F est IFâtf
^A' — B'; en la retranchant du demi- grand axe A, il restera la distance OF du sommet au foyer le plus proche. Regardons cette distance comme une constante représentée par -p ^ nous
aurons j^ _ ^ _ j/irT^ . d^où B' = A;i — ip\
Subslituailt cette valeur de B* dans Téquation précédente de rcllîpse, elle devient, réductions faites,
Si dans cette équation , on donne successivement à A différentes valeurs, p restant toujours le même, on aura une suite d^ellipses dont les grands axes seront dilTérens, mais qui auroDt toutes le même foyer F et la même distance de ce foyer au sommet de la courbe. Enfin , si Tabscisse x conservant une valeur finie , on suppose A infiniment grand , les termes divisés par A et A' seront infiniment petits et devront être regardés comme nuls ; il viendra donc alors
^ = 2/ia:,
équation d\ine parabole. On passe donc de Pellipsê à la parabole, en supposant le grand axe infini. Ce qui peut conduire aux propriétés de la parabole , à Paide, de celles de Pcllipse.
166. II est bien facile de s^assurer que, suivant que le point (x^y) est sur la parabole, au-dehors ou au-dedans, le bînome jr* — 'ipx est nul, positif ou négatif^ et réciproquement.
167. Pour trouver Féquation d^unc tangente à la parabole, il faut regarder cette droite conmie une sécante, dont les points d^'ntersection (x'^ y) et (x",^") avec la courbe se réunissent en un seul. Il est clair que Péquation de cette sécante est
jr—yf=:a(^x — x") et a=:^^^.
Les deux points (x', y) et (x**^ y) étant sur la parabole, on a
y^ = ipx^ et y^^ =z ipx'* ; d'où a ru Zî^—jf'
Pour la tangente, les deux points d'intci-scction (a/, j') et (a-", y-^)
coïncident et donnent y=y'^ x^= x" et a=^~ Par cette
valeur de a on voit qu'au sommet la tangente coïncide avec le second axe ; mais qu'elle ne peut devenir parallèle au premier
( 85 ) que quand j*" est infini. Substituant la valeur a = ^^ on aura , pour Téquation de la tangente à la' parabole, au pomt {xf\y^y
Retranchant le double de cette équation de^'= ^px"^ puis ajoutant de part et d^autre jr*^ on trouvera
Celte équation représente toujours la droite exprimée par Inéquation (i). Or pour tout point (jc*, y) situé sur la même droite, le binôme j** — ^px est positif; tous les points de la droite (i) sont donc hors de la parabole, à Texception du point (2/', j^'), qui est sur la courbe \ cette droite ( 1 ) est donc effectivement tangente à la parabole an point (x'', y)*
168. La valeur a = -^, qui détermine la direction de la tangente, étant unique, il s^ensuit que par un point (x'', y) donne snr la parabole, on ne peut mener qu'aune seule tangente à cette courbe.
(Test ce qu^on vérifie d^ailleurs en cherchant le point de contact (^x"^ jr") d^une tangente à la parabole, men^ par un point donné (j^', j^'). Dans ce cas, les équations de la parabole et de la tangente donnent
y =: ^px" et yy^z=ip(x' + x").
Eliminant j^' de ces équations , Téquation finale founut
Suivant donc que le point (x'^y) sera hors de la parabole^ sur cette courbe ou dans son intérieur , les deux valeurs de x^' seront réelles et inégales , réelles et égales ou imaginaires , et il y aura deux tangentes , une seule ou aucune.
Nous venons de résoudre analytiquement le problème de mener une tangente à la parabole : nous verrons bientôt les moyens de construire ce problème.
169. Pour avoir le point où la tangente rencontre Taxe des Xi il faut faire ^ = o dans Péquation jrj" z= /> ( x + o:^' ) ; ce qui donnera a:=— x". Ce point T sera donc toujours situé du côté des abscisses négatives, à la distance OT =r OP du sommet O (fig. 23). Par conséquent la soutangente PT = 20P = 2x"î
( 86 ) c^est-à-dirc que dans la parabole, la souUmgentê ê$i double de VabscUie du point de iangenee. Ceci fournit un moyen très-simple de mener une tangente à cette courbe, quand on connaît le point de contact M, ou seulement son abscisse OP. • i^o. Nous venons de voir que OT= OP5 mais OF= OG ( 1 60) ; donc TF = PG= MH = MF ; le triangle TFM est donc isocèle et donne Tangle FMT=FTM=:TMH=SMF'. Ainsi, danê la parabole, les droites menées du point de tangence au foyer et parallèlement à V axe, font avec la tangente des angles égaux; propriété qui devait naturellement résulter de ce que la parabole est une ellipse dont le grand axe est infini, et dont les foyers sont par conséquent infiniment éloignés Tun de Pautre. ^
1^1. De là résulte un moyen très-simple de mener une tangente à la parabole par un point extérieur K (fîg. ^3). De ce point comme centre et d^un rayon égal à KF, soit décrit un arc coupant la directrice aux points II et H' \ soient menées de ces points deux parallèles à Taxe \ ces parallèles couperont la parabole en M et M', qui seront les points de tangence, et KM, KM' les tangentes demandées.
En effet, par construction KFrnKIT ; mais d^ûlleurs MFi=: Mil : donc les deux triangles KFM et KMH sont égaux. Par conséquent, Tangle TMF r= TMH = SMF'; ce qui exige que KM soit tangcnic au point M (170). On verra de même que KM' est tangente en M'.
Si le point de tangence devait être très-éloigné et qu^on eût besoin seulement de la direction de la tangente, il serait plus commode de mener KS perpendiculaire à FH \ KS serait la tangente demandée.
Si la tangente devait être parallèle à une droite donnée , on ferait, au foyer F, Pangle NFM double de Pangle que cette droite forme avec Taxe \ et le point M serait le point de contact de la tangente clierchée.
1 71-. Il est clair que la normale MN divise en deux parties égales Vaiigle ¥MF^ formé par les droites menées du point de tangence au foyer et parallèlement à Vaxe»
On trouve bien (iicilement que Péquation de cette normale est Si on y prend y nul , on aura , pour la sounormale PN, a: — • x"
== p ; de sorte que dans la parabole ^ la sounormale est eomàmie et égale à la moitii du paramètre. Ce qui donne le moyen de mener une normale , et par suite une tangente , à la parabole , par un point donne sur cette courbe.
173. La tangente TM est perpendiculaire au milieu I de FH (171). Mais le sommet O étant au milieu de FG, la droite OI <st parallèle à GH , et coïncide avec Taxe des j^. D'^où il suit que , dans la parabole, lei pieds des perpendiculaires menées du foyer à toutes les tangentes à cette courbe, appartiennent au second axe principal. Ce qui vient de ce que la parabole est une ellipse dont le centre est à une distance infinie du sommet O \ en sorte que la circonférence décrite de ce centre et d^un rayon égal à cette distance , coïncide avec Taxe des jr (73).
174* Voici quelques théorèmes à démontrer :
I. Si des extrémités d^une corde passant par le foyer de la parabole, •on mène deux tangentes à cette courbe , elles se cpuperont à angle droit sur la directrice.
n. Le foyer est le seul point du plan de la parabole, dont la distance à un point quelconque de la courbe, soit une fonction rationnelle de Tabscisse de ce point.
III. Si d^un point du second axe de la parabole , on mène une droite au ibyer et une tangente à la courbe , ces deux droites seront perpendiculaires entre elles.
IV. La plus courte droite menée de la parabole à un point donné sur l^axe , est la normale qui passe par ce point.
V. Dans la parabole, les carrés des distances du point d^intersection de deux tangentes à leurs points de contact, sont entre eux comme les rayons vecteurs mené» à ces deux points , et le produit de ces distances vaut le carré de la droite qui joint le foyer au point d^intersection dont il s^agit.
175. Dans la parabole, on appelle diamètre^ la droite qui passe par les milieux dVn système de cordes parallèles. Soit jr =r ox -f- & réquatioo de Tune quelconque de ces cordes. Pour les extrémités de cette corde , son équation et celle de la parabole y* = 3/ix, admettent les mêmes valeurs pour x et les mêmes valeurs pour jr. Eliminant x entre ces équations, «n aura pour déterminer j-, a„ a^i»
Les racines Se cette équation , sont les ordonnées des extrémités de la corde, et Tordonnée y du milieu de cette corde est
égale à la demi-somme des mêmes racines, c^esl-ihdire à -• Cette
valeur est la même pour le milieu de toute autre* corde parallèle à la première, pulsqu^alors p et a restent les mêmes ; donc la droite qui passe par les milieux de tputes les cordes proposées est parallèle & Taxe des x \ c^est-à-dîre que tous les êiameim dfi ûf. parabole ^ant parafUfUt à non aj;e. Ce qui vient 4^aillears de ce que le centre de cette courbe e%t situe sur Taxe, k une distance infinie.
L^ordpnnée du poiqt où un diamètre coupe la piirabole
étant r"=-, on en déduit az=~ Cette valeur de a est celle
qui convient à la tangente au point dont j^' est rordonQce( 167); ainsi âanê la parabole, la tangente à f origine d^un diamètre ett parallèle aux eordee que ce diamètre dixnte en deux parties ^alee»
178. On appelle axet conjugués de la parabole, tout système d'hases de coordonnées , pour lequel Téquatlon de la courbe est de même forme que par rapport à ses axes principaux.
Cherchons les axes conjugues; et prenons, à cet effet, les formules pour passer d^'un système d^axes rectangulaires , à up autre de différente origine , savoir :
formules dans lesquelles wi' = 1 + a', w" = i -J- a^ et ( A, k) la nouvelle origine.
Substituant ces valeurs de x ctàcjr dans Téquatîon^* — apx = o , qui est celle de la parabole rapportée à ses axes principaux; chassant les dénominateurs et ordonnant, il viendra
al^^^jJ* — j^mm^px' + am'm* ( a*k — p^jr* ^ a^m^*x^^ + ^aa'nmt^a^y 4" »*'»»'* (A' — iph ) =: o. Si Ton observe que les quantités m et m' ne peuvent jamais
( 89 ) devenir nulles ^ on verra que^ pour que Téquaiion précédente soit de même forme qne celle qui est relative aux axes, il faut qu'ion ait
et alors Péquation de la parabole se réduit h
afy*— 2myx' = o ... (i)
La condition V — ^ph zr: o ou A* = lïph^ fait voir que Icç coordonniies h ci h satisfont à Péquation j^ = ^px de la parabole , et qu^ainsi la pouvelle origine eti un pmni iê la eourèe.
La relation a!k=p^ donnant a'= fi montre que Ip nouvel axe
des ordonnées touche la parabole à la nouvelle orfginê (i6n). Enfin la condition 9 = o , nous apprend qi|e le nouvel axe aes abscisses est parallèle à Taxe de la parabole \ il est dope un diapiètre de cette courbe (176).
Substituant les valeurs précédentes de m'* et a" dans Téqualion (1), on trouvera^ z=: 2 (^ -J- a&) j:'. Supprimant les accens des variables y et x', en se rappelapt toutefois qu^elles se comptent sur des axes obliques \ posant d^ailleurs //=^-]- ^^« on aura, pour Téquation de la parabole, rapportée à ses axei conjugués , y -j ^^^^
Conmie dans cette équation Taxe des x est un diamètre, puisqu'ail divise ep Aea\ parties égales toutes les cordes parallèles à son conjugué ; la parabole est dite rapporiÀe à êon diamètre. Le coefficient 3|/ est le paramhtre relatif à ce diamètre. De plus, les coordonnées de la nouvelle origine pouvant avoir telles valeurs qu^on voudra, il s^ensuit que la parabole admet une infinité de eyoùmeê d^axe$ conjugués.
179. Soit r le rayon vecteur mené à la nouvelle origine (A, A ) ; on a vu (1 78) que r = 5^ -|- A. Mais // z=:p -J- 2A ; donc Qj/ = ^r. Donc dans la parabole, le paramhtre d^un dianùtre quelconque est quadruple de la distance du foyer à f origine de ce diamhtre. Celte propriété subsiste également pour Taxe.
180. Remarquons maintenant que tonale des coordonnées étant désigné par I, toute équation qui peut se ramener à la forme y* = ap'x,. représente une parabole. Soit en effet j^ z=z itpx une parabole, rappoitée à son axe, dans laquelle le paramètre ap et Tqp de ses points ( A 1 Ar ) soient tels , qu'ion ait p -}- 2kz=:p'
- ( 90 ) et que la tangente à ce point fasse avec Taxe des x un angle égal à ^ ; il est clair que si Ton désigne tang I par a', on aora à la fois
^z=:2ph^ alkzzip et |» -J- aA = ^; ... (a) ce qui donne , en posant i -f- a'* = m'*,
Ces valeurs étant nécessairement réelles, il en sera de même dé la parabole jr^ = ipx.
Gela posé, transformons les coordonnées de cette parabole, de manière que la nouvelle origine étant (A, A), Taxe des ordonnées soit la tangente en ce point, Pangle des coordonnées étant égal à Pangle donné I, et par conséquent le nouvel axe des X étant parallèle à Pancien. Dans ce cas, puisque les nouveaux axes des x et des j* font avec Fancien axe des abscisses, les angles o et é, il est clair qu'ion aura a z=: tang o rzz o, vCzz 1 4" «* = ï ou m zz: I , a' = tang é, nif^ rz: i -(- a'*, et que par suite, les formules (4^) pour passer d^un système de coordonnées rectangulaires à un autre, d^origînc diB^rente, deviendront
a: = A + a^ + ^ et r = A + î2^.
Substituant ces valeurs dans jr^ = apj;, réduisant diaprés les
équations (2) ou (3), il viendra , pour Péquation de la parabole,
rapportée aux nouveaux axes, ^' = ^ijfx^» Or, cette équaUon
coïncide avec la proposée j** 1= 2//x, car le coefficient 2// esl
le même , ainsi que Pangle i des coordonnées. Donc Tëquation
X^ = ^y^ représente une parabole ; et il en est de même de
toute équation réductible à cette forme, par la transformation
des coordonnées , telle , par exemple , que j-* + M^^ -f- Nx +
P =z o , qui en j posant
^=/ — iM et xzzzx* Jt—^^ devient y» = — No'.
181 . Les valeurs (3) fournissent le moyen de décrire la parabole jr* =: 'iffx \ car menant par Porigine la perpendiculaire * sur Paxe des x et par Pextrémité de k une parallèle d à cet axe, puis prenant sur d un point à la distance h de Pextrémité dont il s'^agit, ce point sera le sommet et d Paxe de la parabole cher chée ; on tracera donc facilement cette parabole , puisque son paramètre ip est d^ailleurs connu.
i8i. L^éqaation y^ = a/^'x de la parabole, rapportée à ses axes conjugues, étant de même forme que par rapport à ^e& axes principaux, les propriétés indépendantes de Finclinaison des coordonnées seront communes à Fun et à Pautre système. Ainsi,
1* las carrée dei ordonnée» au âianûttre , sont entre eux comme Ut abecisseê correspondantes. Connaissant donc le paramètre d^un diamètre et Fangle des axes conjugués ^ il est bien facile de tracer la parabole , en décrivant d^abord une parabole sur ce diamètre , pris pour axe , avec le paramètre donné , puis en inclinant sous Pangle donné, les ordonnées de cette courbe, sans changer leurs longueurs.
2** Suivant que le point (x, ^) est sur la parabole, au-dehors ou au-dedans, le binôme j*' — 2p^x est nul, positif ou négatif; et réciproquement.
3* La tangente j*= (M? + ^, au point (x", j^'), a pour éc[aiL'^ don^^'=z//(x-j-x"), la valeur de a, qui détermine la direc-
lion de cette tangente , étant a =-^* On trouve aussi que Pé-
quation de la tangente jr zz: ax -{• b ^ se réduit à ^ab :^ j/.
4"* La soutangente est encore 2j:/', c^est~à-dire double de Pabscisse du point de contact. Ce qui fournit un moyen bien simple de mener une tangente à la parabole, rapportée à son diamètre, par un point (a^', jr") donné sur cette courbe.
i83. On appelle segment parabolique^ la surface comprise entre un arc de parabole et sa corde. Cherchons Paire du segment ABD ( fig. a4 )• l^our y parvenir , circonscrivons-lui le parallélogramme ADRV et par le point de contact B , menons le diamètre BX. Il est clair que BX et BY sont deux axes conjugués de la parabole (178) et qu^ainsi C est le milieu de AD.
Divisons Parc AOB en une infinité dVlcmens infiniment petits, tels que OM, et par chaque point de division , menons une ordonnée au diamètre BX ; nous partagerons la surface BCAO en une infinité de trapèzes mixtilignes, tels que MOQN. Puisque Parc MO est infiniment petit, on peut le considérer comme une droite; et si on mène BH parallèle à cette droite, le triangle BOM sera évidcnuncnt la moitié du parallclogranmie OMKu.. Soit I le milieu de OM ; soient menées Pordonnée IP et la tangente IT ; il est visible qu^on aura BT z= BP zz: ^TP : donc , à cause de la similitude des triangles TBE et TPI , on aura aussi
( »2 ) BE ou IF:=^IP. Le parallëlogranirae OMRv est donc la moiiié du trapèze MOQN; par conséquent, le triangle BOM est le quart du trapèze MOQN.
Ainsi dhaque triangle élémentaire , du segment BAO, eit le quart du trapèze correspondant, dans la surface BCAO ; donc le segment BAO est lui-même le quart de BCAO. liais le triangle BCA étant la moitié du parallélogramme CV, il est visible ^e QÇAO ^ iCV -|- jBCAO ; d'où Ton tire
BCAOsEfCV.
On démontrerait de même que BCDM'= |CR ; donc le segment ABD = |ADRV; c'est-à-dire que taire de ioui êêgwmt parabolique est les dêus tiers du parallélogramme çirpûnserU,
On voit en outre que le scgmemt BAO est le 6** de BCAV.
i84« Dans deux paraboles, rapportées à leurs axes, oa.appdle/roMlr homologues deux pointa de ces courbes, dont les abscisses, et par eoaséquent les ordonnées, sont entre eQes comme les paramétres. Les droèta homologttes sont terminées à des points homologues cbacoo à chacm*, pi il en est de même des arcs homologues»
i85* Toutes les fHwaholes sont des courbes semblables» Soient MN et M'N' deux arcs homologues de deux paraboles quelconques : en inscfi- ▼ant à volonté une ligne brisée dans le premier MN, il est Cunle de démontrer qn^on pourra toujours inscrire, dans le second M^', une ligne brisée semblable ; de sorte que les arcs homologues MN et M 'N' toat semblables (loo). Lies deux paraboles proposées renferment donc nu même nombre d^arcs homologues semblables ; elles sont par oonséquenl semblables elles-mêmes*
186. Puisque les arcs homologues de deux paraboles, ne sont quedei lignes brisées semblables, composées dVtne infinité de droites homologues, infiniment petites, et que par conséquent les segmens termina par ces arcs et leurs cordes, sont eux-mêmes semblables et homologua; il ex^ résulte que dans deux paraboles quelconques, 1® les arcs on la droites homologues , sont comme les paramètres \ ^** les s^mens homo- Ipgues sont comme les carrés des mêmes paramétres^
Voici quelques théorèmes et problèmes sur la parabole
I. Dans deux paraboles ayant le même sommet et le même axe, la tangentes en deux points homologues sont parallèles.
II. Si Ton divise en trois parties égales chacune des cordes perpendiculaires à Taxe de la parabole, les points de division seront sur une parabole , de même axe et de même sommet que la première , divisaBl en trois parties équivalentes, tout segment de cette premiéfe temiiiié psf yuj^e des cordes proposées.
m* Les aiilieiu des ordonnées de la parabole sont à une autre parabole, ayant même axe et même sommet que la première, et divisant en deux portions équivalentes, tout segment de celte première, terminé par Tare, Tabscisse et Tordonnée.
IV. Trouver les conditions nécessaires pour qu^une droite coupe k parabole en un seul point.
V. Une parabole étant tracée, déterminer, i® son axe; a* un système d^axes conjugués, faisant entre eux un angle donné; 3^ enfin, le paramètre à Taxe on à un diamètre quelconque donné.
yi. Si à^un point pris sur Taxe de la parabole, on mène deujk rayons à la courbe , on formera un secteur que Ton demande de partager en deux parties proportionnelles à deux nombres donnés, par une droite tirée du point proposé. (Cette droite rencontre la parabole au point où passe une hyperbole équilatère, dont une asymptote est dirigée suivant Taxe de la parabole proposée. )
De Véquation commune aux sections coniques et de quelques propriétés résultantes.
188. Les équations de Pellipse et de I^jperbole, rapportée» aux centres et aux diamètres conjugués 3 A et 2B (qui pourraient être les axes) , sont
Ay + BV=A'B* et A>»— BV= — A*B\
Si on transporte Taxe des ordonnées parallèlement à lui-même^
de manière que Torigine soit à rextréttiilc (— A , o) du diamètre
2A, suivant lequel est dirigé Taxe des x \ il est clair que le nouvel
axe des j* sera tangent à la courbe (89 et i3i),'que de plus Por-
donnée^ restera toujours la même, mais que Tabscisse x deviéiv- f
dra X — A) on aura donc alors , pour le» équations des deux
courbes •
• aB» B' , , aB» , B> ,
Ces deux équations et celle j**^=: '^px de la parabole , montrent que Taxe des x étant un diamètre et Paxe des^ tangent à Forigine, Péquation de toute seetiqn conique est de la forme
jr* = IfX 4- jrx',
équation dans laquelle on a , pour la parabole, 9=0; pour Tcl'-
lipse, |i=-j-etf:= — -r-;pour iiijrperbole,|i= — —et y =7—
RéciproquemenI, iouU équation de la forme jr'zzspx
( 94 ) -)-qx*, représenie une section conique, dont faxe des x esitm diamhtre.
D^abord la courbe est une parabole, «» q =: o ; car alors soa équation devient j^ = 7,px ( 180 ). La courbe est une ellipte,
lorsque p est positif et q négatif; car en prenant p =z: -r-, 9^=~'
— et X = A + -2^1 réquatîoù proposée prend la forme Ay-|-
B*j:/*= A^B*, et représente une ellipse rapportée à sesdiamèlni conjugués 3 A et aB (87). Enfin, ia courbe est ufte hyperheU,
tt p e*/ négatif et q positif; car en faisant |i=: — ^— , ^z= — d
a: = A + :c', Téquation proposée devient A^ — B'j::^ = — A'B^ ; elle représente conscquemment une hyperbole-, rapportée à ses diamètres conjugués 2 A et 2B (i35).
Il est clair, dans -chacun de ces cas , que si Panglc des coordonnées est droit, la courbe sera rapportée à ses axes principaux.
190. Il est facile de démontrer que le trinôme j^' — apx — jx* est nul , positif ou négatif, suivant que le point (.r, j^) est sur la courbe, au- dehors ou au-dedans; et réciproquemeot.
191. Soient (x'^ J^) ^^ (^'1 J^") ^ points où une sécante/ = oa: -f ^ rencontre la section conique jr* zr apj:-^ qx* ^ od aura à la fois
y» = a^ix' + jTx^, ... (i)
y'' = 2px'f + qx"\...{2)
jr-y = a(x-x") et « = 5^; - (3).
Retranchant (2) de (1) et ayant égard à (3), il viendra
(jr'+j")az=Z2p + q{x' + x'').
Si Ton suppose que les deux points d^intersectîon (^jc'^j^) et (x'^y) se réunissent en un seul , la sécante^ — j^':=:za (x — or" ) sera alors tangente à la section conique au point (x^', V') : et comme dans ce casj*' =:y et x*-z=.xf\ il viendra
lay* =: 2JI + ^q^\ ou a =: ,^ — •
Avec cette valeur , Péquation de la tangente au point ( x?\ y ) , se réduit à
jry'=i^(x+a;'0+f^^' - (4)
Prenant dans cette équation , la valeur de j^, pour la substi-
taer dans le trinôme j^* — ^px — qx*^ puis réduisant au même dénominateur et ayant égard 1i Inéquation (a), on trouvera
Ainsi poar tout point de la droite (4)n ^^ trinôme j^* — iipx — qx* est positif; tons les points de cette droite sont donc hors de la conrbe proposée, à Texception du point (^x"^y'). De sorte que la droite (4) n^» que le seul point (x"^ y) de commun avec la section conique ; elle lui est par conséquent tangente en ce point. Et elle est la seule ; car la valeur de a , qui détermine sa direction est unique.
iga. 2>f cordei qui joignent lei poùtti de eontaei de chaque couple de tangentee menéee à une eeciion conique^ par îe$ pointe d^une droite quelconque, $e coupent toutee en un même point, eituS sur le eoiyuguà du diamètre parallèle à cette droite.
Soit j-^zn^px-^-qx^ la section conique, dans laquelle on suppose Taxe des j- parallèle à la droite proposée (D), ce qui est toujours possible \ Tcquation de cette droite sera donc xzzzn^ n étant la distance de Torigine au point où la droite coupe Taxe des X. Soit (n, m) un point quelconque de la droite (D) , (x'^ y) ei (^'%y) les contacts des deux tangentes menées par ce point à la section conique ; les équations de ces tangentes sont donc i«y=p(n + j^) + ^,
my'=p {n+x") + qnx".
L^équation de la corde qui joint les deux contacts , est
yi yll
Substituant dans cette équation, la valeur de yj_ ,p tirée des
deux précédentes) on trouvera, réductions faites,
mjr z=z p (ii-j-a?) -|- qnx.
Pour avoir le point P où la corde de contact rencontre Taxe des X , il suffit de poser ^ = o , dans son équation : il viendra alors , pour fabscisse de Tintersection P ,
-^pn
p+qn
Comme p, ç, n sont donnés invariables, et que la valeur pré^ cédente de x ne dépend pas de Tordonnée m du point de la
droite (D) , d^où Ton a mené les deax tangentes, il s^eiiscut qne pour les deux tangentes tirées d^un autre point de ( 1) ) , la cmde de dobtact passera par le même point P qUe la précédente. Donc puisque P est situé sur le conjugué du diainétre parallèle à (D), il en résulte le théorème énoncé d^abord.
L^lnverse de ce théorème est également vraie.
Le point P est dit le fiU de la droite (D ) , et celle-ci est Is polaire du point P. Diaprés la valeur précédente de j: , il est facile de trouver le pôle , lorsque la polaire est donnée ; et rédproqueinent.
193. Si lei câlSè éPun angle droii mobile sont eonimuêUemmi hmgens à une eeetion conique, le gommet décrira une cireimfi' rence de même centre que la courhe propoeée.
Soit {x'^y)\e sommet de Tangle droit proposé ; Féquatton de Tun de ses côtés sera de la forme ^ — ^r=a(x — x')* Ce côté devant être tangent à la section conique^* =: ajix -^gz*, si Ton désigne pai* (x", y) le pbint de contact, on aura à la
fois y'—y=:a(x"^x'),
y'*=Z2px" + qx"\
Éliminant^' et résolvant Téquation finale, par rapport à j:'', les deux valeurs résultantes seront les abscisses des deux points où la droite j^' — j^ = a ( a;" — x') peut couper la section conique proposée ^ mais puisque cette droite est tangente, les deui points d^intei^ection coïncident en na seul ; les deux valeurs de Tabscisse x" sont donc égales ; la quantité sous le radical estcoih séquemment nulle ; ce qui donne
Chacun des côtés de Tangle droit proposé conduira évidemment à cette équation ; les deux valeurs a' et a" de a, dans cette même équation , appartiennent donc , Tune à un côté de Pangle droit et Pautre au second côfé : et puisque ces deux côtés soot perpendiculaires Tun à Tautre , il est clair quVn supposant les coordonnées rectangulaires^ on aura «V-f- 1 ru 0(18), ou «V = -^ 1 . De plus , le produit a'a^^ des racines de réquation (i) étant égal au terme indépendant de a, il vient, en chassant le dénominateur ,
^r" + qx''=— ^px'—p^ •••(*)
( 87 ) Cette équation entre les coordonnées x^^ y du sommet de Tangle droit mobile , représente évidemment une circonférence (3i) , de même centre que Pellipse ou Phyperbole proposée , et dont le rayon est l/( A*+B*), pour Pellipse, et l/(A* — B*), pour Phjperbole, aA et aB désignant les axes de ces deux courbes. Quant à la parabole, où ^ = o, le lieu géométrique du sommet de i^angle droit , se réduit à x^ zzi — ^ et représente la directrice de la courbe. Cette directrice peut être considérée comme une circonférence, dont le centre, situé à Tinfini , coïncide avec celui de la parabole.
ig4* Trouotr une courbe telle, que le$ distancei de chacun 4é êeê pointé à un point fixe F et à une droite donnée DE, aùnt le rapport connu m.
Soit placé Taxe des x suivant la perpendiculaire FH, menée de F sur DE, et Porîgine des coordonnées rectangulaires aa point O, divisant FH en deux parties FO et OH dont m soit le rapport FO * OH; on verra, qu^en désignant FO par d^ Téquation de la courbe cherchée sera
Suivant donc que le rapport m sera plus petit que Punité, plus grand ou égal , la courbe sera une elUpse , une hyperbole ou une parabole (189). Or, dans la parabole, où in= 1 , 4^ est • le paramètre ; donc F e^t le foyer et DE la directrice. Il est clair d^ailleurs que O est le sommet, dans chacune des trois courbes; et si a A. désigne le premier axe, 2B le second et e Texcentricité^ il est facile de voir qu^on aura, 1" pour Tellipse, où m ^ 1 ,
A= , Bz= 1/1 — m% c= i=:mA et rf=A— es
a* pour l'hyperbole , où m > i ,
A=— -, Bz=— l/m* — 1, <î = zzmA et tf=i?— A.
Et puisque d est la distance du sommet O au point F, on voit que dans les deux dernières courbes , comme dans la première , le point fixe F est un foyer.
ig5. La droite DE étant la directrice de la parabole précédente, sera aussi appelée, par analogie, la directrice des deux autres courbes. Ainsi la directrice d'une section conique est une perpendiculaire au premier axe principal telle, que les distances
du foyer el de cette perpendiculaire à un point quelconque de la courbe, son! dans un rapport constant (celui de P^alilê, pour la parabole, et celui de rexcentridté an denû-premier axe, pour Tellqise et lliyperbole). Il est clair en outre que lliyperbole et Pellipse ont chacone deux directrices.
ig6. Lm âroilê FR qui joint le foyer F éPvnê weeUon emdfm au point R oh une eéeante MN rencontre la éUreciriee voisine DE, diviàe en deux forUeà égalée le euppUment de t angle MFN eemprie par îee rayone vecteure, menée aux pomte éPmiereeeiien ù la sécante avec la courbe ( fig. ^5 ).
Menons en effet, NI parallèle à MF et MP, NQ, perpendiculaires à la directrice DE. Les triangles RMP et RNQ étant semblables, aussi bien que RMF et RNI, on aura deux prop(»tions qui , & cause du rapport commun RM * RN , donneront MP : NQ :: MF : ni, ou MP : MF :: NQ : ni. Mais d'apw» la définition de la directrice DE ( 195), on a MP ; MF : ; NQ ; NF; donc NQ : NI :; NQ : NF, et par suite NI = NF. Le triangle NIF étant donc isocèle, il s^ensuit que Pangle NFI= NIF = IFM'. Ce qu'il fallait démontrer.
197. Ce théorème fournit le moyen de tracer la eeeUon cemque dont on eonnt^t le foyer et troie points. Effectivement, il en résultera d'abord deux points de la directrice. Connaissant k directrice et le foyer, on aura la direction du premier axe, pois le rapport entre les distances de Pun des trois points au foyer et à la directrice voisine \ d'où Pon déduira Vespèce de courix demandée , puis son sommet et ses deux axes , lorsqu'elle sera une ellipse ou une hyperbole.
Si elle doit être une parabole, on n'aura besoin , pour la construire , que de connaître son foyer et deux d« ses points ; car il en résultera d'abord un point de la directrice ; et la tangente menée par ce point à la circonférence décrite de l'un des points donnés, comme centre, arec la distance de ce point au foyer pour rayon , sera la directrice elle-même.
198. La construction d'une section conique, d'après certaines conditions, est, en général, un problème assez facile à résoudre, au moyen des propriétés de la courbe. Par exemple, et fon veut écrire la section conique tangente à trois droites données et dstU un foyer soit un point donné; on mènera de ce point des perpendiculaires aux droites proposées : si les pieds de ces parpendico-
lairet sont en ligne droite, cette droite sera le second axe d^iine parabole (173), bien facile à tracer, poisqu^on aura sur-lecbamp sa directrice. Mais si les trois pieds forment an triangle, le centre et le rayon de la circonférence circonscrite à ce triangle, seront respectivement le centre et le demi-premier axe de Tellipse ou de llijrperbole à construire (78 et ia4) î et on en déduira les données nécessaires à cette construction.
199. Voici encore quelques théorèmes et problèmes à traiter :
I. Si un oâté de Tangle droit, dont le sommet est aa loyer d^une section coni<iae, passe par le point de tangence, Tautre côté coupera la tangente sur la directrice. (Ce théorème est déjà énoncé pour Pellipse, page 4a.)
n. Trouver le lieu de tous les sommets des triangles de même base cf, dans cbacnn desquels un des angles à la base est double de Pautre. ( Gs lieu est une branche d^hyperbole, ayant pour premier axe les deux tiers de <2 et pour centre Tun des points qui diyisent d en trcns parties <^les. Cette bnAche coupe Tare dont ci est la corde, en deux parties doubles Pone de Tautre, et résout le problème de la trisection de Tangle. )
jn. Les deux droites menées des extrémités dW diamètre d^une sec* lion conique aux extrémités de toute corde parallèle au conjugué de ce diamètre, se coupent sur une autre section conique; et suivant que la courbe proposée est une ellipse ou une hyperbole, la nouvelle courbe^ au contraire, est une hyperbole on une ellipse. Si la courbe donnée était une parabole', la seconde courbe serait une parabole égale, mais tournée en sens opposé ; d^où r^ulte un théorème, que nous laissons h énoncer*
IV. Dans tonte scciion conique y* r=: 7ps -)- ^«^, si par un point de Taxe des jr et à la dbtance ^p de Porigine, on m^e une parallèle à Taxe des ', la portion de cette parallèle, entre Taxe des ordonnées et le pro~ lougement de Tune des deux cordes supplémentaires menées des extrémités du diamètre placé sur Pa^euclp abscisses, sera égale à la distance de Forigine au point où Tautre coiïle prolongée coupe Taxe des jr. (Cette propriété donne le moyen de trouver autant de points qu^on voudra de la section conique proposa. )
V. Trouver sur le pbn d^une section conique, un point dont la distance à un point quelconque de k courbe, soit une fonction rationnelle de Tabscisse de ce dernier pcnnt. (Le point cherché est Ton des foyers.)
VL Trouver le lieu géométrique do tous les milicnx d^une série de cordes parallèles, dans une section conique. (Ce lieu est un diamètre de la courbe. )
VII. Une portion de aeotion conique étant tracée sur on pletf , trouver la nature de la courbe*
100. Dans une êêetion eoniquê, la eurds d^mn stymeni éiani f§rp9nèieulairê au pmnùr ose frhuipal, trouver la ntêêurê du
volume engendré par le demi-tegment auteur d^un axê extériewr GZ, danê le même plan etpartdlhle au premier axe OX (fig. 36 el 37).
Soit OMP = S le demi-segment proposé ; plaçons rorigine des coordonnées rectangulaires au sommet O de la courbe et Taxe des x suivant le premier axe prindpal OX. Soient hfik les coordonnées OP et PM du point M. Divisons Tabsdsse k en un nombre infini n de parties égales à c, de manière qu^on ait h:=nz et que t puisse être regardée comme infiniment petite : il est clair que les ordonnées dont les pieds tombent aux points de divbion de h^ partagent le demi-segment S en trapëses mîztilignes , tels que HILK , qui , à cause de la hauteur IL oa i infiniment petite , pourront être regardés comme des rectangles. Soit I le V ième point de division de A, à partir du sommet 0, et soit t^ le vième trapèze HILK; on aura donc OI=t;j:. Soit d la distance OC du sommet O à Taxe de rotation CZ et IH=:j. Le V ième trapèze t^ pouvant être regardé conmie on rectangle, il est visible que le volume décnt par le trapèze, autour deCZ, est la différence des cylindres décriu par EFHK et EFIL ; aimi on a, lorsque Parc du demi-segment S est concave vers Taxe CZ,
vol. ij, = w{d+jryt — wd*zz=zt^.'2wd+wyz^ et lorsque Parc du demi-segment est convexe vers le même axe,
vol. i^ziz^d^t — 7r{d — jryzzzzt^'iwd — wy^z\ ce qui donne , pour les deux cas ,
vol. i^z^t^' %frd =i= irjr^z.
L^éqnation commune aux trob'fections coniques est (188)
jr* r= 2px -|- qx*.
Pour le point H , où IH =^ et OI = a: = v« , il vient
jr* ZZZ ipVZ -}- yvV.
Substituant cette valeur de^* dans Pexpression précédente de vol. /^, on aura
vol. tyZHi^- 2frd =*=«•( 2pvz* + qv*z^ ).
Prenant successivement 1; = 1, a, 3, 4 1 •^•1 n^ on aura successivement les volumes décrits autour de CZ par les trapèies qui composent le demi-segment S ; la somme de ces volumes sera donc celui engendré par ce demi-segment : observant que
'i + 'a + ^ *4" •" *4" '» ^= ^ ^ 9"® n« = A el que n étant infini , on a I + a + 3 + 4 + •'• + ** = !'** (^' P^^® ^^) ^^ ** + a*+ 3* + 4* +••• + ***= 1**'^^" trouvera, réductions faites,
vol. SmS. awJ =*=«•**(;> + 5^)... (i)
Cette formule fera connaître la mesure du volume décrit par le demi-segment S de Tellipse , de lliyperbole ou de la parabole , en y substituant les valeurs de j9 et ^ qui appartiennent à fa courbe que Ton considère (i 88). Par exemple, pour la parabole, où ç == o et opA = V, on trouvera
vol. S=,S'%irâzti^jeh\
c^'est-à'dire que U volume dSeriiparun demirêegtMnt de parabole autour d^ un axe extérieur, dan$ le même flan et parallèle à Taxe de la courbe, lui-même perpendiculaire à la corde de ce êepnentj a pour meeure Taire du dend-êegment multipUie par la circonférence que décrit le êommet, plue ou moine U demi-cylindre dont la hauteur et le rayon de la baee eont reepectivement Tabecieee et T ordonnée qui terminent ce demi-eegment ; plus $i Tare du demieegment eet concave et moins i^il eet convexe père Taxe de rota^ tùm.
201. Supposons que le demi-segment dont Parc est concave et le demi-segment dont Parc est convexe vers Paxe GZ', aient le même sommet O et la même abscisse A ; la distance (7 sera la même, pour tous les deux ; et si Pon prend le signe -|-, puis le signe — , dans la formule (i), les valeurs résultantes exprime* ront les volumes décrits par le premier et le second demi-segment ; la somme de ces volumes sera par conséquent celui décrit par le segment entier aS \ ainsi on aura
vol. aS = aS • 2)rd.
D^où il suit que l» volume engendré par un eegment de eeotion conique, autour éTun axe extérieur, dane le même plan et perpendiculaire à la corde du eegment, elte-même perpendiculaire au premier axe principal, a pour meeure Taire de ce eegment multipliée par la circonférence que décrit le eommet de la courbe. Par exemple , si le segment deSrient Pellipse entière s-AB , le grand axe a A étant parallèle à Paxe de rotation , on aura , pour le volume de Vanneau applaU engendré , a«-'AB(7.
ao3. Pour VelUpeoide allongé que produit la demi-eUipsc S
autour de son grand axe 2A, on a d=:o, A=:iA, pr= -*---,
9= j;, et la formule (1) donne
vol. S = firAB\
D^où Ton voit que telUpsàide allongé a pour mesure les qluUn tien du cylindre dont la hauteur et le rayon de la haee, sont mpectivement le demi-grand et le demi-petit axe de PelUpee génératrice.
Raisonnant comme pour la formule (i), on verra que VelUpêolde applati^ engendré par la révolution d'aune demi-ellipse, autour de son petit axe aB, a pour mesure |«-A*B. De sorte qoe rellipsoïde applati est plus grand que Pellipsoïde allongé.
ao3. La fi^nmile (1) conduit aussi à la mesure du corps décrit par va secteur de section ocmique) ou par un segment à deux faëses. Enfin on a ce théorème, que nous laissons à démontrer :
La corde d^un segment de parabole étant perpendiculaire à son axe, l'anneau engendré par ce sèment; autour d'un axe extérieur, dans k même plan et parallèle à la corde, a pour volume l'aire de c:e segmcal multipliée par la circonférence que décrit le sommet, plus ou moins fci quatre cinquièmes du cjlindre produit autour de la tangtente an sonmiet, par le rectangle circonscrit au segment proposé ; plus si l'arc du segment est convexe et moins s'il est concave vers l'axe de rotation.
INous laissons aussi à résoudre ce problème : On veut construire oa vase cylindrique d'argent fin, à base elliptique, et surmonté d'un coavercle dont l'intérieur soit égal au demi-ellipsoïde allongé décrit par cette base. La capacité intérieure, tant du vase que du couvcrde, sera de 4 litres et l'épaisseur aura partout un millimètre. Comme on d^ire ménager autant qu'il se pourra la matière, on demande quelles deYix>nt être les dimensions du vase à construire, pour que la quantité d^ai^ent employé soit un minimum ?
Des courbes que peut représenter une équation du second degré, à deux variables , et de quelques problèmes qui en dépendent.
204. Les courbes dont les équations sont du second degré, s^appellent aussi courbée du $econd ordre. Pour trouver ces com^ bos , considérons Téquation la plus générale du second degré à deux variables x et j*, savoir
Ajr' + Bxjr + Cx' + Dr + Ejr + F = o, ...(,)
Tangle des coordonnées x ely étant quelconques. Supposons dV
bord que A ne soit pas nul , c^est-à-dire que Téquatioii rcrifcrme au moins le carré ^*. Dans ce cas , en résolvant Téquation par rapport à^ et posant, pour abréger,
il viendra
j =j; =t -îj J/(B'— 4AC)x*+ 2 (BD— 2AE):c+D"— 4AF.
Ainsi, pour la même abscisse x, Pordonnée jr aura deux valeurs et déterminera deux points de la ligne représentée par Téquation proposée , en supposant toutefois que cette équation ne soit pas impossible.
Pour trouver ces deux points, il faut d^abord construire la droite que représente Péqnation (2). Or, soient OX et OY les axes des x et des jr^ O étant Porigine (fig. a8), et supposons tous les nombres A , B , D , positiÊ ( les raisonnemens seraient les mêmes , si un ou plusieurs de ces nombres étaient négatifs ). Il est clair que la droite (2) coupe les axes des x et des ^ en des
points éloignés de Porigine O des distances — ^-^ et -» La
seconde n'^étant pas infinie , représentons-la par OG. Quant à la première , si elle était infinie , c^est-à-dire si B était nul , la droite (2) serait parallèle à Paxe des x et pourrait aisément se construire \ mais supposons que cette première distance ait une valeur finie et soit égale à OH \ la droite HGX' sera donc celle que représente Péquation (2).
Gela posé, soit OP une abscisse de la ligne (1); Pordonnée corre^ondante de la droite (2) sera — PP'. Et puisqu^à cette ordonnée, il faut ajouter et retrancher le terme irrationnel de^, pour avoir les valeurs de Pordonnée de la ligne (1) qui répondent à Pabscisse OP ; on voit que si Pon prend les droites P'M et VW égales chacune au terme contenant le radical , M et M' seront deux points de la ligne (1) cherchée.
Transformons actuellement les coordonnées , et prenons GX' et GY pour les nouveaux axes des x' et des ^, G étant la nouvelle origine. Les anciennes coordonnées étant OP = x et PM
= r, les nouvelles seront GP' = j/ et P'M= r'. Si donc on
observe que PP' = -x -: , et que les triangles GOH et
PHP' sont semblables, on trouvera
Substituant ces valeurs dans celle de y fournie par réquation (i), réduisant et élevant au carré, on verra que la ligne (i)est représentée par Téquation
4Ay=;:(B*-^4AC)2;V'-a(BD-aAE)i;x'+D'— 4AF...(3).
Si donc B' — 4^^ ^^^ ^^ i ^ ^' ^^^ qu^en passant à des coordonnées parallèles, Péquation (i) pourrait se ramener à k forme y^ = ajix, et représenterait une parabole (180). Il est facile de voir d^ailleurs que cette parabole se réduirait à deux droites parallèles à Taxe des j^, ou à cet axe lui-même , ou à deux droites imaginaires , si BD — 2AE étant nul , on avait en même temps D* — 4^^ positif, nul ou négatif.
Admettons que B* — 4^^ ^^ ^^î^ P^ ^^1 : dans ce cas, si nous transportons Torigine sur GX', de G en I , de manière qu^on ait
p- BD — aAE
le nouvel axe des abscisses étant toujours dirigé suivant GX' et le nouvel axe des ordonnées étant parallèle à GY^ il est visible que la nouvelle ordonnée sera toujours P'M ou j^^ et que si Foq désigne par oc?^ la nouvelle abscisse IP', on aura
BD-aAE ** (B»— 4AC)v^^
Substituant celte valeur dans Péquation (3) et réduisant, oa trouvera, pour représenter la ligne (1), Téquation
4Ay = (B'_ 4AC)i.v''- ^H=|^ + D'— 4At...(4)
Suivant donc que B* *^ 4^^ ^^^^ négatif ou positif, cette équation pourra évidemment prendre la forme Mt^-J-NxVtP ou Mj^' — Nj:" = P, M et N étant deux nombres positif ; ainsi Tétpiation (4) ^^ conséquemment Péquation ( 1 ), représentera une ellipse (87), ou une hyperbole (1 35), rapportée à des diamètres conjugués.
LVllipse se réduirait même à un point , ou bien serait impossible, si P était nul ou négatif, tandis que Phjperbole se réduirait à deux droites , si Pon avait P = o.
On voit que ïè^uatUm ( 1 ) reprégenie une parahohj une êUipu
OU une hyperboUj êuwani ^ptê la quantM B*-~ 4^C eêi nulle, négative ou positive. Et cela serait encore si Tune des quantités B, G, D, E, était nulle, ou s^il y en avait plusieurs égales à zéro. 2o5. Maintenant, pour connaître toutes les courbes représen* tées par Téquatîon (i), il ne nous reste plus qn^à examiner le cas où A et G sont nuls en même temps. Dans ce cas , B* — 4A.G étant positif, Péquation représentera sans doute une hjperbole. Or, c^est ce qui a lieu en effet ; car Péquation du second degré devenant alors Ba:jr+Dr+Er + F=o,
on peut la mettre sous la forme
Et si Ton passe à un système de coordonnées parallèles, en posant D , E
— g- et — g seront Pabscisse et Pordonnée de Porigine des nouvelles coordonnées x' et^; et Péquation proposée deviendra
DE— BF
Sous cette forme, elle représente, comme on Ta vu (i4^)i une hyperbole rapportée à ses asymptotes.
n résulte de la discussion précédente, qu^tme équation du gecond degré entre deus variablee x et y, ne peut repréeenter d^ outrée courbes que V ellipse (^ou la cireonférence^ , la parabole et r hyperbole, c^est-à-dire Vune des sections coniques; et nous avons vu plus haut (3o4) à quel caractère on reconnaît chaque espèce de courbe.
ao6. La marche que nous venons de suivre est analogue à celle qu^on trouve pag. 796 et suiv. de la &éomécrie analytique de M. Biot, 6*"* édition ; cette méthode est aussi très-propre à fournir la construction de la courbe proposée, conune on le verra dans le problème que voici :
Les côtés PQ et PR ^un angle tracé'étant donnés de longueurs ( fig. 29 ) , H on divise chacun de ces côtés en n parties égales, et que Von compte les points de division de P vers R, pour le côté PR, et de (^ vers P, pour le coté PQ^ les droites qui joindront les extrémités P et Q^, des deux côtés, aux deux points de division
( Ï06 ) dé mitMê rang, •• couf9roni Htr wm eourbf, qt^il «'o^ de cmêimirÊ,
Pour cet efifel, prenoiiB le sommet P de Pangle pour ongine des coordennées dbliqoes, PQ étant Taxe des x et PR Taxe des jr. Soient S et T les vièmes points de division des côtés PQ et PB. \ soient a et Mes longueurs de ces câtés ; on aura donc,
diaprés Pénoncé, QS = -a et PT = -&. Soit M le point où se
coupent les droites RS et QT« et soient x et j- les coordonnées PN et NM du point M. Il est clair, par les triangles semblables QMN et QTP, RSP et SMN, qu'on aura
a — xlallrl^h et a — -a — x • a— -a •• r * *.
Egalant entre elles les valeurs de -, tirées de ces proportions, puis chassant les dénominateurs et réduisant, il viendra ay+ ahx^-\- t*x*. — aa'4^ — 2ab*x + a*b* = o ... (i)
Celte équation étant indépendante des nombres it et t; , sera vraie quels que soient ces nombres ; elle représente donc le Heu de tous les points d^intersection M des droites menées conformément à renoncé. Or , ce lieu est une ellipse , puisque pour Téquation proposée, la quantité B* — 4^G est négative et se réduit à — 3a' A" (^o4).
Actuellement, pour trouver les moyens de décrire cette ellipse, résolvons Péquation (i) par rapport à^; nous aurons
r = ô dt — I/Aox -^ 3x*.
bx '
La droite jr.^-^zh rencontre l'axe des jr au point R cl
Taxe des x au point G tel , que PG = ia \ celte droite est donc RG. De plus, d'après les deux valeurs générales de j-^ il est clair que RG divise en deux parties égales toutes les cordes de Tellipse dierchée , parallèles à Taxe des ordonnées \ RG est donc un diamètre (89).
D'un autre côté, dans les points de l'ellipse, où les ordonnées sont tangentes, les deux valeurs de j* sont égales ; le radical est donc nul ; ces points appartiennent par conséquent à la droite RG. Effectivement, les coordonnées de ces deux points sont xzno et j- = * = PR, x = fa = PI et j- = ^i = IR'. De
sorte que les deux parallèles PK et IR touchent la courbe'ea R et R'.
Résolvant Tëquatîon (i) par rapport à x et raisonnant comme pour j^, on verra qu^en prenant PH=::a&=:iPR, la droite RQ sera un diamètre de Pellipse , et que les points où les parallèles à Taxe des abscisses sont tangentes , sont Q et Q^ sur HQ, les coordonnées du dernier point étant xz=z\a et^=|^=:PL. De sorte que les parallèles PQ et LK touchent la courbe en Q et Q^ LVIlipse est donc inscrite dans le parallélogramme PIKL. On sait d^ailleurs que si deux diamètres de Pellipse sont tels , que les tangentes aux extrémités de Pun soient parallèles à Pautre , ces deux diamètres sont conjugués (81) ; donc RR' et QQ' sont deux diamètres conjugués de la courbe : on connaît leurs longueurs et Pangie qu^ik font entre eux ; on peut donc en déduire les deux axes, de longueur et de position (88) « et conséquemr ment décrire Pellipse demandée.
Il est aisé de s^assurer que cette ellipse est inscrite dans le triangle PHG, et touche les côtés, chacun dans son milieu.
207. Si les points de division des cotés PR et PQ, se comptaient à partir du point commun Ç, les droites joignant les extrémités R et Q de ces côtés à deux de leurs points de division de même rang, se couperaient sur la diagonale du parallélogramme construit sur les côtés PR, PQ et Pangie compris RPQ, et dont RQ serait la seconde diagonale. Cest ce qu^on peut aisément vérifier.
!io8. Remarquons encore que H les poinig qui divùeni leê eôUê PQ et PR en n pariiee égalée chacun, se comptent de Q vere P pour Pun etdeV vere R pour Vautre, la droite joignant deux points de division de même rang et la droite joignant les deux pointe de dwieion éPun rang immédiatement supérieur , se couperont sur une parabole.
Pour le Êmre voir, prenons les côtés PQ = a et PR = h pour axes des coordonnées, PQ étant celui des abscisses. Soient S et T les vièmes points de division des côtés PQ et PR ; on aura
donc QS =^a, PS =^a et PT z=z-h. Ainsi Péqualion de
la droite ST se réduit à
«(« — v)ajr -{-nvhxznvÇ^n — v^ah ... (1)
Changeant 1; en t; -|- 1 1 dans cette équation, on aura celle de
la droite qui joint les (y -f- i)ièmeB t>oinU de division , il viendra donc
n{n — v— i)a;^ + n(v+i)Jar=(v+i)(n— V — i)a&...(i)
Pour le point où les deux droites se coupent , les x et les jr sont respectivement les mêmes dans les deux équatioQS précédentes. Si donc on élimine v de ces équations, Péquation résultante renfermera les coordonnées de Tintersection de deur droites consécutives quelconques^ menées conformément à Ténoncé, et représentera le lieu de toutes les intersections. Or, pour âimîner v avec plus de facilité, retranchons (2) de (i) ; nous aurons
d^où nous pouvons déduire aisément les valeurs de 1/ et de 9^ V, Substituant ces valeurs dans Péquation ( 1 ) et réduisant, on trouvera, pour Téquation du lieu géométrique cherché,
(aj- — bx — aby — 4*5* jr j-=:o;
ce lien est par conséquent une parabole (3o4)«
Lorsque n est infini , on est conduit à ce théorème : Si une droite SX rencontrant continuellement deux côtés PQ et PR d^un triangle donné PRQ , se meut de manière à couper constamment ces deux côtés en parties donnant la proportion QS l SP * * PT l TR ; les intersections successives de chaque position de la droite mobile avec la position imn^édiatement suivante, décriront une parabole , à laquelle la droite mobile restera toujours tangente. De plus, cette parabole, tangente en Q et P aux deux côtés PQ et PR , aura deux diamètres dirigés suivant les prolongemcns de deux côtés opposés du parallélogramme dont PQ et PR sont les demi-diagonales.
a 09. Voici une propriété commune aux courbes du second ordre et de laquelle on a déduit le moyen de les construire :
Si une tection conique e$t coupée par deux droiies nan-parah leles AB ei CD ; que â^un point V de la première drûiie AB, en mène une sécante PN parallèle à la eeconde CD ei d'un point Q de la seconde, une sécante ST parallèle à la première; les deux ra/ipor^ PM X PN : PB X PA e/ QC X QD : QS.^QT wnwi/ égaux et invariables, quels que soient les points P et ^^^^. 3o).
Prenons les droites proposées 'AB et CD pour axes des x et desjr obliques, O étant Torigine^ Péquation de la section co-
nique étant nëcessaîrenicnt du second degré en x etj^ (ao4)> sera de la forme
7^» + ax^ + 5x* + i?j^ + Ac + tf=o, ... (i)
a, h^ e, d^ 9 étant des nombres donnés, posîtl& on négatifs. Cette équation est la même que celle-ci :
Dans les points A et B, où la courbe coupe Taxe des x, on a j^ = o ; ce qui donne , pour déterminer les abscisses OB et O A des points d^intersection ,
Désignant par x* et x" les racines de cette dernière équation , on
aurax' = OB, a^'^zr — OA, et le trinôme x*+ 70: + - pren-
dra la forme (x — x') (x— x"). Si donc x désigne Fabscisse OP, dans Féquation (a), les valeurs correpondantes de^ seront PM et PN, et le dernier terme de cette équation deviendra h X PBx PA. Or, le produit des valeurs de^, dans Péquation (a), est égal au dernier terme ; ainsi on a PM X PN = 6- PB X PA, ou PM X PN : PB X PA = b. On aurait de même, PTMl'x P'N' :FBxP'A.
Maintenant, si Ton remarque que Péquation (1) revient à
on verra, en raisonnant comme pour Péquation (a), que QS X QT = j.QCxQD,ouqueQCxQD:QSxQT=:*.Tous
les rapports PM X PN : PB XPA , P'M' X ^^' l P'B X P'A , QC X QD ; QS X QT , etc. , sont donc égaux au nombre constant h. Ce quMl fallait démontrer.
Il est clair que le théorème précédent aurait encore lieu , si les parallèles aux axes étaient tangentes à la courbe.
aïo. De ce théorème, on tire le moyen de faire passer une section conique par cinq points donnés, sommets d^nn pentagone. Proposons-nous f par exemple, da décrire felUpsê eireameriiê au peniagoM darmS AàJBB'G (fig. 3i).
Supposons le problème rés<dn , et soit I le point de rencontre des deux droites A'A et B'B ; par le point G, menons les droites
( 110 ) G&' et GG/, respectivement parallèles aux deux B'B et A'Act I rencontrant Pcllipse demandée en G" et G'. Pour dëtemuoer ces deux points , le théorème précédent donne
IA.IA.';IÇIB';:IUHA':HG.HG";:KG.KG':KB.KB';
d^où Ton tire
__^,. HAHA'IB.IB' --^, U.IA'.KB.KBT °^ = HG.U.U' ""^ ^^ = IB.IB/.KG
Ces valenrs , faciles à construire ^ feront connaître les poinb & et G" de Fellipse cherchée.
Pour avoir le centre , on mènera , par les milieux des corda parallèles AA' et GG\ BB' et GG'', les droites CC et £E\ qui se couperont au centre O. Ces droites , en effet , seront deux diamètres, car le conjugué du diamètre parallèle à deux ooidcs, passe par les milieux de celle-ci (89, 1* ).
Les droites QA et Q'G , moitiés des cordes parallèles AA' d GC, étant deux ordonnées au diamètre CC\ il est tlair qù^oo aura QA« OC«— -OQ»
d'où l'on ti« oc.=Q^'y;-oQ-Q'G-.
De là, en posant A' = QA.Q'0, m'^OQ.Q'G et i«' = QA* — Q'G% valeurs dont la construction est fort simple, il
viendra ^^a_(A* + m«) (A^-mQ
formule dont la construcdon est également fort simple.
Le diamètre CC étant ainsi connu , on trouvera son conjugaé MM' ou a A', au moyen de Téquation A^'-OQ* 4- OC*.QA* = A''- OC% de laquelle on Ure la formule, facile à construire,
OC'.QA
""CQ.QC'
Enfin , connaissant les deux diamètres conjugués CC' et BfM' ainsi que Tangle COM = CQA qu'ils font entre eux^ on construira Tellipse, soit comme il a été dit (89, a*), soit en déterminant d^abord les deux axes , de grandeur et de position (88).
Il suit de cette solution , qu'une ellipse est complètement déterminée , dès qu'elle doit passer par dnq poinU donnés. Maïs le problème serait impossible, si trois de ces poinU étaient eo
( ni )
ligne droite ; et si les cinq, points étaient les sommets d^nn pentagone régulier , Pellipse demandée serait une circonférence.
211. En général, une section conique pouvant être construite^ lorsqu'^on connait les cinq coefficiens de son équation^* 4~ <>^ + hx^ -{'ej''\rdx'\'ez=:o\ on voit que pour déterminer une courbe du êecond degré, il faut généralement cinq conditions ou cinq donnéeê, leequelleM se réduisent à quatre pour la parabole et f hyperbole équQathre, et à trois pour la circoT\flrenee ; car régalitc des deux axes , dans llijperbole équilatère , fait déjà une donnée ; et pour la parabole , on a toujours la condition a* — ^bz=.o (2o4)* Quant à la circonférence, elle est bien fournie par la seule égalité des deux axes de Pellipse ; mais cette ^alité faisant coïncider les deux fojers avec le centre , équivaut à deux conditions distinctes.
D^ailleurs , on a vu (197) que Pellipse et lliyperbole sont déterminées, dès qu^on a un foyer avec trois autres données, et que la parabole peut se construire, quand on a son fojer et deux de ses autres élémens. H s^ensuit donc que la connaissance d^un foyer équivaut à deux des conditions nécessaires à la construction de toute section conique.
212. Trouver taire de t ellipse représentée par t équation kj* -)- Bxy -}- Cx* -}- S = o , V angle des coordonnées étant désigné par y.
D^abord puisque Péquation précédente représente une ellipse, la quantité B' — 4^^ est négative (204). De plus, Porigine est au centre \ car si («, fi) est un point de la courbe, ( — «, — fi) en sera un autre ^ et il est fadle de voir que la droite joignant 6es deux points , passe par Porigine et se trouve divisée en deux parties égales , par cette origine, laquelle conséquemment est le centre de Pellipse.
Soh jr =:px Péqaation de Pun des diamètres de Pellipse proposée et (2 la demi-longueur de ce diamètre \d^ x tiy sont donc les côtés d'^un triangle dont Pangle entre x eijr vaut 180** — v, et il est clair (G. 38i ) qu^on aura iriira:*-f-^-|-aa^ cos v. De SOI te que pour Pextréouté {x^jr) de 1^, les valeurs des coordonnées X eijr sont respectivement les mêmes dans les trois équations ky + Bx^+Cx^ + S^o,
jrznpx et éPz=:x!^'\'y'\'^xjrco$v* Eliminant x eijr de ces équations, on trouvera
Dans cette équation ^detp sont variables ; et comme la plus grande et la plus petite valeur du diamètre ^d^ sont Pnne le grand et Tautre le petit axe de Pellîpse proposée (60 ) , il faut d'^abord trouver cette plus grande et cette plus petite vadeor. Or, résolvant Péqaation finale précédente par rapport k p^ pub observant que le maximum et le minimum de d doivent rendre nulle la quantité sous le radical (^Mélanges d^^ilghhre, P^^ ^)i on aura, pour déterminer ce maximum et ce mînimami Féquation , 4S(Bcosi;— A — C) - , 4S»sin*v
I/4AC — B
Les équations (1) feront connaître les axes de Pellipse représentée par Péquation propose. ( On en déduirait aussi les axes de rhjperbole représentée par cette même équation , si B'— 4AG était positif.)
21 3. Déterminer fellipêe de la plus grande eitrface qv^ on peut inscrire dans un triangle donné.
Soient m et n deux côtés du triangle donné et v Tangle compris. Soit j^y ^ Bx^ + dr' + 1 = o ,
Péquation de Tellipse cherchée, rapportée à des axes obliques parallèles aux côtés ira et n , et comprenant entre eux , censéquemment, un angle égal à v. Portons Porigine ali point où se coupent les côtés m et n , en laissant toujours les axes parallèles à eux-mêmes ; soient x^jrles coordonnées du centre de Tellipse, par rapport aux nouveaux axes ^ x'^y les nouvelles coordonnées et x", y^ les anciennes ; on aura donc x'z=iX'\'X" t^ty—y +y, ou x"=x' — X ety'=y — j^. Substituant ces valeurs dans Ayf^+Bxfy + Cx"^ + 1=0, il viendra , pour l'équation de Fellipse , rapportée aux nouveaux axes ,
A f B , C, étant des coefiBciens qui , avec x et y y forment les inconnues du problème.
Il faut d^abord exprimer que Tellipse touche les côtés m et n^
qui sont ici les axes des oc^ et des^. Pour cela, faisons d^abord
jr' = o dans son équation , et exprimons que les valeurs qui en
résultent pour xf^ sont égales \ nous trouverons , pour Fabscisse
x, du point de contact avec le côté m, x^z:zx'{'-^y^ avec la condition (B'— 4AC)^»=4C ... (i)
Si dans Téquation de Tellipse on fait x'zro et qu^on exprime que les valeurs qui en résultent pour^ sont égales, on trouvera, pour Pordonnée j^, du point de contact avec le côté n^y^zny
-f' -T ^ 1 avec la condition
(B'^4AC)a^=i:4A...(a).
L^éqnation du troisième côté du triangle proposé est^=;— ^
— x'4-n, ou
m {^y — ^) + « («* — ^) + nxf -|- mj* — mn =? o.
Pour le point de contact de ce côté avec Pellipse, les équations
de ces deux lignes admettent les mêmes valeurs pour x^ et les
mêmes valeurs pour j^ : de plus, les deux valeurs qtii en résultent
pour x' se réduisent à une seule, de même que les deux valeurs
qui en résultent pour j^ : on a donc , pour les coordonnées x^
et j*} du point de contact avec le troisième côté,
_ (Bm— aAn)(iMP + my— iwi)
jri—y-V
a(An«— Bmn+Cm") (Bu — sCm) (/ix-|-my — mn)
2(An"— Bmii-1-Cm*) '
avec la condition ( B' — 4^C) (nx + mjr — mn y — 4^»* + 4Bmn— 4^*=0i laquelle 1 ri Ton en retranche les produits respectifi des équations (1) et (2) par m* et n*, se réduit à (B^
— l{kC)(^^xjr — ^nx — 2iii;^ + iitn) + 4^ = ® î ou bien, en posant D =z ixj- — anx — imjr + mn , cette condition prend
laforme (B'-^4AC)D = -.4B ... (3)
Retranchant du carré de cette équation , 4 ^^^^ le produit de» équations (t) et (a)« et réduisant , on obtiendra
(4AC-.B')(4xy~D')=:i6.
( »4 ) t^renant dans cette équation la valeur de 4AC — B* et substituant cette valeur dans Ez= , E désignant raîre de
I/4AC - B
Tellipse cherchée (212), il viendra
EV=i«-*sin"i;(4x>*— D').
Posant Erz\wz sîn v et remettant la valeur de D, on trouvera jj5*=4j?y — (^^ — ^^^ — ^Mijr+mny ... (4) Dans cette équation ^ Xyjr et z sont variables ; et il s^agît de trouver le maximum de z , puisque z étant à son maximum , il en sera de même de Paire E de Pellipse demandée. Or , résolvant Téquation (4) par rapport à x et supposant qtie Tinconniie j" ait la valeur qui convient au maximum de 2, on verra que pour ce maximum , la quantité sous le radical est nulle et qa^îl en résulte m . . , - .
De même , résolvant Téquation (4) par rapport kjr^ on verra que le maximum de z donne
jr = £(m— a:)...(6)
Le maximum de z et conséquemment celui de E, fournit donc les équations (5) et (6). Ainsi , diaprés ces équations , les coordonnées du centre de la plus grande ellipse inscrit^. dans le triangle proposé , sont
xz^\m et j^m^n;
ce centre coïncide donc avec le centre de gravité du triangle.
Au moyen de ces valeurs , on trouve A=: , Bi=:
et C=:— — , puis a:, = |m, j^,=^, Xi=ini et jr^=z^.
De sorte que les points de contact sont les milieux des côtés du triangle proposé. Soit T Taire de ce triangle \ celle de Pellipsc maximum inscrite sera E = |irT^3.
Il résulte des calculs précédens , que la pltis grande eUipêê mêcrite dont un triangle dorme j touche Uê côtéê en leur» nuUeux et son centre coïncide avec le centre de gravité du triangle.
Ce théorème remarquable , auquel M. Bérard est parvenu , par le calcul difTércntiel , tome IV des Annales de Mathématiques , fournit le moyen de tracer la plus grande ellipse inscrîp-
( 116 ) Ublc , et montre comment il faut /y prendre pour couper, dan$ une puce de bois triangulaire, la plus grande table ovale qt^il se puisse.
En effet , Tiin des diamètres !ik' de cette ellipse est dirigé suivant la droite J, menée du milieu du côté m du triangle, aa sommet opposé : et puisque le centre est an tiers de cette droite, à partir du côté m, il s^ensuit que iL'ziz^d, Le conjugué aB' du diamètre 2A' est parallèle au côté m , tangent à Tellipse à Textrémité de 2 A' (80). De plus, la droite qui joint les points de contact avec les deux autres côtés du triangle, passe par leurs milieux ; elle est donc parallèle au troisième côté m , et en vaul la moitié. En outre , la moitié de cette droite^ étant Pordonnée de Pun des points de contact , vaut évidemment ^m ; et quant à Pabscisse du même point , il est facile de voir que sa valeur est d — jd — ^d ou ^. Ainsi , pour ce point de contact, Téquation de Tellipse maximum, rapportée à ses diamètres conjugués 2À' et 2B', devient
d^où à cause de A' =3<2, on tire B'* =: ^m*, valeur bien facile k construire.
G>nnaissant donc les deux diamètres conjugués aA' et 2B\ ainsi que Pangle qu^ils font entre eux , on en déduira la grandeur et la position des dieux axes 2A et iB (88)4 d^ou il sera aisé de tracer la' plus grande elUpse inscriptible demandée.
Voici encore deux théorèmes :
I. Le lieu de tous les sommets des triangles ayant une même base cft la même différence des angles adjaoens, est une hyperbole équilatére, dont le centre est au milieu de la base commune.
n. Si sur les 3 côtés d^un triangle, pris tour à tour conune diagonales^ on construit des parallélogrammes, dont les côtés soient parallèles à deux droites données, les trois autres diagonales se couperont en un même point, centre d^une hjrperbole équilatâre circonscrite an triangle propose. ( Voyex la démonstration, page iS4 du tome III de la Onrespondance Mathématique et Physique, de M. Quetelet. )
NOTE
Notre but , dans oe qui précède , a été de faire connaître les principales propriétés des courbes du secoi^d ordre , aa mojai de Talgèbre et de la géométrie élémentaire seules, et de fourair ainsi one utile introduction à Tétude de la Géamêirie imalytifue. Mais potu: prendre une connaissatice plus complète et plus approfondie de cette partie importante des Mathématiques , uoos renvoyons aux ouvrages publiée sur cette matière, tels que ceta de BIMf Biot, Bourdon, Boucharlat, Gamier, Lacroix, etc.
Si nous avons quelquefois invoqué ^ dans ce petit traité , les principes de la Tngonométrie rectiligne, c^est parce qu^ils sont si simples et si faciles à acquérir, qu^il n*j aurait aucun avantage réel à ne pas les employer. Cependant , pour comprendre ee livre, la trigonométrie n^est pas rigoureusement nécessaire; et nous indiquerons le moyen de s^en passer, d^autant plos volontiers, qu^il peut se présenter des circonstances où Ton ait besoin d^étudier les propriétés des sections coniques, sans connaître b trigonométrie. Il suffît, à cet efiet, de remplacer, par œ que nous allons dire, les n** 17, 18 et 19.
Canêtruire f angle d^ deux droiiee, rapportées à des OMes qtu^ manques (fig. 3a).
Menons par Porigine A les parallèles AK et AM aux dem droites proposées jr = ax -{- h et j^ =^ clx •\'V\ Pangle MAK de ces deux parallèles sera évidemment le même que celui m des deux droites. Prenons AO = 1 et menons OM parallèle à AT; nous aurons OI^= a et OM=: a^ Prenons aussi AN =: 1 et menons NK perpendiculaire à AK et NV à AM : il est clair qu^on pourra aisément construire Pangle MAK = 1» , dès que Ton connaîtra la longueur / de la perpendiculaire NR, ou la longueur « de la perpendiculaire NY. Ces longueurs dépendent évidenmient de Pangle m : aussi appelle-t-on NR la iangentt^ NY le sinuM et AY le cosinus de cet angle ; et on a ainsi , eo abrégé , NR ou /= iang m , NY on « = «m « et AY == eos «.
Cela posé, pour trouver /, menons sur AY les perpendicu-
laires OB et AD ; il est clair qu^en désignant par 9 Tangle YAX des deux axes , on aura AB = OD = cos ^ == c et OB = AD 1= sin • =: d\ d'où c* + ^:=z i . On a aussi AR'=i i + /*. Les aires des triangles ANR et AIM , sont respectivement {t et ^a' — a)d: et puisque ces triangles ont Pangle MAI commun, il en résulte
i/:K«'— «)^::ar:aixam;
d'où /';(a' — a)V::i + /": APXAM*;
I :APxAM' — (a' — a)V :;/':(«' — a)V
"" AI*XAM»— (a'— «)•<!•'
A cause de c*-{- (P::d, les deux triangles rectangles AID et AMD donnent
Ar = (a + !?)• + iP = a' + aoû + I,
AM*=r(ûf + e)'+<P = a'' + 2af<?+i.
Substituant donc ces râleurs et développant, après avoir remplacé <r par 1 — c*, on verra que la racine carrée du dénominateur de /* est (a -|- a') e -{- oo^ -{" ^ î ^^^ ^^ ^^va
De là, pour avoir f, les deux triangles semblables ANR et ANV fournissent i :AR;:«:/, ou i : i +/•:; f* ; /"j d'où Ton tire
Chacune de ces formules suffit pour construire Pangle • des deux droites proposées j^ = ax ^ b îXjr = alx + V.
Si la première droite tombe au-dessous de l'axe des a?, a sera négatif; si la seconde se trouve à la gauche de l'axe des j-, af deviendra — o^; si l'angle • des deux droites est obtus, i prendra le signe -— \ conmie réciproquement, si t est n^atif , l'angle. m sera obtus : enfin, si cet angle est droit, on aura / infini el « = 1 ^ ce qui donnera chaque fois
Rédproquement, cette relation ayant lieu, on aura /=:oo, f = I et l'angle m droit.
Lorsque les deux ai^es sont rectangulaires, on a dz=z i, c=:o et par suite
a' — a ^ af — a
/=— : : et fZZ
Telles sont donc les foimules pour construire Pangle « de deux droites jr =z ax -{- b et jr =z a'x 4- ^1 rapportées à do axes rectangulaires.
Et si alors Tangle « est droit, il viendra /= od, «= 1 ce 1 -)- oof = o. Réciproquement, les coordonnées étant rectangalaires, si 1 -)- aaf=o, on aura /= od, s= t et Fangle m drok.
IVintver la éUitance éPun point donné à une droite dotmk, Tangh 9 des deux axe$ étant quelconque (fig. 33).
Soît M' ou (x', y) le point donné et j^mu? + h la droite donnée EF ; soit MM' = P la distance cherchée, x etjr les coordonnées du point M. En menant MN parallèle à AX et MH perpendiculaire k MT', on aura MN=: x — x' et M'Ni^j^ — jr. Tirant AV parallèle à EF, prenant AO = 1 et menant OY parallèle et OB perpendiculaire à Taxe AY, les triangles AOY et MNI seront semblables, de même que les triangles AOB et MNH. Si donc on pose AB =: c et OB =: df , on aura , en comparant les côtés homologues ,
I Ix—x'llal ïS—a(x—x')^
x—x'::e:miz=:c(x—x
i:x~x':id:MH=d(x—x').
Diaprés ces valeurs , le triangle MNI , où Fangle N est obtus, donne
Mr=:(x— x')' + a»(x— x')' + aar(a:— ar'y, ou Mr = (^x—x'y ( 1 + a*+^ae).
D^ailleurs, P'I=j- — a(x — j/)=:ox + 6 — a(x — x')zz ax' -f- ^ et M'I :=y — ox' — h. Et comme les triangles semblables IMM' et HMM' fournissent
Mi:MH::iM':p=n^^,
il vient, en substituant les valeurs précédentes de IM', BIH et MI,
Si le point M' tombait au-dessous de la droite EF, la valeur
( 119 ) de P serait nëgatiye ; et si Tangle des deux axes ëtait droit , ce qui donne c = o et J = i , on aurait
Telle est donc la formule pour calculer la distance d^un point donné (x^^j^) à une droitej- = ajr-f*^9 rapportée à des axes rectangulaires.
Il est bien facile maintenant de trouver la dUtance P âê deux pomti M et M' ou (x , j) et (x', y^) lee coordonnées n'étant pae rectangulaireê; car dans le triangle MNM^ où Pangle N est aigu, onaP*=MN'4-MW— aMTîïxNH. Mais MN=x— x', II'N=y— ^etNH=i?(x— j:'): donc
Si le point (x', ^) vient à coïncider avec Forigine, ce qui suppose x' et ^ nuls, on aura, pour la distance du point {x^jr) à Porigine des coordonnées obliques,
P* = x*+j-'+îrxj^;
d^où à cause de c=: AB = cos ^, il vient
P* zz: X* + j-' + 2x7- cos •,
formule employée page 111.
Voici trois Êtutes essentielles à corriger :
Page i3, ligneai,(— i>,—ç), lisez (—ç, — p).
Même page , ligne 11 , au lieu de - lisez —
Page 59, ligne 18, au lieu de (fig. 17), lisez (flg. 17, bis).
Fllf.
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NOTtS ET ADDITIONS.
Noté sur la tranêfortnation des coordonnées.
Il est bien facile de trouver les formules pour passer dW système td^axes quelconques AX et AY ( Gg. 8 ) , à un système d^axes aussi quel* conques A'X'et A'Y', dVne autre orijpne A'. Conservant en effet, les dénominations et les constructions du n** 4^i où IK est alors parallèle à AY, et rc'pëtant les raisonncmens et les calculs de ce n**, on aura, pour les formules cherchées,
x=hA V-^. Qi Y:=zkA h "^ ••• (A)
^ m ^ mf "^ ' m * m' ^ ^
Mais en désignant par c le cosinus de Panglc 0 des deux axes proposés, les valeurs de m et m', dans ces formules, sont
m* = i + a* -f- lac et m" = i +a'* -|- la^c • .. (i )
Cela résulte de la dernière formule de la page i ic) et des triangles A'IH et A'IK, où A'H=m et A'K=m'.
Lorsqtie Tangie 9 est droit, ce qui donne c=:o, on a encore les formules (A), dans lesquelles alors m^=:i4-«^ et f/i''=i-|-/i'', comme au n** i^5* De là ou tire les formules du n*' 4^ ) et quant à celles du n^ 47i ^^ P^^^ les remplacer par les formules (A). Mais comme on a, dans ce cas, tfa'+ 1 •\'{a'\-af)cz=.o (p. 117), celte équation et les équations (i), . que Ton vient de considérer, donnent, en éliminant c,
fit = -~- Cl m' — —
Ces valeurs et les formules (A) sont pour passer dVn système d^azes obliques à un système d^axes reclanguLircs , d^origine différente. Je les crois préférables à celles du n^ 47i ^^ moins pour Tapplication du n** 499 où Ton peut d^ailleurs simplifier en posant d^abord a=o^ car n^ayant que le terme en x^y à faire disparaître, Tindéterminée a' suffira à cet effist.
On voit que b transformation des coordonnées sur un plan, peut s^opérer sans la trigonométrie. Si Ton voulait employer les principes de cette science, les formules précédentes prendraient d^autrcs formes, m<Hns commode^ à la vérité pour les calculs et la théorie, en plusieurs cirooor stances-, mais qu^il est bon de connaître, parce qu^on en fait usage 4aiis tous les traités de géométrie analytique.
Reprenons donc la ligure 8 , et soient « , a', les angles EA'X' et EAOT' des nouveaux axes AOC', AOf' avec Tancien axe des x, Pangle des denc axes proposés étant désigné par •• H est dair qu^on aora Tangle 1HA'=9 •— «, Tangle IKA'=e — «', et les triangles AW, A'JK fooniiniil;
&in8 »îti« f <in< , nn #'
Snbfttitaant ces valeurs dans les formules (A) , il viendra^ pour paser d^un système d^axes obliques à un système d^axes obliques, d^one aolfc origine, les formules :
x'sin(0 — «)4-j'sin(S — «') \ ' smd
_ . x'sinA + Wsm*'
Si Pangle B est droit, il viendra sin 0= i, sin (0 — «} = coB« et sia (9-*«')=cos«'; donc on aura, pour passer d^un système d'hases rectan. gulaires à un système d^axes obliques ,
a; == A 4" a;' C09 « + ^ cos «'
j- z=^ k '\- x' sia tt •\' y sin J •
L^angle B n^étant pas droit, si les nouveaux axes sont rectangulaires, ce qui suppose «' — «=^90*^ ou «'r=9o°-f-«, on aura sinA'=co6« et sin (fl— *')r=:sin (9 — 90° — «) =3 — cos (9 — *)• De sorte que les formules (6) donneront, pour passer dW système d^axes obliques à un système d^axes rectangulaires,
r t 3:^sin(9— ic)--ycos(9-»)
* sm9
_ , x' sin « -f- r* cos « •^ ' Sin d
De là , si les premiers axes sont rectangulaires, aussi bien que les nouveaux, il viendra, pour passer du premier système au second,
xz=ih -^x'costf — ^sin«, jr:=zk'{- x' sin m -{' y cos m.
Des courbes semblables.
La dëfîaition des courbes semblables, donnée au n*^ 100, n^est qu^one extension de celle des polygones semblables, et fournit plusieurs consé* quences importantes, que nous allons indiquer*
Deux courbes sont semblables^ lorsque les coordonnées rectangulaires de leurs differens points , sont proportionnelles, ( Le lecteur tracera tf câlement les deux figures qui se rapportent à ce the'orème.)
Soient O et O' les origines, OX et OOC' les axes des abscisses et ACE un arc de la première courbe. Inscrivons à volonté' la ligne brisée ABC DE, dans cet arc; je dis qu^il est toujours possible d^inscrire une Kgpe brisée semblable, dans un arc de la seconde courbe. Menons en tfFet, les ordouoto AP, BQ, CR, DS et ET-, preDons sur la seconde combe le
point A' doQt les coordonnées O'P' et A'P' soient proportionnelles à celles du point A; on aura donc AP : A'F : : OP : O'P'. Soit r la valeur de diacun de ces rapports égaux ; il viendra AP=rr • A'P' et OPr=r. 0'P^■ Si donc on prend dans la seconde courbe, les abscisses O'P', ^Q'r CVR', etc., de manière qu'on ait OP=r. O'P', OQ==r . O'Q', OR= r.O'R', etc., ce qui donne PQ=r.P'Q', QR=r.QW, etc.-, il est dair qu'en menant les ordonnées P'A', Q'B', R'C, etc., et observant que par hypothèse, les coordonnées sont proportionnelles, on aura AP ssr.A'P', BQ=r.B'Q', CR=r.Cm', etc. Ainsi les trois rapports AP . A'P', PQ : P'Q' et BQ : B'Q', sont égaux à r ; donc les deux trapèzes PB et P'B' sont semblables, comme ayant deux angles homologues ^aux, compris entre trois côtés homologues proportionnels (G. p. io6. 'JÎiéor. VII). On verra de même que les deux trapèzes QC et Q'C sont semblables, de même que les deux RD et R'D', et les deux SE, S'E'. Donc les deux lignes brisées ABGD£ et A'B'C'D'E', sont composées d'un même nombre de droites homologues proportionnelles, comprenant le même nombre d'angles homologues égaux ; donc ces deux Ggnes briséies sont semblables (loo).
Ainsi les deux arcs ACE et A'C'E' sont tels , qu'en inscrivant à voIontiS une ligne brisée dans l'un , on peut inscrire une ligne brisée semblable dans l'autre^ donc ces deux aros sont semblables (loo). Et comme ces deux arcs peuvent être les courbes entières, il s'ensuit que ces deux courbes elles-mêmes sont semblables.
De là , puisque les points A et A' sont homologues , on voit que dans deux courbes semblables , les points dont les coordonnées rectangulaires sont proportionnelles, sont deux points homologues ou semblablement plaça sur ces courbes. On voit de plus que les droites AE et A'E', terminées à des points homologues chacun à chacun , sont elles-mêmes ho^ maioguesy car les deux trapèzes PE et PŒ^sont semblables* De même les deux arcs ACE et A'C'E' sont liomologues.
Il suit de là que diuis deux courbes semblables^ les arcs homologues sont semblables et entre eux comme leurs cordes. Effectivement, les arcs homologues ACE et A'C'E', n'étant an fond que deux lignes brisées semblables, composées d'un même nombre infini de droites homologues^ infiniment petites *, les segmens compris entre ces arcs et leurs cordes, ne sont que deux polygones semblables, d'une infinité de côtés homologues. On a donc ACE -f- AE : A'CE'-J- A'E' : : AE : A'E'; d'où ACE : A'C'E*^
rrAErA'E'.
Kofin, il est clair que dans deux courbes semblables^ les lignes homo» logues^ droites ou arcs^ sont proportionnelles j tandis que les aires homologues^ telles que segmens ou secteurs^ sont semblables et entre elles comme les carrés des droites homologues. Par exemple , ACETP et A^^T^sont deux segmens homologues-, et si l'on mène les droites OA, OE, O^A', O'E', les figure» OACB et 0>'C'ES seront deux secteuxs homofegnei. ^
Deux ellipses ou deux kjrperboles sont semBlabies^ dès tfuc leurs axes homologues sont proportionnels. Soient a A et aB les axes de la première courbe, et aA', aB' les axes homologues de la seconde. Puisque A; A' ; ; 6 ' B', soit r la valeur de chacun de ces rapports égaux \ on aura donc A=rA' et B=rB'. Soit {x^f) un point de la première courbe et (x*, y^) un point de la seconde tel, qu^on ait x-=sr3^. Il est dair qu^en moltipliant par r^ Téquation de la seconde courbe, rapportf^c à ses axes, et ayant égard à Péquation de la première et aux valeurs précédentes, oo aura^t^r^. D^où il suit que dans les deux courbes proposées, les coordonnées rectangulaires de leurs difierens points, sont proportionnelks; donc ces deux courbes sont semblables.
Toutes les circonférences des cercles sont donc semblables , de même que toutes les hyperboles équilatéres.
Il résulte aussi de ce qu^on a vu plus haut, que dans deux ellipses on deux hyperboles semblables, i** les lignes homologues, telles que cordes, diamètres, excentricités, rayons vecteurs, tangentes, soutangentes, normales et sounormales, sont entre elles comme les axes homologues, de mémo que les arcs homologues et semblables \ a* les aires homologues rt semblables, telles que segmens ou secteurs, sont comme les carrés des mêmes axes.
Il est clair aussi que si E et E'sont les aires de deux ellipses semblables, et aA, aA' leurs premiers axes, on aura E ; E' * ! A' • A''' \ ce qui résaiie d^aillcurs des mesures de £ et £' (96). Enfin, S et S' désignant les aira de deux segmens homologues, dans deux hyperboles semblables, rapportées à leurs asymptotes, et aA, a A' les premiers axes, on a S ; S' t!^ *, A'*, ce qu'ion trouve d^ailleurs par les mesures de S et S' (i5o).
Deux paraboles quelconques sont toujours semblables, C^est ce qu^oo démontre, comme pour deux ellipses, en désignant d^'abord par r le rapport des paramètres a^ et ip'.
On voit donc que dans deux paraboles quelconques, 1® les lignes bomolo^aies , droiles, cordes, arcs, rayons vecteurs, tangentes, souUbgciitcs, normales cl j^ounormalcs , sont proportionnelles aux paramètre^; a" les aires homologues et semblables, segmens ou secteurs, sont comme les carrés des paramètres, •
Enfîu, on peut démontrer, 1° que les sections faites dans un même cône, droit ou oblique, par des plans parallèles, sont des courbes semblables \ a° que les sections faites dans deux cylindres semblables, droits ou obliques, par des plans égalcmcut inclinés sur les axes, sont des ellipses semblables.
Des équations polaires des sectionê coniqties.
Jusqu^à présent nous avons déterminé les différcns points d''un plan, en les rapportant à des axes tracés dans ce pian \ mais il est souvent utile, et parliculièrcmcnt eu astronomie , de fixer la position de chaque point
M du plan , an moyen de sa distance MF à un point donn^ F et de l*angle MFR que cette distance fait avec une droite FR , invariable de position, et partant du point fixe F. Ce point fixe s^appelle le pôU on-rorigine du point M, et la distance FM en est le rayon vecteur^ que nous diésignerons toujours par r. Nous désignerons aussi constamment par m Pangle RFM que ce rayon décrit autour du pôle F, à partir de la droite ùitHiriable FR.
Lies quantités r et «, qui servent à fixer la position de chaque point M du plan, sont dites hs coordonnées polaires du point M^ et on appelle équation polaire d^une ligne, la relation qui existe entre les coordonnées polaires de chaque point de cette ligne.
Cherchons Téquation polaire de Pellipse, en prenant pour pôle le foyer positif, et pour droite invariable, le prolongement positif de Vexcentricité c. ISous avons vu (53) que dans ce cas, r étant le rayon vecteur du point M (fig. 9), et x Tabscisse OP du même point, on a
Mais le triangle recUngle FMP, où Tangle MFP=:«, donne FP = rcosa» ; donc OP on x=c-f- rcos a». Substituant cette valeur dans celle de r, et résolvant Téquation résultante par rapport à r, il viendra
A -{- c cos m
Désignant par p le demi-paramétrc — et par e le rapport de Tcxcentricité c au demi-grand axe A, on aura
e = -r et r = —--^ (2)
A 1 -|- e cos M ^ ^
D est clair qu^ayant c^ A ou «^1, si Toa fait varier Tangle » depuis o jusqn^à 3Go*^, les valeurs de r seront toutes positives, car le plus grand cosinus est 1 ou — 1 ^ ces valeurs détermineront doue succ<:ssivemcut tous les points de TeUipse représentée par Tune des équations (1) et (a).
Quant à Thyperbole, prenons encore pour p<>Ic le foyer positif et pour
droite invariable le prolongement positif de Pcxcentricité c. Si alors r
désigne le rayon vecteur du point M (fig. iG) et x Tabscisse OP, nous
avons vu (107) que ex
Désignant toujours par m Tangle décrit XFM, observant que cos PFM =: — cos », on verra que le triangle rectangle FMP fournit FP = —
r cos m : d^où x = OF — FP == c + ^ cos •• Substituant cette valeur et
posant ;y=z-j-, e = --, Téquation résultante
r=: , donnera r= ••• (3)
A — ccosii i — fcosa» ^ '
. Ici c^ A OU e^ 1 : de plus, les yaleurs posiU?es an. rayon yttibeat r se mesurant sur le c^lé mobile de Pangle décrit m y Us valeurs négaiâ^et devront se mesurer en sens contraire^ sur le prolongement du méms côté; enfin Pangle v dWe asymptote avec Taxe des x, ayant pour tangente -T-, on a cos t;t=— • Cela posé, il est facile de voir que tant<pie
les valeurs positives de cos m feront moindres que cos v, c^est-à-dire, tant ^e le côté mobile de Tangle m sera dans Pangle av , formé en menant par le pôle F des parallèles aux as^ptotes, les valeurs de r seront négatives et numériquement plus grandes que c-f- A; elles détermineront donc la branche négative de Thyperbole représentée par Pane des équatioai
(3). Si cos m =: — =:cos v, le rayon r coïncidera avec Ton des côtéi de
Vangle av, et aura une valeur infinie, comme cela doit être. Enfin, si
Tangle m est plus grand que Tangle t^, c^est-à-dire si cos m -^ — , les n-
leurs de r seront positives, et elles le seront encore tant que cos m sen négatif; ces valeurs détermineront par conséquent la branche positive de rhyperbole proposée.
Passons à la parabole, et cherchons son équation polaire, le p6le étant le foyer F et la droite invariable, la partie positive de Taxe (fig« ai)> Comme p désigne le demi paramétre et x Tabscisse OP, on a vu ( i6o) que
Le triangle rectangle FMP, où Fangle PFMzr:», donne FP=rco8ff; d'où X =! OF -\~ FP :=: I;» -|- r cos a» . On a donc , pour Téquation polaire de la parabole , »
n est visible que les valeurs de r sont toutes positives, puisque cos ■ ne saurait saqpasser Tunîté. Si cos «= i , cVst-à-dirc si Taugle » est nul ou 360**, le rayon vecteur sera infini, comme cela doit être (i65).
Il est aisé de voir que quand le pôle est le fdyer négatif, réquation polaire de Tellipse devient p
• e cos «
Cette équation polaire s^appliquera évidemment aux trois sections coniques, pourvu quW y suppose simplement e^i pour Tellipse, e^i pour rhyperbole et e= i pour la parabole.
Voyons présentement comment on passe d^un système quelconque de coordonnées ordinaires à un système de coordonnées polaires. Soit t Tange des deux axes auxquels ime ligne est rapportée , par les ooordonnées X et ^ de Pun quelconque M de ses points ; soient r et « les coordonnées polaires de M ; A Tabscisse et A: Tordonnée du pôle F, et p Pangle que la droite invariable FR forme avec Paxe des x. Il est facile de voir qu'en menant par F des parallèles aux axes proposés, oa aur»
,=. A + -''■<^-;— )■ et ^ = » + "'°(*+'') ... (5)
. sinS "^ sinl ^^
Ces formules sa simplifient lorsque 6=90® et deviennent ar=i/i + rcos(^ + «f) et j- = A-f '•*>^C* + •) — (6)
Si outre f) =90**, la droite inyariable est parallèle à Taxe des x, ce qui suppose # r= o , on aura
Suivant que le pèle est sur Taxe des x, ou sur Taxe des^, ou à Torigine, on a ^=0, ou A=:o, ou à la fois A = o et A = o, dans les trois systèmes de formules précédentes. Les deux derniers sont dW usage plus fréquent que le premier.
Si donc on substitue , dans Téqnation d We ligne entre les coordon*
nées ordinaires x et jr^ Tun des trois systèmes de valeurs que Ton yient
' de calculer, on aura Téquation de cette ligne rapportée aux coordonnées
*; polaires r et ». C^est ainsi que pour la droite jr:=:ax^6y Téquation
t polain.*, déduite des formules (7), est
acoso* — sm
Supposons le rayon vecteur r perpendiculaire à la droite ^=ax-(i-&, et soit « Tangle de cette droite avec Taxe des x \ on aura a = tang « et t •=:9o'*4-«; d'où
8iniw=:C08«= — ■=! Cl COSiw = — 8U1« = .
Diaprés ces valeurs, la formule (8) donne, pour la distance r du point (A, X:) à la droite j^-ii^âx-l- 6,
comme au n® ai.
L'angle v des deux droites ^ = ox -f- ^ et j<-=; a'x -f- ^% étant le n^me que celui de leurs parallèles menées par l'origine ; si on prend sur la parallèle y = o!x^ un point ( A , A ) à la distance 1 de l'origine, que de ce point on mène la perpendiculaire s sur l'autre parallèle yz=zaxt il est clair que s sera le sinus de l'angle v et en même temps la distance da point (A, A ) à la droite j^ = bx ; on aura donc à la fois
1= A-g^ ^ V + A'=i et k=zafhi d^où l'on lire, comme au n*^ 17,
On voit que les «^uations polaires peuvcot conduire anx prapriàes des lignes, plus simplement que les coordonnées ordinaires. Cest liosi que réquation polaire du cercle fournit immédiatement les propridâ des droites qui rencontrent la circonférence, en se coupant au pôle (pro* priétés démontrées au n** 34 )• De m<ime le p61e étant au centre, rëcjution polaire de rh}'perbole conduit sur-le-champ aux diamètres et su asymptotes (ii4 et ii5).
Voici quatre théorèmes , qui se démontrent d^une manière analc^ à ceux du n*^ 90, page 5i. (Voyer tome XVI des Annales de mathëimiH ques, page S^S*)
I. Dans tout parallélogramme circonscrit à une ellipse, les diagonales se coupent au centre et suivent les directions de deux diamètres conjogués.
n. LVIlipse est toujours partagée en quatre portions équiyalcnl», pir un système de diamètres conjugués.
m. Le lieu des sommets de tous les parallélogrammes conjugués circonscrits à Tellipse , est une autre ellipse concentrique et semblable à b première, et scmblablcment située.
rV. Si deux eUipses tracées sur un même plan , sont à la fois concntriques , semblables et semblablemcnt situées sur ce plan , toute cor<k de la plus grande, tangente à la plus petite, sera divisée en deux partin égales par le point de contact.
n résulte aussi du théorème I , que le lieu des sommets de tous lo rectangles circonscrits à une même ellipse, est une circonférence de mêiK centre que cette ellipse (ce qui est un cas particulier du n^ 193).
Enfin, on peut démontrer, 1° que de tous les quadrilatères inscrifi dans TeUipse et ayant une diagonale dirigée suivant un diamètre, cdt de plus grand périmètre, est un parallélogramme, dont la seconde dàgonale est le conjugué du diamètre proposé, le périmètre wia-Kimiim arat d^ailleurs sa plus grande valeur pour le losange \
a** Que de tous les quadrilatères circonscrits à Pellipse et ayant oœ diagonale dirigée suivant un diamètre, celui de plus grand périmèut, est un parallélogramme , dont la seconde diagonale est dirigée suivant k conjugué du diamètre proposé, le périmètre maximimi étant d^ailleon le plus grand possible pour le rectangle circonscrit*
A'nfÎHU de ûivatrfrie Àiiiii^fr^it^' .
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