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TRAITÉ
DALGÈBRE
EXPLICATION DES SIGNES ALGËBRIQUES
Les signes abréviatifs usités en algèbre, sont, pour ]a plupart, employés en arithmétique , et connus par conséquent du lecteur; nous croyons cependant utile de les indiquer ici.
+ est le signe de l'addition ; il se prononce p/w^/V + S indique la somme des deux nombres 7 et 5.
— est le signe de la soustraction ; il se prononce moins; 7 — ô indique la différence des deux nombres 7 et ô.
X est le signe de la multiplication; il se prononce multiplie par; 4X5 indique le produit des deux nombres 4 et Ô. On supprime souvent ce signe lorsque les nombres sont représentés par des lettres , et Ton se borne à indiquer la multiplication en écrivant les facteurs auprès Tun de l'autre , ab au lieu de axb ; (a+b) (c+d) au lieu de (o+6)X((?+rf). Cette simplification ne peut être adoptée pour les facteurs numériques, car elle conduirait, par exemple, à représenter, de la même manière, le nombre 64 et le produit 6X4.
: signifie divisé par; 6 : 7 indique le quotient de la division des nombres 6 et 7. On indique iiussi les divisions en écrivant le dividende au-dessus du diviser, et les séparant par une
barre horizontale ; = indique le quotient de la division de 6
par 7.
EXPLICATION DES SIGNES ALGÉBRIQUES
Lorsque les divers facteurs (f un produit sont égaux entre eux, on se borne à en écrire un , en plaçant au-dessus de lui l'indication du nombre des facteurs égaux que l'on doit multiplier ; ainsi a' représente a x a ou le carré de a ; a' représente ax a X a ou le cube de a ; ainsi de suite.
y/" indique la racine carrée ; ^ indique la racine carrée du nombre 7.
\/ ? v^ ••• indiquent les racines cubique , quatrième... . En
désignant par m un nombre entier quelconque, \/a indique la racine m"^ de a , c'est-à-dire le nombre qui multiplié m — 1 fois par lui-même reproduit a,
= exprime l'égalité des expressions placées à droite et à gauche de ce signe ; a = b exprime l'égalité des deux nombres représentés par a et b.
> s'énonce plus grand que; a'>b exprime que le nombre désigné par a est plus grand que le nombre désigné par b,
< s'énonce plus petit que; a<^b exprime que le nombre désigné par a est plus petit que le nombre désigné par b.
Lorsqu'on place une expression entre deux parenthèses, il faut regarder, comme effectuées, les opérations qui y sont indiquées, et la parenthèse comme exprimant le nombre qui en résulte. Ainsi
indique l'excès de 19 sur le nombre 44-2 — 1, c'est-à-dire sur 5.
CHAPITRE PREMIER
EMPLOI DES LETTRES ET DES SIGNES COMIIE MOYEN D'ABREVIATION ET DE GENERALISATION, ADDITION ET SOUSTRACTION.
Définillon de l'algèbre.
i. En algèbre, on étudie les opérations indépendamment des nombres sur lesquels elles s'exécutent : c'est là le caractère distinctif de cette science. La ligne de démarcation entre l'algèbre et l'arithmétique est, du reste, en quelque sorte insaisissable : les résultats particuliers ne peuvent en effet se séparer complètement des théories générales , et les questions d'arithmétique conduisent , d*une manière presque inéTilable , à des propositions d'algèbre.
Formules algébriques.
S. Les nombres sur lesquels on raisonne en algèbre devant rester indéterminés, on les désigne, en général, par des lettres. On ne peut alors effectuer les opérations et il faut se borner à les indiquer. Cette indication d'opérations à effectuer sur des lettres dont la valeur n'est pas encore fixée , se nomme une formule algébrique.
Exemple. (a-f-6)"=a*-f2a6-f-é',
est une formule indiquant les opérations à effectuer pour former le carré d'une somme a -f ft.
5. L'avantage qu'il y a à renfermer amsi, dans une formule générale, un nombre infini de résultats particuliers , est une chose évidente de soi; il ne sera pas inutile, cependant, de le faire ressortir par quelques exemples.
EMPLOI DSS SIGNES ET DES LETTRES
V L'énoncé des théorèmes généraux se trouve considérablement abrégé, et, par là, plus facile à retenir.
Ainsi, au lieu de dire :
La somme de deux nombres est la même dans quelque ordre qu'on les ajoute;
Le produit de deux facteurs ne change pas quand on les intervertit;
Pour multiplier deux puissances d'un même nombre, il suffit d'ajouter les exposants.
On écrira
ab = ba
et pour quiconque connaît la langue algébrique, les théorèmes sont tout aussi bien énoncés par ces formules que par les trois phrases écrites plus haut.
2° L'emploi des formules abrège non-seulement l'énoncé des théorèmes, mais encore simplifie leur démonstration. Pour en donner un exemple, je choisirai la question suivante :
Un mobile se meut d'un mouvement uniforme , sa vitesse c'est-à-dire l'espace qu'il parcourt dans l'unité du temps, estv : quel sera l'espace x parcouru dans un temps t ? Le caractère du mouvement uniforme étant que les espaces parcourus soient proportionnels aux temps, on a
D'où Ton conclut en réduisant au même dénominateur,
[1] X = vtj
c'est là la formule demandée ; On en déduit évidemment les deux suivantes :
La formule [1] rend évidents les théorèmes suivants:
EMPLOI DES SIGNES ET DES LETTBES
Dans un mouvement uniforme , Tespace parcouru pendant un temps donné est proportionnel à ]a vitesse ; pour une vitesse doimée , il est proportionne] au temps, et en général, il est égal au produit du temps par la vitesse.
De la formule [2] on déduit les théorèmes suivants :
Dans un mouvement uniforme, la vitesse est proportionnelle à l'espace parcouru pendant un temps donné, elle est en raison inverse du temps employé à parcourir un espace donné, et en général , elle est égale au rapport de l'espace au temps employé à le parcourir.
Enfin on conclut de la formule [3] :
Le temps employé à parcourir un espace donné est inversement proportionnel à la vitesse; lorsque la vitesse est donnée, le temps est proportionnel à l'espace à parcourir, et en général, le temps est égal au rapport de l'espace parcouru à la vitesse dii mobile.
Chacun de ces théorèmes exigerait une démonstration spéciale plus ou moins développée, si on les abordait directement '^; les formules [1], [2], [3], les rendent évidents pour ïous ceux qui connaissent la valeur des locutions , proportionnelles et inversement proportionnelles. (Voir YArithmétiqtie).
Je citerai encore un exemple. On démontre en géométrie les théorèmes suivants :
V Deux circonférences sont entre elles comme leurs rayons, ou en d'autres termes, il existe entre une circonférence C et son rayon R un rapport constant 277; on a par conséquent la formule
C = 27rR;
2° Deux cercles sont entre eux comme les carrés de leurs rayons ;
3» Un cercle a , pour mesure, le produit de sa circonférence par la moitié de son rayon; en d'autres termes , sa surface S est
mesurée par le produit Cx-^, et l'on a
* Galilée , qui ne faisait pas usage de formules , y a consacré quatre pages , Giornata ier%a, de motu Mqudbili.
EMPLOI DES SIGNES BT DES LETTRES
or, cette dernière formule rend évident le second des théorèmes énoncés , « la surface d'un cercle est proportionnelle au carré de son rayon. » On pourrait donc se dispenser d'en faire un théorème distinct des deux autres, et, surtout, on ne doit pas en donner une démonstration directe.
Si l'on se bornait à énoncer les théorèmes sans en réduire les conséquences en formules , cette dépendance des propositions pourrait rester inaperçue.
Glassiflcation des formules.
4. Les expressions algébriques peuvent comprendre l'indication des six opérations : addition , soustraction , multiplication, division, élévation aux puissances, extraction des racines.
Une expression est ra^ionne//e lorsque aucune extraction de racine n'y est indiquée. Dans le cas contraire, elle est ùrationnelle.
Une expression rationnelle, qui ne contient l'indication d'aucune division , est dite entière. Dans le cas contraire , elle est fractionnaire* •
Une expression , qui ne contient Findication d'aucune addition ou soustraction , se nomme monôme.
Si l'un des facteurs d'un monôme est numérique, il reçoit le nom de coefficient.
Plusieurs monômes ajoutés ou retranchés forment un polynôme, dont il sont les termes. Deux termes d'un même polynôme sont dits semblables , lorsqu'ils ne diffèrent que par le coefficient. Dans ce cas , on peut toujours les réduire à un seul. Par exemple, si l'on avait, dans un même polynôme, les deux termes -f- 7a^b^ — Mb , on pourrait évidemment les remplacer par 2a'&.
Un polynôme composé de deux ou trois termes reçoit le nom de binôme ou de trinôme.
Exemples. va'-f-6'— v/a4-6+c, expression irrationnelle,
"5 — ■ , , expression rationnelle fractionnaire , a —H" o "["C
(a*-f-^* — 0(^'+^*)» expression entière et rationnelle,
lôo'ôVë, monôme dont 15 est le coefficient;
a'4-2a — b\/~c, polynôme.
ADDITION BT SOUSTRACTION.
Addition et soustraction.
IS. Les opérations algébriques se faisant sur des quantités littérales , il est impossible de les exécuter jusqu^au bout, et l'on doit se borner à les indiquer. Aussi le calcul algébrique consiste-t-il, seulement, à transformer une formule en ime autre plus simple, mais équivalente.
Exemple. Quand on substitue a' au produit a^Xa*, ou a-|-ft
à l'expression y/ a* + 2a6 + A«, on fait une opération algébrique , et Ton dit quelquefois , que Ton effectue ainsi le produit de a* par o', ou l'extraction de la racine carrée de
L'addition et la soustraction étant les plus simples des opé« rations, on conçoit qu'il n'y a pas lieu de les simplifier; aussi nous bornerons-nous à faire quelques remarques très-simples sur l'addition et la soustraction des polynômes.
!<* Une somme reste la même dans quelque ordre que l'on ajoute ses parties.
2** Un polynôme ne change pas de valeur, quel que soit l'ordre dans lequel on écrive ses termes. Il est égal en effet, dans tous les cas, à l'excès de la somme de ceux qui sont précédés du signe + sur la somme de ceux qui sont précédés du signe — .
3' Pour ajouter, à un nombre, la somme de plusieurs autres, il suffit de lui ajouter successivement chacun d'eux.
4" Pour ajouter, à \m nombre, la différence de deux autres, il suffit d'ajouter le premier et de retrancher le second du résultat.
5* Pour retrancher d'un nombre la somme de plusieurs autres, il suffit de retrancher successivement chacun d'eux.
6' Pour retrancher 'd'un nombre la différence de deux autres, il faut ajouter le second et retrancher le premier du résulfat.
En effet, une difl'érence ne change pas lorsqu'on ajoute un même nombre c à ses deux termes. L'excès de a sur b — c est donc le même que celui de a-f-c sur 6.
Ces principes s'expriment par les formules suivantes :
[2] a — h-\-c — 6? = c+fl — 6 — d\
[3] a4-(6 + (?4-dO = a4-&+(?-fd;
6. Les principes que nous venons d'énoncer conduisent aux règles suivantes :
Règle d'addition.
Pour ajouter à un nombre, un polynôme quelconque, il faut lui ajouter les termes précédés du signe -)- et retrancher les autres du résultat.
Soit, en effet, à ajouter à P, le polynôme
a — b'\-c — d — « + /*, ce polynôme (5 , 2*) est égal à
{a+c-\-r)-{b + d + e)\ or on a (8 , 4')
c'est précisément ce qu'il fallait démontrer.
Règle de soustraction.
Pour retrancher d'un nombre , un polynôme quelconque , il ' faut ajouter à ce nombre les termes qui , dans le polynôme, sont précédés du signe — , et retrancher les autres du résultat. Soit, en effet, à retrancher de P, le polynôme
ce polynôme (S, 2») est égal à
or on a (», 6*)
c'est précisément ce qu'il fallait démontrer.
Remarque. L'ordre dans lequel on écrit les termes d'un polynôme étant indifférent, on peut énoncer les règles précédentes en disant :
Pour ajouter à un nombre P, un polynôme quelconque , il faut écrire ses différents termes à la suite deP, en leur conservant leurs signes.
Pour retrancher d'un nombre P un polynôme quelconque , il faut écrire ses différents termes à la suite de P en changeant le signe de chacun d*eux.
Énoncé plus simple des résultais précédents.
7. La forme des résultats précédents peut se simplifier à Taide d'une convention très-utile en algèbre, qui consiste à regarder tous les termes d'un polynôme comme ajoutés les uns aux autres, en nommant nombres négatifs ceux qui sont précédés du signe — . Par exemple, on regardera la différence a— 6 comme résultant de l'addition de a avec — b ,
L'expression isolée ( — b) n'acquiert pour cela aucune signification; seulement on dit ajouter — 6 au lieu de dire retrancher b. On convient de même que retrancher — b signifie ajouter ô.
11 serait absurde de chercher à démontrer les formules [1] et [2] :. les définitions ne se démontrent pas. On peut remarquer, cependant, que la convention exprimée par la formule [2] est une conséquence toute naturelle de la première. Si l'on ne faisait pas, en effet, cette seconde convention, en ajoutant et retran-
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chant successivement — b h un nombre, les deux opérations ne se détruiraient pas.
8. Les deux conventions précédentes permettent de réduire la règle d'addition à l'énoncé suivant :
Pour ajouter deux polynômes y il faut ajoutée au premier tous les termes du second , quels que soient leurs signes.
Soient en effet les deux polynômes
a — b-^c et m — n+|î — g, leur somme est
a — b-{'C'\'m — n'\'p — g, ce qui équivaut, d'après nos conventions, à
a — b + c + m + {—n) + p + (—q), résultat conforme à Ténoncé.
9. Les mêmes conventions permettent de réduire la règle de soustraction des polynômes à renoncé suivant :
Pour retrancher un polynôme S! une quantité quelconque A, il suffit de RETRANCHER successivem&at ses différents termes.
Soit, en effet, à retrancher de A le polynôme m — n — p-f g, on a vu (6) que
A — (m — n — p-\-q) = ^ — «w + ^+P — Çl
ou, d'après nos conventions,
ce qui est conforme à l'énoncé.
Remarque. L'introduction des nombres négatifs permet d'énoncer, avec plus de concision, des résultats auxquels cette forme nouvelle n'ajoute absolument rien. Nous verrons que tel est toujours, en algèbre, le but de leur introduction*.
* Les eicplications qui précèdent sont absolument indispensables , elles n'ont rien de commun avec l'emploi des nombres négatifs pour représenter les grandeurs ; nous ne parlerons de cette autre théorie qu'k l'occasion des problèmes du premier degré.
ADDITION ET SODSTRACTIOIf. 11
iO. Si l'on considère une différence a— 6, et que Ton suppose b plus grand que a, l^opération est impossible ; on conyient alors de regarder l'expression a— 6, comme représentant un nombre négatif égal à l'excès de b sur a.
Cette convention est toute naturelle, et en ne la faisant pas on détruirait l'analogie complète qui existe entre les opérations relatives aux nombres négatifs et positib. Soit, en effet, d l'excès de b sur a, a — 6 est égal à a — (a-f-^) ; si donc on applique la règle de soustraction (9) , on aura
a — b = a — {a-\'d}=ra — a — d=z — d= — (b — a).
Remarque. Nous prouvons ainsi qu'il est naturel de faire la convention en question, mais nous ne démontrons pas la formule a — 6= — (6— a). Notre raisonnement, en effet, est fondé sur Tapplication d'une règle de soustraction, qui, jusqu'ici, n'a de sens que pour des soustractions possibles; il est naturel et commode de l'étendre à tous les cas, mais cela n'en est pas moins arbitraire.
ii. La convention que nous venons de faire permet de généraliser des résultats que Ton devrait sans cela énoncer avec restriction ; on a, par exemple,
C'\-a — ft = c+(a — b).
Cette formule est évidente lorsque a est plus grand que b. Notre convention la rend vraie dans tous les cas, car si a est moindre que ft, on a (a — 6) = — (6 — a), et par suite
On verra de même que la formule
devient vraie, par suite de nos conventions, lors même que c est moindre que a.
12. Remarque. Dans les questions d'algèbre, aei b désignent des nombres indéterminés et l'on ne sait pas quel est le plus
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grand ; on comprend dès lors, combien il est important que les formules s'appliquent indifféremment à tous les cas et quelle est par conséquent Tutilité des conventions relatives aux nombres négatifs.
RËSUMË.
I . Le caractère de Falgèbre consiste en ce que l'on y étudie les opérations, indépendamment des nombres sur lesquels elles s'exécutent. — 2. Ce que Ton entend par formule algébrique. — 5. Divers avantages de l'emploi des formules : elles sont beaucoup plus simples à écrire que les théorèmes qu'elles expriment, et font souvent apercevoir, d'un coup d'œil, des conséquences qui exigeraient sans elles, une démonstration à part. Quelques exemples. — 4. Classification des formules ou expressions algébriques en rationnelles et irrationnelles, entières ou fractionnaires, monômes ou polynômes ; ce que c'est qu'un coefficient ; ce qu'on entend par termes semblables d'un polynôme. — 5. Addition algébrique: une somme reste la même dans quelque ordre que Ton ajoute les parties ; pour ajouter à un nombre la somme de plusieurs autres , il suffit de lui ajouter successivement chacun d'eux ; pour ajouter à un nombre la différence de deux autres, il suffit d'ajouter le premier et de retrancher le second du résultat. Pour retrancher d'un nombre la somme de plusieurs autres , il suffit de retrancher successivement chacun d'eux ; pour retrancher d'un nombre la différence de deux autres , il faut ajouter le second et retrancher le premier du résultat. Formules qui expriment ces principes.— 6. Règle générale d'addition et de soustraction des polynômes. — 7. Introduction des nombres négatifs pour simplifier l'énoncé des résultats précédents, ce qu'on entend par ajouter et retrancher un nombre négatif — 6, les conventions sont faites de telle sorte, qu'en ajoutant et retranchant successivement — 6 les opérations se détruisent. Ces conventions permettent de regarder tous les termes d'un polynôme, quels que soient leurs signes , comme ajoutés les uns aux autres. — 8. Règle générale d'addition. — 9. Règle générale de soustraction. L'énoncé de ces règles se trouve simplifié par les conventions précédentes. — 10. L'expression a — 6, lorsque b est plus grand que a, représente, par définition , un nombre négatif —(6— a). — Comment l'on est conduit à faire cette convention. — il. Quelques formules qui deviennent générales si l'on adopte la convention précédente. — 12. Il est trèsimportant que les formules d'algèbre ne changent pas avec la valeur des lettres, car cette valeur n'étant pas fixée, on ne saurait jamais sans cela, si l'on doit les appliquer.
EXERCICES
I. b il k
Deux courriers parcourent la ligne OÂ. Au départ, ils sont situés en A et B, à des distances a et 6 du point 0 ; ils s'éloignent avec des vitesses v et t/. Trouver des formules pour exprimer, après le temps ^ la distance des deux courriers, et la distance (lu point 0 au milieu de la droite qui les joint.
II. Vérifier la formule
(a+6)«— (a— 6)*=4a6 Montrer son identité avec
m. Sur un chemin de fer, lorsque la vitesse de convoi est constante, la traction que'doit développer la locomotive se compose des frottements des roues de wagon sur les rails, et de la résistance de l'air. Le frottement est indépendant de la vitesse et proportionnel au poids total du train. La résistance de l'air est, au contraire, indépendante du poids du convoi et proportionnelle au carré de la vitesse. Le frottement ayant une valeur connue F, pour un convoi dont le poids est P, et la résistance de Fair étant R lorsque la vitesse est V, trouver une formule qui exprime la traction lorsque le poids est P' et la vitesse V.
IV. Trois vases contiennent des mélanges d'eau et de vin : le premier, a litres d'eau, b litres de vin ; le second a' litres d'eau, b' litres de vin; le troisième, o" litres d'eau, b" litres'de vin. On prend la moitié du liquide contenu dans le premier vase, et on le verse dans le second ; puis le tiers du liquide qui se trouve alors contenu dans celui-ci , et on le verse dans le troisième. Trouver une formule qui indique la quantité d'eau et celle de vin contenues dans chaque vase après ces opérations.
V. Deux vases de capacité v et v' sont pleins, l'un d'eau, l'autre de vin. On remplit à la fois, dans ces deux vases, deux nouveaux vases de capacité U, et l'on verse dans v ce qui a été pris dans t/y et réciproquement. On recommence trois fois cette
opération. Trouver une formule qui exprime la quantité de vin contenue dans chacun des vases.
VI. Si l'on fait commencer l'année au !•' mars , prouver que le rang qo*ocçupe , parmi les jours de l'année , le m* jour du (n-{-l/ mois est représenté par la formule
m-\-Ztn — p,
p étant le plus grand nombre entier contenu dans la fraction
VII. On mélange H hectolitres d*eau-de-vie à D degrés avec H' hectolitres à D' degrés ; on demande le degré et le prix du mélange. On sait que le degré indique combien il y a de parties d'alcool sur cent d'eau-de-vie et que le prix de l'hectolitre étant P quand le degré est N , augmente ou diminue d'une quantité a pour chaque augmentation ou diminution d'une unité dans le degré.
CHAPITRE II
MULTIPUCATIOIV ACGË BRIQUE.
MuIU|)lication des monômes.
13. Pour multiplier deux produits de plusieurs facteurs , il faut former un produit unique composé des facteurs qui entrent dans chacun d'eux.
Dans un produit unique, on peut remplacer deux ou plusieurs facteurs par leur produit effectué (voy. Y Arithmétique).
D'après le premier de ces deux principes, le produit de deux monômes entiers est égal à un monôme qui contient les facteurs de l'un et de l'autre ; par exemple :
5aWc X ia^b^e =6.a*.d^.cA. a*. bK e.
En vertu du second des principes énoncés , on peut , dans le résultat, remplacer 5 et 4 par leur produit 20 , a* et a* par leur produit a* (voy. Y Arithmétique) ; en sorte que le produit des deux monômes considérés est
La méthode €St g&érale, et conduit à la règle suivante .
Le produit d$ deuw monômes entiers s'obtient en multipliant les coefficients entre eux^ donnant à chaque lettre commune aux deux fMmomes ( comme a dans l'exemple précédent ) un exposant égal A la somme de ceux dont il est affecté dans chacun d'eux ^ et prenant les autres lettres comme facteurs , sans changer leurs exposants,
i4. Ce qui précède permet de faire la multiplication d'un nombre quelconque de monômes. Il sufQra, en effet, de multiplier les deux premiers , puis le produit , qui est un monôme i par le troisième, et ainsi de suite.
MULTIPLICATION ALGÉBRIQUE
Multiplication des polynômes.
iS. Le produit de deux polynômes peut toujours être remplacé par.un,polynome unique, dont nous allons indiquer la loi de formation , et que Ton nomme souvent leur produit effectué.
Nous commencerons par former le produit d'un polynôme o+&+^» V^^ ^^ nombre quelconque m et, pour plus de clarté, nous distinguerons plusieurs cas.
1" m est entier. L'opération revient alors à ajouter m polynômes égaux à a-j-ft+^ ^t, d'après la règle d'addition, le résultat contient chaque terme pris avec son signe et répété m fois , on a donc
(a+6 — c)w = wa-j-m& — me.
2" m est fractionnaire de la forme - (p étant entier). L'opération revient à diviser le polynôme par p et le résultat est évi-
deniment
Cl .b c
car cette expression multipliée par le nombre entier jp reproduit, en vertu de la règle précédente, a + ô+c.
On voit que le produit peut s'écrire, comme dans le cas précédent,
ma-\'mb — ^c.
3" m est fractionnaire et de la forme -. Le produit doit alors
contenir p fois la q"^ partie du multiplicande; et pour l'obtenir il faut diviser le multiplicande par q et multiplier le résultat par p.
Le multiplicande divisé par q , devient
et le produit de ce résultat par p, est
pa , pb pc 'Tr\ "7" "^ T" >
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c'est-à-dire ma + wft + *«(? ;
donc, dans tons les cas , pour multiplier un potynovie par un nombre quelconque , il faut multiplier chaque terme séparément par ce nombre^ en lui conservant le signe qu'il avait primitif vement.
16. Nous pouvons, actuellement, nous occuper de la multiplication des polynômes.
Considérons deux polynômes dont tous les termes soient séparés par le signe -f .
Soit
à multiplier par
a,bj Cf Pyq\ r désignant des nombres quelconques qui peuvent être eux-mêmes représentés par des expressions algébriques plus ou moins compliquées.
Pour multiplier p+g-j-r par un nombre quelconque, il faut d'après ce qui précède, multiplier ce nombre par p, puis par 9, puis par r, et ajouter les résultats; par conséquent on a
(p+g+rXa+b+c)={a-\.b + c)p+ia+b+c)q-\-{a'\-b+c)r]
mais pour multiplier par p une somme a-f- b-^-c^ il faut, comme on Ta vu, multiplier chaque partie par p, on a donc
{a-\'b'\-c)p=::ap'\-bp-\-cpf
et de même
{a+b+c)q^aq+bq+cq ,
(a-f-ft4-(?)r=ar-}-ôr-|-(T :
et par suite
(a'\-b'{-c)(p'^q-\'r) = ap+bp+cp+aq + bq-\-cq
'\-ar'\'br'\'cry
résultat que Ton peut énoncer ainsi :
Le produit de deux polynômes, dont les termes sont positifs, est égal à la somme des produits obtenus en multipliant tous les termes du multiplicande par tous ceux du multiplicateur.
17*. Supposons maintenant que les deux polynômes à multiplier^ contienneoit des termes précédés du signe — .
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Désignons par A l'ensemlJe des termes qui sont précédés du signe ~f dans le multiplicande, et par B l'ensemble de ceux qui sont précédés du signe — ; par P et Q les sommes analogues dans le multiplicateur; il faul multiplier
par
A, B, P, Q étant quatre polynômes à termes positifs. Or, pour multiplier une différence P— Q par un nombre quelconque , il faut, comme on Ta vu(iS), multiplier ce nombre par P, puis par Q , et retrancher las résultats, on a donc
mais on a comme on l'a yu (15)
A^B)P— (A— B;Q=:PA— PB— QA+QB
Telle est donc l'expression du produit demandé.
PA , PB , QA , QB sont des produits de polynômes à termes positifs; on les effectuera comme il a été dit (16). 11 est évident que le résultat contiendra le produit de chaque terme du multiplicande par chaque terme du multiplicateur, chaque produit étant affecté d'un signe déterminé par les règles suivantes :
Les termes provenant de PA et de QB , c'est-à-dire du produit de deux termes précédés du signe -f ou de deux termes précédés du signe — , sont précédés du signe + .
Les termes provenant de PB et de QA, c'est-à-dire du produit de deux termes précédés de signes différents , sont précédés du signe — .
Manière plus simple d'énoncer les résultats précédents.
L'énoncé des résultats précédents se simplifie si Ton
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considère, ainsi que nous Favons déjà fait (7), les termes qui sont précédés du signe — , comme des nombres négatifs ajoutés aux termes précédents, et en adoptant, en outre, les définitions suivantes :
Le produit d'un nombre négatif — a par un nombre positif
ft, est — (aX&).
Le produit de deux nombres négatifs — a et — b est aXb.
D'après ces conventions , la règle de multiplication peut s'énoncer en disant : le produit de deux polynômes s'obtient en multipliant tous les termes du multiplicande par tous ceux du multiplicateur ^ et ajoutant les résultats obtenus.
Soit , par exemple , à multiplier
par c— d,
le produit est (i7),
ac — bc — ad+M,
ou, d'après nos conventions ,
ce qui est bien la somme des produits obtenus en multipliant les termes a et — 6 du multiplicande par les termes c et — d du multiplicateur.
19. Remarque I. II n'y a pas lieu de chercher à démontrer les formules
(-a) (6) =— aé, (_a)(-6)=a6,
elles expriment des définitions. Ces définitions permettent de renfermer sous un seul énoncé , les différents cas qu'il fallait distinguer, dans la règle de multiplication des polynômes.
sot RiMARQUE n. On a vu (17) que
[1] (A— B)(M— P)=AM— AP— BM+BP.
La démonstration supposait que A et M fussent respectivement plus grands que B et P ; les conventions que nous venons de faire rendent cette formide vraie, dans tous les caSé
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Supposons , en effet , que Tun des facteurs soit négatif; que Ton ait, par exemple :
A— B étant négatif et égal (10) à — ( B — A ), on a, d'après nos conventions,
(A--B)(M— P)=-(B-A)(M— P)=-(BM-BP— AM+AP)
= -BM-fBP + AM— AP,
ce qui coïncide, à l*ordre des termes près, avec la formule [1]. Supposons maintenant que les deux différences A--B et M— P i^oient négatives; leur produit sera (18) le même que si elles étaient prises positivement, et Ton aura
(A — B)(M-.P) = (B-A)(P— M)=BP — BM — AP+AM,
ce qui est encore conforme à la formule [l].
îii. Remarque III. Nous représenterons dorénayant un polynôme quelconque , de quelques signes que soient ses termes , par une expression de la forme
tty b, c^ py q, r désignant des nombres positifs ou négatifs.
Exemple. La formule
qui résulte immédiatement de la règle de multiplication, est \raie, par cela même, quels que soient les signes des quantités désignées par a et b. On peut donc supposer que b y représente un nombre négatif— b'. Cette formule devient alors
{a—b')*=a^+2a{'-'b') + {—by=a*—2ab'-\-b'K
Les formules qui donnent le carré d'une somme et celui d*une différence se trouvent ainsi ramenées à une seule.
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expriment des conventions faites en supposant que a et 6 soient des nombres positifs ; mais il est facile de voir que , p«ir suite des mêmes conventions , ces formules ne cessent pas d*ayoir lieu lors même que a et 6 désignent des nombres négatifs.
La première formule peut, en effet, s'énoncer de la manière suivante :
Siy dans un produit^ on change le signe de l'un des facteurs^ le produit change de signe sans changer de valeur.
Et la seconde formule peut s'énoncer en disant :
Si, dans un produit j on change les signes des deux facteurs^ le produit ne change ni de signe ni de valeur.
Or, nos conventions rendent ces deux propositions évi*^ dentés.
fis. Rkmarqub y. Lorsque, dans un produit de plusieurs facteurs, quelques-uns sont négatifs, le produit se définit comme en arithmétique : c'est le résultat obtenu en multipliant le premier facteur par le second ; puis le produit effectué par le troisième facteur ; puis le résultat par le quatrième, et ainsi de suite. Il suit de là que le produit aura même va-* leur absolue que si tous les facteurs étaient regardés comme positifs. Il sera précédé du signe -f 9 si le nombre des facteurs négatifs est pair , et du signe — s*il est impair : pour le démontrer, remarquons que Ton peut toujours introduire -j- 1 comme premier facteur. Dans les multiplications successives que l'on aura à effectuer pour former le produit, le signe qui, d'après cela, est d*abord -f» changera autant de fois qu'il y a de facteurs négatifs; or il est évident qu'il redeviendra -j- si le nombre des changements est pair, et — dans le cas contraire;
Il résulte évidemment de ce qui précède, que les puissances paires d'un nombre négatif sont positives, et les puissances impaires négatives.
fi4. Si l'on nomme quotient de deux nombres A et B , un troisième nombre qui, multiplié par le diviseur B reproduise le dividende A, il résulte évidemment des conventions précédentes que la valeur absolue du quotient de deux nombres ne dépend pas de leurs signes, et que ce quotient est positif si \% dividende et le diviseur ont le même signe, et négatif dans le cas contraire.
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Mulliplication d'un nombre quelconque de polynomei .
28. Pour faire le produit d'un nombre quelconque de polynômes, il faut d'abord multiplier le premier par le second , puis le résultat par le troisième, et ainsi de suite. Le produit effectué de deux polynômes étant toujours un polynôme, il suffira, quel que soit le nombre des facteurs, de savoir multiplier deux polynômes l'un par l'autre.
Soient Pi, Pt, Ps, P4 les différents polynômes dont on veut former le produit; en multipliant Pi par Pt, on obtiendra un produit Qi dont les termes sont (18) les produits de tous les termes de Pi par tous ceux de Pi ; on multipliera Q i par Pj » et on obtiendra un produit Qi, qui sera la somme des produits de tous les termes de Qi par tous ceux de Ps; c'est-à-dire, la somme de tous les produits de trois facteurs obtenus, en prenant un facteur parmi les termes de Pi , un parmi les termes de Ps et un enfin parmi les termes de Ps. Qt sera ensuite multiplié par P*. Le résultat Qs de cette multiplication sera la somme des produits des termes de Qî par ceux de P4 ; c'està-dire, de tous les produits de quatre facteurs pris respectivement dans les polynômes Pi , Pj , Ps , P4 . On pourra continuer indéfiniment le raisonnement, et l'on verra que le produit des polynômes Pi, P2, Ps, ... Pn, «5^ la somme de tous les produits de n facteurs formés avec un terme de Pi , un terme de Pi , un terme de P3, ... et un terme de Pn.
Produit de deux polynômes ordonnés par rapport à une lettre.
26. On dit qu'un polynôme est ordonné par rapport à une lettre, lorsque les termes sont placés dans l'ordre de grandeur des exposants de cette lettre; de telle sorte qu'en les considérant depuis le premier jusqu'au dernier les exposants aillent tous en diminuant ou tous en augmentant.
Exemple . Soc!^-\-3x''-\-%x^—x — l
est un polynôme ordonné par rapport à x.
Remarque I. Si la lettre par rapport à laquelle on ordonne
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entrait dans plusieurs ternies avec le même eiposant, on réunirait ces termes en un seul et on regarderait cette 'puissance de la lettre ordonnatrice comme ayant pour coefficient la somme des facteurs qui la multiplient dans ces différents termes.
ExsMPii. Pour ordonner le polynôme par rapport à a, on récrira de la manière suivante :
Rbmarque II. L*exposant de la lettre ordonnatrice dans un terme se nomme le degré de ce terme. Le degré d*un polynôme est celui du terme du plus haut degré qu'il contienne.
Il n'y a rien à changer h la règle de multiplication lorsqu'on veut l'appliquer à deux polynômes ordonnés suivant les puissances d'une lettre. Nous placerons seulement ici une remarque relative à la forme du résultat.
Lorsque le produit sera formé, on pourra diminuer le nombre de ses termes, en réunissant ceux qui sont semblables (4) ; mais on peut montrer, et cette remarque est très-importante, que deux termes au moins du produit subsisteront sans réduction. Ces deux termes sont, le produit du premier terme du multiplicande par le premier terme du multiplicateur, et le produit du dernier terme du multiplicande par le dernier terme du multiplicateur.^
Il est évident, en effet, que le premier de ces produits contiendra la lettre ordonnatrice à une puissance plus élevée, et le second à une puissance moins élevée que tous les autres. Ils ne pourront donc pas se réduire avec eux, tant que la lettre ordonnatrice restera indéterminée.
Exemple. Si on multiplie
par a?— 1,
le terme a^ et le terme — 1 qui proviennent de la multiplication des premiers termes entre eux, et des derniers termes entre
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eux, ne se réduiront avec aucun autre. Si on effectue le produit, on voit qu'il se réduit à ces deux seuls termes, les autres se détruisant deux à deux.
27. Le produit de deux polynômes est, d'après ce qui précède, composé de deux termes au moins. Si les polynômes contiennent plusieurs lettres, on pourra les ordonner successivement par rapport à chacune d'elles, et en appliquant la remarque précédente on obtiendra un certain nombre de termes qui devront subsister sans réduction dans le produit. Si, par exemple, on multiplie les deux polynômes suivants, ordonnés par rapport à a
Les termes a*Xa% 6*Xa6* devront subsister sans réduction dans le produit. Si l'on ordonne les mêmes polynômes par rapport à 6, les premiers termes sont aW et a'6^ et les derniers o* et o*; les deux termes aWxaW el a^Xo* devront donc subsister sans réduction dans le résultai. Le terme a*Xa* se présente, comme on voit , de deux manières différentes, et nous avons seulement trois termes distincts qui, dans le résultat, ne peuvent éprouver aucune réduction .
RÉSUMÉ
15. On rappelle deux théorèmes démontrés en arithmétique : \° Pour multiplier deux produits Tun par l'autre, il suffit de former un produit unique avec les facteurs qui entrent dans chacun d'eux; 2"* Dans ce produit unique on peut remplacer deux ou plusieurs facteurs par leur produit efiFectué. — Règle de multiplication des monômes. — 14. Ce qui précède permet de multiplier un nombre quelconque de monômes. — i6. Multiplication d'un polynôme par un monôme. — 16. Multiplication de deux polynômes à termes positifs. — 17. Cas où les polynômes contiennent des termes précédés du signe — . — 18. Expression plus simple des résultats précédents, en regardant les termes précédés du signe — comme des nombres négatifs ajoutés aux termes qui précèdent, et en adoptant des conventions convenables sur le produit de deux nombres négatifs ou d'un nombre négatif par un nombre positif. — 19. Il n'y a pas lieu de chercher à démontrer les conventions relatives au produit des nombres négatifs;
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ces conveutions sont arbitraires : il y a seulement un avantage de simplicité à adopter celles que nous avons choisies. — 20. Ces conventions ont en outre l'avantage d'étendre la formule de multiplication de deux polynômes au cas où Tensemble des termes négatifs l'emporte sur celui des termes positifs. — 21 . Quels que soient les termes d'un polynôme, on peut le considérer comme une somme de termes dont quelques-uns sont négatifs ; on peut de cette manière réduire à une seule les deux formules qui donnent le carré d'une somme et le carré d'une différence. — 22. Les formules ah = (—a) (- 6), a(— 6)= — ab, sont vraies, quels que soient les signes des nombres représentés par a et 6. ^ 23. Remarque sur le signe d'un produit de plusieurs facteurs. — 24. Définition de la division quand le dividende et le diviseur ne sont pas tous deux positifs. — 25. Multiplication d'un nombre quelconque de polynômes ; le produit est la somme des produits que l'on peut faire en prenant pour facteur un terme de chaque polynôme. — 26. Ce qu'on entend par polynôme ordonné par rapport à une lettre. La règle de multiplication est ht même , seulement il y a souvent réduction entre des termes semblables ; mais on remarque que deux termes au moins du produit ne peuvent se réduire. — 27. Quand les polynômes contiennent plusieurs lettres, la règle précédente fait quelquefois connattre plus de deux termes du produit qui ne peuvent se réduire.
EXERCICES
I. Le carré d'un polynôme est égal à la somme des carrés des termes, plus deux fois la somme de leurs produits deux à deux.
II. Le cube d'un polynôme est égal à la somme des cubes des termes, plus trois fois la somme des produits de Tun des termes par le carré d'un autre, plus six fois la somme des produits des termes trois à trois.
-^-iaq — bp'\'Cs — dr)*-\'(ar — cp-{-dq — bs)* -{-(ôr — cq-^-as — dp)*,
A'D*— 3B*G' + 4AC'+ 4DB»— 6ABCD
Prouver, en outre , que si on forme des nombres A', B', C, D', exprimés en A , B , G , D comme ces derniers le sont eux-mêmes en a, 6, c, d, on aura
^'===~===^===~==(a«d»— 36V+4ac»+4rf^^
VU. Si l'on pose
X = b& + cV-\-aa\ B = ay + 6a'+< C = ac?' + co' + 66',
on a (a + 6 + c)(a' + 6' + 0 = A4-B + C,
(a« + 6* +c»— «6— (w—hc) («'•+ 6'*-t-c'«-^a'6'— «V— 6V) =,A« + B«-fC*— AB--AC — BC,
(û»4.6«-fc»— 3a6c)(a"+6'»+c'»— 3a'6V)=:A'+B»+C'— 3ABC,
Vni. a, b^ c ... ky l^ désignant des nombres quelconques, on a
ab(a+b) + («+6) c (a+6+c) ^' (a+ô+c) <^ (a+ 6+(?+d) + . . .
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XVII. Vérifier que
( J — ay^'Xl— a:**-^j(l— ar-*). . .(1— a?*>->)
(1— a;)(l— J?*)...(l— af-***) _(i^x"'-0(l— •a:^')...(l— 3?*"-p-*)
~" (1— a?Xl— a?«)...(l— i»P+0
■^ (1— a?Xl— aj')...(l— «"J '
XVni. Vérifier la formule
15aî*(y«— ^«)«+15y«(j?«— 2V+I5s«(a:«— yV4-i»*(2^— y'— -57 4-yi(2y»— a;«— 2«)*4-5'(2s«— a:»— y»)«=4(x«-i-y«4-'5*)'— 108a?VV.
CHAPITRE III
Division des monômes.
\. Pour diviser deux monômes l'un par l'autre, on doit , dans le plus grand nombre des cas, se borner à écrire le dividende au-dessus du diviseur en les séparant par une barre horizontale.
ExEtfPLB. La division de cfb par é^d donne pour quotient
et il est absolument impossible de simplifier le résultat tant que a, (,c, d restent indéterminés.
29. Il arrive cependant quelquefois qu'après avoir indiqué l'opération comme nous venons de le faire, on trouve des facteurs communs aux deux termes de la fraction obtenue, et Ton peut alors supprimer ces facteurs.
Exemple. Soit AOo^bcf^h^ à diviser par 35/yA*6*; le quotient
40a*ftg/»A* 36/»y*AW
peut se simplifier ; il suffit de supprimer, en effet, les facteurs 5) i, r et A* communs aux deux termes, et il reste
RsMÀftQUK. Quand une fraction à termes monômes a été réduite autant que possible, aucune lettre ne doit figurer à la fois dans ses deux termes , car alors on pourrait la supprimer autant de fois qu'elle se trouve dans le terme où elle a le moindre exposant.
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On voit qu'une lettre a qui entre dans le dividende avec Texposant m , et dans le diviseur avec Fjexposant n , entre au quotient avec un exposant égal à la différence des deux nombres m et n. Cette règle souffre cependant une exception. Si l'on a m = ny la lettre a disparait du quotient. On conserve à l'énoncé toute la généralité en faisant la convention que a® représente l'unité, et disant alors, dans ce cas, que a figure dans l'expression avec l'exposant 0, différence des deux nombres égaux m et n. Nous donnerons, du reste, plus loin de plus grands détails sur cette convention , qui se lie à la généralisali<Mi des exposants , dont nous aurons à nous occuper dans un ehoidtve suivant.
Des divisions qui peuvent s'effectuer.
50. Dans un grand nombre de cas , pour indiquer la division de deux polynômes, on se borne à les séparer par une barre horizontale , et il est impossible de transformer l'opération en une autre plus simple.
Lorsque cependant le dividende et le diviseur contiennent une même lettre, on peut, quelque fois^ mettre leur quotient sous la forme d'un nouveau polynôme. Nous supposerons ici que les polynômes soient ordonnés suivant les puissances décroissantes d'une même lettre, et nous chercherons, s'il est possible y à représenter leur quotient par un polynôme ordonné de la même manière : c'est ce qu'on appelle effectuer la division.
Le procédé de division repose sur les théorèmes suivants :
51. Théorème I. Si deux polynômes sont ordonnés suivant les puissances décroissantes d*une même lettre ^ et que le quotient de leur division soit égal à un polynôme ordonné de la même manière, le premier terme de ce quotient est le quotient de la division du premier terme du dividende par le premier terme du diviseur.
Le quotient, multiplié par le diviseur, doit, en effet, reproduire le dividende ; or, le premier terme du produit de deux polynômes provient, sans réduction (26), du produit des premiers termes de chacun d'eux. Le premier terme du dividende est donc le produit du premier terme du quotient par le premier terme du diviseur, et le premier terme du quotient résulte, par
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conséquent, de la diTision du premier terme du dividende par le premier terme du diviseur.
On peut remarquer (24) que le premier terme du quotient sera positif ou négatif suivant que le premier terme du dividende et le premier terme du diviseur auront ou n'auront pas le même signe.
58. Théorème II. Si Von multiplie le diviseur par le premier terme du quotient^ que Von retranche le produit du dividende^ en obtiendra un reste qui, divisé par le diviseur, donnera pour ré' siUUU V ensemble des autres termes du quotient.
Le dividende est égal, en efTet, au produit du diviseur par le quotient. Si donc on en retranche le produit du diviseur par un des termes du quotient, le reste sera le produit du diviseur par la somme des autres termes du quotient : cette somme sera, par suite, le quotient de la division du reste par le diviseur.
55. Les deux théorèmes précédents permettent de faire une division quelconque, car ils donnent le moyen de trouver le premier terme du quotient, et ramènent la recherche de tous les autres à une division nouvelle. Les mêmes théorèmes appliqués à cette division nouvelle permettent de trouver le premier terme du nouveau quotient, c'est-à-dire le second du quotient cherché, et de ramener la recherche des suivants à une troisième division, et ainsi de suite.
54. Remarque. Les raisonnements qui précèdent supposent, essentiellement, que le quotient puisse s'exprimer par un polynôme. On peut voir, du reste, que le procédé auquel ils conduisent apprendra, dans tous les cas, si réellement il en est ainsi. La condition nécessaire et suffisante est que Fun des termes du quotient, multiplié par le diviseur, donne un produit précisément égal au dividende partiel qui Ta fourni. !• Celle condition est nécessaire, car après avoir trouvé tous les termes du quotient, et retranché successivement du dividende le produit de chacun d'eux par le diviseur, on doit trouver un reste nul. 2* Cette condition est suffisante, car si elle est rempUe, le dividende est égal à la somme des produits du diviseur par les termes trouvés au quotient, puisque, en en retranchant successivement ces produits, il ne reste rien.
Dans le cas où les opérations ne doivent jamais s'arrêter, il est important d'examiner comment on pourra s'assurer qu'il en est ainsi, et, à quel moment, on peut affirmer qu'aucun polynôme ne peut représenter le quotient. Remarquons, pour y parvenir, que, lorsqu'une division peut s'effectuer, le dividende étant le produit du diviseur par le quotient, le dernier terme du dividende est le produit du dernier terme du diviseur par le dernier du quotient. De là résulte, que Ton peut déterminer, immédiatement, le dernier terme du quotient, en divisant le dernier terme du dividende par le dernier du diviseur. Lors donc qu'en formant les termes successifs du quotient, on en trouvera un de degré moindre que le terme ainsi calculé, on pourra affirmer que l'opération ne se termine pas.
55. Exemple. Soit à diviser a?* +6^+^^ — ix^-^-x — 1 par x^-\-x — 1, on écrira, comme il suit, le diviseur à la droite du dividende, en les séparant par une barre verticale
x'^+bx^+l
Le premier terme du quotient est a?*, quotient de la division de x^ par a^.
On multiplie le diviseur par x^, et Ton retranche le produit du dividende, en soustrayant chaque terme du produit, du terme de degré égal, dans le dividende, au fur et à mesure que l'on fait la multiplication. On trouve, ainsi, pour reste, un premier dividende partiel
Le second terme du quotient est 6a^, quotient de la division de 6a?* par ic*.
Si on multiplie 5x^ par le diviseur, et que l'on retranche le produit du dividende partiel, on obtient pour reste un second dividende partiel x* + x—l.
Le troisième terme du quotient est 1, quotient de la division de x^ par a^. Si on multiplie le diviseur par 1, et que Ton retranche le produit du dividende partiel précédent, on obtient
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pour reste 0. La division se fall donc exactement, et le quotient
est ar'+S^ + l'
Exemple II. Diviser a:*H-6«*+2a;» par a^-f-a:.
a^-^-Aa^
Le premier terme du quotient est x*, quotient de la division de sd^ par a?. On multiplie a?* par le diviseur, et Ton retranche le produit du dividende : le reste est
4a?*, divisé par a;*, donne pour quotient 4a^, qui devrait être le second terme du quotient. Hais, sans aller plus loin, on voit que l'opération ne réussira pas, car le dernier terme du quotient (34) devrait être le quotient de la division de 2a:* par x^ c'est-à-dire 2a:", et, par suite, s'il existe un quotient exact, le terme 4a:* ne peut en faire partie *.
36. Remarque. Les règles précédentes ne supposent nullement que les puissances de la lettre ordonnatrice aient des coefficients numériques. Ces coefficients peuvent être littéraux et même composés de plusieurs termes, sans qu'il y ait rien à changer aux règles ou aux raisonnements.
Exemple. Diviser
a:*-K«*— 2c:*)a:*— (a*— <?*)a;*— il'— 2aV— aV par a^—a*—€^,
(2a*-c*)a:*-(a*— c*Ja:*-a^-2aV-aV I a?'+(2a'-c:')a:*+o*4-aV. (a*+/»V)a;«— o«— 2oV— aV
Le premier terme du quotient est le quotient de la division de «• par a:*, ou a:*. On multiplie x* par le diviseiu*, et l'on retranche le produit du dividende : il reste
(2a«— c»)a:*— (a*— c*)a:*— a«— 2oV — aV.
Le second terme du quotient est (2a"— c*) a:", quotient de la divi-
* Ici se termine l'exposition sommaire de la théorie de la division demandée MX élèves 4e logique par les programmes des lycées.
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sion de (iû* — c*j a:* par x". On multiplie le diviseur par (ia^— <^>r*, et l'on retranche le produit du dividende : il reste
Le troisième terme du quolient est a^-f~^'^9 quotient de la division de (a*-|-aV)x* par a^. Le produit de a*4-aV par le diviseur étant retranché du dernier dividende partiel laisse pour reste 0; la division se fait donc exactement et le quo* tient est
Exemple II. Soit à diviser (a* -6*) ar*-f (a*6»— a«ô«— a*ô— 6^«) x'^- (a*6*— a*Ô«-f.a»6*+6«+a«; x^
par (a* + 6") a:* — a^bx -f- a*.
Le premier terme du quotient est
en continuant l'opération, on verra que le calcul de chaque terme du quolient exige la division de deux polynômes algébriques ordonnés par rapport à o, le diviseur étant toujours a« -]1 6«, et Ton trouvera, en effectuant les calculs, que le quotient est
Des divisions qui ne peuvent se faire exactement.
57. Lorsque deux polynômes n'ont pas pour quotient un troisième polynôme, on dit qu'ils ne sont pas divisibles Fun par l'autre. On peut néanmoins, dans ce cas, donner, en général, à l'expression de leur rapport, une forme plus simple que celle qui résulterait de la seule indication de l'opération. Nous allons démontrer, en effet, le théorème suivant :
Si deux polynômes entiers ket^ contiennent une même lettre a?,
on peut toujours mettre le rapport g sous la forme d'un poly-
nome Q entier par rapport à x, augmenté d'une fraction g ayant
même dénominateur que 5 et pour numérateur un polynôme R de
degré moindre en x que B.
Appliquons, en effet, aux deux polynômes A et B, la méthode de division exposée (55), jusqu'à ce que Ton trouve un reste de degré moindre que B. On obtiendra, au quotient, différents termes dont aucun ne contiendra x en dénominateur, car les dividendes partiels qui les fournissent sont tous de degré supérieur à B, et leur premier terme contient, par suite, x à un degré plus élevé que le premier terme de B.
Soit Q l'ensemble des termes obtenus lorsque l'on parvient à un dividende partiel, R, de degré moindre que B. R est ce qui reste du dividende A , lorsqu'on en retranche successivement le produit de B par les divers termes de Q; il est donc égal à A— BQ, et Ton a
A=BQ+R, d'où 1= Q+gî
le quotient ^ est donc mis sous la forme annoncée*
On peut prouver, de plus, que la transformation précédente ne peut se faire que d'une seule manière. Si , en effet , Ton avait à la fois
B "^B ' on en conclurait, en retranchant
ou (R-R')=(û'— Q)B;
or, cette dernière égalité est impossible , car le premier membre contient x à un degré moindre que le second, puisque R et R' étant, par hypothèse, de degrés moindres que B, il en est de
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même de leur difTérence, et le produit de B, par le polynôme Q'— Q, entier par rapport à x, est au moins, de fnême degré
que B.
Remarque. Si Â renfermait a; à un degré moindre que B, le quotient Q serait égal à zéro, et le dividende A serait lui-même le reste.
Exemples. On trouve, par la méthode précédente,
— ïr=3 — ==^'+^ + ïi=3'
Remarque. Quand ou applique au quotient de deux polynômes A et B la transformation précédente, on donne au polynôme entier Q le nom de quotient entier, et au numérateur R
de la fraction ^ celui de reste de la division.
58. Nous avons prouvé que les deux polynômes A et B étant ordonnés par rapport à une même lettre a?, le quotient entier et le reste ne peuvent avoir qu'une seule forme (57). Mais si Ton change la h4tre ordonnatrice, les mêmes polynômes peuvent conduire à un nouveau quotient et à un nouveau reste. Si on considère, par exemple, la fraction
en ordonnant par rapport à x, on trouve pour quotient a^ — y', et pour reste 2y*. Si l'on ordonnait au contraire par rapport à y, on trouverait pour quotient y*— a?*, et pour reste 2:r*, en sorte que Ton a
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Division des polynômes ordonnés suivant les puissances crolssaotes
d'une lettre.
59. Il arrive dons certains cas, qu*au lieu d'ordonner les termes d'un polynôme suivant les puissances décroissantes de la lettre ordonnatrice, on les range de telle sorte que l'exposant de cette lettre aille en augmentant depuis le premier terme jusqu'au dernier. On pt ut faire la division de deux polynômes ordonnés de cette manière et trouver les divers termes du quotient; en commençant par ceux dans lesquels ta lettre principale a le moindre exposant. La théorie est absolument la même que dans le mode ordinaire d'opérer, seulement, dans le cas où la division exacte n'est pas possible, on peut la continuer indéfiniment sans que l'opération se trouve jamais arrêtée, et l'on obtient des restes dont le degré augmente de plus en plus au lieu de diminuer, comme cela avait lieu dans le cas des polynômes ordonnés suivant les puissances décroissantes.
Pour donner un exemple de cette manière d'opérer, repre* nous la division effectuée au paragraphe (5S), en ordonnant les deux polynômes, suivant les puissances croissantes de x,
— 1+ar — 4a:^-f 4a::»4-6^+ir» — t-j-ar-fa:»
nous dirons : le dividende étant le produit du diviseur par le quotient , le terme dont le degré en x^ y est le moins élevé , provient sans réduction du produit des deux termes analogues dans le diviseur el dans le quotient, et, par conséquent, le premier terme du quotient, est le quotient de la division du premier terme du dividende par le premier terme du diviseur.
On démontrera absolument comme on l'a fait (52), qu'en retranchant du dividende le produit du diviseur par le premier terme du quotient, on obtient un reste
qui, divisé par le diviseur, fournira les termes qui doivent compléter le quotient.
Le premier de ces termes est égal, pour les raisons doi^nées
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plus haut, an quotient de la division de — &a^ par — 1, c'està-dire qu'il est -j-ôjr*.
En multipliant + ^ P^ le diviseur, et retranchant le résultat du premier reste, on obtient un second reste
qui , divisé par le diviseur, fournira les termes qui doiyent compléter le quotient.
Le premier de ces termes est égal, pour les raisons données plus haut, au quotient de la division de — a^ par — 1, c'est-àdire qu'il est -{-a:*, en le multipliant par le diviseur et retranchant le produit du reste précédent, on trouve une diflérence nulle, et l'opération est par conséquent terminée.
Dans l'exemple précédent, l'opération se termine, et le résultat est identique, comme cela devait être, avec celui qu*a fourni l'autre manière d'opérer; mais il n'en serait pas de même si nous prenions une division impossible à effectuer exactement. Reprenons, par exemple, la division indiquée (37)
les deux premiers termes obtenus au quotient sont ~ — ~ , et
tS 3
n'ont, comme on voit, aucun rapport avec ceux que Ton obtenait en ordonnant les polynômes, suivant les puissances décroissantes de X : le reste est du second degré si Ton arrête le quotient à ces deux premiers termes, et son degré augmentera de plus en plus à mesure que Ton poussera plus loin les opérations.
Différences et analogies entre la division arithmétique et la division
des polynômes.
40. Les polynômes ordonnés suivant les puissances d'une lettre, présentent, avec les nombres entiers, des analogies qu'il est bon de remarquer. Un nombre entier comme 783214
exprime 7XlO»+8X10*+3X10»+2X10"+lX10+4, et on peut Tassimiler au polynôme
dans lequel on aurait supposé ^7=10. Il ne faut pas croire, cependant, que toute question d'arithmétique relative à des nombres entiers, soit, purement et simplement, un cas particulier d'une question d'algèbre dans laquelle ces nombres seraient remplacés par les polynômes correspondants. Comparons, par exemple, les deux questions suivantes:
Diviser 783214 par 321.
Diviser 7»»-|-8a:r*4-3a?»+2a:»+a?+4 par 3a;«+2j:+l.
Les conditions des deux problèmes ont entre elles des différences essentielles qui ne permettent pas de considérer le premier comme un cas particulier du second.
1* Le quotient de la division arithmétique doit être un nombre entier, tandis que le quotient de la division algébrique peut être un polynôme, entier par rapport à x, dont les coefficients soient des nombres fractionnaires.
2* Les chiffres du quotient et du reste, dans la division arithmétique, doivent être moindres que 10, tandis que rien ne limite les coefficients des diverses puissances de x dans la division algébrique.
3* Dans la division arithmétique, le reste doit être moindre que le diviseur. Dans la division algébrique, il doit être de degré moindre.
4"* Enfin, en algèbre, les résultats obtenus conviennent pour toutes les valeurs de x : il n'y a pas de condition analogue en arithmétique.
Condition pour qu'un polynôme soit divisible par un binôme
de la forme a; ~ a.
4i. Si l'on divise par x — a un polynôme ordonné suivant les puissances de x, le reste, devant être (37) de degré moindre que le diviseur, ne contiendra pas la lettre ordonnatrice x. On
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peut, d'après cela, le calculer sans effectuer la division, et en déduire la condition pour que celle-ci réussisse.
Soit X le polynôme dividende, Q le quotient, et R le reste; on a identiquement,
Dans cette égalité, qui a lieu quel que soit x, on peut supposer x=a; cette hypothèse annulant le produit Q (a? — a), on en déduit
Xa= R,
en désignant par X» ce que devient X quand on y remplace x par o. Quant à R, comme il ne contient pas a:, il n'est pas changé par celte substitution, et la valeur cherchée de R est, par conséquent, Xa. Ainsi donc
Le reste de la division d'un polynôme par x — ti est le résultat de la substitution de a àx dans ce polynôme,
n en résulte que la division ne réussira que si cette substitution donne un résultat égal à zéro.
42. Cette dernière proposition est d'une grande importance. Nous nous bornerons ici à en déduire quelques conséquences.
10 /pm — fl« esi divisible par .r — o, car il s'annule évidemment pour x==:a.
Si l'on effectue la division on trouvera pour quotient.
[1] ^lz:^ = a^iJ^ax^^-\-a^x'^+...+a'^'\
se ' a
et l'on peut vérifier, du reste, que les termes du second membre forment une progression géométrique dont la somme est
X"^ — fl"»
20 af* — ft"» est divisible par x-^-a lorsque m est pair, car x-\'a équivaut à x — ( — a)\ or «"* — a"^ devient, par la substitution de — fl à X,
( — ay — a*, c'est-à-dire zéro, puisque m étant pair, ( — aT=a'^.
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Si Ton effectue la division, on trouvera
Cette formule suppose que m soit pair.
30 a?*+ûr est divisible par a:+« quand m est impair, car :p+a équivaut à x — ( — a), et, en substituant — a à a?, dans le dividende a^^+a*, celui-ci devient, ( — fl)"4"û*, c'est-à-dire 0, puisque m étant impair ( — a)~ est égal à — tf*. On trouve, en faisant la division,
[3] ^-i-^ = a^* --aar-« + a«aî*-*-f ... -f a*-* ;
cette formule suppose que m soit impair.
Remarque. Les formules [2] et [3] ne diffèrent pas réellement de [1], elles s*en déduisent Tune et l'autre en y remplaçant le nombre arbitraire a par — a, on obtient ainsi la première si m est pair, et la seconde si m est impair.
RÉSUBIË.
28. Division des monômes. — 29. Il arrive le plus ordinairement que pour indiquer la division de deux polynômes on se borne à les séparer par une barre horizontale, sans pouvoir transformer 1 opération en une autre plus simple. — 31 . Si deux polynômes sont ordonnés par rapport à une même lettre et que le quotient de leur division soit égal à un polynôme de même forme , on peut en trouver immédiatement le premier terme. — 32. Si on multiplie le diviseur par le premier terme du quotient, que Ton retranche le produit du dividende, on obtiendra un reste qui, divisé par le diviseur, donnera pour résultat Tensemble des autres termes du quotient.— 33. Les deux théorèmes précédents permettent de faire une division quelconque , en admettant toutefois qu'il existe un polynôme pouvant représenter le quotient. — 34. Le procédé de division apprend , dans tous les cas, si réellement il existe un quotient entier; la condition nécessaire et suffisante est que Tun des termes du quotient multiplié par le diviseur donne un produit égal au dividende partiel qui Ta fourni. — Symptôme auquel on peut reconnaître que Topération ne s'arrêtera pas. 3l>. Application à quelques exemples. — 36. Il n'est nullement nécessaire que les coefficients de la lettre ordonnatrice soient numériques. — 37. Ce qu'on entend par quotient et reste dans les divisions qui ne peuvent se faire exactement. — Quand on a choisi la lettre ordonnai*
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trice, il n'y a qu'un seul quotient et qu'un seul reste. — 58. Quand on change la lettre ordonnatrice, les mêmes polynômes peuvent conduire à un nouveau quotient et à un nouveau reste. — 39. Division des polynômes ordonnés suivant les puissances constantes d'une lettre. —
40. Différences et analogies qui existent entre la division algébrique des polynômes entiers et la division algébrique des nombres entiers. —
41. Conditions pour qu'un polynôme ordonné par rapport à x soit divisible par un binôme a? — a. — 42. Division de a?~ — a** et de 05**+^ par X — a et x-^-a^ dans le cas[où elles peuvent s'effectuer.
I. l + a:'» + aî«»+... H-a
est divisible par 1 + a? + a^ + ... +a^"'S les nombres entiers p et n étant premiers entre eux.
est divisible par le produit
est divisible par le même produit.
IV. (a?*— 1 ) (;r"^' — 1) (a;"»-*— 1) . . . (a?"^"+» — 1) est divisible par (a:— l)(ic* — 1) ...(a?** — 1).
V. Si m est impair, (a+6-|-c)" — «** — *** — (^ est divisible par (o + ô) (a+ c) (6 -|- ^)«
VI. Quelles sont les conditions pour que a?*" — a*" soit divisible par x"" — a".
CHAPITRE IT
45. On nomine ideoKIé Texpresâon d^oiie é;^té qui a Kea entre deu quantités nomériqnes , on entre denx Ibrmuks indépendamment de tonte Taleur particnfière attribuée am lettres qu'elles renfermem.
5=5, 8 = 7-fl,
sont des identités.
44. On distingue, plus spécialonent, sous le nom d'équatùm^ l'expression d*une égalité qui, n'ayant lieu que pour œrtaines valeurs des lettres qu'elle renferme , peut servir à la détermi* nation de ces valeurs.
Les deux quantités dont Téquation eiprime l'égalité , se nomment les deux membres de l'équation. Les lettres dont on cherche à déterminer la valeur, de manière à rendre exactes une ou plusieurs équations, se nonunent les imconmues de ces équations. Leur détermination constitue la résolutiom de l'équation ou des équations considérées. La résolution des équations est la partie la plus importante, et, d'après quelques auteurs, le but véritable de Falgèbre.
Principes généraux relalifis aux équations.
4tf. TatoRÈME. On peut ajouter un même nombre aux deux membres d'une équation, sans altérer les conditions qu'elle impose aux inconnues. Il est évident, en effet, que les équations
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sont parfaitement équivalentes, Tune quelconque des deux entraîne Tautre.
Remarque I. m désigne un nombre quelconque positif ou négatif; nous n'ajoutons donc rien à la généralité de l'énoncé précédent, en disant, on peut , sans altérer la signification cTune équation , ajouter ou retrancher un même nombre , à ses deux membres.
Remarque II. Si le nombre m est égal et de signe contraire à l'un des termes de Téquation , il le détruira, et ce terme disparaîtra du membre où il se trouvait pour reparaître dans l'autre avec un signe différent.
Exemple Soit Téquation
en ajoutant — x aux deux membres, on obtient
ei le terme x a passé , comme on voit , d'un membre dans l'autre , en changeant de signe.
46. Théorème. On peut multiplier les deux membres d'une équation par un même nombre sans altérer les conditions qu'elle impose aux inconnues.
W2 A = ?wB
sont parfaitement équivalentes : car chacune d'elle entraine Vautre.
Remarque I. Le principe précédent suppose essentiellement que m soit difTérent de 0. Lors donc qu'on aura multiplié les deux membres d'une équation par un nombre indéterminé, il faudra, dans les raisonnements qui suivront, éviter les hypothèses qui rendraient ce nombre égal à 0.
Remarque II. En multipliant les deux membres d'une équation par le produit des dénominateurs de ses différents termes, on fait disparaître tous les dénominateurs. On dit alors qu'on a chassé les dénominateurs.
ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ A UNE INCONNUK
Exemple. L'équation
[1] 2 = l + a;-lH ^;
devient, si on multiplie les deux membres par x{x + 1),
On doit remarquer cependant, que l'on ne pourrait substituer les équations [ij et [2] Tune à l'autre, si l'on avait x=0 ou a? = — 1 : car ces deux hypothèses annulent le facteur x{x -f 1), par lequel on a multiplié les deux membres de Téquation[l].
Ûuelquefols l'habitude du calcul fait apercevoir un facteur plus simple que le produit des dénominateurs, et qui peut ser\ir à les Caire disparaître : soit, par exemple, Téqualion
pour faire disparaître les dénominateurs , il suffira de multiplier les deux membres par a?'— a', qui est égal au produit de x — a par x-\'a et Ton aura •
Remarque IIL Puisque l'on peut multiplier les deux membres d'une équation par un nombre quelconque, on peut aussi les diviser imr un nombre quelconque : car la division pur m
revient à la multiplication par — . 11 faut seulement que le
nombre m, par lequel on divise, ne soit jamais supposé nul. Lors donc qu'on aura divisé les deux membres d'une équation par un même nombre m , il faudra s'abstenir, dans la suite des
îaisonnementSy des hypothèses qui rendraient ce nombre égal ,à zéro.
Exemple. L'équation
peut être remplacée par
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que Ton obtient en divisant ses deux membres par x-^l; mais cette substitution n'est légitime que si x est différent de 1 r La première équation est en effet satisfaite pour a?= 1 , et la secondé ne Test pas.
47. Pour que l'on puisse substituer deux équations Tune à l'autre, il faut que chacune entraîne l'autre. Par exemple , l'équation
ne peut pas être remplacée par
quoiqu'elle en soit une conséquence : car les deux carrés A* et B' pourraient être égaux, sans que A et B le fussent. Il suffirait (95) pour cela, d'après nos conventions, que Ton eût A s— B.
Équations du premier deg;ré.
48. Lorsque les inconnues n'entrent qu'à la première puissance , ne figurent dans aucun dénominateur ou sous aucun radical et ne se multiplient pal 0Dtre elles , on dit que l'équation est du premier degré.
La forme la plus générale d'une équation du premier degré à une inconnue , est
[1] a'\'bx = a' + b'x;
X désignant l'inconnue, et a, 6, a', b' des nombres donnés. En effet, l'équation proposée, si elle est du premier degré par raj)port à Xj ne contient , dans chaque membre , que des term^ connus que Ton peut réunir en un seul , et des termes du pre? mier degré en a?, dont la somme est évidemment de la forme bx, h'x. Si l'on voulait, par exemple, que l'équation [1 1 représentât ,
il suffirait d'y supposer a = 5, b = — 3, o' = — 2, ft' = 4.
Reprenons Téquation générale
Elle devient, en faisant passer (48)' le terme a dans le second membre « et Vx dans le premier,
hx — é'a?=:«' — o,
ou {h—V)x=a!^â^^
ce qui équiyaut, évidemment , à
Cette formule représente un nombre, positif ou négatif, qui, substitué dans Téquation [i] et traité d'après les règles convenues, rendra le premier membre égal au second.
Exemple. Soit Téquation
la formule précédente donne
^■"7— 2"^6* Soit encore 4 + 3a: = 7 + 6a?,
on trouvera x = - — ^ = — 1.
On vérifie en effet que les valeurs a: = ^et«= — 1 satisfont aux équations proposées. -
Équations qui se ramènent au premier degré.
50. Une équation qui n'est pas du premier degré, peut, dans certains cas, le devenir par quelques transformations. Nous en donnerons des exemples.
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1<» Soit réqualion * v^4 + wC = 4 — y^, si nous élevons les deux membres au carré , U vienl
ou, en faisant pass ?r des termes d'un membre dans Tautre, et supprimant ceux qui se détruisent ,
et en élevant au carré les deux membres ,
Remarque. Le calcul précédent prouve seulement que la seule
valeur de x qui puisse satisfiûre à l'équation proposée est
«=7; mais pour être certain que celte valeur satisfait effec-
livement , il faut le vérifier par une substitution directe. Remarquons , en effet , que Téqualion
aîi=16— 8v^S + a
est bien une conséquence de la proposée et doit être satisraite par les mêmes valeurs de x ; mais elle pourrait Tétre sans que la première le lût , si Ton avait
car deux nombres égaux et de signes contraires ont même carré.
En substituant à â; sa valeur 7 , on a
/îT^=0+!=v^=i.
*Dans celle équation > >ik-\-x el Va;, désignent des nombres positifs; nous laiisoQt de côté, pour le moment, la double valeur qu'on peut leur attribuer.
52 ËQtATlOMS DC PUMUA DtGtt k CJSK OCOUHUI.
or, on a évidemment
La vérification réussit donc , mib elle était indispensable. 2* Soit encore
l+ijc
+ l_ix
Kuitiplions les deux membres par le produit ;t+^. (1— 2x] ou 1 — 4x" : il vient
o(l - 2x: -h a 1 + ijr) = «4(1 — 4jr») ,
ou y en eflèctuant les multiplications et supprimant les termes qui se détruisent
équation qui est du premier d^ré si Ton considère 3^ comme une inconnue ; elle donne
^_2è — 2fl_6— g
Solution de quelques problèmes.
31. Nous donnerons, dès à présent, quelques exemples de Tulilité des équations dans la solution des problèmes.
ProbiIms I. Ttxmver l'escompte d'un billet de lôCXH payable dans cinq mois y le taux de l'intérêt étant 4 pour 100.
Désignons par x Tescompte , c'est-à-dire la retenue qu'on doit faire subir au billet. On remettra au porteur 1500-^ a:, et il faut que cette somme , si on la place pendant cinq mois , produise un intérêt égal à a? ; or Tiulérèt de 100^ en un
an étant 4', sera, en cinq mois, 4x^5 ou ^ de francs. L'in-
térét de 1^ pendant le même temps , est donc ^^, et celui de
1500— a? est,
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et l'on doit avoir
ou, en chassant le dénominateur 300
5X1500 — 5a? = 300a:, équation du premier degré, d'où Ton tire,
On remettra au porteur du billet 1475 fr. 41.
Problème II. On a deux lingots d'argent; aux titres de 0,775 et 0,940 ; quel poids doit-on prendre de chacun d'eux pour former 25»' d'alliage au titre de 0,900?
Soit X le nombre de grammes que Ton doit prendre dans le premier lingot et par conséquent 25 — a: ce que l'on doit prendre dans le second.
Le poids de l'argent contenu dans x grammes du premier lingot est a* X 0,775.
La quantité d'argent contenue dans 25 — x grammes du second lingot est (25— x) X 0,940.
La quantité totale d'argent contenue dans l'alliage est donc
Puisque le titre de l'alliage est 0,900, la quantité totale d'argent qu'il contient dans 25«' doit être égale à 25 X 0,900, et l'on doit avoir, par suite,
équation du premier degré, dont on déduira a: = 6«%0606 .. Donc on doit prendre :
du premier lingot 6«',0606 ,
du second lingot 188',9394.
Problème III. Paris et Rouen sont distants de 137 kilomètres, le charbon coûte à Paris 4 fr. 25 les cent kilogrammes, et à Rouen i fr. 75; les frais de transport étant j par tonne et par kilomètre^
54 ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ A UNI INCONNUl.
de 0^,09, quel est le point du chemin pour lequel il y a avantage égal à faire venir le charbon de tune ou l'autre ville?
Soit X la distance du point cherché à Paris, et, par conséquenty 137 — x la distance à Rouen.
Une tonne de charbon achetée à Paris coûte 42^',50. Les frais de transport à la distance x^ sont x X 0,09.
Le prix de revient d'une tonne achetée à Paris est donc
Une tonne achetée à Rouen et transportée à la distance 137 — X coûtera de môme
on aura donc l'équation
42,50 +ir X 0,09 = 47,50+ (137— ic)0,09,
d'où Ton tirera x = 96S2777 . . .
donc, distance de Paris. . . . 96^,278 ,
distance de Rouen 40^,722 ,
prix de la tonne 51^16*'i.
Remarque sur la mise en équation des problèmes.
52. Mettre un problème en équation, c'est exprimer, par une ou plusieurs équations, les condilions imposées par son énoncé aux quantités inconnues. Il est impossible de donner, pour y arriver, une règle complètement générale. Nous nous bornerons à l'indication suivante.
En examinant, avec soin, l'énoncé d'un problème, on verra presque toujours qu'il s'agit pour le résoudre de rendre certaines quantités égales entre elles. Après avoir reconnu quelles sont ces quantités, on cherchera les formules qui en expriment les valeurs, et en égalant ces formules, on obtiendra les équations demandées. Reprenons, par exemple, les trois problèmes traités plus haut.
Problème I. Trouver Tescomple de 1500 fr. payables dans
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cinq moïB, c'est trouver une somme qui, placée pendant cinq mois et ajoutée à ses intérêts pendant ce temps, devienne égale k 1500 fr.
Problème H. Allier de l'argent à 0,775 avec de Targeni à 0,940 de manière à former 25 grammes d'alliage à 0,900, cest faire en sorte que la quantité totale dargent contenue dans les 25 graïQmes d'alliage soit égale à 0^900X25.
Problàmb III. 11 faut faire en sorte que le prix d'une tonne de charbon transportée de Paris au point cherché soit égal au prix d'une tonne transportée de Rouen au même point.
Rbmârque. Dans presque tous les problèmes relatifs à des nombres, la mise en équation n'est, pour ainsi dire, que la traduction, dans la langue algébrique, de l'énoncé proposé en langage ordinaire. Il peut arriver que l'énoncé ne paraisse pas pouvoir inimédialemenl se traduire en formule^ mais en s'attachant au sens plutôt qu'aux paroles, on ne trouvera presque jamais de difficulté. Le lecteur pourra s'exercer sur les problèmes indiqués plus loin.
RÉSUMÉ
43. Ce que Ton nomme identité. — 44. Définition du mot équation ; membres d'une équation; inconnue ou inconnues dans une ou plusieurs équations ; ce que c*est que résoudre une ou plusieurs équations. — 45. On peut ajouter un même nombre, positif ou négatif, aux deux termes d'une équation sans altérer les conditions qu'elle impose aux inconnues. On ne dit rien de plus en disant que ion peut retrancher un même nombre des deux termes d'une équation. Ce que c'est que faire passer un terme d'un membre dans lautre. — 46. On peut multiplier les deux termes d'une équation par un même nombre sans altérer les conditions qu'elle impose aux inconnues. 11 est essentiel que ce nombre ne soit pas nul. On peut d'après cela chasser les dénominateurs d'une équation. On peut diviser les deux membres d'une équation par un nombre m ;
cela revient à les multiplier par -; il est essentiel que m ne soit pas nul.
-«- 47. Pour que les deux équations puissent être substituées l'une à l'autre il faut que chacune d'elles entraîne l'autre ; par exemple, on ne peut pas remplacer A = B par A'=B", qui en est une conséquence , parce que Ton pourrait avoir A"=B« sans que A fût égal à B. — 48. Définition de l'équation du premier degré. — 49. Résolution de l'équa-
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lion da premier degré à une inconnue. — oO. Exemples d*éqaat ions qui n'étant pas do premier degré arrivent à l'être par quelques transformations, soit en élevant les deux membres au carré , soit en changeant d'inconnue, il faut remarquer que lorsqu'on a élevé les deux membres au œrré le résultat a besoin d'être vérifié. — SI . Solution de quelques problèmes. — S2. Remarque sur la mise en équation des problèmes.
EXERCICES
I. Deux vases de capacités v et v' contiennent chacun un mélange d'eau et de vin, dans le rapport de m à n pour le premier, de m' à n' pour le second. Quelle capacité doit-on donner à deux autres vases égaux entre eux pour que, les remplissant à la fois, l'un dans v, Tautre dans t?', et versant dans chacun d'eux ce qui a été pris dans l'autre, la proportion de Teau au vin devienne la même dans les deux vases ? Montrer à priori que le résultat doit être indépendant de m, n, m! et n'.
n. En adoptant les règles indiquées chapitre i, exercice vn, pour la fixation du prix des eaux-de-vie , trouver combien on doit mélanger d'eau-de-vie à a^ le litre avec de Teau-de-vie à b^ pour former 1 litre d'eau- de-vie à c^
m. Les aiguilles des heures, des minutes et des secondes sont sur le chiffre 12 du cadran : après combien de temps l'aiguille des secondes divisera-t-elle en deux parties égales l'angle formé par les deux autres?
IV. Trois mobiles parcourent une même ligne droite, d'un mouvement uniforme, avec des vitesses v, v' et v"; ils sont actuellement à des distances a, a\ a" d'un point 0 de cette droite dont ils s'éloignent tous les trois; après combien de temps le premier sera-t-il aux trois cinquièmes de la distance qui sépare les deux autres?
V. Deux personnes A et B ont fait un pari de 12' ; si A gagne, il sera trois fois aussi riche que B; s'il perd, il ne sera que deux fois aussi riche. Quelles sont leurs fortunes actuelles ?
VI. Un rectangle dont la largeur est égale à deux fois la hauteur est tel que si chaque côté est augmenté d'un mètre, sa surface est augmentée de neuf mètres carrés. Quels sont ses côtés?
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Vil. Trouver Irois termes d'une progression par quotient qui surpassent également les nombres 3, 5 et 8.
Vin. Un parallélipipède rectangle étant donné, déterminer le côté d'un cube tel que les surfaces des deux solides soient dans le même rapport que leurs volumes.
IX. Trouver une proportion dont les quatre termes surpassent également quatre nombres donnés a, 6, c, d.
XX. n pierres sont rangées en ligne droite à dix mètres de
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distance les unes des autres, déterminer sur cette droite, la position d*un point X, tel qu'il ; ait deux fois plus de chemin à faire pour transporter successivement chaque pierre au point X que pour les transporter à la place occupée par la première d*entre elles. On supposera, dans les deux cas, que Ton parte de cette première pierre.
XXI. Il faut un nombre d'hommes égal à a ou un nombre de femmes égal à b pour faire en n jours un ouvrage représenté par m\ combien faut-il adjoindre de femmes à a—p hommes pour faire, en n — jp jours, un ouvrage représenté par iw-f p?
XXII. Deux horloges sonnent l'heure en même temps et Ton entend en tout dix-neuf coups. Déduire de là Theure qu'elles marquaient, sachant que Tune retarde sur l'autre de deux secondes, et que les coups de la première se succèdent à trois secondes et ceux de Tautre à quatre secondes d'intervalle; on admet enfin que l'oreille ne perçoit qu'un seul son lorsque les deux horloges sonnent dans la même seconde.
CHAPITRE V
RËSOLUTIOIV D'UN NOMBRE QUELCOIVQUE D^ËQUATIONS DU PRESUEH degré entre un nombre EGAL D'IN- CONNUES.
K3. On peut, en général, délerminer la valeur d'un nombre quelconque d'inconnues, lorsque Ton connaît entre elles un nombre égal d'équalions du premier degré. C'est ce que nous allons montrer dans ce chapitre. Mais nous établirons préalablement quelques propositions relatives aux systèmes d'équations.
On entend par systèrne d'équations, l'ensemble de plusieurs équations qui doivent être satisfaites h la Tois. Si chaque équation ne contenait qu une seule inconnue, on les résoudrait séparément et il y aurait autant de problèmes distincts que d'équations à résoudre. Mais lorsque les inconnues entrent à la fois dans plusieurs équations, la question devient plus difficile.
54. On dit que deux systèmes d'équations sont équivalents, lorsque les valeurs des inconnues qui satisfont à Tun et à l'autre sont absolument les mêmes ; ou, en d'autres termes, lorsque les équations de chacun des systèmes entraînent celles de l'autre.
Lorsque deux systèmes sont équivalents, on peut les substituer l'un à l'autre.
55. Théorème I. Étant donné un tysième d'équations^ on peut substituer à Vunfi quelconque d'entre elles l'équation obtenue en ajoutant les équations proposées membre à membre.
Ainsi, le système d'équations ,
est équivalent à A + B4-C = A'4-B' + C'
II est évident, en effet, que le premier système entraine le second. Réciproquement, le second entraîne le premier, car si B et C sont respectivement égaux h B' et C, B + C sera égal à B'-f C, et B+C augmenté de A ne pourra être égal à B' + C augmenté de A\ que si A est égal à A'.
La démonstration est indépendante du nombre des équations. Il va sans dire que l'on peut appliquer le résultat précédent à une partie seulement des équations qui composent un système, et qu'on a le droit , avant d'ajouter les équations membre à membre , de les multiplier par des nombres quelconques , ce qui (45) n'altère pas les conditions qu'elles imposent aux inconnues.
86. Théorème II. Lorsque l'une des équations d'un système est résolue par rapport à une inconnue , on peut remplacer cette inconnue par sa valeur dans les autres équations et ramener ainsi le système proposé à un autre, ayant une inconnue et une équation de moins.
Ainsi le système,
où B, B', C, C, D, D' renferment d'une manière quelconque les quantités inconnues, et A peut renfermer toutes les inconnues excepté x , est équivalent à un autre , composé de l'équation a? = A, et de trois autres obtenues en remplaçant X par la valeur A, dans B=B', C=rC', D=D'.
Uéquation a?= A faisant, en effet, partie des deux systèmes , quel que soit celui des deux qui soit satisfait, on pourra remplacer, dans les équations restantes, x par A ou A par x et passer par là du premier système au second ou revenir du second au premier, en sorte que chacun des deux systèmes entraîne l'autre et qu'ils sont équivalents.
Remarque. Lorsque, dans les équations B=B', C=C', D—D', on substitue à x sa valeur A , cette inconnue disparaît des.équations. On dit alors qu'elle est éliminée; en général , éliminer une
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quantité entre deux ou plusieurs équations , c'est combiner ces équations de telle manière que la quantité considérée disparaisse du résultat.
Résolution de deux équations du premier degré à deux inconnues.
57. Si j? et y désignent les deux inconnues, les équations ne doivent contenir que trois sortes de termes :
Des termes du premier degré en x , Des termes du premier degré en y , Des termes tout connus.
On peut faire passer, dans le premier membre, tous les termes en â; et y et réunir, par Taddition des coefficients, ceux qui contiennent la même inconnue. Si Ton fait de même passer dans le second membre tous les termes connus et qu'on les réuûiscs en un seul, ces équations prendi*ont ainsi la forme
[1] aX'\-by='C
[2] alx + Vx = c'
a,h^a\ b'jC, c\ désignant des nombres connus. On peut remplacer l'équation [l] par
a ' el le système devient
[2] dy-\-Vy = c'
mais, S0U8 cette forme, on voit (S3) qu'il équivaut au suivant :
La seconde de ces deux équations ne renferme qu'une inconnue y, par rapport à laquelle on peut la résoudre, el \j une fois déleriiiiiié, la première fera connaître la valeur de x.
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Si Ton multiplie les deux membres de Féquation [4] par a , elle délient
a'{c — by) '^ab'y = c'a ,
ou (ab' — a'b)y = &a — a'c ,
ou encore
Par la substitution de celle valeur de y , l'équation [3] devient
ab' — g' 6 caV — ca'b — bc'a + ba'c
^"" a ■" a{ab'—a'à) '
ou
caV'—hc'a ch' — c'b
••^J ^ "" a[sib'— a'b) "" ab' — olb"
Les formules [5] et [6] faisant connallrc les valeurs de x et de y y les équations proposées sont résolues.
Remarque I. Les équations
ax-\-by=zc
ont pour solutions
dx-^-Vy^-c' cb' — c'b
ab'—bd
ca — ac
^'^ab' — ba'"
On retiendra facilement ces formules à Taide des remarques suivantes :
Les valeurs des deux inconnues ont pour dénominateur commun ab' — ba'.
Pour former le numérateur de la valeur de chaque inconnue, il faut remplacer, dans Texpression ab'—ba', les coefficients, qui dans les équations multiplient celle inconnue, par le terme tout connu de l'équation correspondante (a et a' par c ei(/ pour la valeur de x^ b ei b' par c et c' pour celle de y).
Remarque IL Les formules précédentes fournissent , eu gé-
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néral , pour chaque inconnue une valeur unique et déteiminée. Dans des cas particuliers qui seront indiqués plus tard , ces fom^ules peuvent devenir illusoires. Les solutions cessent alors d'exister ou deviennent indéterminées.
Résolution d'un nombre quelconque d'équations du premier degré.
^9. Pour ré^udre un nombre (|uelconque d'équations du premier depré, entre un nombre égal d'inconnues, on peut déduire de Tune d'elles la valeur d'une inconnue et la substituer (55) dans tous les autres qui contiendront alors une incopnue de moins. La résolution de n équations à n inconnues se ramènera ainsi à celle de (n — 1) équations à n — 1 inconnues; celles-ci se ramèneraient de même h un système de n— 2 équations an — 2 inconnues , et en continuant ainsi, on sera conduit à une équation ne contenant qu'une inconnue.
Le procédé que nous venons d'indiquer est assez simple pour que , sur cette seule indication , on puisse facilement en faire usage.
Soient , par exemple, à résoudre les équations
Pour appliquer la méthode précédente, nous devons déduire de Tune d'elles la valeur d'une inconnue et la substituer dans les deux autres , conune on peut choisir l'une quelconque des trois inconnues et la déduire de l'une quelconque des trois Rations, il y a neuf manières de commencer le calcul ; on yoit que Je plus simple consiste à prendre la valeur de y dans la troisième des équations proposées , parce que l'on n'introduit P&s ainsi de dénominateur. On obtient
6t, par substitution de cette expression , les deux premières équations deviennent
3a?+2(3a: + s — 4)+45'=19, 2a?+5 {Sx + z—4) + Sz = 19 ,
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c'esU-dire 9aî + 6a = 27,
qui, résolues par les formules données plus haut, donnent
Ces valeurs substituées dans l'expression de y ,
donnent y = 2 ,
et la solution cherchée est , par conséquent
Soit encore à résoudre le système d*équations
ef + «*^ + ^y + -5 = 0 , ô»+**a:-f-fty + « = 0,
ou déduira de b première la valeur de z (de préférence a deux autres pour ne pas introduire de dénominateurs) ,
et en substituant cette valeur dans les deux autres équatioi elles deviennent
ô»_a«+(6»— a«)a;+(6— a)y = 0, c" — rf+(c"— a')a;+(c— a)y =0.
La première de ces équations est divisible par 6 — a , la secor par c — a, et en supprimant ces facteurs, elles deviennent
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en résolvant ces deux équations à deux inconnues, on trouve
y= — 6* — ab — a' — (6+^)^=^*+^+^»
et ces valeurs substituées dans Texpression de s
zz=z — a* — (fx — ay donnent enfin a = — abc,
60. On résout aussi les équations du premier degré par une autre méthode dont remploi est souvent plus commode. Soient n équations du premier degré à n inconnues,
aX'\-by-^cZ'\-... =k
Ajoutons ces équations après les avoir multipliées, à Texcepiion de la première, par des nombres indéterminés Xi, Xj, ... Xn_i, il viendra
[2] ocia + ai^i + . . . an-iXn-j) + y(ft + ^Ai + . . . ftn-iX^-O
el cette iiouvelle équation peut (S3) remplacer une des proposées, quels que soient les nombres Xi, Xs, ... >n-i; or nous pouvons déterminer ces nombres de .manière que les équations
Ô + ^1 Xi + •• • +^i*-l Xn-1 = 0 , C-^Ci >!+••• +^n-l Àh-1 = 0 ,
soient satisfaites ; il suffira, pour cela, de résoudre n— 1 équations à n — 1 inconnues. Mais alors Téquation [2] ne contiendra que la seule inconnue x et permettra d'en déterminer la valeur; x étant connu, le système ne contiendra plus que n — l inconnues.
La méthode que nous venons d'indiquer permet, comme on
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voit, de résoudre n équations à n inconnues , pourvu que Ton sache résoudre un système contenant une inconnue de moins. Comme nous savons résoudre deux équations à deux inconnues, nous pouvons d'après cela, résoudre un système de trois équations à trois inconnues ; partant , un système de quatre équations à quatre inconnues, et ainsi de suite. On obtiendra , quel que soit le nombre des équations proposées, une formule fournissant la valeur de chaque inconnue exprimée au moyen des coefficients. Dans certains cas , ces formules pourront être illusoires , les équations seront alors impossibles ou indéterminées, mais nous n'entamerons pas ici cette discussion.
61. On peut encore résoudre le système proposé en procédant pour chaque inconnue , comme on l'a fait pour x , et les obtenir ainsi sans les rattacher les unes aux autres. Comme le raisonnement précédent prouve qu'il'existe un système de valeurs qui satisfont , les solutions trouvées de cette manière et qui évidemment sont les seules possibles , satisfont effectivement.
Application. Soit h résoudre le système
ax +6y '■\-cz =k^ a'x + b'y -}- ^2 = A;',
Ajoutons ces trois équations après avoir muUipUé la seconde et la troisième par des indéterminées V et V ; il viendra
Si nous posons
[1] ft+*'x'+*'r=o,
Il viendra "^ = a + a'V + al'r
Mais les deux équations à deux inconnues (37) fournissent :
_ b"c — hc" v,_ c'b—Uc ^ — bY—b"c" " bV—c'bf"
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et en remplaçant et multipliant les deux termes de la fraction parftV— ft^c', il vient:
^ _ kh'c'-^kc'M'-\-ck'V'^hk'(^+b(/k'--ch'k' On trouvera, de même,
y ab'cf'-'ac'b"+ca!b"-'ba'c"+bc'a''-'cb'cî'"
gj __ aVkr—nk'V*+ka!b"-^ba'k'^bk'a"--kb'(f
^ ab'c" ^ac'b"-\- ca'b"'^ba'c"+ bc'a"— cb'aT*
U existe, pour le cas d'un nombre quelconque d*équalions, des formules analogues (voy. une note à la fin du volume).
63. Nous nous bornerons à faire ici quelques remarques qui pourront aider à retenir les formules précédentes. Les équations proposées étant
aX"\'by'\-cz =d
Les expressions des trois inconnues â?, y, z, ont le même dénominateur. Pour retenir la forme de ce dénominateur, on peut l'écrire de la manière suivante
a (by - c'b') + b ioTc' — aY) + c {a'if — d'V)
et Ton voit qu'il est la somme des produits obtenus en multipliant les coefficients a , 6 , c , de la première équation , respectivement, parles différences b'c"—&b\ d'c'—a'd', c!V'—d'b\ obtenus en multipliant en croix les coefficients des deux autres <^quations qui ne correspondent pas à la même inconnue que Celui que Ton. a choisi dans la première. On doit remarquer que dans ces multiplications en croix, on doit changer, à chaque fois, l'ordre dans lequel se prennent les deux branches de ces croix , c'est-à-dire que les coefficients étant disposés comme il suit
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Si Ton prend d'abord h'd' — V'e\ il faudra prendre ensuilecV— aV, et enfin a'6" — 6V, la croix formée par les lignes qui réuniraient les facteurs que Ton multiplie étant formée d*abord X comme l'indique cette figure , puis ensuite
dans le sens opposé x. Le dénominateur commun des trois inconnues étant formé, on obtiendra chacun des numérateurs en changeant le coefficient de l'inconnue considérée, dans le terme tout connu de l'équation correspondante , c'est-à-dire que s'il s'apt de a?, par exemple , on changera a , a\ a"^ en X, X', X".
Toutes ces règles sont rendues évidentes par l'inspection des formules* précédentes.
64. Nous ne terminerons pas ce chapitre sans mentionner un cas singulier qui se présente quelquefois dans les applications de l'algèbre.
Lorsque les équations proposées ne contiennent aucun terme indépendant des inconnues, on peut les considérer comme ayant lieu entre les rapports des inconnues, et alors, il suffit, pour déterminer ces rapports, d'avoir une équation de moins qu'il n'y a d'inconnues.
Considérons, par exemple, le système
or + 6y -{- C0 = 0 a'X'{'b'y-\-c'z = 0
Ces équations peuvent s'écrire de la manière suivante
et l'on en déduit
X _^c'b — b'c z ab' — 6a'
z ab' — ba''
Si l'on avait, entre trois inconnues, trois équations privées de seconds membres ,
ax -\-by -j-cz =0 a'x-{'b'y-\-(/z^=0
RiSOLimON d'équations du PREMIBa DEGKB. 69
les formules générales (69) donneraient
Mais on doit remarquer que si la troisième équation se trouve une conséquence des deux autres, on peut évidemment la supprimer et l'on retombe alors sur le cas précédent , en sorte que x^ y^ z restent indéterminés et leurs rapports respectifs seuls sont connus.
6S. Résolvons enfin, pour dernier exemple, le système suivant.
[1] l,2346a?+l,3579y+8,642« —9,766744=0. • [2] 7,447ir +5,225y —6,336s —0,611327=0. [3] l,6380z+4,4444y— 6,6789-2 + 1,20011 =0.
La première de ces équations donne pour valeur de s,
Cette valeur substituée dans Téquation [2] donne
En multipliant tous les termes par le dénominateur , on obtient
ou 72,17877a:+53,7581y —67,15884= . . . [4].
Umème valeur de z substituée dans Téquation [3] donnera
d*où +1,20011 = 0,
c'est-à-dire 20,302a:+46,l 1988y— 45,08733=0 • . . [6].
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La question est maintenant ramenée à la résolution de deux équations à deux inconnues [4] et [5J.
On tire de l'équation [5]
En substituant cette valeur de y dans l'équation [4], on obtient
La multiplication par le dénominateur donne
ou 2237,480a?— .673,549=0;
Pour trouver la valeur de y, on a d'abord
20,302a?=6,1115l, donc 45,08703— 20,302a?=38,97582
Si maintenant dans l'équation
nous substituons à a? et à y leurs valeurs numériques , nous aurons
l,3579y = 1,1475586 donc 9,765744 — 1 ,2346a? — 1 ,3579y = 8,246564 ;
et z = -^g^g42~ = 0,9542425.
Les trois inconnues sont donc :
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VériflcatioD.
RÉSUME
55. Ce que Ton entend par un système d'équations. — M, Systèmes équivalents. — 66, On peut substituer à Tune des équations d'un système celle que l'on obtient en ajoutant les proposées membre à membre. — 66. Lorsque l'une des équations d'un système est résolue par rapport à une inconnue, on peut remplacer dans toutes les autres cette inconnue par sa valeur. — 6T. Résolution de deux équations du premier degré à deux inconnues. — 6S. Moyen mnémonique de retenir les formules de résolution. H enste des cas particuliers dans lesquels les formules deviennent illusoires, on s*en occupera plus tard. — 59. Résolution d'un nombre quelconque d'équations entre un nombre égal d'inconnues ; on ramène le système à un autre qui contient une inconnue de moins. — 60. Autre méthode dite des multiplicateurs; elle fournit la valeur d'une inconnue ; les autres dépendent d'un nombre moindre d'équations. —61. La méthode des multiplicateurs pensât d'obtenir directement chaque inconnue sans avoir besoin de calculer aucune des autres. — 62. Application de la méthode des multiplicateurs aux équations à trois inconnues. — 63. Remarques sur les formules précédentes — 64. Cas particulier où les seconds membres sont nuls. — 65. Développement des calculs dans un exemple numérique.
EXERCICES
I. Trouve/deux nombres qui soient dans le rapport de 2 à 3 el tels qu'en y ajoutant 4, les sommes soient comme 4 à 5.
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La quesf ., ^ >^' '"".'l^v// ^ans le rapport de 3 à 4
équatioBF .#-■ '\fi/'^;f/ii^^"^^'
• • ' »////^'* ji;tf/ia différence, la somme et le
//^/^,/cV»'" ^ fiii progression arithmétique tels v^ • ^' - /n«p' "^f . p et que la somme des trois égale 63.
jpces équations^, y, s, et a;>+?/«+s«.
yj on donne la suite
Trouver deux nombres a? et y, tels que chaque terme de cette uite puisse s'obtenir en multipliant le précédent par x , et rantéprécédent par ?/.
vn. On donne la suite
flP-j-ô-H?, aq-^-bq^^cq^, aq^+bq^-^^qf, a^+bqf-^rcq^,...
Trouver trois nombres ^, y, z tels que chaque terme de cette suite s'obtienne en multipliant le précédent par a?, Tanléprécédent par y et celui qui précède de trois rangs par z.
X. Si Ton considère les équations Ll] aa?+6yr=c
a'a;+yy=(?'; et que l'on pose
[2] ar = a^ + pw,
par cette substitution, on obtiendra deux équations entre têtu ; vérifier que le dénominateur des valeurs de ^ et ti que Von en déduit est le produit des dénominateurs que Ton trouve en résolvant les équations [1] par rapport à a? et y et [2] par rapport à ^ et w.
XII. Résoudre les équations
aoc^ = ôy* = es',
et calculer aa5*+&y*+cs*.
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Xni. Éliminer a, 6, c entre les équations
XIY. Un train dont la vitesse est t; part après un autre train dont la vitesse est v\ et le retard est calculé de manière qu'ils arrivent au même temps à la destination. Le premier train est obligé de ralentir la vitesse, de moitié, après avoir fait les deux tiers de la course, et il y a rencontre de trains, a lieues avant la fin du voyage. Trouver la longueur totale du trajet.
XV. Pour faire un certain ouvrage, A emploie m fois plus de temps que B et C réunis; B, n fois plus de temps que Â et C, et G, j) fois plus de temps que A et B. Trouver une relation entre w, n, p.
XVI. Quelle relation doit-il exister entre a, 6 et c pour qu'ils soient les termes de rangs p, ^ et r dans une même progression par difTérence ou par quotient ?
CHAPITRE YI
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Solutions négallTes des équitions )t me inconime.
66. n n'y a aucone remarque à faire sur les nombres négati£s trouvés comme solution d*une ou de plusieurs équations. Ces nombres, substitués aux inconnues et traités conformément aux conyentions, rendent le premier membre de l'équation ^1 au second. Mais lorsque les inconnues représentent des grandeurs à déterminer, il semble que les solutions négatives n'exprimant aucune grandeur, doivent être rejetées et considérées comme un symptôme d'impossibilité. C'est, en effet, ce qui aurait lieu si, dans la mise en équation, on pouvait toujours exprimer d'une manière générale et pour tous les cas, les conditions du problème proposé. Biais bien souvent il n'en est pas ainsi, et les solutions négatives peuvent trouver alors une interprétation qu'il est important d'étudier.
Considérons d'abord une seule équation à une inconnue
Supposons qu'en la résolvant on ait trouvé, pour a?, une valeur négative — a ; cela signifie que l'on a
a(-a) + 6 = tf'{-.a) + 6', c'est-à-dire b — aoi = V — a'a;
et (jue, par conséquent, x = + « est solution de l'équation
b — ax=^V — a'x.
Ainsi, tonte solution négative d'une équation du premier degré à une inconnue, étant prise positivement, satisfait à une équation que l'on obtient en changeant dans la première, le signe des termes où figure l'inconnue. Or, il arrive souvent.
comme nous allons le montrer, que cette nouvelle équation correspond à un problème peu différent du proposé, et quelquefois à ce problème lui-même, entendu dans un sens plus général; on obtient alors la solution du problème modifié ou généralisé, en prenant, avec le signe +» la valeur négative trouvée pour l'inconnue. Une pareille remarque ne peut être développée d'une manière générale, il est essentiel d'étudier, à part, son application dans chaque question particulière. C'est ce que nous allons faire dans les problèmes suivants.
67 bis. Problème I. Deux mobiles qui suivent une ligne droite^ partent de deux points A et B, situés à une distance d l'un de tautrey et marchent ^ dans le même sens, avec des vitesses y et v', Après combien de temps se rencontreront^ils ?
Soit a? le temps cherché, le premier mobile, dont la vitesse est v, parcourt un espace v dans Tunité de temps, et par suite, dans le temps x il parcourra vx ; le second, pendant le même temps, parcourt l'espace v^x ; or, il faut, pour qu'ils se rencontrent, que le premier ait parcouru un espace d de plus que le second ; on doit donc avoir
vx — v^x=d,
d'où Ton déduit x= /.
Si v est moindre que v', cette solution est négative ! pour l'interpréter, remarquons (67) que, prise positivement, elle satisfait à réquation
v'x — vx=^d.
Or, cette équation exprime que le chemin parcouru par le mobile B, surpasse, de d, celui parcouru par le mobile A, condition qui répond évidemment à la question suivante :
En supposant que les deux mobiles soient en marche depuis un temps indéfini, combien y a-t-il de temps qu'ils se sont rencontrés ?
Si donc on veut donner cette extension au problème, la valeur négative de x exprime un temps déjà écoulé.
Problème II. Les âges de deux individm sont a et b, après
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combien de temps l'dye du premier sera-t^il double de celui du second?
Si X est le temps cherché, réquation du problème est évidemment
el Ton en dédait ar = a — 2é.
Si a est moindre que 2 A, cette valeur de x est négative ; prise positivement, elle satisfait alors (67) à Téquation
qui correspond évidenunent à la question suivante :
Combien y a-t-il de temps que Tàge du premier individu était double de celui du second ?
Problème Ui. On donne sur une droite^ deux points A e^ B, k premier situé à gauche d'un point 0 à une distance a, elle second situé à droite à une distance b, déterminer sur cette ligne^ un troisième point X, tel qu'en prenant le milieu H de BX, fuis le tiers de kM à partir de A, le point ainsi déterminé coïncide avecO>
On a évidemment, en nommant x la distance OX,
U faut que AO ou a soit le tiers de AM, et que, par conséquent y
d'où Ton déduit ar = 4a — é.
Si 4a est moindre que fr, la solution est négative ; prise positivement, elle satisfait donc (60) à Téquation
^ ce qui est précisément Téquation à laquelle on est conduit ,
en supposant le point X à une distance x à gauche de 0 ; la valeur négative de x doit donc, dans ce cas, être portée dans un sens opposé à celui que Ton avait supposé dans la mise en équation.
68. 11 ne faut pas croire que les solutions négatives s'interprètent toutes, aussi naturellement que les précédentes. On ne doit pas même affirmer, d'une manière générale, qu'une valeur négative trouvée pour un temps à venir, exprime un temps passé, ni que les longueurs négatives à porter sur une ligne, doivent toujours être comptées en sens opposé à celui qui correspond aux valeurs positives. 11 en est cependant ainsi dans la plupart des cas, et nous allons en donner la raison.
69. Supposons que x désignant le temps qui doit s'écouler jusqu'à un certain événement, on ait trouvé pour l'équation d'un problème ,
Si, au lieu de chercher le temps qui doit s'écouler à partir de répoque actuelle, on avait cherché le temps qui doit s*écouler à partir d'une époque antérieure de ^ années ( c'est ce qui aurait lieu, par exemple, si l'on prenait pour inconnue la date de l'événement ) , en nommant Xi ce temps , on aurait évidemment ,
X=^Xi — t ^
et, par suite, au lieu de [1] ,
[2] B + k(xi — 0 = B' -f k'iXi— t) ,
qui serait l'équation du problème, si l'on prenait Xi pour inconnue. Si la valeur de xx^ que Ton en déduit, est moindre que t et égale , par exemple , à ^ — a , on aura , en la substituant dans [2]
par où Ton voit que l'équation [1] a pour solution
Une solution négative a? = — « , trouvée pour Téquation [l3 ,
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signifie donc qne FéTénement est postérieur de ^ — « à une époque antérieure de t à l'époque actuelle , c'est-à-dire qu*il précède de a Tépoque actuelle. .
70. Le raisonnement précédent n'est pas tout à fait général : il suppose que l'équation [2] qui convient à une époque postérieure à l'époque actuelle s'applique aussi aux époques antérieures; or cela pourrait ne pas avoir lieu.
71. Supposons maintenant que a? désignant la distance h porter sur une ligne , à partir d'un point donné , et dans une certaine direction , à droite par exemple , on ait trouvé , pour équation d'un problème »
[1] îi + kx = B'+A'x.
Si au lieu de chercher la distance du point inconnu à Torigihe donnée , on avait cherché sa distance Xi à une origine située à gauche de la première, à une distance d, on aurait eu
a?i=d-|-a: ou* a? = a?i — d, et , par suite , au lieu de l'équation [1] ,
[2] B+M^i—d)=B'+AXXi—d).
Si cette équation fournit pour Xi une valeur positive moindre que d , que je représente par d — « , le point cherché sera évidemment à gauche de 0 et à une distance « de cette origine ; mais en substituant, dans [2] , à oti sa valeur d — a , on a
B — Aa = B'-A'a,
d'où il résulte que l'équation [1] a pour solution a?=— a. Une solution négative a?= — « trouvée pour Féquation [1], signifie donc que le point cherché est situé à gauche de 0 et à une distance a de cette origine.
72. Nous remarquerons, comme (70) , que le raisonnement précédent n'est pas tout à fait général , et suppose que Téqua^ tion [2] , qui correspond aux points situés à droite de 0, s'applique aussi aux points situés à gauche ; or cela n'a pas toujours lieu , et nous en donnerons un exemple. ^
PROBLin. Ui$ chemin de fer prend 0^,10 jpof tanne et par kilo^
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mètre pour le transport des marchandises; on payç , en outre , un droit fixe de 3^75 par wagon de 2000 kilogrammes : à quelle distance peut-on transporter 50 tonnes pour 3 fr. ?
60 tonnes correspondent à 26 wagons; le droit fixe à payer est donc de
et, en outre, pour le transport à la distance Xj
0,10X50Xa?;
l'équation du problème est donc
3,75X26+0,10X60Xa?=3;
et en la résolvant on trouve pour x une valeur négative x= — 18,16 qui ne signifie ici absolument rien.
On peut voir, en effet, que dans ce cas, le raisonnement (71) est en défaut. Si, eh effet, on suppose que les cinquante tonnes devant être portées vers la droite, on prenne pour inconnue la distance Xi à un point situé, vers la gauche, à une distance d du point de départ, on aura x=Xi'—d , et l'équation du problème deviendra
3,76X26 + 0,10X60X(a?i— dj=3,
mais cette équation ne convient nullement au cas du transport effectué vers la gauche; dans ce cas, en effet, le chemin parcouru doit être représenté par d— a?i, et il faut prendre, pour équation du problème ,
lolroduclion des nombres négalifs dans renoncé d'un problème*
75. Il est quelquefois avantageux d'introduire des nombres négatifs dans les données mêmes d'une question. Nous nous bornerons à montrer, par un exemple fort simple , comment on peut y être conduit, et de quelle nature est l'avantage qu'on y trouve.
Reprenons le problème résolu (67).
Deux mobiles suivent la droite kk' en marchant dans le même
sens avec des vitesses v et y\ l'un est en K^ Vautre en A' ; après combien de temps se rencontreront-ils?
En nommant x le temps inconnu , et d la distance AA', on a l'équation (67)
vx — v'x=d.
Cette équation fournit la solution du problème , lors ménic que V est moindre que v\ pourvu que Ton regarde (67) les valeurs négatives de x comme représentant un temps déjù écoulé.
Pour généraliser encore davantage , supposons que les deux mobiles ne marchent pas tous deux dans la direction Àii' : ou peut considérer trois cas distincts :
1* Le mobile A marche vers la droite et le mobile A' vers lu gauche;
Tëquation du problème est alors, comme on le voit facilement)
vx-^-v'x^^d; ^ A marchant vers la gauche , A' marche vers la droite.
Les mobiles ne se rencontreront jamais, mais en nommant x le temps écoulé depuis leur rencontre, on aura
vx-^-v'x^^d'^
3* Enfin , si Ton suppose que les mobiles marchent vers 1» gauche , on aura
v'x — vx=d.
Les équations relatives aux quatre cas sont donc , en résumé,
vx'^v'x=d quand A et A' marchent vers la droite, vz -f t?'a?s=d A vers la droite, A' vers la gauche,
va? -j-t/a?=d A vers la gauche, A' vers la droite,
X désigne un temps déjà écoulé , v'X'^vxssd A et A' vers la gauche.
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Or, ces quatre équations peuvent se réduire à une seule , ce qui est évidemment un avantage, si Ton convient de représenter par des nombres négatifs — t? , — v' les vitesses dirigées vers la gauche; d'après cette convention, il faut, en eflet, remplacer dans la seconde des équations ci-dessus, v' par — v'; dans la troisième, v par — v\ dans le quatrième, v par — v, v' par — v'\ et de plus , dans la troisième , où l'inconnue désigne un temps déjà écoulé , a? par — x\ les quatre équations deviennent par ces substitutions :
vx — v^x=zd\
en sorte que la formule
que Ton en déduit, convint à tous les cas.
Solutions négalives des équations à deux inconnues.
74. Nous n'avons considéré , jusqu'à présent , que les solutions négatives fournies par une équation à une inconnue. Le cas de plusieurs équations donne lieu à des remarques entièrement semblables.
Supposons qu'en résolvant le système
[1] ax+hy=c,
o!x-\'Vy=^c\
on ait trouvé, pour l'une des inconnues, ou pour toutes deux, des valeurs négatives. Soient, par exemple, a?=a, y= — p. Ces valeurs satisfaisant aux équations [1] , on aura
aa — 6p ={?, a'a— yp=c';
et, par conséquent, les valeurs â7=a, i/=p, satisfont au système
ax — by=Cy
à!x — Vy:=c\ Ainsi donc : en prenant positivement la solution négative
y= — p> on satisfait à un système qui diffère du proposé par le changement de signe des termes en y. On Terrait de même que si la valeur de x était négative, on pourrait la prendre avec le signe + , pourvu qu'on change&t dans les équations proposées le signe de tous les termes en x.
Les équations nouvelles , auxquelles satisfont les valeurs négatives des inconnues prises positivement, correspondent quelquefois à un problème peu différent du proposé ou à ce problème lui-même, entendu dans un sens plus général ; mais cette remarque , comme dans le cas des équations à une inconnue ne peut être développée que sur des questions particulières.
Considérons, par exemple, le problème suivant.
78. Problème. Un vase de capacité v est rempli dans un temps ^ par n robinets j versant chacun la même quantité deuu , et par la pluie tombée sur un toit dont la surface est s. Un autre vcue de capacité y' est rempli dans le temps V par n' robinets semblables aux précédents , et par la pluie tombant sur un toit s' avec la même intensité que sur le toit s. Déduire de ces données la quan-tiié d'eaUy x, versée par chaque robinet dans Funité de temps et la quantité y versée par la pluie pendant chaque unité de temps , sur chaque unité de surface de toit.
Un robinet versant, dans Tunité de temps, une quantité d*eau égale à x ; dans le temps ^ n robinets verseront nxt.
La pluie versant dans Tunité de temps, une quantité d*eau y sur l'unité de surface, versera, dans le temps tj sur s, une quantité d'eau syt; on aura donc
[1] nxt-^-syt^v.
En exprimant que le second bassin est rempli dans le temps fj on aura de même
[2] n'xf+sY=^^\
et les équations [1] et [2] permettront de calculer x et y.
Supposons maintenant, qu'en les résolvant, on trouve pour x
une valeur positive a , et pour y une valeur négative — p. Ù
faudra en conclure (74) que les valeurs â? = G(, y=:p satisfont
aux équations
nxt — syt =v ,
n'xf—^yfrsv^.
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Ces équations correspondent à un problème qui diffère du proposé, en ce que la pluie doit être remplacée par une cause qui enlèv% au bassin une quantité d'eau proportionnelle au temps et à la surface s ; par exemple , par Tévaporation du liquide.
Si, au contraire, on trouvait pour j? une valeur négative, cette valeur, prise positivement, satisferait aux équations
syt — nxt =t? ,
Ces équations correspondent à un problème différant du proposé , en ce que les robinets qui versent de l'eau , doivent être remplacés par un nombre égal de causes qui en enlèvent , par exemple, par des orifices ou des pompes, enlevant une quantité X d'eau par imité de temps.
76. Les remarques faites (09, 71} au sujet des valeurs négatives trouvées pour un temps ou pour une longueur, s'appliquent sans modification au cas où les équations contiennelit plus d'une inconnue.
RÉSUMÉ
6(>. Les solutions négatives d'un système d*équations sont des nonobres négatifs qui, substitués aux inconnues dans ces équations, et traités conformément aux conventions, rendent le premier membre égal au second. — 67. Toute solution négative d'une équation du premier degré à une inconnue étant prise positivement, satisfait à une autre équation que Ton obtient en changeant dans la première le signe des termes qui contiennent l'inconnue. Cette nouvelle équation correspond quelquefois an problème proposé entendu dans un sens plus général. — 67 bis, Pro« blême des courriers, interprétation de la solution négative par une légère extension de Ténoncé. Interprétation de la solution négative dans le problème suivant : dans combien de temps l'âge d'un individu serat-il le double de celui d'un aulre individu? Interprétation de la solution négative dans un problème de géométrie. — 68. On remarque que toutes les solutions négatives ne s'interprètent pas aussi naturellement que celles dont il vient d'être question. — 68. On prouve en générai que si Ton prend pour inconnue le temps qui doit s'écouler jusqu'à un certain événement , la solution négative doit être comptée dans le passé. — 70. Le raisonnement n'est pas tout à faitgéné«id. — 71. Quand on
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prend pour inconnae la distance à porter sur une ligne, à partir d'tin point donné, les solutions négatives doivent être portées dans une d reotion opposée à celle qui correspond aux solutions positives. -— 72. Le raisonnement n'est pas complètement général ; on donne un exemple d'un cas dans lequel il est en défaut. — 75. On introduit quelquefois des nombres négatife comme représentation de données dans renoncé d'un problème. Introduction de vitesses négatives dans le problème des courriers. — 74. Les solutions négatives d'un système d^équations étant prises positivement satisfont à un autre système qui diffère du premier par le changement de signe des termes qui contienn^t Tinoonnue dont la valeur est négative. — 75. Interprétation des solutions négatives dans un problème à deux inconnues. — 76. Les remarques faites (68 et 71) s'appliquent aux équations à plusieurs inconnues.
I. On donne des points A, B, 6, D, situés sur une ligne droite h des distances a, b, c, d, d'un point 0 de cette droite ; Irouver sur cette droite un point X tel , que sa distance à un point quelconque M de la droite donnée soit la moyenne des distances de H aux points A, B, C, D. Montrer qu'à Taide de conventions convenables, on peut résoudre le problème par une seule formule, quelles que soient les positions de A, B, C, D, à droite ou à gauche de 0.
n. On donne les deux bases a, b d*un trapèze et sa hauteur A. Calculer la hauteur du triangle obtenu en prolongeant les côtés jusqu'à leur rencontre ; interpréter la solution quand elle est négative.
m. Inscrire un rectangle de périmètre donné dans un triangle dont la base est b et la hauteur A.
IV. n pierres sont rangées en ligne droite à dix mèlres de distance les unes des autres. Déterminer, sur cette droite , la position d'un point X tel qu'il y ait m fois plus de chemin à faire pour transporter, successivement, chaque pierre au point X que pour les transporter à la place occupée pq^ la première d'entre elles. On supposera, dans les deux cas, que l'on parte de cette première pierre. Si la solution est négative, est-il possible de l'interpréter?
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V. Deux triangles rectangles ont leurs côtés dirigés suivant les mêmes droites et représentés par a^h^a\V\ calculer les perpendiculaires abaissées sur les côtés, du point d'intersection des hypoténuses , et discuter les différents cas jqui peuvent se présenter.
Nous avons trouvé (49) pour solution de Téquation
[1] ax + b = a'x + b\
Le seul cas que Ton doive examiner à part est celui où a^af est égal à zéro.
V Si a-^a' est nul sans que ft'— 6 le soit, la formule [2J donne
'ÔT'
ce qui ne signifie rien. Mais il est facile de voir que Téquatidhi proposée est dans ce cas impossible, car elle devient, a' étant égal à a,
aa?+* = ^^ + *'»
ce qui ne peut avoir lieu si b est différent de V.
2^" Supposons maintenant que Ton ait, à la fois, a=za!fb =6' ; celte formule devient :
ce qui ne signifie rien; mais il est facile de voir que, dans ce cas, l'équation [1] est satisfaite quel que soit a?, car elle devient:
(iX'\-b:=iax '\-b,
78. Remarque I. D'après ce qui précède, lorsque la formule de résolution d'une équation à une inconnue donne, pour valeur de
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cette inconnue, une expression de la forme jr> on doit en conclure que réquation est impossible ; mais il n'en est pas toujours ainsi du problème qui y a conduit , on peut affirmer seulement que la quantité prise pour inconnue cesse alors d'exister. Si, par exemple, on a pris, pour inconnue, la distance à laquelle se coupent deux droites d'une figure, et que l'on trouve, pour celte
dislance , une valeur de la forme - , on conclura que les deux
droites ne se coupent pas et sont par conséquent parallèles.
79. Remarque II. Lorsque le dénominateur d'une fraction diminue, la fraction augmente et peut augmenter sans limite si le dénominateur diminue indéfiniment. D'après cela, on dit quelquefois que le dénominateur devenant nul, la fraction devient infinie, et on écrit qu'elle a pour solution a? = ao. C'est là une locution incorrecte : la fraction dont le dénominateur est nul ne représente rien. Si les données d'un problème varient de telle manière que le dénominateur de la valeur de Tinconnue tende vers zéro, Tinconnue ellemême augmente indéfiniment, mais lorsque le dénominateur est actuellement nul, la solution n'existe pas et l'équation est impossible.
• Discussion des formules de résolution de deux équations à deux inconnues.
80. Les formules trouvées pour la résolution de deux équations du premier degré
[1] ax-\-hy = c ,
foiœnissent, en général, pour chacune des inconnues a? et y une seule valeur positive ou négative; mais dans certains cas que nous allons examiner, ces valeurs deviennent illusoires.
Les formules de résolution sont :
cb' — hc'
ab'—hd' ad — cd
r il U,V> l/f*
[^1 y=w^=bi;'-
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Si aV—ba! n'esl pas nul, elles ne donnent lieu à aucune difficulté : nous examinerons donc seulement le cas où Ton a
aV—W — 0,
et nous le diviserons en deux autres.
81. 1* Supposons que 06' — 6a' soit nul sans que les numérateurs des formules [3] et [4] le soient. Les valeurs de â? et y
prennent alors la fonne jry ^r , ce qui ne signifie rien ; mais il
est Tacilc de voir que, dans ce cas, les équations proposées sont incompatibles; puisque l'on a, en effet,
ab' = M,
en désignant par r la valeur commune de ces deux rapports , on a:
a = ra\
b = rV\
par suite, les équations proposées deviennent
rclx'\'rb'y==,c ^ a'x-\'b'y =<?'.
Or, le premier membre de la première étant égal au produit de r par le premier membre de la seconde , la même relation doit exister entre les seconds membres, et il y a, par suite, impossibilité si Ton n'a pas , •
c = rc',
c'est-à-dire, en remplaçant r par ses deux valeurs -, et j, , si Ton
n'a pas j
_ac' _bc'
ou, ce qui revient au même,
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Mais ces dernières égalités expriment, contrairement à nos suppositions, que les numérateurs des valeurs de â? et de y sont égaux à zéro, elles ne sont donc pas satisfaites, et les équations proposées sont incompatibles.
82. 2<» Si le numérateur de l'une des valeurs de a? et y s'annule en môme temps que al/-^ba\ il en est de même de l'autre numérateur.
Si Ton a en effet aV — ba!=0,
eu/ — ca'=0,
ces équations, qui peuvent se mettre sous la forme,
b c entraînent évidemment p = ;7 >
c'est-à-dire bc' = b'c.
Supposons ces relations satisfaites ; les valeurs des deux inconnues se présenteront sous la forme ^. Désignons par r la
valeur commune des trois rapports ->, r?, - , on aura
et les équations proposées peuvent être écrites ainsi :
ra!x-\-rb'y=^rc\ a'x-\'Vy =c\
La première n'étant autre chose que la seconde, dont les deux membres sont multipliés par r, on n'a, réellement, qu'une seule équation entre les deux inconnues x et y, et l'on peut par conséquent choisir l'une d'elles arbitrairement, et déterminer l'autre en résolvant une équation à une inconnue.
En résiuné, quand les formules de résolution donnent
DISCUSSION OIS ronvuLis TEomrlis. 91
pour les inconnues, des expressions de la forme -^ , les équations
sont incompatibles, et quand elles en donnent de la forme % les équations rentrent Tune dans l'autre (88).
La remarque faite (78) s'applique aux équations à deux inconnues. Lorsque Jes valeurs des inconnues se présentent sous
la forme -^^ les équations sont impossibles, mais il n*en est pas
toujours de même du problème qui leur a donné naissance.
En mettant plus haut (88) les équations
sous la forme -D — Tn ~ = ii-
Nous avons supposé , tacitement » que les nombres a\ V^ & étaient différents de 0. Nous laissons au lecteur le soin de discuter le cas où cela n'a pas lieu, et de reconnaître que des
expressions de la forme -g- et ^ indiquent encore l'impossibilité
ou rindétermination. Nous nous bornerons à indiquer un cas ps^culier remarquable. Si Ton a a=0, a'=0, les formules
_cV—bc* ^-ah'-bd
(uf — ca!
y — aV^ba"
deviennent x = ^— ^^ — ,
C'est une exception au résultat démontré (82) : toutes les fois que l'une des inconnues se présente sous la forme S > il en est de même de la seconde. Mais, dans le cas dont nous parlons, a et af étant nuls, les deux équations deviennent
by — c, Vy=c\
92 DISCUSSION DBS FORMULES THOUVtSS.
ce sont deux équations à une inconnue et non deux équations à deux inconnues.
RÉSUMÉ
77. Le seul cas que l'on doive examiner à part dans la formule de résolution d*une équation de premier degré à une inconnue est celui où le dénominateur est nul. Si le numérateur n'est pas nul en même temp^, Féquation est impossible. Si le numérateur est nul , elle est identique et la valeur de Tinconnue qui se.présente sous la forme J est indéterminée. «^ 78. Quand Téquation est impossible, il n'en est pas toujours de même du problème qui y a conduit. — 79. Quand la valeur d'une
inconnnue prend la forme — on dit souvent que cette valeur est infinie; c'est là une locution incorrecte. — 80. Les formules de résolution de deux équations à deux inconnues ne donnent lieu à aucune difficulté tant que le dénominateur commun de la valeur des inconnues n'est pas égal à zéro. — 81 . Si ce dénominateur est nul sans que les numérateurs le soient, les équations proposées sont incompatibles. — 82. Si l'expression de l'une des inconnues a son numérateur et son dénominateur égaux à zéro, il en est de même de l'expression de l'autre inconnue. Lorsque cela a lieu , les valeurs des deux inconnues se présentent sous la forme j|, et les équations proposées rentrent l'une dans l'autre, —
83. Lorsque les valeurs des inconnues se présentent sous la forme-|r
les équations sont incompatibles, mais il n'en est pas toujours de même du problème qui leur a donné naissance. — 84. Cas d'exception dans lequel l'une des inconnues se présente sous la forme J sans que l'autre prenne la même forme ; ou doit remarquer que, dans ce cas, les équations proposées sont réellement deux équations à une inconnue et non deux équations à deux inconnues.
EXERCICES
I. Quelles relations faut-il supposer entre A, B, A', B', pour que
Aa?+B
ait une valeur indépendante dexl
n. Quelles relations faut-il supposer entre A, B, C, A', F, C, pour que l'expression
Aa? -f-By -fC k'x+B'y+C
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soit indé()eudante de â? et de y? peut-elle être indépendante de X sans l'être de y ?
III. Trouver une progression par différence dans laquelle il existe un rapport constant entre la somme des x premiers termes et la somme des kx suivants , k étant donné , et x pouvant prendre toutes les valeurs entières.
IV. Discuter les formules de résolution de trois équations à trois inconnues, et distinguer les cas suivants :
Deux d'entre elles peuvent être incompatibles, quelle que soit la troisième.
L'une d'elles peut être incompatible avec les deux autres. Deux d'entre elles peuvent rentrer l'une dans l'autre. L'une d'elles peut renfrer dans les deux autres.
Y. Un vase de capacité v est rempli dans un temps ^ par n robinets, et par la pluie qui tombe sur un toit de surface s. Un vase de capacité v' est rempli dans un temps f par n' robinets, et par la pluie qui tombe sur un toit du surface s' ; déterminer d'après cesdonnées, ce qu'un robinet verse dans l'unité de temps, et ce que verse la pluie sur chaque unité de surface du toit.
Discuter les cas d'impossibilité et d'indétermination, et les expliquer à priori.
CHAPITRE VIII
Résolution de l'équation du second degré.
8S. Une équation à une inconnue est du second degré quand elle peut être mise sous la forme
[1] aûci^'\'bx-\'C=sO
X désignant Tinconnue et a, 6, c des nombres donnés.
Pour résoudre Téquation [l] , multiplions ses deux membres par 4a , ce qui est permis (46) , pourvu que a ne soit pas nul , et faisons passer iac dans le second membre, nous obtiendrons
4a*a?'+ 4abx = — 4ac.
Si nous ajoutons 6* aux deux membres de cette équation, elle devient
ia*x*-\'iabx-\-b^=:b*~-'4ac ;
le premier membre étant , comme il est facile de le vérifier, le carré de 2aa?-j-ô> cette équation peut s'écrire
ce qui équivaut à
2(W?-j-6=v^Ô*— 4ac,
équation du premier degré, dont on déduit
[2] a,=zH:^lizi2£.
86. Remarque I. La formule [2] fournit deux valeurs distinctes de X , car Texpression ^b^ — iac représente, indifféremment, deux nombres égaux et de signes contraires. Si par exemple
6*— 4ac est égal à 9, yjl^^iac est égal à + 3 ou à — 3. On
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indique, en général, celte double valeur du radical en écrivant la formule [2] de la manière suivante
et l'on sous-entend alors, que +v/'6'— iac représente la valeur positive du radical et — y/t^ — Aac sa valeur négalive.
Les solutions d'une équation sont appelées ses racines : on peut donc dire , d'après ce qui précède , que Téquation du second degré a deux racines xf et ûd*^ exprimées par les formules
u — b — v^y — Aac
87. Rbmârqub II. Si ft*— 4a<? est négatif, \/b^— Aac ne représente , d'après nos conventions , aucun nombre positif ou négatif, et l'équation proposée n'admet pas de solution. Cependant on dit alors qu'elle a deux racines imaginaires exprimées par la formule [2].
On désigne en général sous le nom d'expression imaginaire la racine carrée d'un nombre négatif. Il ne faut attacher à cette locution aucune idée relative à la mesure des grandeurs. Une expression imaginaire, semblable en cela à un nombre négatif, ne représente aucune grandeur ; mais , de même que les opérations faites sur les nombres négatifs, les opérations relatives aux expressions imaginaires reçoivent , conventionnellement , un sens , et deviennent un' moyen précieux de généralisation, la première de ces conventions consiste en ce que le carré de
l'expression v^— A est — A ; pour définir les autres opérations, on convient d'appliquer aux expressions imaginaires toutes les règles démontrées généralement pour les quantités réelles.
Nous reviendrons, du reste, dans un chapitre spécial, sur la théorie des nombres imaginaires.
En résumé, l'équation
admet quelquefois deux solutions , quelquefois une seule , et quelquefois enfin n'en admet aucune. On dit cependant qu'elle en admet toujours deux qui peuvent être réelles et différentes, réelles et égales , ou imaginaires. 11 peut sembler puéril , au premier abord , de choisir , ainsi , une forme détournée pour affirmer, dans tous les cas , l'existence de deux racines qui n'en existent pas pour cela davantage. Ces locutions et l'introduction dans les calculs de nombres imaginaires sont cependant une conséquence de l'esprit de généralisation qui règne en algèbre. 11 serait impossible , en effet , d'opérer sur des expressions littérales , si la forme des résultats changeait avec la valeur numérique des lettres. Il faudrait , à chaque instant , diviser et subdiviser les questions pour obtenir les formules correspondantes à telle ou telle hypothèse. L'adoption des nombres négatifs et imaginaires a pour but d'éviter cet in convenient. Dans une question particulière, l'introduction de ces nombres n'aurait aucune utilité , mais dans l'étude générale d'une classe de questions , ils permettent d'exprimer et de démontrer, en une fois , des règles et des résultats qui exigeraient, sans cela, des démonstrations et des formules distinctes.
90. Les racines imaginaires d'une équation de second degré sont, d'après ce qui précède, des expressions de la forme
— B représentant un nombre négatif. Désignons par 6 la racine carrée de ce nombre pris positivement, de telle sorte que
l'expression imaginaire qui représente la racine deviendra
que Ton écrit souvent A + * \/— î •
Remarque. On substitue byf^ à v^6*x(— l)en faisant sortir le facteur V hors du radical, absolument comme s'il s'agissait de la racine carrée d'un produit positif. En général, nous conviendrons d'appliquer aux opérations relatives aux expressions imaginaires toutes les règles démontrées généralement pour les nombres réels. Ces règles , dans ce cas nouveau , serviront de définitions aux opérations qui sans cela n'auraient aucun sens.
91. La résolution dei équations du second degré a une telle importance , que noua ne craindrons pas de paraître trop mi ^ nutieux en entrant dans quelques détails relatifs aux cas dans lesquels la formule générale se simplifie légèrement.
1* Il arrive souvent que le coefficient a du premier terme est égal à l'unité , et l'on peut d'ailleurs faire en sorte qu'il en sôit ainsi en divisant l'équalion par a. Soit
l'équation ainsi simplifiée la formule générale devient alors
il est indispensable de la savoir par cœur sous cette dernière forme.
2* Si, dans l'équation ax*4- 6^+^=0, le coefficient 6 contient le facteur 2 en évidence et est , par exemple , égal à 2k , les racines de Féquation
eux? + 2to + c = 0 prennent la forme
^U'on ne doit jamais se dispenser de faire cetle simplification lorsqu'elle se présente.
Relation entre les coeificienis et les racines d'une équation du second degré.
L'équation aa^-^-bx-^c^O
a , comme on la vu » deux racines
si on les ajoute , on trouve
et si on les multiplie
la somme et le produit des racines dépendent donc d'une manière simple des coefficients de l'équation.
D'après cela , la solution de l'équation du second degré permet de résoudre le problème suivant. Trouver deux nombres connaissant leur somme et leur produit.
Soient, en effet, S la somme de deux nombres et P leur produit , on pourra prei\dre , pour ces deux nombres , les racines de l'éqfuation
[1] a?*— Sa?+P=0,
car la somme de ces racines est S et leur produit P. Il est facile de donner à l'équation [l] une forme qui montre, a priori^ la raison de ce fait, on peut, en effet, récrire
ou . P = a?(S— a?),
et Ton voit que résoudre celte équation, c'est trouver deux nombres X eX^ — x dont le produit soit P ; d'ailleurs là somme de ces deux nombres a? + S — a? est évidemment égale à S.
DécompofiiUon d'un trinôme du second degré en facteurs du premier degré.
ftS. Si â:' et â:^ désignent les racines de l'équation [1] aa?+bx+c=Oj
on a (92) a:'4-ar*'= — -,
se 3b — —•
a Si Ton divise les deux membres de Téqiaaiion [1] par a et que Ton remplace - et - par les valeurs précédentes, son premier membre devient
«C ^^ ^iP I ' •€» j X ' I " Su Su »
ou , comme il est facile de le vérifier,
(a? — af)(x — af^.
Ainsi, le premier piembre d'une équation du second degré
est le produit de deux binômes du premier degré égaux à l'excès de X sur chacune des racines.
Si réquation proposée est de la forme
aa?'\-bx-\'e=0^
c'est seulement , après l'avoir divisée par a , que l'on peut lui appliquer le résultat précédent, et, par suite , avant celte divi« don, le premier membre est égal à
94. Le théorème important qui précède peut encore se démontrer, plus directement, d'ime autre manière. Considérons le trinôme
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on â, identiquement,
c b* or on peut remplacer — — „ par Texpression identiquement
égale
et, par celte substitution, l'expression [l] devient le produit de a par la différence de deux carrés , savoir :
or on sait que la différence de deux carrés est égale au produit de la somme des racines par leur différence et, par suite, l'expression précédente , équivalente à ax^-^-bx^^-c, peut s'écrire
ou, ce qui revient au même,
où Ton reconnaît l'expression trouvée plus haut
Cette formule, quelle que soit la manière dont on l'établisse, s'applique évidemment au cas où x' et a?" sont imaginaires , mais , dans ce cas , les deux facteurs {x—x'){x — a?") n'ayant* aucune valeur arithmétique, on doit la considérer comme presque sans applications.
98. Lorsque les racines d'une équation du second degré sont imaginaires, ou peut mettre le premier membre sous une forme particulière très-utile à connaître.
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Si nous reprenons les calculs faits plus haut, nous aurons en
effet
les racines étant supposées imaginaires, V — iae est négatif et, par conséquent ,
4flg — y c V
est une quantité positive , que l'on peut regarder comme le carré de sa racine carrée. Le premier membre de Téquation devient alors
et l'on Yoit qu'il est le produit de a , par la somme des carrés de deux expressions réelles.
96. Si les deux racines x* et x" sont égales , les facteurs x^af, X — a/' (94) deviennent égaux, et le premier membre est un carré parfait. Ce résultat est d'ailleurs facile à vérifier. Pour que les racines de l'équation
soient égales, il faut (88) que l'on ait
Aa
remplaçant c par sa valeur et divisant les deux membres de l'équation par a , celle-ci devient
' a ' 4a* ' c'est-à-dire (^"''2") ~^'
97. Les relations qui donnent la somme et le produit de deux racines permettent de déterminer leurs signes sans résoudre l'équation.
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On Yoît, en effet, d'après le signe de leur produit --, si les racines sont de même signe ou de signes contraires. Dans le
premier cas, le signe de la somme apprendra si elles sont
toutes deux positives ou toutes deux négatives. Dans le second cas, Tune est positive et Tautre négative, et le signe de — fait savoir quel est le signe de la plus grande.
Exemple. Les racines de Véquation
a^— Sx — 4=0
sont de signes contraires , car leur produit est — 4 , et la plus grande est positive , car leur somme est positive et égale à 3.
ftsMARQUE. Avant d'appliquer les règles précédentes il faut s'assurer que les racines sont réelles. Si nous considérons, par exemple, Téquation
a?*— 3^+lû=0,
on serait conduit (96) à regarder les racines comme toutes deux positives , car leur produit 10 est positif ainsi que leur somme 3. Mais l'expression b^—4ae (87) étant ici égale à — 31, les racines sont imaginaires.
Nous remarquerons, à cette occasion, que les racines sont toujours réelles lorsque leur produit - est négatif. Si, en effet, est négatif, il en est de même de ac, car on a
et le facteur a* est essentiellement positif, ac étant négatif , 4ac est négatif, par suite — 4ac est positif et il en est, a fortiori^ de même de ft* — 4ac; les racines sont donc réelles.
98. Le théorème de Tarticle 94, dont on fait du reste un usage continuel en analyse, permet de résoudre immédiatement la question suivante , fmner une équation du êecond degré dont les racines soient des nombres donnés a et p.
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L équation demandée est éWdemment
(ar— «) (a?— p)=: a:"— (« + P)jr + ap = 0 ,
et Ton aperçoit d'ailleurs a priori , que le premier membre (a?— «)(aî— P) s'annule pour ar=« et pour ap=|l. On toit que le coefficient de x est égal h la somme des racines prise en signe contraire et que le terme tout connu est égal au produit des racines.
EuHPLX. Quelle est réquation du second degré dont les racines
Ona 2 + V/3 + 2 — v^3 = 4
(2 + v^(2-v^) = 4-3=l, et réquation demandée est, par conséquent,
Examen d'an cas particulier remarquable.
Lorsque , dans réquation
on snppose que le coefficient a prenne la valeur 0, les formules qui «xprioaent les racines ,
*^- ïi '
Sa
■iae >
prennent la forme
d'un autre côté, l'équation proposée devient
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elle est alors du premier degré et n'admet qu'une seule solution
les formules générales semblent donc , dans ce cas , en défaut.
Remarquons d'abord que , si réellement il en était ainsi , il n'en faudrait rien conclure contre les raisonnements qui y ont conduit, car ces raisonnements supposent, expressément (88), que a ne soit pas nul.
Cependant les valeurs de x' et de x" satisfaisant à l'équation proposée, quelque soit a, lorsque a tend vers zéro, Tune d'elles doit approcher de la solution de
ôo? + (? = 0.
C'est ce que nous allons vérifier pour la première. La seconde augmente évidemment sans limite quand a diminue.
On a x= 3X_
Multiplions les deux termes de cette fraction par — b^^t^> il viendra
_(— 6 + v/y— 4ag)(— 6 — v^y— 4ag).
2a(_ô — v^6» — 4ac)
ou en effectuant la multiplication indiquée au numérateur, et remarquant que l'on a le produit de la somme de deux nombres
— 6 -f- ^b* — 4ac par leur différence — b^^^ b* — 4ac ;
6'— 6* + 4tw? 4ac
2a{— b — ^ti'—Aac) 2a(— b — sJb^—Aac)
et sous cette forme , il est évident que , a tendant vers zéro ,
X s'approche de la valeur — ;rr ou —%,
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Résolation de TéquatioD ac^ + to + e = 0, lorsque a ett trèt-petit.
La formule générale qui donne les racines de Téqua
lion iw:* + 6a; + c = 0,
se prête mal aux calculs numériques , lorsque le coefficient a aune valeur très-petite. On comprend , en effet, qu'après avoir
calculé approximativement ^6* — 4ac, en divisant le résultat par 2a, on diviserait en même temps Terreur qui se trouverait par là considérablement augmentée. H est donc convenable de modifier dans ce cas la formule qui donne les racines ; occupons-nous seulement de la racine qui diffère peu de — ? (99); Pautre se trouvera ensuite , sans peine , puisque la somme des deux est connue et égale à .
De Féquation oa?* 4? *^ + ^ = 0,
01 déduit
a, étant par hypothèse très-petit, nous pouvons négliger-^, el écrire, comme pr^mt^e approximation,
t erreur commise en adoptant cette valeur est -?- ; elle contient
en facteur la première puissance de a , et Ton dit , pour cette raison , qu'elle est du premier ordre.
Si nous désignons par «i Terreur commise quand on prend
«= — ^, nous aurons exactement
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en remettant cette valeur dans le second membre de Téquation [1] , il vient
si nous négligeons, dans le second membre, le troisième et le quatrième terme qui contiennent en facteurs aai et aai", il viendra, comme seconde approximation ,
r^T c ac^
oti étant du premier ordre par rapport à a, aa, et ot'a sont respectivement du second et du troisième ordre, c'est-à-dire qu'Us contiennent a' et a* en facteur. Notre seconde approximation , fournie par la formule [5] , ne laisse donc subsister que des erreurs du second ordre ^ et, si nous posons, par conséquent,
c ac^
tti sera du second ordre , c'est-à-dire que son expression contiendrait a* en facteur.
Si nous remettons dans le second membre de la formule [1] la valeur de x fournie par la formule [6] , il vient :
OU, en développant
rm c aâ 2aV àà , . <ï/<^ , ac\ 0L\a [8] X=-^— jT 35 ffr + 2a,^(^^+^j_— ,
«t étant du second ordre (c'est-à-dire contenant a* en facteur), «!« et -^seront du troisième et du cinquième ordre. SI nous
négligeons les termes qui les contiennent, ainsi que -r^ , qu'il
n'y a dès lors aucune raison poiu* conserver , il vient , conime troisième approximation ,
c ac^ 2aV
n serait facile de continuer ainsi indéfiniment.
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Rbm ARQui. Les formules d'approiimation successives :
ai*
eu*
satisfont aux conditions que Ton doit toujours s'efforcer d'obtenir dans un système d'approximations successives :
l"" Chacune s'obtient de la précédente par l'addition d'un terme de correction ;
9? L'erreur qui subsiste après l'addition de chacun des termes est toujours très-petite par rapport à ce terme.
En effet , quand oq écrit jt = — 7 , l'erreur commise contient
e a en facteur, et est, par suite , très-petite par rapport à — ?•
Quand ou écrit x = — y — rr>
l'erreur commise contient a* en facteur et est très-petite par rapport à -^y ainsi de suite.
D'après cette remarque, pour savoir si la valeur obtenue est trop grande on trop petite, il suffira d'examiner le signe du terme de correction que Ton obtiendrait en poussant l'approximation plus loin.
Soit, par exemple , Téquation
ona a^^,
on en conclut ,
ou -r<T::
b" 6724 "" 6^10' et on voit sans peine que le l** terme de a? est < t^,
et pour résoudre Téquation donnée exactement à 20 décimales, il ne faudra calculer que 3 termes de x et encore le troisième terme n'influence-t-il que ift dernier chiffipe. Nous aurons donc :
^=+JlLf?L =+ ^''246 76624 8
2aV_ 2. 47*. 334» _ _ ô» "" 6724M0*^""
de plus,
donc
valeurs exactes à 20 décimales.
On aurait pu obtenir directement les mêmes valeurs de xt et Xt par remploi de la formule générale (85).
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Par la simple division on obtient d'abord
b _ 6724.1» _ ^jg gj^^^ g^ggj ^^212 76695 74468
6*— 4ac=:2 X 2260 60880 31396
mais V^2= 1,41421 36623 730960488016887
donc 47 54686 . y^ = 67 24000, 00466 92444 95701 82598
et ^ y/t^^4ac=^ X 47 54686 . v^2
= 716 31914,94328983506065772324 Nous avons donc
— v^ô»— 4ac= 715 31914, 94328 98350 60667 72324
et
x'=— ^ + ^ y^6«— 4ac= 0, 04967 28137 84061 97856
Solution de quelques problèmes.
lOf . Problème 1. Calculer la profondeur (Tun puits , sachant qu*U s'est écoulé un nombre t de secondes entre Fmstant où Von a laissé tomber une pierre , et celui oii le bruit qu'elle a fait en frap^ pant le fond est revenu frapper Voreille.
Pour résoudre ce problème, il faut se rappeler deux principes de physique.
1" L'espace parcouru par un corps pesant est proportionnel au carré du temps écoulé depuis le commencement de la
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chute , et représenté par la formule ,
g étant un coefficient constant égal à O'^ySOO.
2*' Le son se meut d*un mouvement uniforme et pan 333 mètres par seconde. Dans le calcul qui va suivre , not présenterons sa vitesse par v; de sorte que, dans le tem il parcoure vt.
Soit X la profondeur du puits évaluée en mètres. En nomi ti le nombre de secondes que la pierre met à descendre, oi
[1] x=i^, rfoù<.=y/?i.
Si ^t désigne le temps que le son met à remonter, on a
[2] a?=st;^, d'où ^=-,
eu sorte que [3] ^.+<.=<=?+y^.
Pour résoudre celte équation, mettons-la sous la formé En étevant les éeax. membres au carré , on a
ou, en faisant passer tous les termes dans le premier men:
d'où l'on déduit (91)
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Les deux racines sont réelles , car la quantité placée sous le radical ,
est évidemment positive.
Il est facile de voir qu'elles sont toutes deux positives : car
Le problème ne peut cependant avoir qu'une solution, car deux puits de profondeur différente ne peuvent correspondre à une même valeur de t. Pour expliquer cette singularité, et trouver quelle est celle des deux racines qui répond à la question, remarquons qu'en élevant au carré les deux membres de Téquation [4], nous formons une équation nouvelle, qui, il est vrai, ne peut manquer d'être satisfaite si la proposée l'est elle-même , mais qui peut l'être , aussi , sans que celle-ci le soit. Les deux membres auraient, en effet, même carré s'ils étaient égaux etjde signes contraires : l'équation [5] équivaut donc réellement aux deux suivantes :
La première de ces équations correspond seule au problème proposé, et sa solution, qui est moindre que vt^ puisque t
est positif , satisfait à ce problème. La solution de la seconde équation, qui est plus grande que vt^ est par conséquent la plus grande racine de [5] : elle doit être rejetée comme solution
étrangère.
L'équation du problème précédent est
Dans cette équation , v représente la vitesse du son , égale à 333 environ ; le carré v" est donc un nombre assez considérable,
®*^j coefficient de a?, est très-petit. Il y a donc lieu d'appli-
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quer les formules de rarticle 100; en adoptant la première, il viendra
roi a?=
. '.^ÉHit on devra se servir dans les applications, car on peut, sans
*'* aucun inconvénient, négliger les quantités de Tordre -^
innkm environ, et l'unité de longueur est le mètre). La formule [a] peut, du reste, se simplifier un peu si Ton re-
marque que v étant grand, — est petit; en sorte qu'en le négligeant dans une première approximation on peut écrire
c*est la formule qui conviendrait , en supposant la vitesse du son infinie. Pour obtenir un terme de correction, posons
^ = % + «* Nous aurons , pour déterminer a ,
d'où 0 = — + ^-^
Négligeant —, qui est à la fois très-petit à cause du facteur a
et du facteur -, on en déduit
. et Ton a enfin , comme valeur approchée de x,
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PaoBLÈMB II. Diviser une droite en moyenne et extrême raison ^ c'est-àrdire la partager en deux parties telles que l'une d'elles soit moyenne proportionnelle entre la ligne entière et Vautre partie.
Soient a la ligne donnée et x la plus grande partie , on doit avoir
aix \: X i a — a?,
ou a^=(a — x)a
a^+oa? — tf=0, et, par suite,
L'une des racines est positive et donne la valeur de x^ l'autre est négative et doit être rejetée.
On peut interpréter la racine négative. Désignons-la en effet par — a ; on doit avoir
ou a*=o(a + a);
donc a est moyenne proportionnelle entre a et a-f-», et répond évidemment à la question suivante.
Trouver sur la ligne AB prolongée
un point X, tel que la distance AX (a) soit moyenne proportionnelle entre AB (a) et XB (a+a).
11 arrive donc, comme dans la plupart des problèmes du premier degré (78), que la solution négative doit être portée sur la droite AB en sens opposé à la solution positive.
Problèm K m . Trouver y sur une ligne PQ, unpoint X également éclairé par deux lumières A et Bdont les intensités sont i etï; on donne AP=a, BU=b et PÛ= d. AP et PQ étant les perpendiculaires abaissées des points A etB sur la ligne PQ.
On doit se rappeler, pour résoudre ce problème, que Tinten-
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site de la lumière est en raison inverse^du carré de la distance du point éclairé au point lumineux, de sorte qu'une lumière
d'intensité t éclaire à la distance x avec une intensité -r^.
On doit avoir, par conséquent,
ou en désignant PX par x, et, par conséquent, QX par d — x
fli + o;! — 6»+(d— ar/ ou, en chassant les dénominateurs,
Sans entrer dans les détails de la solution de cette équation et des conditions de possibilité du problème, cherchons à interpréter les solutions négatives qu'elle peut avoir. En désignant par — a une solution négative , on doit avoir
ce qui est précisément Téquation que Ton aurait dû écrire si , cherchant le point X à gauche de P, on avait désigné par « sa distance inconnue au point P. Les solutions négatives fournissent donc des solutions du problème proposé, pourvu que l'on porte la longueur qu'elles représentent à gauche du point P, c'est-à-dire dans un sens opposé à celui qui correspond aux solutions positives.
RÉSUME
8)$. Résolution de Téquation <w5*-f-6x-j-c=0. — 86. La formule trouvée
dépend de Texpression v/6*— 4ac et est , par conséquent , susceptible de deux valeurs distinctes. On exprime ce résultat en disant que l'équation du second degré a deux racines. — 87. Lorsque v/6* — 4 oc est négatif, \)b^ — 4ac ne représente aucun nombre positif ou négatif; on
dit alors que les racines sont imaginaires. — 88. Si sjh^ — ka/a est nul, il n*y a qu'une seule racine; mais on dit qu'il y a deux racines égales. — 80. Indication des motifs qui font adopter ces locutions. — 80. Bans
tous les cas , on peut dire que l'équation du second degré a deux racines. — 91. Expression de la somme et du produit des racines. — 92. Trouver deux nombres connaisi^ant leur somme et leur produit. — 85. Le premier membre d'une équation du second degré qui a pour ra« dnes (cf eiaf peut être mis sous la forme (x — af) (x-^af), — 84. Autre démonstration du même théorème. — 8(S. Forme du premier membre lorsque les racines sont imaginaires. — 96. Si les deux racines sont ^ales , le premier membre est un carré. — 87. Les relations qui donnent la somme et le produit des racines permettent de prévoir leurs signes sans résoudre i*équation, pourvu que Ton soit assuré qu'elles ne sont pas imaginaires. — 88. Équation dont les racines sont données. — 99. Examen du cas où le coefficient de a:^ est nul ou très-petit. — 100. Application à un exemple. — ICI. Solution de quelques problèmes. Cas où une racine positive doit être rejetée comme solution étrangère. Cas ou une racine négative s'interprète.
EXERCICES
L Former la somme des carrés, la somme des cubes, la somme des quatrièmes puissances et la somme des inverses des quatrièmes puissances des racines de Téquation
n. Conditions nécessaires pour que la fraction
Aa;«+Rg+C
soit indépendante de x.
m. Si l'on a
Aa:«+Rg+C __ Ay'+By+C _ Aj^+Bz+C A!a^+«œ+G ~ Ay+B'y+C' "" A'z*+B'js+C"
deux des nombres x^ y, z sont égaui entre eux, à moins que
Ton n'ait
IV. Conditions pour que la fraction
Ay«+Bay+Ca:«+Dy+Ea?+F Ay+B'icy+CV+D'y+E'a?-|-F
8(Ât indépendante de a; et de jf.
V. Un voyageur part d'un point B pour aller vers C, en même temps qu'un autre voyageur part de G pour aller vers B. Chacun d'eux marche avec une vitesse constante. Ces deux vitesses ont un rapport tel que le premier arrive en G quatre heures après qu'ils se sont rencontrés, et le second arrive en B neuf heures après cette rencontre. Quel est le rapport des vitesses 7
XI. Résoudre a!^ + V^ô^+^ = *2— 6a
-Xn. Limite' de v^^*+6^+î — ^ lorsque â? augmente indéfiniment.
XIH. Limite de a — y/a^—b. a tt 6 augmentant de manière à ce que le rapport - s'approche d'une limite fixe.
XIV. On donne un cercle et un point 0 sur un diamètre. Trouver une droite P perpendiculaire à ce diamètre et telle qu*en menant par le point 0 une sécante qui coupe le cercle en A et B, et désignant par p e{q\e& dislances des points A
iQDATIONS DU SIGOND DlGRi. Ii7
et B à la droite P, la somme - -f- - soit indépendante de la direction de ÂB.
XY. Deux cercles étant placés l'un dans l'autre « trouver sur la ligne des centres un point tel que les distances à deux points où les cercles sont coupés par une même perpendiculaire à la ligne des centres soient dans un rapport constant.
XXI. Résoudre ^â-î-i+^H-^+vH^=^- XXn. Résoudre
\^a+a?4-\/*+a:+v/(?+aî+V^d+^=^'>
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montrer que x s'obtient par une équation du premier degré,
et que yJ'cTÇx^ y^ô+a?, yjc + a?, v/d+T, peuvent s'exprimer rationnellement en a, fr, c, d.
XXm. Résoudra
déduire de cette équation la valeur de js qui correspond à
vérifier que cette valeur ne contient pas de radicaux.
CHAPITRE IX
ËQUATIOnS QUI SE RAMËIVENT A CELLES DU SECOND DEGRE.
fiquatioDS bicarrées.
iOS. Quelques équations d'un degré plus élevé que le second peuvent se ramener à celles du second degré par un changement d'inconnue.
Nous considérerons en particulier Téqualion
que l'on nomme équation bicarrée.
Si Ton prend a? pour inconnue, cette équation devient du second degré : en posant, en effet, a?'=:î, on a âj*=«* et Féquation [Il devient
d'où l'on déduit s^-^^f-^-
et, par suite, a?=db y 1 .
œ admet donc, en général, quatre valeurs égales deui à deux et de signes contraires. Toutes les quatre sont réelles si les deux valeurs de z sont positives ; si Tune de ces valeurs est positive et l'autre négative, la première seulement admet une racine carrée réelle, et deux des valeurs de^ sont imaginaires; enfin, si réquation enz sl ses deux racines négatives ou imaginaires , X n'admet aucune valeur réelle.
Transformation des expressions de la forme ya+V^. 105. On peut quelquefois transformer les expressions de la
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forme Va-[-v/ï en une somme de deux radicaux simpres, et poser
X et y étant commensurables, sans cela, la transformation n'aurait aucun avantage. On a, en effet, en élevant au carré les deux membres de l'équation [1],
équation à laquelle on satisfera évidemment si l'on pose
et par suite
D'après ces deux équations [4], x eiy sont (95) les deux racines de réquation
c'est-à-dire a+s/M
Si donc a" — b est un carré, les valeurs de n? et de y seront rationnelles et la transformation sera effectuée par la formule
[6] VHvr=v/^^^^^+^^
— t/a*— ft
Cette formule [5] est vraie quels que soient a et 6, maïs il n'y a avantage à remployer que si a*— é est un carré.
104. Remarque I. La démonstration de la formule [5] laisse subsister une difficulté sur laquelle il convient de revenir.
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L'équalion à laquelle il faut satisfaire étant
Nous avons commencé par lui substituer la suivante,
que l'on obtient en élevant ses deux membres au carré. Or cette équation [2] est plus générale que la proposée, elle pourrait être satisfaite si l'on avait
Hais si nous convenons de prendre les radicaux avec le signe -|-9 cette dernière égalité deviendra impossible et l'équation [2] devient alors complètement équivalente à [1]. Il est évident que Ton y satisfera, en posant
Lorsque» à ces deux équations, nous substituons
il se présente une difficulté analogue à la précédente; Téqua-
tion b=z4xy est plus générale que ^=2^xy et pourrait être
satisfaite si l'on avait —^b=2^xy; mais la difficulté disparaît encore, si l'on convient que tous les radicaux sont positifs.
iWS. RnuRQUB n. Si Ton avait à transformer >Ja—)fb on poserait
ou a — v^6=:a?+y — 2v/^,
et PoQ y satisfera évidemment en posant
tSâ iQUATlONS
qui ne diffèrent pas des équations [4]. x et p ont donc les mêmes valeurs que dans le cas précédent, et l'on a,
106. Remarque ID. Pour satisfaire à Téquation nous avons posé [3] a = a? + y>
il est évident, en effet, que ces deux équations entraînent la proposée, mais on peut démontrer, en outre, qu'elles sont nécessaires si l'on suppose que a, b^xely soient rationnels. En général, si l'on a
a, by a\ V étant rationnels, il faut que a et 6 soient respectivement égaux hd ei V. On déduit, en effet» de [1]
et, en élevant les deux membres au carré,
b = (a'— aj«4- 2 [a!— a) ^jV+V:
le premier membre est commensurable, et si Ton n'avait pas a'^s^a^ le second ne le serait pas; a doit donc être égal à c/, et il faut, par suite, que b soit égal à V. Pour appliquer ce résultat à réquation [2], il suffit de remplacer d par x-^-y et b
par Axy^ CdX^yJxy^yjAxy.
Quelques exemples d'équations simultanées de degré supérieur au premier.
i07 . La résolution des équations simultanées est une des questions les plus compliquées de Falgèbre. Nous u'avons pas l'intention d*en aborder ici la théorie générale, nous nous bornerons à traiter quelques cas fort simples.
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On peut résoudre deux équations à deux inconnues, Tune du premier et Vautre du second degré.
Soit, en effet, le système
[1] ax'\-by=e,
[2] Ay*-}-ftry+(ip«+Dy+Ej?+F=0.
On déduit de Téquation [1]
En portant cette valeur dans Téquation [2], on obtiendra une équation du second degré en a: , qui fournira, pour cette inconnue , deux valeurs , à chacune desquelles , correspondra une valeur de y fournie par la formule [3].
i08. Nous résoudrons encore quelques systèmes simples , pour faire connaître des artifices fréquemment employés. !• Soit le système ic"y+y'â:=30,
ou, en chassant les dénominateurs de la seconde équation ,
Si donc on considère rry et a? -f y comme deux inconnues u ett^, <m aura,
La seconde équation donne v=:-u; en substituant cette va-
leur dans la première , elle devient
ou u^ = 36y
«tonenoonelnt, vattdrs.
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Il faut adopter le même signe pom* la valeur de u et pour
celle de t^, puisque v = ^u.
Si nous adoptons les valeurs tf = 6, v = Sy on a
ooy = %^
d'où Ton déduit pour â? et y les valeurs 2 et 3, Si nous adoptons 1^=— 6, ti=— 5, on a
d'où Ton déduit pour xeiy les valeurs —6 et !• 2* Soit encore le système
4y* — xy=zx.
La première équation devient , si Ton chasse les dénominateurs ,
4a:«+ (4+y)ya:»= (8 +4y)a?y*+ 12y* ,
que l'on peut écrire ,
le premier membre étant le carré de a?(2-|-y) — 2y'y cette équation peut s'écrire,
[a:(2+y)-2y^«=(4yV; ce qui équivaut à
ir(2+y)-.2y«=±4y«.
Nous pouvons donc , au système proposé, substituer les deux suivants :
a<2+y)— 2y«=4y* a?(2+y)— 2y«=— 4y* 4y* — xy=x 4y* — xy=^Xj
que l'on résoudra sans difficulté en résolvant la seconde équa-
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tion par rapport à â? , et reportant la valeur trouvée , dans la première.
i09. Quelques problèmes sont considérablement simpliQés par un choix habile de l'inconnue. En voici un exemple :
Trouver quatre nombres en proportion ^ connaissant la somme des moyens 2s, la somme des extrêmes 28', et la somme des carrés des quatre termes 4q.
Prenons pour inconnue le produit x des moyens, leur somme étant 2«, ils sont (9fi) racines de Féquation
et égaux, par conséquent, à
On verra, de la même manière, que les extrêmes sont
En formant la somme des carrés de ces quatre expressions , on trouve
l'équation du problème est donc
d'où Ton déduira la valeur de Xy et, par suite, les quatre termes de la proportion qui sont , tout calcul fait,
*'H"V^? — **> s + V^g — «'•) s — sjq — «'% sf — ^q — «•.
n est naturel de prendre pour inconnue le produit des Wîoyens, parce que ce produit, pour chaque proportion, n'adlûel qu'une seule valeur. Si l'on cherchait, par exemple, à déterminer un des moyens , onPdevrait les trouver tous les deux Pnr le même calcul , car rien ne les distingue dans l'énoncé, l'équation serait donc au moins du second degré.
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i 10. Nous donnerons encore la solution du problème suivant : Trouver une proportion connaissant la somme 4s de ses termes , la somme 4qde leurs carrés et la somme 4c de leurs cubes.
Prenons pour inconnue la différence 4x entre la somme des extrêmes et la somme des moyens, soient y le produit des extrêmes et a, 6, c, d les quatre termes de la proportion, on a
d'où l'on déduit, a+6=25+2^ ,
comme Ton a , ab=y ,
cd=y^
on en déduit (92) pour a, b, c, d les valeurs
«-f aî+ v(M-^?-^ >
La somme des quatre carrés est , comme on le calcule fadlement ,
et la somme des quatre cubes ,
ce qui foiurnit les équations,
que Ton résoudra sans difficulté.
RËSUMË.
102. Résolution de l'équation bicarrée; elle peut avoir les quatre racines réelles, deux racines réelles et deux imaginaires , ou quatre racines
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imaginaires. — 103. Transformation de l'expression y o+y/^ C" ""® somme de deux radicaux. — 104. Examen de queUpies difficultés que peut présenter la démonstration précédente. — lOo. On peut par le
même calcul, transformer \a—^b. — 106 Pour que deux expressions
de la forme a+V^ôa'+V^' soient égales, a, 6, af, 6', étant des nombres commensurables, il faut que Ton ait a=a't 6 = 6'. — 107. Résolutions de deux équations à deux inconnues, Tune du premier, l'autre du second degré. — i08. Systèmes d'équations qui se simplifient par un changement d'inconnues.*^ — 109 et 110. Solutions de deux problèmes qui deviennent très-faciles par un choix habile de l'inconnue.
EXERCICES
I. Résoudre les équations
n. On donne la somme q des surfaces de deux rectangles, la somme a de leurs bases, et les surfaces/) et //, des deux rectangles qui auraient la base de Tun et la hauteur de l'autre. Trouver ces rectangles.
in. Trouver une progression par quotient connaissant la somme de ses termes , la somme de leurs carrés et la somme de leurs cubes.
XI. Résoudre les équations
a?yg xyz . xyz
XII. Trouver quatre nombres en progression par quotient connaissant leur somme et celle de leurs carrés.
XIII. Trouver un nombre de deux chiffres tel que, divisé par le produit de ces deux chiffres , il donne pour quotient 5 ^, et que, si on retranche 9, on obtienne le nombre renversé.
XIV. Trouver un nombre de trois chiffres tel que le second chiffre soit moyen proportionnel entre les deux autres , que le nombre soit à la somme de ses chiffres conune 124 est à 7, et qu'en lui ajoutant 594, on obtienne le nombre renversé.
CHAPITRE X
THEORIE DES HVËGALITES.
Définitions.
m. On dit qu'un nombre A, est plus grand qu'un autre nombre B, lorsque la différence A— B est positive. D'après cette définition, tout nombre positif est plus grand qu'un nombre négatif , et les nombres négatifs sont d'autant plus grands que leur valeur absolue est plus petite.
Exemples. On a 1 >-^ 8 ,
on a aussi 0> — 4.
it2. Lorsqu'une expression qui dépend d'un nombre inconnu , doit être plus grande ou plus petite qu'une autre, cette condition, que Ton nomme inégalité, permet, en général, d'assigner des limites entre lesquelles l'inconnue doit être ou ne doit pas être comprise. Nous en donnons dans ce chapitre quelques exemples.
Principes généraux relatifs aux inégalités.
115. Une inégalité étant donnée, on peut, sans altérer les conditions qu'elle exprime , ajouter ou retrancher un même nombre à ses deux membres, et par conséquent, faire passer un terme d'un membre dans l'autre comme s'il s'agissait d'une équation. On ne change pas, en effet, la différence de deux nombres, en les augmentant et les diminuant également , et l'inégalité qui existait entre eux, subsiste, par conséquent, dans le même sens , après cette addition.
Ainsi, à l'inégalité A>B
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on peut substituer, quel que soit m ,
1 14. On peut aussi multiplier par un même nombre les deux membres d'une inégalité , /xnireni qm ce nombre soit positif. Les deux conditions
M A. > iwB ,
sont, en effet, complètement équivalentes puisque la différence mk — mB ou wi(A — B) est de même signe que A— B, si m est positif.
On peut aussi multiplier, par un nombre négatif , les deux membres d'une inégalité, mais il faut alors en changer le sens. Ainsi , n désignant un nombre négatif , les inégalités
A>B, nA<nB
sont équivalentes , car la différence nk — nB ou n(A — B) est de signe contraire à A — B.
La même remarque s'applique à la division dés deux membres d'une inégalité par un même nombre , car la division par
m reyient à la multiplication par — .
iltt. n n'est pas toujours permis d'élever au carré les deux membres d'une inégalité » il faut pour cela qu'ils soient positifs. On a , par exemple ,
et, en élevant les deux membres au carré, on serait conduit aux inégalités
qui sont inexactes.
On ne peut pas non plus extraire la racine carrée des deux
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membres d'une inégalité , à moins que l'on ne prenne les résultats positivement. Ainsi
n'entraîne A>B
que si A est positif.
ii6. Quand on a deux inégalités qui ont lieu dans le même sens
si on les ajoute membre à membre , on obtient une nouvelle inégalité
A>B A + OB + D
ne sont pas équivalents. Le second est une conséquence du premier, mais le premier n'est pas une conséquence du second.
luégalités du premier degré à une incounue.
ii7. Une inégalité à une inconnue est dite du premier degré quand elle peut se ramener à la forme
Aa: + B>A'a: + B',
A, B, A', B' désignant des nombres donnés. Pour trouver les valeurs de x qui y satisfont , je fais passer les termes d'un membre dans l'autre (it5), de manière à lui donner la forme
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en divisant les deux membres par A — A', on en déduira , suivant que cette différence sera positive ou négative
n suffit donc , suivant le cas , de prendre x plus grand ou plus pe!it qu'une certaine limite. On peut remarquer que cette limite est précisément la valeur de x qui rendrait les deux membres égaux.
118. Nous résoudrons, comme application , la question suivante :
Deux points k et "R sont situés à une distance 2c , on sait qvfun point M est tel que AM-f-MB = 2a, a étant une ligne donnée , plus grande que c ; entre quelles limites doit être com^ prise la distance AM?
Supposons d'abord AH > BH ; en nommant x ely ces deux lignes AM et BM, on a, d'après Fénoncé ,
De plus , pour que le triangle AHB soit possible , il faut que le côté AB ou 2c soit moindre que la somme des deux autres et plus grand que leur différence, c'est-à-dire que Ton doit avoir
La première de ces inégalités est une conséquence nécessaire de [1] : on peut donc la supprimer. Quant à la seconde, si on y remplace x par sa valeur 2a — y , elle devient
ou 2a — 2y<2(?,
qui équivaut à y>a^c.
y étant plus grand que a — c^ a?, qui est égal à 2a — y, et par conséquent d'autant plus pelit que y est plus grand , doit être moindre que 2a — (a — c) , c'est-à-dire que a -}-(?.
On doit donc avoir y>a — c
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y désignant le plus petit et x le plus grand des deux côtés ÂM et MB.
Inégalités du second degré.
ii9. Une inégalité est dite du second degré lorsqu'elle peut se mettre sous la forme
Aa:*4-Er-4 C>0,
ou Aa?'4-Ba? + C<o,
A, B, C désignant des nombres donnés , et â? le nombre inconnu dont il faut déterminer les limites.
Pour résoudre cette question très-importante , il faut distin* guer trois cas.
1® Le trinôme ax*-}- bx -|- c, égalé à zéro , fournit une équation dont les racines sont imaginaires.
Dans ce cas , on a vu (95) que le trinôme est égal au produit de a par la somme des carrés de deux nombres réels ; cette somme étant toujours positive, le produit est nécessairement de même signe que a. Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant :
Lorsque les racines de F équation ax'+bx-|-c==0 sont imagi^ naireSj le trinôme ax'+bx+c, esf, quel que soit x, de même signe que son premier terme.
Exemples. Le trinôme ix^'\-X'\-7 est positif et le trinôme — ix^-\'2x ^ 20 est négatif pour toutes les valeurs réelles de x.
2" Le trinôme ax*+bx + c, égalé à zéro y donne deux racines réelles et inégales.
Dans ce cas ^ on a (95) , en désignant par œ\ x!' les deux racines ,
ax^-\- bx -{- cz=ia{x — x*) {x — a/0»
On voit , à l'inspection de cette formule, que si x est compris entre les racines xf et ar", les deux différences x — a/, x — ai* seront de signes contraires et le produit sera par conséquent de signe contraire à a. Si , au contraire , x n'est pas compris entre x' et x'\ il sera plus grand que chacun de ces nombres ou plus petit que chacun d'eux. Les facteurs a?— a?', x — a/'
THiORIlC DES IJXkQàLlTÈM. 135
seront donc tous deux positifs ou tous deux négatifs et le produit sera, par conséquent, de même signe que a. Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : Lorsque les racines de Véquation ax'+bx -{• c=0 sont réelles et représentées par x' et x", le trinoine ax*-|-bx-j-c, est de même signe que son premier terme lorsque x n'est pas compris entre x' et x", et de signe contraire à son premier terme lorsque x est compris entre x' et x".
3* Le trinôme ax'+bx -|- c, égalé à zéro, donne deux racines réelles et égales.
En désignant par x^ la valeur commune de ces racines , on a (96)
aa^'\-bX'{'C:=a{x--xf)^^
et l'on voit que cette expression est toujours de même signe qne a , excepté pour la valeur x = x' qui la rend nulle.
ÂinsiMonc : Lorsque les racines de l'équation ax*-|-bx+c=0 sont égales , le trinôme ax'-f- bx + c est toujours de même signe que son premier terme, excepté pour la valeur de x qui le rend nul.
Remarque. Les trois théorèmes précédents peuvent se renfermer sous un seul énoncé : Le trinôme ax'+bx+e est de même signe que son premier terme, excepté lorsque x est compris entre les racines de Véquation ax*+bx + c=0«
On sous-enlend alors que , dans le cas des racines imaginaires , X ne pouvant jamais être compris entre elles, le trinôme a toujours le signe de son premier terme.
Exemple 1. Soit Tinégalité
En égalantle premier membre à zéro, on trouve, pourracines,
— « et — -.11 faut donc , pour qu'il soit positif , c'est-à-dire
de signe contraire à son premier terme , que z soit compris entre ces deux racines, c'est-à-dire il faut que
Exemple K. Soit encore l'inégalité
les racines de Téquation 3a? — a?* — 7 = 0 étant imaginaires , l'inégalité proposée est satisfaite quel que soit x.
Discussion de quelques problèmes.
120. La théorie des inégalités sert fréquemment , dans la discussion des problèmes, à déterminer leurs conditions de possibilité ; nous en donnerons quelques exemples.
Problème I. Déterminer les côtés cCun triangle rectangle connaissant sa surface m* et son périmètre 2p.
Soient x, y, z les côtés du triangle, z élant l'hypoténuse, on a, d'après l'énoncé, et en se servant de propositions très-connues,
En multipliant par 2 les deux membres de la troisième équation, et l'ajoutant ensuite à la première, il vient
ou
La seconde , donne d'ailleurs l'équation
x + y = 2p -2, d'où
[5] (oo + y)' = {2p-z)\
En égalant les deux valeurs de (a?+y)' fournies par les équations [4] et [5] , il vient
(2p— J5;*=s» + 4m', ou , en effectuant l'élévation au carré indiquée dans le second
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membre, et supprimant le terme s* qui est commun ,
4f^ — 4pz = 4m* , d'où l'on déduit , r^^ 4p^— 4m' o" — m*
On voit, par cette valeur de Zy que l'une des conditions de pos< sibilifé du problème est f^>m\ mais cette condition ne suffit pas , il faut , en outre « que l'on troujre pour x ety des valeurs positives et réelles. Or, z étant connu , les équations [2] et [3] font connaître a? + y et :py , et donnent
xeiy sont, par conséquent, raciales de l'équation
On voit , à l'inspection de cette équation (07), que les racines sont positives si elles sont réelles. 11 suffit donc d'exprimer qu'elles sont réelles , c'estrà-dire que l'on a
OU, ce qui revient au même, puisque 4p* est positif,
ou, en extrayant la racine carrée des deux membres, ce qui est permis , puisqu'ils sont positifs ,
[7] p^ + m*>2pm)/2.
Telle est la condition à laquelle;) et m doivent satisfaire; on peut en déduire les limites entre lesquelles peut varier p pour une valeur donnée de m , ou m pour une valeur de p. Nous
obtiendrons ces deux résultats à la fois , en posant— = r. Si , en
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effet , l'on divise par m' les deux membres de Tinégalité [7] , elle devient
f* + l>2rv/2,
ou f*— 2fv/2 + l>0;
d'où Ton conclut (119) que r doit être plus grand que la plus grande racine de l'équation r*— 2rv/24-t =0, ou plus petit que la plus petite , c'est-à-dire plus grand que \/2 + 1 , ou plus petit que v^— 1. Maisp étant, comme on Ta vu, plus grand
que m , le rapport — ne peut pas être moindre que v/2 — 1 ; il
faut donc qu'il soit plus grand que v^2-|- 1 ; et telle est la condition de possibilité du problème.
Remarque. Le triangle rectangle dont le périmètre est ^p et
in
la surface wi*, n'est possible que si — est plus grand que v^2 -|- 1 ;
p et par suite m < "TfTTi *
Ces inégalités fournissent les solutions des questions suivantes: Quelle est la plus grande swface que puisse avoir un triangle
rectangle de périmètre idonné?
Quel est le plus petit périmètre que puisse avoir un triangle
rectangle de surface donnée ?
Problème II. Inscrire dans une sphère de rayon r un cylindre dont la surface totale y y compris les deux bases ^ soit équivalente à un cercle de rayon dùnnéy irm*.
En nommant x le rayon de base et y la hauteur du cylindre, la géométrie fournit immédiatement les équations suivantes:
ou , en supprimant le facteur tt, [2] ar*+2a:y = m'.
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On déduit de [2] y = '"'~^^* ;
et, en substituant dans [1],
•^+ lùa^ "^^
ou, chassant les dénominateurs et réduisant les termes semblables,
201?* — (4m« + 1 6RV + w* = 0, d'où l'on déduit
p.^ _4 /4m*+16R«=t:v^(4mM-16R')'--80m* L4J a?— y ^ .
A la seule inspection de Téquation bicarrée qui donne les valeurs de a?*, on s'aperçoit que si les racines sont réelles, elles sont toutes deux positives, et fournissent par conséquent chacune une valeur réelle de x. Hais il ne suffit pas que x soit réel et positif, il faut que y aussi le soit; par suite on doit avoir
Le problème aura donc autant de solutions qu'il y aura de valeurs de x fournies par la formule [4], et satisfaisant à cette condition.
Pour que les deux valeurs de x conviennent, il faut d'abord qu'elles soient réelles ; il suffit pour cela, comme nous l'avons dit, que celles de a^ le soient, ce qui exige seulement l'inégalité
ou (4m» 4- 1 6R*) >4)/5.m\
c'est-à-dire .., * ,^ 16R« 4R«
Cette condition étant remplie, cherchons dans quel cas les va-
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leurs de x satisfont toutes les deui ; il faut, pour cela, qu'elles soient moindres que -=; et il suffit évidemment d'exprimer que
la plus grande remplit cette condition et que Ton a,
^ nf^ 4m*+16R'-fv/(4m«+16RV--80m* "2^ 40
ou, en chassant les dénominateurs et réduisant,
16(m«— R«)> v/(4w* + 16RV— 80m*.
Si m est moindre que R, cette inégalité est impossible, et il ne peut pas, par conséquent, exister deux solutions.
Si m est plus grand que R, les deux membres de l'inégalité étant positifs, on peut les élever au carré après les avoir divisés Fun et l'autre par 4, il vient ainsi
ou 20m* — 40m«R«>0,
c'est-à-dire m«>2R«.
D'ailleurs, pour que x soit réel, on doit avoir
Il faut donc, pour qu'il y ait deux solutions, que m* soitcom-
4R* pris entre 2R' et -j=z — •
v6 — 1 Un calcul facile prouverait que la plus petite valeur de x satisfait dans tous les cas, et fournit une solution du problème toutes les fois qu'elle est réelle.
Remarque. On peut se rendre compte, de la manière suivante, des résultats que nous venons d'obtenir.
Si l'on examine les valeurs successives par lesquelles passo la surface d'un cylindre inscrit dans une sphère lorsque lo rayon de la base augmente depuis 0 jusqu'au rayon r de la sphère, on voit que cette surface, d'abord nulle, augmente jusqu'à une limite que le calcul fait connaître, et qui, d'après ce
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4irR'
qui précède, est --= — ; puis elle diminue jusqu*à la valeur
2irR*, qui correspond au cas où la hauteur étant nulle, le cylindre se réduit à ses deux bases qui sont deux grands cercles. Or, en augmentant depuis zéro jusqu'au maximum pour diminuer depuis le maximum jusqu'à 2irR*, il est évident que la surface du cylindre passe deux fois par toutes les valeurs comprises entre le maximum et StcR*, et une seule fois par celles qui sont moindres que 2irR*.
RÉSUME
111. Dé6nition des expressions plus grand que, plus petit que, quand il s*agitdes nombres négatifs. — 112. Ce qu'on entend par résoudre une inégalité. — 11 5. On peut ajouter ou retrancher un nombre quelconque aux deux membres d'une inégalité. — 114. On peut aussi multiplier les denx membres d'une inégalité par un nombre positif. Si on les multiplie par un nombre négatif, il faut changer le sens de Tinégalité. — lltf. On ne peut pas toujours élever au carré ni extraire la racine carrée des deux membres d'une inégalité. — 116. On peut ajouter deux inégalités qui ont lieu dans le même sens, mais le résultat ne peut pas remplacer l'une d'elles. — 117. Inégalités du premier degré à une inconnue. — 118. ConnaissanI la base d'un triangle et la somme de ses côtés, trouver entre quelles limites sont compris ces côtés. — 119. Inégalité du second degré ; la question se ramène toujours à savoir pour quelles valeurs de a? le trinôme aîr*-|-6x-|-c est positif ou négatif. On doit distinguer trois cas : 4« Si le trinôme égalé à zéro a les racines réelles, il est de signe contraire à a lorsque x est compris entre les racines, et de même signe dans le cas contraire; 2* Si les racines sont égales, le trinôme peut s'an* nuler, mais ne devient jamais de signe contraire à a; 3^* Si elles sont imaginaires , il ne peut ni s'annuler ni devenir de signe contraire à a. — 120. Application de la théorie précédente à la discussion de quelqui problèmes.
EXERCICES
I. Déduire de l'inégalité
s/a^ + x" yjb' + a?'
les limites entre lesquelles x doit être compris , a étant plus grand que 6.
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n. Conditions nécessaires pour que Finégalité
soit satisfaite , quels que soient x et y, et pour que
Aa:«-|-Ay+AV+2B";ry+2B'ar5+2By-5 4-2Ca?+2C'y-f2C"i5 + D>0,
soit satisfaite , quels que soient x^ y et z.
III. Mener d'un point à un cercle une sécante de longueur donnée , et chercher les conditions de possibilité. On donne la perpendiculïîire b abaissée de ce point sur un diamètre du cercle , la distance a du pied de cette perpendiculaire au centre, et le rayon R du cercle.
IV. On donne un point 0 et un cercle dont le centre est en C, et le rayon égal à R. La polaire du point 0 est une perpendiculaire à OC menée par un point X de cette droite > tel que ex . OC = R*. Deux cercles étant donnés, trouver si un point de leur plan peut avoir même polaire dans l'un et dans Tautre.
V. "^''^''^^âbcd est compris entre la plus grande et la plus petite des expressions ^a^ V* > V^ » V^*
VI. On a toujours
a a' al' à moms que -=-, =—...
VII. a^ + y*— ip*y — y*a? estj toujours positif, quelles que soient les valeurs positives de â? et de y.
VIII. 3(1 + a« +y) est plus grand que (1 + a+ (f)\ quelles que soient les valeurs, positives ou négatives, de a.
IX. a6c est plus grand que (a + é — c)(a+c? — 6)(6 + c? — a), quels que soient les nombres positifs a, ft, c.
X. ab(a-\-b)'\-ac{a+c) + bc{b'\-c)>6abc^ quels que soient les nombres positifs a, ft, c.
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XL Quels que soient les nombres positifs Oi, Ot, âs...a«» prouver que
--y-(flk+at+ai+ ... +oJ>v/a;â,+ v/flio, + V^(i,ai+ etc...
Xn. L'équation
( j^ _ 4ac) iT» + a?(4a'c + 4ac' — 266') + 6'* — 4a V = 0
a toujours les racines réelles quand 6* — 6ac est négatif.
XIII. (a+6+c?)' est compris entre 27abc et 9 (rf+6'+c'), quelles que soient les valeurs positives de a, 6, c.
QUELQUES QUESTIONS DE MAXIMUM OU MINIMUM
121. Lorsqu'on cherche à rendre une grandeur égale à une quantité donnée, le problème n'est souvent possible que sous certaines conditions. Dans la plupart des cas , il faut que la quantité donnée soit comprise entre certaines limites que la discussion fait connaître. Ces limites indiquent la plus grande et la plus petite valeur que l'on puisse attribuer à la grandeur considérée, c'est-à-dire le maximum et le minimum de cette grandeur. Nous en donnons quelques exemples dans ce cliapitre.
122. Problème I. La sommée de deux nombres \ et y étant donnée et égale à 2a, entre quelles limites peut varier leur pro^ duit?
Nommons p le produit des deux nombres x et y, cherchons à les déterminer en regardant ce produit comme connu : nous verrons ensuite quelles conditions p doit remplir pour que le problème soit possible.
On a
[2] xy=p.
xety sont donc les racines de Téquation
et leurs valeurs sont réelles (87), si Ton a
a* est donc la limite qixep ne peut surpasser, et, par conséquent, le maximum du produit xy. 11 n'y a pas de minimum.
OCISLQDKS QUfiSTlQiiDyK MAXIMUM OU MINIMUM. 1^5
Si Ton suppose p^o", l'équation [3] a ses deux racines égales à a; le produit maximum correspond donc au cas où â; et y sont égaux à a.
Du résultat précédent, on peut en déduire plusieurs autres qu'il ne serait pas auni facile d'obtenir directement.
123. THiORÈMB. La somme de plusieurs nombres poffiifs étant donnée j leur produit est le plus grand possible quand ils sont tous égaux.
Les nombres considérés étant tous moindres que la somme donnée, leur produit ne peut surpasser toute limite, il est donc susceptible d'un certain maximum.
Soit abc A
ce maximum. Je dis que les facteurs a, A, .../ ne peuvent être inégauXi car si deux d'entre eux, a et ô^ par exemple, étaient différents, on pourrait, sans altérer leur somme, les remplacer,
Tun et l'autre, par "^ ce qui augmenterait leur produit,
puisque (122), la somme étant constante, le produit est le plus grand possible quand les facteurs sont égaux. On aurait donc
aoc.*.kl<Z, — o~* 2 — ^•••*''
et par suite, abc. ..kl n'est pas le plus grand produit que Ton puisse faire avec des facteurs ayant la somme donnée.
124. Rbmârqub. Nous supposons, dans le raisonnement précédent, que a, 6, ... *, /. . soient des nombres positifs. S'il n'en était pas ainsi, le produit n'aurait pas de maximum, car la somme des facteurs restant la même, leur valeur absolue pourrait augmenter sans limite, et si les facteurs négatifs étaient en nombre pair, le produit serait positif et aussi grand qu'on le voudrait.
iStf. Problème II. La somme de deux nombres positifs x, y étant donnée^ trouver le maximum du produit x"*y'*, m et \\ étant des nombres entiers donnés.
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Le maximum cherché correspond aux mêmes valeurs de x et de y que celui de
car cette expression ne diffère de la première que par un facteur cMitant -;j-;; : mais ce nouveau produit, peut être considéré comme composé de »i + n facteurs
x^ ûs^ X y y y
dont la somme
m — hn- ou a?-fy
est donnée. Le j^odudtsera donc le plus grand possible (123) , si les facteon sont égwx, c'est-à-dire si l'on a
cette relation permettra de déterminer x et y, puisque l'on connaît, par hypothèse, la sonmie x-\'y.
126. Problème III. On donne le produit p de deux nombres positifs. Trouver le minimum de leur somme.
Je dis que la somme sera minimum lorsque les deux nombres isçront égaux à v^, et leur somme égale, par conséquent,
En effet, le plus grand produit possible de deux nombres qui ont pour somme 2\/p, est égal (.122) à \/p.v^ ou h p. Donc : si â«ttx nombres ont, pour somode, t^/p, leur produit est, au plus, égal h p.
U est évident, d'après cela, que si les deux nombres ont nne somme moindre que iy/p, leur produit est moindre que p ; il faut donc, pour que le produit de deux nombres soît jp, que leur somme ne soit pas moindre que 2v/p ; 2v/p est, par suite, la plus petite valeur que cette somme puisse avoir.
127. Problème IV. O/i donne le produit ç de n nombreêp9» sitifs. Trouver le minimum de leuf somme.
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Je dis que la somme sera minimum lorsque tous les nombres
seront égaux à s/p* En effet, le plus grand produit possible de n nombres qui
ont, pour somme n\lp^ est (123) (v(ph ou p.
Donc, si n nombres ont une somme égale k nyfp^ leur produit ne peut surpasser p.
A fortiori^ si n nombres ont une somme moindre que ny/p^ leur produit sera moindre que p.
D'après cela, pour que le produit de n nombres soit p , il
faut que leur somme ne soit pas moindre que n^p, et n\/p est par conséquent, la valeur minima de cette somme.
128. Paoblèms V. On donne le produit x"'y''=p. Trouver le minimum de x + Y-
Je dis que ce minimum correspondra au* cas où — = -•
ni n
Soient, en effet, a et p deux nombres tels que
Parmi tous les nombres â; et y qui ont pour somme a+P (128),. a et p sont ceux qui donnent au produit a?"'^** la plus grande valeur. Si donc deux nombres x ei y ont une somme moindre que « + p, le produit afy'' sera, a fortiori^ moindre que a*"P*, c'est-à-dire que p. Par suite, pour que ^"•y^ soit égal à p, il faut que o^+y soit au moins égal à «-f*^9 qui est, par conséquent, sa valeur minimum.*
129. RnuRQUB. Les trois problèmes précédents (126), (127), (128) sont, en quelque sorfe, réciproques de ceux que nous avons résolus en commençant ce chapitre (122), (123), (128). Cette réciprocité entre certains problèmes de maximum et minimum peut être formulée, comme il suit, d*une manière générale.
Si, une quantité B étant donnée, une autre quantité Â est maximum, dans certaines circonstances; A, étant donné, B sera minimum dans les mêmes circonstances , pourvu que la valeur maximum de A diminue lorsque la \aleur donnée de B diminue elle-même.
QUBLQUES QUESTIONS DE MAXIMUM OU MINIMUM
Admettons, en effet, que Ài soit la plus grande valeur de A qui puisse se concilier avec la valeur Bi de B. ^4 fortiori^ une valeur de B moindre que Bi exigerait que A fût moindre que Al, puisque, par hypothèse, le maximum de A est d'autant moindre que la valeur de B est plus petite. La valeur Ai de A ne peut, d'après cela, correspondre qu*à des valeurs de B au moins égales à Bi, et Bi est, en d'autres termes, la moindre valeur de B qui corresponde à A=Ai, c'est-à-dire le minimum de B, correspondant à la valeur Ai de A.
ExiMPLSS. On démontre en géométrie :
Que le cercle est la courl>e qui, sous une longuem- donnée, renferme la plus grande surface ;
Que le triangle équilatéral est le triangle qui, sous an périmètre donné, contient la plus grande surface.
Il en résulte :
Que le cercle est la courbe qui, avec une aire donnée, a le plus petit périmètre;
Que le triangle équilatéral est le triangle qui, avec une aire donnée, admet le plus petit périmètre.
150. Nous ap[>liquerons la méthode générale qui a fourni le théorème 1 , à des questions un peu plus composées.
Problèmb YI. Trouver entre quelles limites peut varier l'expression
lorsque x prend toutes les valeurs possibles. Posons, conformément à la méthode générale,
ax^ -{-bx-^c
on en déduit
_b'm-'b±\/ib'm-' 6)'-- 4 (a — a' m) (c — c'm) ^■" 2{a—a'm) '
pour que X soit réel, on doit avoir
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c'esl-à-dîre
nous distinguerons trots cas.
1* 6'>—4«'e' est positif.
Dans ce cas , le trinôme qui forme le premier membre de rinégalité sera positif, c'est-à-dire, de même signe que le premier terme, pour toutes les valeurs de m non comprises entre les racines de l'équation obtenue en régalant à zéro. Si donc, ces racines sont réelles et désignées par m', m'\ m pourra recevoir toutes les valeurs, excepté celles comprises enire m' et m"; si elles sont imaginaires, m pourra recevoir toutes les valeurs sans exception.
2« ftt— 4aV est négatif.
Dans ce cas, le trinôme qui forme le premier membre de rinégalité sera positif, c'est-à-dire de signe contraire à son premier terme, pour les valeurs de x comprises entre les racines de réquation obtenue en régalant à zéro. 11 est d'ailleurs impossible que ces racines ne soient pas réelles, car alors m ne pourrait prendre aucune valeur, et il est évident, d'après l'équation [Ij, que cette conclusion est inadmissible.
3» j'«_4aV est nul.
L'inégalité [2] devient alors du premier degré, et on la résoudra comme il a été dit (117).
PaoBLÈMB VIL y et \ étant deux variables liées entre elUs par une équation du second degré
[i] «y* + àxy -j- ca?' + rfy -f ea? -f /= 0,
tromer les valeurs extrêmes que puisse prendre l*une d'elkê^ X par exemple.
Si on résout l'équation [1] par rapport à y, on aura
—bx-^d . 1
[2] y=— î^-Jf=t^v/(^iC+d)«-4a(r^4-^x + /^);
la quantité sous le radical est un trinôme du second degré que nous pouvons remplacer par ma^'\'VX'\'q\ m, », q étant des
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quantités connues dont on formera facilement Texpression, savoir :
n =^2bd — 4ae
q — d* —iaf, et Ton aura
[^^ y=~ L ^ii^^^ + ^+P'
Or, il est évident que Ton ne pourra donner à x que les valeurs qui rendent mof^nx-^-p positif, car, sans cela, y serait imaginaire ; X doit donc satisfaire à Tinégalité
et on a vu (ii9) comment on peut, dans les différents cas, déduire de rinégalité [4] les limites entre lesquelles x doit être ou ne doit pas être comprise.
Problème YDI. Tramer entre quelles limites peut varier U polynôme
[t] Af/^+'Bxy + Cx^+Dy + Ex + F
lorsque les variables xetj prennent toutes les valeurs possibles.
Posons Af + Bxy + Ca^ + Dy + Ex + F=m;
si, dans cette équation, on considère y comme inconnue, on en déduit
y = —~^ ± ^ V^(Ba?+D)^4A(Ca;«+Ea?+F— m).
Pour qu'une valeur assignée à m , soit compatible avec des valeurs réelles de x et de y, il faut que, pour cette valeur de m, Ton puisse avoir, en choisissant x convenablement,
[2] (Ba? + D)« — 4A((ic«+Ea?+F— iw)>0,
c'est-à-dire
[2] (B«— 4AC)x*-f-2(BD— 2AE)a:-t- D»— 4AF-f-4A»i>0, nous distinguerons trois cas :
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!• (B" — 4 AC) est positif.
Dans ce cas, llnégalité [i] est toujours possible, car un trinôme du second degré peut toujours prendre le signe de son premier terme \ il n*y a pas alors de limites pour m.
2* (B*—4AC) est négatif.
Dans ce cas , l'inégalité [2] est possible lorsque le premier membre égalé à zéro fournit des valeurs réelles de or, et impossible dans le cas contraire. On sait, en effet, qu'un trinôme du second degré ne peat devenir de signe contraire à son premier terme, que lorsqu'il s'annulle pour des valeurs réelles de la variable. On doit, d'après cela, cl^oisir m y telle que les racines de l'équation
(B'«— 4A'C')a" + 2(BD — 2AE)a:+D*— 4AF + 4Am = 0
soient réelles.
Cette condition est exprimée par l'inégalité
(BD — 2AE)« > (B'« — 4A'C) (D« — 4 AF + 4 Am) ;
cette inégalité est du premier degré en m, on en déduira (ii7), la limite de cette quantité.
3» (B* — 4AC)estnul.
Dans ce cas , l'inégalité [2] est du premier degré eux, et possible, par conséquent, pour toutes les valeurs de m ; il n'y a donc pas alors de limite à assigner à cette quantité.
S'il arriyait pourtant que^BD— 2AE s'annul&t en même temps que B* — 4AC , Tinégalilé deviendrait
Di_4AF + 4Am>0,
et Ton en déduirait une limite de m, savoir :
AF— D
ou •!< -^ ,
selon que A serait positif ou négatif.
Problème IX. La somme x-j-y étant donnée et égale à 2a , entre quelles limites peut varier x' -f- y' ? Désignons ic'+y* par «*, et cherchons à déterminer x et y.
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nous verrons quelle condition s* doit remplir pour que le problème soit possible ; on a
on déduit de [1] y = 2a— a?,
et, en substituant cette valeur dans [2],
ou, en développant
[4] a^ -f 8a» — 12a*a? + 6aâ?» — «•=«»,
et, en supprimant les termes a?» et — a:* qui se détruisent, el ordonnant par rapport à x ,
[5] ' 6ax* — 12a*^ -f 8a» = «" ;
on en déduit
[6] a? = ad:j^v^l44a* — 24a(8a»— «•),
et, pour que le problème soit possible, il faut que Ton ait
si a est positif, nous pouvons supprimer- le facteur 24a, et il vient
d'où Ton déduit 5» > 2a» ;
telle est donc la seule condition imposée à la somme ^, puisque, X étant réelle, réquation [1] fournira toujours une valeur réelle pour y.
Le minimum demandé est, par conséquent, 2a'.
Il est facile de voir que Thypothèse s»= 2a^, introduite dans l'équation [6] , donne x = a, et que Ton a, par suite, y = o. La somme x^-^-y* est donc minimum quand x el y sont égaux entre eux.
QOËums QuisnoNs te maximum ou minimum. 153
RÉSUMÉ
iU. Définition du maximum et du minimum des grandeurd assujetties à certaines conditions. — 1112. Maximum du produit de deux nombres lorsque leur somme est donnée. — i5K3. Extension du résultat au cas d'un nombre quelconque de facteurs positifs. — 15(4. Si Ton donnait la somme de plusieurs nombres sans les asa^^îi' ^ ^^ positifs, le produit pourrait ardtre sans limite. — IStt. w+y étant donné, a:*^ est
maximum quand on a — s=^. — 126. Connaissant le produit de deux
nombres positiCm trouver le minimum de leur somme. — 127. Extension au cas d'un lombre quelconque de facteurs. — 128. Connaissant a^l^, trouver lè.lsiÉhiium de j; -j-y. — 129. Remarque sur un certain genre de réciprocité eptre des questions de maximum et de minimum. 130. Solution de quelques problèmes de maximum et de minimum.
EXERCICES
I. or-f-y étant donné, la règle qui fournit le maximum de rr*'^** s'étend au cas de m et n fractionnaires.
IL Minimum de ^* + "Zi >
metn étant entiers ou fractionnaires et x positif.
III. a^f/^ étant donné , xr'y'^ est-il suceptible de maximum ou de minimum , m, n, m', n' étant donnés , et x ef y assujettis à être positifs ?
IV. Parmi les parallélipipèdes rectangles de mêmes surfaces, quel est celui qui a le plus grand volume , et parmi ceux de même volume, lequel a la plus petite surface?
V. Quelle est la zone sphérique , à une base, qui contient le plus grand volume parmi celles de même surface , et la zone de plus petite surface parmi celles qui conticnnnent même volume?
VI. Quel est le plus grand cylindre inscrit dans une sphère donnée, et parmi les cylindres de même volume, celui qui est inscrit dans la plus petite sphère ?
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VII. Valeur minima de ^ lorsque a varie de 0 à
Vm. Deux corps de masses m et m' animés, dans le même sens, de vitesses v et v' viennent à se choquer. Trouver les vitesses qu'ils prendront après le choc , d'après la condition que la somme des produits obtenus en multipliant chaque masse par le carré du changement de vitesse soit la moindre posinble.
IX. On marque sur une droite des points équidistants que Ton numérote 1, 2, 3 ...n. Trouver sur la droite , un point tel que la somme des carrés de ses distances aux points donnés multipliées par le numéro correspondant soit un minimum.
X. Même question, en supposant que les points soient numérotés 1,3,6, 10... *^"J"/l
XI. On donne une feuille de carton carrée aux quatre coins
de laquelle on supprime des carrés égaux qui sont ombrés dans la figure ci-jointe. Déterminer le côté de ces carrés par la condition
]} que la boite qui aurait pour fond mnpq et pour faces latérales les rectangles restants qui ont tous même jjpiteur ait un volume maximum.
I Xn. Minunum de a**ô«*,
a et 6 étant deux nombres positifs donnés.
Xin. On donne Téquation
Trouver entre quelles limites peut varier ic*+y*+«*- XIV. Entre quelles limites peut varier l'expression
lorsque m^ y, z prennent toutes les valeurs possiUdt T
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XV. On donne trois équations à deux inconnues
arx + Vf^^dT.
n existe un nombre infini de facteurs X , V^ V, tels qu'en multifdiant la première équation par X , la seconde par X', la troisième par X*", et en ajoutant les résultats , on obtienne une équation de la forme
a?=:Xd + V(f+XV.
Trourer les faelears X, X\ X"" qui, remplissant cette tion , rendent la somme X^+X^^- X** la plus petite possible
CBAPITRE XÏI.
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Progressions par différence.
iSi. Une progression par différence est une suite de nombres tels que la ilifférence de Tun d'eux au précédent soit constante : cette différence se nomme raison de la progression.
Exemple. Les nombres entiers 1,2, 3, 4... forment une progression par différence dont la raison est 1 .
Pour indiquer que des nombres forment mie progression, on les écrit à la suite les uns des autres en les faisant précéder du signe i- et plaçant un point dans chaque intenalle. Exemple :
est une progression dont la raison est 5.
Remarque. Si Ton écrit en sens inverse les termes d'une progression y la différence d'un terme au précédent reste la même, mais elle chmge de signe. Ainsi la progression précédente peut s'écrire.
On lui donne alors le nom de progression décroissante.
Valeur d'un terme de rang quelconque dans une progression.
132. Dans une progression croissante, chaque terme peut se former en ajoutant la raison au précédent; il en résulte que pour former un terme de rang quelconque, il faut ajouteifau premier autant de fois la raison qu'il y a de termes avant celui que l'on considère.
Dans une progression décroissante un terme de rang quel-
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conque est, au coniraire, égal au premier, diminué d*anlMlt de fois là ndson qu*il y a de termes avant celui que l'on considère.
ExnFLB. Dans la pn^ression :
le ternie 34 est égal à 4 augmenté de 6 fois 5 ou 30.
RgMAïQfJi. a étant le premier terme d'une progression croissante, et«f sa raison, le »** terme est égal à a +(n — l)r. Si la progression est décroissante , a et r, désignant toujours le premier terme et la raison , la valeur du «*« terme est fl— (a— )r.
Les deux formules préeédentes peuvent se réduire à une seule et |a distincticHi entré les progressions croissante et décroissante peut être supprimée si Ton con\ieal, en général, que la raison d'mia progression est l'excès d'un terme sur le terme précédent Si la progression est décroissante , cet excès est né^tit^ et la lettre r qui désigne la raison représente alors un nombre négatif. D'après cette convention , si le premier terme est a et r la raison, le dernier terme sera égal, dans tous les cas , à
iMcrtiM &9 Boyeoft ariihoiéUfBcs.
453. Insérer m mojens arithmétiques entre deux nombres » a et /, c'est former une progression dont a et / soient les termes extrêmes et dont ces m moyens soient les termes inlermé- . diaires.
Pour calculer ces moyens et la raison de la progression qu'ils forment, remarquons que celte progression aura ta -j-^ termes ; le damier terme / , sera donc (I3S) égal à a augmenté de (m + 1) fois la raison. L'excès de / sur a est donc égal à » -f- 1 fois la raison cherchée, et, par conséquent, cette raison
r est ~ ^> Connaissant la raison et le premier terme^ on for-
JW-f-l
mera sans peine tous les autres.
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154. Remarqui I. La raison ne dépend que de la difiérence I-^ a et du nombre de moyens insérés. Il en résulte que si l'on considère une progression
et que Ton insère m moyens entre a et bj m entre b ei c^m entre c el d^ etc. , les progressions ainsi formées auront toutes même raison , et comme le dernier terme de l'une est le premier de la suivante, on pourra les considérer comme n'en faisant qu'une seule.
138. Rbmàrqub il Quel que soit^ ]e nombre de moyens insérés entre deux nombres a et l\ la raison de la progression obtenue est le quotient de la division de /—a par un nombre œtier. Réciproquement y on peut déterminer le nombre des moyens insérés, de telle sorte que le nombre entier par lequel il faut diviser / — a, pour obtenir la raison , ait telle valeur que Ton voudra.
Si Ton veut, par exemple, que la raison soit "T^, il faut
insérer trois moyens.
Somme des termes d'une progression par différence.
136. THÉOiiMB. Dans une progression par différence la somme de deux termes également distants des extrêmes est constante et égqle à la somme des termes extrêmes.
Désignons par a et l les termes extrêmes d'une progression, et par r sa raison. Le terme qui suit a, est a-f r, celui qui précède / , est I — r, et il est évident que leur somme est égale à a-\'l. Le terme qui suit a de deux rangs est a -f 2r. celui qui précède / de deux rangs , / — 2r, et leur somme est encore a-f- /. En général, le terme placé n rangs après a, est a -f nr, le terme placé n rangs avant / est / -— nr^ et Ton a évidemment
a-f-nr-}-/ — nr:=a'\'l.
137» Soit une progression [1] •ka.b.c.J.k.l.
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ÉcrlTons cette progression sur une seconde ligne horiiontile en la renversant de telle sorle que les termes à égale distance dat extrêmes se correspondent verticalement dans les deux lignes :
Si on ajoute les termes de la suite [1] et ceux de la suite [2] , on aura évidemment le double de la somme cherchée, puisque chaque terme entrera deux fois. On aura donc , en désignant cette somme par s ,
^=(a+l)+ib+k)+ic+j)+....+(j + c)+{k+b)+(l+a);
mais (136), toutes les sommes indiquées entre parenthèses sont égales à la somme a + ' det. termes extrêmes , et comme leur nombre est le nombre n des termei de la progression , on a
_(a + /)Xn ou «- 2
Rbharque, Si l'on connaissait seulement le premier terme a, la raison r, et le nombre n des termes, il faudrait, pour appliquer le résultat précédent, commencer par calculer le dernier terme /. On aurait (152) / = a + (»*— 1) ^^ et par conséquent,
(a 4- On [2a + (n —iy]n ' = —î— 2
Exemple. Calculer la somme des n premiers nombres impairs,
Ces nombres forment une progression de n termes» leur somme est donc
ainsi la somme des n (premiers .nombres impairs est égale au carré de n.
Progression par quotient.
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tels que le rapport de Vixn d'eux au précédent soit constant. Ce rapport se nomme raison de la progression.
Exemple. Les nombres 1 , 10, 100, 1000, etc., forment une progression par quotient dont la raison est 10.
Pour indiquer que des nombres Tormcnt une progression par quotient, on les écrit à la suite les uns des autres, en les faisant précéder du signe h , et plaçant deux points dans chaque intervalle.
Exemple, h 4 : 8 : 16 : 32 : 64 : 128 : etc., est une progression par quotient dont la raison est 2.
Remarque. Si Ton écrit en sens inverse les termes d*ùne progression, le rapport d'un terme au précédent prend une valeur réciproque de celle qu*il avait : ce rapport est donc encore constant, et l'on a une nouvelle progression, décroissante si la première était croissante.
Exemple. ^ 128 : 64 : 32 : 16 : 8 : 4 est une progression^ décroissante dont la raison est ^.
Valeur d'un terme de rang quelconque.
159. Dans une progression par quotient , chaque terme se forme en multipliant le précédent par la raison : il en résulte que pour former un terme de rang quelconque, il faut multiplier le premier par la raison prise autant de fois comme facteur, qu'il y a de termes avant celui que l'on considère, c'està-dire par la raison élevée à une puissance marquée par ce nombre de termes.
Remarque, a étant le premier terme d'une progression pai* quotient et q sa raison, le »"»• terme est égal à a x g*"*.
140. Théorème. Si une progression est croissante, on peut la prolofiger assez pour que ses ternies dépassent toute limite
donnée.
Soit une progression croissante ayant pour raison un nombre q supérieur à F unité :
Ha:b:c:d: :k:l:m.
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Ou a les égalités l = kx,q^
ou en déduit wi— /=(/— Â)xg,
et comme q est, par hypothèse, plus gi*and que 1, la différeucc m — l est plus grande que /—A*. L'excès d'un terme sur le précédeul \a donc sans cesse en croissant. Or, en supposant cet excès constant,^ on pourrait, en Tajouliml au premier ternie a, un nombre suffisant de fois , obtenir un résultat aussi grand qu'on le voudrait, et il en est, a fortiori, de même si, comme nous l'avons reconnu, il \ a en augmentant.
i4i. TatoRSUE. Si une progression est décroissante, on petit la prolonger assez pour que ses tenues décroissent au-dessous de toute limite.
Soit une progiession décroissante ayant pour raison un nombre q inférieur à l'unité :
LCb termes â» j» ^> 5» - j» /> ^
formeront une progression croissante ayant pour raison - ; car des égalités
6=aXg, c=:6Xg, d = cX^ on déduit
11 résulte donc du théorème précédent que les fractions t,t9 —
peuvent devenir aussi grandes, et, par suite, leurs dénominateurs *, /, m, aussi petits qu'on le voudra. C'est précisément ce qu'il fallait démontrer.
Inserlion de moyens par quotient.
142. Insérer m moyens par quotient entre deux noujbres a et /, c'est former une progression dont a et / soient les Icr-
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mes extrêmes, et dont ces m moyens soient les termes intermédiaires.
Pour calculer ces moyens et la raison de la progression qu'ils forment, remarquons que celle progression ayant m-\-^ termes, le dernier terme l est égal (i39) à a multiplié par la puissance (m-f- 1)"* de la raison ; on en conclut que le rapport
- est la puissance (m-f- !)"• de la raison, et que, par consé-
quent, cette raison est i/-. Connaissant la raison et le premier terme, on formera sans peine tous les autres.
Remarque I. La raison ne dépend que du rapport - et
du nombre des moyens insérés ; il en résulte que si on considère une progression
et que Ton insère m moyens entre a et 6, m entre b elc^m
entre c et ^ , les progressions ainsi formées auront toutes
même raison, et comme le dernier terme de Tune est le premier de la suiYante, on pourra les considérer comme n'en faisant qu*une seule.
144. Remarque II. Pour que trois nombres a, beï c puissent faire partie d'une même progression, il faut qu'on puisse insérer entre a et c un nombre de moyens tel , que la progression qu'ils forment compte b parmi ses termes; en désignant par m ce nombre inconnu de moyens , la raison de la progression est
(145) y/1 Pour que b soit le »"• terme de cette progression, on doit avoir
ou, ce qui revient au même,
L(vr-
Ces deux quantités devant être égales , il faut que leurs
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puissances (m + 1)"*** le soient elles-mêmes, et, par conséquent,
Supposons que b^aelc soient commensurables, il en sera de même de - et - ; si nous désignons par - et - les fractions irréductibles équivalentes, Végalité [3] revient à
Mais ces deux fractions sont irréductibles, et ne peuvent être égales que si
d'où résulte évidemment que 61 et Ci doivent être composés des mêmes facteurs premiers, ainsi que Oi et Os , et que les exposants d'un même facteur, dans bi et cx et dans oi et Oi, doivent
avoir un rapport constant , J_ .
APPLICATION. Quels sont les nombres commensurables qui peun vent faire partie d'une progression par quotient ayant pour termes 1 et lOÎ
Si nous nommons - un des nombres cherchés , on doit
avoir, d'après ce qui précède , en désignant par m et n des nombres entiers ,
c'est-à-dire 10*+*=?^.
Le premier membre étant entier, le second doit l'être aussi ,
et comme la fraction ^^ est irréductible , il faut que Ton
ait j = l. De plus, pour que 10*+* soit égal à p*^', il faut que p ne contienne que les facteurs 2 et 5 , et que ces facteurs
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y soient affcclés d'exposants égaux, ou, en d'autres termes, que p soit une puissance de 10.
Les puissances de 10 sont donc les seuls nombres cpmmensurables qui puissent figurer dans une progression par quotient, dont 1 et 10 font partie.
Somme des termes d'une progression par quotient 14S. Soit une progression par quotient
il Faut évaluer la somme
[1] s=a + b + c+d+ -fA; + /.
£n nommant q la raison , et multipliant par q les deux membres de l'égalité [1] , on obtient
P] Sq = aq'\'bq + cq'\-dq'{'.....+kq + lqi
mais, par hypothèse, aq=zby bq^szc^ cq=df..,.kq = l\ l'égalité précédente devient donc
[3] Sg = ft + c+d-f + k+lq.
Si l'on retranche les deux premiers membres des égalités [1 1 et [3] , on aura le même résultat qu'en retranchant leurs seconds membres , ce qui donne évidenunent
Sq — S = /g — a ou S(g— l) = /g— a,
et par conséquent, S = ^~^.
Remarque 1. Si la progression est décroissante , q est plus petit que 1 , et Ton ne peut plus retrancher S de Sg ; il faut faire la soustraction en sens inverse , et Ton trouve alors
Hais les couvenlions faites sur les nombres négatifs renileut ces formes équivalentes.
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Remarque II. Si Ton donne seulement le premier terme a d'une progression , sa raison 9, et le nombre n de fermes, il faudra, pour faire usage du résultat précédent, commencer par calculer le dernier terme /, on aura (159) / = ay"^', et, par conséquent,
Limite de la gomme des termes d'une progression par quotient décroissante.
146. La formule qui donne la somme des termes d'une progression décroissante, dont a est le premier terme, / le dernier et q la raison, est
„_a—lq
on peut récrire S =
Si le nombre des termes de la progression augmente indéfiniment , ' conserve constamment la même valeur, mais
T-^ peut devenir aussi petit que l'on voudra, à cause du fac-
teiu* / qui décroît sans limite (141); il en résulte que la limite dont s'approche la valeur de S, à mesure que le nombre des
termes augmente , est ^ .
Application. Une fraction décimale périodique peut être con-* sidérée comme une progression décroissante, et la formule précédente lui est applicable.
Soit , par exemple , la fraction périodique
En la séparant en tranclies de deux chiffres à partir de la virgule , on obtient la progression
^ iUU • 100UU • 1000000 • ••••
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dont la raison est t^ïï* D'&près la formule précédente , la limite de la somme de ses termes est
ou H,
ce qui est précisément le résultat obtenu dans la théorie des fractions périodiques.
RÉSUME
151. Définition des progressions par différence; progressions croissantes on décroissantes. Définition de la raison. — 132. Un terme de rang quelconque est égal au premier terme augmenté ou diminué d'autant de fois la raison qu'il y a de termes avant lui. — 135. Insertion de moyens par différence. — 134. Si, l^ntre les termes d'une progression, on insère un nombre constant de moyens, on forme une progression nouvelle. — 435. Quel que soit le nombre des moyens insérés, la raison est un diviseur de la différence des termes extrêmes. — 136. Dans une progression par différence , la somme de deux termes également distants des extrêmes est constante et égale à celle des extrêmes. — 437. Somme des termes d'une progression par différence. — 138. Définition des progressions par quotient. — 139. Un terme de rang quelconque est égal au premier, multiplié par la raison élevée à une puissance marquée par le nombre des termes qui le précèdent. — 140. Les termes d'une progression par quotient croissante peuvent dépasser toute limite. — 141. Les termes d'une progression décroissante peuvent décrottre audessous de toute limite assignée. — 142. Insertion de moyens par quotient. — 145. Si on insère un nombre constant de moyens entre les termes consécutifs d'une progression par quotient , on forme une progression nouvelle. — 144. Recherche d'une progression dont fassent partie des nombres donnés. Cas dans lesquels une telle progression n'existe pas. — 145. Somme des termes d'une progression par quotient. •^ 146. Limite de la somme des termes d'une progression décroissante.
EXERCICES
I. Quelles sont les progressions par différence dans lesquelles la somme de deux termes quelconques fait partie de la progression ; et les progressions par quotient dans lesquelles le produit de deux termes fait partie de la progression ?
II. Si dans une suite de nombres chacun est la demi-somme de ceux qui le comprennent, ces nombres forment une pro-
THÉORIB DBS PROGRESSIONS. 167
gression par différence, et si chacun est moyen proportionnel entre les deux qui le comprennent , ils forment une progression par quotient.
III. Dans quelles progressions par différence existe-t-il un rapport indépendant de n entre la somme des n premiers termes et la somme des n suivants ?
IV. v^, v/5 et v^7 peuvent-ils faire partie d'une même progression par différence ou par quotient ?
V. Si on prend la suite des nombres impairs 1, 3, 5, 7, .... et qu'on la sépare en groupes dont le premier ait un terme, le second deux termes, le troisième trois, etc., la somme des termes d'un même groupe est un cube.
VI. Si on considère la suite 1, 2, 4, 6, 8, 10 .... la somme des n premiers termes est impaire et augmentée des n — 1 nombres impairs suivants , elle donne un cube.
VII. Dans une progression géométrique de six termes , la différence des termes extrêmes est plus grande que six fois la différence des termes du milieu.
VIII. Si on ajoute termes à termes deux progressions géométriques qui n'ont pas même raison , les résultats ne formeront pas une progression , mais chaque terme pourra se déduire des deux précédents, en les multipliant par des nombres constants et ajoutant les produits.
IX. On forme une suite de termes tels que chacun soit la demi-somme des précédents; connaissant, les deux premiers termes de cette suite, trouver de quelle limite on s'approche lorsqu'on en forme un nombre de plus en plus grand.
XI. Trouver la limite de la somme des fractions
dont les nmnérateurs forment une progression par différence et les dénominateurs une progression par quotient.
Xn. On forme la suite des nombres
1, 3, 6, 10, 16, 21, etc.,
tels que la différence de deux termes consécutifs , va sans cesse en augmentant d'une unité, trouver la somme des n premiers termes de cette suite .
XIII. Si dans une progression par différence trois termes consécutifs sont des nombres premiers, la raison est divisible par 6, h moins que le premier de ces termes ne soit 3. S'il y en a 5, la raison est divisible par 30 , fi moins que le premier de ces termes ne soit 5, et s'il y en a 7, elle est divisible par 210, à moins que le premier de ces termes ne soit 7.
Xiy. Dans une progression par quotient dont le nombre des termes est impair, la somme des carrés des termes est égale à la somme des termes multipliée par l'excès de la somme des termes de rang impair sur la somme des termes de rang pair.
CHAPITRE XIII
Définitions.
147. Quand on considère deux progressions, Tune par différence commençant par 0, l'autre par quotient commençant par l'unité, les termes de la procession par différence sont nommés les logarithmes des termes de même rang dans la progression par quotient.
Rbmauqoe. Le logarithme d'un nombre considéré isolément, est tout à fait arbitraire. Si l'on demande : quel est le loga-> rithme de 3? cette question n'a aucun sens tant que l'on n'a pas choisi les progressions qui définissent le système dont on veut parler.
148. D'après la définition précédente, lorsque l'on a choisi les deux progressions qui définissent un système de logarithmes, il semble que les nombres qui ne font pas partie de la progression par quotient n'ont pas de logarithmes ; nous allons voir comment, en étendant cette définition, on est conduit à regarder chaque nombre plus gran4 que l'unité comme ayant un logarithme. Nous considérerons spécialement le système qui résulte des progressions
tO. 1.2.3
C'est le seul dont on fasse usage dans les applications numériques.
Supposons qu'entre deux termes consécutifs de chacune de ces progressions on insère un même nombre de moyens. On obtiendra (154, 145) deux nouvelles progressions dans lesquelles les termes des progressions primitives se correspondront encore , et les termes nouvellement introduits dans la progression par quotient, auront pour logarithmes les termes de même rang introduits dans la progression par différence.
149. Remarque. Pour que la définition donnée (148) soit admissible , il faut montrer que si , en insérant des nombres différents de moyens, on amène, de deux manières différentes, un même nombre à faire partie de la progression par quotient, on lui trouvera des deux manières le même logarithme.
Supposons que l'on ait d'abord inséré p moyens entre les divers termes des deux progressions
ff 1 :10:100....
la raison de la progression par quotient deviendra (142)
" V^ÏÔ, et celle de la progression par différence .
En sorte que , l'un quelconque des termes de la première ,
sera (''Vl0)*et le terme correspondant de la seconde -^J
k désignant un nombre entier.
Supposons que Ton insère entre deux termes consécutifs des progressions primitives , un autre nombre p' de moyens , un
terme quelconque de la progression par quotient sera C^Vl^)*'»
kf et son logarithme , . ; nous voulons prouver, que si Ton a
r ,1 [1] (7ï5).= (''7ïô>';
on aura ainsi
Si, en effet, nous élevons les deux membres de la première de ces égalités à la puissance (|) + î) >^ (p'+ 1), nous aurons :
. car, pour élever C^io) à la puissance k, puis à la puissance (p-f-l)X(p' + l), il suffit de le prendre comme facteur un nombre de fois égal à A;x(/?+ 1)X (p' + l), et, pour cela, on peut l'élever d'abord à la puissance p + 1, puis élever le résultat, qui est 10, à la puissance A;X(p'+l).
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L'égalité [3] entraîne évidemment :
et par suite,
Donc, si l'on peut introduire un même nombre de deux manières différentes dans la progression par quotient^ on lui trouvera des deux manières le même logarithme.
ittO. Si l'on calcule des logarithmes en insérant un certain nombre de moyens entre les termes consécutifs des deux progressions, puis que Ton en calcule d'autres en insérant un autre nombre de moyens, ces divers logarithmes peuvent être considérés comme faisant partie d'un seul et même système. Pour le prouver, remarquons que si entre les termes consécutifs de la progression par quotient on insère p-—l moyens, puisj}' — 1 moyens, tous les termes obtenus dans l'un et Tautre cas, font partie d'une seule et même progression, que l'on obtiendrait en insérant pXp' — 1 moyens.
Si , en effet , entre deux termes a etb d'une progression , on insève pxp' — 1 moyens, le terme b aura, après celle insertion, le p'Xp'^' rang, à partir du second. Si donc, dans la progression ainsi formée, on compte les termes de penpjb sera le ;>'"% et si on les compte de p' en p\ il sera le p"*^ ; les termes ainsi obtenus pourront donc être considérés, dans le premier cas, comme formant jp'—l moyens entre a et b, et dans le second, comme en formant p — 1 . La même remarque s'appliquant à la progression par différence, on voit que les deux systèmes obtenus en insérant p— 1 moyens etjp' — 1 moyens, sont compris dans le système unique qui correspond hpXp' — 1 moyens.
Par exemple, si a et é désignent deux termes consécutifs d'une progression par quotient ou par différence , et que l'on insère entre a et b, trois moyens, puis ensuite cinq moyens, de manière à former les progressions
a. Al, As, As, ô,
a, Bi, Bj, Es, B4, Bs, b.
Si l'on insère ensuite 23 moyens (c'est-à-dire 4X6—1) on
formera une progression nouvelle dans laquelle Ai, A,, As figureront aux rangs 7, 13 et 19, et B,, B,, Bj, B4, B», aux rangs 5, 9, 13, 17 et 21.
Généralilés sur les nombres incommensurables.
18t. Quand deux grandeurs n'ont pas de commune mesure, leur rapport ne peut être représenté par aucun nombre entier ou fractionnaire. Il existe de pareilles grandeurs. Nous savons, par exemple, que si un nombre n'est pas un carré ou un cube parfait, sa racine carrée ou cubique représente une grandeur parfaitement déterminée, qui n'a pas de commune mesure avec l'unité.
Un nombre incommensurable ne peut se définir qu'en indiquant comment la grandeur qu'il exprime peut se former au moyen de l'unité. Dans ce qui suit , nous supposons que cette définition consiste à indiquer quels sont les nombres commensurables plus petits ou plus grands que lui ; on peut alors concevoir la grandeur dont il est la mesure comme servant de limite commune à celles qui sont représentées par des nombres plus grands ou plus petits , absolument comme on l'a indiqué en arithmétique à l'occasion des racines carrées.
Addition et soustracUon des nombres incommensurables.
182. Ajouter ou soustraire deux nombres incommensurables, c'est trouver un nombre exprimant la somme ou la différence des grandeurs exprimées par les nombres proposés.
Multiplication.
183. Si le multiplicateur est commensurable, il n'y a aucune modification à apporter à la définition.
Exemple. Le produit de v^2 par 7, est un nombre exprimant une grandeur 7 fois plus grande que celle qu'exprime v^2. Le produit de v^2 par f , est un nombre exprimant une grandeur égale aux trois quarts de celle qu'exprime v^2.
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Si le multiplicateur est incommensurable, il faut une définition nouvelle. Nous appellerons produit d*mi nombre A par un nombre incommensurable B, un nombre moindre que le pro«duit de A par un noiûbre commensurable quelconque supérieur à B, et plus grand que le produit de A par un nombre commensurable quelconque moindre que B.
Division.
i$4. Diviser deux nombres A et B Fun par l'autre, c'est trouver un troisième nombre qui, multiplié par le diviseur B, reproduise le dividende A. Cette définition s'applique quels que soient les nombres A et B, commensurables ou incommensurables.
Racines carrées et cubiques.
1KB. La racine carrée ou cubique d'un nombre incommensurable est un nombre qui, pris deux ou trois fois comme facteur, donne un produit égal au nombre donné.
Remarque. La seule opération qui exige une définition véritablement nouvelle est celle de la multiplication, toutes les autres se rattachent à celle-là.
Théorèmes relaUfs aux nombres incommensurables.
186. Théorème L On peut toujours trouver deux nombres commensurables ayant une différence aussi petite que Von voudra et qui comprennent entre eux un nombre incommensurable donné.
Soit n un nombre entier quelconque; si Ton considère la suite
on voit que ses termes augmente sans limite, et comme ils commencent à 0, le nombre donné, quel qu'il soit, est néces-
sairement compris entre deux d'entre eux, - et , et Ton
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peut prendre n assez grand, pour que leur différence - soil aussi petite qu'on le voudra.
187. Remarque. D'après le théorème précédent, nous admettrons, comme évident, que les théorèmes suivants, qui ont été démontrés pour des nombres commensurables quelconques, s'appliquent aussi à des nombres incommensurables.
Dans un produit de plusieurs facteurs, on peut changer l'ordre des facteurs.
Pour multiplier un nombre par le produit de plusieurs facteurs, on peut le multiplier successivement par ces divers facteurs.
Pour multiplier un produit par un nombre, il suffit de multiplier un de ses facteurs par ce nombre.
Pour multiplier un produit par un autre produit, il suffit de former un produit unique avec les facteurs du multiplicande et cefux du multiplicateur.
Pour multiplier deux puissances d'un même nombre, il suffit d'ajouter les exposants.
Logarithmes incommensurables.
iB8. Les nombres dont les logarithmes sont définis dans les paragraphes précédents, croissent par degrés aussi rapprochés qu'on le veut. Si Ton se bornait cependant à cette définition, une infinité de nombres devraient être regardés comme n'ayant pas de logarit|imes. On sait par exemple (144) que, quel que soit le nombre des moyens insérés dans la progression par quotient ttI : 10:lOO:etc., aucun de ces moyens n'est commensurable. Tous les nombres commensurables peuvent , au contraire « s'introduire dans la progression par différence T 1 . 2 . 3 • 4 . etc., d'où il résulte que les nombres commensurables qui ne sont pas entiers, sont tous des logarithmes de nombres incommensurables.
159. Quand un nombre ne peut pas être introduit dans la progression par quotient, son logarithme se définit de la manière suivante :
Le logarithme d'un nombre N, qui ne peut pas faire partie de la progression par quotient est plus grand que les nombres
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commensurablcs qui sont les logarithmes de nombres inférieurs à N, cl moindre que les nombres cominensurables qui sont les logarithmes de nombres plus grands que N.
Cette manière de définir un logarithme en disant quels sont les nombres commensurables plus grands et plus petits que lui, est, comme on Ta vu, le moyen ordinaire de définition pour les nombres incommensurables.
D'après la définition précédente, il est évident qu'un nombre N étant donné, si l'on insère dans les progressions, un nombre considérable de moyens , deux d'entre eux comprendront N dans la progression par quotient , et leurs logarithmes seront des valeurs approchées du logarithme de N.
Ce procédé pour calculer les logarithmes serait fort long, et nous allons montrer, par un exemple, combien il exigerait d'opérations. Nous verrons, du reste, plus loin, qu'il existe, pour le calcul des logarithmes, des méthodes beaucoup plus rapides.
Exemple. Supposons que l'on demande lé logarithme de 1855. Nous savons que
3 = log 1000
et 4 = log 10000;
donc 3,5 = logv/l000Xl0000=log3162,27766 = loga.
Le logarithme cherché est donc compris entre 3 et 3,5 » en in* sérant un moyen entre 3 et 3,5 dans la progression par diffé^ rence, et un autre entre 1000 et a dans la progression par quotient, nous aurons
é(3+ 3,5)=3,25=logv/ÏÔÔÔâ=log 1778,2794=log 6;
donc, le logarithme de 1855 est compris entre 3,5 et 3,25; en insérant deux nouveaux moyens, on trouve
3,375 = log v^=log 2371,3737 = log(?,
et les nouvelles limites sont 3,25 et 3,375. Une nouvelle opération donne
3,3125 = log v^éc = log 2053,5250 s» log d.
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La suite des calculs donnera les résultais suivants :
3,5 = loga =log3162, 27766
3,25=logv^iÔÔ5â.= logô = logl778, 2794 ;
3,376 =log yjab = log c =log2371, 3737
3,3126=logv^ =:logd=log2053, 5250
3,28125=logv^W =loge =logl910, 95294
3,265625 = log v/*i = log /* = log 1 843, 42296
3,2734376 = log v^êT = log jr = log 1876, 8843
3,26953125=log y^ = log ^ =log 1860, 0784
3,267ô7812=logv//Â =logi =logl851, 7321
3,26855469 = log v^AT =logA; = log 1855, 9006
3,26806641 =logv^tT = log / =log 1853, 8151
3,26831056 =logv^)W" = log w= log 1864, 8676
3,26843262 =logv/3fcwi. =logn =logl855, 3789.
En comparant les deux derniers résultats, on a
log 1865, 3789.-3.268 43262 log 1854, 8675 = 3.268 31066
Diff. 0.6214 Diff. 12207.
Mais 1865= 1864, 8676 + 0.1426 ;
donc, en admettant que, pour des nombres aussi rapprochés, Taccroissement des logarithmes soit proportionnel à celui des nombres
log 1866 = 3,268 31056 + î^^?27
ou log 1866 = 3,268 34391 valeur exacte.
Propriétés des logarithmes.
160. Théorème I. Le logarithme d'un produit de deux fadeurs est la somme des logarithmes des facteurs.
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Soient les deux progressions :
T U • / • *!/••»• • W# •••• • tilt ••••y
qui définissent un système quelconque de logaritlimes ; les termes de la première sont les puissances de la raison 9, ceux de la seconde , les multiples de la raison r.
Si on multiplie l'un par Tautre deux termes de la progression par quotient, g*" et g", on aura un produit g"»"*"" qui, évidemment, est le (m + « + ^ )"' terme de la même progression ; si l'on ajoute les logarithmes de q^ et g*, qui sont mr et nr, on aura une somme (m -[- ^y qui est, évidemment, le (w -|- « + 1 )"' terme de la progression par différence et, par conséquent, le logarilhme de î"*^; la proposition est donc démontrée.
161. La démonstration précédente suppose que les nombres considérés fassent paitie de la même progression par quotient. Elle est en défaut pour les logarithmes incommensurables définis (IBS). Pour démontrer que , dans ce cas, la proposition est encore exacte, remarquons que si Ton donne deux nombres quelconques N et N', on peut toujours insérer dans les progressions assez de moyens pour que les termes croissent par degrés insensibles et que , par conséquent , il y ait deux termes consécutifs Ni et N'i , qui diffèrent aussi peu qu*on le voudra de N et de N' ; mais on aura (160)
log N, X N'i .= log Ni + log N'i.
Le premier membre différant aussi peu que Ton voudra de logNxN', et le second aussi peu que l'on voudra de log N+ log N', il est impossible que ces deux quantités aient une différence déterminée quelconque , et par conséquent elles sont égales. C'est ce qu'il fallait démontrer.
162. Remarque. Le théorème précédent s'étend à un nombre quelconque de facteurs. Soit, par exemple, un produit de trois facteurs axbxc, on a évidemment :
log(fl X 6 Xf)~log(a X b) x c = log (o X ft) + log(? =
log a -j- log b -f log r.
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165. Théorème II. Le logarithme d^ane puissance d^un nombre est le produit du logarithme du nombre par l'exposant de la puissance.
Ce théorème est une conséquence de la remarque précédente. Soit, en effet, aMa puissance considérée, on a :
log«*=slogaXoXoXa = loga + Ioga-|-Ioga-f
Ioga = 41oga.
La démonstration s'applique évidemment quel que soit Texposant.
164. Théorèmb III. Le logarithme cFun quotient est égal au lo" garithme du dividende ^ moins celui du diviseur^
Soit un quotient ? que je désignerai par q ; on aura
a = bXq, donc
loga = log6 + logsr,
ce qui prouve que log q est l'excès de log a sur log 6.
RBM4JiQui.'0n suppose , dans le théorème précédent, que le
quotient ^ soit plus grand que 1 , car les logarithmes des nom-
bres plus grands que 1 ont seuls été définis.
165. Théorème IV. Le logarithme d^une racine d*un nombre est égal au logarithme du nombre^ divisé par F indice de la racine.
Soit la racine ^a que je désigne par r, on a
\/« = r, et , par conséquent ,
d'où Ton conclut (163)
log a = m log fi et, par suite,
1 ^ log a log r = -s—,
ce qu'il fallait démontrer.
Remarque. Les quatre théorèmes précédents montrent
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qu'une multiplication peut être remplacée par Taddition de deux logarithmes; une division par la souslraclion de deux logarilhmes, et enfin Textraction d'une racine d'ordre quelcon« que, par la division du logarithme du nombre par Tindice de la racine. Hais il faut, pour profiter de ces simplifications, savoir trouver dans les tables le logarithme d'un nombre donné , et le nombre correspondant à un logarithme donné.
Disposition des tables de logarithmes de Callet.
167. La seule inspection d'un nombre fait connaître la partie entière de son logarithme. Ainsi les nombres de deux chiffres comprisentre 10 et 100 ont des logarithmes compris entre 1 et 2, dont la partie entière est 1. Les nombres de trois chiffres compris entre 100 et 1000 ont des logarithmes compris entre 2 et 3, dont la partie entière est 2 ; et , en général , un nombre de n chiffres étant compris entre 10"^* et 10", son logarithme est compris entre n — 1 et n, et sa partie entière est par conséquent n-1.
On a profité de cette remarque pour se dispenser d'inscrire dans les tables la partie entière , ou , comme on l'appelle souvent , là caractéristique des logarithmes.
168. La première table est toute simple ; elle contient les nombres naturels depuis 1 jusqu'à 1200, disposés suivant leur ordre en plusieurs colonnes » au haut desquelles on voit la lettre N, initiale du mot nombre; h côté et à droite de ces colonnes, on en remarque d'autres, au haut desquelles est écrit Log., initiales du mot logarithmes; de manière que chaque colonne de nombres est immédiatement suivie d'une colonne de logarithmes, et que chaque logarithme est placé à droite et dans Talignement du nombre auquel il appartient. On n'a pas mis de caractéristique aux logarithmes, parce qu'on la coimalt aisément à la seule inspection du nombre.
Cette table est nommée Chiliade I , parce qu'en effet elle contient les logarithmes du premier mille. {Chiliade est un mot grec francisé , qui signifie assemblage de mille unités.)
Les tables suivantes sont un peu plus composées : elles s'étendent depuis 1020 jusqu'à 108000. La première colonne,
qu'on y remarque vers la gauche, est intitulée N, elcontienl les nombres naturels depuis 1020 jusqu'à 10800. La colonne suiyantc, marquée 0, offre les logarithmes qui appartiennent à ces nombres ; en sorte que l'assemblage de ces deux colonnes Torme la suite de la table première, et donne sur-le-champ les logarithmes des nombres depuis 1020 jusqu'à 10800.
Si l'on observe la colonne marquée 0, on verra vers la gauche de cette colonne certains nombres isolés de trois chiffres chacun, qui vont toujours en augmentant d'une unité, et qui ne sont pas à des distances tout à fait égales les uns des autres. Vers la droite de la même colonne, sont des nombres de quatre chiffres chacun, qui ne laissent point d'intervalle entre eux; en sorte qu'on pourrait croire que certains logarithmes n'ont que quatre chiffres, tandis que d'autres en ont sept.
Mais qu'on ne s'y trompe pas, chaque nombre isolé est censé écrit au-dessous de lui-même, et vis-à-vis chacun des nombres de quatre chiffres qui sont dans la même colonne, autant de fois qu'il est nécessaire pour que chaque ligne soit remplie : lors donc qu'on ne trouve vis-à-vis un certain nombre que qualrc chiffres dans la colonne marquée 0, il faut écrire vers la gauche de ces quatre chiffres le nombre isolé de trois chiffres le plus prochain en montant. Au delà de 10000 les nombres isolés ont quatre figures.
Lorsque deux nombres sont décuples l'un de Tautre, leurs logarithmes ont pour différence le logarithme de 10 qui est 1, et par conséquent, leur partie décimale est la même; ainsi l'assemblage des deux premières colonnes dont nous venons de parler, donne aussi de dix en dix les logarithmes des nombres compris entre 10200 et 108000. Pour trouver les logarithmes des nombres intermédiaires, il faut avoir recours aux colonnes marquées 1, 2, 3, 4, etc. Ces colonnes contiennent les quatre dernières décimales des logarithmes des nombres terminés par les chiffres qui sont en tête de ces colonnes. Ainsi la colonne marquée 0 contient les quatre dernières décimales des logarithmes des nombres compris entre 10200 et 108000 qui sont terminés par un zéro, et en outre les nombres isolés dont nous avons parlé, et qui sont aussi censés placés à la gauche des chilTres que contiennent les autres colonnes. La colonne marquée 1 contient les quatre derniers chiffres des logarithmes
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de tous les nombres terminés par 1 ; la colonne marquée 2, ceux de tous les nombres terminés par 2 ; la colonne marquée 3, ceux de tous les nombres terminés par 3 ; et ainsi de suite jusqu'à neuf. On a par ce moyen une table à double entrée, dans laquelle on consulte d'abord la première colonne marquée N; et lorsqu'on y a trouvé les quatre premières figures du nombre dont on veut avoir le logarithme, on suit de Tceil la ligne sur laquelle ils se trouvent, jusqu'à ce qu'on soit arrivé à la colonne au haut de laquelle se trouve le dernier chiffre du nombre donné; alors on a sous les yeux les quatre derniers chiffres du logarithme cherché. Quant aux trois premiers, ils sont exprimés par le nombre isolé qui se trouve dans la seconde colonne, le plus prochain en mon^nt.
I^a dernière colonne contient les différences de deux logarithmes consécutifs et les parties de ces différences, c*est-àdire les produits de ces mômes différences multipliées par ^ , ni» nî> etc., jusqu'à ^. Ces produits forment autant de petites tables qu'il y a de différences. Chacune de ces petites fables se trouve placée immédiatement au-dessus de la différence dont elle indique les parties. On verra plus loin quel est leur usage.
Mais, comme vers le commencement des tables ces différences se trouvent trop nombreuses , et par conséquent trop près les unes des autres , elles n'auraient pas permis, si elles n'enssent occupé qu'une colonne, de placer les petites tables des parties dans l'intervalle qui se serait trouvé entre elles. C'est pourquoi on les a disposées d'abord sur deux colonnes : la première de ces différences occupe la première colonne; les deux suivantes, sans sortir de la ligne horizontale où elles doivent être placées, sont repoussées à droite et occupent la seconde colonne ; les deux différences qui suivent se trouvent sur la première colonne et les deux suivantes sur la seconde : ainsi de suite. Dans les quatre premières pages , on n'a placé les tables des parties de ces différences que de deux en deux.
Pour rendre ces explications plus claires, nous reproduisons ici l'une des pages de la table de Callet :
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On voit dans la table, à gauche de la colonne N, deux autres colonnes, que nous n'avons pas reproduites parce qu'elles n'ont aucun rapport avec la théorie des logarithmes.
Usage des tables de logarithmes.
i09. Problème I. Un nombre quelconque étant donné j trouver son logarithme par le moyen des tables.
Quelle que soit la place qu'occupe dans la suite décimale le premier chiffre significatif d*un nombre, on le considérera d*abord comme s'il était entier, sauf à donner ensuite à son logarithme une caractéristique convenable.
l*' Cas. Si le nombre donné est moindre que 1200, on le trouvera dans la première chiliade, parmi les nombres naturels qui sont dans quelques unes des colonnes marquées N. Le nombre qu'on trouvera à sa droite, sur la même ligne et dans la colonne suivante, intitulée log., sera son logarithme , après qu'on y aura joint la caractéristique qui convient à ce logarithme, laquelle est toujours égale à 0, 1, 2, 3, 4, etc., selon que le premier chiffre significatif du nombre exprime des unités simples, des dizaines, des centaines ou des mille, etc.
2* Cas. Si le nombre donné est compris entre 1020 et 10800» on le cherchera dans la table qui vient après la chiliade 1 , et l'ayant trouvé dans la colonne intitulée N, on consultera lacplonne suivante marquée 0. Si Ton y voit sept chiffres de front dans l'alignement du nombre naturel, on aura tout d'un coup la partie décimale du logarithme cherché; mais si l'on n'y trouve que quatre figures, elles donneront les quatre derniers chiffres de la même partie décimale ; ensuite on remarquera qu'il règne à leur gauche une marge ou espace blanc; on suivra cette marge en montant, et le premier nombre de trois chiffres qu'on y rencontrera, exprimera les trois premières figures de la fraction décimale du logarithme cherché. Ecrivant donc ce nombre vers la gauche des quatre chiffres qu'on a déjà trouvés, on aura un nombre de sept chiffres comme ci^dessus : enfin on y joindra une caractéristique convenable. Par exemple à côté de 7680, je trouve 8853612 sur la même ligne et dans la colonne marquée 0 ; j'ai donc tout d'un coup la partie décimale du loga-
rithme que je cherche ; il ne me reste plus qu'à y joindre la caractéristiques. Si le nombre étail 7,680, la caractéristique serait zéro; elle serait 1, si le nombre était 76,80; 2, s'il était 768,0. A côlé de 7695, dans la colonne marquée 0, je ne trouve que 2086; mais en suivant la marge, le premier nombre que je rencontre en montant est 886; mon logarithme est donc 3,8862086. Le nombre ayant cinq figures , s'il était moindre que 10800, on trouverait de même son logarithme.
3* Cas. Si le nombre est compris entre 10000 et 108000, c'est-àdire s'il y a cinq chiffres significatifs, on fera pour un instant abstraction du dernier, et Ton cherchera, comme ci-dessus, le nombre qu'expriment les quatre premiers. On suivra de l'œil la ligne sur laquelle on l'aura trouvé, en la parcourant de gauche à droite jusqu'à ce qu'on soit dans la colonne en haut de laquelle est écrit le cinquième chiffre dont on a fait abstraction. Les <]uatre figures qui sont tout à la fois dans l'alignement des quatre premiers chiffres du nombre donné, et dans la colonne qui répond au cinquième, exprimeront les quatre dernières décimales du logarithme de ce nombre. Quant aux trois premières, on les trouvera, comme ci-dessus , en remontant le long de la marge de la colonne intitulée 0. Soit, par exemple, 772,37 dont on veut le logarithme, je cherche 7723 dans la colonne N, je ne vois rien dans son alignement à la marge de la colonne 0; mais un peu plus haut, je rencontre 887 dans cette marge; je parcours la ligne du nombre 7723, et je m'arrête à la colonne marquée 7, sur laquelle et dans l'alignement de 7723, je trouve 8254. La par ^e décimale de mon logarithme est donc 0,8878254 et ce logarithme est 2,8878254. Si le nombre était compris entre 100000 et 108000, on trouverait de même son logarithme.
170. Les expHcations très-dé taillées qui précèdent, donnent le moyen de trouver le logarithme d'un nombre entier moindre que 108000 et celui d'un nombre décimal , dont les chiffres , abstraction faite de la virgule, expriment un nombre inférieur à cette limite. Pour trouver le logarithme des nombres plus grands, on remarque qu'en les divisant par une puissance convenable de 10, on pourra toujours les réduire à être compris dans les Hmites de la table ; or, une pareille division diminue le logarithme d'un nombre entier d'unités, et ne change pas,
TBiORlB ÉLÉMBNTAIRB DES L0GARITHIIB8. 185
par conséquent, sa partie décimale. Le problème se réduit donc à trouver le logarithme d*un nombre qui n*est pas entier, inférieur à 108000. Pour cela, on admet que, dans des limites peu éloignées , raccroissement des logarithmes est proportionnel à celui des nombres. Soit donc un nombre 76807,753, on dira :
le logarithme de 76807 est 4,8054008 celui de 76808 est 4,8854065
leur différence indiquée dans la table est 57 (unités décimales du
septième ordre), par conséquent : le nombre augmentant d'une
unité, son logarithme augmente de 57, s*il augmente de 0,753,
son logarithme augmentera d'une quantité x^ déterminée par
la proportion
d'où a: = 57X0,753.
Dans la multiplication de 57 par 0,753, il ne faudra prendre que la partie entière du produit, car la partie décimale exprimerait au plus des dixièmes d*unilé du septième ordre, c'est-àdire des unités du huitième ordre, que Ton néglige dans la valeur des logarithmes.
Pour multiplier 57 par 0,753, on le multipliera successivement par 7, 5 et 3; ces produits se trouvent tout calculés dans le tableau placé au-dessous de 67, dernière colonne à droite de la table. Us sont réduits aux chiffres que Ton doit conserver, en supposant que le multiplicateur exprime des dixièmes. Ainsi, vis-à-vis de 7, on trouve 40, au lieu de 39,9 qui serait le produit exact ; vis-à-vis de 5, on trouve 29 au lieu de 28,5 ; vis-à-vis de 3, on trouve 17 au lieu de 17,1. Dans le cas actuel, 5 exprimant des centièmes, le produit correspondant sera 2,9, auquel on substituera 3 ; 3 exprimant des millièmes, le produit correspondant devra être divisé par 100, il exprimera alors 0,17, et on le négligera.
La valeur de a?, 57X0,753, sera, d'après cela, 43, et pour avoir le logarithme demandé, il faut ajouter au logarithme de 76807, 43 unités du septième ordre, ce qui fera 4,8854051.
Si l'on voulait le logarithme de 76807953, il serait évidemment 7,8854051. En général, pourvu que Ton conserve les mêmes chiffres, à quelque place que Ton mette la virgule, la partie décimale du logarithme reste la même.
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t7i. Problème II. Un logarithme étant donnée trouver par le moyen des tables le nombre auquel il appartient.
1" Cas. Si le logarithme se trouve parmi quelqu'un de ceux de la première chiliade , on aura sur-le-champ le nombre qui lui correspond ; ce nombre sera dans la colonne marquée N qui précède immédiatement celle qui contient le logarithme donné, et dans Talignement de ce logarithme.
2* Cas. Si le logarithme ne se trouve pas dans la première table , on cherchera les trois premières décimales de ce logarithme parmi les nombres isolés quej'on voit dans la colonne marquée 0 de la seconde table, et les ayant trouvées, on cherchera les quatre dernières figures du logarithme parmi les nombres de quatre chiffres qui sont dans cette même colonne en descendant. Si l'on y trouve ces quatre dernières figures, on verra le nombre cherché dans la colonne marquée N, et sur tour alignement.
S* Cas. Si Ton ne trouve pas dans la colonne marquée 0 les quatre deniières figures du logarithme donné, on s'arrêtera à celles qui en approchent le filusen moins; ou suivra la ligne sur laquelle on se sera arrêté, en la parcourant de gauche à droite ; et si Ton trouve dans cette ligne les quatre dernières figures du logarithme donné , on suivra en montant ou en descendant la colonne dans laquelle on les aura trouvées ; le chiffre qu'on verra à la tête ou au pied de cette colonne, sera la cinquième figure du nombre cherché, dont les quatre premières se trouveront, conune ci-dessus, dans la colonne marquée N.
Veut-on savoir , par exemple , à quel nombre appartient le logarithme qui a, pour partie décimale, 8871276, je cherche 887 parmi les nombres isolés de la colonne marquée 0 ; je parcours en descendant la même colonne, et je trouve que 1107 approche le plus en moins de 1276; je suis la ligne qui commence par 1107, et je trouve 1276 sur cette ligne; je monte dans la colonne qui contient 1276, je trouve le chiffre 3 à la tête de cette colonne; je reviens à 1276, et je vois que la ligne où il se trouve répond au nombre 7711 ; j'écris ce nombre, et à sa droite le chiffre 3 que j'ai déjà trouvé : ce qui me donne 77113. C'est le nombre qu'il fallait trouver.
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4* Cas. Le logarithme donné ne se trouvant dans aucun des cas précédents, pour avoir le nombre auquel il appartient, on cherchera, comme ci-dessus, le logarithme qui en approche le plus en moins. On cherchera le nombre entier correspondant, ce nombre et le suivant comprendront le nombre cherché et Ton cherchera la différence avec un de ces nombres entiers, à Faide de la proportion admise (170).
ExEMPLB. Soit à chercher le nombre dont le logarithme a pour partie décimale 8870279. On trouvera, comme il a été dit, que ce logarithme est compris entre 8870262 et 8870318, qui répondent aux nombres 77095 et 77096, la différence de ces deux logarithmes est 57 unités du dernier ordre, et le logarithme donné surpasse le plus petit des deux de 17 unités du même ordre; on dira donc, à une différence 57 entre les logarithmes correspond une différence 1 entre les nombres, donc à une différence 17 doit correspondre entre les nombres une différence^ déterminée par la proportion
d'où l'on conclut a:=^, et, par suite, le nombre cherché est 77095 + ^, ou, en réduisant en décimales, 77095,29.
Rbmârqub I. Si l'on retranche l'un de l'autre les deux logarithmes consécutifs 8870262 et 8870318, on trouve pour différence 56 et non 57. On peut adopter néanmoins la différence 67 donnée par Callet, qui, à cause des chiffres décimaux non écrits dans la table, est peut-être aussi près de la véritable que 66.
172. Remarque II. Nous ne pouvons pas indiquer ici la limite de Terreur que Ton peut commettre, en supposant l'accroissement des logarithmes proportionnel à celui des nombres. Nous ferons observer seulement que l'inspection des tables montre que cette proportionnalité est à peu près exacte dans des limites assez écartées. La différence de deux logarithmes consécutifs varie, en effet, très-lentement, et, au degré d'approximation que donnent les tables , elle reste souvent constante pendant plusieurs pages ; il en résulte évidemment que, pour les nombres entiers compris dans ces pages, l'accroissement des logarithmes est proportionnel à celui des nombres.
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Application de la théorie des logarithmes. .
175. Quand un nombre inconnu résulte de multiplications, divisions, extractions de racines ou élévations aux puissances effectuées sur des nombres donnés, pour déterminer sa valeur, on cherche celle de son logarithme, qui résulte d'opérations beaucoup plus simples; le logarithme étant connu, le nombre correspondant se délermine comme il a été dit (i70).
174. Remarque. Diaprés nos définitions, les nombres plus grands que Tunité ont seuls des logarithmes. Il est donc essentiel que les nombres sur lesquels on opère remplissent tous cette condition ; on pourra toujours faire que cela ait lieu , en remarquant que pour multiplier un nombre par un nombre a
moindre que Tunité, on peut le diviser par le nombre - qui est plus grand que 1, et pour le multiplier par a, on peut au contraire le diviser par -.
Si le nombre que Ton veut calculer était lui-même moindre que 1, nos définitions ne lui assigneraient pas de logarithme. Dans ce cas , on le multiplierait par une puissance de 10 assez considérable, pour que le produit surpassât Tunité; on apphquerait alors la méthode précédente, et on diviserait le résultat par cette puissance de 10.
Exemple I. Calculer l'expression
a? = (^13572Xi>r)*, on écrit cette expression :
et l'on a log a? = | (log 1 3672 — log 1 1 ),
en cherchant dans les tables log 13!)72 et log 11, on obtient
log a? = fX 3,091 2512 = 2,060 8341,
d'où a? =115,03608.
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Exemple II. Calculer
X étant plus petit que 1, on le multipliera par une puissance de 10, 10*, et l'on aura
et, par suite,
log (10" X a?) = n - i (log 375 + log ^^¥^5?) •og WïiP ^t égal à 4 — log 5142, on a donc
log(10\x)=n — |(log375— log5142 + 4),
ou log (10*. a?) = n — i X 2,862 3992.
En prenant ici n = 1 , la soustraction indiquée dans le second membre pourra s'effectuer ; on aura
log 10a: =1—0,572 5798 = 0,427 4202;
donc 10a? = 2,675594
et a: = 0,267 5694.
Des caractéristiques négatives.
175. D'après nos définitions, les nombres plus petits que Tunité n'ont pas de logarithmes, et pour étendre jusqu'à eux le bénéfice de ce procédé abrégé de calcul, on doit les multiplier par une puissance convenable de 10 (174). Mais il a été démontré, qu'en multipliant un nombre par 10*, son logarithme s'accroît du logarithme de 10*, c'est-à-dire de n unités; si nous voulons étendre ce théorème aux nombres plus petits que 1 , nous obtiendrons les définitions suivantes :
Le logarithme d'un nombre A , moindre que 1 , est égal au logarithme du produit Ax 10*, que Ton peut toujours rendre plus grand que 1, diminué de n unités; le nombre n étant toujours entier se retranchera de la caractéristique qui deviendra seule négative, et la partie décimale restera positive.
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;, Emploi des compléments.
176. Lorsque » dans les calcul? logarithmiques , on est conduit à faire une soustraction , on la transforme le plus souvent en addition, au moyen de Tartifice suivant On a identiquement :
a— ft=a+(10 — 6)— 10.
Il suffit donc, pour calculer la difTérence a— &, d'ajouter à a le complément àe b k 10, et de retrancher 10 du résultat. La formation du complément 10 — ô n'est jamais difficile, car les chiffres de ce complément sont les compléments à 9 de ceux de b, sauf le dernier, qui est le complément à 10 du dernier chiffre de b.
ExBMPLB. Former la cinquième puissance iJV* On a :
log 2 =0,30103000
log 37 = 1,56820172
comp log 37 i= 8,43179828
log A s:^ 2,73282828
log i^)" = 5 log (iV)= 7,66414140 ,
et l'on en déduit
log {^f =: 0,0000004614678.
Dee différents systèmes de logaritlimes.
177* On peut choisir à volonté deux progressions par différence et par quotient, commençant Tune par 0, l'autre par Tunité ; elles fourniront un système de logarithmes qui jouira de toutes les propriétés démontrées (160). Ces systèmes en nombre infini sont liés les uns aux autres par ime loi trèssimple qui résulte du théorème suivant :
THiORÈMS. Le rapport des logarithmes de éeu» nombres est le mime dans tous les systèmes.
Soient, en efifet, A et B deux nombres quelconques, et — la
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fraction à termes entiers qui, dans un certain système, représente le rapport de leurs logarithmes, on aura >
logA_ m ïôgB^n' •
et par suite n log A = m logB ,
ou bien, log A* = log B~,
d'où Ton conclut A* = B" ;
mais quel que soit le système de logarithmes adopté, il résulte de cette dernière égalité
log A* = log B*,
et| par conséquent, n log A = m log B,
ou, ce qui reyient au même,
logA__m logB"~n*
Le rapport des deux logarithmes est donc, dans un système quelconque, le même que dans le système primitif.
RsMARQUE I. La démonstration précédente suppose que le rapport des deux logarithmes considéré soit commensurable. S'il n'en était pas ainsi , on pourrait en considérer deux autres aussi peu différents que l'on voudrait des premiers, et qui rempliraient cette condition, le théorème précédent s'y appliquant, quelque rapprochés qu'ils soient des deux logariûimes propo* ses , nous admettons , conmie évident , qu'il s'applique aussi à ceux-ci.
Remarque II. Si A et B désignent deux nombres quelconques et qu'on représente leurs logarithmes pris dans deux systèmes différents , par log A, log B, log" A, log' B, on a , d'après le théorème précédent,
logA_logVA log B"" log' B'
d*où Ton conclut aisément
logVA_log[B log A log B*
et 9 par conséquent, pour obtenir log' Â et log' B, il faudrait multiplier log A et log B par un même nombre, c'est-à-dire que, pour obtenir les logarithmes des différents nombres dans un système quelconque^ il faut multiplier par un nombre constant les logarithmes pris dans un autre système» ^
178. Il résulte du théorème précédent, qu*une table de logarithmes étant construite, on pourra en construire une seconde, pourvu que Ton connaisse un seul des logarithmes du nouveau système. Il suffira, en efTet, de multiplier les logarithmes du premier système par le rapport de ce logarithme connu au logarithme correspondant du premier système.
Pour définir un système de logarithmes, on donne ordinairement le nombre qui a pour logarithme Tunité. Ce nombre se nomme base du système. La base du système dans les tables de Callet est 10.
179. D'après ce qui précède, les tables calculées pour le cas de la base 10 permettent de calculer un logarithme dans un système quelconque. Soit proposé, par exemple, de calculer le logarithme de 7698 dans le système dont la base est 12. On trouvera dans les tables de Callet que, dans le système dont la base est 10 :
Le logarithme de 12 est 1,07918125, Le logarithme de 7698 est 3,8863779.
Dans le système dont la base est 12 :
Le logarithme de 12 est 1, Le logarithme de 7698 est ar,
et, par suite (177),
OU
180. Réciproquement, connaissant le logarithme d'un nombre quelconque, on peut trouver la base du système. Cherchons, par exemple, quelle e^t la base du système dans lequel le logarithme de 25 est 0,78321.
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Nommant b cette base inconnue, on a dans le système en
question :
Iogft = l
log 26 = 0,78321.
Dans le système dont la base est 10, les tables donnent
log 26 = 1,39794001;
donc, le logarithme de fr, dans ce système, sera déterminé par la proportion
llïogbll »3979400i
et, par suite,
Application des logarithmes aux questions d'intérêt. — Intérêts composés.
181. Si le faux de l'intérêt est tel que t fr. rapporte, en un an, un intérêt représenté par r, une somme quelconque A rapportera dans le même temps Ar, et deviendra par conséquent A (1 + r).
Si cette somme A(l-f r) est placée pendant une seconde année, elle deviendra évidemment
A(l+rA
Cette nouvelle somme, placée pendant une troisième année, se multiplie encore par (l+'')> ^t deviendra
Et, en général, la somme placée se multipliant chaque année par (1 -j- r), deviendra, après n années,
A(l + rr.
On a donc , en désignant par S le montant d'un capital A, placé pendant n années, à intérêts composés,
[1] S = A(l+rr.
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Cette formule sert à résoudre plusieurs problèmes pour lesquels remploi (les logarithmes est indispensable :
1"* Que devient une somme donnée, placée à un taux donné, pendant un temps donné ?
2'» Quelle somme faut-il placer aujourd'hui pour obtenir une somme déterminée après un nombre d'années donné ?
3"" Un capital donné a été placé aujourd'hui ; après n années il a produit une somme donnée. Quel est le taux de Tintérêt ?
4® Pendant combien de temps faut-il placer un capital donné pour produire une somme donnée?
En un mot, on peut, dans Ta.formule [1], prendre pour inconnue l'une quelconque des quatre lettres S, A, r, n qu'elle renferme. Il sufBt de donner un exemple de chacun des problèmes.
ExBMPLB I. Calculer le montoiit d'un capital de 8000 fr. au bout de 39 ans, l'intérêt étant de 4 ^ pour 100.
S=A(l-f rr,
log (1 +r) = log 1,045 = 0,019 11629 log.(l+r)*=39.1ogl,04«=0,745 6863 logA=s log 8000=8,903 0900
log S =4,648 6253 8=44527,19...
ou le montant du capital sera de 44527 fr. 19 c.
ExBMPLB n. Un centime ayant été placé au commencement de Vère chrétienne à 5 pour 100, que deviendrait-il au commencement de l'année 1855?
s=Aa+rr
log(l + ^)'=s logl,05 = 0,02111892901 log.(l+rr=1865aogl,06==:39,806 1498
logA^ 2
log 8 = 37,306 1498 d'où S = 20337174 X 10^ fr. (approximativement) , nombre de 38 chiffres.
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Afin de représenter cette somme sous une forme plus appréciable, calculons les dimensions d'une sphère en or qui équivaut à la somme indiquée; la densité de Tor étant 19,5 , et le prix du kilogramme d'or étant de 3444 ^ fr.
Nous aurons alors :
Rayon de la sphère en mètres = x , Volume de la sphère = -«— ,
Poids de la sphère en or = -5- X 19500 kilogr.,
Valeur en francs = -^ X 19500 X 8444 } fr.
Donc S = ~2xi9500X3444f,
et par conséquent ^=^ 4^ ^ 19500 x 3444 f
log S = 37,306 1498
log 3 = 0,477 1213
— 10 + comp log 4 = î,397 9400
— 10 + comp log it = î,602 8601
—10+ comp log 19500 = 6,709 9654
— JO + comp log 3444 f — 4,462 8808
log a^ = 28,856 9074 log x= 9,618 9691,
d'où X = 4158 810000 mètres.
Ainsi donc, le rayon de la sphère en question est de phia de 4158 millions de mètres, et son volume serait par conséquent plus de 278 millions de fois plus grand que celui de la terre.
Exemple III. Quelle esl la valeur actuelle d*une somme de 7220 fr. payable dans 88 ans, Finlérêt étant à 6 pour 100 ?
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log (1 + r) = log 1 ,06 = 0,021 18930 n . log (1 + r) = 33 . log 1 ,06 = 0,699 2469
compl =9,300 7631 log S = 3,868 6372
log Â= 3,169 2903 A=l443fr. 8 c.,
et cette somme deviendra , par accumulation des intérêts à 6 pour 100 et pendant le temps indiqué ci-dessus, 7220 fr.
Exemple 1Y. Une somme de 28 896 fr. a été placée aujom*d'bui ; au bout de 73 années elle a produit 260 000 fr. : quel est le taux de l'intérêt?
=-'+Vl-
log S = log 250 000 = 5,397 9400 loi? A= log 28 895 = 4,460 8227
log| = 0,937 1173
Le taux de l'intérêt est donc de 3 pour 100.
ExBMPLB y. En combien de temps un capital de 7700 ir. devient il 42 850 fr., l'intérêt étant à 4 pour 100?
log S— log A log(l + r)
log S = log 42850=4,631 9608 log A = log 7700 = 3,886 4907
log S — log A =0,745 4601
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log (1 + r) = log 1 ,04 = 0,017 0333
= 43-,7648 o« n= 43 ans S79 jours.*
Â l'occasion de cette dernière solution, nous ferons une re^ marque importante. ^
La formule S = A(l + r)»
suppose essentiellement, d'après la manière dont on Ta démontrée, que n soit un nombre entier et positif; mais on verra plus loin que cette formule s'applique encore lorsque n est fractionnaire , et l'on peut , par conséquent , accepter la solution fractionnaire qui résulte du calcul précédent.
Théorie des annuités.
182. Une annuité [est une rente payable pendant un nombre limité d'années.
Problèbib. Calculer la valeur actuelle d'une anmiité de a francs ^ payable pendant n ann^s^ le premier payement devant avoir lieu dans un an.
n francs payables dans k années valent aujourd'hui
( ar la somme . . .t , placée pendant k années , deviendrait (I0A), après ce temps,
^ rï.(l + r)*, c'est-à-dire a. ^
D'après cela , on peut déterminer la valeur actuelle de chacun des payements dont se compose l'annuité. Le premier payement, qui doit avoir lieu dans un an , vaut
viujourdTiui
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Le second payement, qui doit a?oir lieu dans deux ans, vaiil aujourd'hui
Le ti*oisième payement vaut
et le ^"S ,. , ,-.
La valeur actuelle de tous ces payements sera donc
^ l+r^(l+r)*^*'"^(l+rr'
c'est-à-dire , en appliquant la formule de sommation des progressions par quotient,
Si n deTiebt infini , on a
Taleiir de la rmte perpétuelle.
Remarque. La formule [2] peut s'obtenir d'une autre manî^, et se déduire sans calcul de la formule [1] (181).
Supposons, en effet, qn^un individu prête à un autre un capital - pendant n années. Le. débiteur devra, chaque année, payer un intérêt a , et à la fin il devra encore la somme empruntée -. Concevons que cet intérêt a soit versé , au moment
où il est dû, entre les main^ d*une personne tierce chargée de le faire valoir ; cette personne recevra ainsi une annuité a, peu-
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dant n années consécutives, et la valeur totale de cette annuité
est évidemment ce dont le capital - s*est bonifié pendant n années.
On a donc
-(1 + r)''= - + une annuité a payable pendant n années,
d'où Ton déduit, pour valeur de l'annuité,
et, si Ton remarque que la valeur des sommes a été calculée au moment du »"• payement , pour avoir la valeur actuelle de Tannuité, il faut diviser le résultat précédent pour (1 +r)*, ce qui donne bien la formule écrite plus haut.
La formule [2] sert à résoudre quatre problèmes différents , suivant que l'on prend pour inconnue Tune ou Tautre des quatre lettres qui y entrent.
Exemple 1. Quelle est la valeur actuelle d'une annuité de 825 fr., payable pendant 37 ans, l'intérêt étant à 4^ pour 100 f
log (1 +f) = log 1,045 = 0,019 11629 log (1 + r)* = 37 . log 1 ,045 = 0,707 30273
— 10 + comp = 1 ,292 69 727 log a = log 825 = 2,916 45395
— 10 + comp log r = 1,346 78 749
■» ■ Il .. ■. 1,1 , - ■ ■
log -TT-f^^ss 3,565 9387
® r(l + rr '
' ), 1 ,.= 3596,985 r(l + rf
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Donc la valeur actuelle de Tannuité est de 14736 fr. 35 c.
ExBMPLB II. Quelle est l'annuité qui amortit en 51 ans une somme de 34600 fr., l'intérêt étant à 4 pour 100? On déduit de Téquation [2]
Ar
log (l +r)=:Iog 1,04=0,017 03334 log(l+rr = 51.1og 1,04 = 0,868 70034
\og ^^^,=-5U\oglM = hm 29966
ii+ry
1 — ,T-T-Tn= 0,864 6994.
Mais Ar = 34600 ;5ô= 1384 ;
et la somme d'amortissement est de 1600 fr. 55^ c.
ExBMPLB in. En combien de temps une somme de 261 069 fr. sera-t-elle amortie par une annuité de 10000 fr., au taux de 3^ pour lOOT
La formule [2J donne immédiatement
logg— log(a— Ar)
log(l+r) •
Le problème n'est possible que lorsque {a — Ar) est positif, car les nombres négatifs n'ont pas de logarithmes réels.
Ar = 261069 Xj^ = 8484,7425
a — Ar= 1515,2575 log(a — Ar) = 3,180 4864 loga— log(a— Ar) = 0,819 5136.
log(l+r)= 0,01389006.
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la somme donnée sera donc amortie par 59 annuités.
Si Ton avait trouvé pour n un nombre fractionnaire, il aurait fallu conclure que le problème est impossible, mais qu'un nombre d'annuités, égal au nombre entier inférieur, n'acquitterait pas la dette, tandis qu'une annuité de plus serait plus que suffisante.
Exemple IV. On place, au commencement de chaque année une somme de 50 fr. au taux de 6 pour 100 : quelle sera la valeur au bout de 24 ans?
Au moyen des formules [1] et [2] , on obtient
log (1 + r) = log 1,06= 0,025 30587 log(l + r)*+» = 25. log 1,06=0,632 6467
et ^[(l+rr*-(l + r)] = |5gX3,23l 371
La valeur totale de toutes ces annuités sera donc, au bout de 24 ans, 2693fr. 22ic.
RÉSUMÉ
147. Définition des logarithmes au moyen de deux progressions. — 148. Extension de la définition aux termes que Ton peut introduire dans les progressions par insertion de moyens. — 149. De quelque manière qu'un nombre arrive à faire partie de la progression par quotient, son logarithme sera toujours le même. — i^O. Les logarithmes calculés en insérant différents nombres de moyens font partie d'un même système ; il suffît que le nombre de moyens insérés entre deux termes, de la progression par différence soit le même qu'entre deux termes de la progression par quotient. — 151. Définition des logarithmes des nombres qui ne peuvent pas faire partie de la progression par quotient; — 152. Les nombres commensurables autres que les puissances de 40
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ont des logarithmes ÎDCommensiirables. — 1^3. Le logarithme d'uD prodoit de deux facteors est la somme des logarithmes des facteurs. — 11^. La proposition s'étend aux logarithmes incommensurables. — 12(5. Le théorème s'étend à on nombre quelconque de facteors. — 156. Logarithme d'nne paisBance. — 157. Logarithme d'nn quotient. — 158. Logarithme d'mie racine. — 159. Les théorèmes précédents ramènent les opérations à d'antres plus simples , pourvu que Ton sadie faire usage des tablas de logarithmes. — 160. La seule inspection d'an nombre fait connaître la partie entière ou Caractéristique de son logarithme. — 161. Disposition des tables de Callet. — 162. Usages des tables pour trouver le logarithme d'un nombre compris dans la table. — 163. Pour trouver le logarithme d'un nombre non compris dans la table, on suppoâe l'accroissement des logarithmes proportionnel à celui des nombres. — 164. Moyen de trouver le nombre correspondant à un logarithme donné dans le cas oh le logarithme n'est pas dans la table ; on fait encore usage de la proportion admise plus haut. — 165. L'inspection des tables prouve que cette proportion est à peu près exacte. — 166. Moyen d'effectuer par logarithmes les multiplication, division, élévation aux puissances , etc. — 167. Les nombres sur lesquels on opère doivent être plus grands que l'unité ; moyen de faire en sorte que cela ait lieu. — 168. Le rapport des logarithmes de deux nombres est le même dans tous les systèmes. — 169. Cas où les deux logarithmes sont inconmiensurables. — 177. On en conclut qu'une table de logarithmes étant construite, il suffira, pour en former une seconde, de multiplier tons les termes de la première par un même nombre. — 178. Pour construire une table, il suffit donc de connaître le logarithme d'un seul nombre. — 179. Application numérique. — 180. Chercher la base d'un système d'après un seul logarithme supposé connu. -^ 181. Formule qui donne la valeur d'un capital placé à intérêts composés; diverses applications numériques. — 182. Formules des annuités ; diverses applications numériques.
EXERCICES
L Quelle est, la raison d'une progression géométrique de li termes, dont le premier terme est 10 et dont le dernier est lOOÎ
Quelle est la somme de cette progression?
n. Un capital de 8600 fr. est placé à 4| pour 100 : que devient-il au bout de 41 ans?
m. Une population de 200 000 ftmes augmente par an de 1 { pour 100 ! à combien montera-t-elle dans un siècle?
THÉORIK ÉLÉMENTAIRE DES LOGiRlTHMES. 203
IV. Combien de temps un capital de 3500 fr. doit-il être placé à ô pour 100 pour s'élever à la même somme que 4300 fr. placés à 4 pour 100 pendant 18 ans?
Y. Deux capitaux sont placés aux intérêts d'intérêts : Tun, de 38 000 fr., à 4 J pour 100; Tautre, de 99 398 fr.» à3 ^pour 100 : en combien de temps s'élèveront-ils à la même somme ?
VI. Quelle est la valeur actuelle d'une rente annuelle de 1500 fr. payable pendant 36 ans, l'intérêt étant à 5 pour 100, et le premier payement devant s'effectuer dans un an?
VII. On veut payer une dette de 25000 fr. en 7 payements annuels égaux, l'intérêt étant à 4 pour 100.
Quelle doit être la valeur de l'annuité?
VIII. Quelle est l'annuité qui amortit en 48 ans un emprunt de 36 000 fr. au taux de 3 1 pour 100?
IX. On veut acheter une rente de 3000 fr. pour 91 650 fr. : pour combien d'années, à raison de 3 pour 100, doit-on concéder la rente î
X. Quelle est la valeur actuelle, au taux de 5 pour 100, de 24 annuités dont la première, payable dans un an, est de 1000 fr., et qui croissent en progression géométrique dont la
* llo
raison est =— ?
Calculer le montant de la dernière annuité.
CHAPITRE XIV
C^AIiCUL DES VALEURS ARITHlIfiTIQUES DES RADICAUX.
183. L'expression "yja représente un nombre dont la puissance fnT" est égale à a. Si nous nous bornons à considérer les nombres
positifs, IJâ a, d'après cette définition, une valeur unique et déterminée ; mais les conventions faites en algèbre nous obligent, dès à présent, à lui attribuer un sens plus étendu.
1* Si a est positif, et que m soit pair, la puissance mr* du nombre négatif, égal en valeur absolue à V^, sera égale à a ; car un nombre pair de facteurs négatifs donne un produit positif.
Vâadmet donc, dans ce cas, deux valeurs ^ales et de signes contraires.
Exemple. y/Â représente à la fois , d'après nos conventions ,
— 2 et 2 : car les deux nombres ont Tun et l'autre 4 pour carré.
2* Si a estj[>ositif et m impair, il n'y a pas lieu, pour le mo-
ment y d^ttribuer à y^ une signification plus générale qu'en arithmétique.
S"" Si a est négatif et m pair, ^â ne représente aucun nombre positif ou négatif, car les puissances paires d'un nombre sont toujours positives.
4» Enfin, si a étant négatif et égal à — a', m est impair, V — cf
représente un nombre négatif égal à — V»^» et Ton a
En effet, m étant impair, la puissance tnr* de —7^ sera -a'.
Exemple. Ù^ = — 2.
Car le cube de —2 est —8.
Ces généralisations sont, en algèbre, d'une grande împor-
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tance; elles recevront plus tard de grands développemenls. Nous avons déjà rencontré leur utilité à l'occasion des équations du second degré; il nous a paru utile de les rappeler, mais il n'en sera plus question dans le reste de ce chapitre : nous y considérerons seulement les racines positives des nombres positifs.
Simplification d'un radical.
184. Lorsque le signe radical porte sur un nombre élevé luimême à une puissance , on peut souvent lui faire subir une simplification.
l^" Si rindice de la racine est égal au degré de la puissance, les deux opérations se détruisent. Ainsi Ton a
2* S'il existe un facteur commun à l'indice de la racine et à Texposant de la puissance, on peut le supprimer. Ainsi Ton a
Pour le prouver, il suffit de remarquer qu'en élevant ces deux expressions à la puissance mp, on obtient des résultats égaux. On a en effet
Toutes ces formules sont évidentes, si on se rappelle (voy. Y Arithmétique) que la puissance mp d'un nombre est égale à la puissance m™ de sa puissance p°**.
4'' S'il se trouve, sous un radical, un facteur dont l'exposant soit égal à Tindice de la racine on peut le faire sortir du radical en supprimant son exposant. Ainsi l'on a
Pour le prouver, il suffit de remarquer qu'en élevant ces deux expressions à la puissance n, on obtient des résultats égaux, car on a
{aybY = a-0/ày:=a'^b.
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Ces formules sont évidentes si on se rappelle que la n""* puissance d'un produit est le produit des n"^ puissances des facteurs.
Puissance d'un radical.
188. Pour former une puissance d'un radical, il suffit d'élever à cette puissance le nombre placé sous le radical. Ainsi Ton a
Pour le démontrer, il suffit de remarquer que la puissance m»* de ces deux expressions est la même. On a en effet
[(V^]«=(v-ar=L(-^rr==a^
Toutes ces égalités sont évidentes, si Ton se rappelle que la puissance wl^ de la puissance n*» d'un nombre est égale à sa puissance wn»* (voy. V Arithmétique).
Racines d'un radical.
186. Pour extraire la racine m"« d*un radical, il suffit de multiplier l'indice par m ; ainsi Ton a
Pour le prouver, il suffit de remarquer que ces deux expressions élevées à la puissance mn donnent des résultats égaux ; on a en effet
rv^r=[rvvï)"r-(Vi)"=«.
Réduction de plutieurs radicaux au même indice.
187. Op peut remplacer deux radicaux quelconques "sfa et \Jh par deux autres de même indice.
. On a en effet (184) V« == V^.
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Un nombre quelconque de radicaux y a, \% y c, ^d peuvent être ramenés à l'indice commun fnnpq^ On a en effet
On peut même. donner h plusieurs radicaux un indice commun égal au plus petit multiple commun de leurs indices. Soient par
exemple deux radicaux y/a et )/b^ et (a un multiple de m et de n, de telle sorte que
on aura évidemment
Produit de plusieurs radicaux*
188. Pour multiplier plusieurs radicaux de même indice, il suffit de multiplier les nombres placés sous ces radicaux et d'affecter le produit de l'indice commun.
Ainsi Ton a
pour le prouver, il suffit de remarquer que ces deux expressions ont même puissance m' ; on a en effet
(!^slâbcf=ahc.
Si l'on veut multiplier des radicaux quelconques , on les ramènera au même indice, et on appliquera ensuite la règle précédente.
Exemple. On a
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Ces formules sont évidentes si on se rappelle que la w™* puissance d'un produit est le produit des n"^' puissances des facteurs.
Puissance d'un radical.
188. Pour former une puissance d'un radical, il suffit d'élever à cette puissance le nombre placé sous le radical. Ainsi Ton a
Pour le démontrer, il suffit de remarquer que la puissance tnr* de ces deux expressions est la même. On a en effet
[(Vâ^r = CfaT = [(Tan = a^
Toutes ces égalités sont évidentes, si Ton se rappelle que la puissance m"* de la puissance n"" d'un nombre est égale à sa puissance mn«* (voy. Y Arithmétique).
Racines d'un radical.
186. Pour extraire la racine m""* d*un radical, il suffit de multiplier l'indice par m ; ainsi Ton a
Pour le prouver, il suffit de remarquer que ces deux expressions éleyées à la puissance mn donnent des résultats égaux ; on a en effet
rv^r=[rvv5)"r=.(vi)"=«.
Réduction de plusieurs radicaux au même indice.
187. Op peut remplacer deux radicaux quelconques "sja et s/b par deux autres de même indice.
. On a en effet (184) V^= V^»
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Un nombre quelconque de radicaux ^a, V^» V^j V^ peuvent être ramenés à l'indice commun mnpq^ On a en effet
On peut même^donner à plusieurs radicaux un indice commun égal au plus petit multiple commun de leurs indices. Soient par
exemple deux radicaux ^a et \/b^ et (a un multiple de m et de fiy de telle sorte que
on aura évidemment
Produit de plusieurs radicaux.
188. Pour multiplier plusieurs radicaux de même indice, il suffit de multiplier les nombres placés sous ces radicaux et d'affecter le produit de Tindice commun.
Ainsi Ton a
')ja'yi)'sjcz=z'sjabc\
pour le prouver, il suffit de remarquer que ces deux expressions ont même puissance m' ; on a en effet
'â6c)**= abc.
Si l'on veut multiplier des radicaux quelconques , on les ramènera au même indice, et on appliquera ensuite la règle précédente.
ExsBfPLB. On a
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Quotient de deux radicaux.
188. Pour diviser, Tun par Tautre, deux radicaux qui ont même indice, il suffit de diviser les nombres placés sous ces radicaux et d'affecter le quotient de Findice commun.
Ainsi Ton a ^^Vl'
Pour le prouver, il suffit de remarquer que ces deux expressions ont même puissance m' ; on a en effet
Si Ton veut diviser, Tun par l'autre , deux radicaux quelconques, on les ramènera au même indice et on appliquera ensuite la règle précédente.
ExBMPLB. On a
Notation des exposants fractionnaires.
190. Les résultats précédents peuvent s'énoncer plus simplement si Ton convient de représenter ^cT par a**, en désignant — sous le nom d'exposant de a.
Avant de montrer l'avantage de cette notation dans l'énoncé des propositions précédentes , nous ferons remarquer qu'elle
n'implique pas contradiction , et que , Fexpression a* conserve la même valeur, si on y remplace — par une fraction égale. En
d'autres termes, si Fou a
on aura aussi
c'est-à-dire v^a* = vu*"' ;
pour le déjjiontrer, réduisons ces deux radicaux au môme indice, ils deviendront
ce qui est idenliquemenl la même chose, puisque l'égalité
- = —7 entraine évidemment mn^ = 7n'n, n n
191. Nous allons montrer que cette nouvelle notation permet de généraliser plusieurs théorèmes.
1° On a (i88) ( y «^/ = v â'«^
ou, dans noire nouvelle notation,
Va*'/ =0*;
donc, pour élever une puissance fractionnaire a" à une puissance entière p, il suffit de nmltiplier son exposant par/?;
2» On a (186) Vi/û'"=7«^
ou, dans notre nouvelle notation,
donc, pour élever une expression a** à la puissance -, il suffit
de multiplier son exposant par - ;
3» 0na(i88, 186) v/(Ç/a«/=- v^Ç^a'^=''V«"'' ouy dans notre nouvelle notation,
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donc, pour élever une expression a" à la puissance ", H mffU
de multiplier son exposant par - .
Cette dernière proposition comprend les deux précédentes qui en résultent évidemment si l*on faitp=l ou g==l. Elle est d'ailleurs facile à retenir,^ à cause de son analogie avec une proposition relative aux puissances entières.
4» On a (188) v^X yjâ^='yj^^^^, ou, dans notre nouvelle notation.
ç Mf-i-»^ 5 + ?!.
a'"Xa'' = a *♦ =à* «;
donc, pour multiplier deux puissances d'un même nombre^ il suffit d'ajouter les exposants.
5** On a (189) ^7= = ^7=^ = 1/ -ir.
Si l'on suppose mq>npy cette égalité peut s'écrire ou» dans notre nouvelle notation,
Si l'on remarque que l'on a supposé mq > np, et, par suite, - >^, ce résultat peut s'énoncer ainsi : pour diviser une puissance d'un nombre par une autre puissance de moindre exposant ^ il suffit de retrancher les exposants.
Comme dans les cas précédents, l'analogie est complète avec les théorèmes relatifs aux exposants entiers.
ExposaaU négalifii.
10^. On représente souvtot l'expression — par or"*, m dé-
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signant, ici, un nombre positif entier ^u fractionnaire. Cette notation permet, comme on va le voir, de généraliser encore davantage les théorèmes énoncés plus haut.
Remarquons d'abord que Tégalilé [1] «^=-4
ayant lieu, par définition, quand m est positif, est vraie, par cela même, pour des valeurs négatives de iw ; si l'on suppose, en effet, m= — w', — »i deviendra m', et la formule [1] se changera en
ou, en remplaçant ar^' par sa valeur -;jj7,
ce qui est évidemment exact.
La convention précédente permet, comme nous l'avons dit » de généraliser différents théorèmes :
1° La formule
n'a été démontrée (iOl, 6*) que pour m>7i; elle est vraie lors même que m<^n; en effet, on a évidemment dans ce cas
or, d'après notre convention,
a on a donc enfin.
[8] Tn-<*'^'
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Remarque. Si l'on supposait «w=w, — serait égal à Tuiiité, et
fjm-n deviendrait a*, si donc nous \oulons que la formule [2] s'étende à ce cas, il faut convenir de regarder la puissance zéro d'un nombre comme égale à l'unité. C'est là une convention, et il n'y a pas lieu à démonstration.
2° On a (iOi, 3°) la formule
[3] {oT) " = a«% ^
quels que soient les nombres positifs m et n. Cette formule est encore vraie si l'un des deux , ou tous les deux , son! négatifs. Supposons d'abord m positif et n négatif, égal à — w', la fornple [3] devient
ou , d'après nos conventions ,
ce qui est exact, puisque (a*")"' = a"*»*'.
Supposons m négatif égal à — »»' et n positif: la formule [3] devient
ou , d'après nos conventions ,
ce qui est évidemment exact.
Supposons enfin m et n négatifs et égaux h —m! et — n': la formule à démontrer devient
or, d'après nos conventions ,
ce qui démontre encore la formule [3] dans ce dernier cas.
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3» On a (toi , 4»)
[4] a'^Xa''==ar+'',
quels que soient les nombres positifs m et n.
Cette formule est encore vraie si Tun des deux nombres m et n ou tous les deux sont négatifs. Supposons d'abord m positif et n négatif égal à — n'; cette formule deviendra
Remplaçons a"*"' par —^ , elle devient
fv
ce qui a été démontré (192).
A"" Supposons maintenant m et n négatifs et égaux à — m\ — n' : la formule [4] devient
ce qui est évidemment exact.
b"" La formule [4] entraine évidemment la suivante •
car en remplaçant — par sa valeur a"*, cette dernière devient
a*" X «"* = «*•"'• ou, ce qui est la même chose ,
qui a lieu (d""}, quels que soient les nombres, positifs ou négatifs, m et n.
Exposants incommensurables.
iOS. Il nous reste h définir l'expression a' lorsque x est un
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nombre incommensurable; on doit, dans ce cas, adopter la définition suivante :
a* est la limite vers laquelle tendent les puissances de a , dont l'exposant commensurable s'approche de plus en plus deœ.
Cette définition est très-simple, mais elle exige quelques développements. On pourrait, en effet, se demander si la limite est bien déterminée et si , quelle que soit la série des exposants commensurables qui s'approchent indéfiniment de X, la limite des puissances de a est toujours la même. Pour le démontrer, il faut établir quelques propositions.
J° Toutes les puissances commensurables d'un nombre positif
sont positives. Cela résulte de ce que, comme nous l'avons dit,
nous ne considérons que les valeurs positives des radicaux. 2° Toutes les puissances positives d'un nombre plus grand que
l'unité sont elles-mêmes plus grandes que l'unité et toutes les puissances négatives sont moindres que V unité.
Le contraire a lieu pour les puissances d'un nombre moindre que Punité.
' Soit en effet a un nombre plus grand que l'unité et a^ une puissance positive de a, on a , par définition ,
or» a étant plus grand que l'unité , il en est évidemment de même de la puissance entière a*", et par suite de y/a^»
Les puissances positives de a étant plus grandes que Tunité, l'égalité
montre que les puissances négatives, qui sont leurs inverses, sont moindres que l'unité.
Enfin , si Ton suppose à a une valeur moindre que l'unité ,
on peut le représenter par -7 , a' étant plus grand que l'unité ,
et l'on aura alors
et il iest évident que les valeurs de x^ qui rendent a! plus grand que Tunité, rendent a' plus petit, et réciproquement,
3* Si X reçoit des valeurs commensurables croissantes ^ F exprèssion a' varie toujours dans le même sens , elle augmente si a est plus grand que runité, elle diminue dans le cas contraire.
Soient, en effet, 2? et q deux valeurs commensurables positives ou négatives, attribuées successivement à a?, on a (i03)
or, q ->-|> est positif , puisque , par hypothèse , q est plus grand que p; si donc a est plus grand que l'unité , il sera de même de a«-p, et , par suite , on aura a' >a^. Si , au contraire , a est moindre que l'unité , il en sera de même de a'-*, et l'on aura a'^<ja^. Dans le premier cas , a* augmente par conséquent quand X passe de la valeur p à la valeur g, et il diminue dans le second.
4'' On peut dans l'expression a* donner à l'expression eommen^ surable x un accroissement assez petit pour que a* varie aussi peu qu'on le voudra.
Soit m une valeur commensurable quelconque de a; ; je dis que Ton peut augmenter m d'une quantité a assez petite pour que la différence
soit aussi petite qu'on le voudra.
On a a''^ = a'^'Xa'',
et , par suite , a'*»+«— 0"* =: a"» (a« -- 1),
a* est un nombre indépendant de a. Il suffit donc de prouver que a*— 1 peut être rendu aussi petit qu'on le voudra pour des valeurs suffisamment petites de a. Supposons d'abord a plus grand que l'unité. Quelle que soit la valeur positive de a, «• sera toujours (195) plus grand que l'unité, Poiur montrer qu'il en approche autant qu'on veut , il suffit de fair^ voir qu'il peut devenir plus petit qu'un nombre quelconque 1 -f* « supérieur à l'unité, et que l'on peut choisir a de manière que
posons, en effet, « = 7;? Tinégalilé précédente devient ou , ce qui revient au même ,
Or, les puissances entières de (1 + e) forment une progression par quotient croissante,, dont les termes (140) peuvent surpasser toute limite. La dernière inégalité est donc toujours possible , et , par suite , la proposition est démontrée dans le cas de a > 1 . Si a est moindre que 1 , on le représente par-, a' étant plus grand que l'unité; a* sera alors
égal à -^ ; or, a'* différant , d'après ce qui précède , aussi peu
que Ton voudra, de l'unité, il en sera évidemment de même de a".
i94. Les remarques qui précèdent sont indispensables pour donner de a* une définition parfaitement rigoureuse dans le cas de x incommensurable. Chacune d'elles forme d'ailleurs une proposition qu'il serait indispensable de connaître quand bien même on ne s'astreindrait pas, comme nous l'avons fait, à ne laisser subsister aucune difficulté sur ce point important.
Nous dirons : a'' représente , pour une valeur incommensurable A, attribuée k x, un nombre compris entre les valeurs de a'' qui correspondent à des exposants commensurables moindres que A, et celles qui correspondent à des exposants plus grands que h. Cette définition, analogue à celle que nous donnons, en arithmétique, pour les racines carrées et cubiques, assigne à af" une valeur unique et déterminée.
Si l'on suppose, en effet, pour fixer les idées, que les valeurs de a* représentent des longueurs portées sur une ligne droite à partir d'une certaine origine, l'extrémité de celles qui correspondent à des valeurs de x moindres que h occuperont une certaine région de la droite ; celles qui correspondent aux valeurs de X plus grandes que h en occupent une autre, et il résulte des remarques précédentes que ces régions sont entière-
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ment séparées .S"), et qu'il ne peut cxisler entre elles aucun ^ intervalle d'étendue finie (4«), mais un simple point de démarcalion. La distance h laquelle ce point se trouve de Forigine mesure a*.
RÉSUMÉ
1 85. Définition de l'expression y a ; si n est pair, elle est susceptible de deux valeurs quand a est positif, et n'en représente aucune quand a est négatif. — 184. SimpliOcations d'un radical v/a" lorsque m et n ont un
facteur commun. Simplifications du radical y/a'^b. — 185. Puissances d'un radical. — 186. Racines d'un radical. — 187. Réduction de plusieurs radicaux au même indice ; on peut prendre pour indice commun le plus petit multiple commun des indices. — 188. Produit de plusieurs radicaux qui ont même indice ; on peut multiplier des radicaux quelconques en les réduisant au même indice. — 189. Quotient de deux radicaux qui ont même indice. — 190. Exposants fractionnaires. —
191. Celte notation permet de généraliser plusieurs théorèmes. —
192. Exposants négatifs. — 195. Exposants incommensurables. Principes nécessaires pour mettre la définition à l'abri de toute objection. — 194. Définition rigoureuce de a*.
satisfait à l'équation
iT* + 3/?a: -f aç' = 0.
U On a
NOTIONS SUR LES SERIES
Définitions.
195. Une série est une somme composée d'un nombre illimité de termes.
On dit qu'une série est convergente lorsqu'il existe une limite dont la somme de ses termes s'approche indéfiniment à mesure que l'on en considère un plus grand nombre.
Une série qui n'est pas convergente est dite divergente. Une série divergente ne représente rien et ne peut ôlre d'aucun usage en analyse.
Exemple. Une progression par quotient est une série convergente, lorsque sa raison est moindre que l'unité. On a vu, en effet (146), qu'en supposant q moindre que l'unité, la somme
a-f-^ + û^^H" ••• + aç^+clc.
s'approche indéfiniment de la limite .
Une progression indéfinie dont la raison surpasse l'unité est évidemment divergente.
iOe. Pour qu'une série soit convergente, il faut que ses termes approchent indéfiniment de la limite zéro. Mais cette condition est loin d'être suffisante. Pour le prouver, nous allons faire voir que la série
dont les termes diminuent indéfiniment, est cependant divergente. En effet, la somme
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est, quel que soit n, plus grande que -, car elle se compose de
n termes, tous plus grands que ^ ; on peut donc, à partir d'un terme quelconque y prolonger assez la série [\] pour que sa somme augmente de -, et il est évident qu'en prenant un nombre suffisamment grand de groupes, tels que [2], on obtiendra autant de fois qu'on le voudra une somme plus grande que -, et le résultat pourra, dès lors, surpasser toute limite assignée.
197. Il n'est pas toujours facile de décider si une série est convergente ou divergente. Nous nous bornerons à indiquer une règle fort simple qui permet de prononcer dans un grand nombre de cas.
Théorème. Vne série à termes positifs est divergente, lorsque, à partir d'une certaine limite, le rapport d'un terme au précédent est plus grand que l'unité. Elle est convergente lorsque, à partir d'une certaine limite, ce rapport est constamment moindre qu'un nombre fixe plus petit que l'unité (il ne suffirait pas qu'il fût constamment moindre que Punité),
1° Si, à partir d'une certaine limite, le rapport d'un terme au précédent surpasse l'unité, il est évident que les termes vont en croissant , et que , par suite, leur somme augmente sans limite ;
2® Considérons la série
«1 + Wt + î«8 + • • • + ^n + t*n+l + e te ,
Supposons qu'à partir du terme de rang n , le rapport d'un lerme au précédent soit constamment moindre qu'un nombre K inférieur à Tunité, en sorte que Ton ait
Un
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on déduit des inégalités [1] :
«Wt<Kfi,
en sorte que les termes de la série proposée, à partir dun*^, sont moindres que ceux de la progression décroissante
et il est impossible, par conséquent, que leur somme croisse sans limite. Lors donc qu'on prendra un nombre de termes de plus en plus grand dans la série proposée, la somme, qui va sans Cesse en augmentant) puisque les termes sont positifs, ne pourra cependant pas surpasser tout nombre donné. Il est dès lors évident qu'elle a une limite, précisément égale au plus petit des nombres qu'elle ne peut jamais surpasser.
198. Hbmarqob I. La démonstration précédente serait en défaut si Ton avait A:= 1 ; dans ce cas, il y aurait doute, et la série pourrait être convergente ou divergente.
199. Remarque II. La démonstration précédente fait connai- . tre une limité de Terreur commise quand on s'arrête dans la
sommation d'une série à un terme d'un certain ordre. Soit en effet la série
Supposons qu'à partir du terme «n, le rapport — soit con-
stamment moindre que A, les termes Wn+i, «n+i... seront (199) moindres que
et, par suite, la somme des termes négligés en s'arrétant à u^
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sera plus petite que
hUn
c'est-à*dire que
200. Rbiurqub. Si, dans une série dont les termes ne sont pas tous de môme signe, le rapport d'un terme au précédent est, à partir d'une certaine limite, moindre, en valeur absolue, qu'un nombre k inférieur à Tunité, on peut, a fortiori^ affirmer que la série est convergente. U est facile de voir, en effet, qu'une série à termes positifs étant convergente , elle le sera encore lorsque , les termes gardant la même valeur absolue , une partie d'entre eux changera de signe. Le caractère d'une série convergente consiste, en effet, en ce que l'on peut y prendre un assez grand nombre de termes pour que la somme des suivants, prolongée autant qu'on le veut, soit inférieure à toute limite donnée; or, si cette condition est remplie par une série à termes positifs, elle le sera a fortiori par la série composée des mêmes termes dont les uns seront ajoutés et les autres retranchés.
201 . TaioRÈMB II. Si les termes d'une série sont alternativement positifs et négatifs , et qu'ils décroissent indéfiniment , la série est convergente.
Soit, en effet, la série
les termes «ot ^^ ^9 ••• allant toujours en diminuant, de telle sorte que chacun soit plus petit que le précédent, et que «u puisse devenir aussi petit qu'on le voudra, si n est suffisamment grand.
Nommons Sq, Si, Sj, ... S« les diverses sommes obtenues en arrêtant la série, successivement, au terme tio» au terme u^... au terme te». Si nous représentons les sommes par des longueurs portées sur une droite à partir d'un point 0 , elles formeront la figure suivante :
U 01 Os iSg 1^7 iSg Oe 04 Ot Sq
La première, So, est la plus grande de toutes. Si, étant égal à
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Wo — Wi, est moindre que Sq; Sj, étant égal à Si+w,, est plus grand que Si , mais moindre que Sp : car, pour la former, on a ajouté à So, — Vi + Ui, qui est négatif; S3 est moindre que Si, mais plus grand que Si : car, pour la former, on a ajouté à Si , Wî — «8, qui est positif; ainsi de suite. Les sommes Si, Ss, Sj... forment une série croissante, et S« , Sj, S* ... , une série décroissante. D'ailleurs, les termes de la première série n'augmentent pas indéfiniment, car ils sont tous plus petits que les divers termes de la seconde série, et, dès lors, il est évident que ces termes ont une limite, qui est précisément le plus petit nombre, qu'ils ne peuvent pas dépasser. De même, les termes de la série décroissante So, Ss, S4 ... ont une limite, qui est le plus grand nombre, auquel ils restent constamment supérieurs; et enfin les deux limites sont les mêmes : car on a
Sfn Stn— 1 = Wîn ,
et, par suite, la difTérence entre deux termes correspondants des deux séries à indices pairs et impairs , peut devenir aussi •petite que Ton voudra.
202. Remarque. Quand une série dont les termes ne sont pas tous positifs est convergente, indépendamment du signe de ses termes, on peut, évidemment, la considérer comme la différence des deux séries convergentes , dont Tune serait formée par les termes positifs, l'autre par les termes négatifs. Mais il faut bien se garder d'étendre cette remarque aux séries qui deviendraient divergentes si tous leurs termes étaient positifs. On serait ainsi conduit à des erreurs graves. . Nous nous bornerons à citer un exemple. Les séries
sont composés des mêmes termes positifs :
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et des mêmes termes négatifs :
Pourtant, leurs sommes sont très-différentes. On voit, en effet, qu'en s'arrétant , dans toutes deux , au terme _ , la première contient, de plus que la seconde, les termes négatifs :
et la somme de ces n — 1 termes, dont le moindre est r — r,
surpasse en valeur absolue
c'est-à-dire ô* I^ différence des deux séries prolongées indéfiniment surpasse donc certainement ^.
RÉSUMÉ
195. Ce qu'on appelle série, convergente et divergente. Une progression par quotient est convergente quand la raison est plus petite que l'unité, divergente dans le cas contraire. — 196. Les termes d'une série peuvent décroître indéfiniment sans que la série soit convergente. — 197. Une série dont tous les termes sont positifs, est convergente lorsque le rapport d'un terme au précédent est à partir d'une certaine limite moindre qu'un nombre fixe moindre que l'unité. — 198. Il ne suffirait pas que le nombre fixe fût égal à l'enité. — 199. Limite de l'erreur commise quand on s'arrête à un terme donné. — 200. Lorsqu'une série à termes positifs est convergente, elle ne cesse pas de l'être lorsqu'on change le signe d'une partie de ses termes. — 201. Une série dont les termes sont alternativement positifs et négatifs est convergente quand les termes décroissent indéfiniment. — 202. 11 ne faut pas toujours considérer une série comme la différence entre les sommes de ses termes positifs et celles de ses termes négatifs.
est une série convergente quand m est plus grand que Tunité, et divergente dans le cas contraire.
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n. La série, à tenues positifs,
est convergente si 7^ a une limite moindre gup. l'unité.
m. Prouver la convergence de la série
par Tapplication de la règle précédente. .
V. Si, dans une série
le rapport d'un terme au précédent est représenté par la formule
^«H4_.ny+Any'-'+Bny-«+CnM+...
A, B , C , ... , désignant des nombres constants , la série sera décroissante si la première des différences A— o, B— 6, C — e, qui ne Tannule pas est négative. Mais si cette première dififérence n'est pas A — a, les termes ne tendront pas vers zéro*
CHAPITRE XVI
COMBINAISOBrS ET FORMULE DU BINOME.
Définitions.
205. On nomme combinaisons n à n, de m objets distmcts, les différents groupes que l'on peut former avec n de ces objets; il esl utile d'en calculer le nombre.
La question peut être considérée sous deux points de vue. suivant que l'on regarde ou non, comme distincts, les groupes, qui, étant composés des mêmes objets, diffèrent seulement par l'ordre dans lequel on les place.
Dans le premier cas, les combinaisons reçoivent le nom d'arrangements; et dans le second, celui de produits différents.
Nombre des arrangements.
fi04. Calculons, d'abord, le nombre des arrangements diST tincts de m objets pris n à n. Désignons ce nombre par An et par An-i celui des arrangements des mêmes objets, n — l à n — 1. Si tous les arrangements n — là n — 1 étaient formés, en plaçant successivement, à la suite de chacun d'eux, les m — (n— 1), objets qui n'y entrent pas, on formerait des arrangements n à n, dont le nombre serait
A»-i[m— (n— 1)], ou A„-i(m— n+1);
car chaque arrangement n^i à »^l, fournit, de cette manière, [m — (n— 1)] arrangements n hn. Je dis que An-.i[m— (« — 1)] est précisément le nombre des arrangements n à n; et pour cela, il faut montrer qu'ils ont tous été formés, et que chacun d'eux ne Ta été qu'une seule fols.
V On a obtenu tous les arrangements » à n, car on peut former tout arrangement de n objets, en plaçant le dernier
d'entre eux à la suite de rarrangement formé par l'ensejBble des n— 1 autres.
2" Un même arrangement n'a pu être formé qu'une fois, car les arrangements n — 1 h n — 1, étant distincts, ainsi que les iw — n + 1 objets que Ton place à la suite de chacun d'eux , les groupes que l'on forme diffèrent, soit par les n— 1 premiers objets s'ils proviennent de deux arrangements n — 1 an — 1 différents, soit par le dernier, s'ils proviennent du même arrangement n — 1 à n— 1.
On a donc la relation
Cette relation étant démontrée pour une valeiu* quelconque de n, on aura de même, en désignant par An-^» An-a...Ai, le nombre des arrangements n — 2 à n— 2, n — 3 à n — 3,.., un à un:
A,^i = (wi— « + 2) A^ , A,^ = (w— n4-3)A„-„
Al =(wi — IjAi.
En multipliant ces équations membre à membre, les facteurs An-i , A»^i , Af disparaîtront , et il vient , en remarquant que le nombre Ai des arrangements 1 à 1 est m,
'An = (»i— n-f l)(wi — »4"2)-'(^ — 1)^«
Nombre des permutations.
205. La formule précédente, si on y suppose w=w, fera connaître le nombre des arrangements de m lettres m h m» Ces arrangements, dans lesquels figurent toutes les lettres, se nonunent des permutations. En désignant leur nombre par ?«», on a
puisque pour wi=n, m — n+l devient égal à l'unité.
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Nombre des produits différeots.
206. Les produits différents de m objets, n à n, sont les groupes distincts que l*on peut former, avec ces m objets, en regardant comme identiques ceux qui ne diffèrent que par Tordre des objets.
Représentons par Cn le nombre de ces produits. Imaginons qu*on les considère tous ensemble, et que Ton forme les permutations des n objets contenus dans chacun d'eux ; les groupes ainsi formés, seront des arrangements des m objets donnés nkn. Or, je dis qu'ils y seront tous, et chacun une seule fois.
t^" Ils y seront tous, car les objets qui forment un arrangement, étant considérés indépendamment de leur ordre, composent Tun des produits différents ; et lorsque Ton permutera de toutes les manières les objets qui composent ce produit, Tun des groupes ainsi formés sera Tarrangement considéré.
2** Chaque arrangement sera formé une seule fois, car les arrangements qui proviennent d'un même produit, diffèrent par Tordre des objets, et ceux qui proviennent de deux produits différents, ne sont pas composés des mêmes objets.
On peut donc obtenir toute la série des arrangements, en permutant les produits différents, de toutes les manières possibles. Or, chaque produit fournit ainsi 1.2 ...n arrangements distincts ; le nombre total des arrangements An est donc égal au nombre des produits C^ , multiplié par 1 .2 ...n, et Ton a, par conséquent ,
An ^= L<n • 1 • 2 »t .ny
rn r _ An _(m—n+l)(m—n+2)...m LiJ ^--i.2...7i~" 1.2...n
Remarque I. La formule précédente peut se mettre sous une forme que Ton trouve quelquefois plus commode. Si Ton multiplie en effet par 1 . 2 ... m — n, les Jeux termes de la fraction qui représente Cn , elle devient
[2] Ln— 1.2...n.l.2...w— n '
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en sorte que, au numérateur se trouve le produit des nombres entiers depuis 1 jusqu'à m, et au dénominateur le produit des nombres entiers de 1 jusqu'à m — n, et le produit des nombres entiers de 1 à n.
807. Rbmàbqub II. La formule [2] reste évidemment la même si Ton change n en m — w, cette substitution aura seulement pour effet de changer, l'un dans l'autre, les facteurs 1 .2 ...n, et 1 . 2 ...(m — n) du dénominateur.
Le nombre des produits différents de m objets, n à n, est, par conséquent, le même que celui de m objets, m — n à m— fi.
L'égalité de ces deux nombres est d'ailleurs évidente à priori. Si, en effet, dans m objets, on prend un groupe de n, il restera un groupe de m— n : les groupes ou produits ti à n et m — n à m-^n se correspondent donc deux à deux, et sont, par conséquent, en même nombre.
Puissance d'un binôme.
208. Nous avons vu (28) que le produit d'un nombre quelconque de polynômes est la somme de tous les produits que l'on peut former en prenant pour facteur un terme de chacun d*eux.
Appliquons cette règle à la formation du produit de n binômes ayant même premier terme
si nous ordonnons ce produit suivant les puissances décroissantes de 0?, il est évident que le premier terme sera a?"*, produit formé en prenant comme facteurs les m premiers termes des binômes.
Le terme en af"-^ se composera des produits dans lesquels on prendra, comme facteurs, les premiers termes' de m — 1 binômes, avec le dernier du binôme restant, et le coefficient de ^m-i ^QYdiy par conséquent, la somme des seconds termes de nos binômes.
Le terme en a;"*-" se composera des produits dans lesquels on prendra, comme facteurs, les premiers termes de m — 2 binômes, et les derniers des deux binômes restants. Le coefficient de a?
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sera , par conséquent , la somme des produits deux à deux des seconds termes.
On verra, de même, que le coefficient de af^^ est la somme des produits trois à trois des seconds termes, et qu'en généra], le coefficient de af*-^, est la spmme de leurs produits w à n.
On écrit souvent ce résultat de la manière suivante :
en représentant par 2a, 2a&, 2a6r... la somme des seconds termes, la somme de leurs produits deux à deux, trois à trois, etc.
209. Pour déduire de ce qui précède, l'expression de [x-{-aT^ il suffit de supposer a =6= (?...=/, le développement se simplifie alors notablement.
Le premier terme reste égal à a?*.
Le coefficient de a?"*-', égal à la somme des seconds termes, devient égal à ma.
Le coefficient de a:"*-*, égal à la somme des produits deux à deux des seconds termes, devient égal à a' multiplié par le nombre de ces produits, c'est-à-dire à
Le coefficient de a?"*-*, égal à la somme des produits trois à trois des seconds termes , devient égal à a* multiplié par le nombre de ces produits, c'est-à-dire à
m(m—l)im — 2) ,
En général, le coefficient de a?"*-'', qui est la somme des produits |7 à p des seconds termes , deviendra égal à aP multiplié par ie nombre de ces produits, c'est-à-dire à
JP
onadonCy enfin,
810. Remarque!. Dans le développement précédent, les coefQcienls des termes à égale distance des extrêmes sont égaux. En effet, le coefficient de «•-'aP est le nombre des produits différents de m lettres p à p et celui de a**-*af le nombre des produits différents de m lettres m — p à m^p\ or ces nombres sont égaux (807).
Si t. Remarque II. Quand on forme successivement les différents termes du développement de a: + a, le calcul de chaque terme peut être simplifié par la connaissance du terme précédent ; en examinant avec attention les termes successifs , on aperçoit, en effet, cette règle générale:
Pour passer â!un terme au suivant ^ il faut multiplier son coeffLcient par l'exposant de x dans ce terme , et le diviser par le nombre qui marque son rang^ ajouter une unité à V exposant de a et en retrancher une à celui de x.
818. Remarque III. On n'a fait aucune hypothèse sur le signe des nombres x ei a; a peut donc avoir une valeur négative — ô, et Ton a , par conséquent ,
lx—br=x'^-{'m{^b)x^''+^^!^^\—b)*af^K,.'{'(—br;
ou, en remarquant que les puissances paires de — b sont égales à celles de 6, et que les puissances impaires sont égales et de signes contraires
{x—br=ar—mbx'^'-{'^^!^^^ b'af^^
815. Remarqué IV. U existe entre les coefficients des diverses puissances des binômes des relations nombreuses ; nous ferons connaître la plus simple, dont on fait, en analyse, un fréquent usage.
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Soil (a:+ar==ar4-A,a«--*+A,é^jf*-*+...4-A,a*ar-"+...+^^
le développement de la puissance m** d*un binôme, dans lequel on a fait, pour abréger.
. m.jm — l)...(m— n-f-l)
multiplions les deux membres de Tégalité par x-^-a^ nous aurons, en efTectuant la multiplication du second membre d*après la règle ordinaire ,
et l'on voit que les coefficients de (ar-f-a)***, peuvent s'obtenir en ajoutant deux coefficients consécutifs de (ar+a)"». On pourrait d'ailleurs vérifier directement que Ton a
im+t)m..,{m — fi-|-2)
Développement de (a + b y/— i)**.
214. Pour développer (a+ôv^^)*, il faut appliquer la formule du binôme qui , résultant de la multiplication , est démontrée, d'après nos conventions, pour les expressions imaginaires. Il est nécessaire de former d'abord les diverses
puissances de ^^. Or, on a , d'après nos conventions ,
(v/=î)'=_ixv^=-/=ï (vCZi/=(_,/=î)(v/=ï)=+i
et les puissances seront, périodiquement, v^^, —1, — v^--!, + 1, ..., d'après cela, on a
{a^bsP=ïr = àr+mùr-' h y/^^T— ^Li^zl a^V—
M. » Ai
les termes dans lesquels l'exposant de b est pair, sont réels, les mêmes que ceux du développement de (a+^r, avec celte différence qu'on doit leur donner allernalivement le signe + et le signe — . Les termes dans lesquels 6 a un exposant impair, ont
tous v/--ï en facteur, et sont, à cela près, les mêmes que ceux du développement de (a+ô)"*, auxquels on aurait donné, alternativement, le signe + et le signe — .
On réunit ordinairement les termes imaginaires et Ton écrit
215. Remabque. {a-{-h)f^)^ peut être réel sans que b soit nul. On a, par exemple,
Puissances d'un trinôme.
216. Un trinôme o+*+^> P^ut être considéré comme un binôme, si Ton régarde les deux premiers termes (a^b) comme réunis en un seul. On aura alors
Si Ton développe les diverses puissances de a+& qui figurent dans le second membre, on obtiendra une somme de termes de la forme a' b^ c\ dans lesquels la somme des exposants a, p, Y sera* constamment égale à m. Si Ton considère.
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par exemple, ceux qui proTiennent du terme
ils contiennent le produit de c^ par des puissances de a et fr dont les exposants ont une somme égale à m — p, de sorte que les trois exposants réunis forment une somme égale à m.
Réciproquement, «, p, y étant trois nombres quelconques dont la somme soit égale à m, il y aura dans le développement un terme en à^b^tff : car, dans [l], se trouve le terme
et le développement de (a-f-6)"*"^ contient un terme dans lequel «figure avec l'exposant «, et ô, par conséquent, avec Texposant m — Y — « ou p.
217. Cherchons le coefficient de ce terme en ar b^ c^ : il provient, comme nous Tarons dit, de
Y ce qui peut s'écrire
or, dans le développement de (a+ô)*^, le coefficient de arb"^-* est égal à
Le terme demandé est donc
or, en supprimant le facteur commun 1,2. ..(m— y)» ^t remplaçant fn — Y""« par h
et le développement se compose de tous les termes analogues,
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qui correspondent à toutes les valeurs de «, p, y, dont la somme soit égale à m.
218. Remarque. On trouvera sans peine par un procédé tout à fait analogue, que le développement de (a+6-|-e-f-^)'" a pour terme général
et se compose de tous les termes analogues qui correspondent à toutes les valeurs de a, p, y* ^9 dont la somme soit égale à m. On doit observer que si Ton veut faire représenter à ce terme général tous les termes du développement , sans exception , il faut convenir que, pour a==0, on prendra 1.2.3...a=l. La même remarque s'applique à la formule précédente.
Définilion du nombre e.
219. L'expression M-) — j , lorsque m augmente indéfiniment, tend vers une limite dont la considération est fort ulile en analyse et que Ton désigne habituellement par la lettre e. Nous allons donner le moyen d'exprimer cette limite par une série convergente.
Supposons d*abord que m soit entier. On a alors
\ ^ mj ' wi ' 1.2 m* '
ce que Ton peut écrire de la manière suivante:
^+m)=^+^+-ir2-+ 1.2.3 + — 1:2:31 — +
+ fn m tn m ,
mais on a évidemment
fn m m m
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eu sorte que
(,j_ 1\ _t_|_i4 m V mj\ m)
I di/* • • •
sfm croit iudéûuimeut, —,—,—, i.. tendent vers zéro, et Ton
^ m* m/ nC
a, à la limite,
Remarque. Onpeut objecter au raisonnement précédent
12 3 que les fractions—, —, —,..., ne tendant vers zéro lorsque m
augmente qu'à la condition d'avoir toujours un numérateur fini, on pourra toujours trouver, quelque grand que soit m, dans les termes avancés du développement , des facteurs, tels
que (l j, qui différeront notablement de l'unité. Il faut,
en effet, ajouter quelques explications pour que la déiponstration précédente devienne complètement rigoureuse. 1* La série
est convergente (197), car le rapport du terme de rang n au pré-
cèdent est égal à — — , et tend vers zéro lorsque n augmente.
11 en résulte qu'à partir d'un terme suffisamment éloigné, la somme des termes de cette série devient aussi petite que Ton veut; en d'autres termes, on peut prendre n assez grand pour que
n-fl
ait une limite plus petite qu'un nombre assigné quelconque. 2° La suite
a les termes plus petits que les termes de même rang dans la suite [1] ; on peut donc, à fortiori^ assigner une valeur de n assez grande pour que la somme des termes de cette suite , à partir du w"% soit et reste plus petite que tout nombre assigné, quelque valeur que Ton attribue ultérieurement à m.
2^ Cela posé, il est clair que si, dans l'expression [2], après avoir assigné à n une valeur fixe, mais Irès-grande, on fait augmenter m indéfiniment, les n premiers termes auront pour limite les n premiers termes de la suite [1], et la différence des deux séries aura pour limite zéro, puisque les w. premiers termes s'approchant d'être les mêmes , la somme des suivants est aussi petite que l'on veut dans Tune et l'autre série.
U est donc prouvé que si l'on attribue h m des valeurs entières de plus en plus grandes , on a
22t. Si, dans Texpression f 1+ — j , on attribue à w des valeurs fractionnaires de plus en plus grandes, la limite sera toujours la même et égale à e. Pour le prouver , supposons que , n désignant un nombre entier très-grand, on ait
« étant moindre que l'unitéi l'expression
s^ra évidemment compris autre
»' ' ('+ïTï)"*
car, pour obtenir la première de ces expressions, il faut, dans 1+ — ) , remplacer le terme — et l'exposant m respectivement par les nombres plus grands - et n-|-l; pour obtenir
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la seconde, il a fallu remplacer les mêmes quantités par les nombres plus petits , et n. Or on a
('+;rTî)"=('+ïTi)'
n étant entier et très-grand, (l+") et (l-\- . - j
diffèrent très-peu de e, l-j- -, IH — ^jr diffèrent Irès-peu de
Tunité, et les deux expressions précédentes ont l'une et l'autre
e pour limite; il en est par conséquent de même de (l-\ — ] ,
qui est compris entre elles.
228. Nous donnerons la valeur de 6, exacte à 20 décimales. Pour l'obtenir, il faut chercher, d'abord, une limite de Terreur commise quand on s'arrête à un terme donné de la série
en supprimant les termes qui suivent r-^-ô — • L'erreur com-
mise est
l.2.3...n + l + 1.2.3...(n+l)Cn+2)+'"'
elle est moindre, évidemment, que la progression qui, ayant
pour premier terme r-^ — , , aurait pour raison — r-^ ,
c'est-à-dire moindre que
n-J-2 c'est-à-dire que l'erreur commise est moindre que le terme qui
suit celui auquel on s'arrête, multiplié par — x"r ^^» ^^ ^" cule que
n suffit donc de prendre 20 termes après les deux premiers ; leurs valeurs successives sont :
0,71828 18284 59045 23536 et, par suite, e est égal à
Sommation des piles de boulets.
223. La méthode la plus simple repose sur la solution préalable du problème suivant :
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Trouver la somme des puissances m"*** des termes d'une pro* gression par différence. Soit la progression :
a, 6, Cj df •••• kf /,
et r sa raison , on a
6=a-}-^i tf=6 + r, d=c+r, .... l=zk-\-r.
Élevons ces diverses équations à la puissance m-\-i, nous aurons
ajoutant toutes ces équations , il vient , en désignant généralemept par S^i la somme a»'+6i*+...+A:^ et par p le nombre des termes a, b, c, ... A;,
Cette équation fera connaître Sm si Ton connaît S«^i, S«»_|.... S,, Si. En y faisant donc successivement m=l, :=2, =3, etc., on obtiendra successivement Si, puis St, puis Sa, etc.
Supposons, par exemple, que la progression proposée soit
1, J, 3, 4, ...,«, n+1; on a ici
et notre formule générale devient
/«^nm+i— i-L/'^. 1^Q I Cw+l)^g , (in+l)w(m-l)g , (n+l)**^=i + (m+ l)&mH — j— 2 — ^m-iH ^23 •om-t+. . .
' 1.2.. .?ra
Faisant m = l, il vient
(n+lj«=l+2Si+n, d^où St=î^^î^\
formule déjà connue.
En faisant m =2, il vient
(w+l)»==l + 3S,+ 3Si + n,
ou S.= l« + y+y+... + n«="^'* + y+^\
Telle est la formule qui va nous servir pour la sommation des piles de boulets.
Elle se déduit, comme on voit , d'une formule beaucoup plus générale , qui pourrait donner également la somme des cubes, la somme des quatrièmes puissances ... des nombres naturels. ISi l'on veut seulement arriver le plus simplement possible à ce résultat , qui est le seul dont on ait , actuellement , à faire usage , on peut procéder comme il suit :
S84. On a évidemment
(n + l)«=:ii»+3n«+3w + l,
ajoutant toutes ces équations, il vient, après que Ton a supprimé les termes conununs^aux deux membres et en désignant par S« la somme des carrés des nombres naturels et par Si la sonune des premières puissances ,
(n + l)»=l+3S,+ 3Si+n,
équation identique à celle du paragraphe précédent et dont on déduira la même valeur de S|.
22S. Piles triangulaires. La base d'une pile triangulaire est formée par des boulets rangés en triangle équilatéral. La pre-
mière rangée contenant 1 boulet , la seconde 2, la troisième 3, la n"** n. Le nombre total des boulets employés est ici
La tranche immédiatement supérieure est formée par des l>oulels rangés également en triangle équilatéral, dont le côté contient un boulet de moins ; le nombre des boulets de cette seconde tranche s'obtiendra en changeant dans la formule précédente n
en {n — 1), on aura ainsi T ' '^ troisième tranche
contiendra de même -^ boulets ; et ainsi de suite
jusqu'à la première, qui en contient ^ . Le nombre total est, d'après cela,
ce que l'on peut écrire de la manière suivante :
ou, en vertu des formules écrites plus haut,
^T_n.(n+l)(2y^fl) , n.(n4-l)_n.(n+l)(2n+l+3) ^■" 12 "^ 4 "" 12
telle est la formule qui exprime le nombre des boulets contenus dans une pile triangulaire.
226. Pile à base carrée. La base d'une pareille pile est formée par des boulets rangés en carré, dont le nombre total est w', n désignant le nombre de ceux qui sont contenus dans le côté de ce carré. La seconde tranche contiendra (w— !)• boulets, la troisième (n— 2)', etc., et enfin la dernière n'en contient qu'un. Le nombre total est donc
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S87. Pile à base rectangulaire. Li base d*iine pareille pile est fermée par des boulets rangés en rectangle. Si l'un des côtés de la base contient m boulets et l'autre côté n, le nombre tolal des boulets qui la composent sera mn. La tranche suiTante est un rectangle, dont les côtés comprennent respectiTcment (m — l) et (n — i; boulets, elle en contient par conséquent un nombre ^;al à (m — l){n — 1); la troisième tranche en contient de même (m — % (n — 2), et ainsi de suite jusqu'à la dernière , qui est une file de m — n-f-1 boulets (si Ton suppose m>>fi}. Le nombre total que nous cherchons est donc
N=iw«+(OT— l)(i^— 1) +riw— 2; (n— 2)+ ... + {»!— w+i: 1 .
Posons (m — n):=p : on aura évidemment m = n-\-py et
N=n.(nH^)+(ii-lXn-l+jîH-{n-.2)>i-2+p)-h...-hl(l+|i), c'est-à-dire
N = [n«+(;i-l)»+(ii-2)*+...+l]+i>[«+(w~l)+...+l],
ou, d'après les formules connues,
^,_n.(n+l)(2n+l) , ^ n.(n+l)_ti.(n+l)(2ii-|-3/?+l) W~ g ^P'~§~ - 6 •
228. Nous ferons connaître, à l'occasion des formules précédentes, un mode de raisonnement très-fréquemment employé, et qu'il suffira de développer sur un seul exemple.
Supposons que l'on donne sans démonstration la formule
Comment devra-t-on s'y prendre pour en vérifier Texactilude? On commencera par faire les hypothèses les plus simples :
^ ^ n{n4-lX2n + l) 1.2.3
Pourn = l, ona ^ ^ — -^—^ — — r-— =1;
Pour» = 2,ona?(îLtifi±i> = M:i=5 = ,+2.;
Pour « = 3. on a "^"+'f +^)=^:2:=V4=l+2'+y.
La formule est donc exacte pDfttr les valeurs 1, 2, 3 du nombre n. Cela posé, pour prouver qu'elle est générale, il suffit de montrer qu'en la supposant rtme pour une certaine valeur de
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n, elle Test, par cela même, pour la valeur immédiatement supérieure. Admettons donc que Ton ait
il faut prouver que l*on aura, par suite, p] 1.+ y + ... «'+(n + D' = ("+^)("y (^'»+'^l
Les premiers membres des équations [1] et [2] ont pour différence (n 4- !)'• Si donc il en est de même des seconds membres, la première égalité entraine nécessairefnent la seconde. Or, on a
(n+l)(n-f 2)(2n-|-3) _ fi(n-|- lX2n-|- 1)
_(n + l)[Cn+2)(2n+3)-w(2n+l)]_(n+1X6n+6)_,^ . ,., - g - g -(»+ 1) .
Le théorème est donc vérifié.
Une marche semblable s'appliquerait aux diverses formules qui représentent le nombre des boulets dans les différents cas.
RÉSUMÉ
203. Définition des combinaisons, ce que l'on nomme arrangements, pro* duits différents. — 204. Nombre des arrangements de m objets pi is n an. — 20i$. Nombre des permutations. — 206. Nombre des produits différents. Forme plus simple de Texpression du nombre des produits différents. — 207. Le nombre des produits différents de m lettres n à n est le môme que celui de m lettres m-^n à m — n. — 208. Formation du produit de m binômes qui ont mêmes premiers termes. — 200. Puissance d'un binôme.— 210. Les coefficients à égale distance des extrêmes sont égaux — 211. Moyen de former un terme connaissant le précédent. — 212. Puissance d'un binôme dont le second terme est négatif. — 21. >. Relations entre les coefficients du développement (jj-f-o)*'*. — 214. Développement de (a-f-^V^ — 1)"*- — 213. Conditions pour que le résultat soit réel. — 216. Puissance d'un trinôme. — 217. Terme général du développement. — 218. Terme général du développement de (a-f-6-|-c+rf)*». — 210. Définition du nombre e, série qui le représente. -^220. Objection que Ton peut faire au raisonnement précédent, moyett de s'en affranchir. — 221. e est la
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limite de M H — ] , lore môme que m grandit sans être entier. —
222. Valeur de e à vingt décimales. — 225. Somme des puissances semblables des termes d'une progression. — 224. Somme des carrés des nombres naturels. — 22S. Piles triangulaires. — 226. Piles à base carrée. — 227. Pile à base rectangle. — 228. Moyen de vériBer
I exactitude de la formule qui donne la somme des carrés des nombres naturels.
EXERCICES
I. En désignant par [m] le produit m(»i— .l)...(m— w+l)» vérifier les formules
le second membre comprenant les termes analogues à ceux que nous avons écrits, et correspondant à toutes les valeurs de
*» P> Yi pour lesquelles a4-p+Y=^- On regarde [a] comme égal à 1.
II Nombre des termes du développement de (a+ô-f-cr et de(a + 6+(î4-dr.
M = (»n+ ir — «» . «i" + ^Y^\ot
V, Trouver le plus grand terme du développement de {x-^-a)*^.
X et a étant donnés, et m augmentant indéfiniment» trouver la limite du rapport de leurs exposants dans le terme maximum. Trouver le plus grand terme de (a+6+{?)" et les rapports limites des exposants de a, 6, c dans ce plus grand terme, lorsque m augmente indéfiniment.
VI. Vérifier que (ic4-«)'** + (^ — û)"* est plus grand que 2a;*~. En déduire le maximum de a?-|-y lorsque a:* + y** ^st donné.
VII. Vérifier la formule
(a:-j-a}"»=ir«»+»na(x+p)'*-*H — \ ^ ' a(a — 2?) (x +23)
"^•••^"-^ l.2...n -^ «(« — npr H^+wp)"-*»
+ . . . + Wa [a — (m — 1) p]«-« [a?4- (W— 1) p] -j- a (a — mp)*-* .
Cette formule, dans le cas de p = 0, ne difTère pas de celle du binôme : elle a lieu quel que soit p.
VIII. Nombre de manières de décomposer un polygone en triangles par les diagonales : démontrer les formules
Pn désignant de combien de manières cette décomposition peut se faire pour un polygone de n côtés.
IX. Si Fou considère une permutation de n nombres 1 ;2.3. ..n, que Ton dise qu'il y a dérangement quand ce nombre est suivi, inunédialement ou non, d'un autre plus petit que lui, prouver que le nombre total des dérangements contenus dans les permutations de ces n nombres est égal à (1.2... w) . 7" .
X. Trouver la somme des carrés des coefficients du binôme. Cette somme peut être représentée par les deux formules
2yi.(2n— l)...(n4-l) 2.6.10.14.. .4n— 2. 1.2. 3.. .71 ' 1.2... n '
prouver que ces formules sont équivalentes.
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XII. Limite de (l j , lorsque «i augmente indéfiniment
Cette limite est -. Former la série qui la représente.
Xin. TrouTer la limite de (l+— j , lorsque m croît indéfiniment. Cette limite est «". Former la série qui la représente. XTV. « est incommensurable. XV. La série
dans laquelle z est un nombre entier, ainsi que les exposants «1, ai,...a«i, a une limite incommensurable lorsque les différences «, — oi, «3 — ai...a,iH-i — ff«, vont toujours en augmentant.
XYL Si Ton nomme S» la somme des m"*** puissances des n premiers nombres naturels , prouver que S.» est com-
pris entre i\ et — rr, m désignant un nombre entier
quelconque.
CHAPITRE XVII
L'expression a« peut prendre toutes les valeurs possibles lorsque a est un nombre positif plus grand ou plus petit que l'unité.
9529. Nous avons donné (194) la définition de l'expression a', et nous ayons vu (193) que si, le nombre a étant donné, Texposant X reçoit des accroissements suffisamment petits , l'expression a* peut varier aussi peu qu'on le voudra. On dit , d'après cela que cette expression est une fonction continue de a?, et Ton entend par là qu'elle ne peut passer brusquement d'ime valem: à une autre sans être susceptible d'acquérir les valeurs intermédiaires.
230. 11 résulte de la continuité de l'expression af que a étant positif, et X variant de — oo à +oo, cette expression peut prendre toutes les valeurs positives. Pour le démontrer nous distinguerons deux cas.
l"" a est plus grand que l'unité. Les puissances entières de a forment une progression croissante; et, par suite (144), il existe toujours un exposant assez grand pour que a' dépasse toute grandeur assignée d'avance; d'ailleurs , pour ir=0, a* devient l'unité , et par suite la fonction considérée , pouvant être égale à l'unité et à un nombre aussi grand que l'on voudra, peut acquérir, en vertu de la continuité, toutes les valeurs intermédiaires ; on voit donc que x variant de 0 à + oo , a* varie de 1 à + «> et prend toutes les valeurs plus grandes que l'unité.
Si l'on donne à x des valeurs négatives en posant, par exemple , ^ = — wi , on aura
or* et m variant de 0 à + oo » le dénominateur du second membre •.
prend toutes les valeurs possibles plus grandes que Tunité , et , par suite, la fraction prendra toutes les valeurs moindres que 1. Il est clair d'ailleurs que a* ne peut pas prendre deux fois la même valeur, car si Ton avait , par exemple ,
on en conclurait
or, la puissance 0 d'un nombre plus grand que 1 est évidemment la seule qui soit égale à l'unité , et l'on devrait avoir
2* a est plus petit que l'unité: Posons a=^^(/ sera plus grand que l'unité ; on aura
et , d'après ce qui précède , x variant de 0 à + « , o'* prendra toutes les valeurs possibles supérieures à l'unité , donc a' prendra évidemment toutes celles qui sont moindres; x variant de 0 à — 00, a'* prendra toutes les valeurs moindres que l'unité, et par suite a' prendra évidemment toutes celles qui sont plus grandes que Tunité. En sorte que, dans ce cas encore , a* peut prendre toutes les valeurs positives.
231. La définition que nous avons adoptée (147) permet de démontrer les propriétés essentielles des logarithmes; mais pour leur étude plus approfondie, il est convenable de prendre Un autre point de départ et nous adopterons une définition nouvelle.
Définitioa des logarithmes.
Lorsqu'on a la relation
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on dit que x est le logarithme du nombre h dans la base a > et on l'écrit ainsi :
X = log 6.
L'ensemble des logarithmes des différents nombres correspondants à une même base a , forme ce que Ton nomme un système de logarithmes. Les logarithmes d*un même système jouissent de propriétés fort importantes que nous allons d'abord démontrer. Nous supposons toujours la base positive.
Propriétés des logarithmes.
335. Le logarithme du produit de deux nombres est égal à la somme des logarithmes de ces nombres.
Soient, en effet, x eiy les logarithmes des nombres b et
(T, ona (232)
a^ = c\ et, en multipliant ces deux équations membre à membre ,
donc a? -j- y est le logarithme de 6c, et Ton a
log bc = log 6 + "og c.
234. Le logarithme du quotient de deux nombres est égal à la différence des logarithmes de ces nombres.
Soient , en effet , a? et y les logarithmes de deux nombres 6 et c , on a (232)
ay = c, et, en divisant ces deux équations membre à membre,
donc «?— y est le logarithme de -, et l'on a
log - =log 6— log c.
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258. Le logarithme de Impuissance n"** d'un nombre est égal, quel que soit n (mUer ou fractionnaire , positif ou négatif)^ au produit de n par le logarithme de ce nombre.
Soit X le logarithme de 6, on a
^où » en élevant les deux membres à la puissance n ,
donc nx est le logarithme de ô**, et l'on a
log 6**=n log b.
956. Dans un système quelconque de logarithmes, l'unité a pwr logarithme zéro , et la base du système pour logarithme Funité.
On a, en effet, quel que soit a»
257. Lorsque la base d'un système est plus grande que l'unité, les nombres plus grands que V unité ont des logarithmes positifs^ et les nombres moindres que l'unité ont des logarithmes négatifs. Le contraire a lieu lorsque la base est moindre que Vunité.
On a vu, en effet (195), que les puissances positives d'un nombre plus grand que l'unité sont plus grandes que l'unité, et ses puissances négatives sont moindres que l'unité. Le contraire a lieu pour les puissances des nombres moindres que Tunité. Si donc a est plus grand que l'unité , l'équation
exige que x, c'^st-à-dire log 6, soit positif si b est plus grand que Funilé et négatif dans le cas contraire. Si, au contraire, a est moindre que l'unité, Téquaiion
exige que x, c'est-à-dire log 6, soit négatif si b est plus grand que l'unité, et positif dans le cas contraire.
Remarque. Les nombres négatifis n'ont pas de logarithmes; car les puissances, positives ou négatives, d'une base positive sont toutes positives.
Idenlité des logarilhmes algébriques et arithmétiques.
258. II est essentiel de démontrer que les logarithmes , tels que nous les avons définis, ne diffèrent pas de ceux que l'on considère en arithmétique, et qui naissent de la considération de deux progressions.
Si l'on considère, en effet, des nombres en progression par quotient commençant par l'unité :
^ \ : q \ q^ \ t : ^ : cf : ... q"" : q'^\
et que Ton nomme x le logarithme de q , les logarithmes des différents termes de cette progression seront (255)
0, a?, 2^, 3â?, ..., nXy (n+ 1)^,
et formeront , par conséquent , une progression arithmétique commençant par 0.
259. Si maintenant on insère un nombre k de moyens entre les termes consécutifs des deux progressions , on dit, en arithmétique, que les termes introduits par là dans la progression par différence, sont les logarithmes des termes correspondants dans la progression par quolient. Or nous allons voir que les conséquences de cette définition sont d'accord avec celle que nous avons donnée en algèbre.
Si, en effet, nous insérons k moyens entre les termes g% g^*** de la propression par quotient et les termes nx^ (ji-\-\)x de la progression par différence, les raisons des progressions formées par ces moyens seront
yjq
et le !)"• moyen sera , dans la progression par quotient ,
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et dans la progression par différence ^
nx
+Krfi) '
mais on a g^X Csjqf = q*^' »
nx
+K*fî)=K"+*tî)'
et, puisque x est, par hypothèse, le logarithme de g, le second de ses nombres est bien (25S) le logarithme du premier.
240. Nous venons de voir qu'un système de logarithmes, tel que nous l'avons défini, peut toujours résulter de la considération de deux progressions convenablement choisies , et rentre dans les systèmes considérés en arithmétique. On peut faire voir aussi que le système de logarithmes défini par deux progressions quelconques , satisfait toujours à la définition donnée (252).
Soit, en effet, le système défini par les deux progressions
Posons ?* = ?: w§ = Y,
Y étant le logarithme de p ; on tire de la seconde de ces équations
et, en remettant cette valeur dans la première,'
ou * (?V = p.
Y est donc la puissance à laquelle il faut élever la base fixe q^
pour reproduire le nombre p, c'est-à-dire le logarithme p pris, d'a-
près notre nouvelle définition, dans le système dont la base estg^.
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Comment on passe d'un système à un autre.
94 1. Le nombre a, dont les puissances servent à former tous les autres nombres, se nomme la base du système de logarithmes que Ton considère. Si Ton change de base, tous les logarithmes changent, mais il est facile de voir qu'ils conservent des valeurs proportionnelles, et se multiplient tous par un même facteur, que Ton nomme module de l'un des systèmes par rapport à l'autre.
Soient a et a' deux bases quelconques , elx, x' les logarithmes d'un même nombre b dans les deux systèmes, de sorte que l'on ait
Prenons les logarithmes, dans la base a, des deux membres de la première équation, on aura
[3] xUa = la'b ,
le signe /«' désignant le logarithme d'un nombre dans la base a'. Or, si on se rappelle que x est le logarithme de b dans la base a , l'équation [3] prouve que les deux logarithmes du nombre 6, dans les bases af et a, ont pour rapport le nombre constant /«a.
On aurait pu, également, prendre les logarithmes des deux membres de l'équation [2], en opérant cette fois dans la base a; on aurait eu alors
x'Ua' = lab.
Donc le rapport des deux logarithmes du nombre b , pris, respectivement , dans les bases a' et a , est j— >. Nous avions
trouvé, plus haut, que ce même rapport est l^^a. Pour que ces <leux résultats coïncident, il faut que Ton ait
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Or, cette égalité est évidente, si Ton pose en effet
If^a = z.
On a, par définition, a^ = a'.
Remettant dans la seconde équation la valeur de a' fournie par la première, il vient
Donc4>n doit avoir ^^=1.
Logarithmes vulgaires.
242. Les logarithmes dont on fait habituellement usage, ceux qui sont formés par les tables de Callet, ont été calculés en prenant 10 pour base du système. Nous avons expliqué complètement (167) la disposition et l'usage de ces tables; nous n'y reviendrons pas ici. Nous nous bornerons à dire quelques mots des logarithmes négatifs, dont il n'a pas été question au cha« pitre xni.
Logarithmes négatifs.
245. La base a du système considéré étant plus grande que Tunité, si le nombre considéré est moindre que 1, l'équation
donnera pour x une valeur négative ; car on a vu (250) que c'est en faisant varier a; de 0 à — oo que l'on fait prendre à a* les valeurs comprises entre 1 et 0. Par conséquent, les nombres moindres que l'unité ont des logarithmes négatifs. Ces logarithmes jouissent de toutes les propriétés démontrées plus haut, car il n'a été fait jusqu'ici aucune hypothèse sur le signe des nombres considérés. On remarquera seulement que les logarithmes négatifs ne sont pas directement fournis par les tables: mais leur détermination n'offrira pas pour cela
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plus de difficulté. Supposons, en effet, que le nombre 6, plus petit que l'unité , soit donné sous forme d'une fraction - , on
aura
tu
l- zrzlm — /n = — (/w — Im), n
et, par suite,»le logarithme négatif s'obtiendra au moyen d'une soustraction. On a vu que, pour les calculs, il est commode de préparer le logarithme de telle sorte que sa caractéristique soit seule négative : on ajoutera, pour cela, à la partie entière de Im , un nombre tel que l'on puisse soustraire In ; la différence sera la partie décimsde du logarithme cherché, et Ton donnera, pour caractéristique négative, le nombre entier qui a été ajouté à log m.
Résolution des équations expouentielies.
244. On appelle équation exponentielle une équation de la forme
dans laquelle a et 6 sont deux nombres positifs donnés. Résoudre Téquation, c'est trouver la valeur de x pour laquelle elle est satisfaite. Pour trouver cette valeur de x^ il suffit de prendre les logarithmes des deux membres de réqualion. On aura ainsi
X log a = log6,
et par suite x = ^^.
log a
La base du système dans lequel les logarithmes sont calculés est arbitraire. Cela n'a d'ailleurs aucune influence sur le résultat : car on a vu (2il) qu'en passant d'un système à un autre, on doit multiplier tous les logarithmes par un môme nombre, et, par suite, le rapport
log(^ log a
n'est pas change.
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Remarques fUr les questions d'intérèl.
248. On a démontré qu'une somme A , placée à intérêts composés» devient, après n années,
A(l H-rr.
Les conyentions faites (S9i») sur les exposants négatifs et fractionnaires permettent, maintenant, de généraliser cette formule.
Si n est fractionnaire et représenté par ^ , supposons que
l'on étende le principe des intérêts composés aux fractions d*année, et nommons x ce que rapporte 1 franc pendant
- d'année.
1 franc rapportant x après - d'année, devient, au bout de ce
temps, (14*^)' ^^ une somme quelconque placée pendant le même temps, se multipliera par l-\'X, Si donc on place 1 franc
pendant- d'année, c'est-à-dire pendant une année entière, il
66 multipliera 9 fois par (1+a?) ou par(l4-^)'; et conune d'ailleurs il doit devenir 1 -f r, on a
d'où l'on déduit 1 + ^=(1 +r) « .
£t il est évident que 1 franc placé pendant - année se mul-
tipliera par (1 +«?)'*, c'est-à-dire par (1 -j- r)«, et que, par suite, une somme quelconque A deviendra
ce qui est conforme au résultat énoncé.
2'' Si r est négatif , nous envisagerons la question de la manière suivante :
Une somme qui vaut aujourd'hui A , est placée depuis un temps indéterminé : combien valait-elle il y a n années?
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Si Ton désigne par X la valeur inconnue, X placé pendant n années est devenu À ; par suite, d'après ce qui précède,
A = X(l-|-rr,
d'où l'on déduit. X = A(l + r)-*;
ce qui est encore conforme à la formule donnée plus haut.
RËSUMÉ.
229. La fonction a'' est continue. — 230. Lorsque x varie de — oo à -f- oD ) a étant positif, a' prend toutes les valeurs positives, et ne prend chacune qo*une seule fois. — 231 , 232. Nouvelle définition des logarithmes. — 233. Logarithme d'un produit. — 234. Logarithne d'un quotient. ^ 23^. Logarithme d'une puissance. — 236. Logarithme de 4 , et logarithme de la base. — 237. Nombres qui ont des logarithmes positifs, et nombres qui ont des logarithmes négatifs. — 238. Si des nombres sont en progression par quotient, leurs logarithmes sont en progression par différence. — 239. Cas où l'on insère de nouveaux termes dans les progressions. — 240. Les logarithmes définis au chapitre xiv sont les mêmes que ceux qui résultent de la définition nouvelle.— 241. Comment on peut passer d'un système à un autre. — 242. Les tables de logarithmes vulgaires ont été décrites au chapitre xrv, on n'y reviendra pas dans celui-ci. — 243. Logarithmes négatifs. — 244. Résolution d'une équation exponentielle. — 245. Généralisation des formules relatives aux questions d'intérêt.
CHAPITRE XVllI
THEORIE DES DÉRIVËES.
Développement d'une foncUon eitière de {x + h) suivant les puissances de h,
246. Si, dans un poljnome entier, par rapport à une lettre or, et que nous représenterons généralement par
A^-l- Aia?"-'-j- A^P'«-*+ ... + A«-.ia:+ A«,, on remplace x par X'\-hf le résultat de cette substitution sera
Celte expression devient, en développant chaque terme par la formule du binôme et ordonnant suivant les puissances h.
+A,x- + (m — IjAaJ— ^
+(m-l)(m— 2)Aia;-^
Les termes indépendants de A, ceux auxquels se réduit
l'expression pour î = 0, forment, comme cela devait être,
le polynôme proposé lui-même. Le coefficient de la première
puissance de h se nomme la dérivée du polynôme proposé.
En désignant celui-ci par f{x), la dérivée se représente assez
h} A* habituellement par f{x). Les coefficients de -— ^ , j ... ,
A"* -r-^ , qui sont des polynômes dont le degré est de moins
en moins élevé, étant désignés par ^a?), H^), ..., f*^{x), le dé-
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veloppement précédent s'écrira
+ t4 — rw.
' 1 ri». .m' Le polynôme
na?)=»iAoa?«-* +(!»— DAior"»-' +(m— 2)A,ar«^+ ...+ A^-i
se déduit du polynôme f{x) d'après une loi fort simple que Ton reconnaît immédiatement. Il faut , pour le former, diminuer d'une unité l'exposant de chacun des termes de {[x) et multiplier le coefficient par l'exposant non encore diminué. L'inspeclion des polynômes fix)^ A^)» •••» montre que chacun d'eux se déduit du précédent suivant la même loi , en sorte que fXx) est la dérivée de f{x) , f^{x) celle de f\x) et ainsi de suite. On dit aussi, pour celle raison, que f{x) est la seconde dérivée de f{x\ que /^(a?) en est la troisième dérivée et ainsi de suite.
Chaque dérivée est de degré moindre que la précédente , en sorte que la nv^ dérivée d'un polynôme de degré m est constante et qu'il n'y en a pas de (m-}- 1)"*.
Nouvelle définition de la démée.
247. La définition que nous avons donnée de la dérivée ne s'applique qu'aux polynômes entiers et rationnels , mais nous allons en déduire une propriété importante que nous prendrons ensuite pour définilion , ce qui permettra d'étendre la notion de dérivée aux expressions d'une autre forme.
On a (246), ei\ désignant par ï{x) un polynôme entier par rapport à x ,
F(a;+A)=F(aj)+AF'(a;)4- j^F'Cr) + ... -}..^-|_-F«(x) ,
on en conclut • 6i, X restant fixe, on fait tondre h vers zéro, le second membre
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a évidemment pour limite F'(^) , U doit , par suite , en être de même du premier, et Ton a, par conséquent,
F'[x) = lun -^^ — ^—r — ,
résultai que Ton peut énoncer ainsi :
La dérivée d'un polynôme F(x) est la limite du rapport de Fac^ croissement F(x-|-h) — F(x) de ce polynôme à F accroissement h de la variable f lorsque cet accroissement diminue déplus en plus,
La propriété précédente sera dorénavant prise par nous comme définition ; on voit qu'elle permet d'étendre la notion de dérivées à une expression renfermant. une variable x d'une manière quelconque , c'est-à-dire à une fonction quelconque de X. Car on désigne sous la dénomination générale de fonction toute quantité qui acquiert une valeur déterminée pour chaque Valeur attribuée à la variable.
248. La dérivée seconde d'une fonction est la dérivée de la dérivée, la dérivée troisième est la dérivée de la seconde dérivée, et ainsi de suite.
Nous commencerons plr faire connaître la dérivée des deux fonctions algébriques les plus simples, a* et log x.
Dérivée de a^.
249. La dérivée de a* est, par définition , la limite du rapport
or, on a , évidemment ,
a*+'^ — a« = a'(a*— 1); CI^:. 7^:
il faut donc, pour obtenir la dérivée, chercher la limite de
a'(a*— 1) h • Posons
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h étant très-petit , a* diffère peu de l'unité et , par suite , « est une quantité qui tend vers 0. On déduit de [3]
Aloga = log(l+«),
loga L'expression [2] devient d'après cela
!5^1i±±) iog(i + «) Il (1+./
le numérateur ne contenant pas «, il suffit de chercher la limite du dénominateur. Or, on a
et en posant « = - >
iog(i+«r=iog(i+iy-
c tendant vers 0, n augmente indéfiniment, (l + ') teiid
donc (22i) vers e, et, par suite, log \\-\ — j a pour limite log e,
et Texpression , ,^^ tend vers , ^^ : telle est donc la
log (l +-)
dérivée de a'.
On peut remarquer que la base du système dans lequel sont pris les logarithmes n*a pas été définie ; mais le choix de celte
base n'a aucune influence sur le résultat, car le rapport j-^-
ne dépend pas (241) de la base du système considéré.
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Dérivée de logx*
S50. La dérivée de logj? est , par définition , la limite de l'expression
log(a?+^) — \ogx h '
lorsque h fend vers zéro.
Or, on a
log (a: + A) — log « = log (^-i^) = log (l + 1) .
L'expression [1] équivaut donc à
Posons -=«, a tendra vers 0 avec h: il viendra h= aa?, et Tex-
pression [2] devient
Or, on a vu (249) que , a tendant vers 0 , log (l + aj" a pour
limite log e. La limite de - log (1 + a)* est donc -^- , qui représente par conséquent la dérivée de log x.
Après avoir fait connaître les dérivées des deux fonctions très-simples , log a? et a*, nous allons établir quelques règles générales qui nous permettront d'obtenir les dérivées d'expressions plus composées.
Dérivée d'une somme.
SISI. Si w, V, w, sont des fonction de w, dont les dérivées u\ v', w' sont connues, la somme
aura pour df^rivée la somme
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Posons , en effet , F = w + r + *<*•
Si nous désignons en général , Taccroissement d'une quantité par le signe A placé devant la lettre qui la représente, en attribuant à la variable x un accroissement Ao:, les fonctions u^ V, w prendront, respectivement, des accroissements Att, Av, Aw, et Taccroissement de la somme ti + v + w'» sera évidemment
le rapport de cet accroissement à Taccroissement Arr de la variable , est donc
Aa? "•" Aa? ' Aa? * et , il a , par conséquent pour limite
comme nous voulions le démontrer.
Dérivée d'une fonction de fonction.
282. On nomme, en général, fonction explicite d'une variable le résultat d'opérations bien définies , exécutées sur cette variable ; ainsi , par exemple ,
a:*", log v^l -|-a?*, log sin a:, a
sont des fonctions de a;; le nombre des opérations successivement indiquées pouvant d'ailleurs ôtrc aussi grand qu'on le voudra:
Si l'on désigne par u une fonction quelconque de la variable a?, et que Ton exécute des opérations sur la quantité w, considérée comme donnée, le résultat de ces opérations sera, d'après ce qui précède une fonction Ae u, et comme u est elle-même une fonction de a;, ce résultat se trouve une fonction de fonction. Il est bien entendu qu'en remplaçant u par son expression en a?, on peut faire imaiédialement d'une fonction de fonction une fonction ordinaire.
Exemples. {j^f = x^
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peut être considéré comme une fonction de fonction (le cube de a:^) ou comme une fonction «impie.
]og ar = x\og a
peut être considéré comme une fonction de fonction (le logarithme de la fonction a') ou comme la fonction simple du premier degré, x log a.
Lors même que des réductions analogues aux précédentes ne s'effectuent pas, rien ne distingue essentiellement une fonction de fonction de celles qui dépendent directement de la variable principale.
D'après les définitions qui précèdent , si l'on désigne par u une fonction (p(x) de la variable x , et par w une fonction ^u) de la variable u , w sera une fonction de fonction définie par les équations
Nous allons montrer que si les fonctions cp et «^ sont de telle nature qu'on sache prendre leurs dérivées par rapport à la variable dont elles dépendent immédiatement, on pourra former la dérivée de w par rapport à x.
Supposons, en effet, que l'on donne à x un accroissement àx, et qu'il en résulte
pour u un accroissement Aw , pour w un accroissement Aw ,
on a , identiquement , ^= ^ . ^.
Or, Aa? fendant vers zéro , le premier membre de cette égalité a, par définition , pour limite la dérivée de w par rapport à a?, et les deux facteurs du second membre tendent , respectivement , vers la dérivée de iv par rapport à u, et vers la dérivée de wpar rapport hx\ en désignant donc ces deux dérivées par ^'(u) et cp'Ca?) , on voit que la dérivée de w par rapport à x est égale au produit
Yiîf) ^\x)
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résultat que l'on peut énoncer de la«nanière suivante :
La dérivée d'une fonction de fonction est le produit des dérivées des fonctions simples qui la composent^ prises^ chacune ^ par rap^ port à la variable dont la fonction dépend immédiatement.
2S3. Exemples. Considérons la fonction
c'est-à-dire , supposons que dans la formule qui précède , on ait
Pour former la dérivée de cette fonction de fonction , il faut , comme on Ta vu, prendre la dérivée de tfi par rapport à u, qui est 3w*, et la multiplier par la dérivée de a^ par rapport à a?, c'est-à-dire par 2x , et cette dérivée est donc
3w* X 2a? = 6oc^,
ce qui est précisément le résultat que Ton aurait obtenu ^246) en remplaçant la fonction de fonction par sa valeur a?*. Considérons encore la fonction
lOg iP*,
c'est-à-dire, supposons u = xl^
w=^log u.
La dérivée de cette fonction de fonction est le produit de 5a?*, dérivée de a?*, par — 2— ^ dérivée de log u , par rapport à u ; elle est égaie , par conséquent , à
bcd' log e_ 5 log g.
c'est précisément ce que Ton aurait trouvé en remarquant
que
loga?'=6 log a;,
car la dérivée de 5 log x est évidemment égale à cinq fois la dérivée de log a?.
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Les' deux exemples précédents ont été choisis de manière à fournir un résultat qui fut connu à l'avance, mais on conçoit que dans un grand nombre de cas la règle des fonctions de fonctions conduira à des résultats entièrement nouveaux et qu'il serait difficile d'obtenir autrement.
Cherchons y par exemple, la dérivée de e^, en posant
a;*= ti
On voit que la dérivée demandée est le produit de 2x , dérivée de u par rapport à jr, et de c*, dérivée de e* par rnpport à u ; elle est, par conséquent , égale à
254. On peut généraliser la règle des fonctions de fonctions et rétendre à des expressions qui dépendent de la variable x au moyen de plusieurs fonctions intermédiaires.
Posons , en effet , u = ^[x)
et cherchons la dérivée de z par rapport à x ; soit, àx un accroissement attribué à a:, Aw, Av, âkw. As, les accroissemenls qui en résultent pour w, v , w, s ; on a , identiquement ,
âkZ As \w Av âkU
Aw Aw ' Ai; ' Aw * Aa: '
et Ton voit que si Aa? tend vers zéro, le premier membre a pour limite la dérivée de z par rapport à a? , cl les facteurs du second tendent vers les dérivées des fonctions s , w, v ^u, par rapport aux variables dont elles dépendent immédiatement. On en conclut que la dérivée de w est encore le produit obtenu en multipliant les dérivées des diverses fonctions z, w, v, u, prises chacune par rapport à la variable dont la fonction dépend immédiatement.
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Dérivée (]*un produit.
2âo. Soient u ^v,Wj des fondions données en nombre quelconque , et z leur produit , dont on demande la dérivée.
On a z=-u.v .w^
en prenant les logarithmes des deux membres , il vient
log 5 = log w + log t; + log w,
et si Ton prend les dérivées des deux membres, on a, en appliquant la règle des fonctions de fonctions, et désignant par z\ u\ v'j Wf les dérivées de z, u^v,w,
loge , loge ,, loge ,, loge ,.
d'où Ton déduit
s'= - w' + - v' 4- - tt;' = vum' + uwv' + uvw'.
Ainsi, la dérivée d'un produit est la somme des produits obtenus en multipliant successivement la dérivée de chaque facteur par le produit de tous les autres.
Dérivée d'un quoUent.
286. Soient w et v deux fonctions de a?, et - leur quotient, dont on demande la dérivée, on a
Eu prenant les logarithmes, il vient
log3 = log 1^— log v;
et si l'on prend les dérivées des deux membres, cette équation donne, en adoptant les mômes notations que précédemment,
loge , loge , loge ,.
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d'où Ton déduit
. z j z , \ , ti , vu' — uv'
Telle est la formule au. moyen de laquelle on peut trouver la dérivée d'un quotient, lorsque l'on connaît celles du numérateur et du dénominateur.
Dérivée d'une puissance.
257. Soient u une fonction de â?, et m un exposant, entier ou fractionnaire, positif ou négatif; désignons par z la puissance w*", et cherchons-en la dérivée ; ou a
En prenant les logarithmes, il vient
log z^=m log u\
et si l'on prend les dérivées des deux membres, on aura, en adoptant toujours les mêmes notations,
log e , log e , z u
d'où Ton déduit s' = m - ti' = mu*^^, u\
Remarque I. Dans le cas où m est entier, cette règle pourrait se déduire du théorème des fonctions de fonctions : car u étant une fonction de x, u"^ est une fonction de fonction; et Ton a vu (246) que sa dérivée par rapport à u est mu'^K
Remarque IL Si , dans la formule précédente , on suppose u = x, on obtient la dérivée de a?*, et l'on voit qu'elle est maf"-^ : celte dérivée s'exprime par conséquent par la même formule que lorsque m est entier.
Dérivée de u".
2S8. Considérons enfin l'expression plus composée, dans laquelle l'exposant est lui-même fonction de la variable x, et
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cherchons la dérivée de w^ u ti v désignant deux fonctions quelconques de x.
Posons • s ==!#•,
on obtient, en prenant les logarithmes,
log«=:vIogii;
et si nous prenons les dérivées des deux membres , en appliquant la règle donnée pour la dérivée d'un produit, il vient
log e , ,1 , t? log e ,
d'où Ton déduit z'= z(^^^^ + \'\.
Exemple. Si Ton pose r=a?, t* = a?, la fonction z devient a:*, et la dérivée est
Applications des règles précédentes.
Les règles précédentes permettent de former la dérivée
d'une fonction algébrique donnée, quelque compliquée qu'elle soit; nous en donnerons quelques exemples.
1** Trouver la dérivée de la fonction y = y/l +a;'. On posera l-|-a5* = w,
et on trouve (2S2 , 2S7),
v' = iu-i.u'= — £ — .
2"* Trouver la dérivée de la fonction y = ,7—; — -.
Nous pouvons considérer celte expression comme une frac-
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lion; et, en appliquant la règle '236} , on trouve
^"" [\+xf^ ~{\+xT^'
On poarrait encore considérer la fraction proposée comme la n-* puissance de , et appliquer la règle (2o7) ; on au-
rait alors
î^=« (if^r- (rf^)'= "• {tt^
résultat conforme au précédent. 3* Trouver la dérivée de la fonction
V^ar» — 1 + 1
Eu posaul , = U ,
on aura y = log U
ct(2»3) ,y = Ilîii,U'.
Pour trouver U', il faut appliquer la règle (fi^B) , et l'on trouve
jj,__ y/a;* — t yjx^ — 1
el, par suite, y = ^
4* Soit enfin y=€^l.x, le logarithme étant pris dans la base (le Neper ; on trouvera
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DÉRIVÉES DES FONCTIONS GIRGUUIRES
Dérivée de sin x.
260. La dérivée de la fonction sin x est, par définition , la limite du rapport
sin {x-\' h) — sin x
Or, on a, d'après les formules connues de la trigonométrie,
sin (x + h) — sina?=2sin-cos(ir+ ô)* Donc
h = — nr — ---TK^-'^^
Mais on sait que h devenant très-petit, le rapport du sinus à Tare correspondant tend vers l'unité. D'ailleurs, cos(a?4-ô)
s'approche indéfiniment de cos a?, et, par suite, Texpression précédente a pour limite cos x.
La dérivée de sin x est donc cos x.
Dérivée de cos x.
26i. On a cos a: = sin (| — xj;
et, par conséquent, cos x peut être considéré comme une fonction de fonction. En appliquant la règle (252) , on trouve
(cosir)' = cos^^ — a?V| — a?j = — cos(^—xj = — smx.
La dérivée de cos x est donc — sin x.
tTA
SCf^CNiai \aiz
(bnçx/^
Lu dérivée de tans x est dî»e
S65. Ona secx =
Donc -jiecx/ =^cos-*x/ =— (cos x)-*. (— sinx) = La dérhrée de sec x est donc
S04. RnfABQCE. Noos admettons dans les paragraphes précédents que l'arc x soit mesuré par son rapport an rayon do eerde dcot il lait partie. Cest en effet dans cette hypothèse seulement qu'il est vrai de dire , comme nous Favcms ùdt (900), que le rapport du sinus à Tare taid Ters runité hwsque Farc diminue.
Dérivées des fonctioiii dreolaires iuyenes.
865. Toutes les fois que deux Yariables sont liées de telle manière que la Taleur connue de Tune détermine la valeur de l'autre , eUes sont dites fonctions Tune de l'autre. Ainsi, par exemple, le sinus d'un arc est une fonction de cet arc, mais, réciproquement , Tare est fonction du sinus , car à chaque valeur du sinus correspond une valeur déterminée de Tare. Nous désignerons cette fonction par la notation
are sin x,
que Ton doit lire : arc dont le sinus est x.
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Posons y==arc sin â?
et cherchons la dérivée de y par rapport à x.
De l'équation y = arc siû x
on déduit x = sin y,
en prenant la dérivée des deux membres, et appliquant, pour le second, la règle des fonctions de fonctions, on trouve
1 = cos y X y\
donc y'==- ,
^ cos y'
mais sin y étant égal à a: , cos y est égal à ± \/l — ^, et Ton a, par conséquent,
Il peut sembler extraordinaire que la dérivée cherchée ait un signe indéterminé. Mais on remarquera qu'à un même sinus correspondent plusieurs arcs , dont les uns ont un cosinus positif et les autres un cosinus négatif; ce sont ces divers arcs qui ont des dérivées différentes, chacun d'eux, bien entendu, ne peut en avoir qu'une seule.
Dérivée de arc cos op.
Si l'on pose y = arc cos or, on eu déduit x s= cos y
et en prenant les dérivées des deux membres
l=— sinyxy',
d'où l'on déduit y'2= : — = "x: -, ' \.
^ sm y ^ v/i— 0?*
Le second membre devant être pris de signe contraire à sin y , c'est-à-dire au sinus de l'arc dont on cherche la dérivée.
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On peut remarquer que les deux fonctions arc sin x et arc cosa: ont, d'après ce qui précède, des dérivées égales ou égales et de signes contraires , on s'explique facilement qu'il doit en être ainsi , en remarquant que si y désigne un arc dont le sinus
soit x^ -— y et y — - auront x pour cosinus. On a donc
- — arc sin a? = arc cos x et arc sin[a? — ^ = arc cos x.
On voit, d'après cela, que suivant la valeur adoptée pour arc cos X , sa dérivée sera égale à celle de arc sin x ou égale et de signe contraire.
Dérivée de arc tangx.
Posons y == arc tang x
on en déduit x = tang y ,
et en prenant les dérivées des deux membres
COS* y ' donc y'= cos' y = ^-p^^ = ^.
La dérivée de arc tang x est donc , ,.
On voit que la fonction arc tang a? n'a qu'une seule dérivée. Il existe cependant un nombre infini d'arcs qui correspondent à une laijgcnte donnée ; mais si Ton désigne l'un d'eux par y , tous les autres sont compris dans la formule
WTT + y;
ils ont, par conséquent, même dérivée que y.
Tableau des dérivées.
Si68. Comme il est nécessaire de connaître les formules
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fondamen laies du calcul des dérivées , je les ai toutes réunies dans le tableau suivant :
ax + h,
9"y = Ioga?,
O» y = 8ln 0?, !• y = co8a;,
2«y = langir, 3oy = cotang«, 4* y=isécâp, S'^y^coséco;,
6«y =arcsinâ;,
7''y = arcco8«;
8<> y = arc langer, 9» y = arc col a; ,
20"y = arcsécap, 21° y = arcco6éc«/
22'y = log8ln«, 23'*y = logcosâ;,
24°y = IogtaDga;,
f'x^.x + fx.^'x.
fx.<^x-^fx,f(t'x
fi*.
- lOg tf .
C08 âP.
— sin X,
C08' Of'
8in' a;' 8ina;
cos' X
cosag 8in' as'
Vl — «»'
«Va;'— 1
cotang X.
— tango;.
siux.cosa;*
Conditions pour qu'une fonction soit croissante ou décroissante.
2«9. Soit /(a?) une fonction quelconque de la variable x. On
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dit que cette fonction est croissante lorsqu'un petit accroissement , attribué à la variable x , fait prendre à la fonction une * valeur plus grande ; lorsque Ton a, en d'autres termes, pour de très-petites valeurs de A,
il est évident , d'après cela , que si la fonction f{x) est croissante , la fraction
est toujours positive pour de petites valeurs de A; et, par conséquent, sa limite qui est la dérivée de f(x) est positive. Ainsi donc : lorsqu'une fonction est croissante sa dérivée est positive. Réciproquement : une fonction f{x) est dite décroissante lorsqu'un petit accroissement , attribué à la variable x , fait prendre à la fonction une valeur plus petite; lorsque Ton a, en d'autres termes, pour de très-petites valeurs de h
Koo+hXflx);
il est clair, d'après cela, que si la fonction f{x) est décroissante, la fraction
est toujours négative pour de petites valeurs de h; et, par conséquent , sa limite qui est la dérivée de f{x) est négative. Ainsi donc : lorsqu'une fonction est décroissante sa dérivée est négative.
Les deux théorèmes précédents sont d'im grand usage dans l'élude des diverses fondions.
Lorsque la variable de laquelle dépend une fonction change d'une manière continue , la fonction elle-même varie d'une manière continue , et les théorèmes qui précèdent nous permettent de trouver les valeurs de la variable pour lesquelles la fonction est croissante ou décroissante.
Si la fonction considérée devient maxima pour une certaine valeur a de x ^ elle est croissante lorsque x est moindre que a , et décroissante dès que x dépasse cette limite. La
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dérivée doit donc changer de signe, en passant du positif au né^ gatif^ lorsque x croissant d*une manière continue Tient à atteindre la valeur a.
On verra de même que si , pour x = a , la fonction considérée est minima , la dérivée doit changer de signe en passant du négatif au positif lorsque x , croissant d'une manière continue, atteindra la valeur a.
On voit, par ce qui précède, que les valeurs de x qui rendent une fonction maxima ou minima sont celles pour lesquelles la dérivée de cette fonction vient à changer de signe ; et comme une fonction continue ne peut changer de signe qu*en passant par la valeur zéro , intermédiaire entre les valeurs positives et négatives, il en résulte qu'une fonction dont la dérivée est continue ne devient maxima ou minima que pour les valeurs de la variable qui annulent la dérivée.
La réciproque n*est pas exacte : pour qu'il y ait maximum ou minimum, il faut que la dérivée change de signe; et un grand nombre de fonctions peuvent s'annuler sans changer de signe.
Nous appliquerons les considérations qui précèdent à l'étude de quelques fonctions.
l'» Étudier la fonction af lorsque x varie de 0 à ».
Commençons par chercher la valeur de cette fonction pour a? = 0. Si Ton. attribue immédiatement cette valeur à la variable , la fonction prend la forme indéterminée 0^ qui n'a aucun sens ; car, d'une part , toutes les puissances de 0 sont nulles ; et , d'autre part , toute puissance dpnt Texposant est zéro est égale à 1. Pour connaître la véritable valeur de af^ c'est-à-dire la valeur vers laquelle converge a?* lorsque x diminue de plus en plus, posons
si nous prenons les logarithmes des deux membres , il vient
logy = a?loga7.
Or, puisque x doit recevoir une valeur très-petite , posons-le égal à -, -5 étant très-grand ; on aura
y=-log-= — log-s.
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Or, il est évident qu'un nombre très-grand est beaucoup plus grand que son logarithme (si par exemple les logarithmes sont
pris dans la base 10, le logarithme d'un nombre de lOOÔ chif-
fres a seulement 999 pour partie entière). - log z a donc pour
limite 0; et, par suite, logy diminue indéfiniment, d'où Ton conclut que y tend vers Tunité.
Pour étudier les variations de a?*, à pariir de la valeur 1 , prenons la dérivée de cette fonction. On a (258), pour expression de cette dérivée ,
le logarithme étant pris dans la base de Neper.
Si X est très-petit, cette dérivée est négative, of commence donc par décroître , et diminuera tant que Ton aura
c'est-à-dire
ou
Pour a? = -, la dérivée s'annule et la fonction devient minima;
X croissant à partir de la valeur -, la dérivée est toujours posi-
tive et a;* croît sans limite.
2*» Étudier la fonction
le logarithme étant pris dans la base de Neper.
Pour a? = 0 on a , évidemment , y = — oo. Si Ton prend la dérivée, on trouve
y=-ir-'
Cette dérivée est positive tant que x est plus petit que e\ la fonction augmente donc sans cesse lorsque x passe de la valeur 0 à la valeur e. La fonction passe alors de la valeur — a> à
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la valeur-. Cette valeur- est son maximum , et la dérivée défi e
venant ensuite négative, la fonction diminue indéfiniment, et
l'on voit sans peine qu'elle tend vers zéro lorsque x augmente
sans limite.
S'» On donne la somme a: + y. Trouver le maximum ou le minimum de «:"•+ y"*.
Remarquons d'abord que, la somme a? + y étant donnée, y est une fonction de a?, et que, par conséquent, 5?"'+ y** esit aussi fonction de a;; on peut, par conséquent, lui appliquer le théorème démontré plus haut (260).
Posons a? + y = 2a ,
Il faut chercher la dérivée de u et l'égaler à zéro ; or, on a évidemment
D'ailleurs, l'équation x-^y = 2a donne l+y'=0;
donc y' = — 1,
La condition vf = 0
revient donc à a?**"* = y"*~*,
et exige, par conséquent, que l'on ait a?=:y, et, par suite,
Pour savoir s'il y a maximum ou minimum, il faut chercher (260) si, lorsque a?, en croissant, passe par la valeur a, la dérivée, en changeant de signe, devient négative ou positive. Or, en supposant m plus grand que 1 , pour x plus petit que a ,
maf^^ — my
est négatif, et pour a? plus grand que a, cette différence est positive ; donc il y a minimum. La conchision serait opposée si m — 1 était négatif.
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4'' Chercher es valeurs maxima et minima de Texpression
Cherchons d'abord Ta dérivée y' de y; on a, d'après la règle donnée (886) ,
^"" (a;«+a?+l)« "" (a;»+aî+l/'
Le dénominateur de y' étant positif, le signe de cette dérivée sera celui de ftr* — 10a: — 11. Or, ce Irinome est négatif quand x est compris entre les racines de réquation
et il est positif dans le cas contraire. Les deux racines de Téquation [1] sont :
les valeurs correspondantes de y sont
19zp2v/9Ï
on voit que la fonction y (qui ne devient pas infinie, et est par conséquent continue) est croissante lorsque a: varie de — qd à x'; elle décroît ensuite, lorsque x varie de a/ îi o^, pour augmenter indéfiniment quand x augmente à partir de la valeur af. On voit donc que la fonction atteint son maximiun pour x=x\ et son minimum pour x=x^.
On voit, d'ailleurs, que, pour des valeurs très-grandes de x, la fonction diffère peu de Tunilé ; car, en remplaçant , pour de telles valeurs, le numérateur et le dénominateur par leurs premiers termes, qui sont égaux, Terreur relative commise
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sur Tun et sur Tautre» et, par suite, sur le quotient, est évidemment très-petite.
En résumé, la marche de la fonction est indiquée par le tableau suivant :
a7 = a:'= — 0,76S5... y = 12,6929... maximum
X = 2,4232. . . y = — 0,0262. . . minimum
a?=z=Qo y = l.
270. Les fonctions considérées précédemment sont continues, et les théorèmes démontrés (269) s'y appliquent sans difficulté; mais il n'en est pas toujours ainsi, et il faut alors avoir soin d'examiner à part les valeurs de la variable pour lesquelles la fonction change brusquement de valeur. La considération de la dérivée ne suffit plus alors pour étudier les variations de la fonction.
Soit, par exemple, la fonction
_a?*— 2a?+7 ^""ir»— 8a?+15*
On voit immédiatement que cette fonction est discontinue pour les valeurs de ip=3 et a?=5, qui annulent le dénominateur; et par conséquent on ne pourra appliquer les théorèmes de la théorie des dérivées que pour des valeurs de x variant entre des limites qui ne comprennent pas l'un des nombres 3 et 6. On a, en prenant la dérivée de y,
,_—ftr' + 1^^ + 26
Si Ton résout Téqualion
on trouve x = — ^ — ,
et, par suite; ^-^ — 1,13173
les Tafems cotrfmwdinlrs de f sost
oa jr = 0,41619 SttTi
et, par suite, y^ est négatif tant que x est oompris entre — OD et j:', positif poin* les laleors de X coo^rises entre a/ et :r^, et il redeneni né^tif pour x pins grand qne x^. D*après oda, cm devrait oondore (M9; qne f décroit lorsque x varie dans le premier interralle, qn*il augmente dans le second et diminue dans le troisiàne. Mais, pour les raisons indiquées {dus haut, ces conditions cessent d*être exactes, à cause de la discontmmté de y.
y diminue, en effet , quand x varie de — acàx^:car, dans cet intenraUe, la fonction est continue et la dériTée .est native.
Lorsque x varie de x' à 3, y augmente; il devient infini pour X =3; puis il passe brusquement à la valeur — qd, etaugmente de nouveau jusqu'à x=x^, valeur pour laquelle y est maxi^ mum. A partir de la valeur x^, y diminue jusqu'à ce que Ton ait x=5, valeur pour laquelle y est — od ; puis cette fonction passe brusquement à la valeur -1- <* » el diminue ensuite sans cesse, à mesure que x devient de plus en plus grand.
Si on remarque , comme plus haut , que , pour des valeurs très-grandes de x, positives ou natives, y diffère peu de Tunité, on pourra représenter les conclusions qui précèdent par le tableau suivant, et l'on se fera facilement une idée de la marche de la fonction , qui , dans chaque intervalle , varie toujours dans le même sens.
x = x'=— 1,1387... y = 0,4l619... minimum
x= 3 y = dzoo
x = x"= 3,80599... y = — 14,41619... maximum
X= 6 y=:qioo
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Deux fonctions qui ont des dérivées égales ne peuvent différer que par une
constante.
27 i . Si deux fonctions ont des dérivées égales, leur difTérence a évidemment pour dérivée 0. Il suffit donc, pour prouver le théorème énoncé, de faire voir qu'une fonction dont la dérivée est nulle est nécessairement constante.
Soit ¥{x) une fonction dont la dérivée soit nulle. Considérons les fractions suivantes
fV(x + h) — F(x) h -'*'
F(a?+nA) — F[a? + (n— 1)A]_
Supposons que h tendant vers zéro , n augmente de telle manière que le produit nh conserve une valeur constante k. Les seconds membres ci, et, ... «n tendront tous vers zéro, car, par hypothèse, le rapport de l'accroissement de la fonction à Taccroissement infiniment petit de la variable a toujours zéro pour limite : en chassant les dénominateurs des équations [1], et ajoutant ensuite ces équations, il vient
¥(x + wA)— F(a?) = F(a? + A;) — F(;z?) = A(6l-}-^+ ...eO,
et, en nommant vj le plus grand des nombres ci, e«, ... en ,
F(x + A) — F(^) < WTift < Yj A.
Or, les quantités 6i, «s, ... <t» tendant toutes vers zéro, la plus grande d'entre elles r\ peut devenir aussi petite que Ton veut, et, par suite, la différence, ^r«, F(x + k)'-F(x)^ ne peut différer de zéro. Deux valeurs quelconques de F(x) sont donc égales entre elles, et la fonction est constante.
286 THÉORIS DES DÈRIVÉBS.
Revenir de la dérivée ^ la fonction primitive dans les cas les plus simples.
272. La recherche d'une fonction dont la dérivée est donnée est l'un des problèmes les plus difficiles que présente l'analyse, et l'on est loin de savoir le résoudre en général. Le théorème qui précède prouve au moins qu'une fois une pareille fonction trouvée, toutes celles qui ont, comme elle, la dérivée proposée, s'obtiendront en lui ajoutant une constante, de valeur arbitraire.
Nous nous bornerons ici à traiter le problème dans les cas les plus simples, où la solution s'aperçoit en quelque sorte immédiatement :
m+i' sin mœ
m cosmx
m a'' loge Togo"
V Quelle, est la fonction dont la dérivée est Aaf»? 2« Quelle est la fonction dont la dérivée est cos mxl y Quelle est la fonction dont la dérivée est sin mxl
4*" Quelle est la fonction dont la dérivée est a'^ ?
6» Quelle est la fonction dont la dérivée est tang iP?
^ . sina? cos'd?
On a tango? = = .
° cosa? cos X
Et Ton volt que la fonction demandée est — log cos x. 6» Quelle est la fonction dont la dérivée est î
On a, en effectuant la division,
La fonction demandée est par conséquent
Nous nous bornerons à ces exemples , ne pouvant indiquer ici aucune des méthodes que l'on emploie pour résoudre le problème dans des cas un peu moins faciles.
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RÉSUMÉ
246. Développement d'une fonction entièrede (co^h) ; définition de la dérivée d'une telle fonction. — 247. Oénéralisation de la définition précédente.
— 248. Dérivées successives. — 249. Dérivée de a". — 2tf0. Dérivée de log X. — 2SI . Dérivée d'une somme. — 252. Dérivée d'une fonction de fonction. — 22$3. Exemples. — 2M. Extension à un cas plus général. — 2o5. Dérivée d'un produit. — 24*6. Dérivée d'un quotient. — 257. Dérivée d'une puissance. — 258. Dérivée de u", u et v étant deux fonctions de x. — 259. Applications des règles précédentes. — 260. Dérivée de sin œ, — 26 1 . Dérivée de cos a?. — 262. Dérivée de tang x, — 265. Dérivée de sécx. — 264. x désigne toujours le rapport de l'arc au rayon. — 265. Dérivée de arc sin x. — 266. Dérivée de arc cos x.
— 267. Dérivée de arc tangx. — 268. Tableau des formules qui donnent la dérivée des fonctions les plus simples. — 269. Condition pour qu'une fonction soit croissante ou décroissante. Application à l'étude de quelques fonctions , et particulièrement de leurs maximum etminimunf.
— 270. Examen d'une fonction discontinue. —27 1 . Deux fonctions qui ont même dérivée ne diffèrent que par une constante. — 272. Retour de la dérivée à la fonction primitive.
EXERCICES
IV. Trouver la dérivée de arc tang . ^ , ^ r-. Dire
pourquoi elle est la môme que la précédente.
V. Trouver les bases dans lesquelles un nombre peut être égal à son logarithme , en emi^oyant l'un des procédés suivants :
1» On étudiera la fonction a? — log a?, et Ton cherchera la condition pour qu'elle puisse devenir nulle.
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2« On étudiera la fonction i , et l'on cherchera la con '
log X
dition pour qu'elle puisse devenir égale à Tunité.
3* On étudiera la fonction a' — x^ et Ton cherchera la condition pour qu'elle puisse devenir égale à zéro.
4*' On étudiera la fonction ^. et l'on cherchera la condition
pour qu'elle puisse devenir égale à l'unité.
On devra, bien entendu, trouver des quatre manières le
même résultat, qui est
VI. Examiner si Téquation
peut admettre d'autre solution que a? = m. On met facilement cette équation sous la forme
log a? _ log m X m
On répondra donc à la question en étudiant la fonction ^^ ^,
et cherchant si cette fonction peut prendre deux fois la même valeur pour des valeurs différentes ira et o? de la variable.
VU. En posant log (j^) = ç(a?), trouver la dérivée de ^(t^—)
\1 "j~ QX/
et celle de J^±È+p^\
Vin. Trouver la dérivée de l'expression
• . smâ?i/l — e*
arc sm - — - — . — .
1 — 6C0Sâ?
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Développement en série de — i.(l— u).
275. Soit X une variable que nous ferons varier depuis a? ==0 jusqu'à x=2U,u désignant une constante positive et moindre que 1.
Posons
le signe / désignant , comme dans le chapitre précédent , un logarithme népérien,
la dérivée de f[x) est ; et l'on a évidemment
ainsi que Ton s'en assure , soit en faisant la division , soit en sommant la première partie du second membre à l'aide de la théorie des progressions.
Posons aussi
[3] cp(a:)=a: + | + | + ...+^,
la dérivée de <p(a?), désignée suivant Thabilude par ^\x\ sera précisément la première partie de f\x\ et Ton aura
[4] ?'(a?) = 1 + a: + ^ + ... + (xr-K
En retranchant l'équation [4] de l'équation [2], il vient
nx)-^\x)=^
Le second membre de cette équation est positif et moindre
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que z , tant que x n'çst pas égal à u, on a donc
Ces inégalités montrent que les fonctions f[x) — ^{x) et f{x)—^x)— , , sont, la première croissante, la
deuxième décroissante quand x croit de 0 à t^.
En effet , les deux fonctions sont continues et la première a une dérivée constamment positive, tandis que la seconde a une dérivée constamment négative .
D'ailleurs les deux fonctions dont il s'agit sont nulles pour a? = 0, donc , pour a? = ti , la première est positive et la seconde négative.
On a par conséquent
/tt^)-cpW(^^,)(,_^)<0,
ynr^i
fin) est donc compris entre ç(w) et <p(w)+ , . , et il
est égal à cp(t«), augmenté d'une quantité moindre que
, . y celte quantité peut évidemment se représenter
P*^ ^ i ^\\(\— \* ^^ désignant par 6 un nombre inférieur à l'unité.. On a donc enfin
c'est-à-dire
w* , tt* . w* . w*^*
u étant, comme on l'a supposé, inférieur à Tunité, on v(Ht que
(n+i)(i-fi)
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teod fers xéro à mesure que m augmente , et Fon a, par conséquent,
La démonstration même prome qne la série qui forme le seccmd membre est con? ergente lorsque « est plus petit que l'unité. On pourrait aussi le déduire des règles démontrées (197).
Déreioppeaeal de 1(1 + •>
S74. Soit X une irariable que nous ferons varier entre les limites 0 et « , « désignant une omstante positifc moindre que 1.
Posons A^> = W+a?).
la dérivée de f[x) est t— ; — , et Ton a
j-ar
ir;^iiiH hi
nx) = l-x+x'-a^.,.±:x^^zçiar±i:^.
Posons aussi 9{x)= x—-^ -f — ... ± — ■
et désignons , suivant la notation habituelle , par <p'(ar) la dérivée de <p(^), nous aurons
[4] ^\x)=l—x + x^...±:ar'^.
en retranchant Téquation [4] de diacune des équations [2] » on obtient
Les seconds membres de ces équations sont de signes contraires , par conséquent les deux fondions f^x) — ^x) et
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f[x) — y(a:) dz , ayant leurs dérivées de signes contraires,
sont Tune croissante , l'autre décroissante quand x croit de 0 à w, et comme elles sont nulles pour a? = 0, pour a? = w elles sont de signes contraires , et f[u) est, par conséquent, compris entre
<p(îi} et <p(w)q_.^ On a donc, en désignant par 9 un nombre moindre que l ,
yn^i
et, par suite, comme , tend vers zéro lorsque n augmente,
Nous remarquerons , comme à la fin de l'article précédent , que la démonstration même de la formule [8] prouve que la série qui forme le second membre est convergente lorsque ti est moindre que 1 .
' La démonstration pourrait même se faire sans modifications si l'on avait v=l ; et la série précédente peut donner, par conséquent, le logarithme népérien de 2.
Calcul des logarithmes népériens.
Reprenons les deux formules
w* . tt'
il vient , en ajoutant et observant que
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_ étant plus grand que 1, posons
d'où «=
2N+A" L'équation [1] devient, en observant que
Celte formule, où N et A désignent deux nombres positifs quelconques, permet de calculer /(N + A), quand on connaît lH.
27G. Si Ton néglige dans le second membre de réquation [2] tous les termes qui suivent ,
^(2i4-l)(2N + Af-*->' Terreur commise sera évidemment moindre que
c'est-à-dire moindre que
(2,- + 3)(2N + A).-{l_(^Jj
En particulier, si on néglige dans la série tous les termes qui suivent le premier, et que l'on écrive simplement
l'erreur commise sera moindre que
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et, à plus forte raison, moindre que
6 W Calcul de l . 10.
277. En faisant N=l , A=l , dans Téquation [2], on obtient Nous donnons ici le calcul des 19 premiers termes.
et , en doublant ,
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Si dans la fonmde [2] on pose «^4, A^=l, on obtient Péqnation
Les termai de b série réduits en fractions décimales sont :
î=0,intl 11111 11111 11111 1
^=0fi004S 7Î473 70827 61774 1
/.6 = 1,60943 79124 34100 37460 En ajoutant ce logarithme à celui de 2 , on obtient
Ce nombre donne, par la simple division,
-L=log<ja=_l_ = 0,43429 44819 03251 82765;
»• lU 2,oU2...
c'est le nombre par lequel il faut multiplier les logarithmes népériens pour obtenir les logarithmes vulgaires.
Calcul des logarithmes vulgaires.
278. Pour obtenir les logarithmes vulgaires, c'est-à-dire les logarithmes dans la base 10, itfttut (241) multiplier les loga-
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rilhmes népérienf par le facteur Tyr, dont nous venons de trouver la valeur. On pourra aussi calculer immédiatement les logariilinies, en remarquant que si l'on désigne ce module par M et qu'on emploie la notation log pour ipdiquer ces logarithmes vulgaires, la formule [2] devient
,og(N + A)-logN = 2M{gjf^ + l(^^+...j.
Si Ton suppose A = 1 , cette formule devient
Iog(N + l)-logN=2M [^^4.|_j^,+...j.
C'est la formule employée par les calculateurs qui ont construit les tables dont on fait usage.
Développement de arc tang u.
Soit X une variable que nous supposons comprise
entre 0 et une limite constante u^ inférieure ou égale à l'unité.
Posons
f[x) = arc tang x ,
nous aurons (262)
01? S^ Jî' jg^**-^
Posons ?(*) = '^— 3+-5— y — - — 4;jzn' et, par suite,
<p'(a?) = 1 — ^ + ar* — a?* — ...— a?***-»,
on aura f[x) — ^\x) = j-TT^-
Par conséquent, la différence fix) — ^'(x) est constamment positive et moindre que x^. On peut donc écrire
r{x)—^xx)>o,
et, par suite, la fonction /"(#)— ^x)
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est croissante; et la fonction
est décroissante lorsque x varie àtOhu. Mais ces deux fonctions sont nulles pour à* = 0. La première est donc positive et la seconde négative pour a?=w, en sorte que f{u) est conapris
entre fs^iu) et yM + 4 1 .* Et Ton peut écrire , en désignant
par ô un coefficient moindre que 1 >
yky^\
c'est-à-dire
arctang«=«-- + ^_- + ..._^-5^+ô^:p^î
et comme, pour une grande valeur de n, lé terme 0 . , est aussi petit que Ton veut, on a
(|#8 i|<6 qjTI
arc tang î^ = î*— -.+ — — — — ...•
Les deux membres de Féquation changeant de signe avec u , celle-ci s'applique évidemment aux valeurs de u comprises entre T-l et + l.
!I80. Si Ton donnait une tangente u plus grande que Tunité, la série qui donne Tare correspondant devenant divergente ne serait plus d'aucun usage, mais on pourrait facilement calculer l'arc demandé en cherchant à sa place arc lang - , qui
est évidemment le complément et qui sera formé par une série convergente. Soit, par exemple, à trouver
arc tang 4,49341 on fera usage de la formule ,
|-arctang«=arctanéi = i-^,+ ^-^+....
Pour calculer les termes successifs de cette série , on formera
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Calcul du rapport de la circonférence au diamètre.
• 881. Si, dans la formule démontrée (279), on suppose u=:l, arc tang u est égal à ^ , et Ton a
Cette série est convergente , mais les termes décroissent trop lentement pour qu'on puisse facilement l'employer au calcul du nombre tt.
On peut obtenir d'autres expr^sions qui conduisent rapidement à des valeurs très-exactes de ce nombre. Posons
arc tang x=p^ arctangy = 5r,
ou aura a; = tangp,
y=lmgq,
tang(p+g)=!""f^ + l""^^=^^; ovr- I ï/ I — tangptangg 1 — y^
donc arc tang a? + arc tang y = arc tang . * *
1 — — xy
On trouverait de même
arc tang x — arc tang y = arc tang , ^*
xy
En faisant, dans la première de ces équations, y =a?, y=2j7, y=r3a7, on trouvera successivement,
2 arc tang x = arc tang , ,
3 arc tang x = arc lang - — 5-^ ,
1 ~~ ôX
4 arc tang ^ = arc tang ^_^,_^^ ,
et ainsi de suite.
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En attribuant à a? et à y diverses valeurs , les formules précédentes donnent
- = arc tang 1 = arc tang ^ + arc tang ^ ,
= arc tang J + arc tang { + arc tang 4 , = 2 arc tang ^ — arc tang ^ , = 2 arc tang J+ arc tang^ , = 3 arc tang J — arc tang j^ , = 4arctang|— arctang^.
La dernière de ces exprcssioBS est celle quj se prête le mieux
au calcul de 7.
Voici le tableau des calculs à faire : TT = 4arc tangg —arc tang 555
~^\6'"ïï:ô»'^ô:5»^**7 \239'"3lt^
Les différents termes de la série arc tang— ^, réduits en fractions décimales, donnent :
0,00418 40760 02074 72386 45=arctang|5g Pour évaluer arc tang-, calculons d'abord les termes positifs
de la série :
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+W86 44=2ji^,
0,20006 40569 51981 47467 ^=1+-^+^^+- Si nous calculons ensuite les termes négatifs, nous aurons : 0,00066 66666 66666 66666 67=3^3 18285 71428 67142 86-^^3-, 18 61818 18181 82=:j^, 2184 63333 63=j^ 2 76641 05= j^ 364 72=^ 60= '
En retranchant ce nombre de la somme des termes positifs, on obtient, pour valeur de Tare tangi,
0,19739 65698 49880 76837 01 = arctangi
ou 0,78968 22393 99623 03348 04=:4arctang| et 0,00418 40760 02074 72386 45=arctang-L
Donc 0,78539 81633 97448 30961 59=^ 3,14159 26535 89793 23846 = n
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EXERCICES
II. Démontrer la formule
/(a?-} 5) == /(a?+3) + /(a?— 3)+ i(ap+4) + /(ic— 4) — /(j?— 5) — 2te —
Ix'— 26x^+72^^ V^— 25a?«+72/ ^••'J
III. Si a et 6 désignent deux nombres positifs donnés, et que Ton forme une série de nombres d'après les formules suivantes,
tt'=4(a+6), V = )j7b,
en posant, en outre, a=6cos9, a<**> et 6^"^ Seront exprimés par les formules
2"tang^|;)
2^sin
et la limite commune vers laquelle convergent a<*> et ft<*^ est
4/0» fl« 2
• Si a=0, b=\ , cette limite est -.
DE DEGRE QUELCONQUE
Variations d'uoe fonction entière A')-
S8S. La forme la plus générale que puisse présenter une fonction entière de x^ f(x) est la suivante :
Ay Ai* . . A« dé^gnant des coefficients constants, et m le degré de la fonction.
Lorsque x varie, ce polynôme peut changer de signe en suivant des lois d'accroissement ou de décrolssement très-variables avec la valeur et les signes des coefficients. Il existe cependant quelques principes généraux qui , pour être presque complètement évidents, n'en sont pas moins très«utiles k signaler d'une manière toute spéciale.
Théorème I. Toute fonction entière et rationnelle d'une vor riable x, est une fonction continue. C'est-à-dire que si l'on fait croître la variable d'une manière continue, la fonction croîtra aussi d'une manière continue^ et ne pourra pas passer d^une va^ leur à une autre sans passer par toutes les valeurs intermédiaires.
Pour prouver qu'une fonction fix) est continue, il suffit de faire voir qu'en donnant à â? un accroissement h suffisamment petit, Taccroissement
de la fonction pourra être aussi petit qu'on le voudra. On sait que le rapport
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a pour limite, quand h lend vers zéro, la dérivée de /(;r), qui est
m \ ic*-'+ (m— 1) Aia?"»-«+(»i— 2) A«a;"^+ , . . +A«-i; on a donc ^ — *— ^ — Li-J = /^(a?) + 8,
e étant une quantité qui tend vers zéro avec h. On en lire
f'(x), n'ayant pas de dénominateurs qui puissent s'annuler, n'est infini pour aucune valeur de x ; le produit
tend donc nécessairement vers zéro avec A, et, par suite, il en est de même de f{x -f A) — /"(x), ce qui démontre la proposition énoncée.
Remarque. La démonstration s'applique évidemment à toute fonction dont la dérivée est finie, et Ton peut énoncer ce théorème plus général.
Une fonction reste continue tant que sa dérivée ne devient pas infinie.
Théorème II. Dans une fonction entière
f(x) = kx'--]-kiX^'+ . .. A«^ia?+A«,
on peut toujours donner à x une valeur assez grande pour que le premier terme devienne aussi grand que l'on voudra par rapport à la somme de tous les autres^ et donne^ par conséquent^ son signe au polynôme.
Pour prouver que le premier terme peut devenir aussi grand que Ton voudra, par rapport à la somme de tous les autres, il suffit, évidemment, de prouver qu'il peut devenir aussi grand que Ton voudra, par rapport à chacun d'eux considéré isolément.
Or, en comparant le premier terme Aa;*", au terme général An^"*~*, on a
Aa*** a
AnX--~ a, '
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et ce rapport, à cause du fadeor x", peut grandir sans limite. On peut donc prendre n assez grand pour que le premier terme soit mille, cent mille, un million, cent millions... de fois plus grand que l'un qaekonqae des autres, et, par suite, aussi grand que l'on voudra, par rapport à leur somme.
S84. Rexiiqci. n résulte du théorème précédent, qu'une fonction de degré pair a le même signe que le coefficient de son premier terme , pour de très-grandes valeurs positives ou négatives de la variable ; une fonction de degré impair, a, aussi, le même signe que le coefficient de son premier terme quand la variable reçoit une valeur positive très^grande ; mais elle prend un signe opposé à ce coefficient lorsque â; est négatif et de très-grande valeur absolue.
EOWLS. a!»— lOOOx*— 19500ar»4-l
est positif si la valeur absolue de â; est suffisamment grande, quel que soit du reste son signe.
est positif pour de grandes valeurs positives de âp, et négatif, lorsque x étant négatif, a une valeur absolue suffisamment grande.
S8tf. TatoRÈMS III. Lorsque deux nombreSj a et b, substiiués dans une fonction entière f(x), donnent des résultats de signes ûontrairesy l' équation f(x)ssO a ou moins une racine réelle eomr prise entre a et b.
Si l'on suppose, en effet, que x varie d'une manière continue depuis la valeur â? = a jusqu'à la valeur x^=b^ f(x) (SSS) variera lui-même d'une manière continue; or passant de la valeur f(a) à la valeur /*(&), qui a un signe contraire, il devra nécessairement changer de signe, et, à cause de la continuité, il prendra la valeur zéro^ intermédiaire entre les valeurs néga* tives et les valeurs positives.
Remarque 1. Le même raisonnement s'applique à toute équation dont le premier membre est fonction continue de la variable x.
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286. Remarqub II. On peut déduire des théorèmes précédents qu'une équation algébrique de degré impair^ a au moins une racine réelle de signe contraire à son dernier terme.
Soit /(ar)=a;«*+*+ Aia?»»+A,a^* + . . . +A,^i=0
une équation de degré impair.
Si Ton substitue à x une valeur négative très-grande, le résultat de cette substitution sera négatif (284). Si l*on substitue, au contraire, une valeur positive très-grande, le résultat sera posilif; si, enfin, on substitue à a? la valeur 0, la fonction f{x) se réduira à son dernier terme An+i.
Nous pouvons indiquer ces résultats par le tableau suivant :
Valeurs de x.
Signe de f{x).
Signe de A^^.!,
Si donc k^i est négatif, f{x) change de signe lorsque x passe de la valeur 0 à -|- <» , et a, par suite, une radne positive. Si Àn+i est positif, «raO et â;= — qo donnent kf{x) des valeurs de signes contraires, et il y a, par conséquent, une racine négative.
Exemple. L'équation
a au moins une racine ppsitive, et
aj» + 8a?* + 3 = 0 au moins une racine négative.
887. Remàequs III. Une équati(m de degré pair^ dont le dernier terme est négatifs a au moins deux racines réelles.
Soit
/^(a?) == aï** + Aia5*^* + Aia5*»--« + . . . + Aftn-iaî + Aftn == 0 une équation de degré pair dont le dernier terme est négatif.
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D'après ce qui précède, on peut former le tableau suivant :
Valeurs de x. Signes de f{x).
Lors donc que â? varie de — œ à 0, f{x) change de signe, et il en est de même lorsque x varie deOà-f-^o.Ilya donc nécessairement une racine comprise entre — oo et 0, et une autre entre 0 et + « , c'est-à-dire deux racines, Tune positive et l'autre négapye.
Nombre des ncines d'une équaUon.
S8B. Nous admettrons sans démonstration la proposition suivante, qui est fondamentale, et qui, hàtons-nous de le dire, peut se démontrer en toute rigueur.
Toute équation algébrique à une inconnue^ ne renfermant que dê$ fuis8a$iee$ entières et positives de cette inconnue j et dont les aœffleients sont des nombres donnés^ réels ou imaginaires^ admet au moins une racine réelle ^ ou une racine imaginaire de la forme
, a+ bv^ — 1, ^etb désignant deux nombres réels.
Cette propositicm étant admise, nous en déduirons facilement la suivante :
Théorème fondamental.
2A9. Une équation du degré m de la forme
dans laquelle A, Âi, At, ... A.» représentent des nombres donnés^ • réels ou imaginaires^ admet toujours précisément m racines réelles ou imaginaires.
En représentant par X le premier membre de Téqualion [l], X = 0 admet , en effet , par hypothèse , au moins une racine. Si nous désignons celle racine par la lettre a, qu'elle soit réelle ou imaginaire , X sera [4] divisible par ^— a. Désignons le
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quotient par Q; il sera , dans tous les cas , du degré m— 1, et son premier terme sera kx'^K Nous aurons idenliquement :
Puisque,, par hypothèse, toute équation a une racine, Q= 0 en admet une ; si nous la désignons par 6, on aura :
et, par suite,
[3] \ = {x — a){x — b)Qi.
D'après le même poslulatum , l'équation Qi =0, qui est du degré m — 2 , et dont le premier terme est évidemment Ajf^*^ doit admettre une racine. Si nous la désignons par c, on aura :
Qi = {x — c)Qt, et, par suite,
[4] X = (ar — aXar — 6X«~c)Qi>
le premier terme de Qi étant évidemment Aof^'.
En continuant de la même manière» et opérant sur Qk coDune on Ta fait sur Q et Qi , chaque opération mettra en évidence un nouveau facteur du premier degré, et le degré des quotients successifs allant sans cesse en diminuant, on finira par en obtenir un qui sera numérique et évidemment égal à À. On aura donc :
A l'inspection de cette égalité , on reconnaît que Féquatiop X=0 est satisfaite pour les valeurs x=a^ a:=6, x=c ... xsst^ et qu'elle ne peut l'être autrement, car toute autre valeur attribuée à X n'annulant aucun des facteurs du second membre, ne peut annuler le produit.
2110. Remarque. Un produit de plusieurs facteurs n'est nul que quand Fun des facteurs est égal à zéro. Cela n'est évident que quand les facteurs sont réels; mais il est facile d'étendre la proposition au cas même où ils sont imaginaires.
Soit le produit (a-f V^Xû'+ftV^),
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on a
Or on ne peut aToir à la fois :
[2] ofl' — 66=0,
car, en faisant la somme des carrés de ces deux équations, on en conclurait :
[3J {aa! — bbj + {aV + baj = 0.
Or, le premier membre de [3] est identiquement égal à (ai*+ 6^0^ -f- 6^, et ne peut s'annuler que â Ton a asO, 6 = 0, ou bien a' = 0, 6' = 0.
sot. Remarque U. La formule [5] (S89) permet de former le premier membre d'une équation du degré m, lorsque Ton connaît ses m racines. Ce premier membre ne contient rien d'arbitraire que le coefficient A , par lequel on peut évidemment nndtiplier une équation sans altérer les conditions qu'elle impose à rinconnue. Il résulte de là que deux équations qui ont les mêmes racines ne peuvent différer que par un facteur constant.
Polynômes identiques.
SOS. Une équation du degré m ne pouvant avoir plus de m racines, il en résulte que deux polynômes du degré m en x ne peuvent être égaux pour plus de m valeurs de cette variable i sans être complètement identiques. Si , en effet , on égale leur difTérence à zéro, on obtiendra une équation du degré m, qui, si elle n'est pas identique, ne peut être satisfaite pour plus de m valeurs de la variable.
Racines égales.
Dans la démonstration que nous avons donnée (SMS
rien ne suppose que les racines désignées par a, 6, c ... A;, / soient différentes. Le nombre des racines distinctes d*une
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équation du degré m n*est donc pas toujours féeUement égal à m. On énonce cependant tous les théorèmes comme s'il en était ainsi, et pour en acquérir le droit, on dit qu'une racine a est double, triple ou quadruple , lorsque le facteur ar — a, qui lui correspond , figure deux , trois , quatre fois dans le produit qui est égal au premier membre.
Racines imaginaires conjuguées.
994, Si une équation à coefficients réels admet une raciqe imaginaire
elle admet nécessairement, et un même nombre de fois, la racine conjuguée
Si, en effet, Téquation X=0 est satisfaite par l'hypothèse
je dis que le premier membre X est divisible par {x — af-f-^- Effectuons, en effet, la division, le reste, devant être de degré moindre que le diviseur, sera de la forme mx-\^n^ et Ton aura
11] X = [(a?--a)* + ^]Q + »îa?-fn,
m et w étant des nombres réels , puisqu'il n*a pu s'introduire dans le calcul aucune expression imaginaire. Si dans les deux membres de l'équation [1] , nous faisons
a: = a 4- hsf—i , le premier membre s'annule par hypothèse. Il en est évidemment de même de (X'-^af-\'h\ et, par suite, on doit avoir
ce qiii exige wa -}- n = 0 ,
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et, par suite» b n*élaht pas nul»
en sorte que X = [(a? — a)*+ ôTQ.
Or (a:— a)' + 6* s*annulant pour x^=a — V--Î» celte équation prouve qu'il en est de même de X.
Si X est divisible par (a?— a — b^^)\ c'est-à-dire si la racine a4-*/--t est double, il faut que Q soit divisible par
X — a — b\P^y on prouvera alors , comme on Ta fait pour X , qu*U admet aussi le facteur {x — af + ^» et l'on aura :
en sorte que la racine a — h)J—i se trouvera aussi deux fois
dans X. Si X admet trois fois la racine a + hyj — 1 , il doit être
divisible par {x—^a — byf^f^ et, par suite, Qi doit admettre
le facteur x — a — byj^. On prouvera alors, comme on Ta fait pour X et pour Q, qu'il est divisible par {x — a)' + 6*, et que fon a :
en sorte que la racine a — h}/^ est triple, comme sa conjuguée. Le même raisonnement peut évidemment se continuer
indéfiniment, et par conséquent la racine a — h^J^—î a le même degré de multiplicité que sa conjuguée.
Relation enlre les coefficients d'une équation et les racines.
Soit ar+k^x"^^ + • • • + A«_ia? + A
une équation du degré m, dont nous supposons , pour plus de simplicité, que le premier terme ait pour coefficient l'unité. Nous avons vu qu'en désignant par a, 6, c ... A;, / ses racines, on a identiquement :
[1] a?*"4-Ai^"*~*+-'+A«-ia:+A«=(a:— aXa?— ftX^"— ^).-. :
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mais on sait qu'en effectuant le produit indiqué dans le second membre» on aura (208) pour premier terme , a?* ; pour second terme, ic**"* multiplié par la somme des seconds termes — a^ — ft ... — ^, pour troisième terme a?"*-% multiplié par la somme des produits deux h deux de — a, —6, — c ... — /, ou, ce qui revient au même, par la somme des produits deux à deux de a, 6 ... ^, et ainsi de suite; en sorte que si Ton représente par la, 2a6, labc la somme des racines, la somme de leurs produits deux à deux, trois h troi% etc., on a
[2] {x — aXx—b)...ix—ky,x-'l)
=a?~ — ir«-i2a +a?«-'2a6— x'^laba+ ... ±: abc ... kl, ^
le dernier terme étant positif ou négatif, suivant que m est pair ou impair. En identifiant ce produit avec le premier membre de l'équation [i], on conclut le théorème suivant :
Dans toute équation algébrique dont le premier terme a pour coefficient l'unité
le coefficient du second terme Ai est égal à la somme des racines prise en signe contraire.
Le coefficient du troisième terme est égal à la somme des produits deux à deux des racines.
Le coefficient du quatrième terme est la somme de leurs produits trois à trois, pris en signe contraire, et ainsi de suite.
Enfin, le dernier terme est égal au produit de toutes les racines, pris avec son signe ou avec un signe contraire, suivant que le degré de l'équation est pair ou impair.
Ce théorème s'exprime par les équationnifeuivantes :
Al = — {a+b+c-\- ... + k + l),
A, = (a6 + ûc 4-. .. + &? + •• - + ^0, [3] ^ As = — (abc-^abd'\' ... -\- acd-^ ,.. -\- akl '\- .,.) ,
Am==toôc ... kL
En oimsidérant les racines comme des inconnues, nous avons là m équations distinctes auxquelles elles doivent satisfaire;
én^
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lorsque Ton connaîtra qnelqœs-nnes des racines, ces équations pourront faciliter la redierche des antres, mais dles nepeuvent pas servir, en général, à la résolution complète de Féquation {MToposée. Si, en effet, on cherchait, par le mojen de ces équations, à déterminer une racine, a par exemple, il firadrfdl,poar cela, éliminer toutes les autres ; or, quel que soit le moyen que Ton emploie, je dis que l'équation obtenir derra aTœr pour solution non-seulement la Talenr a , mais encore les autres racines 6, c ... i, /. Si Ton remarque, en effet, que les racines entrent absolument de même dans les équations [3] , que rien ne les y distingue les unes des autres, on conclura que si l'on parvient par certains calcols à éliminer toutes les racines à l'exception de a , des calculs tout semblables auraient pu éliminer toutes les racines autres que b par exemple , sans qu'il y eût dans le résultat d'autre différence que le changement de a en b : c'est donc la même équation à laquelle a et 6 doivent satisfaire, et, comme on en peut dire autant des antres racines, il est évident que l'équation en a doit avoir pour racines a, 6, c ... Ap, /, et .qu'elle ne doit, par ccmséquent (991), pas différer de l'équation proposée elle-même. Cette conclusion peut d'ailleurs se vérifier d'une manière bien simple. Reprenons en effet les équations [3]
Ai=: — (a4-6-|.c4-...-|-A-f/), A|P=(a6-)-a£?4-...),
As = — (abe'\-abd -{-...),
A^^zïzabe ... kL
Multiplions la n^emière para****, la seconde paraT-*, la troisième par ar-* ..., la dernière par a, et ajoutons-les; on reconnaîtra facilement que Fon obtient ainsi l'équation
Aia«-« -I- A^"^ -f .. . 4- A« = — a*,
qui n'est autre chose que l'équation proposée dans laquelle a est remplacé par x.
S96. Remarqiie. II ne faut pas affirmer, en vertu de ce qui précède, que les équations [3] ne peuvent jamais conduire à la
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résolution d'une équation algébrique. Il est prouvé seulement» qu'en cherchant à atteindre ce but par l'élimination de m-««l des racines chercbéeft, on serait ramené à l'équation proposée elle-même; mais on peut concevoir d'autres manières de procéder. Cherchons, par exemple, à déterminer les deux racines a et 6 de l'équation
en faîsrat usage des relations
a-f-ft^s — Al, ab es Afl,
Formons le carré de la première équation, et retranchons^^en membre à membre la seconde équation après avoir multiplié tous les termes par 4, il viendra
(a + 6)* — 4a6 = Ai«— 4A,, ou ((i-.6)«=îAi«— 4Ai,
Connaissant a ^^^ et a -^6, on en conclut facilement a et b.
297. Nous terminerons ce chapitre en précisant davantage les conséquences que l'on peut tirer (285) de la substitution de deux nombres différents dans le premier membre d'une équation.
998. Théorèmb IY. Si deux nombres « et p, êubstituéê à x dtms le premier membre d'une équation algébrique X ssO, donnent des résultats de signes contraires^ ils comprennent un nombre impair de racines.
II faut entendre que les racines multiples sont comptées un nombre de fois égal à leur degré de multiplicités
Soient a, b ... ji les racines comprises entre « et p» Q le quotient de la division de X par (a?— «)(«— 6)...(/i?~p); en sorte que
X = (a? — aXa:— b) ... {x—p)Q,
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Q désignant le produit des facteurs qui correspondent aux racines iiiia(|[inaires et aux racines réelles non comprises entre a et p. Si Ton fait successivement, dans cette équation, ar =« , jp=p,onaura
Xj=(p— a)(p-6) ...ip—plQf,
X«, Q«, Xp, Q^ désignant ce que deviennent les polynômes X, Q, lorsque Ton y substitue à a? la valeur a ou la valeur p. Par hypothèse , X« et X^ sont de signes contraires. Il doit donc en être de même des seconds membres. Or Q« et Q^ sont de mêmes signes : car, sans cela, l'équation Q=0 aurait une racine au moins (28S) comprise entre a et p. Il faut donc que les produits
soient de signes contraires; et comme tous les facteurs du premier sont négatifs, et tous ceux du second positifs, il faut évidemment que le nombre de ces facteurs, et, par suite, le nombre des racines a, b ... p soit impair.
. On verrait absolument de même que si deux nombres donnent des résultats de même signe, ils contiennent un nombre pair de racines (ce nombre peut être zéro).
RÉSUMÉ
282. Toute fonction entière et rationnelle d'une variable x -varie d'une manière continue^ •— 283. On peut toujours donner à œ une valeur assez grande pour que la fonction prenne le signe de son premier terme. — 284. Signe d'une fonction de degré pair ou d'une fonction de degré . impair lorsque la variable reçoit de grandes valeurs positives et négatives. — 28i>. Si deux nombres a et 6, substitués à o, donnent à f{x), des valeurs de signes contraires, l'équation f(œ) = 0 admet en moins une racine comprise entre a et 6. — 286. Une équation de degré impair a toujours une racine réelle de signe contraire à son dernier terme. -^ 287. Une équation de degré pair, dont le dernier terme est négatif, a deux racines réelles au moins, l'une positive, l'autre négative. —
PRINCIPES SUR LES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES
288. On admet que toute équation a une racine réelle ou imaginaire.
— 289. Toute équation de degré m a précisément m racines, et leur premier membre est le produit de m facteurs du pcemier degré. — 290. Un produit ne peut être nul que si Tun des facteurs est égal à îçéro. — 291 . Deux équations qui ont les mêmes racines ne diffèrent que par un facteur constant. — 292. Deux polynômes de degré m égaux pour ni-|-4 valeurs de la variable , sont identiques. — 293. Dé7 finition des racines égales. — 294. Si a-f&/^ est m fois racine
d*une équation à coefBcients réels, il en sera de même de a — &\/ — 4.
— 29S. Expression des coefficients d'une équation en fonctions de racines. Les relations ne peuvent pas conduire, par élimination, à la résolution de Téquation. — 296. Il ne faut pas affirmer que , par une autre voie , il soit impossible qu'elles fournissent Texpression des racines. — 297-298. Si deux nombres a et ^ substitués dans f {x) donnent des résultats de signes contraires, ils comprennent un nombre impair de racines; s'ils donnent des résultats de même signe, ils en comprennent un nombre pair.
EXERCICES
I. Trouver le maximum du produit x{p—a?) lorsque x varie deOà^.
Ed conclure les conditions pour que Téquation
x{p — x^)=q admette deux racines positives.
V. Si ai , (X, ... ««, sont n racines de l'équation
les m — n autres racines satisfoirt à Téquation
a?"" +(Ai + SaOa?*-*^ + (A, + AiSai 4- SoiasJa?*-*-^ +(A,+A,2;ai + At2«i«»+ J^fH^^jor-^ + ... =0;
Zori , Soiot , Saïa^ocs désignant la somme des racines , la somme de lemrs produits deux à deux , etc., en comprenant dans ces sommes les produits où la même racine figure plusieurs fois.
CHAPITRE XXI
TIUSORËME DE DESCAETES.
299. Le but de ce chapitre est la démonstration d'un tliéorème célèbre qui permet d'assigner à la seule inspection d'une équation algébrique, une limite supérieure du nombre des racines positives qu'elle peut avoir.
La démonstration de ce théorème repose sur un lemme que nous établirons d'abord.
Lemme. Si l'on multiplie par x — a un polynôme entier et rationnel ordonné^ suivant les puissances décroissantes de x, les coefficients du produit, considérés à partir du premier, présentent au moins un changement de signe de plus que ceux du multiplicande. On suppose, bien entendu, dans l'énoncé précédent, que a désigne un nombre positif.
Soit f(x) le multiplicande considéré. Supposons, pour fixer les idées, que son premier terme ait un coefficient positif; décomposons ce polynôme en groupes de termes, dans chacun desquels tous les coeflficients aient le même signe. Le premier groupe se compose du premier terme et de tous les termes positifs qui le suivent sans interruption ; le second groupe commencera au premier terme négatif, et comprendra tous les termes négatifs compris entre celui-là et le premier des termes positifs qui viennent après ; ce terme sera le premier du troisième groupe , et ainsi de suite : il est bien entendu que chaque groupe peut ne contenir qu'un seul terme. Écrivons le premier terme de chaque groupe
Aaf'++...—1fûf ...H-Qa:«-f-H...— Raf...±Ua?~±±...±V,
les termes que l'on n'écrit pas étant tous de même signe que le premier terme écrit à leur gauche, et qui commence le
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groupe auquel ils appartiennent; il est bon de remarquer que Ldus les termes écrits servent de commencement à un groupe à Texception du terme ±V, qui termine, au contraire, le groupe auquel il appartient.
Multiplions, actuellement, le polynôme ainsi écrit par le multiplicateur a; — a, et attachons-nous seulement à former, dans le produit, les termes en a?"^*, x^\ ic«+*, a:*^*, ...«^*, et, en outre, le dernier terme qpVa.
On verra de suite :
Que le coefTicient du terme en x"*+* est positif; Que le coerficienl du terme en x^^ est négatif; Que le coefficient du terme en x^^ est positif;
Que le coefficient du terme en x"^^ a le signe ±; c'est-à-dire le même signe que celui du terme en x"* dans le multiplicande.
Le terme en a:"^*, dans le produit,'provient, en effet , du produit de Aa?* par a?.
Le terme en x^\ provient du produit — Pa5*+* de — Pa?p par a?, et du produit par — «, du terme qui le précède immédiatement; or, ce terme ayant, d'après nos conventions, un coefficient positif, son produit par — a aura un coefficient négatif qui , ajouté à — P» coefficient de — Px^\ donnera nécessairement une somme négative. Le terme en a?'*^, provient du produit Qa?«+* de -j- Qafl par a?, et du produit par — a, dii terme qui le précède immédiatement; or, ce terme ayant, d'après nos conventions, un coefficient négatif, son produit par — a aura un coefficient positif qui, réuni à +Q» coefficient de -|-Qa?«+*, donneira nécessairement une somme positive.
La démonstration est la rnôme pour les termes suivants.
Ajoutons que le dernier terme du produit, provenant sans réduction du produit de ±:V par — a, aura nécessairement le signe qz, en sorte que le produit peut s'écrire
[2] Aa?«+»...— P'a;P+*...-}-Q'a?«+^..— R'ar+*...±UV+«...qiVa;
P', Q', R', U',... désignant des nombres positifs, et les termes non écrits ayant un signe incertain.
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Or, à rinspectioa de ce produit [2], on voit qu'il a au moins une variation de plus que le multiplicande [1]. En effet :
De Aaf^* à — P'af+*, nous avons au moins une variatioué et ' il n'y en a qu'une dans la partie correspondante du multiplicande.
De — For*^* à +û'aj«^S nous avons au moins une variation, et il n'y en a qu'une dans la partie correspondante du multiplicande.
Nous continuerons le même raisonnement jusqu'au terme ±:U'a?'*+S et nous verrons qu'il y a, jusqu'à ce terme, autant de variations de signe au moins dans le produit, qu'il y en a en tout dans le multiplicande. Mais après le terme ±:U'x'*+S le produit présente encore au moins une variation, puisque ce terme n'a pas le même signe que le dernier terme :;=¥«, et, par conséquent, il y a dani> le produit au moins une variation de. plus que dans le multiplicande. C'est précisément ce qu'il fallait démontrer.
500. Supposons actuellement que l'on considère une équation algébrique
et soit f{x) le produit des facteurs simples qui répondent aux racines négatives ou imaginaires de cette équation. De telle sorte, qu'en nommant a, p, y,... les racines positives, on ait
D'après le lemme précédent, le produit f{x)(x—(x) admet au moins une variation de plus que f(x) : le produit fix){x—oi)ix—p)^ une au moins de plus que le précédent, et, par suite, deux de plus que f(x); f{x)(x—a)(x — ^){X'-'y), en admet au moins trois de plus , et ainsi de suite ; et , par conséquent , Ibrâ même que f{x) aurait tous les termes de même signe, le produit ç(a:) a autant de variations, au moins, qu'il y a de racines «, p, y».-.-
Si toutes les racines de <p(;r) = o étaient positives, on supposerait fx) = l^ et la conclusion n'en subsisterait pas moins.
On peut donc énoncer le théorème suivant :
Une équation algébrique
(p(vr) = 0
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dont le premier membre est une fànction rationnelle et entière de X y ne peut pas avoir plus de racines positives qu'il n'y a de variations de signes dans les coefficients de f {x%
Soit
[I] . 9(ar)=0
une équation algébrique. Si — « désigne une racine négative de celte équation , on aura
<p(— a) = 0; et , par suite , a? = -{~ ^ ^^^ racine de l'équation
obtenue en changeant dans la proposée a? en — x. Cette équation [i] admet donc pour racines positives les racines négatives de Téquation [1] ; et , par suite , en lui appliquant le théorème de Descartés , on aura une limite du nombre possible de ces racines- négatives.
502. Le théorème de Descartes fournit une limite supérieure du nombre des racines positives ou négatives que peut avoir une équation. Mais il arrive souvent que cette limite ne soit pas atteinte, et -que le nombre des racines positives, par exemple, soit moindre que le nombre des variations du premier membre.
On peut démontrer seulement que si ces deux nombres sont différents , leur différence est toujours un nombre pair.
En d'autres termes, si une équation a un nombre pair de variations, elle a aussi un nombre pair de racines positives, et, si elle a un nombre impair de variations, elle a un nombre impair de racines positives.
Remaïquons, pour le prouver, qu'une équation qui a un nombre pair de variations, a évidemment son derniâr terme positif; par suite, en faisant œ==0 et â7=oo , on aura des résultats de même signe, et le nombre des racines positives est (298) pair. Si le nombre des variations est impair, le dernier terme est négatif; a?=0, substitué dans le premier membre, donne donc un résultat négatif; x=qo donne toujours (285) un résultat positif; et, par suite, (298) entre 0 et oo , il y a un nombre impair de racines positives.
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303. Il arrive souvent que l'application de la règle de Descartes rende certaine Tcxistence de racines imaginaires. Si, en effet, le nombre possible de racines positives, ajouté au nombre possible de racines négatives, forme une sounne moindre que le degré de Téquation , il faut bien qu'il y ait des racines imaginaires.
Soit, par exemple, l'équation
son premier membre n'a qu'une variation; elle ne peut donc avoir qu'une seule racine positive.
Si on change x en —a?, la transformée est
qui n'a aussi qu'une variation, et qui ne peut avoir, par suite, qu'une racine positive. La proposée ne peut donc avoir que deux racines réelles, et elle a, par conséquent, au moins six racines imaginaires.
On peut remarquer que les deux racines que la règle de Descartes indique comme possibles, existent certainement dans ce cas ; l'excès du nombre des variations sur le nombre des racines positives étant, en effet, pair (502), il faut bien qu'il soit 0, dans le cas où il n'y a qu'une seule variation.
RÉSUME
299. But de ce chapitre. — Si l'on multiplie un polynôme entier en X par x — a, a étant positif , le produit a au moins une variation de plus que le multiplicande. — 300. Le nombre des variations d'une équation est au moinâ égal au nombre des racines positives. — 301. Limite du nombre des racines négatives. — 302. L'excès du nombre des variations sur le nombre des racines positives est un nombre pair. — 303. Le théorème de Descartes apprend quelquefois qu'il existe des racines imaginaires.
EXERCICES
I. Si l'on a une équation
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que Ton multiplie les termes respectivement par a, a-^-b, a+2b ... a-^-mb, a et 6 étant des nombres positifs, on formera une équation qui a une racine comprise entre deux racines «CMisécutives de la proposée, excepté entre la plus petite racine positive et la racine négative qui la précède.
II. Si une équation algébrique a toutes ses racines réelles , A. B, C, D désignant quatre coefQcients consécutifs , B* — AC et C*— BD sont de mêmes signes.
III. S'il arrive qu'en multipliant le premier membre d'une équation par x — a, on introduise plus d^one variation, l'équation a nécessairement des racines imaginaires.
CHAPITRE XXII
Facteurs communs à deux polynômes.
501. Nous avons ni (289) qu'une fonction entière de la variable X peut toujours se décomposer en facteurs du premier degré, de la forme {x — a), « désignant un nombre réel ou une expression imaginaire indépendante de x. La décomposition ne peut se faire que d]|jiine seule manière , et chaque polynôme admet seulement ub nombre de facteurs égal A son degré. En général , deux polynômes différents admettront des facteurs inégaux > et ce sera seulement dans des cas particuliers qu'ils en auront un ou plusieurs de communs. Il est important , dans plusieurs recherches d'algèbre, de savoir décider si deux polynômes donnés se trouvent précisément dans un de ces cas , et quel est alors le produit des facteurs communs que Ton nomme plus grand commun diviseur des deux polynômes.
Soient ^{x) et ^^x) les deux polynômes ordonnés suivant les puissances décroissantes de x. Supposons ^x) de degré supérieur à 9i(j7), et divisons le premier de ces polynômes par le second. Soient Q le quotient et ^t{x) le reste, on aura
?(a?)=Qîpi(a?)+((>i{a?);
et cette égalité prouve que le produit des facteurs communs à ^[x) et à cp,(a:) est le même que celui des facteurs communs à (pi(a;) et à t^x).
Soit, en effet, (a:— -a) un facteur commun à ^{x) et à <p,(x) cpii figure p fois dans chacun de ces deux polynômes; ï^{x) et ^ï[x) étant divisibles par {x — a)^, la somme
et Tiine de ses parties,
admettent évidemnient ce diviseur; et il en est , par suite , de même de l'autre partie de la somme, c'est-à-dire àe\t(x).
On verra de même que si <^^,x) et <^i{x) admettent p fois un facteur (a? — «) , il en sera de même de <p(^).
Il est bien entendu que , dans ce qui précède , on peut avoir
D'après cela , les facteurs communs à (^{x) et à ^i(x) sont les . mômes que les facteurs communs à cpifa?) el h ^fHx); ils doivent être pris dans les deux cas avec les mômes exposants ; et , par suite, le plus grand commun diviseur de cp(a?) et de cpi(a?) est le même que celui de cpi(a?) et de <f*^x).
On ramènera de la même manière la recherche du plus grand commun diviseur de <fi(x) et de fJix) à celle du plus grand commun diviseur, entre ®i(^) et le reste Wa?) de la divisîbn de <pi par cpj ; on continuera ainsi à substituer aux polynômes proposés d'autres polynômes dont le degré ira sans cesse en diminuant , et lorsqu'on parviendra à une division qui se fera exactement , le diviseur de cette dernière opération sera le plus grand commun diviseur cherché.
Si l'on parvient à un reste numérique avant d'avoir rencontré une division qui réussisse, les polynômes proposés n'ont aucun facteur commun et il n'y a pas de plu» grand commun diviseur.
REMARQU|U.En cherchant le produit des facteurs communs à deux polynômes on ne se préoccupe aucunement des facteurs numériques. On peut donc multiplier l'un des polynômes donnés, ou l'un quelconque des restes obtenus dans l'opération, par un facteur numérique quelconque; on profite souvent de cette remarque pour éviter l'introduction des dénominateurs numériques. Il suffit, pour cela, de multiplier les . dividendes successifs par le coefficient du premier terme du diviseur, et on doit prendre cette précaution , non-seulement pour les fonctions successives <p, <pi, <p2, (ps, ..., qui servent successivement de diviseurs , mais aussi pour les dividendes partiels qui se présentent dans le cours de chaque division.
Supposons, par exemple, qu'en divisant (^(x) par cpi(a?) , on ait
trouvé au quotient un certain nombre de termes dont je re* présenterai Tensemble par Qi.
Soit ^x) ce qui reste du dividende lorsqu'on en a retranché le produit de Qi par le diviseur, on a
et l'on prouvera, comme (504), que les facteurs commims à <f{x) et à (^i{x) sont les mêmes que les facteurs communs à ^ix) et à ffi(x) , et , par suite aussi , que les facteurs communs à mx) et à (pi(ic), k étant une constante quelconque; il est donc permis de continuer Topération après avoir multiplié le dividende partiel ^(x) par un facteur numérique k.
505. Exemples. Soit à chercher le produit des facteurs communs aux deux polynômes
Voici le tableau des opérations :
cpar= a?' — 3a;*+ a^ — 4a;»+12a? — 4 ^iX=z2x^--6iC^-\-3x^—Sx+ 1
2rr'— 6a;«+2ap*— 8a;^+24a;— 8 1 2a:<— 6aj3-f-3a;'— 3a?+1
— g^-Hâag<— #-- 8rc'+24a;— j
— 2af*+6x<— 2053— 16a;'+48a;— itf — 2«»+6a;<— 8«P4- Za^— x
iT^— 19a;»4-49x— 16
2x^— 6«3+ 3a;2— 3aj+l | 0^3—19^24-493;— 16 2»^— 38fl534-98a;2— 32aj 2«+32
32^^^~95Îc»+~l9Îp-fl 32af3— 608a?'+1568a?— 512
a;»— 19a?+49a;— 16 | a;^— 3a?+l gg^— 3a;»+ a? aî-r-ld
Ainsi donc, le produit des facteurs communs est (a?" — Sar-f-l) ;
et Ton a :
<pa?=:(a:«— 3ar+l).( «■— 4),
(pia?=(a?«— 3a?+ 1) •(2«*+ 1).
On remarquera que, dans les opérations précédentes, le polynôme 9 {x) et le premier reste de la première division ont été multipliés par 2 , et le reste de la seconde division divisé par 513. Cette introduction, ou suppression de facteurs numériques, est permise, comme on Ta remarqué plus haut, quoiqu'elle change les quotients successivement obtenus. Ainsi , par exemple^ eo divisant (f(x) par <pi(a?), sans faire usage de ces simplifications, on trouverait pour quotient
au lieu de ^r" — x que nous avons obtenu; mais les quotients n'étant d'aucun usage, cela n*a pas d'inconvénients.
Exemple II. Considérons pour second exemple les deux polynômes :
a;« — 49a:* + 67a:' + lOr» — 25a? — 4 , et 2a:»— 18a:* -f- 39a:»— 25a:' + a: + 1.
Voici le tableau des opérations :
2a!» — 98af<4-134a^4- 20a;«— 50a;— 8 | 2#— 18g<+39a?»— 25ac»+a;-ht
18a;*— 16?a;<+35la^»— 2253;»+ 9a?+ 9 Zbx* - 192a;3^244a;»— 60a;— 17
50a;*— 450a;^+ 975a;»- 625aJ»+ 25«+ 25 | 25a;<-192a^+244a;'-60a;— 17 SOa;*— 3g4a;<+ 488a;»— 1203;^— 34a; 2a; — 66
— 66a;<+ 487ar^— 5053;^+ 59a;+ 15
25a;<— l»îfl?+244a;î-60a;— 17 | a?— 7a;'+Ba;+l '" 25a;<— 175a?+125ac'+25a? 25a;— 17
— 17a?+ll9a?— 85a;-17
- 17a?4-119«2— 85flf-^7
Le produit des facteurs communs est donc (a:*— TjT'+ôaî+l) ; et en divisant par ce produit les deux polynômes <fx et 91^7, on aura :
et (pia? = (dc»— 7x*+5x+l ) . (2a;«— 4a:+ 1 ).
Nous remarquerons, comme plus haut, que diverses simplifications ont été apportées aux divi^ns précédentes :
Dans la première, on a multiplié le dividende par 2;
Dans la seconde, le dividende a été mulliplié par 25 ainsi que le premier dividende partiel ; le reste a été divisé par 497.
Exemple III. Nous chercherons encore le plus grand comnmii diviseur entre
af'— 7a:»+l5a:*— 40a?«4-48a?— 16
et ar»— 35x*-|-60a^-8ac +48 .
Voici le tableau des opérations :
6af«— 42ir*+ 90«<-240flf'+ 288j;— 96 | Sag^— 35ap^+60ag^— 80a;+48 &^—Zba^-\- 60a?*— 80x^4- 48g « — 7
— 7ags+ 30g^-160j'+ 240ag— 96
— 42x*+180x<-96(te»4-1440x— 576
— 42Jg^+24&ag<— 42(kr^4- 560a;— 336
— 65g<+42Qg»— 960a?»4- 880a;— 240
78a;*— 455a;<+ 780a?»— 1040a? + 624 1 13a;*— 84a;i4- 192a?— 17ea;+48
78a;^-504ag*+1152a;^ 1056a;'+ 288a? 6a? +49
+ 49a;^— 372a?»+ 1056a^— 1328a;+ 624 6370?^— 4836a?»+13728a;»-17264a;-f 8112 637ag*-4116a?>-f 9408a?- 8624fls4'^352
13a;*— 78a?+15Gg^-104a? 13af— 6
Donc le facteur commun est a^ — 6a;'+l2a;— 8. Dans ces divisions on a introduit et supprimé, comme dans
les précédentes, des facteurs numériques, que le lecteur, suffisamment averti, apercevra sans peine. t
Racines communes à deux équations.
506. La théorie qui précède permet de ramener la recherche des racines communes à deux équations, à la résolution d'une équation qui ne contient plus qu'elles seules , et qui est , par conséquent, de degré moindre que les proposées. Il est clair, en effet, que le produit des facteurs communs à deux polynômes, étant égalé à zéro, donnera précisément les racines qui les annulent Tun et Fautre.
Soient, par exemple, les équations
af'—A^x^ -f 67^»* 4- 1 liT» — 25a?— 4 = 0, 2â?»— 18a:» + 39j:»+26ic>+ x +1=0;
on a vu (305) , que le produit des facteurs communs à leurs premiers membres, est
a:» — 7a:»+5ir + l,
et, par suite, les racines communes s'obtiendront en résolvant l'équation du troisième degré
But de la théorie des racines égales.
507. Les procédés employés pour la résolution des équations numériques, exigent que ces équations n'admettent pas de racines égales. Il est donc essentiel de résoudre les deux questions suivantes.
!• Une équation algébrique étant donnée, reconnaître si elle a des racines égales.
2** Une équation ayant des racines égales , ramener sa résolution à celle de plusieurs autres équations de degré moindre, et dont les racines soient inégales.
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Moyen de reconnaître si une équation a des racines égales.
308. On dit qu'une équation 9 (x)=0, admet n fois la racine a, lorsque 9(^7) est divisible par {x — a)*; le théorème suivant exprime les conditions nécessaires pour qu'il en soit ainsi.
Théorème I. Pour qu'un nombre a soit n fois racine d'finê équation algébrique <p(x)=0, il est nécessaire et suffisant que^ substitué à x, il annule la fonction ç(x) et ses n — 1 premières dérivées.
On a, en effeti identiquement
x=.a-\-{X'-' a)^ (p (a?) = cp[a -}-(a; — a)].
En développant <p (a -{- ar — a) par la formule générale donnée
A la seule inspection de cette formule , on voit que la condition énoncée est suffisante. Si Ton a, (p(a)=:0, (p'(a)r=:Oy (p»^*(a) = 0, tous les termes restant dans le second membre contiendront {x — a^ en facteur, et 9 (a?) sera par conséquent divisible par {x — af.
Je dis de plus que cette condition est nécessaire ; supposons en effet que ^{x) étant divisible par {x — a)", et ^{x) étant la première des dérivées de fi^(x) qui ne s*annnle pas pour â?=a, on ait p<» ; Téquation précédente deviendra
si l'on divise les deux membres par (« — o)», il vient
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égalité impossible, car f(x) renfermant par hypothèse (jr—a)" en facteur, et n étant plos grand que p, le premier membre s'annule pour x=a, et le second prend une yaleur différente
de zéro, sayoir : ,^ ' .
On peut déduire du théorème précédent, les conditions suiyantes.
309. Théoeèms U. Pour qu^un nombre a soU n fins racine éTune équation algébrique ^;x}=0, il est nécessaire et suffisant que substitué à x, f7 ammle le polynôme (p(x) et qu'il soit^ en outre f n — 1 fi)is racine de F équation dérivée <p'(z)=0.
11 résulte, en effet, du théorème précédent que les conditions nécessaires et suffisantes sont exprimées par les équations
dont les n — 1 dernières expriment que a est racine de Téquation (p'(a:)=0 et de ses (n — 2) premières dérivées, et, par suile, en vertu du théorème précédent, que o est n — 1 fois racine de réquation (p'(x) = 0.
310. Remarqub. n résulte du théorème précédent que si Ton décompose le premier membre d*une équation et sa dérivée en facteurs simples correspondants à Wurs diverses racines, à chaque racine multiple a, entrant n fois dans l'équation, correspondront, dans la dérivée, n — 1 facteurs égaux à {x — a), en sorte que , si une équation <p (j?) = 0 admet n racines égales à a , |} racines égales kb^q racines égales à (t, r racines égales à d, etc., on a
<»(a;) = (a!? — a)*(a? — 6)»'(a? — c)«(x — dy...,
^\x)={x—aT'^{x—bf-*{x^ef'^{X'-dr'"'j
et, par suite, ^{x) et ^'(x) admettent les facteurs communs (a?— a)"-S (a?— *;p-S (a?— c)«-*, {x—dj-^. Je dis de plus qu'ils n'en admettent pas d'autres, car, s'ils admettaient un facteur commun (a? — A;), k serait racine de ©(a?) et de 9' (a?), et, par suite (308), racine double de <p(a?).
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Réduction d'une équation qui a des racines égales.
31 1 . Les théorèmes précédents permettent de ramener la résolution d^mie équation qui a des racines égales, à celle de plusieurs autres équalions qui n'en ont pas. Considérons, en effet, une équation cp(a:)=0, et concevons son premier membre décomposé en facteurs correspondants à ses racines. Soient Xi, Xt, Xs, •X^les produits des facteurs de chaque degré de multiplicité, pris chacun une fois seulement, savoir : Xi le produit des facteurs simples; Xs le produit des facteurs qui correspondent à des racines doubles, pris chacun une fois seulement, et ainsi de suite; en sorte que Ton ait
Le produit des facteurs communs au polynôme X et à sa dérivée , est , d'après les théorèmes précédents ,
Le produit Pi des facteurs communs à P et à sa dérivée, est de même
Pl=X8X4«.
Enfin , le produit Pi des facteurs communs à Pi et à sa dérivée est
Si l'équation proposée n'admet pas de racines dont le degré de multiplicité surpasse 4, Pî n'aura plus de facteurs communs avec sa dérivée, sinon il faudrait continuer à opérer de la même manière. Maintenant, en divisant chacune des équations précédentes par la suivante, il vient :
"p" — AiAïAsA* ,
p- = XsX^ , •
Pl = X4 •
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cl en divisant chacune de celles-ci par la suivante:
9(^)Pi_y PP»_Y Pi-Y P-Y
On pourra donc, par de simples divisions, trouver Xi, Xj, Xj X4, et en résolvant les équations,
Xi = 0, X,=0, X, = 0, X4 = 0,
qui n'ont plus de racines multiples, on obtiendra séparément le&racines simples, doubles, triples, quadruples. . . de la proposée.
pa? = (a: + 1) . 9' (a?) —2 (a;*— 4a
Par conséquent, le facteur commun à <pa? et <p'a? est a? +3/ — 3 est donc une racine double ; on trouve , en effet , par la division
<fx = (x + 3)» . (a?» — 2a? + 6) .
Exemple II. Soit encore Téquation
<pa? = a?«— 10a?» + 15a? — 6 = 0, on a f 'a?= 5(a?* — 4a? + 3).
Les divisions consécutives donnent :
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le plus grand commun diviseur entre ^(x) et <p7^), est donc (X — 1)'; la seule racine multiple est donc a?=l, qui figure trois fois dans la proposée, et Ton a, en effet,
<pa? =ss (a? — 1 )• . (a:* + 3a: 4- 6).
Exemple III. Soit Téquation
çiT = aj« — 7x^ + 16ar* — 40ic* + 48a? — 16 =: 0,
la première dérivée est
<p'a? = 6a?» — 35a?* + 60a:' — 80ar + 48 .
Nous avons déjà trouvé (50S) que le produit des facteurs communs à ces deux fonctions est
a?«— 6a;* + 12a? — 8, ou (a? — 1)\
Donc, réquation proposée admet quatre racines égales à 2; on a, en effet,
ça? = (a? — 2)* . (a;* + a? — 1).
Exemple IV. Soit enfin Féquation
ça? = a?«— 10a?» + 47a?* — I40a?« -f 271a?* — 330a? -f 225 = 0,
sa dérivée est
ça? = 6a?» — 50a?* + r88a?» - 420a:' + 542a? — 330.
Les divisions successives donnent :
6 . ça? = c'a? . (a?— I) -f V (^ — lûa?» + 36a?« — 70a: + 75) c'a: = 2(3a?+5)(a?*-10a?»+36a?«-70a:+75)+7a(a^-5a:«+lla:-15) a?*— 10a?» -h 36aî*— 70a?4- 76=(a?»— 5a?»+ lia? — 15)(a:— 5).
Le produit des facteurs communs aux deux polynômes sera donc
Si nous divisons ce produit par sa dérivée après l'avoir multiplié par 3, nous trouvons
3a;«— 10a? + ll
ou, en multipliant de nouveau par 3 ,
— 15ic» + 66a?— 135 16a? + 80;
ou, en supprimant le facteur 16, le dernier reste peut être remplacé par
sans avoir besoin de continuer Topération après cette simplification, on voit que 3a;* — 10a? -[-11, n*est pas divisible pai* a?4-ô> car il ne s'annule pas pour a? = — 5: le commun diviseur
ç^ —ha? '\'\\x—\h
entre ^{x) et sa dérivée, n*a donc pas de facteurs multiples, et, par suite, 9 (a?) a seulement trois racines doubles, dont les valeurs sont les racines de l'équation
a;» — 5a;* + 1 la?— 15 = 0.
RÉSUMÉ
304. Définition du plus grand commun diviseur de deux polynômes. Moyen de l'obtenir par un procédé analogue à celui que Ton suit pour deux nombres. Remarque importante sur Tintroduction et la suppression des facteurs numériques dans le cours des divisions à effectuer. — 305. Quelques exemples. ^ 306. Recherches des racines communes à deux équations. — 307. But de la théorie des racines égales. — 308. Condition nécessaire et suffisante pour qu'une équation admette n fois la racine a. — 309. Autre forme de cette condition. — 310. Produit des facteurs communs au premier membre d'une équation et É sa dérivée. ^311. Réduction d'une équation qui a des racines multiples à plusieurs autres qui n'en ont pas. — 312. Quelques exemples.
EXERCICES
I. P et Q dé&ignani deux polynômes en x qui n'admettent
aucun facteur commun, et P', Q' leurs dérivées ; si l'équation P*-}-Q* = 0 admet deux racines égales, ces racines, réelles ou imaginaires, appartiendront à l'équation P"4-Q'*=0.
II. Si a est une fois racine de l'équation <p(ir) = 0, il sera m — \ fois racine de l'équation obtenue en multipliant les termes de la proposée supposée complète, par les termes successifs d'une progression arithmétique.
CHAPITRE XXin
RAdMES COMMEXSCAABLES
513. On peut obtenir par des essais réguliers et fort simple s les racines commensorables d'une équation à coefficients cornmensnrables.
Nous commencerons par montrer que cette recherche se ramène à celle des racines entières, et pour cela nous établirons le théorème suivant :
Théorème. Une équation de la forme
[1] af + Aiaf-*+A.a?-« + ... + A« = 0,
dont le premier terme a pour coefficient l'unité , et dont les autres coefficients sont entiers , ne peut avoir de racine commensurahle fractionnaire.
Si:» en effet , -r est racine de Téquation [1] , on a
d'où Ton déduit , en multipliant tous les termes par 6^* ,
ou Ç = - f^*^*^' + A,a*^«ô + . . . + A«ô"*-*) .
Si Ton suppose , ce qui évidemment est permis , que la fraction T ait élé réduite à sa plus simple expression, a et 6 sont
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premiersenlreeuxjafraclion -T- est par conséquent irréductible el ne peut être égale à un nombre entier; il est donc impossible qu'elle soit égale au second membre , dont tous les termes sont entiers, et par conséquent il est impossible que
réqualion [1] admette une racine de la forme ?. Les seules
racines commensurables qu'elle puisse avoir sont doue entières.
514. Une équation h coefficients entiers étant donnée, le théorème précédent permet de la transformer de manière que toutes les racines commensurables deviennent entières.
Soit, en effet, l'équation
Aa5" + Aia?"^*+ ... + A«»_ia7 + A«»=0,
dans laquelle on peut supposer que A, Ai, ...A«, soient des nombres entiers, car il est toujours facile de chasser les dénominateurs en multipliant tous les termes par leur plus petit
multiple commun. Posons x =^y y étant une nouvelle incon*
nue qui, évidemment, devra satisfaire à l'équation
ou , en multipliant les deux membres par A"^S
îT + Aiy«-* + A, Ay«-« -f- . . . -f- A«» A«-* = 0 ,
équation dont les coefficients sont entiers et dont le premier terme y~ a pour coefficient l'unité ; les valeurs commensurables de y sont donc toutes entières. Il est évident d'ailleurs qu'elles correspondent aux valeurs commensurables de x , car la relation û? = Y> Pï*ouve que x étant commensurable , il en est de
même de y.
Si rious pouvons obtenir les racines entières de l'équation en y, d'après ce qui précède, nous aurons toutes les racines corn-mensurables de l'équation en x.
Recherche des racines entières.
518. Nous avons vu comment la recherche des racines commensurables peut se ramener à celle des racines entières. Il nous reste donc à montrer comment on peut obtenir les racines entières d'une équaiion à coefficients entiers.
Soit réquation
[1] x"^ + A,a?«»-» + A,aî*^« + . . . -f A«» = 0 ,
et a une de ses racines entières, le premier membre doit être divisible par x — a, représentons le quotient qui est un polynome du degré m — 1 , par
Pi, Pt ... Pm-i étant évidemment des nombres entiers, carie premier terme du diviseur a? — a ayant pour coefficient l'unité , la division ne peut introduire aucun dénominateur.
En écrivant 'que le dividende est le produit du diviseur par le quotient , on aura identiquement
[2] (a? — a)(a:«-» + Pirp*»-«+ ... + P«_iaî + P«.0=^" + Aiaf»-*
+ A,**^* + ... -f A^^ia? + A«.
En effectuant les opérations indiquées dans le premier membre , et égalant les coefficients des mêmes puissances de a; , il vient
[3] — P«-ia = A«,
Pm-l — Pm- 1* = Am-i , P«-l -" Pm-8« ^ Afli-t 9
^ P,— Pia = A„
Pj— a = A,.
Tous les nombres qui figurent dans ces formules étant entiers , la première équation prouve que a doit être un des diviseurs
d(î Am, cl que le quotient — ^ est égal à — Pm-i-
La seconde équation peut s'écrire
— Pm-1« = Am-l — Pm-1 = A„-i -^ \
elle prouve que « doit être un diviseur de la somme A^^^i-f —
et que le quotient est — P«,-^.
La troisième équation peut s'écrire
Am-1+— ^ Pm-S^ = Am-S "~ Pni-ï = Am-l A •
Elle prouve que a doit être un diviseur de la sonuinà.
A«.t+^ Am-aH , c'est-à-dire de la somme obtenue en ajoutant Am-8 au quotient précédent, et que le quotient est — P«-s.
On peut continuer ainsi jusqu'à la dernière équation, qui prouiera que le dernier quotient — Pi, augmenté de Ai doit être divisible par a et donner pour quotient — 1.
Ces conditions sont nécessaires et suffisantes pour que a soit racine ; car si elles sont remplies , on pourra trouver des nombres Pm-i, Pm-i ... Pi, qui rendent identiques les équations [3], et, par suite , le premier membre de la proposée sera divisible par x — a.
On peut remarquer que les opérations à l'aide desquelles on s'assure qu'un nombre a est racine , font connaître les coeffl- * cients du quotient de la division du premier membre par x — «. Ces coefficients P^-i, Pm-ti ... sont égaux, en effet, aux quotients changés de signes des différentes divisions dont la réussite est nécessaire pour que le nombre a ne soit pas rejeté. ' ^
En résumé , pour trouver les racines commensurable^ d'une équation telle que [1], on cherchera d'abord les diviseurs entiers, positifs ou négatifs, du dernier terme : eux seuls peuvent être racines. Pour essayer Tun de ces diviseurs a, on divisera le dernier terme Am par a, et Ton ajoutera au quotient le coefficient Am«i : la somme devra être divisible par a. On formera le quotient ; on y ajoutera A^-t : la somme devra encore être
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divisible par a ; et en continuant ainsi , on devra trouver un dernier quotient qui , ajouté au coefficient du second terme , donne pour somme — «.
31ft. On peut diminuer le nombre des essais à faire par la remarque suivante :
Si a est une racine de Téquation
le premier membre de cette équation est divisible par x — a, et les coefficients du quotient sont tous entiers , ainsi qu'on l'a exposé plus haut. Si donc on attribue à x une valeur entière quelconque, la valeiu* numérique du premier membre de [1] sera divisible par la valeur numérique de a? — «. Les valeurs les plus simples que Ton puisse attribuer à x sont 1 et — 1. En nommant Q et Qi les valeurs correspondantes du premier membre de [1]> on ne devra essayer a que si Q est divisible par 1— a, et Qi par — 1— a, ou, en changeant le signe, par 1 -f a.
Application de la méthode précédente.
517. Voici la manière la plus avantageuse de disposer les calculs :
Al , Aj , ... Afn— s , Am_i , Al
* 1 ) •• • Tm— 8 » * «i— a 9 "m— 1
J'écris sur une ligne horizontale les coefficients de l'équation proposée, et dans une colonne, à droite, le diviseur à essayer «. Sur la même ligne que a, et en allant de droite à gauche, j'écris .^ au-dessous de A«, Am-i ..., les quotients cAon^^s de signe P«_i, P«.^ ..., calculés comme il a été dit (518). Si tous ces quotients sont entiers, et si, en outre, le nombre écrit sous Ai est -f 1» « est racine , et Pi , Ps ...., Pm-t sont les coefficients de l'équation débarrassée de la racine a. 11 n'y aura donc plus alors qu'à opérer sur cette seconde ligne comme sur la première. Si quelques-unes des divisions ne peuvent se faire, on passera à un autre diviseur.
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Exemple. f{x) = a;* — 2x' — 19a;* + 68a: — 60.
2 est racine
2 est racine
3 est racine — 5 est racine
60 admet 24 diviseurs ; mais la marche même du calcul en exclut un grand nombre.
Je commence par essayer '\-\ et — 1 , en les substituant directement à la place de x : aucun d'eux n'est racine, mais ce premier calcul m'apprend que /*(1)= — 12 et que /"(— 1)= — 144. Dès lors je ne dois , parmi les diviseurs positifs , essayer que ceux qui diminués de 1 divisent 12, et qui augmentés de 1 divisent 144; et parmi les diviseurs négatifs, ceux dont la valeur absolue, augmentée de 1 divise 12, et diminuée de 1 divise 144.
Le diviseur 2 satisfaisant à ces conditions , je l'essaye : je trouve que 2 est racine , et que l'équation, débarrassée de cette racine, est
Comme 2 divise 30, je l'essaye de nouveau, et je continue de la même manière, en n'opérant que sur les diviseurs qui satisfont aux conditions précédentes , et qui en outre divisent le terme tout connu de la dernière équation simplifiée.
Tout calcul fait, on trouve que l'équation proposée a pour racines 2, 2, 3, — 5, et que son premier membre est égal à
RÉSUMÉ
513. Si le premier terme d'une équation a pour coefficient l'unité, et que les autres coefficients soient entiers, les racines commensurables sont/ toutes entières. — 514. Le théorème précédent permet de transformer une équation à coefficients rationnels en une autre dont les racines soient entières. — 51 i>. Recherche des racines entières. — 516. Théorème qui permet de diminuer le nombre des essais. — 517. Application de la méthode à un exemple.
EXERCICES
I. Chercher les rdcines commensurables d'une équation sans les ramener préalablement à être entières. Montrer qu'en désignant par T une telle racine réduite à sa plus simple expression , a doit être diviseur du dernier terme , et b diviseur du coefficient du premier terme. Chercher par quels essais analogues à ceux qui ont été indiqués poiu: les racines entières , on
peut vérifier que t est racine.
II. Chercher si l'équation
a^ '— (a -\- b -{- ab)x* -}- ab {a -{- b -}- l)x — aô* — a'ô = 0 admet des racines exprimées rationnellement en a et b.
III. Si une équation du troisième degré n'admet pas de racines commensurables, elle n'admet pas déracines multiples.
rv. Le théorème précédent s'applique à une équation du cinquième degré, et ne s'applique pas à une équation du quatrième.
NOTIONS SUR LA THËORIE DES DIFFÉRENCES
318. Si l'on considère une suite de nombres qui se succèdent suivant une loi quelconque, les différences obtenues en retranchant chacun d'eux de celui qui le suit , forment une nouvelle suite dont les termes se nomment les différences des termes de la première.
Ainsi, la suite proposée étant représentée par
[1] yo, yi, Vu y8...yn-i, yn\
In suite des différences sera
p] yi— yo, yi— yi, ya— yï...yn— yn-i;
yi— yoCst Xdidifférence deyo; yi-yi, la différence de yi ; yn—yn-i la différence de yn-i. Pour former la différence de y» il faudrait connaître un terme de plus dans la suite [1].
Pour désigner les différences on se sert souvent du signe A.
Ainsi , Ayjk désigne la différence yk+i— y». D'après celte notation les termes de la suite
yo, yi>y« — yn
auront pour différences
Ayo, Ayi, Ay, ...Ayn-i.
519. Une suite quelconque de nombres étant donnée , leurs différences forment une nouvelle suite ayant un terme de moins que la première. L'on peut opérer sur celte suite comme sur celle qui lui a donné naissance et former des différences des différences, que Ton nomme des différences secondes. On les désigne par le signe A'.
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Ainsi , étant donnée la suite
les différences premières senmt désignées par
et les différences secondes
Ayi— Ay^ Ay,— Ayi ..., Ay^— Ay^,
le seront par . :A% A'yi, ... A*y»-f
Cette nouvelle série ayant évidemment un tenue de moins que la précédente , et , par suite , deux termes de moins que la
proposée.
520. Si l'on opère sur la suite des différences secondes comme on Ta fait sur la suite proposée, on formera les différences des différences secondes que Ton nomme des différences troisièmes et que l'on désigne par le signe A'.
Ainsi , les différences
A'yi — A»*o, AV« — ^Vi • • • ^V*-4— ^*y»-*
se désignent par A^o, A*yi ... A^y,,^
On conçoit que Ton peut continuer ainsi indéfiniment et former les différences quatrièmes, cinquièmes, etc., qui se désigneront par les signes A^, A'... le nombre de ces différences n'étant limité que par celui des termes de la suite proposée. Ainsi , deux termes ne donnent lieu qu'à une différence première , et il n'y a pas lieu de considérer leur différence seconde. Trois termes donnent lieu à deux différences premières et à une différence seconde, il n'y a pas lieu de considérer leur différence troisième. En général, m termes donnent lieu à m — 1 différences premières, à m— 2 différences secondes ... aune différence m — 1"*, il n'y a pas lieu de considérer leur différence m"». Si une suite est illimitée on peut considérer des différences d'un ordre illimité.
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Usage des différences pour la formiUon dei earréi «t des oyliai.
521. Nous commencerons par montrer par deux exemples simples de quelle utilité peut être la considération des différences.
Considérons la suite des carrés des nombres naturels :
les différences premières sont : ^
et les différences secondes
|_t5j ^, <6, Z, ^, Z, Iê^ JLy II •••,
sont toutes égales entre elles. La démonstration est tellement simple que nous croyons pouvoir nou» dispenser de la donner ici.
D'après cette remarque , si l'on voulait former la table des carrés des nombres naturels on comircncerait par écrire la suite [2J,
puis le premier terme de la suite des carrés, qui est 1 , et il est évident que chaque carré s'obtiendrait du précédent en ajoutant le terme correspondant de cette suite [2]. Ainsi, on dirait 3 et I, 4. 4 et 5, 9. 9 et 7, 16; etc.
Si nous considérons la suite des cubes
les différences premières sont :
les différences secondes :
[3] 12, 18, 24, 30, 36, 42, 48, et les différences troisièmes
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sont constantes et égales à 6. Cette loi est générale. En efiel , quatre cubes consécutifs sont
les différences premières sont
3a»+3a+l, 3(a+l)»+3(a+l)-hl, 3:a+2)«+3(a+2H-l , et les différences secondes ^
3[(a+l)«-rf] + 3, 3[(a + 2)'-(a+l?] + 3, c'est-à-dire en réduisant
et la différence de ces deux expressions, c'est-à-dire la différence troisième , est évidemment 6«
D'après cela, pour former un tableau des cubes, on formerait successivement les suites [4] [3] [2] [1], chacune permettant d'obtenir la suivante par de simples additions. Ainsi , ayant écrit la suite [3] sur une ligne verticale, on obtiendra la suite [2] en écrivant son premier terme 7, et remarquant que chacun des autres se forme du précédent par Taddition du terme correspondant de la suite [3].
Ayant ainsi formé la suite [2], c'est-à-dire les différences premières des cubes, chaque cube pourra se déduire du précédent
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en lui ajoutant la différence correspondante, en sorte qu*ils se déduiront tous du premier 1 , par de simples additions.
Ainsi, ayant écrit sur une ligne verlicale les différences premières obtenues plus haut , on formera la série des cubes comme l'indique le tableau suivant :
etc.
etc.
Le tableau suivant résume les résultats que nous venons d'obtenir.
Lorsque des quantités
«0 th «1 ..• «n
sont données, il n'y a aucune difficulté à former, d'après ce qui précède, leurs différences successives jusqu'à la n"« inclusivement ; nous ne nous bornerons pas cependant aux indications qui permettent d'effectuer ces calculs, et nous donnerons la formule qui en exprime le résultat général.
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On a, (f après les définitions,
A'Wo=^*Wi— ^X=(W3--2t^+î'iM«r^2t/i-f-«i)=%--3«î+3«i--Wo-
Sans aller plus loin, on peut prévoir la loi suivante : la différence de rang p se forme en multipliant «p, «p_i ... w© P^r 'es coefficients du développement (x — af.
Pour montrer que cette loi est générale, nous allons faire voir qu'en 1 admettant vraie pour une différence d'un certain ordre, elle est vraie, par cela même, pour la différence d'ordre immédiatement supérieure.
Soit donc
Cette formule , donnant la différence p^ du premier terme d*une suite quelconque, nous pouvons l'appliquer au calcul de SPUi, en considérant t^i conune premier terme de la suite
Ui Ut Vit , ,Up Up+i • • • II,»,
et l'on aura, par suite, en vertu de la même formule,
[2] APî/i=Wp+i— pwp+ ^^^2"^^"*"^ — «»-i+-» ou, en retranchant les deux égalités [i] et [2],
(P'Pz±Jt^4_P:PZ±\u 4-
et comme (215) la somme des deux coefficients successifs du développement d*un binomé forme un coefficient du développement de la puissance immédiatement supérieure, on peut écrire
c*est précisément ce qu'il fedlait démontrer.
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524. Réciproquement , si Ton donne Uq et les n premières lifférences, on peut calculer les termes successifs
Wl, lit, ... «n,
nous donnerons la formule générale à laquelle conduit ce calcul.
On a
t^i=tli + Awi = Wo + ^Wo + M + ^X = ^o + 2AWo + ^X>
=«o+3Atto + 3^X + ^X>
on aperçoit immédiatement la loi suivante.
Le terme de rang p+1, «p, ^e forme en multipliant les différences successives w^» ^^o> ^*^o» A'w^... A^Mo, par les coefficients de {x-\-af.
Pour démontrer que cette loi est générale, nous prouverons encore qu'en Tadmettant vraie pour un terme de certain ordre, elle est vraie, par cela même , pour un terme immédiatement suivant.
Supposons donc que Ton ait prouvé la formule
[1] n,=u,^^p^u,+^^^^s^Ui•]-...+^^u,.
Si nous appliquons la même formule à la série
elle nous donnera àup, en fonction de ^u^ et de ses p premières différences, qui sont A%, AX • . • A^+X î on aura donc
[2] At«^= AWo-(-MX +^Ti^ '^'^•+ '" + ^^'^''
et, en ajoutant les formules [1] et [2], il vient
et comme la somme de deux coefficients consécutifs de la
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puissance p d'un binôme est un coefficient de la puissance p+I , celte équation peut s'écrire
ce qui est précisément le résultat qu'il fallait obtenir.
Différences des polynômes.
328. Nous avons reconnu (321) que la suite des carrés des nombres naturels a ses différences secondes, et la suite des cubes ses dififérencês troisièmes égales à une constante. Cette proposition s'étend aux différences quatrièmes de la suite des quatrièmes puissances, aux différences cinquièmes de la suite des cinquièmes puissances, etc. Mais, sans nous arrêter à ces propositions, nous démontrerons le théorème suivant, dont elles sont évidemment des cas particuliers.
Théobème. Si y dans un polynôme en a ^ de degré m, on substitue une suite de nombres en progression arithmétique^ les différences m*"*' des résultats obtenus sont constantes.
Soit, en effet, le polynôme
[Il y=F(â:)=Aj:~+Aia?"^» + A,a;-^4-...+A«-,a:+A«. • Supposons que Ton substitue à x les valeurs successives
désignons par y,, yi, y„ ..., y,
les valeurs correspondantes de y. Toutes ces valeurs sont évidemment des polynômes de degré m en â?^, dont les coefficients dépendent de h. De plus, il est clair que, pour passer de l'une d'elles à la suivante, il suffit d'y changer x^ en x^-^- A. On a en effet, en considérant deux valeurs consécutives à^ y, y, et y^+i
yp=F(a?o+P^),
Or, il est évident que ^o+(p-j-l)A peut se déduire de x^-^-ph en y changeant a?Q en a^o-j-A.
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Cela posé, les différences premières
sont des polynômes du degré (m~l) en o^o, dont les coefficients dépendent de h. On a, en effet,
Ayo=yi-y. = F(a?o+A)-F(^o)=F'(a?,)A+FVo)j^+
Or on sait que F'(a?o) est un polynôme de degré (m— 1), F"(a?o) un polynôme de degré (»i— 2), etc.; la proposition est donc démontrée pour A^o- U en résulte qu'elle est vraie pour les différences suivantes, Ayi,* A^i, ... : car chacune d'elles se déduit de la précédente en changeant o^o en â7,-{- A, ce qui ne change pas son degré par rapport à x^.
La série
[2| Ayo, Ayt, ..., Ay^...
pourrait donc s'obtenir en substituant successivement à x^ dans un certain polynôme de degré (w— 1), les valeurs a:,, a?o+A— Si donc nous appliquons à cette suite ce qui a été dit de la suite
yo, yi, ..., Vn
déduite de la même manière d'un polynôme de degré m, nous verrons que les différences des termes de la série [2], c'est-à-dire
[3] AVo, A»yi, ..., AVn,
sont des polynômes de degré (m— 2) en a?©» et que chacun se déduit du précédent en y changeant x^ en a^o+A; en sorte qu'ils peuvent tous se déduire d'un même polynôme en y changeant x en x^^ ^o+A, a?o+2A, ....
Si nous appliquons à la suite des différences secondes le théorème dont nous avons déjà deux fois fait usage , nous verrons que les différences des termes de la série [3], c'est-à-dire
. [4] AVo, AVi, ..., AVn
sont des polynômes de degré (m — 3) en a?o . Et en continuant de la même manière, nous verrons que les différences quatrièmes sont des polynômes de degré m— 4, les
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différences cinquièmes de degré m — 5,.*. et enfin les différences jn"« de degré 0, c'est-à-dire indépendantes de a^o, ce qui prouve le théorème énoncé : car poor obtenir chacune de ces différences, on doit changer, dans la précédente, x^ en x^'\-h^ et elles sont, par conséquent, constantes quand elles ne contiennent pas x^.
383 bis. En revenant sur les détails de la démonstration précédente, on peut faire plusieurs remarques utiles.
Rkmà&qui I. On a trouvé la formule
On voit que Vaccroissement h est facteur dans le second membre, et qu'il le sera encore si l'on remplace x par x^ -|- A, â7o-{-2A, pour former les différences
en sorte que toutes les différences premières contiennent en facteur Taccroîssement h\
RiMABQiJB H. Il est évident que si le polynôme proposé renfermait h en facteur, ce facteur se retrouverait dans les dérivées successives F'(a;o), F'(iro)...P*(j?o)» et, par suite, tous les termes de la différence contiendraient, non plus seulement A, mais A' en facteur. Il résulte de là que la différence première étant nn polynôme qui contient h en facteur, la différence seconde contiendra A* en facteur à tous les termes. La formule [1] prouve, en général, que si un polynôme ¥{x) contient en facteur une puissance ti^ de A, sa différence contiendra à tous les termes le facteur h^\ et il résulte de là que les différences des différences secondes, c'est-à-dire les différences troisièmes, contiendront le facteur A', les différences quatrièmes le facteur A* et ainsi de suite.
On voit que si l'accroissement A décroît de plus en plus , les différences décroîtront suivant une loi d'autant plus rapide que leur ordre sera plus élevé.
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Remarque III. L'expression générale de a^^
est, comme nous l'avons dit, un polynôme que Ton peut ordonner suivant les puissances de x^. Si Aa?* représente le premier terme de F{x), il est facile de voir que le premier terme de Ay© sera ?wAa:o'*"*A, et que, par suite, Ayo, Ayi, Ayj..., s'obtiendront en substituant à x les valeurs rro, a^o-j-A, Xo-j-^h..., dans un polynôme dont le premier terme est mhAx'^K En appliquant à ce polynôme le résultat trouvé pour F(x\ on verra que les différences premières de ce polynôme, c'est-à-dire les différences secondes de ¥ix) peuvent s'obtenir en substituant à x les valeurs Xq, Xfi-\-h..., dans un polynôme dont le premier terme est m(m — l)AA'x"*-*. On verra de même que le premier terme du polynôme qui donnerait les différences troisièmes est m{m — l)(m — 2)AA'a:'*^. Enfin, la différence m""* qui se réduit à un seul terme puisqu'elle est indépendante de Xo^ est
in{m— l)(m— 2)(m— 3),.. îAA^
Applicalion à un exemple.
326. Si nous considérons le polynôme du troisième degré [1] y=:af'{'px*'{'qX'\'P^
nous trouverons sans peine
[21 Ay = Zx^h+lAV+tph)x+ h*-{-ph* ^- qh , [3] AV = 6xV+6h*+ 2ph\ [4] àfy= 6A»,
et pour obtenir les valeurs de Ay^, Ayi , Ayi ... AVo > A»yi..., il suffira de remplacer dans le second membre des formules [2] et [3] X par a?^^, a?o+*> ^'c.
Si l'on voulait former les valeurs numériques de la fonction y et de ses différences, il faudrait procède;* comme on Ta indiqué pour foruier le tableau des cubes.
3Ô6 NOTIONS sua la tuéoris des différences.
Prenons pour exemple
et formons les valeurs que prend ce polynôme pour des valeurs entières de la variable. Si l'on fait successivement â?= — 1, x=-Oy x = lf on trouve pour valeurs correspondantes de y, y= — 13, y =— 1, y =1, dont les différences sont 12 et 2, la différence seconde est — 10. Quant à la différence troisième de y, on sait qu'elle est égale à 6. On disposera ces résultats de la manière suivante :
AV
àfy
et Ton remplira ensuite les différentes colonnes en remarquant que chaque term^de Tune d'elles (la première colonne exceptée) est égal à celui qui est au-dessus, augmenté du terme correspondant à ce dernier dans la colonne placée à sa droite. Celte remarque permet évidemment de prolonger les colonnes dans les deux sens, on trouve ainsi
Ay
àfy
AV
Remarque. On voit, par Texemple précédent, que, pour
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calculer les valeurs d'un polynôme du troisième degré qui correspondent à des valeurs entières de la variable, il suffit de connaître celles qui correspondent à trois nombres entiers consécutifs — 1, 0, fl ; en se fondant sur ce que la différence troisième est constante, il est très-facile d'obtenir, par de simples additions, les valeurs suivantes.
Si le polynôme proposé était du quatrième degré, la différence quatrième serait constante, et pour former la série de ses valeurs, il suffirait de connaître quatre valeurs consécutives. Il en faudrait cinq pom* un polyiiûme du cinquième degré, et ainsi de suite.
Sur la manière de former les tables numériques.
388. La considération des différences est fort utile dans la construction des tables de toute espèce. Il arrive, en effet, presque toujours que, dans une série de nombres résultant d'une loi régulière et suffisamment rapprochés les uns des autres, les différences tendent de plus en plus vers l'égalité, à mesure que leur ordre s'élève. En négligeant des quantités fort petites, on pourra, à partir d'un certain ordre, leur supposer, dans un certain intervalle, une valeur invariable, et construire la table comme s'il s'agissait des valeurs d'un polynôme.
Ne pouvant donner ici la raison de ce fait général, nous nous bornerons à le développer sur deux exemples.
Exemple I. Si l'on pose
y=logx,
on aura Ay =log (x+h)— log (x) = log (l + - j AV = log (a? + 2A) — 2log (57 4- A) -f- log a?
=l«e(.+^)-«og(,+^)
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A«y=log(ar+3A)— 3log(x+2*)+8Iog(ar+*)— loga
="og(.+ï)-3i»g(i+|)+aog(.+|)
=iog<?r-^— etc.y
Si l'on suppose, par exemple, «=10000 et A=l, il Tiendra
^y = 0,000043427276883 , b}y = 0,000000004342076 , AV = 0,000000000000868 ,
et si Ton ne voulait avoir les résultats qu'avec dix chiffres décimaux, on pourrait négliger longtemps les différences du quatrième ordre, et procéder comme si la différence troisième était constante. On formera donc successivement les colonnes des différences troisièmes, secondes, premières, comme au n° 327, d'où Ton déduira les logarithmes des nombres IdOOl, 10002, 10003, en parlant de celui de 10000, qui est 4,000000000000000. 11 faudra vérifier les résultats au moyen de logarithmes obtenus directement à des intervalles éloignés. La méthode des différences devra les donner exacts avec le nombre des chiffres que Ton veut conserver. Lorsque le dernier de ces chiffres cessera d'être exact, on calculera de nouveau à priori, au moyen des formules (328), les différences Ay, A*y, A'y , et l'on se servira de ces nouvelles valeurs comme des précédentes.
Exemple IL Soit proposé de calculer à 7 décimales exactes une table des logarithmes des siqus de 10 en 10 secondes , depuis 72« jusqu'à 72« 1' 40".
Nous savons que
sin72<^=iV^10+2v^5 = 0,9510565, cos 79P -rr { V^6^-2i/5 = 0,30901 70 ,
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donc , en prenant les logarithmes de ces deux valeurs et ajoutant, comme on le fait toujours, dix unités à chacun d'eux,
log sin 7V = 9,9782063256 , logcos72« = 9,4899824.
Reprenons les formules précédentes :
y=loga?,
Ay=log.(^-^| + ...),
A«y=:loge(^,— ...).
Nous cherchons ici log sin cp, <p étant égal à 72^ ; donc
â?= siuf.
Déterminons maintenant l'accroissement du sinus, correspondant à un accroissement de l'angle de lO''.
On a sin(a?+A)=sin((p+l(r),
=sin<p. cosl(y+cos<p . sin 10".
Mais rare 10"= j^5=gJ2_-= 0,00004 84813... < A.
Or, comme sina?>a? — -^,
\é sinus 10^' ne diffère de son arc que d*une quantité moindre que i ^Yôi) ^^ ^^ °^^^°^ ^^ ïô«'
De plus cosa:> 1 — ^î
donc, le cosinus de 10" ne diffère de l'unité que de moins que ifïQs) ou que d'une unité du neuvième ordre.
969 wvnrns om L4 nioui sb nawÈMXBCtB.
S-yn^ {oinTi'vnf donc ècnre Féquation ci-dessos,
nuûf
di^DT, a«ôc une approTîmatkm de -— 2,
L'Aodo 3 e?4 (*Z!i\ H *T: dviac. en négligeant £",
iT, Kir Icicf =«,637 7MS
Cli>càn"*^^=<l,<ai T9S7
donc lcMrAy=4,SS5 1S5S
et Af =0,000 006841
Coiime nciios calodoK lesi Tilenrs de log sîn f à 7 décimales
eixles^. lesTadeais de -?« p el, par soile, de AV* n^infloent
p1a> >ur le résolut que ncvuf cberrbMis; et la fonction tninscendanle lo^sina, dans les limites indi(inées, peut être considérée comme mie fi>n:tiL>n akrébriqœ dn premier degré,
fonction qui ansm^ite de j^ euiiron poor diaqne 10^ d*ang-
mentalion de Fangle 9.
Poor être assuré de Texaciitade da dernier rësoHat, il faudra calculer à 8 dédmales et former une progression arithmétique, dont le premier terme est
logsinT2f' = 9,978 i0632...
et dont la difTérence est 684. En nous bornant aux quatre dfr^rniers chiffres des logarithmes. la proffression sera
Supprimant le dernier chiffre et ajoutant une unité de
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septième ordre , lorsqu'il est plus grand que 5 , nous aurons :
logsin Tî^C/ tf'= 9,978 2063 logsin 72*0'10"=9,978 2132 logsin 72<>0'2tf'=9,978 2200 logsin 72*0' 30^=9,978 2268 logsin 72«0î40''=:9,978 2337 logsin 72<>0'6tf'== 9,978 2405 logsin 72M' tf'= 9,978 2474 logsin 72<» 1' ltf'=9,978 2542 logsin 72« 1' 20"=9,978 2610 logsin 72M' 30*^=9,978 2679
Ce qui s'accorde parfaitement avec les valeurs fournies par les tables de Callet*
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EXERCICE
Prouver que si <f(x) désigne une fonction quelconque d'une variable a?, et que Ton considère la suite
les fractions ^, ^, ^ ...
ont respectivement pour limites les dérivées du premier, second, troisième ordre de ^[x). En conclure que si h est petit, les difTérences sont, en général, d'autant plus petites que leur ordre est plus élevé.
CHAPITRE XXVI
329. L'interpolation consiste à insérer, entre les termes d'une suite, de nouveaux termes assujettis à la même loi. Ce problème est quelquefois très-facile lorsque la loi des termes de la suite est connue. C'est ainsi que entre deux termes d'une progression , on peut insérer, par un procédé fort simple, un nombre donné de moyens. Si Ton considère, au contraire , des nombres quelconques dont la loi soit inconnue, le problème de Tinterpola* tion devient complètement indéterminé et pour le résoudre , il faut imposer aux termes inconnus une condition qui fasse disparaître rindétermination. Cette condition est le plus souvent que les différences d'un certain ordre seront égales à zéro. On en a Yu un exemple dans la détermination de& logarithmes d'un nombre non compris dans la table ; admettre , en effet , comme on le fait, que l'accroissement des logarithmes soit proportiomiel à celui des nombres, c'est admettre que, pour des accroissements égaux des nombres , les accroissements des logarithmes sont aussi égaux , ou , en d'autres termes , que la différence première des logarithmes soit constante, et que, par suite, la différence seconde soit nulle. Dans le cas des logarithmes , les tables permettent d'ailleurs de vérifier qu'il en est à très-peu près ainsi pour des accroissements du nombre égaux à l'unité, et Ton conçoit qu'il doit, à fortiori , en être de même pour des accroissements plus petits; nous avons d'ailleurs montré (328) que les différences secondes des logarithmes diminuent rapidement. Celle loi s'applique du reste à toutes les fonctions ; lorsque la variable croit par degrés égaux de plus en plus petits , les différences de la fonction diminuent d'autant plus rapidement que leur ordre est plus élevé. Lors donc que , dans la construction d'une table, on apercevra que les différences d'un certain ordre deviennent
sensiblement nulles , on pourra admettre qu*il en serait à fortiori de même pour des accroissements plus petits. Et alors le problème de l'interpolation peut s'énoncer ainsi : Connaissant les valeurs Uq, Ui, Ut,...Un d'une fonction qui correspondent à des valenrs Xq» ^o + h> Xo+2h ... Xo+nh> de la variable; en admettant que y pour des accroissements égaux quel'
conques dex^ les différences (n + 1)""' ^ /fl fonction soient égales à zéro , trouver les valeurs de cette fonction qui correspondent à une valeur donnée de x comprise entre Xq et Xo-f* nh.
Formule de Newlon.
Reprenons la formule
[1 ] w^ = î^o -}- n^uo + '^ '^ AX + . . . +
+ ÛY—i, ^""^
qui a été démontrée (324).
Supposons que la dernière valeur de a?, pour laquelle u est connu, soit représentée par a:,, de telle sorte que Ton ait
et, par suite , n = ^^"7^^ ,
et la formule [1] devient
/Xj— Xo\ /a?t— a?o A
[21 i^n=t^o+^y^H+^ ^ ^\^^ U^Uo+...
/Xj — Xq a /Xj'-Xo ^ . \
Si , dans le second membre de cette formule on remplace Xi par la lettre indéterminée a?, on formera une fonction (p(a?).
x — Xq/x^Xq a
[3] cp(^)=t/,+î=Î2Ati,+ _^-A_^ /a«Wo+...+
x—Xo/xj—Q^ A fx — Xp , A
qui, évidemment, prend la valeur u^ pour x = Xi^ c'est-àdire pour x=XQ-^nh; je dis de plus que si Ton y donne hx les valeurs a?o> ^o+*> a?o + 2A, ... x^-{-{n—l)hy ^{x) deviendra successivement u^, tii, i^ ... t^n-i» et comme d'ailleurs cette fonction est un polynôme de degré n dont la différence n"« est constante (524), elle remplit toutes les conditions imposées par renoncé, et est, par suite, la solution du problème proposé.
Faisons, en effet, dans la fonction cp(â?),
x=iXo-{'ph ,
cette valeur pouvant représenter toutes les autres si le nombre arbitraire p devient successivement 0, 1 ... n.
On aura
[4] <p(^o+JpA)=«o+pA^+ ^/"^ ^X+ ••• +
' et les termes suivants disparaissent , car — r— 2 devient égal
à j) et , par suite , l'un des termes de chaque facteur du numérateur, à partir du p + l"% devient égal à zéro.
Or, le second membre de la formule [4] est (324) l'expression detfp, et, par suite, la fonction <^(x) devient, comme nous l'avions annoncé , égale à u, quand on fait
x = x^ + hp,
et elle remplit toutes les conditions de l'énoncé.
Remarque I. En écrivant, comme nous l'avons fait, la formule
I A I w.n — 1 ., , , n.(n — l).(n — »4-1)a«. Un=u+n\Uo+ ^^ AX+»«>-| ^ l.2...n ^''
il faut avoir bien soin de ne pas supprimer les facteurs communs aux deux termes des derniers coefficients. Ainsi , par
exemple, le coefficient de 1% est Tunité, mais on doit récrire
qui fournit par la substitution de
à n , dans le numéra-
teur, un polynôme bien différent de l'unité.
331. Remarque II. La fonction <p(a?), que nous avons trouvée (330) est le seul polynôme de x qui puisse résoudre Iç problème tel qu'il a été posé. En effet, la différence n-f !«• devant être nulle d'après l'une des conditions, le polynôme ne peut avoir un degré plus élevé que le n"»s Or, un tel polynôme étant désigné par ^x) et devant prendre les mêmes valeurs que ç(a?), savoir u^, Wi, «t. ..!<«, pouraî = a?o> a?ii a?i. ..«?„, il faut que la différence <f(x) — ^x) s'annule n -f- 1 fois , ou en d'autres termes que Téquation
admette au moins n 4*1 racines, x^,Xi...Xn; ce qui exige, puisqu'elle est du degré n, que son premier membre soit identiquement nul, et que, par suite, les fonctions (p et ^ soient identiques.
532. Nous donnerons une application de la méthode précédente.
Supposons que l'on veuille obtenir le logarithme de 3,1415926536 par le moyen d'une table de logarithmes à dix décimales. On regardera les logarithmes contenus dans celte table comme les valeurs données de la fonction u^ les nombres comme celles de x^ et l'on formera le tableau suivant :
At^o
AH«o
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La difTérence quatrième étant extrêmement petite , on peut considérer la différence cinquième comme nulle. Pour appliquer la formule
^iP'"~^it'Qy / JC ""^X,
A l-r— Vlir'-^Ji-Â — ^j^>^
nous devons faire :
Atto= 0,0013809057,
A«Wo=— 0,0000043769,
A»tf , = 0,0000000277 ,
AX
et comme h =0,01 ,
a?o=3,l4, ;r— aîo=0,00159265S6 ; on obtiendra
Avec ces valeurs il sera facile de mettre en nombres la for^ mule [3] qui donnera
w,=log 3,1415926536=0,4971498727.
Fonnule d'iaterpolalioa de Lagrange.
335. 11 existe une autre formule qui fait connaître approximativement les valeurs d'une fonction u , lorsqu'on connaît les va-
leurs Wq, Wi, ... Un qu'elle prend pour des valeurs a?o» ^i» ^t, ••• a^n, de la variable. Nous supposons, comme précédemment, que u soit une fonction rationnelle de x du degré n. Soit donc
on aura Wo =*+ P-^o + Y^o' + ••• + V^d^^
et l'on pourrait déterminer a, ^, ... (x, en résolvant ces équations qui sont du premier degré , mais on se dispense de cette résolution en posant
Xo , Xi , Xt, ... X„ étant des fonctions de x assujetties aux conditions suivantes :
Pour a?=:a?o: Xi, X|, ... Xn doivent s'annuler et X devenir égal à Funité ;
Pour a? = a?i : Xo , Xi , . . , Xn doivent s'annuler et Xi devenir égal à Funité ;
Pour ir=a?,: Xo, Xi , Xs, ... Xn doivent s'annuler et Xi devenir égal à Funité ;
Pour x=zXn: X^, Xi , ... Xn-i doivent s'annuler et Xn devenir égal à Funité.
Il est évident, en effet, que d'après ces conditions, u^ deviendra égal à «<>, tti , ... Un pour les valeurs a?o> ^i » ••• ^n de x.
Xq s'annulant pour les valeurs Xiy xt^ ... x^àe x^ on peut poser
Xo= Ao (x— a?i) (ar— a?j) . . . {x-^Xn) ;
et comme, pour a?=a?o, on doit avoir Xo=t , on posera
^ {Xç^—Xi) {x^ —a?,) . . . (a^o— a?n) ' en sorte que
^ _ {X—Xx){X—Xt)...{X—T^ ,
(a?o— ari) {x^ — x^ . . . {x^—x^ '
on trouvera de même
* "^ (a?!— jJo) (Xi—Xt) . . . (a?i— a?») '
^ __ jx—x^) (x—Xj) (a?— orQ . . . (x—Xn)
* (xt — Xii){Xt — Xi)...{xr~'X,^ '
la foruuile cherchée est donc
{x—Xi)ix^Xi)...(x^Xn) . (a?— a?o) (a?— a?i) . . . (x—xJ ^0-.(a:o— ^iJ \a?i— Xo)(fl (a; — a^o) (a:— a?i)...(a?— arn-i)
^' "■ ^*(a:o— a:i)(a:o— a:0 • . . [Xo—x^ "^ * (a?i— Xo) (a?i— a?,) . . .(a?i— ar^)
(a7n — Xq) {Xn—Xi). . .(a7„— a?n-i)
Application de la méthode d'interpolation à la représentation exacte d*une fonction entière f(x) du degré m, dont on connaît les valeurs ut, Ui, U3...ii«, correspondantes aux valeurs de x^, Xt-i-h,.,Xt-i-mh delà variable.
554. La formule d'interpolation démontrée (550), a pour but de former une fonction entière de degré m , qui , pour les valeurs aro, aro+A...aro+mA de a?, prenne les valeurs Vo» ^ ••.«^*« Or deux fonctions entières de degré m , ne peuvent être égales pour m+1 valeurs de la variable sans être complètement identiques , car , sans cela , en les égalant , on formerait une équation de degré m admettant m-^l racines; la foioction f{x) indiquée dans l'énoncé est donc identique à la formule fournie par la méthode d'interpolation, et Ton a
{x—x^/x—ar^ A Ix—x,. . .\
+ rXTT^Ï ^^'
on conclut de cette formule que si les quantités tf^, At^ ... À'^t/, , sont positives, en donnant à a? une valeur telle que "7 ^,
— T— 5 — 1 ... — T-^ — 7/1 -f 1 soient des quantités positives , c'est-à-dire en faisant x plus grand que a?o+(*w— 1)A, /(a?) sera
positif. On peut même ajouter qu*à partir de la valeur â7=a7o -{-(m — l)A, tous les termes qui composent le second membre de la formule [À] augmentent avec x , et que , par suite , il en est de même de /'(a?)
^o + (^ — 1)A est, évidemment, d'après cela , une limite supérieure des racines positives de l'équation /'(^)=:0; et les solutions de l'équation doivent êlre cherchées parmi les nombres inférieurs à cette limite.
RÉSUMÉ
529. But de riuterpoiation. Condition arbitraire que l'on s'impose. — 330. Formule d'interpolation applicable à une fonction dont on connaît les valeurs pour des valeui*s équidistanles de la variable. — 331. La fonction trouvée est le seul polynôme entier en x qui puisse satisfaire aux conditions demandées. — 332. Application à un exemple. — 333. Formule d'interpolation de Lagrange^ — 334. Application de la méthode d'interpolation à la représentation exacte d'une fonctioft entière de degré m, dont on connaît les valeurs correspondant à m valeurs équidistantes de la variable.
EXERCICES
h On a observé une planète et les ascensions droites ont été trouvées :
Le 12 janvier 12»» ao' . 0« 3' 25",21,
19 janvier 9*" 0' 0» 1' 28^04,
20 janvier 9»» 17' 0» 2' 28^,67, 24 janvier 8»» 1' — 0» 0' 68^3.
Trouver par interpolation Tascension droite du 22 janvier à midi.
II. Les données restant les mêmes, trouver le jour et Theure pour lesquels Tascension droite a été nulle.
CHAPITRE XXYII
aesoLUTio^r des equatioivs wuiifiaiQUEs.
opérations préliminaires.
S3S. Pour résoudre une équation numérique , il convièiât d'appliquer d*abord la méthode des racines commensurables, et de supprimer les facteurs qui leur correspondent. On doit ensuite appliquer, à Téquation , la méthode eiposée au chapitre xxni f pour la décomposer, s'il y a lieu , en plusieurs autres qui n'aient plus que des racines simples. La première de ces opérations n'a d'autre but que de rendre les calculs plus simples. La seconde est indispensable, elle nous permettra d'affirmer, dans ce qui va suivre , que s'il existe une racine a, deux nombres a — A, a-\-h\ qui la comprennent, étant substitués dans l'équation , doivent donner des résultats de signes contraires, quand h et h! sont suffisamment petits. Il suffit évidemment pour cela qu'il n'y ait aucune racine autre que a comprise a — A et a+A'.
Enfin , avant de commencer l'application de la méthode de recherche que nous allons exposer, il sera bon de fixer, par la règle de Descartes , uue limite supérieure du nombre de ra* cines positives et du nombre de racines négatives que peut avoir l'équation proposée.
Séparation des racines»
556. Après avoir exécuté les opérations préliminaires dont nous Tenons de parler, et dont , je le répète , celle qui est relative aux racines égales est seule indispensable, on substituera, dans le premier membre de Téqualion proposée, les nombres entiers consécutifs : — .. , —4, —3, —2, —1, 0, +1, +2, +3, +4, .... Celte substitution se fera, comme il a été expliqué (52lt),
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par la méthode des différences , c'est-à-dire que l'on calculera directement un nombre de valeurs conséculives égal au degré m de l'équation , et Ton en déduira leurs différence jusqu'à celle de Tordre m — 1 ; puis, en se fondant sur ce que la différence de Tordre m est constante et égale (525) à A. 1.2. ..m (A étant le coefficient du premier terme) on pourra, par de simples additions , former le tableau des valeurs des différences successives, et enfin de la fonction elle-même. On s'arrêtera, dans ce tableau, lorsque l'un des résultats obtenus sera de même signe et les différences correspondantes seront positives, on sait alors que la valeur correspondante de x, augmentée de (M— -1) unités (354;^, est une limite supérieure des racines.
Si les résultats de la substitution des nombres entiers ne sont pas tous de même signe, il y arrivera, une ou plusieurs fois, que deux résultats consécutifs soient de signes contraireu, et nous pourrons affirmer qu'entre les nombres entiers correspondants il existe une ou un nombre impair de racines.
Si le nombre des intervalles dans lesquels l'existence des racines réelles devient ainsi manifeste , est précisément égal au nombre des racines que le théorème de Descartes permet de supposer, les racines sont séparées, c'est-à-dire que Ton est assuré d'avoir, pour chacune d'elles, deux nombres qui la comprennent et qui n'en comprennent pas d'autres.
Mais s'il arrive, au contraire, que le nombre de ces intervalles soit moindre que le nombre des racines possibles, et, en particulier, si les nombres entiers substitués d^ms le premier membre donnent tous les résultats de mêmes signes, on doit rester dans le doute et recourir à de nouvelles substitutions. Mais ces substitutions ne doivent être faites que dans des intervalles choisis , où elles présentent quelque chance de succès. Voici comment on déterminera ces intervalles.
Après avoir obtenu les résultats de la substitution des nombres entiers dans le premier membre de l'équation proposée, on portera sur une ligne droite, à partir d'une origine 0, des longueurs égales qui représentent les valeurs 1,2,3,..., attribuées à l'inconnue â? , et en sens opposé , des longueurs destinées à représenter les valeurs négatives —1, — 2, — 3 , ... ; puis , par Textrémité de chacune de ces longueurs , on élèvera (sans y apporter aucune précision) une perpendiculaire représen-
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tant la valeur correspondante du premier membre de l'équation proposée y cette perpendiculaire élant portée dans un sens ou dans un autre , suivant que la valeur est positive ou négative. II est évident que si Ton procédait de la même manière , non plus seulement pour les valeurs entières , mais pour toutes les valeurs possibles de a: , on obtiendrait une courbe, et les intersections de cette courbe avec la droite , sur laquelle on porte les a:, feraient connaître les racines, car elles correspondraient à la valeur de x pour laquelle le premier membre de l'équation s'annulant , il faut porter une perpendiculaire nulle) au-dessus de l'axe. Les valeurs particulières du premier membre que nous avons obtenues font connaître des points de cette courbe, et permettent de se faire à peu près une idée de sa forme , et d'en conclure par conséquent les intervalles dans lesquels l'existence des radnes est probable, et où il convient de les chercher par des substitutions nouvelles.
Si, par exemple, en substituant à x les valeurs 0, 1, 2, 3, 4, S , 6 , on trouve i pour le premier membre d'une équation , les valeurs
Les points correspondants, qu'il faudra construire, sont placés à peu près comme il suit :
Et Ton conçoit que si la courbe qui les réunit coupe l'axe des X , ce doit être entre les points 2 et 3. Cependant nous ne sommes nullement en droit d* affirmer que, dans les autres intervalles, il n'y ait pas de racines ; il pourrait même , à la rigueur, en exister entre 5 et 6 ( intenalle où Tinspection des résultats
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précédents n'en ferait certainement pas présumer). Il suffirait que la courbe inconnue qui réunit nos différents points fût suffisamment contournée.
557. Il existe cependant un théorème qui assigne une limite aux irrégularités que peuvent présenter les courbes analogues à celles doht il vient d'être question.
Si r équation proposée est de degré m , une parallèle à la ligne sur laquelle on porte les valeurs de x ne peut , dans aucun cas , rencontrer la courbe en plus de m points.
Soit , en effet , à la distance de cette parallèle à la ligne des x^ elle rencontrera la courbe précisément aux points qui correspondent aux valeurs de x , pour lesquelles le premier membre est égal à d. Or, en égalant le premier membre à un nombre donné , on obtient une équation de degré m qui ne peut avoir plus de m racines. J'ajoute que souvent l'application du théorème de Descartes à cette équation donnera une limite plus petite encore.
Si Ton revient à Texemple proposé dans le chapitre précédent, on voit que l'existence d'une racine comprise entre 5 et 6 exigerait que la courbe pût être coupée en quatre points au moins par une parallèle à la ligne des x^ et que, par suite, l'équation obtenue en égalant le premier membre à un nombre d pût avoir quatre racines positives.
558. Lorsque l'inspection des résultats obtenus aura indiqué les intervalles dans lesquels on présume l'existence des racines, on devra substituer, dans ces intervalles, des nombres équidistants d'un dixième , et il arrivera , la plupart du temps , que ces substitutions montreront assez nettement la forme de la courbe, pour qu'on aperçoive avec certitude les limites qui comprennent les racines , ou que l'on acquière la conviction qu'il n'en existe pas. Nous n'avons rien à ajouter sur la manière de tirer parti de ces résultats nouveaux : il faudrait répéter mot pour mot ce que nous avons dit au sujet de la substitution des nombres entiers.
Pour calculer les résultats de la substitution des nombres, de dixièmes en dixièmes, il faudra procéder comme pour celle des nombres entiers : calculer d'abord un nombre de résultats consécutifs égal au degré de l'équation , former les différences
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qui en résultent, et chercher ensuite les valeurs suivantes par de simples additions.
Simplification relative )i l'équation du troisième de^. 559. Soit un polynôme du troisième degré
<p(a:) = ic* 4" P^ + î^ + ''•
Supposons que l'on ait substitué des nombres équidistants dont la différence soit h ; on connaît la valeur de la fonction ^{x) pour une certaine valeur x=^x^ de la variable, et Ton a formé, de plus, A<p(iro), ^'çC^o)» ^V^o)*
Nous allons donner un moyen simple de calculer les différences qui correspondraient à un accroissement dix fois moindre et que nous représenterons par ^(a?,) , ^<^x^) , ^<p(a?o).
Ona
Pour former AVâ?o) « îl f^^^ prendre la différence du second membre, c'est-à-dire son accroissement quand on y change x^ en â?,-|-A, on aura :
or, <p'(a?J est du second degré , (p"(a?J du premier et ^"^{x^ est constant ; on a donc
<pK+A) -?K)= *?>.)+ j^?>o),
donc , en substituant
AVa?o)=AV(^o) + AV(a?,), on trouvera de même
Aya?o) == h\i^{x,+ A) - ç Vo)] + A VC^o+ h)-ff{x,)] ,
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et , d'après ce qui précède,
AVa?o)=AV(^o), ainsi donc
AVa:o)= AV(a?o)+ *V(«f) • Si, dans ces formules, on remplace h par jr, on aura :
^<p(^o)=îôQ5?*'(a?,).
A l'inspection de ces formules, on Toit que connaissant les Ta« leurs des différences A , on formera immédiatement i^ffiœ^) qui est la millième partie de Ayj?^}.
sy^o) s^ compose de deux termes , dont le second est précisément sya^o) et le premier est la centième partie de la différence
c'est-à-dire de la différence qui précède Aya^o) dans la série
des A\
Enfin ^Xq) se compose de trois termes ; les deux derniers
sont connus. L'un est la sixième partie de ^\{Xi^ , l'autre est la
A* moitié <ï^ 755/(^0)» c'est-à-dire d'un terme déjà calculé pour
former S* ; quant au troisième terme tjt (p'(a?o) , on remarquera qu'il est la dixième partie de hff'(af^) et que Ton a
Le second membre se compose de trois termes connus et on le calculera facilement.
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En résumé :
g'^'xJ est la millième partie de àhf[x^i
syxj est la somme de ^'x^ et de la centième partie da terme qui précède A^xJ dans la série des A*;
d^xj se compose de la sixième partie de ^(â?,)* de la moitié du terme calculé pour obtenir ^^x^ et de la dixième partie de l'expression
dont les trois termes sont connus.
ApplicatioD de la méttiode précédente.
Considérons Féquation
ar»— 7a:+7 = 0.
Si nous substituons à x les valeurs — 1 , 0, +1, nous tronrons, pour le premier membre, les valeurs correspondantes 13, 7, 1, dont les différences premières sont —6, —6, et la différence seconde 0. Quant à la différence troisième on sait (5S6) qu'elle est égale à 6. Nous formerons donc le tableau suivant :
Ay
AV
aV
et nous en déduirons , par des additions successives , la table des valeurs de A*y , ^y » y, que j'inscris dans un nouveau tableau » afln que l'on aperçoive mieux dans le précédent les résultats qui servent de base à tous les autres.
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AV
A l'inspection des valeurs de y, on TOit qu'il existe une racine négative comprise entre —3 et —A, et comme la règle de Dea^ cartes apprend qu'il n'en existe qu'une , il n'y a pas lieu d'en chercher d'autres.
Quant aux racines positives il peut en exister deux , mais, pour les découvrir, nous devons recourir à de nouvelles subsli lulions. Si nous représentons graphiquement les r(^sullats obtenus, nous obtenons la Sgure suivante :
RÉSOLUTION DES iQUAnONS mJIIÉRIQniS.
La courbe qui réunit ces points ne devant être coupée qu'en trois points par une parallèle à la ligne des x^ ne peut évidemment couper cette ligne qu'entre les points 1 et 2 ; c'est donc entre a?ssi et a;=2, que nous devons substituer des valeurs distantes de 0,1.
Nous savons que pour â7= 1 , le premier membre que nous désignons par y, est lui-même égal à i , on a, de plus, pour des accroissements de^ égaux à Funité, Ay=0, àfy=:\^^ ^^=6»
Faccroissement devenant égal à t^ , nous trouverons (339)
A»y=0,006, A«y=0,066, Ay==— 0,369;
et nous pourrons, d'après ces valeurs, former le tableau suivant :
^ Ay
On voit , à Finspeôtion de ce tableau , que y change de signe quand x passe de la valeur 1,3 à la valeur 1,4 et de la valeur 1,6 à 1,7. Il y a donc deux racines positives dont les valeurs, à un dixième près, sont 1,3 et 1,6.
341. Si Fou voulait obtenir une plus grande approximation, il faudrait substituer à x des valeurs distantes de 0,01 entre 1,3 et 1,4 et entre 1,6 et 1,7. Ces substitutions se feront comme les précédentes au moyen des différences. On commencera par re-
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marquer que pour a?=l,3 on a yî=0,097 , à partir de cette valeur les différences relatives à un accroissement de x égal à 0,1 sont, comme on le voit par le tableau précédent,
y=0,097, Ay=— 0,153, A*y55:0,084, A»y=(),006,
Si nous voulons en déduire les valeurs des différences rela* tives à un accroissement de a: égal à 0,01 , nous trouverons au moyen des formules données plus haut :
«•?(^o) = Trfcïï X A»(p(a?g) = 0,000 006, J«(p(a:o) = 0,000 006 + lin X 0,078,
et comme on a d'ailleurs pour a:= 1,3
on peut former le tableau suivant :
Ay
àhl
àfy
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
On calculera au moyen des mêmes formules les valeurs de Ay , A*y , ^y qui correspondent h des accroissements de x égaux à 0,01 à partir de la valeur a? = 1,6, et Ton formera le tableau suivant :
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Ay
AV
AV
0,000006 id.
id.
id.
id.
Id.
id.
id.
On voit, d'après ces tableaux, que les deux racines sont comprises, l'une entre 1,69 et 1,70, l'autre entre 1,35 et 1,36. Pour calculer la plus grande à un millième près , il faut substituer, entre 1,69 et 1,70, des valeurs distantes d'un millième. Ces valeurs calculées par le même procédé que les précédeiifes , résultent du tableau suivant ;
Ay
AV
id.
Id.
id.
id.
Id.
id.
id.
On voit que y change de signe lorsque x passe de la valeur 1,692 à 1,693. La racine est donc, à un millième près, égale à 1,692.
542.^ Les tableaux précédents permettent de pousser Fapproximation plus loin encore.
Remarquons, en effets que dans le dernier de ces tableaux la
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différence seconde est extrêmement petile. On peut donc , sans erreur sensible , la considérer comme nulle , et admettre , par suite, que les accroissements de y soient proportionnels à ceux de X. Mous pourrons alors obtenir la valeur de œ pour laquelle y est nul , en procédant comme on le fait dans l'emploi des tables de logarithmes. Nous dirons :
Lorsque x augmente de 0,G01 et passe de la valeur 1,692 à la valeur 1,693, la variation de y, csl 0,001593669.
Pour que la variation de y soit 0,000034112, c'est-à-dire pour . que y devienne zéro, il faut donc que la variation B de x satisfasse à la proportion
0,001 : a :: o,ooi593669 : o,oooo34ii2 ,
d'où l'on déduit
en sorte qiie la racine est égale, approximalivement, à 1 ,6920214.
On doit observer que la différence seconde que nous avons considérée comme nulle étant, en réalité, un peu plus grande que 0,00001 , peut influer sur le huitième des chiflres décimaux , et il n'y a , par conséquent , aucune raison pour considérer le septième comme exact.
On doit donc considérer la racine conmie égale à 1,692021.
345. Dans l'exemple précède»! , la détermination des intervalles dans lesquels il convenait d'effectuer de nouvelles substitutions n'a présenté aucune difficulté. Malheureusement il n'en est pas toujours ainsi. Nous en citerons un exemple.
Soit réquation
Si nous substituons à x les valeurs — 1 ,0,1, nous trouvons pour valeurs correspondantes de y, —49,001, 0,001, 0,0999, dont les différences sont 49, 1 , et ia différence seconde — 48. Quant à la différence troisième elle est (326) égale à 54.
Nous pouvons, d'après cela, former le tableau suivant :
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Ay
AV
et si l'on représente ces valeurs graphiquement, ainsi qu*on Ta indiqué (556), t)n voit clairement qu'il existe une racine entre a?=:0 et âî=l, mais rien ne fait pressentir qu'il y en ait d'autres et ne porte à essayer de nouvelles substitutions. Si cependant, on substitue les valeurs distantes de 0,1 entre x=^\ et x=z% on trouve que les valeurs des différences relatives à a: = 1 et à un accroissement de x égal à 0,1 sont Ay= — 0,461, A*y=:0,114, A'y=0,054, ce qui permet de former le tableau suivant :
0,054 id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
En représentant graphiquement les résultats qui y sont contenus, l'on voit clairement que la courbe qui passe par les points obtenus, ne peut couper la ligne des x qu'entre le point 1,3 et le point 1,4. Substituons donc entre ces deux valeurs, des valeurs de x distantes de 0,01; ces valeurs se calculeront comme les précédentes en formant d'abord, par les formu les (559), les valeurs de Ay, A^ et A'y qui correspondent à 07 = 1 ,3, et à des accroissements de la variable égau^t à 0,01 : nous formerons ainsi le tableau suivant :
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Ay
AV
AV
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
qui prouve que l'une des racines est comprise entre 1,32 et 1,33, l'autre entre 1,34 et 1,35.
Méthode de Newton.
544. Lorsque Ton considère une fonction dans un intervalle très- peu considérable, on peut presque toujours, sans erreur sensible, regarder les accroissements comme proportionnels à ceux de la variable et les représenter par le produit de la dérivée de la fonction par l'accroissement même de la variable. L'erreur coinmise dans cette substitution sera d'autant moindre que Ton prend des accroissements plus petits. Cette remarque s'applique à toutes les fonctions, mais nous la développerons seulement ici sur les fondions algébriques entières pour s'appliquer à la résolution des équations considérées dans ce chapitre.
Soient
une équation algébrique, et a une valeur approchée d'ime racine dont nous désignerons par a-}- A la valeur exacte, on aura évidemment
ou
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et en négligeant les termes qui contiennent h à une puissance plus élevée que la première» on a, avec une approximation d'autant plus grande que h est plus petit,
en sorte que l'équation [3] devient
et Ton en déduit A=— |i^! ;
la valeur approchée de la racine est, par ovuséqueni,
en désignant celte valeur par b , et appliquant de nouveau le même procédé, on trouvera une valeur plus approchée encore
et en répétant cette opération plusieurs fois de suite, on obtiendra rapidement une très-grande approximation ; il est impossible d'indiquer d'une manière générale, et indépendamment de tout exemple particulier, la rapidité avec laquelle croissent les approximations, mais, dans chaque cas, on s'eniorme faci« lement une idée en procédant, comme nous allons le faire, dans Texemple suivant. '
Reprenons l'équation
¥ix) = x^ — 7x''-\-7=0;
nous avons trouvé que Tune de ses racines est, à j^rrr près,
égale à 1,692; si nous la désignons par 1,6924- A, h sera plus petit que 0,001, et nous aurons
par suite
_F(£) Vr(£) h* F'jx).
F\x) l.iF'ix) 1.2,3 F' («)'
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pour 0?= 1,692, les coefflcienls de A* et de A* sont, Tun plus petit que 3,2 , l'autre moindre que Tunité , en sorte que le second et le troisième terme du second membre sont moindres, Tun que 0,000003, Taulre que 0,000000001, nous avons donc, à un millionième près^
on a, d'après le tableau (541), pour x=t^0&2^
F(x)=:— 0,000034112; d'ailleurs F' (a?) = 3a:* — 7 = + 1 ,588592 ;
Mais, d'après le résultat que nous venons d'obtenir, la valeur a? =1,692 était exacte, non-seulement jusqu'à tqqq» mais
encore à ^^^ près ; de plus , d'après le même résultat pour
. x=l ,6920 , l'erreur A est moindre que . -^ ; donc , le nombre
obtepu est exact à moins de ttjs) ot la valeur de o; est à 8 décimales,
Nous avons donc une nouvelle valeur approchée de la racine
représentons sa valeur exacte par
nous aurons
.. , , , F 6 A" ¥"b A" rb .
dou h=-^^-j.^^-^^,
A'* étant moindre quc-r^ûëCt son coefflcienl que 3,2; de plus>.A'*
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étant plus petit que ^, et son coefficient étaot moindre que
Tunilé ; si Ton prend
Terreur commise sera de Tordre j^. Cet exemple suffit pour
donner une idée de la rapidité des approximations « et pour montrer comment on doit l'apprécier dans chaque cas.
Ex£uple1I. Soit donnée Téquation La première dérivée sera
et, par suite, le terme de correction sera
Première APPROxnCAtiox. On trouve immédiatement que la racine réelle de Téquation est comprise entre 2,1 et 2,2.
Posons donc a?=2,l , et partons de cette valeur pour trouver la racine x avec plus d'exactitude. En remplaçant x par 2,1 , dans les fonctions V{x) et V'i^), nous aurons
Vx= 0,061 et ra:= 11,23;
donc A=-J^ = - 0,0543
Deuxième apihiioximation. Partant de cette nouvelle valeur approchée de la racine , nous aurons d'abord
a?i^ 2,095, ^j« = 4,389, Xi ^^y,iyoî
donc Fa:i = 0,005 et F'a?i= 11,167;
*'=-iw=-''^''«
et iPi = a?i + Al = 2,094 662.
L'erreur h étant moindre que -^ ; de plus, les coefficients de A* et If étant le premier environ - , le second — , il s'ensuit que l'erreur de a?i sera plus petite que j^.
Troisième approximation. Posons maintenant a? =2,094 662;
comme Terreur de x% est moindre que t^ , et que de plus les
coefficients de Ai' et de Ai' , restent à très-peu près les mêmes ,
nous pourrons compter sur une approximation de tjt^.
On a d'abord
xf= 4,387148 080704,
xf= 9,189109 786734; donc Fa:»= 0,000005 786734
et F':r, = 11,161444 242112,
ce qui donne
Yx,_ 0,000005 786734 __ onnnnoft 'iifti'ift *«=-F5; = -" 11,161444.,. -—0.000000 618468
et AT, =A7i+ Al =2,094551 481542,
exacte à moins de j^.
Quatrième approximation. Pour pousser encore plus loin l'approximation de la racine , posons
(r,ss2,0945ôl 481642,
nous aurons, pour les puissances de Xt^
et xJ^=9,lS9l02 963080 354769 507339,
et, par conséquent,
et F'(arO =11,161437 726489 3616....
Donc, la valeur de At sera
ra?8_ . 0,0.-3 645230 492661 ^'~ F^s"""*" 11.161437 826489 36...'
ou At = + 0,000000 000000 326591 482386 ;
mais Xk=Xz'\-ht;
donc ^4 = 2,094551 481542 326591 482386,
valeur exactd^à moins de -T^; un nouveau calcul donnerait la
racine à moins de Y^if
Représentation graphique de la méthode de Newton.
546. La méthode d'approximation que nous venons d'exposer, peut se représenter graphiquement d'une manière trèssimple, que nous croyons devoir indiquer ici quoiqu'elle exige des notions de géométrie analytique.
La recherche des racines réelles de l'équation
revient à celle des points où la courbe qui a pour équation yz=zf{x\ coupe Taxe des x. En désignant par a une valeur approchée de la racine, et par fia) la valeur .correspondante de y, 1 équation de la tangente à la courbe
au point dont les coordonnées sont a et f{a)j est
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Cette tangente coupe Taxe des x en un point dont Tabscisse x est évidemment
Ra)'
c'est-à-dire précisément égale à la valeur fournie par la méthode de Newton.
D'après cela, la méthode de Newton équivaut à la construction suivante:
Ayant la position approchée, P, du point où une courbe coupe Taxe des x, pour en obtenir une autre plus approdiée encore , on mène au point M de la courbe qui se projette en P, une tangente MT, et le point T est, en général^ beaucoup plus près que P de rinterseclion cherchée. En répétant la même construction, on obtiendra un nouveau point T' encore plus rapproché que le précédent, et ainsi de suite.
Celte représentation géométrique de la méthode de Newton , permet souvent de procéder avec plus de sécurité en renfermant à chaque opération les racines entre deux limites qui se rapprochent de plus en plus. Supposons , en effet , que Ton ait trouvé deux nombres A et B qui comprennent une racine , et que ces nombres soient représentés par les abscisses OP, OQ, auxquelles correspondent les points M et N de la conrbe.
La méthode de Newton donne pour valeur approchée de la ra-
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cme> Tabscisse OT du point T; d'un autre côté» on voit sans peine que la méthode des parties proportionnelles (54S) donnerait pour valeur approchée a;=OK; k désignant le-point où l'axe des X est coupé par la corde HIV. La racine est comprise entre ces deux valeurs approchées, et Terreur commise est moindre que leur différence.
Ce raisonnement « suppose que la courbe n'ait pas d'in* flexions entre les points M et N , et que , par suite {Géùmétrie analftique) , la seconde dérivée f'^(x)^ ne s'annule pas dans cet intervalle.
RÊSUBIÉ.
35^. Opérationns préliminaires à exécuter quand on veut résoudre une équation numérique. — 556. Substitution des nombres entiers. — 557. Substitution des nombres qui diffèrent de^ dans les intervalles où Ton suppose qu*il existe des racines. — 558. Théorème qui limite les irrégularités que peut présenter la courbe dont on fait usage. — 559. Simplification des calculs quand Téquation est du 3* degré. —
540. Applioation à un exemple. Calcul des racines, à 0,4 près. —
541. Calcul à 0,04 près. — 542. Calcul de la racine au moyen d'une proportion analogue à celle dont on fait usage dans la théorie des logarithmes. — 545. Exemple d'une équation à laquelle les règles précédentes s'appliquent mal. — 544. Méthode de Newton. — 543. Application à deux exemples. — 546. Beprésentation graphique de la méthode. Cas dans lesquels on peut avoir deux limites de la racine.
CHAPITRE XXVm
lt£80LUTION DES £QUATI€NS TRANSGENBANTES.
547. Nous nous bornerons à traiter dans ce chapitre quelques équations transcendantes, choisies parmi celles que Ton rencontre dans les applications des sciences mathématiques et qui nous permettront d'exposer d'une manière complète Ips méthodes auxquelles les géomètres ont le plus souvent recours pour leur résolution.
Application de la théorie des différences à la solution des équations
transcendantes.
548. La méthode que nous appliquons aux deux exemples qui vont suivre est très-fréquemment employée, elle consiste à substituer dans l'équation proposée des nombres équidistants, absolimient comme dans le cas d'ime équation algébrique. Lorsque Ton a trouvé deux substitutions qui donnent dans le premier membre des résultats de signes contraires > on conclut qu'il existe une racine entre les valeurs correspondantes de ar, et dans Tintervalle on substitue des nombres plus rapprochés qui permettent de resserrer la racine entre deux limites nouvelles et plus étroites; cela fait, on considère le tableau qui comprend : l^les valeurs attribuées à l'inconnue; 2° les valeurs correspondantes du premier membre de l'équalion ; 3° les différences des divers ordres qui s'en déduisent. S'il arrive que les différences d'un certain ordre , du troisième par eiremple , soient négligeables , on en conclut que la fonction peut être remplacée sans erreur sensible dans l'intervalle considéré, par une fonction algébrique (du second degré si la différence troisième est considérée comme nulle). La théorie de l'interpolation fera connaître cette fonction et en la substituant au pre-
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mier membre de Féqualion , on aura ramené le problème à la résolution d'une équation du second degré.
Si les différences du second ordre étaient négligeables , on ramènerait l'équation à une équation de premier degré , et la méthode reviendrait à l'emploi des parties proportionnelles dont on fait usage dans un cas analogue , en se serrant des tables de logarithmes.
Exemple I. Soit donnée Téquation
équation qui se présente en mécanique dans Fétude de la chaînette.
Nous voyons que cette équation ne change pas lorsqu'on remplace x par ( — x) ; par conséquent à chaque racme correspond une autre racine égale mais de signe contraire.
Pour mieux étudier la nature de cette équation , posons
et y = 5,284a? ,
nons aurons alors les équations de deux lignes dont les points d'intersection ont pour abscisses les racines de Féquation.
La première de ces deux lignes AA' est une courbe transcendante n'ayant qu'une seule branche infinie dans les deux sens. Cette branche qui a pour asymptotes les lignes logarithmiques dont les équations
a; = logy et — a?=log— y
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passe par Torigine des coordonnées qui est en môme temps son centre.
La seconde de ces deux lignes BB' est une droite qui passe également par Forigine.
Comme les deux lignes passent par Torigine , l'équation est vérifiée par â?=:0. En outre, il est facile de voir qu'elles n'ont qu'une seule intersection du côté des x positifs , par conséquent, Féquation a une racine positive que nous allons déterminer.
Mettons d'abord l'équation sous la forme
et cherchons les valeurs que prend cette fonction pour des valeurs entières de la variable x. Nous aurons
tti=— 2,934, tit= — 3,314, «,= + 4,184.
La racine est donc comprise entre 2 et 3. Si maintenant nous cherchons les valeurs de u correspondant à 07=2, 5 ..., nous aurons
et la racine est comprise entre 2,6 et 2,7.
En partageant cet intervalle en dix parties égales et en calculant les valeurs intermédiaires de u avec leurs différences , nous aurons le tableau suivant :
AHi
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Les différences du second ordre étant peu différentes, la fonction Ug, prise entre a: = 2,64 et a? =2,65, peut être considérée comme une fonction algébrique du second degré.
En nommant z le nombre de centièmes que Ton doit ajouter à 2,64 pour former la racine , on a , d'après la formule d'interpolation (330)
et ti« devant être nul, on en déduit
^^J •"■ ^u, 1.2 • Atto*
Pour résoudre celte équation de second degré, on peut profiter de ce que z est très-petit pour négliger d'abord le second terme du second membre et prendre comme première approximation
et remplaçant cette valeur dans le second membre de l'équation [1] , on trouve plus exactement
par suite , la valeur de x est
j: = zfc 2,64089921,
Exemple II. Résoudre l'équation
[1] a sin* 47 = sin (x -— q\
équation importante qui se présente dans le calcul des orbites des planètes , et soit
log « = 0,5997582, et g = 13M0'5",01,
Comme nos tables ordinaires ne donnent pas les valeiirs des sinus naturels, mais celles de leurs logarithmes, nous prendrons les logarithmes vulgaires des deux membres de l'équation , ce qui du reste simplifiera beaucoup le calcul. L'équation se présentera alors sous la forme
log a -}- 4 log sin x = log sin (x — g), ou
[2] w, = log a -}- 4 log sin ar — log sin (x-—'q)ss:0.
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Pour obtenir une première valeur approchée de x , posons d'abord
nous aurons log sin a? ^ 9,3734
4 log sin a? =7,4936 log a = 0,6998 et OlogsinCa? — q)=^^
donc w, = -f- *
De la même manière, nous trouverons pour ir= 14*,
log sin â?= 9,3837
4 log sin a? = 7,6348
log a = 0,5998
et C» log sin (a? — g) = 2,2371
donc tt^ = 4-0,3717
De cette diminution rapide de la fonction ti» nous pouvons conclure avec quelque probabilité que la valeur xszt4f est très-rapprochée de Tune des racines de Téquation.
En effet , on trouve par des substitutions directes
La racine est donc comprise entre 14^30^ et 14M0'. Partageant cet intervalle en deux parties égales , on aura
pour 0? = 14^36' w* = + 0,0005.
Par conséquent la racine est comprise entre 14^35' et 14^ 40', et elle est très-près du premier de ces deux nombres.
Pour obtenir une valeur plus exacte de x^ cherchons à 7 décimales les valeurs de la fonction Ug correspondant aux valeurs de X de dix en dix secondes, depuis jr= 14® 30'; et formons
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le tableau suivant, après avoir pris les différences succès sives :
Au
AH
On voit que , pour des valeurs de x équidistantes et assez voisines , les différences secondes de la fonction ti« sont à peu près égales; donc l'équation proposée, dans les limites restreintes que nous lui avons tracées, peut être considérée comme une équation algébrique du second degré.
En procédant comme dans le cas précédent , on trouve
et en substituant les valeurs de Uq^ Atio et à.% contenues dans le taUeau, savoir :
AWo = — 0,000 9924,
IX
nous aurons 0 = + 4870 — 9924 2 + 20 {z* — z)
ou «• — 497,25 + 234,5=0,
et en prenant la plus petite racine de cette équation du second degré (la'plus grande surpasserait 596) on a
Dans ce calcul nous avons pris pour unité d'intervalle Tare de dix secondes; la correction sera donc = 4'',902, et la racine exacte aux millièmes de secondes sera
0? = 14* Sô' 4",902.
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Si nous voulons vérifier ce résultat, nous trouverons
a? — g = 64' 69^,892, logsin;r =9,401 07445
41ogsin;r=7,604 2978 loga=0,599 7682 et CMogsin(;r—gr)= 1,795 9440
donc ^«=0,
le résullat obtenu est exact.
Mais réqualion [1] étant une équation transcendante, outre celte première racine réelle, il peut y en avoir encore une ou plusieurs autres, ou même une inflnité.
En effel, lorsqu'on continue les recherches, on trouve encore sur la première circonférence du cercle, trois autres racines
a?i= 32^ 2' 28", a?, = 137^27' 59^ irs=193° 4' 18";
de plus , à chacune de ces quatre valeurs de a;, correspondent une infinité d'autres, positives ou négatives, et qui sont toutes comprises dans l'expression générale
x + kxZ&fi,
k étant un nombre entier quelconque, positif ou négatif.
Résolulion des équations transcendantes par la méthode des substitutions
successives.
550. La méthode que nous appliquerons à l'exemple qui va suivre , est d'un emploi très-commode dans tous les cas où la nature du problème permet de l'adopter. Voici, d'abord, d'une manière générale, le principe sur lequel elle repose.
Soit j?=çp(a?)
une équation (mise, comme on voit, sous une forme particulière), et supposons que l'on ait trouvé une valeur approchée a
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de sa raciiie, oo ann, par aoile, appraiiaiativeiiient»
soit b cette Talair, en fadoptant on troorera
soit e cette troisième Taleor, on en déduira
et la série des nombres a, fr, <r, d..., qui peut se continuer indéGniment, convergera, quelquefois, très-^rapidement vers la véritable raciue.
Pour apprécier la rapidité de cette conyergence, nommons a -{-A la Yadeur exacte de la racine, nous aurons
Or, la fraction
y(fl-fA)— <p(a)
diffère peu de la dérivée ^'(a).
On a donc, en désignant cette fraction par (p'(a}4-t ,
ç(a + À) =. *9'(a) + At + 9(a) ;
donc a + À = h^Xa) -f 9(0) + Ae ,
et, par suite, (a + A)— (p(a) = hfXa) + ht ;
l'erreur commise en prenant 9 (a) pour racine, est donc, à très-peu près , A?'(a) , et Ton voit qu'elle est moindre que A si <p'(a) est moindre que 1 ; dans le cas contraire, la méthode n'est pas applicable.
8ttl. ExxMPUt* Déterminer les racines réelles de l'équation
n est évident que cette équation ne peut pas avoir de racines négatives, parce que pour un x négatif, le radical deviendrait imaginaire; nous n'avons donc qu'à nous occuper de la re* cbevcbe des racines positives.
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Le calcul deviendra plus simple si nous preoons les logarithmes vulgaires des deux membres; Téquation devient alors
a? =Jlog a? + 5,5178238....
En posant y = a: et y=^loga?-|- 5,6178238,
nous aurons deux lignes dont les abscisses des points dMntersection représentent les racines de Téquation.
La première est une droite, bissectrice de l'angle dès coordonnées orthogonales; la seconde est une ligne logarithmique» formée par une seule branche infinie, et ayant pour asymptote Taxe des y. Les deux Ugnes se coupent en deux points ; le premier très-voisin de l'origine , Tabscisse du second est comprise entre 5 et 6; il ne peut y avoir d'autres points de rencontre, et, par suite, Téquation n'a que deux racines positives.
Comme la valeur du terme connu de Téquation [1] est près de 6, posons en premier lieu
et substituons cette valeur dans le second membre de l'équation
;r=ilog a? + 5,517 8238,
nous aurons alors une valeur de x plus rapprochée que la première ,
a? = éloge +5,5178
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En substituant cette seconde valeur de x dans Péqaation [i], nous aurons
a?=^log5,9069 + 5,517 8238 = 5,903 5036.
Poursuivant ce procédé, nous obtiendrons par la troisième substitution ,
â;=:ilog 5,903 5036+5,517 8238 = 5,903 3787 ;
ensuite a?=ilog 5,903 3787 + 5,517 8238
puis a?=ilog5,903 3741 + 5,517 8238
ou J?= 5,903 3740.
Le dernier résultat est exact à sept décimales , car on trouve
log X = log 5,903 3740 = 0,771 1004
donc 2 l^S^ = ^>3^^ ^^^
d'où 4 log^+ 5,5178... = 5,903 3740=ar.
U nous reste encore à évaluer la seconde racine de l'équation
a?— ^loga? — 6,517 8238 = 0,
racine qui est comprise entre 0 et 1 . Comme x est nécessairement une fraction très-petite, nous pouvons négliger le premier terme de Téquation, qui deviendra alors
iloga?=— 5,517 8238 log a: = — 11,035 6476 = 12,964 3524 ;
d'où Ton tire x = 0,00000 00000 092 1 1 97 ,
valeur exacte à dix-sept décimales.
Si nous reprenons les considérations générales par lesquelles nous avons commencé ce paragraphe, nous verrons, en les appli-
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quant à Texemple actdel, que l'on a
9 (a?) = 4 log X + 6,6178238 ,
X étant à peu près égal à 6 , cette valeur de ^\x) est à peu près ^, et, par suite, chaque valeur obtenue est environ vingt fois plus approchée que la précédente.
Résolution des équations transcendantes par la méthode de Newton.
552. La méthode de Newton s'applique sans modiflcation à la recherche des racines d'une équation transcendante, pourvu que l'on connaisse toutefois une première valeur approchée
Soit, en effet,
une équation , et a une valeur approchée de la racine , dont nous représenterons la valeur exacte par (a -f" ^)*
On aura F(a+A) = 0;
• /oii^TM ♦ F(a+A)— F(a) mais (247) le rapport -^ — *— ^ -^
difTère peu de F'(a], et l'on a, par conséquent, en désignant par 8 un nombre très-petit,
d'où Ton déduit, en remarquant que F(a + ^) est nul,
* = ~rf^r;» ^* ~F^ ®^^' ^^^ ^^^^' ^"^ valeur approchée de A.
Exemple I. Soit donnée l'équation
a?*— 100=iO.
en MÈÊOLunom un ioQâTioRS TtAsisGcnftvm.
SalistiluoDS d*abord à U Yariable x les nombres oatiureb , nous aurons :
On en conclut que notre équation n'a qu'une seule rasine réelle et que cette racine est comprise entre 3 et 4.
Le calcul devient beaucoup plus simple lorsque , au lieu de traiter Téquation sous la forme donnée
af=lQO,
noas preaons les logarithmes Tulgaires des deux membres ; nous aurons alors
Ainsi donc nous aurons
Fa? = irloga? — 2;
d'où Fx = log X + log e ;
où e désigne la base des logarithmes népériens.
Ces valeurs de Fx et de Y'x , substituées dans la formule générale qui exprime la correction fournie par la méthode de Newton , donneront pour h ,
- F^ a? log a? — 2 2 — a? log a?
"" F9~" log a: + log «""log 6 + log a?*
Première approximation. Nous avons trouvé ci-dessus que la valeur de x est comprise entre 3 et 4.
Posons d'abord a7=^ 3,5 et calculons à 3 décimales. Nous aurons alors
ar = 3,5 loge = 0,434
log a? = 0,544 loga? = 0,644
d'où a^ log a: = 1 ,904 log c + log a? = 0,978
cl 2 — x- log a: = 0,096
RÉSOLUTION DBS ÉQUATIONS TRANSCSNOÀNTIS. 403
et la valeur approchée de x sera
Deuxième approximation. Nous avons
^ = 3,598 log 6 = 0,434 2945
donc log;r=0,5560612 log a? = 0,556 0612 '
a? loga?= 2,000 7082 loge +log a? = 0,990 3557
et a; logic— 2 = 0,0007082
et ir = 3,598— 0,00071610
ou x= 3,597 2849.
Troisième approximation. Pour avoir une valeur de x encore plus rapprochée, posons maintenant
nous aurons :
loga;=0,55S94 04378 log;r=0,55594 04378
a:loga?= 1 ,99999 997677 log e =0,43429 44819
d'où ^logo?— 2=0,00000002323 loga?+loge= 0,99026 93287 ce qui donne pour valeur de h ,
0,00000 002323 _ m<ïU'^i<'
et la valeur de x exacte à dix décimales , sera
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Exemple II. Résoudre l'équation :
X — e sin â; = a ;
et soit e = 0,245 31615,
loge =.9,389 7262, a = 329M4'27^66.
Cette équation se présente dans l'étude du mouvement elliptique des planètes lorsqu'on cherche la position de l'astre dans son orbite à une époque donnée.
Avant de passer à la résolution de cette équation , nous allons montrer comment on réduit en degrés un arc de cercle exprimé en parties de rayon, et réciproquement.
On sait que pour le rayon = 1 , la demi-circonférence du cercle ou 180^ est égale à
donc Tare égal au rayon sera
QA
TU
C'est donc par ce dernier nombre qu'il faudra multiplier la longueur d'un arc donné en parties du rayon , pour le ramener à la mesure ordinaire des arcs; et réciproquement, en divisant le nombre de secondes que contient un arc de cercle par 206264,806. . . , on obtient sa longueur relative au rayon.
Si, par exentp^e, nous voulions convertir en parties du rayon l'arc de cercle a = 329" 44' 27",66 , nous aurions :
loga — 6,014 4765, log 206264",8 == 5,314 4251 ,
donc loga? = 0,760 0604;
et de là, en parties du rayon x = 5,765 067 ,
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en sorte que Tare de 329^ 44' 2/^66 est environ 5 f de fois plus grand que le rayon.
Ceci posé , déterminons d'abord le quadrant du cercle qui comprend Tare x^ et substituons, dans l'équation
Fa? = a: — esina: — 6,766067,
à X les valeurs linéaires de 0", Otf, 180", 270», 360». Le résultat sera
a? = 0^ esina? = 0 Fa? = — 6,76...
x = W = 1; esina?=:0,25 FaJ = — 4,43...
a5 = 180» = it esina? = 0 Fa? = — 2,61
07 = 270» = ^ €Sina? = — 0,25 Fa? = — 0,79
a? = 360° = 2ic esina?=:0 Fa?=54-0,63
Donc l'arc x est compris entre 270> et 360^, ce qui était facile à prévoir; et comme son sinus est négatif, x est plus petit que a =32^44'
Première approximation par parties proportionnelles. Posons d'abord x = 320^, et calculons la valeur correspondante de Vx. Nous aurons
sin X =sin 320*=— sin 40»;
d'où log.sin a? =9,8081 ,
log e == 9,3897 , log 206264 =6,3144,
log (c sin 0?) = 4,5122
e sin a? = — 32625"
ou =—9^2' 5";
et de là ar=320*,
— esina? =+y2'6", —a =—329» 44' 28",
et Fa? = — 42'23"
l'arc de 320* est donc trop petit.
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De la même manière on obtiendrait pour x = 330^,
donc l'arc x = 330^ est trop grand, et la racine de l'équation est comprise entre 320 et 330^.
La différence des deux valeurs
F(320«) = — 2543" et F(330û) = + 26232"
étant égale à 28775" pour mi intervalle de 10^, nous pourrons admettre comme valeur approchée de x ,
Application db là mAthods tt Nkwton. On a
Fx=x—i sin X — 32y 44' 27",66 , ¥'x = l-^tcosx.
Prenons maintenant cette valeur de x conune point de départ.
Soit ass820'53' et x=ia + h,
, F(a) «— tsina— 32y44'2r,66 nous aurons h=—^^= -— .
r (a) 1 ««-eCOSa
logsina=9,79996l6 logCOSa=9,8897850
log e = 9,389 7262 logt =9,389 7262
log 206264 =5,3 14 4251 log (t 008 «) =9,279 6112
or log (e sin a) =4,504 1129 «;cosa=0,1903317
d'où e sin « =31923",67 Fa= 1 — ecos a =0,809 6683
Donc a= 320^53'
— esina = + 8•52'3^67 — a =—829*44' 27",66
et Fa = 3e",01 •
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Mais h F« _ 36\01 _ . .» .-
nais ^^--F^j; — 0 809gg83--44,48..,.
Donc « = 320^60'— 44",48,
vaïeur exacte aux centièmes de secondes. Vérification du résultat obtenu : nous avo&l.trouvé
donc sina!= — sin39»7'44»,48
et logsin a; =9,800 0767
log-t = 9,380 7262 log 206264* =5,314 4251
log (« sin X) = 4,504 2280 et «sinaî = — 31932',14
Or «= 320"52'15",52
— 8sina; = + 8»52'12",l4 — a = — 329»44'2r,66
Comme on voit, la méthode de Newton nous a donné , par un seul calcul, la valeur exacte de l'arc x.
ExsMPLB III. Résoudre l'équation
â?=tangâ:,
équation qui se présente dans la théorie de la chaleur et dans la théorie des vibrations des corps élastiques.
Considérations générales.
1* Comme l'équation ne change pas lorsqu'on y remplace X par ( — x), il en résulte qu'à chaque racine correspond une autre racine égale, mais de signe contraire. Nous ne nous occuperons donc que de la recherche des racines positives.
2"" Lorsque x est positif, il faut que la tangente le soit égale*
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ment, pour que {x^iàugx) devienne zéro. Les arcs x donc compris dans le 1*% 3% 5*... quadrant du cercle , et leais yaleurs sont comprises entre tnc et (n-f-i)^; « étant égal à la demi-circonférence du cercle =180^, et n étant un nombre quelconque entier et positif.
S"" Dans chacun de ces quadrants, l'arc â; ya en augmentant depuis x= nir jusqu'à â? = (n -f- à)it ; la tangente augmente d'une manière continne depuis zéro jusqu'à l'infiJUi; païF oolirtquent, il y a dans chacun des quadrants indiqués une racine réelle, ^t il n'y en a qu'une seule; et l'équation proposée admet une infinité de racines positives et négatives.
4'' L'équation étant vérifiée par â;=0, la radne du premier quadrant est zéro; pour toutes les autres valeurs de x du premier quadrant, on sait que tangâ?>>arcâ;.
5*» Si Ton représente par (mz-^-a^) la n"" racine («,» étant
moindre que ^ j y il est facile de voir que cet arc «n est d'autant plus grand que n est plus grand.
Soit, en effet, n'ic-|-ou. la solution qui correspond à un nombre n' supérieur à n, on a
tang (nie -|- ou) = tang ou = nir -}- «„ , tang (n'iz + a«,) = tang a^ =nV + ««, ,
n' étant plus grand que n, n'ic-f-<^ surpasse évidemment nir -|- ou, et, par suite, o^. est plus grand que a», comme nous Tavions annoncé.
6"* Si la valeur approchée de la racine est trop grande, l'arc est plus petit que la tangente; si, au contraire, la valeur approchée de X est trop petite , l'arc est plus grand que la tangente.
Calcul dç la première racine.
Ceci posé, Âéterminonii' la plus petite des racines; celle qui est comprise dans le 3* quadrant du cercle. On sait que tangl8tf = 0o, tang 226* =1 et tang 270» = oo; or, x étant plus grand que tt , on a
arc 2260 > tang 225% arc 270o< tang 270*;
donc» l'arc x est renfermé entre 225» et 270^.
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Cherchons maintenant les valeurs linéaires des arcs compris entre 250^ et 260^, et de leurs tangentes respectives (on trouvera ces valeurs , qui sont souvent fort utiles , dans une table à la fin du volume), nous aurons
arc 250^=4,363, tang260»=2,747,
arc 25y=?4,398, tang 252^=3,078,
arc 254*=4,433, tanga64<^= 3,487,
arc 266^=4,468, tang256^=4,011,
arc 267^=4,486, tang 25^^4,331,
arc 268«=4,603, tang 268^= 4,706.
On voit immédiatement que Tare en question est compris entre 257<^ et 258^ ou que la valeur de a?, exprimée en parties du rayon, est entre 4,486 et 4,503.
Nous admettrons donc, pour première valeur approchée,
Première approxuution par la méthode de Newton. Nous avons réquation
Vx=x — tangâ;; sa première dérivée est , par suite ,
F'a?=— tangua:,
et le terme de correction sera
,__ Fx _x — tanga?
î^"" taiig«a? •
De plus, nous supposerons a7 = ,460S.
Nous aurons alors \ , Jf
0?=: 4,603 tango? s 4,706
et a? — tang a? = — 0,202
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Donc 4__MML_MW
donc Xi
log tang Xi ^ 0,653 7850 et tang Xi =4.605 956
tangâ^i — a?i = 0,011 956
log [tangari—iri] = 8,077 5859 log . tang^Xi = 1,307 5740
log(— A,) = 6,770 0119
Al =—0,000 58886
ce qui donne une nouvelle valeur approchée de x;
et a?8= 4,493 411.
Comme la valeur de Xi était exacte aux millièmes , Terreur
de Xf sera de Tordre de 773.
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Tboisi&ms approximation. Le dernier calcul nous a donné , avec une approximation de j^ environ ,
Xt = tang Xt = 4,49341 •
Pour obtenir une valeur de x encore plus rapprochée, au lieu de prendre â7|= 4,4(^1, posons
tang â?i=: 4,49341,
ce qui facilitera de beaucoup le calcul. Nous avons déjà trouvé (S80),
arc cotang 4,49341 = 0,21897... ;
de plus, nous avons
arc . tang â? = Î70* — arc . cotang a: ;
mais 270»=^= 4,71238 89803 84690,
et arc . cotang 4,49341 =a 0,21897 94968 94113;
donc a?,= arc . tang 4,9341 = 4,49340 94834 90677 et tang<g>=g 4,49841
d'où tangir,— ir,= 0,00000 06165 09423;
mais tang* x% = 20, 19073 34281 ;
, j^ a?— tanga? _ 0,00000 05165 0942
aonc /hr^ tang«d? "" 20,19073 34281 '
ou A8= — 0,00000 00266 816....
Nous avons trouvé ci-dessus
or, = 4,4930 94834 906;
donc Xi=:x^ + hi = 4,493409 467909,
valeur exacte à douze décimales ; ce nombre, transformé en degrés et parties de degré, devient
a?.=257°2rl2^231224.
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Les fables de logaritbmes de Vlaoq, takfes à dix
^^ faiig;rb= 4,4034 0945t,
ce qui s'accorde pariaitemeiit ayec le lésoHat (Memu
Réfobitioa s^fléfale 4e réfwliML
L'éqaatkm a?— taiig^=0,
qui se disthigiie par la rapidité avec laqodle on arrire à la déterminaticm nette et complète de ses radnes, est, en outre, remarquable par la facilité afec laquelle elle se prête i une résolution générale, analogue à celle des équations algébriques du second degré.
En effet, il suffit de trois ou quatre substitutions suoces^res pour obtenir l'expression générale de toutes ces racines a?ec une grande précision.
Nous ayons déjà établi (page 408), que la »** racine est {dus petite que
Posonsdonc (2fi-(-l)|=a;+0,
où 0 désigne la distance de Textrémité de Tare x à celle du quadrant qui le renferme. Nous aurons alors
tanga?=: tang I (2» -f 1)^ — 0 j =cotangd,
mais nous avons également, d'après Téquation proposée,
tanga?=r;
donc tango =-9
et ?' (2»4.1)|=a?4.arc.tangi.
En déyeloppant en série cette dernière expression, on aura
et en désignant (2n+l)s P^ ^
[31 x^=ù hs^ "^rrii "hsnî *"" ••••
C'est de cette équation que nous tirerons la valeur de x en fonction de a.
Négligeons d'abord le terme - et les termes suivants; nous
aurons rr = a, et en substituant cette valeur à x dans le second membre de Téquation [3]> et en négligeant les 3*... puissances»
x=za .
Une nouvelle substitution, avec suppression des 5** puissances, donnera
En substituant cette valeur de x dans le membre droit de l'équation [3], et en négligeant les 7** puissances, nous aurons une valeur de x encore plus rapprochée,
AA
ou, en réduisant, «=« — â~3?■~55i•
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Enfin, pour obtenir une Bonvelle approximation, remplaçons x par cette dernière valeur, et négligeons les 9*' puissances ; le résultat sera
x^a^ . — . X ^+77 — \-Y\~Tf ÏV+W'
ou
"Kâ' + âV + Ttf""'-' _ 1 2 13 146
Un nouveau calcul donnerait le 6* terme de la série, qui est 315a»'
En remplaçant dans cette formule a par sa valeur (în+1) ^,
et ?c par 3,14159 26..., l'équation se présentera sous la forme
(âsqrïpx 0.09062 69»,
pjji-^,X 0,06892 837, î — i X 0,04258 5,
Pour avoir immédiatement la valeur de la l", 2% 3*... racine,
on n'aurait qu'à substituer à n les nombres 1, 2, 3
A mesure que le nombre n augmente, le nombre des termes
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diminue pour un même degré d'exadftude, et la valeur de x finit par se réduire au premier terme
« = (2n-fl)5,
lorsque n devient infini.
Si, par exemple, on voulait obtenir à sept décimales la 10* racine, il suffirait des quatre premiers termes; on aurait
rc = 21 X90«=32,986 72286-.. (voy. Caliel, p. 214)
OU or = 32,956 3890.
Le calcul devient encore plus simple lorsqu'on convertit les coefficients de Téquation [2] en degrés, minutes et secondes ; opération qui serait extrêmement simple à Taide de la table de réduction de Gallet.
On obtient alors
/o r .N nno ^ 31312^25 35479^.24 ;g=(2n+l).9y- ^^^^^^ "12^^
(2n-fl)» (2w-fl)'' (2n + l)^
Calculant , d'après cette formule , la 5' racine de Téquation , on a
2n+l = ll.
Il suffira d'évaluer les quatre premiers termes, et encore le quatrième n'influe-t-il que sur les fractions de secondes. On aura
a? = ll X900— (11937".48-|-26".66+0",12), = 11X90»— U964".26
ou ir = lfX90»— 3*19'24*
416 atÊOLcmm dh iocAUau masanàMaB.
Void leSTalenndfiflinepreinièfantâiiei x,= «r— m*.
«,= sxw— 7«»sr,
»,= 7X<W— yU'MT,
i.= oxw— 4" ssar, a4=iix»o'— a-iïM', i,= 13X90'— ?«3r, x,= lSX«f— Î-M' S', a^ŒirXiW— î" 8' 51', .i'=I9X90'— 1*5S'16', «"=Î1X90>— l'«'ir.
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EXERCICES
1. ÉUdI donné un quadrant de ccrde BCD, trouver un arc BH tel que le sectetu- BCH soit égal au triangle CDU formé par le rayon CD, la coaécante CR et la colangente DR.
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Soit Tare BM = â? ; Téquation à résoudre sera
X tang 0? = 1 , ou x=l cotg x.
Réponse. x = ^V 17' 36",65,
X = cotang X = 0,860 3334.
II. Trouver un secteur BCM qui soit la moitié du triangle CBT formé par le rayon CB , la tangente BT et la sécante CT.
Équation : 2x = tang x.
Réponse. ar = 6ff 46' 64'',23,
2a: = tang rc = 2,331 122.
III. Partager le demi-cercle ADMB en deux parties équivalentes par une corde AM menée de Textrémité du diamètre.
On cherche l'angle MCD = <p ;
équation 9 = cos (p.
Réponse. <p = 42® 20' 47",26,
(p = cos ç = 0,739 0861 .
IV. Étant donné un quadrant de cercle BCD , mener une perpendiculaire au rayon (MP) qui partage l*aire du quadrant en deux parties égales.
Soit l'arc BM = a: ^
on obtient Téquation 2a? — ^ = sin 2a? ; en posant 2a? — 5 = -^!
Ai
réquation deviendra z = cos s.
V. Déterminer le secteur de cercle ACM, que la corde AM partage en deux parties équivalentes, de manière que le triangle ACM soit égal au segment ADM.
Soit l'arc AM = 5, réquation à résoudre sera 2 = 2 sin z,
d'où «= 108^36' 13",76,
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VI. Mener d'un point de la circonférence den cordes ÀM et AN telles qu'elles divisent Taire du cercle en trois parties égales.
Soit BCM = 0? , on aura Téquation
a:4-finjp3=g,
d'Où «=t=30»43'3y,0,
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Cette équation se présente dans la théorie des spirales logarithmiques et en général dans la Ihéorie des courbes qui coïncident dans tous les points avec leurs développées.
Xn. Résoudre Téquation
Réponse. x = 4,7300 4099.
Cette équation se présente dans la théorie de la chaînette.
XHI. Résoudre Féipiation
(«•+e-»)co8« + 2 = 0,
17 as 1,8751 040S.
XIT. Résoudre Téquation
tang«=— ^
Les trois dernières équations se présentent dans la théorie des corps élastiques.
CHAPITRE XXIX
DËCOMPOSmOlf DES FRACTIONS KATEOIIIIELLES.
Bill de ce chapitre.
554. Lorsque les deux termes d'une fraction sont des polynômes entiers par rapport à une même lettre x ^ on peut , en effectuant leur division autant que possible, décomposer cette fraction en un polynôme entier par rapport à cette lettre , et en une autre fraction dont le numérateur soit de degré moindre que le dénominateur. Le but de ce chapitre est de montrer comment cette fraction peut elle-même être décomposée en d'autres plus simples. Nous supposerons seulement qu'on ait résolu l'équation obtenue en égalant le dénominateur à zéro, et qu'on en connaisse toutes les racines.
Cas des racines inégales.
Soit la fraction rationnelle
F(xy
où f(x) désigne un polynôme en x de degré moindre que ¥{x). Soient a, 6, c, ..., A, / les racines de Téquation
Nous supposerons d'abord qu'elles soient toutes inégales. Nous allons voir que , dans ce cas , on peut toujours mettre la fraction [1] sous la forme
A, B, C, ..., K, L désignant des constantes. Pour le démontrer, nous considérerons A, B, C, •/. K, L comme des coefficients in-
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déterminés dont nous déterminerons la valeur; puis nous vérifierons ensuite qu'ils rendent l'équation [2] identique.
L'équation [2] si on multiplie les deux membres par F(â?), devient
[3] ;r(^) = MËi+BF(4+... + M(^UM^. LJ 1^ ' X — o'a? — 6' 'a? — ^'a? — /
Comme l'équation [3] doit être identique, il faut qu'elle soit satisfaite pour les valeurs a? = a, â?=6, ..., 0? = /. Si l'on fait, par exemple, â?=a, et que l'on remarque que F(a) étant égal à zéro, tous les termes du second membre disparaissent, excepté celui qui est divisé par x — a , on a
en désignant par _ L la valeur que prend le quotient
quand on y fait a; := a. Or on a
¥{x) = F[a + (a; - a)l = F(a) + F'(a)(a: - a) + F (a/-^--|^ , jF-(o) , ,^
en remarquant que F(a)=0, on en conclut
et , en faisant â; = a , tous les termes du second membre disparaissent , à l'exception du premier ; en sorte que
et, par suite, l'équation [3] devient
/•(a) = AF(a),
d'où l'on conclut A = M.
On trouvera de mèoie
n^fià) ç._f{c) ._m
Pour déterminer les valeurs précédentes , nous avons commencé |iar admettre la possibilité dn développemaat [2] et de réquation [3], qui en est une conséquence. Il est donc nécessaire de démontrer que ces valeurs, qui évidemment sont les seules posnbles, satisfont effectivement. Pour cela, remarquons qu'en les adoptant, Téquation [3] sera satisfaite pour les valeurs a» 6, ... A, / de x; or f{x) étant , par hypothèse , de degré moindre que F(A?), cette équation est de degré m — 1, elle ne peut donc avoir m racines sans être satisfaite identiquement.
Cas des racines imaginaires.
986. D'après ce qui précède, en désignant par f{x) un polynôme de degré moindre que V{x), et par a, 6, c ..., A;, / les » racines de F(â;)=0, on a identiquement
'-'■' V{x)—¥{a)[x—ayV{fi){x—b)^"''^¥(l){x~iy
Cette formule suppose seulement que les racines a, b,...^k^l soient inégales. Elle s'applique au cas où quelques-unes d'entre elles seraient imaginaires. Seulement, dans ce cae, il sera convenable de faire subir au second membre quelques réductions destinées à en faire disparaître les quantité imaginaires qui y sont en évidence.
Soient «+Pv^--^f «— Pv/— î» deux radines imaginaires ; il e$t facile de voir que /I«+pv^^^) et /(«— Pv^^^} ne difiërmt que par le signe de sj — 1, en sorte que l'une des deux expressions étant P+Qv/^ l'autre sera P— ûv/^ de même, F'(a+pv/^ et F'(a— Pv/— 1) pourront être représentés par M+N^/— i, jl — Ny^ — 1, en sorte que les deux termes de second membre de [1], qui correspondent aux racines considérées, sont de la forme
P+Qv/-t I P-Qv^=T
(M+Ni/==T)(a: — a — py/— I) (M— Nv^— l)(a?--a-fpv^-.l)'
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m, en rédukant au même dénominateur, et €upprimant les termes qui se détruisent ,
2(PM+QNXar— «) ^ 2PNp +2QMP
On voit donc que les deux fractions simples qui correspondent à deux racines conjuguées, peuvent êlre réunies en une seule dont le numérateur est du premier degré par rapport à x, et U dénominateur du second.
C9S deis racines égales.
Stt7. Si le déooQainatew de 1a fraction
contient des racines égales , les formules précédentes ne sont plus applicables ; on peut néanmoins décomposer cette fraction en d'autres plus simples ; pour le montrer nous établirons d'abord le théorème suivant.
Si a désigne une racine multiple de V équation F(a?)=0, « son
f(x) degré de multiplicité^ la fraction rationnelle pj^ pourra toujours
être décomposée de la manière suivante ,
m A^)_ A Mx)
*■ ■' F(;r) "■ (a: — a)* "^ (a? — af-'Yi {x)'
A désignant une constante, fi(x) un polygone entier et rationnel^ Fi(x) fe qfiÊCêient de la division de F(x) par (x — a)*. On a, en effet, identiquement et quel que soit A ,
[21 A^) ^ fl^) ^ A , f{x)-A¥t(x) *• •' ¥{x) (X — arh\ {X) {X — a)* "^ (a? — a)*F,(a7) *
Si nous déterminons A par la condition
[3] r(a)-AFi(a) = 0,
le numérateur du second terme du second membre s'annulera
parx=«, et seta, par eoDséqnml, dnisOdepar* — •;enp»- Hot donc
_ — _ — fl *i t
U fiendra ^=, ^ .,+ , — ^ctt-t î
P'x, (X— 41,*^ (X— «.— «FiCx;
ce qui déoHMilre la propositkm énoicée.
RiMAKKn. F/jT; étant le quotient de la dnision de F(x) par la plus haute puissance de x — a qui poisse le dÎTiser, Fi(c) ne sera jamais nul, et Téquation [3] fournira toujours pour A une valeur unie. On peut remarquer que cette Talmr ne sera jamais
nulle : car la fraction ^^ étant réduite à sa plus simple ex-
pression , f{x) et F'x) ne peuvent pas avoir de racine commune, et , par suite , le numérateur /(a) de Ai ne peut être ^al à zéro.
Après avoir mis la fraction —-{ sous la forme
(X— af ^ (x—aT-^?lx)^
si Ton applique la même méthode au second terme de l'expression [1] , on pourra le mettre sous la forme
*- -" (a? — a)^* ^ (a:— a)*-«Fi(x)'
Al étant une constante qui , cette fois , peut être nulle , et fix)
une fonction entière.
f {x\ On pourra de même décomposer _\Uvr^\ en une somme
de la forme
jo-i At . U{x)
L^J (X— a)*-* "^ (X— a)»-»Fi(a?)'
et, en continuant ainsi , on voit que la fraction proposée prr-^ peut être mise sous la forme
f[x) _ A Al , , A«.i , Up^
F(i] (X— ar "^ (X — aT-' "t • • • "r (x— a) "*" F,(a?)'
DÉCOMPOSmOM DBS FRACTIONS RATIONMILLIS. 425
A , Al y .. . A«.i étant des constantes finies et déterminées dont la première n*est pas nulle, et fJix) une fonction entière.
Soient maintenant b une seconde racine de F(a?)=:0, et p son degré de multiplicité, en sorte que Ton ait
flx) en appliquant la méthode précédente à la fraction yt^s^ ^° ^^*
tiendra une expression de la forme
Y^)—{x—bf'^{x—hf-''^"''^{x—b)'^¥^y
B, Bi, ... Bf^i étant des constantes déterminées, et f^x) une fonction entière. Il résulte de là qu'en général si on suppose
F(a:) = (a?— af(a?— 6/ ... (a:— (?)T; la fraction -^ pourra être décomposée de la manière suivante
B , Bi , , Bp-i
A, Al, ... B, Bi, étant des constantes, et E(a?) une fonction entière.
La méthode précédente en prouvant la possibilité de cette décomposition, donne en même temps le moyen de reCTectuer.
La décomposition n'est possible que d'une seule manière.
3S8. Nous allons maintenant prouver qu'une fraction rationnelle ne peut être mise que d'une seule manière, sous la forme indiquée dans le paragraphe précédent.
Supposons, en effet, que Ton ait trouvé deux développements
4Î6 ^êocmMÊimim dis rtAcrioifs RATHmifnLLn.
drime même fraction rationDelle :
et
(« — ar+(a?-ar'-* + '- + ^=t + (a?-^6)^+- + ^'^'^^-
a et a' étant respectivement les exposants des plus hautes pui^ sances de x — a dans les deux membres. Je dis que l'on doit avoir a=a\ A= A'. Supposons, en effet, s'il est possible , que Fun des deux exposants, a par exemple, soit plus grand que Tautre ; tirons de Féquation qui exprime l'égalité des deux dévelop-
pementSt la valeur de 7 ~ , et réduisons tous les autres tei^-
(X — ar
mes au même dénominateur, on aura un résultat de la forme
(x—aT {x—aJT^'.xy
(p et 4" désignant des polynômes dont le second n'est pas divisible par X — a. D'ailleurs A est une constante, il faut donc qu'elle soit nulle, car l'équation précédente donne A=0 pour x=a. Je dis maintenant que A = A' ; en effet, en égalant les développe-
ments et faisant passer le terme r-——r;daiis le premier membre ^ on pourra recommencer le raisonnement précédent et prouver que A — A' doit être égal à zéro.
Les termes qui renferment les plus hautes puissances de x^-^ dans les deux développements étant égaux entre eux» on pourra les supprimer dé part et d'autre et les restes seront égaux. Il faudra, par conséquent , que les termes qui dans ces restes contiennent les plus hautes puissances de â?-*^a, soient aussi égaux entre eux, et, en continuant ainsi, on prouvera que les fractions simples qui composent les deux développements, et, par suite, enfin les parties entières E(^), E\x) sont égales chacune à chacune.
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MéUiode pour le calcul des coefficients.
359. Pour effectuer la décomposition d*une fraction rationnelle on peut employer un procédé beaucoup plus simple que celui qui résulte de la méthode indiquée plus haut (357).
la fraction proposée, et (x — a)*» un facteur multiple de son dénominateur, en sorte que
f(x)^ f{x) Y{x) {x^a)*¥(xy
Pour trouver, par une seule opération , les fractions simples qui ont pour dénominateurs les diverses puissances de x — a , on posera
f(x) _ f(a+h) (j:— ar F(;r) "" A*F(a+A)*
Ordonnons actuellement les deux polynômes /la-f-A) et F(a+A) suivant les puissances croissantes de A, la fraction deviendra
A+AtA+A,A*+...+A^'*
(B+BiA + BîA*+ . .. +BpA''jA'**
Effectuons actuellement la division du numérateur par le premier facteur du dénominattnir en ordonnant le quotient suivant les puissances croissantes de A, nous obtiendrons des restes successifs dont les degrés croîtront sans cesse, le premier terme de Fun des restes finira donc par être de degré ^al ou supérieur à n. Arrêtons alors TopéraUon : le quotient sera de degré n — 1 , et Ton aura
"^B+B,*-|-...+B^' oa, en divisant les deiu membres par Ar, remarquant qne ton*
les termes de s(A; coolieimeiil k à une puissaiice sopérieiire i»,etpo6uit
il TlOlt
A+A«*-t-A^+-.-+AJfc-_ C . C, . ,^, *XB-|-B,*+-+M^ ~ A- ''"*-' '•"•*'*" A "*■
et, en remplaçant k par la yaleor x — a, le premier membre de cette équation dcrient, précisément , la firaction proposée; le second se compose de la scnnme des firactions simples
qui ont pour dénominateurs les puissances de x — a, et d'une fraction rationnelle dont le dénominateur ne contient plus It facteur (x — a) , et que Ton tndtera de la même manière que la proposée pour en déduire les firactions simples relatiyes aux antres racines et qui complètent le déTcloppement.
^ Cas des radiies iouginaires égales.
500. La méthode que nous Tenons d'exposer ne suppose nullement que les racines multiples de Téquation proposée soient réelles. On doit remarquer seulement que si elles étaient imaginaires, on pourrait, dans le résultat , grouper les termes deux par deux, de manière à faire disparaître les imaginaires ; mais il sera plus siiQple d'adopter, dans ce cas , une forme de développement dont la possibilité résulte du théorème suivant.
Théobèms. Si le dénominateur éTune fraction ratùmnnelle 7^
admet n fois une racine imaginaire a+Pv^ — 1 et la conjuguée « — Pv^ — 1, en sorte que ton ait
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on pourra toujours poser
r.n fix)_ Pa:+Q flx)
»■* J F(x} "" [{x^ «)*+ p*]- "^ f(ar-a)*+p«]-iFi(ar) *
P et Q étant des constantes , et fJix) un polynôme réel. On a, en effet, identiquement
roi /(a^)^ A^) _ P^+Q , A^MPa?+Q)Ft(a?)
»■ J Y{x) [{x^af+^^\-¥,Kx) [(a:-«)«+p«]-"^ [(«-«)«+ pi-FtCa?/
Or, on peut évidemment déterminer P et Q de manière que le numérateur de la deuxième partie du second membre s'annule pour les hypothèses ;
et soit, par conséquent, divisible par {x — «)*+p*. Si Ton suppose , en effet ,
/(«dipv^=T)=M±N^/=î, F,(«d:Pv/=ÎJ=M'±N'v/=î, la condition demandée équivaudra à
(M±Nv/=r)-[P(«±Pv^=î)+Q](M'd:NV=î)=0;
et en égalant à zéro le coefficient de >f^ et l'ensembfe des termes réels , on obtiendra dei»c équations qui fourniront , pour P et Q , des valeurs réelles :
Le numérateur A^) — (Pa7 + Q)Fi(a:) étant divisible par {X — o?H-p*, on peut le représenter par [(a?— «)*+P*]A(^)» et réquation [2] devient alors
^^J W) ~ [(^— «)»+p^'• "^ \,{x^ af+ p«]--T,(a?)-
Si l'on applique le même procédé de décomposition à la frac-
tion
i o«in-ii?/ x> ^^ '^ mettra sous la forme
[(a?-«/+P']'*-TiW
Pi^î+Qi
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et en continuant de la même manière, on Terra que la fraction
peut se décomposer de la manière suivante :
f(x)_ Vx+Q Pia?+Qi^ I
V(x)~ [(«— «)'+pT"^ [{x—ay+vy-''^ —
■♦■(a? — o)*+p""^ Fi(a?)'
En rapprochant ce résultat de celui qui a été obtenu (387), on obtient le théorème suivant :
361 . Théorème. Si ton décompose le polynôme F(x) en facteurs réels du premier et du second degrés en sorte qvs Von ait
f{x)={x—a)\x—hf...[a^-^px^qT..,{a?'{^rx-^$T,
fCx) on pourra décomposer la fraction rationnelle «^ de la manière
suivante :
f[x) "" ''■ (a?— ar "^ (a?— a)*-* T • • T (^_^j
E(a;) désignant une partie entière qui peut être nulle, et Â, Ai, K^iy P, Q ... des constantes réelles.
Le procédé qui nous a servi à prouver la possibilité de la décomposition donne aussi le moyen de Teffectuer, et on pourra PappHquer pour former les termes qui correspondefit aui Acteurs du second degré : «*H-pa?+g, a^'\'rx'^s...
On pourrait démontrer comme nous l'avons fait (31S8) , que la décomposition en fraction de la forme indiquée précédemment n'est jamais possible que d'une seule manière, et dé-
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duire de là un moyen de trouver, par la méthode des coefficiients indéterminés, les fractions qui répondent à une racine donnée. Mais nous supprimons ces détails, qui ne présentent ni difficulté ni intérêt.
RÉSUMÉ
5M. Bat de ce chapitre. — 389. Cas où le dénominateiir de la fraction à décomposer n*a pas de racines égales. — 32$6. Transformation du résultat dans le cai où il y a des racines isiaginaireg. — 387. Cas des racines égales. — 388. La décomposition sous la forme préoëéente n'est possible que d'une seule manière. — 389. Méthode pour calculer les coefficients. — 360. Cas des racines imaginaires égales. — 361 . Théorème général qui résume la théorie exposée dans ce chapitre.
EXERCICE
I. Si cp(ir)=0 est une équation de degré n, et a. A, c ... , A, / ses racines, on a pour toute valeur dep plus petite que n — 1 :
cp'(a) • cp'(6)
(2a;-3) (5x~.4) "" 2ar— 3 5a?— 4*
a^+Wx+^Q a;+6 a?+5'
*«• X 1 I X ' et
a'— x^ 3a(a— a?) ~ 3a(a:;»+aa?+a')*
4+30? ^ A 7 , ar-7
ar(o?— l)(a?»+l) a;"^2(a?— l)"^2(a?'+l)*
vn.
(5— a?)« (5— jr)* 5— a?' 5-fag— 2a?«_ 17 , 6 1_
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(4— «)• (4— X)» (4—xf' '
l4-a;+a*+3a!*_ 1 17+18x . 1 8+1&P (1— «+6a:')' 25*(1— a;+5«»)»"^25*l— ar-l-Sa;''
1 __ 1 ( y/2-{-x , yfî—x ]
(7+ar) (!+«)• "T+a;"*"
CHAPITRE XXX
SUR LES EXPRESSIONS HfAGINAIRES.
DéftnitioiiB et notations.
569. La résolution des équations du second degré conduit, dans certains cas , à des expressions qui n'ont aucune valeur numérique, et renferment l'indication d'opérations impossibles à effectuer. C'est dans un but de généralisation que Ton a été conduit à employer ces expressions imaginaires. Nous avons vu , par exemple , qu'en les adoptant , on a l'avantage de pouvoir énoncer sans restriction des théorèmes tels que les suivants :
Toute équation du second degré a deux racines.
Dans toute équation du second degré de la forme ai^'^'Px-{-q=z0^ldi somme des racines est égale au coefficient du second terme , pris en signe contraire , et leur produit au terme tout connu.
Ces avantages , qui dans le cas que nous citons sont à peu près insignifiants , deviennent très-importants dans la théorie générale des équations.
Les expressions imaginaires peuvent aussi être introduites utilement dans la solution de quelques questions, comme nous le montrerons dans ce chapitre.
363. On donne le nom d'expression imaginaire à une expression de la forme a + y^ — K, — K désignant un nombre négatif, v^ — K n'est pas un nombre , en ce sens qu'il ne peut servir de mesure à aucune grandeur; mais il peut figurer utilement dans les calculs, d'après cette condition que son carré soit toujours remplacé par — K. Si Ton applique, en outre, aux nombres imaginaires toutes les règles démontrées généralement pour les nombres réels, les opérations relatives à ces nombres seront suffisamment définies et fourniront toujours , comme on le verra, des résultats de même forme qu'eux.
564. — K, étant négatif, peut être représenté par un carré pris en signe contraire, — 6% le type d'une expression imaginaire , devient alors
que l'on écrit sauvent a + * v^— î-
Remarque. On substitue à yj — 6" Fexpression h^f^^ en vertu de la convention Mie plus liant : appliquer aux nombres imaginaires toutes les règles démontrées généralement pour èes tiOinfctNM réels. — 8* peut être coiisidéré , en effet , cdinme te ifrodùit *■ X (— 1), et, en Tèrtttd'tine règle démontrée généfiilëtiiéfiit ptytir les nombres réels , on peut faire sortir le facteur B^ âa todteti.
Mil. Qséls que ^eietit les nombi^ réels a et ft^ Texfiresrion ittiagiiiaka
^ fàckie d'Une 6^tien 4è seccmd deghfi
La seconde racine de cette équation est, comme on le voit facilement,
«4- V— ï et u^i^/—i se nomment A^ expressions im*
ginaires conjuguées : elles jouisseat^ évidemment; de la propriété d'avoir une somme réelle 2a et im produit réel «• + *'•
Puissances de \/^.
iftft. batiS les câlifuls que Ton eÉfectue sur les expressions de
là formé a + 6/^, on applique (365) à ces expressions toutes
ies règles du calcul algébrique ^ en opérant cimime tà. V--^ étût un notmbre. Quelques géomètres représentent De sjrBibeie par une lettre i , et dans les résultats , ils reffiq[>laGeBt i* par
■=^i : le» piiiissances successives de t ou v^^ se trouvent par là déterminées.
(v/~i7=i>=t«x»=-v^=î (v/=:î)*=»*=(iV=i
M ainsi lie suite. On à , en général , n ^hftsignant un nombre «nUer^
Toutes ces conventions sont nécessaires si l'on veut pouvoir appliquer aux calculs faits sur les expressions imaginaires les règles générales relatives aux nombres réels. Elles permettent de démontrer fe théorème suivant , qvà est fort iinporiant :
Produit des expresaldiii Imaginaires.
S67. Théorème. Si l'on considère un nombre quèieànqise d'expressions imaginaires,
(a, + 6iv^=^),(a, + 6,v/^),(fl, + &8v/^) •••(«« +
qw i'on effectue letêr produit ff après les règles de la multiplication algébrique^ en remplaçant les puissances de v^—- 1 par les valeurs indiquées plus haut , quel que soit Vbrdrè dans lequel on opèrCj le résultût Hhn identiquement le méme^ c'est-à-dire que l'on obtiendra la même partie réelle et le même coefficient pour
Si nous remplaçons en effet ^—l par t, on sait que le résultat sera identiquement le même, quel que soit Tordre 4ue Ton adopte pour les multiplications successives , et que les coefficients des mêmes puissances de t auront dans tous les cas les mêmes valeurs. Si donc, dtos le* polynômes identiques, 6n
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remplace les puissances de i par les valeurs indiquées plus haut , savoir :
t^** par 1
i**+» par y/^
,-4n+l par — 1
, t*""^ par — )f^,
les résultats ne sauraient être différents; or il est tout à fait indifférent de remplacer, à la fin du calcul , chaque puissance de t par sa valeur, ou de faire successivement les substitutions après chaque opération partielle : car ces substitutions se réduisent toutes à remplacer deux facteurs égaux à t par le facteur — 1, et peu importe qu'on le fasse en une fois ou successivement.
368. Nous donnerons immédiatement une application du théorème précédent, Considérons le produit
si on multipliplie les deux premiers facteurs , on trouve
et en multipliant les deux derniers ,
(a^b\f^){c — dy/^) = iac--bd) — iad + b€)^f^, en sorte que
ou, en effectuant,
D'un autre côté, en multipliant le premier facteur par le troisième , et le second par le quatrième , on a
(c+rfy/Hî) (c^dif^)z=d^^d'; donc P = («« + 6») (c' 4- d").
ce qui donne la formule
(a* + 6«) ((?' + eZ«) = (ac — Mf)« + {ad + 6c)% laquelle csl, du reste, extrêmemenl facile à vérifier.
lalroduclioD des lignes Irigonomélriques dans les expressions imaginaires.
369. Les expressions imaginaires peuvent se mettre sous une forme particulière qui simplifie souvent les calculs auxquels on doit les soumettre.
Soit l'expression
a + ôv^-i;
si Ton pose
a = p cos f
ft = psiny,
on pourra , quels que soient a et ô, trouver pour p une valeur positive, et pour <p une valeur moindre que 2i7, qui satisfasse à ces deux équations ; il suffira de prendre
[4] tang(p = -.
Les équations [3] et [4] se déduisent , en effet , de [l] et [2] en ajoutant leurs carrés , et en les divisant membre à membre. Réciproquement, si p et 9 ont les valeurs indiquées par les équations [3] et [4], on aura
1 la
cos ? =
v/l+tang«9 ^,A.6* ±v^6* + a«
tan^cp a sin <p = ^^ ~-
rtv'l +tSi'9 ± * /1 .ui' ^-y/<^-\-à
m ^Ua LES ^PBJSSSIÛNS iy4GlNÀlR|§.
et en remplaçant ^b^-^-a* par p,
sin 9 = -rr •
c'est-à-dire o = ±: p cos ç ,
6 = ± p sin cp ,
ce qui coïncidera avec les équations [1] et [2], ^i Ton a soin de prendre pour y celui des deux angles qui , ayant V^^ tangente
-, a son sinus de même signe que 6.
D'après ce qui précède, une expression imaginaire o+ fty/^ peut toujours se mettre sous la forme
P (cos (p + v^— ï sin 9),
et ne peut évidemment s'y mettre que d'une seule manière ( p devant être positif et ç moindre que 2?:).
p se nomme le module et 9 l'argument de cette expression imaginaire. Nous allons voir qu'il y a iiu avantage de simplicité à mettre les expressions imaginaires sous cette fbrme.
Mulliplicalion et division des expressions imaginaires.
Soit à multiplier les deux expressions
p (cos 9 + v/-^ V^^ f )'
' p'(cqs?'^r/=î|i*9')-
En effectuant le produit et remplaçant seulement te carré de v/ — 1 par — 1 , on trouve
PP'[cos 9 cos 9' — sin 9 si^ <ît' rlr ^—i' (cos 9 sin 9''+ sin 9 cos 9')] = pp' [cos (9 + 9') + v/^ sin (9 + 9O] ;
par conséquent, pour multiplier V une par i'mice detix expressions imaginaires^ il faut multiplier les mçàules e^ ajouter tes arguments.
sua us BXFEBSSI0V8 III4GI1U1RB8. 4M
La règle précédeptc permet évidemment c|e faire le prQ^t d*un nombre quelconque d'expressions imaginaires.
571. Pour diviser, Tune par l'autre, deux expressiQps iin^|-« naires, il suffit évidemment de diviser les modules et dç rel)r^T cher les arguments. On a on effet
p(coscp + v/ — isincp) p r , ,^ , , . , ,^-
p' (cos «p' + v^— 1 sm f J P
Cette égalité devient évidente si Ton chasse le dénominateur et que Ton effectue la muiliplication du second membrey d'apsès la règle donnée précédemment.
Puissances d'une expression imaginaire.
572. Si l'on suppose que les expressions à multiplier deviennent toutes égales entre elles , les théorèmes précédents proi^-t vent que
La puissance entière d'une expression imaginaire a pour moduh la puissance correspondante du module^ et pour argument le pro^ duit de V argument par l'indice de la puissance. Ainsi l'on a
[1 ] [p(cos <p + yj—i sin <p)]*» = p** (cos m<p + y^^ sin m<p).
Cette formule, très-importante en analyse, s'étend, comme nous allons le faire voir, au cas où m désigM un nombre fractionnaire ou négatif.
Supposons d'abord que m y soit remplacé par ^, m' étant
entier, il s'agit de montrer que l'on a
[2] [p(cosî + s/=îsin^)f ==p'^'(cosJ,+v^sin 1,).
Pour vérifier celte égalité , élevons les deux membres à ^ puissance m' : le premier donnera, évidemment, pour résultat
p(gos<p + V^--ï sip f}f
et la règle donnée pour les puissances entières montre qu'il en est de même du second.
BsMARQUE. G0S9 et sin^ étant donnés, cos-^ et sin^, ne
sont pas complètement déterminés et restent susceptibles (voir la Trigonométrie) de plusieurs valeurs distinctes. Il en résulte aussi des valeurs distinctes pour l'expression
[p(cosî)4-v^^sinî>)]"*',
ce qui est conforme aux principes indiqués dans la théorie des équations.
575. Si nous considérons maintenant le cas où l'exposant m est remplacé par une fraction - , il faut prouver que
13] [p(cos9+v^sinç)j" = p-(cos^ + ^sin'^).
fît
En effet, élever une expression à la puissance -, c'est, par définition , en prendre la racine »•"•, puis élever le résultat à la puissance m\ or, les formules [1] et [2] permettent de faire successivement ces deux opérations , et l'on est ainsi conduit u la formule [3].
374. Supposons enfin que m ait une valeur négative — m\ il faut prouver que Ton a
[p (cos <p + v^^ sin <p)]~^' = p-~'(cos — m'? + V^---î sin — 7/i'(p); pour cela, remarquons que, par définition.
[p (cos ç + V^— 1 sin <p)]*"' p*'(cos »i'<p + sf^ sin m'<p) ' mais , on a
_^ 1 cos 0 4- y/— î sin 0
P**'(cos »i'<p -|- >J — 1 sin w'cp) p"*'(cos «l'cp + v^— ï sin »i V)
= p-^(cos -m'cp +v/— ï sin — in'(p) j ce qu'il fallait démontrer.
378. Nous indiquerons quelques applications des formules précédentes.
Théorème. Tout trinôme de la forme
x* + px« + q
est décomposable en deux facteurs réels du second degré. Nous distinguerons deux cas :
1* Supposons que Téqualion du second degré
ait deux racines réelles a et p : on aura
et , par suite ,
2'' Supposons que l'équation
s' -i-pz + î' = 0
ait deux racines imaginaires, a + pv^ — 1, « — Pv^^ : on aura
et, par suite,
[1] a;*+pa;«+? = (a;»— a4-pv/=^(a?»--a-^pv/=ï), réquation [1] peut s'écrire
puis, en posant
a + p y/— 1 = p(cos<p 4" V^^ sin 9), a — p y/Zrr == p (cos <p — /^ sin <p),
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et, p^ suite (372),
Va + pv^=ï = v^p (cos| + v^=ïï sin I) ,
il vient
^+i>^ + ?= [•^— V^P (cos|+ v^— 1 sin0 j
[a: + v^P (cos I + v/-i sin î)] [^ - v/p (cos I - v/-l sin î)]
[^ + V^p(cos| — /=Tsin|)j,
ou, en réunissant le premier et le troisième facteur, et le second et le quatrième qui , évidemment , sont conjugués ,
«*+P^+?=[(a?— v/pco80 +psin'|J
[(« + V^pcos|) +psin«|j,
et le trinôme est ainsi décomposé en deux facteurs réels du second degré.
Problèmb. Exprimer cosmcp et sin mcp en fonction de cosç e de sin 9.
On a
(cos <p + yf-^ sin ç)** = cos m^ + ^—i sin m^ ;
en développant le premier membre par la formule du binôme et égalant le résultat au second membre, c'est-àrdire^ écrivant que les parties réelles sont égales, ainsi que les parties imaginaires , OH a
cosm9=cos> -^ — ' cos"*~*<p sm*<p
sini««P=»tcos'^'9Sin? — »»(>»— 1)(»»— 2) cos"-*, sin»» + . . . .
sua i# B^Rsiisia^ u)a^iM4iRisa. ^
PROBLiiiB. Évaluer x» H — -en fonction cte x + i.
Posons âî-f--=2cosîp; on en lire
a?=cos<p + Y— ^ sino,
-==cos<p — y/— isinç,
et , par conséquent ,
^"*+^==2cosm?,
de sorte que, la formule qui donne cos mf en fonction de
iC** 1
cos <p, permettra de calculer — r — en fonclion de a? + -•
RsHiEQUE. Pour obtenir la formule demandée, nous avons supposé à X une valeur imaginaire
a? = cos 9 + si — 1 sin cp ;
le résultat est-il suffisamment établi pour une valeur réelle quelconque de a?? Pour démontrer que 1^ formule est générale, il faut remarquer que si Ton chasse les dénominateurs, elle est de degré 2m, et l'on sait par la théorie des équations, qu'elle doit alors être identique, si elle a Heu pour plus de 2m valeurs réeues ou imaginaires de la variable.
RÉSUMÉ
362. On rappelle que les expressions imaginaires se sont li^^'«4^te9 d^ un but de généralisation dont riqiportance devient plus grande encore dans la suite de Falgèbre.—- 363. Une expression imaginaire n-étant la ii|e^p§e d-a.ucune gran4emr, n'estî gas un nqiQl^e , mai» à Vs^d[9^ df conventions convenables , elle peut figurer utilement dans les calculs.
— 364. On a 1- habitude de donner aux expressions imaginaires la forme
a^5y/— .f. — 568. Toute expression imaginaire est racine d-une équa* tion du second degré, l'autre racine se nomme expression conjugaée.
— 366. Puissances successives de v/— 1. — 367. Un produit de facteurs imaginaires ne change pas quand on intervertit les facteurs. — 568. Application du théorème précédent à la vérification d'une formule
d'algèbre entre nombres réels. — 569. Expression trigonométrique des expressions imaginaires ; déûnition du module et de Targument. — ' 370. Produit de deux expressions imaginaires. — 371 . Quotient de deux expressions imaginaires. >— 372. Puissances d'une expression imaginaire. — 373-374. Extension du résultat obtenu au cas d'un exposant négatif ou fractionnaire. — 375. Application des formules précédentes à quelques résultats où ne figurent plus que des quantités réelles.
EXERCICES
I. Démontrer, sans avoir recours à des expressions Irigonomélriques , que
va + ôv^^ est de la forme p+gy/^*
IV. Résoudre l'équation
Y. Quelles sont les expressions imaginaires dont la puissance tnr* est réelle,
VI. Trouver une expression imaginaire dont le cube soit égal à l'unité. Il en existe deux dont chacune est le carré de Tautre.
YII. En nommant a Texpression dont le cube est égal à Funité, vérifier la formule
(a+6+(?)(a+6a+ca»)(a + 6a»4-(?a)=a^4-é«+c*— 3a6c; en déduire la démonstration de la formule indiquée chapitre ii.
VIII. Le module de la somme de deux expressions imaginaires est plus petit que la somme de leurs modules et plus grand que leur différence.
CHAPITRE XXXI
[1] <pfa:) = x* + aa?* -f ôvC* + cra? + d = 0.
Posons a:=a?'+A,
elle deviendra
et si nous posons <p"(A) = 0,
c'est-à-dire 6A -f 2a = 0,
ou A = — -.
L'équation en a?' ne contiendra pas de terme en a?'* et sera de la forme
[2] a?'«-fpar'-f-ï = 0.
C'est sous cette dernière forme que nous étudierons Téqualion du troisième degré en supprimant l'accent de la lettre x.
577. Nous commencerons par traiter l'équation plus simple l'une de ses racines est évidemment
pour avoir les deux autres , écrivons la proposée sous la forme
et divisons le premier membre par x — 1 , nous obliendrons
aî« + j?4-l =0,
dont les racines sont x = 1 .
Ces deux expressions imaginaires sont les racines cubiques de l'unité; dans ce qui va suivre nous représenterons Tune d'elles par la lettre a , l'autre sera a', comme on peut facilement le vérifier,
et il est clair d'ailleurs que si Ton a
on a aussi («•)* — 1 ,
donc a* doit être racine de l'équation [i] tout^ les fois c(tié « y satisfait lui-même.
' 378. Reprenons acluellement l'équation
[1] x' + px + q = 0,
h laquelle peut se ramener (576) toute équation du troisième degré ; posons , pour la résoudre ,
elle déviendra
ce que l'on peut écrire
y»+5» + (y4-5)(3y-5 + i)) + jr = o,
y ei z étant assujettis à la seule condition d'avoir pour somme la racine cherchée x, nous pouvons établir entre elles une relation arfoitrair e et poser
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réquàlion devient alors
Or, on résoudra les équations [2] et [3] en remarquant (m'elles fbnt connaître la somme et le produit des quafitltéô f et i", oft a en effet
y« + 3» = — jr,
y' et 2* sont donc les racines de l'équation
et par conséquent ces deux quantités sont respectiTement
on en déduit
579. La formule précédente exigé quelques explications. Un nombre quelconque A a trois racines cubiques, puisque l'équation
admet «lécesssiiremètit trois racihes. Pottf ôbtènit* ces trbîs fadhes , il suffit d*eii cotmaitre une sèiitè , et de la multiplier successivement par a et par a' [1] , ce qui , évidemment , ne fchaTige pas son cube.
D'après cela , la formule qui donne la valeur dé x semtle fournir neuf solutions, earchaqtie radical a trois valeurs^ et rien n'indique la dépendance à établir entre elles. On doit remarquer pourtant que cette dépendance existe; nous avons , en effet [2] ,
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le produit des deux radicaux doit donc être réel et égal à P
Soient, d'après cela, Â et B deux valeurs des rcicines cubiques remplissant cette condition , de telle sorte que l'une des racines de Téquation proposée soit
les valeurs de y et de js sont , outre A et B,
aA , a'A, aB, a«B,
et il est clair que le produit AB étant réel, les seules combinaisons qui puissent également donner un produit réel sont
a? = aA + a«B,
a? = aB -f- a'A ,
et le nombre des solutions se réduit à trois comme cela devait être,
€k)ndition8 de réalité des racines de Téquation «^ -f-pâ? + g=o, 380. On peut remarquer d*abord que les équations
ont leurs racines égales et de signes contraires , car si Thypothèse A? = a rend Tune satisfaite, Thypo thèse x=z — a satisfera à l'autre.
D'après cela*, nous nous bornons à chercher dans quel cas réquaiion
[1] a;^'\-px + q = 0
peut admettre trois racines réelles , g désignant un nombre positif.
La règle de Descartes nous apprend tout d'abord qu'il faut nécessairement que p soit négatif. S'il en était autrement
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réquation [1] n'aurait, en efTet, aucune variation, et la trans* formée en — a? (301)
— a^ — pX'\-qz=iO
n'en aurait qu'une seule. L'équation aurait par suite une seule racine négative et pas de racines positives.
Examinons donc le seul cas où p est négatif. L'équation a alors , d'après la règle de Descartes , une seule racine négative, et elle peut avoir deux racines positives, ou n'en pas avoir du tout. Ce sont ces deux cas que nous voulons distinguer.
L'équation proposée peut s'écrire
jgr = — a? — pa? = x( — p — a:*),
— |} étant un nombre positif.
Si X varie de 0 à \/^^ le produit xi-^p — x*) est d'abord nul , il augmente jusqu'à certain maximum , et redevient nul pour a? = v/ — p. Si donc le maximum surpasse ?, il y aura deux valeurs de x, pour lesquelles ce produit sera égal à j^, et l'équation aura deux racines positives moindres que y/--^* Si le maximum du second membre est moindre que g, l'égalité est impossible pour les valeurs de x comprises entre 0 et >J^^j et , par suite , pour toutes les valeurs posi ti ves de x , car le second membre deviendrait négatif si «* était plus grand que ^p.
S'il arrive enfm que le maximum du second membre soit précisément égal à ^, l'égalité ne pourra avoir lieu que pour une seule valeur de x, et les deux racines deviendront égales.
La condition de réalité des trois racines s'obtiendra donc en cherchant le maximum de
et écrivant qu'il est moindre que q. Or, ce maximum (869) correspond à la valeur de x qui rend la dérivée égale à zéro, et qui satisfait, par suite , à l'équation
Pour cette valeur, i/ — ^, le produit ;r(— p— rt';
devient -^y/_^: ^ ^^
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la oondilion de réalité des trois racines est donc
ou V+27î«<0.
mCMil M outre, oommeon Ta tu , que |) soit négatif, mais cette omditton est évidraiinent nécessaire à Texactitude de rin<ga«> lili |»4cédente» et il est inutile de la mentionner à part.
D'après ce qui précède, et en nous servant des principes gé* néraux de la théorie des équations, nous pcniTcms établir les propositions suivantes relatives à Téquation
1* La somme des trois racines est égale à zéro. Si Tune d'entre
elles est imaginaire et de la forme (a+P\/^)» il y aura nécessairement encore une autre racine imaginaire de la forme
(jBL—p^ — l) , et il n'y en aura qu'une seule.
S^ Le terme fort connu est égal au produit des trois racines pris en signe contraire. Si deux équations de la forme [1] né diffèrent entre elles que par le signe du terme connu , leixtÈ racines seront respectivement égaks, mais de signe contraire.
Ainsi, par exemple, les racines de Téqualion
«»— 3ôa?4-70ac0 étant 2 1 5 et -*< 7 , celles de l'équation
a:*— 39jp— 70=rO
seront —2, —5 et +7.
3* Lorsque |t ^Afmiify l'équation admet deux racines imagi oaires.
4*' Lorsque p est négatif y VéquatioB aura trois racines réelles
et inégales si (^ + 4) ^t négatif; elle aura trois racines
réelles , dont deux égaks si i~ 4" 4) ^^ ^^^o.
Enfin elle aura deux racines imaginaires si (^-f-jj est positif.
Aiti^, par enemplé, les écpiations sai?antei$ auront : Jî«+100a:=tl6=0 ^ dbi9s=o i '^^^^^ imaginaires;
a.-»— 7ad:16=0 ir»— I2^dzl6=0 2 racines réelle^ égalée ; «•— 20«dbl6=sO ) ^ . ^ 1, • , , a?»— 100^dbl6=0 J ' ^^^^* '^"^^ Iflégtfleè.
RésotetioD des é()ifitioDs du troisième degr^.-
Ht. Nous âttoits maintenant motriref cômmcîiH, à Paide des fonctions trîgonométriques , oa peut détertniftéf dlrèété^ ment toutes ]e§ racines, réelles ou imaginairas^ d'une équation du troisième degré.
1*' Cas. Racines réelles. Condition :
iê+t)
Loraque Téquation [2] contient trois racine» réeilas et kiégaka^ la quantité sens le radical du second degré (870) est né- S&tîve; et la valeur de m sera la somme de deux quantités ifaïaginaires.
Posons alors
— |=pcos9
et |4.i.«_p^8in?V
la formule [4] deviendra
ar= V 9 cos (p + P sin <p s/ — 1 + V P cos «p — p sin ç ^ — 1 ; et, d'après la formiflé de Moivré (5t2) , on aura
a.= y? . (co8Î:if*:+sm2:i|**v3ï) +
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OÙ Ton doit donner h k les valeurs 0, t , 2. Il Tant que k ait la même valeur dans ces deux termes pour que le produit yz (579) soit réel.
On aura donc a?= 2 y/ p . cos^^ ^; ce qui donne pour les trois valeurs de k a:=2Î/7.COs|, 2^7.cos (1+120^) et 2v^p.cos^|4-24tfy
ou
=2v^p.cos|, — 2v^p.cos(6(y>— 1^ et — 2v^p.cos(l20»— ly
Pour déterminer la valeur de p et de cp ( p étant essentiellement positif) on a
p«cos«9=| — p«sm»9=| + ^5
donc
coscp=-.^.
Remauqub. Si la valeur que la formule précédente assigne à cosf est négative, on cherchera dans les tables l'arc <p', qui a pour cosinus le même nombre pris positivement , et <p sera le supplément de 9.
Exemple I. Bissection d'un hémisphère par un plan parallèle à la base.
Soient x la distance du plan secteur du centre de la sphère ; y le rayon de la section circulaire ; r = 1 le rayon de la sphère ;
on aura l'équation
2;''7r, , xy^Tz f^K -yCr-or)— 1~ = ^,
ou % 1 —X)—X{1 — 00^):=: 1 ;
donc a^— Sx +1=^0]
équation qui donnera la valeur de a?.
Nous avons donc |)= — 3, g=l;
donc p = y/-=i,
et cos*= — ^=— ^; donc <p=120»,
et 1= 4(y»;
et les trois racines de l'équation proposée seront :
Xi= 2 cos 40° = 1 ,5320088 , i?,=:— 2 cos 200 =—1,8793862, Xz^ 2 cos 80°= 0,3472964;
donc a?i + a?! + arj = 0.
Parmi ces trois racines il n*y a que la dernière qui soit admissible en géométrie.
Exemple II. Déterminer les abscisses des points d'intersection de la parabole
et de l'hyperbole 4xy = 7{x — 1).
Par élimination de y on obtient l'équation
dont les racines^ déterminent les abscisses des points d'inter* section : on a
jp =— 7,
log (— p») = 2,53529412 log q = 0,84509804
log 27 =1,43136376 C* . log 2 = 9,69897000
log p« = 1 , 10393036 C* . log p = 9,44803482
log p = 0,55196518 log cos 9' = 9,99210286
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log cos = 9,7433874 log cos = 9,9991272 log cos = 9,6476281 log 2 = 0,3010300 = 0,3010300 = 0,3010300
log v^7 = 0> 1 839884 == 0, 1 839884 =0,1 839884
log Xi = 0,2284068 log(-ar,)= 0,4841466 log ar, = 0,1326465 Xt = 1 ,60202) Xt = — 3,048917 Xz=l ,366896
Vérificatkm.
Xt— } t603D21 log Oh = 0,2284068
Xt = '^ 3,0489 17 log Xt = 0,4841466
Xi = 1 ,36Ç896 log ar, = 0,1326466
a:i + iTt + ^8 = 0 log Xi x% Xt = 0,8460979
Xi x%x%=^7
5S1. 9* Cà9. Raein$$ imaffênaires. Condition :
!• Soit|) NÉGATIF, on a j>— ^> et l'on peut poser, par conséquent ,
yC£=|.8lna,.
y=-y -|+|cos»= y-^sin'l
ou en remplaçant j par sa valeur ^^ U— ^,
|!=y^:y/tang| et ^=\/-l'\/^-
liSOLDTlON DIS iQUATlONS DO TlOISIÈIIi DIOU. 455
Soit maintenant 9 uu angle auxiliaire déterminé par Téquation
tangç = y/ tang|,
on aura y= y — |-tang(p, «=i/— |.cot<p} et , par suite , les valeurs de x sont :
y/IÏ.[tang, + cot,] = yC|.^^
et — iy — |.[tang(p + cot<pJ±v^I=î.vC:^.[tang<p— coti^J,
ou
sm
i^V^±V-lV-p.cot2,,
formules calculables par logarithmes.
On cherchera d*abord ,
ensuite, 2» tang 9 = y tang ^ ,
et après, S'» Xi = 2 y— | coséc 3f ,
et
a? = — i/— I coséc 29 db j/— 1 . y/— p cot 29.
Quant aux signes des racines , on tiendra compte de ce que la racine réelle est toujours de signe contraire à celui du terme absolu de Téquation , et que la somme des trois racines ist nulle.
ExKMPLE m. a? — 10,871385a; -f 18,01032 =s 0.
4S6 aiSOLOTION DBS ÉQUATIONS DC TKOISIÊME JDEGfti.
donc log (— ^^ = 1 ,6674908
log y/- ^ = 0.8387454
mais
log 2 = 0,3010300
et
CMogg = 8,7444786
!• donc
log sinw — 9,8842540
log tang» 9 = log tang ^ = 9,6686725
2* log tang 9 =9,8896576
3« log i/— 1 = 0,2795818 log v/==^ = 0,51814-24
log 2 = 0,3010300 log col 2cp = 9,4100229
CMogsm"2<p = 0,0138941 log y^^cot 2? =9,9281653 ~ log ari = 0,5945059 v^=p cot 2<p = 0,8476601
Donc les trois racines sont :
et 0? = + l,9605i3± 0,8475601 Xv^^-
Exemple IV. Délerminer les dimensions d*uri cylindre inscrit à la sphère, et tel que sa surface convexe soit égale à la surface convexe des deux calottes.
Soient r = 1 le rayon de la sphère,
y le rayon de la base du cylindre , et X là (tistance de cette base au centre de la sphère ,
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on aura 4Tr( 1 — x) = Axy-K ;
mais !/ = vl — ^^
donc • 1 — x=^x\\'\'X)
ou a^-^-x^-^-x — 1=0.
Posons X = ^ ,
réquation deviendra
mais, dans celte équation, 2^ "'" 4 ~ ^^'^ »
donc l'équation a deux racines imaginaires dont nous ne nous occuperons pas.
En résolvant directement l'équation proposée à l'aide de la formule (378), nous aurons :
En se servant des tables de logarithmes pour extraire les racines cubiques, on aura :
ou
Zz=.
donc
et
hauteur du cylindre.
Soitp
POSITIF
: on posera
[1] il vient alors
y cos 0) y
— gco3«-
COS w
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OU en remplaçant ^ par 2 cot w i/^,
Posant comme plus haut ,
tangçzzry/tang^,
il vient y = y|tang(p, «=— i/^cot(p,
et les racines cherchées sont
[3] j?i = 2i/|cot29
et Xi = — 1/| cot 2(p ± \f^ . coséc 2(p.
ExEMPU Y. Soit réquation
log q = 0,9946050 log p = 0,3706868
donc iog ^ = 9,6803966
log y/ 1^ = 9,8401983
log 2 =0,3010300 CMog g =0,0053960
[1] log tang (0 = 9, 1466233
d*où logtang^—loglang*<p = 8,8434760
[2] logtang(p=: 9,6144920
cp==22<>22'22",22 29 = 44M4'44",44
Or log 2= 0,3010300
log cot 29 =10,0038655 C*. log sin 2ç = 0, 1524513
log
i/--|= 9,0467328 log v/—p = 0,1 862934
[3] log 30, = 0,2516183 log ^^=0,3877447
•" " sm 2;p
xx= 1,784918 ■St;^=2,176430O
et les racines de réquation proposée seront
^ RÉSUMÉ
576. Réduction de l'équation géuérale du troisième degré à la forme a;'+P^+ï=o- — 377. Résolution de Téquation a5*==1 . — 378. Résolution algébrique de Téquation a9*-|-|'^H~9==^- — 379. On montre que la formule fournit trois racines seulement. — 380. Condition de réalité des racines. — 381 . Résolution des équations du troisième degré par le moyen des tables trigonométriques , cas des racines réelles. — 582. Cas où il y a deux racines imaginaires, le coefficient du second tçnne étant né^tif. — 585. Cas où ce coefficient est positif.
CHAPITRE XXXII
SUU LA RËSOLUTIOIV NUMËRIQUC DE DKUX ËQUATIOIVS
DU SECOiVD DEGRË,
584. Nous commencerons par résoudre la question suivante : Quelle est la condition pour qu'une équation du second degré
fournisse pour l'inconnue y une valeur de la forme Mx+N, Met^ étant des facteurs indépendants de x.
On déduit de Téqualion [1] en la* considérant comme une équation du second degré en y ,
[2] y=:— ?^t?dz^v^(B«— 4AC)a;«.f2(BD— 2AE)a?+D«— 4AF ,
pour que celte valeur de y soit de la forme demandée , il est nécessaire et suffisantque le polynôme placé sous le radical
(B*— 4\C)x*+2(BD— 2AE)^+(D*— 4AF) ,
soit un carré parfait, et, pour cela, on doit avoir
(BD— 2 AE)«=(W— 4ACj (D»— 4AF) ,
ou , en supprimant les termes B*D* qui flgurent dans les deux membres, et divisant ensuite par le facteur commun 4A ,
[3] — BDE+AE«=4ACF— FB*— CD",
telle est la condition demandée. Si elle est remplie, la valeur de y prend la forme
,., Ba?4-D , 1 / ,-^r—nrr^ i BD— 2AE\
A 2A V ^ ^ V^B*— 4AC
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5Î5S. Proposons-nous acluelleirienl de résoudre le système de deux équations numériques du second degré
[5] Ay»+Bj:y-f Cx'+Dij+Ex+f ^0 ,
[6] A'y'+B'xy+C V+D'y-j-E'jc+F= 0.
Si nous ajoutons ces deux équations, après avoir multiplié la première par X, le résultat pourra remplacer Tune d'elles. On obtient ainsi
|71 (AX-fA')y'+(Bx+B>2/+(CX+CV-|-(DX+D0y
+(EX+E')^+FX+F = 0.
La quantité X étant arbitraire, nous pouvons la déterminer par la condition que les valeurs de y déduites de réquation[7] soient du premier degré en x.
Il suffira (584) de poser
[8] — (BX+B')(DX+iy)(EX-f E') + (AX+A')(EX+E7 *
=4(AX+A')(CX+C0(FX+F0— (FX+F'XBX+BO* — (CX+C')(DX+D?,
équation du troisième degré en X qui aura par conséquent une racine réelle au moins. On calculera celte racine par approximation, et en faisant usage de la formule [4] (384). On .obtiendra alors pour y, deux valeurs de la forme
y=Ma?4-N, y=:Mia:+N,;
M, N, Ml, Ni, étant connus en fonction de la racine X, en substituant successivement ces valeurs de y dans Tune des équations [1] et [2], on obtiendra deux équations du second degré en ^; il y aura par conséquent, en tout, quatre valeurs pour x et autant pour y,
580. Il y a plusieurs cas à considérer dansTapplicalion de la méthode précédente. Nous les discuterons avec quelques détails; pour plus de simplicité nous remarquerons tout d'abord que le problème revient à déterminer l'intersection de deux courl)CS du second degré. La méthode indiquée équivaut à la détermination préalable des droites qui réunissent deux des points d'intersection.
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l*" Si réquation du troisième degré en X admet trois racines réelles, et si en même temps deux au moins de ces racines rendent positive la quantité
BX+B?— 4(AX+A')(CX+C
ces deux racines déterminent deux couples de sécantes réelles qtii se coupent en général en qaatre points.
Ces quatre points sont les points d'intersection des deut courbes et leurs coordonnées donnent les solutions des éqtld* lions proposées.
2° Si réquation du troisième degré a trois racines réelles dont une seule rend positive la quantité A;, ou si Téqualion n*a qu'une seule racine réelle mais qui sàtisfas!(e à cette (H>ilâition , les deux courbes n'admettent qu'tm seul couple âê sécantes communes.
Il faudra alors chercher si ces tenantes rencontrent Tune quelconque des courbes proposées on non : dans le premier cas , les deux équations auront deux solutions réelles et deux solutions imaginaires; dans le second cas, elles auront quatre solutions imaginaires.
3" Si enfin les racines réelles de Téqualioti en X rendent négative la quantité k , les deux équations ont qtiatre solutions imaginaires.
Exemple I. Soient données les deux équations
3y*-|-4a:y+3ic*— 9y— I5a?=0 (ellipse), y«— 2j?y+ ^+2y— 10a?=0 (para.bole).
Ces deux équations combinées ensemble donnent l'expression
(3+>}^+(4— 2X)iïry+(3+X)a:«— (9— 2A)y— (15+lOX)*rfcO,
et Ton obtient pour Téquaiion [8]
32X»+388X«+664X+189±ii(>.
Cette équation a trois racines réelles et négatives qui sont :
Xxi-^, x^-l, x--^.
La quantité A:=— 20(1-[-2a)
étant positive ou nulle pour chacune des trocs vàkmf*s de X, le^
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courbes données admettent trois systèmes de sécantes communes réelles dont les points d'intersection se confondent avec ceux des deux courbes.
Il ne s'agit plus que de déterminer deux systèmes de sécantes et de chercher leurs points de rencontre.
Pour >=— î,
les deux équations du premier degré sont
y=— a;+2±2, système de deux droites parallèles.
Pour X=— V,
nous aurons y = — — •2dbf— +2j.
Les points d*iiiterseclion des quatre sécdnted doAl :
Ces quatre points sont les sommets d'un trapèze dont les côtés sont formés par les quatre sécantes. Les deux autres sécantes, correspondant à X=— f, seraient les diagonales du trapèze.
Exemple IL Déterminer les points d'intersection des courbes
a:y— 3a?+6=0 (hyperbole), a:»— 9y=0 (parabole).
Si, dans la première de ces deux équations, on substitue à y sa valeur tirée de la seconde équation
on obtient immédiatement Téquation du troisième degré
dont les racines déterminent les points d'intersection des deux
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courbes. Celle équation a trois racines réelles, deux positiyes égales, x — 3, et une négative, x= — 6. A ces deux abscisses correspondent les ordonnées
y=:l et y=4;
donc les deux courbes se touchent au point (3,1 ) et se coupent au point (—6,4).
Exemple III. Soient données les deux équations
y'+^-~2a:=0 (cercle), 2xy — 1=0 (hyperbole),
réquation résultant de la combinaison sera
et en écrivant que cette équation représente deux droites , on trouvera
Cette dernière équation a une racine réelle et deux racines imaginaires.
Pour évaluer la racine réelle , nous nous servirons des formules données (581) ; nous aurons alors :
logsinw = 9,585 3481,
logtang'l = 9,301 3783,
logtang<p=9,767 1261, logsin2flp = 9,940 3459, logX = 0,l22 1235, X = l,324 718;
la quantité k=4(k*—l)=^
élant positive pour la valeur de X que nous venons de trouver,, les deux équations du premier degré
y= — Xa;±:-=(a?4-X)
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auront leurs coefficients réels ; et , par conséquent , les deux courbes admettent un système de deux sécantes réelles communes.
En substituant ces deux valeurs de y dans Téquation
2ary— i = 0,
on arrive à Téquation du second degré
Pour que les racines de x soient réelles-, il faut que
Si nous prenons le signe inférieur, le premier membre devient négatif et la condition de réalité n*est pas remplie; par conséquent la droite
y = — Ix (x + ^)
ne rencontre pas la courbe.
Si au contraire nous prenons le signe supérieur, le premier membre devient positif et la sécante
rencontre la courbe en jJeux points.
En substituant à X et y^X leurs valeurs numériques , la dernière équation deviendra
Equation qui combinée avec celle de la courbe,
2xy — 1 =0, donne les deux solutions réelles des équations proposées,
et a; = 0,557424, y = 0,896791 .
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ExKMFLE IV. Résoudre les deux équations
4y* 4- 9a?" — 36a? = 0 (ellipse),
xy— 12 = 0 (hyperbole),
l'équation de condition est :
Cette équation a trois racines réelles; la première positive et comprise entre 13 et 14; les deux autres négatives et comprises entre — 3 et — 4, et entre — 10 et — 11.
Parmi ces trois racines il n'y a que la première qui rende positive la quantité ,
;fc = ;^»-l44 = ^,
par conséquent il n'y a qu'un seul couple de sécantes réelles, dont l'équation est
Iv1(^+f)'
mais nous allons démontrer directement qu'aucune de ces deux droites ne peut rencontrer les courbes ; car en substituant la valeur de y dans la seconde des deux équations proposées
on obtient les deux équations du second degré
La condition de réalité des racines de x est
ou — X±:24i/|>0,
11 est évident que cette condition n'est pas satisfaite lorsqu'on prend le signe négatif ; car alors tous les termes du' membre à gauche seraient négatifs.
Mais comme X >> 13, la condition n*est pas remplie non plus lorsqu'on prend le signe positif.
Par conséquent les deux droites ne peuvent pas rencontrer les courbes, donc les deux équations proposées n*ont que des racines imaginaires.
ExMPLB y. Soient données les deux hyperboles
8xy — 42y + 9=rO,
déterminer leurs points d'intersection.
La valeur de y tirée de la seconde équation et substituée dans la première, conduit à Téquation du second degré en x^
équation qui a deux racines réelles a; = 5 et jr = 3 1.
Les valeurs de y correspondantes , sont y = f et y = |.
Mais les deux courbes proposées sont des hyperboles rapportées à une asymptote commune prise pour axe des abscisses; donc en outre des deux points d'intersection que nous venons de trouver, elles ont encore deux autres points de rencontre éloignés à l'infini de Torigine.
En effet , lorsqu'on remplace x par - et qu'on égale les va-
leurs de y tirées de la première et de la seconde des équations proposées , on obtient Téqualion du quatrième degré ,
Les quatre racines de-cette équation sont 3*=0, donc 3=0, z = { et s = A,
et commet? ='9 nous aiurons les quatre solutions des équa- ^
tîons proposées:
3 = 0, a? = — Qo, y = 0,
«= é» aî = 5, y = î,
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Cas particuliers.
588. La résolution de deux équations du second degré à deux inconnues, se réduit dans certains cas particuliers à la résolution d'une équation bicarrée ou d'une équation du second degré.
1*^ Lorsque les deux courbes sont concentriques et rapportées à leur centre commun pris pour origine, leurs équations ne contiennent plus de termes du premier degré par rapport aux variables, et Téliminntion d'une variable donnera une équation bicarrée par rapport à l'autre variable.
Exemple. 1 6y* — l Gxy + 5 x* — 400 = 0 (ellipse) ,
f/— x^ + 16 =0 (hyperbole) ,
Les solutions sont égales deux à deux , mais de signe contraire.
2» Lorsque les deux courbes sont homofocales et rapportées à leur foyer commun, pris pour origine des coordonnées, les deux équations se mettront sous la forme
f+x' = (a'y+b'x+cy; donc ay + bx-\'C=±: [a'y -f- b'x -f- c'),
ou (aTa')y+(ô^^')^ + (^H=^') = 0,
et Ton aura deux équations du premier degré que Ton combinera avec Tune des équations proposées.
Exemple . 3y*— Axy -}-4y — 2x-fl=0 (hyperbole}, y'— 2xy 4-a^ — 3y— 3;r— 1 = 0 (parabole).
S"* Lorsque les deux courbes ont un diamètre commun , et qu'elles sont rapportées à un système de coordonnées obliques, ayant pour axe des abscisses le diamètre commun , et pour axe des ordonnées une parallèle aux cordes , les deux équations ne contiendront la variable y qu'à la seconde puissance, dont Félimination réduira le problème à la résolution d'une équation du second degré en x.
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Exemple. 2y'— 3a? — 36 = 0 (parabole),
y* + 5a?'— 80 = 0 (ellipse).
4* Si les deux courbes sont semblables et semblablement situées, les termes du second degré dans les deux équations auront les coefficients proportionnels.
Donc, lorsqu'on multiplie Tune des deux équations par un facteur convenable , et qu'on la retranche de Tautre équation , on obtiendra pour reste une équation du premier degré.
Exemple I. y" -|;- 2xy — 3a^ + 6x + i0=0 (hyperbole),
2y' + 4xy — 6a?' — 6y + 37 = 0 (hyperbole) .
S"" Lorsque les deux courbes sont des hyperboles ayant une
même asymptote, et rapportées à celte asymptote commune
comme axe de a?, les deux équations ne contiennent la va-
. riable a? que dans le terme xy , dont Télimination donne une
équation du second degré en y.
Exemple . y' — 4a?y + 6y — 1 0 = 0,
3y' + 2a?y — lOy-f 8 = 0.
Résolution des équations du quatrième degré.
580. La méthode que nous venons d'exposer sert à réduire la résolution des équations du quatrième degré
a?*+aa?*+ôa?'+ea? + d = 0
à la résolution d'une équation du troisième degré.
En effet, si dans Téquation proposée on remplace a?* par y, on arrive à Téquation
y*-f aa?y -f 6y + ^a? + d= 0,
et la résolution de l'équation du quatrième degré est ramenée à la résolution de deux équations du second degré à deux inconnues , que nous pouvons résoudre au moyen d'une équation du troisième degré en X.
Exemple. Soit donnée Téqualion
a?*— • 2a?»— . 8ar»+ 12a? — 4 = 0 , équation qui n'a pas de racines commensurables.
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En posant a:*=y (parabole),
réqualion proposée deviendra
y*— 2â?y — 8y + 12â? — 4=0 (hyperbole).
Ces deux équations sont ramenées h celles de réqualion do troisième degré
X»-hl6X*+6SX — 6i = 0,
qui a trois ncinei» réeUes ,
X = -.8 et X= — 4it.2v/6-
La quantité Af = 4( 1 — A)
est positive pour chacune de ces trois valeurs de X; donc, les deux équations proposées admettent trois couples de sécantes communes et quatre résolutions réelles.
Les équations des sécantes qui correspondent à la deuxièaie et à la troisième racine de Téquation en X, sont :
X = — 4 + 2v/6, et X = — 4— 2v/6,
En cherchant les points d'intersection de ces deux systèmes de droites , on obtient immédiatement les racines de Téquation du quatrième degré
a? = 2±v/2 et x=z — l:±Vâ.
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QUELQUES EXEMPLES D'ARTIFICES ALGEBRIQUES
300. Dans un grand nombre de cas , si Ton suivait sans modification les règles générales du calcul , on serait conduit à des opérations compliquées qui dépasseraient quelquefois la patience du calculateur. L'habileté du géomètre consiste à trouver dans la forme particulière des questions qu'il traite l'occasion de simplifier les opérations rf.de parvenir plus immédiatement aux conclusions qu'il a en vue. De pareilles modifications exigent une grande habitude de l'analyse et souvent même un véritable génie d'invention ; et on comprend qu'il ne nous est pas possible de donner de règles générales sur les artifices de ce genre. Nous nous bornerons à choisir, parmi les calculs algébriques les plus célèbres , quelques exemples dans lesquels d'illustres géomètres ont poussé à un haut degré la dextérité analytique dont nous parlons.
Problème. On donne un polynôme du second degré à. trois va^ riahleSy
[1] A^ + Ay + AV + 2By-s + 2B'a:2 + 2B"a?y + 4- aCa? + 2CV + 2C"5 + D,
et Von demande de remplacer x, y, z^par trois variables nouvelles^ liées aux premières par les relations
y^^ + P'v + fw, xî = YW + y'^ ~h y"^*
en s* imposant les conditions suivantes : 1° Le polynôme prendra la forme
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2» Les neuf coefficients a, a', a", p, p', p'', y, y'» Y^ *«ron^ /iV« jKir les relations
L^J < a,' -I- pp' + n' =0,
««"-I-PP"+t/=o,
Ce problème se présente en géométrie analytique lorsque Ton veut simplifier une équation du second degré , en changeant les directions des axes des coordonnées, sans qu'ils cessent d'être rectangulaires.
En multipliant respectivement les équations [1] par a, p, y« et les ajoutant ensuite ipembre à membre, on a, d'après les équations [4]
« = oa? 4* Py + Y^ »
et on trouvera d'une manière analogue
Par conséquent, pour que les polynômes [1] et [3] soient équivalents, on doit avoir, en identifiant les termes du second degré
G(fltx + py + Y3)« 4- GX^'œ + p'y + ^zf + G V^ Wv + y'^)' = Aa;« + Ay + AV + 2Bys + ^li'xz + <lWxy ,
ce qui donne les six équations suivantes :
Ga«4-GV*+GV«=A,
Gp« + G'p'«+GT'=A',
[6] Gy« + GY*+GY*=A",
Gap +G'a'p'4-GVp"=B",
GaY+G'a'Y'+GVY=B',
GPy+G'PY+GTy"=B.
Multiplions respectivement la première , la quatrième et la
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cinquième équation du groupe [5J par a, p, y, et ajoutons-les ensuite y il viendra
[À] Ga=rAa + B"P + BV
Si l'on multiplie la seconde , la quatrième et la sixième équation du même groupe par p, «, y, on aura de même
[A] Gp = A'p + B"ot + Br,
et Ton trouvera de même .
[A] GY = A''Y + B'a + Bp.
Ces trois équations ont lieu entre «, p, y; elles sont du premier degré , donc on ne pourra en tirer qu'une seule valeur de chaque inconnue , à moins que le dénominateur commun ne soit nul. Or, on satisfait évidemment à ces équations en posant
Celle solution n'étant pas admissible à cause des relations [4], il faut que le dénominateur soit nul, et Ton doit avoir, par* conséquent,
(A— G)(A'— GJ(A"— G)-B«(A— G)-B"*(A"— G,— B'*(A'— G)
équation du troisième degré à laquelle G doit satisfaire.
En multipliant la première , la quatrième et la cinquième équation du groupe [6], respectivement par a', p', y, on obtiendrait
[B] • GV=Aa' + BT + BY,
et d'une manière analogue
[B] G'P' = A'P' + BV + By',
[B] GY = AV-hB'*' + Bp',
et en raisonnant comme plus haut , on prouvera que le dénominateur des valeurs des inconnues a', p', y', déduites de ces dernières équations, doit être égal à zéro, et que Ton doit avoir
BB
de sorte que l'équation [6] deviendra
B'B" BBf BB
^^\ Jl Bl5^ + r Br"^^; B'B'+*'=®
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Pour prouver que cette équation a ses trois racines réelles, posons A ô~ = *
A gr-=(*
et supposons que cw trois quantités soient classées par ordre de grandeur, de telle sorte que X soit la plus petite et v la plus grande. Substituons successivement, à la place de a?, dans le premier membre de [8] ,
— QO, X— e, X-fe, fX — £, fX-f-£, V — £, V + £, +Q0,
£ désignant un nombre excessiveawnt petit, — œ et oo donnent au premier membre la valeur — 1, et le résultat des autres substitutions se voit immédiatement, car chacune d'elles rend l'un des termes infiniment plus grand que tous les autres. Re-^ marquons de plus que les trois numérateurs ont essentiellement le même signe , et supposons , pour fixer les idées , que ce signe soit +• Les résultais sont indiqués dans le tableau suivant :
Les substitutions fournissent donc six changements de signes ; mais, entre X — £ et X+e, k- — ^ et (x + *» ^ — * et v-f-e, la fonction passe par Finfini et est discontinue; on doit donc conclure Texistence de trois racines seulement, rtoe comprise entre X + « et |x — £, l'autre entre [A+fietv — «^etla troisième entre v-|- « et oo , c'est-à-dire que les racines sont com-
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prises respectivement entre X et ja, ji et v, v et « . On voit qu'elles sont inégales toutes les fois que les nombres >, i&, v sont différents.
Après avoir résolu l'équation [6] et trouvé les valeurs de G, G', G\ les équations [A] [B] [C], qui sont du premier degré, donnent les rapports des quantités a, p, y, «', p', y'> «% P% /•
Nous laissons au lecteur le soin de discuter les divers cas particuliers que peut présenter cette solution , et notamment celui où les quantités X, (i, v deviennent égales.
Problème IL On propose de résoudre les trois équations
Ces équations se présentent lorsqu'on cherche Tintersection de trois surfaces du second ordre , dont les sections pnncipales ont les mêmes foyers.
Si, dans l'équation [1] , on chasse les dénominateurs, on obtient :
— 6Va?* = 0;
si l'on chasse de même les dénominateurs des équations [2] et [3] on trouve :
>• — v*(é« +. (••_ic« — yi _ ^1) ..j. v«(6V + b^x* + c'x* + c»y« + Vz*)
— éVa:«=0,
et ces trois équations prouvent que [*', v», p*, sont les trois racines de Téquation
[4] X*— X«(i«+c*— a:*--y«— 5«)+X(6V+6V+cV+c?V+6«x5*)
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On en conclut :
cl cette équation fera connaître a?.
Pour obtenir y' et 2', remarquons qu'en posant
les équations proposées deviennent :
et ne diffèrent des proposées que par le changement de x* et y* en y* et a?% et par celui de p, |x, v, en p', (x', v', de 6* en — b\ et de c" en c* — 6*.
'On peut donc écrire :
On trouvera par un artifice tout semblable :
c\d' — ô*)s« = (fA« — OCc* — v*)(c« — p«) .
On pourrait arriver à des valeurs de a?*, y*, s', par la résolution directe des équations proposées qui sont du premier degré, mais les calculs seraient beaucoup plus longs.
Nous remarquerons enfin que p', j**, v*, étant les racines de réquation [4], on a :
P« + u« + V» = 6» + c*— ««— y«— «•, et, par suite:
formule utile dans plusieurs recherches et dont la vérification directe exigerait quelques calculs.
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592. Problème III. Désignons par v, v', v'', les fonctions linéaires suivantes des indéterminées x, y, z,
iv = ax + *^+ c-5 + ... + /, v'—a!x + b'yi-c'z+... + i\
Partni tous les systèmes de coefficients x, x', y!\,, qui donnent identiquement
XV +xV 4- xV +... = x — K,
X étant indépendant ^/^ x, y, z, ... trouver celui pour lequel
est minimum.
Posons :
fav + ûV + aV + ... == ?
[2] \in) + l/v^^(/V+,..=ri
cv 4- cV + c'y + ... = ;
?, Y), Ç, seront des fonctions linéaires de a?, y, s, et Ton aura :
l = xla^ 4- y2«6 + ^2ûc + ... + Sa/
[3] \y\ = xJMh-^ry'Lh''-\'ZlLhc -{-... + J.hl
l=xlac+y^bc + -s2c» -f ••• + -^^
où 2a«=a« + a'« + a''»+...
et de même pour les autres 2.
Le nombre des quantités 5, ^i, Ç, ... est égal au nombre ir des inconnues a?, y, a ... on pourra donc obtenir, par élimination, une équation de la forme suivante :
[A] X = k + (aa)5 + («,p>i + («,Y)Î + .. .
qui sera satisfaite identiquement lorsqu'on remplacera ;, r,, ï, par leurs valeurs [3]. Par conséquent, si Ton pose
[4] {a'(««)+ô'(PP) + ^'(YY) + - = »'
a"(«a) 4- 6"(PPJ +^"(yy) + - = «"
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on aura identiquement :
[6] av + a'v' + aV + ... = a: — A.
Celte équation montre que parmi les différents systèmes de coeffieienls x, x\ x" ... on doit compter le s|slème
on aura d'ailleurs, pour un système quelconque
(x — a)v + (K' — a')v' + (x" — aOv" + ...=A — /b,
et cette équation étant identique , entraine les suivantes
(x — a)a+(x' — «')«' + (x" — O«^ + ... = 0, (x — «)6 + (x' — a')y + (x"— a'0y' + ... = O, (x — a)c + (x'— ot')c' + (x^— «'V'+...=0,
ajoutons ces équations après les avoir multipliées par (aa) (a^) (ttY), nous aurons, en vertu du système [4]
c'est-à-dire
x«4.x'« + x''*— ... = a*-f a'»+a''«-... + (x-^ot)« + (x' — a')*.
. Par conséquent, le trinôme
aura une valeur minimum lorsqu'on aura
x=a, x' = a', x'^rrt/', .,.,
d'ailleurs, celle valeur minimum s'obtiendra de la manière suivante :
L'équation [5] montre que l'on a
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Multiplions ces équations , respectivement , par (sa) (pp) {-pf) , et ajoutons en ayant égard aux relations [4] ; on trouvera
La valeur de x trouvée de cette manière , savoir:
est celle que les géomètres adoptent l(y*sque, devant satisfaire aus$i exactement que possible aux équations v = 0 , v' = Oy v'' = 0,... dont le nombre surpasse celui des inconnues , ils ont reconnu Fimpossibilité de rendre les premiers membres rigoureusement nuls. Un calad analogue fournirait les valeurs que Ton adopterait pour y^ z, et que nous désignerons par B, C...
On peut prouver que ces valeurs , sans annuler toutes les quantités v, v', t/', ce qui est impossible , rendent la somme de leurs carrés aussi petite jpié' possible. Mais disons d*abord pour quelle raison les coefUcfènts de ces diverses formules ont été désignés*par la notatioa-quc nous avons adoptée.
Nous avons trouvé plus liant ,
On peut prouver d'une manière analogue que l'on a
Si, en effet, on multiplie les valeurs de «, a', formule IV, par^, p' ..., et qu'on ajoute les résultats, on trouvera, en ayant égard aux équations qui définissent p, p' ...
et la démonstration sera la même pour les autres formules analogues. On voit donc que la notation adoptée pour les coefficients sert à rappeler la formation des expressions qui leur sont égales.
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Si dans roqnalion
r = aa? -f- 6y + û5 + ... -f /
on substitue h x, y, ^ ... les valeurs trouvées plus haut [A] , on obtiendra , en ayant égard aux formules [4] ,
en posant X = «A + ^B + cC + ... -}- ^
et Ton aura de même :
En posant V = a'k + ô'B + c'C + ... + /',
c'est-à-dire en représentan^^par X, V, X"... les valeurs de v, v\ v" ... qui résultent4les valeur» Ay B, C ... deâ?^ y, js....
Si nous posons , actuellement
nous pourrons former celte somme en ajoutant les équations [1] après les avoir respectivement multipliées par v, V, v" ..., et nous trouverons :
û = Çii? + riy+îs+...+/v+/V-f-/V + ...,^
ou, en substituant pour r, v\ v" ... les valeurs trouvées au paragraphe précédent, et remarquant que Ton a, en v^rtu de l'identité [6] :
«/ + a7' + aT-f ...= — A,
il viendra
û=Ça?+y,y + i;y+... — SA-viB— ÇC...+X/ + X7'+XT4-...;
mais en multipliant respectivement les équations qui définissent X, X', X" ... par X, X', X". . . et les ajoutant, on trouve facilement, en ayant égard aux relations précédentes,
X/ + X7' + XT+...=X»+X'' + X"« + ...,
4$l BXBMPUKS D ARTIPJCI6 àLCÏBBlQUSS.
et, par suite,
a = Ç(ar-A)+y(n— B) + ««— C)... + X» + V* + V'« + .. ,
fipbstUuant pour a;— A, y — B, z—C... les valeurs fourmes par Téqualion £A], et les équations analogues en y, « ..., il Tient
Ce qui , d'après les formules démontrées plus baut , revient à
Par où l'on voit que X« + X'> +X"« + ... est , comme nous l'avions annoncé , le minimum de O,
Considérons n équations à n inconnues
fli^i + OfXt + ûfsa?8 + ... + OiXi + ... + a^Xn = /i,
ffi''â?, + a,"a?,+ ... +flrx,+ .-. + a\Xn =/«•
fli, a% ••' Om ûiS ûs'...fli*... un" désignant des coefficients quelconques tout à fait indépendants les uns des autres. a\ n'est , par exemple, nullement égal au carré de ot, et le chiffre 3 n'y figure que comme un indice. En général , a/ n'a aucune liaison avec a, , et n'en est nullement la puissigke k. Cela po6é, considérons le produit
obtenu en faisant le produit de tous les coefficients de la première équation par leurs différences deux à deux, en ayant soin de prendre, avec le signe—, dans chaque différence, le terme affecté du plus petit indice. Ce produit P se composera d'un grand nombre de termes dans lesquels les quantités Oi, Oi ... an auront divers exposants. Nommons R ce qu'il devient lorsque l'on considère les exposants comme des indices supérieurs. R contiendra alors les différents coefficients du système d'équations proposé, et chacun d'eux figurera, dans chaque terme , au premier degré , puisque , par hypothèse , nous avons r^pbtcé les exposants par des indices. Si , par exemple , la puiwance k de tti figure dans le produit P, nous la remplacerons, pour obtenir R, par 0,*, coefficient de Xi dans Téquation de rang k ; en sorte que les deux expressions P et R s'écriront de mémej mais représenteront des valeurs très-différentes.
48 i NOTE SUR LÀ RÉSOLUTION DES iQUATIONS
Supposons maintenant que Ton rassemble^ en un seul, tous les termes de R , qui contiennent a< afTecté du même indice supérieur, R prendra la forme
A<S A<'...Â<'' étant des sommes de produits dans lesquels ne figure évidemmwt aucune des quantités
di J di m. » Q>i •
Je dis maintenant qu'on a les équations suivantes :
0 == AM + k?af + AiV ... + A,"(3rr, 0 = kfot 4- A,V + A<V . . . + Aro'a",
0 = A/an+ A<V + AX* . .. + A,*fln",
ou, en d'autres termes, que l'expression R s'annule, si l'on y remplace, dans tous les termes, Findice inférieur i de la lettre a par une autre valeur quelconque 1, 2, ... A..«n. En effet, l'ex* pression P rentemant en facteur (ai — aO (oj — a<) ... (a„ — o^i s'annule identiquement si l'on suppose, par exemple^ ai:=ak: le résultat de cette substitution doit être zéro , indépendamment de toute valeur attribuée aux lettres Oi, (h^ ^••an. Les termes doivent donc se détruire identiquement , et être égaux deux à deux et de signes contraires^ or, il est évident que cette identité ne sera pas altérée quand on considérera les exposants comme des indices , afin de passer de l'expression P à l'expression R.
Les équations [3] étant démontrées, on obtiendra évidemment la valeur de Xi en multipliant les équations proposées par A,S k? ... A<*, et les ajoutant. Les coefficients de a?i, a?t...a7f«i, soi+x ... a:» deviendront, en effet, égaux à zéro, en vertu des équations [3], et le coefficient de Xi deviendra égal à R en vertu de [2].
On aura donc
YiXi = k,% + k?k+...^kHn. ' _A//i + A>/,+ ...+A,-/,
d'où Xi =
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On obtiendrait de même la valeur d'une inconnue quelconque. On voit que toutes ces valeurs ont le même dénominateur R. Si R n*est pas nul , chaque inconnue a une valeur unique et déterminée , et le système des équations ne présente aucune particularité. L*étude de l'expression R conduit à une théorie importante d'analyse algébrique que nous ne pouvons indiquer ici.
596. Nous donnerons cependant quelques développements sur la forme du dénominateur R.
Nous élablirons d'abord la proposition suivante : le produit P et , par suite , l'expression R , change de signe sans changer de valeur si deux indices c et c' y sont changés l'un dans Tautre.
Remarquons en effet que y dans le produit P , les seuls facteurs sur lesquels ce changement exerce une influence, sont ceux dans lesquels figure Oc ou ««', c'est-à-dire, en supposant c>c',
(ae—ai)(ac—«i)- .•(«•— ûe-i)(«c+i—ac). . .(Oc — «c). . .( ^n— «0)
(a*— «iXOc'— «1). . .(û^c'-«c-0(flc— «c+l) . . .(«c'-«c'-l)(«c'-rt— «cO • • . («n— ««').
Si l'on change c en (/, ces facteurs , pris ensemble , conservent les mêmes valeurs absolues et ne font que se substituer les unes aux autres; mais il y en. a un certain nombre qui changent de signe.
V Les facteurs (a» — «j) (««—««)•••(«€ — «c-i) de la première ligne cl (a, — ai) (Oo— ot). • .(a*— o*-i) de la seconde ligne,
ne font que se changer les uns dans les autres;
2® Les facteurs («c+i— «o)(«o+s— «o)...(ac'-.i— a*)
échangent leurs valeurs absolues , mais chacun d'eux devient égal et de signe contraire à celui qui lui correspond. Cela fait en tout 2((?'— (?— 1) changements de signes qui n'exercent pas d'influence sur le signe du produit;
3* Le facteur (««'—««)
change de signe sans changer de valeur ;
4* Le» lacteiin {«.-.n—ûeXa/^^— «;)...(«. — i^}
oe font que se changer les uns dans les antres.
En résumé , le seul changement que sulnsse le prodmt pro- %ient du changement de signe de a/ — ««; et, p«r sidfe, PetR changent de signe sans changer de ^deur lorsqa'cm change et a,- sont e en c'.
397. II résuUe de la proposition précédente que dans diaqœ terme des polynômes P et R, les exposants de deux lettres a« et a^' sont toujours inégaux.
Si, en effet, dans un terme de ces expressions, tf« et a;- avaient le même exposant, ce terme ne changerait pas par le diangement des indices c et c'; il ferait donc partie du polynôme -f^P et dn polynôme égal et de signe contraire — P; et, par suite, il entrerait deux fois dans P avec des signes différait» et po«ff« rait être supprimé.
Il est clair, d'ailleurs , que chaque terme contient au moins une fois chacun des facteurs oi, Oi ... a»; et comme l'exposant de ces lettres ne surpasse jamais n, ils ne peuvent être fous Afférents qu'en reproduisant , dans un certain ordre ^ la série des nombres 1 , 2 ••• n, en sorte que le terme général de P (ou de R, car c'est la même chose) est
Oif «s ... a» désignant les nombres entiers 1 , 2 ... n pris dans un certain ordre.
On pourra donc, en interrartissant convenablrai^t les ftcleurs, écrire ce terme général de la manière suivante :
Pi f pB ••• P» représentant aussi les nombres 1, 2 ... n éorits dans un certain ordre.
Cette remarque permet de former tous les termes de R, mais il reste à déterminer le signe qui convient à chacun d'eux. On remarquera pour cela que si l'on change dans R (596) deux indices inférieurs Tun dans Fantre, R doit dMBger de A^ gne. Les termes positifs doivent donc se transformer en ceux
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qdi sont actuellement négatifs et réciproquement. En faisant deux changements d'indices de suite, les termes primitivement positifs reprendront le signe -|- ( ^^ns que pour cela chacun d'eux reprenne sa valeur); et, en générât, un nombre pair de permutations eflectuées sur deux indices changerait kf ' termes positifs entre eux , tandis qu'un nombre impaif de {permutations transformera le$ termes positifs en teiÂes actnellement négatifs et récipré^uèment.
Si donc on veut savoir si deux termes donnés ont le itièine signe ou des signes contraires , il suffit de c^ïrpter le nombre de permutations d*indices inférieurs nécessaires poilr pâstér de Tun à Fautre : si ce nombre est pair, les termes ont le méniô signe; s'il est impair, letir signe est différent.
D'après oela , potir former toui les termes de R » on prendra le premier terme
puis on changera successivement les uns dsffis les autres les in^ (lices inférieurs, en ïie faisant qu'un seul cliangelnéÈtk ïa fois et changeant chaque fèis le signe du terme obtenu. Si, par exemple n=3, on obtiendra
expression dans laquelle chaque terme s^obtient du ^téùéâèàt en changeant son signe après avoir interverti deux inàioêi itf « férieurs ae la lettre a.
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