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TRAITÉ
DE LA PREMIERE EDITION
Le développement pris par l'Algèbre dans ces dernières dizaines d'années semble justifier une exposition d'ensemble des diverses théories de cette Science et de leurs multiples applications, même après le livre de Serret, si excellent pour l'époque où il a été publié.
J'ai réfléchi depuis des années au plan de cette entreprise, dont la grandeur et l'étendue ont exigé bien des travaux préparatoires. Ce n'est qu'après avoir parcouru plusieurs fois tout le domaine de l'Algèbre dans mes Leçons d'Université, et après avoir traité certaines parties d'une façon plus détaillée, que je me suis décidé à la rédaction de l'Ouvrage dont voici le premier Volume.
Mon intention a été d'écrire un Livre d'enseignement qui n'exige du lecteur que peu de connaissances préliminaires, tout en le faisant pénétrer dans l'Algèbre moderne, et le conduisant jusqu'aux parties élevées et difficiles où l'on commence vraiment à éprouver un vif intérêt pour le sujet. Les connaissances nécessaires, aussi bien celles d'ordre élémentaire que celles d'ordre supérieur, devaient résulter du développement même des théories, afin que l'exposition fût aussi indépendante que possible d'autres Traijtés.
Yill PRÉFACE DE LA PREHIÈRE ÉDITION.
Deux théories ont acquis une importance particulière pour le progrès de l'Algèbre moderne : d'une part, la théorie des groupes, qui tend de plus en plus k dominer les sujets les plus divers, et contribue à répandre partout Tordre et la lumière; en second lieu, la théorie des nombres. Quoique l'Algèbre s'étende bien au delà de la théorie des nombres, qu'elle touche à bien d'autres domaines, par exemple à la théorie des fonctions, et même à la Géométrie par ses applications, ^ c'est pourtant la théorie des nombres qui fournit le meilleur exemple pour toutes les considérations algébriques; les problèmes de cette théorie qui excitent aujourd'hui un intérêt particulier sont avant tout de nature algébrique. La route à suivre dans mon travail m'était donc tout indiquée.
Cette énorme matière est répartie en deux Volumes. Le premier Volume contient la partie élémentaire de l'Algèbre, qu'on peut designer par l'expression usuelle de Calcul littéral, les règles pour la détermination du nombre et de la valeur des racines d'une équation, enfin l'exposé de la théorie de Galois.
Le second Volume, qui, je l'espère, suivra le premier à courte distance, contiendra la théorie générale des groupes iînis, la théorie des groupes de substitutions linéaires et leur application à différents problèmes particuliers; il se terminera par la théorie des nombres algébriques; j'ai tenté d'y réunir les différents points de vue sous lesquels on a considéré cette théorie jusqu'à présent.
Ainsi qu'il ne pouvait en être autrement pour une science en voie de développement rapide, et sur laquelle on travaille des côtés les plus divers, les locutions et notations de l'Algèbre sont multiples et souvent peu concordantes. C'était une difficulté de plus pour faire un exposé bien homogène
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et rendre possible Taccès des divers travaux concernant le sujet.
Je me suis efforcé en conséquence d'adopter et de conserver une terminologie aussi rationnelle que possible, après avoir pris conseil de beaucoup de mes collègues. J'ose exprimer l'espoir d'avoir contribué par là à la fixation d'un langage algébrique homogène.
Les indications bibliographiques et historiques données dans le cours du Livre n'ont aucunement la prétention d'être complètes ; je me suis pourtant efforcé de mentionner, h Tendroit convenable, les sources les plus importantes.
C'est pour moi un devoir agréable d'exprimer ici mes remercîments à tant d'amis et de collègues qui ont pris un si vif intérêt et une part si active au progrès de mon travail. Ces remercîments s'adressent d'abord à mon ami Dedekind, qui m'a fidèlement assisté dans la correction des épreuves ; quoiqu'il n'ait exercé aucune influence sur le plan et la rédaction de mon Ouvrage, je dois pourtant mentionner que mon intérêt pour l'Algèbre supérieure a encore augmenté il y a déjà de longues années, par la lecture d'une suite de Leçons qu'il a faites à Gôttingen pendant l'hiver de 1 857-1 858 sur ce sujet, et en particulier sur la théorie de Galois; elle n'avait encore jamais été exposée d'une façon aussi complète dans nos Universités.
Je dois aussi beaucoup à mon ami et collègue F. Klein, qui a suivi avec le plus vif intérêt le progrès de mon travail; ses conseils, donnés avec tant de bienveillance et de compétence, ont exercé sur mainte partie du Livre la plus grande influence.
Il m'est impossible de nommer ici tous les collègues et amis qui m'ont soutenu de leurs conseils ; le lecteur trouvera l'indication de leurs noms au cours de l'Ouvrage; je dois
H. Weber.
GOttingen, novembre 1894.
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pourtant rappeler encore les noms de MM. E. Hess, à Mar-
bourg; Fr. Meyer, à Glaiïsthal; R. Fricke, à Brunswick,
qui ont contribué à l'exactitude du texte par la peine qu'ils ^
ont bien voulu se donner en corrigeant les épreuves.
Enfin, pour terminer, je dois exprimer toute ma gratitude à mon Editeur, qui a contribué d'une façon essentielle à la réussite de mon projet, par l'accueil bienveillant qu'il lui a fait et le soin qu'il a porté à l'exécution matérielle du Livre.
DE LA DEUXIÈME ÉDITION
Voici la deuxième édition du Traité d'Algèbre. Le plan et la suite des idées de la première édition ont été conserves dans leur ensemble. Néanmoins toutes les Parties en ont été revues à plusieurs reprises; bien des choses nouvelles ont été ajoutées, en partie pour rectifier quelques erreurs ou pour augmenter la clarté de l'exposition, en partie pour tenir compte de travaux récents et rendre ainsi l'Ouvrage plus complet.
C'est de nouveau pour moi un devoir des plus agréables de témoigner ma gratitude aux nombreux amis du Livre, qui m'ont aidé par leurs communications dans la nouvelle rédaction. En outre des personnes nommées dans la Préface de la première édition, ces remerciments s'adressent en particulier à MM. Hensel, Frobenius, Netto, ainsi qu'à un ami inconnu, qui a lu tout l'Ouvrage avec un soin particulier.
H. Weber.
Strasbourg, janvier 1898.
TRAITÉ
Nous supposons connus, dans ce qui suit, les nombres naturels 1,2, 3, ... ainsi que leurs règles de calcul. Les opérations fondamentales sont Vaddition, la multiplication (dont un cas particulier est V exponentiation)^ la soustraction et la division. Les deux premières s'appellent les opérations directes; elles présentent ce caractère particulier de pouvoir être effectuées avec tous les nombres naturels possibles. La première des opérations inverses, la soustraction, n'est possible que si le nombre à soustraire est inférieur à celui dont on le soustrait.
Le problème de la division peut être envisagé de deux manières. A.U premier point de vue élémentaire, on demande combien de fois le diviseur est contenu dans le dividende. Un nombre ne peut être contenu dans un autre plus petit que lui. Si, au contraire, le dividende est égal ou supérieur au diviseur, la réponse à la question est un nombre appelé quotient, et, dans la plupart des cas, il y a un reste plus petit que le diviseur. Si le reste est nul, on dit que la division se fait exactement, ou que le dividende est divisible par le diviseur, ou bien que le diviseur est un facteur ou diviseur du dividende.
Ce problème, qui se présente dès l'abord des opérations, conduit à établir entre les nombres une distinction profonde, qui est la base de toute la théorie des nombres.
Un facteur ne pouvant jamais être supérieur au nombre qu'il VV. 1
CVTBODCCnO!!.
divise exactemeDty chaque nombre ne possède qn*nn nombre limité de facteurs ou diviseurs. Tout nombre est divisible par i et par lui-même ; un nombre qui ne possède pas d*autres diviseurs que ceux-ci s'appelle un nombre premier. Par suite de certaines considération Sy on ne compte pas Tunité parmi les nombres premiers. Deux nombres étant divisibles par un troisième, il en est de même de leur somme ou de leur diflereoce. Si un premier nombre est divisible par un second, et ce second par un troisième, le premier est aussi divisible par le troisième.
Deux nombres ont toujours le diviseur commun i. S*ils n'en ont pas d'autres, comme 5 et 7, 21 et 38, on dit quMIs sont premiers entre eux.
Parmi les diviseurs communs à deux nombres donnés, il en existe un supérieur à tous les autres ; c^est un problème des plus importants de trouver ce plus grand commun diviseur. Il est résolu par un procédé connu sous le nom A^algorithme du plus grand commun diviseur, qu'on trouve déjà dans Euclide {jElémenls, Livre VII, prop. II, Tome I de rédilion Heiberg).
Soient a et a^ les deux nombres; prenons le plus grand a pour dividende,"^ le plus petit ai pour diviseur; déterminons le quotient Çt ; si la division ne se fait pas exactement, soit a^ le reste;
on a alors
a — qiai-r- aty at<ai.
Tout diviseur commun de a et a^ est aussi diviseur commun de ^1 et ^2, et réciproquement.
Opérons sur ai et a^ comme nous venons de le faire avec a et ai ; si la division ne se fait pas exactement, on pourra écrire
Tout diviseur commun de ai et a2 est aussi diviseur commun de aj et aj, et réciproquement.
En continuant la série des divisions, les nombres a, ai, 02, as, ... forment une suite décroissante et, par suite, limitée; donc, au bout d%in certain nombre d'opérations, on trouvera deux équations de la forme
fty est alors un diviseur commun de toutes les quantités a< qui le précèdent, par suite aussi de a et a^ ; réciproquement tout diviseur commun à a et a^ est diviseur de a^. Il en résulte que Oy est le plus grand commun diviseur de a et de ai , et nous avons en même temps ce théorème :
Tout diviseur commun à deux nombres est diviseur de leur plus grand commun diviseur.
Si a et «4 sont premiers entre eux, le dernier diviseur a^, est i. Multiplions dans celte hypothèse les deux membres de toutes les égalités précédentes par un nombre quelconque b] il en résulte que b sera le plus grand commun diviseur de ab el a^b] par suite, tout diviseur commun de ab et a^ ou de a et a^b est nécessairemeni un diviseur de 6. Si donc a^ est premier avec a et avec 6, il est aussi premier avec le produit ab. Dans Thypothèse que a^ est un nombre premier, il en résulte qu'un nombre premier ne divise un produit de facteurs que s'il divise au moins un facteur de ce produit.
Si donc ai divise le produit aè, et s'il est premier avec a, il divise b.
Soient a et b deux nombres ayant d pour plus grand commun diviseur; si a = da', b = db', a' et b' sont premiers entre eux. Tout nombre m, multiple commun à a et 6, est de la forme m = am^ = dà m! \ m' a' devra donc être un multiple de b' ] donc aussi m! . En d'autres termes, tout nombre qui est multiple commun de a et 6 est divisible par a! U d. Ce nombre a! b d qui est lui-même un multiple commun à a et &, s'appelle le plus petit commun multiple à a et 6.
Lorsqu'un nombre est divisible par deux nombres premiers entre eux, il est divisible par leur produit; si donc un nombre est divisible par plusieurs autres premiers deux à deux, il l'est aussi • par leur produit.
Tout nombre m, à l'exception de l'unité, est divisible par un nombre premier. Si, en elfet, m n'est pas lui-même un nombre premier, il admet un diviseur ml différent de i, et plus petit que m. Si m! n'est pas un nombre premier, il admet aussi un diviseur mH plus petit que lui et supérieur à i ; m'' sera aussi un
diviseur de m, et ainsi de suile. On arrive donc nécessairement à un diviseur premier de m.
On déduit de là ce théorème important, qu'un nombre ni ne peut être décomposé en facteurs premiers que d'une seule manière. Le diviseur ne pouvant être plus grand que le dividende, m ne peut être divisible que par un nombre limité de nombres premiers ; a étant un de ces diviseurs et a l'exposant de la plus haute puissance de a qui divise m, a est aussi un nombre déterminé.
Soient 6P, cT, ... les plus hautes puissances des autres nombres premiers 6, c, . . . qui divisent m. Deux quelconques des nombres a«, 6?, cT, ... sont premiers entre eux; m sera donc divisible par le produit a*6PcT...: il sera, d'ailleurs, égal à ce produit, sans quoi il devrait être divisible par une plus haute puissance des nombres a, b^ c, . . . ou par un autre nombre premier.
Passons maintenant en revue les extensions successives de l'idée de nombre qu'il a fallu introduire en Mathématiques.
Nous appellerons ensemble, et nous désignerons par le signe OTl, un système d'objets ou d'éléments d'espèce quelconque, limité et achevé de telle manière qu'on puisse dire si un objet déterminé appartient à l'ensemble ou non; peu importe, d'ailleurs, que dans chaque cas particulier nous ayons réellement la possibilité de prendre cette décision ou non.
Un ensemble est ordonné si, deux éléments différents étant donnés, l'un d'eux est considéré comme plus grand que l'autre, et si de plus les inégalités a >• 6, 6 r> c entraînent a >> c. S'il en est ainsi, nous dirons que b est compris entre a et c.
Les nombres entiers successifs forment un ensemble ordonné : entre deux éléments successifs on n'en trouve point d'autres. Un tel ensemble est appelé discontinu.
Au contraire, un ensemble ordonné, tel qu'entre deux éléments quelconques de l'ensemble on peut toujours en trouver d'autres, s'appelle parfaitement dense.
On forme un ensemble parfaitement dense en associant les nombres entiers par couples, et en prenant ces couples comme éléments d'un ensemble ^ ces couples seront appelés fractions et
représentes par la notation min ou —
Deux fractions m \ nelm! \ n! seront dites égales si mn! =zm' n. Si Ton considère toutes les fractions égales comme un seul élément, on obtient un ensemble ordonné, en écrivant de plus que m : n est plus grand que m' : n', si mnl >> m' n.
La densité de cet ensemble se démontre comme il suit : soient
?xr=— , a' = ~7 deux fractions telles que u > a'. En désiâ^nant par h un nombre arbitraire, on pourra poser
hmn' , hm' n
et Ton aura
hmn' > hm' n.
h peut toujours être choisi de façon que d'autres nombres entiers soient compris entre hmn! et hm!n\ si p est un de ces nombres, la fraction/? : hnn! est comprise entre a et jjl'.
Les points successifs d'une droitepeuvent aussi être considérés comme un ensemble ordonné; il suffit d'assimiler les idées de grandeur relative à la disposition relative des points par rapport à la droite ou à la gauche, par rapport à en haut ou en bas.
Partager un ensemble ordonné DTt en deux parties A et B, de façon qu'un élément quelconque a de A soit plus petit qu'un élément quelconque b de B, s'appellera faire une coupure dans l'ensemble OÎL; cette coupure sera désignée pour le moment par (A, B). On obtient, par exemple, une coupure en prenant un élément déterminé |jl; en plaçant dans A tous les éléments inférieurs à tx, dans B tous les éléments supérieurs à [x, ce dernier élément [ji lui-même étant attribué soit à A, soit à B. On produit ainsi deux coupures différentes, selon qu'on attribue [x à A ouB; nous les considérerons comme identiques. Lorsque dans une coupure (A, B), l'ensemble A contient un élément plus grand que tous les autres, ou l'ensemble B un élément plus petit que tous les autres, on dira que cet élément [x produit la coupure (A, B). Mais il peut aussi arriver qu'aucune de ces deux hypothèses ne soit réalisée.
Lorsque chaque coupure d'un ensemble de densité parfaite est produite par un élément déterminé [x, on dira que l'ensemble est continu.
La continuité et la densité sont des propriétés que, par leur nature même, nos sens ne peuvent percevoir : on ne peut jamais démontrer leur existence avec rigueur, quand il s'agit d'êtres appartenant au monde extérieur, telles que grandeurs, temps, masses, quoiqu'il semble qu*elles appartiennent tout naturellement au domaine de notre connaissance. On peut aisément construire des systèmes de concepts purement idéaux possédant la densité sans la continuité, ou bien les deux propriétés simultanément (*).
Les fractions rationnelles fournissent l'exemple d'un ensemble parfaitement dense. Cet ensemble «^ n'est pas continu. Soit, en
effet, a = — une fraction rationnelle, dont les deux termes soient
premiers entre eux et ne soient pas des carrés parfaits; [jl ne sera pas le carré d'une fraction rationnelle. En effet, si l'on avait
on en conclurait et, par suite,
ce qui est contraire à l'hypothèse. Faisons alors dans l'ensemble c*R une coupure (A, B) telle que A renferme toutes les fractions dont le carré est inférieur à |jl, et B toutes les fractions dont le carré est supérieur à a. On ne pourra trouver ni dans A un élément supérieur à tous les autres, ni dans B un élément plus petit que tous les autres; la coupure (A, B) n'est donc pas produite par un élément de Jl.
En effet, soit a = — un élément de A; montrons qu'on peut
trouver un autre élément a' supérieur à a et appartenant à A. Par
hypothèse,
( ' ) Ce fait a été démontré par Dedekind, à qui nous devons d'ailleurs la définition de la continuité donnée ci-dessus. Cf. les écrits de Dedckind : Continuité et Nombres irrationnels (Braunschweig, 1872 et 1892) ; Que sont et que signifient les Nombres (Braunschweig, 1888 et 1898.) D'autres ensembles, possédant la continuité, ont été formés par Weierstrass et G. Cantor.
Soit^ un entier arbitraire; choisissons un autre entiers: plus grand que^, de telle sorte que
Il en résulte
x^(mq^— np^) > nxy(ip-\- i) ^ ni^ip xy ->t- y'^)\ par suite
mq^x^ > n (px -f-y )*.
Si donc on considère la fraction a'=:px-]'y : qx^ elle sera certainement plus grande que a; la condition précédente signifie
que af^ <i --• Donc a' appartient à l'ensemble A.
On montrerait de même que B ne contient aucun élément inférieur à tous les autres.
L'ensemble A peut, au contraire, nous servir de point de départ pour la construction d'un ensemble continu. Toutes les coupures de 1^ forment évidemment un ensemble; soit $. Considérons deux éléments différents de cet ensemble, a = (A, B), a'— (A', B'); A sera une partie de A', ou bien A' une partie de A. Car, si un élément quelconque a appartient à A, tout élément de^, inférieur à Uj appartiendra aussi à A. Si A est une partie de A', nous dirons que a est plus petit que a!. L'ensemble S sera maintenant ordonné.
Supposons que les coupures produites par les nombres rationnels aient pour valeurs ces nombres mêmes, et désignons-les, pour abréger, sous le nom de coupures rationnelles. L'ensemble § contient alors l'ensemble,^; c'est certainement un ensemble de densité par/aile. Cet ensemble $ est de plus continu.
En effet, désignons par les lettres de ronde X^ iPo, ... les coupures de S; dans l'ensemble de ces coupures, considérons-en une (Xj ilb). Soit A l'ensemble des fractions rationnelles qui produisent des coupures appartenant à A; B l'ensemble des fractions rationnelles qui produisent des coupures appartenant àiJÎ); Télémenl a = (A, B) appartiendra à S; je dis qu'il produit dans S la coupure {X, olb). A cet effet, il suffira de montrer que tout élément a', plus petit que a, appartient à X^ et tout élément P', supérieur à a, àolb.
Si, en effet, l'élément a'=:(A', B') est plus petit que a, c'est
qu^il existe des nombres rationnels appartenant à A et non contenus dans A' ; il y aura donc un nombre [jl tel que a' <; |x <I a ; ce nombre a engendre une coupure appartenant à X, et, par suite, appartient lui-même à <X>] a fortiorile nombre a'<< [a appartient aussi à X.
On montrerait de même que tout nombre P' > a appartient à ilï). Par là il est prouvé que l'ensemble S est continu.
Ces considérations très abstraites nous donnent la certitude que rhjpothèse d'un ensemble continu n'offre aucune contradiction, et que de tels ensembles existent au moins dans le domaine spéculatif. La Géométrie (et de même l'Analyse qui se sert volontiers des figurations géométriques) a pendant longtemps supposé tacitement l'existence d'ensembles continus comme une sorte d'axiome; tel celui formé par les points d'une droite ou de tout autre trait continu. Même la différence entre les ensembles parfaitement denses et les ensembles continus, qui est au fond de la distinction entre les longueurs commensurables et incommensurables, n'a pas échappé aux géomètres anciens (*).
Dans la suite nous nous servirons aussi de ces considérations géométriques et nous admettrons sans discussion que les points d'une droite forment un ensemble continu.
Un ensemble ordonné DK est dit mesurable s'il remplit les conditions suivantes : L'addition et la multiplication peuvent s'effectuer sur tous les éléments de Dïb et fournissent d'autres éléments du même ensemble; de même, on peut soustraire un élément d'un autre plus grand que lui, et obtenir encore un élément de l'ensemble. D'une manière plus précise, on suppose que de deux éléments a et b (pouvant d'ailleurs être identiques) on sait déduire, suivant une certaine règle, un autre élément a -\- b de OÏL, de telle sorte que a -i- b soit supérieur à a et 6, et qu'en outre ces éléments vérifient les propriétés connues de l'addition
a-+-6 = 6-ha, (aH-6) -f- c = a •4-(6 H- c).
Etant donnés deux éléments a et c, dont le second est plus
( ' ) EucLiDE, Éléments, Livre X.
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grand que le premier, on sait trouver un troisième élément 6, tel quea-j- b = c-^ ce qui s'exprime, au moyen du signe de la soustraction, par l'égalité b ^= c — a. Deux éléments inégaux de l'ensemble OÎL ont donc toujours une différence déterminée. De ces hypothèses, il résulte qu'une somme augmente quand l'un de ses termes augmente. En ajoutant entre eux m éléments a, on fait la multiplication ; le résultat en sera désigné par ma,
11 faut joindre aux hypothèses faites la suivante : a étant donné, il existe toujours un multiple ma de a qui soit supérieur à un élément donné b. Parmi les éléments d'un ensemble mesurable, il n'en existe pas qui soit plus grand que tous les autres.
Dans un ensemble mesurable de densité parfaite, il n'existe pas non plus d'élément plus petit que tous les autres. Si, en effet, a était ce plus petit élément et b un élément quelconque, il ne saurait y avoir aucun élément entre 6 et 6 -f- a. Car, si b<^c <C b -^a, il résulte, de ce que l'ensemble est mesurable, que l'élément a^ z=zc — b est inférieur à a, ce qui est impossible par hypothèse. Il en résulte inversement qu'un ensemble mesurable, ne possédant pas d'élément plus petit que tous les autres, est parfaitement dense. Soient, en effet, a et « -h & deux éléments quelconques; il suffit d'ajouter à a un élément plus petit que 6, pour obtenir un élément situé entre a et a -f- 6.
Si l'ensemble est continu, les hypothèses nécessaires pour qu'il soit mesurable se réduisent, parce qu'alors la soustraction est une conséquence de l'addition. Soient, en effet, a et c deux éléments d'un ensemble dïL, ordonné et continu, possédant la propriété d'addition. Si c^a, on peut y faire une coupure (A, B), en rangeant dans A tous les éléments x pour lesquels a-r x^^ c, et dans B tous ceux pour lesquels a-f-^ >> c. Cette coupure est produite par un élément 6, pour lequel on a nécessairement a -h 6 — c.
Les nombres entiers successifs forment, d'après notre définition, un ensemble mesurable possédant un élément plus petit que tous les autres, le nombre i . L'ensemble des nombres fractionnaires rationnels devient mesurable si l'on adopte comme règles d'addition celles bien connues des nombres fractionnaires. Un ensemble particulièrement important, et pour ainsi dire typique pour les ensembles mesurables, est celui formé par les segments
lO INTRODUCTION.
d^une droite, qu'on additionDe en les portant les uns à la suite des autres. D'autres exemples d'ensembles mesurables sont fournis parles quantités de matière qu'on peut comparera l'aide de la balance, les temps qu'on peut mesurer à l'aide d'une montre. Le procédé de mesure ne résulte d'ailleurs pas de la nature même de l'ensemble; c'est la pensée de l'observateur qui l'y associe. C'est ainsi qu'il serait parfaitement permis d'appeler somme des longueurs a ei b l'hypoténuse du triangle rectangle, ayant a et b pour côtés de l'angle droit, au lieu de porter ces longueurs l'une à la suite de l'autre, comme on a l'habitude de le faire.
Considérons maintenant l'ensemble continu S des coupures faites dans l'ensemble <^ des nombres rationnels; pour lui donner la propriété de mesure, nous nous appuierons sur les considérations suivantes.
Soient a = (A, B) un élément de S et }jl un nombre rationnel donné; on peut toujours trouver un élément a de A, tel que a'-f- (X = 6' appartienne à B. Soient, en effet, a un élément de A et b un élément de B. On peut toujours déterminer un entier m tel que m^^b — a, et, par suite, a-^mjjL^è; il en résulte que a-h m^ est contenu dans B. Soit h le plus petit entier, tel que a -\- h[L appartienne à B; l'élément a'= a-h {h — i)[jl fera partie de A, et l'élément a' -f- jjl =r^ 6' appartient donc à B.
Nous appelons maintenant somme dear= (A, B) et a' -— (A', B- ), et nous désignerons para"= (A'', B") la coupure de l'ensemble ^ obtenue de la manière suivante : A" est l'ensemble des nombres rationnels a", tels qu'il existe un nombre a dans A et un nombre a' dans A', tel que a!' ^,a-h a'. (A'', B'') est certainement une coupure, car si a" appartient à A", il en est de même de tout nombre rationnel qui lui est inférieur; de plus, il y a des nombres qui ne sont pas contenus dans A'', savoir tous ceux de la forme a h- a' et b -h 6'. De plus, Cf." est plus grand que a et a' ; car A" contient tous les éléments de A; si a' est l'un des éléments rationnels de A', on peut choisir un élément a de A' de telle manière que l'élément a -\- a' de A' soit contenu dans B; A'' contient donc plus d'éléments que B'. Les coupures produites par les nombres rationnels |x et ul' donnent, par addition, la coupure produite par [jlH- [jl'.
L'importance de cette définition se manifeste dans le théorème suivant :
3\L étant un ensemble mesurable, si 31t« est une partie de DU, continue et mesurable suis^ant la règle adoptée pour 311, V ensemble 0K| est identique à 31L.
On le démontre comme il suit :
I** Si OTLi est différent de OU/, il existe dans 3\L des éléments a inférieurs à tous les éléments de ^4.
Soit, en effet, a un élément de d\L non contenu dans 0\L^, Si ^4 contient des éléments inférieurs à a, cet élément a produit dans 3ïLi une coupure (A|, B|) qu'on obtient en rangeant dans A| tous les éléments de OFli inférieurs à a, et dans B, tous les autres. D'autre part, DR/ étant continu, cette coupure doit être produite par un élément a^ de DR/4 ; comme enfin DIL1 est une partie de DR, ai doit figurer dans DR/. Mais si a ne figure pas dans DR/i , a et ai sont différents et aucun des éléments compris entre a et ai ne peut appartenir à tOK,. Si, en effet, on avait a <^ 6| <C ai, 6| étant un élément de DR^i, il faudrait que 6| appartînt à Â|, puisqu'il est inférieur à ai, et à B|, puisqu'il est supérieur à a.
Par conséquent, il n'existe pas d'élément, dans DR/|, inférieur à ai — a ou a — a|. c. q. f. d.
2° Faisons maintenant une coupure (A, B) dans l'ensemble DR., en rangeant dans B tous les éléments égaux ou supérieurs à un élément de DR.|, et dans A les éléments a inférieurs à tous les éléments de D1L|. Soit a l'élément de DR/ qui produit cette coupure. En appelant a' un élément quelconque de DR/ supérieur à a, il existe certainement entre a et a' un élément de DK| et, par suite, autant d'éléments que l'on veut, tandis que DR^i ne renferme aucun élément plus petit que a.
Si donc on fait les hypothèses
ai etaj é tan t deux élément s différentsdeDR^i, on aura a2 — a^ >a; et pourtant, puisque l'ensemble est mesurable, a% — ai devrait être contenu dans DR/|. U y a donc contradiction.
Par suite, il n^existe pas d^élément de DïL qui ne soit contenu dans DVui .
Le théorème que nous venons de démontrer ne convient pas aux ensembles continus qui ne possèdent pas la propriété de mesure. Pour en donner un exemple, considérons l'ensemble S des coupures a définies précédemment 5 joignons-y un élément appelé o, et qui, par hypothèse, sera inférieur à tous les a. Soit Jl»i cet ensemble. Construisons ensuite un nouvel ensemble e,l)2, formé par les couples (a, P), a et j3 représentant chacun un élément quelconque de cAo,. Ordonnons ces éléments en donnant le premier rang à ceux qui renferment le plus petit a; si a a la même valeur dans deux éléments, donnons le premier rang à celui qui renferme le plus petit j3- En prenant a^^ (a, o), l'ensemble «A^o contient l'ensemble Xt^ sans lui être identique. Les deux ensembles sont continus, mais ne sont pas tous deux mesurables.
On pourra de même former d'autres ensembles plus complets ->l>3, formés avec les éléments (a, j3, y), chacun des signes a, p, y représentant successivement les différents éléments de ^.Im, ....
Un autre exemple instructif d'un ensemble continu, mais non mesurable, est le suivant : Sur une droite on prend, dans le sens de gauche à droite, trois points fixes a, b^ c\ on considère l'ensemble des points de cette droite situés à gauche de a et à droite de c, et l'on y joint le point intermédiaire b, La conception géométrique de l'ensemble présente une lacune de dimensions finies ('). Pourtant cet ensemble est continu; on s'en rend compte en examinant l'ensemble correspondant dans la suite des nombres.
Prenons dans cet ensemble S un ensemble partiel S|, que nous formons avec les coupures a inférieures à 1 , les coupures p supérieures à 3, et le nombre a.
Les éléments de 8| sont ordonnés comme dans S; on peut faire correspondre d'une façon univoque les éléments des deux ensembles, en conservant cet ordre. Il suffit de faire correspondre les éléments a, inférieurs à i, aux mêmes éléments de S«, l'élément 2 de 2), à l'élément i de S, et chaque élément ^ plus grand
(') Ce genre d'ensembles continus m'a été signalé par M. G. Cantor.
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que 3 à rélément p — 2 de S. II ea résulte qu'en passant de S à S| les éléments n'ont pour ainsi dire que changé de nom.
Passons maintenant à la définition des rapports. De toute antiquité on les a considérés comme la base de la théorie des nombres ; nous commençons par suivre la marche d'Euclide {^Eléments, Livre V).
Si Ton réunit par couples les éléments d'un ensemble mesurable OK., et si l'on considère ces couples comme constituant des
éléments, on forme un nouvel ensemble. Désignons par a \ b o\x j un tel couple; distinguons, en supposant a^b^ le couple j du
couple-; appelons a le numérateur et b le dénominateur. Ces
couples seront appelés rapports; nous allons transformer leur ensemble en ensemble ordonné et mesurable.
Supposons d'abord qu'il existe deux entiers m et n, tels que na = mb. Il en 'est toujours ainsi lorsque l'ensemble dXL est celui des nombres entiers, ou lorsque a et b sont des longueurs conimensurables entre elles. Si p et q sont deux autres nombres entiers, on ne peut avoir qa =: pb que si mq ^= np. Le couple des nombres p et q est parfaitement déterminé par celte condition, si l'on exige en outre que p et q soient des nombres premiers entre eux. h étant un nombre entier arbitraire, on peut alors prendre m = A/?, n = hq. Dans ce cas nous dirons que le rapport est rationnel et nous le considérerons comme égal à la
fraction rationnelle — ou -• Ces fractions rationnelles peuvent
donc être envisagées comme rapports de nombres entiers.
Tous les rapports rationnels égaux entre eux peuvent être
considérés comme un seul nombre rationnel.; ils forment, comme
les fractions rationnelles, un ensemble ordonné, mesurable et
parfaitement dense.
L'ensemble des nombres entiers est inclus dans celui des nombres rationnels, à condition d'assimiler le nombre entier m au rapport m \ i.
Revenons maintenant à un ensemble mesurable quelconque On et prenons-y deux éléments a et b. Choisissons (ce qui est tou-
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jours possible) deux entiers m et n, tels que na> mb: on dira que le rapport a l b est plus grand que le rapport — ,
sî ^ ;> £, on a aussi î > —• De même , si n'a < m'b. on en n q ^9
conclut
Si « : 6>m : n, on peut trouver un nombre rationnel -- et, par suite, une infinité, tels que
a m\ ^ m b /Il '' n
J^our le faire voir, nous montrerons qu'on peut trouver une
infinité de rapports rationnels compris entremet—- Soit A' un
entier arbitraire; déterminons un autre entier h de telle sorte que h{na — mb) >> kb^ ce qui est toujours possible. On a alors
a ^ hm -\- k ^ m b ^ /ï^~~ -^ n ' De même, si Ton a
n'a<m'b et h'{m' b — n'a)^ k'uy
il vient
o. K rn! ^ m'
Si maintenant a l b et a l ^ sont deux rapports quelconques (que nous désignerons pour abréger par e et e), dont les éléments appartiennent au même ensemble ou à des ensembles différents, il peut se présenter deux cas : i** il n'j a aucun rapport rationnel y. entre e et e; a° il j a un rapport rationnel compris entre e et e.
Dans le premier cas, on dit que e et e sont égaux; on voit que deux rapports égaux à un troisième sont aussi égaux entre eux. Soient, enelFet, e et e deux rapports égaux à e'; il ne peut y avoir de rapport rationnel [x entre e et e; car, si e <;[!.•<£, le rapport e' est nécessairement inférieur, égal ou supérieur à [Ji. Si e' = [Ji, il y aura des rapports rationnels, aussi bien entre e et e' qu'entre e' et e. Si e'< jx, ce dernier est compris entre e' et e; si
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<?' > [X, ce dernier est compris entre e et e' . Dans aucun cas, e! ne pourrait être égal à la fois à é et £.
Dans le deuxième cas, lesVapports e et e sont dits inégaux. On
a alors ou bien
e < |x < e ou e > {jl' > e.
Os deux cas s'excluent; car la première hypothèse entraîne s <: (x', par suite [x < [x', donc aussi e < |x'.
Dans cette première h^^pothèse on dit que e est plus petit que e ; dans le deuxième cas, e est plus grand que e.
Entre deux rapports inégaux, on peut insérer autant de rapports rationnels qu'on Je voudra.
Considérons maintenant tous les rapports égaux entre eux; nous parvenons ainsi à un concept d'espèce que nous désignerons par le mot nombre dans son sens le plus général. Le nombre est donc un mot ou un signe représentatif d'un ensemble dont les éléments sont les rapports égaux entre eux. Dans cette idée du nombre sont aussi compris les rapports rationnels et, par suite, les nombres entiers de la suite naturelle, considérés comme rapports de la forme — • Ils forment l'ensemble des nombres rationnels.
Les nombres qui n'ont pas pour origine les rapports rationnels s'appellent des nombres ir ratio miels.
D'après tout ce que nous venons d'exposer, les nombres forment un ensemble ordonné; on peut fixer leur ordre, en choisissant pour les représenter Tun des rapports qui ont servi à les définir.
De deux rapports ayant le même dénominateur, le plus grand est celui qui a le plus grand numérateur; de même, deux rapports ayant le même numérateur, le plus petit est celui qui a le plus grand dénominateur. '
Soient, en effet, a, a', b des éléments quelconques d'un ensemble mesurable, a' étant plus grand que a. Déterminons un entier n tel que na^b et n(a' —a) >> 6. Soit m le plus petit entier vérifiant la condition mb > na. On aura alors na -< mbj mais na' >• mb. Si, en effet, on avait mb ^na\ on aurait
m6^/ia-f- n{a' — a),
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et, par suite,
on aurait donc, contrairement à l'hypolhèse,
(m — \)b > na.
Il résulte de là que
donc
D^une façon analogue, on prouverait que si è^- 6, on a r^-rr
On exprime ce fait en disant qu'un rapport croît avec son numérateur, mais décroît quand son dénominateur croît. On en conclut facilement la proposition suivante :
Si a^b^c^d sont quatre éléments quelconques d'un ensemble
mesurable vérifiant la relation -=- = -;, on a aussi - = -,•
Si Ton avait, en effet, a l c <C b ', d^ on pourrait trouver deux entiers m et n, tels que
na < mcy nb > md.
Mais, diaprés la proposition précédente, on aurait
na : nb < me ; mrf,
et, par suite,
a : b <Cc : dy
contrairement à l'hypothèse faite.
De là cette proposition importante :
a, 6, c, d étant quatre éléments d^ un même ensemble mesurable et continu, si Von se donne arbitrairement a, 6, c, rf, on
CL C
peut déterminer a de façon que ^ = ^ •
Ce théorème est une conséquence immédiate de la continuité. Faisons une coupure (A, B) dans l'ensemble OÏL, en réunissant
dans A tous les éléments x tels que j < -y> et dans B tous les éléments X tels que r > j- Cette coupure sera produite par un élé-
ment a, tel que ^ = -^. Ce théorème reste encore vrai pour certains ensembles non continus, tels que celui formé par les fractions rationnelles.
Il en résulte que, pour représenter deux nombres, on peut toujours choisir deux rapports dont les éléments appartiennent au même ensemble, et qui ont un même dénominateur arbitrairement choisi.
L'addition sera définie par l'égalité
ce c
Cette règle contient comme cas particulier celle de l'addition des fractions rationnelles. Pour la justifier d'une façon générale,
il suffit de montrer que si - = -^ et - = -7? on a aussi
a-hb : c = a' -hb' : c'.
Nous montrerons, a cet eilet, que si - = -7 et >> — -, — ,
' ' ^ ce ce
on a aussi - > — • Par hypothèse, il existe deux entiers m et /z,
ce f
tels que
end
Il en résulte
/i(a-H6)>mc et mc'> /la'-h 6',
et, par suite,
b me — na me — na! b' •
7 ^ — ZT» — ' — zr:? — ^ z? •
c ne ne e
autre part, 1 hypothèse - = t montre que = -, — ;
ce ttc ne
on en conclut
Il résulte de là que les nombres, tels que nous les avons définis, forment aussi un ensemble mesurable. Si a et c sont deux éléments d'un ensemble continu, tous les rapports - ayant même
dénominateur c forment un ensemble continu. Comme d'ailleurs nous savons qu'il peut exister des ensembles continus, il en résulte que les nombres forment un ensemble continu.
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Soient a, P, y» ^ ^^^ nombres; la proportion ô = | permet de
déterminer l'un d'eux lorsque les trois autres sont donnés. Supposons 8 = 1, et cherchons a; nous définissons ainsi le produit a = py. La possibilité d'intervertir l'ordre des facteurs sans changer la valeur du produit est une conséquence de cette proposition : la proportion a: y=P : Sest une conséquence de a: p = Y- ^• Chercher y c'est définir la division*, enfin, de la définition de Taddition donnée ci-dessus, il résulte que
a(P H- y) = ap-f-ay.
Les quatre opérations fondamentales sont ainsi définies dans le domaine des nombres, avec la seule restriction que la soustraction a — b n'est possible que si 6 <; a.
La construction d'une coupure dans la suite des nombres démontre l'existence d'un nombre satisfaisant à des conditions déterminées. On obtient, par exemple, une coupure (A, B) en réunissant dans A tous les nombres dont les carrés sont plus petits qu'un nombre donné a, dans B tous ceux dont le carré est plus ^rand qu€ a; à cette coupure correspond un nombre dont le carré
est égal à a, et qu'on désigne par y/a; l'existence de y/a est ainsi démontrée.
On peut aussi ramener aux coupures les suites de nombres employées par M. G. Cantor pour la définition des nombres irrationnels (*).
IM. Cantor appelle suite de nombres un système illimité de nombres, ordonnés suivant une loi déterminée,
S = Xij x%^ Xzi . . .
possédant les propriétés suivantes : Tous les nombres S sont supérieurs à un nombre déterminé g\ S étant un nombre arbitrairement choisi, la différence \xm — Xn\ est inférieure à 8 pour toutes les valeurs de m et /i, supérieures à un certain nombre suffisamment grand.
( ' ) Cantor, Extension d'une proposition de la théorie des séries trigonométriques {Math, Ann,, t. V; 1872). — Hbine, Éléments de la théorie des /onctions {Journal fUr Mathematik, t. LXXIV ; 1872 ).
Il existe toujours des nombres supérieurs aux nombres d'une telle suite. Prenons en effet 5 arbitrairement, déterminons la valeur correspondante de n; l'élément Xm ne dépassera aucun des nombres ^<, ^2» •••? ^/d ^/i + ^j quelque grand que soit m. Faisons nlaintenant une coupure (A, B) en réunissant dans B les nombres qui, pour une valeur suffisamment grande de n, ne sont dépassés par aucun élément Xn^ et dans A tous les autres nombres (lesquels sont inférieurs, par conséquent, à une infinité de nombres Xn)» Si cette coupure est produite par le nombre a, il existe une infinité de nombres Xa entre a — e et a, si petit que soit e. On peut dire que ce nombre a, parfaitement déterminé quand le système S est donné, est engendré par la suite S. D'après M. Cantor la suite S est la définition même du nombre a.
Il va de soi qu'un même nombre a peut être engendré par des suites très différentes. Toutes ces suites doivent être considérées comme égales. On peut supposer entre autres que les nombres de Ja suite S sont des fractions rationnelles. Inversement on démontre sans difliculté que, pour chaque nombre donné a, on peut indiquer des suites S qui engendrent a; l'ensemble des suites S est donc aussi un ensemble continu.
Dans la théorie des opérations fondamentales, on a dû s'imposer, à propos de la soustraction, uni^ restriction très incommode; on va s'en affranchir par l'introduction du zéro et des nombres négatifs.
Soit X un élément quelconque du système des nombres définis jusqu'à présent, que nous désignerons sous le nom de nombres positifs. Considérons une seconde fois ce même système 5 désignons maintenant ses éléments par — x\ appelons-le système des nombres négatifs. Ordonnons ce système en sens inverse du premier, en mettant plus petit là où dans le système x nous mettions plus grand et inversement. L'addition et la soustraction seront définies dans le système — x^ comme dans le sys« lème Xj
Nous associons maintenant ces deux systèmes, en convenant
que tous les éléments — x sont plus petits que tous les éléments x. Nous obtenons ainsi un ensemble ordonné dans lequel il n y a ni plus grand ni plus petit élément. Ce système est, en général, continu; il n'y a exception que pour la coupure ( — x^ x). La continuité est rompue là où les deux systèmes se réunissent. Pour rétablir la continuité, il faut donc ajouter au système un nouveau nombre zéro ou o, qui sera précisément défini par la coupure ( — Xy x). Nous avons ainsi un ensemble ordonné, continu, illimité dans les deux sens, la suite complète des nombres réels. Dans ce nouveau domaine de nombres, ainsi étendu, nous définissons l'addition d'une façon générale par les égalités suivantes
3c -h (r-y) = ^ — J" (si x^y), x -\- {—y) = — (7 — jr) (si^ > a:). Ces. définitions étant données, on vérifie que
I, ^2, ^3 étant trois nombres y we/co/25rwe5. On voit que l'addition est une opération commutative et associative.
La somme d'un nombre quelconque de termes se fait en associant ces termes deux à deux dans un ordre arbitraire. Il n'est plus besoin de parler de la soustraction, à condition de définir ^1 — ^2 comme somme de z^ et — ^2, et de poser — ( — z) = z.
On représente géométriquement la suite des nombres par les points d'une droite; on porte à partir d'un point fixe O les segments mesurés par les nombres, dans un sens ou dans l'autre, suivant que les nombres sont positifs ou négatifs. On obtient la représentation de la somme z^ -i-^2 ^^ portant, à partir de l'extrémité du segment z^^ le segment z^ dans un sens ou dans l'autre, suivant que ce segment est positif ou négatif.
Dans le domaine des nombres ainsi généralisé, la multiplication et la division sont définies par les équations
(—x){—y) = xy, oa? = o.
La division, considérée comme opération inverse de la multiplication, est toujours possible, excepté quand le diviseur est nul.
La valeur d^un produit de plusieurs facteurs, ou le quotient de deux de ces produits, est positif ou négatif, selon que le nombre des facteurs négatifs est pair ou impair.
Une nouvelle extension de l'idée de nombre consiste dans l'introduction des nombres complexes.
A.ssocions deux à deux les nombres en couples {x^ y)\ deux tels couples (jt, y) et (a, b) seront dits égaux lorsqu'on a simultanément x^= a^ y= b.
Ces couples forment un ensemble dont les éléments ne sont pas ordonnés; les quatre opérations fondamentales sur ces éléments seront définies par les règles suivantes : soit
( x,y) H- (a, 6) == (a? -h a, y -H 6), {x^y){a,b) ={xa-'yh, xh-^ya).
Nous supposerons, en outre, que (j?, o) = x, ce qui n'est pas en contradiction avec ces équations. Le nombre (a:, ^) ne sera nul que si l'on a simultanément :r=o, yr=o. Pour abréger, nous poserons (o, i) == /• Les équations ci-dessus fournissent alors les résultats suivants
(j?, o)(o, i) = (o, a?) ou =/j7, (a7,o)H-(o,>') = (a;,>') ou ^x-^-iy, x-hyi-ha-hbù = (x-ha)-\-(y-\-b)i.
Par suite, comme opération inverse de l'addition
X -^yi ^ (a -h bi) -=■ x — an- ii^y — b
La multiplication donne
{x-^yi){a-{- bi) = xa — yb -^ i(xb -¥ ya)^ i* = — i,
{x -hyi) {x —yi) = a?* -+-^»,
ou bien
x-\-yi __ ax -\- by -^ ^((^y — bx) a->r bi~~ a*H- 6*
égalité qui définit la division, sauf le cas où le diviseur a + bi serait nul.
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Les nombres de la forme ix sont dits purement imaginaires; lest V unité imaginaire. Les nombres de la forme a -\-bi sont dits imaginaires ou complexes. Le système des nombres réels et celui des nombres purement imaginaires en sont des cas particuliers.
On peut donc exécuter, dans le domaine des nombres complexes, les quatre opérations fondamentales, sauf la restriction que, pour la division, le diviseur ne doit pas être nul; le calcul des nombres réels est un cas particulier de celui des nombres complexes.
D'après Gauss, on représente les nombres complexes 5 = :r -f-^f par les points d'un plan rapporté à des axes rectangulaires; le point de coordonnées :r,j^ est VaJJîxe du nombre z = x +yi- Les points de l'axe des x représentent les nombres réels; les points de Taxe des ^, les nombres purement imaginaires iy. L'origine des coordonnées représente le zéro.
Le rayon vecteur allant de l'origine au point s, de valeur p = y/:r^ 4-j/*2^ s'appelle la valeur absolue, ou bien (expression plus ancienne) le module du nombre complexe z.
o est le seul nombre ayant zéro pour module. Tout nombre positif est le module d'une infinité de nombres complexes; les af- (ixes de ces nombres sont sur un cercle ayant l'origine pour centre.
Deux nombres imaginaires qui ne diffèrent que par le signe de t, X -\- iy ei X — iy^ sont dits imaginaires conjugués. Leur produit est égal au carré de leur module.
Lorsque de deux nombres imaginaires conjugués Tun est nul, il en est de même de l'autre ; donc une égalité exacte reste exacte quand on y remplace i par — i.
Démontrons encore le théorème suivant d'un usage fréquent :
Le module d'une somme de deux nombres complexes non nuls n'est jamais supérieur à la somme des modules des termes ; il n'est égal à cette somme que si le quotient des deux nombres est réel et positif.
Soient, en efiel,
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On a
(r-t-p — R)(r-h p -hR) = (r-+-p)2— R*=2(rp —ax-^by).
Le second membre est certainement positif, si ax-^- byS.o, Lorsque ax 4- by est positif, l'égalité
r^p^ — {ax -^ by)^ = {ay — bxy
montre que r^^ax -{- by^ et ne lui est égal que si ay = bx. Il en résulte r4-p = K, Tégalité n'ayant lieu que si ay — 6a: =o, ax -^ by> o] ce qui démontre la proposition.
Dans la représentation géométrique, ce théorème exprime que dans un triangle un côté quelconque est plus petit que la somme des deux autres.
Il résulte aussi de ce théorème que le module d'une somme
ne peut être plus petit que la différence des modules des termes.
Appliquons, en effet, le théorème précédent à la somme c = Z — z;
il en résulte
r£RH-p ou R^r — p,
L'égalité n'aura lieu que lorsque le quotient - est réel et négatif.
Il nous reste à dire un motdu calcul littéral, le procédé le plus important de l'Algèbre. Son emploi est si général qu'on le prend souvent comme synonyme d'Algèbre. Nous supposerons connues les règles de ce calcul.
Les égalités entre expressions littérales peuvent être de deux espèces. Ce peuvent être des identités; les expressions dont on a écrit l'égalité sont telles, que, par l'emploi du calcul algébrique, on puisse les mettre exactement sous la même forme. De telles égalités littérales donnent des égalités numériques exactes, lorsqu'on y remplace les lettres par des nombres quelconques, réels ou imaginaires, sous la seule condition de n'avoir à faire aucune division par zéro.
On désigne quelquefois les lettres qui figurent dans de telles égalités sous le nom de variables; on peut supposer, en effet, sans qu'il y ait contradiction, qu'on remplace les lettres par une succession continue de valeurs numériques.
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Il existe une autre espèce d'égalités littérales qui ne possèdent pas ce caractère de Tidentité. Elles imposent, au contraire, une condition aux nombres quMl est permis de mettre à la place des lettres, de manière que l'égalité soit toujours exacte. L'Algèbre a pour but de déterminer ces valeurs numériques, de résoudre ces équations. Les lettres sont alors désignées par le nom A^inconnues. Les équations renferment très souvent les deux espèces de lettres; les unes peuvent recevoir des valeurs arbitraires; la valeur numérique des autres doit être déterminée.
CHAPITRE
FONCTIONS RATIONNELLES
§ 1. — Fonctions entières.
Nous considérerons d'abord les fondions /rationnelles entières ou, pour abréger, les fonctions entières d'une variable. Nous appellerons ainsi les expressions de la form^
n est un exposant entier, le degré de la fonction /(:r). C'est un nombre de la suite naturelle. Il est parfois utile de parler de fonctions rationnelles de degré zéro; on entend par là une constante. X s'appelle la variable; ao, tZi, ..., a/2 les coefficients. Aussi bien x que «o? <^o •••? ^n ^^"^ ^^^ symboles de grandeurs non déterminées, sur lesquelles on opère selon les règles du calcul algébrique, et qu'on peut remplacer à l'occasion par des valeurs déterminées.
La fonction f{x)j écrite sous la forme (i), est dite ordonnée par rapport aux puissances décroissantes de la variable x. On peut écrire les termes dans tel ordre qu'on veut, ordonner par
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§ 1. — Fonctions entières.
Nous considérerons d'abord les {onctions /rationnelles entières ou, pour abréger, les /onctions entières d'une variable. Nous appellerons ainsi les expressions de la forme
n est un exposant entier, le degré de la fonction /(^). C'est un nombre de la suite naturelle. Il est parfois utile de parler de fonctions rationnelles de degré zéro; on entend par là une constante. X s'appelle la variable; a©, a», ..», On les coefficients. Aussi bien x que ^q, ai, ..., an sont des symboles de grandeurs non déterminées, sur lesquelles on opère selon les règles du calcul algébrique, et qu'on peut remplacer à l'occasion par des valeurs déterminées.
La fonction f{x)y écrite sous la forme (i), est dite ordonnée par rapport aux puissances décroissantes de la variable x. On peut écrire les termes dans tel ordre qu'on veut, ordonner par
exemple le polynôme par rapport aux puissances croissantes de x^ sous la forme
La somme, la différence, le produit de plusieurs fonctions entières est encore une fonction entière. La formation de ces nouvelles fonctions se fait selon les règles du calcul algébrique.
Dans Taddition de deux fonctions entières, le coefficient de x^ est égal à la somme des coefficients de^^ dans les deux fonctions. La fonction obtenue est de même degré que celle des deux fonctions qui a le degré le plus élevé; il ne peut s'abaisser que dans le cas particulier où les deux fonctions sont du même degré et où la somme des coefficients des termes de degré le plus élevé est nul.
Le produit de deux ou plusieurs fonctions rationnelles et entières est une autre fonction de même espèce dont le degré est égal à la somme des degrés des facteurs.
Afin de nous rendre compte de la loi de formation des coefficients du produit, posons
(i) A(a7) = aoa7"»H-aia7"»-t -4-aja?'«-» -<-...,
(3) k{x)^{x) = Coar'«-^-'*-hCia7"»-*-'»~»4-c,^"«-»-«-2 _,_
Il vient alors
Cq = ao^o»
Cl = af^bx -f- «1^0,
Cj = «0 6î 4- «1 bi -H aj 6o,
et, en général, en désignant par v un des nombres o, i, 2,
( 4 ) Cv = «0 ^v ^- «1 ^v-i H- ... -4- ay-i 61 -h «v ^Oî
formule dans laquelle il faudra supposer nuls tous les coefficients ai dont rindice est supérieur à m, et de même tous les coefficients bp dont rindice est supérieur à n. En effet, c, est le coefficient de :r'"-^«"^; on obtient le terme Cv^'«-^«~^ en multipliant tous les
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termes de la forme «pt^'"""*' par les termes de la forme frv-ii^""^"*'** et faisant la somme des produits obtenus. Si «0 = ^0 = ' j on a aussi Co = i .
Donc : Si, dans plusieurs polynômes, le coefficient de la plus haute puissance de x est égal à i , il en est de même dans leur produit.
Des règles de calcul que nous venons d'établir pour les fonctions entières, il suit que toutes les propositions, telles que
ab — ba^ {ab)c = a{bc), {a -i- b)c = ac -h bc,
restent vraies, même lorsque «, 6, c sont des fonctions entières; on ne considère comme égales que des fonctions où les termes de même exposant ont aussi le même coeffîcient.
Nous appelons fonctions de plusieurs variables des sommes de termes, dont chacun est un produit de puissances entières des variables x^y^ z, et peut être multiplié par un certain coefficient constant. Ces fonctions peuvent être considérées comme déduites d*une fonction d'une seule variable x^ dans laquelle on considère les coefficients a^^ ai, . . ., a^ comme fonctions d'autres variables^, z, .... C'est ainsi qu'uile fonction de m variables résulte d'une fonction de m — i variables. Tous les termes d'une telle fonction sont de la forme x^y^z^^ . . . , multipliés par un certain coefficient; en réunissant en un seul tous les termes semblables, chaque combinaison r, 5, t ne se produit qu'une seule fois. Deux fonctions entières ainsi ordonnées ne sont considérées comme égales que si les termes semblables ont les mêmes coefficients; une fonction entière ordonnée n'est nulle que lorsque tous ses coefficients sont nuls.
§ 2. — Un théorème de Gauss.
Comme application de la règle de multiplication de deux fonctions entières et rationnelles, nous allons démontrer un théorème dû à Gauss (*), qui nous sera utile plus tard, mais qui, pour
(*) Gauss, Disquisitiones arithmeticœ, Art. 42.
l'instant, nous servira d'exemple pour la manière d'exécuter le calcul.
Nous ferons l'hypothèse que les fonctions A(x) y B(x) ont pour coefficients des nombres entiers, de sorte que, d'après (4), il en sera de même pour leur produit C(^) = A(x). B(x).
Lorsque tous les coefficients entiers d'une fonction A (^) sont premiers entre eux, la fonction A(jj) est dite primaire (ursprûngUch, primitiv) ; le théorème que nous voulons démontrer s'énonce alors de la manière suivante :
Si les fonctions A(x) et B(x) sont des fonctions primaires^ il en est de même de leur produit C(^).
La démonstration découle presque immédiatement de la formule (4). Si, en effet, tous les coefficients c^, c», ..., Cm+n fournis par (4) ont un diviseur commun supérieur à i , il existe au moins un nombre premier qui les divise tous exactement. Soit/? ce nombre; d'après l'hypothèse faite sur A (x) et B(^), ce nombre ne peut diviser ni tous les coefficients a, ni tous les coefficients b.
Supposons que p divise a©, «i , . . . , ar^\ , mais non Or ; que, de même, il divise 6o> ^4» •• • î ^s-xt mais non bs] on aura alors r'^m, s^n; d'ailleui^s /- ou s peuvent être nuls si l'on suppose que p ne divise pas Uq ou Bq,
Formons alors le coefficient Cr+s d'après la formule (4)» et écrivons-le de la manière suivante :
( Cr+s = «r^j ■+■ CLr-i ^j-hi H- «/—s bg-^r -4- . . . . ( -+- ût/«-»-i Os—\ -4- €lf>-¥% Os—t -4- . . . ■
Par hypothèse, le premier terme du second membre n'est pas divisible par/?; tous les autres termes le sont, puisqu'ils renferment en facteur l'un des coefficients «q, a* , «2, . . . , ar_i , 6o» • • • 7 ^^-i î donc Cr+j n'est pas divisible par/?. Donc si A (a:) et B(^) sont des fonctions primaires, il n'existe aucun nombre premier/? divisant tous les coefficients de leur produit G(^). Donc C(^) est une fonction primaire.
Ce théorème s'étend au cas des fonctions entières de plusieurs variables. Nous dirons qu'une fonction entière et rationnelle de ni variables, à coefficients entiers, est primaire lorsque tous ses
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coefficients sont premiers entre eux. Nous allons démontrer que le produit de deux fonctions primaires est encore une fonction primaire.
Pour le voir, il suffit de remplacer dans les considérations précédentes les coefficients Aq, ^i, • • • , cim psir des fonctions rationnelles et entières des m — i variables^, 5, ... ; une telle fonction sera dite divisible par/?, lorsqu'il en sera ainsi de tous ses coefficients. En supposant que le théorème ait été démontré pour des fonctions de m — i variables, la formule (i) permet de démontrer qu'il en est de même pour le cas de m variables; or il a été démontré pour le cas d'une seule variable et, par suite, il est général.
En raisonnant d'une manière analogue, on prouve qu'un produit de deux ou plusieurs fonctions entières ne peut être nul, à moins qu'un de ses facteurs ne soit nul. Une fonction nulle est en effet divisible par tout nombre premier/?.
Une fonction non primaire est une fonction dont les coefficients sont entiers et admettent un plus grand commun diviseur. Ce diviseur sera dit le diviseur de la fonction. Notre théorème peut alors s'énoncer :
Le diviseur du produit de deux fonctions entières est égal au produit des diviseurs de ces deux fonctions.
Soient en effet PA et QB deux fonctions entières ayant pour diviseurs P et Q; A et B sont des fonctions primaires, et de même leur produit AB = C. Or PA.QB = PQ.C.
Donc PQ est le diviseur de ce produit.
En nous plaçant dans le cas d'une seule variable, on peut donner à ce théorème la forme suivante, sous laquelle il est particulièrement utile, sans changer notablement son sens.
Soient
çp(a7) = ar"* H- ajar"»-* -t- 9l^x^-^ -H . . . -H «/« , ^{x)— a:"-»- Piar«-*-l- ^2 a?"-» -H . . . -i- P»
deux fonctions rationnelles entières, dans lesquelles les coefficients des plus hautes puissances de x sont égaux à l'unité,
tandis que les autres coefficients sont des nombres rationnels;
les coefficients du produit
o{x)^{x) = ar"»-*-'» -t- Yi a7"«+'»-i -+- . . .-h Y,«-i-/»
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ne peuvent être tous entiers, à moins qu'il n'en soit ainsi des coefficients ol et ^ de 'f (^) et i^{x).
Désignons en effet par a^ le plus petit commun dénominateur des coefficients a, par 60 celui des coefficients p; les fonctions «0 ?(^) = A(^), 60 ^(^) ^ B(^) seront des fonctions primaires de^. Si les nombres y étaient entiers, le produit ao éo?(^)^(^) admettrait pour diviseur «0^0 <^t ne serait donc pas primaire, ce qui est impossible. Donc les nombres y ^^ peuvent être tous entiers.
§ 3. — Division.
Soient
deux fonctions rationnelles et entières de jc; on suppose m^n^ et «0 ^0 7^ o. Dans ce cas la différence
est aussi une fonction rationnelle et entière de x, dont le degré est inférieur à m, puisque les termes de plus haut degré ont le même coefficient dans les deux termes de la différence et, par suite, se détruisent.
Désignons cette différence par A',
(3) A' = M{x) = a'ox'"' -h a\ ar"»'-! +. . ., m' < m.
Si /n' est encore supérieur à /i, nous pourrons remplacer A par A' et m par m' dans la formule (2), et répéter un raisonnement analogue. Nous formons ainsi la suite d'égalités
j A' — ^ ar'»'-'» B = A%
(4) < Oo
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et celte suile se continue jusqu^à ce que le degré de la nouvelle fonction obtenue soit inférieur à n. Dans la suite de fonctions A, A', A", le degré d'une fonction quelconque est inférieur, d'une unité au moins, à celui de la précédente. Il j a donc, au plus, m — 71 -i- I équations (4); il peut y en avoir moins si le degré s'abaisse de plusieurs unités en passant d'une fonction à la suivante. Additionnons ces égalités membre à membre; désignons par C la dernière des fonctions A, A', ... ; posons, pour abréger,
(o) Q = T^ ar'«-«-+- -7^ a:"»~« -+-... ;
Qsera aussi une fonction rationnelle de a?, et il vient
(6) A = QB-f-G.
On appelle division l'opération que nous venons de faire, et qui consiste à déduire les fonctions Q et C des fonctions A et B; A est le dividende, B le diviseur, Q le quotient, R le reste. Le degré du reste est toujours inférieur à celui du diviseur.
Les coefficients des fonctions Q et C se déduisent des coefficients a et b par addition, soustraction, multiplication, division. Au dénominateur ne figurent que des puissances de bo] si donc bQ = ij les coefficients des fonctions Q et G sont des fonctions entières des coefficients a et 6. La plus haute puissance de b^ qui puisse figurer au dénominateur est ij*"""*"*; car, en passant d'une équation à la suivante, il figure un facteur bo de plus au dénominateur. D'ailleurs, dans certains cas, l'exposant de bo dans tous les dénominateurs, peut être inférieur km — n -h i .
Prenons, par exemple, pour A la fonction du troisième degré,
(7) /(r) = aoa:^ H- aïo:-* -+- ajXH-âfs,
pour B la première dérivée de /(a:), c'est-à-dire la fonction du second degré
(8) f'(x) = ^aoX^-^^aiX -{- at, on trouve alors
9ao 9^0
Il nous sera permis de supposer connu le procédé opératoire et la disposition au moyen de laquelle on effectue les calculs indiqués par les équations (4). Nous ferons simplement remarquer l'analogie qui existe entre ce calcul et la division dans le système décimal. Une fonction /(^r) représente un nombre écrit dans le système décimal lorsque les coefficients Uq, «i, ... sont des entiers tels que o, i, 2, . . ., 9 et qu'on pose ^r = 10; si l'on admet que les coefficients peuvent être plus grands que 10, un même nombre peut être représenté par différentes fonctions /(j:). On emploie cette remarque dans l'opération de la division pour éviter, de la façon la plus simple, les coefficients fractionnaires et négatifs dans les résultats.
De même que dans la division de deux nombres, écrits dans le système de base 10, on peut continuer une division qui ne se fait pas exactement à l'aide des nombres décimaux, on peut aussi, dans la division de deux fonctions, pousser le calcul plus loin qu'on ne l'a fait.
Soient ^(x) une fonction de degré m, ei/(x) une fonction de degré /i, aucune hypothèse n'étant faite sur les grandeurs relatives de m et de n. Appelons v un exposant suffisamment élevé et appliquons la règle de la division pary*(a:) à la fonction x^^{x) ; soit 4>v(^) le reste, de degré n — i au plus ; on aura donc
(11) a^v* (^) =/(x) {Cn-m-i a:"»-«-+v ^ c„-,„ a^m-zi-hv-l ^...h- c^-j) -H *v(ar).
Les coefficients c,i_,„„«, c„_m, c,i_m+i, . • . sont déduits par des opérations rationnelles des coefficients def(x) et de ^(x). Le coefficient Cx est indépendant de v, sous la seule condition v > x.
Si, en effet, on remplace, dans la formule (11), /(j?) et <ï>(a:)par
/(x) =aoX^ -h ai a7'»-i h- . . . -f- a«, on trouve, pour le calcul des coefficients successifs, les équations
Cette suite d'équations peut être continuée aussi loin qu'on
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veut, à condition de remplacer par o les coefficients a d^ndices supérieurs à /i, et les coefficients b d'indices supérieurs à m.
§ 4. — Division par une fonction linéaire.
Appliquons le procédé général de la division au cas particulier suivant. Soit
un dividende quelconque; mais supposons le diviseur du premier degré, ou, comme on dit, linéaire. Nous supposerons le coefficient de x^ dans ce diviseur, égal à i ; nous le prendrons donc sous la forme simple x — a, a étant quelconque. Le quotient Q est dans ce cas du degré n — i, et le reste C est du degré zéro, c'est-à-dire indépendant de x. Si donc on pose
(2) /(x) = (ar-a)Q-f-G,
C ne contient plus x\ en posant
(3) Q = q^X^-"^ -H yia?»-* -+-...-+- qn-\X -h qn-u
il vient, d'après (2),
\ —aq^iX'^ — . . .—(iqn-zx^—%qn--rx — tiqn-\ \
par suite, en identifiant avec (i),
q\ — «yi =«2»
^/i-|— ^qn-\ = «/i-l,
\ c — «5^/1-1 = fl/i.
On en conclut
y rt-i = ^0 a'»-» -^ ai ««-* -f- . . . -h a„-i ,
G =aoa'* -hûia'*-» -h...-i- a^ =/(a).
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C s*obtient en remplaçaDl dans f^X) la variable x par z: on peut donc le représenter par /"<' a).
On conclut de là aussi la formule
Q ^x) étant une fonction entière du degré n — i.
Mettons j: à la place de a dans les expressions (6) : on engendre ainsi une suite de fonctions rationnelles et entières de x\ si, pour simplifier, nous supposons ^0 = 1, nous pourrons les écrire
Nous aurons l'occasion plus tard de tirer un bon parti de ces fonctions.
Ajoutons pour le moment les remarques suivantes.
Les formules (8) permettent d'exprimer les différentes puissances de Xj
linéairement au moyen des fonctionayoî/i) •• -ifn^i^ et cela de telle manière que dans les coefficients on ne trouve que des expressions rationnelles et entières, par rapport aux coefficients a/. C'est ainsi que
xî=/,— a,/i-^(aî— rt5)/o,
Il en résulte que toute fonction rationnelle et entière de .r, dont le degré est au plus égal an — i , peut aussi s'exprimer linéairement à l'aide de/o>/i j • • •? fn-\y et peut se mettre sous la forme
dans cette expression, les coefficients yi sont indépendants de x.
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Soit maintenant F{x) une fonction quelconque rationnelle et entière; en prenant /(a:) pour diviseur, on pourra poser (§3).
(lo) F(x)= Q/(a?)H-^o/o-+-7i/i H-...-+-r/i-i/«-i»
Q étant aussi une fonction rationnelle et entière de x,
La formule récurrente qui permet le calcul de f^{x) est, diaprés (8),
(il) /v(^) — ^/v-l(^) = «v
§ 5. — Fonctions fractionnaires. — Divisibilité.
En désignant par F(:r) et f{x) deux fonctions rationnelles et
entières de x. on dit que la fonction ^) , est une fonction ra-
tionnelle fractionnaire de r ; pour abréger on l'appelle simplement yrac/£0/ï/ia/re ou rationnelle.
Lorsque le degré du numérateur est inférieur à celui du dénominateur on l'appelle xxne fraction proprement dite.
D'après le § 3 on sait déterminer deux fonctions entières Q et çp(x), telles que
(I) F(x) = Q/(2^)-^-cp(:^),
le degré de ^{x) étant inférieur à celui de/(j:); on en conclut
d'où ce théorème :
Toute fonction fractionnaire peut être mise sous forme de la somme d'une fonction entière et d' une fraction proprement dite,
f(x) étant de degré n, cp(^) est au plus de degré n — i ; son degré peut d'ailleurs être inférieur k n — i ; il peut même arriver que ^{x) soit identiquement nul.
On dit alors que F(;r) est divisible par ^{x).
Dans ce cas la fonction -j^z n'a que l'apparence d'une fonc-
lion fractionnaire : elle est en réalité égale à la fonction entière Q.
L'égalité
est un exemple simple de ce cas. C'est la formule bien connue de la somme de la progression géométrique i -^x-^x^ -4- . . . -+- x"^~^ . La divisibilité des fonctions est régie par les mêmes lois que celle des nombres entiers. En particulier, on peut énoncer les propriétés suivantes :
1. Si ^{x) est divisible par /(x), /(x) par ç(^), F{^) est a ussi dwisib le par ^{x).
En effet, de F :rr= Qy, z= ycp, on conclut F = Qycp. Qçr étant une fonction rationnelle entière, F est divisible par '^.
IL F(j?) étant divisible par 'f{x) et Q étant une /onction quelconque rationnelle et entière, QF(^) est aussi divisible par (f{x).
IIL F(x) et /(x) étant divisibles par o{x), il en est de même
deF{x)±/{x).
Et d'une façon plus générale :
IV. F|, Fa, . . . étant divisibles par /(x); Qi, Qa, . . . étant des /onctions rationnelles et entières, la /onction
est aussi divisible par /(x).
En effet, puisque F|, F2, . . . sont divisibles pary(:r:), on peut
déterminer des fonctions rationnelles et entières 4>«, <ï>2, ... de
façon que
il en résuhe
QiFi -f. Q,F, -^. . . = (*iQ, -h. . .-i- *nQ«)/;
Q^F^ -+-Q2F2-+-- •• <^tant une fonction entière, le théorème est démontré.
V. Toute fonction est divisible par elle-même
Au point de vue de la divisibilité des fonctions, rien n'est changé quand on multiplie Tune ou Tautre des fonctions par un facteur arbitraire, indépendant de x.
Une grandeur indépendante de x et différente de zéro peut être considérée comme une fonction de degré zéro. Appelons constante une telle grandeur. On peut dire alors que :
VF. Toute fonction est divisible par toute constante.
Une fonction étant divisible par une autre; le degré du quotient est égal au degré du dividende diminué de celui du diviseur. Le premier ne peut être plus petit que le dernier; si les deux degrés sont égaux, le quotient est une constante; il en résulte cette propriété :
VIT. Si deux fonctions rationnelles et entières de même degré sont divisibles l'une par Vautre^ elles ne diffèrent que par un facteur constant; on peut dire indifféremment que la première est divisible par la seconde ou la seconde par la première,
VIII. D'après le § 4 : La condition nécessaire et suffisante pour que f{x) soit divisible par x — a est que f{a) soit nul.
§ 6. — Plus grand commun diviseur.
C'est un problème d'une importance fondamentale que de rechercher si deux fonctions rationnelles et entières ont d'autres diviseurs communs que les constantes. On le résout au mo^^en de ^algorithme du plus grand commun diviseur; la marche est tout à fait analogue à celle que l'on suit dans le cas de deux nombres entiers {voir l'Introduction).
Soient (I) f(x) = A, (p(^) = A'
deux fonctions données, le degré de ^(x) étant inférieur ou au plus égal à celui def{x).
Divisons A par A', soit A" le reste; son degré est inférieur à
celui de A' ; on aura
divisons ensuite A' par A"; soit A'" le nouveau reste; en continuant ainsi, on forme une suite de fonctions
dont les degrés ai, /i', /i", n!'\ ... vont toujours en décroissant; après un nombre limité d'opérations, on aura donc un reste de degré zéro. Soit A^^^ le reste, qui est une constante. Nous pourrons écrire la suite d'équations
A^^^ étant une constante.
Le simple aspect de ces équations montre, par application des théorèmes du paragraphe précédent, que tout diviseur commun à A et A', est aussi diviseur de A", A'", . . ., A^^^
Si donc A^^^ est une constante différente de o, f{x) et ç(^) ne peuvent admettre aucun diviseur qui soit fonction de x. On dit que ces fonctions sont premières entre elles. On dit aussi que les fonctions n'admettent pas de diviseur commun, en n'ayant égard qu'à ceux qui sont fonctions de x.
La condition pour que les deux fonctions puissent admettre un diviseur commun est donc
(4) Aiv) = o.
La dernière des équations (3) montre alors que A^^"*^ est diviseur de A^^~2)j l'avant-dernière, que c'est un diviseur de A^^"*^, . . ., et finalement que c'est un diviseur de A et A', c'està-dire de/{x) et <f{x).
Comme inversement, tout diviseur commun de A et A' est aussi diviseur de A(^~*\ on dit que A^^*^ est le plus grand commun diviseur de/et cp. Les équations (3) montrent que A^^^ ou A^^"*^
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se déduit des coefficients de/* et cp par des opérations rationnelles ; on n'a jamais à employer comme diviseurs que les coefficients des plus hautes puissances de x dans A, A', A", . . ., lesquels sont supposés différents de zéro.
Appliquons ces raisonnements à deux exemples.
Soient d'abord les deux fonctions du second degré
IA = «0^* H" ctiX -+- aj, B = box^ -h 6, a: H- ôf»
dans lesquelles on suppose donc ao^o 7^ o-
La première opération consiste à former l'équation
(6) A=2^B-f-C; si l'on pose
(7) C = CoX-hCi,
il vient
/«x «1^0 — ^i«o afbo— bfao ( » ; co = T , Cl = 7
Si Co est nul, c'est-à-dire si C se réduit à une constante, A et B ne peuvent avoir de diviseur commun, que si c^ est aussi nul; mais alors A est divisible par B; ces deux fonctions ne diffèrent que par un facteur constant.
Si Co est différent de o, on peut continuer l'opération, en posant
B = QC-+-D,
on obtient D en remplaçant a par dans les formules du § 4,
npiciçaDi a par — et l'on trouve ainsi
1^ boc] — biCoCi'h bicl
Si D est différent de o, A et B ne peuvent admettre de plus grand commun diviseur. Si, au contraire, D = o, C est le plus grand commun diviseur de A et B.
Tirons de (8) Jes valeurs de Cq et c^, portons-les dans (9), chassons le dénominateur 69 c^ ; la condition pour que A et B ad-
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mettent un plus grand commun diviseur est
( — aoaxbiOt-haoaiOiH-alOQOi = Oy
laquelle peut aussi s'écrire
(il) («0*1 — 60 «î)*-»- {aobi— aibo){afbi — b^ai) = o.
Cette condition est aussi vérifiée quand Cq etcj sont nuls simultanément; c'est donc la condition nécessaire et suffisante pour que les fonctions A et B admettent un plus grand commun diviseur.
Le premier membre des conditions (10) ou(i 1) s'appelle le résultant de A et B.
Gomme second exemple, prenons les fonctions déjà considérées
au §3,
!A =/{x) = aoa?' -+- aiX^-\- a^x-^ a^^ B = ©(37) = 3ao^* -+- ^ûfio? -haj,
Gq est supposé différent de zéro ;.il vient alors, d'après (3),
(i3) A = QB-f-C,
(l4) G = CoiT-h Cl,
formules dans lesquelles
6flro«î— aaj 9^o«3 — «i«s
(15) Co= > Cl = •
Si Co est nul, l'opération s'arrête. Si C\ est différent de zéro, A et B n'ont pas de plus grand commun diviseur; si c^ est aussi nul, B est le plus grand commun diviseur de A et B; A est donc divisible par B. Les conditions pour qu'il en soit ainsi sont donc
(i6) Sao^t — af = o. gao^s — aia^^o.
Si Co n'est pas nul, on peut faire faire un pas de plus, en
posant
B = PG-f-D.
D est une constante dont la valeur est
-. a,cj — 2aiCoCi-+-3aocJ (18) D= —
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Si D est différent de zéro, les fonctions A et B sont premières entre elles. Si D est nul, A et B admettent le plus grand commun diviseur C. Remplaçons Cq et C| par leurs valeurs tirées de (i5), chassons le dénominateur, supprimons le facteur gao non nul, changeons le signe; des calculs simples montrent que la condition prend la forme
(19) a\al-hiSaoata%a3 — .j aoaj — 4«î«3 — '^7«o^J = o.
Cette condition est aussi satisfaite quand Cq et C| sont nuls, ainsi qu'on le vérifie par un calcul facile ou par le simple aspect de (18). C'est donc la condition nécessaire et suffisante pour que /(ar) et /'(^) aient un diviseur commun. Le premier membre de (19) est une fonction rationnelle et homogène des coefficients de/*(ic); on l'appelle le discriminant de/(x).
Les équations (3) nous fournissent encore une proposition souvent employée.
La première de ces équations peut s'écrire
en portant cette valeur de A'' dans l'équation suivante, il vient
ce qui peut s'écrire, en désignant par p et/?' des fonctions rationnelles et entières,
Portant ces valeurs de A" et A'" dans l'équation suivante, on trouve pour A^*^ une expression de même forme ; continuant ainsi, on trouve finalement
(22) A(v)=PA4-P'A',
P et P' étant des fonctions rationnelles et entières dont les coefficients se déduisent de ceux de A et A' par des opérations rationnelles.
L'équation (22 ) reste exacte, lorsqu'on remplace P par P — QA et P' par P'-j-QA, Q étant une fonction entière quelconque de X. Si l'on appelle n et n' les degrés de A et A', on peut déter-
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miner (§ 3) la fonction Q, de telle sorte que le degré de P — QA' ne soit pas supérieur k n' — i ; comme, d'autre part, dans Téqualion (22), les termes du plus haut degré en œ doivent se détruire, il en résulte que le degré de P'-t-QA ne peut être supérieur à n — 2.
Dans la formule (22) A^^^ est une constante. Un cas particulièrement important est celui où A^^^ est différent de o, c'est-à-dire où A et A' n'ont pas de diviseur commun. Si l'on pose alors
P = A(v)F(a?), Q = Aiv)<ï>(:r),
et si l'on supprime le facteur commun A^^^, on peut énoncer la proposition suivante :
I. Soient /{x) et o(x) deux fonctions entières sans diviseur commun, de degrés respectifs n et m ; on peut déterminer deux autres fonctions entières ^{x) et ^(^), de degré au plus égal
à m — i et n — i , qui vérifient l'identité
( xZ) F{x)f(x) 4- ^(x) <p(ar) = 1.
Ce théorème peut se généraliser de la manière suivante. Multiplions les deux membres de (23) par une fonction entière quelconque y^{x)] il vient
(24) F(^)x^^)/(^)-^*(^)7.(-'^)?(^)^>C(^)'' d'après le § 3, on peut mettre ^{^)x{^) sous la forme
(25) ^(x) yjx) = q{x)f(x) -4- ^(x),
Q(^) et ^(x) étant des fonctions rationnelles de jt, et le degré de ^{x) étant inférieur à celui def{x). Portons cette valeur dans la formule (24), désignons F(^)x(^) + Q(j^)?(^) par F(x); il vient finalement
F(x)f{x) -+- cp(^) ^{x)^xi^).
Cette égalité donne lieu à l'énoncé suivant :
II. Soient f{x)^ ^(^)i X('^) ^^^ fonctions rationnelles données de x^f{x) et ^(x) n'admettant pas de diviseur commun; on peut alors déterminer deux fonctions entières F(x) et cp(x),
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cette dernière étant de degré inférieur à/(x), de telle sorte que l'on ait identiquement
§ 7. — Produits de facteurs linéaires.
On a vu, au § 1, qu'un produit de fonctions entières est une fonction de même espèce, mais de degré supérieur; le degré du produit est égal à la somme des degrés des facteurs.
Le produit de n facteurs linéaires est donc une fonction du /i**"** degré, dont nous allons étudier avec détail la loi de formation.
Nous prendrons les facteurs linéaires sous la forme simple jr -:- a, , ^ — a2, • . . , .r — a„ ; le coefficient de la plus haute puissance de X dans le produit sera égal à i, et l'on pourra poser
( /(^) = (x — :Li) (x — cti). . .(X — an)
On reconnaît facilement que les coefficients se forment par la loi suivante : — «< est égal à la somme des quantités a; ^2 est égal à la somme de leurs produits 2 à 2 ; — as à la somme de leurs produits 3 à 3: en général ( — i^a^ est égal à la somme des produits v à V de ces mêmes quantité3. Ces résultats s'expriment par les
équations
-f- aj = l,aLiafy
(— i)^av= Saïaj. . .av,
(--i)«a„= aiaj. ..a„.
Pour démontrer en toute rigueur ces formules, on complète l'induction qu'on vient de faire de la manière suivante :
On vérifie d'abord l'exactitude des formules dans les premiers cas en faisant réellement la multiplication. On a ainsi
(x — ai) (a: — «i ) = x^— (ai4- a2)a7 -4- aiaj, (a:— ai)(ar— aj)(ir — as) = ar^— («i-f- aj-t- as)^?*
-+• (a|fitj H- ajŒi -f- oLiOL^^x — ce ) 0(223.
Supposons maintenant la loi de formation vraie pour un produit de n — I facteurs, et posons
(x — Œi) (a? — a,). . .{x — a„_i) = a?'*-' -+- a\ a?"-» -h a;a:«-3-+-. . .-4- a'„«i . Multiplions les deux membres par x — 7.^] il vient
= ûf, — a
av = Ov — a» «V— 1 ,
On en déduit immédiatement l'exactitude des formules (a).
Il importe de déterminer le nombre des termes qui figurent dans chacune des sommes (2). Désignons par C)'^ le nombre des termes qui figurent dans la somme ( — i)^^^5 c'est le nombre des combinaisons sans répétition de n éléments v à v. Pour le déterminer, supposons d'abord formé les C)*"* combinaisons des n éléments V — 1 à V — I . De chacune de ces dernières combinaisons, on peut déduire n — v + i combinaisons v à v, en lui ajoutant un des n — v4- I éléments qui n'y figurent pas. Mais, de cette manière, chaque combinaison v à v est formée v fois, en ajoutant chacun de ses V éléments à la combinaison v — i à v — 1 obtenue en y supprimant cet élément. On peut donc écrire la relation
d'ailleurs C^ a évidemment la valeur n. Multiplions donc membre à membre les équations
il vient
Gv pvn — ^n
pv _
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Dans la suite, nous emploierons souvent la notation
(7) II(m) = 1 .2.3. . .m, n(o) = i,
m étant un entier. On a évidemment
(8) II(m) = /?în(m — 1).
Cette notation permet d'écrire
(9) ci=cr'=
En posant CJJ = i , cette formule reste vraie pour v = o et v = /2 ; elle montre que
CV nn—^i n — ^/t •
La démonstration de Ja formule (4)) que nous venons de donner, repose sur la théorie des combinaisons ; elle est parfaitement claire et rigoureuse, mais elle exige, pour en voir toute la justesse, quelques réflexions qui ne peuvent tenir en peu de mots.
C'est pourquoi nous allons la démontrer à l'aide du procédé d'induction.
Les formules (3) nous permettent d'écrire les formules récurrentes suivantes :
On vérifie facilement la formule (6) pour les premières valeurs de n par calcul direct. Supposons-la vraie jusqu'à la valeur /i — i ; les*équations (lo) donnent
n(Ai-i) n(n~i)
C« — Ti/..\ n/^ T r; "*"
n(v)n(n — V — 1) n(v — i)n(Ai — V)
On en conclut, d'après (8),
ce qui démontre la généralité de la formule (g).
De ce qui précède, 11 résulte que les nombres Q, sonl des nombres positifs et entiers, ce qui était évident d'après leur signification.
Le binôme.
Si, dans la formule (i) du paragraphe précédent, nous supposons que les quantités a deviennent égales entre elles, nous obtenons la formule du binôme; ce n'est autre chose que le développement de la 71**°^ puissance du binôme x -\-y par rapport aux puissances de x.
Posons
ai — aj = . . . = y.n — —y\
la formule (a) nous donne alors
d'après le paragraphe précédent, C)f, désigne le nombre des termes de la somme qui deviennent tous égaux à ( — i)^J^^. On en conclut
(x H-^)« = ^« -\- Clx'^-^y -+- Cl a7«-2^« -»-...-+- Oly",
ou, en remplaçant les coefficients par leurs valeurs,
cette dernière somme est étendue à toutes les valeurs entières non négatives de a et ^, qui vérifient la condition
Les coefficients Q, s'appellent, pour cette raison, les coefficients binoniiaux.
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Voici un petit tableau d'ensemble des valeurs de ces coefficients pour les premières valeurs de n :
n = i II
71 = 5 I 5 10 lo 5 1
Parmi les différentes propriétés des coefficients binomiaux, nous allons en démontrer deux, dont nous ferons ensuite une application intéressante.
Remplaçons dans la formule (i) ^ el^ par i et ^; donnons à n la suite des valeurs o, 1,2, ...,/?; il vient alors
i = ci!,
(2) / (i^_.r)2=c;4-Cja7-+-C?x2,
(i^x)n= C,î-+-Cia7-i-...-hG;îar«.
Additionnons membre à membre; faisons usage de la formule qui donne la somme des termes d'une progression géométrique ; 00 a
Développons (i + x)""^*^ en appliquant de nouveau la formule du binôme; il suffit pour cela de changer n en n -h i dans la dernière des formules (2); on peut d'ailleurs remplacer C^^^^ par 1 , on trouve alors
Cette somme doit être identique à la somme des seconds membres des formules (2). En écrivant que les coefficients des
mêmes puissances de x sont égaux, il vient
Cg 4- C 1 -4- G j -t- . . . -h C^ = C„^.| ,
Cn pn+i
OU bien, en général,
(5) C^-\- Gî_j., -h ...-+- en = C^'^Y
Multiplions maintenant les deux membres des équations (2) respectivement par
en prenant le signe + ou —, selon que Findice n est pair ou impair; la somme des premiers membres sera
Gî — Gi(i -hx)-v- Gj(i-ha?)» — ...±C2(i -f-a:)« = [i — (i -+- x)]» = {-x)n.
En identifiant les coefficients des mêmes puissances de x dans les deux membres, on trouve le système d'égalités
( fi) )
0= — G;iGi -f- G,jG, — . . .±: G;,G„,
±1- ±c;ic;,
Si l'on fait maintenanl usage de la formule Q, = Gj""^, ce même système peut s'écrire en ordre inverse :
' = CÎGS,
O = G„ G„ — G,, Grt_i , (7) W = CjC»-CiCi.,-HCjCj_.,
\ o = G^G;, — G;,G;,_i "h G^jG^.j — . . .± GJGJ, ou bien, sous forme générale,
= 0 (fx = I, -2, 3, . . ., n).
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§ 9. — Interpolation.
Faisons usage des dernières formules établies, pour la résolution d'un problème de la théorie de l'interpolation.
On demande de trouver une fonction rationnelle et entière de Xj qui, pour n H- i valeurs données de x^ prend des valeurs données à r avance.
Il s'agit donc de déterminer les /i -h i coefficients «q, «i , . • . , an de la fonction
(i) /(a?) = ao^'*-H«i^'*"** -»-• • .-H O/
à cet effet, il suffit de résoudre le système des aî-h i équations
(a) /(ao) = Ao, /(a,) = Ai, ..., /(««)= A;,;
a^, ai, . .., oLfi sont les valeurs données de X] Ao, A|, . . , A« sont les valeurs correspondantes Aef{x), Les équations (2) forment un système d'équations linéaires qu'on sait résoudre d'une façon générale à l'aide de déterminants, comme nous le verrons dans le Chapitre II. Nous reviendrons plus tard sur le problème qui nous occupe; pour l'instant, nous ferons Thypothèse que les valeurs attribuées à x sont les ai -t- i premiers nombres o.
Les coefficients binomiaux, supposés définis par la formule (6) du § 7, conservent un sens, même lorsque n n'est pas un nombre entier, comme on l'a supposé jusqu'ici, mais bien un nombre variable arbitraire. Soit alors
une fonction rationnelle et entière de a:, du degré v (*). Le coefficient de x"* est différent de o; par suite x^ peut être exprimé en fonction de Ci et des puissances de x d'exposant moindre. Il en
(0 La signification de ces coefficients binomiaux généralisés, au point de vue du développement des puissances du binôme, est du domaine de l'Analyse. W. 4
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résulte que chaque fonction de x^ de degré ai, peut se mettre sous la forme d'une fonction linéaire des quantités C® , C^, . . ,, G!J,
(4) /(^) = MoC°H-MiGi-+-..,-HMnCÎ;
Mu, M|, .. ., M/t sont des constantes dont la détermination entraîne celle de la fonction /(a;).
D'après nos hypothèses, /(o), /(i), ..., f{n) sont des nombres donnés; d'après la formule (3), C]J. est nul quand x prend les valeurs Oy i, '2, . . ., (v — i). Si donc, dans l'équation (4) on remplace X par les valeurs o, i, 2, ..., /i, on trouve, pour déterminer les coefficients M, les équations linéaires suivantes
/(o)=MoGi!,
/(i) = MoC; + MiG},
/(/i) = Mo GJ -h M, Gi^. . . .+ M« G,r
Il s'agit maintenant de résoudre ces équations par rapport àMo, M^, M2, . . ., M,|, ce qui se fait très facilement à l'aide de la formule (5) du paragraphe précédent. La première des équations (5) donne directement
(6) Mo=/(o).
Additionnons la première et la seconde des équations (6), après avoir multiplié leurs deux membres respectivement par CJ et — Cj; il vient
~m, = g;/(o)-gî/(i).
En général, multiplions les deux membres des v premières équations (5) respectivement par
Co r* _i_ r' -4- r^
et ajoutons; il vient
. (7) ±Mv=G,?/(o)-G,î/(i)-hCvV(2)-..-±GÏ/(v).
La fonction (4) est donc déterminée et le problème est résolu. Il est clair que toute fonction entière et rationnelle de x peut être
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mise sous cette forme, aussi longtemps qu'on iie fait aucune hypothèse particulière sur les n ombres /(o),/(i), . . .,y(/i).
§ 10. — Résolution du problème de rinterpolation
à l'aide des différences.
La définition de la fonction rationnelle et entière C^ à l'aide de la formule
. . ^v arCa?— i)...(a? — V -h i) < l) Uj- =
donne les relations
démontrées précédemment, en supposant que x est un nombre entier. On en déduit une détermination des coefficients M©, Mj, ..., M^, beaucoup plus commode pour le calcul que l'emploi des formules du paragraphe précédent.
D'après les formules (4) et (6) du § 9, on a, en effet,
(3) /(ar)=/(o)H-MiCi-^M,C»-i-...-f-M«C2.
Remplaçons x par x -\- i; désignons par A^^ la différence
(4) t^x=f{x-i-x)-f{xy,
d'après (2), cette différence sera
(5) Ax = M| + M, Ci -h MjGj H- . . . -hM^Cr*.
L'équation (5) est de même forme que l'équation (3), sauf le changement de w en /i — 1 . On en conclut
M, = Ao=/(0-/(o).
Posons maintenant
ii vient alors
Mo = /co), Mj = Ao, M,= Ai, ..., M„ = a;"«,
et la formule (3) devient
(7) /^x)=/(o)-f-AoGi^-A'oCi-^...-4-Aj.,G
On peut représenter de même les fonctions A^, A!p, A*,
A:r = A, -+- Ai Ci +
Ai = Ai -f- a; Ci
AJ-'C
Les quantités Ax, A^, . .., A^~* sont des fonctions rationnelles et entières de degré n — i , /i — 2, . . ., o : la dernière d'entre elles est donc une constante. Pour les représenter toutes, Il suffit donc de connaître les valeurs de/(o), Aq, AJ,, . . ., AJ~*. On les calcule aisément à Taide d'un tableau, qui, pour le cas de /2=3; par exemple, aurait la forme suivante
Ao
/(o),/(i), .. . étant donnés, les nombres de ce tableau se calculent par une suite de soustractions.
§ 11. — Suites arithmétiques d'ordre supérieur.
Les considérations précédentes servent de base à la théorie des suites arithmétiques d'ordre supérieitr.
Soit
Mo, Wl, Wt, Wj
une suite indéfinie de grandeurs; soit
Ao = Mt — Mo, Aj = Mj — Ml, A| = Mj — Mj,
la suite de leurs différences;
A'o = A, — Ao, A', = Aj — Al,
la suite de leurs. différences secondes, etc.
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Il est évident que la suite (i) est complètement déterminée, quand on donne son premier terme et la suite de ses difTérences; car on a
De même, la suite (i) est complètement déterminée, quand on donne ses deux premiers termes, ainsi que la suite des différences secondes, etc.
La suite (i) est dite une suite arithmétique d'ordre n^ si la suite de ses différences n'^™*'' est constante, si donc ses diff'érences d'ordre /i-f- i sont toutes nulles.
Lorsque dans une fonction f[x)on remplace x par les nombres o, 1 , 2, ...,/?, on obtient une suite d^ordre n.
En effet, posons
^'x = AjH-1 — ^x^
Aj. sera du degré n — i en ^, A^ du degré n — 2, par suite, A""* sera une constante indépendante de x.
Soit alors
1^0} 2^1) ^ty • • *
une suite arithmétique d'ordre n\ cette suite sera déterminée, si l'on donne les n valeurs m©, w<, M2, . . ., u„_i ainsi que la constante qui représente la diff*érence n**"®. Mais cette dernière sera déterminée si Ton donne encore le terme «„+« . Il en résulte ce théorème :
Une suite arithmétique d'ordre n est complètement déterminée par la connaissance de ses n + 1 premiers termes.
Comme, d'autre part, une fonction /(a?) de degré n est aussi entièrement déterminée quand on se donne arbitrairement /"(o), y(i),/(a), . . ., f{n)^ il en résulte la proposition suivante : *
On engendre toutes les suites arithmétiques d^ ordre /i, en remplaçant x par o, 1, 2, . . ., /i dans les/onctions rationnelles et entières de la variable x.
L^expression du terme général est alors donnée par la formule (7) du paragraphe précédent.
Les sommes formées, en considérant successivement 1, 2, 3, . . ., m + I , . . . termes d'une suite arithmétique d'ordre n, forment une suite d'ordre n-\- i. En effet, leurs différences premières sont données par la formule
et forment une suite d'ordre n, La formule (7) du § 10 permet donc de déterminer S^, quand on suppose donnés Sq, S|, . . .^
Soity*(.r) la fonction qui engendre w,„; pour trouver la fonction F(:r) qui engendre S^, on posera
La formule (7) du § 10 donne, d'ailleurs,
F(^)=F(o)-+-DoCi + D;CÎ à condition de poser
Do = F(i)-F(o)=/(i), Di=/('A)-/(i) = A,. d; = a,-Ai = a;,
On en conclut que
Soit, par exemple, f{x)^=x^] ^{^^) ^^ sera autre chose que la somme des carrés des m premiers nombres. On aura
Par conséquent,
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Sî Ton pose f{x) = x^y on trouve par un calcul analogue
F(.)=[îi^]'.
Donc la somme des cubes des m premiers nombres est égal au carré du m**"* nombre triangulaire.
§ 12. — Développement de la puissance n d'un polynôme.
On a trouvé au § 8 le développement de la puissance n d'un binôme, sous la forme
la sommation étant étendue à toutes les combinaisons de valeurs positives et entières des nombres a et P, qui vérifient Téquation
Par induction, on adoptera pour le développement de la puissance n d'un polynôme, la formule
(3) (a:+jr^^^...)n = n(n) 2 uif)7i?')iu\).7.'
la sommation étant étendue à toutes les combinaisons de valeurs positives et entières des nombres a, p, y, . . • qui vérifient la condition
Pour démontrer l'exactitude de celte formule, nous allons supposer qu'elle est vraie pour un polynôme de n — i termes; elle l'est d'ailleurs pour un binôme.
Posons donc
(5) a=:^-t-ZH-...,
appliquons la formule (i) au binôme a: + m; il vient alors
iïKTiiTvr
SOUS la condition
Maïs, par hypothèse,
avec
En remplaçant u^ par celte valeur, la formule (6) prend la forme (3) et la condition (i) devient identique à (4). Les coefficients
, X pu _ n(/i)
^ ^ *'P'^'-" U(a)n(ji)Il(Y)...
sont des nombres entiers, diaprés leur signification même. Par exemple, on trouve
( (x + y '\' zy = T'-f-^' -t- 5* -h3a:'^-+- Zxy^-\- Sa?** ( -h 3 xz^ -t- 3j^' z -h 3j^z* H- ^xyz.
Lorsque n est un nombre premier, le numérateur de la formule (10) est divisible par n, tandis que le dénominateur n(a)n(P) n(Y). . . ne contient le facteur n que lorsqu'un des nombres a, ^, y, . . . est égal à /i ; les autres sont alors nuls. 11 en résulte que les cofficients PJx'Ipj du développement de la puissance n d'un polynôme sont tous divisibles par n, à l'exception des coefficients de x"^y"^ 5", . . . qui sont égaux à l'unité.
Nous ferons ultérieurement un usage fréquent de cette importante propriété.
§ 13. — Fonctions dérivées.
Soit (1) /(^) = «o^'*H- aiar^-ï-t- a%x'^-^-\-. ..-\-an
une fonction rationnelle et entière d'ordre n.
Remplaçons dans cette fonction x par x '\- y^ et développons chaque terme par la formule du binôme; nous pourrons ordonner
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le résultat par rapport aux puissances croissantes ou décroissantes de y. Le plus haut exposant de y est n\ le terme indépendant à^y est la fonction /(a;) elle-même, ainsi qu'on le reconnaît en faisant ^ = o. Désignons les autres coefficients par
f..^. /•(^) r(=o) J^''^' n(i7' ii(3y' ■■■'
il vient
Les fonctions /'(^),/"(x),/'"(x), ... s'appellent respectivement les dérivées première, seconde, troisième de f{x). Ce sont des fonctions entières de x ; f^^\x) est au plus du degré n — v; car, dans aucun terme, la somme des exposants de x et^ ne peut dépasser n,
La dérivée première est donc le coefficient de la première puissance dey^ dans le développement def{x '\-y)par rapport aux puissances ascendantes dey.
On obtient ainsi
(3) /'(ar) = /iaoa:'»-»-h (n — ï)aia?'»-*-h (n — 2) ajor^-'-H
Démontrons une proposition fondamentale sur les fonctions dérivées. Changeons dans la formule (2) x en x -{- z^ ou ^ en y-\- z. Il vient
Soit/^^»i^^(ar) la dérivée d'ordre [x de /^^^{x); la formule (2) montre alors que
la formule du binôme donne, d'autre part,
Remplaçons ces quanlilés par leurs valeurs dans la formule (4); nous aurons
Cette dernière sommation doit être étendue à tous les couples de nombres positifs p et y dont la somme ne dépasse pas n. Mais les exposants v et |jl dans le premier membre sont assujettis à prendre les mêmes valeurs; donc, en égalant les coefficients des termes semblables, il vient
(8) /(v,ii)(:r)=/(v+ïi)(ar);
ce qui s'énonce.
La dérivée d^ ordre [jl de la dérivée d'ordre v est la dérivée d'ordre [jl-|-v rfe la fonction proposée.
On obtient donc toutes les dérivées d'ordre supérieur, en formant d'après la formule (3) les dérivées premières des dérivées successives; on trouve ainsi
f'{x) = naoXf^-^-h (n — i)ai:r'*-*-+- (n — i) atx^-^ -\- {n — 3) a3a7'*-*H-..., /"{x) = nin — i) flroar'»-*-4- (/i — i)(/i — 2)aia7«-5-+- (n — 2) (n — 3) aja:'»-* -h.,
Ces dérivées prennent une forme un peu plus simple, en employant une autre notation souvent usitée, d'ailleurs presque indispensable dans certains cas, et que nous allons indiquer en terminant. Par suite de l'indétermination des coefficients «o, «i, «2, ..., ««, nous ne restreignons en rien la généralité, en écrivant une fonction rationnelle et entière d'ordre n sous la forme
ou bien
('0 /(a?) = aoa?'*-h nai:r'*-iH ^ — — -a^x^^^-h
Une fonction /(x), écrite sous cette forme, sera dite affectée des coefficients binomiaux.
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Cette forme se conserve dans les formules (9) qui s'écrivent alors
, ^ j'f'{x) = qoa?"-' 4- (n — I ) a^x^-^-^ (n - i) (n - 'i) ^^^^-z^,, . ,
Les seconds membres de ces formules sont aussi aflectës des coeffîcients binomiaux. Nous verrons plus tard tous les avantages de cette notation \ nous devons pourtant faire remarquer, dès à présent, que le choii de l'une ou l'autre notation n'est pas indifférent, et que la première mérite souvent la préférence. En particulier, il en est ainsi lorsque les coefficients sont des nombres, dont on étudie les relations mutuelles au point de vue de la théorie des nombres; il faut bien se rendre compte, que la présence des coefficients binomiaux introduit dans ces questions un élément numérique qui leur est étranger. Gauss a employé celte notation dans la théorie des formes quadratiques {Disquis, arithm.) en adoptant la forme ax^-h ibxy -j- cy^ ; elle a trouvé son entrée partout, et a produit dans la théorie des nombres une complication inutile et très regrettable.
§ U. — Dérivée d'un produit.
Les fonctions dérivées considérées précédemment ne sont autres que les quotients de différentielles, employés dans le Calcul infinitésimal. Dans le calcul actuel, où il ne s'agit que de fonctions rationnelles et entières, nous en avons acquis la notion sans nous aider du Calcul différentiel, par la simple considération des coefficients de y dans le développement de f{^-hy)' En désignant la dérivée d'ordre v de/par Dv/, il vient [formule (•2), § 13]
on en déduit immédiatement deux théorèmes fondamentaux, qui
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s^expriment par les formules
(2) Dv(C/) = CDv/,
(3) Dv(/-H?) = Dv/-hDv<p,
C étant une constante, et (p une fonction rationnelle entière de x. Comme généralisation de la formule (2), cherchons la dérivée du produit/'^. Posons, pour abréger,
dans ces formules
Effectuons la multiplication, et cherchons le coefficient de y*\ il vient
Dv(/©)
ce qui s'écrit
(7) Dv(/?) = cpDv/-hGiDv-,/.Di^-hGÎDv-,/.D,<p-h...,
les coefficients Cy, CJ, . . . étant les coefficients binomiaux.
On peut former d'une façon analogue la dérivée d'un produit de plusieurs facteurs, en employant les coefGcients du développement d'un polynôme.
Formons d'après cela la dérivée première d'un produit de n facteurs; nous la désignerons par D au lieu de D|.
La formule (7) donne, pour un produit de deux facteurs,
En général, si l'on désigne les facteurs par e/|, U21 • • •? u,i'i et leurs dérivées par w'^, a'j, . . . , mJ,, on a
(8) D(ttiM2. . .M/,) = «iajj. . .a^-i- Mim'j. . .Wrt -h. . .-h UiUf.Uni ce qui s'écrit sous forme abrégée
( Ml Mj . . . M;, ) _ ICI UiU2,.,Un ^ Â^
D ( Ml Mj . . . M;, ) Y?* ï^ '^V
Mv
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Considérons en particulier un produit de n facteurs linéaires
(9) /(^) = (a? — a, ) (a? — aj ). . .(a? — a„) ;
la dérivée de chacun de ces facteurs est égale à i ; il vient donc
f'{x)= (a? — a,)(a? — a3)...(iF-.a„) . -f-(a:— ai)(a: — a8)...(a? — a„)
-t- (a? — aj ) (a: — a,). . .(a? — a„_i ), ce que l'on peut aussi écrire
On déduit de là un résultat très important, en remplaçant :r par les valeurs ai , a2, . . . , a/,,
/'(a,) = (a, — ai)(ai — a3)...(ai— a«), /(a,) = (aj — ai) (a, — a,). . .(aj — a„),
(la)
§ 15. — Fractions rationnelles.
Les formules que nous venons d'établir peuvent servir à donner une nouvelle solution du problème de l'interpolation, déjà traité aux § 9 et 10.
Supposons, comme précédemment, que l'on ait
(i) /(^) = (a: — ai)(a7 — ai)...(a7 — a«);
ai, a2, . . ., a/z sont des quantités quelconques, mais distinctes. Posons, pour abréger,
A(^)= il =(^ — ai)(^ -a3)...(ar — a„),
X — OCi
, . y/»(^)=^ f- =(a: — a,)(ar — a,)...(a?-a«),
( a ) / " ar — a,
X —— OCn
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il résulte alors des formules (12) du paragraphe précédent, que
et, en général, en désignant par [x et v deux indices différents parmi les nombres i, 2, . . ., /i,
(3) /v(av)=/'(av), /,(«{,) = o.
Soit Â| , Â2, . . ., Âfl un sj'stème de quantités données; la fonction entière, de degré n — 1 ,
se réduit à Av pour x = 0.^; il existe donc une fonction f(x) du degré n — 1, laquelle acquiert des valeurs données à l'avance pour n valeurs données de x. Pour des valeurs particulières des nombres Av et a^, le degré de <f{oo) pourra d'ailleurs s'abaisser.
La formule (4) est la formule d'interpolation de Lagrange. D'après les équations (2) elle peut aussi se mettre sous la forme
dans cette expression, ^{x) est une fonction quelconque de degré n — ï ou de degré inférieur.
Soit 4>(x) une fonction de degré supérieur à /i — i; on peut (§3) la mettre sous la forme
(6) *(:r) = Q/(ar) + <p(a7),
Q étant une fonction entière et ^{x) une fonction du degré n — 1 au plus. D'ailleurs, par suite de l'égalité (i), on a
(7) *(ai) = ?(ai) et, par suite,
La fraction -?- — - est ainsi mise sous forme d'une fonction en-
tière Q et d'une somme de fractions dont le numérateur est constant, et dont le dénominateur est une fonction linéaire de x. On
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dît qu'on a décomposé la fonction fractionnaire -jt—! en fractions
simples; elles jouent, comme on sait, un rôle très important dans
le Calcul intégral.
Déduisons encore quelques conséquences de ces résultats.
Posons o(x) = j;'""*"* ; la formule (5) reste applicable à condition
de supposer
Si Ton suppose que les quantités a^ , as, . . ., a,, sont toutes difTé* rentes de zéro, le premier membre de la formule (5) s'annule pour x = o] on trouve donc l'égalité
En supposant 4>(5?)=:a:", on peut employer la formule (8), en supposant Q = i ; il vient alors
Les formules (g) et (lo) restent exactes, même si l'une des racines a est nulle. Cela est évident pour m positif. Pour m = o, la formule (9) se déduit de la formule (5). Pour <p(a:) = :r et a, = o, elle s'écrit
/{x) (x — ai)/\ai) '" (x—an)f{0Ln)'
pour j; = o, on retrouve la formule (9).
Dans tout ce qui précède, on a supposé expressément que les racines a^, a^, . . ., ol„ sont différentes; dans le cas contraire, certaines des quantités /'(ai), /'(tta), '-"if'{^n) seraient nulles.
Si maintenant nous désignons par f{x) un produit de puissances de facteurs linéaires différents {x — a), et par ^(j;) une fonction entière arbitraire, on pourra encore mettre la fonction
fractionnaire ^; ; sous forme de la somme d'une fonction entière
et d'une somme de fractions simples; ce nom désigne maintenant des fractions dont le numérateur est une constante et le dénominateur une puissance du binôme x — a.
Pour le démontrer, supposons que l'on ait
(11) /(^)-(^-a)Vi(^)î
f^ (:r) étant un produit de puissances de facteurs linéaires différents de j: — a.
On peut déterminer une constante A(§ S) de telle sorte que
l'expression
*(r)-A/,(ar)
soit divisible par x — a et prenne la forme
(12) *(ir) — A/i(a") = (a: — a) *i (a?) 11 suffit pour cela que
il résulte alors de (11) et (12) que
Ji^x) (a7-a)«/i(a) (a7-(z)«-Vi(^)
l.e même procédé de décomposition s'applique à la seconde fraction du second membre, dont le dénominateur contient le facteur x — a avec l'exposant a — i seulement; on pourra évidemment continuer de la même manière, jusqu'à ce qu'on ait réalisé complètement la décomposition désirée en fractions simples.
§ 16. — Développement d'une fonction fractionnaire par rapport aux puissances décroissantes de la variable.
Nous avons démontré au § 3, pour un exposant positif v quelconque, la formule
(i) a?v 4,(a7) =/(a:)(c„«^^-,ar'»-«^-VH- c„_,„a7'«-«^-v-i -+-. . .-t-Cy+i) 4- <ï>v(a7),
dans laquelle /, 4>, ^y sont des fonctions entières de x de degrés 71, m, n — I ^ les coefficients c et les coefficients de 4>v se déduisent par des opérations rationnelles de ceux de/" et de <^.
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En divisant les deux membres de cette formule par x^f{x)^ il vient
(2) -77-v =Cn_;n-ia7'»-«4-C;»_;;ja7'»"-«-»-i-...-+-Cv-iar-v_* V' ^
La suite indéfinie représentée par l'expression (3) c„_;„_,a?'»-«-+-c„_;,ja7'»-'»-i-h. . .
s'appelle le développement par rapport aux puissances décroissantes de la variable de \di hdiclion -jz — -; les quantités a sont
les coefficients du développement. Le terme négligé — ^ — — s'ap-
pelle le reste, La recherche des conditions, sous lesquelles on peut remplacer la fonction fractionnaire par son développement, est du
domaine de l'Analyse; il est inutile de l'approfondir ici.
^( x) Lorsque, dans la fraction -->- — ^ le degré du numérateur est inférieur à celui du dénominateur, le développement de la fonction ne contient que des puissances de x k exposant négatif; dans le cas contraire, on trouve en premier lieu une fonction entière ou une constante. La partie
est la plus importante ; elle est la même pour toutes les fonctions <t> qui donnent le même reste de division par/.
Le développement (a) est déterminé sans ambiguïté, en ce sens que si l'on admet l'égalité
et si l'on fait la seule hypothèse que dans la fonction fractionnaire Û le numérateur est de degré inférieur au dénominateur, on a nécessairement
En multipliant les deux membres de (4) par x^/(x)^ il suit
d'abord que ^f{x) est une fonction entière de x^ de degré au
plus égal k n — i. La formule (i) montre ensuite qu'on a nécessairement
Ci = c'i .
11 en résulte, de plus, qu'on trouve les coefficients du développement de la somme de plusieurs fonctions fractionnaires en faisant la somme des coefficients des termes semblables dans le développement de chaque fonction; de même on trouve les coefficients du développement de leur produit en multipliant l'une par l'autre des parties suffisamment prolongées des développements des différents facteurs, et en ordonnant le résultat par rapport aux puissances décroissantes de la variable. On peut se servir, à cet effet, de la règle de la multiplication, appliquée à des fonctions
entières de — •
La fraction simple — _^7- a un développement de la forme
qu'on déduit facilement de l'équation (12) (§ 3 l
Supposons une fraction -^ — décomposée en fractions simples d'après la formule (8) du § 13 :
^(t) ^ __ _J?^^JLl1__ • ^(^i) ^_ ^_^ ^>(g/i) .
/(^) "^"^/'(a^jûr — a,) "^ /'(aô (a:— "a/) "" ^ /'( a«) (a: — a„)'
en remplaçant les différentes fractions par leurs développements, on trouve, pour les coefficients c/, les expressions
/rx \^^i7.î^ \y<Xi^{oii^ \yoi)^{^i^
^'^ ">=2^fWi '^^Z-jûJo' "^l^TW)' •
les sommations étant étendues de / = i k i^= n.
Si, en particulier, on suppose <t>{x) =f'(^x), il vient
(6) Co=n, ^^^^gi^^^ ^2 = ^«î»
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§ 17. — Fonctions entières de plusieurs variables; formes.
Jusqu'ici nous avons considéré de préférence les fonctions rationnelles et entières d'une seule variable ; il n'est pas toujours possible de se borner à ces fonctions, et nous avons dû déjà considérer des fonctions de plusieurs variables.
On Appelle fonction rationnelle et entière du degré n de plusieurs variables Xj y, z^ ... une somme de termes de la forme
a, p, Y sont des entiers non négatifs, dont la somme a-f- ^-f-y-j-... ne peut dépasser /i, mais devient égale à n dans un terme au moins. Le degré de la fonction est donc égal à la plus grande valeur atteinte par la somme a -4- p + y -f-. . ..
Lorsque celte somme a la même valeur pour tous les termes, on dit que la fonction est homoge^ne.
Les fonctions homogènes possèdent la propriété fondamentale suivante :
Si Von multiplie toutes les variables par un même facteur, la fonction se reproduit, multipliée par la puissance n de ce même facteur.
Ce fait s'exprime par l'égalité (i) ¥{tx, ty.tz, ...) = r'F(.r,/, 5, ...}.
Si, en effet, dans le produit x^y^zy.,.^ on remplace les variables par tx, ty^ tz, ..., ce terme se trouve multiplié par /a+p+Tf+... j comme a-f- ^ -f- y + • • • a, par hypothèse, la valeur n pour tous les termes, on pourra mettre t" en facteur de tous les termes de la somme.
Si, au contraire, la somme a+p + y-f-... n'a pas la même valeur dans tous les termes, il est clair qu'on ne pourra trouver un facteur commun de la forme t": si l'on en trouve un, il v aura encore certains termes qui contiendront des puissances de t d'exposant différent.
En augmentant le nombre des variables, on peut transformer chaque fonction non homogène en une fonction homogène du même degré. Soit, en effet, m — i le nombre des variables dans une fonction non homogène du degré n ; posons
X\ Xi T^
la fonction
iwm \ />« «v* /y*
sera une fonction homogène et entière des variables X\^ x^^ . . ., Xmt que nous désignerons par
11 est parfois utile d'écrire les fonctions homogènes de plusieurs variables à Taide des coefficients du développement de la puissance m d'un poljnome. On posera
9(i ^OC' /«.CCf
'*ii«» «m^i' ''^t' ' * "^«r»
II(a,)Il(^ajj... ll(a,«)
la sommation s'élendant à toutes les combinaisons des entiers non négatifs qui satisfont à la condition
(3) «1-1- aj-h. . .-^ a„t= /i.
Cette notation peut aussi s'employer pour des fonctions non lioniogrnes, en laissant de côté la condition (3).
On peut aussi écrire la fonction homogène sous la forme
(.4) *(j"i,Xj, . . ,sX,n) =^ Av,,Vî,...,v„^v, ^v. • "Xy/nJ
chacun des indices v^ , Va, . • .,.V/i devant prendre, indépendamment des autres, la suite des valeurs i , 2. . . ., /i. La somme (4) se compose donc de m" termes, lesquels ne sont pas tous différents. Le produit jTv.^v,- • "^^v, demeure en effet invariable lorsqu'on permute entre eux les indices inférieurs. Le nombre des permutations de n éléments est égal à n(w). Si, parmi ces éléments, il y en a ai, aj, . • . qui sont égaux, le nombre des permutations
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se réduit à
n(ai)n(aî) ..,'
cela prouve que, dans la formule (4), le produit a:*'^*'... se présente un nombre de fois égal à
ll(n)
il(ai)n(a,)...'
si l'on convient, de plus, que Av,,v., ...,v„ ne change pas quand on y permute les indices inférieurs, on voit que les notations (2) et
(4) deviennent identiques; il suffit de réunir dans (4) les facteur* de même espèce
et de poser
Désignons par (m, n) le nombre des termes delà fonction ^, prise sous la forme (2); comptons d'abord les facteurs qui renferment Xi ; comptons ensuite les autres qui forment une fonction homogène de degré n des variables restantes; on trouve alors la formule de récurrence
A l'aide du procédé d'induction, on démontre alors l'exactitude de la formule
,-. , . m(/n -h i). . .(m -H n — i) Tl(m-^n — i) ( 6 ) (m.n)= = ~ — { .
Les fonctions homogènes entières s'appellent aussi des formes. Selon le nombre des variables, on les distingue en unaires (ce sont les puissances), binaires, ternaires , quaternaires. Les fonctions binaires nous offrent un intérêt particulier; leur théorie est au fond identique à celle des fonctions rationnelles et entières d'une variable. On revient des formes binaires à ces fonctions entières, en considérant l'une des variables comme une constante, en lui donnant, par exemple, la valeur i .
§ 18. — Dérivées des fonctions de plusieurs variables.
Nous avons défini au § 13 les fonctions dérivées d'une fonction rationnelle et entière d'une seule variable. Cette conception s'étend immédiatement aux fonctions de plusieurs variables; il suffit de prendre les dérivées par rapport à chaque variable, comme si elle était seule. Si l'on pose, par exemple (comme au
(i) ^{^,y,^, •••)=2Aa,p,Y,...ar«J'P-*T---
on obtient, comme première dérivée par rapport à x, ou, comme dérivée par rapport à^,
(3) F;=2P^«'Po%-.^='rP"*^^---
On peut prendre les dérivées de ces mêmes fonctions par rapport aux différentes variables, ce qui conduit aux dérivées d'ordre supérieur.
Afin de mieux apercevoir l'ensemble des résultats, désignons par
une fonction rationnelle et entière des m variables Xt, x^* • • -, x^' Remplaçons ces différentes variables par les binômes
développons les différents termes de la fonction
en effectuant les puissances telles que
ordonnons enfin les résultats par rapport aux puissances de Ç,, Çs j • • • ? Çwi •
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Ed réunissant en un seul tous les termes semblables, en ne tenant compte que des quantités Ç, on trouve, pour ^(x -{- Ç), un développement qui s'appelle, dans le Calcul différentiel, la formule de Taylor, savoir :
Les coefficients que nous désignons par Daj^flt^^...^a„^ sont fonctions des seules variables x. Si a^ -j- a2-4-. . .4- a;,i= v, on les appelle les dérivées d'ordre v de la fonction 4>.
Dans le Calcul différentiel, il est d'usage de les représenter par la notation
av*
La loi de formation de ces dérivées se résume dans les propositions suivantes, où, pour plus de simplicité, nous supprimons les indices de la lettre D.
II. ^etW étant deux fonctions quelconques, on a
Ces propositions sont des conséquences immédiates de la formule (4)*
Il nous sera donc facile de former les dérivées dans le cas général, si nous savons les former pour le cas particulier dans lequel ^ est un produit de puissances, c'est-à-dire si nous connaissons
formule dans laquelle les nombres a sont des exposants quelconques non négatifs. Or on a
et, par suite,
|(ari 4- îi)*i(a?, -4- î,)"> • • • (^m -+- ^rr)*-
La comparaison des formules (4) et (6) donne alors
f U(|JLi-(x,j...U(fJL,„-a;„) » * '« '
en supposant ai ^ [i| , . . . , a;„ ^ [i/n . Au contraire, on a
(8) t)a,a,...a„(arï''...a?gr) = o,
sitôt que l'un des indices a est supérieur à l'exposant correspondant [JL.
Soit maintenant ^i, ^O) • • • •• ^m un second système d'indices; formons la dérivée Dp^p^_p^ de la fonction (n); il vient, en appliquant une seconde fois les mêmes formules (^) et (8),
îl en résulte, par application de la proposition II, le théorème général suivant :
C'est une généralisation de la formule (8) du § 13; on peut donc former les dérivées d'ordre supérieur en prenant les dérivées des dérivées d'ordre inférieur.
Pour les dérivées premières
nous emploierons aussi la notation plus rapide
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de même pour les dérivées secondes, nous écrirons
Cette notation peut se généraliser et conduit à une expression correspondant à la formule (4) du § 16.
Mentionnons particulièrement les formules relatives aux formes quadratiques, à cause de l'usage fréquent qu'on en fait.
Posons
(lo) *(ar) = ^aikXiXk\
i et k sont des entiers indépendants l'un de l'autre, pouvant prendre les valeurs o, i , a, . • • , /^i ; de plus, on a
Il vient alors
j,,j ^ i*J-a — «Il Xi -4- aj j 372 -+- . . .-Haim^m,
.En outre
(12) *(a?, \) - ^{\,x) = SÇ/*;, = So^^H.
11 vient alors
La fonction ^(x, Ç) s'appelle \dL polaire de ^; elle est linéaire et homogène, aussi bien par rapport aux variables x que par rapport aux variables Ç. Elle peut se représenter par la formule
(i4) ^(Xy^) = iI.aa^iXky^
et satisfait à la relation
(i5) *(a?,ar) = 2^(ar).
§ 19. — Théorème d'Euler sur les fonctions homogènes.
Les développements précédents permettent de démontrer aisément un théorème fondamental sur les fonctions homogènes, découvert par Euler et dénommé d'après lui.
On le déduit de la formule (4) du paragraphe précédent. Soit t une variable quelconque; posons
employons enfin la formule (i) du § 17, qui définit les fonctions homogènes. Nous trouvons
Développons le premier membre par la formule du binôme, égalons les coefficients des mêmes puissances de t dans les deux membres ; il vient, en donnant à v Tune quelconque des valeurs
la sommation s'étendani à tous les systèmes de valeurs des quantités a, qui vérifient la condition
(4) a, -I- aj-4-. ..-ha;n -— v.
Sous cette forme nous avons le théorème à démontrer dans toute sa généralité.
Pour le cas particulier de v =: i, on trouve la formule
la formule (i5) du paragraphe précédent en est un cas particulier.
Pour le cas de v -^ 2, on trouve
»,* (6) n(n — i)^(XiXi ... x,n) =^^i^k^XiXky
la sommation s'élendant de / =^ i à £ = m, et de A" = i a A" = m ; chaque terme correspondant à des valeurs différentes de i et de Ase présente donc deux fois dans la somme.
Les quantités a étant soumises à la condition (4), posons
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on en conclut, diaprés la formule (4) du § 18,
(8) 4»(a7-4-Ç) = *(a7)-4-*i(a7,0-^*2(^,$)-^...H-*ï>/i(ar,$);
le premier membre ne change pas, quand on y permute x avec \\ on a donc la relation
et, en particulier,
La fonction 4>v(:c, Ç), considérée comme fonction de x^ s'appelle la V**"* polaire de 4> par rapport aux variables \,
Particularisons encore la formule (3) pour le cas d'une forme binaire (m = 2). Remplaçons les variables par x et^, et posons, pour abréger,
la formule (4) donne alors
dans cette formule, v peut prendre une valeur quelconque inférieure à n.
§ 20. — Fonctions réductibles et irréductibles.
Le produit de deux fonctions entières est lui-même une fonction entière; si les deux facteurs sont différents de zéro, il en est de même de leur produit (§2), son degré est égal à la somme des degrés des deux fadeurs. C'est évident, en particulier, lorsque les deux facteurs, et par suite aussi leur produit, sont des fonctions homogènes; c'est ensuite une conséquence de ce fait que toule fonction non homogène peut être considérée comme une somme de fonctions homogènes de degrés différents; le plus élevé de ces degrés est celui de la fonction.
Il s'agit maintenaut de distinguer, parmi les fonctions entières, celles qui peuvent se mettre sous forme d'un produit de plu-
sieurs fonctions entières, dont aucune ne soit de degré zéro, c'est-à-dire constante, et celles pour lesquelles cette décomposition est impossible. Les premières sont dites réductibles , les secondes irréductibles.
Lorsqu'une fonction entière esl réductible, le degré de chaque facteur est inférieur à celui de la fonction.
Une fonction linéaire est toujours irréductible, et toute fonction entière ne peut être décomposée qiCen un nombre fini de fonctions irréductibles.
On dit qu'une fonction entière W est divisible par une autre fonction entière (v, lorsqu'il existe une fonction entière w' (qui peut d'ailleurs se réduire à une constante), telle que Ton ait
II en résulte que, si U est une fonction divisible par w et V une fonction entière arbitraire, le produit UV est aussi divisible par w\ si U, U', U", . . . sont des fonctions entières divisibles par w, et si V, V, V, . . . sont d'autres fonctions entières arbitraires, la somme UV-j- U'V'-f- U'' V -h ... est aussi divisible par w.
Lorsque W est divisible par w^, on dit aussi que (v est un diviseur de W.
Deux fonctions rationnelles et entières U et V, qui ne sont pas divisibles par une même fonction rationnelle et entière , sont dites premières entre elles ou sans diviseur commun,
L Soient U, V, ç> des fonctions entières de variables quelconques; si la fonction v divise le produit UV et si elle est première avecVj elle divise V.
Ce théorème correspond exactement à la proposition bien connue tirée de la théorie des nombres entiers : lorsqu'un nombre divise un produit de deux facteurs et qu'il est premier avec l'un d'eux, il divise l'autre.
Il se démontre de proche en proche. Si les fonctions U, V, v ne dépendent que d'une seule variable, le théorème est exact; car, d'après le théorème I du § 6, on sait alors déterminer deux autres fonctions P et/?, entières en x, telles que
PU -hpv = i;
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mullîplianl les deux nombres par V, il vient
Il en résulte bien, que si UV est divisible par v, il en sera de même de V.
Nous supposerons donc le théorème démontré pour le cas où le nombre des variables est n ou un nombre moindre, et nous démontrerons qu'il est encore vrai pour /i + i variables.
A cet efl'et, nous allons tirer du théorème I, supposé exact, quelques conséquences; l'exactitude du théorème, pour le cas de n -f- I variables, en résultera finalement.
Soit i> une fonction irréductible ; toute autre fonction des mêmes variables ne peut être que première avec i^*, ou divisible par f. Il résulte, par suite, du théorème I qu'un produit de deux fonctions U et V ne peut être divisible par r, que si Tun des facteurs est divisible par c. Il en est de même pour un produit de plusieurs facteurs ; d'où:
II. Un produit de plusieurs fonctions entières ne peut être divisible par une fonction irréductible r que si l'un des facteurs est divisible par v.
Supposons qu'une fonction rationnelle et entière U puisse être décomposée de deux manières en fonctions irréductibles
U — vv'v". . . = ww'w\..:
d'après le théorème II, l'un des facteurs r, v\ v" ^ . . . sera nécessairement divisible par çv; soit v ce facteur. Comme il est luimême irréductible, il ne peut différer de w que par un facteur conslant.
c étant ce facteur constant, on aura donc
cyV. .. — w' w" . . . ;
il en résulte qu'un des facteurs du premier membre, v par exemple, est divisible par ii/, et par suite n'en diffère que par un facteur constant.
Nous avons donc, comme deuxième conséquence de I :
III. Abstraction faite de certains facteurs constants^ une
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fonction entière ne peut être décomposée en facteurs irréductibles que d*une seule manière.
On déduit de là l'idée du plus .grand commun diviseur de deux ou plusieurs fonctions entières et rationnelles U, V, . . . . On appelle ainsi le produit de tous les facteurs irréductibles communs aux décompositions des différentes fonctions U. V, . . . , ou encore la fonction de plus haut degré qui divise exactement les différentes fonctions U, V, .... D'après le théorème III, cette fonction est parfaitement déterminée, à un facteur constant près, pour chaque système de fonctions U, V, ....
Plusieurs fonctions U,V, W, ... sont dites premières entre elles, lorsque deux de ces fonctions n'ont pas de diviseur commun.
Ces définitions et théorèmes sont exactement analogfues aux propositions bien connues de la théorie des nombres, que Ton déduit de la théorie du plus grand commun diviseur ; dans le cas actuel, ce sont les fonctions irréductibles qui jouent le rôle des nombres premiers.
Voici encore un autre théorème du même genre :
IV. Soient u et ç deux fonctions premières entre elles ; si \}uet\J{> sont divisibles par çv, U est divisible par w.
Décomposons, en effet, les fonctions U, m, i', (v en leurs facteurs irréductibles. Un facteur quelconque de tvne peut se trouver à la fois dans u et v\ il divise donc w. Supprimons ce facteur dans U etip; on pourra répéter le même raisonnement pour un autre facteur de w, etc.
Considérons maintenant des fonctions rationnelles et entières d'une variable /
fit) := UqV" -^ U^t"'-'^ -\- . . . , U,n-\t ^ U,ny
dont les coefficients sont des fondions rationnelles et entières de n variables xi^ dont t est indépendant.
Si les coefficients Wo, «/«, . . . , u„i sont premiers entre eux, on dit que la fonction /(/) est primaire ; sinon, le plus grand commun diviseur des fonctions Uq, W|, ..., //;;, est dit le diviseur de la fonction /(^) (voir § 2).
Nous concluons de là, en supposant vrai le théorème I :
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aussi une fonction primaire; le diviseur du produit de deux fonctions non primaires est égal au produit des diviseurs de ces fonctions,
La démonstralion est la même que celle du théorème correspondant du § 2.
Soient
( o(t) — U^ty- -HPi^H--» -h.-.-^t'jjL
deux fonctions primaires, et
(2) Fu; = Uo<'"-^H'-^Ui^"»-+-i*-i-H.. .--U,„-H|x
leur produit. Soient r et 5 deux nombres quelconques pris dans les suites i, 2, ..., m et i, 2, 3, ..., [jl(§2). On aura
w étant une fonction irréductible qui ne divise pas tous les coefficients u et v^ choisissons dans la formule (3) les nombres r et s de telle sorte que Ur et Vg soient les premiers coeflBcients u et v non divisibles par w. Par suite, Ur+t ne peut être divisible par w, puisque tous ses termes sont divisibles par (v, sauf le premier; F(^) est donc bien une fonction primaire.
Il en résulte immédiatement, si /? et ^ sont des fonctions arbitraires, rationnelles et entières par rapport aux ^/, que pq est le diviseur du produit des fonctions non primaires /?y(^), qo{t), ce qui démontre la seconde partie du théorème V. On en déduit, de plus, la proposition suivante :
VI. Lorsqu'une fonction rationnelle F(^) des n-\-\ variables Xi et t est décomposable en deux facteurs, entiers par rapport à t et rationnels au moins par rapport aux variables Xi, elle est aussi décomposable en deux fonctions rationnelles et entier es par rapport à ces /i+ 1 variables.
Par hypothèse, il existe une fonction entière et rationnelle iv des seules variables Xi et deux fonctions entières et rationnelles des variables Xi et t, telles que
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d'après lelhéorème V, iv devra diviser exactement le diviseur du produit /^i {i)fi{^)j il en résulte qu'on a aussi
/{l) et ^{t) élant des fonctions rationnelles et entières des variables Xi et /, du même degré par rapport à t quey"i (t) et 0| (/). C'est ce que nous voulions prouver.
Il resuite aussi de ce qui précède que deux fonctions F(/) et /{i), entières et rationnelles par rapport aux /i -f- i variables Xi et l^ premières entre elles dans le sens défini précédemment, sont encore premières entre elles, si on les considère comme fonctions de la seule variable /. Appliquons-leur en effet le procédé de la recherche du plus grand commun diviseur; si elles admettaient un plus grand commun diviseur entier par rapport à t, mais fractionnaire par rapport aux variables x,-, on pourrait déterminer une fonction T entière par rapport aux x, et à / et une fonction entière P des seules variables x/, telles que Ton ait
F^ Ql/i élant des fonctions entières sans diviseur commun. Si donc on désigne par P|, />|, M les diviseurs des fonctions F|(/), y, (/), T, on voit que P| et />i sont premiers entre eux ; P, M et />i M sont
divisibles par P, donc (th. IV) M est aussi divisible par P; par
conséquent F(/) ei/(i) sont divisibles par la fonction entière p >
ce qui est contraire à l'hypothèse.
On sait alors (§6) trouver deux fonctions entières Q et q desXi et de t et une fonction X des seules variables x/, vérifiant Tidenlité
Multiplions les deux membres de cette identité par ^(t), autre fonction des variables X| et /; il vient
Q*(/)Fi^r)H-y*^/>/(^0 = X*{o.
Si donc ^(/)F(/) est divisible pary(/K il en est de même de
En désignant par o(t) et 'y(/) deux nouvelles fonctions entières
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des Xi et de t^ on pourra alors poser
Multiplions les deux membres de la seconde équation par X, remplaçons X^(^) par sa valeur tirée de la première ; il vient
La fonction X divise donc exactement le diviseur de ^{t)f[t) aussi bien que celui de ©(/)F(^); comme /(^) et F(^) sont des fonctions premières entre elles, il en est de même de leurs diviseurs^ X doit donc diviser le diviseur de <p(^) (th. IV). Si Ton
pose
9(0 = Xç,(0, l'identité (5) donne
^(^)est donc divisible par/(^); d'où :
VU. Soient F{t) et/{t) des fonctions premières entre elles; si ^{t)¥{t) est divisible par f{t)^ cette fonction est diviseur de ^{t).
Mais ceci n'est pas autre chose que le théorème I pour le cas de (n -h i) variables; cette proposition est donc démontrée dans toute sa généralité. Les conséquences déduites de ce théorème I le sont donc aussi ; en particulier, une fonction d'un nombre quelconque de variables n ne peut être décomposée que d'une seule manière en produit de facteurs irréductibles, abstraction faite de certains facteurs constants.
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CHAPITRE IL
DÉTERMINANTS
§ 21. — Permutations de n éléments*
Considérons un système de n éléments différents, d'espèce quelconque, par exemple les n nombres entiers i, 2, 3, . . ., n, dont nous désignerons l'ensemble par A. Les éléments de A peuvent se ranger de différentes manières, par exemple dans Tordre 2, 3, 1, . . . , /i. Passer d'un ordre à un autre, c'est faire une permutation.
Désignons par n(/2) le nombre de ces permutations qui, évidemment, ne dépend que de /i; on voit immédiatement que n(i)= i; 11(2) = 2; pour déterminer n(/i), imaginons qu'à n — i éléments donnés, on en adjoigne un /z'**"*°. Dans chacune des permutations des n — I premiers éléments, on peut donner au n»ème élément n places différentes , savoir : avant le premier, entre le premier et le second, et ainsi de suite; enfin, après le ji — ,ièinej toutcs Ics pcmiutations ainsi formées sont évidemment différentes. On conclut de là que
(I) n(n)=-/in(/i — £),
d'où, à l'aide du procédé d'induction, la formule
Le signe n(n) a donc la même signification que celle que nous lui avons donnée dans le Chapitre I, au § 7.
Soit A' une permutation quelconque des éléments du s^^stème A;
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en désignant par a4, «2? •••> ^/i 1^ succession des nombres 1,2, . • . , /i dans un ordre quelconque, on peut la représenter par
On peut de bien des manières eflectuer une permutation; le procédé le plus intéressant pour nous est celui des transpositions, c^est-à-dire de l'échange de deux éléments. A Taide de plusieurs transpositions successives, on peut déduire une permutation quelconque A' d'une permutation donnée A. On peut procéder à cet effet de la manière suivante : on permute le premier élément de A avec rélément ai de A qui occupe dans A' la première place (excepté si ai = i); on permute ensuite le second élément de A avec l'élément a^ qui, dans A', occupe le second rang (excepté si aa= a), etc.
Pour déduire, par exemple, la permutation (4, 3, i^ \) de la permutation (i, 2,3, 4)) on passe par les permutations
Si, pour abréger, on désigne une transposition de i et 2 par le symbole (i, 2), on vient de faire les deux transpositions
Il est à remarquer que le passage d'une permutation à une autre peut être réalisé d'une infinité de manières différentes par des transpositions successives. C'est ainsi que de la permutation (1,2,3,4)) on passe à la permutation (4)3, i, i), à Taide des transpositions (i, 2), (i, 3), (2, 4), (i, 2). Souvent on commence par faire les permutations d'une manière quelconque; ensuite seulement, on les dispose dans l'ordre indiqué.
§ 22. — Permutations de première et de seconde classe.
Les n(n) permutations de n éléments se distinguent en deux classes au point de vue suivant.
Avec les n éléments du système, on peut former ^^^"~'^ couples. Faisons correspondre aux n éléments 1,2, . . ., n, sui-
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yanl une loi déterminée, n valeurs numériques réelles ^i , as, .. -,a/,; formons les différences deux à deux de ces nombres, le premier nombre ayant l'indice le moins élevé, on trouve ainsi ai — a^, ai — as, . . . , aj — as, .... Le produit de ces différences
P = (aj — at)('ai— aj). ..(ai —a») .X . («ï— as). . .(at —an)
\ (an-i—an)
aura une valeur différente de zéro^ à condition que tous les nombres a soient distincts; cette valeur sera positive, si Ton suppose, par exemple, «i > a2l>as>*- . •!> a«.
Permutons maintenant les indices 1,2, '. ...,/i d'une façon quelconque, c'est-à-dire passons de la permutation A à la permutation A'; le produit P devient alors
P'= (aa^—aa^) (aa,— aa,"). . .(a», — ^a»)
Ce nouveau produit est formé, au signe près, des mêmes facteurs que P; donc P'est égal à P, ou égal à Pet de signe contraire.
I. A^ous dirons que la disposition A' et, par suite, aussi la permutation qui change A en A', est de première ou de deuxième classe^ selon que P et P' sont de même signe ou de signes contraires; A lui-même appartient donc à la première clause,
II. Une transposition quelconque {lij A"), en désignant par h et k deux quelconques des nombres 1, 2, ...,/i, change le signe de P aussi bien que celui de P'.
£n effet, les facteurs qui ne contiennent pas h et k demeurent invariables, le facteur ±{a/i — a/() change de signe; les produits tels que ±(aA — a^) {a/c — av), (vêtant un des nombres i, 2, ..., /i), ne changent pas de signe.
Il en résulte que :
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d^un nombre pair^ les permutations de seconde classe d'un nombre impair de transpositions.
Il faut donc ranger dans la première classe la permutation 1,2, . • . , 72 qui laisse A invariable.
Voici encore une conséquence : De quelque manière qu'on déduise A' de A par transpositions successives, le nombre de ces transpositions est toujours de même parité, c'est-à-dire toujours pair si A' appartient à la première classe, impair s'il appartient à la seconde.
Si, dans toutes les dispositions
nous eflfectuons une même transposition, par exemple (i, 2), ces dispositions se changent en
En répétant la même transposition, nous reproduisons les premières. Donc les dispositions B, B', B", . . . sont toutes différentes, et ne sont autres, dans un ordre différent, que les dispositions A.
Comme, d'autre part, les différents produits P, P', P", . . . correspondant aux dispositions A, A', A" ..., changent de signe, lorsqu'on fait une transposition, il en résulte qu'à chaque disposition A de première espèce correspond une disposition B de seconde espèce et réciproquement.
Donc :
IV. Le nombre des permutations de première espèce est égal à celui des permutations de seconde espèce, donc égal à{U{n).
Ces théorèmes ont été déduits de la considération du produit P, c'est-à-dire d'une grandeur numérique. Nous verrons, dans le Chapitre XIV, comment on peut arriver au même résultat, sans utiliser cette fonction.
Pour /!= 3, on a, par exemple, les six dispositions suivantes; celles de la première ligne sont de première espèce :
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§ 23. — Déterminants.
Considérons maintenant un système de n^ quantités, sur lesquelles on peut exécuter les opérations rationnelles. Pour les désigner d'une façon simple, nous emploierons des lettres à double indice, a^; i et k prennent la suite des valeurs i,a, 3, ...,i. Pour la clarté, nous disposerons ces grandeurs en carré, de telle sorte que toutes les lettres ayant le même indice supérieur se trouvent dans la même ligne horizontale, et toutes les lettres ayant le même indice inférieur dans la même ligne verticale. Soit A ce carré :
al
al
al
al
al
Pour abréger, on appelle lignes les lignes horizontales, et colonnes les lignes verticales.
Ce carré doit nous représenter non seulement l'ensemble des grandeurs écrites entre les deux traits verticaux,- mais aussi une certaine combinaison arithmétique de ces grandeurs, qu'on sait calculer, dès que les valeurs numériques des quantités sont données.
Formons le produit des termes écrits sur la diagonale allant de gauche en haut à droite en bas :
(2) M = a\a\al...a'^^l
permutons-y les indices inférieurs de toutes les manières pos^ sibles; on forme ainsi d'autres produits M', M'', ... au nombre de n(/i); donnons à chacun de ces produits le signe -H ou — , selon que la permutation employée est de première classe ou de seconde; il vient ainsi
(3) W = :halal.,.al^.
La somme de ces produits
est dite la valeur de A.
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A s^appelle le déterminant des n^ élëmenls a* 5 on dit, si cela est nécessaire, qu'il est à n lignes et à /i colonnes, du w**™* degré ou du /i'*"* ordre. Le terme M de cette somme, c'est-à-dire le produit de tous les termes placés sur la diagonale, s'appelle le terme principal.
Pour le cas rfe /i =^ 2, on trouve
Pour « = 3, il vient (d'après la formule (3) du paragraphe précédent)
a\ala\
Avec d'autres notations, ces formules s'écrivent ainsi :
^ ad — bCf
r= ab'c' -^ac'b"
bc'a' ba'c"
ca'b' cb'a\
Nous recommanderons au lecteur de calculer la valeur de quelques déterminants numériques.
Dans beaucoup de cas, la notation (1) est trop longue; on en a donc adopté d'autres. Jacobi se contente d'écrire le terme principal
A=: 2diaîaJ...a^,
Kronecker écrit d'une façon encore plus abrégée
A = |afl.
Ces deux notations ne peuvent d'ailleurs être employées que si les éléments du déterminant sont des lettres à double indice^ elles sont inapplicables lorsque les éléments sont numériques.
On rencontre quelquefois des déterminants dans lesquels
ai = ajf.
dans le tableau (1), les éléments symétriques par rapport à la dia-
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gonale sonl alors égaux. Dans ce cas, nous placerons généralement les deux indices en bas, et nous écrirons
De tels déterminants sont dits symétriques.
§ 24. — Propriétés principales des déterminants.
La définition des déterminants donne facilement les premiers théorèmes nécessaires pour les applications. Supposons que, dans le produit [§ 23 (3)]
(1) M'--^±ai,aJ,...<,
nous changions Tordre des facteurs; sa valeur ne change pas. Nous pourrons donc ranger les facteurs dans un ordre tel que les indices inférieurs ne soient autres que les nombres 1,2, ...,/2 dans l'ordre naturel. Les indices supérieurs formeront alors une certaine permutation; M' aura donc la forme
(2) M'=---i=aÇ'aP«..,aP'';
la disposition
sera une permutation des nombres 1,2. ...,//, de même que la
disposition
A. = (ai, Œj, ...,«„ 1.
Pour obtenir la disposition B, il suffit d'efiectuer, sur les facteurs de M' et en sens inverse, les transpositions qui ont conduit à A, de manière à replacer les indices inférieurs dans Tordre naturel. Il en résulte que B et A appartiennent simultanément à la première ou à la seconde classe, puisqu'elles se déduisent de I, 2, ...,/2 par un même nombre de transpositions. L'ensemble des dispositions B représente donc, aussi bien que l'ensemble des dispositions A, toutes les permutations des n éléments^ car deux dispositions A différentes ne peuvent jamais conduire à la même disposition B.
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On conclut de là la proposition suivante :
I. On forme aussi le déterminant A, en permutant dans le terme principal a\a^. . .a" les indices supérieurs de toutes les manières possibles, en donnant à chacun des produits ainsi formés le signe -f- ou le signe — , selon que la permutation employée est de première ou de seconde classe^ et en faisant enfin la somme algébrique des produits obtenus.
Dans la figuration du déterminant [§ 23 (i)], les indices supérieurs indiquent les lignes, les indices inférieurs les colonnes; nous pouvons donc donner à notre théorème la forme suivante :
II. Un déterminant ne change pas quand on prend les lignes pour colonnes et inversement.
Si dans toutes les dispositions A, A', A'\ ..., des /i éléments nous échangeons deux éléments quelconques, Tensemble de ces dispositions reste le même; mais chaque disposition de première classe devient de seconde et inversement. Si donc dans les termes M, M\ M ", . . . qui forment A, on permute deux indices inférieurs quelconques, un terme qui avait le signe -f- se change en un autre terme de A qui a le signe — et inversement; donc A change de signe.
D*où, en tenant compte de 11, la proposition suivante :
III. Si Von permute dans A deux indices inférieurs^ ou deux indices supérieurs, A change de signe.
Ou encore :
Quand on échange deux lignes ou deux colonnes, le déterminant change de signe.
On en conclut aussi ce théorème plus général :
IV. Si Von permute dans un déterminant les lignes ou les colonnes, sa valeur absolue ne change pas; le signe change ou ne change pas, selon que la permutation employée est de seconde ou de première classe.
Le théorème III fournit la proposition fondamentale suivante :
V. Si deux lignes ou deux colonnes sont formées des mêmes
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éléments occupant les mêmes rangs {si deux lignes ou deux colonnes sont identiques), le déterminant est nul.
En efTety d'après HT, rechange des deux lignes produit un changement de signe; comme elles sont identiques, le déterminant ne doit pas changer; donc A ne peut avoir que la valeur zéro.
La proposition V peut encore s'énoncer de la manière suivante :
VI. On obtient un déterminant nul, quand on remplace les éléments d^une ligne ou d'une colonne, par les éléments correspondants d'une autre ligne ou colonne, ou, plus brièvementy si l'on remplace un indice inférieur ou supérieur par un autre.
§ 2". — Déterminants mineurs.
Lorsqu'on développe le déterminant
chacun des nombres i, 2. ..., n se présente une fois, et une seule, comme indice inférieur dans chaque terme de ce développement. On pourra donc mettre a\ en facteur dans un certain ensemble de termes, aj dans un autre, etc. Chaque terme du déterminant figurera dans un de ces ensembles et dans un seul.
Désignons les différents groupes ainsi formés par «JA}, «JAJ. . . ., a"A^'; nous pourrons écrire le déterminant sous la forme
(1) A =a;A| -4-aJAJ-4-...-ha«A«.
Au lieu de choisir parmi les indices inférieurs l'indice i, nous aurions pu tout aussi bien prendre l'indice v, et écrire A sous la forme
(•2) A = a< A * -ha* Av -h...-haJA;.
Le produit aÇ^A]^ désigne l'ensemble de tous les termes qui renferment le facteur aj^.
Ce que nous avons dît pour les indices inférieurs s'applique
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aussi aux indices supérieurs, par suite, on peut aussi mettre le déterminant sous la forme
A = at^Af-4.aÇAtf-+- ..-f-<AjJ,
\L étant Fun quelconque des indices 1,2, ..., n.
Les quantités A^ définies par ce qui précède s'appellent les déterminants mineurs (ou encore les mineurs) du déterminant A.
Pour trouver leur loi de formation, considérons d'abord les termes qui forment le produit aj A|. On l'obtient en laissant fixe rindice inférieur i dans le terme aja'.-.a^, en permutant de tontes les manières possibles les indices inférieurs 2, 3, . . . , n, en affectant ces termes du signe -|- ou — selon la règle précédemment indiquée. Il en résulte que AJ est le déterminant d'ordre
Al-
que l'on déduit du déterminant A, en y supprimant la première ligne et la première colonne.
On en conclut facilement la signification de AÇ*; par v — i échanges de lignes, on peut amener la v'*"* à la place de la première; par [JL — I échanges de colonnes, on peut amener la jx*^"* à la place de la première. A ces deux exceptions près, l'ordre de succession des lignes et des colonnes n'est pas changé. Le nouveau déterminant a même valeur absolue que l'ancien, mais possède de plus le facteur ( — i)i*+^. L'élémentaJ est remplacé par a{f; donc :
Le déterminant A^ s^ obtient en supprimant la ligne et la colonne qui contiennent a|f, et multipliant par ( — i)i*^"*^ le déterminant ainsi obtenu.
C'est ainsi que le déterminant du troisième ordre peut s'écrire
= a (^'c'— b'c') — bia'if— a'c') -t- c{a'b' - a" 6'),
^ Ln-mE L. —
Les él^rmenls de A^ ne coDt;«ir.<e-3l f»a* ît ai-^-irf > pxra^ lears iodice§ inféricore: Af ne chanre donc f«»5. lDrs.r:e d»Jis 1« déTeloppemenl de A, on reiatUce > par un axitre »:=!?? -x. Cela retient vîfîLîement à reD-jre identique* den^ oxi-rrre* du d^lerminaoL q^iî derienl donc nul. Nous obtenons a:r^ cse relation très importante
6 o^alXl^^lX^^ -a;V-
dan* b quelle 'x et v sont deox nombre* d:5crei::t5 de la suite i.
I^ relation 3 donne de même
Par exemple, remplarons dans îî <ï. f», r par a, b. c\ on trouve ridenlité facile à v.^rîfier
Multiplions l*:^ d^ux menibre? de '• par un ûicleur quelconque / et ajofitons membre à m'ambre avec 2 : il \ienl
.9, A- «;-•/<«: V:- '/j-za: A;-.. - i^-lal Kl
relation qui crxprime le théorème >uivant :
VIL Un déterminant ne change pas de valeur, '/uand on ajoute aux éléments d'une ligne les éléments de même rang d^une autre ligne, multipliés par un facteur arbitraire.
La même proposition est aussi vraie pour les colonnes. On l*emploie avantageusement pour simplîGer et calculer les déterminants.
Ajoutons encore les théorèmes suivants qui se déduisent immédiatement des égalités ''21 et ''3') :
VI IL Lorsque tous les éléments d^une même ligne ou colonne ont un facteur commun, le déterminant proposé est égal au produit de ce facteur commun par le déterminant obtenu, en supprimant le facteur dans les éléments considérés.
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En effet, d'après (9.\ on a
palAl-^palX\
p€L^ AJ =^ pK,
IX. Lorsque tous les éléments d'une ligne ou d'une colonne sont nuls, à l'exception d'un seul, le déterminant se réduit au produit de cet élément par le mineur correspondant.
En effet, supposons al = a^ =^. . .^= a"= o, mais a^^o', l'égalité (2) devient
La valeur de A est alors indépendante de af, af, ..., a{î, à l'exception de af .
f domine application, calculons le déterminant
a, 6, c étant des quantités quelconques. Retranchons des éléments de la deuxième colonne ceux de la première multipliés par a, et de même des éléments de la troisième ceux de la deuxième multipliés par a; il vient (d'après VII)
et, d'après IX,
et enfin, d'après VIII,
On peut développer d'une façon analogue le déterminant du
lene
ordre
I ai a^ .
I an a
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on trouve que sa valeur est égale à
II
(as — ai). . .{an— Oi),
(«rt— aa-i)'
Pour ordonner les colonnes en sens inverse, il faut faire - ou échanges, selon que n est pair ou impair. Le déterminant
ainsi ordonné ne diffère de A que par le facteur ( — i) * . Gela
revient évidemment à changer le signe des facteurs du
produit (i i). On peut donc aussi écrire
. . • ai 1
ci% I
Un I
(aj — a,). . .(af — an)
(an^l — Un).
Mentionnons pour terminer une notation des déterminants mineurs, empruntée au Calcul différentiel; elle est souvent utile, particulièrement quand il s*agit de la formation des dérivées.
Si nous considérons les quantités a^ comme des variables indépendantes, elles entrent au premier degré dans le déterminant A. La dérivée de A par rapport à a^ est donc égale au coefficient de af dans le développement de A ; donc
àaf
Si les quantités af sont, par exemple, fonctions d'une variable i, il en est de même de A; les premières règles du Calcul différentiel donnent
* àai
àt '
da^
dans cette formule, -^ représente la dérivée de a* par rapport à t.
Si nous considérons les éléments af comme des variables in-
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dépeadanles, le déterminant
est une fonction homogène du /i'*"^ degré de n variables; mais chaque variable tCj figure que linéairement. D'après la représentilionà l'aide des déterminants mineurs [équations (2) et (3)], OA reconnaît facilement que cette fonction est irréductible. Soit, en effet, F le facteur irréductible de A qui contient la variable a^] par suite de Téquation (2) ce facteur devra être une fonction linéaire et homogène des variables ay, a^, . .., a^'; par suite de Péquation (3), ce sera aussi une fonction linéaire et homogène des variables af, af, . . ., aJJ (§ 20). F contient donc toutes les variables et, par suite, il est identique à A. D'où ce théorème :
X. Le déterminant est une fonction irréductible de ses n^ éléments.
§ 26. — Extension de l'idée du déterminant mineur.
On peut généraliser de la manière suivante les considérations du paragraphe précédent.
De même que nous avons groupé précédemment tous les termes qui contenaient en facteur a\, nous groupons maintenant tous les termes qui contiennent en facteur
ff . O^ » . • iZ>< f
V étant Tun quelconque des nombres 1, 2, ..., n. Nous déduirons ces termes du terme principal a\a\.. ,a"^y en laissant invariables les indices inférieurs i , 2, . . ., v, en faisant les permutations des indices de v -|- 1 à /z, en appliquant enfin la règle des signes. D'après cette remarque, l'ensemble de ces termes n*est autre chose que
ay+l • • • **||
I. Le déterminant d^ordre n — v, ainsi mis en évidence
sera désigné par A};,;;;;!', et se déduit de Ken y supprimant les -^premières lignes et les v premières colonnes.
Ce premier résultat se généralise comme il suit : choisissons V éléments quelconques
al\al' a^%
de telle sorte que deux quelconques de ces éléments ne figurent ni dans la même ligne, ni dans la même colonne; il n^y aura donc pas d*indices inférieurs ni d'indices supérieurs égaux entre eux; considérons tous les termes du déterminant dans lesquels le produit de ces éléments se trouve en facteur; représentons leur somme par
Par un échange convenable des lignes et des colonnes, ce qui fait tout au plus changer le signe du déterminant, on peut amener ces éléments considérés à la place des éléments a\, a*^, . • ., ^. On peut alors appliquer la proposition I pour déterminer
AP"P* P'; on trouve ainsi :
a.i*ti-»*v
II. Abstraction faite du sisme, on obtient A^"^* P* sous
forme d' un déterminant d^ ordre n — v, en supprimant dans Pi. toutes les lignes et toutes les colonnes qui contiennent Vun quelconque des éléments considérés j et prenant ledéterminant formé par les lignes restantes dans r ordre où elles sont écrites.
La détermination du signe se fait de la manière suivante. On range les indices inférieurs et supérieurs dans l'ordre
(4) ^Ij «1, . . . , «V) «V-Hl» • • > Œ/l»
(5) pi, pt. . . ., Pv, Pv+i- . ., Prt.
Les indices av^.i . . . ., a^, j3v-|.i , . . ., p,/ sont rangés par ordre de grandeur croissante; on peut alors dire que :
IIL Le déterminant d^ ordre n ~y de la proposition H est affecté du signe + ou du signe — .selon que les deux permutations (4) et (5) des nombres i , 1, . . .,n appartiennent à la même classe ou à des classes différentes.
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En effet, le déterminant change de signe pour chaque permutation de deux indices supérieurs ou de deux indices inférieurs. Pour ramener le cas général (2) au cas particulier (1) il faudra faire des transpositions des indices inférieurs et supérieurs, de manière à transformer les permutations (4) et (5) en 1, 3, . . ., 72; chaque transposition produit un changement de signe; cette remarque suffit à démontrer la règle énoncée.
Les grandeurs
4 PfPs Py
ainsi définies s'appellent les déterminants mineurs d^ ordre v. Ce sont des déterminants à /i — v lignes et /i — ^ v colonnes. De II[ on déduit la proposition suivante :
IV. Le déterminant mineur AL'V 'S change seulement de
signe par une permutation de deux indices supérieurs ou de deux indices inférieurs ; plus généralement, il ne change pas de valeur absolue, quand la disposition a, , a^, . . ., a„ est remplacée par une autre; il change ou ne change pas de signe, selon que cette disposition est remplacée par une permutation de même classe ou de classe différente.
Désignons par a',, a'^, ..., a'; une disposition des nombres ai, ttj, . . ., 0^; le déterminant A conlient aussi l'ensemble des termes de la forme
-4- ^"1 ^P« •rP^Al^'-ri Pv
En faisant la somme de tous les termes de cette forme, il vient
ai.a, "X; V 01, jCj Xv
La somme S ne représente pas autre chose que le déterminant
à V lignes et v colonnes
a, CLi av
Pt P-
Nous l'appellerons le déterminant mineur complémentaire
de A"^"^»' ■ •^■', et nous le désignerons par B^*'^' ^\ 11 contient exac-
temenl les lignes et les colonnes qui manquent dans A^''^* ^*.
Abstraction faite de son signe, il a même valeur que le déterminant d'ordre n — v
L'ensemble des termes, tels que (6), peut donc se désigner par
Prenons maintenant pour ai, as, . . ., ay chacune des combinaisons des nombres 1, 2, . . ., /i pris v à v; leur nombre est Cy, ; nous trouvons alors, en prenant toujours la même combinaison ?i, ?2? •••» ?v, le ïnéme nombre CJ', de termes de la forme (7); chaque terme du déterminant A se trouve dans un terme de celte somme, et dans un seul. D'où :
V. En faisant la somme de toutes les expressions de la forme (7). on obtient le déterminant A sous la forme
a ^ ' ^Brf 0(|,a£.. . .,Xv ^l'^i ^v*
Bien entendu, on peut laisser fixe la combinaison des indices inférieurs, et sommer par rapport aux indices supérieurs. C'est là le théorème de Laplace.
Un cas particulier, qui se présente souvent, est celui où ^,,
?2î •••? ^v pï'ennent les valeurs i, 2, ..., v, et où af. est nul,
lorsque /' prend une des valeurs i, 2, ..., v, et s simultanément
'une des valeurs v -h 1 , . . ., /i. Alors toutes les quantités telles que
'^a'aV^..av sout nullcs, à l'exception de Aj;*; ;!^, et l'on trouve
» l,t, ...,V pl.î, ...,v
On peut donner de ce théorème la figuration géométrique suivante. Représentons le déterminant A par un carré, et supposons que le rectangle couvert de hachures ne contienne que des éléments nuls; appelons B et G les déterminants de v et /i — v lignes rcj)résentés par les petits carrés, on aura
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On peut obtenir une antre forme du déterminant Â, à Taide des premiers et seconds déterminants mineurs, de la manière suivante :
Choisissons dans A la ligne et la colonne qui se croisent sur l'élément a^. Dans chaque terme de A figure un élément avec
Fig. I.
l'indice inférieur v et un élément avec Tindice supérieur (jl. Le déterminant A renferme donc en premier lieu la somme représentée par «v AÎJ"; et, en outre, les différentes sommes représentées par des termes de la forme a^ajf A^'JJ; i désigne Tun quelconque des indices différent de [x; A* Tun quelconque des indices différent de V.
\ï. On peut donc poser
OU bien, d'après IV,
Remarquons encore que A^'l est le premier déterminant mineur, correspondant à l'élément ai, du mineur sl n — 1 lignes A!^; car Aï]i est le coefficient de o^a\., dans le développement de A; X^ est celui de a^; donc Aj^i est celui de a[ dans le développement de A|^.
D'après ce théorème, on peut développer, par rapport aux éléments de la dernière ligne ou de la dernière colonne, le déler-
lOO
minant bordé
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on trouve ainsi
al
U = yA-2 2"'''^^^'
Celte équation se déduit de (lo) en changeant n en n -h i , et en distinguant par une notation différente les éléments de la dernière ligne et de la dernière colonne.
En remplaçant g par g — u, u étant une arbitraire, on trouve la formule souvent employée
Vf
= U-uA,
U ayant la signification (12).
Pour les déterminants d'ordre supérieur, il est parfois utile d'employer une notation empruntée au Calcul différentiel. On pose par exemple
§ 27. — Équations linéaires et homogènes.
La principale application des déterminants, le problème qui a donné naissance à la tliéorie, c'est la résolution des équations linéaires. Nous prendrons ce problème de suite sous sa forme générale ; les formes particulières ne donnent guère de simplifications ; les résultats correspondants se déduisent aisément de ceux du cas
général.
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Considérons un système de m équations du premier degré, homogènes par rapport à n inconnues X|, x^^ . , ., x„ :
«j X| -h «1 Xi
a'„ Xn
a. Xj -I- a, iCï-f-
dans lesquelles les quantités af sont supposées connues. Nous ne ferons aucune hypothèse sur les nombres m et /?, et nous nous proposons de trouver tous les systèmes de valeurs des inconnues Xx , ^2, . . ., J?/ï, vérifiant le système des équations (i).
Une première solution est évidente. Quelles que soient les valeurs des coefficients af, le système (i)est vérifié par
Xn= O.
Mentionnons encore un autre cas limite; lorsque les coefficients a* sont tous nuls, les équations sont vérifiées par des valeurs arbitrairement choisies des inconnues.
Avant d'aborder le cas général, faisons quelques remarques.
Rangeons les coefficients des équations (i) dans un tableau rectangulaire
Ce tableau, qui n*a encore par lui-même aucune signification numérique, s'appelle une matrice; c'est l'origine d'un certain nombre de déterminants.
On obtient ces déterminants en supprimant dans la matrice des lignes et des colonnes en nombre arbitraire, sous la seule condition que les éléments restants forment un carré, que l'on considère comme un déterminant.
C'est ainsi qu'on déduit de la matrice des déterminants du premier, du second ordre, etc. L'ordre le plus élevé est égal à n ou à m, selon que n ou m est le plus petit nombre; ce sera /i, si n = m.
Supposons que, parmi les déterminants d^ordre v déduits de la matrice, il y en ait au moins un qui soit différent de zéro, tandis que tous les déterminants d'ordre v 4- i et d'ordre supérieur sont nuls. Le nombre v sera l'un quelconque des nombres inférieurs à Al et m (ou simplement inférieur à /i, si n = m).
Ce norribre v existe toujours, si nous excluons le cas déjà trailé, dénué de tout intérêt, où tous les coefficients a* sont nuls.
Sans restreindre la généralité du raisonnement, on peut supposer que ce déterminant non nul (le déterminant principal)^ soit formé avec les éléments de la matrice, contenus à la fois dans les V premières colonnes et les v premières lignes; soit
ai
al
al
aX
ce déterminant. En effet, on peut toujours supposer que les équations, et dans ces équations les inconnues, sont disposées dans tel ordre qu'on voudra.
Nous désignerons, comme précédemment, par A* le mineur de A relatif à a^ ; les indices i et k peuvent prendre toutes les valeurs de I jusqu'à V.
Si l'on fait d'abord l'hypothèse y=:in^ ce qui suppose que r)i n'est pas inférieur à /i, les équations (i) n'admettent pas d'autre solution que celle fournie par les équations (2).
Considérons, en effet, les n premières des équations (1)
a} xi+ rtj j-j-h. . .-4- a^Xn — o,
Multiplions leurs deux membres respectivement par AjJ^, A|^, . . . , Aji, [JL étant l'un quelconque des indices i, 2, ..., /i, et ajoutonsles. On sait [§ 23, formules (2) et (6)] que
Aî,a) — - o ou = A,
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selon que À esl différent de [x ou non. Il en résulte qu'on trouve
et, comme A n'est pas nul,
Nous avons ainsî démontré la proposition suivante :
I. Lorsqu'un sys/ème de m équations linéaires et homogènes à n inconnues admet une solution dans laquelle' toutes les inconnues n'ont pas des valeurs nulles, il faut, si m^n, que tous les déterminants de degré n, déduits de la matrice, soient nuls.
Le cas particulier le plus fréquent esl celui où m = n; le théorème prend alors la forme suivante :
II. Un système de n équations linéaires homogènes par rapport à n inconnues, dans lequel le déterminant des coefficients des inconnues est supposé différent de zéro, n'admet d'autre solution que des valeurs toutes nulles,
ou bien :
Si un système de n équations linéaires homogènes par rapport à n inconnues, admet une solution dans laquelle une au moins des inconnues nest pas nulle, le déterminant des coefficients des inconnues est nécessairement nul.
Considérons maintenant le cas où v est inférieur à n. Le nombre m élant nécessairement supérieur ou égal à v, prenons les v premières équations du système (i), et écrivons-les sous la forme suivante :
a^X\-\r a^Xt-\-. . .-f- a^ J^v = — <ïv-+-i^v-»-i — • • • — <^n ^«» a\x\-\- a^X'i-\-. . .-^ aja^v ~ — a^^^Xy^^x — . . . — a„x„^
a^Xi-h ût j -Fj -h . . .-'.- a^Xy = — ^v -h 1 '''v-Hl — • • • — ^^ ^n
Soit, de nouveau, [jl l'un quelconque des indices i, 2, ..., v; multiplions les deux membres des équations (6) respectivement par AjÎl, AJ, ..., Aji, et ajoutons. Il vient [d'après le § 2S, (2) et (6)]
(7) AXy^^= — Gv-4-i,jiaj'v+i — ... — G/i^||,ar/,,
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en posant, pour abréger,
(8) cx,^=i;<a;.
\ pouvant prendre les valeurs v4-i,vH-2, ...,/i.
Si Ton se reporte au § 2o [formule (2)], on voit que le déterminant Cx,pL se déduit du déterminant (4), en remplaçant les éléments de la iji''^'"'' colonne par a^J, a^ ^ . . ., a^.
A étant diflTorent de o, la formule (7) permet d'exprimer les inconnues ^i, Xy, ..., JCy linéairement en fonction de ^v+m XV4.2, .... x,t et des quantités connues.
11 nous reste à démontrer que les valeurs des inconnues, déduites du système (7), vérifient le système (1), quelles que soient les valeurs de Xv+i? «^+2? •••? ^«î ^ — v des inconnues peuvent donc être choisies arbitrairement ; leurs valeurs, supposées connues, déterminent celles des inconnues restantes.
Il suffit, pour le voir, de remplacer dans les équations (i), les inconnues a'i, Xo, ..., ^v par leurs valeurs, déduites des équations (n). On simplifie le calcul par l'emploi d'un signe ^/,
nous placerons au-dessus de ce signe la lettre par rapport à laquelle se fait la somme, au-dessous, les limites des valeurs que peut prendre cette lettre. A l'aide de ce signe, on peut d'abord écrire les. équations (7) sous la forme suivante :
(9) A^j|. = — ^ ^aJ^AjI^a"/,, ([x=: 1,2, ..., v).
V-hl./l l.V
k désignant l'un quelconque des nombres 1, ?., .. ., m, multiplions les deux membres par a^ et faisons la somme des résultats obtenus, en donnant à |jl la suite des valeurs i , 2, . . . , v; il vient
[l A I {JL
(10) A^«ji.rp,--=— ^ ^h^^ct'/iCi^Xty, A =1,7. ...,/n.
Ajoutons aux deux membres la somme
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lOJ
on Iroiive
!,n V-Hl,i» L 1,V l,V J
Le facteur de x/i dans le second mehibre est [§ 26, (12)] le déterminant
. ai
.. ai
ai
Si donc A" est inférieur ou égal à v, ce déterminant est nul [§ 24, V]; si k est supérieur à v, ce délermin^nt est nul, puisque par hypothèse tous les déterminants d'ordre supérieure v, déduits de la matrice, sont nuls. A étant différent de zéro, l'équation (1 1) devient donc
( 1 3 ) N «i'ix ~ o> X = I . î, . . . , m.
Un
En d'autres termes, on retrouve les équations {i)\ elles sont donc satisfaites parles valeurs déduites de (7). Nous avons ainsi démontré ce théorème :
III. Lorsque dans un système de m équations linéaires et homogènes à n inconnues, tous les déterminants de degré ^^-^ \ déduits de la matrice sont nuls, le système admet une solution, dans laquelle n — v inconnues au moins sont arbitraires. Si m est inférieur à n^ il y a toujours une solution dans laquelle n — m inconnues sont arbitraires.
On rencontre fréquemment le cas particulier suivant :
IV. Lorsque, dans un système de n équations linéaires et homogènes par rapport à n inconnues, le déterminant des coefficients des inconnues est nul, les équations peuvent être vérifiées.par des valeurs des inconnues, qui ne sont pas toutes nulles.
Considérons encore en particulier le cas où m =y = n — 1 .
io6
Une seule des inconnues est alors arbitraire; les rapports mutuels des inconnues sont entièrement déterminés.
On peut donner à ce résultat la forme suivante. Considérons la matrice
Désignons par A|, Aj, . . ., A„ les déterminants d'ordre n — i déduits de cette matrice, et dont les signeç sont alternativement positifs et négatifs; supposons que l'une au moins de ces quantités soit diflérente (fe zéro. Le système
a^Xt alxi
• • • ~"~ C*/. Un — O,
ti" a
— }- , . . -- (I ff .r,i
a^-'xi-ha'i-^xt
admet des solutions définies par les équations
C'est ainsi que, pour /i = 3, on a le système
\ nx -i- by -\- cz = o.
qui se présente si souvent en Géométrie. Il admet les solutions
bc — cb' ca — ac' ab' — ba
§ 28. — Ëliminaticii d'inconnues entre des équations linéaires
par rapport à ces inconnues.
Un système d'équations linéaires étant donné, on peut se proposer, non pas de déterminer les inconnues, mais de reconnaître si le système admet une solution; on cherche donc les équations de condition que doivent vérifier les coefficients, pour que le système
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admette une soliilion d'espèce déterminée. Etablir ces équations est l'objet de V élimination. La solution de ce problème est contenue iniplicitement dans ce qui précède ; nous allons pourtant revenir encore en détail sur quelques questions qui s'y rapportent.
Considérons, comme dans le paragraphe précédent, un système de m équations linéaires, homogènes par rapport à n inconnues. Dans quel cas ce système a-t-il une solution, dans laquelle toutes les inconnues ne soient pas nulles? Nous avons déjà vu que, si n >> m, il en est toujours ainsi.
Si n'S.ni^ la condition nécessaire et suffisante, pour que le système admette une telle solution, est que tous les déterminants à n lignes et n colonnes, déduits de la matrice, soient nuls.
En effet, si l'un d'eux n'est pas nul, les valeurs des inconnues sont nécessairement nulles (27, 11); si, au contraire, ils sont lous nuls, on peut trouver un nombre v << /?, tel que lous les déterminants d'ordre v+i soient nuls, tandis que l'un au moins des déterminants d'ordre v est différent de o; il existe donc (27, lll) une solution de l'espèce demandée.
Lorsque «£/w, on peut déduire de la matrice [27, (3)]
l m'A t m » fl •
déterminants d'ordre /? ; leur nombre serait donc celui des équations de condition.
Pour n = nif ce nombre vaut i ; c'est le cas du § 27, prop. IL Ainsi qu'on pouvait le prévoir, on trouve une équation de condition. En général, quoique toutes ces conditions doivent nécessairement être remplies, elles sont surabondantes parce que certaines d'entre elles sont conséquence des autres.
Afin d'obtenir le système des conditions nécessaires et suffisantes, indépendantes entre elles, posons la question d'une façon plus précise.
Etant donné un système de m équations homogènes à n inconnues, sous quelles conditions peut-on choisir arbitraire-
io8
ment les valeurs de n — v inconnues, de manière que les V inconnues restantes soient déterminées?
En réalité, la réponse à celte question a clé faite au § 27. Il faut que l'un des déterminants d'ordre v soit différent de o et que tous les déterminants d'ordre v + i soient nuls. Il suffit pour cela que certains des déterminants d'ordre v + i soient nuls.
Supposons, par exemple, qu'on veuille choisir arbitrairement les inconnues ^v+h •••) ^« et que leur choix détermine Xi, X2, . . ., Xm\ supposons que le déterminant
al
soit différent de o.
Calculons les inconnues ^Ti , x^, . . ., J'y par la formule (9) du § 27 et formons aussi les sommes (11). En les égalant à zéro, on exprime que le système proposé est satisfait par les valeurs calculées. On obtient ainsi les conditions
al al
a), al
qui s'écrit sous la forme (3)
!Jt>
Ces conditions sont suffisantes. Mais l'équation (2) ou (3) devient une identité, si l'on donne à h ou k l'une des valeurs i, a, . . ., V. On n'obtient donc de véritables équations de condition qu'en donnant à h les valeurs v + i , v -h 2, . . . , m. Il y a donc (/i — v) {m — v) équations de condition.
Ces conditions sont réellement indépendantes; aucune n'est conséquence des autres. En effet, en faisant des hypothèses convenables sur les coefficients a, on peut faire prendre aux premiers
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membres des équations (3), pour chaque combinaison des valeurs de h et A", telle valeur qu'on voudra; on le voit, par exemple, en supposant qu'à l'exception de aj[ toutes les quantités telles que a\ et Am sont nulles.
§ 29. — Équations linéaires non homogènes.
En supposant les équations homogènes par rapport aux inconnues, nous avons considérablement simplifié le problème de la résolution des équations linéaires, et nous avons pu établir des règles très générales. Mais, dans les applications, il arrive fréquemment que les équations ne sont pas homogènes par rapport aux inconnues. Quoiqu'en principe ce cas ne diffère pas du précédent, nous allons pourtant le considérer en particulier. Nous le déduirons de celui des équations homogènes, en attribuant la valeur i à une inconnue déterminée. Si celte inconnue figure parmi celles qui peuvent recevoir des valeurs arbitraires, il n'en résulte aucune difficulté, puisqu'il suffit de lui attribuer la valeur 1. Mais si elle figure parmi celles dont les valeurs sont déterminées à l'aide des valeurs arbitraires attribuées à certaines autres inconnues, il faut eneore satisfaire à certaines conditions, qui expriment, que la valeur i est de celles qu'on peut attribuer à l'inconnue en question.
Nous allons traiter cette question d'une façon indépendante, avec quelques changements dans la notation; pour plus de simplicité, nous nous bornerons au cas le plus important où le nombre des inconnues est égal au nombre des équations.
Soit à résoudre, par rapport aux inconnues .x:<, x^i • • . j Xn^, le système suivant :
a j a?! -h a j arj -h . . . 4- «/i 37,, = ^1 ,
les coefficients aj et les seconds membres ^,,jv'2> • • • > ^'/i sont considérés comme donnés.
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Désignons par
le déterminant des coefficients des inconnues et, comme d'habitude, par A* les mineurs de A.
A" désignant Tun des nombres 1,2, . . . , /ï, multiplions les deux membres des équations (i) respectivement par A^, Aj[, . . ., A^, et ajoutons : il vient
( 3 ) J-, ^ a\ Ai-h Ti 2 «i Ai- H- ... -h x„ ^ ai, \i = ^7/ Aa-
D'après les formules (2) et (6) du § 23, le coefficient de Xf, est A; les coefficients des autres inconnues sont nuls. On a donc
(0 Aj'^.= 2r/Ai.
Donc : Lorsque A n^est pas nul, le système (1) admet une solution unique^ les valeurs des inconnues étant fournies par
les formules (4)'
En posant
Ai=Aai,
ces valeurs des inconnues peuvent se mettre sous la forme
l'analogie entre les systèmes (1) et (5) saule aux yeux.
Lorsque A est nul, les équations (4) ne nous apprennent plus rien sur les valeurs des inconnues; elles fournissent simplement un système d'équations de condition^ auxquelles devront satisfaire les quantités ^/, pour que le système (i) puisse admettre une solution. Pour trouver un résultat absolument général, nous procéderons comme dans le cas des équations homogènes.
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Supposons que le clétermiDant Â soit nul, ainsi que tous ses mineurs jusqu'à un certain ordre. Soit
un mineur à v lignes et v colonnes différent de zéro; les mineurs de B seront désignés par BjJ, k et h ne pouvant prendre que les valeurs i, 2, ..., v; nous supposons en outre que tous les mineurs de K à plus de v lignes et colonnes sont nuls.
En multipliant les v premières équations du s^^slème (i) respectivement par Bj[, BJ, . . . , B](., il vient [§ 25, (2) et (6)]
VH-1,«
Ces équations eitprimentv des inconnues en fonction des autres; afin de reconnaître si les équalions(i) sont vérifiées, remplaçons-y les inconnues par leurs valeurs. A cet effet, multiplions les deux membres de(i)par a^, X étant l'un des nombres 1,2, . . ., /i. Faisons ensuite la somme de toutes les égalités analogues, obtenues en donnant à k les valeurs 1,2, . . . , v. On trouve ainsi
^^^l^A^^KAy.- 2 ^s^B^A<
ou, enfin^ en ajoutant aux deux membres
I.n t,v v+l,ii L l,v J
D'après le § 26, le coefficient de x, dans le second membre est un déterminant mineur cle A à v + i lignes et colonnes : il est donc nul. D'autre part, pour que l'équation (i) soit vérifiée, il faut que
2!«A^A soîl égal à^^; par conséquent les formules (7) ne donnent une solution des équations (i) que si Ton a
(10) Bjry,=^B'^.a}yi.
Si X est égal ou inférieur à v, cette condition est toujours vérifiée [§ 25, (2), (6)]. Mais quand on attribue à X les valeurs V -h 1 , V -h 2, . . . , /î, on trouve ainsi n — v équations de condition, indépendantes Tune de l'autre, puisque chacune renferme une quantité^/ non contenue dans les autres. Donc :
Si Vune quelconque de ces conditions pHesi pas remplicy le système est impossible.
Considérons les quantités xi du système (1) non comme des inconnues, mais comme des variables; il en sera de même des quantités j>^/. A ce point de vue, le système (1) définit une substitution linéaire, en ce sens qu'il permet de passer du système des variables j>^ à celui des variables x. Si nous appelons A le déterminant de la substitution, et si ce déterminant est difi^érent de zéro, nous pourrons considérer les y comme des variables indépendantes. S'il en est ainsi, le système (5) permet d'exprimer les variables x à l'aide des variables y\ il définit ce qu'on appelle la substitution inverse.
Résumons, dans un théorème général, tout ce que nous venons de démontrer.
Un système de m formes linéaires ^1 ,^21 •••>JK/n des n variables indépendantes X|, X2, . . . , x,,^ définies par les équations
(11) j'/= a'i J7i -hai^-j 4-. . .-+- a',^«
est dit linéairement indépendant^ si une relation de la forme
ne peut être vérifiée identiquement, que lorsque tous les \ sont nuls. Dans le cas contraire, les formes yi sont linéairement dépendantes. On peut alors énoncer le théorème suivant :
V. Lorsque les fonctions y ^^ y^^ ...^ym sont linéairement indépendantes, on peut attribuer aux variables X|, x^y . . . , x,t
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des tyaleurs telles^ que ces /onctions j^i, j^a? • des valeurs choisies arbitrairement.
> y m acquièrent
Pour démontrer cette proposition, on remarque [§ 27, I et III] que les fonctions yi ne peuvent être linéairement indépendantes que si m£n, et si l'on peut déduire de la matrice des coefficients «^ un déterminant de degré m, différent de zéro.
§ 30. — Multiplication des déterminants.
Étant donnés deux déterminants formés d'un même nombre de lignes et de colonnes, nous allons démontrer qu'on peut représenter leur produit par un déterminant unique, renfermant ce même nombre de lignes et de colonnes. On y parvient le plus simplement en envisageant deux systèmes d^équations linéaires.
Considérons maintenant les coefficients aj^, 6*(A',i = 1,2, ..., /i) comme des variables arbitraires; faisons de même pour^/, j^/, z-i] ces variables sont assujetties à satisfaire aux équations
^i ^i = yk ,
Proposons- nous d'exprimer les variables x en fonction des variables z\ ce problème peut être résolu de deux manières. En premier lieu [§29,(4)], ^^ pe"t résoudre les équations (i) par rapport aux x, les équations (9.) par rapport aux j^, et porter les valeurs de ces dernières dans les formules qui donnent les x. Désignons par A et B les déterminants des deux systèmes d'équations
bi ..
al
bl .
.. bl
ii4
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soient Aj^, B^ leurs mineurs du premier ordre; on trouve
A a:x = 2 Ai-, V, , h
En second lieu, on peut remplacer dans (2) les quantités yi par leurs expressions tirées de (i); si l'on pose
il vient alors
Jl 'V' X / X
Désignons par C le déterminant
par Cf les mineurs du premier ordre de C; la résolution des équations (7) donne
CXA = N ^y^Cj..
La comparaison des équations («>) et (7) donne
et, pour les mineurs,
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On peut lever ce cloute par une considération très simple qui repose sur rirréduclibililé du déterminant et sur les considérations du § 20.
Comparant (5) et (9), considérons toutes les quantités a*, b^y zjk comme des variables indépendantes ; il en résulte que
D'après le § 20, le facteur irréductible A. doit diviser un des
facteurs du premier membre ; comme les mineurs Aj sont de
degrés inférieurs à A, il divise nécessairement C. De même B doit
diviser C; comparant ensuite les degrés et les premiers termes, il
vient nécessairement
G = AB
On peut arriver au même résultat par des calculs directs.
Formons le terme principal de C, en nous servant de Téqualion (()); désignons à cet effet par 5|, s-y, . . . , 5« des nombres pouvant prendre indépendamment les uns des autres les valeurs 1,9, ...,/?. On a alors
cl Ci ... c^, = 2 "!' ^î* 2 <' K' . . . ^ <" K"
La permutation des indices inférieurs des lettres c est la même que la permutation des indices inférieurs des lettres a. Si donc on forme le déterminant C en avant égard à la règle des signes, il vient
Si .«j ... *p
(i3) ^±c\c]...c^,= 2 f^Vbï'"K^^±a\'al^...a:r. Mais
Z ± a'- aV . . . rt.V
est toujours nul si deux des indices supérieurs sont égau\ [§ 24, VI]; il suffit donc de considérer dans le second membre
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de Téquation (i3) les termes dans lesquels 5|, S2j . . ., 5/, formeDl une disposition des nombres i, 2, . . .^ /i; la valeur de ce terme est d'ailleurs + A ou — A, selon que cette disposition est de première ou de seconde classe (§ 21, IV).
Le second membre de (i3) devient alors
éfà s» ••• s
la sommation est étendue à loules les permutations des nombres
Si, S2, . • • Sn- Cette somme n'est autre chose que B ; on a donc
bien
G = AB
La loi de formation des éléments cf, contenus dans la formule (6), peut s'énoncer de la manière suivante :
Pour former les éléments du déterminant C, produit des déterminants A et B, on multiplie les éléments d'une colonne de Pi. par les éléments d'une colonne de B, et l'on ajoute les produits obtenus.
D'après les propriétés des déterminants, on peut transformer de bien des manières le déterminant C. Nous ferons à ce sujet les remarques suivantes :
Si l'on échange entre elles deux colonnes de A ou deux colonnes de B, les éléments c^ ne changent pas, mais s'échangent entre eux.
Si, au contraire, l'on échange entre elles deux lignes de A ou de B, les termes cj changent de valeur; les facteurs des différents termes de la somme sont combinés différemment; mais, si Ton échange simultanément les lignes de môme rang dans A et dans B, les quantités cj ne changent pas; les différents termes de chaque somme s'échangent simplement entre eux.
Si dans A et B, séparément ou simultanément, l'on échange les lignes avec les colonnes, on obtient encore trois autres manières pour former le produit de deux déterminants. Ce fait donne lieu à l'énoncé suivant :
Pour former le produit de deux déterminants, on peut multiplier les éléments des lignes ou des colonnes de l' un des
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facteurs par les éléments correspondants des lignes ou des colonnes de l'autre facteur, et additionner les produits ; ces sommes de produits sont les éléments d'un nouveau déterminant, qui est le produit cherché.
Si les deux déterminants n*ont pas le même nombre de lignes et de colonnes, il suffit de transformer celui qui a le plus petit nombre de lignes en un autre ajant le même nombre de lignes que le premier (§ 25, IX).
On peut généraliser le théorème de la multiplication par un procédé analogue au précédent.
Généralisons la formule (6), en posant
le nombre m des termes du second membre est supposé plus grand que n ; les indices i et h ne doivent prendre que les valeurs de i à /*.
Formons maintenant le produit comme dans la formule (12); formons le déterminant (i3) comme précédemment, avec cetle différence que les indices de sommation s^j S2, . - -, Sm vont maintenant de i k m.
Soit ai, tto, .. ., oLft une combinaison quelconque formée avec n des indices i , 2, . . ., m^ la somme généralisée (i3) contient alors tous les produits de la forme
et n^en contient point d'autres ; le déterminant des quantités c\ est donc égal à la somme de ces produits. D'où le théorème suivant :
Si les éléments du déterminant
ont la forme (i 4) et si m est plus grand que /i, choisissons parmi les indices i, 2, ..., m de toutes les manières possibles n indices différents; ils seront désignés dans un ordre arbitraire, mais déterminé, para.^^ aa, ..., a„. Si l'on pose
ii8 on a
C = SA^Bat,
la somme S étant étendue à toutes les combinaisons positives des a.
Le nombre des termes de b somme est égal au nombre Jes combinaisons sans répétition de m éléments w à /i (§ 7); c'est donc
§ 31. — Déterminants formés avec les mineurs*
Voici une application immédiate de la multiplication des déterminants. Soit le déterminant
soit, en outre,
itx a
a; Al
AJ Aî
le tableau des déterminants mineurs. Considérons ce tableau comme un déterminant, et appelons-le A-, appliquons enfin la loi de multiplication au produit AA. D'après les équations (3) et (7) du § 2o,
on trouve
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que A n'est pas nul. Gomme, d'autre part, l'égalité (3) est une identité par rapport aux éléments af , elle reste vraie, quelque valeur qu'on attribue à ces quantités ; elle est donc encore vraie dans le cas exceptionnel où A est nul ; A est donc aussi nul.
Ce résultat est un cas particulier d'un théorème plus général, relatif à Tun quelconque des déterminants qu'on peut déduire du tableau (2). Considérons le déterminant à v ligues et colonnes
Av-
Aï Aï
on en peut déduire tous les autres déterminants analogues de degré V par permutation des indices inférieurs et supérieurs.
Pour multiplier ce déterminant par A, on commence par le transformer en un déterminant d'ordre /i, diaprés la remarque faite à la fin du paragraphe précédent; il suffît pour cela de l'écrire sous la forme
Ai
AJ
Ai
Av-j-i .
. . Af,
Aï
Ay^_i
• fl 9 ■ a •
à Ay on a ajouté n — v lignes et colonnes, les premières ayant toutes pour élément o, sauf le terme diagonal, qui est égal à 1 .
Formons maintenant le produit AAy; il vient
AAyrr
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diaprés le théorème IX du § 25, ce produit est égal à
Av
V-Hl
Divisons les deux membres par A, et employons la notation du § 26, on pourra écrire
Av = Av-i A
Dans le cas de v = 2, on trouve
(8) AiAj — AjAj = A.AÎJ.
Nous aurons souvent occasion d'utiliser la formule (8). Si Ton emploie la notation des quotients différentiels, elle se mel sous la forme
A ^'^ _ dk dS. d\ dk da\da\ da\ da\ àa\ da^
Elle est particulièrement importante dans le cas où A est un déterminant symétrique ; dans ce cas, a^^ = a]^; par conséquent
on a aussi
dK _ dS^
à condition que, dans la différentiation, on n'ait pas égard à la relation af = aj.; la formule (9) devient alors
dk dk fàky
i)a\da\ Oa\ Oal \da\
§ 32. — Théorème de Sylvester.
Les résultats que nous venons d'obtenir peuvent se généraliser d'après un théorème de S^'lvester, que nous démontrerons par un procédé dû à Frobenius. Soit
(1) k = 'L±a[a\...al
un déterminant, r un nombre plus petit que /?, et
{1) kr^^±.a\a\...a''.
ACA
Déterminons les quantités Y ainsi qu'une autre suite de grandeurs B^ par les équations
a} Yji-i-...H-aîYp-Ha^A;. =^ o,
aj[ Y^-h. . .-4- aJ!Y^-f-«^A,. — o, aiY^-h...H-aaY^-+-a2A,, = B^,
a et p prenant toutes les valeurs de r -j- i à /i.
Eliminons A,, Y^, . . ., Yp entre ces équations, on trouve alors [§29, II et §36, (.3)]
Le produit des deux déterminants écrits précédemment est donc égal à
Ar
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Les qiiantilés X sont de certains délerminants de degré r dont la connaissance importe peu. Mais (§25, IX) la valeur de ce déterminant est
(A,r(Sr+iB;:i...B:).
Comparant à (4), on en déduit la relation de Sylvester
(7) 2ifcB;:;...n;; = A( A, )''-'•-•,
les quantités B!^ ayant la signification (6).
Pourr= n — îî, on retrouve l'équation (9) du § 31 (*).
(') Sylvestkr, Philosophical Magazine, i85i. — Frobenius, Journal de d'elle, t. 86. — Académie de Berlin, XII, XXIII; iScj'j.
LES RACINES DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES
§ 33. — Lldée de racine. — Racines multiples.
Dans les deux premiers Chapitres, nous avons siirloiit considéré les grandeurs algébriques sous le point de vue formel ; nous nous sommes occupés des transformations identiques d'expressions littérales, dans lesquelles les lettres étaient toutes considérées comme symboles de grandeurs variables. Dans ce qui va suivre, ce sont, au contraire, les grandeurs numériques qui vont être mises en lumière.
Nous appelons nombres, conformément à ce qui a été dit dans rintrbduction, des grandeurs réelles ou imaginaires de la forme a -\-bi; les nombres réels seront représentés par les points d'une droite; les nombres imaginaires par les points d'un j)lan. Nous appelons valeur absolue (ou module) de l'imaginaire a -f- bi la
quantité y/rt^ -+-/>=*, et nous la désignerons, d'après Weierstrass, par I a -h 6/ 1 .
Soit maintenant
(i) f{x)= QqX'^ •+- ciiX'*-^ -f- rtjar'*-» -h. . .4- «/i
une fonction entière de x dont les coefficients sont des nombres quelconques, réels ou imaginaires, le premier a^ étant différent de o. Un nombre a qui, mis à la place de x, fait acquérir la valeur o à la fonction f{x)^ s'ap|)elle une racine de l'équation f{x) =: o; il vérifie donc la condition y(a) = o. Nous dirons, pour abréger, que a est une racine de/(:c).
D'après le § 4, f{x) est alors divisible par x — a, et peut se mettre sous la forme
fi (x) n'étant que du degré n — i, et ayant «o comme coefficient de son terme du degré le plus élevé, de telle sorte que
les coefficients de/{x) ont été calculés au § 4.
Chaque racine de/*! (:r) l'est aussi de/(x), et inversement toute racine de /(x) est ou bien égale à a, ou bien racine de/i{x). Si donc une racine a de /(x) est connue, la recherche des autres est ramenée à la résolution d'une équation de degré n — i .
Notre but est de démontrer que toute fonction de degré /i a au moins une racine; c'est le théorème fondamental de V Algèbre- Tirons d'abord de (a) l'importante conséquence suivante :
I. Une équation de degré n ne peut avoir plus de n racines
En effet, si /(a:) avait plus de n racines, la fonction /< {x) qui n'est que du degré n — i en aurait plus de n — i. D'autre part, une équation du premier degré ne peut avoir plus d'une racine. Notre théorème résulte de là, en raisonnant de proche en proche.
On donne aussi à ce théorème la forme suivante :
II. Si une fonction du degré n a plus de n racines, tous ses coefficients sont nuls.
Soit maintenant ^ une racine de /, (^), on pourra poser de même
la fonction /'2(:r) n'étant que du degré n — a, et ayant e7o comme coefficient de son terme de degré le plus élevé. Si donc on suppose que chacune des fonctions f\{oc)^f2{x) que l'on obtient à l'aide de ces divisions successives admet au moins une racine, on trouve finalement
(3) /(ar) = rto{^ — a)(^— P)' • '(^ — v).
CIIàPITRB III. — LES RACINES DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES. 125
Le théorème fondamental peut donc aussi s'énoncer ainsi :
Toute fonction entière de degré n peut être décomposée en n facteurs linéaires.
Les quantités a, p, . . ., V sont toutes racines de/(j:), et leur nombre est égal à n. Rien ne suppose, d'ailleurs, que ces quantités soient inégales. Mais alors y(:r) aurait moins de n racines, tout en étant décomposable en n facteurs linéaires. AGn de rétablir l'accord, on convient que, si/(^) est divisible par une certaine puissance de a: — a, la racine a sera comptée autant de fois qu'il j a d'unités dans l'exposant de la puissance ; c'est en ce sens qu'on parle de racines simples, doubles, triples, etc.
En se reportant à la notion de dérivée [§ 13, (2)], et en désignant par a une quantité arbitraire, on a
(4) /(^)=/U)-h(x-a)/'(a)-+.!iî^l^/'(a)4-....
Si l'on suppose quey(a) est nul, il en résulte
par suite, on a
Il en résulte que a est racine double de /(^), si /'(a) s'annule en même temps que /(a). La formule (4) montre d'ailleurs que, dans cette hypothèse, y(^) est divisible par (j: — a)'-. En continuant à raisonner de même, on parvient donc à ce théorème :
IlL La condition nécessaire et suffisante pour que a soit une racine d^ordre m de f{jo), est que f{%)^ /'(*)? •• '^f^~^{^) soient nulles^ et quef'^{'x) ne le soit pas.
LIVRK f.
§ 34. — Continuité des fonctions entières.
Soit toujours
f{x) = UqX^ -4- aix'^-^ -r- a^x"-' -^. . ,-h an
une fonction entière de x. Démontrons d'abord la propositionsuivante :
IV. La fonction /(x) devient infinie en même temps que l<r valeur absolue de x.
Cela signifie qu'étant donné un nombre positif C, aussi gran<l qu'on le veut, on peut trouver un nombre posilif R, tel que la condition | j; | >► R entraîne la condition
Sous forme géométrique on peut dire, que, étant donné le nombre C, on peut tracer de l'origine comme centre un cercle de ravon R assez grand, pour qu'en dehors de ce cercle le module de la fonction ne. soit pas inférieur à G.
Ce ibéorème est évident pour la fonction x" ] en effet, /• étant le module de x^ r" est celui de x"; sitôt que /• est plus grand que I, r" devient supérieur à r et croît indéfiniment avec n.
Pour démontrer le théorème général, désignons par r, Cor C|, . . ., Cff les modules de J7, «oj ^i » • • •> ^n- On a alors
\/{x)\ = rn
an
Dans l'Introduction nous avons démontré que le module d'une somme est compris entre la différence et la somme des modules des termes. On a donc
On
an
__ fî
Les quantités Cq, C|, ..., c„ sont des constantes données; on peut donc trouver un nombre 11 tel que, sous la condition r>>R,
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il CD résulte
CIq
ai
Cn ^ I
donc, d'après (a),
|/(:r)|>-coR'^
Si donc on choisit R de façon que
il viendra (3)
A cette proposition se rattache la suivante : V. /(x) est une fonction continue de x.
\o'\c\ la sig^nification de cet énoncé : Le module de x étant inférieur à un nombre donné R, et (o étant un nombre positif aussi pelit que Ton veut, on peut trouver un nombre positif e, de telle sorte que la condition
entraîne la condition
£ dépendant seulement du choix de to et non de celui de x (con tînuilé régulière).
D'après Téqualion (2) du § 13, on a
I fix-^U , -f{x) = hf'{x)-^ — r{x)
fni^X)
Si nous supposons le module de h inférieur à i, le module de la quantité entre crochets
f'i-^)^ r/'<^) -^-"'-^ aohn-i
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est inférieur à un nombre déterminé k différent de zéro; on obtient ce nombre en remplaçant dans (6) h par i, les coefficients «0, ai, . . ., a,i_i par leurs modules et x par R; cette substitution a pour effet de remplacer chaque terme de la somme (6) par son module ou par un nombre supérieur. Si donc on choisit e assez
petit pour que
ÊK<a),
Téquation (5) montre que la condition (4) est remplie tant que l'on a p <C e.
On peut donner au théorème sur la continuité de la fonction f{x) une forme quelque peu différente, qui sera importante dans la suite. Posons
çp(/i) =hf{x)-\ /''(a')-h...-h/i''ao.
Puisque le module d'une somme de deux termes est compris outre la somme et la différence des modules de ces termes, iJ vient, d'après (5),
ou bien
-|?(/Ol<l/(^-^/^)|-l/(^)l<l?(^)|.
Mais la condition p < e entraîne |'^(/i)|<Iw. On peut donc (lire que :
VI. Le module de la différence
rst inférieur à un nombre arbitrairement choisi to sitôt que le module de h est inférieur à un nombre e suffisamment petit.
Posons x^=y' -\- iz\ supposons A réel ou purement imaginaire; il résulte de ce qui précède que \f(y-^^l)\ est une fonction continue in y ou de 5, selon qu'on suppose z ou y constant.
\ 11. Si les coefficients ^q, «,, . . ., <?„ et la variable x sont réels, on peut choisir le module de x suffisamment grand pour (jife f{x) soit de même signe que son premier terme a^x"^ c'est-à-dire positif si a^ est positif et n pair^ négatif si a^ est
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positif, n impair et x négatif, positif si a^ est positif, n impair et X positif.
En effet, écrivons /(j:) sous la forme
On peut choisir le module de x assez grand pour que le module de la somme
ai a^ an
soit inférieur à celui de «oî 'e crochet aura alors le signe de «o et le conservera pour tout module de x plus grand que le module considéré.
§ 35. — Changements de signe de f(x). — Racines des équations de degré impair et des équations binômes.
Les propositions du paragraphe précédent nous permettent de démontrer une proposition très importante :
VIII. Si les coefficients de f{x) sont réels, et si f(a) et f{b) sont de signes contraires, il y a au moins une racine Ç de V équation f (^x) = o comprise entre a et b, \
Supposons a<C b^ /{^) négatif, f{b) positif. Partageons les nombres compris entre a et 6 en deux groupes X et ail); un nombre a appartient à X^ si entre a et a il nWa aucun nombre x pour lequel f{x) soit positif; un nombre ^ appartient à iJb, si entre ^ et a il y a au moins une valeur de x pour laquelle f{x) est positif; il ne peut évidemment se présenter d'autre cas; par suite, tout nombre compris entre a et b appartient soit à X, soit à ilî». Nous ferons même entrer dans X les nombres inférieurs à a, et dans \S\> les nombres supérieurs à 6. Si a appartient à X, il en sera de même de toute valeur de x inférieure à a; si ^ appartient à ilK, il en sera de même de toute valeur de x supérieure à p.
Tout nombre ^ est donc supérieur à tout nombre a; les deux domaines de nombres Xetifb définissent donc une coupure (Introduction), produite par un nombre Ç tel que tout nombre a, inférieur à Ç, appartienne à X, et tout nombre ^ supérieur à Ç, à iiî>.
VV
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Si, pour une valeur déterminée, /{^o) est négatif ou positif, on peut déterminer (V, paragraphe précédent) un nombre positif e, tel que pour toute valeur de x comprise entre Xq — e et Xq -\- e les valeurs def(x) soient toutes négatives ou toutes positives. Il en résulte que f{^) ne peut être ni négatif, ni positif; il est donc nul. En effet, si /(S) était négatif, f{x) serait négatif pour toutes les valeurs de x comprises entre Ç et Ç -f- e; ces valeurs, plus grandes que Ç, appartiendraient néanmoins à <Jl>. De même si /(i) était positif, il en serait de même pour /{x) quand x serait compris entre $ — s et $; et ces valeurs, plus petites que Ç, appartiendraient à ill. D'après la définition même de ^, ces deux conclusions sont inexactes.
On raisonnerait de même sif(a) était positif et/(6) négatif. Notre théorème est donc démontré.
Nous déduirons de ce qui précède deux conséquences importantes.
Puisque /(Ç) est nul, on pourra déterminer un nombre e tel que, dans Tintervalle 5 — e à S -h e, f(^) ^^ s'annule que pour x = ^. Il peut alors se présenter quatre cas différents, relativement aux signes que peut acquérir f{x) dans les intervalles (S — Sj 5) et (Ç, Ç + e). Ils sont résumés dans le tableau suivant :
Soit/^^^(r) la première des dérivées de/{x), qui ne s'annule pas pour X = ^', la formule (2) du § 13 nous montre alors que
les quatre cas précédents se distinguent alors par les caractères
suivants :
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Nous dirons que, dans le premier cas,y(^) passe par zéro en décroissant; dans le second cas, par zéro en croissant; dans le troisième cas, la valeury(Ç) = o est un minimum, dans le quatrième un maximum.
En particulier, si f{\) est différent de o, si donc Ç est une racine simple, le signe + ou — de la dérivée fait connaître si la fonction croît ou décroît lorsque x atteint et dépasse Ç.
Â Taide des mêmes propositions, nous démontrerons encore deux autres théorèmes importants.
IX. U équation x" — a = o, dans laquelle a est un nombre positif y admet une racine positive et une seule.
Posons, en effet,
(I) /(ar) rrar" — a;
X croissant indéfiniment par valeurs positives, f{x) est positif (§ 34, VII); pour x = o^f^x) est négatif; donc il y a une valeur
positive pour laquelle /{x) est nul; c'est elle qui représente /a.
Que, d'ailleurs, il n'y ait qu'une seule valeur répondant à cette condition,- cela résulte de ce fait que x'^ croît constamment avec X, tant que x reste positif.
n étant impair et a négatif, l'équation admet une racine négative, et une seule. On le démontre comme précédemment.
X. Une équation de degré impair, à coefficients réels ^ admet au moins une racine réelle.
En effet, f{x) prend des valeurs de signes contraires, selon que X croît indéfiniment par valeurs positives ou par valeurs négatives ;/(;r) = o a donc certainement une racine.
XI. Une équation binôme admet au moins une racine. On appelle équation binôme toute équation de la forme
a étant une quantité complexe quelconque.
On a vu qu'elle admet certainement une racine quand a esl positif; pour a = o, elle admet la racine x =^ o.
La démonstration du théorème général peut être divisée en
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deux parties; il suffit de supposer d'abord n = a, puis n impair •
si nous démontrons, en effet, Texistence de y/a et de ^a ou \'a, quel que soit a, il en résulte l'existence de
par suite, Texistence de y/a, quel que soit n. Il suffirait même de
démontrer l'existence de \/a pour le cas de n premier; mais cette
restriction n'offre aucun avantage pour l'instant.
Désignons la quantité complexe a par 6 -h c/; x pouvant être
complexe, posons
X ^ y -^ zL
Il faut donc montrer que l'équation
(3) {y-^zlY=--b-^ci
peut être vérifiée par des valeurs réelles de y et s, quelles que soient les valeurs réelles de b et de c. L'équation (3) sera satisfaite si l'on a
Il en résulte
et, par suite,
D'après la proposition IX, \Jb^ -j- c^ a une valeur positive et une seule.
De (4) et (5) on tire ensuite
les deux seconds membres sont évidemment positifs. On conclut enfin de là
jh ^ yjb^ -f- c^ _^ /
les signes devant les radicaux devant être choisis de façon que
lyz = c ;
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un seul signe est donc arbitraire*, ces formules donnent, par suite, deux solutions de signes contraires.
Supposons maintenant n impair; Péquation à résoudre est de la forme
(G; (jr ~- iz)» = b ~- ci.
Si c est nul, a est réel, on peut donc poser :; = o, et l'équation admet une racine réelle (IX). Si, au contraire, c est différent de zéro, on conclut de (6)
(7) (y—i^y* =-- b — cl,
(voir l'Introduction).
Multiplions membre à membre les équations (6) et (7), il vient
cette équation admet une racine positive et une seule : donc
celle formule détermine le module de x. Les équations (6) et (7) donnent en outre
?0'> '3)est une fonction homogène et entière des variables j' et z; ses coeflficients sont réels, puisqu'elle ne change pas quand on y change 1 en — /; si nous l'ordonnons par rnpport aux puissances décroissantes de j^, son premier terme est cy"; il est donc différent 'de zéro.
Posons alors
j ^-Iz.
L'équation (9) donne (10) <p(X, 0 = 0.
Celle équation en X, dont le degré est un nombre impair /z, a certainement une racine. A élant déterminé , l'équation (8) donne
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Ces valeurs satisfont aux équations (8) et (9); d^aulre part, on conclut de (g)
b — ic 6 -T- ic *
enfin la formule (8) montre que la valeur commune de ces rapports est ±: I .
Donc les valeurs de^ et de :; satisfont aux équations
{y -^ izY =±(b-^ci)y {y— iz)*^ = ±{b — ci).
On pourra donc choisir le signe du radical dans les formules (11), de telle sorte que les valeurs de ^ et de 2 satisfassent aux équations (6) et (7).
§ 36. — Résolution trigonométrique de l'équation binôme.
La résolution de Téquation binôme se fait d'une façon beaucoup plus complète et plus simple, lorsqu'on suppose connues les fonctions trigonométriques et leurs propriétés élémentaires. Il est certain que ces fonctions sont étrangères à rAlgèbre; aussi est-il bon de traiter les questions de principe sans avoir recours à elles, comme nous l'avons fait précédemment, et comme nous le ferons encore plus tard.
D'autre part, il ne faut pourtant pas se priver de leur emploi, au point de vue des applications et d'une vue d'ensemble plus commode.
6 et c étant des nombres réels, posons
(1) A = /*cosçp, c = rsin©;
en supposant r positif, ces équations déterminent Tangle ^ à un multiple de 217 près. II sera complètement déterminé, si nous fixons un intervalle de grandeur 27: dans lequel il doit être compris, si, par exemple, on pose la condition
Au point de vue géométrique, r et o sont les coordonnées polaires d'un point dont les coordonnées rectangulaires sont b et c.
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/• est le module de la quantité complexe 6-t-c/; cp s'appelle
Yargument de cette quantité. Le produit de deux quantités
complexes
i a = r(cos<p -f- isincp),
( a'= r(cos<p'-+- ïsinç') s'écrit
(3) aa' = rr'[cos(o -t- ©') H- 1 8in(9 -h <p')].
En supposant que n désigne un nombre entier, positif ou négatif, on déduit de là le théorème de Moivre :
(4) (cos^ H- fc'sin^)'» = cos/i(p h- isin/icp.
Cette formule a donné Tidée de considérer la quantité cosç-hisinç comme une exponentielle à exposant imaginaire
et de poser
cos ç -H t sin ç = e'9.
Les formules (3) et (4) prennent alors la forme
Si donc on pose
(6) a = r(cosç -f- isinç),
et si l'on désigne par \/ r le nombre positif dont la n'^*"® P"'^" sance vaut r, nombre qui existe (§35, IX), on trouve que l'expression
(?) a? = v^r ( cos - -f- tsin i )
a pour 71**"* puissance le nombre a ; c'est, par suite, une racine de l'équation
n étant un nombre entier positif.
La même équation est d'ailleurs vérifiée par chacune des quantités
Xk = V /' ( cos ^ -f- 1 sm ' ) ,
k étant un entier arbitraire. La formule (9) ne donne d'ailleurs
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pas plus de n valeurs dififérentes, que Ton obtient en donnant à A* les valeurs
Si, en effet, on augmente k d'un multiple de /i, la formule (9) ne change pas, et Ton retrouve les mêmes valeurs^ au contraire, les valeurs correspondant à (10) sont différentes, puisqu'elles ont des arguments différents.
L équation (8) a donc n racines distinctes.
Les représentations géométriques (ou afGxes) des valeurs Xk
sont situées sur un cercle ayant l'origine pour centre, et \/r
pour rayon ; elles divisent ce cercle en arcs égaux à — ; on obtient
le premier de ces points en divisant l'angle <p en n parties égales.
Le rayon y/r est inférieur ou supérieur à r, selon que /* est inférieur ou supérieur à i.
On peut obtenir les différentes valeurs de Xk en multipliant la première d'entre elles
Xa = i/7* ( cos -3. + t sin J- ) \ n n]
par les différentes valeurs de
, . ik-iz . . 'i.kT,
(11) ^k — COS h t sin .
Les quantités e;^ sont racines de l'équation
ivi) a:« = 1
et s'appellent les racines n'^"«* de l'unité. Ce sont n quantités différentes; n étant impair, une seule d^enlre elles est réelle pour
/r = o ; n étant pair, deux sont réelles pour A" = o et A' = -•
Les affixes des racines n'^"®* de l'unité sont les sommets d'un polygone régulier de n côtés, inscrit dans un cercle de rayon 1 . Leur détermination algébrique revient donc à la division du cercle en parties égales.
Désignons par e la valeur de e^ pour A' = i,
air . . air
e = cos h t sin — :
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le théorème de Moivre inonlre que
donc toutes les racines /?.**"^* de l'unité sont des puissances de Tune d'entre elles.
§ 37. — Disparition du second terme d'une équation.
L^existence des racines des équations binômes va nous permettre de démontrer Texistence des racines des équations des deuxième, troisième, quatrième degré, en ramenant la détermination de ces racines à celles de certaines équations binômes. Nous reviendrons plus tard sur cette question à un point'de vue plus général. Disons quelques mots des anciennes méthodes de résolution; elles sont très simples, mais ne permettent guère de se rendre compte de la connexion de ces questions au point de vue général. Il semble que la méthode puisse s'appliquer par généralisation aux équations de degré supérieur; ce n'est pas le cas.
D'abord une remarque générale. Dans toute fonction /(j) de degré n, il suffit de diviser tous les coefficients par celui de x", pour mettre cette fonction sous la forme
La substitution
transforme la fonction f(x) en une autre fonction cp(y) qui n'a plus de terme de degré n — i. En effet, la formule du binôme donne
/î — I ^n-i =zyn-t Oiyf^-^ -f-. . . ,
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et, par suite,
f{x) = yn ^ (a^^a* îLzi^^«-t ^. . . .
Effectuons la transformation dans les cas de /?= 2, 3, i] il vient alors
1/1 = a, o(y)=y^-ha,
Dans ces différents cas, on a posé :
Pour Al = 2, « a = - — ^ -4- aj ;
Pour n = 3,
a? , 2a? ai «•
Pour n = 4,
La résolution de l'équation /(oc) = o est alors ramenée à celle decp(j^) = o.
Prenons le cas de n = 2. L'équation ^*- 4- a = o donne
et, par suite,
2 V 4 îA
Elle admet donc deux racines
— ai H-V^aJ —4 a» (5)
/ ft - —^i — V^^t— 4^8 ^
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§ 38. — Équation du troisième degré. — Formule de Cardan.
Prenons l'équation du troisième degré sous la forme réduite (i) y^-¥-ay-\-b = o.
Introduisons deux nouvelles inconnues en posant
(2) j=WH-p.
L'équation (1) devient alors
Assujettissons u el s? k vérifier la relation
(4) . 3ac = — a;
l'équation (3) devient alors
A l'aide de (4) et (5), on peut déterminer lû et p' par une simple extraction de racines carrées. En effet, on a
(6) (^3— i;»)ï =(a«_i-(,8)j_4j^8ç,3^ ^«^_ if!.
Posons, pour abréger,
on Irouve
W' — «;3 — Si y/R,
Donnons au radical un signe déterminé; l'équation précédente, jointe à (5), donne
jL r
et, par suite,
donc
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En multipliant membre à membre les deux équations (8), il
vient
cette formule montre que, si nous prenons pour u une des racines cubiques, la valeur correspondante de r
(lO) l' =
est certainement l'une des trois valeurs de i/ y/'R. De plus,
l'équation (4) montre qii'ilfaut prendre pour ^' cette valeur, si l'on veut q\iey = ii 4- v satisfasse à l'équation (jl). Aux trois valeurs de u correspondent donc trois racines de l'équation (i). Gomme on a montré précédemment qu'une équation du second degré a deux racines, l'existence d'une seule racine de l'équation du troisième degré entraine l'existence des trois racines. Pour déduire de la racine (9) les deux autres, posons
et divisons j^'+ ay -{- 6par^ — a. Le quotient
jr^ -h a >' -4- a* -f- <7
admettra les deux autres racines ^ et y de Téquatiou du troisième degré. La formule (4) du paragraphe précédent donne
Si l'on y fait a =: w -H c, et « = — 3 £/r, il vient
y = Posons
il en résulte
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Les trois racines de l'équation du troisième degré ont alors
pour expressions
Ia = w -H f, 6 = 6 M -4- e* (^,
Dans ces formules, e est une racine cubique de l'unité, différente de I ; elle est exprimée algébriquement, sans l'aide des fonctions trigonométriques. Si au lieu de u on prend sa ou t^u, et si, par suite, l'on remplace v pare^(^ ou e(^, les trois quantités a, p, V se permutent entre elles.
La formule (9), qui donné la valeur d'une racine de l'équation du troisième degré, s'appelle \di formule de Cardan.
§ 39. — Forme doimée par Cayley à la formule de Cardan.
Ainsi que nous l'avons vu, chaque racine cubique a trois valeurs différentes, que l'on déduit de l'une d'entre elles en la multipliant par I, s, e^. Chacune des quantités u et p, définies par l'équation (8) du § 38, a donc trois valeurs distinctes; donc la somme u-k- v peut prendre neuf valeurs différentes. Trois de ces valeurs seulement sont racines de l'équation du troisième degré; il faut se servir de la relation
(\) 'iuv — — a,
pour distinguer les valeurs convenables.
C'est là un défaut de la formule de Cardan; elle est insuffisante par elle-même, pour donner sans ambiguïté les racines de l'équation du troisième degré. Cayley y a remédié de la manière suivante.
Définissons deux nouvelles quantités \ et r^ par les équations on en conclut, en se servant de (1),
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Portons cette valeur dans (2); remplaçons u et v par leurs valeurs [§ 38, (8)], on trouve :
la racine^ de l'équation du troisième degré se met alors sous la forme
c'est là une expression qui ne prend que trois valeurs distinctes, lorsqu'on y remplace Ç et tj d'une façon tout à fait arbitraire, par eÇ, e^Ç, ou erj et s* ri; ces trois valeurs sont
(6) e {«Tj-ÊÎ^V,
(Gaylet, Phil, Mag,, vol. XXI, 1861. — Collected mathematical Papers, vol. V, n" 310).
Si en outre on change le signe de la racine carrée qui figure dans (4), $ et 7) s'échangent; les trois racines (6) se permutent entre elles.
§ 40. — L'équation du quatrième degré.
L'équation du quatrième degré (i) y'^-^ ay^-\- by ->r c = 0
peut se résoudre par une méthode analogue à celle employée
pour l'équation du troisième degré.
Posons
iy ^ u-\- V -\- M»,
et, pour abréger,
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Portant ces valeurs dans l'équation (i), on en conclut
s'-f- 4'-f- ^as -+■ i&c -hS{uvw 4- ^)(m -h P -f- tv)
-♦- 4(* -+■ 2a){çw -H wu -4- iiv) = o.
Cette équation sera vérifiée si l'on détermine ii, p, w de telle manière que
En tenant compte des trois premières équations, la quatrième
s'écrit
Remplaçant ensuite s et t par les valeurs (a), il vient finalement
pî «.î _|_ t^ï i^î _{_ i^t (.2 — a^ — ^c^
uvw = — b.
Il en résulte (§7) que w-, p^, ^p^ sont les racines de l'équation du troisième degré
les signes de «/, v^ w devront être déterminés de telle sorte que la dernière des équations (3) soit satisfaite. Cette dernière condition permet quatre combinaisons de signe différentes; on trouve alors, pour les quatre racines de l'équation du quatrième degré, les expressions
hC -4-
La résolution de l'équation du quatrième degré est donc ramenée à celle d'une équation du troisième degré, qui est dite la résolvante de la première.
§ li. —Démonstration du théorème fondamental.
Arrivons maintenant à la démonstration du théorème fondamental de l'Algèbre : toute équation f{x) = o a au moins une racine. Voici d'abord quelques propositions générales.
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I. Soit S un système de nombres réels quelconques, tous
plus grands qu'un nombre déterminé C, positif ou négatif
(c^cst'à'dire un système qui ne contient pas de nombres infinis
négatifs) ; les nombres appartenant au système S admettent
une limite inférieure.
Nous enlendons par limite inférieure un nombre g ijii qu'aucun nombre du système ne lui soit inférieur, et qu'entre o^ et ^+S (en y comprenant les limites) il y a au moins un nombre du système S, quelque petit que soit le nombre positif o.
ConsI misons, en effet, une coupure (JU, ilS)) de la manière suivante : Un nombre a appartient à «l> si aucun nombre du système S ne lui est inférieur; un nombre ^ appartient à \lb, s'il existe au moins un nombre du système S inférieur à lui. Le nombre g défini par cette coupure est inférieur à un nombre quelconque du système S. Si, en effet, il n'en était pas ainsi, il existerait des nombres inférieurs à g, par suite appartenant à cl», et tels néanmoins que certains nombres de S leur seraient inférieurs, ce qui est impossible. D'autre part, tout nombre ^ supérieur à g appartient à ilb, et, par conséquent, est tel, qu'il existe des nombres S qui lui soient inférieurs. Le nombre g possède donc bien les propriétés de la limite inférieure.
IL S' étant une partie de S, les nombres du système S' ont aussi une limite inférieure g' égale ou supérieure à g.
g' ne peut être inférieure à g, sans quoi S', et par suite S, renfermerait des nombres plus petits que g.
Soit maintenant /(x) une fonction réelle de or, finie et continue dans l'intervalle (a, b). Cela signifie que, pour toute valeur x de l'intervalle (i) (a, 6), la valeur absolue de la différence
C^) f(x:^h)—fix)
est inférieure à un nombre positif arbitraire ti, lorsque h est inférieur à un certain nombre £. Pour j? == a, h sera affecté du signe -r ; pour x = b^ àxx signe — , afin que les valeurs de la variable soient toujours comprises dans l'intervalle (a, b).
Les valeurs de/(:r) ont, dans Tintervalle considéré, une limite inférieure ^(théorème I); de plus :
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III. La fonction f[x) prend la valeur g pour une certaine valeur $ de l'intervalle; f Ci) est donc le minimum de la fonction dans cet intervalle.
D'après II, la limite inférieure des valeurs de la fonclioD, dans tout intervalle compris dans l'intervalle (i), est supérieure ou égale à g,
S\f{a) = gy le théorème est démontré. Si /(a) >► g^ on peut trouver, en vertu de la continuité de la fonction /(jr), un intervalle (a, a -h A), dans lequel f{x) reste toujours supérieur à g^ et dans lequel, par conséquent, la limite inférieure de f{x) est plus grande que g.
Construisons alors une coupure («A,, ill») de l'intervalle (i) de la manière suivante : Un nombre a de l'intervalle (i) appartient à c^, si dans l'intervalle («, a) la limite inférieure def(x) est supérieure à g. Un nombre ^ appartient à i)b, si dans l'intervalle (a, P) la limite inférieure def(x) est égale à g.
Il pourrait arriver que ilb se réduise au seul nombre b. Je dis que, dans ce cas, f{b) = g^de sorte que notre théorème sera démontré pour x^= b. En effet, si f{b) > g^ soit g' un nombre compris entre /( 6) et g. Puisque /(j;) est une fonction continue, on peut trouver un intervalle (b — A, 6) tel que, dans cet intervalle, les valeurs de la fonction soient plus grandes que ^; sa limite inférieure sera donc supérieure ou égale à g^', et certainement plus grande que g. D'autre part, b — h appartient par hypothèse à JU. Donc, dans l'intervalle (a, b — h), la limite inféférieure de f{x) est aussi plus grande que g. Il en serait donc de même dans tout l'intervalle (a, 6), ce qui est contraire à l'hypothèse.
Si donc f(b)'!>g, l'ensemble ilb ne se réduit pas au seul nombre 6, et la coupure (Jl>,i)l>) définit un certain nombre ^, compris entre a et b; nous allons montrer que
(3) fa) = g-
En effet, si/(Ç) > gj sôit g' un nombre tel que
f{x) étant une fonction continue, on peut trouver un in-
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tervalle (ç — A, $ + A), dans lequel toutes les valeurs de f{x) sont plus grandes que g' \ dans lequel, par conséquent, la limite inférieure de/(x) est certainement plus grande que^. Comme Ç — A appartient kX, il en est de même de l'intervalle (a, Ç — A) ; donc, dans tout l'intervalle (a, Ç -j- A) la limite inférieure de /(a?) serait plus grande que g, ce qui est impossible, puisque Ç 4- A appartient à X. Donc
Soit maintenant y(a:) une fonction rationnelle et entière, à coefficients quelconques, réels ou imaginaires, la variable x pouvant elle-même prendre des valeurs complexes.
G étant un nombre positif arbitraire, on peul trouver (§ 34, IV) une grandeur positive R, telle que la condition
soit remplie, sitôt que l'on a
Cette inégalité | a: | > R signifie qiie Taffîxe du point x =y -+- iz se trouve à l'extérieur d'un cercle de rayon R, décrit de l'origine comme centre; nous désignerons ce domaine par (R).
Supposons C plus grand qu'une valeur quelconque dey*(^) à l'intérieur de (R), par exemple plus grand que/(o); puisque pour X = R'" on a \f{x) | > C, il en résulte que, pour certaines valeurs inférieures à (R), la valeur absolue de/(x) est inférieure ■à la valeur absolue qu'elle acquiert, quand x est sur la courbe limite. Comme, d'autre part, la valeur absolue de /(a:), que nous désignerons par X, ne devi.ent jamais négative, cette quantité X admet dans le domaine (R) une limite inférieure g. Nous allons montrer que :
IV. // existe à r intérieur du domaine (R) un nombre (Ç), tel que
•(6) Ai) = g,
de telle sorte que la limite inférieure est le minimum de Xa fonction.
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La limite inférieure de X dans une partie quelconque du domaine ne peut être que supérieure ou égale à g. Un domaine défini par les inégalités
est représenté dans noire Jig. 2 par le segment PQaQ', que nous appellerons le segment (P,a); déterminons d'abord une valeur tj
de ^ à l'aide d'une coupure (A, B), construite par le procédé suivant.
Un nombre a, compris entre — R et 4- R, appartient à A, si la limite inférieure de X dans le domaine (1?, a) est supérieure kg] un nombre ^ appartient au contraire à B si, dans le domaine (P, p), cette limite est égale à g^. Cette coupure (A, B) définit un nombre r^, possédant cette propriété, que la limite inférieure deX, dans le domaine (P, y), est supérieure à ^ ou égale à g^ selon que^ est inférieur ou supérieur 'à r^,
D'autre part, on a vu (§ 34, VJ) que [/(tj + iz) [ est une fonction conUnue de z dans l'intervalle
/R* — V^;5<v/R* — iî«;
l'affixe r^ -i- iz se trouve alors sur la droite MM' de \sijîg. 2.
Il existe donc une valeur ^de z comprise dans cet intervalle, qui fait acquérir à cette fonction une valeur minimum y, telle que, pour Ç = Ti 4- ïÇ, on ait
l/(OI = T-
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On voit aisément que y = g. En effet, y ne peut être inférieur à g^ puisque g est la limite inférieure des valeurs de X dans le domaine (R).
Y ne peut non plus être supérieur à g. En effet, toutes les valeurs prises par X, quand la variable décrit la corde MM', sont supérieures ou égales à y. Si y était plus grand que^, on pourrait prendre un nombre ^ compris entre y et g. Puisque X est une fonction continue, on pourrait déterminer un intervalle (a, P) comprenant le nombre 7^, et tel que dans le domaine (P, P) — (P, a) = (a, P), X reste supérieur ou égal à ^ , Donc, la limite inférieure dans le domaine (a, ^) serait supérieure kg. Or, elle l'est par hypothèse dans le domaine (P, a); elle le serait donc aussi dans le domaine (P, p), composé de (P, a) et de (a, p); ce qui est impossible, puisque ^ appartient à B.
Donc y = ^; il existe dans le domaine (R) un point Ç, tel que |y(Ç)| = ^; à ce point correspond donc la valeur minimum de \f{x) \.
V. a étant une valeur de f{x) telle que /(a) soit différent de zéro, on peut déterminer h de telle manière que
(lo) l/(»-^/Ol<l/(«)l.
Cette proposition étant démontrée, il en résulte immédiatement que, si /(Ç) n'est pas nul, g ne peut être le minimum de la fonction \f{^x) I ; comme nous venons d'autre part de démontrer ce fait, il en résulte
ce qui prouve que \ est racine de l'équation /(j:) = o et démontre, par suite, le théorème fondamental.
Pour démontrer le théorème V, nous ferons usage de celte proposition (§ 35), qu'une équation binôme a toujours une racine.
Suppbsons que /'(a), /*"(«), ••• soient nulles; la dérivée
d'ordre n, qui vaut
/'«(a)=n(/i)ao,
est toujours différente de zéro. Soit donc/^(:r) la première dérivée qui ne s'annule pas pour a: = a. On aura (§ 13)
(..,) /(a^-/.)=/(a)-Hj^^/«(a)^-jj^i;^/.-..(a)^....
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D'après la proposition V du § 34, on peut toujours choisir s de telle sorte que
h /i«-Hi)(a)
m-hi /^'«^a) (m-M)(/n^-2) /('«^(a)
sous la condition
Soit, d'autre part, o une fraction positive, telle que
on pourra toujours trouver 8, si /(a) n'est pas nul. Si donc on détermine h par l'équation
h*nf{m)(o,)
on aura, d'après (i5),
Remplaçant h dans l'équation (12) par sa valeur tirée de (16), il vient
/(at-+-A) = (,-a)/(a)
'"(a) ' (m-i-i)(/7H-2) /'"(«) et, par suite,
(«7) l/U-t-A)|^l/(a)|(i-a)4-3|/(a)| En vertu de (i3), on conclut de là
Le théorème fondamental est donc démontré.
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§ 42. — Algorithme pour le calcul des racines.
La démonstralion, donnée au paragraphe précédent, ne laisse rien à désirer au point de vue de la rigueur; pourtant elle ne permet pas de reconnaître par quel procédé on peut arriver à calculer efTectivement la racine, dont on a démontré Texistence. Nous ajouterons donc les considérations suivantes, destinées à remédier à ce défaut, quoique simplement au point de vue théorique. Elles fourniront, en réalité, une seconde démonstration du théorème fondamental et sont dues principalement à Lipschitz {Lehrbuch der Analysis, vol. I, p. 66^ quelques simplifications m'ont été indiquées par MM. Dedekind et Frobenius).
Lorsque les deux fonctions rationnelles et entières f{x) et f'{x) ont un diviseur commun, on sait le trouver par des opérations rationnelles (§ 6) et, par suite, on peut en débarrasser la fonction. Nous pouvons donc supposer que /(:r) et /'(x) n'ont pas de diviseur commun et, par suite, ne s'annulent simultanément pour aucune valeur de x.
Supposons qu'on sache effectuer le calcul de la racine pour une fonction du degré n — i, et que, par suite, on sache décomposer f{x) en facteurs linéaires. Soit donc
(i) /(a:).= -r^-hata?'*-* -+-aia7"-«-4- . . .,
(2) /'(^) ~ nx^-^-\'{n — i)aia7»-*-i- (n — 'jL)aiX^-^ -4-
= /i(x— p,) (ar— Pj)...(a:— ?/,-i);
les nombres ^\, ^^ • • m ^/i-i ^^^^ supposés connus, et ne sont pas nécessairement distincts. Par hypothèse, les modules des quantités
(3) * /(Pi), /(PO, ..., /(P/.-t), que nous désignerons par
(4) ^i, ai, ..., bn-if
sont tous différents de zéro; nous supposerons que 6| est inférieur ou au plus égal aux autres.
D'après la proposition V du § 41 , on peut déterminer une
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valeur a telle que le module a de /(a) soit plus petit que b\ ; on aura donc
(5) a < 6iS6jl63 .. . 16„_i.
Limitons maintenant un domaine G de la variable x^ de telle sorte qu'en tout point extérieur à ce domaine le module de f(x) soit plus çrand que a; G contient donc tous les points or, pour lesquels le module est plus petit que a, et contient en outre d'autres points. On y parvient (§ 34, IV) en décrivant de l'origine comme centre un cercle (R), de rayon R suffisamment grand, renfermant à son intérieur les points a, ^i, ^2, . . ., ^//.i, et en entourant d'un petit cercle de rayon aussi petit que l'on veut, mais différent de zéro, les points ^1, ^2, . . ., ^n-ty pour lesquels le module de /{x) est supérieur à a; les rayons pi, p2, . . ., pn-t de ces cercles sont choisis de telle manière qu'à l'intérieur de ces cercles le module de /{x) reste supérieur à a. Il en résulte qu'aucun de ces cercles ne renferme le point a pour lequel le module de /{x) est égal à a, La partie du plan limitée par le cercle (R) et les cercles (?0> (pa)ï • • • î (?«-*) ^^^ '^ domaine G.
Fig. 3.
Construisons maintenant une suite de nombres
tels que les modules correspondants de/(x)
aillent toujours en décroissant. Les affixes de ces nombres sont
// l intérieur du domaine G, puisque tous les modules correspondants sont plus petits que a.
Nous emploierons à cet effet un procédé analogue à celui du §41 (V), avec cette simplification que la première dérivée/'(a) est différente de zéro. Écrivons le développement
appelons S une fraction positive proprement dite; posons
•il vient alors
\f{o^\ri^) op(oL)r(oi)
Mais^ d'après (2), on a
désignons par /'i, /'2, ...,/'/i_i les modules des différences (a — ^1), (a— P2), ..., (cL — ^n-i); il vient
|/'(3t)| = «/'ir, ...r,i-i.
Le point a étant extérieur au cercle p^ de rayon ^4, on aura
par suite,
''i>Pi, ''î>Pi) ...»
|/'(a)l >np,pî...p„_i;
le module de /'(a) est donc supérieur à un certain nombre Xr, indépendant de la position de a dans le domaine G.
Il en résulte qu'on peut trouver un nombre positif Q, indépendant à la fois de la position du point a et de la fraction 8, lel que Ton ait
et
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Pour obtenir Q, on remplace dans le premier membre de (9) /'(*)? au numéraleur par k, 8 par i, tous les autres termes^ par leur module, a par son maximum R; si besoin est, on remplacera le nombre ainsi obtenu par un autre qui lui est supérieur et qui soit plus grand que 1. Il résulte alors de (8) que si
(10) a-+-A = a,, |/(a)|=a, |/(ai)| = a,,
on a
«i < a M — OH Q y
Remplaçons dans cette inégalité et dans Téquation ( 7) le nombre 0 par^, ce qui est permis; il vient
(la)
Par le même procédé, nous déduirons de a^ , ai un second système de grandeurs a.2, 02; de a^, ^2 un troisième a^, «3, etc. Nous trouverons pour la suite des nombres positifs décroissants a, a^ a2, a^^ . . . les inéquations
(i3) ai<a0, aj<ai6, ..., av<av-i®>
formules dans lesquelles la quantité
est une fraction proprement dite. De ces inéquations (i3), on conclut, en les multipliant membre à membre,
av<aev, donc
(i4) limav = o.
Il résulte, d'autre part, des équations (i i) et (12)
'*"-"»'<QÎt< k '
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d'où, pour un indice quelconque v,
2(av --^v-4-i)
I ttv — av+1 I <
Le module d'une somme est inférieur à la somme des modules des termes; soit [x un indice inférieur à v, on aura, d'après (i5),
«|j. — *v I < I «ij. — «in-i i
On en conclut
donc, d'après (i4)>
liin(a|i— av) = o,
lorsque [x et v augmentent indéfiniment.
Si l'on se reporte à ce qui a été dit dans l'Introduction sur les suites de nombres (p. i8), cette condition exprime que les nombres a, 0^19 012, ... s'approchent d'une certaine limite que nous désignerons par ^.
Comme la fonction /(a?) est continue, il en résulte
En effet, si /(Ç) pouvait être positif, on pourrait prendre le nombre ay assez voisin de Ç, pour que le nombre |/(av)| = a^, fût supérieur à un nombre positif donné, ce qui est impossible, puisque
§ 43. — Valeurs numériques des fonctions entières.
Du théorème fondamental sur l'existence des racines découlent quelques théorèmes sur les valeurs numériques des fonctions entières; malgré leur simplicité, il est nécessaire d'j porter une attention particulière.
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des fonctions entières des variables x,y^ Zj , .. , à coefficients numériques, qui ne peuvent être simultanément nuls dans aucune des fonctions; il existe une infinité de systèmes de valeurs des variables telles qu'aucune des fonctions <ï>«, <ï>2, ^3, ... ne soit nulle.
Ce théorème est évident, lorsque les fonctions <Ï>|, <ï>2, ^zy • • • ne dépendent que d'une seule variable, car il n'existe qu'un nombre fini de valeurs de la variable qui annulent une de ces fonctions.
En supposant le théorème démontré pour le cas de n variables, il est aisé de montrer qu'il est encore vrai pour le cas de /i H- i variables; ordonnons, en effet, la fonction par rapport à la (n -\- i)»*"« variable t; par hypothèse, il existe des systèmes de valeurs des n autres variables, telles que, dans aucune des fonctions, les coefficients des puissances de t soient nuls simultanément; nous n'avons alors plus que des fonctions d'une seule variable, et Ton peut y remplacer t par un nombre tel qu'aucune des fonctions ne soit nulle. Le théorème est donc démontré; on voit qu'il est encore exact, lorsqu'on fixe des limites supérieures arbitraires pour les valeurs attribuées aux variables, ou lorsqu'on demande que les nombres à substituer aux variables soient rationnels.
II. Si les fonctions ^i , <ï>2, ^3^ . . . sont premières entre elles deux à deux (§ 20), on peut substituer aux variables des nombres tels qu'une de ces fonctions {supposée non constante) soit nulle, tandis que les autres sont différentes de zéro.
Soit t une variable figurant effectivement dans la fonction <l>i. Pour chacune des fonctions ^, on sait déterminer, par l'algorithme du plus grand commun diviseur, des fonctions entières 6/, 5^/, X/, telles que l'on ait (§ 20)
X<- dépendant des variables x^y^ . . . , mais non de la variable t. Substituons aux variables x^ y^ ... des valeurs telles que toutes les fonctions X/ soient différentes de zéro, que ^^ ne soit pas indépendant de ^, mais devienne une certaine fonction /(i). Rem-
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plaçons t par une racine de l'équation f(t) = o. La fonction ^, est nulle, mais, d'après l'équation (i), aucune des fonctions $| ne peut être nulle. C'est précisément ce qu'exige le théorème II.
§ 44. — Continuité des racines.
Terminons ce Chapitre par la démonstration du théorème suivant :
Théorème. — Les racines d'une équation algébrique sont des fonctions continues des coefficients.
Expliquons d'abord la signification de ce théorème. Soit
(i) /(or) = j-«-haia?»-» H-aia7«-« -h. . .,
une fonction rationnelle et entière du degré n. D'après les paragraphes précédents, cette fonction peut être mise sous forme d'un produit de n facteurs linéaires, dont plusieurs peuvent être égaux. Désignons par a, p, y, ... les diflTérentes racines, réunissons en un seul les facteurs égaux; on pourra écrire /"(a:) sous la forme
Hy 6, c sont des nombres entiers positifs dont la somme est égale à n.
Les valeurs des racines a, p, y» • • • changeront avec les coefficients ai, a*, ...« a„; le ur^ degré de multiplicité peut varier. Désignons par Si, £29 ••• les variations des coefficients. Posons
(3) o{x) = E,x»-»-heia?'*-« -•-...,
Entourons les points a, ^, y, ... de domaines aussi petits que Ton voudra, de telle sorte que ces domaines n'aient pas de partie commune, par exemple, de cercles dé rajons p, p', p"..., que nous désignerons par (p), (p), (p"), . . .
En supposant que les modules des quantités Sn £2? -•• restent
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inférieurs à des nombres suffisamment petits, nous allons démontrer :
1® Que la fonction f\{jc) n'a pas de racines en dehors des domaines (p),{p'),(p'), ...;
2** Que le nombre des racines de f\{x) à ^intérieur de (p) vaut exactement a, à l'intérieur de (p') exactement 6, etc,
Pour la dernière partie du théorème, on devra compter chaque racine multiple avec son degré de multiplicité.
Construisons (§34, IV), dans le plan de la variable a:, un cercle de rayon R ayant l'origine comme centre, renfermant les domaines (p), (p'), (p")> •'•> d^ ^^1'® sorte que la fonction f{x) n'ait pas de racines en dehors de ce cercle. Désignons par G la
Fig. 4.
partie de ce cercle comprise entre la circonférence R et les domaines (p), (p'), (p*'), . . •. Remarquons qu'on peut supposer R indépendant de £|, Co, . • •, lorsque ces quantités sont assujetties à rester inférieures à un nombre donné.
X étant un point du domaine G, le module de x est supérieur à p; donc, d'après (2),
soit a^ une racine de/i {x) ; l'équation (4) montre que
/(a,)=-o(ai);
donc ai ne sera pas à l'intérieur de G, si l'on s'arrange pour
l58 LIVRE I. — LES PRINCIPES.
quel que soil le point a; du domaine G ; il suffit pour cela d'abaisser suffisamment la limite supérieure des quantités e.
Nous avons ainsi démontré la première partie de notre proposition, savoir que, si la condition (7) est remplie, aucune racine de/i (x) n'est en dehors des domaines (p), (p'), (p")» etc.
Pour démontrer la seconde partie, posons
(9) ^(x)={x-^)f>ix^^y....
Soit maintenant Â un nombre positif, indépendant de p, tel que la condition
entraine la condition
Ce nombre A sera, par exemple, l^<^"'^ en désignant par / la moitié de la plus petite des distances (a, ^), (a, y), . . .; la condition (ïo) est alors remplie, tant que p est inférieur à /. S'il n'existe qu'un seul point a, on devra poser <j>(a:)= i, et l'on pourra prendre pour A telle fraction proprement dite que l'on voudra.
Soient donc a^ a2, ... les racines de/^ (x) situées à l'intérieur de (p ), «H «2? • • • leurs degrés de multiplicité ; soient po ^2» • • • , 6i, 62 j • • M Tn Y2î . . ., C|, C2, . . . les mêmes nombres relatifs aux domaines (p'), (p''), ... ; xîomme le nombre total des racines est/i, on aura
(11) /l = ûfj -haj -t-. . .-h 6i-i- 6jH-. . .-+- CiH- Cj-r-. . . .
La fonction /< (x) peut donc se mettre sous la forme
(12) /i(a?) = ^^iCarXCar — aO^.C^ — «,)«....,
en posant
(i3) ^'i(^) = (^-Pi)^(^-pi)*»...
Déterminons maintenant un nombre positif B, indépendant de p, p', p'', . . . , tel que la condition
\sr — a\%p
CHAPITRE III. — LES RACINES DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES. l6g
entraîne la suivante
Nous pourrons, par exemple, appeler L une longueur plus grande que le double de la distance du point a à l'un des points P, y, . . ., et, en outre, plus grande que i ; il suffira alors de prendre
L'équation (4) donne
et, en tenant compte de (8) et de (i^a),
(i6) I ^x) 1 1 ar - a la < I i^,(ar ) I . I 07 ~ a, |«i I a: - a, I «,. . . + I ç(a7) I .
Si nous prenons le points sur la périphérie du domaine p, si donc
nous supposons
1^ — a| = P, on aura
|ar— a,I<2p, |ar — a,|<2f,. ...
et, par suite, d'après (lo) et (i6),
(ly) p« A < (2p)««-^«a+... B -f- 1 (p(a:) |.
Choisissons maintenant les limites supérieures des coefficienls £i, £2, ... de cp(^), assez petites pour que
|(p(T)|<p«AS A' désignant un nombre plus petit que A; il résulte alors de (in)
{18) A — A'< 2«t-»-aj-«-—p-ûH-«i+aj-»-...B.
Si a était plus grand que la somme a^ + aj -+-. . . , cette condition ne pourrait plus subsister pour une valeur sufGsamment petite de p. On a donc
■(19) a^ai-+-ai-i-
De même on démontrerait que
<20) { cgC| -l-Ct-4- —
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comme, d'autre part, la somme des premiers membres vaut /i, aussi bien que la somme des seconds, les signes d'égalité subsistent seuls, ce qui donne
a = Oj -h CTj -+- . . , b = bi-h bi-h. . .,
C = Cl -î- Cj -+-. . ,
et par là se trouve démontrée la seconde partie de notre proposition.
Ajoutons à ce qui précède la remarque suivante, relative aux cas des racines multiples.
La condition nécessaire et suffisante pour que/(^) = o puisse admettre des racines multiples est que /(oc) et f'{x) admettent un diviseur commun. Si donc on exécute sur ces deux fonctions les opérations du plus grand commun diviseur, on obtient la condition cherchée, en égalant à zéro la constante qui forme le dernier reste ; elle a la forme d'une relation entre les coefficients
F est une fonction rationnelle des coefficients, qui s'appelle le discriminant de la fonctiony(^); nous traiterons dans le Chapitre suivant, et d'une façon plus détaillée, de la loi de formation et des propriétés de cette fonction ; ce que nous pouvons dire, dès maintenant, c'est que F ne peut être identiquement nul, puisqu'il existe des équations sans racines multiples. Considérons maintenant la fonction
F(ai -+-ei, «î-hsi, ...,a/i -H s»),
dans laquelle a^, a^, ,,.ja,i sont des nombres donnés, et Si, e.j, ..., 6/1 des nombres indéterminés; cette fonction ne sera pas non plus identiquement nulle; de plus, on pourra disposer des e de façon que sa valeur soit différente de zéro, même lorsque le module des quantités e reste inférieur à une limite donnée.
On voit par là comment une racine multiple d'ordre a donne naissance, par la variation continue des coefficients, à a racines simples; il est donc naturel, à ce nouveau point de vue, de considérer celte racine multiple comme résultant de la coïncidence de a racines simples.
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Supposons que le coefficient de la plus haute puissance de x ne soit pas égal à l'unité ; prenons donc Téquation sous la forme
Si <2„ est nul, le premier membre est divisible par une certaine
puissance de x, et Téqualion (21) se transforme par conséquent
en une équation de degré inférieur, dans laquelle le dernier terme
est différent de zéro.
Supposons cette transformation faite et, par suite, an^o.
Posons dans (21)
En multipliant par y'' et divisant par «r,^, cette équation devient (•23) y^ -+■ ^^^^ y^-^ -J-...-f- ~ =0.
^ an -^ Un
Sirïo devient nul, une des racines de (28 ) tend vers o. On peut donc énoncer la proposition suivante :
Si, dans l'équation (21), on fait tendre a^ vers o, Tune de ses racines croît au delà de toute limite, tandis que les autres ont pour limites les racines de Féquation de degré n — i
Si, en outre, a^ s^annule, ou ax et as, deux ou trois racines deviennent infinies. Ce théorème justifie l'expression parfois employée, qu'une équation de degré n se transforme en une équation de degré n — i, quand une de ses racines devient infinie.
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FONCTIONS SYMÉTRIQUES
§ 4^. — Notion des fonctions symétriques. Fonctions symétriques
fondamentales.
Nous considérerons, dans ce GhapUre, des fonctions entières de degré quelconque, par rapport à un nombre quelconque n de variables,
Une telle fonction est dite symétrique, si elle reste invariable, quand on effectue sur les variables une permutation quelconque; il nous faut maintenant examiner plus en détail la loi de formation et les propriétés de ces fonctions symétriques.
Pour qu'une fonction <ï>(a,, aa, .-., a„) soit symétrique, il faut et il suffit qu'elle reste invariable quand on y permute deux arguments quelconques; car (§ 21) toutes les permutations peuvent être formées à l'aide d'une suite de transpositions.
En général, la fonction ^ ne sera pas homogène ; elle contiendra des termes de degrés différents; mais si on groupe ensemble les termes du même degré, chaque fonction O pourra être représentée par une somme de groupes homogènes. Si donc ^ est une fonction symétrique, chaque groupe homogène doit être lui-même symétrique, car une permutation des variables ne change pas le degré des termes. Nous pourrons donc nous restreindre au cas des fonctions symétriques homogènes, qui servent à former toutes les autres.
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Il estmaîntenant facile d'indiquer la forme générale d'une fonclion symétrique. Prenons un lerme
d'une telle fonction; permutons (comme pour la formation des déterminants) les indices inférieurs de toutes les manières possibles, et faisons la somme de tous les termes ainsi obtenus. Cette fonction s'appellera un élément de la fonction symétrique. Prenons plusieurs éléments, multiplions-les par des facteurs indépendants des a, et ajoutons : nous obtiendrons ainsi la fonction symétrique la plus générale. Le nombre des termes d'un élément est n(/i), si les exposants k\^ k^^ • » ^^ k„ sont différents; si le même exposant se reproduit plusieurs fois, il faudra laisser de côté les permutations qui ne donnent pas de termes distincts. Par exemple, dans le cas de trois variables et de trois exposants distincts Ati, Ats, A's on trouve comme élément
a*« a** «*• -4- a\* «*« a*» H- aj* «i» a\' -h a*' oi^'aj' -f- «{« aî*a*" -f- a*» «J" a*';
si, au contraire, k3 = k^^ on trouve
a\' aj« «*« -+- «î» «î» aj* ■+- a*' a^' a,».
L'exemple le plus simple d'une fonction symétrique est la somme des variables a, -f-a2 4-. • .-4- a,,; ou encore leur produit
Oli OC2 • • • ^n*
Ce sont là les deux termes extrêmes d'une suite de fonctions symétriques, qui s'appellent les fonctions symétriques fondamentales et qu'on obtient de la manière suivante.
Le produit
(i) /(a?) = (^ — ai)(3r — ttj) ... (37 — a„)
est une fonction symétrique des quantités a^, aj, . . ., a,,, quelle que soit d'ailleurs la valeur de ^, supposée indépendante des quantités a/. En effectuant la multiplication et ordonnant par rapporta x, les coefficients des différents termes seront des fonctions symétriques des a, car la permutation des a ne change pas la fonction f{x) (§1). Posons
(2) f{x) =x'*-{-aix"-i -^aJa'«-^-l-... -^a„;
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ai, a2> • . -^ an sont les coeffîcienls de réquation algébrique admettant pour racines oL|, a2, • . ., a„. Ce sont les fonctions symétriques fondamentales. Nous les avons déjà formées au § 7 ; en nous j reportant, on voit que a^ est la somme des racines changée de signe, ^2 est la somme de leurs produits deux à deux, a^ est la somme de leurs produits trois à trois changée de signe, etc. ; enfin an est le produit de toutes les racines, avec le signe + ou le signe — , selon que n est pair ou impair. Nous poserons, pour
abréger,
/ ai = — S ai,
aj= Sai3t4, (3) ( aj = — 2aia,aa,
an= (— i)«aia,...X;,.
Notre but est la démonstration de ce théorème important :
Toutes les fonctions sjmétriqlies des quantités ai , a^, . . . , a^ s'expriment rationnellement à l'aide des fonctions symétriques fondamentales .
§ 46. — Sommes des puissances semblables.
Examinons d'abord une autre espèce particulière de fonctions symétriques, les sommes de puissances semblables. Soit k un exposant quelconque, la somme
(i) ^* = aî + Œf -f-...+ a*
est évidemment une fonction symétrique ; Sf^ est la somme des puissances d'ordre k. Nous allons établir les formules qui permettent d'exprimer ces sommes à Paide des fonctions symétriques fondamentales.
«p(:r) étant une fonction quelconque de a?, nous désignerons par S['f (a)] la somme des résultats obtenus en remplaçant, dans ? ('^)) ^^ variable x successivement par chacune des variables ai, a2, • • • , oi/i ; donc
Sf?(a)] = ?(ai) + o(%t)-h.. .4- ?(«„).
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C'est ainsi que
Divisons /(x) (§ i) par une fonction linéaire quelconque x — a ; on trouve
formule dans laquelle les coefficients /(a), . . . , /„_, (a) sont définis par les égalités suivantes [§ 4, (8)] :
/i(a) = a» -H ara -ha,,
(3) <' y3(a) = a»H-a,a*-h ajŒ -+- aa,
fn-\{oL) = a"-» -i- ai a«-* -H. . .-♦-«„_,.
Remplaçons dans (2) a successivement par chacune des quantités a<, a2, . . . , a^ ; remarquons que y(a^. )r=o, et faisons la somme S. Le premier membre devient [§ 14, (i 1)]
tandis que le second membre devient
(5) nx«-iH- a:«-2S[/i(a)]-+-J^«-3S[/,(a)] -+-... -h S[/«_,(a)].
En égalant les coefficients des mêmes puissances de x dans (4) et (5), il vient
Sr/i(a)] =(/i — i)a,,
D'autre part, en tenant compte des égalités (1) et (3), on trouve
S[/i(a)] =.9i -4-/ia, , S[/s(«)] =*î 4-ai5i-4-/ia2,
S[/«-i(3t)] = S/»~i -f-a,5rt-j-4-...-f- nan-\',
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à l'aide de ces équations, on déduit de (6) les formules de Newton ( « )
O = 52 -h a] Sj -H 2af ,
(7) ^0 = ^8 -+- aj^i -f- aj^i + 3a3,
Ce sj'slème de formules peut encore être étehdu, en remarquant que
S[/(a)] = o, S[a/(a)l = o, Sfa2Aa)] = o,
ce qui donne
o = Sfi -H «1 5/1-1 H- a-i Sfi-t H- . . . -f- n «rt ,
o = 5rt+2 -+- ai5rt-Hi -4- «î^/i -H. . .-T- a,i5i,
Les formules (7) el (8) résolvent le problème, puisqu'elles permettent de calculer successivement les fonctions 5| , ^2; ^3> • • m en fonction rationnelle des fonctions symétriques fondamentales: on trouve ainsi :
Si = — ai 5j = -f- a
la formation même de ces expressions prouve que les coefficients sonl des nombres entiers.
Inversement, il est possible, à l'aide des formules (7) et (8), d'exprimer rationnellement les fonctions symétriques fondamentales ai, ^2, . . ., a/t à l'aide des sommes Sk- La représentation n'est plus aussi simple, parce que les coefficients ne sont plus des nombres entiers, mais des nombres fractionnaires. On a, pat
(') Newton, Arithmetica unwersalis, édil. S'Gravesande, p. Sga.
ji/Z. = if
6as = — s] -h 35i5j — 9.Si,
2a, = Sl — St,
Le système des équations (8) peut aussi être étendu en sens opposé, à l'aide des identités
on en conclut la possibilité d'exprimer les sommes de puissances d'exposant négatif à Taide des fonctions symétriques fondamentales. Ces nouvelles sommes sont encore des fonctions symétriques; mais elles sont fractionnaires , au lieu d'être entières. Elles ne deviennent entières que si on les multiplie par une puissance convenable du produit ai ao . . . a^. Les deux premières formules ainsi obtenues s'écrivent
f o = Sft-t-^ ciiS/i-z -+-. ..4-a«_i5-iH- a„s^t; en tenant compte de (7), on peut les écrite
«/i-i -+- anS-i = o, ^a^-î -+- an-iS-i -h anS-t = o.
Les formules (9) et (10), établies au § 15, donnent pour les fonctions fj^ les relations suivantes, que nous emploierons ultérieurement :
S I JFT^J =«» A- = o, 1,2, ...,n — I,
Au § 4, nous avons déjà trouvé l'équation
/fr(a7) — xfk-i{x) = a^.; il en résulte
et, d'après l'équation (9) du § 15, en supposant [i. < /i,
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Tenant compte de l'équalion (12), il vient (.3) Si^~r^)=0 ou =,,
si [ji -f- A' := /2 — I , relation vraie pour toute valeur de A*, tant que [jL est inférieur à n.
Ces formules sont encore exactes, lorsque le coefficient de la plus haute puissance de x dans /(^) n'est pas égal à ï ; on pose alors
§ 47. — Démonstration du théorème fondamental pour le cas
de deux Tariables.
Nous arrivons maintenant à la démonstration du théorème fondamental. Comme nous allons la faire de proche en proche, nous commencerons par le cas de deux variables a et p, et nous procéderons de façon à faire apparaître l'idée directrice qui servira dans le cas général.
Désignons les fonctions fondamentales par
et posons, par suite,
(•2) f{x) = {x— ol){x —^) = x'^-\- ax -{- b.
Soit maintenant S (a, P) une fonction rationnelle, entière et symétrique en a et p. De l'équation (i) on peut tirer p = — (a -h a), le remplacer par sa valeur, puis développer par rapport aux puissances de a; on trouve ainsi
3) S(a,P) = S(a, — a — a) = Aoa'« -h A|a'«-» -f-. . .-+- A;„_i a-f- A,,»,
formule dans laquelle les coefficients A ne dépendent que de a el des coefficients qui figurent dans S. Remarquons expressément que, si la fonction S ne renferme pas de coefficients fractionnaires, il en sera de même des coefficients Aq, A|, ....
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Posons maintenant
divisons ^{x) par f{jc)^ (§ 3) nous obtenons ainsi un quotient Q et un reste; ce dernier est au plus du premier degré en x ; par suite
(5) *(ar) = Q/(a:)-h A-4-Bx.
Dans cette équation, A et B sont des fonctions entières de a et 6; elles ne renferment pas de coefficients fractionnaires, s'il en est de même de S. Si maintenant op fait x = a, /(a) s'annule et, par suite,
(6) S(a, P) = A-+-Ba.
Comme, d'autre part, S(a, P), ainsi que A et B, sont symétriques en a et ,â, on aura aussi
(7) S(a, p) = A-+-np.
a et p étant différents, on conclut de (6) et (7) que B est nul et, par suite, que
Le théorème fondamental est donc démontré dans ce cas particulier.
§ 48. — Démonstration générale du théorème.
Supposons maintenant le théorème démontré pour les fonctions symétriques de n — i variables, et démontrons qu'il est vrai dans le cas de n variables, en suivant un procédé analogue à celui du § 47.
Soit encore
(1) S = S{ai,a2, ..., a„)
une fonction symétrique entière des n variables a,, a2, . . •, a„. Ordonnons-la par rapport aux puissances de a^, et posons
(2) S = Soal^4-Siaf-*-h...-t-S,A_,a, -f S^\
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les coefficients S©, S|, ..., Sj^ de ce développement sont des fonctions symétriques eulières des n — i variables a^, . . . , a,^.
Désignons par a\^ a\^ . . ., a\_^ les fonctions symétriques fondamentales de ces n — I variables; elles permettront d'exprimer rationnellement les coefficients So, S|, . . • , Sp^. Mais on a [§ 46, (u)el(3)]:
«î =/î(ai)= aî-+-aiai H- flf,
Il résulte de là que les coefficients So, S|, .. ., Sji peuvent s'exprimer rationnellement en fonction de a,, ai, «2, .. . , ««. Remplaçons ces coefficients par leurs valeurs dans l'équation (2), et ordonnons de nouveau par rapport à a, -, il vient
L'exposant m est, en général, différent de [jl ; les coefficients A^, A| , . . . , A;,! sont entiers et rationnels par rapport à a^ , a^^ . . ., a/,. Posons comme précédemment
(4) *(a?) = AoJ7'"-i- A,ar'«-» -+- . . .-h A,„_ia: -♦- A,„ , et divisons <ï>(a;) par
= (a? — a,)(j7 — aj) ... (a: — «rt).
Le reste de la division sera du degré n — i au plus; en désignant par Q le quotient et par i(:r) le reste, on pourra donc écrire
1(6) ^{x) = Co2r«-» -h Giar"-» . . . C„_,a: -f- G«-,.
Cq, G|, . . . , C,i_i sont des fonctions rationnelles et entières de ^f, a2, . . , a//, dont aucun coefficient ne sera fractionnaire, si la fonction donnée S n'a que des coefficients entiers. Remplaçons dans (5) a: par a, ; /(a,) est nul; donc
(7) S = ^;(aO.
Comme S est symétrique en «i, a2, ..., a;,, on peut remplacer
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dans le second membre ai par a2, . . . , a^;, et on obtient ainsi les équations suivantes :
-la,
si l'on considère ce système comme linéaire et homogène par rapport aux n inconnues C©, G|, ..., C;,_2, C^.! — S, on voit que son déterminant est
D'après la formule (12) du § 2o, ce déterminant est égal au produit de toutes les différences de la forme a/ — a^ ; il est donc différent de zéro-, donc (§ 27, 11) le système n'admet comme solution que des valeurs toutes nulles; donc
et
Cq = O, G| =rt o, . . • î C/P—i = o
s — Cn~\ ,
formule qui démontre le théorème.
On arrive au même résultat à l'aide du théorème II du § 33. La fonction de degré n — 1
Coa?«-i -f- Cia7«-î -4-. .,-hCn-t^ -h Crt-i — S
s'annule pour n valeurs différentes de x, savoir a^ , a2, . . . , a^, ; par suite, tous ses coefficients sont nuls.
La démonstration que nous venons de donner, d'après Cauchy (*), fournit en même temps le moyen de calculer effectivement l'expression de la fonction symétrique à l'aide des fonctions fondamentales. Il en est de même pour les autres démonstrations.
C) Cauchy, Exercices de Mathématiques, 4* année.
Nous allons encore en donner une autre, qui conduit souvent à des calculs plus simples (* ).
§ 49. — Deuxième démonstration du môme théorème.
SoitS une fonction symétrique entière des variables a|,a2, ...,a„. Les termes de celte fonction sont tous de la forme
M étant un coefficient indépendant des quantités a. Il s^agit de ranger ces termes dans un certain ordre. Convenons d'écrire les variables dans l'ordre ai , a2, . . . , a„ par exemple. Nous dirons que le terme
est plus élei^é que le terme si la première des différences
ATi A. j , Aj — ATj, .-.j f^n — f^n^
qui est différente de zéro, a une valeur positive; on aura donc
Ai^A-p ou bien A-| = A', et A'a^A'a, etc. Nous supposons que tous
les termes, qui sont affectés des mêmes exposants A^, Ara, . .., A'/i,
ont été réunis en un seul; deux termes étant donnés, il est donc
facile de décider lequel est le plus élevé. De plus, si A est plus
élevé que A', et A' plus élevé que A", A est plus élevé que A*'.
Soit donc
A = M oc^i a*« . . . a J-
le terme le plus élevé de notre fonction S; il en résulte
(') Warino, Meditationes algebraicœ. — Gauss, Demonstratio nova altéra theorematis, omnem functionem algebraicam rationalem integram unius variabilis in factures reaies primi vel sec un di g r ad us resolvi posse. {Werke, l. III,
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Si, en effel, k^ élail plus petil que k2, le terme Ma*«a*'..., obtenu par l'échange de ai eta2, devrait aussi figurer dans notre fonction ; il serait plus élevé que A, ce qui est contraire a l'hypothèse que nous venons de faire. Il en résulte de même
A'j^ÂTa, etc.
On en conclut que, dans le terme le plus élevé A, les exposants A"i, A'2, . . . , k,t vont en décroissant, ou du moins ne vont jamais en croissant, de telle sorte que les différences
Al A"î, A2 A3, .... A«_l Kfi
sont positives ou nulles.
En outre, il ne peut y avoir dans aucun terme de S d'exposant supérieur à k^] sans quoi il y aurait un terme dans lequel ai aurait cet exposant et, par suite, A ne serait pas le terme le plus élevé de la fonction. Donc les termes, qui peuvent figurer dans une fonction symétrique, sont entièrement déterminés par le terme le plus élevé, et le nombre des termes différents est forcément un nombre fini.
Nous rangeons maintenant les fonctions symétriques d'après la suite d'exposants A'i, A'a, .. ., A*;, de leur terme le plus élevé. Etant données deux telles fonctions S et S' avec les suites d'exposants
A|j Al, •••> ^/I ^t A|, A'j, ... A",j,
la fonction S est dite plus éla^ée que S', si la première différence
Al A 1 , A J A'j, . . . , kfi A« }
qui n'est pas nulle, est positive.
La fonction d'ordre minimum est, d'après cela, celle dans laquelle tous les exposants sont nuls; la fonction symétrique est alors une constante. L'ordre immédiatement supérieur est
il lui correspond la seule fonction \
M(ai-h aj +. . .-I- a,,) = — Ma,.
L'ordre suivant est
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auquel correspond la fonction symétrique
Mai •+• M'aj.
Les n premiers ordres donnent ainsi les fonctions fondamentales elles-mêmes, ainsi que leurs combinaisons linéaires et n^en donnent point d'autres.
L'ordre suivant est caractérisé par la suile
les fonctions de cet ordre contiennent les combinaisons linéaires des fonctions fondamentales, ainsi que les sommes des carrés des variables.
Nous avons déjà démontré que, dans ces différents cas, la fonction symétrique peut s'exprimer rationnellement à l'aide des fonclions fondamentales. Pour démontrer qu'il en est encore ainsi pour les fonctions de l'ordre (A"^, /ra, . .., A*,,), nous supposerons que la démonstration a déjà été faite pour les fonctions d'ordre inférieur, et nous en conclurons le théorème général.
Remarquons d'abord que la multiplication de deux, fonctions symétriques S et S', ayant pour termes les plus élevés
A = M at« aÎ2 . . . a*-, A' = M' at'i aî'^ . . . aji
donne naissance à une fonction symétrique, ayant comme terme le plus'élevé le produit
AA' = MM'aJ.^*! aÎ2-+-*2. . . a*«+*«.
Supposons en effet que SS' renferme un terme plus élevé que AA', provenant de la multiplication des deux termes
d'où
BB' = NxN'a'.-^'i OL^M . . . a'"-^'''..
Si B et B' sont différents de A et A', la première des différences
/i-i- /; — (X-i-i- A'i), /,-!-/; - (A:,-+- Ai), . . ., qui n'est pas nulle, serait positive ; ce qui est impossible, puisque
sont toutes négatfves ou nulles.
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En généralisant ce raisonnement, on voil que le terme le plus élevé d'un produit de plusieurs fadeurs provient du produit des termes les plus élevés des différents facteurs.
Les termes les plus élevés des fonctions symétriques fondamentales
ai, aj, aj, ..., a„
sont, abstraction faite du signe, donc le produit
est une fonclion symétrique dont le terme le plus élevé est le terme A de S.
La différence
est encore une fonction symétrique, dont le terme le plus élevé Test moins que celui de S; nous savons donc, par .hypothèse, l'exprimer rationnellement à l'aide des fonctions fondamentales. Or, P est déjà exprimé de cette manière; notre but est donc atteint. Comme précédemment, on voit que les opérations n'introduisent pas de coefficients fractionnaires, si la fonction S n'en contient pas.
Cette méthode de calcul des fonctions symétriques nous fait connaître en même temps le degré de la fonclion rationnelle et entière des quantités a,, a^, . . ., rt/,, au moyen de laquelle on peut exprimer une fonction symétrique déterminée des quantités
Soit en effet k^, kz, . - »^ kn la suite des exposants qui détermine l'ordre de la fonction symétrique; k^ est alors le degré de P par rapport à toutes les quantités éZi, a2, • . ., an] dans l'expression développée de S, il ne peut figurer de terme de degré supérieur; d'ailleurs, le terme P ne peut être détruit par aucun des • termes suivants, puisqu'il est complètement déterminé par Tordre de S, et que l'ordre de S' et de toutes les* fonctions symétriques suivantes est inférieur à celui de S.
Si donc nous remplaçons a^ a^^ , . . , Un par
an
On
CIq
CL
on voit que a*' S est une fonction entière et homogène de degré A"i par rapport à ^q, «i, . . . , a„; il est impossible de transformer S en fonction enlicre, en multipliant S par une puissance de a^^ d'exposant inférieur à A'i . L exposant k^ est donc déterminé par V exposant le plus élevé avec lequel une des racines a entre dans S.
§ 50. — Discriminants.
Nous avons appris, dans les paragraphes précédents, à exprimer rationnellement toute fonction symétrique des racines, à l'aide des coefficients de Téquation. Les résultats ont été établis en supposant que les racines (ou, ce qui revient au même, les coefficients) étaient des quantités indépendantes. Ces résultats restent évidemment exacts quand on remplace les racines par des valeurs numériques déterminées, puisque les fonctions symétriques entières au moins ne renferment pas de dénominateurs qui puissent devenir nuls.
Considérons d'abord quelques fonctions symétriques particulières qui sont importantes pour la suite. Nous avons remarqué au § 22 que le produit
/ P = («1 — aOC^i — a3)...(ai — a«) , . ) («2— a3)...(aj — a„)
ne fait que changer de signe, quand on permute entre eux deux éléments. Le carré de ce produit demeure donc invariable lorsqu'on fait une permutation quelconque des éléments a; c'est donc une fonction symétrique de ces éléments. L'ordre de cette fonction symétrique est, comme on le voit d'après (i),
(2/1 — 2, in — i, ..., 2, o).
Considérons la fonction /(jc), ayant pour racines a^ a^, ..., a„.
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et prenons-la sous la forme
le coefficient de la plus haute puissance de x n'étant pas égal à Tunité. P^ est alors une fonction rationnelle et entière par rapport à
ai ai
Elle se transforme en une fonction homogène par rapport à a©, «1, ...^a,t^ lorsqu'on la multiplie par aj"~^. Cette fonction homogène, définie par l'équation
aJ/'-2p2= D,
s'appelle le discriminant de la fonction f{x).
En faisant a© = i ^ on obtient la forme non homogène du discriminant (*). Il en résulte immédiatement que :
La condition nécessaire et suffisante pour que deux des racines deviennent égales est que le discriminant soit nul.
Établissons encore une seconde forme du discriminant. D'après la formule (12) du § 14, on sait que
[ /'(ai) = ^o(3ti — «sX^ti— ai)...(a, — a„), ) /'(^î) = «0(22 — ai)(atî — a,). . .(25— «„),
Chaque facteur a/i — a^t figure deux fois dans ce tableau, avec des signes contraires; il en résulte que
Wfff — t)
(5) D = (-i) » a3-V'^«.)/'(aO-. •/'(«..)•
D'après le § 2a, on a
I ai a I a2 a
nf/i — 1)
( *) Abstraction faite du facteur (— i) 2 a^"-', le discriminant est identique â la fonction que Gauss appelle le Déterminant de la fonction {lac. cit., art. 6). VV. la
Formons, d'après le § 30, le carré de ce déterminant en opérant à l'aide des colonnes; posons
il vient
tn-t
So
Si
Sf . .
Si
Si
Sfi
Si
Si
Sft—l
Sin-1
Les quantités Sm sont les sommes des puissances semblables des racines que nous avons exprimées au §46 à Taide des coefficients; remarquons seulement qu'à la place de a^, ^2, • . .. <2/i, il faut
mettre — j • • • ^ —
On trouve ainsi, pour n = 2 :
(8) pour n
D = alisoSt^ s\) = a] — i aoUt;
D = aJC^o^ï^i— 5o«J -+- 25|5ï53 — 5j5v — 5j).
D'après les forçnules du § 46, il faut poser
5q = 3, ao^i = — ai,
al Si = a\ — 2aoa2, a^s^ = — ajH- 3ao«i«s — ^^l^tzi
on en déduit
D = aja* -H iSaoaiaxaa — 4«o«j — 4«J«3 — ^7^l^l
Le discriminant D est une fonction irréductible des variables ao, a\ , «27 • • • î «/i (§ 20).
Supposons, en effet, que D admette un diviseur rationnel D| ; ce diviseur devra être homogène; donc, abstraction faite d'une puissance de a^ pouvant entrer en facteur, il s'exprimera rationnellement à l'aide des variables ai , ag, . . . , a,,. Mais D n'est divisible par aucune puissance de a^ ; si donc, D| n'est pas une constante, il contiendra les variables a, , a2, . . . , a„, et, d'après (3), il sera divisible par une des différences a,- — a^. Comme,.d'aulre
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part, Df est symétrique en ai, a2, • • •, a;,, il sera aussi divisible par le carré de a/ — a^^, c'esl-à-dire par tout le produit P^ ; donc, abstraction faite d'un facteur constant, il est identique à D.
§51. — Critérium du nombre des racines distinctes.
Ainsi que nous l'avons vu, la condition, pour que deux des racines ai, aj, . .. , %n de l'équation f{x) = o deviennent égales, est que le discriminant D soit nul. On peut préciser davantage ce théorème et en déduire un critérium, permettant de reconnaître le nombre des racines distinctes de l'équation f{x) = o.
Désignons, comme précédemment, par^o?*^!) s^^ ... les sommes des puissances semblables des racines; soit v un nombre inférieur ou égal à n \ posons
Si St
5iv-î
en supposant a© = i , D„ coïncide avec le discriminant D de/(x). Pour exprimer ces fonctions Dy à l'aide des racines a,, démontrons la proposition suivante :
I. Choisissons v racines quelconques, par exemple ai , a2, . . . , Ov; considérons [§S0, (i)] le produit des différences de ces v racines deux à deux
On aura
1 fl(2 • • •
I OCv • . .
la somme S étant étendue à tous les produits Pv obtenus en choisissant les v racines ai, aj, . . . , Oy ûfe toutes les manières possibles.
On peut dire aussi que Dy est la somme des discriminants de
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toutes les équations qui ont pour racines v quelconques des racines a/.
Pour le démontrer, écrivons le déterminant Dy de la manière suivante :
Dv
... 2a? ay-« 1 1
Sa*»»
Sa»aî I 1
... Sa^-»ay f 1
Appliquons le théorème final du § 30, en y posant
la formule (i6) de ce paragraphe donne immédiatement la formule (3).
On en déduit d'abord (§ 49) que a^^^Dy est une fonction entière de <2o? «n ^2î • . ., â5/i; en second lieu, on en déduit la proposition suivante, relative à Tégalité des racines :
IL Les conditions nécessaires et suffisantes pour que, parmi les racines ai, a2, . . ., a^, il y ait exactement o racines distinctes, sont
Dp^-i = o, Dp-Ht = o, ..., D„ = o,
Dp^ o.
Si, en effet, v est supérieur à p, chaque produit Pv contient deux racines a égales entre elles; par suite, il est nul. Si v = p, la somme ('3) contient un terme qui n'est pas nul, savoir le produit des différences des p racines distinctes ai, ao, . . ., ap; tous les autres termes de la somme sont au contraire nuls (').
§ 52. — Discriminants des formes du troisième et du quatrième ordre.
Un moyen simple de calculer les discriminants des fonctions du troisième et du quatrième ordre est fourni par les procédés de résolution de ces deux équations (§ 38, 40).
(*) Ce beau théorème est dû à M. L. Baur, qui l'a communiqué à l'auteur. {Math. Ann., t. L. )
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Considérons d'abord l'équation du troisième degré (i) x^-hax-hb = o;
ses racines sont données par les formules
Les quantités s et s^ sont les racines cubiques imaginaires de Funité
(3) e=^^^^, ^r = Zll^.,
u et ^ sont déterminés par l'équation (8) du § 38. Des formules (3), on conclut
par suite, on lire de (2)
d'où, en multipliant membre à membre,
Élevant au carré, et tenant compte de Téquation (6) du § 38, on trouve
On déduit de là le discriminant de la forme générale
en remplaçant a et 6 par leurs valeurs, fournies par les équations (4) du § 37, et en ayant soin, bien entendu, d'y remplacerai,
«2, ^3 par --? — , ~ et de multiplier par at. Il vient ainsi
'^ * '^ ao «0 «0
27 ai
l82 LIVRE I. — LES PRINCIPES.
on trouve donc
(8) D = — __[(2aJ — 9aoaiaî-i-27aJa3)«+4(3aoaî — a})»].
En effecluant le carré et le cube, on retombe sur la formule (lo) du § 50; il est à remarquer que la formule (8) semble contenir le dénominateur 270^; ce dénominateur disparaît, les calculs faits.
On peut procéder d'une manière analogue pour Téquatlon du quatrième degré. Soient a, [3, y, 5 les racines de l'équation
(9) a;* -f- aa?* -+- ôa7-h c = o.
En se servant des formules (5) du § 40, on trouve
Le discriminant de Téqualion (9) est donc
en d'autres termes, D est le discriminant de la résolvante du troisième degré [§ 40, (4)]
admettant comme racines w^, r^, iv^.
Formons ce discriminant à l'aide de la formule (10) du § 50; il faudra poser
ao=i, ai = 2Gf, aj = a* — 4<^> aa = — 6*;
il vient alors
(12) D = — 4a5 6* -+- i44ac/^« -i- iGa^c — i28a»c* h- 256c5 — 27^^.
Si, au contraire, on forme le discriminant de l'équation (i i) à l'aide de la formule (8), on trouve^
(i3) 27D = 4(a' -+- ï2c)» — (2a' — 72ac -h 276*)*.
On déduira de là le discriminant de la fonction du quatrième
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degré la plus générale
(14) /(a:) = ûto^r* 4- «la:' -h a^a?* -I- ajar-h «4;
il suffira pour cela de lenir compte des formules (4) du § 37 et de remplacer a, b, c par
il faudra ensuite mettre à la place de ^i, a^, ^3, at les quotients
Clt ^t ^3 ^v
^0 ao ^0 Ce calcul supposé fait, posons, pour abréger,
f —y ~> — > et enfin multiplier par a", ao a© ao ao i r 0
(i5) A = aj — Saïas + laaoa^,
(16) B = i')a\a^ •+- lya^a^ ■+■ 7ia\ — 7-2aoa8av — gaiatas;
la formule (i3) donne alors
Les quantités A et B, dont nous aurons encore à nous occuper dans le Chapitre V, s'appellent le premier et le deuxième invariant de la forme du quatrième degré /. Il résulte de l'équation (17) que le discriminant peut s'exprimer rationnellement en fonction de ces invariants, mais sans que les coefficients soient entiers. Si l'on effectue les calculs indiqués dans la formule (17), pour exprimer D à l'aide des coefficients eux-mêmes, le facteur 27 disparaît. Nous nous dispensons d'écrire la très longue formule qu'on obtient ainsi; son calcul n'offre aucune difficulté.
§ 53. — Résultants.
La formation des résultants est une autre application de la théorie des fonctions symétriques; elle contient la formation des discriminants comme cas particulier.
Soient deux fooctioos rationnelles, de degré /i et /??,
(i) f{x) — a^x'* -4- aia:'»- * -+- a,a:"-» -+-. . .4- ««,
(a) ^(x) = 6oa7'«-+-6,ar'«-»-h^,ar'«-*-h...-+-6,„.
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Soient ai, a^, . . . , ayj les racines de la première, de sorte qu'on peut écrire
(3) f{x) = ao{x — a,)(a? — a,)...(j7— a„).
Le produit
ç(ai)cp(x2)o(a3)...o(a;,)
est une fonction symétrique des racines de f{^)] par suite, il s'exprime rationnellement à l'aide des quantités
an
L'ordre de cette fonclion symétrique est (m, m, . . . , m) (§ 49); donc, la fonction
(4) R = aJ'^(aOf>(««) ••■?(««)
est une fonction rationnelle, entière, homogène, du degré m par rapport à ao, cl^, • . ., ^n' C'est évidemment aussi (sa forme le montre) une fonction entière et homogène du degré n par rapport à 6oî 6ij ""i bn- Elle s'appelle le résultant des deux fonctions/(x) et ©(j;). Cette dénomination se justifie par une seconde forme que nous allons donner à celte expression.
Soient pi, ^2, . . . , ^/n les racines de o{x), de sorte que
(5) <p(a:) = bo{x — p^) (x — p,) . . . (x — p,„). La formule (4) s'écrit alors
(6) R=<'6;JJ(a,-PA);
i prend toutes les valeurs i, 2, ..., /z; k toutes les valeurs i,
Cette forme nous montre que, si l'on fait abstraction du facteur ( — i)'"", R dépend de 'f (^) de la même manière que de/(^); on peut donc poser
(7) (-ir'*R = ^î/(?i)/(p2)...APm).
D'après cela, les discriminants sont un cas particulier des résultants; il suffit de prendre pour ^{x) la dérivée /'{x) de /(^).
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I. La condition nécessaire et suffisante pour que les deux équations f{x) = o^ y(j:)=o aient une racine commune est que leur résultant soit nul; c^est aussi la condition pour que les fonctions f{x) et ©(a:) admettent un diviseur commun.
L'équation R = o s'appelle quelquefois X équation résultante enlvef^x) = o et ^{x) = o; établir cette équation, c'est éliminer X entre les deux équations.
Le calcul des résultants peut se faire en se servant de l'algorithme du plus grand commun diviseur; supposons ni^n; on sait alors déterminer une fonction entière Q et une fonction entière *^{x) de degré inférieur à m, de telle sorte que
Remplaçons x par une racine ^i de l'équation o(j:)=:o; il vient
/(Pi) = 4'(?/).
11 en résulte
Soit m' le degré de à{x)] la quantité
(9) CjJ^^(3/) = H'
est le résultant de 'f{x) et de ^{x); donc
Le calcul du résultant R est donc ramené à celui du résultant R'. On peut ensuite diviser o(x) par '}(^), ce qui ramène le calcul de R' à celui du résultant de deux fonctions de degré moindre, jiisqu'à ce qu'on tombe finalement sur une constante, c'est-à-dire une fonction des coefficients a et b, qui doit être identique au résultant cherché.
Le calcul des résultants est, en général, compliqué. Nous ne traiterons que le cas simple où les deux fonctions sont du
deuxième degré :
y(a?) = «qj;* -f- ai J7 -H aj ,
o(x) = ÔqX^ -h bix ■+■ 6j.
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Il est facile de calculer directement le produit
R = al(boOL\ -hbioci-h ^>j)(^o«î -+- ^i»! -+- ^i).
En tenant compte des relations
— ao(ai -i- aj) = ai, aoai2t=«î> on trouve
i R = alb\-ha\bl^bQbiaiai
\ — aoUibibi ■+■ b^b^a^ -+- aoa^b] — T-a^b^a^ 6,,
ce qui s'écrit
(12) R = (ao6j — 6o«ï)*-— («0^1— ai^o)(<'i^i — «t^j)-
Les différents termes du résultant de deux fonctions de degré n et m ont la forme
( 1 3 ) a*« a\' aî* . . . a)/* 6*« b\' . . . 6*r ,
avec les conditions
i A-0 + Al -+-...-+- A-rt = /?i,
f /lo -f- Al -h . . . -1- /l,rt = /l .
Ces exposants vérifient encore une autre relation. D'après l'équation (6), R est une fonction homogène de degré mn des m + /ï variables a et ^ ; «o? ^i> ^2? ••• sont respectivement de degré o, 1,2, . . ., par rapport aux variables ; en général, a/t et 6* sont de degré k par rapport à ces variables ; il en résulte
( 1 5 ) Al -+- 2^1 -+- 3 Xts -+- . . . -i- n A';, -1- ^1 -h a Aï -+- . . . -h m /i,« = mn,
SI Ton convient que l'indice k de a/ç et de b/ç sera dit le poids de la quantité correspondante, si on appelle poids d^iin produit la somme des poids des différents facteurs, la formule (i5) donne lieu à l'énoncé suivant :
IL Tous les termes du résultant développé ont le même poids mn.
Une somme dont tous les termes ont le même poids est dite une fonction isobarique; le poids commun des termes est dit le poids de la Jonction, Le produit de plusieurs fonctions isoba-
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riques est encore une fonction isobarique; le poids du produit est égal à la somme des poids des différents facteurs.
Les résultants sont des fonctions isobariques des variables an et bky de poids mn.
Les fonctions y et cp elles-mêmes peuvent être transformées en fonctions isobariques, en attribuant le poids i à la variable x,
in. Si, dans une fonction isobarique, on remplace les variables par des fonctions homogènes d'autres variables quelconques^ le degré de ces fonctions étant égal au poids des variables qu^ elles remplacent, cette fonction isobarique devient une fonction homogène des nom elles variables, dont le degré est égal au poids de la fonction isobarique.
Supposons que les fonctions f{x) et 'f (^) aient été obtenues en ordonnant, par rapport à x, deux fonctions homogènes des variables x^y^ s, ...; les coefficients an et bk seront des fonctions homogènes, de degré A", des variables j'*, z^ ... ; on conclut alors des propositions II et III la suivante :
IV. L élimination de la variable x entre deux fonctions homogènes de degrés respectifs m et n donne une équation résultante de degré mn par rapport aux autres variables.
Si l'on attribue aux variables a^ et b^ les poids N -}- A* et M + A*, au lieu de Ar, N et M étant deux nombres quelconques, on déduit des formules (i4) et. (i5) que le poids du résultant de / et ^ est égal à
(16) mN-h nM -h mn.
C'est aussi le degré du résultant, lorsqu'on remplace les quantités ak et bk par des fonctions de degré N + Ar et M + A' des nouvelles variables.
§ S4. — Détermination des facteurs communs.
On est conduit à une solution élégante du problème de l'élimination en utilisant les fonctions fs{x)^ définies au § 4; cetle méthode permet de déterminer en même temps les facteurs communs à f{x) et (f (x).
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Ces fonctions sont définies par les équations
/o(^) = «o, (0 \fi(x) = aoX*-Jt-aiX'^at,
fn{^) est donc identique à la fonction primitivement donnée f{x). La fonction fs{x) est du degré s par rapport à x; si l'on pose
(-2) f{x) = x'^-sfs{x) H- F,(:r),
on a
(3) F^(ar) = a,4-i^"-*-* -+- a^+jx«-*-» -h. . .h- a„;
c'est une fonction entière du degré n — s — i .
Désignons par Oj(^) et ^s{x) les fonctions analogues pour la fonction ^{x) de degré /?i, de sorte qu'on écrit
Io {x) = a7'"-'^<p,(jr) -h *,(a7), On conclut de là que
( = ^//i -sjn—s t* n—s^ m—s-
Faisons l'hjpothèse
le second membre de l'équation (5) sera du degré n — i par rapport à X. Remplaçons s par n — a* -f- i , et posons
(7) ?/*-i = Ai,,^''-»^- A5,5:r''-«-i-...-+- Art,,-i-/cpt»-n-4-j-i;
dans cette formule, on devra remplacer Oni_n^^\ par zéro, sitôt que m — n -{- s — i devient négatif.
Les coefficients Ar,j sont des fonctions homogènes et linéaires par rapport aux coefficients a/ et bi. Ils sont isobariques et leur poids commun est
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pour le reconnaître simplement, il suffit (d'après le paragraphe précédent) d'attribuer à la variable x le poids i, ce qui a pour effet de transformer /i et Pj en fonctions isobariques de poids s.
Quand le poids devient négatif, la fonction est nulle. Par exemple, en supposant n^ m^ on a
si w = /?! , on a
Nous n'emploierons la formule (7) que dans l'hypothèse s^n — m, de façon que m — n-\-s ne soit jamais négatif; s prendra donc seulement les valeurs
Dans le cas de ^^/i — m, nous écrirons
(9) (px*-t = A,,.,a-«-i -4. A2,.ça7«-»-h...-i- A;,..ç, s prenant l'une des valeurs
Ces quantités kr^s sont alors des fonctions linéaires des seuls coefficients 6/. En effet, s'ils ne sont pas nuls, ils sont exactement égaux à ces coefficients; on a
(10) Ar.f = hm-n^-s-^r-\ » /l — /7l-l-i:lr-|-5Ç/l-+-l,
et on a A^,^ = o, lorsque ni — /i -f- 5 4- /* — i est négatif ou supérieur à m. Lorsque Ar,j n'est pas nul, son poids est donc égal àm — n -\- s -\- r — i.
Pour n'avoir qu'une formule unique, introduisons un symbole /?j, tel que
( p^ = ar^-i pour s — 1,2, ...,/i — w,
( ^, =y,_, pour 5 = /i — //i-h I, . . ., /i ;
Pi est, dans tous les cas, du degré s — i par rapport à x. Les équations (7) et (9) se ramènent alors à
(12) ^Pi = A,,,a7«-ï ^ A2,,a7«-î -h. . .-f- A„,, -f- qsf\
dans cette formule q^ est égal à o,«^/i+t_i, ou égal à zéro, si m — n -\- s — I est négatif.
Si maintenant f{x) et ç(^) s'annulent simultanément pour une certaine valeur de x^ celle valeur vérifie Téquation obtenue en supposant /= «p = o dans (12); on obtient ainsi un système d'équations dont le déterminant devra être nul (§ 27, II). La condition pour qu'il en soit ainsi est
Ai,î Aj,i ... A/iji
Ai,/i Ajj/t ... A/},/t 1
R est donc le résultant Ae f et de «p. On conclut immédiatement de ce qui a été dit sur le degré et le poids des coefficients A^,,, que cette expression R est de degré m par rapport aux coefficients <2|, de degré n par rapport aux coefficients t/, et de poids mn, ainsi que cela devait être.
Nous allons démontrer quelques propositions importantes relatives au déterminant R et ses mineurs.
I. Si les deux fonctions f et ^ ont un diviseur commun de degré n — r, tous les mineurs deK à r -i- i lignes et colonnes sont nuls.
Pour le prouver, choisissons r + i indices quelconques a,, tta, . . . , ^r^\ parmi les indices i, 2, . . . , w, et écrivons les équations, analogues à (12)
T/'at — /^a, =A,.a, a:''-»-f- Ai,c(, a7«-* -+-. . . -4- A„,a, ,
,.M ; ?/^«« — Aa, =Ai,«, ar«-«H-A2.a, ar«-» -+-. . . -4- A„,a, ,
?/>ar+. — /7ar+. = Ai,a,+.ar'''-»-l-A2,ar+,a7'»-«-+-...-+-A«,a,^,.
Soient C|, C2, ..., c^+ï des constantes quelconques; posons
G,= Cl A,, oc, ■+■ ^î^f.a, -i-..--H-c,^,A,,a^^, ; il vient alors, d'après (i4)î
(16) <?P — /Q = C,x«-» H- Cja?«-* H-. . .H- G« = G(^).
Mais on sait (§ 27, 111) que, dans tous les cas, on peut choisir les
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constantes C|, Cj, . . . , Cr+i de façon que l'on ait
(17) Cl = o, Cl = o, ..., G/. = o;
la fonction C{x) est alors au plus du degré n — r — i en x. Mais tout diviseur commun à / et cp est aussi diviseur de C(x) ; ce qui n'est possible que si les conditions (17) sont vérifiées en même temps que
(18) G,«+| = o, Gr-i-j = o, ..., G/i = o.
Cela exige (§ 27, I) que tous les déterminants de degré /'-i- i, déduits de la matrice
Al, a, Aj,a, . . . A/i,a, ,
/ X ^ Ai,(x, Aj,aj .-. A;,,flt.,
Ai,ar+i ^i,ar+i ••• Afl^ar+ii
soient nuls; c'est ce qu'il fallait démontrer. Réciproquement :
IL Si tous les mineurs de B. à r -{- i lignes et colonnes sont nuls, les fonctions f et ^ ont un diviseur commun de degré n — r.
Les déterminants de degré r -h i de la matrice (19) sont alors nuls; on pourra donc déterminer les constantes C|, ..., Cr+i de manière à vérifier les équations (17) et (18); 0{x) sera donc nul sans que tous les coefficients c/ soient nuls. Prenons pour ai, aj, . . . , a,.^! la suite
d'après les équations (i5), P est de degré r au plus; d'après (16), ^P est divisible par/. Donc y et/ ont un diviseur commun dont le degré est au moins égal an — r.
Appelons mineurs principaux de R les déterminants
(•21) . R;. = Sit A,,, A,,, ... A,.,^;
en particulier, R/, sera identique à R; on peut alors donner au dernier théorème démontré la forme suivante, plus significative :
IlL Les conditions nécessaires et suffisantes pour que les
fonctions f et o aient un diviseur commun de degré n — r
sont
Rrt = R/i— 1 = . . . = R/.-t-i = o, R^ 3?!^ o.
Supposons, en effet, que/et y aient un diviseur commun du degré n — /* — i, et qu'en outre R^+i soit nul^ faisons sur les nombres a,- l'hypothèse (ao). Par suite de Thypothèse R^+i =0, on peut déterminer pour les constantes C/ des valeurs qui ne soient pas toutes nulles, vérifiant les conditions
0{x) est alors au plus du degré n — r — 2; cette fonction est donc identiquement nulle, puisqu'elle est divisible par tout diviseur commun à y et o, c'est-à-dire par une fonction du degré n — r — I. On en conclut alors, comme précédemment, que / et ^ ont un diviseur commun du degré n — r. D'après (10), A^-,, est nul lorsque r 4- «s est inférieure /i — m-f- i, et égal à 6© lorsque r-\- s est égal k n — m + 1 ; il faut donc que
Cette quantité est donc différente de zéro, tant que © est réellement du degré m\ résultat d'accord avec ce fait que, dans ce cas, le plus grand commun diviseur de / et (f ne peut être de degré supérieur à m.
IV. En supposant vérifiées les conditions du théorème lit, le plus grand commun diviseur de f et de o peut se représenter par le déterminant suivant :
Ai.i Aj.i ... A,._,,, Ar,i:2;«-'-+- Ar-^i,iT«-''-» -h... n- A;,,i j
Ai,i A2,2 ... Ar-i,i A;.,;T«-'--h A;.+i,2a"«-''-i-h... -t-Afl,,
A,,,. Aî,r .-. A,.-,,;. Ar,,.:r«-''-+- Ar-n,/.^'»-'*-* H-... -4-A„,r
D'abord, celte fonction est du degré n — r, le coefficient de j:""'" est R;-; il est, par hypothèse, différent de zéro. De (12) on conclut
= 9Ps~fÇs — A,,,.a7«-J — Aî,.,j^«-2 — . . .— Ar-i,,a7«-''^ï ;
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OQ en déduit, d'après le théorème sur Taddition des colonnes d'un déterminant (§ 25, VII),
A,,i Aj,! ... Ar-1,1 ^Px—fqi Ai,s A,,î . . . Ar- i,î <p/?s —fqt
Tr =
Ai,r Aj,j
A/— l,r ^Pr—fqr
Développons ce déterminant par rapport aux éléments de la dernière colonne; posons
(25) il vient
Pr =
A.1,1 Aj^i . . . Ar-1,1 P\ Ai,t Aj^j ... Ar-i,j />j
Qr se déduisant de Pr par l'échange des lettres/? et q.
y et ç admettent par hypothèse un plus grand commun diviseur du degré n — /■; il devra donc diviser T^; comme il est du même degré que T^, il est donc identique à IV-
La fonction T^ est homogène et de degré r par rapport aux coefficienls 6 de (p; par rapport aux coefficients a de/, elle n'est que de degré r — n-\- m] car les n — m premières lignes du déterminant (28) ne contiennent pas ces coefficients a. Si donc on désigne par s = n — r le degré de T;- par rapport à x, T^ sera de degré m — s par rapport aux coefficients a et de degré n — s par rapport aux coefficients b.
Pour obtenir le poids de T^, donnons à la variable x le poids i . Le déterminant est alors une somme de produits, dont on obtient le poids [d'après (8)] en àttribuanti dans l'expression
aux lettres A et A* la suite des valeurs de i à r dans un ordre quelconque et en faisant la somme des nombres ainsi obtenus. La somme de toutes les valeurs de h -\- k est égale à r[r-\- i); le poids cherché est donc égal à r{m — n-{- r)ou, en posant encore n — r = 5, à [m — s){n — s). D'où cette proposition :
V. La fonction T„_s ^st du degré s en x^ du degré ni — s W. i3
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par rapport aux coefficients de /, du degré n — s par rapport à ceux de ^ ; elle est isobarique et du poids (m — s) (n — s).
Lorsque, R élaDl nul, le mineur B/}_i n'est pas nul, lorsque, par conséquent,/ et ^ n'ont qu'une seule racine commune, on peut déterminer les différentes puissances de l'inconnue à l'aide des équations (12) qui donnent
Ai,,a7'»-'-h Ai,,a7»-*-f-. . .-h Art^, = o, 5 = 1,9., ...,/i — i. En désignant par R/,;t les mineurs de R, on en déduit
( ^7 ) .r — —- % X« = , . . • , a:'» ' — rr
Dans ces formules R,,^,, n'est autre chose que R/i_i; si donc on pose R/ï_i,/i = S„_i, on aura
(iS) x =
§ 55. — Élimination. — Théorème de Bézout. Lorsque dans les deux fonctions
les coefûcients a et b sont eux-mêmes des fonctions entières d'une quantité y^ le résultant sera aussi une fonction de y que nous désignerons par F (y). Former cette équation s'appelle éliminer X entre les deux équations (i).
L'équation
a pour racines toutes les valeurs de^ telles que les deux équations
aient une racine commune. La condition (2) étant supposée vérifiée, on trouve les valeurs de x qui satisfont aux deux équa-
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lions (3) en cherchant le plus grand commun diviseur de/(j:) et o{x). Si les deux équations n'ont qu'une seule racine commune, ce plus^grand commun diviseur est du premier degré et détermine, par conséquent, x rationnellement. Dans le cas de plusieurs racines communes, la recherche de ces racines exige encore la résolution d^ine équation de degré supérieur au premier. Si à chaque racine du résultant ne correspond qu'une seule racine commune x^ le nombre des couples de valeurs de x et de j^, (|ui satisfont aux équations (3), est égal au degré du résultant par rapport à y. Si donc les coefficients a sont par rapport à ^ du degré v, et les coefficients b du degré |jl, il résulte de ce qui a été dit au § 53 que le degré du résultant est égal à
(4) nv-+-mfx;
c'est le nombre des solutions du système (3). Ce nombre peut être diminué, lorsque, par suite d'une forme particulière des coefficients, la plus haute puissance de^ disparaît dans le résultant. Il faut alors considérer des racines infinies, si Ton veut encore trouver un nombre de solutions égal à (4). Le cas des racines multiples donne aussi lieu à des objections.
On remédie partiellement à ces inconvénients, en partant de la forme homogène des équations, forme sous laquelle le problème de l'élimination se présente surtout en Géométrie.
Supposons, en effet, que la fonction /(x) ait été obtenue en ordonnant, par rapport à Xy une forme homogène des trois variables j:, y y z (une forme ternaire); les coefficients a^, ai, ri2, . . ., a/2 sont alors des fonctions homogènes des deux variables y et >s, dont le degré est égal à l'indice; a^ est une constante, «i une fonction linéaire, «2 une fonction quadratique, etc. Il en est de même pour les coefficients bo, ti, 62, ...^bm de la fonction cp(^).
En représentant par j:, j^, z des coordonnées trilinéaires dans un plan, f(x) = o el^{x) = o représentent deux courbes d'ordres respectifs n et m ; les solutions du système formé par ces deux équations (les rapports mutuels de x^ y^ z") représentent les points d'intersection de ces deux courbes. L'équation résultante, obtenue en éliminante, est une équation homogène dont le degré est égal à mn [§ S3, (i5)].
Actuellement le degré ne peut diminuer; l'équation résultante est toujours une équation de degré mn par rapport aux deux inconnues y et z. Le seul cas exceptionnel à signaler est celui où le résultant est identiquement nul (quels que soienly et z)\ il y a alors une infinité de racines communes. Pour que ce cas se présente, il faut et il suffit que les fonctions / et ç, considérées comme fonctions de x^y^ 5, aient un diviseur commun (§ 20). Il se présente encore lorsque /et <p ont un diviseur commun, fonction seulement de j^ et de s; il entre alors en facteur dans le résultant. Il n'existe alors qu'un nombre limité de valeurs pour le
rapport -; mais il leur correspond une infinité de valeurs pour x»
Géométriquement cela revient à dire que les deux courbes ont une partie commune, et ne se coupent pas seulement en des points isolés.
Tout ce qu'on peut dire sur cette question à un point de vue rigoureusement algébrique, découle du § 54. Nous supposerons que les coefficients ai et A/ des fonctions (1) sont des fonctions entières de degré i d'une variable j^, de sorte que le degré d'un terme par rapport ky est égal à son poids.
Si /et cp, considérées conime fonctions de x cl de y^ ont un diviseur commun, les équations /= o et o = o ont une infinité de solutions. Dans tout autre cas, Téliminalion de x conduit au résultant R de degré mn par rapport à y. Ce degré peut s'abaisser lorsque les coefficients des plus hautes puissances de y sont nuls. 11 n'y a donc pas plus de mn valeurs àe y qui annulent R. Soit p une de ces valeurs; R est divisible par j^ — p. Si pour ^'= p les deux fonctions /et o ont un plus grand commun diviseur de degré 5 ou n — r, on voit (§ 54, I, III) que tous les mineurs de R, à /• -H I lignes, sont divisibles par y — p, tandis que Rr ne l'est pas. Il en résulte, d'après le théorème de Sylvester [§ 32, (7)] que R lui-même est divisible par {y — P)*; il peut d'ailleurs arriver que R soit divisible par une puissance àey — jî d'exposant plus élevé. Chaque diviseur commun à / et y, de degré 5, absorbe donc au moins s racines de R = o; on déduit de là le théorème\de Bézout, sous la forme géométrique suivante :
I. Deux courbes d'ordres net m^ n ayant pas départie commune, se coupent en mn points au plus.
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Ce nombre maximum de points d'inlerseclion est d'ailleurs réellement atteint dans certains cas; il suffit de supposer que les fonctions / et ç se décomposent en facteurs rationnels, linéaires par rapport k x et ky.
Si Ton veut supprimer la restriction au plus, ainsi qu'on le fait usuellement en Géométrie, on devra compter les racines infinies ; on pourra les éviter par l'emploi de variables homogènes. On devra en outre faire des conventions d'après lesquelles, dans certains cas, un point d'intersection devra être compté plusieurs fois.
Pour énoncer cette proposition : Deux équations à deux inconnues admettent au moins une solution, il faut nécessairement se servir de la forme homogène, ou considérer des racines infinies, ce qui revient au même.
La théorie de Télimination nous permet maintenant de résoudre la question suivante :
II. Soit S un système d'équations
entre les inconnues x, y, z, Le nombre des équations et
celui des inconnues sont quelconques et ne sont pas nécessairement égaux. On demande de déterminer toutes les valeurs des inconnues qui satisfont à ce système d^équations, ou bien de démontrer qù!il n^ existe pas de telles valeurs.
Lorsque les équations ne renferment qu'une seule inconnue, il suffit de chercher si les fonctions /i, /a? /s» • • • oi^t ^^ diviseur commun ; on trouve les valeurs cherchées en égalant ce diviseur à zéro; et l'on est ainsi ramené à la résolution d'une équation algébrique à une inconnue.
Nous supposerons maintenant le problème résolu, lorsque les inconnues sont en nombre moindre que celles données, et nous démontrerons le théorème par le procédé induclif.
Si une seule des équations données, par exemple /"i = o, contient l'inconnue x, portons dans cette équation un des systèmes de valeurs de^, :;,... qui satisfont aux équations restantes, et que Ton sait déterminer, par hypothèse. Il peut alors se présenter trois cas :
I** f% est identiquement nul; il correspond alors à ce système de valeurs de j^, 5, ... une infinité de valeurs pour x]
2° /i ne coDlîent plus x^ maïs n'est pas nul ; il n'existe pas de valeur de x correspondant au système des valeurs de j^, -3, ... ;
3° /i devient un polynôme algébrique en x\ on trouve alors pour X un nombre limité de valeurs.
Le problème général se ramène maintenant à ce cas particulier de la manière suivante :
Choisissons dans le système deux équations contenant toutes deux l'inconnue x
f = a^x"^ -+- aia:"-* -h. . .-r- «rt,
les coefficients des puissances de :r étant des fonctions de j^, z^ .... Ces fonctions devront avoir un plus grand commun diviseur en x du premier, second, troisième, . . . degré. Les conditions pour qu'il en soit ainsi, s'écrivent (§ o4) sous forme d'équalions rationnelles entre y, z, . . ., et le plus grand commun diviseur de / et de o se présente sous la forme d'une fonction rationnelle de
x^ y^ 5, Le système S est alors ramené à un autre S|, qui
peut contenir, à la vérité, plus d'équations que le système S, mais dans lequel l'inconnue x entre dans une équation de moins que dans le système S.
Remarquons qu'il faudra considérer les différents systèmes S| obtenus en faisant différentes hypothèses sur le degré du diviseur commun à y et cp ; il faut aussi avoir égard à ce fait que a^, et b^ peuvent devenir nuls, à moins qu'on ne préfère exclure ce cas, en faisant dans toutes les équations S une substitution linéaire par laquelle le coefficient de la plus haute puissance de x dans ces différentes équations devient constant.
On y parvient, par exemple, en posant
y=^x-^aLyu 5 = a?-f-p^j,
a, p, . . . étant des constantes différentes de zéro.
Si, dans le cours des calculs, on rencontre des équations qui ont un diviseur commun rationnel, on devra décomposer ces équations, ce qui ramène le système donné à d'autres systèmes plus simples de même espèce.
Il peut aussi arriver que, parmi les systèmes successifs, il y en ait un dont toutes les équations ont un diviseur commun. Si ce
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diviseur contient plusieurs inconnues, il en résulte une infinité de solutions du système considéré; on les obtient en attribuant des valeurs arbitraires à toutes les inconnues moins une. D'où :
III. Le problème II peut donc toujours être résolu par le procédé indiqué^ par la résolution d^ une suite d^ équations algébriques à une seule inconnue y à condition d^ attribuer parfois des valeurs arbitraires à certaines des inconnues.
§ 56. — Élimination entre trois équations.
Les principes de Télimination, exposés dans ce qui précède pour le cas de deux équations, peuvent s'étendre au cas de plusieurs équations à plusieurs inconnues.
Nous allons examiner d'une façon plus particulière le cas de trois équations à deux inconnues.
Soient
les trois équations données, de degrés respectifs /?, /??, /; soient
et
(3) ak = «A-'o J'* -+- «am7*-' h- ... -h cik^k.
Nous emploierons des notations analogues pour les fonctions '^ et t}/, de telle sorte qu'on ait, par exemple,
j <]/ —Cf^xf -hciir'-' -+-...-f-c/,
Formons d'abord (§ S4) le résultant R,i des fonctions / et ©. En supposant R«_i différent de o, la racine commune à/et «p est
"rt-1
Portant cette valeur dans ^{x^y)^ il vient
Le second membre de celle formule esl une fonclion enlîcr dej^, donl il n'est pas nécessaire de déterminer le degré |x d'une façon plus précise. On peut d'ailleurs l'abaisser à l'aide des équations (27) du § 54; il est inutile de s'y arrêter.
Ordonnons l'équation (6) par rapport à^ et posons
Il importe seulement de remarquer que les coefficients Co,C|, ..., C(i sont des fonctions entières des coefficients a et 6 et des fonctions linéaires des coefficients c.
Supposons, d'autre part, le résultant R/, ordonné par rapport h y; il s'écrit
( 8 ) R/i = Aoj''»" -h Aijr'««-» -h ... 4- Xntn ;
les coefficients A/ sont des fonctions entières des coefficients a ei b seulement.
Formons enfin le résultant [W, R,|] des deux fonctions (7) et (8). Ce résultant est une fonction entière des coefficients ai^ bi, Ci, homogène par rapport à chacune de ces quantités; son degré par rapport à a/ et 6/ n'est pas connu pour le moment; son degré par rapport aux coefficients C, et, par suite aussi, aux coefficients c, est égal à mn [§ 53].
Mettons en facteur, dans la fonction [Wy R„], tous les facteurs indépendants de c; soit B leur produit, et posons
(9) [iF,R«] = Bû,
U ne contenant plus aucun facteur indépendant des coefficients C|.
1. La fonction rationnelle et entière des coefficients ai^ bi^ Ci,, déterminée par cette équation à un facteur numérique près, de degré mn par rapport aux coefficients Ci^ s^ appelle le résultant des trois fonctions f, o, ^.
Remarquons d'abord que le facteur B ne peut être nul, si le résultant A des fonctions R,, et R/,_i ne l'est pas. Lorsqu'en eflel [^*, R;,] est nul, les équations ^^= o et R,; = o ont une solution commune en >'. A n'étant pas nul, R„ ne peut être identiquement nul, et R//_i ne peut être nul pour celte valeur de y\ les deux
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équations /= o et <p = o ont donc une solution commune en x de la forme (5) ; celte solution annule aussi la fonction •}.
Si ce fait se produit parce que le facteur B, indépendant des coefficients c/, se réduit à zéro, on voit que [^', R^] est nul, quelles que soient les valeurs attribuées aux coefficients r/; on peut donc les choisir de façon que 4* = ^ n'ait pas de solution commune avec y = o et co = o, conclusion contradictoire avec ce qui précède.
Il en résulte que :
II. Si les coefficients ai, bi^ a ont des valeurs telles que ù soit nul, sans que A le soit, les trois équations f ^=^ o, 'f =o, 4 = 0 ont une solution commune.
Et réciproquement :
III. Si les trois équations f=o, ^ = 0, tj; = o ont une solution commune, si en outre A est différent de zéro, Q est nul.
Il n'est pas facile de s'affranchir, par des considérations purement algébriques, de l'hypothèse inutile A ^ o. On y arrive plus simplement par la considération de la continuité.
Supposons que les trois équations (1) aient une solution commune X, y, que A soit nul, mais que Q soit différent de zéro : on pjut alors faire subir aux coefficients a/, 6/ des variations très petites, telles que A prenne une valeur différente de zéro. En considérant x^ y comme une solution du système formé pary= o et 0 = 0, ces quantités ^ont déterminées par des équations algébriques, dont les coefficients dépendent rationnellement de ai et 6/; les variations de ces valeurs sont donc aussi petites qu'on le voudra, à condition de faire varier convenablement les coefficients ai et bi (§ 44); soient x' et y' leurs nouvelles valeurs. Mais alors on peut faire varier les coefficients c/ de telle sorte que 4(xy) soit de nouveau nul, et les variations de ces coefficients sont aussi petites qu'on le voudra. On peut donc finalement supposer toutes les variations assez petites, pour que Û ne soit pas nul; il en résulte une contradiction avec le théorème III.
On montre d'une façon analogue que, même si û et A sont nuls à la fois, les trois équations (i) ont une solution commune.
Si /et o ont un diviseur commun, ce diviseur aura une racine commune avec ^, et il en sera de même pour/ et y.
Si/et C3 n'ont pas de diviseur commun, il n'existe qu'un nombre limité de systèmes de valeurs de :r et y annulant à la fois / et ©. Supposons que, pour aucun de ces systèmes, i(j^,^) ne soit nul. Faisons varier les coefficients a/, 6|, c/ de telle sorte que toutes ces quantités ^(^,J»') restent différentes de zéro, que A devienne différent de zéro, mais que Q reste nul. Nous sommes alors en contradiction avec II.
Il en résulte que :
IV. Pour que les trois équations /= o, <p = o, «^ = o aient une solution commune, il faut et il suj/ît que Û = o.
Il importe de remarquer, qu'afin d'éviter les longueurs dans les démonstrations, nous n'avons pas insisté sur la nécessité de considérer les valeurs infinies de x et de y, si l'on veut que les théorèmes II et III soient vrais d'une façon générale; cela revient à prendre les équations (i) sous la forme homogène
et à admeUre les solutions pour lesquelles z est nul.
§ 57. — Degré et poids du résultant. — Théorème de Bézout.
On se rend mieux compte de la nature du résultant Q de trois équations, en considérant un cas particulier, celui où les trois fonctions/, «p, i se décomposent en facteurs linéaires.
Supposons donc que l'on ait
'l' = JJCït ^ ^- TÎ 7 -^ Ï3 )»
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les coefficients a, p, v étant des variables indépendantes. Ce cas résulte du cas général, en remplaçant a, 6, c par certaines fonctions homogènes a', &', c' des coefficients a, j3, y; les coefficients a sont du degré n par rapport aux a; les b du degré m par rapport aux p; les c du degré / par rapport aux y. Remplacer a, 6, c par ces fonctions rt', 6', c', c'est faire la substitution S.
Soient/', çp', A', û' ce que deviennent les fonctions/, îp, i, û, quand on fait cette substitution 8. Pour que les fonctions/', ©', 'V aient une solution commune, il faut et il suffit que Tun des déterminants
(•^) A,„,,,-= p', pî P'3
1 ït Ti Ta-
soit nul. Le nombre de ces déterminants est égal à Inin. Il s'ensuit que û' est divisible par chacun de ces déterminants, donc aussi par leur produit. Nous allons en conclure celte proposition importante :
I. Le résultant û, considéré comme fonction de a, fr, r, est irréductible.
Soit, en effet, Q« un diviseur de Q, rationnel par rapport à a^ 6, c; soit ù\ ce que devient û| par la substitution S. Q', sera donc divisible par l'un au moins des déterminants ^h^i,k' Lorsqu'on remplace les indices A, t , k par trois autres quelconques A', i', A', les fonctions a', 6', c' et, par suite, Û', ne changent pas. Il en résulte que Çt\ est divisible par chacun des déterminants (2), donc aussi par leur produit. Comme ce produit est du degré m/i, par rapport aux quantités c', Q| ne peut être d'un degré inférieur par rapport aux quantités c. Comme il ne saurait être d*un degré supérieur et que, d'autre part, Q| n'a aucun diviseur indépendant des quantités e, Û| est identique à Û, à un facteur numérique près.
Ces considérations prouvent en même temps que Q^ est au moins de degré ml et ni par rapport aux quantités a' et 6'; il en est donc de même de Q par rapport aux quantités a et b.
Si maintenant nous répétons tout ce qui vient d'être dit, dans ce paragraphe et le précédent, avec cette seule différence que nous remplaçons /par if tl a par c, nous trouvons, au lieu de Û,
une cerlaine fonclion Ûy-, qui est du degré ml par rapporl aux quantités a. D'après le théorème IV (§ S6), ûy s'annule en même temps que û; donc ûy est divisible par la fonction irréductible Û (§ 43, 2). 11 en résulie que Q est au plus du degré ml par rap- })ort aux coefficients a. En répétant ce raisonnement une troisième fois, on démontre finalement la proposition suivante :
IL Le résultant û de trois fonctions à deux variables^ de degrés respectifs /?, /w, l, est du degré ml par rapport aux coefficients de la première, du degré In par rapport à ceux de la seconde, du degré mn par rapport à ceux de la troisième.
On en conclut que la fonction U' est égale au produit des déterminants (a)
(3) a'=nAA,/,A-.
Cette formule permet de déterminer le poids de la fonction Q. A cet effet, on attribue aux coefficients ah^ht bk.k-i Ca,a le poids/; /, cp, vj> deviennent alors [§ 53, (a), (3)] des fonctions homogènes de degrés respectifs /i, /;î, /, lorsqu'on remplace les coefficients par des fonctions homogènes de nouvelles variables, le degré de chaque fonction étant égal au poids du coefficient qu'elle remplace.
On obtient le poids des coefficients ^J, x, ^Â,*? ^m ^^ attribuant dans les formules (i) aux coefficients a<» a2, pi, ^2? Yo Ta le poids o, mais à as, ^3, ^3 le poids' i. Le poids de Aa,i,* est alors égal à i ; celui de Q! à hnn. C'est aussi le poids de Û, car la substitution S ne peut changer le poids.
On peut donner à ce théorème la forme suivante, sous laquelle il contient le théorème de Bézout.
IlL JJ élimination de deux inconnues entre trois équations de degrés respectifs n, m, /, conduit à une équation résultante de degré Imn,
Pour en conclure (comme au § 00, 1), ce théorème de Géométrie, que trois surfaces de degrés /, w, n, qui n'ont pas une infinité de points communs, se coupent au plus en Imn points, il faudrait encore montrer que, si à la même valeur z^ de z corres-
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pondent v systèmes de valeurs de x et y^ l'équation finale est divisible par (;j — ^o)^.
Cette démonstration ne se ferait pas sans longueurs par une méthode purement algébrique. Il est avantageux d'employer encore ici des considérations de continuité; nous allons les indiquer en peu de mots, sous forme géométrique.
Supposons que, pour une valeur z^^z^^ les trois surfaces/, 9, 'i^ aient v points communs. Faisons tourner le système des trois surfaces, sans changer leurs formes ni leurs positions respectives, dHin angle infiniment petit autour d'un axe situé dans le plan ;; == ^0, et qui ne soit parallèle à aucune des lignes de jonction des V points d'intersection situés dans ce plan. Après la rotation, les z de ces points sont tous différents ; soient Zy , z^^ . . . , .?v leurs valeurs. Cette rotation s'exprime analytiquement par certaines variations infiniment petites des coefficients a^ 6, c des fonctions/, f , h. Après la rotation, û(^) est devenue û'; Q! est divisible par (5 — 5|)(s — z^ ... (3 — 5v); comme d'ailleurs la rotation est aussi petite qu'on le veut, on en conclut (§ 44) que û(5) est divisible par (2 — z^y.
Revenons encore ici sur la formation de l'éciuation finale relative à deux équations homogènes à trois inconnues, c'est-à-dire sur la détermination des points d'intersection de deux courbes. Soient
les équations de ces courbes, de degrés respectifs /i et m; soient a/ et bi leurs coefficients.
On trouve l'équation finale sous une forme symétrique, en adjoignant à ces deux équations une équation linéaire
( 5 ) iix -h iy^ -+- wz -=■ o,
à coefficients indéterminés w, r, iv, et en éliminant x^y^ z entre les trois équations (5) et (6). On obtient ainsi, d'après (2), une équation finale
(6) û(ii, v, w) = o,
qui est homogène et de degré mn par rapport à «, r, \v. Elle est du degré m par rapport aux coefficients a et du degré n par rap-
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port aux coefficients b. Si, dans cette équation, on fait w = o, r=:i, iv = — y, ;; = i, on retombe sur la première forme de Féquation finale.
La fonction Û s^annule, lorsque les équations (4) et (5) ont une solution commune, c'est-à-dire chaque fois que la droite, représentée par (5), passe par un des points d'intersection des courbes (4). Si donc M, r, w représentent des coordonnées tangentielles homogènes, l'équation Û = o représente, au point de vue de la Géométrie analytique, le système des points d'intersection des courbes /et '^ (*).
La fonction I2(w, r, (v), considérée comme fonction des variables a, bj Uj r, iv est irréductible; mais, pour chaque système de valeurs des coefficients a et 6, qui ne la rendent pas identiquement nulle, elle contient des facteurs linéaires par rapport à i/, i*, iv'j s\ X, y^ z sont les coordonnées d'un des points d'intersection, elle contient le facteur ux '\- \>y -\- wz. S'il existe donc mn points d'intersection distincts, Û(2/,p,(v) se décompose en mn facteurs linéaires.
On peut conclure de là, par àesf considérations de continuité, que, même dans le cas général, la fonction Û se décompose en mn facteurs linéaires, si elle n'est pas identiquement nulle.
Pour le montrer, appelons P« (^i,^«, 5|), ^^{^i^yi'i ^2)7 ••• 'es points d'intersection des courbes /et ©. On peut faire subir aux coefficients a el b des variations infiniment petites, telles que le résultant ait/n/z racines distinctes; les nouvelles courbes/', co' ont alors mn points de rencontre distincts. Parmi ces points, v^ sont infiniment voisins de P< ; soit P'^ leur ensemble; v^ seront infiniment voisins de Pj ; soit P'^ leur ensemble, etc.; on aura
vj -h vj -}- . . . = mn.
Soit alors
le facteur de û(«, v, \v) correspondant à P^, de telle sorte que
(*) Celte représentation da résultant se trouve, pour le cas de trois surfaces du second degré, dans Hessb, Géométrie analytique de V espace (Leipzig, Teubaer, 1" édil., 1861; 3- édit., 1876).
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La iraasformallon des coefiicienls a et 6 transforme û en Û'; cette expression contiendra lesv< facteurs U^, U*, . . . correspondant aux points P'^ ; on aura
û', admettant encore les facteurs U*....
Si û| n'était plus divisible par Ui, on pourrait disposer des quantités u^ ^, ^, de telle sorte que U| fût nul et û| différent de zéro.
Les variations des coefficients étant aussi petites qu'on le veut, Û', diffère de û| aussi peu qu'on le voudra; on pourrait alors trouver un système de valeurs de m, ^, w telles que U' fût nul, et û'^ différent de zéro : évidemment impossible, puisque û'^ est divisible par U^. Il faut donc que Û| soit divisible par U| . En répétant un nombre convenable de fois ce raisonnement, on trouve que û est divisible par U^'.
On trouve ainsi le théorème de Bczout sous la forme suivante, plus précise :
IV. Le résultant û(w, r, iv) des deux courbes f et © peut être identiquement nul, et alors les deux courbes ont une infinité de points communs; s'il n^en est pas ainsi, cette fonction U se décompose en mn facteurs linéaires, pouvant être égaux entre eux; chacun de ces facteurs égalé à zéro, est Inéquation tangentielle d^un des points d^ intersection des deux courbes.
Cette manière de formuler le théorème de Bézout indique en même temps avec quel degré de multiplicité il faut compter chacun des points d'intersection des deux courbes.
On reconnaît aisément que ces raisonnements sont susceptibles d'être généralisés pour le cas d'un plus grand nombre d'équations renfermant le même nombre d'inconnues que précédemment. Par exemple, le cas suivant à considérer serait celui de trois équations
ayant une solution commune; il faudrait en déduire pour ^ et j^ des expressions rationnelles en fonction des coefficients de/*, ^^ '}. Nous n'insisterons pas sur ce sujet.
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§ 58. — Transformation de Tschimliausen.
La Iransformalion des équations algébriques, indiquée par Tschirnhausen (*), constitue une application très importante de la théorie des fonctions symétriques et de la formation des résultants.
Soit
une fonction du degré /i, et
une fonction rationnelle, entière ou fractionnaire, de x\ nous ferons sur elle la seule hypothèse que les fonctions /(j;) et le dénominateur •i/(^) n'ont pas de diviseur commun. D'après le théorème final du § 6, on peut alors déterminer deux fonctions F(x) et 'f(^), la dernière du degré n — i au plus, telle qu'on ait l'identité
11 en résulte que, si Ton remplace x par une racine de Téquation f{x) = o, on a
Comme, d'autre part, nous ne considérons que les seules valeurs dej^, correspondant aux racines de l'équation y(j7) = o, nous ne restreindrons pas la généralité du raisonnement, en remplaçant l'équation (2) par
en observant que 'f (x) est du degré n — 1 . Soit donc (5) y— ^{x) — xo^- 2t|a?-+- «137* -h. . .-h ««-la?"-',
les coefficients a/ étant, pour le moment, indéterminés.
( ' ) Acta eruditorum, Leipzig, i683.
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Désignons par
(6) xi, arj, ..., Xfg
les racines de /{x) = o; les valeurs correspondantes de y seront
(7) ^i = ?(^i)» r» = ?(^î)» •••» 7« = ?(^«)- Le produit
(8) *(j') = (j'-ri)(r-rt)--(^-r«)
est une /onction symétrique des quantités (6), qui, par suite, s* exprime rationnellement en fonction des coefficients de/{x).
Supposons que, représenté de cette manière, ^{y) ait la forme
Les coefficients 6v se déterminent à Taide des quantités j^/, an mojen des formules (§ 7),
ài=—^yu 6i=2^«^«' ^3 =-"2
riri^3
il en résulte que 6v ^^^ une fonction rationnelle, homogène et du degré v, des quantités a/.
^{y) n'est pas autre chose que le résultant des deux équations
(lo) /(a:) = o, (p(a?)— ^ = 0.
Lorsque^ prend l'une des valeurs ^1,^2? •••j^/o les équations (10) ont une racine commune; si elles n*en ont qu'une seule, on pourra l'exprimer rationnellement à l'aide des coefficieots des équations (10), c'est-à-dire rationnellement en fonction des quantités a/, a/, y.
Ce cas se présente lorsque les n valeurs j^i, ^2j •••^yn sont diOerentes. On obtient alors une expression de la forme
dans laquelle x est une des valeurs (6) et j^ la valeur correspondante (7). Les quantités ^/ sont formées rationnellement avec les coefficients ai et a/.
Si, au contraire, plusieurs des valeurs j^ijj^a, ""^yn sont égales, la détermination des valeurs correspondantes de x dépend de la W. 14
résolution d'une équation de degré supérieur au premier. Ce degré est toujours plus petit que n\ car la fonction ne peut prendre la même valeur y que pour n — i valeurs de x au plus. Si donc Téquation
(il) 4>(^) = o
est entièrement résolue, il en sera de même de Péquation (i), en supposant que l'équation (i i) n'ait que des racines distinctes; ou, du moins, elle sera ramenée à la résolution d'équations de degré moindre, si l'équation (i i) a des racines égales.
D'après cela, on peut considérer l'équation (ii) comme une transformée de l'équation (i); former cette équation (ii), c'est appliquer à l'équation (i) la transformation de Tschirnhausen.
Cette transformation a pour but de choisir les coefficients a/ de telle sorte que ^{y) ait une forme plus simple que/(j:). On saura formre les coefficients b^ quand on connaîtra les sommes des puissances semblables des quantités j^/ (§ 46).
Soit Sm la somme des /n*®"" puissances des quantités xi^ <t„i la somme analogue des puissances des quantités j^/,
on pourra déduire les sommes <Tm des sommes Sm de la manière suivante.
Développons d'abord la m**"* puissance du polynôme j^, suivant la formule uu § 12; posons donc
C»2).r -^ n(ve) n(vo . .. n(v«_o °^o «i • • • ««-i^ «
la sommet] s'étend à toutes les valeurs entières, non négatives, de Vo, Vi, . • ., Vfl_<, qui vérifient la relation
(i3) Vo -+- vi -h, . .-f- v„_i = m.
Remplaçons, dans la formule (la), la variables; successivement par Xi, X2, • - • 7 Xm ; faisons la somme des valeurs ainsi obtenues
yT^yT^ --^r^; ii vient
(14) <'... = 2é [I(v.)U(v.)...nK-.) *v.«v.-....^„ -, v„-, «.•».'... a,V.-
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o-OT est donc une fonction entière, homogène, d'ordre m, des coefficients tto, a, , . . . , a„_i .
On obtient une écriture un peu plus simple en employant la seconde manière de représenler les formes (§ 15). Supposons que les quantités ijL|, [jl2, • » » y [f^m prennent, indépendamment les unes des autres, les valeurs o, i, 2, . . . , /i — 1 ; que l'indice o se présente Vq fois, l'indice 1 un nombre de fois égal à v<, l'indice V/i_i un nombre de fois égal à /î — i ; il vient alors
et
L'expression de o-m s'écrit alors
On aura, par exemple,
A, /, Ar prenant la série des valeurs o, i, 2, . . . , (n — i).
§ 59. — Application aux équations du troisième et du quatrième
degré.
La transformation de Tschirnhausen a pour but de faire disparaître, dans l'équation transformée 4>(j^) = o, assez de coefficients pour que cette équation devienne résoluble; on se sert pour cela de l'indétermination des coefficients ai, a2, . . ., a„_| de l'équation de substitution. Ce procédé réussit pour les équations du troisième et du quatrième degrés; pourtant il n'est pas facile d'établir, sans de longs calculs, les formules connues.
Considérons d'abord l'équation
(1) x^-r~ asc^-^ bx -h c = o'^
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nous la transformerons à Taide de la substitution
(2) y = a-h ^x-hyx*.
Pour ramener Téquation transformée
(3) j^» -+- A^« -h Bj^ -+- C = o
à la forme d'une équation binôme^ il faut déterminer les rapports mutuels des coefficients a, ^7 y à Taide des équations
La première est linéaire, Tautre est du second degré. Ces équations (4) sont équivalentes à
(5) ff| = o, ffj = o.
Elles s'écrivent donc, d'après les formules (16) du paragraphe précédent,
OLSo ■+■ p5i ■+- Y*î = O,
a'5o -+- 20L^Si -h 2aY*iH- ?''i-H 2Py*3 -♦-y*'* = ®'
So est d'ailleurs égal à 3. Multipliant les deux membres de la dernière par 5o, et retranchant membre à membre de la première élevée au carrée, il vient
(6) P*(*o*i — *î) ^-^PyC^oJj — «l*l)^-Y*(*o*^ — «î) = o. Le discriminant de cette équation du second degré est
et s'écrit
Il est donc égal à — 3D, en désignant par D le discriminant de l'équation du troisième degré [§ 50, (9)]. L'équation (6) donne alors
L'équation (3) devient, dans ces conditions, une équation binôme, dont la résolution n'exige plus que Texlraction d'une racine cubique. On peut d'ailleurs choisir arbitrairement le signe devant le radical dans la formule (7).
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Pour appliquer la transformation de Tschirnhausen à l'équalion du quatrième degré, on choisit les coefficients ao, «i, a^, «3 de façon que, dans Féquation transformée
(8) yk ^ b^yi ^ b^jri ^ b^-y -^ b,, = 0,
on ait
(9) ôi = o, 63=0.
L^équation (8) devient alors une équation du second degré en^^; les équations (9) une fois résolues, il faudra donc encore extraire deux racines carrées.
Si, à Taide de la première des équations (g), on élimine ao de la seconde, on trouve une équation homogène du troisième degré entre ai, 0L2, aj. On peut donc prendre arbitrairement Pun des rapports mutuels de ces trois quantités, poser, par exemple, as = o. L'autre rapport est alors déterminé par une équation du troisième degré.
La résolution de Téquation du quatrième degré est ainsi ramenée à celle d'une équation du troisième degré et à l'extraction de racines carrées.
§ 60* — Application de la transformation de Tsohirnhausen
à l'équation du cinquième degré.
Pour appliquer à l'équation du cinquième degré
(1) X* -^ atx^ -h a^x^ -^a^x^-ha-^x -h ai = o la transformation de Tschirnhausen, on pose
(2) jr = oLo -h ai X -^ oi%x*-^ a^x* -^ a^x^] on obtient ainsi une transformée de la forme
(3) yi^bijr^-hbijri^bzy^-^b^y-hbi =0.
La première idée consisterait à déterminer les rapports des inconnues, de telle sorte que l'on ait
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l'équation (3) deviendrait alors une équation binôme ; c'était probablement le but que Tschirnhausen avait en vue. Mais ces quatre équations sont respectivement du premier, deuxième, troisième et quatrième degré. L'équation finale, qu'on peut en déduire, sera donc (§ 57, III) du degré 2.3.4 = 24; on ne peut donc en tirer aucun profit pour la résolution de l'équation du cinquième degré. On commence donc par chercher à satisfaire aux équations
(5) ^i = o, bt = o;
on donne ainsi à l'équation (3) une forme qui s'appelle, d'après M. F. Klein (Leçons sur ricosaèdre)^ une forme normale de l'équation du cinquième degré.
Pour vérifier les équations (5), nous disposons des quatre rapports des cinq quantités ao, ai, a^, a3, a^ ; il y aura bien des manières de les utiliser pour simplifier l'équation du cinquième degré.
Nous reviendrons sur ce sujet dans un autre Chapitre, avec plus de détails, et nous nous bornons pour le moment à indiquer le but à atteindre. Pour plus de clarté, nous donnerons à nos considérations une forme géométrique, qui d'ailleurs est loin d'être essentielle pour l'intelligence de la théorie algébrique.
Supposons qu'à l'aide de l'équation linéaire 6, = o nous exprimions l'une des cinq quantités, ao par exemple, en fonction des quatre autres. On pourra alors considérer ai, a2, as, ol^ comme les coordonnées homogènes d'un point de l'espace. L'équation 63 = 0 représente une surface du second ordre; b^ = 0, 64 = o, 65 = o des surfaces qui sont respectivement du troisième, quatrième, cinquième ordre. Si donc on voulait que 62, 63, 64 fussent nuls à la fois, afin de ramener l'équation (3) à la forme d'une équation binôme, il faudrait déterminer Tun des vingt-quatre points d'intersection de trois surfaces des deuxième, troisième, quatrième ordres ; et ce problème dépend d'une équation du vingt-quatrième degré.
Au lieu de procéder ainsi, on cherche à déterminer une gêné* ratrice rectiligne de la surface b^ = o. On sait que, sur chaque quadrique, il existe deux systèmes de ces génératrices (réelles ou imaginaires); on sait déterminer l'une d'entre elles à l'aide d'extraction de racines carrées. La détermination du point d'intersection de cette droite et de la surface 63 = o conduit à une équation
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du troisième degré. On peut enûn s'arranger, en déterminant un facteur commun des coefficients a, pour que bi soit égal à i. L'équation du cinquième degré prend alors la forme
qui détermine^ en fonction d'une seule variable b.
Cette forme porte habituellement le nom du mathématicien anglais Jerrard, qui l'a fait connaître en i834. Mais elle a déjà été signalée, en 1786, par E.-J. Bring, à Lund (*). Nous rappellerons donc Isi/orme de Bring- Jerrard.
D'une façon tout analogue, on pourrait chercher à annuler 64; on obtiendrait ainsi une seconde forme normale de Téquation du cinquième degré
aussi générale que la forme de Bring-Jerrard.
Évidemment, ces considérations n'avancent en rien la résolution de l'équation du cinquième degré. Leur avantage consiste à ramener l'équation du cinquième degré à une forme normale, ne dépendant plus que d'un coefficient variable. Ce résultat peut être atteint d*une infinité de manières. On y arrive de la manière la plus simple, sans résoudre une équation du troisième ou du quatrième degré, en considérant l'équation du cinquième degré 65 = o comme une transformée de l'équation donnée. Si, en effet, l'on a résolu l'équation 65 =^ o, l'une des cinq valeurs dey devient nulle, et, par suite, l'équation donnée du cinquième degré est résolue par là même.
(^ ) Cf. Klein, Leçons sur Vicosaèdre, p. i43.
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TRANSFORMATIONS LINÉAIRES
§ 61. — Déâxiition d'une transformation linéaire.
Considérons des fonctions quelconques qui dépendent des m variables X|, x^^ . .., Xm] remplaçons ces variables par des fonctions linéaires de m nouvelles variables x\ , x^, . . ., a;^,
Xx = a} x\ -h aj rr'i -t-, .
Xi = a J x\ -h a* a?', -f- . .
a-m=a^3r;-f-aj,x;-h..
( iPm =
Nous avons ainsi fait une substitution linéaire; le résultat s^appelle une transformation linéaire.
La quantité
s'appelle le déterminant de la substitution. Il ne peut être nul, sans quoi les équations (i) exprimeraient une dépendance entre les variables x^, x^-, *.>, x^.
Une substitution linéaire transforme toute fonction homogène des variables x en une fonction homogène du même degré des variables x^. Cesl ainsi, par exemple, que toute fonction linéaire
= JV^i^i
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se iransforme en une fonction analogue
avec la condition
(3) a'k^^ai^^;.
Considérons m de ces fonctions linéaires
^v=^a/,vjr/ (V = 1, 2, ..., m).
On en déduit m fonctions transformées
Les déterminants des deux systèmes de formes j^v? y'^t sont
et sont liés par la relation
(4) A'-rA,
d'après la règle de multiplication des déterminants; A et A' sont donc nuls ou différents de zéro en même temps.
§ 62. — Formes quadratiques.
Un intérêt tout particulier s'attache à la transformation des fonctions homogènes du second ordre, dites formes quadratiques. Nous les représenterons, comme dans le premier Chapitre,
par la notation
La substitution (i) du § 61 remplace la forme ^ par la forme
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En mettant j; + i à la place de x^ et x'+ ^' à la place de j/, les variables ^' dépendront des variables Ç, comme les j/ des x\ si donc on pose pour abréger
il vient, en comparant les ternies du premier degré [§18,(i2),(i3)],
(3) 2^""" ==2^^"^' d^où, comme dans la formule (3) du § 61 ,
(4) "1 =S«/' "/• D'autre part, on a
la formule (4) définît donc la transformation de m fonctions linéaires. Les coefficienls du système transformé sont cij^f^] on obtient ceux du système primitif en remplaçant dans Téquation (4) les quantités par leurs valeurs tirées de (5), ce qui donne
(6) bk,h =^*i ^Ui- Le déterminant du premier système est
d'après la formule (4) du § 61, il vaut
mais, d'après l'équation (6), le déterminant des coefficients bk^h vaut lui-même
Si donc, nous posons
(7) H =^=t ai,ias,s. . .dm.w,
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nous trouvons la proposition importante
Le déterminant H s'appelle le déterminant ou discriminant de la forme ç(^). Une transformation linéaire a pour seul effet de multiplier le déterminant par r^; si le déterminant de la première forme est différent de zéro, il en est de même de celui de la seconde.
La condition H = o exprime que la fonction ^{x) peut être considérée comme une fonction de moins de m variables qui sont des fonctions linéaires des variables primitives x.
En premier lieu, si une substitution linéaire transforme ^{x) en une fonction ^{x')^ indépendante de l'une des variables x\ dex', , par exemple, H' sera nul; car les éléments d'une de ses lignes (ou colonnes) sont tous nuls; donc, par suite de l'équation (8), H est aussi nul.
En second lieu, H est le déterminant du système des équations linéaires
Si ce déterminant est nul, il existe (§ 27, th. IV) un système de quantités
qui ne sont pas toutes nulles, et qui satisfont aux équations (9). D'autre part, si xi et x\ sont deux systèmes de grandeurs, et X une grandeur arbitraire, on a les identités
(11) ç)(a?-h Xar') = <p(ar) -f- X^ar/ç^.. -h X«<p(a?'),
[§ 18, formules (12) à (i5)]. Si donc on remplace le système x'i par le système x?, on trouve
(12) <p(ir/-f- Xa??) = çp(a7).
Le premier membre est donc indépendant de X. Supposons x\
différent de zéro, el posons
Xk
il vient alors
yt =ar,arj
— J^ia?;,
yi =x^x\
y m ~3C,nX\
(^î)*?(^) = ?(o»rn r»i • • • » rm).
ç(x) n'est donc fonction que des m — i variables ^2, ^3, ...,>'
§ 63. — Décomposition des formes quadratiques
en sommes de carrés.
Nous allons faire une application importante du théorème, démontré en dernier lieu, au discriminant de la fonction (i i), considérée comme fonction du second degré en X; on ne suppose plus que ce discriminant soit nul. Il a pour expression
Remplaçons xt par ^/-l-Xx^.; mettons, au lieu de cp(j?-|-Xj:'), l'expression (11) du §62, et 25p(;r') au lieu de S:r|:p|p.; il vient alors
11 en résulte que ^(^) ne dépend que de /w — i combinaisons linéaires des m variables. Remplaçons x\^ x.^^ . . ., x'^^ par des valeurs particulières qui n'annulent pas ç(^')î supposons x\^o\ il vient alors
C'est donc une fonction des m — i variables
^, =r Xi X\ — X\ Xx y
y m — Xfn X I — Xffi Xi .
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On peut le constater aussi, en remarquant que les dérivées ^'x ) ^jr,> • ••? ^'x^ s'annulent quand on y donne à Xt, j?2» • • •> ^m les valeurs ûc\, x^^ . . ., j?^; le déterminant de la fonction ^ doit donc aussi s'annuler.
La formule (i) nous fait connaître un résultat très important, qu'une autre forme donnée à la formule met facilement en évidence.
Posons
il vient alors
(3) ?(^) = Yî-+-x(rî»r8, ...,r/«)-
9(0?) se trouve mis sous forme de la somme du carré d'une fonction linéaire Y| et d'une forme quadratique -j^ de m — i variables. D'où ce théorème important :
Une forme quadratique de m variables peut toujours être mise sous forme d'une somme de carrés de m fonctions linéaires au plus.
Ce théorème est évident pour une forme quadratique à une variable, qui est, par définition, un carré parfait. La formule (3) prouve que le théorème est encore vrai pour une forme à m variables, quand on le suppose vrai pour une forme km — i variables. Il est donc général.
Les formules (2) montrent que la décomposition en carrés peut se faire d'une infinité de manières; car ces formules renferment les quantités arbitraires x'.
On ne peut obtenir moins de m carrés, que si le discriminant de la fonction <f est nul.
Dans la formule (3), Y| s'obtient par l'extraction d'une racine carrée; il en résulte que Y| peut être réel ou imaginaire, même si les coefficients de <p ont des valeurs réelles, ainsi que les variables X et a:'.
Si l'on met iY^ à la place de Y<, lorsque cette dernière quaiilité est imaginaire, le théorème prend alors la forme suivante :
Une forme quadratique réelle à m variables peut être de-
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composée en une somme d'au plus m carrés positifs ou négatifs, de fonctions linéaires et réelles des variables ^ (* ).
La Géométrie analytique permet de donner une forme concrète à ces considérations. Si le discriminant de la forme f est nul et si la forme çp renferme trois variables, la conique cp = o dégénère en un système de droites; dans le cas de quatre variables, la quadrique cp = o devient un cône. La fonction ^, introduite dans Téquation (i), égalée à o, représente le cône de sommet ocf circonscrit à la surface cp = o.
§ 64. — Loi d'inertie des formes quadratiques.
Au sujet de la décomposition en carrés des formes quadratiques, Sylvester a démontré le théorème suivant, auquel il a donné le nom de loi d'inertie des formes quadratiques {PhiL Magaz,, i852).
Quel que soit le mode de décomposition d'une forme quadratique en carrés de fonctions linéaires, le nombre des car-rés positifs et celui des carrés négatifs^ et, par suite, leur nombre total, est toujours le même, pourvu que ces fonctions linéaires soient indépendantes.
La démonstration de ce théorème important est très simple. Soient
j cp(x> = Yî-H Yj -r-. . .-h Yî - y;« - y;« -. . .- y;?,
\ ^^ Là^ -+- Ia^ -4- . • -r- LiH, -— Zî| — £d^ — • • I ■— /«M»
deux décompositions en carrés indépendants de la même fonc-
er) Pour la théorie générale des transformations linéaires des formes du second ordre, consulter les recherches de Jacobi et de Hesse (Hesse, Leçons sur la Géométrie analytique de l'espace, 3* édition, publiée et augmentée de Notes par Gundelfinger, Leipzig, 1876), et tout particulièrement les Traraux deWeierstrass et de Kronecker {Monatsberichte de l'Académie de Berlinj 1868; 1874). Une revue historique détaillée de la question se trouve dans le Compte rendu de rétat actuel de la théorie des invariants, par Franz Meyer {Premier Compte rendu annuel de l'Assemblée des Mathématiciens allemands, Berlin, 1892, et Bulletin des Sciences mathématiques f 1895).
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lion ç(^). Par hypothèse, Y|, Yo, . . ., Yv, Y^, . . ., Yy sont des fonctions linéaires et homogènes des variables, qui ne vérifient aucune relation linéaire à coefficients constants, et, par suite, telles que v -+- v'^m; les mêmes hypothèses seront faites sur les fonctions Z, donc [l-\- [x'5m.
Supposons V < [JL. On pourra alors trouver des valeurs des variables X satisfaisant aux équations
( Y, = o, Yi = o, . . . , Yv = o,
dont le nombre v + [x' est plus petit que m.
Si maintenant toutes les fonctions Zi , Z^, ..., Z^ étaient linéairement dépendantes des fonctions Y«, Y2, . .., Yy, Zj, Z,, ..., la^y on pourrait éliminer entre ces [x équations les v variables Y|, Y2, . . ., Yy, et, par suite, établir ainsi une relation linéaire entre les fonctions Z, laquelle ne peut exister par hypothèse. Il en résulte que les équations (2) n'entraînent pas nécessairement la condition que toutes les fonctions Z soient nulles. On peut donc joindre à ces équations (2) une autre équation non homogène, par exemple,
Nous avons alors pour les m inconnues Xi un système de m ou d'un nombre moindre d'équations qui sont indépendantes et, par suite, compatibles (§ 29, V).
Mais alors la première des décompositions (i) donne pour f (x) une valeur négative ou nulle, tandis que la seconde donne certainement une valeur positive. Ces résultats contradictoires montrent qu'on ne peut supposer v < [x, et, par suite, on a v^ [x. On montrerait de même qu'il faut que [jl^v. Il faut donc nécessairement que [JL = v; de même, on ferait voir que [jl' = v', ce qui démontre complètement notre théorème.
§ 65. — Transformation des formes d'ordre n.
Supposons qu'on effectue la substitution (i) du § 61 sur une forme F(x) du degré n par rapport à m variables ^<, X2, ..., Xm]
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soil ^(:r') la forme transformée. Simultanément la fonction linéaire des variables Çi, $2» •••) S/n
sera transformée, par la même subslitution, supposée faite sur les h, en
Cela résulte de ce que ces deux expressions représentent toutes les deux le coefficient de t dans le développement de
par rapport aux puissances de / (§ 18). De même, la forme quadratique
ik
se transforme en
^S/UFî-.jfc
lA
S^iî**^}'-.-
Appliquons le premier résultat à un système de m formes F{ (x), Fzix), . .., ¥m{x)i de degrés quelconques, et désignons par A le déterminant
Fi,jr, Fl,jr-, . . . Fi^r„
Ft,j-, Fî.j-, . . • Fj.j
m.jr
fm
Soit de même A' le déterminant correspondant, formé à Faide des fonctions transformées $i, ^29 • • •; ^m', d'après la formule (4) du § 61, nous aurons, en désignant par r le déterminant de la substitution,
(5) A' = rA.
A s'appelle le déterminant fonctionnel des m fonctions F,, F> F
De même, puisque la fonction (4) est la transformée de la
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fonctioQ (3), si l'on désigne par H le déterminant
Kl
Fl-,.r, .
F'Lr,
" ^kr„.
ï^'jm^l
FiwTi •
et par H' le déterminant analogue pour la fonction ^, on aura
H s'appelle le hessien (*) de la fonction F. Dans les formules (5) et (6), r est le déterminant de la substitution.
Des formules (a), (3), (6) il résulte en outre que, si l'on fait la substitution indiquée à la fois sur les variables \ et les variables x^ la fonction
se transforme en
k Fl-..rt
25i«**--^^«2«iS.
\ étant un nombre arbitraire. Si donc on considère le système des n -i- I variables Ç|, Ça, . . ., $,„, \ on peut transformer ce système par la substitution (i) à laquelle on adjoint l'équation
le déterminant de cette nouvelle substitution est
cette substitution transforine la forme quadratique (7) en la
( ' ) D*après le géomètre Hcssc. II a souvent employé ce déterminant et en a montré Timportance dans ses recherches géométriques, en particulier dans la ibéorie des courbes du troisième ordre et dans les problèmes relatifs à l'élimination.
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forme (8). AppliquoQS à cette forme l'équation (8) du § 62; appelons C le hessien de la forme (7)
Fî-.x, .
Fî-,r.
Fx|
Fj,j^
Fâ«.r, .
• Hjr„
on aura
C ayant, pour la fonction transformée O, la même signification que C pour la forme F. On obtient une relation analogue en remplaçant dans la formule (9) les dérivées H^. par F^.; le déterminant (9) devient alors le produit HF, et Ton n'obtient pas de résultat nouveau.
§ 66. — Invariants et covariants.
Lorsqu'on transforme linéairement des fonctions homogènes, il se présente toujours certaines fonctions des coefficients, qui se reproduisent, multipliées par une puissance du déterminant de la substitution, quand on y remplace les coefficients de la forme donnée par ceux de la forme transformée. 11 en est de même quand on transforme simultanément plusieurs formes; les fonctions dépendent alors des coefficients de toutes les formes du système. Comme exemple, on peut citer le déterminant d'un système de m formes linéaires, le déterminant d'une forme quadratique.
Ces fonctions s'appellent des invariants de la forme, ou, dans le cas de plusieurs formes, des invariants simultanés du système des formes.
Soit donc l(a) une fonction des coefficients a de la forme F(a:) ; l(a') la même fonction des coefficients de la forme transformée ^{x'), T(a) est dit un invariant, si on a l'identité
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X sera dit le poids de Tinvariant; si cet exposant est nul, I(a)est un invariant absolu,
La plupart du temps, on ne considère que des invariants rationnels et entiers, c'est-à-dire des fonctions I, rationnelles, homogènes et entières par rapport aux coefficients a. De même, les invariants simultanés seront supposés homogènes par rapport aux coedGcients de chacune des formes dont ils dépendent.
Il existe encore d'autres fonctions qui contiennent simultanément les coefficients et les variables , mais possèdent aussi la propriété d'invariance. En désignant par C(x, a) une telle fonction, on a
Ces fonctions s'appellent des covariants de la forme F (a:). Le déterminant fonctionnel est un covariant simultané de m formes ; le hessien d'une fonction de degré supérieur au second est un covariant de cette fonction unique. On prend aussi de préférence les covariants sous forme de fonctions rationnelles, entières et homogènes des variables.
Soit m le nombre des variables, n le degré de la fonction F(a:), V et p. les degrés de la fonction G (or, a) par rapport aux variables et aux coefficients ; ces nombres vérifient la relation
(3) /i jjL = m\ H- V.
On le démontre en comparant les degrés des deux membres de l'équation (2) par rapport aux coefficients de la substitution. Les coefficients a' sont, en effet, du degré n par rapport à ces coefficients; r est du degré /?i, les variables x sont du premier degré; on en conclut de suite la formule (3). La formule correspondante pour les invariants s*obtient en faisant v = o; en général, d'ailleurs, les invariants peuvent être considérés comme un cas particulier des covariants.
Nous allons dire quelques mots d'une loi générale pour la formation des invariants et des coVariants; nous nous en sommes déjà servi dans les cas particuliers, traités au § 65.
Ordonnons, par rapport aux puissances de t^ la fonction
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[§ 18, (4)] ; le coefficient de ^ est
avec la condition
«1 -h ai -4- . . . -+- dm = V.
Si nous effectuons la transformation linéaire (i) du §61, simultanément sur les variables x et Ç, la fonction Fv(^, \) devient ^v(^'> i')i cette quantité se déduit de Fy, en remplaçant simultanément x^ Ç, a par x\ $', a', et F par <ï>. Donc :
I. Si Von considère Fv(:r, Ç) comme une forme du degré v par rapport aux variables Ç, et si Von forme un invariant dt* cette forme ^ lequel contient, par conséquent, encore les variables x^ on obtient un covariant de la forme F.
Comme les variables x el\ sont soumises à la même transformation, on a de même le théorème suivant :
IL Si Conforme un covariant de la fonction ¥^{x^ Ç) considérée comme fonction des variables Ç, et si l'on y remplace ces dernières par les variables x, on obtient un covariant de la forme F(x).
Les mêmes théorèmes sont vrais pour les invarian ts et covarian (s simultanés.
On sait que la fonction Y^[x^ Ç) vérifie Téquation
(5) Fv(ar,0 = F»-v(Ç,^);
cette équation s'obtient en égalant les coefficients des mêmes puissances de t dans les deux membres de Tidentité
Les fonctions
p (t n- n(v).n(/i— v) ^"^'^»^^- îûTT^ ^^i^A)
sont dites les polaires de la fonction F(^); Py est la polaire
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d'ordre v. Elles vérifient aussi l'équation On a multiplié par le facteur constant
afin que la fonction Py ait des coefficients aussi simples que possible, quand la fonction F est écrite avec les coefficients du développement de la puissance d'un polynôme.
Ces définitions seront surtout appliquées dans la suite à la forme binaire /(^, y) ; les polaires ont alors les expressions suivantes :
et, en général,
n(n — I) . . . (.n — V -+- I) Pv(a-, 0 = $^
dy^
Si Von forme des covariant$ d'un système de covariants d'une forme F, on voit immédiatement qu'on forme ainsi des covariants de la première forme F.
Prenons, par exemple, le cas de trois variables; formons le déterminant fonctionnel des trois fonctions F, H, C, considérées au § 65; on obtient ainsi le nouveau covariant de la forme F :
Fr. H^r. a.,
Fx, Hx, Ci-, Fx, Hx, C;c,
dont le poids est égal à 9 et qui vérifie la condition
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§ 67. — Transformation linéaire des formes binaires. Soît
(i) /(^) = «0^" -+- «i^?""* -H a,a?«-* -+-....-*- an
une fonclion rationnelle et entière de degré n. Pour la transformer en une forme binaire, il suffit de remplacer x par - et de multiplier par j^", ce qui donne
(2) /(^yy) = «0^" ■+■ a^x'^-'^y -4- atx'^-^y^ -h. . .-*- a»^'*.
En supposant connues les racines de /(^), on sait décomposer f{x) en un produit de n facteurs linéaires
(3) /(a7) = ao(jr — ai)(a7 — aj) ... (ar — «„); on en conclut
( 4) /(^,r ) = «o(a? — (t-iy) {x — a,7) ... (3? — dny)'
Si l'on remplace de même a^, oL^t • • -9 ^/i p^i* d^s rapports tels
OC] tf] (Xn,
en posant
«0 = APipj .. . Pa.
Gomme nous allons souvent rencontrer dans la suite les facteurs de f{Xyy)y nous les désignerons, pour abréger, par la notation
(6) ^Pi— r^i = (^Pi)-
De même nous poserons
(7) (^i7î —yi^i) = (^irî)»
formule dans laquelle JC^^y^ et X2^y2 sont deux couples quelconques des variables.
Lorsque nous emploierons le mode de représentation non liomo-
TT-'i on trouve
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gène, nous poserons encore plus brièvement
(8) ( ^'-"*i ^(<^»^^» ^ — «« = (0,2), ..., (ar — a„) = (o,/i), ( ati — a, = (1,2), ..., (a/ — «a) =(t, A:).
Faisons dans la forme (2) la substitution linéaire
dont le déterminant
(10) r = ao — Py
n'est pas nul; la forme f{x^j) se transforme alors en une autre forme d'ordre /i, F(a:',y'); nous poserons
I^s coeilGcients ajj, a'^, . . ., a), de la forme transformée sont des fonctions linéaires et homogènes de ceux de la forme donnée, et des fonctions homogènes de degré n par rapport aux coefficients a, p, y, 8 de la substitution. En posant, par exemple, ^'= o et y = I, ou 0:^= i Qiy=: o, on trouve
Les autres coefficients a' peuvent s'exprimer à l'aide des dérivées de la fonction/; c'est ainsi que
Nous ne pousserons pas ces calculs plus loin.
Si nous appliquons la transformation (9) simultanément aux couples des variables x^y^ ayt et ^a, nous transformons les facteurs linéaires de^, et l'on aura
(i3) (^'Pi) = r(^PA),
ainsi qu'on le reconnaît en employant la règle de multiplication des déterminants ou, plus simplement, par un calcul direct. Ces facteurs {x^k) sont donc aussi des covariants de la fonction f{Xfy); seulement ils sont irrationnels, ne pouvant s'exprimer rationnellement en fonction. des coefficients de la forme /(Xy y). On trouve de même
(t4) io^h?k) = r(a^h)'
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Les déterminants tels que (a^ ^a) sont donc à considérer comme des invariants irrationnels. Nous allons maintenant expliquer comment on peut s'en servir pour en déduire des invariants cl des covariants rationnels.
Considérons, à ' cet effet, la transformation linéaire sous sa forme non homogène
et appliquons-la à la fonction f{x) prise sous la forme (i). En posant
on en tire
(i6) ¥{x') r= (Y^'-H hy^fix).
Cette même équation peut aussi s'écrire
(Il . \
ao -t- a, - -h a, — -h. . .-4- a« — ^ .
Faisons x^ , et, par suite, x infini; on en conclut
aor« = (-Y)«F^- -)
Si Ton suppose que a'^, a'^, . . ., a^^ dépendent de a,, aj, • . ., a« comme x' de x, on peut écrire
F(rr') = ai(^'-a',)(a7'-a;)...(^'-a;); on en conclut
(17) ao/-'» = ai(Ya; -^^){^(i\ -+-S') ... (Ya^-f-S).
D'autre part, en appliquant la formule (i5), il vient
rCaJ — ai)
OLj — 7.Jc = /- ; w- ; r- •
(Ya,-H5)(Y«i-hS)
Formons maintenant un produit P à l'aide des facteurs
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de telle sorte que chacun des nombres i, 2, . . ., /i se présente un même nombre de fois, [x fois, par exemple. L'indice o, la variable Xj se présentera, par exemple, v fois; soit enfin q le nombre total des facteurs. Chaque facteur contenant deux indices, on aura alors
(19) ^ -\-n\L = iq.
Si donc on appelle P' le produit qui se déduit de P par la permutation des \ariables x et a,- avec x' et a], on conclut de (17) et (18) l'équation
{20) a>. P' rrr ag". r>*V-'<i {-( x' -^ 8)vp.
Formons enfin la quantité
la sommation étant étendue à toutes les quantités déduites de P par la permutation des indices i, 2, . .. , n de toutes les manières possibles. Cette somme est une fonction symétrique des racines de l'équation (i); par suite, on peut la mettre sous forme d'une
fonction rationnelle et entière des rapports — »— , •••>—> de
telle sorte que l'ordre d'aucun de ses termes ne soit supérieur à [JL. La fonction C(^,^, a) est alors une fonction rationnelle et entière par rapport à «oj <^o • • • » ^/o d'ordre u, et une fonction entière et homogène des variables x et y^ d'ordre v. D'après les équations (19) et (20), elle vérifie Téquation
(23) X=/l(JL — Çj 2X = /l(JL — V.
C'est donc un covariant de la forme considérée; siv^^o, c'est un invariant.
Comme /ijji est supérieur ou égal à v, on voit que le poids A est positif ou nul. Le cas limite /1[jl = v ou X r^ o, ne se présente que lorsque dans P les indices 1,2, . . . , /i se trouvent combinés chacun avec l'indice o, et non autrement. P est alors une puissance def{x).
LIYBE I.
§ 68. — Formes binaires du troisième degré.
Une forme binaire quadratique (ou du second degré) ne donne pas d^aulre formation invariante que son discriminant. Nous laisserons donc ces formes de côté et passons tout de suite aux formes du troisième degré ou cubiques.
Soit
f{^yy) = ao^' -^ ci\^^y -i- CLixy^ H- a^y^
une telle forme. Comme premier covariant quadratique, nous formerons le hessien. Nous convenons, une fois pour toutes, d'écrire les formes en donnant à leurs coefficients numériques la forme de nombres entiers premiers entre eux. On pourra alors supprimer le facteur 4 dans le déterminant formé avec les dérivées secondes, et nous trouvons, comme premier covariant,
3ooX aiX
ou bien
en posant
<l\X Cl\X
aty
H = Aoar'-H Ai^:^ -+- Aj^^,
Ao A,
Oaoas — ai a,, Za\a^ — a*.
Le discriminant de la forme quadratique (2) est un invariant de la forme cubique (i). Tous ses coefficients numériques ont en commun le facteur 3 ; nous poserons, par suite,
3D = 4AoA, — AJ;
la quantité D n'est alors autre chose que \q- discriminant de la forme cubique [§ 50, (10)]
D = aja* -h iSaoajajas — 4^0^^ — 4ûtJ<23 — i'ja^a\.
On obtient un autre covariant du troisième degré en formant le
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déterminant fonctionnel de f{x^y) et H(:r,^), c'est-à-dire la quantité
(6) Q(a;,j.)=/iH;-/;H;;
c'est-à-dire
3aoa?* -h aaiir^ -+- a^y^ iK^x -¥- Kiy aix^ -^la^xy -^^a^y^ k^x -\-7.Kiy
dont les coefficients numériques sont premiers entre eux. Voici les valeurs des coefficients des termes en x^^ ^^y^ ^y^y y^ > leur calcul n'ofire aucune difficulté :
l'jo^az — 9aoaiat-f-aaJ, i-ja^axa^ — i^a^a\ -f-3ajai,
— 27 «0 ^j ût3 -h 1 8 ajaj — Za\a\y
— 2yao(il -H gaïUiaz — 2aJ.
Les modifications que subissent H, D, Q par une transformation linéaire résultent des équations (a) et (3) du § 66. En appelant H^, D', Q' les quantités analogues pour la forme transformée, on a
On peut se servir des covariants pour ramener la forme cubique à uqe forme normale, qui donne la solution de l'équation du troisième degré.
Nous prendrons comme forme normale
s et 7^ étant des fonctions linéaires de oc et y. Ainsi qu'on va le voir, on peut toujours ramener la forme générale à cette forme normale, tant que D n'est pas nul, c'est-à-dire tant que l'équation du troisième degré n'a pas de racines égales. Les solutions de l'équation /= o sont alors celles des équations
Ç -h 7j = O, $^-Êr) = o, Ç-he^T. =0,
e étant une racine cubique imaginaire de Tunité*
Calculons les formes H', D', Q' relatives à la forme (9) ; il suf-
fira de faire aj, = ag = i , a\ r^ a^ = o; on trouve ainsi
La forme (9) étant supposée déduite de la forme générale à Taide d'une transformation linéaire, il vient, d'après (8),
ç» -H Ti» =/.
On conclut de ces équations
»7 -..-'-IQ^./, ar.»^-^:!^
en tirant de la première équation
et portant dans les autres, on trouve
On en tire Ç et r| par l'extraction de deux racines cubiques, Tune d'elles étant déterminée par l'autre à l'aide de la première des équations (10).
Nos formules même montrent que, D étant différent de zéro, on peut toujours ramener la forme générale à la forme normale à l'aide d'une transformation linéaire; car, dans cette hypothèse, Il se décompose en deux facteurs linéaires différents ; si l'on prend ces facteurs, abstraction faite d'un multiplicateur constant, pour représenter $ et tj, on voit que Ai rrr Ai r^ o. D'ailleurs, les identités
3 «3 Ao -H ai A j = aj Aj , aj Aq -h 3 a^K^ — «i Ai
montrent que a'i et ai sont nuls, à condition que A| soit différent de zéro, condition toujours remplie quand D est différent de zéro ; donc la forme transformée ne contient que les cubes de S et de y\.
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Élevons au cube les deux membres de la première des équa> lions (10); éliminons $', tj', r* à l'aide de (i i) et de la deuxième des équations (lo)^ on est ainsi conduit à Tidenlité suivante entre les covariants
Pour effectuer la réduction à la forme normale, c'est-à-dire pour trouver les fonctions Ç et ti, on décompose la fonction H en ses facteurs linéaires, ce qui donne
i et y; ne diffèrent de ces deux facteurs que par un facteur constant. Posons donc, en appelant h et k ces deux facteurs,
( 2 J = h(iAoX -h kiy —y /— 3 D) ,
( 27) = A:(2 Aqo?-!- Aj^-Hj^/— 3D;.
Multipliant membre à membre, en ayant égard aux deux premières équations (lo), il vient
(i4) 3MAov/^=nï = i.
Portant ces valeurs de i et iq dans les équations (ii), et égalant les coefficients de ^', on trouve
jo étant le coefficient de x^ dans Q, c'est-à-dire (16) qa — 27aJ a, — ^a^axa^ -f- 2a}.
Pour vérifier enfin que le choix du signe de y — 3D dans les formules (i3) a été bien fait, il suffit de porter ces valeurs dans les formules (i i), en faisant le calcul pour le cas particulier où
la comparaison des équations (i i) et (i3) donne alors l'identité
(a^x — eaj^)' = aja?' — 36aJajX*j^ -+- 3t^aia^xy^ — oj^',
e étant une racine cubique imaginaire de l'unité.
§ 69. — Le système complet des invariants et covariants
de la forme cubique binaire.
Nous allons montrer que tous les invariants et covariants d^une forme cubique s'expriment rationnellement à Taide des quatre formes D,y, H, Q.
Soit, en effet,
un covariant du. degré v par rapport aux variables, du degré |x par rapport, aux coefficients ; nous supposerons que tous les coefficients numériques de cette forme sont entiers.
En effectuant sur la forme / une transformation linéaire, il vient[§66,(>),(3)]
(1) C'=C(?,i),a') = rXG(a:,^,a),
Supposons que Ç et Tj soient les variables de la forme normale considérée ci-dessus. En désignant par e une racine cubique imaginaire de Tunité, les formules
définissent une substitution linéaire, de déterminant égal à i, laquelle transforme donc la forme normale en elle-même. Il en résulte que C ne doit pas changer, quand on y remplace $ et ti par e$ et e^Tj ; donc C dépend rationnellement des quantités
La permutation de ^ et yj correspond à une substitution de déterminant — i; donc G conserve ou change son signe, suivant que X est pair ou impair. C'est donc une somme de termes de la forme
M est un facteur numérique entier (car les coefficients numériques de C et G sont supposés entiers); on prendra le signe supérieur ou le signe inférieur, selon que X est pair ou impair.
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Dans ce dernier cas, l'expression est divisible par Ç^ — r,' ; le quotient est une fonction rationnelle à coefficients entiers de ç* -}- T|' et de $7^, car toute fonction symétrique de deux grandeurs peut être exprimée en fonction de leur somme et de leur produit. Si donc on désigne par x un nombre égal à zéro ou à i , selon que X est pair ou impair, on trouve que G peut se mettre sous la forme
les coefficients M sont des nombres entiers; a et p prennent des valeurs numériques entières qui vérifient la condition
Multiplions les deux membres de ( i ) par une puissance convenable de (3); à l'aide des formules (lo) du §68, exprimons Çtj, Ç' -h tj',
Çs — r,', à l'aide de H,/, Q; remplaçons r par D *, il viendra
(4) 3<JG = QTSMDTHa/^ formule dans laquelle
(5) 6y = X — 3t — lOL.
A chaque valeur de y correspond, d'après (5), une valeur déterminée de a, et d'après (3) une valeur déterminée de p. Inversement la valeur de a ou de ^ détermine les deux autres nombres, de telle sorte que chacun des exposants de H, D,y, dans la formule (4), ne se présente qu'une seule fois.
Les formules (2), (3), (5) montrent aisément que y est un nombre entier. En effet, par définition, X — 3t est un nombre pair, 3y est donc un nombre entier.
D'autre part, d'après (2) et (3),
donc ôy et, par suite, 3 y, est divisible par 3. Il en résulte que oest aussi un nombre entier.
On voit, comme il suit, que y est positif. Supposons que dans le second membre de (4) se trouvent des puissances négatives de D ; multiplions les deux membres de cette équation par une puis-
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sance de D suffisante pour que le second membre ne contienne pins la quantité D. Dans Téquation ainsi obtenue, faisons les hypothèses
(6) rto = o, ai = i, aj = o, «3 — 0; il vient
(7) D = o, H= — a?», /=x^y, Q = aar».
Le premier membre serait donc nul, tandis que le second ne le serait pas, ce qui est impossible. Donc, le second membre de (4) ne renferme pas de puissances négatives de D.
Enfin on peut encore démontrer que le premier membre de (4) ne peut renfermer aucune puissance de 3, qui ne se trouve aussi dans les facteurs M ; on peut donc la supprimer.
Nous avons démontré, au § 2, que le produit de deux fonctions primaires, rationnelles et entières, d'un nombre quelconque de variables, est encore une fonction primaire. On sait que nous avons désigné par ce nom toute fonction dont les coefficients sont des nombres entiers, premiers entre eux. Il s'agit donc de démontrer, dans le cas actuel, qu'une somme de la forme
Q^SMDYHV^
dans laquelle les M sont des entiers premiers entre eux, ne peut devenir non primaire et, en particulier, ne peut admettre le facteur 3, quand on remplace Q, D,H,y* par leurs expressions à Taide des coefficients a et des variables x et y. D'après le théorème rappelé, puisque Q est une fonction primaire, il suffît de démontrer la proposition pour la somme
(8) SMDYHV^.
Dans cette somme, nous pouvons laisser de côté les termes dont le facteur M est divisible par 3. D'après le même théorème, nous pouvons admettre que la somme des termes restants n'est pas divisible par D, qu'elle contient donc un terme au moins, dans lequel y est nul. Ces hypothèses faites, supposons que l'expression (8) développée admette le facteur 3; remplaçons les quantités par les valeurs particulières (6) et (7), c'est-à-dire faisons D = o, H = — x^,/= x^y\ l'expression se réduit alors au seul
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lerme ne contenant pas D, pour lequel on a y = o, 2a = X, c'està-dire à
Or, ce terme n'est pas divisible par 3, d'après les hypothèses faites ; on ne peut donc admettre que l'expression (8) développée soit divisible par 3.
On conclut de là le théorème suivant :
Tout coçariant à coefficients entiers de la forme cubique s^ exprime sous forme entière et rationnelle , à coefficients entiers^ à Vaide des quantités H, D, Q,/, sous Vune des formes
2 M DY HV^ Q 2 m DT h VP, les coefficients étant entiers.
Les invariants étant un cas particulier des covariants sont donc tous des puissances de D.
§ 70. — Formes du quatrième degré.
Considérons maintenant la forme du quatrième degré
Le hessien de cette forme est un covariant du quatrième ordre, qui s'écrit, après division par 3,
xia^x^-^^a^xy -^ria^y^ 3aiX^-h iatxy-\- Za^y^
ou bien
en posant
Ao = Saoûtf — 3ai , A^ = Sa^a^ — 3a,,
At = 24^0^9 — 4^1 A] t Aj = i^a^a^ — 4^t^s> Aj = 48^0^4 -+- 6»! Ui — 4^s*
On trouve, en outre, un covariant du sixième ordre
r^) T=Jj
Les invariants de la forme du quatrième degré (ou biquadratique) se forment le plus simplement à Taide des différences de W. 16
racines, d'après le procédé du § 67. On obtient ainsi deux invariants, Fan du second, l'autre du troisième degré par rapport aux coefficients :
(4) A = ia;[(i2)«(34)* + (i3)'(20«-^(i4)«(23)«],
(5) B = aj2(i2)«(34)»(i3)(42).
Posons
nos expressions s'écrivent alors
(7) I B = a;[U«(V-W)-^V«(\V-U)-f-W«(D-V)l ( =aJ(W-V)(V— U)(U— W).
Les formules nécessaires pour le calcul de ces quantités ont été développées au § 52. D'après les formules (lo) de ce paragraphe, on trouve
(8) U = P« — fv», V=fv« — a», W=a* — t»»,
en désignant par u^, ç^^, w^ les racines de la résolvante du troisième degré
(9) ^' -+- 2a«*-i-(a* — ic)z — 6* = o.
Les expressions de A et de B se déduisent maintenant de cette remarque que les trois quantités
!y^ = ao(V — W) = ao(a*-h('«-+-«'«— 3m«), ^, = ao(W— U) = ao(w*-hpS-+-«pï— 3(^î),
sont, par suite des équations (7) et (8), racines de l'équation du troisième degré
(11) ^3_«3A^-hB =0.
L'équation (i i) se déduit donc de (9) par la substitution
^ = --ao(2a-h3.3);
il en résulte
A = aj(a*-+- i2c),
B = ^J ( 2a' — 72ac 4- 27 6* ).
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Nos invariants A et B sont donc idenliques aux quantités désignées par ces lettres au § 52. Si on les exprime en fonction des coefficients «o, a*, «2, «3, a^, on trouve
(12) A = aj — 3ai a3-}-iaao«fc»
(i3) B = 27ajav -+- l'^a^a^-^ aaj — 'jia^aïai^ — 9 ai a^ as.
Le discriminant de Téquation du quatrième degré est aussi un invariant; mais il dépend de A et B. C'est
(14) D=aJU*V»W«.
Nous Tavons déjà formé au § 52 et nous avons trouvé (i5) 27D = 4A» — B«.
D'après la formule du § 67,
on trouve, entre ces formations invariantes et les quantités analogues pour la forme transformée, les relations
(16) ir=r«H, T=r»T, A'=r^A, B'=r«B, D' = ri>D.
§ 71. — Résolution de réquation du quatrième degré.
Nous allons ramener la forme du quatrième degré à une forme normale, à l'aide d'une substitution linéaire de déterminant 1 ; nous supposerons, à cet effet, que la forme biquadratique a été décomposée en facteurs linéaires
Posons
il en résulte
a: — a^ = — y/a — pÇ, (^ — Y^ ) /«— P = ( P — Y> ? — (a — Y)*n,
f{x^ y) devient alors
(4) F(î,7)) = aU'T)^a;5«r,«-4-a;îV.
Les invariants de cette forme sont
!A'= A=a;« — 3a'ia',, B'=B = 2a;»-9a;a;a;, D' = D = a;« «;» a'; — \a'f a^ .
Les coeffîcients a\^ a,, a, s'expriment alors aisément en fonction de a, p, y, o, à l'aide des équations (3),
= ao(p~Y)(P-5).
j -3 = an (a— Y)(a — o),
Par permutation des racines, on pourra obtenir la forme normale (4) de six manières différentes; elles ne fourniront que trois valeurs distinctes pour a^. Posons, comme ci-dessus,
U-hV-+-W = o;
on trouve pour a[^ les trois valeurs ,
I a;=ao(V-W), (8) . a;=ao(W-U),
I < = ao(U— V).
Inversement, si l'on connaît les trois valeurs de a'^, aj, a, on pourra déterminer les quantités U, V, W à l'aide des formules
3ûro V =r a', — aj, 3aoW =«; — a;.
II en résulte que si deux des quantités à^^ a\y a^ sont égales, l'une des trois quantités U, V, W est nulle; par suite, deux des racines de l'équation du quatrième degré sont égales; son discriminant est donc nul.
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Posons encore
iap -+- Yo = M,
( a8 -+- Py = «' î on aura
ao{u-i- v-i- w) = flj,
U = V Wy
V = w — Uf
et, par conséquent,
I^OqU = Ui — a j , 3aoC = ai — aj, ^Uqw = aj — a j',
La connaissance des quantités a.^^ a![, a^ entraîne donc celle des quantités u, p, iv. Mais lorsqu'on connaît «, (^, tv, la résolution de Téquation du quatrième degré est ramenée à des extractions de racines carrées. En effet, on aura
a^ 4- YO = M, aoap.Y8 = «4; par suile
Comme on peut calculer de même les produits ay, ao, ^y, ^o, on pourra calculer a^ à l'aide de la formule
On a vu que «jj ^2> ^2 sont les racines de Téquation (12) a»— 3A5-^B=o.
C'est la forme la plus simple qu'on puisse donner à la résolvante cubique de l'équation du quatrième degré.
§ 72. — Les covariants.
Formons le covariant H [§ 70, (2)] pour la forme transformée
nous trouverons
Il en résulte
La quantité H -\- ^a'^f est donc, abstraction faite du facteur — 3, le carré d'une forme quadratique; cette propriété subsiste quand on remplace a'^ par a'^ ou a^. Posons donc, pour abréger,
I H + ia-i/^-m
Deux quelconques des Irois fonctions ^t, ^2j *^z ^^ peuvent avoir de diviseur commun, si Ton suppose le discriminant D différent de zéro. Dans cette hypothèse, en effet, les trois quantités «2, «*, a'I sont différentes. Si donc ^^ et ^2 étaient nuls pour un certain système de valeurs des variables, il en serait de même de H et de/; tout diviseur commun de J^i et 62 serait donc diviseur commun de H et de/. Mais Ç est un diviseur linéaire quelconque de /. D'après la formule (2), il ne peut être diviseur de H que si a'g est nul, condition qui exige D = o [§ 71, (5)], ce qui est en contradiction avec l'hypothèse.
D'autre part, le déterminant fonctionnel T de H et de/estle même que celui de /et de II -4- X/, quel que soit X. Si donc, on pose X = ia[^i il vient
T est donc divisible par ^< ; on montrerait par un raisonnement
analogue qu'il l'est par ^2 et J^g. Il en résulte que T est égal au
produit i^t '!^'2^z à un facteur constant près.
Multiplions membre à membre les trois équations (4): ayant
égard à l'équation du troisième degré (12) [§ 71], vérifiée par a'j,
a.,, «3, il vient
H» — 48AH/* — 64B/»=cT«,
c étant une constante indéterminée. D'après les équations (16) du § 70, c ne change pas quand on fait une transformation li-
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néaîre ; on trouvera donc sa valeur en parlant de la forme normale (i), et en égalant les coefficients des plus hautes puissances de i dans les deux membres ; on trouve ainsi c = — 27. Les invariants et les covariants vérifient donc l'identité
(5) H3 — 48An/2 — 64B/3 = — 27X2.
Les fonctions ti<, t[;2, ^z sont aussi des covariants,' mais contiennent des coefficients qui ne sont pas rationnels par rapport à ceux de/. On les exprime aisément à Taide des racines a, p, y, S de l'équation y = o. Faisons j/* = i pour simplifier; les équations (3) et (6) du § 71, donnent
yi — a, J;» — a, 7)» — ao ^_ q
Les deux termes de la fraction sont divisibles par a — P; on peut donc mettre ^i sous deux formes diflerentes. Pour trouver ensuite 62 et ^3, il suffit de permuter circulairement les racines P, Y, S. On trouve de cette manière
=r(a-px^-a)(a?-T)-(«-Y)(a?-§)(a?-3).
i? =(p_8)(jr-a)(a.-fj-(a-Y)(a^-8)(»-P) = (y - o^)(ar — a)(a7 — p ) - (a - f;)(ar — o)(a: — y).
On peut considérer ^^^, 'S^l, ^l comme les racines d'une équation du troisième degré, ayant des covariants pour coefficients. Cette équation s'écrit
/ H-+-4^;/\/ HH-4aîA/ H^-4«'î/\
D'après l'équation (i a) du § 71 et l'expression (5) de T^, elle peut se mettre sous la forme
Il est intéressant de former le discriminant de cette équation. On Tobtient le plus simplement possible en calculant la quantité
Il suffît de remplacer les quantités tp par leurs valeurs (4) et de
remplacer le produit (a^ — ^lYi^^ — ^2)^(^2 — ^2)* P^'' ^^ ^'^" criminant de Téquation (12) du § 71. Ce dernier vaut
27(4A3 — Bî)=:^3«D,
D étant le discriminant de/. II vient finalement, comme valeur de A,
§ 73. — Système complet des invariants de la forme binaire
du quatrième degré.
Nous allons maintenant démontrer que tout invariant de la forme du quatrième ordre s'exprime à l'aide de A et de B. Généralement on se contente de démontrer que tout autre invariant est une fonction rationnelle et entière de A et de B; nous allons de plus nous occuper des coefficients numériques, comme nous Pavons fait déjà au § 69 pour les co variants de la forme cubique; un fait nouveau se présente alors.
L'invariant D, par exemple, s'exprime rationnellement en fonction de A et dç. B[§ 70, (i5)]. Mais les coefficients numériques ne sont pas entiers; ce sont des fractions, ayant 27 pour dénominateur, quoique les coefficients de la fonction D, supposée développée, soient tous des nombres entiers.
Nous appellerons donc invariants entiers des fonctions ralionnelles, entières, homogènes, de degré [x par rapport aux cinq variables ^0, a^^ a-ij a^, a^^
([) I(ao, ai, ai, 03, ai,) = l(a),
ayant pour coefficients des nombres entiers, et possédant la propriété invariante
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l'ouï (a') désignant la fonction des coefficients de la. fonction transformée, analogue à I.
De tels invariants sont, par exemple, les quantités A, B, D, lesquelles vérifient la relation identique
Nous nous proposons de démontrer que tout invariant entier est une fonction rationnelle, entière, à coefficients entiers des trois invariants A, B, D.
Si nous formons Tinvariant l' de la forme normale (4 ) du § 71, et si nous remarquons que r=i, il vient
Cette fonction ne peut dépendre que de a^ et du produit a\ a',. En eiTet, la substitution
dont le déterminant est égal à i , transforme la forme normale en elle-même, et laisse a^ invariable; elle change, au contraire, a\
et a'^ en 'k^a\ et yf^ ^ étant une quantité arbitraire.
Posons donc a.^ = z', il viendra
^ étant une fonction rationnelle, entière, à coefficients entiers,
des deux variables a\ a^ et z. D'après les équations (5) du § 71,
Sa'ja'j = z^ — A;
si donc nous multiplions les deux membres de (4) par une puissance convenable de 3, par exemple, 3^, on trouvera
(5) 3vI = ^;(A,^),
'} étant une fonction rationnelle, entière, à coefficients entiers de A et de z.
D'après l'équation (12) du § 71, on a, d'ailleurs,
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on peut donc faire disparaître de ^ toutes les puissances de z, supérieures à la seconde, et écrire
(6) 3vl = x(A,B,^),
y^ étant, par rapport à z^ du second degré au plus.
Mais le premier membre de (6) ne change pas quand on y remplace z par les trois valeurs différentes a'j, aj, «2 » '^ fonction y^ ne contient donc plus la variable ;; (§ 33, II).
On aura donc
(7) 3vI = x(A.B);
y étant une fonction rationnelle, entière, à coefficients entiers. Si, dans la formule (7), on fait la substitution
on trouve que (7) prend l'une des formes
'3vI = *(A,D) ou B*(A, D),
selon que le degré de I est pair ou impair.
Si la fonction I est primaire par rapport aux coefficients a, c'est-à-dire si ses coefficients numériques n'ont pas de diviseur commun, les coefficients de la fonction ^ ne peuvent avoir d'autre diviseur commun qu'une puissance de 3. Il nous reste donc à démontrer qu'ils sont tous divisibles par 3^, ou bien que, si nous supposons ^(A, D) fonction primaire, v est nécessairement nul.
La question est donc la suivante : si dans la fonction primaire ^(A, D) ou B^(A, D) on remplace A, B, D par leurs expressions en fonction des coefficients, les nouvelles fonctions peuventelles admettre le diviseur 3? B étant une fonction primaire, la fonction B^(A, D) ne peut admettre le diviseur 3, que si 3 est un diviseur de <^(A, D).
On est donc ramené à la question suivante : La fonction primaire ^(A, D) peut-elle admettre le diviseur 3, lorsqu'on remplace A et D par leurs valeurs en fonction des coefficients a?
Il est aisé de voir qu'il ne peut en être ainsi. Supprimons par la pensée dans ^(A, D) tous les termes dont les coefficients sont divisibles par 3; la fonction formée par les termes restants devra.
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(le même que ^(A, D), admettre le diviseur 3, après substitution des valeurs de A et D.
Nous pouvons aussi supposer que ^(A, D) n'est pas divisible par D ; car (§ 2) la suppression de ce facteur ne ferait pas disparaître la propriété.
Mais alors ^(A, D) devrait donner un nombre divisible par 3, si l'on supposait Aq = «1 = «3 = «4 = o et aa = I. On a alors D rrr o, A = I ; il faudrait donc que <[>(i , o) fût divisible par 3, ce qui est impossible, puisque le coefficient de la plus haute puissance de A dans ^(A, D) n'est pas divisible par 3 par hypothèse. Notre proposition est donc démontrée :
Tout invariant entier, de la forme binaire du quatrième ordre s^exprime en fonction rationnelle et entière à coefficients entiers des invariants A, B, D, sous Vune des deux
formes
Réciproquement, il est évident que toute expression de cette forme, homogène par rapport aux quantités a est un invariant entier (*).
(' ) La théorie des invariaots est exposée d'une façon détaillée dans les Ouvrages suivants :
Clebscu, Théorie des formes binaires algébriques ; Leipzig, 1872.
Faa di Bhuno, Introduction à la théorie des formes binaires, traduit par Walter; Leipzig, 1881.
P. GoRDAN, Leçons sur la théorie des invariants, rédigées par Kerschensleiner; Leipzig, i885.
Voir aussi ;
Franz Meyer, Compte rendu de l'état actuel de la théorie des invariants (Association des Mathématiciens allemands, 1890-1891; Berlin, 1892). En français dans Je Bulletin des Sciences mathématiques ; 1895.
Pour la dernière question traitée, voir H. Weber, Contribution à la théorie des invariants; Gôttinger Nachrichten, 1898.
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CHAPITRE VI
TRANSFORMATION DE TSCHIRNHAUSEN.
§ 74. — Forme donnée par M. Hermite à la transformation
de Tschirnhausen.
Nous avons déjà indiqué dans le Chapitre IV Tidée fondamentale de la transformation de Tschirnhausen.
On se propose de transformer Téquation algébrique de degré n
(i) /(^) = cioX^-{- aia?'*-*-!-. . .-^ an-\x -h aa = o
à Taide d'une substitution de degré n — i
et de se servir de l'indétermination des coefficients a pour simphlier Téquation.
En donnant à la substitution (2) une forme particulière, M. Hermite a considérablement simplifié le problème, et Ta rattaché à la théorie des invariants (*).
Il a employé la suite de fonctions /oj/o/a? •••»/w-m qu'on sait exprimer rationnellement en fonction de x^ x^j ...,a:''"', et qui ont été déjà utilisées dans le problème de l'élimination.
Désignons par j:? une racine de (i), par / une variable indéterminée^ les formules des § 4 et 46 donnent alors
( ' ) Hermite, Sur quelques théorèmes d^ Algèbre et la résolution de l'équation du quatrième degré {Comptes rendus de l'Académie des Sciences, tirage à part; Paris, i85y).
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et
fx{x) r=açtx -+-ai, (O { /j(^) =<aroa7« h- air -+- a»,
/„-i{x) = rto^"~*-+- «1^:'»-*-+-. ..-Han-i. Prenons pour substitution (2) celle indiquée parla formule
Les coefficients ti sont des indéterminées mises à la place des coefficients a et ne doivent pas être confondus avec les puissances de /. Mais V expression de y devient identique à (3) si Von remplace tkpQr t^.
Convenons, comme au § 46, que le signe S placé devant une fonction indique la sommation des valeurs de cette fonction par rapport à toutes les racines de Téquation (1)*, il vient alors
S[/o(^)] = nao, S[/i(a?)] -(/i — i)a,, (6) 1 S[/,(x}] =(,i~9.)a,,
et, par suile,
(7) S(^) = nao/A-i-h(/i — i)âfi/rt_5-h... H-2a«_,^,-ha„_|/o,
expression qui peut se déduire de /\t), à condition d'y remplacer l^ par tji' Éliminons ^/,_i entre (7) et (5); il vient
(8) ^ - ^ S(^) = /,,_îFo(jr) -i- /«_8F,(ar) -h. . .-f- /oF/i-i(^),
en posant
! ^ >. 'ï — I «I ' Fo =/i ai = aox H ,
. Fi =/j ai = «0^* -+-aja:4-- j
I S[Fo(^)] =o,
(lo) '^^!i^"^Lr.';
Posons maintenant, d'après (3),
(II) F(/,:r)= fil^ -^Lf(t) = tn-iFo(x)-^...-\-tF,,^,(x)-^Fn^t(^):
on voit alors que le second membre de la formule (8) s'obtient en remplaçant dans F(^, a;) la quantité t^ par tk* En supposant a priori y de la forme .
(i2) y = Zrt-2 Fo(ar) + /«..i F, (a:) +. . . -f- /oF„_,(ar),
l'équation
est une identité. Les considérations suivantes vont montrer l'utilité de cette forme de la substitution.
§ 75. — Propriété invariante de la transformation
de Tschirnhausen.
Transformons /(^) à l'aide d'une substitution linéaire et cherchons l'effet produit par cette opération sur la transformation de Tschirnhausen.
Soit
cette substitution; elle donne
(-) ?(0 = Crî + S)«/(^^);
©(i) est une fonction rationnelle et entière du degré n\ Téquation <p(Ç)=:o n'est autre que l'équation J(^x)=:o transformée par la substitution (i).
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Formons maintenaiit une fonction $(t, Ç) à Taide de f (^), exactement comme nous avons formé F(^, x) à l'aide de /(x). Posons par suite
T est une variable analogue à /; les fonctions ^/(Ç) se forment à l'aide de Ç et des coefficients de <p(Ç), exactement comme les fonctions Fi{x) à Taide de x et des coefficients de /(x).
Si, d'autre part, nous faisons dans la fonction F(/, x) la substitution
simultanément avec la substitution (i), il vient
En prenant les dérivées des deux membres de (5) et se servant de la formule
on trouve
(7) r(Yx-4- 8)«-i ^/'(O = (r ■+- 5) ^ Ç'C-c) -T?('c)-
Des équations (5), (6), (7) on conclut ensuite
^(^■, ^ 8)»-' 1 /'«) = - , ^^'~,V^^1. + - ?'(^). eij en soustrayant les deux dernières membre à membre,
par conséquent,
(8) r(Yx 4- a)«-« F(r, ar) = *(t, ?),
OU, en écrivant la formule explicitement,
^^ I = r[{az H- p)'*-«Fo H- (ax -h P)''-»(yt 4- 8) Fi -h . . . -t- (y^ -I- S)«-*F„_t].
Remplaçons maintenant dans F(t, x) les puissances ^* par les variables arbitraires Z^; de même remplaçons dans ^(t, Ç) les puissances T* par Ta, et posons
Les substitutions qui définissent la transformation de Tschimhausen s'écrivent alors [§ 74, (12)]
L'équation (9) est une identité par rapport à t; elle reste donc encore vraie, lorsque, après avoir développé les puissances, on y remplace T* par Ta; donc, les fonctions Y(^, x) et H(t, Ç) sont liées par la relation
(12) H(z,i) = rY{t,x),
à condition de lier les variables t aux variables t par les relations symboliques
( ^0 =(Yx-t-8)«-»;
après avoir développé les puissances figurant dans les seconds membres, on y remplace t* par ta.
Soit maintenant z une variable arbitraire; avant de développer les puissances, multiplions les deux membres des équations (i3) respectivement par
la somme des premiers membres est alors une fonction rationnelle de z du degré n — 2,
1 • jt
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en appliquant à la somme des seconds membres la formule du binôme, elle devient
Posons
( i3) ou
cette expression devient
Développons (t — IJ)""' par la formule du binôme, remplaçons ensuite T^parT^; nous aurons une autre forme de la fonction ï(3). Soit donc
il en résulte la transformation identique
(iG) (ï;-o)--*T(|-;^-^) = /-«-îe(o.
La dépendance des coefficients / et t est fixée parles équations symboliques (i3); c'est la même que pour les fonctions Y et H.
Donc : La substitution linéaire qui transforme (y^ + o)"/(v) en 'jÇt) transforme aussi (yî^ -j- o)""^ T(z) en r""'- B(!J).
Désignons par la lettre t' les coefficients de cette fonction transformée, c'est-à-dire les grandeurs /•'*"'ta', alors, l'équation (i:>.). linéaire par rapport à ces variables, donne
(17) lUt\^)--=r'^-^Y(t,x).
Si dans Y(/, x) on remplace x successivement par les n racines de/(x), on en déduit n nouvelles fonctions. Toute fonction liomoo;ène, rationnelle, symétrique de ces n fonctions s'exprime rationnellement à l'aide des coefficients (ief{x). Soit K(t,a) une
telle fonction, v son degré; désignons par o! les coefficients de ç(5); Téquation (17) donne alors
Nous avons ainsi démontré le beau théorème de M, Hermite.
L'équation f{x) = o étant tranfovmée à l'aide de la transformation de Tscliirnhaiisen
les coefficients de V équation transformée et toutes les fonctions symétriques des n valeurs dey sont des invariants simultanés des deux fonctions f{z)^ ^(5).
§ 7G. — Développements sur le théorème de M. Hermite. Du paragraphe précédent, il résulte qu'en posant
et en y remplaçant x par les n racines de f{x)y les fonctions symétriques des n valeurs ^4,^'a, . • ., y,i ainsi obtenues sont des invariants simultanés de deux formes f{z) et T(:?) respectivement de degrés n et n — 2.
SoitP(jKi, y2, ' ' "i yn) une telle fonction symétrique, homogène, rationnelle, entière et d'ordre v; d'après l'équation (i), c'est évidemment une fonction homogène d'ordre v des variables /. C'est de même une fonction homogène d'ordre v par rapport aux coefficients a; car, l'expression (i) développée est linéaire par rapport aux «, et les fonctions symétriques des racines xi ne dépendent que des rapports mutuels des coefficients. 11 semble pourtant que P puisse contenir à son dénominateur une certaine puissance de a^; reste à faire voir que ce fait ne se présente pas.
Posons
ûo^(ri»rï' -",yn) -= k(/, a);
choisissons A de telle sorte que K(^, a) soit une fonction entière des coefficients a, qui ne s'annule pas pour «0 = 05 il faudra donc
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que 'k soit nul, si nous démontrons que toutes les quantités y conservent des valeurs finies pour ao = o.
Faisons tendre a^ vers o, sans changer les autres coefficients; une des valeurs de x devient infinie. La valeur correspondante dey reste finie ; cela résulte de l'identité [§ 74, (i i)]
Si, en effet, x devient infini et ao nul, les fonctions F© (.r), . . . , F„_2(-2:*)ont pour limites les coefficients de f dans f\^)i c'est-
à-dire
Les valeurs des quantités y restent donc finies, et, par suite, ^{y^^y^-i ••*^yn) ^^^ ^^ invariant rationnel et entier du degré v aussi bien par rapport aux coefficients t que par rapport aux a.
Si donc nous supposons que Téquation en y est de la forme
(3 ) r"-<- P«r''-*-^ Par"-'-^. . .H- Pn = o,
Pv 6St un invariant du degré v.
Le discriminant A de l'équation (35), c'est-à-dire le carré du produit
(4) [ {y^—yz)'"
est un invariant du degré n{n — i).
Pour nous rendre mieux compte de la formation de ces grandeurs, rappelons qu'on obtient y en remplaçant <* par t^ dans l'expression
t — X n On en conclut
(5) y\—y%^{oc^ — xt)
un.
(t^Xi){t-Xt)
à condition de faire dans cette formule la même transformation.
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Le quolienl
est une fonction rationnelle et entière de t du degré /i -- a. Appelons tt\H la valeur qu'il prend quand on y remplace i^ par 1^: on a alors
(6) 7/ - yk ^ i^i -- ^k) ti^k,
Si donc on |)Ose
' ^ft- 1
B est une fonction entière et homogène du degré - - par
rapport aux quantités Z/^^; comme, en outre, c'est une fonction symétrique des racines, on peut l'exprimer rationnellement en fonction des coefficients a.
Soit D le discriminant de /{jc) [§ 50, (3)]; l'équation (6) montre que (8) Ar^De^;
on en conclut que 0 est un impartant qui ne contient plus le dénominateur ciq, A est du degré n(n — 1) par rapport aux coefficients a; D est du degré 2/1 — 2(§ 50); donc 6 est du degré
(/i — i)(n— 2) , ce ' ^
par rapport aux coeincients a.
6 est ce qu'on ap'pelle une /orme réductible du degré —
par rapport aux variables t] d'après Téquation (7) on peut, en effet, la décomposer en facteurs linéaires; seulement, ces facteurs ne sont pas rationnels par rapport aux quantités a.
Déjà, au § 58, nous avons fait remarquer que, dans la transformation de Tschirnhausen, x s'exprime rationnellement en fonction de j'^ cela est aussi vrai pour toute fonction rationnelle de jr.
Spit y(^) une telle fonction pouvant encore contenir les variables a et /, mais toujours entière et homogène par rapport à ces deux sortes de variables; on pourra écrire
(9) T(^) -= Go 4- C,7 4- G,7» + . . .H- C«_,7«->,
les quantités Co, C| , . . . , C/,_i étant rationnelles en a et /.
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Remplaçons dans Téqualion (9) x par a:,, ^2? • - •; ^n et de mêmey par^,,j'2, .. '^yn\ on obtient ainsi pour déterminer les coefficients C un système de n équations linéaires, dont le déterminant
^ y\ y\ ••• y\~^ ^ yt y\ •-. y\-'
' yn yl ••• yl
est égal à ©y/D. Le numérateur de Cv se déduit de ce déterminant (10) en remplaçant les éléments de la colonne de rang (v-+- i) par îp(j:,), 'f(^2), . . ., ç(^//). Si donc on exprime tout en fonction des racines Xi^ le numérateur aura certainement le facteur ^15, puisqu'il'devienl nul, qi^and deux quantités telles que Xi deviennent égales.
On pourra donc poser
Qv étant une fonction rationnelle et entière des quantités t et ût, qui contient tout au plus une puissance de a^ en dénominateur. Il vient donc
CM
e<p(j7) - Qo-+-QIr-+-Q27*-^•••+Q«--l/"~*•
Les coefficients Qv ne sont plus des invariants; leur calcul est difficile dans la majeure partie des cas.
§ 77. — Transformation de l'équation du troisième degré.
Le théorème de M. Hermite (§ 75) suffit pour faire, sans autres calculs, la transformation de Téqualion du troisième degré.
A cet effet, employons des variables homogènes Z\ et z^\ nous aurons à former des invariants simultanés de la forme cubique
/(^i, 5j) = ao^î -hai-sJ-SjH- a^Zxz\-\- a^zl
et de la forme linéaire
T = — fa^i-h /| 5j
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Faisons dansT la substitution linéaire
il vient
en posant
OU bien
Ces formules se déduisent des équations (3) en remplaçant 2«, Z2^ z\^ z.^ par r^i, r^o? ^'u ^'o* ^î donc I(a, /i, <o) est un invariant simultané de /et de T, homogène, du degré v par rapport à f| et ^07 et du poids X, c'est-à-dire si
on aura
I(a', V,,^;) = r>^-vl(a, «1,^0. •
donc I(a, z,, ;52) est un covariant de/.
O/i déduit donc tous les invariants simultanés de f et deT des coçariants de la fonction f, en y remplaçant Z\ et z^ po-^ t\ et tQ.
Aux § 68, 69 nous avons formé le système complet des covariants de /.
Il est alors facile de former l'équation du troisième degré qin se déduit de la substitution [§ 74, (12)]
(5) y = ti («0^-+- y)"^ ^0 faoa?*-t-a,a?H- ^j-
En écrivant cette équation sous la forme
P2 et P3 sont des covariants de /, respectivement du second et du troisième degré, aussi bien par rapport aux t que par rapport aux a. Il résulte de ce qui a été dit (§ 68, 69) que P2 et Pj ne
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peuvent différer que par des facteurs numériques des fonctions H(^i, ^o)î Q(^j 'o) définies à ce moment. Ces facteurs constants se déterminent à l'aide d'une hypothèse particulière. Faisons, par exemple,
/, =1, ^0 = 0, ao = if ai = o; on aura alors ^= x^ donc
Pj = flj, Pj = aj.
D'autre part, les formules (2), (3), (7) du § 68 donnent alors
H(i,o) := 3^2, Q(i,o) = '27a3; on en conclut les formules générales
et Téquation du troisième degré en y devient
(6) ^»-hiH(<,, to)y -h jV Q('i, <o) = o.
Le discriminant A de cette équation est
d'où, par application de l'équation (12), §68,
D est le discriminant de l'équation du troisième degré donnée.
Si l'on veut déduire de là le moyen de résoudre l'équation, il faudra, d'après les indications du paragraphe précédent, exprimer X rationnellement en fonction de y. Nous poserons
Il est facile de calculer les coefficients Q, en écrivant les équations obtenues en remplaçante ci y par les systèmes de valeurs correspondantes ^1, X2, x^ et j^i, j^a, ^3.
Donnons quelques indications sur la marche du calcul qui n'exige que l'emploi des relations entre les racines d'une équation du troisième degré et les coefficients de cette équation (§ 48, 49).
En ajoulant les équations (9) membre à membre, il vienl, craprès (6),
3Qo = |H(^, to)Qi-aJitu to)\
il suffit alors de calculer Qi et Q^. On les trouve en multipliant Téquation (9) membre à membre avec les équations
7t — ^3 = «o(^ï — 3:3) ( /, — toXi ),
et en additionnant membre à membre avec les équations analogues trouvées par permutation circulaire des indices i, a, 3. 11 suffit alors de faire usage des formules
all,x](Xi~-Xi) =ai v/i5, at^x\(x,-x,)^.^^;-^^i\ et Ton trouve ainsi
Qo= -y/('u'o)-^^H(/„^o), Qi - ao(\-i-laitoti-h 1 aj/J,
Posons, pour simplifier, tt = t cl tQ= i^ c'est-à-dire détruisons l'homogénéité; il vient
y étant racine de l'équation
1I(/) et Q(^) étant mis au lieu de H (/, 1) et de Q(^, i).
Pour résoudre maintenant Téquation du troisième degré. îl suffit de déterminer ^à l'aide de l'équation du second degré
Soit, pour l'instant,
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réqualion (7) donne
cl, parsiiile, d'après (11),
d'où, finalement, d'après (10),
Pour déduire de ce résultat la formule de Cardan, revenons au jl^ 68, et dans les formules établies à cet endroit, faisons
X = t, jy == i.
Par suite de l'équation (i3), on aura [§68, (1 i), (i3)]
et [§68, (10)]
dans la dernière formule Ç' = AAq est [§ 68, (i3)] la dérivée de Ç par rapport à / ; de plus
/(/)::--/rp', /'(0-3A»Aop«.
L'équation (i4) du présent paragraphe donne alors
et, par suite, d'après (lî)),
Zoox -hai — — A Ao v^? H .r- .
ouhien[§68, (i4), (i5)]
(16) 3rtoa"--ai — Ao(/.- — A) /jp,
runnule dans laquelle
Si l'on suppose «q = i , «, r=r o, l'équation (i6) donne la formule de Cardan
§ 78. — Transformation générale.
En cherchant à effectuer d'une façon générale la transformation de Tschirnhausen sous la forme indiquée par M. Hermite, on peut aller plus loin que nous ne l'avons fait jusqu'ici.
Considérons la substitution générale [§ 74-, (5)]
on en déduit la forme plus particulière [§ 74, (12)], si l'on assujettit les variables t à vérifier la condition linéaire
(2) ^(y) = na^tn-x-^ (n — i)ai^,_j -^. . .-f- a/^j^o — o;
nous ne le ferons pas pour l'instant.
Les fonctions foy/i-, - . •^fn-x permettent de représenter sous forme linéaire et homogène toutes les puissances de x et, par suite, toutes les fonctions rationnelles de x. Si nous savons trouver les expressions correspondantes pour les puissances de y, il suffira d'éliminer les fonctions fi pour former l'équation du pleine degré en y.
On arrive au même résultat plus simplement, en exprimant les n produits tels que yfs linéairement à l'aide des fonctions fi. Supposons, en effet, que nous écrivions les n équations
(3) yfs = Ea,,/o-4- Ej,,/, -+- Ei^sfi -+-•• •-^En-l,sfn-l*
5 ^= o, 1, st, . . ., /i — I :
il vient, en éliminant /oj/i? • • —> fn-\ entre les équations de ce système (3),
I Eo,o — y Ei^o Ej^o ••• E/t-1,0
(4) E=|^°'* '^M— r Ej,, ... E«-,,|
J Eo,n— 1 Jii^,i_| h,,_|j|,_| — y
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équation du /i'*^*"** degré en y^ qui est précisément l'équation cherchée.
Tout le problème est donc ramené au calcul des coefficients E;.^,; ainsi qu'il résulte de (i), ce sont des fonctions linéaires des variables /; en particulier,, on a
Pour calculer les autres coefficients, nous remarquons [§ 74, (4)] que les fonctions /vérifient les relations suivantes :
la dernière étant la conséquence de l'équation /(^) = o.
Continuons maintenant la suite des variables ^o? ^n • • •; 0<-i en définissant de nouvelles variables ^/,, ^«^.i, t„^2i • . . à Taide des équations
, , aotn4-i -^- aitn -+-...-+- a/|/| = o,
lin multipliant les deux membres des équations (6) respectivement par ^„_|, tft_2i • • • ) ^0 G^ ajoutant, il vient
^ ^ ) ^r = ^i/o -^ ^«-l/l -H . . . -f- ti/n-l ;
de même en multipliant par tny t,i.\, . . ., ^i On obtient ainsi le système suivant :
y = t„-i /o -f- tn-i /i H- . . . ^ to/n-l , ^ y = ^n /o -t- '«-1 /i -f- . . . -H t\fn-\ ,
^^ — 'rt+j-l /o -t- ^n-i-s-i/l -i- . . . -+- h/n-l •
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11 suffit maintenant de multiplier les deux membres de ces équations respectivement par o^^ ^j_in . . ., Oo^ et d'ajouter; il
vient alors
y/s = Eo,,/o -4- Ei,,/i -+- . . . -h E„_,,,/„_, ;
les relations (^) montrent alors que
Eo,jr =" ^o'/i-t-f-l -+-^I f'n-¥s-t 4-..-+- Oftn-i = — ^f-M '/»— î — ••• — Onfs-l" ••• )
Remarquons que les variables supplémentaires t„^ ^«+i, • • •? que nous avons introduites, ne figurent plus dans les secondes expressions des coefficients, et que la variable t„_,t ne figure que dans E^,,.
§ 79. — Le Bèzoutiant.
L'équation (4) du paragraphe précédent, développée, aura \i\ forme
si Ton détermine /„_| de façon que S (y) = o, elle devient
(l) jrn ^ Pj^n-î ^... ^p^ = o;
on a alors
c'est une fonction du second degré par rapport aux variables / et par rapport aux coefficients a.
Cette fonction a une importance particulière pour beaucoup d'applications. Sjlvester lui a donné le nom de besoutiant, en l'honneur du mathématicien français Bezout, qui déjà, au siècle précédent, a émis les premières idées exactes sur l'élimination (•).
(') Sylvester, Sur une théorie des relations syzygétiques de deux fonctions rationnelles et entières {Phil. Trans., vol. 143; i853).
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Le calcul de celte fonction est relativement simple, à l'aide des formules du dernier paragraphe. Outre les variables /«_i, '/i-2> •••? ^07 nous introduisons un autre système de variables "/*-«, '/i-2î • • • 1 "^oj ind(^pendantes des précédentes, et nous posons
( y ~ ^n-\/o ~r- t,i-tf\ -4- ... H- fofn-i ,
Au lieu de former S(^^), nous commencerons par calculer S(yz)^ et nous en déduirons S{y''^), en y faisant T/= ti. Reprenons Téquation (3) du paragraphe précédent :
' 3) yfs= Eo,,/o-r-Ei..</i -^...-t-E«_i,,/,i-i ;
multiplions ses deux membres par7„_j_i; faisons 6' = o, 1,2, ..., n — 1, et ajoutons; il vient
D'autre pari, l'équation (6) du § 74 donne on en déduit
-h (n — ijfli ^ EijjT/i-j-i — . . ,-T-a,i-i ^ E,t_j,5T„_5_i. 0,/i— 1 o,« — 1
Le coefficient de t„._i dans cette expression est
naoEo,o-+-('* — 0«iEi,o -+-... -i- «,i-i E/i-1,0;
il est donc égal à aoS{y), d'après (3).
Or, S(;:) commence par le terme /moT/,_i. Il n'y aura donc dans la différence
aucun terme ne contenant t,,_i en facteur. Comme, d'autre pari, cette expression est symétrique par rapport aux variables t et t, elle ne renfermera pas non plus tn-\ ; en la formant, nous pourrons donc faire l'hjpotlièse
Posons maintenant
S(^)= na^tn-i -f-o(0 et
(6) ?(0 = (/i — i)«i/rt-j-i-(n — 2)a,/„_a4-. ..-+-art_i t^.
11 vient alors
S(r^) — ,7S(7)S(^) = /iao^li:o,fT,t-.,-i-h(n— i)ai^Ei,fT;,-f-i-4-.., (7){
remarquons qu'on a fait Thypo thèse t,i_i = o, de sorte que
les autres quantités E sont données par les formules (9) du paragraphe précédent.
Le second membre de (7) est une fonction bilinéaire des variables ^ et t; supposons-le développé, il aura la forme
avec la condition B>i^^ = ^k^h-
Le bezoutiant résulte de là par Thypothèse ^ = t; donc
les coefficients B^^^tsont des formes quadratiques par rapport aux coefficients a, L'équation (-) donne alors
(9) S(7;;)-^S(7)S(^) = 2Ba,*'/*xx.,
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La formule (8) du § 74 donne
y— - S(7)^ ^i-îFo-^^«-:|Fi- ...-4- /oF«-2,
-5 — -• S(3; — T«_iFo — T„_3Fi -r. . . ^':oF„_j;
d^où, en multipliant membre à membre,
yz- l [^S(5) -i- ZS(JK)] -^ ~ S(7)S(^) -2 ^/*'AF;i-A-îF;,_;t-,.
Faisons la somme des égalités analogues correspondant aux différentes valeurs de x^ il vient
/i. k S(^^)_ i S(j.)S(3) r-. 2 T/^/x-SCF^Wl-îF^-^t-î).
En comparant cette formule à (9), on en conclut
Ba,* — S(F„_A-jF„_;t_t).
Appelons A le déterminant de la fonction B, c'est-à-dire
A = >^ (:'- Bo, 0^1,1 . . . B„- j,«-î).
D'après le théorème de la multiplication des déterminants, et eu égard aux formules
SFo = o, SFi — o, SFrt-j — o,
on a
en posant
ni = *2,
I Fo(arO F,(:r|) ..
I FoCo-O Fi(:r,) .
1 ¥f^{Xn) F,(j:„)
F«-,(2?0 F„_2(ar,)
Tenons compte des formules (9) du § 74, qui donnent les valeurs des fonctions Fq, F<, . . . , F^_2 ; appliquons cette propriété qu'on peut ajouter aux éléments d'une colonne ceux de même rang d'une autre colonne, multipliés tous par un facteur arbitraire; on trouve
aisément
* rr.
expression dont le carré est le discriminant de/(,r) (§ 50). Nous obtenons ainsi ce théorème très important :
Le déterminant du bezoutiant de f{x) est la /i"'°** partie
du discriminant de f{x), Le calcul du bezoutiant n'offre maintenant plus aucune difficulté
et se fait d\ine façon relativement simple.
Pour /i rzz 3, on obtient comme résultat
B ---jII(/,,/o),
ce qu'on pouvait déjà conclure des formules du § 77.
Pour faciliter l'intelligence de ce qui précède, nous allons écrire en détail le système des formules dans le cas de la forme du quatrième degré, et nous laisserons au lecteur le soin d'cffecluer les calculs, à peine plus longs pour le cas du cinquième degré.
D'après Téqualion (7) et les formulas (10) du § 78, on a
f{x) — «o^M- aix^-- aix^ -f- a^x -f-a^ ,
l-a, 1 ^ <t.i ti as ^
t'Oï
K,,l rt,/2,
■JaiTj
hi,, -- ^/o'z — «i^i,
•latZi
Ki.i - - a^ti --aifoy
«a-cj
ho, 2^ «3^2 aJi,
3<;fiTi
El, 5 =^ ttili -H a,/,,
lUi-Zi
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On devra multiplier chacune de ces expressions par la quantité écrite à sa droite, additionner les résultats; cette somme devra être augmentée de
— \ ?(/)o(t) =— { (3ai/, -4-2a,/i -hrt3/o)(3a,Ts -h ^atZi -4- a^-zo); enCn, on devra chercher les coefficients de x/ttk» Il vient ainsi
IBj,, =^:|:(8ao«j — 3aî), Bo,i =-- } (6a,ai — «,«3),
B|.i = — 4 aoûf^ — 2a, 03 -h a*, Bi,, = — { (6ao«3 — «1 Oj)» Bo.o = — iCSaja* — 3«5), Bo,j = — { (i6ao«* — «iûT-O-
En procédant d'une façon analogue pour la forme du cinquième degré, on trouve
5Bo,o =4^! — loa^a^y 5Bo,i = ^a^a,, — 1 ja^aj,
5Bi^i = 6al — 10^2^4 — 20 a tas, 5Bo,t= 202^4 — ioaia^, jBî,s=6aî — loaiOi — loaoa^f 5Bo,3= aia^ — 'ADcro^s, ' 5Bj,3=4oî— lOrto^î- 5Bi^i= 4«8«3— 1 Jaiav — 25rtyrt5,
5 Bi,3= 2aia3 — 2oao«^»
^Bj 3= 3aia2 — i5ao^3«
§ 80. — Transformation de l'équation du cinquième degré.
Nous allons faire usage des développements précédents, pour elTectuer la transformation de l'équation du cinquième degré, esquissée au § 60.
On peut déterminer d'une infinité de manières les variables /o> /i, ti, ^3, de manière à annuler le bezouliant B; en général, il faut, à cet efiel, résoudre une équation du second degré. On peut,
par exemple, supposer ^2= ^3 = o; le rapport ~ est alors racine de l'équation du second degré
Bo.o'î-»- -^Bo.iVo/i -h B,,,7Î = o.
Les valeurs des variables t contiennent alors la racine carrée
v'^o,i — Bo.oBi,,.
Les autres manières de procéder introduisent d'autres racines W. 18
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carrées; il y a un certain arbitraire, une certaine indétermination dans le choix de cette racine.
Parmi ces diflerents modes de détermination des variables, nous en prenons un particulier de façon à transformer Téquation du cinquième degré donnée en une équation canonique ; nous appelons ainsi la forme dans laquelle il n^y a plus de terme du troisième et du quatrième degré, ou plutôt, selon le procédé adopté par M. F. Klein, nous supposons que l'équation à transformer soit donnée sous la forme canonique
(i) /(.r) = aoJ7* -i- «3-^*-H «vJ" H-aj = o.
Remarquons expressément, d'après l'équation (8) du § 76, que par cette transformation de Tschirnhausen le discriminant de l'équation donnée ne diffère du nouveau discriminant que par un facteur 0^; ce facteur 0 dépend rationnellement des variables/ qu'on a employées, et, par suite aussi, de la racine carrée qui a servi à les déterminer.
Dans cette hypothèse, les coefficients du bezoutiant, calculés au paragraphe précédent, prennent les valeurs suivantes :
3Bo,o = 4«4 — toaaaj, 5Bo,i = 3a3a4,
)Bi,i = 6aJ, 5Bo,j = o,
(2) { 5B2,2 =— •Aocfo^v» 5Bo,3 = — aSaoaj,
5B3,, — o, 3B|,j — — ajaoaj,
Calculons le déterminant à l'aide de ces coefficients ; on trouve alors sans difficulté, d'après l'équation (12) du § 79, que le discriminant de l'équation canonique du cinquième degré a pour valeur
Le coefficient B:,^3 étant nul, on obtient donc un systènne de valeurs des variables t annulant le bezoutiant, en prenant
Donnons maintenant à notre substitution de Tschirnhausen la
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forme suivante [§ 71, (12)]
(4) r = '3Fo-*-'t(aïFi-^aiF2-+-aoF3);
disposons, en outre, des quantités a©, ai, ol^ de telle sorte que Inéquation du cinquième degré prenne la forme canonique indépendamment des valeurs de ^1 et Je ^3, que par conséquent S (y-) soit identiquement nul, quels que soient ^2 et ^3.
Comme S(Fj) = B3^3 est nul, on satisfait à cette condition [§ "^^j (' 0] ^^ assujettissant ao, a^ a2 à vérifier les relations
(5) ajBco-^aîBi.i -l-a5B2,î4-2aoaiBo,i -+- 2aoaîBo,ï -h 2aia,Bi,, =0, (G) aoBo,3 -+- «i B,,3 -h «2 Bj,, = o.
Éliminant Tune des trois quantités a, le rapport des deux autres est fourni par une équation du second degré. Il n'est d'ailleurs pas nécessaire d'exclure les cas particuliers, pas même celui dans lequel 80,3, Bi^j, 63,3 seraient tous les trois nuls; il suffira de prendre dans ce cas un système quelconque vérifiant l'équation (5).
Pour éviter les longueurs, nous supposerons Bo,3 différent de zéro; nous excluons ainsi les cas 011 l'une des racines de l'équation donnée devient nulle ou infinie; ils n'offrent pas d'intérêt puisqu'on est alors ramené à une équation de degré moindre. La façon de procéder ne change d'ailleurs pas, si l'on suppose une autre des quantités Bo,3, B«^3, 82,3 différente de zéro.
Afin de traiter les équations (5) et (6) d'une manière symétrique, et, en particulier, pour trouver la racine carrée nécessaire à leur résolution, nous procéderons de la manière suivante.
Posons, pour abréger,
IBo = «0 Bo,o H- 3t| Bo,, -+• asBo,2, B, = aoB,,o -H a, B,,, -h ol^ B,,., Bj = ^0 Bj,© -r- ^i Bj j ■+• aj Bj j.
Les équations (5) et (6) s'écrivent alors
l aoBo +a,B, -h dt^i =0, f «0 Bo,3 -H 3£i Bi,3 -h at Bt,s = o.
Multiplions les deux membres de la seconde par un facteur in-
déterminé as, et ajoutons à la première; il vient
(9) ao(Bo-ha3Bo,3)-+-ai(Bi4-a5B|,,)-ha,(Bî4-a5B,,8) = o, équation qui sera vérifiée si l'on a
Bo
Bi -h «381^3 { Bj -l-asBjjS
A l'aide de ces trois équations et des équations (6) on devra déterminer tto, ai, a2, a3, o*. Écrivons d'abord explicitement ces équations :
-+-«8 Bo,î -H «360,3 = 0,
-H «2 ( Bi,, — ff ) -h «3 Bi,3 = O,
aoBs,o-Hai(Bj,,-f-a)-i- aj B,,j -+-«38,^3 = 0,
«oBs,©-^*! B3,i -f-aj B3,j =0.
«oBo,o-*-ai Bo,i ŒoBi,o-f-ai Bi,i
Éliminant ao, aj, a2, a3, il reste une équation du second degré en 0"; cette équation supposée résolue, les rapports mutuels des inconnues ao, ai, a2, a3 sont déterminés par des équations linéaires.
L'équation du second degré en o- s'écrit sous forme de déterminant
Bo,i
Bo,j Bo,3
Bi,o B|,i B,,î — Œ B,,3
B2,o Bj,i -h (T Bj^j B2.3 I
Elle ne change pas quand on permute o* avec — o-; elle ne renferme donc qu'un terme en <t^ et pas de terme en o-. Eu égard à l'équation (12) du § 79, elle devient
D étant le discriminant de l'équation donnée. Nous aurons donc, d'après (2),
le signe devant le radical étant arbitraire.
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§ 81. — Forme normale de l'équation du cinquième deg^é.
Ainsi que nous en avons déjà fait la remarque, le but principal de ces considérations est d'arriver à une forme normale de l'équation du cinquième degré, qui ne dépende que d'un seul coefficient indéterminé, d'un seul paramètre.
La forme de Bring-Jerrard satisfait à cette condition. Pour l'obtenir, il suffit [§80, (4)] de poser
de manière à avoir les identités
le rapport — se déduit alors de l'équation du troisième degré
On peut d'ailleurs former véritablement cette dernière équation; elle est très longue; Cayley a calculé les formules nécessaires (*).
Il résulte de recherches remarquables de M. Gordan (2), qu'on peut obtenir une autre forme normale, celle de Brioschi, sans employer de nouvelle irralionnalité. Nous allons démontrer ce fait comme conclusion de nos considérations sur la transformation de Tschirnhausen.
Nous ferons les mêmes hypothèses que dans le paragraphe précédent; posons, pour abréger,
(a) a = Fo, i^ = a,F,-f-aiF2-hF3,
a©, ai, a^ ayant les valeurs déterminées précédemment.
D'après l'équation (4), § 79, les trois fonctions w^, uv^ s>^ s'expriment sous forme linéaire et homogène à l'aide de/o, fx^f'x^
(') Caylky, Sur la transformation de Tschirnhausen {Phil. Trans., 1861; ou Afathematical Papers, l. IV, n» 275). (^) GoHDAN, Afath. Ann., t. XXVIII; 1886.
/a, /i. Par suite des équations
(3; S(M*) = o, S(wp) = o, S(t'«) = o,
ces expressions seront aussi homogènes et linéaires par rapport à F„ F„ F„ F, (§ 74).
Le calcul s'effectue aisément à Taide des formules des §78 et 79; nous ne le pousserons pas plus loin; il nous importe seulement de mettre en évidence l'idée fondamentale. Remarquons simplement que, dans les expressions de 11^^ wc, v^^ les coefficients sont linéaires par rapport aux coefficients de l'équation du cinquième degré donnée, et du second degré par rapport aux quantités olq, a<, «2. Si de ces expressions nous éliminons Fo, F4, F2, F3, à l'aide des équations (2), nous trouvons une relation de la forme
(4) pu^-\~ 2quv -h rv^ = au~^ bi\
dans laquelle les coefficients/?, g^ r^ a^ b dépendent rationnellement des coefficients aj et a/, et ne sont certainement pas nuls à la fois.
Soit, pour l'instant,
l'expression
4cp(e/.',i>')cp(M,i;)-(a'o;,-up' (?',)«
sera (§ 63) le carré d'une fonction linéaire de u et de r; par suite, ©(w, v) se trouve décomposé en une somme de deux carrés. Donnons à w' et v' les valeurs 6 et — a ; il vient
<p(6, — a) ©(m, p)= [b{pu -h qv) — a{qU'\- rv)\^-\-{pr — 9r«)(au-h6v)*;
si, pour abréger, on pose
pb^ — iqab -^ ra^ — m,
bp — ag = a\
bq — ar =: b ^
qi — pr =c, celte équation s'écrit
(6) m{pu^-\- TLqiiv -4- rv^) = (a' u -h b'ç)* — c{au -+■ ôf )*, ou bien, d'après (4),
(7) m (au -i- bv ) = (a^ u -h b' i>)^ — c{au -h bi>)*.
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Faisons maintenant la transformation
au -h bv ■
et formons l'équation du cinquième degré, ayant pour racines les cinq valeurs de y :
(9) yi -+- Ciy^ -H c^y^ -H c,j^* -h cy -4- c^ = o;
les coefficients c pourront se déterminer de la manière suivante. On déduit de Téquation (8)
/- a u -^ b' V '\' \/c{au -\- bv)
•^ au-^ bv
d'où, d'après (7),
a' u-\- b' V — /c ( aa -h 6p ) - =z a' u-\- b'v — ^c(au -+■ bv).
y-^yl
Il en résulte, d'après (3),
Si donc nous transformons l'équation (9) à l'aide de l'équation
\ = ou J- = j ,
y-^\lc Ç
l'équation en \ obtenue ne devra contenir ni terme en ^% ni
terme en Ç*, et cela quel que soit le signe du radical y/c. On en tire quatre équations entre les coefficients Cy de l'équation (9). L'équation en ^ s'écrit
(«~î/ê)Vc,î(i-$/ê)^-f-c,î»(f-^/ê)Vc3$^(i-?/c)*
Annulons les coefficients de Ç* et de $'; il vient
5 v/c^ — 4 Cl /c^ -t- 3 Cj /c* — 1 cj /c -h Cv = o, — 10 /c3 -(- 6ci /c* — v3 rj /c -+- C3 = o.
Ces équations doivent être satisfaites, quel que soit le signe de y/c ; elles fournissent donc les quatre équations
5c*-H ScjC H-Cv = 0, 4c,c-f-2C3 = o,
ioc-4- 3cj = o,
6ciC-\-Cz = o.
De la seconde et de la quatrième on conclut
Cl = o, cz =o;
la première et la troisième donnent alors
l'équation en^ prend alors la forme
Elle dépend encore des deux paramètres C5 et c; on la ramène à ne plus contenir qu'un seul paramètre, à l'aide de la substitution
elle prend alors la forme simple et élégante (12) ^5 — io5'-4- 455 -h Y = o;
c'est la forme normale de Brioschi.
La substitution (i i) a le défaut de contenir encore une racine carrée; dans les formules (8) et (10), au contraire, ne figurent que les racines carrées dont il a été question au paragraphe précédent.
D'après une remarque de M. Klein, on peut déduire rationnellement de l'équation (10) une forme normale ne contenant qu'un seul paramètre.
Posons, par exemple,
l'équation (10) devient alors
(14) -5*-i-i5^^— ioY^*-f- 3y* = o.
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Cette transformatioil suppose que les quantités désignées par m et c dans les formules (5) ne sont pas nulles.
Si m = o, l'expression pu--^ iquv + /t^ est divisible par au 4- bK^\ donc on aura au 4- et; == o pour Tune au moins des racines de l'équation; Téquation ne sera pas d'un degré supérieur au quatrième.
Si c = o, l'expression pu^ -^ iquv-\- rv^ sera le carré d'une fonction linéaire; la formule (7) montre alors que, si l'on pose
on a
par suile, on pourra ramener l'équation à la forme de Bring-Jerrard, par des calculs rationnels.
Nous pouvons résumer de la manière suivante les résultats de DOS considérations :
V équation canonique du cinquième degré {c'est-à-dire ne renfermant pas de termes du quatrième et du troisième degré) peut être réduite à une forme normale ne renfermant qu'un seul paramètre, à l'aide d'une transformation qui ne contient d'autre irrationnelle que la racine carrée du discriminant.
CHAPITRE VIL
§ 82. — Oénéralités sur la réalité des racines
et le discriminant.
Nous allons rechercher dans ce Chapitre le nombre des racines réelles d'une équation algébrique. Nous supposerons que les coefficients de Téquation considérée sont réels, et, pour abréger, nous les appellerons équations réelles. Commençons par quelques considérations générales.
L'équation réelle f{x) = o, de degré /i, possède, comme nous Tavons vu dans le Chapitre III, n racines, qui sont ou bien réelles ou imaginaires de la forme \ + «Tj, \ Qir\ étant réelles. D'ailleurs, le nombre des racines n'est effectivement égal à w?, que si l'on compte à l'occasion une même racine m + i fois, lorsque cette racine annule à la fois f{oc) et ses m premières dérivées. D'autre part, une expression complexe de la forme X + i\ n'est nulle que lorsque les quantités réelles X et Y sont nulles séparément; X — «Y s'annule donc en même temps que X + ^Y; d'ailleurs, si on a
on a aussi
(à condition que les coefficients soient réels). La condition y(Ç -f- r/)) = o entraîne doncy(; — ir^) = o; par suite, à chaque racine imaginaire $ H- i'f\ correspond une autre racine imaginaire différente Ç — r/;, qui est dite la conjuguée de la première. Les dérivées /'(s + ^'^)i/'(? + ^"^) s'annulant, il en est de même de /'(Ç — ir\)y f"{\ — /•/)), ... ; il en résulte que des racines imaginaires conj uguées ont le même degré de multiplicité.
Les racines imaginaires sont donc toujours en nombre pair; une équation de degré impair a donc au moins une racine réelle.
Notre but immédiat est de déterminer le nombre des racines réelles, sans résoudre Téquation, à l'aide des valeurs de certaines fonctions rationnelles des coefficients de V équation.
Un rôle très important revient en ceci au discriminant; insistons d'abord sur sa signification dans la question qui nous occupe.
Nous avons défini, au § 50, le discriminant comme étant le produit des carrés des diff'érences des racines deux à deux, ce produit étant multiplié par aj"~', en désignant par a© le coefficient de la plus haute puissance de l'inconnue dans l'équation; nous avons montré à ce moment comment on peut calculer le discriminant en fonction rationnelle des coefficients de Téquation. Le facteur «5"~* ^st toujours positif, et pourrait être supposé égal à l'unité, sans aucune restriction essentielle de la généralité des raisonnements. Nous désignerons le discriminant par D comme précédemment.
La condition nécessaire et suffisante pour que le discriminant soit nul est que deux racines de l'équation soient égales.
Si donc /(a:) a été débarrassée de ses racines égales par la suppression du plus grand commun diviseur de f(x) elf'{x), ce qui se fait par des opérations rationnelles, le discriminant D est certainement différent de zéro.
Pour X\ et X2 réels, (Xi — jjj)^ est positif. Si x^ est réel et Xi
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imaginaire, soit x., la racine imaginaire conjuguée de Xi ; le produit
est le produit de deux imaginaires conjuguées, donc positif, et, par suite, aussi son carré. Si Xx et x^i sont tous deux imaginaires, mais non conjugués, le produit
est positif, et de même son carré.
Si enfin X\ et x^ sont des imaginaires conjuguées, leur différence est purement imaginaire, et son carré est négatif.
Le discriminant renferme donc autant de facteurs négatifs que Téquation a de couples de racines imaginaires conjuguées ; d'où cette proposition importante :
Soit f(x) = o une équation réelle, n'admettant que des racines simples; le discriminant est positif ou négatif suivant que le nombre des couples de racines imaginaires conjuguées est pair ou impair.
Le cas oij toutes les racines sont réelles appartient donc à ceux où le discriminant est positif.
Pour les équations du second et du troisième degré, il ne peut exister qu'un seul couple de racines imaginaires conjuguées ; notre théorème permet donc de décider immédiatement quel est le nombre des racines réelles d'une telle équation.
§ 83. ~ Discussion des équations du second et du troisième
degré.
Si Ton considère Péquation du second degré
r/o r* H- «1 JT 4- rt| = o ,
on a (§ 50) Donc, si
D > o, deux racines réelles, D < o, deux racines imaginaireF.
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Passons à Téqualion du troisième degré
On a
D > o, trois racines réelles,
D < o, une réelle, deux imaginaires.
Le cas de D = o ne donne pour ces équations rien de particulier; en effet, les racines de Téquation du second degré sont alors réelles et égales; des trois racines de l'équation du troisième degré, deux sont égales et, par suite, toutes les trois sont réelles; une racine imaginaire ne peut, en effet, être double, sans quoi il en serait de même de la conjuguée; de même la racine simple ne saurait être imaginaire.
La seule question qui puisse se poser pour Téquation du troisième degré, c'est la recherche de la condition d'égalité des trois racines.
Dans ce cas, le premier membre de l'équation du troisième degré doit être un cube parfait ; on aura donc
ce qui donne, en idenlifîant les coefficients,
éliminant a, il vient
\ a\ — Sao^î = o, ( a,aj — 9«o«3 = o.
Multiplions les deux membres de ces équations respectivement par 02 et «i , et soustrayons ; on trouve
rtj — Jrtia3 = o.
Ces conditions supposées remplies; il en résulte inversement
les trois racines de l'équation sont donc égales.
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Il est même possible d^ndiquer les signes des racines de Téquation du troisième degré.
Soient, en effet, a, p, y les trois racines de l'équation
j?' -H ai J7* -i- aj^r -f- a3 = o.
On sait que
(1) a, =_(a-i-p-4-Y), a, = 3Y"+-ï«-+-aP> ^3 = — a^y
Si donc D est négatif, une seule racine, a par exemple, est réelle; le produit Py est positif; a aura donc le signe contraire à «3. Si, au contraire, D est positif, les trois racines sont réelles. Supposons a, p, Y positifs; il résulte de (2) les conditions
(3) ûi < o, ai>o, aj<o;
ces conditions, nécessaires poqr que les trois racines soient positives, sont aussi suffisantes; en effet, si une seule des racines est négative, ou bien si les trois racines le sont, on a certainement
Si deux racines P et y étaient négatives, on a ou bien
ail'o, ou bien a>— (^-hy).
Dans ce dernier cas, on aurait
«1 < Pï - ( ? + ï)* - - P^ - Py - ï* ;
donc ^2 serait négatif.
Si, enfin, Tune des racines était nulle, il en serait de même de a^.
En changeant x en — x, on voit que les conditions nécessaires et suffisantes pour que les trois racines soient négatives sont
(i) rti>o, ai>o, ^j>o.
En supposant donc que le discriminant est positif, on peut dresser le tableau suivant, dans lequel les nombres de la dernière
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colonne indiquent le nombre des racines positives
En résumé, nous pouvons énoncer la proposition suivante:
En supposant le discriminant positif , le nombre des racines positives de V équation du troisième degré est égal au nombre des changements de signe {variations) dans la suite
I, ai, «1, a,.
\}ï\evariation es^i la succession d'un nombre positif et d'un nombre né^^alif, ou inversement.
Lorsque l'une des quantités a, ou a^ est nulle, les trois racines ne peuvent être de même signe; on a donc une ou deux racines positives.
Pour a., = o, le discriminant se réduit à
S'il est positif, l'équation a une racine nulle et deux racines réelles. Elles seront positives si
négatives si
«i<o, rt, >o;
une seule d'entre elles est positive, si
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§ 84. — Discussion de l'équation du quatrième degré.
Une équation du quatrième ou du cinquième degré possède zéro, deux ou quatre racines imaginaires. Il y a deux racines imaginaires si le discriminant est négatif. Lorsqu^il est positif, il peut y en avoir quatre ou aucune. Il s^agit de distinguer ces deux cas Vnn de l'autre.
Prenons, pour plus de simplicité^ Téquation du quatrième degré sous la forme réduite
(1) x^-h ax^ -¥■ bx -h c =z o]
on revient aisément de là à la forme la plus générale.
Désignons les racines par a, ^, y, 8 ; posons, comme au § 52,
(2) 'a — y = w -h u, 0 — p = IV — M,
(a — 0 = u -\- V f P — Y=M — Vf
«2, r^, iv^ sont alors racines de la résolvante du troisième degré
(3) ^'-4- 2aj'*-f-(a* — 4c)^— ^* = o;
le discriminant D de cette équation est donné par la formule
(4) 27D = 4(«*-+- i2c)» — (aa* — 72 ac-H 276*)*;
c'est en même temps le discriminant de l'équation (i); enfin, les signes de u, v, iv doivent être choisis de telle sorte que l'on ait
(5) uv,v=-b [§40,(3)].
Lorsque le discriminant D est négatif, Téquation (3) admet deux racines imaginaires conjuguées de même que l'équation (i).
Si D est positif, et si les quatre racines a, p, v, 8 sont réelles, il en est de même de w, ^, iv\ leurs carrés, les racines de l'équation (3), sont donc positives.
Si les quatre racines sont imaginaires, a étant conjugué de ^ et Y de 8, les formules (2) montrent que v el iv sont purement imaginaires et u réel 5 Téquation (3) admet alors une racine positive et deux racines négatives.
Il peut d'ailleurs arriver, dans les deux cas, que Tune des quantités iiy ^, w devienne nulle en même temps que b.
En nous reportant aux résultats établis dans le dernier paragraphe pour Téquation du troisième degré, nous pouvons donc énoncer la proposition suivante :
Les conditions nécessaires et suffisantes pour que V équation (i) admette quatre racines réelles et distinctes sont
Dans tous les autres cas oii D est positif, l'équation admet quatre racines imaginaires.
La discussion peut se faire d'une façon aussi complète lorsque D est nul, lorsque, par suite, deux racines de Téquation (i) sont égales.
Supposons Y = 2 ; par suite de l'hjpothèse a-|-p-|-Y-f-5 = o, les équations (2) donnent
et, par suite, d'après (3),
^7) I ,6(«i_4c) = (a-p)«[8(a-hp)ïH-(a-p)»].
Si, en outre, a est égal à p, les équations (7) montrent que a- — ^c est nul; que a est négatif, si a et y sont réels; que a est positif, si a et Y sont imaginaires conjuguées, et, par suite, purement imaginaires, en vertu de la condition
. L'équation du quatrième degré a donc deux racines doubles réelles si
deux racines doubles imaginaires, si
Si, au contraire, a est difl'ércnt de P, il faut que y soit réel.
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Les condilions (7) montrent que, si Ton suppose a et ^ réels, a est négatif, et ar — f\c positif; au contraire, si a et ^ sont imaginaires conjuguées, (a — j3)2 est négatif. Dans ce cas, a^ — ^c sera négatif, si son second facteur 8(a -|- P)^ + (a — p)^ est positif; si, au contraire, ce second facteur est négatif, à^ — ê^c sera positif; mais alors, a fortiori, la quantité 2(a -f- j3)2 -f- (a — P)* sera négative et, par suite, a sera positif.
Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante :
Les conditions nécessaires et suffisantes pour que V équation du quatrième degré x^'\-ax'^-^bx-\-c=^ o admette quatre racines réelles, dont deux au plus peuvent devenir égales, sont
Les conditions nécessaires et suffisantes pour que trois racines
soient égales sont
la résolvante du troisième degré doit donc avoir ses trois racines égales-, il faut pour cela [§ 83, (1)]
Les invariants de l'équation du quatrième degré [§52, (i5), (16)] sont
les équations (11) s'écrivent donc
A=o, B-f-4«A = o; les conditions (i i) sont donc équivalentes à
L'élimination de c entre les équations (11) donne aussi (12) 8a'-f-27Z>» = o.
Enfin, les quatre racines seront égales si (i3) a = o, 6 = 0, c = o.
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Tous ces résultats sont susceptibles d^une interprétation géométrique ; quoique les considérations géométriques soient en dehors de notre cadre, il nous semble utile d'appeler sur elles l'attention du lecteur.
Considérons a, 6, c comme les coordonnées rectangulaires d'un point de l'espace', ce point pourra être considéré comme l'affixe d'une certaine équation du quatrième degré f{x) = o, ayant la forme (i); toutes les équations admettant une même racine seront représentées par les points d'un plan, ayant pour équation f{x) = o.
L'équation D = o représente une surface du cinquième degré, la surface discriminante, engendrée par la droite d'intersection des plans f{x) = o, f'{x) = o ; c'est donc une surface développable, l'enveloppe des plans /(o:) = o.
Cette surface possède une arête de rebroussement, formée de deux branches; elle est représentée par les équations (i i), (12); en outre, une ligne double ayant comme équations
c'est donc une parabole. Du côté des a négatifs, la surface se traverse elle-même suivant cette parabole. Du côté des a positifs, la parabole se continue à l'état de ligne isolée.
La surface discriminante divise tout l'espace en trois régions, dont deux se rattachent le long de la parabole double; ces régions contiennent les points auxquels correspondent o, 2 ou 4 racines réelles. Désignons ces régions par les notations [o], [2], [4]; les régions [o] et [4] tiennent l'une à l'autre le long de la parabole double, tandis que ces deux régions se rattachent à [2] le long de la surface. Nous désignerons par (o,a), (o,4) les portions de surface qui séparent les régions correspondantes. La partie isolée de la parabole se trouve dans la région [o] ; les arêtes de rebroussement sont sur la portion de la surface qui sépare [4] de [2].
L'origine des coordonnées est un point commun aux trois régions, à leurs surfaces et à leurs lignes limites. Les points appartenant à la portion de surface (o, 2) représentent des équations ayant deux racines réelles et égales et deux racines imaginaires; les points situés sur (2,4) donnent des équations ayant une ra-
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cine double , et deux racines réelles, différentes de la racine double.
Les points de la parabole double correspondent aux équations ayant deux racines doubles; ces racines sont réelles pour les points
situés sur la partie qui sépare [o] et [4], imaginaires sur la partie isolée.
Les points des arêtes de rebroussement représentent des équations ayant trois racines égales ; enfin, à l'origine des coordonnées correspond le cas de quatre racines égales.
C'est Kronecker, le premier, qui a attiré l'attention sur la surface discriminante et sur son importance pour la discussion de l'équation du quatrième degré. Un modèle de la surface a été construit par Kerscbensteiner (').
La forme analytique de la condition de réalité des racintspeut se mettre sous une forme telle, qu'elle ne renferme que les covariants de la forme du quatrième degré ('),
Prenons pour point de départ les expressions des fonctions ^,, 'l'ir 'l's données paries formules (6) du §72. Si nous y permutons
(') KnonscfiEn, Atonatiberickle de l' Académie de Berlin, i4 février 187S. Une description du modèle se trouve dans te Catalogue des modèles mathématiquiet, édité par W. Dycli; Munich, 18g]. La liguru 5 e^t empruntée i ce Catalogue.
{') Clrdsch, Théorie des formet binaires, § *7.
Fâ4 di Bitu^o, Théorie des formes Ai/iaiVei, traduit en allemaad parWalter: Leipzig, iSSi; avec une additiou considérable de Nœther.
a avec p, elles se changenl respectivement en «i,, — '^3, — rj^^ ; si nous permutons simultanément a avec ,3, et y avec 3, elles se changent en <J^| , — <!/2, — A3. On en conclut ce qui suit :
Donnons à x une valeur arbitraire réelle; si les quatre racines sont réelles, il en est de même de ij^^ Aj, A3.
Si a et ,3 sont imaginaires conjuguées, y et 5 réelles, la permutation de a et de ^ revient à changer ien — i. Donc^'i est réel, ^2 et — ^3 sont imaginaires conjuguées.
Si enfin a et p, y et 0 sont des couples de racines conjuguées, il suffit de changer i en — /, pour permuter a avec ^ et y avec o-, y, est donc réel, ^0 et '^s sont purement imaginaires.
Si donc les quatre racines sont réelles, ^j, ^î|, ^J sont réels et positifs.
Si deux racines seulement sont réelles, A^ est réel et positif; Aj et A^ sont imaginaires conjugués.
Si les quatre racines sont imaginaires, i^\ est positif; mais Ai; et ^3 sont réels et négatifs.
Nous avons établi [§ 72, (7)] Féquation du troisième degré admettant pour racines ^^, Ai|, ^J^^, et nous avons aussi formé son discriminant. Dans le paragraphe précédent, nous avons établi un critérium qui permet de reconnaître le nombre des racines positives d'une telle équation; d'où le résultat suivant :
Si D < o, Téquation du quatrième degré a deux racines réelles et deux racines imaginaires ;
Si D > o, il faut, pour l'existence de quatre racines réelles, que
la suite
présente trois variations, ce qui donne
n<o, IP— i6A/i >o.
Pour les trois autres combinaisons de signes possibles, les quatre racines sont imaginaires. Dans ces expressions, on peut donner à X une valeur arbitraire.
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§ 85. — Le bezoutiant et sa signifLcation au point de Tue
de la réalité des racines.
Pour examiner, dans le cas général, la réalité des racines d'une équation quelconque, on peut utilement se servir de la fonction que nous avons étudiée au § 79, sous le nom de bezoutiant.
Soit
une équation réelle du degré n ; son bezoutiant a été déGni de la manière suivante.
Posons
(2) y = t„-i/o{x ) -+- tn^i/i{x)-^...-h tofn-i{x),
les quantités tg^ t^j . . . , /„_i étant des indéterminées, et les quanlités^i étant définies par les équations
/o(ar)=i, f\{x) = x-{- au /^{x) = x^ '\- a^x -^ ai,
Onaalors[§79, (lo)]
(3) S(72)=IrS(j.)]* + B,
B étant une forme quadratique des n — i variables to, ti, ..., ^,_2î dont les coefficients sont des fonctions rationnelles des coefficients ai. Cette fonction B est le bezoutiant -, nous Pavons effectivement calculé pour ^ = 4 et /? := 5. Le premier membre de (3) est
les quantités j^i,j'2i • • •? J^w sont des fonctions linéaires des variables ^05 ^1» • • «1 ^/î-i ; la formule (3) indique donc une transformation de la forme quadratique
(5) ^[S(7)p^-B = cï>(/o,/l,...,^.-l)
en une somme de n carrés.
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Nous ne ferons pour le moment aucune hypothèse restrictive sur l'égalité ou la diversité des racines de f(x), et nous nous proposons d'abord de reconnaître jusqu'à quel point les fonctions j^4, ^2? *'"iyn sont indépendantes. Nous démontrerons à ce sujet le théorème suivant :
Si Xi y X2y "*, û^y sont des racines distinctes de V équation (1), tes fonctions ^« , jK2î • • • -» J^v sont linéairement indépendantes .
En effet, supposons que yi,jK2) • • -î^v vériGent une relation linéaire identiquement nulle quant aux t, de la forme
les coefficients a étant indépendants des variables t, et non tous nuls. Cette relation se décomposerait en
«i/o (a?i)H-aj/o (a:,)-|-...-hav/o (Xy) = o, «i/i (a?i)-+-aj/i (a:î)-H...-f-av/i (xy) = o.
ai//i-i(^i)-Ha,/„_i(ar,) -f-. . .-h av/ix-i(a:v) = o.
V étant inférieur ou, au plus, égal à n, le déterminant des v premières de ces équations devra être nul, ce qui donne
ou bien
I Xi-\- ai x\-^ aiXi-\- a^ ...
I a7jH-ai x\-)r axXi-\- a^ ...
I Xy^-^- ai a:J -h aiaTy-H Oj ...
En appliquant à ce déterminant plusieurs fois le théorème de l'addition des colonnes (§25, VII), on peut le mettre sous la forme
Xi x\ Xi x\
1 X^f Xyf
xV'
( iFj — rrj) ( x, — 073 ) . . . ( a?! — j-v ) (2:2—373). ..(tj — arv)
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il ne peut donc être nul, si les racines ^i, x^y • . . ? ^v sont difTérentes.
Si, par conséquent, nous réunissons dans la somme (4) tous les termes égaux entre eux, cette somme contient autant de carrés de fonctions linéaires indépendantes que V équation (i) a de racines distinctes.
Xi étant une racine réelle de (i), y\ est un carré positif dans la somme (4) ; si, au contraire, x^ et x^ sont deux racines imaginaires conjuguées, j^i et ^2 sont aussi des quantités imaginaires
conjuguées,
^1 = w + vi^ ^î = w — ^ii
u ei V étant des fonctions réelles et linéaires des variables /. Il vient donc
La formule (4) permet donc de décomposer la fonction (5) en une somme de carrés dont le nombre est égal au nombre des racines distinctes de Téquation f{x) = 0; il y a autant de carrés négatifs qu'il y a de couples distincts de racines imaginaires conjuguées.
D'après la loi d'inertie des formes quadratiques (§ 64), ces nombres ne changent pas, quand on fait dans la forme une substitution linéaire réelle. Or, S (y) est une fonction linéaire réelle des variables t] B ne contient plus la variable tns] la formule (5) permet alors d'énoncer le théorème suivant :
I. Le bezoutiant B étant transformé, à Vaide d^une trans-formation linéaire réelle, en iz carrés positifs et v carrés négatifs^ qui ne peuvent être réduits à un nombre moindre, le nombre des racines distinctes de V équation f{x) = o est 7: _l_ V + I ; le nombre des couples de racines imaginaires conjuguées est V ; celui des racines réelles est tz — v -h i .
Si le déterminant de B, et, par suite aussi (§ 79), le discriminant de f{x) est différent de zéro, on a 7: 4- v = /i — i , et v est
inférieur ou au plus égal à —
Le bezoutiant est donc une forme quadratique d'une nature
particulière, en ce sens que, parmi les carrés dont elle se compose, il j en a au plus - qui sont négatifs.
§ 86. — Inertie des formes quadratiques.
Le théorème du paragraphe précédent nous a conduit à la considération d'une fonction homogène du second degré à coefficients réels. Au § 64, nous avons établi à son sujet un théorème appelé loi d'inertie, qui est la base des considérations qui suivent. Ce théorème est le suivant :
De quelque manière quon décompose une forme quadratique en une somme de carrés de fonctions linéaires indépendanteSy ce qui est possible d'une infinité de manières^ le nombre des carrés positifs et celui des carrés négatifs est toujours le même.
Soient TT le nombre des carrés positifs, v celui des carrés négatifs ; la somme tt 4- v est inférieure ou au plus égale à m. Soit p la différence m — Tz — V, en considérant la forme générale à m variables comme une somme de m carrés, on pourra dire que p est le nombre des carrés à coefficients nuls. Les trois nombres 7î,v, p, dont aucun n'est négatif, et qui vérifient la relation
sont donc invariables pour une forme donnée. Nous les appellerons les nombres caractéristiques de la forme quadratique (' ).
Nous nous proposons de déterminer les nombres tt, v, p à l'aide des coefficients de la forme quadratique. En appliquant le procédé trouvé au bezoutiant, nous pourrons déterminer le nombre des racines réelles d'une équation à l'aide de ses coefficients.
Soit, comme au § 62,
(2) «pC^-ijarj, ...,x,;i) = \ aJx/jTA, avec a^' = a^^,
(') M. FiiOBENius appelle ir -t- v le ranff et ic — v \n signature de la forme quadratique donnée (Sur la loi ri inertie des /ormes quadratiques, Sitzungsberichte de r Académie de Berlin, 1894).
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une forme quadratique à m variables et à coefficients réels. Lorsque le déterminant
est nul, on peut, à l'aide d'une substitution linéaire, transformer la forme cp en une fonction de moins de m variables; il en résulte que p est positif.
Le déterminant R est symétrique. Parmi ses déterminants mineurs des divers ordres, il s'en trouve qui sont aussi symétriques, savoir ceux que l'on obtient en supprimant des lignes et des colonnes qui se coupent sur la diagonale principale. Si donc a, ^, y, ... désignent quelques-uns des indices 1, 2, ..., m, on pourra les représenter par
Nous les appellerons les mineurs principaux de R. Cherchons leur nombre.
Le nombre des mineurs principaux, de degré [x est égal au nombre des manières dont on peut choisir [jl nombres parmi les indices i, 2, . . ., m, par suite au nombre des combinaisons de m éléments jx à jx, nombre qui est égal au coefficient binomial CJ;. En comptant le déterminant R, ainsi que l'unité, considérée comme un déterminant de degré zéro, le nombre des mineurs
principaux est
Mais, la plupart du temps, on n'a à considérer réellement qu'un petit nombre de ces mineurs.
Les indices i, 2, 3, . . ., m peuvent se ranger d'un nombre de manières égal à U(m) = i .2.3 ... m.
Considérons le déterminant
3oo
correspondant à une de ces permutations; on en peut déduire une série de mineurs principaux, comme le montrent les traits pointillés; chacun d'eux se déduit du suivant, en supprimant dans ce dernier la dernière ligne et la dernière colonne. On trouve ainsi
Ro = I, R| = a
Rf
a\al
(«îr^
Rs =
Rm = R.
Un tel système, dans lequel les indices de la lettre R sont rangés par ordre de grandeur décroissante
**mj "m— 1»
R|, Ro
s'appellera une chaîne de mineurs principaux , On en peut former n(m), qui sont diflFérentes; leurs premier et dernier termes sont toujours R et i.
§ 87. — Formes quadratiques à discriminant nul.
Lorsque le discriminant R [§ 86, (3)] est nul, la forme quadratique <p(j^«, x^y . .., Xjn) s'exprime, comme nous l'avons déjà vu au § 62, à l'aide de moins de m fonctions linéaires indépendantes. Soit m — p le plus petit nombre de ces fonctions; p a la même signification qu'au paragraphe précédent.
Supposons que, parmi les mineurs principaux de R, il s'en trouve un de degré A:, qui ne soit point nul, par exemple
faisons
a?jt-»-i = o,
a^Ar-H2 = O,
La forme quadratique
«p(a7i, a?j, .. ., Xkt o, . . ., o)
contient k variables x^ , .r,, . . . , ^^î son discriminant n'est point nul ; elle ne peut donc s'exprimer par moins de k variables. AJortiori, si les variables Xx, X2t . . ., Xm sont arbitraires, la fonction (p
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De peut dépendre de moins de k variables, et, par suite,
Supposons maintenant que la forme ^{x^, X2, • . • , ^m) puisse s'exprimer à l'aide de k formes linéaires indépendantes
Les fonctions ^i , ^^2, • . ., ^a devant être indépendantes, il faut qu'il j ait au moins un déterminant non nul parmi les déterminants de degré k qu'on peut déduire de la matrice
Pi H ••• w ••• ?;«.
Pi Pi ••• Pa ••• r/n'
Si, en effet, ils étaient tous nuls, on pourrait déterminer des valeurs non toutes nulles des quantités A|, ^2? •••; ^a à l'aide du système
d'équations
/tipj-hA,pJ-t-...-i- AaP*=o (5 = 1,2, ...,/n);
par conséquent, les fonctions 5|, ^2, ..., Zk vérifieraient une relation identique de la forme
/li ^i 4- Aj 2j -f- . . . H- hjiiZk = o
et, par suite, ne seraient pas indépendantes.
Sans restreindre la généralité du raisonnement, on peut supposer que le déterminant non nul est celui formé avec les k premières colonnes de la matrice
s±P|Pl---P^
on peut alors résoudre les équations (2) par rapport k Xt^x^, . . ., Xk' Les valeurs des inconnues prennent la forme
a?i = ^1 4- a^^j Xk+i -+- -^^jn^mj
^î = 7ï+ «A-4-1 ^^-^ï "^ + aj,^//»,
a?A=7A-+- aJ^ja?A-4-|4- -+-oim^m,
les quanlilés y s étant des fonctions linéaires et homogènes des quantités ^j, définies par les équations
5A= PÎjKi H- pjr2 -i-. . .H- pj^r*;
les quantités a sont de nouveaux coefficients, qui se déduisent des coefficients p, et dont la lof de formation n'importe pas ici.
Par hypothèse, la forme <p(j:i • .^2? • • • ? ^nt) peut être amenée à ne contenir que les variables ^i , ^o, «..,.3)^61, par suite seulement, ^M Va» • • • î ^A- Désignons la nouvelle expression ainsi obtenue par ^(j^,J^2, •••îJ'a)J nous trouvons, en nous servant des formules (3), l'identité
si nous }' faisons
il vient
(5) *(a:i, a72, . . ., iTA-) = <p(a7i, a^j, .... a:^, 0,0, . . ., o).
^ est par là entièrement déterminée; on pourra donc poser
(6) *(jK,rî» •••»rA) = ?(ri»r2» .--.rA-jûjO, ...,(.) = ©(:ri,a:2, ...,5r,„).
0 se déduit donc de co en donnant aux m — A* dernières variables (d'après Tordre adopté) la valeur o :
(7) 4>(ari,a:2, ..., J'a) = Zu ^r^r^s-
Le discriminant de ^ est le mineur principal de R, obtenu en supprimant dans R les m — k dernières lignes et colonnes.
Supposons que <p ne puisse s'exprimer avec moins de k variables; on aura A* = m — p, et le discriminant de 4> ne pourra être nul.
On conclut de ce qui précède le théorème suivant ;
II. Lorsque tous les mineurs principaux de R, de degré supérieur à A", sont nuls, et que parmi les mineurs principaux
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de degré k il y en a au moins un qui n"^ est pas nul, on a
En effet, de la formule (7) on conclut que, si m — A == p, il y a au moins un mineur principal de degré k qui n'est point nul; d'autre part, d'après (i), si un mineur principal de degré supérieur à k est différent de zéro, on a
Si donc on désigne par u, v, p les nombres caractéristiques de la forme <p, les nombres tc et v sont les nombres des carrés positifs et négatifs en lesquels on peut décomposer la forme 4> définie, par l'équation (7). Il suffira donc de déterminer les nombres 7: et V pour cette dernière forme, dont le discriminant n'est point nul.
§ 88. — Formes quadratiques à discriminant non nul.
Dans nos recherches sur les formes (p(X|, 2:2, ...,:C7n), dont le discriminant est différent de zéro, nous ferons usage d'un théorème sur les déterminants que nous avons démontré au § 31, et que nous allons rappeler.
Soit A un déterminant à m lignes et colonnes ; Af , A{'*' ses mineurs du premier et du second ordre (de degrés m — î et m — 2), on a
(1) A{AJ-A{Ai = AA|;î.
Si A est un déterminant symétrique non nul, on a
et la formule (i) peut s'écrire
(1) AiAJ-(AO' = AAi:}:
dans cette formule, i peut prendre l'une quelconque des valeurs 2,3,.. ., m. Lorsque A] et A]'J. sont nuls tous deux, il en résulte aussi A^ =0; nous en conclurons que
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ne peuvent être nuls à la fois, sans quoi il en serait de même de
et par suite aussi de A (§ 25).
Appliquons ces résultats au discriminant R = R^ de notre forme ç, lequel n'est point nul par hypothèse; il en résulte que le premier mineur principal Rm_« peut à la vérité être nul, mais qu'il ne peut en être de même de tous les mineurs principaux Rm_2) du second ordre. La même conclusion subsiste lorsqu'on remplace R par un déterminant non nul, tel que Rm-i? Rm-a? • • •» et nous arrivons à cette proposition si importante :
111. Lorsque le discriminant R est différent de zéro, on peut ranger les indices i , 2, . . . , m dans un ordre tel, que dans la chaîne de mineurs principaux
(3) R/rt, Rw— 1> Rm-îj •••♦ Ri» Ro deux termes consécutifs ne soient pas nuls à la fois.
Si, dans la formule (a), on pose A = R;t^i (A' = i, 2, ...,m — i), on trouve une relation entre trois termes consécutifs de la chaîne (3), relation qu'on peut écrire
(4) RA-S/,-(TA)« = RA-iRA-f-i;
Ra, Sa et Ta sont certains mineurs de R, c'est-à-dire des fonctions rationnelles et entières des coefficients a\. D'une façon plus précise, les quantités Ra, Sa et Ta sont des mineurs du premier ordre de Ra+i ; on aura
Ra=— ^, Sa=--^S Ta
àa%X\ ùa% dal
Supposons les indices rangés dans un ordre tel que le théorème III soit vérifié. Il résulte alors de (4) que, Ra devenant nul, Ra_i et Ra+i sont différents de zéro et de signes contraires. Donc :
IV. Lorsque, dans une chaîne de mineurs principaux, un terme intérieur est nul, les termes qui le comprennent sont de signes contraires.
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§ 89. — Nombre des carrés positifs et négatifs.
Pour déterminer le nombre des carrés positifs et négatifs d'unes forme à discriminant différent de zéro, nous supposerons en premier lieu que, dans la chaîne des mineurs principaux
il n'y ait aucun terme nul. Nous pouvons alors déterminer un nombre X tel que le discriminant de la forme
^ = ?(^l,^2, . ..,a^/«) — ^-^Jt
soit.nul. Ce discriminant est, en effet,
ai a
il est nul, si Ton fait
tn
I^a fonction ^ peut alors s'exprimer à Taidc de /?^ — i variables seulement, et, d'après la formule (6) du § 87, on a
6(j:,,Xj, ...,T;«) = 'i/(7i,^2' .,., y,n-uO)
OU, d'après (i).
(}.) cp(jr,,a:-„ ...,x,n)^ t.— arj.-f- o(/,, j^j, . . . , J,„_i, o).
On est donc ramené du cas de la fonction cp à m variables à celui de la fonction
km — i variables; son discriminant est R,w_i ; il est donc diffé-
R rent de zéro. Selon que le quotient "^ est positif ou négatif, la
fonction aura un carré positif ou négatif de plus que la fonction
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En appliquant le même procédé à 'f i(j>') et aux fonctions suivantes, on trouve cette proposition :
Le nombre des termes positifs et négatifs de la suite
est égal au nombre des carrés positifs et négatifs, en lesquels on peut décomposer la fonction 'f (j").
Avant d'énoncer ce théorème sous une autre forme, donnons les définitions suivantes :
Considérons une suite de nombres réels, différents de zéro, dans un ordre déterminé, et de signes quelconques; nous dirons que deux nombres consécutifs de même signe forment une permanence; deux nombres de signes contraires, une variation.
Envisageons, sous ce point de vue^ la suite des nombres
le passage de R^t à Ra i donne lieu à une permanence ou à une variation, selon que le quotient de R;^ par R*_4 est positif ou négatif. On peut donc énoncer le théorème suivant :
V. Soit TT le nombre des carrés positifs y v le nombre des carrés négatifs de la fonction ç; tz est égal au nombre des permanences, v au nombre des variations de la suite
(/i) R/,i, R/n-i, ■-., Ri, Ro-
La forme donnée à celte proposition présente l'avantage dv s'appliquer encore au cas où, dans la chaîne (4), certains termes intérieurs deviennent nuls, sans que deux termes consécutifs le soient. On peut toujours faire cette hypothèse, d'après le théorème III du § 88. Si, en efl'et, R^ est nul et que Ra_i et R^+i soienl différents de zéro, on sait que ces quantités sont de signes contraires. Il y aura donc toujours dans la suite
Ra-1. Râ, Râmi
une permanence et une variation, que Ton remplace Ra par un nombre positif ou un nombre négatif.
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Si donc on remplace la chaîne (4)
R/«^ Ï»/M— 1» •••1 "!> Ro»
dans laquelle certains termes sont nuls, par une autre
dans laquelle aucun terme n'est nul^ et dans laquelle les termes qui correspondent aux termes non nuls de la précédente ont le même signe que ces termes, les deux suites {/\)ei (5) ont le même nombre de variations, quels que soient les signes des quantités R' qui remplacent les termes nuls de la suite (4).
Soit maintenant ^{^) une autre forme quadratique quelconque des variables JT/; considérons la forme
(G) o' = <p -i- eij^,
e étant une indéterminée. Nous allons montrer qu'on peut choisir le coefficient e de telle sorte que <j)' et © aient le même nombre de carrés positifs et négatifs, que dans la chaîne des mineurs principaux R)^ de la forme ©' il n'y ait aucun terme nul, enfin que les termes R]^ de cette suite, correspondant aux mineurs R^t différents de zéro, ont les mêmes signes que ces derniers. Nous pourrons alors calculer les nombres tî et v pour les formes cp et ©' à l'aide de l'une quelconque des suites (4) ou (5) ; le nombre des variations, qui est le même pour les deux suites, indiquera le nombre des carrés négatifs.
Pour faire cette démonstration, supposons que ç ait été transformée d'une façon quelconque en une somme de carrés
exprimons A en fonction des variables^/, de telle sorte que
Les nombres t: et v, correspondant à la fonction o\ se déterminent alors à Taide de la chaîne des mineurs principaux du déterminant
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On peut choisir s assez petit, pour que ces mineurs principaux aient respectivement mêmes signes que les produits
Al A] . . . A//I, Al Aj . . . A /;(_!, • • «î Al, I ;
le nombre des carrés positifs et négatifs de es' esl alors égal au nombre des termes positifs et négatifs parmi les coefficients A, dont aucun n^est nul; en un mot, les nombres n et v sont les mêmes pour les formes ^ et o'.
Soient b^ les coefficients de la forme ^, exprimée à l'aide des premières variables ^i,
l'un des mineurs principaux de ©' sera
Ri -
c'est, par suite, une fonction rationnelle et entière par rapport as, du degré /r,
les coefficients M^, M2, ..., M^ sont fonctions rationnelles des coefficients ù^; en particulier, on a
on peut donc toujours choisir les coefficients b^ de telle sorte que M;t ne soit point nul. D'après ce qui a élé dit au § 34, on peut toujours choisir e de telle sorte que, si Ra n'est pas nul, H/^ et R'^ soient de même signe et que, si Ra est nul, R'y^ ne le soit pas.
En rapprochant les propriétés que nous venons de démontrer des résultats du § 87, nous pouvons énoncer la règle générale suivante, pour la détermination du nombre des carrés négatifs, applicable même lorsque le discriminant est nul :
VI. Pour déterminer les nombres caractéristiques ir, v, 0 de la forme 'f (^), rangeons les variables X\^ x.i^ . • ., Xm dans un ordre tel que, dans la chaîne des mineurs principaux
(10) R/«, Rm-iî ..., Ri, Ro>
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le nombre des termes consécutifs^ qui sont nuls à partir du premier, soit aussi petit que possible; que, parmi les termes suivants, il rty ait pas deux termes nuls consécutifs; p est le ' nombre des termes nuls consécutifs à partir de R/,,, y compris R^; V est le nombre des variations de la suite; enfin, tz est égal à m — V — ? (*)•
Remarquons encore qu'on peul compter les variations de droite à gauche dans la suite (lo) ; on trouve donc le même nombre de variations, lorsqu'on renverse l'ordre des termes de la suite.
Soient donc t:, v, p les nombres caractéristiques de la forme cp ; considérons la forme
on peut déterminer ^ de telle sorte que le discriminant de ^' ne s'annule pas pour toute valeur de e. Les nombres caractéristiques de o' sont alors r! , v', o, et l'on a
(il) Tr'-h v'= TU -f- v-f- p.
Dans la formule (7), on a alors
mais X;„_p, . . . , X< sont différents de zéro.
e étant pris assez petit, les m — 0 derniers termes de la suite des mineurs principaux de (9) ont même signe que les termes de la suite
* 1 ^i > ^1 ^1» • • • » Aj Aj . . . A/rt— p *,
le nombre des permanences de cette suite est donc au moins égal au nombre des \ positifs, et le nombre des variations au moins égal au nombre des X négatifs. Il en résulte
(19.) ^' = 'îî, V'^V.
(') Consulter à ce sujet la Note de Gundelfinger dans la troisième édition de la Géométrie analytique ait Hesse; vo<> aussi Frobenius, Sur la loi d'inertie des formes quadratiques {Sitzungsberichte de l'Académie de Berlin, 189^). M. Frobenius indique un procédé pour déterminer dans certains cas la signature, c'est-à-dire la diftérencc 1: — v, à l'aide de la suite (lo), lorsque des termes quelconques de cette suite sont nuls, de manière ik éviter, ou du moins à restreindre, l'arrangement préalable des indices.
Appelons forme positive toute forme o ayant pour nombres caractéristiques tc = m, v = o, p = o ; ce sera la somme de n carrés positifs de formes linéaires indépendantes; aucun des mineurs principaux d^une forme positive ne peut être nul. En effet, une forme positive ne peut s'annuler pour aucun système de valeurs réelles des variables, sauf si toutes ces valeurs sont nulles. Lorsque le mineur principal R^ est nul, la fonction de k variables
o(a7i, arj, . . ., a-ji-, o, . . ., o),
dont le discriminant est égal à R^, peut s'esprimer à Faide de fonctions linéaires des quantités Xf, jr^, • • •, x^^ en nombre moindre que n] soient y<,j^2î •••j^*-» ^^s fonctions; la fonction (p s'annule donc pour
y\ = Ot yi = o, . . . , Yk-i — o, xji-i-i = o, . . . , Xm = o;
c'est là un système d'équations linéaires qui peut être vérifié par des valeurs des variables qui ne sont pas toutes nulles. Donc :
VII. La condition nécessaire et suffisante pour qi£une forme soit positive, est que les termes de la suite (lo) soient tous positifs.
On obtient le théorème correspondant pour une forme négative, en appliquant le théorème VII à la forme — '^. Les formes positives et négatives se désignent aussi sous le nom àe formes définies,
§ 90. — Application au bezoutiant.
La discussion détaillée, que nous venons de faire, de Tinertie des formes quadratiques, avait pour seul but de déterminer le nombre des racines réelles et imaginaires d'une équation algébrique, en comptant le nombre des carrés positifs et négatifs de son bezoutiant.
Soit n le degré de l'équation; son bezoutiant est une forme quadratique k n — i variables ; nous l'avons formé entièrement (§ 79) pour /i = 3, 4» 5 ; nous avons aussi fait connaître la manière dont on peut le calculer dans d'autres cas.
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Nous avons fait remarquer anlérieurement, que le bezoutiant n*est pas une forme quadratique de l'espèce la plus générale, mais qu'il possède cette propriété particulière que le nombre v
de ses carrés négatifs n'est jamais supérieur à-. Cette particularité doit pouvoir s'exprimer par certaines inégalités de condition entre les coefficients, lesquelles ne sont pas connues pour le moment. Ce n'est que pour n= 3 que nous pouvons indiquer les conditions algébriques qui caractérisent cette restriction. Le bezoutiant de l'équation du troisième degré
/(x) — aQx"^ -~ flfi.r* -+- axx -h as = o
n'est autre [§ 79, (i3)] que le covariant hessien (§ 68)
Soit D le discriminant; il vérifie la relation
3Dr^4AoA2-AÎ; on sait [§ 68, ( i), (12)] que l'on a
4Hî-^Qî-f-27D/J = o; par suite, si l'on fait ^u = o,
(I) 4AJ -h^J -h'27DaJ r-o,
en posant
<7o = ^.jajaa — cjaoaiasH-artJ.
Cette relation montre que Ao et D ne peuvent être positifs simultanément; donc, la forme — H ne peut être décomposée i*n deux carrés négatifs.
Appliquons encore le théorème général du paragraphe précédent à l'équation du quatrième degré, que, pour plus de simplicité, nous prendrons sous la forme
{->.) x^-\- ax'^ -^bx -r- c = o.
Pour former les coefficients du bezoutiant^ il suffit de remplacer dans les équations (i4) du § 79 les quantités ^o, ^i, a-^y a^, a^
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par I, o, a, 6, r. Il vient alors
B|,t — — ■>«» Bi,i=a*— îc, Bo,o Bo,i=Ja6, Bî,o=— 4c, B,,j
Écrivons le délerminant sous la forme suivante :
'xa
Ja6 — 4:(8rtc — 36*)
La chaîne des mineurs principaux est alors
D, — !3ta'-f-8ac — 96', — xa, 1,
13 désignant le discriminant, lequel [§ o3, (i3)] est donné par Téquation
•xyD = 4 (a* -h I2C)' — (2a' — yiac -^ 276*)'.
Les conditions de réalité de toutes les racines sont donc
D > o, — 2a»-i-8ac — 96* > o, — 2«>o.
('es conditions diffèrent de celles établies au § 81, savoir
(ft)
D > o, AT < o, a*— 4c>o,
et semblent en tout cas moins simples.
Nous allons démontrer qu'elles sont équivalentes. On voit de
suite que les conditions (5) entraînent les conditions (6)^ car
l'expression
— ia{a^ — 4 c) — 96*
ne peut être positive, si a ei a^ — ^c sont négatifs. Pour démontrer la réciproque, que les conditions (6) entraînent les conditions (5), il faut tenir compte de la valeur de D. Posons, pour abréger,
(7) a= — 2a, p = — 6a3-i- 9.îac— 276*, Y=3a*— 12c;
les conditions (5) s'écrivent alors
les conditions (6)
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il suffit alors de montrer que ^ est positif, lorsque a, y, D sont positifs. Exprimons la valeur de D, fournie par Tëquation (4), en fonction de a, p, y, il vient
D étant positif, a^ — y est donc certainement positif; si donc on pose
on aura
et, par suite, en supposant o positif,
a > 0, et
27D = 4S6_('2aû« — 3)«.
D'après cela, D ne peut être positif, si ^ est négatif; car, lorsque
[i est négatif, on a
aao* — p> 2ao*>2o';
donc 42° — (2a82 — ?)^ ^st négatif.
Les conditions (5) et (6) sont donc bien équivalentes.
D'après l'interprétation géométrique donnée au § 84 l'équation ^ = 0 représente une surface du troisième ordre, contenant la parabole 6=0, y = o •, si l'on considère des valeurs négatives de a, la partie correspondante de cette surface est tout entière dans la région de l'espace pour laquelle D est négatif.
Pour donner enfin un exemple relatif à l'équation du cinquième degré, considérons l'équation
Dans les formules générales du § 79, ou dans les équations (2) et (3) du § 80, il faudra remplacer les coefficients
«0» «î> «îî «3, ^V' «5
par
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le (lélerniiûant du bezoutiant est alors
tia
JU
Le (liscriminaDt de réquation esl égal à
D — loSa — 3i-.i5a^.
Lne chaîne de mineurs principaux esl alors
ia, I
Le discriminant sera négatif, si
3/ in8
il sera positif dans tous les autres cas et, en particulier, pour toutes les valeurs positives de a. Quand le discriminant est positif, la suite (8) présente toujours deux variations; quand le discriminant est négatif, ce qui entraîne a <I o, il n'y a qu'une seule variation.
Donc, lorsque a se trouve dans l'intervalle (9), notre équation a deux racines imaginaires; quand a est extérieur à l'intervalle, elle a quatre racines imaginaires ; elle n'a jamais quatre racines réelles.
Comme exemple purement numérique, considérons Téquation
X* J-' — 2 JT* — 9.x — i — o,
qui se présente dans la multiplication complexe des fonctions elliptiques. Les formules du § 79 donnent, pour le déterminant du bezoutiant, la valeur
fl^
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La chaîne des mineurs principaux est
le discriminant de noire équation est 47'- L^équation admet donc deux, couples de racines imaginaires et une seule racine réelle. Lorsqu'on connaît le discriminant, il est inutile de calculer le
second lerme ~ de la suite ; il suffit de savoir que Tavant-dernier
terme est négatif, pour énoncer le résultat précédent, relatif à la réalité des racines.
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LE THEOREME DE STURM
§ 91. — Le problème de Sturm,
La détermination du nombre des racines réelles d'une équation, question traitée dans le Chapitre précédent, est un cas particulier d'un problème plus général qui va former l'objet de ce huitième Chapitre; c'est le principe de toutes les méthodes pour le calcul des valeurs numériques approchées des racines.
La question à résoudre est la suivante :
Combien y a-t-il de racines réelles d'une équation numérique entre deux nombres donnés a et b?
Ce problème résolu, il s'agira de restreindre l'intervalle (a, b) de telle sorte que les nombres a et b ne comprennent plus qu'une seule racine, et cela de telle manière que chacun des nombres a et b puisse être considéré comme une valeur approchée de cette racine.
En supposant a = — oo, 6 = -f- oo, c'est-à-dire a négatif, b positif, et suffisamment grands en valeur absolue, pour qu'en dehors de l'intervalle (a, b) il n'y ait plus de racines de l'équation, le nouveau problème revient à celui de la détermination du nombre de toutes les racines réelles d'une équation.
Montrons d'abord comment le nouveau problème se ramène à l'ancien, de quelle manière il est résolu, au moins en principe, par les considérations du Chapitre VIL Cherchons d'abord le nombre des racines positives d'une équation y(jc)= o. En posant a:=jr*,
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à chaque valeur réelle dey correspondra une valeur posllive de x, et inversement à chaque valeur positive de a: correspondront deux valeurs de^, de même valeur absolue et de signes contraires. Le nombre des racines positives de réqualiony(^) = o est donc égal à la moitié du nombre des racines réelles de l'équation /(^2)-_q
Posons maintenant
X variant de a à 6,^ variera par valeurs positives de o à <x.\ f{x) étant devenu F(j'), l'équation y(a') rz: o aura autant de racines entre a et 6, que l'équation F(^')= o aura déracines positives; ce sera la moitié du nombre des racines réelles de l'équation F(:;^) = o. Notre problème est ainsi ramené à la détermination du nombre des racines réelles d'une équation dont le degré est double de celui de l'équation proposée. Mais celte solution n'est pas la plus simple; c'est une telle solution que nous allons rechercher.
§ 92. — Les suites de Sturm.
Soient a et p (a<C^) deux nombres réels quelconques; soit f{x) une fonction rationnelle donnée de jc; on demande combien elle a de racines réelles dans l'intervalle A compris entre a et ,3. Par hypothèse, a et (3 ne sont pas racines Ae f{x)^ de sorte que /(a)et/(p) ne sont pas nuls. De plus, nous supposerons que /(j;) n'a pas de racines multiples dans l'intervalle A; par suite, aucune valeur de cet intervalle n'annulera à la fois/(j:) et /'{x).
Supposons que, par un procédé quelconque, nous ayons formé une suite de (m -+- i) fonctions continues
possédant les propriétés suivantes :
I. Deux fonctions consécutives ne s'annulent pas pour une même valeur de V intervalle A.
II. La fonction fm{^) ^^ s'annule pour aucune valeur de l'intervalle A, et conserve par suite un signe constant pour toutes les valeurs de l'intervalle.
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III. LorsqiC une fonction intermédiaire f^(x) s'annule pour une valeur de V intervalle, les fonctions voisines f^_i( x) et f*^\\^) acquièrent pour cette même valeur de x des signes contraires.
IV. Lorsque fi x) s'annule pour une valeur de V intervalle, /"i (x » acquiert le même signe que f'( x\.
La suite (K), jouissant de ces propriétés, s^appelle une suite de Sturni. Nous verrons plus tard comment on peut la former; pour le moment^ tirons quelques conséquences de sa définition.
Pour chaque valeur de x qui n*annule aucune des fonctions de la suite, ces fonctions ont un si^^ne déterminé. Nous compterons une variation chaque fois qu*en parcourant la suite de gauche à droite on trouve deux termes consécutifs de signes contraires, et nous désignerons par V(j') le nombre des variations correspondant à la valeur considérée Aex. Lorsque la valeur considérée de x annule une fonction intermédiaire f{j^)^ il J aura certainement une variation entre /"v-i (j") et /'v+i(j^) (l'ï)-
Soient a et ^ deux valeurs qui n'annulent aucune des fonctions de la suite; x croissant d'une manière continue de a à ^, il ne pourra se produire un changement dans le nombre des variations de la suite K, que lorsqu'une des fonctions change de signe, c'està-dire passe par zéro, en vertu de l'hypothèse de la continuité de ces fonctions.
Si une fonction intermédiaire s'annule, le nombre des variations ne change pas; en effet, quand f devient nul, yi_, et f^i acquièrent des valeurs de signes contraires; la suite
yv— Il yv» yî
ne présente donc qu'une variation, soit avant, soit après le passage de^v par zéro.
Lorsqu'au contraire /(x) s'annule, la suite perd une variation. Si, en effel^f{x) passe d'une valeur négative à une valeur positive, /'(x), et par suite y<(j:), sont positifs; si, au contraire, /(x) passe d'une valeur positive à une valeurnégalive, /'(jt) et par suite /"i (x) sont négatifs; dans les deux cas f(x) el f{x) présentaient une variation avant le passage par zéro et n'en présentent plus après. Il y a donc bien une variation perdue.
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D'autre part, fm{^) conserve un signe constant; il en résulte (jue le nombre des racines comprises entre a et j3 est égal à
Le nombre des racines de V équation f[x) = o comprises entre net ^ est égal à V excès du nombre des variations que présente la suite pour a: = a sur le nombre des variations quelle présente pour a: = [i.
Si les nombres aou [3 annulent Tune des fonctions intermédiaires, on ne change rien au nombre des variations en remplaçant le nombre nul/v par un nombre positif on un nombre négatif (III).
§ 93. — Premier exemple : Fonctions sphériques.
Avant de passer aux méthodes générales qui permettent de former des suites de Sturm, prenons deux exemples dans lesquels de telles suites se présentent par suite de circonstances particulières.
Considérons en premier lieu les fonctions sphériques^ d'un usage très fréquent en Physique mathématique et en Mécanique.
On appelle ainsi un système de fonctions rationnelles etentières, de degrés croissants, définies par les équations suivantes :
Pw(x) est une fonction rationnelle et entière de degré /i; selon (pie n est pair ou impair, x n'y entre qu'avec des exposants pairs ou des exposants impairs. En employant le symbole !!(/?), on peut
aussi mettre la formule générale des fonctions sphériques sous la forme
(I) *^«^^^ -^ "^^T" n(jjL)ii(/i-2a)n(/i — |ji)'
la sommation devant être étendue de [x = o à toutes les valeurs de a qui rendent positif le nombre n — 2|x.
Ces fonctions satisfont aux relations suivantes qu'on vérifie aisément en se servant de l'expression (i) et en égalant dans les deux membres les coefficients des mêmes puissances de x :
(vî) nV J x) — {7.n — \)xV n-\{^ ) -^ {n — i)V n-i{r) = o,
(3) (I — J-«)P;(XJ — /IJ7Pn(x) — /lPn_,(x) = 0.
Si, dans cette dernière équation, on fait x = lii i , il vient
-hP„(_-zi) -.P„-,(±:i)
et, par suite,
Les équations (2) et (3) montrent que les fonctions
ordonnées à partir d'une valeur arbitraire de m, possèdent dans l'intervalle ( — 1,4-1) les propriétés d'une suite de Sturm. Si, en effet, P« et P«_i s'annulaient pour une même valeur de x^ il en serait de même de P/i_2, d'après (2), et par suite de P/i_3, . . . , Po» ce qui est impossible puisque P^i^ i. La condition II du § 92 est donc satisfaite pour un intervalle quelconque.
L'équation (2) montre de plus que, P,/_i s'annulant pour une certaine valeur de x^ P,, et P«_2 sont de signes contraires; la condition III du § 92 est donc aussi vérifiée.
L'équation (3) montre que Vn{x) et P\^{x) ne sont jamais nuls à la fois, sans quoi P,,., {x) serait aussi nul; enfin, si P„(:r) s'annule pour une valeur de x comprise entre — 1 et -h 1 , P^,(^) ^^ P«-» (^) acquièrent des valeurs de même signe.
Remplaçons maintenant, dans la suite (5), x successivement par ( — 1) et (-H 1); l'équation {\) montre que pour ^ = i la suite ne
CflAPITRE VIII. — LE THÉORÈME DE STURM. 321
présente que des varialioos au nombre de m ; pour x =^ — i , elle n'en présente aucune.
Donc :
L équation Vm{x) = o, de degré m en x, a toutes ses racines réelles et comprises entre — i ei -+- i .
Nous pouvons encore aller plus loin. Soit A = (a, P) un intervalle contenant deux racines $ et v) de ?,„= o, et pas davantage. Dan.s le passage de a à p, la suite (5) perd donc deux variations. Choisissons a assez voisin de Ç, et ^ assez voisin de r^ pour que Pm_i(a)soitdusignedeP„,_<(i)etP;n_,(i3) du signe de Pm_i(T,). Si Pot passe d'une valeur négative à une valeur positive, lorsque^ atteint et dépasse i, il passera d'une valeur positive à une valeur négative, lorsque x atteint et dépasse r^ ; il en résulte que P^CO est positif, par suite aussi Pot-<($) et Pot-<(*); Je même P'^C^i) est négatif, et par suite aussi POT_i(rj) et V„i-\ (P); ce serait l'inverse si Pot passait d'une valeur positive à une valeur négative, lorsque x atteint et dépasse \, Donc, dans le passage de a à ^, la suite P,„, Pot-i perd une variation; par conséquent, dans la même lijpothèse, et par suite aussi dans le passage de i ù r^, la suite
perdra une variation ; d'où cette proposition :
Entre deux racines consécutives de Inéquation Vm = o, il y a une racine et une seule de V équation Pot-i = o.
§ Oi. — Deuxième exemple.
Nous prendrons comme deuxième exemple une équation que, pour abréger, nous appellerons V équation séculaire, parce qu'on Ta rencontrée pour la première fois dans l'étude des perturbations séculaires des planètes (*). Elle est bien connue d'ailleurs sous ce
(') Laplace, Histoire de l'Académie des Sciences, 177^. Parmi les Ouvrages réconis, on peut consulter à ce sujet : Dziobkk, Théorie du mouvement des Planètes; Leipzig, 1888.
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nom. nidls se préseole aussi dans beaucoup d'aalres problèmes, lel^ que la déleimînalion des axes des quâ Irîques. la ihéorte des petites oscillations: son importance au p>inl de vue analytique, réside dans ce fait qu'elle fournit une transformation partie uliè're, dile orthogonale^ d'une forme quadratique en une somme de carrés. \ous allons prendre Téqualion. sans écard à aucune application, et nous la discuterons à l'aide de nos théorèmes généraux. iJésignons par af l'i et A' parcourant la suite des valeurs i, 2 n 1 un système de grandeurs réelles, telles que
Considérons le déterminant symétrique
«I — Jr /ïj ... n"^
ii\ nl — jT... al
c*est une fonction rationnelle et entière, du do^ré n en x, dans
larjuelle le coefficient de jt" vaut • — i i". L\'qualion en question
est
Formons la chaîne des mineurs principaux, chani^ésdc signe de deux en deux à partir du second.
nous allons démontrer que c*est là une suite de Slurni, à condition de supposer que deux termes consécutifs de celte suite ne s^annulent pas pour la même valeur de x.
C'est là une simple conséquence d'une fornuile que nous avons déjà utilisée au § 88 dans un but analogue, et que nous pouvons écrire
( \ t Lu Sa- — ( Tj, i- = Ljt-i Li ^, ,
Sa et Ta étant des fonctions rationnelles et entières de x. îl nous suffira que les conditions I-IV du § 92 sont satisfaites. La condition I est vérifiée par hypothèse; la condition II est remplie, puisque le dernier élément est égal à =r i. La formule (4) montre
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(|ue, La étant nul, L^.i et L^^.! sont de signes contraires, et par suite la condition 111 est vérifiée.
Reste la condition IV. Appliquons la formule (i ) au cas de /{ =z n — I ; elle devient
il en résulte que, si L« est nul, les expressions
sont de même signe; de même tous les mineurs principaux de L«,
Oa\
sont de même signe. Mais la dérivée de L« (i^oir § 23) a pour valeur
àLn
donc, pour toute valeur de x qui annule L„, elle est de signe contraire à L/,_,. La condition IV est donc satisfaite. De là ce théorème :
L Soient a et p (a <C P) deux nombres réels; le nombre des racines réelles de L,t(x)^ comprises entre a et ^ est égal à la différence entre tes nombres des variations que présente la suite (3) quand on y fait successivement x=i % et x = i^.
Nous avons déjà remarqué que le terme de degré le plus élevé dans La(j?) esl ( — i)*j:^; pour des valeurs de x suffisamment grandes, ce terme donnera son signe à h/({x). Si donc, comme on dit, on fait a= — oo et j3 = -f- oo, la suite (3) ne présentera dans le premier cas que des variations, dans le second cas que des permanences; d'où ce théorème :
IL L'équation L„(j:) = o a toutes ses racines réelles.
Mais ces propositions ne sont pas générales tant que nous ne serons pas affranchis de Phypothèse faite que, dans la suite (3),
deux termes conséciilirs ne s^annulent pas pour la même valeur de X. Les simples coosidëralions qui suivent vont nous permettre de le faire.
Admettons qu'une valeur de x annule L*, mais non Ljt_, \ nous pouvons alors choisir les coefficients a\^^ qui ne figurent pas dans L^, de telle sorte que La^< ne s'annule pas pour celte valeur de^; en efiet, L;t+i ne peut être identiquement nul, puisqu'il contient le terme
Si donCy dans la suite,
un certain nombre de termes consécutifs s'annulent pour la même valeur de x, on pourra en déduire, par une altération des coefficients o\ une nouvelle suite
dans laquelle deux termes consécutifs ne s'annuleront certainement pas pour la même valeur de x^ appartenant à l'intervalle a, j3.
Il est d'ailleurs possible de choisir les coefficients d^ dont dé- ])endent les grandeurs L de manière qu'//^ diffèrent des coefficients correspondants aj de moins d'une quantité arbitraire oj.
Si donc les nombres a et p sont choisis de telle manière qu'aucun terme de la suite (5) ne s'annule pour j: = a ou ^ = p, on peut prendre (o suffisamment petit, pour que les termes de même raug des suites (5) et (6) soient de même siçne. Notre théorème détermine d'ailleurs, à Taide de la suite (6), le nombre des racines de l'équation L^|=^ o, comprises entre a et |3.
D'autre part, par un choix convenable de co, on peut faire en sorte que les racines de L^^r^o diffèrent d'aussi peu que l'on \oudra de celles de hn=^ o (§ 44). A la vérité, L„= o peut admettre une racine double à laquelle correspondent deux racines simples de L',, =^ o ; mais, comme cotte dernière n'a pas de racines imaginaires, ces deux racines simples sont réelles; on raisonne de même si L„= o a une racine multiple d'ordre/?.
// résulte de là que les théorèmes I et II restent vrais, même quand on ne fait plus r hypothèse que deux fonctions consé-
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cutives de la suite (5) ne s^ annulent pas pour une même valeur de X ; seulement chaque racine multiple devra être comptée as^^ec son degré de multiplicité.
On peut déduire de là une relation remarquable enlre l'équation séculaire et la loi d'inertie des formes quadratiques, relation employée en Géométrie à propos de la détermination des axes des quadriques.
Considérons simultanément avec la fonction L,i(x) la forme quadratique
£ étant quelconque, L„(e) est le discriminant de la forme
Supposons que l'équation L„(j:) ait P racines positives, N racines négatives et R racines nulles; nous supposerons, de plus, £ positif, mais assez petit pour que toutes les racines positives de L soient plus grandes que a, et qu'aucun terme de la suite (3) ne s^annule pour x = e. La suite
(y) L«(£), L«_i(e), ..., Li(£), 1,
est alors une chaîne de mineurs principaux pour la fonction o'; en désignant par 77', v', o les nombres caractéristiques de »', ir' esl égal au nombre des permanences et v' au nombre des variations de la suite (9) (§ 89, V).
Appliquons maintenant le théorème I, en faisant a = e, el prenant pour P un nombre supérieur à toutes les racines de L„(:r) = 0; la suile (3) ne présentera pour x = (3 que des permanences; il en résulte que le nombre P des racines positives de L,i(j:) = o est égal au nombre des variations que présente la suite (3) pour a: :^ e, nombre égal au nombre des permanences de (9). Comme, d'autre part, on a
il en résulte
Supposons maintenant les fonctions '^ et ç' décomposées en
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leurs carrés positifs el négatifs de la manière suivante :
III, « _ -,s yt vl — -* — -' -»
Si ^ -T- '/ est inférieur à /i, on peut choisir pour x,, Xj. .., -r„ des valeurs qui ne soient pas toutes nulles, telles que l'on ait
Y\ = O» ^i — o. y^ ~ O, Z| = o, Zj -- c>. ... Zv' — o.
Mais alors l'une des représentations i\i) de s' donne une valeur négative, la seconde une valeur positive ou nulle; par suite, Tlivpoth<''se7:-î- v'< n n'est pas permise. On a donc
T. — V _ /l = ÎT — V
par suite, d'aprrs (lo »,
D'autre part, on a [§ 86, (12)]
» ^ *• • ces inégalités ne sont compatibles que si
D'une façon analogue, en se servant d'une valeur négative de c, on prouve que v ^^ \ cl p =:r: R. Ces résultats peuvent s'énoncer comme suit :
III. Les nombres caractéristiques 7:, v, p de la forme o sont rfraux aux nombres des racines positives ^ négatives ou nulles de V équation séculaire correspondante.
§ 9.*>. — Les fonctions de Sturm.
Arrivons maintenant au procédé qui permet de former, dans tous les cas, une suite de Sturm pour une équation donnée (*).
( ' ) Sturm, Mémoire sur la résolution des équations numériques. — Mémoires de l'Académie de Paris {Sav. étr., l. VI; i8.i')).— Bulletin de Férussac, l. \l;
.8:uj.
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En principe, la formation de ces fondions est extrêmement simple, mais, la plupart du temps, elle est d^une application très laborieuse au point de vue pratique.
Nous nous bornerons au cas où Téquation proposée n^a pas de racines multiples; on suppose donc qu'on a divisé f{x) et f'{x) par leur plus grand commun diviseur.
On suppose que
la condition IV (§92) est alors certainement satisfaite. On exécute ensuite les opérations de la recherche du plus grand commun diviseur de f {x) ei fi{x)^ en désignant les restes successifs par — f^^ — /j, • . ., — fm' Les divisions successives conduisent alors aux équations
q\^ qi, • • -, qm-\ et de même /<, f^^ . . -, fm sont des fonctions rationnelles entières de x^ de degrés décroissants; on peut donc continuer les opérations de manière à trouver un reste fm qui soit constant, ou qui, du moins, ne s'annule plus dans Tintervalle considéré. L'hjpothèse que y* et /i sont premiers entre eux montre que fm ne peut être nul.
Pour reconnaître que la suite
(^ 3 ' f^ f\l fty '-'j fm
est une suite de Sturm, il suffit de voir si elle vérifie les conditions I-IV du § 92. Si, parmi les fonctions (3), deux consécutives s'annulaient pour la même valeur de j:, toutes les suivantes devraient s'annuler de même, en vertu des équations (2); cela est impossible, puisque fm ne peut être nul.
Si f}f{xo) est nul, il résulte de (2) que
/v-i(aro) =—f^,+l{xo);
donc, toutes les conditions du § 92 sont vérifiées.
Il va de soi qu'on peut multiplier les fonctions (3) par des
facteurs positifs, constants si Ton veut, sans que ces fonctions cessent de former une suite de Sturm.
Dans le cas de /i == 2, on peut prendre comme fonctions de Sturm les suivantes :
/t(T) =ax-t-a,
§ 96. — Solution du problème de Sturm, d'après M. Hermite.
M. Herraite a indiqué une autre solution du problème de Sturm ; elle conduit à des résultats plus simples, au moins en ce qui concerne l'exécution détaillée du calcul, et se rattache à la loi d^inertie des formes quadratiques et à la transformation de Tschirnhausen (* ).
Soit
Téquation proposée, et
ses racines, supposées distinctes.
Prenons les fonctions
(3) /o(^), /i(^), /i(^), •.., fn-\{or), utilisées au § 74, et posons
(4) 7= '«-l/o(^)-i-^/t-î/l(^)-f-...-^'l//i-î(^)-|- tofn-\(^)y
/q, ^m • • m ^/i-i étant des variables indépendantes.
Soient ^«,^^2» • • •, y/1 les valeurs que prend y quand on donne à X les valeurs x^ , X2, • . ., -^n- ^ étant un nombre réel quelconque, posons
C'est là une forme quadratique des n variables t; déterminons
( ' ) Hermite, Remarques sur le théorème de M. Sturm (Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. XWVI; i853).
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(l'abord le nombre de ses termes positifs ou négatifs. Si Xt est réel, il en est de même de yi, et, par suite, le carré (jCi — ^)yi est positif ou négatif, suivant que x^ est plus grand ou plus petit que a. Si JC| et ^2 sont deux racines imaginaires conjuguées, j^i et j^2 sont aussi imaginaires conjuguées et la quantité
se décompose en un carré positif et un carré négatif; car, en posant
y\ /^i — a = f^ 4- «V, on aura
yt ^ ^t — a = a — iV.
Le nombre Na des carrés négatifs de la fonction lia est donc égal au nombre des couples de racines imaginaires, augmenté du nombre de racines réelles plus petites que a.
Prenons maintenant un second nombre j3>^ a; formons la fonction Hp et désignons par Np le nombre de ses carrés négatifs; la différence
est égale au nombre des racines réelles, comprises entre a et p. Donc, pour résoudre le problème de Sturm, il suffit de calculer les coefficients de Ha en fonction des coefficients de /(or) et de a, et de chercher ensuite le nombre Na-
§ 97. — Détermination de la forme H de M. Hermite.
Pour déterminer la forme II de M. Hermite, on peut procéder comme on Ta déjà fait au Chapitre Vi. Nous avons établi au }^ 79 la formule
(0 yfs = Eo,,/o-4- E,,,/i-h. . .-f- E„_,,,/„_,.
En faisant usage des relations
on en conclut
i* :.^:^l:s* E_. ^. par
.^•i jt-7 -, i'_ , ^i
— E, . xE . /. — ..-— £^^^— ïE,_:, /,_;
^^a f-^ -i i:."7tlre Ii I :n .v. ,ïi E_,_jS: -> la rccia-f Iirrap? q::^ le> autres fonct::E.* E: od cL:;'=-2î a':rs le 5^5:iê::;«* des formiiles 5aîvanle>
fci— ... — «i'. -a. f,_: — E,_:, - i|', .— a:/,_,--
K,_:,— '/,/,. — a./,_t-... — <îjf,
iDlr^dui^jos niÂinleDant un s^-codJ système de Tarîables t et en se -en':inl des formules 6 du $ 74, on conclut alor> de • î ■
n — s Of.
^' r— ï v^i = ni, V E_s ,— 2E. , t,_,_,
— n — I 11 > E|., — xEi., "«-f-î
•jb — I
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ronclion qui se réduit précisément à H, quand on fait t = T. i^*enons, par exemple, le cas de n = 3 ; il vient
fit ti — a*f
El,J = — «3^0,
Eo,o "" ^0^*1
^o'i ~^ ^1 ^Ot
Es,!— «o'î-»- «i^i-H- ûfj/o;
la formule (6) permet alors de calculer aisément les coefficients do la forme II :
Hi,i ~— Sr/o^s— «i«2- "^(«î — «O^i) «,
Ho,0 — — «2«3- (*>«1«3— «s) ^>
Hi,o-— — 2«ia3— (3ao^3— airtj)», Ho, j — -— «0 ( 3 as H- aj a ) .
§ 98. — Le déterminant de la forme de M. Hermite.
Pour indiquer le nombre des carrés négatifs de la forme II, il importe de connaître son déterminant. On peut le calculer dans le cas général, de la manière suivante. Posons
les coefficients H/a dont il faut former le déterminant sont fournis parréquatîon(6) du §97. SoitH/j^le coefficient de //Ta dans cette formule; on a
D'après la règle de la multiplication des déterminanls, on peut écrire le déterminant de ces n^ quantités, sous la forme
(xi— a)/o(x,) (t, — a)/i(a?i) ... (a^i —«)/„_, (a:,)
M^\) /l(^l) ..• fn-\(^\)
/o(^n) fli'^u) ... /n~\(^n)
craulre part, on a
ce délerminant peut donc aussi s'écrire
Dans cette formule figure encore le déterminant des quantités fk{xi)] il est égal au produit
ao
Ûto . .
STi
an-i
fio
En appelant D le discriminant de la fonction f{x) (§ 50), le carré de ce produit est égal à aJD; il vient donc
A =(,_)/! ao/(a)D.
Par hypothèse, D n'est pas nul; A ne peut être nul que si l'on prend pour a l'une des racines de réquation/(^) = o; nous ne ferons pas cette hypothèse.
Considérons une suite de mineurs principaux de A, en commençant par ceux du degré le moins élevé
Ai(a), A2(a), ..., A,i(a) ^ A;
d'après le théorème V (§ 89), le nombre des variations de la suite
est égal au nombre Na des carrés négatifs de H ; en désignant par Np le nombre analogue pour la suite
le nombre Np — Na est égal au nombre des racines de l'équation f{x) comprises entre a et p.
Pour l'équation du troisième degré, il suffit d'utiliser les formules qui terminent le paragraphe ])réccdent. Nous formons la
suite
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ao, -fn,,,, -i(II,,,H,,,-lIJ,,), -j A:
elle présente évidemment le même nombre de variations que la suite (2); on trouve ainsi les quatre fonctions
«0, -T- 3aoa — «i,
-r- 3ao^i^3-^ ^i ^î — i<^o<^ï»
Prenons comme vérification a=: — oo, ^ = -|-x, et faisons aQ=^ i; les signes de la suite seront respectivement
I, -4-1, aj — 3aî, D,
Il faut observer que, lorsque D est positif, a\ — 3^2 ^^ peut être négatif(§52, 8).
§ 99. — Position du problème d'après M. Hurwitz.
A l'occasion d'une question particulière, sur laquelle nous reviendrons en détail, M. Hurwitz a fait connaître une manière d'envisager le problème de Sturm, qui conduit à des résultats particulièrement simples ( * ).
Soil
une fonction entière, de degré n par rapport à la variable z. Soit en outre ^{z) une autre fonction entière de degré quelconque. Développons le quotient de ^(5) pary*(z) suivant les puissances décroissantes de z (§ 16), et désignons lu partie de ce développement qui contient des puissances négatives de z par
(') Mathematisc/ic Anna/en, l. \I.VI.
Soit, en outre,
une fonction entière, de degré m — i (arbitraire pour l'instant), dont les coefficients /07 ^i» •••<! ^m- 1 sont des variables indépendantes. Formons le développement par rapport aux puissances décroissantes de ;; de la fonction
0,m — \ 0,in — 1
d'après (2), et en utilisant les règles du § 16, on obtient
ou, en ordonnant par rapport aux puissances décroissantes de :;,
Soit Oi(v) le reste de la division de 0(5) par/(5); posons
les quantités /J,, (\, . . ., /)^_, sont des fonctions linéaires et homogènes des variables ùq, /|, ..., /m-i' D'après le § 16, les deux fractions
donnent les mêmes termes à exposants négatifs, lorsqu'on les développe par rapport aux puissances décroissantes de z] il en résulte que les formes quadraticjues des m variables l
qui se présentent dans le développement (4), peuvent aussi être représentées comme formes quadratiques des n variables t[. En désignant par Tcy^, V)., o). les nombres caractéristiques de ïx, le
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nombre px esl au moins égal km — n. Nous supposerons maintenant m = n; ^(z) est donc une fonction de degré n — i . En particulier, nous considérerons la fonction T©, que nous désignerons par T
(6) T =^Ci^ji.titA;
les nombres caractéristiques de son inertie s'appelleront -, v, p. De tout ce que nous venons de démontrer, il résulte d'abord que :
1. Si les fonctions f(z) et <l>{z) ne sont pas premières entre elles, on a p <C^lT^ n'est pas une forme définie.
Supprimons en effet le plus grand commun diviseur de y et de <p; les fractions (5) se transforment en d'autres fractions de même forme, dans lesquelles la fonction Q est restée la même, tandis que le degré du numérateur s'est abaissé.
En outre, on peut démontrer que :
2. Sif{z) et f^(z) ont un diviseur commun, T n'est pas une forme définie.
Si, en effet, f{z) et f'{z) admettent un diviseur commun, on peut déterminer une fonction Q(5) (du premier ou du second degré), telle que
Q/i (z) est d'un degré inférieur à n, et on peut choisir les coefficients to, ti, .. ., t„_i de telle sorte que l'on ait
Mais alors ô^(^) est divisible par /(>3), et la fraction , "^
devient une fonction entière. Si donc on la développe par rapport aux puissances décroissantes de ^, il n'y aura plus d'exposants négatifs; la fonction T se réduit à zéro, et, de même, toutes les fonctions Tx-
Il existe donc des valeurs non nulles des variables ti qui annulent T, ce qui est impossible dans le cas d'une forme défînie.
Supposons que la fonction /(;;) n'ait pas de facteurs multiples;
il est alors facile de décomposer les fonctions Tx en sommes de carrés, lorsqu'on connaît les racines de f{z). La sommation S s'élendant aux différentes racines Xi, x^^ . . ., jr^ ^^/(g), et G(:;) désignant une fonction entière, on a (§ J5)
en développant ^ _ par rapport aux puissances décroissantes de - (§ 16), il vient
(8) ^ Tx=S— ^.^^^^
Dans les fonctions
le déterminant des coefficients des // est égal au produit dés différences deux à deux des racines; par suite, il est différent de zéro; ces fonctions sont donc linéairement indépendantes, et la formule (8) fait connaître la décomposition de Tx en une somme de n carrés. En posant
il vient, pour X = o,
Les fonctions / et ^ étant supposées à coefficients réels, on peut maintenant déterminer les nombres tt, v, p, caractéristiques de rinertie de la fonction T.
On voit d'abord que yi ne peut disparaître de la somme (ii) que lorsque ^{xi) est nul et réciproquement; Xi est alors une racine commune à/et <I>. Le nombre p est donc égal au degré du plus grand commun diviseur de /et O; il est nul lorsque les fonctions/et <ï> sont premières entre elles.
Soit j:i, X'i un couple déracines imaginaires conjuguées; ^Ç^\) étant différent de zéro, on aura
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et, par suite,
rî-4-j^î = 2(P»-Qî);
ce couple fournit donc une unité pour chacun des nombres r. et V.
Si enfin x est une racine réelle, y^ sera positif ou négatif, suivant que 4>(ar) ei/^x) sont de même signe ou de signes contraires.
On en déduit la règle suivante pour la détermination des nombres caractéristiques de la forme T :
. p est égal au nombre des quantités ^{xi) égales à zéro ;
Tz est égal au nombre des couples imaginaires de racines Xi, qui n'annulent pas ^(x), augmenté du nombre des racines réelles qui donnent à ^{x)f{x) le signe positif;
V est égal au nombre des couples de racines imaginaires qui n^annulent pas ^{x), augmenté du nombre des racines réelles qui rendent ^{x)/'{x) négatif.
Faisons quelques applications de ces résultats. Le cas où T est une forme définie (p = v = o ou p = tc = o) ne peut se présenter que si les fonctions <ï> et / sont premières entre elles, si /(x) n'admet que des racines réelles distinctes, et si enfin le produit ^(x)/'(x) a le même signe pour toutes les racines de /(x), a et p étant deux racines consécutives, /'(a) et f'{^) sont de signes contraires, il en sera donc de même de ^(a) et ^(|3); par suite, a et p comprennent un nombre impair de racines de ^{x) = o.
Ces conditions étant réalisées, il en résulte inversement que T est une forme définie, de même signe que ^{x)f'{x). Donc, pour que T puisse être une forme définie, il faut que le degré de ^ ne soit pas inférieur à n — i. Si son degré n'est pas non plus supérieur k n — I, deux racines consécutives de f{x) comprendront une et une seule racine de<ï>(^); on peut dire aussi que les racines de/(x) sont séparées par les racines de ^(x),
La forme T sera, en particulier, une forme positive si nous supposons de plus que Cq est positif; ce cas se présentera lorsque les coefficients des plus hautes puissances de z dans /(z) et ^(2) seront de même signe. Au paragraphe 89 (VII), nous avons établi
la condition nécessaire et suffisante pour qu'une forme soit posi* W. aa
live; en posant
Co
. . Cy
. Cy-l-l
Cy,
Cv+1
Cjv
on peul énoncer le théorème suivant :
3. Soient J(x)=: o une équation de degré /i, ne possédant que des racines réelles distinctes, et <ï>(^) = o une équation de degré n — i , telles que dans f et 4> les coefficients des plus hautes puissances de x aient le même signe; les conditions nécessaires et suffisantes pour que les racines de /(x) = o soient séparées par celles de <ï>(^) = o sont que les déterminants
Co, Cl, Cj, ..., C/i— 1
soient tous positifs.
En posant ^{z) =z/'(z), on a
ce rapport est donc toujours positif. Les quantités Cq, C|, Cj, . . . deviennent alors (§16) les sommes de puissances semblables 5o, ^i , 52, — Si donc on appelle Dv le déterminant
Si .
Si
Si
et si l'on fait ao= i, on voit que D/,_i est le discriminant de /; d'où le théorème suivant :
4. Pour que l'équation f{x) = o, de degré /i, n'admette que des racines réelles et distinctes, il faut et il suffit que Dq, D,, Dj, . . ., D„_i soient positifs.
Si Ton pose <P(x):=(x — a)f\x)^ a étant un nombre réel quelconque qui n'est pas racine de/(:r), on aura p = o si /(a:) n'a que des racines simples; tî — v est le nombre des racines supérieures à a, diminué du nombre des racines inférieures à a, et
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cela quef{x) admette ou n^admette pas de racines imaginaires. La différence it — v diminue chaque fois de deux unités, lorsque a traverse, en croissant, Tune des racines de f{x)\ ce résultat concorde avec ce qui a été dit au § 96.
§ 100. — Principes de la théorie des caractéristiques (0-
Les propositions de Stuçm se généralisent d'une façon remarquable par la Théorie des caractéristiques de Kronecker; elle se propose le même objet que le théorème de Sturm, pour les systèmes d'équations à plusieurs inconnues. Nous nous bornerons ici au cas le plus simple ; il nous servira à la délimitation des racines complexes d'une équation. Nous ferons usage de considérations géométriques et des notations du Calcul différentiel.
Soient cp(^,y) et i({x^y) deux fonctions réelles, x ^l y étant les coordonnées rectangulaires d'un point du plan. Les équations
représentent deux courbes, que nous nommerons par abréviation les courbes '^ et if. Nous supposerons d'abord ces courbes fermées, sans branches infinies; de plus, la région intérieure de o est celle où le polynôme "^ est négatif; de même, la région intérieure de la courbe if est celle où le polynôme if est négatif.
Soit 0 {Jig- 6) l'angle que fait avec la direction positive Ox
Fig. 6.
celle des portions de la normale à la courbe ^ qui est dirigée dans
(^) Kronecker, Monatsberichte de rAcadémie de Berlin, mars et août 1869; février 1873; février 1878.
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le sens où o croît, c'est-à-dire vers la région extérieure; soient ©^ et <p' les dérivées partielles de ç par rapport k x et kjr; prenons le radical avec le signe + ; on aura
cos6= — '"^ ■. sinO= *-^
Choisissons sur la tangente à o au pied de la normale la direction t de telle sorte que l'angle de n avec t soit de même sens que l'angle de Oj? avec Oy] soit Ç l'angle de cette direction avec la direction positive de l'axe des x; on aura
Prenons la direction t comme sens positif d'un arc ds Ae o; soient dx et dy ses projections sur les axes de coordonnées; dx et dy seront proportionnels à — ?v et ç^, et de mêmes signes respectifs que ces quantités; par suite^ 4> désignant une autre fonction quelconque, la quantité
d^ =z ^'j^dx -\- ^'y dy a même signe que le déterminant fonctionnel
En prenant les axes de coordonnées comme d'habitude^ le sens positif des arcs sur <p est celui qui laisse la région intérieure à sa gauche. Lorsque, en parcourant la courbe ç dans ce sens positif, on pénètre par un des points d'intersection de ^ et de ^ dans Tintérieur de la courbe i^^ la quantité dif est négative^ par suite aussi le déterminant fonctionnel [Çj^]; dans le cas contraire, il est positif (y?^. 7). Un point d'intersection de cp et de t{^ s'appellera donc un point de sortie S(o, «l), ou un point d'entrée E(o, »}), selon que la direction positive de y conduit en ce point de Tinlérieur de à vers l'extérieur, ou de l'extérieur de ^J^ vers l'intérieur;
donc
t en un point S(o,4/)» ou a [?, ^]>o;
( en un point E(o, ^), on a [©, ^] < o. Le nombre des points S('f, A) est égal à celui des points E[(p, i];
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si nous échangeons (f avec ^^ les points S(cp,<{/) deviennent les points E(ï};, ©), et les points E(©, <j^) deviennent les points
se-?-,?).
Les deux courbes ç et i{^ déterminent sans ambiguïté une portion de plan, caractérisée par ce fait que le produit ^^ y est né-
gatif. Nous l'appellerons Venclos (Binnenraum) du produit <pi{; ou ^y ; c'est, dans le cas de Idifig, 7, la région couverte de hachures.
§ 101. — Caractéristique d'un système de trois fonctions.
Adjoignons maintenant aux deux fonctions ^ et <{/ une troisième fonction f{x^y). La courbe représentée par l'équation /=o (la courbe/), est, par hypothèse, une courbe fermée dont tous les points sont à distance finie, et qui ne contient aucun des points d'intersection des courbes ç et ^.
Formons avec ces fonctions un cycle/, çj i{^, de telle sorte que f vienne de nouveau après <};, et faisons correspondre à ce cycle un sens déterminé sur chacune des trois courbes, par exemple le sens positif. Le sens négatif correspondra au cycle/, tj^, cp.
Considérons le premier cycle; décrivons la courbe / dans le sens positif, et marquons les points d'intersection de / et de cp. Un tel point sera dit un point de sortie S[/; cp, ^j^], lorsqu'en ce point la direction positive de /conduit de l'intérieur de Venclos (cp, <J;) vers l'extérieur; ce sera, au contraire, un point d'entrée E(/; cp, if)j lorsqu'en ce point la direction positive de y conduit de l'extérieur vers l'intérieur de Venclos,
Dans Xdijig. 8, les points tels que s sont des points de sortie, les points tels que e, des points d'entrée.
Le nombre total des points d'entrée et de sortie est égal au nombre des points d'intersection des courbes f et ©. Les deux
Fig. 8.
courbes étant fermées, c'est donc un nombre pair. Soient s le nombre des points S (/; o, ^J;), etele nombre des points E(/;©,tj/); la différence e — s est aussi un nombre pair; le nombre entier
s'appelle, d'après Kronecker, la caractéristique du système des
fonctions/, <p, i^, (Dans le cas de la fig, 8, elle est égale à — i.)
En faisant la permutation circulaire des fonctions /, ç, ^}/, on
obtient trois valeurs pour la caractéristique. On en obtient trois
autres en renversant le cycle, et en remplaçant, ainsi qu'il a été convenu, les directions positives par les directions négatives. En employant les symboles S(/; cp, A), E(/; ç, i() pour repré-
i[E(cp;/,4.)-S(ç
//^^ 5/x valeurs ainsi obtenues sont égales.
Pour le démontrer, décrivons la courbe /dans le sens positif, et marquons tous ses points d'intersection avec ^ et <]^. La courbe entrera autant de fois dans V enclos (f, i() qu'elle en sortira, puisqu'elle revient à sOn point de départ. L'entrée a lieu aux points tels que E(/;cp, <}/) ou S(/^tp,©); la sortie, au contraire, aux points tels que S(/; ç, if) ou E(/; if^ ç). Il en résulte que
ce qui prouve l'identité des expressions 1 et 4.
Si, en second lieu, nous décrivons la courbe <p dans le sens négatif, et, si nous marquons ses points d'intersection avec /, il en résulte que chaque point, tel que E(/; cp, if)y est aussi un point E(cp ;/,<{;), et que chaque point, tel que S(/;<p,((;), est aussi un point S(<p;/, if). En effet, dans \dijig, 9, a représente l'un quelconque des points d'intersection de /et de cp; si en ce point if est positif, on pourra l'appeler E(/; <p, ^J^) ou E(^;/, ^)\ si, au contraire, if est négatif en ce point, on pourra l'appeler S(/; ç, «j^) ou
Il en résulte l'égalité des expressions 1 et 6. En employant encore une fois le premier mode de raisonnement, on prouve l'égalité de 6 et de 2; en employant le second, l'égalité de 2 et de 5*, en employant encore «ne fois le premier, l'égalité de 5 et 3 ; il en résulte bien l'égalité des six valeurs.
On est donc en droit de désigner le nombre ainsi déterminé comme la caractéristique des trois fonctions/, ç, ^J^.
§ i02. — Relation entre la caractéristique et les points d'intersection.
IJ faut observer que la désignalion des points d'intersection de deux courbes comme points d^entrée ou points de sortie dans le § 100 est essentiellement différente de celle employée au § 101. Dans le premier cas, on envisageait les relations des points avec les deux courbes qui s'y coupaient ; dans le second cas, intervenait encore une troisième courbe. Celle différence esl exprimée très nettement parles notations choisies : E(ç, 4) et S(cp, J/) pour le premier cas; E(/; ç, ^j;) et S(/; o, tj^) pour le second. II nous faut maintenant examiner les rapports mutuels de ces notations.
Prenons, pour être clair, une figure un peu plus simple que la précédente, qui présentera en même temps tous les cas possibles
En un point E((p, A), la courbe © entre dans la courbe ^', •} passe donc du positif au négatif. Si, pour ce même point, / est
Fig. 10.
positif, ce point devra s'appeler E('^; ^t/)i ^^^ ^st le poinl i de la figure; si, au contraire, / est négatif, ce point devra s'appeler S('^; •},/), tel le point 3. Nous aurons donc les résultats suivants. Un point E((p, ^j;) s'appellera
^i^rhf) si/>o (poinl 1, yî^. lo), S(<î>;^,/) si/<o (points,/^. 10).
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Un point S(<p, ^) s'appellera
E(?;4'»/) si/<o (pointa, yî^. lo), S(©;4^,/) si/>o (point4,/^. 10).
En un point E(çp, <}/) le déterminant fonctionnel [ç, 'i] est négatif; en un point S(^, ej^) il est posilif (§ 100); nous pouvons donc résumer, comme il suit, les constatations faites :
E(ç; ^,/} est le nombre des points d'intersection de © et de ^{^ en lesquels [ç, ^]/est négatif ^
S(cp; ^,f) est le nombre des points d'intersection de o et de A, pour lesquels [<jp, AJ/^est positif. La caractéristique est donc égale à la moitié de l'excès du premier nombre sur le second.
On peut donner à ce théorème la forme suivante, dans laquelle il semble complètement indépendant de l'idée de grandeur, et ne paraît dépendre que de la position mutuelle des courbes et de leurs points d'intersection.
Distinguons les points d'intersection de o et de ej^ par les indices o- ou e, selon que ce sont des points S(y, t}^) ou E(cp,A); donnons-leur de même les indices o- ou e, suivant qu'ils sont extérieurs ou intérieurs à la courbe f] donnons à un point le caractère H- I (^) quand il possède les indices a et e, ou e et a; le caractère — i quand il possède les indices a et a, ou e et e; la caractéristique du système des fonctions (/, ^, ^) est égale à la demi-somme des caractères des différents points d^ intersection de f et de ^.
Les propositions et définitions, que nous venons de donner, demeurent sans changement, même lorsque les courbes considérées sont composées de plusieurs courbes fermées; ces courbes peuvent même présenter des points doubles; il suffît que sur chaque portion de courbe on puisse fixer le sens positif et le sens négatif; en d'auires termes, chaque portion de l'une des courbes/ (p ou J/ doit limiter des portions de plan dans lesquelles les fonctions ont des signes opposés.
(') Kronecker entend par caractère d'un point quelque chose d'autre. D'après sa définition { Monatsberichte de l'Académie de Berlin, 4 mars 1869), le caractère d'un point d'intersection de 9 et de ^ est la caractéristique d'un système de courbes que l'on déduit de/, cp, 4') ^" remplaçant la courbe / par une autre courbe ne renfermant que ce seul point d'intersection de 9 et de <{/.
Il faut seulement exclure les cas dans lesquels une des courbes passe par un point double de l'autre, deux des courbes se touchent, ou les trois courbes passent par un même point; dans ce cas, la désignation du point considéré comme point d'entrée ou point de sortie pourrait devenir incertaine.
Au cas où les courbes considérées auraient des branches infinies, nos théorèmes ne deviendraient applicables qu'après avoir au préalable limité ces branches par des portions de courbe arbitraire, ainsi que nous allons le faire voir au paragraphe suivant.
§ 103. — Application de la théorie des . caractéristiques à la limitation des racines complexes d'une équation.
Soient z^= X -i-yi une variable complexe, et
une fonction rationnelle et entière dezk coefficients réels ou non ; ?(^^y) ®^ ^i^fy) é^ant des fonctions réelles des variables réelles x eiy. Nous supposons que F{z) et F'(z) ne s'annulent pas simultanément. F(^) ne s'annule que pour les valeurs de z qui correspondent aux points d'intersection des deux courbes ^{x,y) ei^{x,y).
En prenant la dérivée de (j), il vient
F'(,) = çi-H,-^i = -t<p^ + ^;; il en résulte
donc
(3) [?.^] = <îxYy-^yVx=(^':cy-^(o'y)'=iV.y-^(^y)^
Le déterminant fonctionnel [^ , ^] n'est donc jamais négatif; il ne s'annule que lorsque cp^ et ç^, et, par suite, aussi ^'j. et 4^, deviennent nuls simultanément.
Ce fait ne se présente jamais en un point d'intersection de ç et ^j^, sans quoi F{z) et F' (2) seraient nuls simultanément. Le sens positif sur les courbes cp ou 6 est entièrement déterminé par le signe de la fonction dans les portions de plan voisines; il n'y a
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pas lieu de faire d'exception pour les points doubles en lesquels ?i ¥^1 y^s'annuleul à la fois.
Le déterminant fonctionnel [», tli] étant positif en tous tes points d'intersection des courbes f et ^, tous ces points sont des points de sortie S(!p, ^) ; il en résulte que les courbes ^ et '}< ne peuvent être fermées, et admettent des branches infinies, sans quoi un point de sortie serait nécessairement suivi d'un point d'entrée- D'ailleurs, les courbes <f el ^ déterminent un enclos, dans lequel le produit «i|i esl négatif.
Adjoignons maintenant aux deux fonctions fet^ une troisième fonction^(3;,y), qui, égalée à zéro, représente une courbe_/ermee, et déterminons la caractéristique du sysli-me de ces trois fonctions, comme précédemment, en parcourant ta courbe y,
Dans ioijîg. 1 1, la caractéristique est, par exemple, égale à 2. Afin de pouvoir appliquer nos tbéorèmes, il nous faut transformer les courbes cp et i{i en courbes fermées en les reliant par
d'autres portions de courbes, lesquelles sont toutes supposées extérieures à /. La caractéristique de ce nouveau sjstème est encore déterminée par la formule (4). Dans lay?^. 1 2, par exemple, les courbes ont été complétées de cette manière. Les points d'in-
tersectîon complémentaires ainsi introduits peuvent être soit des points de sortie S(cp, <};), soit des points d'entrée E(©, t}^). Nous désignerons leur nombre par
S'(^,^) et E'((p,^.);
le nombre des points d'intersection primitifs est S(ç, A). D'ailleurs, on a nécessairement
(5) S(cp,4;)-+-S'(cp,il.) = E'(<p,4.).
Divisons les points S(cp, A) en deux groupes, les points S<,(?5, ^) à l'extérieur dey, et les points S6(ç, ^) situés à l'intérieur de y*. Les points d'intersection possèdent alors les caractères suivants :
Sff(<5>,'J'), — i; 85(0, i)^), -+-i;
S'(?,il;), -1; E'(cp,4.), -^1.
Le double de Ja caractéristique est alors égal à
(6) --SffH-Sg— S'-+-E'=2A' (enlaissant de côté la notation (p, 'l)\ en ajoutant membre à membre avec (5), il vient
(7) ^-=S,; donc :
La caractéristique est égale au nombre des points d'intersection des courbes (f et ^ situées à l'intérieur de la courbe/.
Ainsi la caractéristique permet de déterminer le nombre des racines de l'équation F(;;) = o, dont les affixes sont situés à l'intérieur d'une courbe arbitraire donnée. Les portions de courbe auxiliaire ne jouent, dans celte détermination, aucun rôle et peuvent donc être supprimées.
§ 104. — Détermination de la caractéristique.
l^our que le théorème précédent soit d'une application pratique, il faut encore montrer comment on peut effectivement détermi-
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ner la caractéristique. Supposons la courbe /divisée en arcs tels que chacun d^eux contienne un point d'intersection avec une des courbes © ou 4 et un seul. Soient a et 6 l'origine et l'extrémité
d'un de ces arcs, et i le point d'intersection de / et <p qu'il contient. Ce point Ç sera un point E(y; ç, ^), lorsque le produit icp est positif au point a; ce sera un point S(/; 'f, «j^) lorsque le produit (fà est négatif au point a. On pourra donc déterminer entièrement la caractéristique à l'aide des signes des fonctions ^ et ç aux difTérenls points de division de la courbe/. Le théorème de Sturm nous apprend à déterminer ces points de division.
Supposons a: ety exprimés à l'aide d'une variable/, qui prend le long de la courbe/ toutes les valeurs réelles de — oo à -h oo (ou seulement les valeurs appartenant à un certain intervalle fini). Les fonctions <p et <{/ se transforment alors en fonctions de la variable t; on est ramené à chercher la position de leurs racines à l'aide du théorème de Sturm.
Supposons (yî^. i4) que la courbe/ soit un cercle, ajant pour équation
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il suffira de poser
r-Mp
t prend toutes les valeurs de — oo à -l-oo, pendant que le point {x^y) décrit tout le cercle dans le sens positif. En multipliant les fonctions cp et t|/ par des puissances convenables de I + /^, elles se transforment en fonctions entières et rationnelles de t^ auxquelles on peut appliquer le théorème de Siurm.
§ 105. — Première démonstration, donnée par Gauss, du théorème fondamental de l'Algèbre.
Gauss a donné trois démonstrations différentes de ce théorème fondamental de TAlgèbre, qu'une équation de degré n admet n racines. La première, qu'il a d'ailleurs développée et transformée plus tard, se trouve dans sa thèse de Doctorat; l'idée qui lui sert de base est, quoique sous une autre forme, celle même sur laquelle repose la notion.de la caractéristique (*). L'exposé de cette démonstration trouve donc sa place naturelle à la fin de ce Chapitre.
Soit donc z^=^x -fyi\ soit, d'autre part,
une fonction rationnelle et entière de z de degré /i, à coefficients réels ou complexes, dans laquelle le coefficient de z*^ est égal à i\
(2) F(z) =;5«H-ai-ï«-»-4-aj5»-*-h...-han.
Nous supposerons que F(z) et F'(^) n'ont pas de plus grand commun diviseur. Pour démontrer que ¥{z) s'annule pour n va-
( ' ) Gauss, Demonstratio nova theorematis omnem functionem algebraicam rationalem integram unius variabilis in /adores reaies primi vel secundi gradus resolvi posse; 1790. — Contributions à la théorie des équations algébriques; 1849.
Kronecker, Monatsberichte de l'Académie de Berlin; 21 février 1878.
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leurs de 5, on fait voir qu'en prenant pour / un cercle de rayon suffisamment grand, la caractéristique du système des trois fonctions/, .©, ^ peut être déterminée, et qu'elle est égale à n. Il en résultera bien (§ 103) que, dans le cercle ainsi déterminé, il y a n points pour lesquels F (5) est nul.
Faisons usage de coordonnées polaires et posons
P\j P21 • • • î /^«, R- sont des quantités positives; q\^ q-if » "t Çny H sont des angles pouvant être choisis dans un intervalle quelconque égal à 27C. Il vient alors
. ( ?(^,r) = R''cos/?6-i-/?,R«-»cos[(n — i)e-f-9,]-h... ^ pn cos g n, ( ^(^>^) = R'*sin 71 0 -4-/?iR'»-* s\n[{n — i)B-hqt]-h...-^-pnsmg„.
Prenons les dérivées de ces fonctions par rapport à 0,
-rjr = — AlR« Sin Al 8
ai)
— ( /i — 1 ) /?i R«-* sin [(/i — i)0 -4-^1] — — /7rt_iRsin(9-+-^rt_i),
-+- n R'» cos n 6
(/l — l)jD,R«-» cos[(/i — 1)6 -h Çi]
pn-x Rcos(9 4-^«-i).
Divisons maintenant la circonférence du cercle de rayon R en 4/1 parties égales^ Fangle au centre de chacun de ces arcs sera
TZ
commençons la division au point 0 = — (o. Les points de division
sont alors
— w, w, 3a>, 5co, ... ,(8/i — 3)co;
nous donnerons aux intervalles successifs les indices i, 2, 3,...,4/^; le segment d'indice v a donc pour points limites (2V — 3)a) et (2v — i)(i>.
La fig. i5 donne cette division pour n = i.
Dans les intervalles i, 3, 5, . . ., 4^^ — ^j cos/iS est, en valeur
absolue, plus grand que — =, et alternativement positif et négatif.
Fig. i5.
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Dans les intervalles ?., 4; 6> •••9 4'Z7 sin/iO est, en valeur
absolue, plus grand que — > et de même alternativement positif
et négatif.
On peut choisir R assez grand pour que, dans les intervalles
I, 3, 5, . . ., 4/1 — I? ^ ^^ ;ïk soient le signe de cosnO, et pour que,
dans les intervalles 2, 4) 6,..., 4'' 9^ et — -j? aient le signe de sin/zO.
La fonction <p changeant de signe dans chacun des intervalles 2, 4; 6, •••, 4^^) c'ie passe par zéro dans chacun de ces intervalles; comme sa dérivée conserve un signe constant dans chaque intervalle, la fonction f ne passe qu'une seule fois par zéro.
On démontre de même que la fonction ^ passe par zéro une fois et une seule dans chacun des intervalles i, 3, 5, . . •, 4^ — i*
Nous avons ainsi une segmentation de la circonférence du cercle, précisément sous la forme exigée par le paragraphe précédent pour la détermination de la caractéristique; comme aux points de division o), 5o>, . . . (4/î — 3)ù) le produit®^ est positif, on ne rencontre sur la circonférence aucun point S{/] f, ^), et le nombre des points E(/; y, J') est égal à a/i; le nombre des racines de F(z) est donc égal à n; c'est ce que nous voulions prouver. En décrivant / dans le sens opposé, on ne rencontre
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jamais de points S(y*; ^, f) et le nombre des points E(/; A, tf) est de même égal à 2/1.
Les points 0 = - et 0 = — ^ de la circonférence appartiennent
aux segments d'indice /i + 1 et 3« + i ; leur indice est donc un nombre pair ou impair, suivant que n lui-même est impair ou pair. Donc, n étant pair, ces intervalles contiennent chacun un point d'intersection de ^ et n'en contiennent pas de 'f ; ai étant impair, ils contiennent chacun un point d'intersection de cp et n'en contiennent pas de ^. On en conclut que :
Le cercle f étant divisé par Vaxe des y en deux demi-cercles, chacun de ces demi-cercles contient
n points E(/; cp, ^), si n est pair, n points E(/; i}^, çp), si n est impair.
Cette remarque nous permet de nous rendre compte de la distribution des racines à l'intérieur des demi-cercles, suivant la manière dont se comportent les fonctions cp et i{^ sur l'axe des^.
§ 106. — Théorème de M. Hurwitz.
Dans le Mémoire déjà cité (§ 99), M. Hurwitz a établi les conditions pour qu'une équation à coefficients réels n'admette que des racines à partie réelle négative.
Conservons par raison de symétrie le coefficient ao;nous pourrons le supposer positif et égal à i ; prenons l'équation donnée sous la forme
(i) F(3) = ao'S'»-!- «1 ^î^-^.-i-. ..-+- a«= o.
Les coefficients Oo» ^n • • • 7^/1 sont, par hypothèse, des nombres réels. Si l'on remplace z par un nombre purement imaginaire^/, ¥{z) se décompose de la manière suivante; on pose
et l'on a
(3) F(^0=t«(Fi-'^'Fi).
VV
D'après les notations du paragraphe précédent, on a donc
(f) l ?(o»r)==tF"i» ^(o»r)==FFî» si/iestpair;
r ?(o,r) = — Fi5 4'(«»jr) = =pF'i» si /i est impair.
Toutes les racines de F devant avoir des parties réelles négatives, F, et Fa ne peuvent s'annuler simultanément pour aucune valeur réelle dey, sans quoi F aurait une racine purement imaginaire. De plus, tous les points racines devront se trouver dans le demicercle portant dans \dijig, i5 les nombres 4? 7» ïo. En prenant pour courbe f les lignes qui limitent ce demi-cercle, il devra y avoir sur ce contour 2 n points E(y; cp, i/)elin points £(/"; ^, »). D'après la proposition finale du paragraphe précédent, le diamètre devra donc contenir
n points E(/; o, <{/), si n est pair; n points E(/; <{/, ç), si n est impair.
Il résulte alors de (4) que, dans les deux cas, le diamètre contient n points racines de F, = o; en ces points le produit F, (y) F2(j') doit être positif afin que ce soient des points E(/;cp,^) ou
Puisqu'il doit y avoir n de ces points et que F, est du degré /j, F, {y) ne peut s'annuler en même temps que F, (y).
Il faut donc tenir compte des hypothèses du théorème (3) du § 9o, lorsqu'on écrit F| et Fa au lieu des fonctions / et 0 considérées à cet endroit. Afin de pouvoir l'appliquer, il est nécessaire de calculer les'-délerminants Cy et, par conséquent, les coefficients Cy du développement de la fraction Fa : F| par rapport aux puissances décroissantes àey. La fonction y Fa : F, ne dépend que de y'^\ son développement par rapport aux puissances décroissantes dey ne contiendra donc que des puissances d'exposant pair; par suite
C| = Cj = C5 = . . . = o.
Dans ce cas la forme biquadratique T [§ 99,* (6)] se décompose en deux formes
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dont la première ne contient que les variables ^o* ^29 ^4. • • •, la seconde les autres variables ^f , ^3, ^5, . . . . Dans le cas que nous envisageons, chacune de ces formes doit être défînie, et, en particulier, positive.
Posons, dans le cas de n pair,
Ck
Cfi—t C/i
Cn-t
Ctn-k
• • Cti
Ck
Ce
Cn
Cn+î •
Ctn-
et, dans le cas de n impair,
Co
Cn~l C«_f_i
Cn-t
C/i-Hl
• • • • Cfn-i
Cl,
Cn-\
Ce
C/i-I Cn-hl
Cin-i
d'après le théorème VII du § 89, nous aurons le théorème suivant :
1. Pour que Inéquation F{z) = o n^admette que des racines à partie réelle négative, il faut et il suffit que les déterminants C, C" et tous leurs mineurs principaux soient positifs.
Évidemment, il suffit (§ 89) qu'une chaîne de mineurs principaux de C, C soit formée de termes positifs.
Le calcul des coefficients Cq, C2, C4, ... se fait par le procédé suivant, très simple. On forme le produit
Fi(Co-f- c,^«-T- c,,y-^-\-.. . ).
Ce produit ne peut renfermer de puissances de ^ à exposants négatifs ; les coefficients des puissances d'exposants positifs doivent être égaux aux coefficients des puissances correspondantes dans y^2{y)' D'après (2), on en conclut les équations suivantes pour le calcul des coefficients successifs Cq, C2, C4, ....
ai «7
«oCo,
«oCî-
«oCv-
rtoCj-
ajCo, a, Cl UiC
«*Co,
ûTiCt— agCo,
;>/ UTKC |f« — LES IICUES.
M. Humitz a mi» c^« conditions k>u? une antre forme: irur i»^lt^:i e^t pluf simple, mais ei.içe le calcul de déterminants d*ordnf *ij parieur,
f^our ne pas cacher l'ensemble par des formules trop développées, nou» ferons le calcul sur un exemple qui fera parfaitement comprendre la marche â suivre dans le cas général.
Mettons le second mineur principal de C\ savoir c^Ci — ri.
»oiJS la forme
o <*, Cj C; , O O Cl, Cm
« Cv Cj Cl O I O O
o o Co rj :
mulljplions cette dernière expression par
fU
ai
rt«
fU
flo
Il en résulte, d'après les équations (6),
Ux
= ao
— at
le dernier délermînant écrit doit donc être positif. On traite d'une façon analogue les mineurs principaux de C, en posant, par exemple,
t'iQ, — c\
ce (|ui conduit ù l'expression
Cq
Cq
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déterminant qui doit aussi être positif. On en conclut le théorème de M. Hurivitz :
2. La condition nécessaire et suffisante pour que V équation F =: o n^ admette que des racines à partie réelle négative est que le coefficient a^ et les n premiers termes de la chaîne des mineurs principaux A,, A2, . . . , A^ du déterminant
ai ao o o o o
a^ as ai ao o o
ag a^ a^ a\ a\ a^
a^ as ag a^ a^ aj
soient positifs.
Ce théorème a été démontré en supposant que F(2) n'admet pas de racines multiples, ou que le discriminant de cette fonction n'est pas nul. Il est aisé de s'affranchir de cette restriction.
Si les déterminants du théorçme 2 sont tous' positifs, la forme quadratique T est positive et, par suite [§ 99, 1], F, et F2 ne peuvent avoir de racines communes; F ne peut donc avoir de racines purement imaginaires.
De plus, F ne peut avoir de racine à partie réelle positive; s'il en était ainsi, on pourrait faire varier les coefficients de y de quantités assez petites pour que les déterminants du théorème 2 restent positifs, que F admette toujours des racines à partie réelle positive et que la nouvelle fonction F n'admette plus de racine multiple. Ces résultats sont en contradiction avec le théorème 2.
Réciproquement, si F(s) n'a que des racines «imaginaires à partie réelle négative, aucun des déterminants du théorème 2 ne peut être négatif.
Reste donc à faire voir que, en faisant cette hypothèse sur les racines de F, aucun des déterminants ne peut devenir nul. Supposons, par exemple, que
aj
ai
ai
do
as,
soit le premier mineur nul. Dans ce déterminant, a^ a pour coeffi-
cient — ao^2 qu> est Dégatif par hypothèse. Changeons alors F en F'==: F -4- e<^; on pourra déterminer les coefficients de ^ de telle sorte que, pour des valeurs positives ou négatives de t suffisamment 'petites, la fonction F' n'ait plus de racines égales, et que les parties réelles de ces racines restent positives.
Ordonnons A4 par rapport aux puissances de e; le coefficient du terme en e n'est pas identiquement nul; par suite, on peut encore choisir le signe de e de façon que A4 devienne négatif. Ce résultat est en contradiction avec le théorème 2.
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§ 107. — Théorème de Budan et Fourieri
Les fonctions de Sturm résolvent d'une manière parfaite, et sans aucune exception, le problème de la détermination du nombre des racines d'une équation comprises entre des limites données; mais leur calcul est difficile et souvent impraticable. On connaît un certain nombre de théorèmes relatifs à ce même problème, qui donnent des règles beaucoup plus simples; à la vérité, ils ne donnent pas la solution complète de la question, mais fournissent simplement un maximum, que le nombre inconnu ne peut dépasser. Ces règles sont très utiles dans la pratique, et souvent elles suffisent; nous ne devons donc pas manquer de les donner.
Voici d'abord un procédé dû à Budan , ulilisé et généralisé par Fourier (*).
Considérons, au lieu d'une suite de Sturm, la suite des dérivées d'une fonction /(^), réelle, de degré n
/^"^(x) est une constante que nous supposerons différente de
(*) BuDAN, Nouvelle méthode pour la résolution des équations numériques (communiquée à l'Académie des Sciences, i8o3).
Fourier, Analyse des équations déterminées, Paris, i83i.
Pour l'historique de cette question, voir Laqrange, Traité de la résolution des équations, Note VIII {Œuvres, t. VIII).
Des recherches récentes semblent démontrer que Fourier connaissait ce théorème, dès 1786, bien avant sa publication par Budan. J. G.
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zéro et positive. C'est, à un facteur positif près, le coefficient de a;" dans/(^).
Supposons qu'on demande le nombre des racines réelles de Téquation f{x) = o comprises Qntre deux nombres a et p (P > a)-
Supposons d'abord qu'entre a et P deux fonctions consécutives ne s'annulent pas simultanément et qu'aucune des fonctions considérées ne s'annule pour a; = a ou a; = p.
Faisons croître x d'une manière continue de a à P; il ne peut se produire de changements dans les signes des fonctions de la suite (i) que lorsque l'une d'elles passe par zéro. Si /^^^(x) s'annule pour a: = Ç, cette fonction passe du négatif au positif, si sa dérivée /^^*'(^) est positive; elle passe du positif au négatif si sa dérivée y ^^*^ (or) est négative; dans les deux cas, il se perd une variation entre f^"^ et f^^'^^K Cette proposition reste d'ailleurs vraie quand, au lieu de f^^^[x)^ on considère la fonction /(j;) elle-même.
Lorsque f^"*^ est l'une des dérivées, elle est précédée par une autre fonction /^^~*^ qui, par hypothèse, ne s'annule pas et ne change pas de signe pour x = \. Si /^^"*^ est de même signe que y(^*>, le même raisonnement prouve qu'il se perd aussi une varialion entre /^^~'^ et/^^^; si /^^~*^ est de signe contra'ire à/^^*\ on gagne une variation entre f^"'^^ et/^^^
Donc, lorsqu'une fonction intermédiaire de la suite passe par zéro, le nombre des variations ne change pas ou diminue de deux unités.
Lorsque la fonction /(j;) passe par zéro, le nombre des variations diminue d'une unité.
D'où ce théorème :
L Le nombre des racines de f{x) comprises entre les^ nombres ae/p(a<;P) est au plus égal au nombre des variations perdues par la suite (i) quand on j fait successivement X =^% et x=^^\ s'il en diffère, c^est d'un nombre pair.
En désignant par V(:r) le nombre des variations que présente la suite (i) pour une valeur quelconque x^ le nombre des racines comprises entre a et p est égal à
h étant un nombre entier, positif ou nul.
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Reste à examiner le cas où, dans la suite (i), plusieurs fonctions successives s'atinulent simultanément. Considérons la suite des fonctions
Supposons qu'elles s'annulent, excepté la dernière, quand on attribue à :r la valeur Ç comprise entre a et ^, et que la dernière prenne par exemple le signe -4-.
Prenons, de part et d'autre de Ç, deux intervalles û| et 82, le premier comprenant des valeurs inférieures à Ç, Tautre des valeurs supérieures; supposons ces intervalles assez petits pour que les fonctions (3) ne s'annulent pour aucune valeur appartenant à ces intervalles et que, par suite, f^'^^^{x) conserve le signe 4-.
f^'^^^{x) étant positif, /'^'^H'-O(^) est croissante dans l'intervalle (J<, 82); par suite, celte dernière fonction est négative dans 84 et positive dans 82.
Il en résulte que /^^^^"^^(a;) décroît dans l'intervalle 8,, croît dans 82; comme elle s'annule pour ^ = Ç, elle est donc positive dans les deux intervalles. En répétant le raisonnement pour toutes les fonctions successives, on trouve qu'elles ont, dans les deux intervalles, les signes suivants :
(4) /^^'(^) /^-^»K^) /tv-^«H^) .-• r'^^V'-^K^) /^^+t^H^)
II en résulte que^ lorsque x atteint et dépasse Ç, la suite (4) ne présentait d'abord que des variations qui se changent toutes en permanences; il se perd donc [a variations.
Si /^^H'^(ç) était négatif, il suffirait de changer les signes des fonctions (4); la conclusion serait d'ailleurs la même.
Soit maintenant v = 0 ; la première des fonctions (4) est alors la fonction f{x) elle-même, laquelle admettra la racine Ç avec l'ordre de multiplicité |a. Le raisonnement précédent prouve que, dans le passage de x par Ç, la suite (i) perd u. variations.
Si, au contraire, v est positif, et si la fonction y^~* (j:)qui précède f^^^{x) est différente de zéro pour :c = Ç, nous avons la succession de signes suivante :
JL pair
0, -^ — Oj
% (X impair
a) /'v-iHar) /iv)(x) b) f^^\x) f^^\x)
Oj H- -t- 0]
Si donc [Ji est impair, il ne se perd pas de variation entre /^^"^^ eif^^^; si }x est impair, on perd ou l'on gagne une variation. Par conséquent, dans la suite,
le nombre des variations perdues, lorsque x atteint et dépasse i* est égal à |x, lorsque |x est pair; il est égal à jx ± i, lorsque [x est impair; c'est dans tous les cas un nombre /7a<>, et il n'est jamais négatif.
Nous allons donner de ces résultats une expression analytique qui fera mieux reconnaître leur signification.
Soit, comme précédemment, V(x) le nombre des variations que présente la suite (i) pour une valeur déterminée de x, avec cetle condition que, si pour une valeur de x certains termes s'annulent, on passe ces termes dans le compte des variations. On peut alors considérer Y{x) comme une fonction de x, dont la valeur ne peut varier que de nombres entiers; elle est donc discontinue pour les valeurs de x qui annulent les différents termes de la suite (i).
Désignons par Y{x — o) et V(x + o) les valeurs de la fonction correspondant à des valeurs un peu plus petites et un peu plus grandes que x. L'analyse précédente montre alors qu'on a dans tous les cas
si Ç est une racine multiple de/(x), d'ordre [x, on a
(7) ya-o) = \a)-^iL-i-2h,
h étant un entier non négatif.
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Supposons alors, en premier lieu, qu'aucune des fonctions (i) ne s'annule pour x=^ol ou x = P'y il résulte de ce qui précède que V(a) — V(P) est au moins égal à la somme de tous les nombres [jl, c'est-à-dire au nombre des racines comprises entre a et p, chacune étant comptée avec son degré de multiplicité; si elle en diffère, la différence est un nombre pair, non négatif. Le théorème I est donc absolument général.
Nous pouvons même faire disparaître la dernière restriction que a et ^ ne se trouvent pas parmi les racines de f{x). Notre théorème est, en effet, applicable à deux, nombres, Tun un peu plus grand que a, l'autre un peu plus petit que ^; ces nombres comprennent les mêmes racines que a et ^; en désignant par z le nombre de ces racines, il vient
V(a -4- o) - V(P — o) = 5 -f- 2/i, comme d'ailleurs
V(a H- o) = V(a), V(p - o) = V(p) -+■ ih',
il en résulte que
ce qui est précisément le théorème en question.
D'après cela, si a ou ^ figurent eux-mêmes parmi les racines de f(^x)^ le théorème n'est exact ique si Von ne compte pas ces valeurs limites parmi les valeurs de ^intervalle.
Le théorème de Budan et Fourier ne permet pas, comme Je théorème de Sturm, d'indiquer d'une façon précise, le nombre des racines comprises dans un intervalle donné; en bien des cas pourtant il peut lui être substitué. Si, en effet, on a restreint l'intervalle (a, ,6) de telle sorte que, par la substitution de a et de ^, la suite (i) ne perde aucune variation ou n'en perde qu'une seule, on en conclura avec certitude que l'intervalle (a, P) ne contient pas de racine ou n'en contient qu'une seule.
La suite de Budan ne fournit donc exactement le nombre des racines, que si elle ne perd pas plus d'une variation, quand x atteint et dépasse la valeur Ç. Si petit que soit l'intervalle (a, P), on ne peut reconnaître avec certitude qu'il en est ainsi. 11 faudra donc recourir à un autre procédé, lorsqu'on n'aura pas réussi après une diminution convenable de l'intervalle, et, en dernière instance, il faudra revenir au théorème de Sturm.
§ 108.— La règle de Newton.
Une règle értoncée par Newton, et démontrée seulement par Sylvester (*), permet de compléter la règle précédente et de donner une limite plus approchée du nombre des racines.
Soit de nouveau
(ï) /(^) = «0^'*-+- aiX"-^-{-. . .-¥- art_ia:-f- «„ — o
Téquation proposée. Désignons, comme d^habilude, parll(/n) le produit 1.2.3. . ,m, paryf^^(^) la dérivée d'ordre v de la fonclion f{x)^ et posons
(•^■) Mo^)= n(n) -^^^^^
(3) Fv{^) = l/v(x)]«-/v-t(^)/vH-i(^), avec la condition que
(4) Fo=F = i, F„=(/«)t;
ces quantités sont donc positives, ce qui est l'essentiel.
D'après les égalités (2) et (3), les dérivées des fonctions f^ et Fv ont pour valeurs
(6) /vF;(ar) = (/i-v-i)(Fv/v+,+ Fv+,/v-,).
En faisant abstraction des facteurs constants positifs, on pourra remplacer la suite de Budan par la suite
y? y 11 Jt-i • • • 1 Jn*
La règle de Newton fait usage de la double suite
(') Newton, j4ri7Am«fica universatis.
Sylvester, Transactions 0/ the R. Irish Academy, t. XXIV; 1871. Phii. Mag.f 4* série, t. XXXI.
Voir aussi Petersen, Théorie des équations algébriques-, Copenhague, 1878.
CHAPITRE IX. — LIMITES DU NOMBRE ET DE LA VALEUR DES RACINES
En coDsidérant deux termes consécutifs de cette double suite, tels que
pour une valeur donnée de x, qui n'annule aucune des quatre fonctions, on trouve, que, au point de vue de la succession des signes, les cas suivants peuvent se présenter :
Cl, ^ j 1 ^ *^* j
d, ^ , ■'■ , "^, "V. VP.
Nous désignerons ces différents cas par les expressions et symboles suivants :
a. Permanence-permanence * (PP)
h. Variation-variation (VV)
c. Permanence-variation (PV)
d. Variation-permanence ( VP)
On démontre alors les deux propositions suivantes :
IL Le nombre des racines de f{x)y comprises entre a et p, est égal, ou inférieur d'un nombre pair au nombre des variations-permanences que perd la double suite {'j)^ quand on y substitue les nombres a et ^.
III. Le nombre des racines de f{x) comprises entre ol et p est égal ou inférieur d'un nombre pair au nombre des permanences-permanences gagnées par la double suite (7), quand on y substitue les nombres a et ^,
Ces deux théorèmes ne donnent pas toujours la même limite supérieure pour le nombre des racines; on emploiera donc celui qui donne la limite la plus petite.
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Nous ferons les hypothèses suivanles, dont nous nous affranchirons en partie plus tard.
Il en est de même de deux fonctions consécutives Fv
4. Comme conséquence de (2), il résulte de Téquation (3) que fy, et Fy ne s'annulent pas pour la même valeur de x,
5. Aucune des fonctions f^ ou Fy ne s'annule pour x ^ol ou x=^.
Voici maintenant la démonstration :
Faisons croître x d'une manière continue de a à j3; un changement dans la suite des signes ne peut se produire que lorsqu'une des fonctions fy, ou Fy passe par zéro. Il s'agit de voir ce qui se passe dans les différents cas.
Supposons d'abord qu'une des fonctions intermédiaires /y, (o < V < /i) de la suite / devienne nulle; selon que fy,^\ est positif ou négatif, la fonction fy, sera croissante ou décroissante. Dans le premier cas, f^ix — e) sera négatif, fs{x -\- 1) sera posilif; c'est l'inverse dans le second cas. Il résulte, en outre, de l'équation (3), que, dans l'hjpothèse /'y= o, les fonctions Fy_i etFy^i sont positives, et que Fy est de signe contraire au produit yv-i/v+i- Nous résumons, dans le tableau ci-dessous, les différents cas possibles, en laissant de côté ceux qui se déduisent des cas du tableau par le changement simultané des signes de/y^,, /"y, /v+i; ils ne donnent pas, en effet, de résultats nouveaux.
On a donc pour
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Donc y dans ce cas, on ne perd ni on ne gagne une variation-permanence ou une permanence-permanence.
Supposons maintenant que la fonction f{x) elle-même passe par zéro; on peut supposer f{{oo) positif (d'après la remarque faite précédemment); on a ainsi le tableau
f{x-ho) F
Dans le cas présent une VP devient donc une PP, c'est-à-dire on perd une VP et l'on gagne une PP.
Supposons, enfin, que Fv devienne nul (o<;v<^/i). Lorsque Fy est nul, f^f_^ et /"v+i sont nécessairement de même signe, sans quoi Fv serait une somme de deux termes positifs et, par suite, ne pourrait être nul. D'après l'équation (6), Fy(j:) est de même signe que le produit /y- i/vFy+i; par conséquent ¥y{x — o) est de signe contraire à ce produit; Fy(^-|-o) a, au contraire, le même signe.
Comme précédemment nous pouvons nous contenter d'énumérer seulement un certain nombre des cas possibles, en laissant de côté tous ceux qui se déduisent des premiers en changeant simultanément les signes des trois fonctions Fv_i, Fy, Fy^i 5 on trouve ainsi le tableau suivant :
F(ir-f-o).. .
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Les transformations correspondant à ces quatre cas sont donc les suivantes :
PV PV PP PP
PP PV PV PP
VP VP VV VP
W VV
VP VV
Dans le premier cas, on gagne deux PP; dans le second et le quatrième* cas, il ne se produit aucun changement; dans le troisième cas, on perd deux VP.
Les théorèmes II et IIJ sont démontrés par là même.
Nous pouvons maintenant lever la restriction faite que, parmi les fonctions / et F, deux fonctions voisines ne s'annulent pas pour la même valeur de x. Si, en effet, on fait toujours la première hypothèse que l'équation y*(^) n'admet pas de racines multiples, on peut faire subir aux coefficients a^ de la fonction/* des altérations assez petites pour que les hypothèses 2 et 3 sur les fonctions / et F soient vérifiées, et pour que, d'autre part, aucune des racines comprises entre a et P ne sorte de cet intervalle. Chaque racine étant simple, il est impossible qu'une racine réelle devienne imaginaire. Le théorème étant alors vrai pour la fonction y transformée l'est encore pour la fonction donnée.
Nous ne rechercherons pas si le théorème reste encore vrai dans le cas des racines multiples, en comptant chaque racine avec son degré de multiplicité.
§ 109. — Théorème de Descartes.
Le théorème de Descartes (qu'on appelle aussi théorème de Ilarriot (*)] fait connaître une limite supérieure du nombre des racines positives. On peut le considérer coiAme un cas particulier du théorème de Budan, en prenant a = o et ^ infini, ou du moins assez grand pour que les fonctions
( ' ) Harriot, Artia ancUyticœ praxis ad œquationes algebraicas resolvendas; i63i.
Gauss, Œuvres, t. III, p. 67.
Laoranob {loc, cit.).
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soient toutes de même signe pour les valeurs de x plus grandes que p. Ce signe est celui du terme de degré le plus élevé de/(^) ; on peut le supposer positif.
Soit
abstraction faite de facteurs positifs, les fonctions (i) prennent, pour X = 0, les valeurs
(2) a„^ rt/i-i, ût/i-t, ..., flo ;
d'où ce théorème :
IV. Le nombre des racines positUes de V équation f (^x) =: o est égal, ou inf é rieur d* un nombre pair, au nombre des variations que présente la suite des coefficients de f{x). On négligera les coefficients nuls et Von ne tiendra pas compte de la racine a: = o, si elle existe.
Pour trouver une limite supérieure du nombre des racines négatives, on peut appliquer le théorème de Budan et Fourier à rintervalle ( — oo, o), ou bien changer, dans l'équation proposée, j: en — x^ ce qui change les signes de ai, aa, «5, . . ., et appliquer à Péquation proposée le théorème IV.
Nous allons particulariser de la même façon la règle de Newton (§ 108).
Remarquons à cet effet que Ton a
et, par suite, que
p, , n(v)n(v — i)n(/i - v)ii(n — V — I) Fv(o)= - — . ^iiCTônT^
X [v(/i — v)a«_^ — (v-4-i)(/i — v-+-i)art_v-ia„_v-f-i];
. en outre, la suite des fonctions yv(^) ne présente que des variations pour :r = -*- oc et des permanences pour a: = -f- 00. Si donc on pose
(3) Av= v(/i — v)a*— (v-H i)(ai — v-h i)av-i«v^-i,
Ao= I, A,,= I, W. 2',
Av sera égal à F«_v(o) à un fadeur positif près ; la suite double (7) du § 108, écrite dans l'ordre renversé, aura mêmes signes que les nombres de la double suite
( <^0> «I» ^îi ■ ■ •. ^//,
( '^Oî -^1) ^^2j • • ' ' -*^/l'
Pour X = -h 00, on perd toutes les variations de la suite des fonctions
pour X = — oc, on perd toutes les permanences. Donc, dans la suite double des fonctions /y, Fv, on perd pour x = -\-oo toutes les VP, et pour 5; = — 00 toutes les PP.
Les théorèmes II et III du § 108 nous permettent alors d'énoncer les deux propositions suivantes :
V. Le nombre des racines positives de f{x) est égal, ou inférieur dhin nombre pair au nombre des VP dans la suite double (4).
VI. Le nombre des racines négatives de f{x) est égal, ou inférieur d'un nombre pair au nombre des PP dans la suite double (4).
La somme des nombres des VP et des PP est égal au nombre des permanences de la suite simple
(5) Aq, A|, Ai A/i ;
on peut donc résumer les deux propositions précédentes dans le théorème suivant :
VII. Le nombre des racines réelles de Inéquation f{x) est égal, ou inférieur d^ un nombre pair au nombre des permanences de la suite (5).
Le nombre total des variations et des permanences de la suite (5) est égal à /?, nombre total des racines réelles et imaginaires; il faut exclure ici le cas dans lequel certains termes de la suite (5) seraient nuls. Gomme, d'autre part, les termes extrêmes sont de même signe, le nombre des variations est un nombre pair. On
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peut donc énoncer le théorème suivant (sans dire d'ailleurs quelque chose de nouveau) :
VIll. Le nombre des racines imaginaires de f{x) est au moins égal au nombre des variations de la suite (5).
Pour ces deux derniers théorèmes, il est indifférent que certains des coefficients ai, ^o, • • . , £?/< soient nuls, pourvu qu'aucune des quantités Ây ne le soit.
Considérons Téquation du troisième degré
on trouve
La suite
«o^'^-H «i^*-H a^x -f- as = o;
Ai = i{a\ — 3aoa,), A2= ^(aj — 3 ai 03).
présente donc deux variations lorsque Tune des quantités Ai ou A2 est négative, ou que toutes les deux le sont; dans ces deux cas, l'équation a donc deux racines imaginaires.
Lorsque A| et A2 sont positifs, notre théorème seul ne suffit plus; il faut encore considérer la quantité
B = 9^X0^3 — ^laj, ainsi que le signe de
Prenons ensuite l'équation du quatrième degré; les expressions à considérer sont
Aj =^ 3a I — Saoast
A2=4«î — 9«i«3, A3= 3aJ — %a^ai^.
Si les signes de ces termes se présentent dans l'ordre 1 , on
a quatre racines imaginaires; si tous les signes sont positifs, on peut avoir quatre, deux ou zéro racines imaginaires; dans tous les autres cas, il y en a deux ou quatre.
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§ 1 10. — Critérium de Jaeobi.
JacobS a déduit du ihéorème de Descaries une limite supérieure du Dombre des racines comprises entre deux nombres 2 et ^. Soit en effet
Téqualion proposée; Jaeobi pose (*)
il en déduit l'équation
les coefficients b^^ 6| , . . ., bn sont des fonctions entières et homogènes de a et de p, et des fonctions linéaires des coefficients de /(x). Lorsque x croît de a à ^^ y croît de o à -[- oc. L'équation ^(y) =r o a donc autant de racines positives que réquationy( jr)= o a de racines comprises entre a et ^.
On déduit alors du théorème de Descartes la proposition suivante :
IX. Le nombre des racines de/{x) comprises entre ol et ^ est
égal, ou inférieur d'un nombre pair au nombre des variations
de la suite
boj bij btf . . ., ba»
Tandis qu'en appliquant le théorème de Budan, il faut compter le nombre des variations de deux suites, le critérium de Jaeobi n'exige cette évaluation que pour une seule suite.
On peut transformer d'une façon analogue la règle de Newton, en considérant les quantités
Bv= v(/i — v)ôî — (v -hi)(n — v-hi)ôv-i^v+i;
on trouve ainsi le théorème suivant :
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ègaly OU inférieur d^un nombre pair au nombre des variations-permanences de la double suite
60, b\^ Oj, . . . , O/i, Bq, Bi, Bf, . . . , B/|.
§ 111. — Comparaison géométrique des différentes règles,
d'après M. Klein.
Pour comparer entre elles les différentes règles, M. Klein a employé une interprétation géométrique dont nous allons parler. Si Ton ne veut pas opérer dans un espace à plusieurs dimensions et perdre le point de vue géométrique concret, on est obligé de se borner aux premiers cas.
Commençons par Téquation du second degré
(i) j7*-haj7 H- 6 = o.
Considérons a et 6 comme les coordonnées rectangulaires d^un point du plan; chaque point du plan sera Taffixe d\ine seule équation, et réciproquement toute équation du second degré a pour affixe un point et un seul du plan. L'équation
représente une parabole, lieu géométrique des affixes des équations à racines égales. Les points intérieurs, c'est-à-dire situés dans la concavité de la parabole, représentent les équations à racines imaginaires, les points extérieurs, les équations à racines réelles.
Formons (§ 95) la suite de Sturm
(3) x*-{- ax -h b, 2X -h a, a' — 4^j
et cherchons ses variations. En considérant x comme une constante, a et 6 comme des variables, Téquation
X* -h ax + 6 = 0 représente l'équation de la tangente à la parabole au point
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de plus, X'-i- ax -f- b est positif dans celle des deux régions du plan déterminées par la tangente, qui contient la parabole.
Cette tangente et la parabole divisent le plan en quatre régionrs dans lesquelles on trouve respectivement o, i , 2 variations {fi g- 16) pour la suite (3).
Fig. 16.
Si donc on fait successivement x = a et x = ^, on obtient deux de ces tangentes et, par suite, une division du plan en quatre région s, contenant les affixes des équations qui ont zéro, une ou deux racines entre cf et p. Dans ]z Jig. 17, on a distingué ces régions par les cbilTres qui leur conviennent. On voit aussi
Fig. 17.
que les points se distinguent par ce fait que le nombre des tangentes issues de ce point à la parabole et ayant leur point de contact entre a et fS est égal à zéro, un ou deux, hdi Jig. 17 donne la représentation complète des différents cas.
Appliquons maintenant le théorème de Budan. Il faut examiner les signes des fonctions
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c'est-à-dire
(4) x^-h ax-h àj ix-^a, I.
Les deux droites
ar'-h ax -I- 6 = o, 'ix -\- a = o
divisent le plan en trois régions, dans lesquelles la suiie (4) présente le nombre de. variations indiqué sur la fig» i8. En prenant
Fig. i8.
de nouveau deux valeurs a: = a et a: = p, on trouve ainsi six régions; l^Jlg. 19 indique le nombre de variations perdues pour chacune d'elles. Dans les régions o ou i, le nombre de variations
Fig. 19-
perdues indique exactement le nombre des racines. Mais, dans la région 2, il y a incertitude; on ne sait pas s'il y a deux racines ou s'il n'y en a aucune.
Prenons enfin la règle de Jacobi (§ HO). Pour trouver le nombre des racines réelles comprises entre a et p, on met l'équation proposée (i) sous la forme
(a -4- 3^)5+ a(a -I- Pj) (i -+-7) -h ^(i -h^)* = o
OU bien
(p*+a3 -f- 6)j^»+[aaP-4- a(a+ p) -4- 26]^ -+- a*-h aa -4- 6 = 0.
Il s'agit alors de compter le nombre des variations que présentent les trois fonctions
6,= 2«p-l-a(a-h P)-i-2 6, 62= a* -h aoL-h b.
En égalant à zéro la première et la troisième des deux expressions précédentes, on trouve précisément les deux tangentes à la parabole aux points a et p. L'expression intermédiaire s'annule pour a = — aa, è =r a^ et pour a = — 2^, b= p^. Elle représente donc la corde des contacts; elle est 'd'ailleurs négative dans la région du plan qui contient le point d'intersection des deux tangentes; en ce point, elle prend la valeur — (^ — a)^.
Nous obtenons ainsi cinq régions, avec zéro, une ou deux variations; elles sont indiquées sur \^ fig, 20. D'après cette figure et la précédente, on voit que le domaine d'incertitude, correspondant à l'emploi du critérium de Jacobi, est une partie de celui
que l'on trouve par l'emploi du théorème de Budan et Fourier; celui de Jacobi mérite donc la préférence contrairement à une remarque de Jacobi, qui attribuait l'avantage au théorème de Budan. Il est vrai qu'il reste encore à vérifier si ces remarques restent vraies pour les équations de degré supérieur (' ).
(•) Voir F. Klein, Considérations géométriques sur la détermination du nombre des racines réelles d'une équation algébrique, dans le Catalogue des modèles mathématiques de Dyck; Munich, 1893.
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Pour appliquer le critérium de Newton (§ HO) aux équations du second degré, il faut encore former Bq, B|, B2; Bo et B| sont toujours positifs et peuvent être remplacés par i. La valeur de B, est égale à {a^ — 4 ^)^ (* — ?)' î oi^ est donc ramené à compter le nombre des variations-permanences dans la suite double
I, B|, I, ce qui fait connaître dans ce cas le nombre exact des racines.
§ 112. — Détermination d'une limite supérieure de la valeur des racines.
Nous avons déjà fait usage, dans le Chapitre III, de cette proposition que Ton peut toujours trouver un nombre positif dont le module soit supérieur à celui de toutes les racines d'une équation donnée. Il s'agit maintenant de déterminer cette limite par un procédé aussi simple et aussi exact que possible.
Bornons-nous d'abord au cas des racines réelles, et cherchons un nombre positif supérieur à la plus grande racine positive d'une équation donnée /(x) = o.
Le théorème de Budan nous fournit cette limite. Supposons que le coeffîcient de la plus haute puissance de x àdJis f{x) soit égal à I (ou du moins soit positif); on peut toujours trouver un nombre a suffisamment grand, pour que tous les nombres
soient positifs. Alors la suite des fonctions
ne perd plus de variations quand on passe de ^ = a à j: =-[- 00: donc (§ 407, th. I) l'équation f(^x)= o n'a pas de racine entre a et -h 00.
Si l'on veut déduire du même théorème une limite inférieure des racines négatives, on choisira le nombre positif ^ de façon que les nombres
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§ 113. — Limite du nombre des racines Imaginaires.
Nous avons donné au § 103 le moyen de déterminer le nombre exact des racines complexes d'une équation, sises à Tintérieur d'un contour fermé donné, en nous servant de la caractéristique d'un certain système de courbes.
La règle indiquée peut se simplifier, lorsqu'on ne cherche plus le nombre exact de racines, mais bien une limite supérieure de leur nombre; elle suffit d'ailleurs dans beaucoup de cas pour la détermination exacte.
Soit donc, comme au § 103,
(i) V(z)=^(x, y)-h id/(ar, y)
une fonction réelle ou imaginaire de la variable complexe x -hyf'f 3 et ^ étant des fonctions réelles de x et y, traçons un contour fermé/. Nous pourrons énoncer la proposition suivante :
XI. Si la courbe f est dwisée par la courbe (f en 2 m segments, sur lesquels p est alternativement positif et négatif, le nombre des racines deF(z) situées à l'intérieur du contour f est au plus égal à m\ il en est de même lorsque f est dii^isée par if en 1 m segments pour lesquels la condition analogue est. remplie.
Cette proposition est une conséquence immédiate du théorème Il sur les caractéristiques (§ 103)^ il donne en effet
A:=I[E(/;çp, d;)~S(/;ç>,4.^];
si la courbe f est rencontrée par la courbe «p en 2/n points, on aura
'^ = J[E(/; ?,'}')+ S(/;(p, 4;)]; donc
D'après le théorème rappelé, k est égal au nombre des racines
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de F, situées à l'intérieur de /; S(/; cp, •]/) est un nombre qui n^est jamais négatif.
On raisonnerait de même avec la formule
§ 114.— Théorème de Relie.
Lorsque l'équation y( a;) = o admet deux racines réelles a et ^ avec les ordres de multiplicité respectifs a et 6, on peut poser
(i) /(a7) = (ar-a)«(:rr-P)Vi(^).
Si a est plus petit que ^, ^i de plus a et [3 sont deux racines consécutives, /(ic) et/i (a:) auront un signe invariable dans tout l'intervalle (a, p).
En prenant les dérivées des deux membres de (i), il vient
(2) ^^ f{x) =a(ar-P)-h6(a7-a) + (a:-a)(a7— ?)^*^.
Pour a; = a, le second membre prend la valeur négative a (a — j3); pour ^ = p, il prend la valeur positive è((3 — a); donc, lorsque X croît de a à [3, il passe par zéro une fois ou un nombre impair de fois. Dans le premier membre, x — a, ^ — fi e\,f{x) conservent un signe constant; donc/'(^) s'annule une fois ou un nombre impair do fois. On en conclut le théorème de Rolle :
XII. Entre deux racines consécutives de V équation f(x)=io^ il y a (sans compter les limites a et (3) une ou un nombre impair de racines de l'équation dérivée f'{x)=^o.
On en déduit des conséquences importantes pour le cas où l'équation a toutes ses racines réelles. Soient a, j3, y, ... ces racines rangées par ordre de grandeur; a^ b, c, ... leurs ordres de multiplicité respectifs ; les nombres a, p, y? • • • seront racines de l'équation f'(x) = o avec les ordres de multiplicité a — i, b — I, c — i)**'9 6lle admet de plus au moins une racine entre a
<'l 3, une entre 3 el -' Le nombre total de ces racines est
d'autre part
<:l, comme y"(\r) = o est du degré n — i, ce nombre minimum de racines n^est pas dépassé. Il en résulte cette proposition :
XI] i. L'équation /(x)^= o avant toutes ses racines réelles, il en est de même de l'équation dérivée f\x)^= o. Celles de ces racines qui ne sont pas égaies à des racines multiples de r équation f{jr) = o sont simples et sont séparées par les racines de f{x)= o.
Par l'application répétée de ce théorème, on arrive à la proposition suivante :
XI\ . Si la fonction f{x) a toutes ses racines réelles, il en est de même des fonctions f'{x)^ f^{x), .... Si l'une de ces fonctions f'^^{x) admet une racine a avec l'ordre de multiplicité a, plus grand que i , a est une racine d'ordre <3r -h v def{x).
On peut généraliser notablement ces propositions, par Temploi d'une transformation linéaire ('). Celle opération se fait plus aisément avec des notations homogènes ; f{x, y) est alors la forme homogène du degré n.
Formons «les polaires de celle fonction (§ 66) pour un certain système de valeurs (Ç, r^) des variables :
ces fonctions reslenl invariables quand on transforme Ç et r^, X el y par la même transformation linéaire, et quand on rem-
(') Laquerre, Nouvelles Annales de ^Mathématiques, i* sér., t. XIX; i8«o.
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place / et ses dérivées par les fonctions transformées correspondantes. Une transformation linéaire ne produit aucun changement dans la réalité des racines. D'autre part, lorsque Ç et yj sont réelles, on peut choisir la substitution linéaire de telle sorte que les valeurs transformées soient Ç'= i et t/= o ; de cette manière, en faisant j'= i, les polaires deviennent les dérivées successives de la fonction /(^), abstraction faite de certains facteurs numériques.
// en résulte que, dans les théorèmes XIII et XIV, on peut remplacer les dérivées f'{jc)^ f"{^) • • • P^f^ '<?^ polaires Pi (j:, Ç), ^^{x^ Ç), . . . , $ e^ Tj étant des nombres arbitraires.
Appliquons ceci à Féqualion que Ton obtient en égalant à zéro la polaire d'ordre n — 2
L'équation /(^,^) ^= o ayant toutes ses racines réelles, il en est de même de l'équation du second degré (4), et, par suite, le hessien
sera négatif pour toutes les valeurs réelles de Ç et de 7\. Il ne pourra être nul que lorsque l'équation (4) a ses deux racines égales; d'après le théorème XIV, cela n'est possible que si /(x, y) est la /i'^"® puissance d'une fonction linéaire. Si nous excluons ce cas, il en résulte cette proposition :
Une équation ayant toutes ses racines réelles^ V équation obtenue en égalant son hessien à zéro n*a que des racines imaginaires.
Revenons à la représentation non homogène; le théorème d'Euler nous donne
(6) \ ^f.*-^yfjry=(n — ^)/^y
à l'aide de ces relations, nous éliminerons du hessien ^j', /J^, , /y,.
Elles donnent, en faisant y z=z i,
(7) \/ly^in-i)f\x)^x/'(^h
( /;. = n{n -i)f(x) --i(n- \)xf\x) 4- x^ f\x).
Il en résulte, en posant
rs) ' • (/i-i)H(x.j) = /;../;.-(/.V)%
que
(9) H(^> r) = H(:r) =-- n Ax)f'{x) - (/i -i)[/(a^)]*.
H(jc) est au plus du degré a/i — 4 par rapport à x.
§ 115. — Théorèmes de Laguerre sur les équations qui ont toutes leurs racines réelles.
Il nous reste à faire connaître l'application que Laguerre a faite des derniers théorèmes démontrés aux équations dont toutes les racines sont réelles.
Soit f(x)= o une équation de degré n, ayant /i racines réelles et distinctes a, ai , a^, . . . •
X étant une grandeur variable, on sait qu'on a la formule déjà plusieurs fois employée [§ 14, (i i)]
\x~a/ fi^x)
la somme S étant étendue à toutes les racines a, ««, a^, ....
Dérivons par rapport à x les deux membres de l'identité (i); il vient
.,. cf ' 1_ [/(^)p-/(r)/'(T).
ou bien, en introduisant dans le second membre la fonction H [§ii*,(9)],
Transformons celte formule par une transformation linéaire, dans
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laquelle une valeur quelconque réelle de la nouvelle variable correspond à la valeur infinie dex] on obtient ainsi une formule plus générale, que nous commencerons par établir. Employons des
notations homogènes, en remplaçant x par — et a par ^- L'équa-
lion (3) devient
faisons maintenant la transformation linéaire
y = cx'-h dy\ p = ca'4- d^':
d'où
Irx'= dx — 6 y, r = ad—bc\ ry =-^ cx-\-ay,
P:r-aj^ = r(P'x'-ay).
Cette transformation change f{x^ y) en ^{x\ y')\ il en résulte
comme la fonction H est un covariant (§ 60), on a aussi
H' étant dérivée de cp, comme H est dérivée de /. L'équation (4) donne alors
^7; ^(pv- «>')»- n[^{x\y)Y
On peut évidemment supprimer dans cette formule tous les accents, lesquels ne sont qu'une affaire de notation, et écrire f au lieu de cp. II reste alors, dans la formule, les deux arbitraires' c et d.
Posons, pour avoir une notation plus élégante,
c= — T„ d = l, il vient finalement '
les deux membres de cette formule restent invariables quand on W. 25
applique la même transformation linéaire aux trois couples de variables x et yy ^ et r,, a et p.
L'équation (8) est une identité; elle a lieu pour toute fonction f(^yy) ^^ pour toute valeur des variables x, j', Ç, •/;. Faisons maintenant l'hypothèse que la fonction /{x, y) n'ait que des racines réelles, que, par conséquent, a et ^ soient réels; supposons de plus que Ç, yj, x e\, y soient réels. Les deux membres de
ridentité (8) sont alors essentiellement positifs. Soit P leur va-
leur commune; déterminons le rapport y ^^^ l'équation
ou bien
(9) <!> = (X^ - \x)^ P - (Xri - Y0« = o.
Cette équation a deux racines réelles, données par la formule
XTi-Y|==b(X^-Y^)v/P.
Voici ce qu'on peut dire sur la position des racines de cette équation :
Si l'on suppose X = x, Y z=z y^ la fonction <ï> est négative.
Si l'on suppose X = a, Y x=^^ c'est-à-dire si ^ est une des racines de l'équation /= o, on a
cette valeur est celle de l'un des termes de la somme
elle est, par suite, plus petite que P. 11 en résulte que, pour
la fonction ^ est positive.
Rangeons cycliquement toutes les valeurs des quantités ô et -
par ordre de grandeur, en leur faisant correspondre, par exemple,
CHAPITRE IX. — LIMITES DU NOMBRE ET DE LA VALEUR DES RACINES
certains points d*un cercle; représentons ^ par un point variable
de ce cercle, et désignons ces différents points par les notations a, X, X. La fonction ^ passe par zéro, lorsque le point X, partant de Xj marche dans le sens direct ou le sens rétrograde vers les points voisins ai ou a^. En désignant par X| et X2 les racines de l'équation (g), les points correspondants sur le cercle se placent dans l'ordre
(10) «1, X,, X, Xj, aj.
Donc : (X|, X2) représente un intervalle contenant le point arbitraire x^ mais ne contenant aucun point racine de f=^o. Les points X| e^ X2 sont donc plus près des racines voisines ai et 0L2 que le point de départ x.
Cette proposition reste vraie, quelque soit le second point arbitraire S; à la vérité, les points X| et X 2 en dépendront; mais ils seront toujours dans les intervalles (ai, x), (^, a2).
Une question se pose maintenant : comment doit-on choisir le point Ç, pour que X| soit aussi voisin que possible de ai, et X2 de a2, ou plutôt (puisque la connaissance du point ç n'est pas nécessaire), quel est le point X| le plus voisin de a,, et le point X2 le plus voisin de aa?
Supposons donné le point X; l'équation (9) est alors une équation du second degré pour le point Ç; à chaque position de X correspondent donc deux positions de $. Mais les seules valeurs acceptables de X| et X2 sont celles qui rendent réelles les racines de Téquation en Ç. Ces valeurs X| etX2 devront donc rendre positif le discriminant de l'équation (9) considérée comme étant du second degré en Ç; par suite, on obtient les valeurs limites de X, et X2 en égalant ce discriminant à zéro. Les coefficients de \^y 2Çr,, Tj^ dans l'équation (9) sont respectivement
ZîlZr^-^'l! (X7- Yx)«-f- XY,
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on publient ce discriminant en relranchant du carré du second terme le produit des deux autres; si l'on se sert de la relation
on trouve
Les valeurs limiles de -^ sont donc racines de l'équation
(II) (X/i+Y/;)>+(n-i)(X7-Yx)«H=o;
elle est du second degré en y»
Comme H est négatif, cette équation a deux racines réelles données par la formule
Cette formule conduit à plusieurs résultats remarquables, que Ton obtient en renonçant à la notation homogène.
Supposons d*abord j'= o et, par suite, - infini ; faisons Y == r,
on trouve alors deux valeurs X| et Xj comprenant la totalité des racines de f{oc) = o.
En posant
il vient
(i3) H = [a/iao^î — (n — i)aJ]ar*«-*-h. . .;
les deux valeurs sont alors données par la formule
(i4) naoX = — ai±y/(n — \)^a\ — in{n — i)
UqUi
Laissons -indéterminé: mais revenons à la forme non faomo-
gène en faisant j' = i , Y= i et employons les formules (7) et (9) du § 114; on déduit de l'équation (12)
f\x) ± An -i)i[f\x)Y-n{n - x)f{x)f\x) et ces valeurs ont la signiGcalion suivante :
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X élant un nombre compris entre deux racines ai et ^^ de f{x)^ les deux valeurs de X fournies par (i5) sont plus approchées de a, et as que x^ mais sont encore toutes les deux à Tîntérieur de Tinlervalle (ai, a-i).
Si, au contraire, x est .supérieur à la plus grande ou inférieur à la plus petite racine de /(-r), toutes les racines sont comprises entre les deux valeurs de X, tandis que x est extérieur à l'intervalle de ces valeurs, x étant une valeur approchée d'une des racines, l'une des valeurs de X fournit une valeur encore plus approchée.
Prenons l'exemple, considéré par Laguerre, des fonctions sphériques; nous avons démontré (§ 93) qu'elles ont toutes leurs racines réelles et comprises entre — i et + i. La fonction
T^/x 1.3. ..?./! — if n{n — i) . 1
i L i{'in — I) J
possède les propriétés suivantes
On le démontre aisément par le procédé induclif en démontrant les formules directement pour les cas de n = 2, 3, ... ; on suppose qu'elles sont vraies pour l'indice n — i , et l'on prouve qu'elles sont encore vraies pour l'indice /ï, eu prenant deux fois la dérivée de la formule de récurrence
(I - x^)^'n{x) -f- nxV n{x) - n^ n^x{x) = (>.
Faisant x =» i dans l'équation (i5), on obtient une valeur de X plus petite que i , mais encore supérieure à la plus grande racine de Pfl ; savoir
Par exemple, pour /? = 7, on trouve
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Une valeur plus exacte de la plus grande racine a été calculée par Gauss {Œuvres, t. III, p. 195) : c'est
X dépasse celle valeur à partir de la quatrième décimale.
De même que X^ et Xo déterminent un intervalle ne renfermant certainement aucune racine de l'équation, on peut aussi déterminer un intervalle, renfermant certainement des racines. Le mieux est encore de partir de la forme homogène et de se servir de la transformation linéaire.
Soit, comme précédemment, f{x^ y) une forme du n'*^™^ degré à
racines toutes réelles; soient, de plus, -> -? -, trois quantités
réelles dont deux sont arbitraires et dont la troisième est déterminée par l'équation
(16) (î/i-+-ry;)(?x-+-v/;)-H(îy-T,T)(î>-v^) = o.
L'équation (16) ne change pas, quand on applique la même transformation linéaire aux trois couples de valeurs Ç, r, ; ç', 7/;
On pourra donc généraliser toutes les conclusions que nous tirerons d'une forme particulière de cette équation. Choisissons la substitution linéaire de telle sorte que, pour les nouvelles variables, on ait j' = o et ç = o ; l'équation (16) donne alors pour 5' el r/
ou bien, en faisant «0= i , t/z:::: i ,
En désignant, comme précédemment, par a les racines de /, on a
a\ — 2a2=S(a2), ai=-S(a); donc
ce que l'on peut écrire
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il en résulte, puisque toutes les racines a doivent être réelles, que les produits a(a — Ç') ne peuvent être ni tous positifs ni tous négatifs; certaines racines sont donc comprises entre o et ç', les autres sont extérieures à cet intervalle.
Employons maintenant la transformation linéaire générale; on trouve la proposition suivante :
Les points ^et\' étant liés par V équation (i6), le cercle qui contient les points a, x^ Ç, Ç', est divisé par les points $ et ^ en deux parties dont chacune contient au moins une des racines a.
Le point x et Tun des points Ç, ^ sont arbitraires; le troisième est déterminé par l'équation (i6).
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§ IIG. — Interpolation. — Régula falsi.
En limilanl des intervalles tels, que dans chacun d'eux ne se trouve qu'une seule racine d'une équation algébrique, il est possible de calculer numériquement^ avec une précision aussi grande qu'on le voudra, la valeur des racines réelles. Il suffit de diminuer l'intervalle de plus en plus, à l'aide de la division en deux, par exemple. Si l'on divise un intervalle égal à i en parties de dix en dix fois plus petites, chaque nouvelle opération fournit pour la racine inconnue une décimale de plus.
Une racine étant séparée de toutes les autres, il suffit de considérer le signe de la fonction /(x) dans les substitutions à faire pour la diminution de l'intervalle. Les calculs nécessaires sont notablement facilités par l'emploi de la formule d'interpolation que nous avons établie dans le Chapitre I.
L'équation (7) du § 10 donne l'expression d'une fonction de
degré /i, que nous appellerons ©($), dont on connaît n -h i valeurs
successives ■,
En posant
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on a
(3) T(0 = ?(o) -+- Aoq -H a; q -4 . . .-f- A;»-»'cf .
La valeur de cette formule réside dans ce fait que les différences successives décroissent si rapidement dans beaucoup de cas, qu'on peut se contenter de calculer quelques-uns des premiers termes de la formule (3).
Soit /(x) = o l'équation proposée et (a, p) un intervalle contenant une des racines cherchées; m étant entier, posons
en faisant
il vient
Aa (^ — «)(a: — a — ô) 6 ^ '0* JL
On pourrait aussi bien partir de l'autre limite de Tintervalle; il faudrait alors remplacer, dans la formule (3), x par ^ — 2$. On aurait
Ax-/(^-ô)-/(ar), Ai = Ajr_5 — Ax,
d'où
En supposant que y=/(x) soit l'équation d'une courbe rapportée à des axes rectangulaires, on peut donner une représentation géométrique de toutes ces relations.
Appliquons, par exemple, l'équation (4) à l'intervalle (a, a -[- o) et contentons-nous de prendre la différence première;, cela signifie, au point de vue géométrique qu'on remplace l'arc de courbe, joignant les deux points [a, /(a)] et [a + 8, /(a + 8)] par la corde de cet arc.
Prendre, en outre, la différence seconde, c'est remplacer l'arc de courbe qui joint les trois points d'abscisses a, a -J- 8, a -h 2 5
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par Tare de parabole passant par les mêmes points et ayant son axe parallèle à O^; celte parabole se rapproche de la courbe encore plus que la corde. Plus l'intervalle 3 est petit, moindre sera rinfluence des différences d'ordre supérieur.
Le degré d'approximation à rechercher ne dépend pas seulement de la précision avec laquelle on cherche à connaître la fonction f{jc)y mais aussi de la grandeur de la différence o entre les valeurs successives a, a -f- S, a -h 2 5, ... de la variable pour lesquelles la valeur de la fonction est donnée. La disposition de toutes les Tables de nombres, en particulier des tables de logarithmes, repose sur ces principes. Ce ne sont pas alors des fonctions rationnelles entières dont il s'agit; mais les mêmes règles s'appliquent à toutes les fonctions continues. C'est pourquoi les tables contiennent non seulement les nombres/(a), /(a -f- 8),/(a4- 20), .... mais aussi les différences premières et parfois les différences secondes. La différence première suffit pour les tables ordinaires à sept décimales. Dans les tables à dix décimales, le Thésaurus logarithmorum de Vega, on trouve aussi les différences secondes; il est nécessaire d'en tenir compte dans des calculs tout à fait précis.
On emploie utilement les formules d'interpolation pour calculer les racines des équations, ou plutôt pour corriger les valeurs approchées déjà trouvées par une autre voie.
Le problème peut être formulé de la manière suivante : Etant donnée une valeur /(r) comprise entre /(a) et /(a -f- 3), trouver la valeur correspondante de x.
Soit jr = a une première valeur approchée. Posons
A est un nombre connu de même signe que
et il est inférieur en valeur absolue à Aa. En posant x — a = w, la formule (4) donne
Si l'on s'en tient à la première différence Aa, on obtient, comme
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première correction j
si Ton pose ensuite
Il = - -h a, il vient
et, par suite, comme deuxième correction,
(8) „' = a^«A^-^iLi:^.
•^.Ai
La première correction s'obtient en remplaçant l'arc de courbe joignant les deux points d'abscisses a et a -f- 8 par sa corde; la seconde, en lui substituant la parabole passant parles trois points d'abscisses a, a + 0, a -h 20, ayant un axe parallèle à Ox. Soit, par exemple, l'équation
qui admet une racine réelle comprise entre i, 7 et 1,8. On trouve par le calcul le tableau numérique suivant
Ai
Puisque /(^) doit être nul, il faudra prendre 1 = 0,487; par
conséquent, la première correction pour la valeur a =^1,7 est,
d'après (7),
d'après (8), la seconde correction est
a'— 0,00164 ; d'où
En calculant cette valeur d'une façon un peu plus précise par
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une autre méthode, on trouve 1,76929...: les trois premières décimales du résultat sont donc exactes.
Pour apprécier le degré de l'approximation, nous n'avons pas d'autre moyen que la petitesse des différences successives A, 1' Yj ... ; si A' est inférieur à la grandeur fixée à l'avance pour l'approximation, la première différence fournit un résultat exact.
La règle que nous venons de donner pour le calcul de la racine s'appelle la régula /alsi. L'énoncé le plus simple et le plus pratique de cette règle est le suivant :
Soit X une racine de l'équation /(x) = o^ comprise entre les deux nombres a et 3; si/(a) = — a,/(P) = t, la valeur
est une valeur approchée de x. C'est une autre façon d'écrire la formule (7).
§ 117. — Méthode d'approximation de Newton.
Newton a indiqué, pour le calcul des racines, une méthode préférable à l'interpolation; elle a été développée et perfectionnée par Fourier.
Soit
Téquation proposée; x = a. une valeur qu'on peut considérer comme une valeur approchée d'une racine. Faisons j: = a -h /i dans y (x); il vient
/(a -+- h) =/(«) + h/'(a)^ Al/''( a) -.- ....
Déterminons h par l'équation
ce qui suppose /'(a) 7^ o; il en résulte
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quanlilé dont la valeur sera très petite, puisqu'elle ne contient que le carré du nombre très petit A.
En faisant des hypothèses convenables, la valeur
pourra être considérée comme uae valeur plus approchée de la racine. Si l'on remplace a par a', on aura de même
et ainsi de suite.
Il reste à répondre aux deux questions suivantes :
i** Sous quelles hypothèses a' est-il réellement plus approche que a?
2** Comment estimer le degré de l'approximation?
Fourier a répondu à ces deux questions, en faisant Thypothèse suivante :
On connaît un intervalle (a, p) contenant une racine et une seule; dans cet intervalle f {x) et f"{x) sont différents de zéro.
L'hypothèse que f"{x) est différent de zéro n'a été faite qu'en vue d'obtenir des conditions simples pour l'application de la méthode. Elle n'est pas indispensable en elle-même pour que la correction soit applicable. S\ f{x) et f"{x) n'ont pas de plus grand commun diviseur, c'est-à-dire ne s'annulent pas simultanément, on peut toujours restreindre l'intervalle de façon que l'hypothèse de Fourier soit vérifiée; si, au contraire, f{x) el/"{x) ont un plus grand commun diviseur, il suffit d'en débarrasser la fonction f{x) et de n'appliquer la méthode de Newton qu'aux racines restantes.
Une considération géométrique permet de voir simplement ce qui se passe; à cet effet, on considère j^=:/(j:) comme l'équation d'une courbe plane en coordonnées rectangulaires. L'équation
est l'équation de la tangente à cette courbe au point [a, /(à)] 5 la
méthode d'approximation de NewtOQ revient à remplacer dans l'intervalle (a, p) la courbe par la tangente à l'une de ses extrémités, au lieu de la corde comme dans la méthode d'interpolation.
Lorsque la dérivée seconde s'annule dans l'intervalle (a, P), c'est-à-dire lorsque la courbe possède un point d'inflexion dans cet intervalle, il peut arriver que les deux tangentes aux points extrêmes conduisent à des valeurs situées en dehors de l'intervalle {fig- 21); la méthode de Newton n'est pas applicable. Si l'inter-
Fig. 21.
valle (a, p) a été convenablement diminué, les deux tangentes peuvent conduire à des valeurs intérieures {Jig* 22). Dans ces
Fig. 32.
deux cas la régula falsi donnera toujours une meilleure approximation.
Supposons maintenant (^\xe f [x) etf"(x) soient dilTérents de zéro dans l'intervalle considéré. Le sens de la concavité de la courbe ne change pas; le point de rencontre de l'axe Oj" avec l'une au moins des tangentes extrêmes se trouve à l'intérieur de l'intervalle (a, p). Ce fait se présente certainement, lorsqu'on prend la tangente à celui des points extrêmes pour lequel /(^) et f\x^
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ont le même signe, "Le^ fig. 28 et 24 montrent ce qui se passe, en supposant que f{oc) soit d'abord positif, puis négatif. Dans le
Fig. a3.
premier cas p' est une valeur p lus approchée que ^3 ; dans le second cas a' est plus approché que a.
Si, en même temps, on veut rapprocher l'autre limite de la racine, afin d'obtenir un nouvel intervalle compris dans Tancien,
Fig. 24.
il suffit, d'après Fourier, de mener par l'extrémité non utilisée de l'arc [par le point a {fig- 23)], la parallèle à 6 j3'; le point a' sera la limite inférieure du nouvel intervalle. On aura alors, dans le premier cas,
dans le second
fin)
(a', P') est le nouvel intervalle compris dans (a, P) et contenant la racine cherchée.
On irailerait de même les deux autres cas dans lesquels f'{oc) est négatif dans Tîntervalle considéré.
On peut aussi obtenir ces nouvelles limites d'une meilleure manière, en combinant la méthode d'interpolation avec la méthode
Fig. a5. •
de Newton, ainsi que le montre la fig, 25. Les limites du deuxième intervalle sont alors
Ml.
Tous ces résultats se résument dans l'énoncé suivant :
Soit (a, ^) un intervalle contenant une seule racine, dans lequel f {x) et /"(x) conservent un signe constant; soit p la limite pour laquelle /{^) et/" {^) ont le même signe, ^pouvant d'ailleurs être plus grand ou plus petit que a; on obtient un intervalle (a', P') compris dans l'intervalle (a, P) et possédant les mêmes propriétés, en prenant
Démontrons algébriquement ces résultats obtenus par des considérations géométriques; supposons/'(a:) ei/"(x) positifs dans l'intervalle (a, p), a plus petit que p, et par suite
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Il sera inutile d'envisager les trois autres cas; ils se traiteront de la même façon que celui-ci.
Formons la fonction
ainsi que sa dérivée première
Le numérateur ^(x) de cette expression s'annule pour x =^ ^; sa dérivée ^'(^) est égale à
elle est donc toujours négative dans l'intervalle (a, p), ^{x) est donc constamment décroissante; puisqu'elle s'annule pour:r= ^, elle est toujours positive dans Tintervalle (a, P). Par suite, ^'(x) est aussi positif dans le même intervalle, et la fonction ^(x) est constamment croissante. Il en résulte
si
Posons il vient
différence positive d'après l'équation (5); donc
Remplaçons, dans la formule ( 5), ^successivement par a' et P'; observons que
. il vient
La racine cherchée est donc encore comprise entre a' et P', nombres compris eux-mêmes entre a et p.
Si, dans ces nouvelles expressions, on remplace a et p par a' et P', on trouvera un nouvel intervalle compris dans le précédent, possédant les mêmes propriétés, etc.
Il s^agit maintenant de se rendre compte de la convergence de ce procédé. Posons d'après (6)
Les deux termes de cette fraction seront divisibles par (^ — a)^; supprimons ce facteur commun, et remplaçons dans l'expression obtenue a et p par Ç et Yj ; on trouve alors
^1 et ^2 étant des fonctions rationnelles et entières des deux variables Ç et Tj.
Soit X la racine comprise dans l'intervalle (a, P); d'après les hypothèses faites sur f{x)^ les deux fonctions <t| et ^a ne s'annulent pas, lorsque Ç et7) vérifient les conditions
<8) a<5<a:, a7<7)ip.
La fonction ^(i, vj) est plus petite que i pour Ç = a et tj = p; il en est de même pour tout autre couple de valeurs des variables ^ et_ 7j pour lesquelles y(Ç) est négatif et /(vj) positif, puisque l'intervalle ($, r\) pourrait être substitué à l'intervalle (a, P).
^(iy ^) 6S^ une fonction continue des variables ^ et 7), aussi longtemps qu'elles vérifient les conditions (8); par conséquent, la fonction ^ admet pour l'ensemble de ces valeurs un certain maximum, plus petit que i, puisque la fraction $ reste inférieure à I , même dans les cas limites $ = ^, tj = ^.
Il existe donc une fraction proprement dite 9, telle que
pour toutes les valeurs de (Ç, y]) appartenant au domaine défini par les conditions (8). De l'équation (7) on conclut
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De même, si Pon passe de l'intervalle (P', a') à l'intervalle plus petit (p", a"), il vient
Comme les nombres al et ^' appartiennent au domaine (8), 6' ne peut'être supérieur à 0; par suite, on peut écrire 0 au lieu de 0', et l'on a
d'où, en général,
p(v)-.tt(v)<;(p_a)ev.
Les intervalles successifs décroissent donc au moins aussi rapidement que les termes successifs d'une progression géométrique décroissante.
Prenons, par exemple, l'équation
qui admet une racine comprise entre
a = a,35 et p = 2,36.
Les formules (4) donnent
Il en résulte que 2,3598 est une valeur approchée de la racine avec quatre chiffres décimaux exacts. Un calcul plus précis montre que, pour cette valeur, f{x) est encore négatif : on peut donc prendre cette valeur pour a'; une nouvelle approximation donne alors 2,359304.
Le principe de la méthode de Newton est aussi celui sur lequel reposent les méthodes de J,-G. Ilorner et de Joseph Ilorner que nous ne pouvons que mentionner. Toutes les deux ont pour but une disposition convenable du calcul; la première, en particulier, emploie un algorithme approprié au système des nombres décimaux, analogue aux règles de la division de l'arithmétique élémentaire. Il faut être bien exercé pour employer ces méthodes avec rapidité et précision (*).
( ' ) N.-G. HoRNER, Nouvelle méthode de résolution des équations numériques
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§ 118. — Méthode d'approximation de Daniel Bemoulli
et méthodes connexes.
La méthode d^appro&imation de Bemoulli (*) repose sur le principe suivant : Étant donnée une suite de quantités réelles, croissantes ou décroissantes, si Ton élève tous les termes de cette suite à une même puissance, les différences entre les termes de la nouvelle suite sont d'autant plus grandes que Texposant de la puissance est plus élevé.
Soient a, ^, y, ... des grandeurs quelconques, réelles ou complexes, mais telles que le module de a soit supérieur à celui des
autres: les fractions -> -> ••• auront des modules inférieurs à ' a a
l'unité; on a
•HIT- il)
m croissant indéfiniment, cette expression a pour limite a.
Si a, p. Y, . . . sont les racines d'une équation algébrique, le premier membre de (i) est le quotient de la somme des m'*"®' puissances des racines par la somme des (m — i) *"•% donc :
Le quotient de la somme des puissances m'*-*"*" des racines d'une équation par la somme des puissances (m — i)«^«»c« de ces mêmes racines a pour limite la racine de plus grand module, quand m devient infini.
Si m est négatif, et si a est la racine de plus petit module, on conclut de même que :
Le quotient de la somme des puissances — m des racines par la somme des puissances — {m-\-i) a pour limite la racine de plus petit module, quand m devient infini.
de tout ordre, par approximations continues, communiquée par Davies Gilbert {Phil. Trans., 1819).
Joseph Horner, Approximation par parties proportionnelles des racines d'une équation algébrique {Quarterly Journal of Mathematics, vol. III; 1860).
(*) D. Bernoulli, Commentationes Petropolitanœ, t. III.
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On sait calculer les sommes des puissances semblables des racines comme fonctions symétriques des coefficients ; il suffit alors de prendre m suffisamment grand pour obtenir une valeur approchée de la racine de plus grand ou de plus petit module.
Cette méthode n'est pas appliquable lorsque deux des racines admettent le module maximum ou minimum; elle ne peut s'appliquer, par exemple, à une équation à coefficients réels, admettant un couple de racines imaginaires conjuguées, dont le module est supérieur à celui des racines réelles.
Lorsque la racine de plus grand module ne diffère que peu de la suivante, le procédé ne conduit que lentement à une valeur un peu exacte de la racine.
Jacobi a complété, en un certain sens, la méthode de Bernoulli(«).
Soient Xiy x^y , . ,^ Xn les racines d'une équation ; supposons que x^j x^t > . . <, Xh aient des modules supérieurs à ceux des racines
Posons
(2) JPm^l^^i
Pm+k = a7;"+*-h arj'+^" -h ... -h x'»-^^ ;
(3) (x — Xi)(x — Xi).,.(x — xji) = a?*-i- Aia?*->-f-. . .-f- A^t; les coefficients A|, A2, .. ., A;^ vérifieront les équations
Pm-i-k ■+■ ^iPm+k'-X ^- ^\pm-^k-t -^ . . . -- kkPm = O,
//v I Pm-^-k-^\-^ ^\Pm-^k -^ ^tPm-k-k-\ -^" '— ^kpm^l — O,
l Pm-i-%k-i -+- ^iPm-t-tk-i-+- A j/>m-»-î*-3 + • • • "H ^kPm.+k-\ = O.
Associons aux équations (4) l'équation
a?* H- Ata7*-ï-H. . .-h Ajt= o, et éliminons les coefficients A|, As, ..., A^t; on trouve l'équation
(') Observatiunculce, etc. {IVerke, t. III, p. 280).
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de degré k,
a?* ar*— *
Pm-t-k Pm+k—\
Pm
Pm-i-k+t Pm+k
Pm-hl
Pm-htk—i Pm-htk—t
• • • Pm-hk-i
qui a pour racines Xij x^^ • . . , ^a. Les quantités pmyfm^x^ • • • peuvent être remplacées avec d'autant plus d'exactitude par les sommes des puissances semblables de toutes les racines que m est plus grand.
C'est ainsi que, pour Ar = a, on trouve
PmPm-y% — pm-hlpm-hi , Pm+% ~ Pm-htPm-^-Z
Pm+i —PmPm-hi
/'îi+l —PmPm+X
c'est l'équation que l'on peut employer, lorsque, dans une équation à coedficients réels, le module maximum est celui de deux racines imaginaires conjuguées.
Quand on applique la méthode de Bernoulli aux sommes des puissances négatives, on obtient, comme nous l'avons remarqué, une valeur approchée de la racine de plus petit module. Un changement d'origine permet évidemment de transformer une racine quelconque en racine de module minimum; cette transformation exige, bien entendu, que l'on connaisse déjà une valeur approchée de cette racine.
M. Fr. Mejer a indiqué une formule qui convient à tous les cas (*).
Soient ai , a2 , . • . , dn les racines réelles ou imaginaires de l'équation y(x) = o; soit/? un point du plan de la variable a:, tel qu'on puisse décrire de ce point, comme centre, un cercle ne contenant qu'une seule des racines, par exemple ai ; les modules des fractions
P — OLn
sont donc plus petits que i. Il existe toujours de tels points; on peut les déterminer par la méthode de Sturm. Soit en outre ^(x)
( ' ) Mathematische Annalen, t. XXXIII.
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une fonction arbitraire première dixec/Çx) [par exemple cp (:r ) = i]; formons les fonctions symétriques
(g. ^ (/> — air (/?-aîV" '" (/? — ««)
^m SI pour limite ai quand m devient infini, et s'approche de cette limite, d'autant plus rapidement que les modules des fractions (5) sont plus petits.
Pour le voir immédiatement, il suffit d'écrire la formule (6) sous la forme
Mentionnons encore, en terminant, les recherches récentes de M. Fr. Cohn, qui a développé ces méthodes de résolution approchée des équations algébriques et les a examinées au point de vue de la théorie des fonctions ( ' ).
§ 119. — Méthode d'approximation de Gràffe.
Du même principe que la méthode de BernouUi procède aussi la méthode indiquée par Grâffe et développée par Encke (*) ; elle se prête tout particulièrement à la pratique du calcul.
Soient a, p, Y, ... les racines d'une équation, a celle de module maximum \ l'expression
a pour limite a quand m devient infini; cette expression converge
( * ) Fr. Cohn, Sur les grandeurs récurrentes et leurs relations avec les équations algébriques {Mathematische Annalen, t. XLIV; 1894).
(') Graffe, La résolution des équations numériques d* ordre supérieur, réponse à une question proposée par l'Acadéniie de Berlin; Zurich^ 18^7. Encke, Journal de C relie, t. 22; i84i.
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vers a plus rapidement que le quotient
considéré au paragraphe précédent; on le reconnaît diaprés la formule du binôme généralisée; elle donne, en effet,
7a'«-4-?'«4-Y'«-4-...=«y/i +(iyv(ï)
-'hi(ir-ia)"--]
On obtient, diaprés le même principe, ]a racine de module minimum comme limite de l'expression
enfin, p étant un nombre arbitraire, on obtient la racine la plus voisine de p comme limite de
Transformons l'équation /(x) = o par la substitution
y = - ou jr = -;
les expressions (a) et (3) ne sont autres que l'expression (i) transformée par les mêmes substitutions ; nous pourrons donc nous borner à considérer l'expression (i).
Si Ton applique la formule (i) à une équation à coefficients réels, a'" -f- p*" -f- Y*" + ... est un nombre réel; si la racine de plus grand module est réelle, on devra prendre la détermination réelle de la racine m**"* dans la formule (i). Si m est un nombre pair, il faut encore choisir le signe devant le radical; il est donc nécessaire de savoir si la racine de plus grand module est .positive ou négative. En tout cas, il suffira de substituer la valeur approchée trouvée dans l'équation pour reconnaître ce qui en est.
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De même, si Ton applique la formule (i) à une équation à coeflficîents imaginaires, il faudra pouvoir reconnaître quelle est celle des déterminations de la racine m**"® qu'il convient de prendre.
Les expressions
se calculent d'une façon particulièrement simple, quand les valeurs de m sont les puissances successives de 2,
Sa est le coefficient changé de signe du terme de degré n — 1 dans l'équation admettant pour racines les carrés des racines de la proposée. Cette équation se forme aisément de la manière suivante :
Réunissons tous les termes qui renferment x avec un exposant pair, et mettons x en facteur dans tous les termes où son exposant est impair; on pourra écrire
L'équation aux carrés des racines est alors
En opérant de môme suryi(a;), on obtient l'équation qui a pour racines les quatrièmes puissances des racines de la proposée, etc.
L'exécution de ce calcul est très simple et conduit, après peu d'opérations, à une approximation très suftisante.
Prenons quelques exemples.
Considérons d'abord l'équation
qui admet une racine réelle positive et deux racines imaginaires. La racine réelle est supérieure à 1,7", comme le produit de toutes les racines est égal à 2, et que le cube de i , 7 est supérieur à 2, le module commun des racines imaginaires est inférieur à la racine réelle. La racine réelle est celle de module maximum ; on l'obtiendra donc par la méthode de Grâfle. On forme, comme il a
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été indiqué, les équations qui admettent pour racines les puissances d'exposants 2, ^, 6, S^ . . . des racines de la proposée; on
trouve ainsi
a:'— Sx^ — 16 X — j6 = o, 37S — 96a?* — 16* =0;
par conséquent,
est une valeur approchée, à une unité près du quatrième ordre décimal. L'équation suivante ne donnerait pas d'autre résultat, parce que le terme du premier degré en x manque dans la dernière équation obtenue. Mais l'équation suivante donne une valeur exacte à moins d'une unité du sixième ordre
Prenons comme second exemple une équation du cinquième degré, qui nous fournira l'occasion d'employer plusieurs théorèmes du paragraphe précédent ; cet exemple est emprunté, comme le précédent, à la théorie de la multiplication complexe des fonctions elliptiques. C'est l'équation
L'équation aux carrés des racines de (5) s'obtient en remplaçant x^ par X dans l'équation
(a?» — 27» — 23?)* — (aa?» -+- 1)» = o, ce qui donne
(6) X* — 2ar^ — 3a7* — 1=0.
Employons encore deux fois le même procédé; les équations qui admettent pour racines les quatrièmes et huitièiïies puissances des racines de la proposée sont
(7) a?» — loa?* -I- 9.r8 — 4a;' —1=0,
(8) ar»— 82a?*-+- a?* — 36a7« — Sa?— 1 = o.
Cette dernière équation se prête à la discussion. D'après le théorème de Descartes (§ 109), elle a au moins une racine po-
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sltive; en effet, le premier membre de (8) se réduit à — lao pour :r = I ; il est positif pour x infini.
Formons pour cette équation (8) les fonctions nécessaires pour Tapplication du critérium de Newton (§ 109),
la succession des signes est
donc (th. VIII, § 109), l'équation (8) a quatre racines imaginaires. La racine positive est supérieure à i, puisque le premier membre est négatif pour a: z= o et x ==• i .
Pour reconnaître la racine de plus grand module, nous poserons x= - dans l'équation (8), et nous chercherons combien il y
a de racines à l'intérieur d'un cercle de rayon i, ayant l'origine pour centre. Dans le polynôme
z =cos6-4- isînO;
faisons il devient
en posant
cp = C0856 -4- 8cos4ô H- 36cos36 — cosaô -f-82 cosO — 1, ^ = sin50-i-8sin40 -h 36 sin3e — sinaô -f- SasinO.
Nous allons montrer que ^ est positif lorsque 0 est compris entre o et tc; par suite, négatif lorsque 6 est compris entre o et — ic; le cercle de rayon unité est donc partagé en deux segments sur lesquels la fonction ^ a des signes opposés.
Donc (§ 113, XI) ce cercle ne renferme qu'une seule racine ; c'est forcément la racine réelle, tandis que les racines imaginaires sont situées en dehors de ce cercle. La racine réelle de l'équation (8) est donc celle de plus grand module; elle sera fournie par la méthode de Grâffe.
Pour démontrer cette propriété de la fonction ^, posons
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et employons les formules
sin5e = sinO(Ç* — 3Ï«-M),
sin4e = sine(j3^20, sin30 = sine({»— i),
sinaô = sinB.J.
Il en résulte
^; = sine[?^ -f- t«(8î-h 33) + 47 - '7Î] ;
on voit immédiatement que le crochet est positif, tant que Ç est inférieur à 2 en valeur absolue.
Uéquation (8) elle-même donne déjà une valeur assez approchée de la racine
En faisant deux opérations de plus, on obtient la valeur plus précise 1,78469 avec cinq décimales exactes.
Cette méthode ne fournit pas à chaque fois deux limites qui renferment la racine inconnue. Pour apprécier le degré de l'exactitude, il suffira de vérifier qu'en appelant Sfi, el Sfi.' deux sommes de puissances, successivement utilisées dans le calcul, on a sensiblement
ou
lilogSji— (i'logSji = o.
II faut faire cette vérification sur plusieurs termes successifs; elle pourrait se faire en apparence sur certains termes particuliers et cesser de se faire pour les termes ultérieurs.
§ 120. — Résolution trigonométrique de l'équation
du troisième degré.
Nous allons parler de quelques méthodes de résolution applicables à des équations numériques de forme particulière. Ces méthodes ont pour but de se servir des tables universellement connues des fonctions trigonométriques et des logarithmes.
Considérons d'abord l'équation du troisième degré sous la forme réduite
(i) x^-^ ax -r-h — o^
CHAPITRE X. — APPROXIMATION DES RACI.VES
a ei b étant des nombres réels. Changer :r en — x revient à changer fc en — 6; on peut donc toujours supposer que b est négatif; il reste alors trois cas diflereiits à envisager. Posons 6 = — g et a = ±6, selon que a est positif ou négatif. Nous avons les trois équations
(a) x^-{-ex — ^ = o,
ib) X* — ex — >§" = o, avec — < ^>
(c) x^^ ex — g = o, avec — > —•
Nous ne considérerons pas les cas limites où l'une des quantités
e, jfi', ^ serait nulle.
Pour appliquer la formule de Cardan (§ 38), posons
le signe supérieur devant être pris pour l'équation (a), le signe inférieur pour les équations {b) et (c). Les deux premières équations n'admettent qu'une seule racine réelle; la troisième, au contraire, en a trois (cas irréductible). La formule de Cardan s'écrit
Voici comment on procède dans chaque cas.
(a). Soil 6 un angle compris enlre o° et 90°, défini par l'équation
d'où ^
soitf un autre angle défini par l'équation
(5) tang - = tan^»^;
il vient finalement
Les angles 0, (p et la valeur de x se calculent aisément par logarithmes à l'aide des formules (4), (5), (6).
Pour obtenir les racines imaginaires, il suffit de remplacer langcp par p tangcp, p désignant une des racines cubiques imaginaires de Tunité.
(6). Dans ce cas, on détermine un angle 6, compris entre o^ et 90**, par Téquation
'X y 27 sin6'
on en conclut
cot6,
Si l'on détermine cp par la condition
(8) on a
tang- = tang>9,
\ 3 smacp
(c). Dans ce dernier cas, où les trois racines sont réelles, on pose
(10) £=4/— cose,
X = t / ^ (/côsO+TsînO -t- ycosO — (sinS), ce qui s'écrit, d'après la formule de Moivre
^^Vs
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En supposant 6 dans le premier quadrant, les valeurs des deux autres racines réelles sont
Toutes ces formules sont calculables par logarithmes.
§ lâl. — Méthode de Gauss pour la résolution des équations trinômes.
Gauss a indiqué une méthode permettant de calculer les racines d'une équation à trois termes. On rencontre souvent des équations de ce genre; elles renferment comme cas particuliers l'équation du second degré et Téquation réduite du troisième degré.
Soit
une équation trinôme admettant une racine positive que Ton cherche à déterminer. Si elle admettait une racine négative, on la trouverait par le changement de :r en — x.
Trois cas seulement sont à distinguer, suivant les signes de a et de 6. Le cas de a et 6 tous deux positifs est exclu, puisque dans ce cas l'équation n'admet pas de racine positive. En désignant par e Q\, g des nombres positifs, nous considérons les trois équations
(a) 37'»+'»-+- car"» — ^ = o,
(6) a:'»-'-'» — ca:"* — ^ = o,
(c) a?"»-*-'*— ca^'w-i-^ = o.
Dans les deux premiers cas, le théorème de Descartes nous apprend certainement l'existence d'une racine positive; dans le troisième cas, il y en a o ou 2.
Posons, d'après Gauss,
et cherchons à ramener les équations (a), (6), (c) par des substi-
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tutions convenables à la forme
sin*6 -h cos*6 = i.
A cet effet, on écrit
(a) = sin'e, = cos*G, A — — --^,
g g cos»''*-»-*«6
(a) * (h) ^.r-"«-'*= sin*6, ear-» = cos*6, X =
rgjtt ET X — '"
(c) — =sin«e, ^- = cos«e, X = sin«'«ecos««e.
Ces dernières formules permettent de distinguer le cas où l'équation (c) a deux racines positives de celui où elle n'en a aucune. On sait, d'après les règles du Calcul différentiel, que sin^'^Ô cos^^ô admet un maximum égal à
(/n-h/i)"»-*-'»' atteint lorsque
tang'6 = —
Si \ est inférieur à cette limite, l'équation (c) admet deux racines positives; sinon, aucune.
Dans les formules (2) Xest un nombre donné; il faut maintenant déterminer, à Taide des tables, l'angle 0 qui satisfait à ces équations. Lorsque l'on n'a aucune indication sur la valeur approximative de cet angle, il est bon de se servir pour la première approximation d'une table de degré en degré, où les nombres sont limités à deux décimales; on corrige ensuite la valeur ainsi trouvée, à l'aide de tables plus exactes.
Gauss ne se sert pas des tables trigonométriques, mais des logarithmes d'addition et de soustraction, considérés d*abord par lui. Nous allons montrer en peu de mots quel est son procédé, en l'appliquant à l'un des cas. Pour les détails pratiques de la niéihode, on devra se reporter au Mémoire de Gauss (*).
Les tables des logarithmes d'addition et de soustraction, considérées et calculées tout d'abord par Gauss, se trouvent maintenant
(') Contribution à la théorie des équations algébriques, 1* Partie; 1849. Gauss, Werke, t. III, p. 85.
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dans toutes les tables usuelles; elles font connaître les logarithmes vulgaires A, B, C de trois nombres plus grands que i
0 étant un angle du premier octant (demi-quadrant), on pourra poser
(3) a = cot«e, 6=—^, c = -J-^y o°<6<45°;
si 0 est dans le deuxième octant, on aura
(4) a = tangue, * = ;i^. c = -^, 45-<e<90-.
Considérons Téquation (6). Il importe d'abord de savoir si \ est plus petit ou plus grand que 2^, parce que la valeur correspondante de 0 est dans le premier ou le deuxième octant, selon le cas. Deux nouveaux cas sont donc à distinguer
On a alors le groupe de formules
^m cm IfUt-hn
i x'^-*-" = ffc, x''=eb, x>^=—,
. Dans ce cas
ae Dans le cas (a), on aurait donc
(6) logX = /nB — /lA,
et l'on chercherait dans la table les valeurs correspondantes de A et B. Lorsqu'on les a trouvées il vient
{7) mlogx = A-t-log^ — loge.
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Pour appliquer ceci à un exemple, prenons Féqualion
X* — ax — 2 = 0;
on aura
e = ^ = 2, in = i, /i = 2, ^ = -
La formule (6) donne (8> aA — B = o,3oio3oo,
et la formule (7) donne
(9) logar=A.
Pour trouver une première valeur approchée de A, on se sert d'une petite table auxiliaire
B = o,3oi,
On en déduit
A. aA
— B. Erreur.
42{ -hO,I23
On peut maintenant employer la méthode d'interpolation pour avoir une valeur plus exacte de A ; on répartit l'erreur totale o , a36 sur chacune des valeurs approchées proportionnellement aux deux erreurs ; on trouve ainsi
A l'aide de la table à sept décimales de Zach, on trouve
A. B. 2 A — B. Erreur.
0,248 0,1944969 o,3oi5o3i -4-0, 0004731
En faisant une nouvelle interpolation, il vient
d'où
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Une disposition un peu différente du calcul a été indiquée par M. Gundelûngen dans son Ouvrage récemment paru : Tables pour le calcul des racines réelles de toutes les équations trinômes (Leipzig, 1896).
L^équation (6), par exemple, y est mise sous la forme
En posant
— ro", — a7'» = ioA,
il vient
(lo) n-ioA=io*
et
(II) donc
B-4-log^ A-+-log:y?' — loge ° m -h n m
(12) A B = loge log^.
Outre les valeurs correspondantes de A et B, les tables de Gundelfingen contiennent encore les valeurs de A — [jlB pour [jl = o,o5, u. = o,i, [A = 0,1 5, ..., de telle sorte qu'après avoir calculé le second membre de (12), on peut déduire de la table directement des valeurs approchées de A et de B; d'après l'équation (i i), on en conclut des valeurs approchées de log^.
La méthode de Gauss a été généralisée pour des équations à plus de deux termes (*).
§ 122. — Calcul des racines imaginaires d'une équation trinôme.
Gauss a aussi indiqué un procédé de calcul des racines imaginaires d'une équation trinôme; nous allons l'exposer en peu de mots. Nous supposerons les coefficients de l'équation réels, quoique la méthode soit applicable à tous les cas.
(') A. WiEHER, Journal de Schlômilch, t. XXXI. R. Mehmilb, Id.f t. XXXVI.
Prenons Téqualion sous la forme
(l) j?"«-»-« — CJ7'" — ^ = O,
sans faire d^aiileurs aucune hypothèse sur les signes de e et de g. Posons X = re^'y en égalant à zéro la partie imaginaire de (i), on trouve
« sin/nO
sin(m-i- /i)6'
nous aurons deux autres équations analogues, après avoir multiplié au préalable par x^'^ et x^'^~"] ce sont
sin/i6
— ^sin(m -f- /i)6 e sin/iO
Chacune de ces trois équations est conséquence des deux autres. Éliminant r, il vient, en posant ). := -^:^i^
^^^ ^ ^ [sin(/n + n)e]"'-»-«
Des deux racines imaginaires conjuguées il suffit de calculer une seule; on peut donc supposer 0 dans le premier quadrant; mais alors r pourra devenir négatif.
Reste à tirer de la formule (5) la valeur de 8, puis la valeur de r des formules (2), (3) ou (4); c'est ce que nous allons montrer sur l'exemple déjà considéré
a;' — 'IX — A = o.
L'équation (5) devient dans ce cas
1 _ (sin'iO)* sin6 (^^ 2~ (sin3e)3 '
OU
(7) 31ogsin30 — îlogsinaô — logsinO — o,3oio3oo = o.
On en déduit immédiatement que 6 est compris entre 0° et 60". Après quelques essais, on trouve 33° et 34^ comme limites de 8.
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En caiculant le premier membre de (7) pour chacune de ces valeurs, on irouve, avec trois décimales,
0,026 et — o,oi3;
par interpolation, on en déduit la valeur plus exacte
On calcule ensuite ce même premier membre pour quelques valeurs voisines de 33**4o', avec cinq décimales par exemple; parles changements désigne, on en déduit que 0 est compris entre 33^4 1' et 33"4^'* ^"^ exécutant le calcul avec sept décimales pour chacune de ces valeurs, et faisant une nouvelle interpolation, il vient
Les formules (3) et (4) montrent que r est négatif; sa valeur se déduit très simplement de l'une de ces équations. On trouve, en logarithmes vulgaires,
Iog(— r) =0,0266148, iogcosft = 1,9201547, log sin6 = 7,7440468.
Les deux racines imaginaires ont pour valeurs
FRACTIONS CONTINUES
§ 123. — Transformation d'une fraction ordinaire
en fraction continue.
Lorsqu'on divise un nombre entier m par un autre entier /i, selon la règle habituelle, on trouve un quotient entier et un reste, lequel est positif et plus petit que le diviseur, a désignant le quotient et r le reste, on a
(i) m = an -h r.
Tous les entiers /w, m', m", . .., qui fournissent le même reste r quand on les divise par /i, sont dits co/i^ri^^suivant le module n; d'après Gauss, on exprime ce fait par l'écriture
(2) m = //i'(mod/i).
Cette formule s'appelle une congruence.
Considérons le système des nombres
chaque nombre entier, positif ou négatif, est congru suivant le module /? à un nombre, et un seul, de ce système. La même propriété appartient à tout système <le nombres
choisis de telle sorte que leurs restes ne sont autres, dans un certain ordre, que les nombres du système (r). Chaque nombre m est congru, suivant le module n, à un nombre du système s et un
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seul. Nous appellerons ce système de nombres un système complet de restes par rapport au module n.
Le nombre n étant supposé impair, un pareil système de restes est formé par les nombres
Les nombres (/•) s'appellent les restes ou résidus minima, les nombres ( p) s'appellent les restes minima absolus.
Supposons que s prenne toutes les valeurs appartenant à un système complet de restes par rapport au module n ; soit a un nombre premier avec n\ les valeurs de as forment aussi un système complet de restes par rapport au même module. Si, en effet, deux de ces valeurs, as^ et «52, donnaient le même reste, leur différence a{s\ — 52) serait divisible par n; comme a est premier avec n, s^ — 52 devrait être divisible par n, ce qui est impossible, puisque 5| et 52 sont deux nombres appartenant à un même système complet de restes.
Pour continuer la division indiquée dans (i), désignons m, /i, r par m, m^ , m2 ; par a^ le quotient de la division de m^ par m^i etc. ; écrivons, en outre, a^ au lieu de a; on trouve alors la suite des égalités
cette opération pourra être continuée, tant qu'il n'y aura pas de* reste nul, c'est-à-dire tant qu'aucune division ne se fait exactement. Comme, d'autre part, les nombres /W|, m^^ m^^ . . . vont en décroissant, sont positifs et entiers, leur nombre est limité; au bout d'un certain nombre d'opérations, on tombe donc sur un reste nul. Si my est exactement divisible par /Wv^.«, ce nombre my^i est le plus grand commun diviseur de m et mt.
En effet, en vertu des équations (3), /Wy+i est diviseur de tous les nombres m^ qui le précèdent, et réciproquement, tout diviseur commun à deux nombres m^ consécutifs est diviseur de tous les suivants, par suite aussi de mv^.i .
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Si donc m et m^ sont premiers entre eux, c'est-à-dire n'ont d'autre diviseur commun que l'unité, mv+< est égal à i; on pourra alors mettre les équations (3) sous la forme
( 4 ) — = do H > — ^= a\-\ > . • . * = Ov— 1 H •
^ rrix mx nif ntt niy ni'^
On en déduit le développement de la fraction ou — en fraclion continue. On obtient successivement
(5) — =aoH >
^ ^ n mx
et ûnalemenl
n I ai H
(6) — =aoH
expressions que, pour abréger, on représente par
m / tnx\
Voici quelques remarques à ce sujet :
Toute fraction positive et rationnelle peut être mise sous la
forme — » m et /i étant premiers entre eux. Par suite, chacune de
ces fractions peut être développée en fraction continue. Cette propriété est encore vraie pour les fractions négatives, en admettant pour ao des valeurs négatives; mais, dans ce cas, les nombres a|, a^^ . . ., «v-o '^v sont toujours positifs. Ces nombres sont déterminés sans ambiguïté.
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Diaprés ce qui précède, le dernier dénomiDateur /tIv est plus grand que i , puisque nous avons supposé que le reste mv^.i est égal à I . Par conséquent, en désignant par a^, un nombre entier et positif, on pourra poser
ou
nous obtenons ainsi les deux développements (8) — = (aoj «1» «î» . • M ^v)
ou
Donc :
Toute fraction dont les deux termes sont rationnels peut être mise sous la forme d^une fraction continue ayant à volonté un nombre pair ou un nombre impair de dénominateurs.
Les nombres — ^-9 — ^^ — > ... qui se présentent dans les for-
/?ij wj nii^ ^ ^
mules (5) s'appellent les quotients complets, les nombres «o, ûTi,
a2, ... les quotients incomplets.
Lorsqu'on remplace m par un nombre /n', qui lui est congru
suivant le module n, les deux fractions — et — ne diffèrent que
d'un nombre entier; par suite, leurs développements en fraction continue ne diffèrent que par le premier terme a©.
§ 121.* — Développement des nombres irrationnels
en fractions continues.
X étant un nombre irrationnel réel, il existe un entier ao, et un
seul, tel que x soit compris entre a© et a© -h i ; «0 est positif quand
X est plus grand que i, nui quand x est plus petit que i . Si donc
on pose
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x^ est supérieur à i; par suite, le nombre entier ai immédiatement inférieur à x^ est positif. Posons de même
a?! = ai H >
a7j = aj H j
X|, .r2, . . ., x„ sont des nombres non entiers, plus grands que i; ai, «2? ...,«/! sont des nombres positifs entiers. En employant les notations du paragraphe précédent, on peut donc écrire
Lorsque ^ est irrationnel, ce développement peut se continuer indéfiniment^ n peut être pris aussi grand qu'on le veut. Il suiBt, pour continuer, de poser
^rt = «rt -t-
Les nombres «o» «m ^2> • • • ? <^«-< s'appellent encore les quotients incomplets, oT/i le quotient complet.
Le développement des nombres rationnels en fraction continue est un cas particulier du précédent.
§ 125. — Les réduites ou fractions convergentes. Si Ton transforme en fraction ordinaire la fraction continue
dans laquelle on peut considérer Xn comme une variable, on trouve au numérateur et au dénominateur une fonction linéaire de x„ ; la valeur de x est donc de la forme
Prt» P«-i j Q/iî Qrt-i étant des fonctions rationnelles et entières des
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nombres Uq, a« , «2» • • • * ^n-i • On le vérifie aisément par un calcul direct pour n = i, 2, ... ; on a, en effet,
= ao-\-
Xi Xi
I (ao^i-f- i)a7î-h «0
1 aiXi-hi
Admettons alors la formule (2) pour la valeur n, et posons
il vient
(P„an -4- P„-i)arnH-l -H Pii (Q/iûf«+ Q«_,)a7„^-,-^ Q„
Cef/e formule se déduit de la formule (2) par le changement de n en n-i- i, si nous adoptons la loi de formation suivante :
.„> j P/i-i-l = «nP/i-+- Pn-li
Ces formules détermineront entièrement P„ et Q,i pour n = 2, 3, 4y • • -) si nous y joignons les équations de condition
Les fractions
Po Pi Pt
Q"o' Ô;' Qt' '"'
dont la première, ayant pour dénominateur zéro, n'est mise là que pour la forme, s'appellent les réduites de lei fraction continue (i); P/, et Q;i sont le numérateur et le dénominateur de la n**™* réduite.
Les formules (3) montrent que, puisque les nombres a/ sont entiers, il en est de même de Pn ^l de Qi,. Si les quotients incomplets sont positifs à partir de a^ les dénominateurs Q|, Q2, Q3, . . . sont tous positifs, et augmentent avec n; comme ce sont des nombres entiers, ils augmentent au delà de toute limite. Dans le cas particulier où û| = i, on a
Qi=Q«=i;
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les dénominateurs ne commencent à augmenter qu'à partir de Qj. On peut donc énoncer le théorème suivant :
II. Q/f et Qii_i étant les dénominateurs de deux réduites successives, on a
o^Qn-i^Q», Q«=« pour/i = x;
r égalité avec la limite inférieure o a lieu pour /i = i ; l'égalité avec la limite supérieure Q„ n!a lieu que pour /i = 2.
Les quantités P|, P2« -•• sont toutes positives, lorsque a^ esi positif; toutes négatives dans le cas contraire, à l'exception peutêtre de P2= a^a^ -h i, qui peut être nul. Les dénominateurs Q„ sont indépendants de a^) voici comment on peut reconnaître de quelle façon les numérateurs P^ en dépendent. . Supposons donnée la suite des nombres
ciq, ai, CL\j • • • , et prenons la formule de récurrence
elle détermine T;, lorsqu'on connaît T© et T|.
Prenons pour T,i les deux fonctions particulières Q/, et R«, déterminées par les conditions initiales
!Ro = I » Ri = o, Q. = o, Qi = I ;
la solution générale de l'équation (5) est alors de la forme
(7) T„=ToR«-t-T,Q„;
d'où, en particulier,
(H) P«=K«-i-aoQ».
Prenons deux solutions T^ et S/i de (5); on aura
Sn4-i =^ ^/»S/j -}- S/i—i ; d'où, par élimination de an,
T/f-»-iSrt — T;|S,i4-i = — (TnS„_i — T,i_i b/i);
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OU, en posant ii vient
En prenant ï,i=R;i et S„=Qn, 'es équations (6) montrent que Ao= i; par suite, d'après (9), on aura
si l'on change /i en n — ï, cette formule peut s'écrire (10) R« Q,.-i — Rn-i Q„ = (- 1 )«,
Appliquons ceci aux deux fondions T,, et Su, définies par
T/i = To Rrt-t- Ti Qrt,
il vient
et, en particulier,
(II) P«Q„-l-P«-lQa =(-!)«.
Cetle formule, dont nous ferons mainte application dans la suite, montre que les nombres Pn et Q^ sont premiers entre eux; les réduites successives sont des fractions irréductibles.
Si la fraction continue est limitée, le dernier quotient complet Xfi_i = a„_i est un nombre entier; la dernière réduite est
Q/i Q/i-irt/i-i-i-Q/i-î'
la formule (2) montre alors que la dernière réduite est précisément la valeur de la fraction continue.
§ 126. — Analyse indéterminée dn premier degré.
Les dernières formules établies permettent de résoudre un problème qui se présente dans beaucoup d'applications :
oLCt^ étant deux nombres entiers, premiers entre eux, trou-
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ver deux autres entiers x et y, vérifiant V équation
(i) a^ — Pa7 = i.
Si ce problème est possible, il admet une infinité de solutions qui se déduisent toutes de l'une d'entre elles. Soit, en effet, ^o^^o une solution; on aura
(2) a^o— Paro=i;
d'où, en soustrayant (1) et (2) membre à membre,
comme a et ^ sont premiers entre eux, on en conclut que or — x^ est divisible par a; 'si donc h est un nombre entier arbitraire, on pourra poser
Ces formules donnent toutes les solutions de T équation (i).
Il suffit donc de trouver une seule solution de (i); on l'obtient de la manière suivante.
Supposons p positif, ce qui ne restreint pas essentiellement la généralité du raisonnement, puisqu'on peut changer a: en — x\
développons (§ 123) la fraction ^ en fraclion continue
g — ( Cto, ^1. «t, • . . , Ûtn-i ;•
Formons ses réduites successives :
Pq Pt P/i-i P« .
Qo' Q,' •"' Q„-/ Q„'
la dernière n'est autre que „» de sorte que
Ces deux fractions étant irréductibles, il en résulte
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D'autre part, on a vu (§ 125) que
P«Q/,-i-Pn-iQ» = (-!)«; il eu résulte que les nombres
sont des nombres entiers, vérifiant Téquation (i)^ le problème posé est donc entièrement résolu.
Le calcul est relativement simple, lorsque les nombres donnés ne sont pas trop considérables.
Prenons, par exemple,
a = 24335, p = 3588, on aura d'abord
■35gg- =(6,1,3,1,1,2,6,2,1,1,4);
d'où les réduites
464 781 5488 Dans le cas actuel, /i = 1 1 ; on aura donc
Ce sont là les nombres de plus petite valeur absolue, vérifiant l'équation (i). On obtient la plus petite solution positive, en ajoutant a et ^ à ces nombres, ce qui donne
On peut ramener au cas précédent la solution en nombres entiers de l'équation plus générale
(4) ar~par = Y.
Si l'équation (4) est possible, tout diviseur commun de a et ^ est aussi diviseur de y. On pourra supprimer par division ces diviseurs communs et par suite faire l'hypothèse que a et P sont premiers entre eux.
Comme précédemment, on montrera que toutes les solutions de (4) se déduisent de Tune d'elles par les formules
h étant un entier arbitraire.
Posons maintenant a: =: yÇ, y = y^i ; l'équation (4) devient
ai] — pÇ = i;
on est ramené à une équation de la forme (i).
Si l'on donne en outre une condition permettant de déterminera, la solution est déterminée; on peut demander, par exemple, que y soit compris entre o et p, en pouvant devenir égal à l'une de ces limites.
Résumons ces propositions dans le théorème suivant :
III. L'équation indéterminée
dans laquelle a, p, y sont des nombres entiers, ol et ^ étant premiers entre eux, admet une solution en nombres entiers et une seule, lorsque y doit vérifier la condition
ou
D'après la remarque faite ci-dessus, l'équation (4) admet toujours des solutions lorsque y est divisible par le plus grand commun diviseur de a et p. En particulier, on peut énoncer la proposition suivante :
Le plus grand commun diviseur 8 de deux nombres cl et ^ peut être mis sous la forme
X et y étant entiers.
Le théorème III peut se généraliser de la manière suivante :
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sans dis^iseur commun, m un nombre arbitraire, on peut toujours déterminer des entiers X\^ ^Tj, ^3, . . ., tels que Con ait
Si le second membre ne renferme que deux termes, on retombe sur le théorème III. Supposons le théorème démontré pour le cas où le second membre renferme n — i termes a2^2, «3^:3, . . .; en appelant 8 le plus grand commun diviseur de a2, as, . . ., on pourra vérifier en nombres entiers les deux égalités
L'équation (5) est alors satisfaite par les entiers
Le problème résolu parle théorème III se formule de la manière suivante dans la théorie des nombres :
V. a, p, Y étant des nombres donnés, il s'agit de trouver un entier y^ vérifiant lacongruence
Ce problème a toujours une solution lorsque y est divisible par le plus grand commun diviseur de ol et de p.
Celte dernière proposition conduit à la solution du problème suivant :
VI. On donne une suite de nombres positifs et entiers m\ , m^, /Ws, . ..^premiers entre eux deux à deux. Il s'agit de déterminer un entier z, qui, divisé par m^^ //i2> ^^3, ,, ,^ fournit des restes donnés rj, r2, rs, —
Ce problème est toujours possible, et se résout de la manière
suivante :
Soit m = m^ /W2 /Wa . . . le produit des nombres donnés; on pourra
poser
m = mi «1 = mj a^ = nti «3 = ... ;
d'après l'hypothèse, le nombre aj = /7Î2//Î3 . . . est premier avec 7??^ ;
de même a2 est premier avec mj, etc. Déterminons, diaprés V, les nombres X\^ x^y x%^ . . . par les congruences
aiâTj ^ ri(modmi), a^X}^ rs(modmt),
comme a2y <xs, ... sont divisibles par mi, mj, . . . , on trouve que le nombre cherché est de la forme
X = ai a^i -i- ai a^j -i- . . . ;
on peut d^ailleurs l'augmenter d'un multiple quelconque de m.
Les équations considérées dans ce paragraphe sont désignées sous le nom à! équations de Diophantei elles contiennent un nombre d'inconnues supérieur à celui qu'on peut en tirer d'après les règles de l'Algèbre; mais les valeurs de ces inconnues sont assujetties à être des nombres entiers.
§ 127. — Convergence des réduites.
Supposons que la suite des nombres ai, a^^ 03, . . . soit illimitée; formons la diflTérence de deux réduites consécutives
, .Pn Pn-1 f-O»
Celte différence est positive ou négative, suivant que n est pair ou impair; elle tend vers zéro, lorsque n croît au-delà de toute limite. Formons encore, à l'aide de (i), la différence
Pn _ [v_, ^ r-!>^ (-1)"^^ ^ (-0" / j i\
Comme Q/i_2 est inférieur à Q^, il en résulte que cette différence est positive ou négative, suivant que n est pair ou impair. On en conclut que la série des réduites d'indice pair
... p. Pv p.
est décroissante; que la série des réduites d'indice impair
Pi P.1
est croissante.
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D'autre part (§ 125), on sait que
Q«^it-+- Q/t-t donc
Q«) Q«-i)^/i sont positifs^ donc, tous les nombres de la suite (3) sont plus grands que a:, tous ceux de la suite (4) plus petits que :r. L'entier n croissant indéfiniment, la différence (5) tend vers %éro ; comme Xn est plus grand que Um on aura
Q«a:n-*-Q«-i>Q/f-»-i; par suite, la différence (5) est inférieure en valeur absolue à
et a fortiori plus petite que tt^*
Les nombres de la suite (3) tendent donc vers leur limite x en décroissant, les nombres de la suite (4) en croissant. La formule (6) donne une limite supérieure de l'erreur commise en rem-
plaçant le nombre x par la réduite j^-
Les réduites fournissent donc des valeurs approchées d^un nombre irrationnel sous forme de fractions à termes rationnels.
•Chacune de ces réduites approche de la valeur x plus que toute fraction irréductible ayant des termes plus simples; c'est ce qui résulte du théorème suivant :
VIL On ne peut insérer entre les deux réduites ~ et 7^^^
une fraction à termes rationnels, dont le dénominateur soit inférieur ou égal à Q„.
Soit ^ une fraction à termes rationnels comprise entre -pA et
pr^—i; la différence
Pn P/»-i
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est supérieure en valeur absolue à
et de même signe que cette dernière; donc
ou bien, en multipliant les deux membres par NQ„..| d'après (i),
^ >(-i)''(MQ,._,-NP„_,).
Comme le second membre est un entier au moins égal à i , on a
certainement
§ 128. — Nombres équivalents.
Les fractions continues nous conduisent à la considération d*un genre particulier de substitutions linéaires dont Timportance est considérable en Algèbre et en particulier dans la théorie des nombres; nous allons les examiner d*un peu plus près.
Soient x ely deux nombres, ou deux grandeurs variables, liés par la relation
a, ^, y, 8 sont des nombres entiers vérifiant la relation
(o.) ao — PY = e=ifci;
X et y sont dits équivalents (*).
Ils sont proprement ou improprement équivalents selon que £ est égal à + 1 ou à — i. La relation est d'ailleurs réciproque; car de l'équation (i) on tire
(3) r^IZ^zl...
(•) Voir Lettre de M. Dedekind à M. Borchardt Sur la théorie des fonctions modulaires elliptiques {Journal de Crelle^ t. 83; 1877).
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Deux grandeurs équivalentes à une troisième sont équiva-
lentes entre- elles.
Si, en effet, on a
on conclut de (i)
en posant
^"^^a'-^-SY', 8"= Y?' -H 58';
d'où
(7) «'8'- P'y'= («5- Pï)(«'5'- P'ï'), ou
La substitution (5) est dite composée avec (i) et (4).
Il est nécessaire de désigner cette substitution par une notation abrégée. Comme, la plupart du temps, ce ne sont pas les variables, mais les nombres a, ^, y, S de la substitution, qui importent, on désigne la substitution (i) par ces nombres ou bien par une seule lettre S, sous la forme
S'il est nécessaire de mettre les variables en évidence, on écrira
La composition de deux substitutions s'indique en plaçant leurs symboles l'un à la suite de l'autre, en ayant soin de les écrire dans l'ordre des substitutions,
ou encore
II) SS'=S
Les formules (6) indiquent la règle à suivre pour former la substitution composée de deux substitutions données. On peut la déduire de la règle de la multiplication de deux déterminants, en observant que dans le premier facteur il faut employer les lignes, dans le second, les colonnes; c'est ce que montrent les formules (6).
De même que l'on compose deux substitutions, ou peut en corn- .poser plusieurs, ce qui donne *
Dans la formation de cette substitution composée, il n'est pas permis, en général du moins, d'échanger entre elles les composantes; mais on peut à volonté réunir deux substitutions successives en une seule; en d'autres termes, l'opération n'est pas co/nmutatiçe, mais elle est associative.
En effet, exprimons x en fonction de :ri, Xt en fonction de X2j X2 en fonction de x^ ; l'expression de x en fonction de Xz peut se trouver ou bien en remplaçant dans la valeur de x la quantité j?i par sa valeur en fonction de Xn, puis X2 par sa valeur en fonction de ^3, ou bien en cherchant d'abord la valeur de x^ en fonction de Xi et portant ensuite cette quantité dans la valeur de x.
D'après l'équation (8), une équivalence composée est propre ou impropre, suivant qu'on trouve parmi les composantes un nombre pair ou un nombre impair d'équivalences impropres.
Composons les deux substitutions
\Y, 0/ V— êY, ea /
Quelle que soit la substitution par laquelle on commence, le résultat est la substitution
D'après l'équation (i), c'est précisément la substitution
elle ne produit aucun changement, et s'appelle la substitution identique, ou substitution unité. D'après cela, les deux substitu-
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lions (12) sont réciproques Tune de l'autre; on les désigne par S et S~* ; on écrit
Une substitution ne change pas lorsqu'on la compose avec la substitution identique (i). On déduit de là très simplement la démonstration du théorème suivant :
VIII. Tous les nombres rationnels sont équii'alents entre eux, aussi bien proprement qu'improprement.
m . ni
Soient — et -7 deux fractions irréductibles, à termes rationn n
nels; e et e' ajant l'une ou l'autre des valeurs ±: i, on peut déterminer (§ 126) les nombres [x et v, [x' et v', de façon que l'on ail
mv — /ijji = e, • m'y — /i'(jL'=e'; il en résulte que
CD
sont deux substitutions linéaires. Par suite.
GJ)
est aussi une substitution linéaire, lelle que
Il en résulte
/n = am'-h p/i', n = ^m'-h^n';
d'où
c'est ce qu'il fallait démontrer. L'équivalence sera propre ou im propre, suivant qu'on a
8 = 8' ou 8 = — t'.
Chaque nombre est improprement équivalent à celui qui lui est
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égal et de signe contraire et à celui dont il est l'inverse; on a, en effet,
§ 129. — Développement de nombres équivalents
en fractions continues.
% Deux nombres étant équivalents, si l'un est irrationnel, il en est
de même de l'autre; si l'un est réel, il en est de même de l'autre.
Nous ferons ces deux hypothèses, c'est-à-dire que, dans la formule
(i) y= — l^, ao — Py = 5»
^ ^ -^X -ho ri'
nous supposerons x réel et irrationnel. Cherchons de quelle manière on peut déduire le développement de^en fraction continue de ce même développement supposé fait pour x. Soit
(2) 07 = (ao, «1, aj, . . ., a«_i, a?rt)
le développement de x, arrêté au quotient complet x,i ; n est pour rinstant indéterminé.
On en déduit
Portons cette valeur de x dans la formule (i); il vient
en posant [§ 128 (10), (6), ( 7)]
( R„=aP„+PQ„, R„_, = aP„_j-i-PQ„_i,
^^ 1 S„ = -rP„+8Q„, S„_j = -rP„-j + 8Q,_,;
d'où
En écrivant S^ sous la forme
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on en déduit que S„ finit par acquérir et conserver le signe de Y^ + 5, pour des valeurs suffisamment grandes de /i, puisque
^ a pour limite x quand n croît indéfiniment. Comme x est irra-
tionnel par hypothèse, cette quantité n^est pas nulle; nous la supposerons positive. Si elle était négative, il suffirait de changer simultanément le signe des quatre nombres a, p, y, 8, ce qui ne change rien à Téquation (i).
S/2 est donc positif pour des valeurs suffisamment grandes de n. Des formules (5), on déduit (§ 125)
On en conclut que, si n est assez grand pour que S„_2 et toutes les quantités S d'indice supérieur soient positives, Sn croît avec /i; donc
Développons maintenant le nombre rationnel ^ en une fraction
'* continue limitée
(8) ^- = (6oî ^!ï ^2) • •., ^//ï-l);
R' désignons par ^ Pavant-dernière réduite, de sorte que l'on a
D'après le théorème I du § 123, on peut supposer m pair ou impair; nous ferons en sorte que
En outre (§ 125, II), on sait que
on n'a d'ailleurs S'=: o que pour m=^ i, et l'on n'a.S,/= S' que pour /w= 2 et 6| = I, c'est-à-dire pour S„=: i ; d'après l'équation (7), il suffit de prendre n suffisamment grand pour que ce fait ne se présente pas.
D'après le théorème III du § 126, les nombres S' et R' sont entièrement déterminés par les conditions (9) et (10); d'après les
équations (6) et (7), R//_i et S,i_i vérifient ces mêmes conditions; il en résulte que
Il s'ensuit aussi que la fraction continue
terminée par le quotient complet Xni a pour valeur
elle est donc égale à y.
Si maintenant on développe Xn en fraction continue
3?ft = (^n» ^/i+l, ^/H-l} •••)»
on conclut de (2) et de (i i) les égalités
a? = (ao, «1, aj, ...,a/i_i, a/,, a^-t-i) ...)> y = (^Oî ^1» ^2i • • • î l>m-ïi ^/») ^/i+iî • • •)»
d'où cette proposition :
IX. Si Von développe deux nombres équivalents en fractions continues, ces développements sont identiques à partir d^un certain quotient incomplet.
On peut encore ajouter ceci. Lorsque l'équivalence est propre (e = H- i), les nombres de quotients incomplets qui précèdent les termes identiques sont de même parité dans les deux développements; lorsque l'équivalence est impropre, ces nombres sont de parit^ différente.
On voit aisément que la réciproque du théorème VI est vraie. Si les termes de deux fractions continues coïncident à partir d'un certain rang on peut les écrire de telle sorte qu'elles se terminent par le même quotient complet. Or, la valeur d'une fraction continue est équivalente à chacun des quotients complets [§ lâo, (2)] \ Aonc deux fractions continues terminées par le même quotient complet sont équivalentes.
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§ 130. — Nombres irrationnels quadratiques.
Lorsqu'on emploie le développement en fraction continue à la détermination des racines d*une équation du second degré, on trouve des relations simples et élégantes que nous allons établir.
Les racines d'une équation du second degré à coefficients entiers sont de la forme
(r) co = ar-H7v^5,
X, y et d étant des nombres rationnels, entiers ou fractionnaires. Si </ a un dénominateur, il suffit de le multiplier par ce dénominateur et de faire sortir le carré du dénominateur du radical; si d est divisible par un carré parfait, on pourra de même faire sortir ce carré ; on peut donc supposer que rf est un nombre entier dont aucun dis^iseur n'est carré par/ait. Nous supposerons d différent de I, sans quoi to serait rationnel; selon que d est positif ou négatif, to est réel ou imaginaire.
En changeant le signe du radical, on obtient le nombre
(2) (o'=ar— ^/5,
qui est dit conjugué de co; le produit des deux nombres w et co'
est appelé la norme de w (et de to'), La norme d^un produit de deux facteurs irrationnels quadratiques est égale au produit des normes de ces facteurs,
La norme d'un nombre imaginaire est toujours positive; la norme d'une irrationnelle quadratique peut être positive ou négative.
Les nombres co et (ù' sont racines d^une équation du second degré à coefficients rationnels
(3) o)*— aarco -har* — ^'û? = o:
pour rendre tous les coefficients entiers, il suffît de poser
(4) x^—dy^ = j 2a?=->
a, 6, c étant des nombres entiers premiers entre eux; Inéquation (3) devient alors
(5) CCI)' = a -H 6 w;
c'est une équation primaire à coefficients entiers.
Les nombres a, 6, c sont déterminés par les équations (4) ; ^^"^ signe commun reste indéterminé.
Le discriminant de Téquation (5) est
(6) D =6«-h4ac = 4c«^»c?;
nous l'appellerons le discriminant de V irrationnelle co. D est donc un nombre entier de même signe que d] je dis qu'il est divisible par d. En effet, soit p un diviseur premier de d\ il n'entre pas dans d avec un exposant supérieur à i ; donc p ne peut diviser le dénominateur de 2C^; par suite, il divise nécessairement D. Il
en résulte que 2cyesi forcément un nombre entier, et -r un carré
parfait. Pour déterminer le signe commun de a, 6, c, nous supposerons que le nombre non nul 2cy est positif; c et y sont donc de même signe. En posant
/d = icysjd^
^O et \fd seront tous deux positifs, ou imaginaires positifs; il vient alors, d'après (4) et (6),
(7) ù) = , to'= ,
ou, ce qui revient au même,
(8) Ci) = — — > (0 =
Donc :
Le système a, 6, c est déterminé sans ambiguïté par w; et réciproquement co est déterminé sans ambiguïté par a, 6, c.
Pour exprimer cette relation, posons
le nombre conjugué w' devra être désigné par
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Un carré pair est divisible par 4 ; un carré impair divisé par 4 donne le reste i ; il résulte donc de (6) que l'on aura
(il) Dso ou ^ï (mod 4)'
Cherchons enfin comment varient les nombres a, ft, c lorsqu'on passe de 0) à un nom'bre équivalent cOf . Soit donc
ao) -{- p So), — 8 :> Q -
(i2) ù)i= ^1 <o = , aô — PY = ô.
^ ^ yco -+- 0 — ytoi -f- a ^ ^
Si Ton pose
on déduit de (12), en rendant le dénominateur rationne),
Y*(ir» — j^*t/)-H 2y8:c-i- 8*'
__ oyCa:* — 7*rf) -f- (a8 -4- 8y)j7 -4- p8 ^
si (0| vérifie l'équation'du second degré (i5) CitoJ = «1 H- ^iWi,
il vient, d'après (12) et (5),
Cl ~~ — a Y* -4- 6 Y^ -h c 8*
«1 __ — aa*-h ftap -f- cp*^ Ct ~" — aY*-t- ^Yo -H cô*'
enfin, d'après (4) et (i3),
Posons maintenant
— tai = — aa* H-ôa^ -f-cP',
ibi = — 2aaY-f- 6(a8 -{- Py) -*~ 20^8, ec| = — «Y* -f- ^Y^ -i-c8*;
il en résulte
(17) yc=:yict;
y^ C| est doiic positif.
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En résolvant les équations (i6), on trouve
(ta = ato^ -f-6|^o — <?!?'»
f — £C = aiY* -H^iotY — cix*;
on en conclut que les nombres a^, bf, Ct n'ont pas de diviseur commun. Par un calcul simple, ou par Temploi de la règle de multiplication des déterminants, on trouve
Des équations (17) et (i 8) on conclut que les nombres ai, 6|, C| ont pour (U| la même signiGcation que a, 6, c pour cd; on doit donc poser
(20) co, = — -— =(«!, 6,, Cl).
L^équation (19) prouve que :
Deux irrationnelles équivalentes ont non seulement la même irrationnalité, mais aussi le même discriminant.
§131. — Nombres réduits à discriminant négatif.
Tout ce que nous venons de dire s'applique indislinclemenl aux irrationnelles quadratiques réelles ou imaginaires, à discriminant positif ou négatif. Il y a maintenant lieu de distinguer les deux cas; nous commencerons par celui où. le discriminant est négatif.
Considérons le nombre imaginaire
Ç et 7| étant réels; il suffit de prendre l'un des deux nombres conjugués Ç + r/;, \ — i'r\. Nous supposerons y^ positif et nous énoncerons la définition suivante :
Un nombre Ç H- jt), dans lequel le coefficient de i est positif , est dit réduit, lorsque \etr[ vérifient les conditions
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Ç et T^ élanl les coordonnées rectangulaires d'un point d'un plan, tout nombre o) est représenté par un point de ce plan; les affîxes
Fig. 26.
des nombres réduits sont situés dans la partie ombrée {/ig- 26), en y comprenant les limites de cette région que nous appellerons le champ principal.
Les conditions (2) montrent que
il est aisé de le vérifier sur la figure.
Lorsqu'on passe d'un nombre (o à un nombre équivalent (0|, la formule (12) du paragraphe précédent donne
(i\ c = («S-^P)-^^'«^i ^ I («s -^ B)(y; + 8) -4- «Y^'] -^ i^-Tj
Cette formule montre que ln^ est de même signe que t) ou de signe contraire, suivant que c est égal à +1 ou à — 1 , c'est-à-dire suivant que l'équivalence est propre ou impropre.
Si donc on se borne aux nombres, dans lesquels le coefficient de i est positif, l'équivalence propre est la seule à considérer. Voici un théorème fondamental :
L Toute irrationnelle quadratique imaginaire, dans laquelle le coefficient de i est positif, est équivalente à un nombre réduit.
Soit a le nombre entier le plus voisin de Ç ; co — a vérifiera la première des conditions (2),
liH UTBx n. — us
Si la quaDlilé
( 5 f r* = « ; — ai' — T^* = to — a ai' — ai
e^l supérieure ou égale à i . le nombre <i> — 7, équivalent à Ci», est le nombre réduit cherché. S*il nVn n'est pas ainsi, développons <i> en fraction continue, en posant
(€,) to= a -;
o>| = Ç| -ï- 17.1 sera aussi équivalent à g>.
Opérons sur cof comme sur co; si le nombre co, — z, n'est pas un nombre réduit, posons
et ainsi de suite.
Considérons la suite des quantités analogues à (3),
Il reste à montrer qu'après un nombre fini d'opérations, on obtient une quantité r^ supérieure ou égale à i. D'après l'équation (6), on a
d'où, en comparant les parties imaginaires des deux membres de (C),
'Il-
On trouve ainsi la suite des équations
D'autre part, on a et, par suite [§ 130 (6)],
C étant un nombre entier. Des nombres équivalents ayant même
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discriminant, il en résulte
1711= y ITt^z^z , . . .,
C|, C2) • • • étant des nombres entiers et positifs. L'équation (8) montre alors que
(9) cx^r'^c, c,= rîci, C3=r5c,, ...;
si les nombres z*^, rj, r^, . . . sont plus petits que i, il en résulte
(10) c > Cl > c,> . . . > Cv+i;
mais il n'y a qu'un nombre limité d'entiers inférieurs à c ; cette suite ne peut donc être indéGnie^ notre proposition est donc démontrée.
Les nombres réduits, dont les affixes sont sur les limites mêmes du champ principal, sont équivalents deux à deux, savoir
(a) o) = — j '-+- ttj et 0)1 = o) -h I = J -h tr,
(ce sont les points a et a' de la figure);
(6) ta =^ — \ -\- i7\ et coi = ={-1-4*7^,
à condition que $=^-1-7^^=1. (Ce sont les points b et b' de la figure.)
Ces points exceptés, on peut démontrer le théorème suivant :
IL A V exception des points (a) et(b), deux nombres réduits ne sont jamais équivalents.
Soient
(11) (|> = $-+-T,t, a>i = {,H-Tii4
deux nombres réduits non identiques; supposons
ce qui ne restreint pas la généralité du raisonnement; la formule (4) donne alors
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el, par suite, d'après (12),
(14) (T5-+-o)*-HT*'i5^i;
en tenant compte de (3), il vient
(i3) ii^wih^:
Y étant entier, on ne peut faire que deux hypothèses :
(?) T = =ti.
Dans le cas (x), on a
et, par suite,
les équations (12) et (i3) montrent alors que 7|=7;i et, enEo, de (4)9 il résulte
Pour que ce résultat soit compatible avec les conditions (2), il faut, ou bien que ii = i, ^ = 0 et, par suite, que o), soit identique à (0 ; ou bien que p=±:i, Ç, = — Ç = dt.'; c'est le cas (a).
Dans le cas (P), où Ton suppose y = ±:i, l'équation (i4) donne
Donc, deux hypothèses possibles :
1*» 8 = 0, Py = — «» Ç*-+- >)*=!, ^ii^i);
donc, d'après (4),
l'hypothèse Çi = $ étant exclue, il faudra Ç| = — Ç, a = o ; c'est le cas d'exception (6).
2» 8=±i, ($±:i)«+7iîgi,
donc, d'après (3),
D'après les conditions (2), la valeur absolue de Ç±: r est au
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moins égale à ^ ; il. résulte donc de là que
Ç=-hî» V = "-f»
par suile, d'après (i3),
et, diaprés (2),
ce qui donne l'un ou l'autre des cas d'exception (a) et (6). Le second théorème est ainsi démontré.
En voici un troisième :
III. A un discriminant négatif donné D, il ne correspond qu'un nombre ^ni d'irrationnelles réduites.
D'après la représentation des irrationnelles [§ 130(7)], on a
y/D-hb . b v^ITd
œ= , ç = — ' TQ = ;
de l'inéquation (3) ïi^^I, il résulte que et, par suite.
ce qui montre bien que,D étant donné, il n'y a qu'un nombre fini de valeurs pour le nombre entier et positif c. D'autre part, la condition .
donne
Donc, à chaque valeur de c, il ne correspond qu'un nombre fini de valeurs pour b.
Si l'on réunit dans une même classe tous les nombres équivalents, on a donc démontré la proposition suivante :
IV. Les classes formées par les irrationnelles quadratiques ayant un discriminant donné sont en nombre ^ni.
§ 132. — Nombres réduits à discriminant positif.
Nous avons mainlenaul à examiner d^une façon analogue le cas de d positif, c'est-à-dire le cas des irrationnelles quadratiques réelles.
Le nombre co = x 4- j/- y/rf est dit réduit quand il satisfait aux conditions suivantes :
(o est positif et plus grand que i ; le nombre lo' conjugué de (ù est négatif et en valeur absolue plus petit que i.
Elles s'expriment par les inégalités
(i) o<iy^d — x<i\<,yyJd->rX,
Considérons encore ^,^ comme les coordonnées rectangulaires d'un point d'un pian; chaque point de ce plan sera l'afiixe d'un
Fig.
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grand que i. Reste à faire voir que, pour des valeurs sufOsamment grandes de /i, le nombre wj,, conjugué de (i)„, est négalif et, en valeur absolue, plus petit que i. Cela résulte des formules
suivantes.
^ désignant une réduite, l'équation (2) donne
P„Wa-hP„_,
Q/»w/» + Qii-i d'où
Q„_,a>-P«_, Qn-i (-ï)«
(3) co„ =
Q^to — P„ Q;, Qn(Q«w — P/,)
Changeons dans cette équation d en — y/t/, (oetcoy, se changent en 0)' et o)^,, et Ton déduit de (3)
Pn-l
r.x / __ Qg-ifa)'. — P/,-1 _ Q«-i Q/i-i
Pour des valeurs suffisamment grandes de /2, les nombres
W -;r— j eu :
diffèrent aussi peu que l'on voudra de la différence non nulle
(ù' — (o = — 2y^d; l'équation (4) montre alors que co^ est négatif. Qrt — Qrt_« est un entier positif au moins égal à i ; la fraction
tend vers o, quand n augmente indéfiniment; l'équation (5) montre alors que (0^^+ i est positif pour des valeurs suffisamment grandes de n. Le théorème I est ainsi démontré.
Le nombre conjugué de co' étant le nombre donné o), il en
résulte que (ù et 7 sont réduits simultanément.
P<r '•,/,r. .•*-, 'i* n* :•* -' z-k* lîr* r**-i i^* n x -î^ n tf z^^fl^i rue i
\'ii%*wi*: — , et sODl b>a* deax d«* nooibnîâ reiiilSw -
#r» f^'*iï\\t qrj^x e-sl le p!ui grand entier conceno dans : •• est
4:uû*'Tf:fntul d»'t>rrrrjiné par co', : donc aos5Î «> par«»|. D'oè cette proposition :
IIL Ijfir%qu^on dés;eloppe un nombre réduit b» eji fraction continue, tou% les quotients complets o». sont aussi des nombres réduils; l'un de ces quotients ci>, détermine les quotients «i-i ^t *»>n^i qiti le précèdent et le suivent.
^ \X\, -- Déreloppement des irrationnelles gnadratignas léeDes
en fractions continnes.
IV. Les nombres réduits correspondant à un discriminant donné sont en nombre fini.
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Pour le voir, il suffit (§ 130) de mettre l'irrationnelle g) sous la forme
Le nombre conjugué a pour expression
, b — ^D — ia
Pour que co soit réduit, il faut et il suffit que
y/D étant positif, c devra être positif-, on en conclut
La seconde représentation de w fournit une autre forme de cette condition :
(5) o</D — b<ia<^-hb,
Donc a, 6, c sont positifs et 6 est inférieur à v^- Soit "k le plus grand entier contenu dans \/D :
b aura Tune des valeurs i , a, 3, . . ., X, en observant que 6 et D devront être de même parité. Il faut alors déterminer a el c de
manière que
et
a devra être compris entre les mêmes limites que c. Une seule de ces limites est un nombre entier; on pourra donc remplacer la limite inférieure par le nombre entier immédiatement supérieur, ou bien la limite supérieure par Tentier immédiatement inférieur.
b n'aura donc qu'un nombre fini de valeurs; par suite — - — ne
pourra être décomposé en an produit de deux facteurs entiers que d'un nombre limité de manières; parmi ces décompositions, il ne faudra conserver que celles dont les deux facteurs sont compris entre les limites (7). En outre, îl faut laisser de côté toules les combinaisons où les nombres a^ b, c ont un diviseur commun. Nous avons ainsi la possibilité de déterminer tous les nombres réduits correspondant à un discriminant donné (§ 130).
Nous désignerons, dans ce qui suit, ces nombres par le symbole
parce que y et c sont positifs.
Des propositions III (§ 132) et IV (§ 133) résulte alors ce théorème importan t :
V. Zre développement en fraction continue d'un nombre réduit a> est périodique.
Cela signifie que, si Ton met co sous la forme
(9) w = (ao, «1, «2, ...),
les quotients incomplets a se reproduisent dans le même ordre après un certain nombre d'opérations; si la période se compose de V termes, on aura donc
«0 = Œv = *ÏV = . . . , «1 = av-»-i = otïv-Hi = . . . .
«V-t = 3tjv-l = ^IjV— 1 = • . .
On pourra donc désigner toute la fraction continue par la seule indication de la période et écrire, par exemple,
(10) w = [ao, «1, ..., 5tv_i].
Ce théorème signifie évidemment que le quotient complet o)v est identique au nombre (o; c'est ce que nous allons démontrer. Les quotients complets coy sont des nombres équivalents; ils correspondent donc au même discriminant et, par suite, leur nombre est fini.
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Dans la suite des quolienls complets (o, (0|, (02, ... on devra retomber sur un nombre déjà trouvé. Soît Wy le premier de ces quotients que Ton retrouve; coy serait nécessairement égal à (o; sans quoi (§ 132, III) on aurait déjà dû retrouver ctXy.i .
Il en résulte que tous les nombres réduits, correspondant à un même discriminant, peuvent être groupés en périodes
(11) (l)y (1)1, (1)1, •••) ^V— Il ' ' "t
de telle sorte qu'en désignant par
«0, tti, aj, . . ., «v—i, les plus grands entiers contenus dans ces nombres, on ait
(0 = [«0» «i» • • -, «V-lJ»
cuj = [ai, «j, . . ., ao ],
formules qui donnent le développement en fraction continue pour chacun de ces nombres.
Si la totalité des nombres réduits n'est pas épuisée par une seule période, on en formera une seconde et ainsi de suite. Un nombre quelconque co détermine le nombre qui le précède et le nombre qui le suit dans la période; donc deux périodes distinctes n'ont pas de nombre commun.
Ces périodes donnent lieu à la proposition suivante :
VI. Les nombres réduits appartenant à la même période sont équivalents; ils ne le sont pas, s'ils appartiennent à des périodes différentes .
La première partie est évidente, puisque les nombres d'une même période sont les quotients complets qu'on trouve en arrêtant le développement à l'un quelconque d'entre eux; la seconde se démontre en remarquant [§ 129, IX] que les développements en fraction continue de deux nombres équivalents fînissent par se terminer par les mêmes quotients complets. Si donc les deux fractions sont périodiques, elles appartiennent nécessairement à la même période.
Supposons qu'on ait formé, d'après les règles données au commencement de ce paragraphe, le système complet des nombres
réduils correspondant à an discriminant donné D; il est alors facile d'en former des périodes et de trouver les dénominateurs x des fractions continues. Soit, en effet
un de ces nombres, et
Ci3) ù)i =
2Ci /D — 6,
le nombre de la période suivant immédiatement ci>; si a est le plus grand entier contenu dans (o, on aura
fi4) (I) = a H > (Oi =
Diaprés (12) et (i4) il vient alors
(Of = — z ;
/D -1-6 — ICOL
d'où, en tenant compte de (i3),
(i5) rt, = c, ôi = 2ca--6.
Réciproquement, si deux nombres réduits (a, 6, c), («i, 6|, Cf), correspondant au discriminant D, vérifient les équations (i5) à condition que a soit entier, le second suit le premier dans la période. En effet, les équations (i5) entraînent Téquation (i4); il en résulte (II) que a est le plus grand entier contenu dans w.
Les équations (i5) déterminent donc (Oi complètement et sans ambiguïté, lorsque (o est donné.
VII. On range donc les nombres (a, 6, c) de gauche à droite de telle manière, que le dernier nombre c d'un nombre réduit soit égal au premier nombre a^ du suivant, et que la somme b-^-b^ des nombres intermédiaires de ces deux nombres réduits consécutifs soit divisible par ic. Cette disposition n'est possible que d'une seule manière; le quotient de b + bx par :icest le quotient incomplet a, qui figure dans la fraction continue.
B«— 4AG = D
les deux racines Û et Û' de cette équation sont des irrarionnelles quadratiques de discriminant D; si on les développe en fractions continues, on arrivera (§ 132) à des quotients complets (0| et (02, qui seront réduits, qui appartiendront par suite aux périodes dont il a été question précédemment.
Reste à déterminer si ces nombres (0| et (02 sont contenus dans la même période ou dans des périodes différentes.
D'après la proposition VI, ils ne pourront appartenir à la même période que si Û et û' sont équivalents. Appelons nombre bilatère (•) toute irrationnelle quadratique équivalente à sa conjuguée; on pourra dire que le développement en fraction continue des racines de l'équation (16) conduit à une seule ou à deux périodes différentes, suivant que ces racines sont bilatères ou non. La période elle-même fait connaître le cas dans lequel on se trouve.
0) étant un nombre réduit, w' le conjugué, -, est aussi un
nombre réduit; si û est équivalent à co, û' est équivalent à co' et,
par suite, aussi à 7 (§ 129).
Si l'on a
0) = (a, bj c),
on aura, d'après (12),
D'après l'équation (9) du § 132, , se rattache à r^
comme (0| à o). Si donc la période de o) est
(') ^\\^\.èTt, zweiseitigf d'après Dedekind; a7ice^.s d'après Gauss; ambïg, Di- RiCHLBT, Leçons sur la théorie des nombres, \* édit., p. 189; 1894.
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la période de -, esl
Si la période do déreloppemeot en fraction continoe de w
celle de , sera
c'est donc la précédente renversée.
Par suite, si oj est équivalent à Cl>^ donc à f ces périodes
doivent être identiques (VI); en commençant à un terme convenable, la période de co doit être réversible.
En d'autres termes : dans le développement en fraction continue de oj, on doit pouvoir choisir deux éléments tels, que le développement soit le même, qu'on le lise de Tun des nombres vers la gauche ou de Tautre vers la droite.
Ou encore : pour une valeur de k convenablement choisie et pour 1 = 1, 9., . . . , V — I , on doit avoir
Réclproquement, si la période est réversible, co est équivalent à 7 et, par suite, aussi à co'. D'où cette proposition :
VIII. Le développement en fraction continue d'un nombre bilatère possède une période réversible; réciproquement, un nombre possédant cette dernière propriété est bilatère.
Remarquons pour terminer que les irrationnelles quadratiques réelles se distinguent de tous les autres nombres par cette propriété de pouvoir être développées en fractions périodiques.
Soit en effet co un nombre développé en fraction continue, iùn et iHfn deux quotients complets, on a
Si donc la fraction continue est périodique, soit dès le début,
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soit à partir d'un certain terme, on aura pour deux valeurs diffé-
rentes /n et Al
en éliminant (O/i, on obtiendra pour (o une équation du second degré
Pm— wQ/n Put-l— wO;„_,
§ 134. — Exemples.
Pour montrer l'application de la méthode, nous allons efiectuer les calculs sur quelques exemples; on peut naturellement en augmenter le nombre à volonté.
On commence par déterminer les nombres réduits correspondants à D, d'après la proposition IV (§ 133). Le plus grand
entier contenu dans \/D est X= 5; donc b ne peut prendre que
les valeurs
On en conclut
ac = = 7» >» !•
Les limites qui comprennent les entiers a et c sont^ d'après la condition (7) du § 133,
correspondant aux trois valeurs de b. On obtient donc un seul
nombre réduit
La période n'a qu'un terme et le développement en fraction continue de (o est
CD
On a ici X = lo, et 6 = 2, 4^ 6, 8, lo; donc
ac = 28, 25, 20, i3, 4 ;
les limites pour a et c sont
Il faut encore écarter les cas où a, 6, c ont le diviseur commun 2 ; on obtient donc comme nombres réduits
on peut en former une seule période
(4,10,1), (i,io,4), (4,6,5), (5,4,5), (5,6,4), (4, «o, 1) ....
On trouve pour le développement en fraction continue
CO = 5 -h /iQ = (CO, 2, 1, I, 2).
ac = 18, i5, 10, 3.
Limites pour a et c :
4,5; 3,6; 2,7; 1,8; nombres réduits :
Période :
Développement en fraction continue
X=6, 6 = 1, 3, 5, ac = 9, 7, 3. Limites de a et c :
o,j, 2,4, ^j^î nombres réduits :
période :
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fraction continue à période réversible :
Dans tous ces cas les périodes sont réversibles.
ac = 36, 33, 28, 21, 12, 1.
Limites de a et c :
6,7; 5,8; 4,9; 3,îo; 2,11; 1,12;
nombres réduits :
Trois périodes dont une avec un seul terme et deux à trois termes :
fractions continues périodiques :
la première est réversible; les deux autres se transforment l'une dans l'autre par renversement.
X = II, 6 = 2, 4, 6, 8, 10, ac = 33, 3o, 25, 18, 9.
Limites pour a et c :
5,6; 4,7; 3,8; 2,9; 1,10; nombres réduits :
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périodes :
fraclions conlinaes périodiqaes :
[1,3,3, 1,1, 1], fio. 1,4, i],
deax périodes distincles, toutes les deax réversibles.
§ 135. — ÉqiuHion de Pell.
Soit <t> un nombre réduit de discrimiDant D; eo le développant en fraction continue, il vient
il) ^=ri m — »
on aura d*ailleurs iû„= co, lorsque n est un multiple du nombre v des termes de la période. La formule (1) donne alors
(-i) QnCUÎ = ( P« - Q,_, ) CD -H P,_,.
Supposons que co soit racine de Téquation du second degré [§130,(5)]
(3; cu}^= a -h bta avec D = 6*-+-4«o;
a, 0, c étant premiers entre eux, l'équation (2) doit se déduire de (3) en multipliant les deux membres de cette dernière par un facteur entier. Ce nombre étant //, on aura donc
(i) Q/t=wc, Prt_, = aa, P«— Q„_|=u6.
Posons enfin (5) P«-+-Q«-i=?,
/ sera aussi un nombre entier et positif; il résulte alors de (4)
et (5)
t-^bu p^ = — - — ' Q/. =ca,
p ^ t — bu
GH4P1TRB XI. — FRACTIONS CONTINUES
portons ces valeurs dans la relation
il vient
(7) t^ — Du*=r--{ — l)n/^,
L'équation (7) s'appelle V équation de PelL
D étant supposé donné, il s'agit d'en trouver toutes les solutions entières en / et u. D'ailleurs, si elle admet la solution t et ;/, elle admet aussi la solution — i, — w ; on peut donc se borner à chercher les solutions positives.
Les formules (4) et (5) nous font connaître une infinité de ces solutions; il suffit de choisir pour n un multiple quelconque du nombre V, pour u le plus grand commun diviseur de Q^, P^-i,
P„ — Q/ï_i? ou même simplement le nombre— ; puis de déter-
miner t par l'équation (5), ou encore à l'aide de l'équation (7), une fois qu'on a déterminé u.
Si V est impair, et n un multiple impair de v, on a
(8) /«— Dw* = — 4;
mais si v est pair ou n un multiple pair de v, on aura
(9) <«~-Dw« = 4.
L'équation (9) possède la solution évidente ^:^ di 2, // -- o; dans toutes les autres solutions de (8) et de (9), t el u sont différents de zéro; nous ne considérerons que les solutions positives.
Nous allons maintenant démontrer que d'une solution quelconque de l'équation (3) on peut déduire, à l'aide des formules (4) et (5), toutes les solutions des équations (8) et (9).
Soit donc (i, u) une solution positive de l'équation (8) ou (9), et (i> = (a, 6, c) un nombre irrationnel réduit de discriminant D. Déterminons, par les formules (6), les quantités P„, Q«, P„_i, Q/i-1 ; ce seront évidemment des nombres entiers puisque t et bu sont de même parité. De l'équation (3), vérifiée par to, on déduit alors (2), d'où
(10) ^=r\ Tx >
de (8) ou (9) on conclal
(II) P«Q/»-i — Q«Pi.-t = =pi,
en prenant, comme dans les formules suivantes, le signe supérieur ou le signe inférieur, selon que la solution (t^ u) appartient à l'équation (8) ou à l'équation (9).
D'autre part, les formules (6) donnent
sJ« — V!/»-i— f
(ûT, 6, c) étant un nombre réduit, on a
donc
mais u et t sont des nombres positifs et entiers; D est plus grand
que i; donc i/y/D -[- t est plus grand que 2; donc Qn — Q«_i est plus grand que o, si l'on prend le signe supérieur, et plus grand que — I, si l'on prend le signe inférieur.
Q« — Q/i_i devant être un nombre entier, ce* nombre est donc supérieur ou égal à o ; par suite
l'égalité n'ayant lieu que dans le cas où {t, u) est solution de (9). En outre, comme b <C ^D [§ 133, (4)]> oii aura
^ t — bu^ t — uy/D /«— .a«D q= 51
Q//-1 est donc nul ou positif; il ne peut être nul qu'en prenant le signe supérieur, c'est-à-dire dans le cas de l'équation (8). On en conclut
l'égalité avec la limite inférieure ne pouvant avoir lieu que dans le cas de l'équation (8); avec la limite supérieure dans le cas de l'équation (9).
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Développons maîntenant la fraction -^ en fraction continue limitée
en choisissant n de telle sorte (§ 123, I) que Ton ait
Appelons ^p l'avant-dernière réduite, il vient
P«Q-P'Q«= + i; d'après la proposition II, § 125, on a
l'égalité avec la limite inférieure n'a lieu que pour /i= i, c'està-dire dans le cas du signe supérieur ; avec la limite supérieure que pour /i = 2, c'est-à-dire dans le cas du signe inférieur. Il en résulte, d'après III, § 126,
Q'=Q«-i, P'=P»-t, donc, d'après (lo),
donc [ao,ai,a2, •..,«„_!] est une période de la fraction continue (0, dont on déduit, par les formules (4) et (5), la solution (^, u) de l'équation (7). Il est donc bien démontré qu'on trouve de celte manière toutes les solutions de (7).
On peut encore déduire de là quelques conséquences importantes. Soient {tj u)j (f^, U\) deux solutions de l'équation (8) ou (9), pouvant appartenir d'ailleurs à des équations différentes; on aura, dans tous les cas,
(i3) /« — <î>D(a«— wj) — 8.
Supposant w > ^4 , on aura
a* — mJ =(u — Ui){u -}- Ui)l2;
comme D est congru à zéro ou i (mod 4) et ne peut être un carré parfait, D est au moins égal à 5. On conclut alors de (i3) que t est supérieur à tt .
Donc, u croissant, il en esl de même de /; si donc u a la plus petite valeur positive possible, il en est de même de t. On peut donc parler d'une solution positive minima; nous la désignerons par T, U. On l'obtient, lorsque dans les formules (4) et (5) on prend pour n sa plus petite valeur le nombre v des termes de la période. Si donc v est pair, on ne peut résoudre que l'équation (g), non l'équation (8); si v est impair, on peut résoudre aussi bien l'une que l'autre. Comme ce fait ne peut dépendre que du discriminant D et non du nombre particulier (o, il en résulte que :
IX. Pour un discriminant donné, les différentes périodes contiennent toutes un nombre pair ou toutes un nombre impair de termes.
Si D est pair et par suite divisible par 4i il en sera de même de /, et tous les termes de l'équation (^) sont divisibles par 4- Si D est impair, ^ et a sont de même parité \ s'ils sont tous deux impairs, leurs carrés, comme ceux de tous les nombres impairs, soni congrus à i , suivant le module 8; il en résulte
D = 5 (modS).
Mais il n'est pas toujours possible, lorsque cette condition esl remplie, de résoudre l'équation (7) à l'aide de nombres impairs (*).
Si D ^^ I (mod. 8), il faut que t et u soient pairs.
Les exemples du § 134, traités de cette manière, donnent les solutions positives minima de l'équation de Pell; le facteur 4 a étr supprimé autant que possible.
( » ) Voir Caylby, Note sur l'égiiation x^ — Dy^ = ± 4, D - - 5 ( mod. 8 ). {Journal de Crelle, l. 53; Mathematical Papers, vol. IV.) — Degen a calculé cle< labiés pour la solution de l'équation de Pell sous la forme j^' = 00:?' -+- 1 (Canon- Pcliianus, Havniae^ '817). — La Théorie des nombres de Leoendre contient aussi une table analogue.
CHAPITRE XI. — FRACTIONS CONTINUES. ^6g
§ 136. — Détermination de toutes les solutions de l'équation de Pell
à l'aide de la solution positive minima.
Soit (^, u) une solution de l'équation de Pell; l'expression
dont la valeur est égale à itz i , est la norme des deux nombres conjugués
Nous les appellerons les unités appartenant à y/lD. Si donc (^1, i/i), (t2j U2) sont deux solutions positives ou négatives de l'équation de Pell,
les deux nombres
dl = y V*=
ont pour norme itz i ; il en est de même de leur produit
A -A fi - ^»-^"^»V^ Oj = Oj Wj = •
Les valeurs de ^3 et Uz sont
ce sont donc des nombres entiers.
En effet, si D est pair, il en est de même de /» et ^3 ; si D est impair, /f eti/f sont de même parité, et, de même, ^2 ^t a^. O3 est
donc aussi une unité appartenant à y/D ; donc :
Le produit de deux (ou plusieurs) unités est encore une unité.
8 étant une unité quelconque, ± 6"* est l'unité conjuguée.
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Parmi les anîtës différentes de ±: i, il y en a toujours quatre qui
s^associenl, savoir
±0, zh e-t ;
Tune d'elles est positive et plus grande que i ; c'est celle qui correspond aux valeurs positives de t el u; une autre est positive et plus petite que i; les deux autres sont négatives. En désignant par (T, U) la solution positive minîma, le nombre
est la plus petite unité positive appartenant à ^D et plus grande que I. Nous allons prouver qu'en désignant par n un entier quelconque, toutes les unités appartenant à ^D se représentent par 0*. Montrons à cet effet que, pour n positif, cette expression représente toutes les unités plus grandes que i . Si 0| est une quelconque de ces unités, elle sera comprise entre deux puissances consécutives de 9, puisque ces puissances croissent indéfiniment avec n :
et, par suite,
i^eie-«<e.
Mais 6|9~~'' est aussi une unité; si donc Tégalité n'a pas lieu, 0|9~'* est supérieur à i et inférieur à 0; conclusion contraire à l'hypothèse que 0 est la plus petite unité positive supérieure à i; donc on devra avoir
ou
DE GAUSS
Pour relier les considérations précédentes à la théorie bien connue des formes quadratiques de Gauss, nous allons ajouter quelques remarques, qui ne sont d'ailleurs pas essentielles pour la suite des idées; on pourra donc les passer sans inconvénient.
( ' ) Voir Disgu. aritkm., art. 183 ff ; Dirichlet-Dedekind, Leçons sur la théorie des nombres, 4%édit., § 62 et 72.
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De chaque irrationnelle quadratique
on peut déduire une forme quadratique déterminée, désignée (d'après Gauss) par
©(A,B,C) = ( — a,^6,c), ou =( — 2a,6,2c)
(suivant que 6 est pair ou impair); son discriminant est égal à y ou à D. Le nombre conjugué
donne la forme — cp, dont les coefficients sont opposés à ceux de «p. Les nombres (o et to' sont les racines de la forme y = o ou — cp = o. De même, — (o et — to' sont les racines de la forme <f'= (A, — B, C), opposée à <p.
Gauss réunit en une même classe les formes de même discriminant qui sont proprement équivalentes; reste à indiquer la relation existant entre le nombre qui représente la classe de Gauss et le nombre qui indique la classe de to, c'èst-à-dire le nombre des périodes appartenant à un discriminant donné. On y parvient à l'aide des propositions suivantes :
1. Pour que les deux formes ff et — <p soient improprement équivalentes, il faut et il suffit que V équation t^ — Da^= 4 puisse être résolue en nombres entiers.
Nous admettrons ce théorème comme démontré. On y parvient par la considération des périodes des formes réduites; on peut aussi, sans se servir de cette théorie, suivre la voie par laquelle on ramène la transformation d'une forme quadratique en elle-même à la résolution d'une équation de Pell.
2. Siiùet iù' sont proprement équis^alents, il en est de même de tf et de — «p.
C'est ce que montrent les formules (i5) (§ 130), en y faisant «1 = — a, 6i=^ — 6, Cl = — c, £ = i.
De ces formules, il résulte aussi que :
3. Si (0 et (!>' sont proprement équivalents, ç est impropre-
ment équivalent à lui-même; par suite, f et f' sont proprement équivalents.
Les réciproques de ces propositions sont conséquences des mêmes formules.
Considérons maintenant les deux groupes
(û) II), — (Ji, U>', — U)',
dont les termes se correspondent d'une façon univoque. Lorsqu'on remplace co par un nombre équivalent coi, on obtient un nouveau groupe û| ; il lui correspond un groupe 4>|, dont les formes sont proprement équivalentes avec les formes correspondantes du groupe 4>. Nous distinguerons deux cas : a. Si l'on peut résoudre l'équation
si donc le nombre des termes de la période de la fraction continue (I) est impair, (p est improprement équivalent à — ^ , mais proprement équivalent à — ç' ; ^ représente deux classes de Gauss ; si cp est improprement équivalent à Jui-méme, c'est une classe anceps.
De même, Û représente deux classes de nombres co; une seule, si (I) et <j>' sont équivalents. Dans le cas actuel, w est improprement équivalent à lui-même; par suite^ si co et co' sont équivalents, cette équivalence est impropre; donc (3) cp appartient à une classe anceps.
Le nombre des classes de Gauss est donc égal à celui des classes des nombres w.
Si l'on peut résoudre l'équation
/«—Du» =4,
le nombre des termes de la période est pair, le groupe 4> représente quatre ou deux classes de Gauss; le dernier cas se présente lorsque y est proprement équivalent à — <p ou à ©', c'est-à-dire lorsque to est équivalent à w'.
Le nombre des classes de Gauss est donc double de celui des classes des nombres (o.
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§ 137. — Calcul approché des racines réelles d'une équation numérique
par l'emploi des fractions continues.
A la théorie des fractions continues se rattache un procédé indiqué par Lagrange, pour calculer les racines réelles d'une équation numérique avec telle approximation qu'on voudra; nous allons l'exposer en quelques mots.
Soit f{x) = o une équation à coefficients réels, ayant au moins une racine réelle. Par l'une des différentes méthodes, dont nous avons parlé dans les Chapitres VIII et IX, on pourra toujours trouver un entier a©, tel qu'une ou plusieurs des racines de /(^) soient comprises entre a© et a© + i .
Transformons alors f{x) à l'aide de la substitution
ar = ao H ;
la fonction transformée fi (x^ ) aura une ou plusieurs racines supérieures à l'unité. Déterminons ensuite un nouveau nombre ai , entier et positif, tel qu'entre Ux et a^-^i se trouvent une ou plusieurs racines de /i(a;i); transformons f\{oCi) par la substitution
en /^{x*^) ; l'équation f2 = o aura au moins une racine supérieure à l'unité comprise, par conséquent, entre deux entiers consécutifs aj et a2-h I, .... Finalement on arrivera à isoler, par ce procédé, une seule racine: la suite des réduites
(«o)» («0, «l)» («Oi«l>«l)> •••
forme une suite de nombres rationnels, qui sont alternativement supérieurs et inférieurs à une racine x et qui s'en approchent indéfiniment. En s'arrétant à la réduite
elle différera de la valeur de la racine de moins de ^ •
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La grandeur du dénominateur donne immédiatement la mesure de l'approximation atteinte.
Habituellement on trouvera ao, ai, a2, . . • en ayant égard aux changements de signes des fonctions y, f\ , f^^ ....
Pour donner un exemple de ce procédé, prenons réquation du troisième degré, déjà considérée précédemment,
a?* — aar — 2 = 0.
Elle a une racine entre i et 2 ; îl faut donc poser
ao= I.
En effectuant les transformations successives, on obtient la suite
des équations
a?' — aar — 2 = 0, ao= j,
Sa?' — x^ — 3ar — 1=0, ai= i,
257* — 4^* — 8ar — 3 = 0, «1= 3,
937* — 22a?* — i4a? — 2 = 0, as= 2,
356ia?' — 9o83a7' — 19137 — 1=0, ««= 2;
donc
les réduites successives sont
25oi '
Convertissons les deux dernières fractions en décimales; on obtient pour x les deux limites
Terreur, par défaut, de la dernière valeur est inférieure à
Dans le cas actuel, on obtient après peu d'opérations, ud résultat très approché; cela tient à ce fait, qu'on trouve à la cinquième opération le grand quotient incomplet 96. Dans la plupart des cas, les quotients incomplets sont de petits nombres; les
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numérateurs des réduites n'augmentent que lentement, et c'est péniblement qu'on arrive à un résultat très approché.
La recherche de ces grands nombres, tels que qS, est facilitée par la remarque suivante : lorsqu'une racine d'une équation a une valeur très grande, le coefficient changé de signe du second terme de l'équation (supposée complète) est une valeur grossièreiÉient approchée de cette racine. Ainsi, dans l'avant-dernière des équations précédentes, ce coefficient changé de signe est 94 ^ il a servi à trouver g5.
§ i38. — Racines commensurables d'équations à coefficients entiers.
Équations réductibles.
Nous terminerons ce Chapitre par quelques remarques sur les équations à coefficients entiers ; quoiqu'elles ne se rattachent pas directement à la théorie des fractions continues, c'est ici qu'il convient de les faire.
Lorsque les coefficients d'une équation sont commensurables, on doit d'abord chercher si l'équation admet des racines commensurables. L'équation
ayant des coefficients rationnels, on les ramène à être entiers en multipliant tous les coefficients de l'équation par un multiple commun des dénominateurs.
On pourra supposer, en outre, que Uq est égal à 1 ; il suffit de former le produit a""^ f{x) et d'y poser
pour que l'équation prenne la forme Soit donc
une équation à coefficients entiers. Une racine commensurable de l'équation (i) ne peut être fractionnaire. En eflet, si l'équation (i)
et supérieur à i, on aurait, après multiplication par q^~^ ^
admettait la racine ^9 p et q étant premiers entre eux et q positif
- — v- at/?»-* -h a,^/>«-'-h . . . -^ anq*^'^ = o.
11 faudrait que — fût entier, ce qui est impossible.
Si donc Téquation (1) est vérifiée par une valeur entière de x, on voit que cette valeur est nécessairement un diviseur de a^; il suffit donc d'essayer tous les diviseurs de a«, affectés du signe + et du signe — .
La recherche des racines commensurables d'une équation à coefficients entiers est un cas particulier d'un problème plus général : étant donnée une fonction rationnelle et entière à coefficients entiers
rechercher si elle admet des diviseurs de la forme
^{x) = x^-\- airr^-*-h. . .-t-av,
V étant inférieur à n, et les coefBcients de ^{x) étant rationnels. S\f{x) est divisible par ^(^), le quotient est une fonction rationnelle i({x) de degré n — v :
f{x) sera aussi divisible par ^(.a:); donc, pour la recherche des diviseurs, nous pourrons toujours faire l'hypothèse
vS -/i.
De plus, il résulte des propositions du § 2, que les coefficients a et p des fonctions ^ «et i( sont nécessairement des nombres entiers.
Pour reconnaître si la fonction /(a:) est décomposable de cette manière, on prendra une fonction~ç(^) avec des coefficients indéterminés, et l'on divisera f{x) par f (x) [§ 3]. Le reste sera de degré v — i ; en égalant à zéro ses différents coefficients, fonctions rationnelles des indéterminées a/, on aura v équations auxquelles
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doivent satisfaire ces coefficients. En éliminant v — i des indéterminées, on trouvera une équation qui devra avoir une racine entière.
Il sera souvent plus commode de ne pas effectuer cette élimination et de chercher à satisfaire au système des v équations par des valeurs entières des coefficients. Le choix des nombres entiers à essayer peut être restreint par des artifices, qui reposent sur les propositions de la théorie des nombres.
Traitons comme exemple une équation du dixième degré, qui se présente dans la théorie des fonctions elliptiques; ce problème s^y pose très souvent; on sait théoriquement que la décomposition est possible, et il s'agit de trouver les deux facteurs (*).
Soit donc Téquation
a7>o—36ar«H-528a7«-- 38974?*-+- i4354ar*— 2i025 = 0;
il s'agit de décomposer le premier membre en deux facteurs du cinquième degré. Si l'un des facteurs est de la forme
a:*-f- ax^-^ pa:'-f- y^*H- §^ -+- e,
l'aulre a nécessairement la forme
x^ — aa:*-i- ^x^ — y^'~^ ^^ — *>
puisque l'équation ne renferme pas de puissances d'exposant impair. On aura donc l'identité
ario — 36a:>-i- 0280:* — 389737* -4- i^'dS^x^ — 21025
=^ (ar*-+- pa?»-i- 8a:)* — (aar*-t- -^x^-h e)*.
Identifiant les coefficients, il vient
Y«-+-2ae
( ' ) Voir l'Ouvrage de l'auteur : Fonctions elliptiques et nombres algébriques; BrauDSchweig, 1 891. L'exemple traité se rapporte à la transformation du 47* ordre ; il est emprunté au Mémoire : Contribution à la théorie de la transformation des fonctions elliptiques {Math. Ann., t. XLIII; 1898 ).
Il faut trouver des valeurs entières de a, P, Y? 3, e qui vérifient ces cinq équations. La dernière donne de suite
e = v/âïoâs = 145 = 5.29;
on peut prendre pour e la valeur positive, puisque, dans l'un des facteurs, le terme indépendant sera positif. Dans Téquation 4 prenons le reste du second membre par rapport au modr45; il vient
(4) 8« = — I (modi45);
celte congruence a les quatre solutions
8=dri2, ±17 (inodi45).
D'ailleurs, en vertu de Téquation 4, S est un nombre pair, et pourra par conséquent prendre les valeurs
dri2, ±128, ±162.
Nous nous bornerons là pour Tinstant, car il est peu probable a priori que 5 ait de grandes valeurs. A ces valeurs de 8 correspondent pour Y les valeurs
déduites de l'équation 4.
En employant maintenant le mod5, on trouve
Y'^i, —I, I (mod5);
de l'équation 3 on conclut
P=±i, dta, ±1 (mod5);
enfin, d'après l'équation 1,
a*=i±2, i=pi, ï±2 (mod5).
Un carré ne peut donner pour restes par rapport au mod5 que
o, I, 4 et non pas 2 et 3; il en résulte que l'on ne peut prendre
pour 8 que
d'où
«=±2, O, ±2 (modS).
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L'équation 2 montre de plus que le cas intermédiaire est à rejeter, puisque son second membre n'est pas divisible par 5. Il faut même exclure 8 = — 1 2 ; si, en effet, dans l'équation % on fait 8= — la, '^ = — 49î oï^ trouve la congruence
P«=h6 (mod7)
qui n'admet pas de solutions.
Il reste donc simplement
De l'équation 3 on conclut pour ^,
17^ = 93 (modi45); donc
P= — I (mod5), 2^^ — f (modag), par suite
P = i.{ (modi45).
Si l'on prend ^=14, il en résulte a= — 8; toutes les équations de 1 à 5 sont vérifiées. On trouve ainsi la décomposition
ar»o— 36ar*-f- 528a?»— 3897 a?* H- 1 4354 a?»— 2i025 = (a?»— 8a7*-+- i4ar»-f- 4ix*— 162a? -f- 145) (a7»-T-8a?*-M4^* — 4i^*— i6î>-^ — 145).
Il est aisé de la vérifier par un calcul direct.
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THEORIE DES RACINES DE L'UNITE
§ 139. — Les racines de l'unité.
On appelle en générai racine de V unité un nombre réel ou imaginaire, tel que Tune de ses puissances d^exposant entier est égale à I. Nous avoDS.déjà rencontré ces racines au § 36 et nous les avons représentées à l'aîde des fonctions trigoaométriques et exponentielles. Nous nous sommes servis de certaines racines particulières, par exemple les racines cubiques de l'unité (§ 38), sans faire usage de leur forme trigonométrique.
Dans toutes les recherches approfondies sur les équations algébriques, une connaissance détaillée des racines de Tunité et de leurs propriétés est indispensable. Nous allons aborder dans ce Chapitre la partie élémentaire de la théorie algébrique des racines de l'unité, sans nous servir de leur représentation trigonométrique. Cette théorie s'appelle aussi la théorie de la division du cercle, à cause de son application à la construction des polygones réguliers; il y a été fait allusion au § 36; dans ses parties essentielles, elle a été créée par Gauss (').
Un nombre r dont la puissance /i'^"® est égale à i, qui vérifie par conséquent l'équation
n étant entier et positif, s'appelle une racine n^^'^^ de l'unité, ou encore une racine d'ordre n. Toutes les racines /i»^*"*" de
(') Gauss, Disqu, arithm.j Sectio VII.
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TuDilé, et elles seules, sont donc racines de Téqualion de degré n,
(2) /(ar) =a:'»— I = o.
On a
(3) /\x) = nx^-^;
donc /(a:) ei/'(x) n^ontpas de diviseur commun ;/(^) n'a àonc pas de racines multiples. 11 y a n racines n'*"" de l'unité, toutes distinctes entre elles.
/• étant racine 7i»*"« de l'unité, il en est de même de toute puissance de r; l'égalité /•"= i entraîne en effet /•*"= i, k étant un entier quelconque, positif, négatif ou nul; par suite r^ est aussi une racine /i^*^"* de Tunité. Comme, d'autre part, il n'y a que n racines n'*"** de l'unité, les différentes puissances de r ne sont pas distinctes.
Si k et k' diffèrent d'un multiple de /i, c'est-à-dire si
(4) k^k'imodn), on a aussi
En effet, si
k'=zk-hhn,
rA«= (r'»)^= I.
Il en résulte que la suite des nombres
contient certainement toutes les valeurs distinctes de r^; mais inversement tous les nombres de la suite (6) ne sont pas distincts. Soient Ar et /:'= Ar -H [x deux nombres de la suite
supposons qu'on ait
il en résulte rl*= i . Donc, dans la suite (6), on ne peut retrouver
un nombre déjà écrit, avant d'avoir retrouvé le premier terme i .
on a
puis
4B3 uruM. n* — u» iaceiss.
Si [A est le ploB- petit nombre po&itif tel que r^= i , les nombres
sont tous distincts.
{X est nécessairement un diviseur de n.
Divisant en effet n par /x, on peut déterminer deux eotiecs A
et. \i!y tds que
/i = A jH- jjl', o s k' < H"-
On en conclut
et par suite rl^'=i.; comme, d'autre part^ \l est le plus petit nombre positif tel que rV-= r, on en ooncLui ^'=0] donn [juest un diviseur de n.
Donc, r est une racine de V unité d* ordre pi, mais ne l'est pas d'ordre inférieur.
On dit que r est une racine primitive d'ordre n, si ce n'est pas une racine de l'unité d'ordre inférieur à n.
Si rest une racine primitive, les nombres de la suite (6) sont donc tous distincts; ce sont toutes les racines /i*""** de l'unité.
Si r n'est pas racine primitive, ces nombres ne forment qu'une partie des racines n**™'» de l'unité. Chaque racine de l'unité dont l'ordre est un diviseur de n, différent de n, n'est pas une racine primitive.
Si le nombre r est une racine /n**"* et une racine n**"* de l'unité, il est aussi racine p.'*"*, e/L appelant [l le plus grand commun diviseur de m et de n.
En effet, on sait déterminer (§ i26), deux entiers x et ^ tels que
il en résulte que
rK'= r'^'.r*^y=i i.
De là cette autre proposition :
Si les nombres r,, r2, ..., sont racines de l'unité d'ordres riir /11,..., ce sont aussi des racines d'ardre m y ce nombre étant un multiple commun à n^ ,, /z^,,. . ..
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§ 140. — Racines primitives.
Nous Bravons pas démontré dans le paragraphe précédent qu'il existe des racines primitives pour chaque ordre n. Nous allons faire cette démonstration et préciser en même temps le nombre de ces racines.
Supposons que Ton ait décomposé le nombre n en deux facteurs a. et b premiers entre eux, tels que n^=abi soit a une racine de Tunité d^ordre a, ^ une racine d'ordre 6. Le produit
est alors une racine d'ordre n. Soient a' et ^' deux autres racines d'ordres a et 6, /''= a'p' est aussi une racine d'ordre n; il s'agit de montrer que r' et r sont différents, à moins que Ton n'ait simultanément a = a' et P = P'.
Puisque a et 6 sont premiers entre eux, on sait déterminer (§ 126) deux entiers x ely tels que
(2) ax-hbjr = i\ il résulte alors de (i) que
a et p sont donc déterminés sans ambiguïté, quand r est donné; par suite a'P' ne peut être égal à r, que si a = a' et p = P'.
Si donc, dans la formule (i)^ on prend pour a les différentes racines d'ordre a, pour ^ les différentes racines d'ordre ft, on obtient ab = n quantités distinctes ; donc :
I. Toutes les racines /i"">" de V unité peus^ent être mises sous la forme ap.
Et en outre :
II. Pour que r soit une racine primitive d'ordre n, il faut et il suffit que 9. soit racine primitive d"^ ordre a et ^racine primitive d^ ordre b.
Soit, en effet, jx le plus petit exposant positif, tel que rt*= i;
on en conclut at*p(^== i; en élevant les deux membres aux puissances by et aXy et tenant compte de (2), ou en conclut
Si [X est inférieur à /i, il ne peut être divisible à la fois par a et par 6 ^ donc a et 6 ne peuvent être simultanément les plus petits exposants positifs tels que les puissances de a et de |3, ayant ces exposants, soient égales à i; en d'autres termes, si m'est pas racine primitive d'ordre n, a et ^ ne peuvent être simultanément racines primitives d'ordre a et é; si a et p sont au contraire racines primitives d'ordres a et 6, leur produit r est racine primitive d'ordre n.
Il est clair d'ailleurs que, si a et ^ sont racines de l'unité d'ordres inférieurs k a el b, r sera une racine de l'unité d'ordre inférieur à n.
Décomposons n en plusieurs facteurs a, b^ c^ . . . , premiers entre eux deux à deux; soient a, p, y, . • . des racines de l'unité d'ordres respectifs a, 6, c, ... 5 posons
par l'application répétée des propositions précédentes, on conclut que la formule (3) donne une fois, et une seule, toutes les racines /i'^™«» de l'unité; de plus, pour que r soit une racine primitive d'ordre n, il faut et il suffit que a, p, y, . - . soient des racines primitives d'ordres a, 6, c, ....
Soit <f{n) le nombre des racines primitives d'ordre n-^ de ce qu'on vient de dire, on conclut que
lorsqu'on a
n = abc , . .,
les facteurs du second membre étant premiers entre eux deux à deux.
On sait que tout entier peut être décomposé d'une seule manière en produit de facteurs premiers sous la forme
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P^ P\t P2j • • • étant des nombres premiers différents, et?:,, t:^, . . . des exposants positifs. La formule montre alors que
on est donc ramené à chercher combien il y a de racines primitives d'ordre/?'^.
La solution est aisée. Soit, en effet, p une racine de Tunité d'ordre/?'^; le plus petit ordre, pour lequel p est racine de l'unité, sera un diviseur de/?'^, donc une puissance de /> ; s'il n'est pas égal à/?'^, ce sera donc un diviseur de/?'^"*; en d'autres termes, chaque racine non primitive d'ordre p"^ est en même temps racine de l'unité d'ordre /?''"*. D'ailleurs, il y a/?'^ racines d'ordre /^'^ et z?'^"* racines d'ordre/)'^"*; le nombre des racines primitives d'ordre p'^ sera donc égal à
Il en résulte, d'après la formule (5), que le nombre des racines primitives d'ordre n est égal à 9
le produit 1 1 étant étendu à tous les facteurs premiers différents
de n. Cette formule (6) ne convient plus au cas de n = i ; on posera dans ce cas cp(i) = 1 . Le nombre cp(/i) n'est donc jamais nul. Il existe au moins une racine primitive r pour chaque ordre n ; les racines /i'^™<^» de l'unité sont donc représentées par la suite des puissances de r
r* étant une puissance quelconque de r, la condition nécessaire et sufûsante pour que ;*'" soit égal à i est que km soit divisible par /i. Soit n' le plus grand commun diviseur de k et de n, et n = n'n"; m devra être divisible par n", et n!^ sera l'exposant de la plus petite puissance de /•* qui puisse être égale à i; en d'autres termes, r* est une racine primitive d'ordre 7i". D'où cette proposition :
IIL r étant racine primitive d^ ordre /i, la condition néces-
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saire et suffisante pour que r* soit aussi racine primitive est que k soit premier avec n.
Si k est un aombre de la suite i, 2, . . . , /z, on trouve ce théorème de la théorie des nombres :
ç(/i) est égal au nombre des entiers premiers avec n et inférieurs à n .
C'est là précisément la définition donnée pour le symbole 9(/i) usité dans la théorie des nombres.
k ^tant premier aTec n, on sait d'éterminer un nooibre a: tel que kx ^ i(mod/i). Appelons r et Tj deux racines n*^"*** de ranité; r* ne pourra être égal à /-f que si /• est égal à r^ . On le voit en élevant ces deux puissances à la puissance x. On en conclut que :
IV. k étant premier avec n, et r devenant égal successivement aux différentes racines primitives d'ordre /i, r* prend ces mêmes valeurs, quoique dans un ordre différent.
Énonçons enfin cette proposition :
V. n étant un nombre premier, toutes les racines /i*^"** de C unité, à l'exception de i, sont primitives.
§ 141. — Équations auK nadneë primitiires d'ordre n.
Toutes les racines n'*"** de l'unité sont racines d'une certaine équation
en débarrassant la fonction fn{x) de tous les facteurs communs à cette fonction et aux autres fonctions fnX^) ^® même forme, ce qui se fait par des opérations rationnelles (§ 6), on obtient une équation X^, = o, qui n'admet plus comme racines que les racines primitives d'ordre n ; elle est de la forme
(2) X|»= JT^H- aiJ?^~*-h. . .-*-av= o.
Le degré v est égal à ç(/i) et les coefficients ai, «j, . . . , Ov sont des nombres rationnels.
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Dans la recherche des facteurs communs kfn et f^^^ on peut se borner au cas où n^ est un diviseur de n. Nous verrons tout à l'heure par quel procédé on peut former simplement la fonction X^,; démontrons d'abord un théorème général sur ces fonctions.
'Les racines n**"^ de l'unité comprennent toutes les racines primitives d'ordre |ji; ce nombre (x est un diviseur de n et peut être égal à n et à i, puisque i doit être considéré comme la racine primitive du premier ordre.
Prenons pour |jl successivement tous les diviseurs de n; observons que deux, fonctions Xp^ d'indices différents n'ont pas de facteurs communs, que ni fn{^) ni Xj,. n'ont de facteurs multiples ; il en résulte
le produit 11 étant étendu à tous les diviseurs |jl de n. Les deux membres devant être du même degré, on trouve ainsi
proposition bien connue de la théorie des nombres.
D'autre part, on conclut du théorème de Gauss (§ 2), que les
coefficients de toules les fonctions Xjj^sont des nombres entiers. Si,
^ en effet, certains d'entre eux étaient fractionnaires, le produit ne
pourrait avoir tous ses coefficients entiers, ce qui est nécessaire
d'après (i) et (3).
Toutes les fonctions fn{^) ont Je diviseur x — i ; en effectuant la division, il vient
(5) = a:«^* -+- ar«-* -h . . . -f^ j? -f- 1 .
On en conclut que, si r est une racine n*^"® quelconque de l'unité, différente de i, on a toujours
tandis que, pour r = i, cette somme est égale à n,
n étant un nombre premier, toutes les racines /i»^"" de l'unité
sont primitives, i excepté ; en désignant par /> ce nombre premier /i, on a donc
(7 ) \p = xP-^ -4- a:/'-»-4- . . . -4- a? -f- I .
On forme la fonction X/, tout aussi simplement, lorsque n est une puissance d'un nombre premier, de la forme /?^. Posons, pour abréger, z?'^"* =/?', de sorte que
Les racines 71*®"" de Tunilé comprennent, dans ce cas, les racines primitives d'ordre n et toutes les racines d'ordre /?'. On a, par conséquent,
XPP' I
(8) X;^= ; =xP'^P-^^-\-XP'^P'-^^->r...-ifXP''^\.
XP — I
Si p' est plus grand que i, c'est-à-dire 7t>> i, cette équation ne renferme pas de terme de degré v — i, dont le coefficient est égal à la somme des racines changée de signe. Donc :
La somme de toutes les racines primitives d^ ordre n est nulle, lorsque n est une puissance d'un nombre premier.
Pour trouver la loi de formation de X„, nous emploierons un procédé de récurrence. Nous supposerons X^ connu; nous désignerons par/? un nombre premier qui ne divise pas n, par p' la puissance it — i de p (qui peut d'ailleurs être égale à i), et nous nous proposons de former \np'p'
Désignons par r les racines primitives d'ordre /i, par a les racines primitives d'ordre /?/?', par a' celles d'ordre p'; on obtienl toutes les racines primitives d'ordre npp', en supprimant parmi les produits ra ceux qui sont de la forme ra' (§ 140, II). Les produits ra sont racines de l'équation
Xn(xPP') = o;
car les quantités
(raL)PP'= rPP'
ne sont autres que les quantités r dans un certain ordre (§ 140, IV). De même, les produits ra' sont racines de l'équation
Xn{^P')=0]
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il en résulte
X (xPP')
(9) ^»'''''(^)=3feô*
Cette formule s'applique au cas de /i= i, à condition de poser
Xi = X — I.
Il est donc relativement facile de former X^ dans les différents cas.
Considérons quelques cas particuliers.
Supposons que n ne contienne que deux nombres premiers différents p eiq] soit donc
n=pp'qq'.
Les formules (8) et (9) donnent
formule que Ton généralise de la manière suivante :
Soient |ji| les quotients obtenus en divisant n par un nombre pair de diviseurs premiers de n, différents entre eux, Tun d'eux pouvant être n; \k2 les quotients obtenus en divisant n par un nombre impair de tels diviseurs ; on a alors
Si l'on admet que cette formule soit vraie pour la valeur/i, la formule (9) montre qu'elle est encore vraie pour la valeur /i/?/?' de l'indice.
En désignant par ries racines primitives d'ordre /i, et supposant n impair, les quantités r changées de signe sont les racines primitives d'ordre 2/1 (§ 140, I, II). Par conséquent, n étant impair, on a
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Si n est une puissance de a, on a, d'après (8),
(12) ^n-— =x^-hU
Remplaçons dans (8) x par i ; X„ prendra la valeur/? lorsque n est une puissance de p. Par contre, la formule (g) montre que,
dans Thypothèse /2 > i, ^npp' prend la valeur i (pour n = i le second membre se présente sous la forme -]• D'où ce théorème :
V. La fonction X^ prend pour x = i la valeur p^ lorsque n est une puissance d'un nombre premier, et la valeur i lorsque n admet plus d'un diviseur premier.
Soit/? un diviseur premier de /i, tel que
n = pn' ;
on aura
cette fonction s'annule quand ou remplace x par une racine primitive a d'ordre n. Ellle est donc divisible par X^; par suite, il existe une fonction Y;,, à coefficients entiers (§ 2), telle que l'on ait
Désignant par a une racine quelconque de l'unité, d'ordre n', on aura ol'^' =^ i; l'équation (i 4) montre alors que
le nombre premier p est ainsi décomposé en deux facteurs, qui sont des fonctions rationnelles et entières d'une racine de l'unité, d'ordre n'.
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§ 142. — Le discriminant de Téquation de division
du cercle.
Les racines n*®"** de l'unité peuvent se mettre sous la forme transcendante
Hick
T.kiz . . ik-K
(i) r = c « = cos hisin
Cette racine n}^^^ est primitive ou non primitive, suivant que k est premier avec n ou non. La plus simple des racines primitives correspond à la valeur A" = i ; c'est
— 21T ait
( 2 ) r© = e " = cos h « sin — = a -h è t.
Fig. a8.
L'angle — intercepte entre ses côtés la n^*"' partie de la circonférence. En portant n de ces parties égales les unes à la suite des auti^s, à partir d'une origine arbitraire, on obtient le polygone régulier convexe de n côtés, inscrit dans le cercle.
On peut construire ces points, lorsqu'on connaît ro, ainsi que a et 6 (ou une seule de ces quantités). En supposant égal à l'unité le rayon c du cercle circonscrit, on obtient pour le côté S du polygone régulier la valeur
S = 2 sin — = 4 / 2(1 — cos — j
Les autres racines r sont dans une relation analogue avec les autres points de division. C'est en raison de cette signification géométrique que l'équation X» = o, dont les racines sont les quantités r, a été appelée V équation de division du cercle.
Formons le discriminant de cette équation, en nous bornant au cas où n est un nombre premier impair.
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On a alors
comme il n*j a qu'une seule racine non primitive qui est égale à
I y il en résulte
(4) Mx) = (x« - I) = (X- i)X„ donc
(5) fn{T) = nxn-i = X«-h(x- i)X;.
En désignant par D le discriminant de X;,, on sait (§ 50, o) que
(6) D = (-i)~nX;(r);
le produit II s'étend à toutes les racines de Féquation X^ = o :
ntn—l) il — !
comme n est impair, on a pu remplacer ( — i) * par ( — i) * . Mais, d'après (5), on a
(7) nrn-r=(r^i)X'^(r);
le produit de toutes les racines r est égal au terme indépendant de X dans la fonction X/^, c'est-à-dire à i ; d'autre part
U{r — x) = n(x — r) = Xn et, par suite,
II résulte alors des équations (6) et (7) que l'on a
En désignant par r Tune des racines de X^, toutes les racines de cette fonction sont repré^ntées par
rt'S r»/l — 1
Si donc l'on forme le produit P des différences deux à deux des
racines, on a
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On sait (§ 50) que
D'après l'équation (8), on a aussi
formule qui détermine P au signe près. La valeur de P est réelle pour n ^ I (mod. 4)? et imaginaire pour n ^ — i (mod. 4); elle est donc réelle pour
/l ^ D, IJ, J^, 29, a", ... «
imaginaire pour
71 = 3, 7, II, 19, 23, 3i, ....
Le signe à attribuer au radical dans la formule (10) dépend de la racine r qui figure dans l'expression (9).
Prenons une racine r déterminée, par exemple r = Tq ; on peut déterminer le signe du radical dans la formule (10) de la manière suivante :
Divisons en deux classes les tacteurs binômes
r^-rV-, (v<p.)
qui forment P. Les différences de la première classe sont celles qui figurent dans le produit
ce sont toutes celles pour lesquelles [jl + v = /i.
Nous grouperons les autres facteurs deux par deux en produits de la forme
(12) R = (rv — /•!A)(r'»-ti — /-«-v).
Le nombre des facteurs de Q est — ; — ; le nombre des couples R
est donc
Ce nombre est toujours pair, puisque l'un des facteurs n — i, n — 3 est divisible par 4-
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Si l'on pose
r=ze " , on a
I — cos — -^ k
c'est-à-dire que R est toujours négatif. Le produit de tous les couples R est donc un nombre positif.
De plus on a
(i3) Q = (2i)« sin sm -§---.•• sin i^ — ;
le signe de ce produit dépend de k. Si donc on prend k = i, c'est-à-dire r = Tq, les angles
2it 4"^^ ( '^ — '^)'^
sont compris entre o et tc; leurs sinus sont positifs. Dans ce cas on aura donc
il faudra prendre [/n avec le signe plus.
Le signe du produit de tous ks faeteurs R ne dépend pas de la valeur de r, mais de la nature de n. Il est donc intéressant de déterminer la valeur du produit Q, dont le signe dépend de r; voici comment.
Multiplions les deux membres de Téquation (i i) par
puis par
il vient
rr^r^, , . r ' = r » ,
Les exposants: de r dans les facteurs d^s seconds membres ne sont autres que les nombres i, 2, •••s'^ — i; il vieni dcMic, eo
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malliplîant nLeathre à membre ces deux égalités,
Q*=:(-i) « n(r-f) = (-i) » a-, et, par sirite,
(i5) Q = ±i « /ni
Eq tenant compte de (i3), on trouve
(i6), 2 ' MB sio • • • sin — =-db /rt.
Sitt-
Le signe à choisir dans cette formule dépend encore de la valeur de k; c'est le signe 4- quand on prend k = i. Nous allons démontrer une proposition importante au sujet de ce signe, dont nous nous occuperons plus tard d'une façon détaillée.
La fonction Q définie par l'équation (i i) est une fonction entière et rationnelle de r ; ordonnée par rapport aux puissances dû r, elle admet des coefficients rationnels et entiers. Si donc on pose
'• = '^îi
il vient
F représentant une fonction rationnelle, dont les coefficients sont indépendants de k. Prenons pour k la suite des valeurs
Al -^ I|2j m m t J tt —~- I f
r^ représentera suecessivemeHt toutes les- racines de l'équation X,i = o ; la somme
k 2Q = *^C'^o)H-F(rJ)4....-4-F^rJ-i>
est une fonetioD sjmétrique des racioes de cette équation; elle s'exprime donc rationnellememt à Faîde des coefficients de l'équation, qui sont des nombres rationnels; elle est donc elle-même un nombre rationnel. D'autre part, d'après la formule (l5), on a
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A es l un nombre entier égal à la différence entre le nombre de fois où il faut prendre dans (i 5) le signe + et le nombre de fois où il faut prendre le signe — . La somme devant être rationnelle, il faut que h soit nul; on peut donc énoncer la proposition suivante :
I. En donnant à k dans la formule (16) /a suite des valeurs 1 , 2, . • . , n — I , le nombre des seconds membres positifs est égal à celui des seconds membres négatifs.
Il est à peine besoin de dire que la même proposition reste vraie, lorsque les valeurs de k forment un autre sjsième complet de restes, en excluant le cas du nombre divisible par /i.
§ 143. — RacineB primitiTes d'une congraence.
Parallèlement à la théorie des racines de Tunité se place la théorie des congruences binômes; sans leur aide, i) est impossible de faire des progrès dans la théorie des équations de division. II convient de développer ici leurs propriétés fondamentales; elles montrent nettement leur analogie avec la théorie des racines de Tunilé.
Soit n un nombre premier, et
(\) f(^) = «0^'" -+- aiX^-^ -^. . .-h am-\^-^ CL
une fonction entière de x ayant des coefficients entiers, dont le premier a^ n'est pas divisible par n. Soit a un nombre tel que /(a) soit divisible par n\ nous dirons (par analogie avec les équations) que a est racine de la congruence de degré m
(2) f(a;)^o (mod/i).
Tout nombre qui diffère de a d'un multiple de n est évidemmenl racine de la congruence (2). Ces racines, dont la différence est divisible par n, ne seront pas considérées comme distinctes. Cette hypothèse permet de démontrer la proposition suivante :
I. Une congruence de degré m, relative à un module premier, ne peut avoir plus de m racines distinctes.
Le théorème est vrai pour m = i ; la congruence
UoX-ha^o (mod n)
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n'a qu'une seule racine. Déterminons en eOet uil nombre a^ tel
que
a^a'^^x (modn).
La congruence donnée peut s'écrire
et sera vérifiée si Ton donne à a; la valeur
a == — aa'o (mod/i).
Supposons le théorème vrai pour une congruence de degré m — I , et démontrons qu'il est vrai pour une congruence d'ordre m. En appelant a un nombre arbitraire, posons (§4)
fi {x) est une fonction entière de degré m — i ; si a est un nombre
entier, tous ses coefficients sont entiers.
Si donc
/(a)^o, on conclut de (3) que
(4) /(a:) = (j7 — a)/i(ar) (mod /i).
Chaque racine ^ de la congruence (2) satisfait donc à la condition
(P-a)/iO)E^o (mod/i).
Donc, l'un ou l'autre des facteurs p — a ou /, (P) est divisible par n.
Par hypothèse, il existe au plus m — i valeurs de p, telles queyi(P) soit divisible par n. Si donc la congruence (4) admet une m*^*"* racine, celle-ci est nécessairement égale à a.
On en conclut que, lorsqu'une congruence de degré m admet plus de m racines, elle est identique, c'est-à-dire que tous ses coefficients sont divisibles par n.
On voit que ce théorème est tout à fait analogue à celui qui dit
qu'une équation de degré m ne peut avoir plus de m racines;
mais on ne peut démontrer que toute congruence a effectivement
m racines; elle peut en avoir moins de m, et même n'en avoir
aucune. Il faut donc remarquer d'une façon particulière une congruence qui admet autant de racines quMl j a d'unités dans son degré. C'est celle qui se présente dans le théorème de Fermât.
II. Les congruences
(5) ar" — x^Oj ic'*-i — iso (mod/i)
ont autant de racines quHl y a d'unités dans leur degré, lorsque n est un nombre premier.
Les deux propositions ne sont pas essentiellement distinctes: car la première des congruences (5) admet toutes les racines de la seconde et de plus la racine zéro, qui ne vérifie pas la seconde. Inversement, la seconde admet toutes les racines de la première, sauf la racine zéro.
D'ailleurs, par rapport au module /i, il n'y a que n nombres différents; il suffit donc de démontrer que tout nombre entier a vérifie la congruence
(6) a» = a (mod n).
Elle est vérifiée pour a = o et a = i . Supposons qu'elle le soil pour tous les nombres jusqu'à a, et démontrons qu'on a aussi
(7) (a -i- !)'» = (« -m) (mod/i).
Cela résulte immédiatement de la formule du binôme; tous les coefficients binomiaux
sont divisibles par n, à l'exception du premier et du dernier, qui sont égaux à l'unité; leurs numérateurs, en effet, sont divisibles par n, tandis que les dénominateurs ne le sont pas. On a donc
bien
(a -f- 1)" = a'»-!-!^ a-+-i (mod n)
comme conséquence de la formule (6).
La différence
x{x — i) , ,,{x — n -h i) — ar" -t-o?
est une fonction de x, de degré n — i au plus. Elle est congrue à
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zéro pour les n valeurs de x
o, I, 2, .... n — I ; on a donc identiquement
Il en résulte le théorème de Wilson :
Le produit i . 2 . 3 . . . /i — i est congru à — 1 par rapport au module n.
Il sufût, pour le voir, de comparer les coefficients de x dans les deux membres.
Bornons-nous maintenant à la seconde des congruences (5)
(8) a?-»-» SI (mod/i), et démontrons le théorème suivant :
III. a étant un diviseur de n — i , la congruence
(9) ar««i (mod/i)
admet a racines distinctes.
Soit, en effet, n — i = a6. On pourra écrire
Chaque racine du premier membre est nécessairement racine deTun ou Tautre des facteurs du second membre. Si la congruence
avait moins de a racines, le second facteur en aurait donc plus
quUl n^y a d\inilés dans son degré, ce qui est impossible d'après
le théorème I.
Soit a un nombre non divisible par /i, et a le plus petit entier
positif, tel que
a* = I (mod/i);
soit h un autre entier positif, tel que
a'*^i (mod/i);
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a est nécessairement un diviseur de A; en particulier, a est aussi un diviseur de /ï — i .
Posons, en effet, h = qa-^- a'j q étant un nombre entier et a' étant plus petit que a; il en résulte
il faut donc que a' soit nul, puisque, par hypothèse, a est le plus petit exposant positif vérifiant cette congruence.
On appelle racine primitive d^ ordre a du nombre premier n toute racine a de la congruence
(9) ir<* = I (mod/i),
qui n^est pa^ racine d^une congruence analogue de degré inférieur à a\ ce nombre a est aussi une racine primitive de la congruence (9) ; toute racine primitive g de la congruence
(8) a?"-» = I (mod/i)
est dite, pour abréger, une racine primitive du nom,bre premier n.
Nous allons démontrer que tout nombre premier n admet des racines primitives, et déterminer leur nombre; le procédé sera analogue à celui employé pour les racines de l'unité.
Soient a et 6 deux diviseurs de /i — i , premiers entre eux ; a une racine primitive d'ordre a et p une racine primitive d'ordre b du nombre /i. Désignons par c le produit ab\ le nombre y = a^S est une racine primitive d'ordre c\ réciproquement, toute racine primitive c peut se mettre sous la forme a^.
En effet, on a d'abord
(a3 f = a<?. p<? = I ( mod n) ; en second lieu, si l'on a
(apy» = a^*P'» = i (mod /i),
on a aussi
aA6p/i6^j (mod 71);
donc
a'** = I (mod Al);
hb est donc divisible par a, donc aussi A; on prouve de même
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que h est divisible par b\ 11 l'est donc par le produit ab = c. Il en résulte que a^ est une racine primitive de n d'ordre c.
Réciproquement, soit y une racine primitive d'ordre c. Déterminons un entier x par la condition
bx^i (moda);
un entier j^ par la condition
Il en résulte
r= '- (modb).
ay^(\ — bx) (moda6).
ou
(lo) ay-\-bx~^\ (mode).
Donc
Y = va^^Y*^ = flj^ (mod/i;
D'ailleurs, x est premier avec a eX, y premier avec 6. Si l'on pose Y*"^ = a, le nombre a^ = y****^ ne pourra être congru à i que si h est divisible par a\ par suite, a est racine primitive d'ordre a ; on verrait de même que y''^* = P est racine primitive d'ordre b.
Reste à faire voir que tous les produits tels que afi sont différents, c'est-à-dire, en admettant que a et a', ^ et ^' sont des racines primitives d'ordres respectifs a et 6, que la congruence
(il) ap = a'P' (mod/i)
ne peut être vérifiée que si a ^ a', ^ ^: ^ (mod /i). Cela résulte
de Téquation (lo); si, en effet, on élève les deux membres de (i i)
à la puissance bx^ nombre congru à i par rapport au module a,
il vient
a :r= a', et, par suite aussi, p :e3 ^ ,
Si donc on désigne par ç(«) le nombre des racines primitives
d'ordre a, il résulte de ce qu'on vient de dire que
Il reste à déterminer (p(/?/?^),/? étant un nombre premier et /y? i une puissance de p qui divise n — i .
Soit a une racine non primitive de degré /?'^; posons/?| =/?^"*;
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nombre donné; la seconde s'obtienl par renversement de la première. Il faul observer que le module relatîfaux indices est n — i; celui relatif aux nombres est n ; deux nombres congrus sont considérés comme équivalents. C'est ainsi qu^on obtient, pour /i = i3 et ^ = 2, les Tables
Dans le Canon arithmeticus de Jacobi (iSSp) on trouve les Tables d'indices pour tous les nombres premiers inférieurs à 1000. Une Table moins étendue, calculée par Ostrogradskj, se trouve dans la Théorie des congruences de TschebyschefT (traduit en allemand par Schapira; Berlin, 1889).
Remarquons encore que l'indice de i est toujours nul, et que
l'indice de — i (ou de /i — 1) est toujours égal à En effet,
( — i)* a l'indice o ou /i — 1 ; puisque — i n'a pas l'indice o et que le double de son indice doit être égal à o ou à /i — i : cet indice
est donc égal à Ces résultats s'expriment par les formules
(ari) indi = o, ind(— 1)= — ^ — (mod/i — i).
Si n est un nombre premier, et m un entier non divisible par n — I, il existe toujours au moins un nombre /r, non divisible par n, tel que k^ ne soit pas congru à 1. Soit, en effet, m! le reste de la division de /n par n — i; on aura â:'" ^ A:'"' (mod n); la congruence x^' ^ i a donc moins de /i — i racines. Il existe donc un nombre A", non divisible par /2, qui n'est pas racine de celle congruence. D'ailleurs (§ 123) les nombres kx et x prennent simultanément des valeurs constituant un système complet de restes; on a donc
Sic'" = I.{kx)"^ (modn),
OU
( A:'« — I ) 2 37"* = o ( mod n ).
CHAPITRE XII. — THÉORIB DES RACINES DE l'uNITÉ. 5o
L^exposant m notant pas divisible par n — i , il en résulte
(22) 2a?"»^o (mod/i) [m non congru à o (mod/i — i)];
les valeurs de x sont, par hypothèse, celles d'un système complet de restes.
Si au contraire m est divisible par n — i, et si x n'est pas divisible par /i, on a x^ ^ i et, par conséquent,
(23) 237'"=^ — I (modn) [ni^o (mod/i — i)].
Ces théorèmes peuvent aussi se démontrer en mettant x sous la forme d'une puissance d'une racine primitive g^ on peut poursuivre ainsi Tanalogie entre les restes des puissances et les racines de l'unité.
§ 144. — Multiplication et division des fonctions trigonométriques.
Nous avons déjà appelé l'attention sur la relation existant entre la théorie des racines de l'unité et la division du cercle en parties égales. La généralisation de ce problème conduit à la division en parties égales d'un angle quelconque. On est ainsi conduit à des équations algébriques; nous avons utilisé celle relative à la trisection pour la résolution de l'équation du troisième degré
Établissons d'abord les formules générales.
D'après la formule de Moivre, n étant un entier arbitraire et cp un angle quelconque, on a
(i) cos/i(p -t- esinnçp = (coscp -+- « sinç)'».
Développons le second membre par la formule du binôme, séparons les parties réelles. et les parties imaginaires; il vient
Icosn<p = cos"©-^ CJ cos^-'ç sin*<p -\- Cicos"-*<p sin^cp — . . ., —- ; — *- = ncos«-*© — C„ cos»-'© sin*q>-^ CJ cos"-*© sin*© — . . .;
les coefficients Q sont les coefficients binomiaux, et les développements doivent être continués aussi longtemps que les exposants
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de coso ne sont pas négatifs. En vertu de Téquation
sin*<p = I — cos'çp,
les seconds membres peuvent s'exprimer rationnellement en fonction de C0SC9. Posons
r,v .XV sin/i©-,
(4) -icos/iç = A;,rar), — . — î-=B,|(x);
* sin©
A«(x) et B„ {x) sont des fondions rationnelles, entières en j:,la première du degré /i, la seconde du degré n — i .
Cherchons la loi de formation de ces fonctions. A cet efiet, nous écrirons d'abord leurs valeurs pour /i = i, a, 3, . .. ; nous établirons ensuite une formule de récurrence pour les fonctions de degré supérieur. On trouve
I\i{x) — x, Bi(a7) = i,
Ai(ar) = a?'— 2, Bt(a;) = ar,
Ki{x)==. x^ — 3ar, Bj(ar) = ar* — i.
On sait d'autre part que
C0S(/1 -H l)<p -^ COS(/l — l)© = 2C0SCp cos/içp,
sin(n -4- i)ï> -*- sin (/i — 0? = acoso sin no; on en déduit pour A„ et B^ les formules de récurrence
,^. 1 kn^^{x)==xkn{x) — \n-\{x),
f B«-Hi(a7) = J?B;, (a:) — B„_,(a7).
Ces formules permettent de calculer A^ et B^, pour toute valeur de /i, quand on connaît leurs valeurs pour /î = i et aî =;= 2. On trouve ainsi
Ki,{x) = x^ — 4^*-*- '^^' Ai(x) = a?*— Sx^-h 5ar, k^(x) = x^ — 6a?^-i- gar* — 2; B^{x) = x^ — IX, Bj(.r)=ar^— 3a:»-hi, B6(a?) = a?*— 4^:3 -H 3x,
CHAPITRE XII. — THÉORIE DES RACINES DE l'cNITÉ. Soy
On en déduit par induction les formules suivantes
(;) A;.(x)=2<-')^;r^,C:;_v:r»-«v, oSv<^
(8) B«(^)=2(-i)^C:;^,_i^-'v-i, oivg^';
on commence ces sommes en prenant d'abord v = o, et Ton continue, tant que les exposants de x ne deviennent pas négatifs.
On vérifie aisément que ces formules sont vraies pour les premières valeurs de n\ pour démontrer leur généralité, il suffit de prouver qu'elles vérifient les équations (6).
Écrivons à cet effet
mettons v — i à la place de v ; il vient
En faisant la convention Cj = o, on pourra faire croître v à partir de o. Les valeurs qu'il faut attribuer à v dans la formule (i) ne se distinguent de celles que prend v dans la formule (9) que pour n impair; dans ce cas, v prend dans la dernière formule la
Al -h I
valeur > et ne peut prendre cette valeur dans la première.
On pourra d'ailleurs prendre cette valeur dans la formule (^), si l'on fait la convention
Il vient alors
/ic;;_,+(n-f)c:;i
D'après les valeurs des coefficients binomiaux (§ 7), on voit
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aisément que
et que celte relation reste vraie pour v = o et v = ; le
second membre de la formule (lo) n'est donc autre chose que le second membre de (7) où l'on change /i en n + 1 . Plus simplement encore la formule (8) donne
et, comme
la formule (8) est démontrée dans toute sa généralité.
Pour qu'on puisse mieux se rendre compte, écrivons les formules d'une façon plus détaillée :
Ià. r ^ . /1(B 3) A/, (a?) = 37'» — nx"^-^-+- ia?'»-* 1.2 I . '2 . 3
B„(x) = ir«-« — (n — 2)j:'«-3h 1^^«-5
En considérant cos/i'^ et sinn^ comme des quantités données, l'équation de degré n
(i3) 2 cos/icp = Art(r)
permet de déterminer l'inconnue ;r=acos©. On sait que le cosinus ne change pas lorsque l'angle varie d'un multiple de 2r.. D'après cela, l'équation (i3) est vérifiée par toute valeur de la forme
(14) a: = 2C0s(cp -+- -^— ^ h
V étant un entier quelconque, positif ou négatif.
On obtient d'ailleurs toutes les valeurs distinctes de (i4) en
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prenant pour v des entiers formant un système complet de restes, par exemple v = o, 1,2, ..., /i — i; on voit aisément que ces n valeurs sont distinctes, si l'on fait abstraction du cas particulier où CD est un multiple de r; deux cosinus ne peuvent en effet être égaux que lorsque la somme ou la différence des angles est un multiple de 17.
L'équation
(i5) sinncp = sinoB/,(a7)
donne une seule valeur pour sin<p, lorsque B/i(jr) n'est pas nul. Cherchons dans l'équation (i3) le terme indépendant de x\ tenant compte de (6), on trouve, pour n pair,
îî( — 1)* — '2 COS/lîp
et, pour n impair,
— *2 cos/io;
en égalant ces quantités au produit de toutes les racines, changé de signe ou non, on trouve, pour n pair.
(iG)
2'»-* I I COsf Cp H — ^ ) ~ ^ — ')* — COS/lCp
et, pour /t impair,
(17) 2«-*||cosf©H ^j = cos/iç;
les deux membres étant des fonctions continues de (p, ces formules
restent encore vraies pour le cas de <p = A*-» exclu jusqu'ici.
Nous pouvons affecter le produit de l'indice vm au lieu de v, m étant un entier premier avec n\ vm et v prennent alors des valeurs telles, que, si les unes forment un système complet de restes par rapport au module /i, il en est de même des autres. Mettons à part la valeur v = o; donnons à v les valeurs entières,
positives ou négatives, inférieures à - ; on déduit alors de l'équation (17) cette formule, exacte pour toute valeur impaire de n,
(18) 2"-! Il cos^cpH —-jcos^cp jr^) =
coso
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Faisons dans cette formule ©= o, extrayons la racine carrée ; il vient
JJ
cos = nri ,
le signe du second membre étant pour Tinstant indéterminé. Si, dans cette même formule (18), on fait tendre <p vers -i le
second membre se présente sous la forme indéterminée - et a
pour limite n( — i) * ; nous retrouvons alors, quel que soit le nombre impair /z, la formule
(?o) 2» JJ sin ^-^^ = dz v//t,
que nous avons établie dans le § 142, en supposant n premier; pour m = I, il faut prendre le signe 4-.
La fonction B/,, de degré n — 1 par rapport à x, s'annule lorsque n'f est un multiple de it, sans que o le soit, par conséquent, lorsque
(il) a? = 2 cos — «
h étant un entier non divisible par /i.
Supposons d'abord n pair; nous obtenons toutes les valeurs distinctes fournies par la formule (21), en prenant pour m un nombre premier avec n, et pour h les valeurs
{21) m, 'xniy 3m, ..., (n — i)m.
En effet, on ne peut avoir
hiz h'tz
cos — = cos 1
que lorsque h -j- A' ou h — h' est un multiple de 2/2, ce qui ne peut se produire, quand h et h' appartiennent à la suite (22). Parmi les valeurs de la formule (21), celle qui correspond à
h = —;- est nulle; les autres valeurs sont deux à deux égales et
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de signes contraires. Il en résulte pour le cas de n pair
(■23) B«(ar) = .r JJ /ar«- 4 cos^^^V
Dans le cas de n impair, B/,(a:) est une fonction de x'^\ les valeurs de la formule (ai) correspondant à A et /t + n sont égales et de signes contraires. En supposant de nouveau m q\, n premiers entre eux, et en prenant pour h les valeurs
les valeurs de (ai) ne peuvent être ni égales, ni égales et de signes contraires; on trouve alors toutes les valeurs distinctes de x^. On a donc, dans l'hypothèse de n impair^
(^4) ^n{x)= Jj/a:S-4c0S'^
Faisons dans cette formule
, ,, • . X _avmr . . avmz
on peut l'écrire
on en déduit la formule (20) en faisant (p = o.
Pour n impair, cos/i^ s'annule lorsque
, . 2Vm7C
coso = ± sin — : — •
On en déduit la décomposition de A/,(a:) en facteurs; on aura, pour n impair
(î6) A„(«) = a:JJ('x«-4»in'-^^)-
Les quantités (27) a = sin'
sont donc racines d'une équation algébrique de degré — ;
A (x) on obtient ^„(x), en remplaçant dans la fonction —^ — - la va-
riable x^ par une autre variable 4»^ et en divisant par 2""'. On trouve donc [formule (i i)]
oc
la formule (20) pourra s'écrire
^'^^^ ImT""^"'^ 2«-» J^|(sinSo — a).
§ 145. — Choix du signe. — Restes quadratiques.
Nous avons établi au paragraphe précédent deux formules, dans lesquelles le signe du second membre était encore à déterminer, savoir :
2vm7c
COS = ± I
(2) 2 * I I sin =±//i;
m est premier avec le nombre impair /i, et v prend la suite des valeurs
Nous désignerons par (v) l'ensemble de ces valeurs.
Un entier quelconque, divisé par /i, donne pour reste o, ou un nombre tel que v ou n — v. En acceptant des restes négatifs, on pourra prendre — v au lieu de n — v; en laissant de côté les nombres divisibles par /i, les restes sont donc de la forme ±v.
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Un tel reste sera dit le reste minimum absolu (pour le distinguer du reste minimum au sens ordinaire, qui est l'un des nombres
Soit donc m un nombre premier avec n\ considérons la suite des nombres
(mv) m, 2/n, ..., m,
et formons pour chacun d'eux le reste minimum absolu p :
ces nombres p ne peuvent être ni égaux, ni égaux et de signes contraires; car si une somme p -+- p' ou une. différence p — p' de deux tels nombres était nulle, il existerait deux nombres différents V et v', tels que /n(v±: v') fût divisible par /i; il en serait donc ainsi devdiv'; ce qui est impossible, puisque chacun des
nombres v et v' est inférieur à - .
L ensemble des nombres p est donc identique à l'ensemble des nombres v, abstraction faite des signes et de l'ordre des nombres.
Par suite de la périodicité du sinus et du cosinus, on peut remplacer dans les formules (i) et (2) vm par p ; comme d'autre part cos ( — cp) est égal à cos?p, on peut remplacer dans la formule mv par v; le signe ne dépend donc pas de m. Pour le déterminer, nous observons que le cosinus est positif ou négatif, suivant que Tangle appartient au premier ou au second quadrant; par conséquent, le second membre de la formule (i) sera positif ou négatif,
suivant que le nombre des angles — - , situés dans le second quadrant, est pair ou impair, c'est-à-dire suivant que le nombre des valeurs de v, comprises entre — et -> est pair ou impair.
X étant un nombre non entier, désignons par E(^) le plus
grand entier contenu dans x^ de telle sorte que j: est compris
entre E(a:) et E(^) -f- 1. Le nombre des entiers compris entre
deux nombres x ei y est alors égal à ^{y) — E(:r). Nous avons
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donc à chercher si la difiereoce
est un nombre pair ou impair. Quatre cas sont à distinguer, ainsi qu'il résulte du tableau suivant, dans lequel k désigne un entier non négatif :
n = 8A:-h3, E(^'\ = ^k-hi, E(^)=^k,
n = Sk-i-5, E(^\=4k-+-2, E^-Wa/t-i,
n = 8>t-t-7, E(^)=ik-^3, E(j\=ik-hi.
On devra donc prendre dans la formule (i) le signe +, lorsque n est de la forme Sk -{- i ou 8 â: -f- 7, et, au contraire, le signe — , lorsque n est de l'une des formes 8^: + 3 ou 8/r-H- 5. Dans les
deux premiers cas, — ^ — est un nombre pair; dans les deux derniers, un nombre impair. La formule (1) s'écrit donc finalement sous la forme
(3) 1 « ll^^s— ^— =(-')
Dans la formule (2), le signe dépend de m ; il est positif ou négatif suivant que, parmi les nombres p, il y en a un nombre pair ou un nombre impair affectés du signe — .
Pour indiquer dans la formule que le signe dépend de m et de /i, nous écrirons la formule (2) sous la forme
(4) '2 ' ll*'"^r- = UJ*^«'
.."-fi
en posant
Le symbole (— ) a été introduit, d'une autre manière, par Le-
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gendre dans la théorie des nombres, et a été généralisé par Jacobi. Nous l'appellerons le symbole de Legendre, Nous allons voir de suite sa signification au point de vue de la théorie des nombres ; énonçons d'abord la proposition suivante :
1. Le symbole ( — ] ^st égal à -h i ou à — i , suivant que le
nombre des restes minima absolus de m^^ affectés du signe — , est pair ou impair.
Nous avons déjà vu que, pour m = i , il faut prendre dans la formule (2) le signe positif; par conséquent, ainsi que le montre directement la formule (4), on a
Changeons m en — /n; tous les facteurs du premier membre de (4) changent de signe; comme leur nombre est égal à —7^, il en résulte
d'où, en faisant m = i.
Mettons 2m au lieu de m, et servons-nous de la formule
sin = 2sin cos :
il résulte alors de (3) que
ce qui donne, pour m = i ,
Si l'on augmente m d'un multiple de n, tous les facteurs du produit (4) conservent leur signe ; donc :
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On a
SI
m ^ m! ( mod n ).
Le nombre n est impair et positif; supposons qu^il en soit de même de /n, et appliquons la formule (29) du § 444, dans laquelle nous remplacerons n par m; il vient
<'> ^•=(-)'^a«-.n(si„«,-P),
P représentant successivement les différentes racines de Téquation 4>ot(-2?) = o, lesquelles ont* pour valeur
(6) p = sin»lli^.
Si m! désigne un nombre premier avec /i, Texpression
(7) a = sin*
devient successivement égale aux différentes racines de Téqualion 4>;,(^) = o; si donc on pose dans (5)
•>, V /w' Tî
et si Ton multiplie membre à membre les égalités relatives à toute? les valeurs de v, il vient
n. i^mm'tz g
Sm (m — l)(/i-n (m — l)(w — 1) P
(»)-. — i---=(-.) • ■. ■ nn<— "•
2vm 7t sin
Le second membre de cette formule ne dépend plus de m' .
La valeur du premier est donc celle obtenue en faisant w'= 1 :
par suite, si l'on remplace les produits par leurs valeurs d'après (4 )*
on trouve
fmm'\ / m'\ / ni\ /i\
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OU bien
Celte formule suppose que m et m' sont positifs et impairs. D'après les propriétés 3 et S, la formule (8) reste encore vraie, quand m ou m' est négatif ou pair, pourvu que m et m' soient toujours premiers avec n.
Supposons encore m impair et positif; les équations (4) et (9) donnent alors
a B / \ (m— I) (w-ll (m-IW/i-1) *^
,.0, (^)=(-) * ' ' nn^»-?)-
Échangeons m et /l; chacun des facteurs du double produit
change de signe; les autres facteurs ne changent pas. Le nombre
de ces facteurs est
il en résulte
(m-lUn — 1)
/ — ] est égal à ( — 1 » lorsque Vun au moins des deux nombres
impairs m et n est de la forme 4^ H- i ; au contraire, l — \ et
{ — ) sont égaux et de signes opposés, lorsque les deux nombres sont de la forme 4 Ar 4- 3 .
Ce théorème célèbre est connu sous le nom de loi de réciprocité. La démonstration que nous venons d'en donner est due à Elsenstein. A l'aide de cette loi et des propriétés S et 6, on peut
déterminer très rapidement la valeur du symbole ( — )» en opérant comme si l'on voulait trouver le plus grand commun diviseur de m et de n.
Les propositions 8 et 9 fournissent 'encore une dernière propriété applicable lorsque n et /i' sont deux entiers impairs premiers avfec m
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Dans le cas où m est impair et positif, il suffit pour le voir de s'appuyer sur la congruence
(il) (/i — OC'*' — \) = {nn' — i) — (/i — i)--(/i' — i) = o (iiiod4)-
On applique aux deux membres de 10 les propositions 8 et 9. Lorsque m est pair ou négatif, il sufOt d^appliquer les propriétés 4 et 6.
D'après ces propriétés, on peut transformer ( — J en un produit de symboles (-)' dans lesquels q et p sont des nombres
premiers. Mais le calcul de ( — ] se fait encore plus facilement d'après la propriété 9, sans avoir recours à cette décomposition.
Indiquons, pour terminer, une autre signification du symbole
( — j9 dans le cas où p est un nombre premier impair; c'est le
sens que lui a donné Legendre.
Élevons au carré tous les entiers x non divisibles par /?, et cherchons leurs restes de division par/?; on ne trouve en tout
que — — restes distincts. En effet, les carrés de nombres congras
donnent le même reste ; de même les carrés de nombres égaux ei de signes contraires. Nous obtiendrons donc certainement tous
les restes en élevant au carré les • • nombres v :
Les carrés de ces v nombres donnent, en effet, tous des restes différents; si v et v' sont deux nombres distincts de cette suite, la différence
ne saurait être divisible par/?, puisque chacun de ses facteurs est inférieure/?. Parmi les nombres
l'une des moitiés figure donc l'ensemble des restes des nombres x-, tandis que l'autre moitié ne comprend aucun de ces restes. Les
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nombres de la première moitié, et tous ceux qui leur sont congrus suivant le module /?, s'appellent les restes ou résidus quadratiques de p ; les autres sont les non-restes ou les non-résidus quadratiques de p.
Si donc m est un reste quadratique de p, la congruence
(12) x^^m (mod/>)
est possible ; il résulte des propriétés 7 et 8 que
On a donc
(yh
quand m est un reste quadratique.
D'autre part (prop. 1, § 142), on a vu que, si Ton donne à m
la suite des valeurs i, 2, ...,/? — i, le symbole ( — ) a autant
de fois le signe -f- que le signe — ; il en résulte qu'on doit prendre le signe — lorsque m est un non-reste quadratique. Donc :
H. p étant un nombre premier impair et m un entier non divisible par Pj le symbole ( ~] vaut -+■ \ ou — i, suivant que m est un reste ou un non-reste quadratique de p.
Ce théorème contient toutes les propositions importantes relatives aux restes quadratiques. Par exemple :
1Î2. Le produit de deux restes ou de deux non-restes est un reste; le produit d^un reste et dUin non-reste est un nonreste.
D'après le théorème de Fermât, tout nombre m, non divisible par/? vérifie la congruence
mP~-^
( Pjzl \( P^ \ — i = \m * —ij\m * -4-i/ = o (mod m).
L'un des deux facteurs
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doit être divisible par)?; un seul, d'ailleurs, peut satisfaire à cette condition, sans quoi leur diflerence 2 devrait être divisible par/». Si la congruence (l'i) est possible, on a
p-i m * - xP-^ ~ I { mod p > ;
on en conclut que tous les restes quadratiques au nombre de
- - » sont racines de la conerruence
X * :^ I (mod/>).
Cette congruence ne saurait avoir plus de -^ racines (§ 143),
<lonc les non-restes quadratiques sont racines de la congruence
X * ^ — I (mod/>);
d*où ce théorème d'Euler : tout entier /?î, non divisible par/?, vérifie la congruence
(i3) m « ^(- ) (modp);
ce qui s'énonce :
13. Le nombre m, non divisible par />, est un reste ou un non-reste quadratique de p^ suivant que
m * — I ou m * -^ I est divisible par p.
Ajoutons encore que, dans tout système d'indices, les restes quadratiques ont des indices pairs, les non-restes des indices impairs.
On peut déduire de ce qui précède quelques conséquences remarquables. Désignons par a les restes, par b les non-restes quadratiques du nombre premier/»; les uns et les autres sont au
nombre de — 7~* ^^*' ^(^) '^ produit des premiers, n(&) le produit des seconds. Les nombres a et 6 constituent l'ensemble (les nombres 1,2, ...,/?- i ; donc, d'après le théorème de VVilson [§ 143 (8)], on a
n{a)U{b) —I (mod/7).
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Soit 60 un non-reste déterminé; d'après (12) les produits b^a ont pour valeurs l'ensemble de tous les non-restes, lorsqu'on fait prendre à a les valeurs de tous les restes; il en résulte, d'après (i'3), la relation
Esz} (ij) n(é) -6^* n(a) - — n(a) {moAp).
En outre, puisque chaque nombre a est congru au carré d'un des nombres i ,?-,..., » on a
♦ (16) ll(a).- (^1.2.3... ^^^^ )' (mod/)).
Les nombres i, 2, •••,/> — i, qui figurent dans le théorème de Wilson , peuvent être remplacés par les nombres it i , =b 2 , . . . ,
± : il en résulte
ix.'x,..^ I ^(— i) * (mod/?);
des équations (i5) et (i())t on déduit alors les formules
(17) n(a)-.(— I) « , n(^)^^(-i) « (mod/>).
LA THÉORIE DE GALOIS
§ 146. — L'idée de corps.
Lorsqu'un ensemble de nombres forme un système complet et fermé tel, qu'en exécutant sur des nombres quelconques du système les quatre opérations fondamentales, addition, soustraction, multiplication, division (la division par zéro étant exclue), les nombres, résultats de ces opérations, font aussi partie du système, on dit que les nombres considérés forment un corps de nombres.
Ce concept, qui permet de grouper les différentes espèces de nombres suivant un point de vue naturel, a été introduit dans la science par M. Dedekind (Dirichlet-Dedekind, Leçons sur la théorie des nombres, 2* édition, § 159 5 187 1). Il est de la plus haute importance pour l'Algèbre, et il n'est pas indifférent de posséder pour lui un nom caractéristique et expressif. Le mot corps de nombres {Zahlkôrper) a été formé, par M. Dedekind, d'après de nombreuses analogies, dans lesquelles le mot corps {corpus, Kôrper) désigne d'une façon analogue une réunion d'objets ap-
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parteoanl à un même groupe, complet quand on considère l*ensemble de ces objets.
L'idée du corps de nombres peut être généralisée et étendue à toutes les quantités sur lesquelles on peut effectuer les quatre opérations fondamentales, en particulier aux fonctions rationnelles d'un nombre quelconque de variables.
Nous appellerons alors corps de fonctions un sjstème de fonctions d'une ou plusieurs variables, tel que les quatre opérations peuvent être effectuées avec des fonctions quelconques du sjstème et conduisent toujours à une fonction appartenant au même sjstème (la division par zéro étant toujours exceptée). Les variables peuvent être indépendantes; pourtant nous n'exclurons pas le cas où elles sont liées par certaines relations, dont il faudra tenir compte dans les calculs.
Une fonction, appartenant à un corps de fonctions, n'est considérée comme nulle que si elle s'annule identiquement, c^ està-dire pour toutes les valeurs des variables qu'on considère.
Comme, pour le moment, nous ne voulons imposer aucune restriction à nos considérations, nous parlerons simplement de corps; les objets avec lesquels on calcule peuvent être aussi bien des nombres que des fonctions; ils seront dits les grandeurs ou les éléments de ce corps (').
Un corps est donc un système de grandeurs tel que les quatre opérations puissent être exécutées sur ses éléments, et dans ce corps.
Lorsque tous les éléments d'un corps sont contenus dans un second corps, le premier corps est dit un diviseur du second.
Si û est un diviseur de û', nous dirons que û' est un corps supérieur à û.
En toute rigueur, le seul nombre zéro constitue un corps. Pour plus de brièveté, nous le laisserons de côté une fois pour toutes.
Un premier exemple d'un corps est fourni par V ensemble de tous les nombres rationnels.
Ce corps est un diviseur de tout autre. En effet, chaque corps contient au moins un élément o> différent de zéro, par consé-
(') Voir le Mémoire de l'auteur: Les principes généraux de la Théorie de datais {Mathematische Annalen, t. \LIII).
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quent aussi le quotient — ==r i , par conséquent tous les nombres
entiers qui se déduisent de Tunité par addition et soustraction; enfin toutes les fractions qui se déduisent des nombres entiers par la division.
D'autres exemples de corps de nombres sont : i® l'ensemble de tous les nombres complexes de la forme x -\-yi^ x et y étant
rationnels et i étant égal à \/ — i ; 2** l'ensemble de tous les nombres réels, rationnels ou irrationnels; 3° l'ensemble de tous les nombres complexes x -^^ yi^ x eiy étant réels.
Comme exemple d'un corps de fonctions, on peut considérer l'ensemble de toutes les fonctions entières et rationnelles d'une variable (y compris les constantes), les coefficients devant appartenir à un certain corps de nombres, par exemple celui des nombres rationnels, ou bien pouvant être absolument quelconques.
Nous nous bornerons à ces exemples; car l'étude détaillée de corps d'une espèce particulière sera un des sujets principaux de nos recherches ultérieures.
§ 147. — Adjonction.
Soit û un corps formé de quantités quelconques; ajoutons-y une grandeur a qui n'y est pas contenue; nous avons ainsi un nouveau système de grandeurs
qui ne forme pas un corps ; il ne devient un corps que si l'on y ajoute aussi les grandeurs qui prennent naissance quand on combine a avec les éléments de Û par les opérations fondamentales. On obtient ainsi un corps plus général û' contenant û et a, et entièrement déterminé par û et a ; nous l'appellerons le corps 12, a.
Ajouter la grandeur a au corps û s'appelle adjoindre cl] on dit que û' se déduit de Û par V adjonction de a.
A Cy on peut adjoindre une autre grandeur a'; on obtient ainsi un corps Ù', contenant û, a, a', etc. On peut adjoindre simultanément à Q deux ou plusieurs éléments; on obtient
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le même corps QT qaand oa adjoint sîmaltanémeDl 2 et x' à û. A an corps on peut adjoindre un autre corps: on obtient ainsi un nouveau corps contenant les éléments des deux corps donnés. Dans Texemple ci-dessus, Tadjonction du corps Oyz' au corps Û'= ûy X conduirait au même corps if.
Lorsqu'on adjoint à un corps une de ses parties, on ne crée pas un nouveau corps.
Soit, par exemple, R le corps des nombres rationnels; adjoi-
<^nons-lui le nombre i = ^ — 1 ; on obtient le corps des nombres complexes x — yi^ dans lesquels x el y sont rationnels; soit J ce nouveau corps. L'adjonction d'une variable u au corps R donne le corps des fonctions rationnelles, entières et fractionnaires, de la variable u, à coefficients rationnels; l'adjonction simultanée de a et de i à R donne le corps des fonctions rationnelles de 11, dont les coefficients appartiennent au corps J, etc.
Remarquons, pour terminer, ^^^t diaprés Kronecker, un corps de grandeurs s'appelle aussi un domaine de rationalité. Il est parfois utile de substituer cette dernière expression à celle de corps, quand on veut exprimer que, dans un problème déterminé, les éléments de ce corps doivent être considérés comme donnés ou rationnels.
§ 148. — Fonctions en Q.
« Nous aurons souvent l'occasion de considérer des fonctions rationnelles et entières d'une variable x
(i) /(x) = aoX"*-r-atX'"-^-^. . .-h am-ix
'mi
dont les coefficients appartiennent à un corps donné Q] ces fonctions seront dites contenues dans Q, ou, plus brièvement, /onctions en û. On ne devra pas les confondre avec les fonctions appartenant au corps Û, lorsque û est un corps de /onctions. Nous avons vu, dans le Chapitre III, que, lorsque les coefficients aoj a^j . . ., am ont des valeurs numériques déterminées, l'équation /{x) = o admet m racines ai , as, • . . , a^, qui ont également des valeurs déterminées; plusieurs d'entre elles peuvent devenir égales, lorsque le discriminant A(a) de la fonction (i) devient
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nul. Si les coefficients a de la fonction y (;r) sont des variables indépendantes, à chaque système de valeurs de ces coefficients correspond un système de valeurs des racines a, et ces racines sont des fonctions continues des coefficients (§44).
Si donc les variations des coeilficients sont suffisamment petites pour que A(a) ne soit pas nul, les m quantités a sont entièrement déterminées comme fonctions des coefficients a, et, de plus, sont distinctes ; il suffit de se donner la valeur de chacune d'elles pour un système de valeurs des coefficients a.
Si les coefficients ne sont pas des variables indépendantes, mais sont eux-mêmes fonctions d'autres variables, tout ce qu'on vient de dire reste encore exact, tant que les coefficients varient d'une façon continue.
Il est donc permis, dans tous ces cas, de parler des m racines d'une équation algébrique de degré m\ elles sont à considérer comme des nombres ou comme des fonctions algébriques des coefficients de l'équation.
Û étant un corps quelconque, el f{x) une fonction en û, deux cas sont possibles : .
Ou bien la fonction f{x) peut être décomposée en facteurs de degré inférieur dont les coefficients appartiennent à û, ou bien cette décomposition est impossible. Dans le premier cas, la fonction est dite réductible en Q ; dans le second, irréductible en û.
Parfois, lorsque le corps û peut être considéré comme connu sans ambiguïté, lorsque c'est, par exemple, le corps des nombres rationnels, on parle simplement de fonctions réductibles ou irréductibles, sans ajouter la désignation, en Û.
Les remarques suivantes montreront qu'il importe de préciser le corps auquel se rapporte la propriété de réduction, autrement dit le domaine de rationalité.
Une fonction linéaire est évidemment irréductible dans tout corps O. Le produit de deux fonctions de la forme (i) est une autre fonction de même forme, évidemment réductible, puisqu'on peut lui substituer le produit des facteurs qui ont servi à la former.
Une fonction y( a:), irréductible en Û, peut devenir réductible dans un corps plus étendu û' déduit de Û par une adjonction quelconque; par exemple, toute fonction f{x) devient réductible dans le corps û' déduit de Û par l'adjonction d'une racine a de f{oc)\
on peul alors mettre en facteur dans f{x) le facteur linéaire x — a. Dans le corps formé par tous les nombres, une fonction quelconque est réductible.
I. Si les coefficients d^une fonction irréductible /{x) et d^une autre fonction F(x) appartiennent au même corps, f{x) et F (a;) ne peuvent avoir de diviseur commun, à moins que¥[x) ne soit divisible par f{x).
Ce théorème, dont nous ferons un très fréquent usage par la suite, est presque évident; en effet, le plus grand commun diviseur des deux fonctions F (or) et f{x) se détermine à l'aide des opérations fondamentales; il est donc aussi contenu dans Û. D^autre part. f{x) ne peul contenir d'autre diviseur appartenant à û que f{x) même ou une constante (quantité appartenant à Û); donc, ce plus grand commun diviseur n'est autre que y(^) même ou une constante.
Il résulte de ce théorème qu'une fonction f{x) ne peut avoir de facteurs multiples; sans cela elle aurait un plus grand commun diviseur avec sa dérivée f\x)\ f'{x) devrait done être divisible par f{x)\ ce qui est impossible, puisque le degré de f{x) est inférieur à celui de f{x).
On peut aussi énoncer le théorème I sous la forme suivante :
II. f{x) étant irréductible, si la fonction F(jr) admet Vunt* des racines de f(x), elle les admet toutes.
On en conclut en particulier que :
III. La fonction F(.r) étant de degré inférieur à la fonction irréductible f{x)^ si elle admet l'une des racines de f(x), F{x) est identiquement nulle; tous ses coefficients sont nuls.
On appelle aussi fonctions en ù des fonctions entières et rationnelles de plusieurs variables f{x, y^z^ • • •)? dont les coefficients appartiennent au corps û. Ces fonctions seront aussi dites réductibles ou irréductibles, suivant que Ton peut ou ne peut pas les décomposer en plusieurs facteurs, eux-mêmes fonctions en 12 et contenant réellement une ou plusieurs des variables x^ y^ z, .... •Il y a ici une distinction importante à faire. Parmi les fonctions de plus d'uoe variable indépendante, il j en a qu'on ne peut abso-
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lumenl pas décomposer en facteurs de degré inférieur, dépendant rliionnellement des variables; d^autres sont décomposables en facteurs rationnels par rapport aux variables, mais leurs coefficients n'appartiennent pas à ù; d'autres enfin sont décomposables en facteurs appartenant à Q. Seules les fonctions de la dernière espèce seront dites réductibles en û; celles de la seconde espèce seront appelées décomposables ; celles de la première, indécomposables.
Si, par exemple, û est le corps des nombres rationnels, la fonction a: ^ — y^=:(^x — y)(a:-HJ') est réductible en Û. La fonction X- — 2.y^ est décomposable en deux facteurs x-^yyji^ x — y^'^\ mais ces facteurs ne sont pas fonctions en Q. Enfin la fonction x^-\- y^-\'\ est absolument indécomposable. Une fonction irréductible en Û, mais décomposable, devient réductible dans un corps plus étendu que Q.
Nous avons établi au § 20 les théorèmes fondamentaux sur les fonctions irréductibles. D'après le point de vue auquel nous nous sommes placés à ce moment, le domaine de rationalité était constitué par le corps formé de tous les nombres; dans ce cas, la différence entre fonctions réductibles et fonctions décomposables disparaît. La seule propriété utilisée est celle de la réduclibilité ou de l'irréductibilité de la fonction ; la nature particulière du corps Cl n'est pas prise en considération. D'où la démonstration de ce théorème :
IV. Une fonction réductible en Q ne peut être décomposée en facteurs irréductibles que d* une seule manière , à condition de ne pas considérer comme distincts des facteurs rationnels qui ne diffèrent que par un facteur constant.
§ 149. — Corps algébriques.
Soient û un corps quelconque, et F(:r) une fonction en û. L'équation
est dite une équation en û. Cette équation est dite réductible o\x irréductible, suivant qu'il en est ainsi de la fonction F(:r). Si Ton
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adjoint au corps Û une racine a de cette équation, n'appartenant pas au corps Û, on forme un nouveau corps Û', qu'on appelle un corps algébrique supérieur â û ou sur Û ; si aucune ambiguïté n'est à craindre, on dit simplement un corps algébrique; on le désigne par la notation
^, y, ... étant racines d'autres équations en Û, ou d'autres racines de la même équation, on forme par l'adjonction simultanée de a, ^, y, ... d'autres corps algébriques supérieurs à û, qu'on désigne
par
Nous allons voir que cette extension de l'idée de corps algébrique n'est qu'une apparence; nous nous bornerons, pour l'instant, à l'adjonction d'un seul élément à au corps û(a).
L'équation (i), admettant a comme racine, peut être réductible. Parmi les facteurs irréductibles de F(x), il en est au moins un qui s'annule pour ^ = a; soit f{x) ce facteur. En supposant égal à I le coefficient de la plus haute puissance de x dans f{x)^ cette fonction est complètement déterminée ; en effet, d'après le paragraphe précédent, a ne saurait être racine de deux équations irréductibles distinctes.
L'équation f{x) = o a donc la forme
(a) x^-^ a, JT^-^H- GiX'^-^-h . . .— «/;_! r -t- an — o,
ai, a2, , .> <, a,i étant des éléments de û. Le degré n de cette équation est, par définition, le degré du corps û(a). •
Tous les éléments 6 du corps û(a) se déduisent de a et des éléments de Q par les quatre opérations fondamentales. On peut donc les mettre sous forme de fonctions rationnelles de a, ayant pour coefficients des éléments de û :
X(^) ^^^{^) étant des fonctions en û. Comme ^(a) ne peut être nul, i({x) ne sera pas divisible par f{x)\ d'autre part, f{x) est irréductible par hypothèse ; donc y^^) et if{x) sont premiers «ntre eux.
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On sait alors (§ 6, II) qu'on peut déterminer deux fonctions en Q, Q(^) et ?(^), cette dernière du degré n — i au plus, telles qu'on ait
Faisons dans cette identité a? = a; observons que /(a) est nul, il en résulte
Les coefficients de f (^) sont des éléments de û; appelons-les Cq, ^o • • • 7 Cn-i ; on voit que chaque élément 0 du corps Û(a) peut se mettre sous la forme
Cette représentation n'est possible que d'une seule manière. Si, en effet, on avait simultanément
(6) G =Co-f-c'ia-t-c'ja*-i-...H-Crt_|a'»-^
la fonction* de degré n — i
serait nulle pour œ =:aL. Gela n'est possible, d'après le théorème III du paragraphe précédent, que si l'on a
Si donc on considère les éléments du corps û comme donnés et rationnels, si Û(a) est le corps dérivé de Û, on peut appeler, pour abréger, fonction rationnelle toute fonction rationnelle en Û, et dire :
Le corps Û(a) est formé par ^ensemble de toutes les fonctions rationnelles de a.
§ 150. — Adjonction simultanée de plusieurs grandeurs algébriques.
Nous nous proposons maintenant de prouver que l'adjonction simultanée de plusieurs grandeurs algébriques peut être rem-
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placée par FadjoDCtioD d'à ne seale graDdeor; en d'antres termes. lODt corps û z, ^, Y; ../• peut être considéré comme nn corps O z'- Soient dune x. i, T* - - - ^^^ quantités algébriques en nombre quelconque, et
des équations en û. avant respectivement pour racines x, 3. ^
Aucune de ces équations n*a de racines multiples, bvpotbèse qui ne restreint pas la généralité du raisonnement.
Nous avons vu au paragraphe précédent que tout élément d^un corps Û'z; peut être mis sous forme d^une fonction entière de z. rationnelle en û. Si, au lieu du corps Q, on considère le corps U'^î,*^. ... >, on voit que tout élément du corps ûi'z, 3? 7, -•-,» >c met sous forme d'une fonction entière, à coefBcients rationnels dans Û' ^^ 7^ . - -j- En répétant ce même raisonnement pour les coefficients, on voit facilement que :
Tout élément d^un corps û(z, ^3, y? • • -^ *^ "^e/ sous forme {T une fonction entière de 1^ ^, v, .... rationnelle dans le corps Û.
Soit i une fonction linéaire de z, ^, y, . . .,
observons que chacune des équations (i) a autant de racines qu'il j a d'unités dans son degré. Soit z', ^', 7^9 •• • une autre combinaison formée par des racines appartenant chacune à une des équations (1); posons
et formons de la même manière ^, ^"^ .... Le nombre des quantités i ainsi formées est
m = abc, . ,j
en désignant par a, b, c, ... les degrés respectifs des fonctions A{x)y B(x)y C{x)^ —
Les différences i — ç', Ç — Ç', Ç' — Ç", ... sont des fonctions linéaires de x,y^ Zj . . .; aucune d'elles n^est identiquement nulle, puisque, par hypothèse, aucune des équations (i) n'a de racines
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égales. Diaprés le théorème démontré au § 43, on peut donner à ^tyy ^^ • • • ^cs valeurs rationnelles telles qu'aucune de ces différences ne soit nulle; les m valeurs Ç, $', Ç'^, ... sont alors distinctes.
Or, toute fonction rationnelle, symétrique par rapport aux racines de chacune des équations (i), s'exprime rationnellement en fonction des coefficients de ces équations; c'est donc un élément de û. II en sera donc ainsi des coefficients de la fonction de degré m en t
F(^) = o est donc une équation en û, qui n'a que des racines simples et dont une des racines est égale à Ç.
Soit, d'autre part, 6 un élément de Û(a, p,Y, ...), c'est-à-dire une fonction rationnelle de a, P, y, ... ; soient 6', 6'', ... les quantités qui se déduisent de cette fonction rationnelle quand on remplace a, p, y, . . . par a', P', y', ... ou a", P", y^, .... La fonction
est une fonction symétrique de a, a', a'', ... ; p, P', P", ... ; y, y', Y- ... ; c'est donc une fonction entière de degré m — i en ^, rationnelle en û; si l'on y fait ^ = Ç, il vient
(3) o=Ml.
par suite 0 est un élément du corps û(^). Gomme réciproquement tout élément de Û(Ç) est contenu dans û(a, ^, y, ...), les deux corps sont identiques :
Notre théorème est donc démontré.
§ 151. — Corps primitifs et imprimitifs.
D'après ce qu'on vient de dire, on peut donc se borner à la considération des corps algébriques û(a), a étant une racine d'une
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équation en û. Supposons cette équation débarrassée de ses facteurs multiples; désignons-la par
soit m son degré, et
ses racines.
F(:r) peut être réductible en û; il existera alors un facteur irréductible f{x) de F(a:), et un seul, tel que a soit racine de Téquation
Soient n le degré de /(^), et
(4) a. aj, Œj, ..., Œ/i— 1
ses racines.
D'après la définition donnée au § 149, le degré du corps û(at) sera aussi égal à n.
Chacune des quantités (4) peut servir à former un corps algébrique; on obtient ainsi
ce sont les corps conjugués de Û(a). Il peut arriver que plusieurs ou même tous ces corps soient identiques; ils peuvent être tous différents; nous reviendrons plus tard sur ce point.
Oix obtient chaque élément 6 de û(a) (§ 149) en prenant une fonction entière x(Oî ^® degré n — i au plus, rationnelle en û, et en y remplaçant t par a.
Si, dans^(^), on remplace t par les différentes quantités (4)i on obtient n quantités, qui appartiennent respectivement aux différents corps conjugués ; ce sont
(6) e = x(a), 0i = X(«i)i •••' e«_, = x(at„-i);
ce sont les éléments conjugués de 6.
Toute fonction symétrique de ces éléments est aussi une fonction symétrique des racines de l'équation (3); c'est, par suite, un élément de û.
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Parmi ces fonctions symétriques, nous en mettrons deux en évidence, qui se présentent souvent et auxquelles nous donnerons des noms et des signes particuliers; ce sont la somme
(7) S(e)=..o-hO,-^...-4-o„_,,
que nous appellerons la trace (Spur) de 0, et le produit
qui s'appellera la norme de 6. Les nombres conjugués ont donc la même trace et la même norme.
Le produit
est une fonction entière en t^ de degré n, rationnelle en û; elle admet comme racines 6 et les quantités conjuguées. D'où ce théorème :
L Tout élément de Û(a) est racine d'une équation e/i'Û, de degré n, qui admet pour autres racines les quantités conjuguées de l'élément considéré.
Déduire la fonction ^{t) de/{x) n'est autre chose qu'effectuer la transformation de Tschirnhausen, considérée à un autre point de vue dans le quatrième et le sixième Chapitre.
Étudions maintenant la fonction ^(t) au point de vue de l'irréductibilité.
Si la fonction ^{t) est réductible, elle admet un facteur irréductible <f{t)y dans lequel on peut supposer le coefficient de la plus haute puissance de t égal à l'unité; chacun de ces facteurs s'annule pour l'une au moins des quantités 6, 0| , . . ., 0/}.i .
Supposons donc que
les équations ç[x(^)] = o et /{^) = o auront une racine commune. f(x) étant par hypothèse irréductible, la fonction ç[x(^)] devra s'annuler pour toutes les racines de /(^) [§ 148, II]; on aura donc
cp(e) = o, <5)(e,) = o, ..., çp(e„_i) = o.
Si donc les valeurs conjuguées de 8 sonl toutes distinctes, o(i) est identique à 4>(^); donc ^{t) est irréductible. Si, parmi les quantités conjuguées de 0, fit seulement sont distinctes, par exemple 0, Oo • . ., 0|,,-i, on aura
tout autre facteur irréductible de ^(0' devant s^annuler pour une au moins des quantités 6 et par conséquent pour toutes, sera identique à (f{t). La fonction 4>(^) sera donc une certaine puissance de (f{t) :
et Ton aura
(12) /i = /ii/ii;
d'où cette proposition :
2. La fonction 4>(^) est irréductible, ou bien c^est une certaine puissance d'une fonction irréductible. Les n quantités conjuguées d'un élément de Q{ol) sont toutes distinctes, ou bien se répartissent en n^ systèmes de n^ nombres égaux entre etu. Dans le premier cas ^(t) est irréductible; dans le second cas, c'est la puissance d'exposant n^ d'une fonction de degré /i|, irréductible en Ù,
Un élément 6 de û(a), différent de tous les éléments conjugués, vérifiant par conséquent une équation irréductible de n, s'appelle un élément primitif Au corps. D'après le théorème I du § 43, 00 sait déterminer une infinité de tels éléments primitifs, et cela de telle sorte, que les coefficients de 6 = y(a) soient des nombres rationnels. 11 suffît de disposer des coefficients de y de telle manière que les quantités conjuguées- soient toutes distinctes.
3. Tout élément w d'un corps Q ( a) peut être exprimé rationnellement à l'aide d'un élément primitif quelconque ^ dece corps.
Soient, en effet, w, Wi, 0)2, ..., u)/,_i les éléments conjugués de to; de même 6, 6|, 62» • • •? 9«-j les éléments conjugués de 6; posons
*(0=(«-e)(^-ei)...(<-e«_,);
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la fonction
est une fonction rationnelle et entière, du degré n — i par rapport à t^ dont les coefficients appartiennent à û; il en résulte, en faisant ^ = 8,
^'(8) n'étant point nul.
Le corps tt(6) est donc identique au corps û(a).
4. Si 9 n^ est pas un élément primitifs on ne peut exprimer tous les éléments deQ{cx) rationnellement en /onction de 8. Le corps Î2(9) est un diviseur du corps Û(a), et le degré de û(6) est un diviseur du degré de Q(aL),
En effet, tout élément du corps û(6) vérifie une certaine équation (en û) d'un degré Wi, diviseur de n et, par suite, inférieur à /?. Il en résulte qu'un élément primitif du corps û(a) ne peut être contenu dans û(8), puisque cet élément doit vérifier une équation irréductible de degré n.
Le corps û(a) est dit primitif lorsque, outre les éléments de û, il ne contient pas d'éléments non primitifs. Il est dit imprimitif s'il contient, en outre, des éléments non primitifs.
De cette définition il résulte d'abord qu'un corps de degré premier est nécessairement primitif; en effet, si 8 est un élément non primitif de û(a), 8 vérifie une équation dont le degré est un diviseur de 71, inférieure n. Lorsque ce diviseur est égal à i, l'élément 8 appartient à Û.
Nous allons maintenant faire connaître quelques-unes des propriétés les plus importantes des corps imprimitifs.
Supposons que û(a) admette un diviseur û' différeot de Q; que Q' lui-même admette û comme diviseur {Qf est alors un corps supérieur àû). Soit ^ un élément appartenant à û', mais non à Û; le corps û(^) est alors un corps algébrique supérieur à Q, et en même temps un diviseur de û' et de û(a). D'après ce que nous venons de démontrer, le degré /i| du corps Û(P) est un diviseur de n.
Supposons queQ' contienne encore d'autres éléments que ceux de û(p); soit Y un de ces éléments; le corps û(pj y) sera un diviseur de û' et de û(ol) et admet lui-même pour diviseur 0(^)- Le degré de û(^, y) est donc supérieur à celui de O(^) et inférieur à celui de 0((z). Si l'on n'a pas épuisé de cette manière tous les éléments de û', on pourra répéter le même raisonnement; mais on sera arrêté au bout d'un nombre limité d'opérations, puisque les degrés des corps successifs Û(P), Û(P, y)? • • •? vont toujours en croissant, tout en restant inférieurs à n. Donc :
5. Tout diviseur de Û (a), contenant le corps û, est un corps algébrique supérieur à û. Le degré de Û(P) est un diviseur du degré de û(a); lorsque les deux corps sont de même degré, ils sont identiques.
Notre définition du corps primitif peut donc aussi se formuler de la manière suivante :
6. Un corps algébrique supérieur à û est primitif, lorsqu'il n'admet pas d'autre diviseur supérieur à Q que lui-même.
§ 152. — Corps normal. Résolvante de Oalois.
Soit Û(a) un corps algébrique; les corps conjugués
sont tous du même degré; si donc l'un d'eux est contenu dans l'autre, ils sont identiques.
Un corps, identique à tous ses corps conjugués, s'appelle un corps normal. Les propriétés d'un tel corps sont beaucoup plus simples, et les grands progrès, que l'Algèbre doit à Galois, proviennent essentiellement de ce fait que des corps quelconques peuvent se ramener à des corps normaux. Ces corps normaux s'appellent aussi, pour cette raison, des corps de Galois.
Lorsqu'un corps Û(p), de degré [x, est tel que les nombres conjugués p, pf , . . ., pj|,_f sont tous contenus dans û(p), ce corps est normal; car, dans ce cas, les corps û(p!), .-•, Û(p^..<) sont tous contenus dans û(p), et, par suite, lui sont identiques.
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On dit qu'une équation est normale, lorsque :
i® Elle est irréductible ;
2** Toutes ses racines s'expriment rationnellement {en Û) en fonction de Vune d'entre elles.
Un élément primitif d'un corps normal de degré [x est racine d'une équation normale de degré p.. La réciproque est aussi vraie; si p est racine d'une équation normale de degré [x, le corps û(p) est normal et de degré [x.
Soit en effet po la racine de l'équalion normale, en fonction de laquelle les autres racines peuvent s'exprimer rationnellement; Q(po) est certainement un corps normal. Le corps û(p) est conjugué de celui-ci et lui est, par suite, identique.
Il résulte en outre de là que les racines d'une équation normale s'expriment rationnellement, non en fonction d'une racine déterminée, mais en fonction d'une racine quelconque de l'équation.
Voici comment on peut réduire un corps algébrique quelconque à un corps normal.
Soit
une équation quelconque de degré /w, réductible ou irréductible en Û; nous supposerons seulement qu'^//e n'a pas de racines multiples. Soient
(2) a, a], ..., dm-i
ses racines. On en déduit m corps algébriques
(3) Û(a), Û(ai), ..., û(a;„-,);
on peut évidemment choisir la fonction F (a:) de telle sorte que, parmi les corps (3), se trouve un corps quelconque supérieur à û. Le corps
(4) N = Û(a, «,, aj, ..., a,„_i),
formé à l'aide de toutes les racines de (a), sera dit le corps de Galois de V équation F(a?)= o.
Si le polynôme F(^) est irréductible, les corps (3) forment un
système conjugué. Nous dirons alors que le corps N est la norme de chacun de ces corps. Lorsque Û(a) est un corps normal, il est identique à sa norme.
Il s'agit de démontrer que, dans le cas général, N est un corps normal. Choisissons dans le corps N un élément primitif p (§ 150, loi); on pourra alors désigner ce corps N par û(p). Le degré de N étant égal à |jLy cet élément p vérifie une équation irréductible de degré a
il suffit de montrer que cette équation est normale.
Remarquons, à cet effet, que l'une des racines p de celle équation est une fonction rationnelle des quantités a, af, . . ., a^-i, puisque p est un élément de N. Posons donc, pour caractériser ce fait,
P = p(«> «Il •• -ï «OT-i);
formons ensuite toutes les permutations possibles des indices o, ] , 2, . . ., m — i; le nombre de ces permutations
est égal à \\{m)\ les indices accentués sont les mêmes, dans un ordre différent, que les indices non accentués. On forme ainsi les fonctions
qui peuvent d'ailleurs être différentes ou non.
Si, dans toutes les dispositions (6), nous opérons une même transposition, par exemple celle de o et i , l'ensemble de ces permutations ne change pas, mais bien l'ordre dans lequel elles se suivent. En effet, une telle transposition ne peut produire que des permutations des m indices; comme ces permutations étaient primitivement différentes, elles le sont encore après la transposition.
Chacune de ces transpositions a donc pour seul effet de permuter entre elles les fonctions (7). Si donc on forme la fonction
de t
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ses coefficients sont certaines fonctions de a, aj, ..., a„4_i, que la transformation laisse invariables; en d'autres termes, ce sont des fonctions s^^métriques des racines de F(^); par suite, les coefficients de G{t) appartiennent à Û. Toutes les racines de G(^) appartiennent à N, puisque ce sont des fonctions rationnelles des quantités a.
G(^)et^(^^) ont une racine commune. Comme g{t) est irréductible, G(/) devra être divisible par g{t); par conséquent, toutes les racines de g{t) appartiennent à N. Donc N est un corps normal. c. q. f. n.
Toute équation telle que g(t) = o s'appelle une résohante de Galois de l'équation F(^) = o; une résolvante de Galois se définit donc de la manière suivante :
Une équation g(t) = o est une résonante de Galois d'une équation donnée F(^) = o (en Û), quand elle possède les propriétés suivantes :
I "^ g{t) est irréductible ;
2® Toutes les racines de ¥ [x) peuvent s'exprimer rationnellement en fonction d'une racine o de g{t);
3" Une racine de g (t) peut s'exprimer rationnellement en fonction des racines de F{x).
En effet, d'après la seconde propriété, N est contenu dans û(p); d'après la troisième, un des corps conjugués de û(p), par exemple û (pi), est contenu dans N. Les degrés de N et û(pi) ne peuvent donc pas être distincts. Donc : N = Û(p).
Toute résolvante de Galois est une équation normale; toute équation normale est sa propre résolvante de Galois,
§ 153. — Substitutions d'un corps normal.
Soit 0(p) un corps normal de degré [x, p un de ses éléments primitifs; soit, en outre,
l'équation irréductible de degré [x, dont une racine est égale à p.
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Soient
(2) p, Pi, Pi, ..., PtA-i
les éléments conjugués de p.
Diaprés la définition du corps normal^ tous ces éléments appartiennent à Û(p); on pourra donc déterminer des fonctions ^i{t), ^2(^)1 •••) 8(^-1(^)1 rationnelles en Û, de degré [x — i au plus, telles que
(3) pi = 0,(p), pt = 6j(p), ..., ppt_, = epi_,(p).
b) étant un élément quelconque de Q{p), on pourra exprimer les grandeurs conjuguées par les formules
(4) w==(p(p), w, = o(p,), ..., oj^i-, = çp(p^._,),
q(^) étant une fonction rationnelle en û.
Comme g{t) est irréductible, on peut appliquer le théorème II du § 148, ce qui donne Ténoncé :
1. Lorsqu'une fonction ^{t), rationnelle en Û, a une racine commune avec g{t)^ toutes les grandeurs conjuguées
*(p). *(pi), •••» *(Pii-i) sont nulles.
Dans une des fonctions 6a(p) qui figurent dans les formules (3), remplaçons p par une autre racine p^; le résultat est encore une racine de l'équation (i). Enteffel, si l'on a
il résulte du théorème 1 qu'on a aussi
<r[OA(pA)] = 0- •
Par conséquent, les grandeurs
(5) p/i, 6,(pa), e,(p/,), ..., 6{i-i(p/z)
ne sont autres, dans un ordre différent, que les grandeurs
(6) p, 6,(p), 0,(p), ..., Oj,_,(p).
Ce fait sera entièrement démontré, si l'on montre que les quantités (5) sont toutes distinctes. Pour simplifier les notations, dési-
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gnons par %(p) la racine p elle-même; si deux quantités (5) sont égales, on a
(7) ^i(ph) = ^k(?h):
donc (théorème 1)
égalité impossible par hypothèse, puisque i et k sont distincts. Donc les grandeurs (5) sont toutes distinctes.
Ce que nous venons de dire peut se résumer dans le théorème suivant :
2. L'échange de p avec p^ transforme toute quantité conjuguée de p en une autre; deux quantités distinctes ne donnent jamais la même transformée.
Remplacer dans toutes les fonctions de p cette racine par une autre racine p^ s'appelle faire une substitutiqn. Nous désignerons cette substitution par
<ya=(p,pa), a=0, 1,2, ..., fA — i;
<7q ou (j est la substitution identique; elle consiste à remplacer la racine p par elle-même ; tous les éléments de Û(p) restent donc invariables.
Faisons la substitution t^ dans une quelconque des formules (3)
P/*=0>i(p); Pa devient alors une autre racine p^t, déterminée par l'équation
(9) PA= OA(pa) = ÔA[ea(p)] = O^Cp);
p^ est lié à Ça psir le même signe fonctionnel que pA à p.
Un élément quelconque w = ^(p) du corps Û(p) est transformé par la substitution en un autre élément &)<,=: '^(pa). Exprimons cj en fonction dé p^ et coa en fonction de p^^; on aura
t^ = ^(PA), Oia=^{9k)'
Par conséquent, co devient co^ par la substitution
(«O) ^a = (PA, 9k) = [pA, OaGûCp)];
c'est là une autre forme de la substitution (p, p^).
Oh est une racine quelconque de g{t)] la racine correspondante pA est déterminée par la substitution (Ja. Inversement, on peut se donner p^ et déterminer la racine correspondante p/i, en considérant ^h{^a) et donnant à h la suite des valeurs o, i, 2, . . ., [JL — I ; on ne trouve, en effet, qu'une seule fois chaque racine p*. Donc :
3. Toute substitution (Ta peut être représentée par (p^, p*), OA ou pA étant une racine arbitraire de g{t)\ l'autre racine est déterminée quand (Ta est donnée.
Le nombre des substitutions distinctes (Ta est donc, en y comprenant la substitution identique, égal au degré du corps Û(p); nous l'avons désigné par [x. Chacune de ces substitutions transforme Tensemble des éléments du corps en lui-même; chaque élément se transforme en un autre déterminé ; deux éléments distincts ne donnent pas le même élément transformé [(7) et (8)].
Les substitutions o-^ sont dites les substitutions du corps Û(p).
Si l'élément o> = <p(p) du corps û(p) reste invariable quand on remplace p par p^, c'est-à-dire si
nous dirons que l'élément w permet la substitution (p, p^) ou ff^. Les grandeurs (o qui, à Texception de la substitution identique, ne permettent aucune substitution o-^, sont les éléments primitifs du corps û (p).
4. Une grandeur qui permet toutes les substitutions (Ta est nécessairement un élément de Û.
Cette grandeur coïncide, en effet, avec toutes ses conjuguées; elle vérifie donc (§ 151) une équation du premier degré (en û).
§ 154. — Composition des substitutions.
Remplacer, dans une fonction de p la racine p par p^, puis p^ par pi, revient à remplacer immédiatement p par p^. Si donc, on pose
(U <r=(p, Pa), ^'={paypb), <ï'=(p, Pô),
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on obtient le même résultat, en efiectuanl sur les éléments du corps û(p) les substitutions successives <r et (t', ou la substitution unique a".
1. On dit que (f est composée de t et o-', et on indique cette relation par la formule
D'après le théorème 3 du paragraphe précédent, on peut choisir arbitrairement le premier ou le deuxième élément de la substitution (pA, p^); on peut donc choisir p^ et p^ de telle sorte que les deux substitutions a- et (t' soient deux quelconques des. [x substitutions du corps û(p); ^' est alors entièrement déterminée.
Inversement, (7et(/ étant données, (t' est déterminée sans ambiguïté. En effet, p étant choisi arbitrairement, pa est déterminé par T, pé par </ ; donc d' = (pa, p^) est connue. Enfin, (j' et ^' étant supposées données, p^ est déterminé par (/, p^ par cr'; par suite, T est connue. Donc
2. Parmi les trois substitutions liées par V équation symbolique (yd'= (/, deux quelconques peuvent être choisies arbitrairement, la troisième est déterminée par elles sans ambiguïté.
Nous avons exprimé symboliquement la composition de deux substitutions par le signe de la multiplication. L'ordre des facteurs ou des composantes n'est pas indifférent; car la substitution (j<j' peut'étre différente de (j'çr; en d'autres termes, la multiplication symbolique n'est pas commutative comme la multiplication ordinaire. Elle est au contraire associative, ce qui s'exprime par le théorème suivant :
3. 0-, t', (t" étant trois substitutions quelconques du corps Û(p), on a
On le voit aisément. D'après le théorème 3 du § 153, on peut choisir p^, p*, ^c de telle sorte que
(4) ^ = {9^ 9a), <ï' = (pa, p*), <ï''=(p/», pf);
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^''=(p, P6), (.^^')9'=(pjpb)(àb,pc) =(p, Pc);
^'^'^ ipa, Pc), <J((tV) = (p, pa)(pa, pc) = (?, pc)-
On peut désigner par ao-'i/ la substitution composée des trois substitutions successives a*, o-', (/; de même la substitution plus générale (to^o"... se fait en composant deux substitutions voisines, jusqu'à ce que tout le produit symbolique soit ramené à uoe substitution unique. En effet," d'après le théorème 3 du § 153, on peut faire en sorte que
<'=(p»Pa)» <^'=(pa,pb)y ^"^ipb.pc), (T"'=(pc,pc);
il en résulte
(p, pa)(pa, pb)(pb, pcKPc Pc) = (p, Pc);
le nombre des composantes peut évidemment être quelconque.
Puisque les p. substitutions du corps normal Û(p) possèdeol les propriétés i, 2, 3, on dit qu'elles forment un groupe^ et plus spécialement un groupe /ini de degré [x. Leur ensemble s'appelle le groupe des substitutions du corps û(p).
Nous nous occuperons ultérieurement de la théorie générale des groupes.
§ l£fô. — Groupes de permutations.
Nous avons montré au § 152 comment, étant donnée une équation quelconque (en Û)
de degré m, sans racines multiples, on peut déterminer un corps normal û(p) auquel appartiennent toutes les racines de (i). En appelant
(2) a, «1, aj, ..., 7.m-\ les racines de (i), on aura
(3) a = X(p)» ai = Xi(p)» .-•, «m-i = X'«-i(p), les fonctions ^ étant rationnelles en û.
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Remplaçons p par une quantité conjuguée p^ c'est-à-dire faisons la substitution a- = (p, pi ) ; chaque racine a se transforme en une autre, deux racines différentes ne donnant jamais la même transformée. En effet, si l'on a
F(«) = F[X(P)]=0, on aura aussi (§ 153, 1)
F[x(Pi)]=o;
en d'autres termes, ^(pi) est racine deTéquation (i). Nous avons d'autre part montré, au § 153, que deux éléments différents de Û(p) ne peuvent donner le même élément transformé.
1.' Une substitution a a donc pour effet de permuter les racines, chacun des indices o, i, a, ...,m — i étant remplacé par un autre de ces indices.
Nous sommes ainsi conduits à étudier plus en détail et d'une manière générale les permutations des m nombres
o, I, a, . . ., m — I et leurs propriétés.
Supposons que les nombres o, i , 2, . . . , /n — i se transforment
respectivement en ao, a%y a^t • - • , (im^\ \ Ist permutation
(4) ^0» ^lï ûfj, ,.., a/ii-i
sera une autre disposition des nombres o, i , 2, . . . , m — i . Nous désignerons le passage d'une disposition à une autre par le symbole
(5) ir»^/"^» '* ^ '^-'V
\ao, «1, ai, . . . , am-i j
et nous appellerons ce passage une permutation.
Le nombre de toutes les permutations possibles de ni éléments est
II(/w) = I .2.3. . ./«,
en y comprenant la permutation identique
qui laisse chaque élément à sa place.
Le symbole (5) De change pas de signification quand on change l'ordre des couples d'éléments supérieurs et inférieurs. Si donc
^Oî ^li ^î> ' ' "1 ^m-i
est une autre disposition des nombres o, i, 2, .. ., m — i on peut écrire, au lieu de (5),
On peut déduire de là le concept très important de la composition des permutations. Remplacer l'indice a par l'indice 6, puis l'indice b par l'indice c, revient à remplacer immédiatement l'indice a par c. Si donc on fait Tune aprè3 l'autre deux permutations, le résultat est une seule permutation, qu'on peut représenter de la manière suivante :
Soient
deux permutations quelconques; par l'emploi du résultat (6), oa peut aussi écrire la seconde
si donc on effectue les deux permutations iZa elizb Tune à la suite de l'autre, le résultat est une nouvelle permutation qui est dite composée avec iZa et tt^, et que nous représenterons par le produit tc^tc^,
La plupart du temps, on ne peut changer l'ordre des permutations, car T^a'^h ne coïncide pas en général avec u^iTa. Mais l'opéra lion reste associative, en ce sens que
On s'en rend compte simplement de la manière suivante : si r.^ change l'indice p en q^ si -ki, change q en r, si enfin ite change r
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en 5, TZaTZi changera /? en r et (71^7:3)7^^ changera/) en 5; tî^tî^ changera y en 5 et ir^(T:iitc) changera p en 5. La formule (8) ne signifie pas autre chose.
A chaque permutation iZa correspond une permutation inverse, qui a pour effet de détruire les changements produits par iza] par conséquent, composée avec iZaj elle produit la permutation identique. Nous désignerons cette permutation par ir~* ; si donc on représente iza par (5), on a
D'après la règle (7) de la composition, on a
* \o. i,...,m — 1/ De même, on a
^-^,Za= /«0,ai, ....«;«-! \
ce qui représente encore la permutation identique. Donc :
La permutation inverse de ir~* est la permutation primitive T.a-
Si 1:^713= ir^, on a
carTî^Tr^TC^^Tî^* représente la permutation identique. En désignant cette dernière par tco, on a
(10) ^a^;* = '^'a ^« = '^Oi
TTo est à elle-même son inverse (il n'est pas dit par là qu'il n'existe pas d'autres permutations qui soient leurs propres inverses). La composition d'une permutation quelconque et de la permutation identique ne change rien à la première :
T^c étant composée de iza et tzi
(12) r:c=i:aT^bi
chacune de ces permutations est déterminée sans ambiguïté quand on se donne les deux autres.
55o LITRE III. — LES GRANDEURS ALGÉBRIQUES.
En eOel, il résulte de (12)
3. Si parmi les n(m) permutations de m éléments on peut choisir le système
tel que la composition de deux, et par conséquent d'un nombre quelconque de permutations de ce système donne encore une permutation du même système, on dit que le système Q est un GROUPE DE PERMUTATIONS ; Ic degré de ce groupe est égal au nombre des permutations qu'il contient.
L'ensemble de toutes les H (m) permutations forme un groupe; la permutation identique forme à elle seule un groupe. Les groupes différents de ces deux cas extrêmes nous occuperont dans les Chapitres suivants.
Comme exemple simple, mentionnons simplement \e groupe des permutations cycliques ou plus brièvement le groupe cyclique; on l'obtient lorsque, dans une disposition quelconque des indices 1,2, . . . , /î, on remplace chaque nombre par le suivant et le dernier par le premier; on répète cette opération, jusqu'à ce qu'on retrouve la disposition primitive. Le degré du groupe cyclique est égal au nombre des indices. Dans le cas de trois indices, il se
compose de
Il existe des groupes particuliers, qui nous occuperont plus tard, qui ne comprennent que des permutations telles que leur composition soit aussi commutative :
l'analogie avec la multiplication est alors bien plus précise. Ces groupes, qui comprennent les groupes cycliques, sont dits cornmutatifs ou abéliens.
Lorsque tous les éléments d'un groupe Qi sont contenus dans un groupe Q, Q^ est un diviseur de Q; Q est divisible par Q«.
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§ 1S(6. — Oroupe de Oalois.
Soient a, af , a^, . . . , am-i les racines d'une équation F(^) = o, représentées par les formules (3) du paragraphe précédent comme éléments d'un corps normal Û(p), de degré [x. Si l'on effectue sur ces racines une des [x substitutions du corps normal, il se fait une certaine permutation des racines, comme on l'a déjà montré. A chaque substitution a- correspond donc une permutation i: des m indices o, i, 2, . . ., m — 1. Deux substitutions différentes ^A) ^k conduisent à deux permutations différentes tca» "^k'
En effet (§152), p est une fonction rationnelle de a, a^, . . «, ^m^\ ; désignons-la par
, Faisons dans cette formule il vient
(0 p = *[x(p)»xi(p)' ••MX'n-i(p)];
. donc (§ 153, 1), on a pour chaque valeur de A",
(^') PA= *[X(P*)» X»(P*)' • • -y X'i-iCP*)]-
Si les substitutions t;^ et o-a produisaient la même permutation des racines a, on aurait, pour chacun des indices 5 = 0, 1, ...,m — 1,
il résulte alors de (2) que 0'^= «"a.
Si la substitution (j^ produit la permutation ir^ des racines, nous dirons que la permutation iia correspond à la substitution Vfi»
A chaque substitution correspond une permutation déterminée ; le nombre des permutations est donc, en y comprenant la permutation identique, égal à [x.
Si aux substitutions o-^ et o-^ correspondent les permutations 7:^ etiTA, à la substitution composée (t^o-a correspondra la permutation it^^ita. En effet, les permutations sont les résultats des substi-
tutions correspondantes sur certains éléments du corps û(p); il est donc indifférent d'effectuer les deux substitutions l'une après Fautre, ou d'effectuer en une seule fois la substitution composée (§ 154). Nous avons donc cette proposition :
I. Aux Y- substitutions
du corps û(p) correspondent ^permutations de m indices,
de telle sorte qu!à une substitution composée de deux substitutions (3) correspond la permutation composée des permutations correspondantes dans (4).
Il en résulte immédiatement que les permutations (4) forment un groupe; nous le désignerons par P et nous l'appellerons le groupe de Galois de V équation F(j:) = o, ou encore le groupe de Galois de chacun des corps û(a) , Û(a|), . . . , û(aOT_i).
Ce groupe et le groupe des substitutions du corps Û(p) se correspondent d'après le théorème I; c'est pourquoi on dit qu'ils sont isomorphes.
Pour trouver les propriétés caractéristiques du groupe de Galois, il suffit d'énoncer sous une forme un peu différente les théorèmes 1 à 4 du § 153. Quand une permutation m laisse invariable une fonction des m racines, nous dirons que la fonction permet cette permutation. Donc :
{a). Toute relation {rationnelle en û) entre les m racines de ^{x) reste vraie quand on soumet les racines à une permutation du groupe de Galois,
(6). Toute fonction {rationnelle en Û) des m racines de F(a:), qui permet toutes les permutations du groupe de Galois, est un élément de û.
En effet, exprimons toutes les racines de F(^) en fonction rationnelle de p; une fonction des racines a devient alors une certaine fonction ç(p). Si l'on a d*abord effectué une certaine permutation du groupe de Galois, on obtient une des quantités
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conjuguées f (p^)» se déduisant de ^(p) par la substitution o'a=(p,p^). Si ç(p) est nul, il en est de même (§153, 1), de toutes les quantités conjuguées ^{pa)j ce qui démontre la propriété (a); si les quantités f (p^) sont toutes égales, leur valeur commune est un élément de û (§ 153, 4), ce qui démontre (6). Aux propriétés (a) et (6) on peut joindre cette troisième :
(c). Si une permutation tz des racines est applicable à toutes les relations rationnelles {en Q) entre ces racines, 7c appartient au groupe de Galois,
On peut alors définir le groupe de Galois comme V ensemble de toutes les permutations applicables à toutes les relations rationnelles {en û) entre les racines.
En effet (§ 150), on peut prendre pour p une fonction rationnelle (linéaire par exemple) des m quantités a, ai, . . ., a^^i, telle que les valeurs en nombre n(m) qu'on en déduit par la permutation des racines soient toutes distinctes. Si alors
est la résolvante de Galois de F(^) z=z o, elle admet p pour racine, et Ton a
Par hypothèse, p étant exprimé à Taide des racines a, on peut employer la permutation tc; si p se change en p^, on a donc
p^ est aussi racine de la* résolvante; la permutation tc correspond donc à la substitution (p, p^) du corps û(p); elle appartient donc au groupe de Galois.
De là encore Timporlaute proposition qui suit :
(rf). P étant un groupe de permutations des m racines a, qui possède les propriétés {a) et {b), P est le groupe de Galois de l'équation F(^) = o.
En effet, diaprés (c), chaque permutation de P appartient au groupe de Galois; P est donc certainement un diviseur de ce groupe.
Si P ne comprend que v permutations, appelons-les
Effectuons ces permutations sur p, ce qui donne
(6) pi, pj, ..., pv.
Appliquons une des permutations (5), ic^ par exemple, à une des quantités (6), p/par exemple^ le résultat obtenu sera le même que si Ton avait appliqué iziizji à p; soit p|- ce résultat. Par hypothèse P est un groupe; donc la permutation composée Tr/TTit appartient à ce groupe; donc p) est une des quantités (6). Mais (§ 153, 2) p|- est distinct de p^ dès que p/ diffère de p^. Donc les quantités
(7) pi» Pli •••» Pv
ne sont autres que ks quantités (6) dans un ordre différent. Le produit
g'(t)-=(t — pO{t-9t) ('-pv)
reste donc invariable, quand on fait les permutations du groupe P; par conséquent, puisque P a la propriété (6), ce produit est une fonction de t (rationnelle en û).
De plus g'(t) est un diviseur de g{t)] comme cette dernière fonction est irréductible, ^(/) coïncide avec §^{t)'^ donc v ne peut être inférieur au degré du groupe de Galois ; P est donc identique à ce groupe.
Si l'on choisit, comme précédemment, pour p une fonction rationnelle des racines a, de telle sorte que les valeurs, en nombre n(m),
Pi p > p > • • •»
obtenues parles permutations des racines, soient toutes distinctes, la fonction
est une fonction en û. Chacune des quantités p, p', p", . . « est un élément primitif du corps normal
N = û(3t, Xi, . . ., «/n-l);
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chacune déciles est donc racine d*une résolvante de Galols de degré [x. Tout ensemble de [x de ces quantités forme le système des racines d'une telle équation. Il faut donc que G(^), qui n'a pas de racines égales, se décompose en facteurs irréductibles de degré [A ; d'où il résulte que |a est un diviseur de II (m). Ce nombre [A est aussi le degré du groupe de Galois de F(a:).
Lorsque le degré de la résolvante de Gaiois d'une équation de degré m atteint sa valeur maximum n(/n), on dit que l'équation n'a point d^affect (expression due à Kronecker). Elle a un affect d^autant plus grand que le degré u. de la résolvante de Galois est
plus petit^. Le quotient—'^ — ^ est toujours un nombre entier, au
plus égal à n(/w) et au moins égal à i ; on l'appelle le degré de V affect. Quand l'affect atteint sa valeur maximum II (m), les racines de l'équation sont elles-mêmes contenues dans le domaine de rationalité Û; l'équation est donc résolue.
Lorsque la résolvante de Galois devient réductible par l'adjonction à û d'une grandeur algébrique, on trouve une résolvante de degré inférieur; l'affect de l'équation F(a:) = o augmente. On approche ainsi de la résolution de l'équation.
La manière dont Galois a envisagé le problème de la résolution d'une équation F(^) = o consiste à diminuer progressivement le groupe par l'adjonction successive de grandeurs algébriques aussi simples que possible; on élève ainsi l'affect, jusqu'à ce qu'il atteigne sa plus grande valeur.
U équation générale de degré m a un affect nul dans le corps û formé par les fonctions rationnelles des coefficients
En effet, les coefficients ai, a^* •••) dmi considérés comme variables indépendantes, peuvent être représentés par les fonctions symétriques fondamentales des racines a, ai, . . .., (x^-k^ Soit g{t)\xn facteur irréductible de G(/), exprimé rationnellement en fonction des a, et nul pour ^ r= p ; en exprimant ai et p en fonction des racines, on obtient une équation identique ^(p)==o. Dans celle-ci on peut permuter à volonté les racines a, ce qui ne change pas les coefficients a, tandis que p devient successivement chacune des racines p, p', p" ..., de G(^). Le polynôme g{t) admet
donc toutes les racines de G(i), et coïncide par conséquent avec
§ 157. — Groupes transitifs et intransitifs*
La considération du groupe de Galois P va nous fournir un moyen très simple pour reconnaître si une équation F{x) = o est réductible ou irréductible.
Supposons que F(x) soit réductible et de degré m; $oiif(x) un facteur (en û) de F (a?), n son degré (n <C rn). Appelons
les racines de/(x);
les autres racines de F(x).
Si cl' est un des nombres (1) et a" un des nombres (2), il n'y a, dans le groupe P, aucune permutation qui change a' en a'^, sans
( ' ) Evariste Galois est mort en duel, en 1882, &gé de vingt ans à peine. Les premières indications sur la Théorie, qui porte aujourd'hui son nom, se trouvent dans un Mémoire intitulé : Analyse d'un Mémoire sur la resolution algébrique des équations, paru en iSJo dans le Bulletin des Sciences mathématiques j de Férussac.
Des indications plus détaillées se trouvent dans la célèbre lettre à Auguste Chevalier, écrite la veille de sa mort, et publiée dans la Revue encyclopédique de septembre i83a.
Ce n'est qu'en 18^6 que Liouvillc a fait imprimer, dans le tome XI de son Journal, tous leâ travaux de Galois déjà publiés, ainsi que quelques recherches trouvées dans ses papiers, entre autres l'important Mémoire sur les conditions de résolubilité des équations par radicaux.
Une édition allemande en a été donnée par M. Maser (1889, Berlin, Springer). On trouve aussi d'intéressants détails biographiques dans la Bévue encyclopédique de 1882; Liouville ne les a pas réimprimés et ils manquent aussi dans l'édition allemande. On trouvera des détails biographiques intéressants dans la Bévue encyclopédique de septembre 1882; Liouville ne les a pas réimprimés, cl ils manquent aussi dans l'édition allemande. Une biographie détaillée a été publiée par M. P. Dupuy dans les Annales de l'École Normale supérieure.
Mentionnons encore, parmi les écrits qui ont contribué à faire connaître cl à développer la théorie de Galois :
J.-A. Serret, Cours d'Algèbre supérieure, a' édit., i85/|; 4' édit., 1879. — Betti, Annali di Scienze fisiche e Matematiche; i853. — G. Jordan, Traite des substitutions; 1870. — E. Netto, Théorie des substitutions; Leipzig, i88a.
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quoi (§ 156, a), on aurait /(a") = o, ce qui est contraire à notre hypothèse.
Les permutations du groupe P ne permutent entre elles que les racines (i) def{x) = o.
Réciproquement, si les permutations du groupe P ne permutent entre elles qu'une partie des m racines, par exemple celles du système (i), le produit
permet toutes les permutations du groupe P; donc (§ 156, 6), il est contenu dans û; donc F(a:) est réductible.
On dit qu'un groupe de permutations est transitif, lorsqu'il contient au moins une permutation qui transforme un élément quelconque en un autre élément quelconque; si, au contraire, les éléments peuvent se partager en deux ou plusieurs systèmes tels, qu'aucune permutation ïie transforme un élément de l'un des systèmes en un élément de l'autre, le groupe est dit intransitif.
On peut donc énoncer de la manière suivante la propriété précédemment démontrée :
1. U équation F(:r)= o est réductible ou irréductible suivant que son groupe de Galois est transitif ou intransitif.
Lorsque certains des éléments donnés forment un système tel, qu'un élément quelconque du système peut être transformé en tout autre du même système à l'aide' d'une permutation du groupe P, on dit que ces éléments sont liés transitivement. Les différents systèmes liés transitivement, que les différentes permutations de P ont pour effet de permuter entre eux, s'appellent les systèmes d'intransivité.
§ 138. — Groupes primitifs et imprimitifs.
Soit maintenant/(a:) = o une équation irréductible de degré /i; son groupe de Galois P sera transitif.
Appelons
(i) a, ai, «i, ..., «/i-t
les racines de /'(^).
Supposons le corps û(a) imprîmitif ; soit 6 = '/(a) un élément imprîmitif de ce corps; ses valeurs conjuguées se décomposeront en s systèmes de r quantités égales entre elles, telles que
n= rs (r>i,5</i);
les nombres (i) se décomposent alors en 5 systèmes de /• éléments que nous désignerons par
et l'on aura
(A) a, tti, . . . , tir-i,
(S) 7, ai, . , ., (Jr—ù
Ôl - X(P) = X(Pl)=---=X(Pr-l), • 1
6,-1 = xC«^) = Xi^i ) = •••= X(^'^» )î
les nombres 6, 64, ..., 9,_i forment l'ensemble des valeurs conjuguées de 8. D'après ce qu'on a dit (§ ISl), la fonction
est une fonction (en û) irréductible, de degré s par rapport à /, ayant pour racines les quantités (3).
Des équations (3), il résulte que le groupe P est constitué de telle manière que ses différentes permutations ont pour effet de permuter entre eux les éléments d'une même ligne, ou bien les lignes entières A, B, . . ., S entre elles; donc, deux éléments d'une même ligne ne sont jamais remplacés par deux éléments de lignes différentes.
En effet, effectuons une permutation tz du groupe P; supposons qu'elle transforme a et ai en ^ et o*. On sait (§ 156, a) qu'on peut faire la permutation tz dans l'équation y/a) = ^(ai); il en résulterait y(p) = x(^)' ^^ V^^ ^^^ contraire à l'hypothèse que les valeurs (3) sont distinctes.
On appelle groupe imprimitif tout groupe de permutations P, tel que les éléments qui s'échangent entre eux puissent se distribuer en lignes renfermant le même nombre d'éléments, et qu'au*
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cune permutation ne puisse transformer deux éléments d^une même ligne en éléments de lignes différentes.
Les différentes lignes A, B, . . . , S s'appellent les systèmes d' imprim itivité.
On appelle groupes primitifs les groupes de permutations pour lesquels une telle décomposition n'est pas possible.
Il peut très bien arriver qu'un groupe soit imprimitif de plusieurs manières différentes; il possède alors des systèmes d'imprimilivilé entièrement distincts. C'est ainsi que le groupe des permutations cycliques de six éléments (i, 2, 3, 4, 5, 6) est imprimitif de deux manières; ses deux systèmes d'imprimitivité sont
A l'aide de ces déGnitions, on peut énoncer comme il suit la proposition qui vient d'être démontrée :
Un corps imprimitif possède un groupe imprimitif
On déduit, de cette propriété, un résultat très important. Désignons par
une fonction rationnelle symétrique des r variables j:, x< , . , . , Xr-\ ; posons
il s'agit de démontrer que o> est une fonction rationnelle de 0, c'est-à-dire est contenu dans le corps û(9). En effet, la fonction
.('<i^.*ai;--7^)=*<"
est une fonction rationnelle entière de t^ dont les coefficients sont des fonctions rationnelles des racines a, ai, . . ., a;2-u ces fonctions restent invariables quand on fait une permutation du groupe P; celte permutation, en effet, laisse invariables lesquan-
lilés (ù, OU les permute entre elles de la même manière que les nombres 0. Donc (§ 156, b) ces coefficients appartiennent au corps Û. Si maintenant, dans (5), on remplace l'indéterminée t par 6, il vient, puisque ?'(6) est différent de zéro,
Appliquons ce résultat aux coefficients du produit
(7) (m — a)(M — ai)...(a— ar-i) = ?(tt, B),
U étant une variable; cette fonction, de deg^é r, admettant pour racines a, ai, . . ., a^_o s'exprimera rationnellement en fonction de 6.
Il en résulte que le nombre a, racine d'une équation (en û) de degré n, est aussi racine d'une équation de degré r, dont les coefficients dépendent rationnellement d'une racine d'une équation de degré s. Une équation /(a:) = o, dont une racine a possède cette propriété, est dite une équation imprimitive.
On peut donc dire ;
2. Le corps imprimitif Q^ol) de degré n se transforme, par V adjonction du corps û'= û(6) de degré s, en un corps û'(a) de degré r.
Examinons encore si l'imprimitivité du groupe est une condition suffisante pour l'imprimitivité du corps; en d'autres termes, si l'on peut toujours trouver des éléments imprimitifs dans un corps Q(a) dont le groupe est imprimitif.
Soit /(a:) = 0 une équation de degré /i, à groupe imprimitif; prenons pour racines de cette équation les nombres (i); ces nombres peuvent être décomposés en systèmes (a) tels que les éléments de ces systèmes ne se séparent pas quand on fait une permutation du groupe P.
Choisissons une fonction symétrique ^(^, X\^ . . ., Xr«i) telle que les nombres
!7= 4;(a, a,, ..., «r-i ), y\ = H^y Pi» •••> ?r-i),
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soient tous distincts. Pour montrer que ce choix est possible,
posons
( ^t, S) = (t ^ a)(t - a,). . .(t —<Jr-,);
on sait alors (§43, 1) qu'il existe une valeur rationnelle de ^, telle que les valeurs de ces quantités soient toutes distinctes; ce seront les valeurs des quantités y.
Soit u une variable indépendante; posons
(lo) ?(") = ("— J^)(w—^i)...(w— 7,-,);
les coefficients de f{u) restent invariables quand on fait les permutations du groupe P; c'est donc une fonction (ca û) admettant pour racines les quantités^.
Elle est, en outre, irréductible; car, le groupe étant supposé transitif, il en résulte que, si une fonction rationnelle de ^ admet pour racine une des quantités (8), elle les admet toutes.
(0 étant une fonction symétrique de a, a^, . . ., a^_<, considérons l'expression
c'est une fonction rationnelle de u (en 0); en faisant u =JK> nous en conclurons comme ci-dessus que w peut être exprimé rationnellement en fonction de^; il en est donc de même de
(il) tK^A) = ^;(^Jr)
admettant pour racines a, ai, . • ., a^.i.
L^équation i^{t^ A) = o est irréductible dans le corps û(^). En effet, soit if^ {t^ y) un diviseur rationnel de ^{tfy)j tel que
le groupe étant transitif, on pourra trouver une permutation qui transforme a en un élément quelconque de la ligne A, ce qui ne change pas^. Donc chaque racine de ^{t^y) est en même temps racine de ^i(^} y)\ ces deux fonctions sont donc identiques. W. 36
L'équation f{x) = o est donc imprimitive, au sens de la définition précédemment donnée; une racine a de cette équation peut être considérée comme racine d'une équation de degré r, dont les coefficients dépendent de la racine y d'une équation de degré 5.
Pour démontrer que le corps û(a) est imprimitif (§ 151), il suffit de prouver qu'il existe dans û(a) des éléments qui vérifient une équation de degré s. Nous allons montrer que j/- est un de ces éléments, c'est-à-dire que j^ peut s'exprimer en fonction rationnelle de a.
D'après (11), on a
tandis que ^(a, j^<), ^(«,^'2)» • - ? 'i'(*î J^j-0 sont différents de zéro. Si, en effet, '}(a, y^ ) était nul, a serait racine d'une équation de degré r
qui possède déjà les^racines p, pi, ..., |3^..| différentes de a. Donc les deux équations
(i3) ^Ka, w) = o, cp(u) =0
ont une seule racine commune u:=y. Le plus grand commun diviseur de ces deux fonctions est donc linéaire par rapport à «; il donne y rationnellement en fonction des coefficients de ç(w) et <j^(a, w), c'est-à-dire en fonction rationnelle de a. Nous avons ainsi prouvé la réciproque du théorème I :
AUX ÉQUATIONS
§ 159. — Effet produit par les groupes de permutations sur une fonction de variables indépendantes.
Les résultats du paragraphe précédent montrent qu'une compréhension plus profonde de l'Algèbre exige une élude détaillée des groupes de permutations. Nous établirons d'abord à leur sujet quelques propositions générales, qui serviront de base à tout ce qui suivra (*).
Soient
un système de variables indépendantes, et
(2) ^(U, M|, Mj, ..., Um-l)
une fonction rationnelle et entière de ces variables, dont les coefficients appartiennent à un corps arbitrairement donné.
Deux telles fonctions di sont* égales, lorsque, en les supposant ordonnées par rapport aux produits et aux puissances des variables Uj les termes correspondants ont des coefficients égaux.
(^) Pour la théorie des permutations, il faut mentionner particulièrement : Cauchy, Journal de l'École Polytechnique, cah.X; i8i5. (Plusieurs Mémoires.) C. Jordan, Traité des substitutions et des équations algébriques ; Paris, 1870. Nbtto, Théorie des substitutions et de leur application à l* Algèbre; Leipzig, i88a.
Si nous effectuons une permutalion tu sur les indices des variables w, ou, ce qui revient au même, sur les variables u ellesmêmes, la fonction u peut changer ou bien rester invariable. Dans ce dernier cas, nous dirons qu'elle permet la permutation iz. Si elle permet toutes les permutations possibles, au nombre de II (m), elle est symétrique et peut s'exprimer à Taide des fonctions symétriques fondamentales (§ 48). L'autre cas extrême est celui où les II(/n) valeurs delà fonction sont différentes. En général, certaines permutations laisseront la fonction ^ invariable, d'autres la feront changer. Établissons à ce sujet le théorème suivant :
1. L'ensemble de toutes les permutations des variables w, Wi, ^2) •••7 «/»_< î qui laissent invariable une fonction <t(w, Usj . . ., Um^\ )î forme un groupe.
Pour le démontrer, supposons que tî soit une de ces permutations, ce que nous indiquerons par
Les variables u étant indépendantes, cette identité restera vraie, quand on soumettra ces variables à une permutation tI. Effectuer la permutation v! dans ij^ revient à effectuer la permutation composée TîTi' sur ^, On a donc
si donc on aura
En d'autres termes, si les permutations t: et tu' laissent la fonction if invariable, il en est de même de la permutation Tcn'. En se reportant à la définition du groupe, le théorème est démontré.
Nous avons ainsi un moyen pour former des groupes de permutations; il suffît de prendre une fonction de m variables et de chercher toutes les permutations qui laissent cette fonction invariable. Nous verrons plus tard que l'on peut former ainsi tous les groupes de permutations.
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un groupe de permutations de m éléments, ti l'une quelconque d'entre elles; le système
(Pi) 'î^l» ^ '^Ij T^ T^Xi
est identique, à V ordre près, au système proposé.
£d effet, les permutations de Pf sodI en nombre égal à celles de P; ces dernières formant un groupe, toutes celles de P| figurent parmi celles de P (§ 155, 3). En outre, les permutations de P| sont toutes distinctes (§ 155, 2). Donc P est identique à P,, à l'ordre près.
On montrerait, de même, que le système
( I I ) TCl 7C| ICt 1t I "Kl 7t j • • •
est identique à P.
3. Tout groupe de permutations contient la permutation identique.
En effet, le système P< doit renfermer tz^ lui-même; comme -Kqtz^ = TTi (§ 155, S), TCo n'est autre que la permutation identique.
4. Les permutations d'un groupe P sont deux à deux inverses l'une de l'autre»
En effet, d'après 3, P| contient la permutation identique tcq* Celte permutation a dans P< la forme luii ; donc 7c= «y*. D'ailleurs 1^1 est une permutation quelconque de P.
Lorsqu'aux variables u^ {/«, . . ., Um-i, on substitue des quantités déterminées a, ai, . . ., ctm-it q"î peuvent être des nombres ou des éléments d'un corps quelconque, le théorème 1 n'est plus vrai dans toute sa généralité.
Prenons par exemple m = 3; assujettissons les quantités a, a^,
aa à la relation unique
2^1= a-4-ai;
la fonction ai — aj ne reste invariable que si l'on fait la permutation identique et la permutation
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Mais ces deux permutations ne forment pas un groupe; car, si l'on répète encore une fois la dernière, on trouve'
qui n'est identique à aucune de ces deux permutations. A ces fonctions se rapporte le théorème suivant :
5. Soit P un groupe de permutations de m indices; a, ai, . . ., oLfn^i des grandeurs quelconques distinctes; il existe des /onctions rationnelles des quantités ol^ ayant même des coefficients-rationnels, qui ne changent pas quand on effectue sur les OL une permutation du groupe P; qui changent au contraire quand on effectue une permutation n^ appartenant pas à ce groupe.
Pour le démontrer, prenons une fonction
comme celle considérée au § 150, qui prend U(m) valeurs distinctes, quand on permute les quantités a de toutes les manières possibles.
Désignons par
^0 P) Pl» •••> PjJL-l
les valeurs que prend p, quand on effectue sur les a les permutations d'un certain groupe P; d'après le théorème 2, ces valeurs s'échangent entre elles, lorsque l'on effectue sur toutes à la fois une permutation tti du groupe P. Car eflectuer la permutation iz^ sur toutes les fonctions (i) revient à effectuer sur p les permutations du système P< . Mais, d'après 2, P est identique à Pi à l'ordre près.
La fonction
(^) <' = (^ — pX' — pi), ...(<-p|i-t).
dans laquelle t est une variable, demeure donc invariable quand on effectue une permutation quelconque du groupe P.
Si maintenant une permutation, non contenue dans P, trans-
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forme les quantités (i) en
la valeur p' ne figurera certainement pas parmi les grandeurs (i) ; la fonction
'!'i = ('-p')(^-p'i)-..('-pti-i)
n'est pas identique à ^. Par conséquent on peut trouver pour t une valeur rationnelle telle que ^ soit distincte de toutes les fonctions formées d'une façon analogue à <{;«.
Il va de soi que toutes ces considérations conservent leur valeur, quand on remplace les grandeurs a par des variables indépendantes.
Une fonction qui permet toutes les permutations d'un groupe P, qui change au contraire quand on fait une permutation n'appartenant pas à ce groupe, est dite une fonction appartenant au groupe P.
Au groupe Po qui comprend toutes les permutations de m indices appartiennent toutes les fonctions symétriques. On l'appelle pour cette raison le groupe symétrique.
Une fonction p, appartenant au groupe formé par la seule permutation identique, peut servir à désigner sans ambiguïté les permutations; car il n'existe qu'une permutation t:! qui transforme p en p'. On peut donc employer pour cette permutation le symbole
les permutations des m indices sont alors désignées sans ambiguïté par
(P»P)» (p)p')i (pip')» ••••
§ 160. — Décomposition des permutations en transpositions
et en cycles.
Nous avons déjà eu occasion de montrer dans le Chapitre II, à l'occasion des déterminants, comment on peut former une permutation par une suite de transpositions, c'est-à-dire d'échanges de deux indices seulement.
Nous noterons ces transpositions en plaçant Tun à côté de l'autre les deux indices échangés; ainsi (o, i) désigne l'échange des indices o et i.
Une transposition, répétée deux fois, conduit à une identité; chaque transposition est donc inverse d'elle-même.
Soit
une permutation quelconque de m indices; la permutation
laisse m — i invariable, et peut être représentée par
/ o, I, 2, .... m — 2 \ \boj bi^biy . .. , b„i-i / '
c'est donc une permutation de m — i indices au plus. Comme d'autre part
Ti = 7Ci(/n — I, a,«-i),
il en résulte, par une généralisation facile, que :
i. On peut décomposer chaque permutation (et cela d'une inanité de manières) en transpositions.
On en conclut :
2. Lorsqu'un groupe de permutations de m indices contient toutes les transpositions
il est identique au groupe symétrique.
En effel, l'identité
montre que le groupe contient aussi toutes les autres transpositions; d'après le théorème 1, on peut former avec elles toutes les permutations du groupe symétrique.
Une permutation tz est dite cyclique, lorsque les indices peuvent se ranger dans un ordre tel, que cette permutation tz
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remplace chaque indice par le suivant et le dernier par le premier; ainsi, par exemple,
une notation plus simple de ces permutations consiste à ranger à la suite Tun de l'autre les m indices du cycle :
Le nombre par lequel on commence est indiiTérent; on écrira
aussi bien
Nous démontrerons maintenant le théorème suivant :
3. Toute permutation izpeut se décomposer en une suite de permutations cycliques, telles que deux de ces cycles n^ont pas de nombres communs; cette décomposition ne peut se faire que d'une seule manière.
Considérons la permutation
\ ^0» ^1» ûtj, .... (l,n-\ }
commençons par un nombre quelconque, par exemple o, et faisons-le suivre chaque fois de son transformé
(2) o, a^— b, ab— c.
et continuons ainsi jusqu'à ce qu'on rencontre pour la seconde fois un des nombres écrits. Ce nombre devra être o, puisque dans la suite (a) chaque nombre est déterminé sans ambiguïté par celui qui le précède. Les nombres
forment un premier cycle. Si les m nombres (i) ne sont pas épuisés, on en prend un parmi ceux qui restent, et Ton continue ainsi jusqu'à ce que chacun des m indices fasse partie d'un cycle. Dans chacun de ces cycles les nombres qui précèdent et qui suivent un nombre du cycle sont déterminés sans ambiguïté par (i); il en est donc de même des différents cycles.
Dans la rcprésen talion de 17 par les différents cycles, on peut non seulement ranger les cjcles dans un ordre quelconque; on peut commencer chaque cycle par un quelconque des nombres qui le forment. Un indice qui ne change pas forme un cjcle à un terme.
Voici des exemples quelconques qui feront comprendre le procédé :
Placer les cjcles Tun à la suite de l'autre indique que Ton doit composer les permutations; il est à remarquer que l'on peut échanger des permutations qui n'ont pas de nombre commun.
On néglige souvent, dans la notation, les cjcles à un terme, qui ne produisent aucun changement.
La considération simultanée des transpositions et des cjcles en lesquels on peut décomposer une permutation donne une raison de la division des permutations en deux classes, que nous avons déjà fait connaître dans le Chapitre II, à l'occasion des déterminants.
Soit T une transposition et tz une permutation quelconque; dans la permutation composée ttt le nombre des cycles est supérieur ou inférieur d'une unité au nombre des cycles de it. Les deux nombres, échangés par t, peuvent se trouver dans le même cycle de ir ou dans deux cycles distincts. Supposons que tc renferme le cycle
que T renferme deux indices de y, soit x = (i, a); on aura
TY = (r,a-{-i, ...,6)(2,3, ...,a);
c'est-à-dire que la composition de t et de y si pour effet de décomposer y en deux cycles, sans que les autres cycles soient changés.
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Supposons maintenant que les deux indices de t figurent dans deux cycles distincts de 7t,
et soit T = (i, i'); on a alors
'YY'= ('» 2', 3',. . ., a', i', 2, 3, . . ., a);
la transposition t a pour effet de réunir les deux cycles y et ^ en un seul, sans que les autres cycles soient changés.
Soit donc 7t une permutation de m indices, composée de v cycles, y compris les cycles à un terme; supposons que l'on puisse la représenter par |x transpositions. Si on la compose avec ces [x transpositions prises en ordre inverse, on trouve la permutation identique, composée de m cycles à un terme. On a gagné en tout m — V cycles; à l'emploi de chaque transposition correspond un cycle gagné ou un cycle perdu ; il en résulte
{JL^ /w — V (mod.2).
En d'autres termes, |x est un nombre pair ou impair, suivant que m — V est pair ou impair. Mais ce dernier nombre ne dépend que de la permutation tt et non de la manière de la décomposer en transpositions. On peut donc énoncer celle proposition :
4. Les permutations de m nombres se partagent en deux classes, dont Vune se décompose en un nombre pair, Vautre en un nombre impair de transpositions.
Chacune de ces classes contient le même nombre de permutations, savoir ■; car chaque permutation change de classe par
la composition avec une transposition déterminée.
La composition de deux permutations de même classe donne toujours une permutation de première classe, tandis que celle de deux permutations de classes différentes donne une permutation de seconde classe; cela résulte évidemment de la décomposition en transpositions. Donc :
5. Les permutations de première classe forment un groupe. Appelons fonction alternante une fonction de m variables
iiof U\, • • • 7 </in-i OU de m quantités distinctes ao, ai, . . . , a^-i) qui change de signe quand on échange deux des variables. Tel est le produit des différences
(Uo— Ui)(Uo—Ut) ... (Mo— Mm-l) (Ui—Ui) ... (Ui—Um-i)
Une permutation de première classe laisse cette fonction invariable, tandis qu'une permutation de seconde classe la fait changer de signe.
Les fonctions alternantes appartiennent donc au groupe des permutations de première classe.
De même que nous avons appelé groupe symétrique celui auquel appartiennent les fonctions symétriques, de même nous appellerons groupe alternant le groupe des permutations de première classe, auquel appartiennent les fonctions alternantes. Le groupe, formé par la seule permutation identique, est dit le groupe identique ou encore le groupe unité.
Une permutation cyclique de n indices peut être décomposée en 72 — I transpositions, ainsi qu'on le voit par la formule
une permutation cyclique appartient donc à la première ou à la seconde classe suivant que le nombre des indices est impair ou pair.
De même que Ton peut former une permutation quelconque en composant des transpositions, on peut composer une permutation quelconque de première classe à l'aide de cycles à trois termes. Il suffit de le démontrer pour tout couple de transpositions, puis- • qu'une permutation quelconque de première classe se compose de tels couples. Or on a
notre proposition est donc vraie puisque les deux transpositions d'un même couple ne peuvent avoir qu'un indice commun ou aucun. Donc :
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composer (Tune infinité de manières en permutations cycliques de trois termes.
Il en résulte de plus :
7. Un groupe de permutations, formé de toutes les permutations cycliques à trois termes contenant deux indices fixes, doit renfermer tout le groupe alternant,
Ed effet, à Taide des cycles
on peut former tous les cycles à trois termes et par conséquent, d'après 6, toutes les permutations de première classe; on le voit à Taide des formules
8. m étant supérieur à ^^ le groupe de permutations, formé par tous les couples de transpositions (o, i) (2, 3), dans lesquels les couples n'ont pas d* indice commun, est divisible par le groupe alternant.
On a, en effet,
si donc, outre les quatre indices o, i, 2, 3, il en existe un cinquième 4? on pourra former tous les cycles à trois termes à l'aide de couples de transpositions de la forme (o, i) (3, 4)- Si, au contraire, m est égal à 4? les quatre permutations
forment un groupe, plus petit que le groupe alternant, lequel contient, en outre, les huit cycles à trois termes.
Nous rattacherons à ce qui précède la démonstration de deux théorèmes importants, se rapportant aux groupes transitifs :
Loi*squ^ un groupe transitif de permutations de m indices
contient une seule transposition, ce groupe est identique au groupe symétrique, ou bien il est imprimitif.
Soient P le groupe donné, o, i, â, . . • , m — i les m indices soumis à la permutation; supposons que ce groupe contienne la transposition (o, i); il peut d'ailleurs contenir aussi les transpositions (o, 2), (o, 3), . • . , (o, |x — i), mais aucune autre transposition avec l'indice zéro.
Si |JL = m, le théorème 2 prouve que P est identique au groupe symétrique.
Si |x<;/w, P contient, d'après le même théorème, toutes les permutations des indices o, i, 2, . . ., [x — i (système M). Il en résulte que P ne peut contenir aucune transposition des indices o, 1 , 2, . . . , [A — I avec un autre nombre, par exemple p.. Si en effet P contenait (i, u), il contiendrait aussi
(o, [i) = (o, l)(l,fl)(0, l),
ce qui est contraire à l'hypothèse.
Le groupe P étant transitif, il contient au moins une permutation 17 qui transforme o en un indice n'appartenant pas au système M^ par exemple en [x. Cette permutation tc ne peut transformer aucun des nombres du système M en un autre nombre de ce système. Si, en effej, elle transformait i en r, le groupe P contiendrait la permutation
ir-»(o, 1)11 = (fi, r).
transposition qui ne peut figurer dans P comme nous l'avons vu. Donc les permutations du groupe P échangent entre eux les divers nombres du système M, ou bien les transforment en nombres d'un système différent M'; par suite, P renferme aussi toutes les permutations des nombres M'.
Si M et M' n'épuisent pas encore tous les nombres donnés, il existe dans le groupe P une permutation qui transforme M en un autre système M'', qui ne peut avoir aucun nombre commun ni avec M ni avec M'.
Soit, en effet, a un quelconque des indices o, i, 2, . . ., /i — i; a-ïc et o^c' les indices en lesquels les permutations tz et tt' transforment a; o^^ est alors ce que devient cx^ par la permutation r!
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OU a par in:'. Si donc a, p, y? • • • sont les nombres du s^slème M, on aura
Si le nombre a^'= y^c ^st contenu dans M', le nombre a^,ç-t = y est contenu dans M; par suite ^^^,;-l=S est également contenu dans M, puisque la transposition (y, 5) figure dans P. Par conséquent, on a 0Lre'=Yic, Pir=8it; ce qui signifie que si l'un des nombres de M" est contenu dans M', M" et M' sont entièrement identiques.
L'ensemble des indices o, i, 2, ..., n — i se décompose en systèmes M, M', IW, ..., dont chacun contient m nombres, lesquels sont permutés imprimitivement par P; le groupe P est donc imprimitif.
Si n est un nombre premier, il n'y a pas de groupe de permutations imprimitif; dans ce cas, un groupe transitif qui contient une transposition est identique au groupe symétrique.
Par un raisonnement tout à fait analogue on conclut du théorème 7 la proposition suivante :
10. Lorsqu^ un groupe de permutations transitif de n indices contient un cycle à trois termes, il contient tout le groupe alternant, ou bien il est imprimitif.
Supposons que le groupe P contienne les cycles à trois termes
et n'en contienne aucun autre renfermant les nombres o et i^ d'après le théorème 7, il contient tout le groupe alternant des indices o, i, 2, .. ., m — i. Si m est inférieur à /i, P ne peut renfermer aucun cycle à trois termes formé de un ou deux des nombres de M et d'un autre nombre.
En effet, si P contient par exemple (o, /n, m -h 1), il suffit de remarquer que
il contient donc aussi (i, /w, m -i-i). . .(m — i, m, m-i- i), et par conséquent, d'après 7, il contient tout le groupe alternant des
indices o, i, 2, . . ., m -h 1 , ce qui est contraire à l'hypothèse. Par conséquent, les n nombres se décomposent en plusieurs systèmes d'imprimitivité M, M', M", ....
On peut encore ajouter la proposition suivante :
1 1 . Lorsque le cas de Vimprimitivité se présente, le groupe P contient, dans le cas 9, tout le groupe symétrique; dans le cas 10, tout le groupe alternant pour chaque système particulier d^ imprimitivité,
La composition répétée d'une permutation avec elle-même se désigne par la notation des exposants, tz étant une permutation quelconque, on obtient ainsi
11^, ir', tt', ...,
tc"=: I représentant la permutation identique; parmi ces permutations on retrouvera nécessairement la permutation donnée. L'égalité 111*= 7îl^+* donne évidemment tz^-=zi. En désignant par r le plus petit exposant positif pour lequel on a ir^= 1, on voit que les permutations
sont toutes distinctes; elles se répètent périodiquement dans la suite
La suite (4) s'appelle la période de la permutation 7t, el e s'appelle le degré de u. La période de tc forme un groupe, puisque la composition de deux de ses éléments donne un autre élément de la période.
Soit 7r une permutation cyclique
ir = (o, I, 2, . . .. 71 — i); on aura, pour /ipair,
et pour n impair
're*= (o, 2, 4» . . ., /i — i) (i, 3, . . ., /i — -2); dans les deux cas le degré de tz est égal à n.
o) (i)(2, 3, 4), •ïr» = (o, 0(2, 4,3), 7c«=i
Lorsqu'un groupe P contient la permutation tc, il contient toute la période de tc.
§ 461. — Diviseurs des groupes. — Parties associées
et groupes conjugués.
Nous avons vu au § 159 qu'une fonction de m variables indépendantes détermine toujours un groupe de permutations de m indices; mais ce cas pegt ne pas se présenter lorsque Ton substitue aux variables indépendantes des quantités déterminées. La théorie de Galois permet de supprimer cette distinction, ou du moins de la ramener au plus petit nombre de cas possibles.
Soit F(x) = o une équation de degré m, dans un corps Q ; soient a, ai, ..., oLm^t ses racines supposées distinctes. Appelons N le corps normal û(p),
û(p) = û(a, a,, ..., cLm-i).
Le groupe de Galois du corps N ou de l'équation F(x) = o est représenté (§ 153, 154) par le groupe des substitutions du corps N, ou encore par le groupe de permutations des indices des racines a, isomorphe au précédent.
Soit/? le degré de P; désignons par
(1) (P) TZf TCi, TUf, ..., TZp^i
les opérations du groupe P (que ce soient les substitutions de N ou les permutations des racines a). Soit
(2) (Q) Xj, X2, ..., Xç-,
un système de permutations contenu dans P et formant un groupe ; on dit que Q est un diviseur ou un sous-groupe de P.
Démontrons d'abord une proposition générale très importante W. 37
sur les diviseurs d'un groupe. Supposons le degré q du diviseur inférieur au degré /? de P; prenons un élément iti de P non contenu dans Q et formons le système
(3) (Q«i) >t'ït|, Xiir,, x,7u,, ..., x^-,7:i,
que nous représentons par le produit symbolique Qit| ; les éléments de (3) sont différents les uns des autres, ainsi que des éléments de (2); car l'égalité X|7w| = X2'rei entraînerait X| = X2; et Tégalité x = X|7ri entraînerait 7C| =x7'x, égalité impossible, puisque 111 n'appartient pas au groupe Q. Les éléments de Qi^i ne forment pas un groupe, sans quoi on jurait
OU bien
ir, = x7»x3x^»,
ce qui exigerait que 7t| fît partie de Q.
Le système Qtti s'appelle une partie associée à Q (Nebengruppe) (intérieure à P). L'ensemble de la partie associée ne change pas quand on remplace 7C| par un élément xtt, de Q ; car Qx est identique à Q.
Appelons, en général, partie associée tout système Q?:, en y comprenant Q; on peut montrer que deux, parties associées sont identiques ou bien n'ont aucun élément commun. En effet, soient Qtti et Qn^ deux parties associées; supposons que XiiTi =:x2 7r2, X| ct X2 étant deux éléments de Q. Il résulte de là, en posant x = x~ * X| , que l'on a
D'autre part, x appartient à Q, et par suite Qx est identique à Q; donc
Si les éléments (2) et (3) ne comprennent pas tous les éléments du groupe P, on peut encore former une autre partie associée Qiîj, et continuer ainsi, jusqu'à ce que P soit entièrement décomposé en parties associées. Comme chacune de ces parties contient v éléments, nous conclurons de là ce théorème fondamental dA à Cauchy :
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1. Le degré (Vun diviseur d'un groupe P est toujours un diviseur du degré de P.
Il en résulte, comme cas particulier, que le degré d'un élément du groupe (§ 160) est toujours un diviseur du degré du groupe.
La décomposition de P en parties associées se représente (d'après Galois) par Téquation symbolique
(4) P = Q-hQTri + Q-ir,-f....+ Qiry-„ à condition que
(5) P=jq'
Le quotient j s'appelle Vindice du diviseur Q. Ce nombre n'exprime aucune particularité du groupe P; il caractérise simplement la relation entre Q et P.
Nous venons de voir que deux parties associées à Q sont entièrement identiques ou bien n'ont aucun élément commun ; nous pouvons donc énoncer le théorème suivant :
2. Soit Tz une permutation quelconque de P, le système des parties associées
ne diffère que par V ordre des éléments du système
Nous appellerons aussi parties associées les systèmes de la forme irQ, et nous pourrons aussi décomposer P en systèmes de cette espèce. En particulier, la décomposition (4) fournit la seconde décomposition
p = Q -+- «7* Q -H irî» Q -h. . . 4- Tcjii Q.
Si en effet icj ne figure pas dans Q, il en est de même de iry* \ 7t^*Q est donc une première partie associée. Si 7^2 ne figure pas dans QiTj , 7c~* ne figurera pas dans ^7* Q; car l'égalité tî^* = tz~^ x entraînerait 7Î2 = x"' 11 1, etc.
Nous donnerons néanmoins la préférence à la décomposition (4), à cause de sa signification au point de vue du problème algébrique.
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Nous dirons qu'un élément ^|; du corps N appartient au groupe Q (en ajoutant, si besoin, à V intérieur de P) lorsque cet élément ^ reste invariable sous Pinfluence d'une opération du groupe Q, mais change, au contraire, lorsqu'on le soumet à une autre opération du goupe P. On voit que cette définition est un peu plus étendue que celle donnée au § 159, en ce sens que les permutations, non contenues dans P, ne sont pas prises en considération. Les deux définitions coïncident lorsque P devient le groupe symétrique.
Cette définition posée, voici quelques propositions très générales :
3. A chaque diviseur Q rfc P appartiennent des éléments de N. Chaque élément de N appartient à un diviseur déterminé Q de P.
La première partie de ce théorème a déjà été démontrée (§ 159^ 5). Si, en effet, une fonction des éléments a à l'intérieur du groupe symétrique appartient à un groupe Q, elle appartient aussi à Q, à l'intérieur de tout autre groupe P dont Q est un diviseur.
La seconde partie résulte des propriétés fondamentales du groupe de Galois. Pour le voir, employons la notation suivante : Faisons sur une fonction i^ du corps N une permutation ??, et soit i^{T^) le résultat; si l'on effectue sur ^{t^) la permutation II', le résultat est le même que si l'on avait effectué sur ^ la permutation Composée ttî:' ; on a donc
(6) ^{'tz){iz') = ^{i:'k').
Si la permutation x laisse ij invariable, on a
et, dans cette formule, on peut (§ 156, a) employer toute permutation du groupe P. Il en résulte
Si donc^(7:) est aussi égal à tl, il en sera de même de •}(xt:); donc les permutations qui laissent ^ invariable forment un groupe. c. Q. F. D.
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^ étant une fonction (en N) appartenant au groupe Q, on a donc
(7) q.(x)=4;(xO=...= 4^(x,_,) = 4;;
iii étant une permutation non contenue dans Q, il en résulte
tl, étant différent de ^. Inversement, si, pour une permutation quelconque tz, on a
(8) t|.i=^(^) = ^(x7rO,
la permutation tc fait nécessairement partie de Tensemble
(9) (Q^i) >t«i, ^iT^u .-., îCv-iiri;
car si l'on effectue la permutation 7t~* sur (8), on voit que xTCi-re"' est contenu dans Q, et, par suite, est égal par exemple à Xj ; il en résulte
contenue, en effet, dans le groupe (9).
On peut donc énoncer la proposition suivante :
4. Une /onction ^ appartenant ^ Q 5e transforme en une fonction <{/, différente de ^ par toutes les permutations d^une partie associée Qu, et cette transformation ne peut se faire par aucune autre opération du groupe P.
D'après cela, il correspond aux j parties associées un nombre égal de fonctions i/
du théorème 2 découle alors le suivant :
5. Les grandeurs {10) se permutent entre elles quand on les soumet simultanément à une même opération du groupe P.
En effet, nous pouvons représenter les grandeurs (10) par effectuons sur elles l'opération u, elles deviennent
X el TT sont des permutations quelconques, appartenant respectivement à Q et à P, Dans chacune des deux suites
X, X7C|, • « '1 XITy^iy
XTT, XITiir, •••) XTTy— i7C,
figure une permutation et une seule de chacune des parties associées (4); ce qui démontre la proposition.
Les fonctions (lo), toutes distinctes, comme nous Pavons vu, sont dites fonctions conjuguées.
D'après ce qui précède, on peut former aisément les groupes, auxquels appartiennent les différentes fonctions (lo). Supposons que tj^, = ij^(7î,); soit ti une permutation de P qui laisse ^i invariable, on aura donc
i]^(7r,7r)==^;(ir,).
Effectuons sur cette équation l'opération -n"^* ; il en résulte
donc 7Cf7C7r~* appartient nécessairement à Q. Désignons celle opération par x; il en résulte que
(il) 71 = -Try^xi:,.
Réciproquement, si une opération ic est de cette forme, on a
i(^ permet donc la permutation u. On peut donc désigner le groupe auquel appartient i(x par le symbole
c'est effectivement un groupe, ainsi que cela résulte de l'égalité
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gués (*) les différents groupes
auxquels appartiennent les fonctions conjuguées.
Tz étant une permutation quelconque de P, c'est-à-dire de la forme xitr, le groupe 7c~*Q7c est l'un des groupes conjugués (12); c'est le groupe
Déduire tc"*Qtc de Q s'appelle transformer le groupe Q par Tt; ce groupe s'appelle le groupe transformé de Q.
Les permutations des groupes conjugués se forment par cette règle très simple :
6. On obtient la permutation if^xTc en effectuant dans les cycles de x la permutation tz.
Pour le démontrer, supposons x décomposé en cycles
et soit
\*iri PiTi Yit' • • • » *«» r«» Y'ï» • * •/
L'opération ir~* transforme a^ en a; x transforme a en p, et 7t transforme ^ en P^; donc 7i~* xit transforme 0,^ en Pu* Le même raisonnement étant applicable à ^^c) Yic» etc., il en résulte
i:-ix7r = (a^, P«, Y^i . • ■ ) (otc» Ptc, Y«i •••)»
ce qui démontre la règle 6.
Nous pouvons faire usage de la décomposition en parties assoc iées pour la démonstration du théorème suivant :
7. Le degré d^un groupe transitif de permutations de m nombres est toujours un multiple de m.
En effet, toutes les permutations de P qui laissent l'indice o invariable forment un diviseur Q de P. En outre, puisque le
(^) On emploie aussi le nom de sous-groupe équivalent (gleichberechtigt).
groupe est transitif, il existe dans P des permutations TC|, tcs, '^m-i qui transforment o en i, 2, . . ., m — 1 : on a donc
P = Q-i-Q7t,-t-Q7t2-t-...-4-Qir;„_r, donc le degré de P vaut m fois celui de Q.
§ 162. — Réduction de la résolvante de Galois par radjonction d'une grandeur algébrique. Diviseurs normaux d'un groupo.
Nous avons maintenant à nous occuper des réductions successives que peut subir le groupe d'une équation donnée, par l'adjonction de certaines grandeurs algébriques.
Appelons, comme au paragraphe précédent, P le groupe de Galois, de degré/?; Q un de ses diviseurs, de degré q et d'indice y ; ^ une fonction des racines appartenant à Q; enfin
les grandeurs conjuguées.
Démontrons d'abord le théorème suivant :
i. Les grandeurs conjuguées sont racines d'une équation de degré j\ irréductible en û.
Soit, en effet, ^ une variable ; la fonction
reste invariable (§ 161, 5) quand on la soumet à une des permutations de P; par conséquent, les coefBcients de la fonction o(/), admettant pour racines les quantités (i), sont des éléments de û (§ 1S6, b).
Pour démontrer que ^(t) est irréductible, supposons que ^{t) soit une fonction (en û) qui s'annule pour f = ^; on aura ^(^p) = o. Cette équation reste vraie, lorsqu'on la soumet à toutes les permutations du groupe P; il en résulte que *^(^i), .--, <^('}y_i) sont aussi nuls; donc ^{t) est divisible par ^(t). Cette propriété prouve justement que <p(/) est irréductible.
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A cette proposition se rattache le théorème deLagrange (') :
2. LorsqvHun élément d^un corps ^ permet les permutations d^ un groupe Q, il est contenu dans le corps û('î'), •j' étant une fonction appartenant à Q.
Une fonction (o, permettant la permutation Q, se transforme en une seule et même fonction par toutes les permutations comprises dans une partie associée Qtci . Aux valeurs conjuguées
correspondent les valeurs
(4) O), tOi, ..., toy_i,
qui ne sont pas nécessairement toutes distinctes.
Si l'on soumet ces deux suites de grandeurs à une même permutation de P, elles se permutent d'une certaine manière, la même pour les deux suites; si ^i devient ^2) ^i devient (02 (§161, 5).
Si maintenant on considère l'expression
cette fonction entière, du degré y — i en ^, ne change pas quand on la soumet à une permutation quelconque de P; par suite, elle est contenue dans û. Si Ton y fait ^ = 4, et si l'on remarque que (p(^) n'a que des racines simples, on trouve
ct) s'exprime donc rationnellement en fonction de if\ c'est ce que signifie le théorème 2.
3. Si nous adjoignons à un corps H une fonction A appartenant à Q, le groupe du corps N se réduit à Q.
( ' ) LAGRANaE, Réflexions sur la résolution algébrique des équations {Mémoires de l'Académie de Berlin^ 1770, 1771). — Œuvres, t. III. — Ce théorème a été énoncé par Lagrange sous une forme plus particulière; Ténoncé général est dû à Galois.
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Désignons, en effet, par û' le corps û (<]/). En premier lieu, toute relation (en û') entre a, ai, ... , cLm^^ permet les permutalions de Q, puisque Q est contenu dans P, et que ^ reste invariable pour ces mêmes permutations; en second lieu, toute fonction qui permet les opérations de Q est contenue dans û' (théorème de Lagrange). Ce sont là (§ 156, a, b) les caractéristiques du groupe de Galois dans le corps û'.
Donc, pour réduire le groupe de Galois du degré p au degré çr, il faut adjoindre une racine d'une équation auxiliaire du degré j (enû).
Ce théorème 3 peut aussi s'énoncer de la manière suivante :
' Le corps normal N = û(a, ai, ..., a^-O est un corps de degré p au-dessus de û, et de degré q au-dessus de û':= Û(<J;).
Â l'abaissement du groupe correspond, ainsi que cela résulte déjà des théorèmes généraux, une décomposition de la résolvante de Galois.
Soit, comme au § 152, g{t)z= o la résolvante de Galois, p une de ses racines; supposons que les permutations de Q donnent à p les valeurs
(6) p. pi, ..., Çiq-\\
xa étant une des permutations de Q, on aura, d'après la notation du §161,
Si l'on effectue, sur ces quantités, une permutation du groupe Q, elles ne font que se permuter entre elles; leurs fonctions symétriques et, par suite aussi, la fonction
(7) g{t, ^) = (t — p)(t — p,)'"{t-pq-x)
sont contenues dans ^(cp). Simultanément g(^t, ^) est un diviseur de g{t). Si Ton applique à p les substitutions de la partie associée 71/ Q, p se transforme en
(^) Po.li Pl,/î •••> P^-i,*»
Pa,i étant égal à p(^/xa); si Tt/ n'est pas contenu dans Q, les systèmes (6) et (8) sont entièrement distincts. Mais les quantités (8)
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ne font aussi que se permuter entre elles, lorsqu'on efiectue sur elles une substitution du groupe Q; en effet, x étant une permutation de Q, on a 7t/Qx= ir/Q. D'après cela, la fonction
(9) gi{^^ '}') = ('- Po,/)(^— pi,/). . .(<-- Pî-1,/)
est contenue dans C2(^); l'adjonction de if permet de décomposer g{t) en y facteurs :
On peut effectuer cette décomposition d'une seconde manière; elle fournit des facteurs contenus, non seulement dans û(({^),mais aussi dans les corps conjugués
Posons, en effet,
p'>4,/=pA(7t/);
la permutation tti*, appliquée aux quantités (6), les transforme en
l'ensemble de ces quantités ne change pas par l'emploi des permutations du groupe u^* Qtc/. Posons, comme précédemment
P = Q-f.Q7r,-t-Qitj-h...-hQity_i;
la permutation tc/ transforme i/ en ifij et l'équation (7) donne
(12) ^(^ '}'/) = (<-pi.i)(^-p;,/)...(^~p;,-i,/).
C'est encore un diviseur de ^(^). Comme, d'ailleurs, deux suites de quantités, telles que (i i), sont entièrement identiques ou n'ont aucun élément commun, deux quelconques des fonctions ^(/, i/t) n'ont pas de diviseur commun. Il en résulte la décomposition
elle diffère, en général, de la décomposition (10). L'identité n'a lieu que lorsqu'à chaque permutation u du groupe P on peut faire correspondre une permutation ir', lelle que
ttQ = Qtt'.
Si Q et Q' sont deux diviseurs différents du groupe P, ils auront certaines permutations communes, parmi lesquelles se trouve toujours la permutation identique. Si cette dernière est la seule commune, ces deux groupes sont dits premiers entre eux.
S'il y a d'autres éléments communs, l'ensemble R de toutes ces permutations communes s'appelle le plus grand commun dmseur ou r intersection (Durchschnilt) de Q et Q' (*). Cette intersection est toujours un groupe; si, en effet, iti etTîj sont deux permutations appartenant à Q et Q', it|'n2 figure aussi dans Q et Q', et, par suite, dans R. On généralise facilement cette idée pour plusieurs groupes Q, Q', Q'', ....
Soit i( une fonction appartenant à Q et <j;' une fonction appartenant à Q'; on sait déterminer (§ 150, 1) deux nombres rationnels X et x' ^ tels que
soit une fonction appartenant à R. (o permet évidemment les permutations de R, puisqu'il en est ainsi de ^ et i/'. Soit alors r, une permutation de P non contenue dans R; on ne pourra avoir à la fois
^ = ^{'r:) et f=4;'(^);
on pourra donc choisir :r et a/ de façon qu'on n'ait pas
Si nous adjoignons donc simultanément A et <j;', par suite aussi (0, le groupe du corps N se réduit à R (théorème 3).
On peut démontrer une proposition analogue pour le cas de plus de deux groupes, et dire :
4. Soient Q, Q', Q", . . . des diviseurs de P, R leur intersection; if^ 4', i/' y . . . des fonctions appartenant respectivement à Q, Q', Q", ... ; l^ adjonction simultanée de <|/, 4', ^"j • • • réduit le groupe du corps N à R.
Au lieu d'adjoindre la racine A de l'équation auxiliaire, adjoi-
(•) Cette dénomination plus courte, in^er^ec^M)/!^ au lieu de plus grand corn' mun diviseur, a été proposée par Study.
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gnons Tensemble des grandeurs conjuguées
du corps û; on en déduit ainsi le corps
le théorème précédent montre que le groupe de N en û'^ est le plus grand commun diviseur R de tous les groupes conjugués de Q; donc (§ 161) R est le plus grand commun diviseur de tous les groupes u""* Qir, ir étant l'une quelconque des permutations de P.
Un cas particulier intéressant est celui oà tous les groupes conjugués Tî""* Q-rt sont identiques. D'après le théorème 2, chacune des quantités conjuguées 4^, ^i, • • • , ^y-i est contenue dans û(<]/); les corps û(^),û(it|), . . ., û(tj^y_,) sont identiques, etû(tj^) est un corps normal supérieur à û. Dans ce cas les décompositions (lo) et (i3) sont identiques.
Tout diviseur Q du groupe P qui possède cette propriété s'appelle un diviseur normal de û ( * ).
Lorsque Q est un diviseur normal, l'adjonction d'une seule racine ^ de l'équation auxiliaire équivaut à l'adjonction de toutes les racines.
5. SiQn'estpas un diviseur normal, le plus grand commun diviseur R de tous les groupes conjugués tc"* Qtc est certainement normal.
Soit, en effet, x une permutation de R, contenue, par suite, dans tous les groupes iî"* Qtî; il en sera de même de ti^^xti^ donc Tt"* Rit est un diviseur de R; comme il est de même degré que R, il lui est donc identique.
Un groupe qui n'admet d'autre diviseur normal que lui-même et le groupe identique s'appelle un groupe simple. L'intersection de tous les groupes conjugués d'un groupe simple est le groupe lui-même ou bien le groupe identique, suivant que ce groupe simple est ou n'est pas un diviseur normal de P.
(') Galois parle de la décomposition propre d'un groupe; d'où l'expression eu usage diviseur propre; des auteurs plus modernes désignent le diviseur normal par le nom de sous-groupe particulier ou invariant*
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Q étant un diviseur normal de P, et R un diviseur normal de Q, R est, à la vérité, diviseur de P, mais n'est pas toujours un diviseur normal de P. Par contre, si R est un diviseur normal de P, R est aussi diviseur normal de tout diviseur Q de P qu'il divise.
§ 163. — Groupe de la résolvante.
L'équation auxiliaire ^(^)= o, dont dépend la détermination de la fonction ^, devient la résolvante de Galois, lorsque le diviseur Q, auquel appartient ^, est le groupe identique. En eSet, d'après le théorèmede La grange(§162, 2) toute fonclionducorpsN, et par suite aussi toute racine a, peut être exprimée rationnellement en fonction de <j/; N est donc identique à û(^).
Nous désignerons ces équations ç(f) = o, dans un sens très général, sous le nom de résolvantes. Il faut ici distinguer deux cas.
1. Si les groupes conjugués tc~* Qtc sont premiers entre eux, l'adjonction simultanée de toutes les racines de (f(t) = o est équivalente (§ 162, 4) à l'adjonction d'une fonction appartenant au groupe unité; la résolution de l'équation donnée est ramenée à la résolution complète de la résolvante. On a
une résolvante de Galois de l'équation ç(^) = o est en même temps une résolvante de Galois de l'équation primitive. Dans ce cas, nous dirons que (f{t) = o est une résolvante /o^afe de l'équation donnée.
2. Si les groupes conjugués -rt""* Qtt ont un diviseur R, de degré r, différent du groupe unité, ce diviseur est un diviseur normal de P; l'adjonction simultanée de toutes les quantités conjuguées de i/ est équivalente à l'adjonction d'une grandeur appartenant à R. La résolvante de Galois de l'équation donnée n'est pas entièrement résolue par celte adjonction; elle est simplement décomposée en facteurs de degré r. L'équation (p(/)=o est dite, dans ce cas, une résolvante partielle.
Lorsque P est un groupe simple, il n'existe que des résolvantes
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totales; lorsque P admet des diviseurs normaux, il correspond à chacun de ces diviseurs une résolvante partielle.
La même distinction se présente encore, lorsqu'on examine le groupe de Galois de la résolvante ^{t). Ce groupe est composé de toutes les permutations qui se produisent dans la suite des quantités
quand on y effectue toutes les opérations tz de P. En effet, toute équation (en û) entre les quantités (i), reste exacte quand on y fait une de ces permutations, puisqu'on peut faire l'opération tt sur une telle équation; réciproquement, si une fonction (enû) de toutes les quantités (i) permet toutes ces opérations, elle permet aussi toutes les permutations n; c'est donc un élément de Q.
Reste à déterminer le degré de ce groupe. Parmi toutes les opérations de P, les seules qui ne produisent aucun changement parmi toutes les quantités (i), sont celles qui appartiennent à la fois aux groupes TZ"* Qic de toutes ces fonctions, par suite aussi à leur plus grand commun diviseur R. Désignons par o* les opérations de R. Si ic et Tc' sont deux opérations produisant la même permutation des quantités (i), l'opération it'tc""* rétablira Tordre primitif de ces grandeurs; ce sera donc une des opérations <t] donc
D'où ce résultat :
Les permutations de la partie associée Rit, et elles seulement, produisent une seule et même permutation des quantités (i).
Le degré du groupe de Galois de la résolvante cp(/) = o est égal au nombre de ces parties associées; il est donc égal au quotient — > c'esl-à-dire à l'indice du diviseur R de P. r
Supposons que R soit le groupe identique; on aura r = i; <p (^) = o est une résolvante totale; le degré de son groupe est égal à celui du groupe de l'équation primitive ; de plus, ces deux groupes sont isomorphes. On ne gagne donc rien en ce qui concerne le groupe. L'équation proposée est équivalente à la résolvante, quelle que soit d'ailleurs la différence de leurs degrés.
Si, d'autre part, Q est un diviseur normal, donc R identique
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à Q, çp(^) = o est une résolvanle partielle et le degré de son groupe est égal à Tindice j du diviseur Q de P. Par l'adjonction d'une racine de la résolvante, le groupe de l'équation primitive se réduit au groupe Q, de degré q. Le groupe s'est donc décomposé.
Lorsqu'on veut former des résolvantes de degré aussi peu élevé que possible^ il faut chercher des diviseurs de P du plus petit indice possible, donc de degré aussi élevé que possible; mais si l'on veut produire en même temps une réduction du groupe, il faut que le diviseur soit normal.
§ 164. — Rédaction du groupe de Galois par radjonction
d'irrationnalités quelconques.
Le problème de la résolution d'une équation algébrique est remplacé, au point de vue de Galois, par un autre qui consiste à produire une décomposition de la résolvante, par suite un abaissement du degré du groupe, au moyen de l'adjonction de quantités algébriques aussi simples que possible.
Nous poserons la question de la façon suivante. Dans le corps donné û, la résolvante de Galois gl^l) est irréductible. Il s^agit de remplacer le corps Q par un corps plus étendu Ql de manière que g{^i) devienne réductible, û' doit être un corps algébrique supérieur à û; il doit donc exister une grandeur algébrique s, telle que û':=û(e). Celle quantité e sera racine d'une certaine équation irréductible (en û) que nous désignerons par
Supposons que, dans le corps û(e), g{^i) admette le facteur irréductible
dont une racine est égale à p. Soit q le degré de ce facteur; (3) p, pi, ..., py_-
ses racines, de telle sorte qu'on a
(4) ^l^^ t) = {t-^){t - pi). . .(« - pç-i).
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Il s'agil d'abord de montrer que les substitutions
(p»p)> (p»Pi)» (p»pO» •••, (p»pç-i).
contenues dans le groupe P, forment elles-mêmes un groupe Q. Pour y parvenir, posons comme précédemment (§ 153)
Téquation
et Téquation g^ (t) = o ont la racine commune p ; donc, puisque g\(t) est irréductible, la fonction ^« [6|(/), e] est divisible par ^i(^). Si donc Pi et p2 sont deux des racines (3), la quantité
Ql(?î)= p3
sera aussi une de ces racines. Mais la substitution (p, ps) peut être considérée comme composée de (p, pi)et(p, P2); il en résulte bien que ces substitutions forment un groupe Q. Soit y l'indice de Q; posons
Le produit (4) permet les substitutions du groupe Q; si donc ^ est une fonction (en N) appartenant à ce groupe (§ 162, 2), on sait que la fonction g^i^^^) s'exprime rationnellement en fonction de A; ^i('î e) est donc une fonction de t dans le corps Û(A) de degré j'y nous la désignerons alors par g{t,^).
6 est une des racines d'une équation irréductible de degré j
admettant comme autres racines tj^^, '^2, ..., ^j-i] il résulte du § 162, (i3) que g(t) est décomposable :
(7) ^(0 = ^(^'î')^(^'l'i).-.^(^'l'y-i)- Mais
la formule (7) montre que cette équation ne subsiste pas, lorsqu'on remplace dans le premier membre ^ par une autre racine de l'équation (6). On peut donc mettre à la place de t une valeur
rationnelle telle que Féqualion
n*ait avec Téquation (6) qu'une seule racine commune m = A. Le plus grand commun diviseur de (8) et (6) sera alors linéaire en u ; si l'on y fait u = ^, on voit que A s"* exprime rationnellement en Jonction rfe e; le corps 0^{\) est donc certainement un diviseur de û(e). Le degré du. corps ^(e), c'est-à-dire celui de l'équation auxiliaire x(^) ^^ ^ ^^^ donc un muliple de j et n^est jamais inférieur à y. Lorsque le degré de l'équation auxiliaire est égal à j\ ce qui se présente toujours lorsque le degré de y^ est un nombre premier, 0(e) est identique à û(6); par conséquent, s peut aussi s'exprimer rationnellement en fonction de 4. Dans ce cas, les quantités conjuguées e, £|, ..., e/_i sont les racines de y=o; pour les obtenir, il suffit d'exprimer s rationnellement en fonction de i, et de remplacer, dans celte expression, A par les différentes fonctions conjuguées i, 6|, . . ., àj^x- On peut donc prendre t luimême pour 'i; on trouve ainsi la décomposition
Les grandeurs s, £|, . . . , £y_i appartiennent toutes au corps Û(p).
Ces résultats sont de la plus grande importance et méritent d'être signalés d'une façon toute particulière.
F(i:) = o désignant Téquation donnée, N le corps de Galois correspondant, les éléments N s'appellent, d'après Kronecker, les irrationalités naturelles de V équation F (a:) = o.
On peut alors énoncer la proposition suivante :
Toute réduction possible du groupe de Galois est produite par V adjonction d^ une irrationalité naturelle. En désignant par j V indice du groupe réduit par rapport au groupe primitif , la réduction ne peut se produire par l* ad jonction d' un corps de degré inférieur à j. Le degré peut être égal à j ; dans ce cas l'irrationalité adjointe est naturelle. Si le degré du corps adjoint est supérieur à y, ce degré est un multiple de j.
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§ 165. — Groupes imprimitifs.
Appliquons nos théorèmes généraux à des groupes de nature particulière, et d'abord aux groupes imprimitifs.
Nous avons vu (§ 158) que si /(^) = o est une équation irréductible, de degré n, à groupe impriinitîf, le nombre n peut être décomposé en deux facteurs r et s^ tels que les racines se décomposent en s groupes de r termes
(A) a, ai, ..., «/•- 1»
^,^ ; (B) P, Pl Pr-l,
(S) cr, (Ji, ..., <Jr-i î
les permutations du groupe P permutent ces éléments entre eux, sans séparer les éléments d'une même série, en permutant les séries entre elles.
Parmi les permutations du groupe de Galois P de f{x)^ considérons celles qui laissent les séries A, B, . . . , S à leurs places respectives, et ne produisent que la permutation des indices dans chaque ligne; soitQ leur ensemble. Ces permutations forment un groupe; car, en les composant entre elles, les lignes A, B, . . ., S conservent leur rang. Ce groupe Q est un diviseur normal de P.
Soient, en effet, x et i: deux permutations, appartenant Tune à Q, l'autre à P; la permutation composée if^x?: appartient encore à Q; car la permutation produite par it"* n'est pas altérée par X, mais est détruite par t. Le groupe Q est intransitif; quand on fait l'adjonction d'une fonction i^ appartenant à Q, non seulement la résolvante de Galois devient réductible, mais la fonction f{x) elle-même se décompose en s facteurs du degré r
L'équation /«(a:, <{;) = o admet pour racines les nombres a; le groupe de Galois de cette équation est formé par toutes les permutations que produit le groupe Q parmi les racines a.
En désignant par y l'indice du diviseur Q de P, la quantité '}
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est racine d'une résolvante partielle de degré y",
c'est une équation normale et, par conséquent^ sa propre résolvante de Galois (§ 162). Soient
ses racines; le groupe de Galois de cette résolvante se compose des substitutions
(4) (^>H (^^h)^ .-., (^^h-ih produites par les permutations des parties associées
(5) Q, QîT,, ..., Qity_i.
Chacune de ces parties associées produit une certaine permutation des lignes Â, B, . . ., S. Toutes ces permutations sont distinctes; si^ en effet, iz^ et tz2 produisent la même permutation des lignes, la permutation ita'^^V* appartient à Q; Qir, et Qic^ ne sont pas des parties associées distinctes. Le groupe des permutations de la résolvante partielle ^(/^) := o est donc isomorphe avec le groupe des permutations produites par Psur les lignes A,
MJy • • • , O*
Si Ton appelle Qa l'ensemble des permutations de P, qui ne déplacent pas la ligne A, cet ensemble Q» forme certainement un groupe : si icp est une permutation transformant A en B ( permutation qui doit exister dans Pen vertu delà transitivité supposée), Qotitp est une partie associée à Qa qui transforme A en B. L'ensemble irp^Qa^p = Qp est un groupe conjugué à Qa\ c'est celui dont les permutations ne déplacent pas la ligne B. On obtient de cette manière les groupes conjugués
admettant comme plus grand commun diviseur le groupe Q d'indice /.
Une fonction j^a appartenant à Qa est racine d'une équation de degré s (en Û), f (y) = o; les autres racines y^, ..., y^, se déduisent de j^a pai* l'emploi des permutations des parties associées
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QaTip, . . . , Qa''î(T- L*équalion /(w) ==Oi àe degré y, précédemment trouvée, est la résolvaDle de Galols de l'équation ^(y) = o. Nous avons remarqué ci-dessus que le groupe de l'équation y(^u)= O, de degré y, est isomorphe au groupe des permutations produites par P entre les lignes A, B, . . . , S. Par suite de la transi tivi té de P, ces systèmes se permutent transitivement les uns dans les autres; par suite (§ 161, 7) y est divisible par s; dans le cas particulier où j est un nombre premier, j est égal à 5.
L'adjonction simultanée de toutes les racines de <f(y) produit le même effet que l'adjonction de la fonction ^] elle réduit le groupe P de l'équation /(.r) = o au groupe Q.
L'adjonction de ^ot permet de séparer de /{^) un facteur rationnel y(^î ^a)> admettant pour racines les quantités A; par l'adjonction des autres quantités y, on obtient la décomposition
ces fonctions ne sont autres que les facteurs
de la décomposition (2).
Remarquons encore ici que f{x^ y^^) est irréductible dans le corps û(j^a)- En effet, /(^) étant supposé irréductible, il existe dans P des permutations qui transforment a en chacune des racines a/ et ces permutations appartiennent à Q^. Si donc une fonction rationnelle «p(^,^a) s'annule pour x = (i^ chacune des quantités f (a/j^a) devra être nulle; donc ^{oc^y^) devra être divisible par f{cc, ya)' H ne résulte pourtant pas de là que fi^^ya) =/a(^7 ^) est aussi irréductible dans le corps û(4).
Nous retrouvons ainsi les théorèmes du § 158. Nous avons montré en cet endroit que l'on peut choisir pourra une fonction de a seulement; nous n*y reviendrons pas.
Il est intéressant d'examiner de près les relations entre les groupes de Galois des différents facteurs
On a déjà vu qu'on obtient le groupe dey(a:,_;^a) dans le corps Û(d;), en cherchant toutes les permutations des quantités a pro-
duites par Q. Désignons ce groupe par ?« et les autres groupes analogues par Pp, ...,P<y.
Prenons dans P les s — i permutations irp, ..., tz^^ telles que Tzp transforme A en B, . . ., u<y transforme A en S; pour plus de simplicité, supposons p. . .a- choisis de telle manière que t:^ — t:^. produisent les échanges suivants
/ao, «i, . . . , «/.-jN ^^^ /«o, «lî • • .» «/— 1\
hypothèse évidemment permise.
Soit X un élément de Q, produisant parmi les racines a la permutation
on aura
permutation contenue aussi dans Q; xp produira parmi les racines p la permutation
\ Rrto» rfli> •••» r«r-i/
xp produit donc parmi les indices des ^ la même permutation que X parmi ceux des a. Supposons données (P) et une permutation correspondante xp; la permutation Ttpxpir^' est égale à x; il en résulte que les permutations des P, produites par Q, sont iden* tiques à celles des a. La même conclusion subsiste pour les autres lignes; il en résulte le théorème si)ivant :
1. Etant donnée une équation irréductible imprimitive y on peut choisir la notation des racines dans les différentes lignes de telle sorte que les équations partielles
admettent dans le corps û(tj^) le même groupe.
Si l'on ne veut pas choisir la notation des racines de la façon indiquée, les groupes seront au moins isomorphes.
Posons enfin cette question, à laquelle répond en un certain sens la réciproque du théorème précédent :
CHAPITRE XIV. — APPLICATION DES GROUPES DE PERMUTATIONS
Dans quel cas un groupe transitif admet-il un diviseur normal intransitif?
Soil P un groupe de permutations transitif, et Q un diviseur normal inlransitif de ce groupe ; soit
(A) a, «1, ..., tr-x
un système tel que ses éléments ne s*échangent qu'enlre eux par les permutations de Q ; nous supposerons de plus que ces éléments sont liés transitivement par Q, c'est-à-dire que toute racine a peut être transformée en une autre par une permutation deQ.
Si un élément tt de P transforme les grandeurs A en
(B) P, pH ..., Pr-l,
OU bien les éléments (B) sont identiques aux éléments A^ ou bien ils en sont tous distincts; car le groupe tc'^Qtî, qui, par hypothèse, est identique à Q, ne fait que permuter entre eux les éléments (B), et cela transitivement comme les éléments (A). Si donc dans (B) on ne retrouvait qu'une partie des éléments (A), les permutations Q n'échangeraient pas ces éléments avec les autres du système (A), ce qui est contraire à l'hypothèse.
Si donc A ne contient pas tous les éléments auxquels s'étendent les permutations P, il existera, par suite de la transitivité de P, une permutation k qui transforme A en un système B, entièrement distinct de A. x étant une permutation de Q, la permutation T:~*x7t, appartenant également à Q, produira sur les indices des ^ la même permutation que x sur les indices des a. Il en résulte que les permutations Q ne font que permuter les ^ entre eux.
Si A et B ne contiennent pas tous les éléments, on peut former de la même façon un troisième système C, qui se déduit de A par la permutation ir^ de B par la permutation 7r~*7î', et qui n'a aucun élément commun avec A et B. On continue ainsi jusqu'à ce que tous les éléments soient employés, et l'on est ainsi conduit à la proposition suivante :
2. Un groupe transitif ne peut admettre un diviseur normal intransitif différent du groupe identique, que si le groupe donné est imprimitif. Les systèmes dUntransitivité du di-
çtseur normal sont des systèmes d* imprimitivité du groupe donné.
Ayant égard au théorème 1, on peut aussi énoncer le théorème 2 de la manière suivante :
3. LorsqiC une équation irréductible f{x) = o déifient réductible par l'adjonction de toutes les racines d^une résolvante ou d^une seule racine d^une équation normale de degré j\ cette équation se décompose en plusieurs facteurs irréductibles de même degré ,et de même groupe. Le nombre de ces facteurs est un diviseur du degré j\ il est égala j ^ dans le cas oùj est un nombre premier.
Si donc une équation irréductible primitive est réduite par l'adjonction des racines d^une résolvante, elle se décompose en facteurs linéaires; elle est donc entièrement résolue. Ce cas se présente toujours, lorsque le degré de/(^) = o est un nombre premier; car une telle équation ne peut être imprimitive.
ÉQUATIONS CYCLIQUES
§ 166. — Équations du troisième degré.
Occupons-nous maintenant de la résolution de Téquation du troisième et du quatrième degré, en nous plaçant au nouveau point de vue où nous sommes arrivés.
Le groupe des permutations de trois nombres se compose de six éléments, la permutation identique i , deux cycles à trois termes et trois transpositions :
Les trois premières
forment le groupe alternant; il se compose de puissances de la permutation cyclique ir = (o, 1,2), savoir
(2) 7rO=i, TT, ir«,
et s'appelle pour cette raison le groupe cyclique.
Soient maintenant a, ai , a^j les trois racines de Téquation du troisième degré
(3) f{x) = x*—ax^'hbx — c = o.
Prenons pour base le corps û composé de toutes les fonctions rationnelles des variables indépendantes a, by c] le groupe (i) est
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alors le groupe de cette équation ; mais si nous adjoignons à û la quantité
(4) ' /D = (a — a,)va — a2)(a,— a,), D désignant le discriminant
(5) D = aî6»-M8a6c — 4a>c — 46»— 27c»,
le groupe se réduit à (2).
Dans le corps Q!, déduit deû par cette adjonction, chaque racine peut être exprimée rationnellement en fonction d'une racine quelconque; on a, en effet
a,-f- ai= a — a,
d'où
et dans ces formules, on peut faire les permutations iz eti;*. Donc,
après l'adjonction de y/D, l'équation du troisième degré est sa propre résolvante de Galois.
Les conclusions précédentes subsistent, lorsque le domaine de
rationalité est un corps particulier contenant a, b, c et y/D, à moins que /{x) ne soit réductible en û, c'est-à-dire possède une racine rationnelle. En effet, le groupe (1) ne possède, à l'exception de lui-même et du groupe cyclique (2), que des diviseurs intransitifs, savoir le groupe unité et les trois groupes du type i {12).
Veut-on résoudre l'équation du troisième degré, c'est-à-dire la ramener à une équation binôme, on devra chercher une fonction r des racines, dont le cube permette la permutation cyclique ir. Une telle fonction ne peut exister que si l'on adjoint au corps Û les racines cubiques de l'unité, ou, ce qui revient au même, la quantité y/ — 3; il faut en eff*et que t^, par l'emploi de tc, contienne une racine cubique de l'unité en facteur.
Cette adjonction ne peut produire une réduction du groupe; le groupe (2) n'admet en effet d'autre diviseur que le groupe unité.
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el la réduction au groupe unité ne peut se faire par une équation du second degré, mais seulement par une équation du troisième degré (§ 164). Posons donc
et
L'opération t: a pour effet de charger (^ en £^r, p' en e(^', tandis
que t'', r", vt' restent invariables et sont par suite contenus dans
le corps û'. On calcule aisément ces quantités. Posons pour
abréger
A = a* ai H- a J «j -f- a J a,
B = aja-+-a*ai-^a*aj;
on en déduit
et; par suite,
i;3 = a'-+-aj-t-a» -h 6aaia,-f- SeA -+- 3 s* A', c'est-à-dire
et de même
(8) i^»=a'— 2a^»-h^c-+- -/ZrjD,
(9) i;'5=aî— iîa^H- :î^ c— - /=TD.
D'autre part, on a
(10) i'p'sr a--i- aj -h aj — axj — aiatj— a2a = a* — 36;
des équations (8), (9), (10) on déduit la formule, déjà trouvée précédemment [§ 52, (8)]
— (p» — p'»)» = 27D = 4(a«— 36)3— (aa» — 9^6-1- 270)*. Si l'on joint aux formules (7) l'équalion
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on trouve, comme pour la formule de Cardan,
3 a, = a H- e'p -4- sf', 3aj=a-hÊt» -hz^v'.
§ 167. — Oroupes de permutations de quatre éléments.
Les équations du quatrième degré constituent une excellente application de la théorie de Galois ; les choses s'y présentent si simplement, qu'il est aisé d'en acquérir une vue d'ensemble, et que néanmoins les phénomènes les plus importants de la formation des groupes se mettent en lumière.
Les quatre nombres o, i, 2, 3 donnent lieu à 24 permutations; ce nombre représente le degré du groupe de Galois de l'équation générale du quatrième degré, dans le corps formé avec les fonctions rationnelles des coefficients (voir la conclusion du § 156). Nous représentons ces permutations à l'aide de leurs décompositions en cycles, le nombre i représentant la permutation identique :
Le groupe P contient donc, outre la permutation identique, six transpositions, huit cycles à trois termes, six cycles à quatre termes et trois permutations de la forme(o, i)(2,3) que nous appellerons couples de transpositions.
P contient le groupe alternant de degré 12 comme diviseur normal. Ce groupe ne peut contenir ni transpositions, ni permutations cycliques à quatre termes; c'est donc
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Cherchons maintenanl tous les diviseurs du groupe P. Nous laisserons de côté les groupes intransitifs, qui ne peuvent se composer que de trois ou de six permutations de trois éléments, ou des permutations de deux couples de deux éléments. Nous ne chercherons donc que les diviseurs transitifs. En outre, nous ne chercherons qu'un seul diviseur de tout système conjugué, puisque les autres peuvent s'en déduire par la permutation des indices
Cette recherche se simplifie par l'emploi des deux théorèmes suivants :
1. LorsqiCun groupe transitif de permutations de quatre nombres contient un cycle à trois termes, il se confond avec le groupe symétrique ou le groupe alternant.
2. Si ce groupe contient deux transpositions ayant un élément commun, c'est le groupe symétrique.
Supposons en effet qu'un groupe contienne le cjcle (o, 1,2) et que ce groupe soit en outre transitif; il contiendra une permutation îî qui transforme o en 3. Dans le cycle à trois termes ^^""^(o, 1 ,2)71, il y aura certainement le nombre 3; ce sera, par exemple, (o , i , 3) ; d'après cela le groupe contient aussi les permutations
Ce groupe contient donc tous les cycles à trois termes; il contient donc aussi toutes les permutations du groupe alternant (§ 160); c'est donc ce dernier groupe, à moins qu'il ne contienne une permutation de seconde espèce, et c'est alors le groupe symétrique.
Lorsqu'un groupe transitif contient les deux transpositions (o, 1), (o, 2), il contient aussi
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et par conséquent tout le groupe alternant; comme ii conllenl d'ailleurs une transposition, c'est donc le groupe svmétrique.
Si maintenant un groupe différent de P et de Q contient une transposition (o, 2), il contiendra aussi (1, 3) puisqu'il est transitif; par suite, il contient tout le groupe transitif du quatrième ordre
Le groupe devant être transitif, il doit s'y trouver d'autres permutations. Ces dernières ne peuvent se trouver que parmi les cycles à quatre termes ou les couples de transpositions. On ne peut avoir un cycle à quatre termes dans lequel o et i se suivraient cycliquement; en effet, combiné avec (o, 1), il donnerait un cycle à trois termes tel que
De même 2 et 3 ne peuvent se suivre cycliquement; il ne reste donc que les opérations
Lorsqu'on joint une de ces permutations à la suite (3), il faut y joindre aussi toutes les autres; on a, en effet,
à l'aide des transpositions (o, i)et(2,3) on peut donc déd ni i*e chacune des permutations (4) de l'une quelconque d'entre elles. Par conséquent, l'hypothèse de l'existence d'une transposition dans un groupe transitif différent de Pet de Q montre que ce groupe doit être identique au groupe du huitième degré
(5) (PO I, (0,1), (2,3), (0,2)(l,3), (0,I)(2,3), (0,3)(l,2),
ou du moins à un de ses groupes conjugués.
On reconnaît aisément que P| est un groupe, en composant deux quelconques de ses permutations.
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Il existe trois groupes différents conjugués de P| ; on les obtient en partant des transpositions (o, 2), (i , 3) ou (o, 3), (i , 2) au lieu de (o, i), (2, 3). L'intersection de ces trois groupes est un diviseur normal de P et de Q, savoir
Lorsqu'un groupe transitif, différent de P et de Q, ne contient pas de transposition, deux cas sont possibles : ou bien il ne contient pas de cj'cles à quatre termes; dans ce cas il est identique au groupe (6); ou bien il contient un cycle à quatre termes, et contient par suite tout le groupe cyclique ; tel le groupe
(7) (Pi) ï. (0,1,2,3;, (0,2) (1,3), (0,3,2,1).
Si un groupe de cette espèce contient encore un second cycle à quatre termes, par exemple (o, i, 3, 2), il est identique au groupe symétrique par suite de l'égalité
Si, enfîn, outre P^, il contient encore une des permutations (6), par exemple (o, i) (2, 3), il est identique à P|, par suite de l'égalité
P.j donne également naissance à trois groupes conjugués, n'ayant pas d'autre diviseur commun que i . Donc :
Il n'existe pas d^autres groupes de permutations transitifs de quatre éléments que P, Q, P|, Q^, Pj et les diviseurs de P, conjugués de Pi et P2.
Parmi les groupes intransitifs, il y a lieu de mentionner le groupe
qui donne également naissance à un système de trois groupes conjugués. En outre, il n'existe de groupes transitifs que les groupes de permutations ne contenant que deux ou trois éléments.
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§ 168. — Résolution des équations du quatrième degré.
Les différentes méthodes de résolution de l'équation du quatrième degré se distinguent les unes des autres par Tordre dans lequel on utilise les diviseurs du groupe P.
Soient a, a,, a^, as les racines de Téquation du quatrième degré
(i) /{x) = x^ — aix^-^ OtX^ — a^x -^ a^ = o;
soit D son discriminant; posons
Rappelons encore les expressions des invariants (§ 70)
(3) X = a\ — 3 ai «3 -h 12 a^,
(4) B = aja^a^-H ijrtj -f- 2aj — 72 a» «4 — Q^i^s^s;
elles donnent pour D
En adjoignant d'abord \/D^ le groupe de Téquation se réduit à Q; si l'on cherche de plus une fonction appartenant à Qf, elle permet de réduire le groupe àQ|. Comme Qi possède à Tinté rieur de Q l'indice 3, une telle fonction dépendra d'une équation du troisième degré; Qi étant un diviseur normal, cette équation sera aussi normale. Prenons, par exemple, la fonction
(G) ^= (a — ai) (a.— «3)
appartenant à Qi ; les deux quantités conjuguées sont
( Ji = (« — as) («!--««)•
Ces trois quantités sont racines d'une résolvante partielle du troisième degré, dont il est facile de former les coefficients comme invariants de /(voir § 70, 71, où les quantités^, j^i, ^2 étaient désignées par U, V, W). Cette équation est
(8) jS_A^H-V^D=to.
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Son discrîminant est égal à B^ ; oq détermine aisément le signe du produit des différences des racines (en comparant les termes de plus haut degré, diaprés la définition de Gauss, § 49, ou encore § 70). On trouve ainsi
(9) (y —yi) {y —yi) (yi—yt) = B-
Comme nous l'avons déjà remarqué, l'équation (8) est normale, et il est facile de représenter effectivement^! et ^2 à Taide dey. Multiplions les deux membres de (9) par yt — ^2) et servonsnous des formules
(y—yi)(y—yi) = ^y^—'^^ (ri— 72)*=r'— 4rirî = 4A — 37»;
il vient
(lo) B(7i -7,) = — oy' 4- 1-3 A^»— 4 \2 = GAjî-f. 9j^ /D - 4 -^S
yi-^yi =—y
ce qui détermine^! et j^a- Si Ton adjoint donc de plus la racine y y le groupe de l'équation du quatrième degré se réduit à
(Qi) i» (0,2) (1,3), (0,1) (2, 3), (0,3) (1,2).
Ce groupe est imprimitif (de trois manières)^ l'équation peut maintenant être résolue à l'aide de deux racines carrées. On y arrive le mieux de la manière suivante. T^es trois quantités
l t'i = (a + a, — dy—as)*, (m) I ^2 = (a — ai-+-a, — aj)*,
( ^'3 =-- (a — a, — as-i-aj)*
permettent toutes les permutations du groupe Qi, et s'expriment par conséquent rationnellement en fonction dey. Ces expressions s'obtiennent comme il suit; on a
Pjr^aJ— i(a-+-a,) (a.^-aj), yi — 7î — (a-^ai) (atî-haa) — 2(aa,-f-a,a3), ajr= (a-i-ai) ( aj-h aj) -h ax, H- «ja,;
si l'on forme de même V2 et Cj, on aura donc
(12) { 3Pî = 3aJ — 8as— 47,H-4j^,
( 31^3= 3aî — 8aj — 4r -^iyi- W. 39
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Une autre relation provient de ce que la fonction
(H- ai— a,— aj) (a--al-^a2— as) (a — aj — aj-naj)
est une fonction symétrique des racines a; on trouve aisément qu'elle a pour valeur
Les signes des trois fonctions des racines seront liés par la relation
(i3) v^/ï^/rl= «î — 4«I«^-^8a5.
et nous poserons
il en résulte
v/t'î = a — «1 -f- «j — aj,
v/i?3 = a — a^— ajH-a,, «, = a -H «1 -+- «i -h «8 ;
4a = «i-f- /t'i-h /î^-h v^t's, 4 ai = a, -h /pi — /l'î-- /t'j, 4 a, = ai— v^-+-v^^',— /p7, 4a3 = «1— /t'i-t- /t'i-h /t^.
Si Ton a donné à y/D, dans Téquation (8), le signe opposé et si Ton remplace y par — y^ il faut, en vertu de (lo), changer jki et y2 en — j'i et — y^ > par suite (^ reste invariable, V2 et t'j s'échangent entre eux.
En prenant pour y une autre racine de Féquation (8), par exemple j^i, il faudra [d'après (9)] remplacerai et^a par ^2 etj^; les quantités p^, ç'o» ^s se permutent cjcliquement; il en est de même des quantités ai, a2, ol^ des formules (i5).
Si enfin on choisit autrement les signes de ^^i^i, ^^2, \/^Zi mais de manière que la condition (i3) soit toujours remplie, les quantités (i5) subissent de même certaines permutations.
Quelles que soient tes valeurs choisies parmi les valeurs des quantités algébriques qui se présentent dans la résolution, les expressions ( i5) représentent toujours les racines de noire équation du quatrième degré, dans un ordre quelconque.
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Nous serons plus brefs au sujet des autres procédés de résolution de Téquation du quatrième degré.
£n n'adjoignant pas y/D, mais une fonction appartenant au groupe Pj, on obtient une résolvante du troisième degré, quin'esr pas une équation normale. On peut choisir pour cette fonction la quantité ^2 qui satisfait à Téquation
Mais il vaut mieux prendre pour racines de la résolvante les quantités
(»7) -=n— 7î» ^i = yi—y^ ^i=y—ri-
^ appartient alors au groupe P|, ainsi que cela résulte de la seconde équation (lo); il suffit d'exprimer y/D rationnellement en fonction de y d'après l'équation (8), ce qui donne
Des équations (8) et (9) on déduit pour^ l'équation du troisième degré
De plus, en posant
(19) H =0L%i-h0Li(X3.
on a
s = ai — 3 m;
on en déduit pour u la résolvante
(20) w' — ajM* -{-{aia:i — 4^4)" -+- 4<^î<*v — ^î«v — ^l = ^'
Si, au lieu d'adjoindre une seule des racines des équations (18) ou (ao), on les adjoint toutes, on retombe sur le groupe Q|. Les quantités P|, t^a, v^ s'expriment de suite, à l'aide des formules (12), en fonction deZ|, z^, z^; on peut alors emploj'er les formules (i 5) pour représenter les quantités a à l'aide de ce procédé.
On peut arriver,d'une autre manière à la résolution de l'équation du quatrième degré, en adjoignant une fonction cyclique des racines appartenant au groupe cyclique Pj; par exemple
(21) w = aaj -f- a,aî -t- aiaj -haja*.
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Une autre relation provient de ce que la four
(a -+- «1 — (Zf — OLi) (a — ŒiH- «1— «j) (a
est une fonction symétrique des racine qu'elle a pour valeur
Les signes des trois fonctions f relation
et nous poserons
il en résulte
V ra-
-olvanle
Lion ralion-
. dt pas simple.
x) réductible et
,ié, par radjonction
.'3. Celle fonction est
»"gré; elle est imprimi-
ond degré. Prenons, par
_^^a,= lv/*>,;
ix égales et de signes contraires; il iroisième degré en Ç^. A Taîde d'une eut se mettre sous forme d'un produit nielles, ormules, supposons «4 = 0; soît donc
/{x) = 3-v -h ax^ H- 6x -4- c;
aa,H- ajflCj = J* -^ a;
Si l'on a dor Ton remplace
JK2 en —JK2 f gent entre '
En prer .^,, = | ^^ 52 ^ «, .ia.oca =— | h- J* exemple
les qua' ^jeurs du second degré de/(x) sont alors même
de I til
ix^-i-^x-h ( — y-h^^-haj = o.
lipliant membre à membre les équations (af), on trouve •iTéquation du troisième degré
4c = (e»-ha)«--j-,,
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OU bien
(26) {« -h 2a î* -t- (a2 — 4 c) Jî — 6» = o.
En prenant pour $ l'une quelconque des racines de celle équalion du sixième degré, on déduil de chacune des équations (aS) un couple de racines de /(x) = o.
§ 169. — Équations abéliennes.
Le degré d'un groupe transitif de permutations de m indices est toujours divisible par m; il n'est donc jamais inférieure m. Soit, en efTet, P un tel groupe et Qo Tensemble des permutations de P, qui laissent invariable l'indice o; Qo est aussi un groupe, et, par suite, un diviseur de P. Le groupe P étant transitif par hypothèse, on y peut trouver un groupe de permutations tîi, -îTaî • • V '^m-ij qwi transforment o en i, o en 2, . . ., o en m — i; Qit< est alors le système de toutes les permutations du groupe P, qui transforment o en i. D'après cela, on aura
(i) P = QoH-Qo7fi-^-QoîtîH-...-+- QoTî//i-i;
le degré de P est donc égal au produit de m parle degré de Q©.
Le groupe de Galois d\ine équation irréductible n'est donc jamais d'un degré inférieur à celui de l'équation.
Nous avons caractérisé précédemment une équation normale, en disant qu'elle est irréductible et que ses racines s'expriment rationnellement en fonction de l'une quelconque d'entre elles (§ 152). Il en résulte que le groupe d'une équation normale se réduit au groupe identique quand on opère l'adjonction, d'une seule racine; réciproquement, une équation dont le groupe jouit de cette propriété et qui est en même temps irréductible, est toujours une équation normale.
Par hypothèse, P se réduit à Qo par l'adjonction de la racine a© ; à Tz~* Qo'Jti par l'adjonction de ai, etc. ; pour que P soit le groupe d'une équation normale, il faut et il suffit que Qo soit le groupe unité; le groupe est alors épuisé par it, tti, tûs, . . . , T^m-f Donc :
La condition nécessaire et suffisante pour qu'une équation
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irréductible soit une équation normale est que le degré dit groupe soit égal au degré de V équation,
. Nous considérerons d'abord le genre particulier d'équations qui comprennent les équations de division du cercle, résolues d'abord par Gauss; le procédé général pour les résoudre a été indiqué par Abel; nous les dénommerons, d'après lui, équations abéliennes (*).
Une équation de degré m, F(j?) = o, est une équation abélienne, lorsque chacune de ses racines a, a,, . . ., a^.i s^ exprime rationnellement en fonction de Vune quelconque d'entre elles a ; si ces expressions sont de la forme
(2) ai = Oi(a), a, = Oj(a), ..., a,„_, = 0„i_i(a),
deux quelconques de ces fonctions doii'ent, en outre, vérifier la condition
(3) 0/,OA(a) = OAe/,(a).
L'écriture 6>kÔA(a) représente la valeur de 6a(^)î quand on remplace x par OA(a). Bien entendu, toute cette définition se rapporte à un certain corps û dont les éléments sont considérés comme rationnels.
Si le corps Û est celui des nombres rationnels, les équations qui déterminent les racines de l'unité sont certainement abéliennes. En effet, r étant une racine m*^"® primitive de l'unité, touto autre racine est de la forme 6a('*) = z"^; on a d'ailleurs
De même, si le corps Q contient les racines m'*™*' de Tunité, et si le nombre a appartient au corps Q, l'équation binôme x"^ — a = o est abélienne. En effet, toutes ses racines sont dq la forme
(') Abel, Mémoire sur une classa d'équations résolubles algébriquement. {Journal de Crelle, t. 4; 1829.) — Œuvres complètes, nouvelle édilion, t. I, p. /|i8.
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a désignant l'une quelconque de ses racines ; on aura donc Oa(j:) = f^Xj et, par suite,
Si la fonction F(a;) n'est pas irréductible, elle admet un certain facteur irréductible C5(^), ayant la racine a; les racines de îp(j:)= o sont liées par les relations (2) et (3). Donc (§ 152) ^{x) = o est une résolvante de Galois de l'équation F(j:) = o; la résolution de o(x) = o fait donc connaître toutes les racines de F(:r) = o. Par conséquent, nous pouvons nous borner au cas des équations abé Hennés irréductibles.
Une équation abélienne étant irréductible ou non, mais n'ayant que des racines distinctes, son groupe de Galois est commutatif; dans la composition de ses permutations, on peut renverser leur ordre.
Soient, en effet,
(4) a, ai = ei(a), a,= 0,(a), ..., a,„_t = e;„-i(a)
les racines de F(j:) et
(5) a, a'=e'(a), a'rrzO^a),
celles de ces racines qui appartiennent au facteur irréductible (p(j:) de F(:r).
On a déjà remarqué que ç(:r) = o est une résolvante de Galois; le groupe de l'équation se compose donc des substitutions du corps Û(a), c'est-à-dire de
(6) <!=(«, a), a' = (a,a'), (T'' = (x,a'), Ce groupe est commutatif; soient en effet
cr' = (a, a') = [a,e'(a)], 7' = (a,a') = [a,0'(a) ;
d'après le § 154, on a alors
crV = [a, e'(a)][0'(a), 0'e'(a)] = [a, 0'e'(«)L a'^'=[a,6'(a)][6'(a),0'0'(a)] = [a, O'O'(a)].
Par suite de l'équation (3), on a donc (jV'=: </cr'; (t' et </ sont
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deux quelconques des substitutions o-. Donc le groupe des substitutions du corps û(a) est commuta lif, ainsi que le groupe isomorphe des permutations de l'équation F(x)= o.
La réciproque de cette proposition est vraie, à condition de supposer Téquation irréductible.
Une équation irréductible (p(;r)=o, dont le groupe esi commutatif, est une équation abélienne.
Soient a, ai, a,, ..., a^-i les racines de îp(^)=o, et P le groupe de cette équation; ce groupe est transitif, puisque l'équation est irréductible; de plus, il est commutatif par hypothèse. Soit Q le diviseur de P, qui laisse invariable l'élément o. Si la permutation it/ transforme o en t, Tt^^Q^' ^^^ ^^ groupe des permutations de P, qui laisse invariable l'indice i. Comme, d'autre part, on peut échanger les permutations de P dans la composition, on aura
donc le groupe Q laisse aussi invariable l'indice i. Le groupe P étant transitif, l'indice i peut être l'un quelconque des indices 1 , 2, . . . , m — i; par suite, Q ne comprend que la seule permutation identique; dans P il n'existe, en dehors de cette dernière, aucune permutation laissant un indice invariable. Si l'on opère l'adjonction d'une seule racine a, le groupe P se réduit au groupe unité, et l'équation est résolue ; çp(;r) = o est une équation normale, et par suite sa propre résolvante de Galois.
Si Ton a aA= ^^(a), le groupe de Galois de cette équation se compose des substitutions
et l'on a
Puisque le groupe doit être commutatif, on aura
donc (p(:r)= o est une équation abélienne. C'est pour cette raison que les groupes commutatifs s'appellent aussi groupes abéliens (§ 155). Du théorème énoncé précédemment sur le groupe d'une équation normale, il résulte aussi que, si un groupe abélien est
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transitif; le nomijre des permutations est égal au nombre des indices permutés.
Nous avons supposé que l'équation considérée est irréductible. Si l'on veut considérer des équations réductibles à groupe commutatif, prenons par exemple un diviseur irréductible (p(j:) de F(:r). On obtient le groupe P' de l'équation cp(ar)= o, en permutant les racines de o{x) à l'aide des permutations de P. Si donc P est commutatif, il en est de même de P'. Donc :
SI une équation réductible F(a:)=o possède un groupe commutatif, chaque diviseur irréductible de F fournit une équation abélienne 0 = 0.
Il n'est d'ailleurs pas nécessaire que les racines d'un diviseur ç s'expriment rationnellement à l'aide des racines d'un autre diviseur; on ne peut donc pas dire que F(j:) = o soit toujours une équation abélienne.
Remarquons enfin que tout diviseur d'un groupe commutatif est normal; on a, en effet,
ik
■1 xt: = X,
7T et X étant deux éléments quelconques du groupe.
§ 170. — Réduction d'une équation abélienne à une équation cyclique.
Nous avons déjà vu précédemment que, en dehors de la permutation identique, un groupe abélien transilif ne peut comprendre aucune permutation, laissant invariable un indice donné. On en tire la conclusion suivante.
Supposons qu'une permutation tc, appartenant à ce groupe, soit décomposée en cjcles, le cycle du moindre nombre de termes en ayant r. La permutation tz'' laissera invariables les termes de ce cycle; ce sera donc la permutation identique. Il en résulte que, si la permutation tc comprend d'autres cycles, ils devront aussi être formés de /' termes; donc :
1. Une permutation, appartenant à un groupe abélien transitif, ne comprend que des cycles du même nombre de termes.
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771 étant le degré du groupe, le nombre r des termes du cycle est nécessairement un diviseur de m; si l'on a m = rs, 5 est le nombre des cycles de r termes, formant la permutation tt.
Soit maintenant P le groupe d'une équation abélienne F(j;)= 0, et K une permutation non identique de ce groupe ; décomposonsla en cycles
chacun des cycles y se rapportant à r racines de Téquation. Rangeons les racines dans un ordre tel, que Ton ait
Ï1=(P, Pi, Pî, ■...?^l),
Yj-1 = ( «Ïj ^^l > ^ii • • • î <ïr-l )•
Soit iTi une permutation quelconque du groupe P; ce groupe étant commutatir, on a
(3) HY^TITri = 7C.
D'après le théorème sur la formation de la permutation ttj^'th:! [§ 160, ,(4)]j iî ne doit pas changer lorsqu'on effectue la permutation TTi sur les cycles de ti. D'autre part, ces cycles sont entièrement déterminés, abstraction faite de leur ordre et de leur premier élément; donc la permutation tt, du groupe P ne permute pas séparément les éléments des cycles y; elle les permute cjcliquement entre eux; en outre, les cycles peuvent s'échanger entre eux. Si donc s est plus grand que i , le groupe est imprimiiif.
On appelle /o/îc/«o/i cyclique des arguments a, ai, . . ., a^.., une fonction de ces quantités qui ne change pas de valeur quand on soumet les quantités a à la permutation cyclique y, répétée plusieurs fois si l'on veut. Soit
une telle fonction; désignons par
(5) 0), wj, ..., 0)^-1
le système des valeurs conjuguées de w, de telle sorte qu'on ail
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par exemple
(6) u), = 4.(p, p„ ...;pr-t);
ces quantités sonl racines d^une équation irréductible de degré s (§ 163) :
on obtient le groupe de cette équation en cberchanl les permutations des quantités (5) produites par P.
La permutation produite par l'opération tti ttj parmi les quantités (5) s'obtient en composant les permutations produites par TTi etTTa isolément; le groupe des permutations des grandeurs (5) est donc commulatif. Par conséquent, <(>(/)= o est une équation abélienne de degré s.
Si Ton opère l'adjonction de co, F(:r) se décompose en s facteurs
de degré r
le premier de ces facteurs, F(:r, co), admet pour racines a, a,, — «r^r, le groupe de l'équaiion F(:r, m)=o se réduit donc à la période de la permutation cyclique y«
Une équation, dont le groupe se compose d'un seul cycle et de ses répétitions, sera dite une équaiion cyclique; ces équations constituent le cas particulier le plus simple des équations abéliennes. Le raisonnement précédent prouve donc que la résolution de toute équation abélienne se ramène à celle d'une équation abélienne de degré moindre et d'une suite d'équations cycliques. En appliquant ce théorème à l'équation auxiliaire de degré 5, on pourra répéter le môme raisonnement jusqu'à ce que l'équation auxiliaire soit ramenée au premier degré. Nous pouvons donc énoncer ce théorème :
La résolution d^une équaiion abélienne peut toujours être ramenée à la résolution d^une suite d^ équations cycliques^ dont les degrés sont des diviseurs du degré de Véquation donnée,
La définition d'une équation cyclique ne comporte pas nécessairement l'irréductibilité; on peut donc formuler celte définition de la manière suivante :
On appelle équation cyclique {en û) une équation F(x)= o de degré m, dont toutes les racines sont distinctes^ mais non rationnelles en Q, et peuvent se grouper de telle manière, que les fonctions cycliques de ces racines soient rationnelles en U.
Si donc on a
(7) "ïï = (2t, «i, . . ., «m-i),
le corps û contient toute fonction qui admet les permutations du roupe cyclique
(8X (G) I, 7:, TT*, ..., ir
Le groupe de Galois d'une équation cyclique est ou bien la période G elle-même, et Téquation est alors irréductible; ou bien ce groupe est un diviseur de G; e e\ f étant deux facteurs de m, tels que m = e/, ce groupe se compose alors des permutations
Téquation cyclique se décompose en e facteurs de degré/.
Prenons en effet une fonction A (a, a^, ..., a;,i.,), appartenant au groupe G; par hypothèse, elle est égale à une certaine grandeur a de û. On ne peut appliquer à Téquation rationnelle 4 = <i aucune permutation non contenue dans G; donc le groupe de Téqualion ne peut contenir d'autres substitutions que celles qui figurent dans G. Si donc 7t figure dans le groupe de Téquation, ce groupe est identique à G; comme C est transitif, Téquation sera irréductible. Si au contraire tz^ est la puissance de moindre exposant de Tt, figurant dans le groupe de Téquation, ce groupe est Gtf. Mais lorsque e est plus grand que i, G<. est intransitif, et l'équation est réductible.
De même que les équations abéliennes, les équations cycliques possèdent cette propriété que leurs racines sont des fonctions rationnelles d'une quelconque d'entre elles. Ges fonctions peuvent se ranger cycliquement de la manière suivante.
Soient a, ai, ...,a,n_< les racines de l'équation cyclique F(x)=o; la fonction entière de degré m
\x — a X — ai X — a,n—i/
CHAPITRE XV. — ÉQUATIONS CYCLIQUES. 62 I
reste invariable, quand on y fait la permutation tz ; elle est, par suite, contenue dans Q. Remplaçons-y la variable x successivement par a, ai , . . . , a;,,.! ; servons-nous de la notation
F\x) on trouve
(10) ai=6(a), a, = e(a,), ..., a,«-i = 6(a,„_,) a = 6(a;;,_,);
il en est ainsi que F(x) soit ou ne soit pas réductible, pourvu que F(^) etF'(^) n'aient pas de diviseur commun.
Lorsque le degré de l'équation cyclique n'est pas un, nombre premier, on peut la réduire par le procédé déjà employé pour les équations abéliennes.
Soit en effet m = ef une décomposition de m en un produit de deux facteurs; la permutation ir*^ se décompose en e cycles à y termes :
. Tc-i =(.*tf-i> 3tjtf_i, «3^-1, . . ., a,rt_i;.
Déterminons une fonction i( appartenant au premier de ces cycles et posons
/ V I T'il = 'K*!? sr^+l, «îc-f-l» • • •> *(/-l)e+l)»
Ces quantités sont toutes distinctes^ mais une permutation cyclique de leurs arguments les laisse invariables. L'emploi de la permutation tt transforme les quantités r|, th, . . ., y]^_, cycliqucment les unes dans les autres ; donc, d'après l'hypothèse, leurs fonctions cycliques, par suite aussi leurs fonctions symétriques, sont rationnelles. Elles sont, par conséquent, racines d'une équation cyclique de degré e\ F(^) se décompose en e facteurs de
degré /,
F(ar)=F(x,7î)F(a7,7)i)...F(a7,T),_t),
dont chacun fournit une équation cyclique de degré f pour les racines de l'un des cycles v.
En effet, posons par exemple
celle fonclion permel les permulalîons de la période de y ; elle permet donc aussi les permutations du groupe qui devient, par Tadjonclion de t^, le groupe de Galois de notre équation, et ne peut être formé que de puissances de y, Y«^ • • •> Yr-i- Par suite, d'après le théorème deLagrange [§ 162, (2)], F| s'exprime rationnellement en fonclion de 'i\\ F| est par exemple égal à F(x, r,). L'équation F(;r, 7\) est encore cyclique dans le corps û(îl), puisque les fonctions cycliques de ses racines appartiennent à ce corps.
La résolution d'une équation cyclique de degré m est ainsi ramenée à celle d'autres équations cycliques, ayant pour degrés les facteurs premiers de m. Si, par exemple, m est une puissance de 2, la résolulion se ramène à une suite d'extractions de racines carrées. C'est de cette manière que Gauss a traité d'abord les équations de division du cercle (* ).
Faisons enfin cette remarque, si importante pour la suite, que, dans le cas d'un degré premier, les notions adéquation normale et di^ équation cyclique sont identiques. Une équation cyclique de degré premier, étant irréduclible, est certainement une équation normale. Réciproquement, supposons que le nombre premier n soit le degré d'une équation normale ; c'eit aussi le degré du groupe de cette équation ; t. étant une permutation non identique de ce groupe, le degré de it doit être un diviseur de n ; il est donc égal à /i ; le groupe de Téquation est donc
il est donc cyclique.
§ 171. — Résolvantes de Lag^ange.
Nous allons exposer une méthode de résolution des équations cycliques, applicable à la fois aux équations de degré premier et non premier. On se sert, à cet effet, de certaines expressions,
( * ) Gauss, Disquisitiones arithmeticce, seclio VII.
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connues sous le nom de résolvantes de Lagrange (*); elles sont d'une grande utilité dans toutes les recherches sur la résolution algébrique des équations.
SoitF(a:):= o une équation dont les racines sont a, a,, ..., ct,,n^x\ soit e une racine m**"* quelconque de l'unité ; nous poserons
(i) (8, «)= a -4- eai-h e*a,-H. . .-{- &^-^af„^i.
Les sommes ainsi définies sont les résolvantes de Lagrange. Lorsqu'on connaît les fonctions correspondant à toutes les racines 7/1^^"** de l'unité, l'équation elle-même est résolue. En effet [§141,(6)], on a
(2) %e^" = m ou =0,
suivant que k est ou n'est pas divisible par m ; il en résulte
la sommation étant étendue à toutes les racines m'^™" de l'unité. On exprime d'une façon analogue les autres racines parla formule
(4) maA-=^€-**(8, a);
toute la résolution est donc ramenée finalement à la déterminalion de e et des fonctions (s, a).
Les racines m'*'"'®* de l'unité étant des puissances d'une racine primitive, ces fonctions peuvent encore se mettre sous une forme un peu différente. Soient e une racine m'*^"* primitive déterminée, X un quelconque des nombres formant un système complet de restes par rapport au module m, par exemple un des nombres o, i , 2, . . . , m — i ; les équations (2) et (3) pourront s'écrire
ma =2(£>-, a), moLj, = ^e->'^(£\ a).
Considérons ces résolvantes d'abord comme fonctions des m
(') Lagranqe, Béjlexions sur la résolution algébrique des équations. {Mémoires de V Académie de Berlin, 1770, 1771.) Précédemment les résolvantes étaient des équations; ce sont maintenant des fonctions.
variables indëpendanles a ; convenons, en vue de la simplîcilé des formules, que oLm est égal à a© ou a, et qu'en général a^ est égal à a^, lorsqu'on a A ^ A"(mod/n). On obtient alors le système de toutes les variables a, en prenant pour h dans ols les difTérents nombres qui forment un système complet de restes par rapport au module m.
Nous démontrerons sur ces résolvantes les propositions suivantes :
\ . Lorsqu!on effectue sur les indices des variables a la permutation cyclique 11 = (o, i, ..., m — 1), la fonction (s, a) devient e~*(£, a); la permutation tJ^ transforme (s, a) en
Cela résuite immédiatement de l'équation (i), qui défînit la résolvante.
Soit maintenant'/ un exposant positif quelconque ; développons la puissance v du polynôme (e, a). Dans ce développement, remplaçons e'" par i autant que possible, et ordonnons par rapport aux puissances de c. Nous trouverons une expression de la forme
les coefficients A)",, A,, . . . , A^_^ sont des formes de degré v à coefficients entiers des variables a, mais indépendants de s. En supposant Aa = Aa, dès que A ^ A*(modm), on peut énoncer le théorème suivant :
2. Lorsqu on effectue sur les indices des racines a la permutation cyclique 7t, les indices des coefficients du développement de (s, a)^ subissent la permutation cyclique iz^ ] en d'autres termes K\ devient A^^,^.
Pour le démontrer, remarquons que la formule (5) reste vraie, quelle que soit la racine m'*"*" de l'unité, même si elle est égale à I ; il résulte alors de (2)
(6) mAX=2»-*(«.«)^-
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Effectuons dans le second membre la permutation tz sur les indices des racines a; il vient, diaprés 1,
donc AJ devient A]^^^ j c'est la proposition 2.
Celte proposition est un cas particulier d'un théorème plus général. Soient y, Vi, V2, ... des entiers positifs ; X|, X29 . . . des entiers quelconques ; développons le produit
ordonnons-le, comme précédemment, par rapport aux puissances
de e; supposons qu'on trouve
(7) (s,ay'(£"^',a)^'(e^a^...= ^ ^''^^'^
Cm — I
les coefficients Ba sont des formes des variables a et ne contiennent plus e. Ce développement étant exact pour toutes les racines e, on peut employer la formule (2) et l'on trouve
mBjt = y]6-*(e,a)^(e>i, a)v.(£X,^ a^».. .
on en conclut, d'après l'équation (1), que la permutation t transforme Ba en Ba^v+)»v,+x,v.-.-...- Donc :
3. Lorsqu'on effectue sur les indices des racines a la permutation Tt, les coefficients du produit
(8) (£,«)v(eX,,a)v.(6>,,a)V....,
supposé ordonné par rapport à s, sont transformés par la permutation
Dans tous ces théorèmes, on peut répéter la permutation ir; ils restent donc exacts quand on remplace tz par une de ses puissances; de plus, on peut prendre pour e une racine m*^"* quelconque de l'unité. Mais, lorsque e est une racine m'*^*"* non primitive, certaines simplifications se présentent, qu'il nous faut encore signaler.
Soit e un diviseur de m, tel que m = ef\ soit e une racine e**"* de l'unité; l'expression (i) devient alors
(s, a)= a -^ eaj -^ . . . -h £*^* a^-i
-f- a<f -^ ea^H-, -^ . . . -h e«-> aj^-i
Posons maintenant
7) = a -i- a^ -h aj^ -f-. . .-h a(/_,)^, 7)1 = «1 -h a^^-i -f- aj^_Hj-h. . .-h a(/_i,c+i,
nous appellerons ces quantités les périodes à j termes des quantités a, ainsi que l'a fait Gauss dans le cas particulier des équations de division du cercle. Il vient alors
(lo) (£,«) = r^ +eTj,-hÊ»7j,-f-...-h£«->Tje-i,
quantité que nous désignerons aussi par (s, tj).
La permutation 7t, effectuée sur les indices des quantités a, produit, parmi les indices des quantités 7^, la permutation cyclique
(il) Y =(o, I, 2, . .., e — \).
Par l'emploi de la formule (lo), on peut maintenant écrire les formules (5) et (7) de la manière suivante ;
(e, 7î)v= EX -t- eEK -h -JE\-^. . .+ g^r-iEJ^,,
(e, 7))V(6>M,T,)V.(e>^a,7))V.... = Gq "f- sGi -h £» G, -h . - . -h £^-*Ge-i.
Dans ces formules, on pose
Gat = Ba- -4- B^A--^ . . . -h B^f^x^^k ;
E][ et G* sont des fonctions entières et homogènes des quantités a ; on peut aussi les exprimer en fonction des quantités t).
Les grandeurs r^^t, E)[, Ga ne changent pas, quand on efieclue sur leurs indices la permutation it^, c'est-à-dire lorsque chaque
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indice augmente d'un multiple de e; on peut donc compléter de la manière suivante les théorèmes 2 et 3 :
4. Soit e une racine e**"* quelconque de V unité, e un diviseur de m; si l'on effectue la permutation i^ sur les indices des quantités a, les indices k des coefficients EJ de (e, r^y sont transformés par la permutation y^; les indices des coefficients G du produit (e, tj)^ (e^i, 7j)^t (e^«, t^)^», . , , le sont par la permutation yv+x,v,+x,v,+ ...
§ 172. — Résolution des équations cycliques.
L'emploi des théorèmes que nous venons de démontrer sur les résolvantes de Lagrange va nous conduire à la résolution des équations cycliques; d'une façon plus précise, on va les ramener à des équations binômes.
Les quantités a ne seront plus des variables arbitraires, ce seront les racines d'une équation cyclique; on pourra donc supposer connues les fonctions cycliques de ces quantités. D'après le théorème 2 du §171, les coefficients de (s, a)'" sont des fonctions cycliques des racines a.
Soient ^0, ai, . . ., am-.\ des éléments du corps û; posons
on conclut de ce théorème que
Si, dans cette équation, e est une racine /n'*"* primitive, la forme (e^, a) contient toutes les résolvantes.
Remarquons encore que (i,a)=a est une quantité connue, puisque c'est la somme des racines; on a donc [§ 171, (3)]
(3) ma== a-H7'WH-V'W4-...4-V4'm--i;
a est donc exprimé en fonction de radicaux d'indice m, qui ne contiennent que des racines m**"*' de l'unité et les éléments du corps Q.
Chacun de ces radicaux, considéré en lui-même, a m valeurs
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distinctes, qui ne diffèrent les unes des autres que par des racines m*^"** de Tunité, entrant en facteurs dans leurs expressions. Si l'on attribue à chaque radical ses m valeurs différentes, la formule (3) fournit pour a un grand nombre de valeurs, parmi lesquelles se trouvent les racines a, ai, ♦ . . , a^^i [§171,(4)]. Le nombre des quantités ainsi trouvées est bien supérieur à celui des racines; le problème se pose donc de reconnaître les valeurs à conserver. Voici le procédé le plus simple à employer.
Appliquons le théorème 3 (§ 171) à un produit de deux facteurs seulement; il en résulte que (e, a)^(e^, a)t* est une fonction en û(e), lorsqu'on a v -}- X[x ^ o (mod m).
Si donc on fait [ji = i , v = m — A, et si l'on désigne par
une grandeur en û(e), il en résulte
(e,a)'«-^(£\a) = X^; par suite, d'après (a),
e étant une racine m'*"** déterminée, tous les radicaux, figurant dans la formule (3), sont exprimés rationnellement en fonction
de l'un d'eux 'j/^- En donnant à ce radical les m valeurs différentes dont il est susceptible, la formule (3) donne précisément les m racines a.
Ce procédé n'est plus applicable dans le cas d'exception où ^i est nul. Il suffit alors de modifier légèrement la méthode suivie pour éviter ce cas particulier.
Soit/? un nombre premier, diviseur de m, tel que m=pn: soit £ une racine m*^™* primitive déterminée. Il existe alors certainement un nombre X non divisible par p, tel que (e^, a) soit différent de zéro'. Si, en effet, on forme la différence a^ — a», il vient [§171, (4)]
m(a„— ao)= ^ (^"''^~*^(^^' *)'
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e""^ — I est toujours nul, lorsque X est divisible par /?; si donc (e^, a) était toujours nul dans le cas contraire, on aurait 0Ln= «o ce qui est impossible, puisque, par hypothèse, toutes les racines a sont distinctes. Il existe donc au moins une valeur de \ non divisible par /?, telle que (e^, a) ne soit point nul.
Cela posé, décomposons m en ses facteurs premiers; soit
m =pipf . . .,
P4^P2i • • • étant des puissances de facteurs premiers différents.
Posons encore
m = pi Tti\ = p^ in% = . . . j
d'après ce qui précède, on peut toujours trouver un nombre X| premier avec pt^ un nombre X2 premier avec p^, etc., tels que les quantités (e^t, a), (e^, a), etc. soient différentes de zéro. Dans ces conditions, le théorème 3 du § 171 montre que la quantité
(5) (£>, a) (tK a)'«.v (e>s, a)'«»v . . . = Xx est une grandeur contenue dans û(e), pourvu que
(6) X= — v(Xi/?îi-+- Xjmj-h .. .) »(mod m).
Mais (e^i, a)*"! est une racine d'indice />i d'une fonction en û(£); nous poserons donc
(7) (6\a)'«.=V^, (e\aT. = ''^^, ..., (ê^ a) = 'v^. Il vient alors, d'après (5),
La somme Xi mi -H X2 m2 4- • • ' est un nombre premier avec m, car m^, ma, . . . sont divisibles par p^, tandis que X| 7714 est premier avec Pi ; la formule (6) fournit donc, pour chaque valeur de X, un nombre v parfaitement déterminé, quand on connaît le module m.
En portant les valeurs (8) dans l'équation (3) et en donnant
aux radicaux ^/©^, y^, ..., toutes les valeurs distinctes dont ils sont susceptibles, on obtient pour a exactement m valeurs distinctes et pas davantage.
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Nous pouvons utiliser ces derniers résultats, pour obtenir des expressions des racines a sous une forme un peu plus générale, indiquée par Abel à l'endroit cité; elles se rapportent au cas où le corps û est réel, c'est-à-dire ne se compose que de nombres réels. Les fonctions «p, tp, ^, utilisées précédemment, sont alors formées à l'aide de nombres réels et de la racine e obtenue en divisant le cercle en m parties égales ; on pourra poser par exemple
IU . . 27C
e = e "» = cos H i sin —
Lorsqu'on change e en e~*, la fonction «pi se transforme en sa conjuguée, que nous appellerons <f\ .
Soient 04 une quantité positive, et 64 un angle tel que
(9) ?i = pi«'^«, ?i = pie-'^'»
ou bien
( ^i = pi(cos6i — (smOi), d'où
(11) PÎ = ?i?i- D'autre part, la quantité
(12) (e>>i, a)(e-^i, a) =±:ai
est une grandeur du corps û(e) (§171, théor. 3); lorsqu'on change e en e~~*, elle ne change pas; elle est donc identique à sa conjuguée, et par suite réelle. Nous choisirons le signe de telle sorte que a^ soit positif. Gomme pj est positif, il résulte de (11)
que
p; = (ihai)'«=:aï*;
si m est impair, il faudra toujours prendre le signe supérieur; si m est pair, on pourra aussi prendre le signe inférieur. On a donc
(i3) Pi=/<,
le radical devant être positif.
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D'autre part, les quantités sont des grandeurs réelles en û(e); de (lo), il résulte alors
cosOt
!"' > sine.- ;* ,
d'où la relation
Il vient alors
et de même pour les fonctions «pj, etc. On détermine 62, etc., par un système d'équations analogues aux équations (i 5); si l'on pose, en outre,
(16) m|6i-4-/Wj9j-h. . . = 6,
on trouve, d'après (8),
Les formules (i5) donnent
Aï'
Décomposons le produit (6| + ^'c^)'"l( 63-1- 1C2 )'"'•• • en sa partie réelle et sa partie imaginaire; on aura
(18) {bi -h tCi)'«i(6t-4- fc,)'"- . . . = B -h tC; en posant
il vient, d'après (16),
^ B -h tC
/A'« donc
(20) v^^cos6 = B, /Â^sin6 = C,
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et finalement
(21) Viiâ=(/Â)"^{cos tsin — ) Y..
Les formules (20) déterminent l'angle 0 à un multiple près de 2tc; en remplaçant B par 0 + 2 Air, et donnant à h les valeurs de zéro à m — i, la formule (21) fournit les m valeurs distinctes du
A Au
premier membre. Les fonctions cos — > sin — peuvent s'exprimer
rationnellement en fonction de cos — et sin — • La résolution des
équations cycliques dans le corps réel û est donc ramenée aux opérations suivantes :
On commence par adjoindre au corps Q la racine m^*"* de r unité {obtenue par la division du cercle en m parties égales). On connaît ainsi A, B, C. On adjoint en outre la racine
carrée positive y/A; les valeurs de cos 6 et sin 9 sont alors fournies par V équation (20). Enfin, on adjoint cos— et
sin — {division de V angle 8 en m parties égales), U équation cyclique est alors résolue par la formule (21).
Ces considérations nous fournissent encore un résultat intéressant, au point de vue de la réalité des racines des équations cycliques.
Exprimons, comme au § 170, chacune des racines a, ai, . . ., ^m-\ rationnellement en fonction de la précédente :
ot, = e(a), a,= 6(a,), ..., «,;,_, = 6{a,„_2), a = e(a.„_,);
le corps û étant supposé réel, ^{x) est une fonction réelle de x\ si donc une seule des racines est réelle, toutes les autres le sont aussi. Il en est toujours ainsi lorsque m est impair, une équation de degré impair admettant au moins une racine réelle.
Dans le cas de m pair, l'équation peut avoir des racines imaginaires; lorsqu'elle a une seule racine imaginaire, toutes les autres le sont aussi, puisque la réalité d'une seule racine entraîne la réalité de toutes les autres. Soit ^"*{x) la fonction obtenue, en répé-
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tant V fois T opération 0, on aura
Si donc a = ao et ajt sont imaginaires conjuguées, les fonctions 6^(ao) et 8^(ajt) le sont aussi, quel que soit v; en d'autres termes, Oy et cLy^ sont imaginaires conjugués.
Il en résulte qu'on doit avoir 2k = m; donc, dans le cas des racines imaginaires, a^ et a ^ forment un couple de racines ima-
ginaires conjuguées pour toute valeur de k.
Les équations du troisième degré se transforment en équations cycliques par l'adjonction de la racine carrée du discriminant. Si donc le discriminant est positif, on conclut de la proposition précédente que toutes les racines sont réelles.
§ 173. — Division d'un angle en parties égales.
Au groupe des équations cycliques appartiennent aussi les équations dont dépend la division d'un angle en m parties égales; nous y avons ramené les équations cycliques générales dans le cas d'un corps réel.
Le problème s'énonce de la manière suivante :
Étant donnés cosm^ et sinm^ , déterminer cosç et sino.
Nous supposerons que les valeurs données de cosm^ et sin/n'^ sont inférieures à l'unité, et que la somme de leurs carrés est égale à I .
Faisons l'adjonction de racines m'*"®* de l'unité, dont nous nous occuperons plus en détail au Chapitre suivant; en tout cas, elles seront supposées dépendre d'équations^ dont le degré est inférieur à m. Afin d'avoir toujours un corps réel, nous n'adjoindrons pas ces racines elles-mêmes, mais bien les quantités
(1) sin — f cos — •
Le corps û se compose donc de tous les nombres rationnels.
ainsi que des fonctions rationnelles de
cosmo, sinmcp, cos — » sin — • ' * /n m
L'équation de degré m, qui fournit j? = 2C0scp, a été établie au § 144; elle est de la forme
(2) 2Cos/w(p = A»,(a7),
Am(j:) étant une fonction entière de degré m en ^; nous avons établi, dans le même paragraphe, Téquation
. sin m©
par laquelle sinç est exprimé rationnellement en fonction de jr. Ces équations ne contiennent pas encore les racines de l'unité. Les m racines de Féquation (2) sont
Xq= HCOSf, Xi=2C08
/ 2(/yi — i)it\
iF;,t_,= 2C0s(<pH ^ I;
en se servant dés formules (2) et (3), et en adjoignant les quantités (1), chacune d'elles peut s'exprimer en fonction de l'une des autres par des expressions de la forme
Une fonction quelconque des racines Xq, Xt^ ..., Xm-i peut donc étrô mise sous forme d'une fonction rationnelle F(j:o); une permutation cyclique transforme F(^o) en F(^|), F(^|) en F(^a)j • • -j F{^m-i) en F(a:o). Dans le cas d'une fonction cyclique, on a donc
F(xo) = F(a7,) =...= F(x,„_i; = -i- [F(:ro) H- F(ari) -+-...+ F(x«,_,)];
F(j7o) est donc rationnel, puisqu'on peut l'exprimer en fonction symétrique des racines :
La division d'un angle en parties égales dépend donc d'une équation cyclique.
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Cette équation cyclique est irréductible. En effet, soit une équation rationnelle
4>(aro, cosmcp, sinmcp) = o;
remplaçons cp par cp H ; elle se transforme en
<i>(a?^, cosmo, sinmcp) = o;
elle est donc vérifiée par toutes les racines de (2).
Si nous voulions adjoindre cosmç, mais non sinm^^, l'équation ne serait plus cyclique; on le constate aisément dans le cas de la trisection, car sin/ncp est alors précisément la racine carrée du discriminant (§ 120).
DIVISION DU CERCLE EN PARTIES ÉGALES
§ 174. — Irréduotibilité de l'équation de division.
Parmi les équations abéliennes, les plus importantes sont celles qui déterminent les racines /n**™** de Tunité; nous avons déjà établi leurs propriétés élémentaires au Chapitre XII. Toutesces équations sont aussi désignées sous le nom adéquations de division du cercle, parce qu'elles sont la forme analytique du problème géométrique consistant à diviser le cercle en parties égales.
Le corps û, ayant pour éléments les quantités supposées connues, ne se compose dans le cas actuel que des nombres rationne/s; nous rappellerons R.
n étant un entier quelconque, premier ou non, nous avons vu (§ 140, 141 ) qu'il y a ©(/i) = V racines n'^"** primitives de l'unité, vérifiant une équation à coefficients entiers
(i) X„ = ar^-f-aiar^'-ï-h. . .-hav= o.
En premier lieu, il faut se demander si cette équation est irré^ ductible.
L'irréductibilité de X/i a été d'abord démontrée par Gauss, dans le cas de n premier (Disgu. arilhm., art. 341). D'autres démonstrations ont été données ultérieurement par Kronecker, Schonemann, Eisenstein, Arndt, Dedekind; elles se rapportent soit à ce même cas particulier simple, soit à celui où n est une puissance d'un nombre premier (qu'il faut traiter comme le précédent), soit
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au cas général d^un entier n quelconque. Nous allons démontrer ici l'irréductibilité de X^ par une méthode particulièrement simple due à M. Dedekind; elle se rapporte au cas général.
Nous avons déjà vu (§ 12) que les coefficients du développement de ]a puissance d'un polynôme sont tous divisibles par />, lorsque p est premier, à l'exception de ceux qui correspondent aux puissances d'exposant/7, et donnent le reste i par rapport au module p. En désignant par u^ v^ w, ... des variables, on peut exprimer ce théorème parla congruence suivante, qui ne se rapporte qu'aux coefficients et aux produits des variables :
(a) (w -f- p-h w -4-. . .)'*= M/»-+- «?^-l- ivP-4-. . . {modp).
On en conclut le lemme suivant, qui servira de base à notre démonstration.
Soit
(3) /(^) = a7'«-haia?''*-*-Ha2jr'»«-*-|-. . .-h a,«
une fonction rationnelle, entière, quelconque de la variable Xy à coefficients entiers ai, a2, • • • , âm» soient a, ^, y, . . . les racines de/{x) = o, de sorte que (§ 7) l'on peut écrire
(4) —a, = 2 a, a,= 2a3, — ûf,= 2a3Y,
p désignant un nombre premier arbitraire, posons
les coefficients A|, A^, . . ., A;,» sont des fonctions symétriques à coefficients entiers des racines a, p, y, ... ; ils peuvent donc (§ 48) se mettre sous la forme de fonctions entières, rationnelles, à coefficients entiers, des coefficients a^, a2i •••, cim; ils sont donc eux-mêmes des nombres entiers. D'ailleurs
-A,= 2«^ A,= 2«''P^ —k^=^aP^PyP,
la formule (2) montre alors que
A, = aÇ, Aj^aJ, A„=aJ, (modp);
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d'après le théorème de Fermât, on ea conclut enfin que
(6) A,sa,, A,^aj, ..., A;n^«m (mod/)); ce qu'on peut exprimer par la congruence
(7) /(^)^F(^) (mod/?),
cette congruence ne se rapportant qu'aux coefficients des mêmes puissances de x.
La formation de la fonction F (a:) d'après f{x) est un cas particulier de la transformation de Tschirnhausen ; on obtient en effet l'équation F(j^) = o, en éliminant x entre les équations yz=xP eij{x) = o.
La détermination de F(^) peut aussi se faire à l'aide de la formule
le produit étant étendu à toutes les racines jd^«"«» de l'unité, représentées par e. Ajoutons encore que, si /(x) est irréductible dans le corps R, et si les quantités a^*, p/', . . . sont toutes distinctes, F(x) est aussi irréductible. Soit en effet F| (x) un facteur irréductible de F(j:), s'annulant poura;=a''; les deux équations /{x) = o et F| (xP) = o auront la racine commune a ; /{x) étant supposé irréductible, Fi(x) est divisible pary(;r); donc on a
Fi(x) admet donc toutes les racines de F{x); d'où l'irréductibilité de F{x).
L'irréductibilité de X/i se démontre maintenant de la façon suivante.
Soit tt une racine /i'^"'^ primitive de l'unité, el /(x) le facteur de X„, irréductible dans le corps R, qui s'annule pour j? = a. Si le coefficient de la plus haute puissance de x^ figurant dansy(x), est égal à l'unité, les autres coefficients ^i, a^, • . ., a^ sont des nombres entiers (th. de Gauss, § 2).
p étant un nombre premier avec /i, clP est aussi une racine primitive d'ordre n; toute racine primitive, c'est-à-dire toute
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racioe de X;,= o peut se mettre sous cette forme. Si donc nous arrivons à prouver que /{olP) est nul pour tout exposant p premier avec n, il en résultera que /(x) est divisible par X,, et par suite identique à X;,; X,z sera donc certainement irréductible.
Il suffit pour cela de prouver que /(olP) est nul dans le cas d'un exposant/? premier, ne divisant pas n. En effet, si/{aP) est nul, les deux équations f{xP) = o et f{x) = o ont la racine commune a ; comme on suppose f{x) irréductible, f{xP) est donc divisible ç^v f(^x). Si de même /{ol^) est nul, q étant un autre nombre premier ne divisant pas n et pouvant même être identique à p, on en conclut que /(olP^) est aussi nul. En répétant le même raisonnement, on voit que, si /{olP) est nul pour tout nombre premier p ne divisant pas /i, on aura /(aH-) = o, fx étant un produit de facteurs premiers dont aucun ne divise n.
Soit donc/? un nombre premier ne divisant pas /i, a et ^ deux racines distinctes de X;,; olP et ^p sont alors des racines primitives d'ordre /i, différentes Tune de l'autre. Déterminons en effet un entier/?' par la congruence pp'^i (mod/i); élevons les deux membres de l'égalité cf,P=: ^p à la puissance /?'; on en conclut a= p.
Soient donc a, ,8, y, • . . les racines de/{x); formons, d'après (8), la fonction F(x) admettant pour racines olP, ^p^^p, .-., équation irréductible, ainsi qu'on vient de le démontrer.
Si /{x) n'est pas identique à F{x)^ ces deux fonctions ne peuvent avoir de diviseur commun; toutes deux sont diviseurs de Xn et par suite aussi de x" — i . Posons
<f{x) étant une fonction à coeffîcients entiers. En vertu de la congruence (7) nous pourrons aussi écrire
d'où, en prenant les dérivées
nx^'^=/{x)x(x)-hp^{x),
o, 6, V et 0 étant des fonctions de x k coefficients entiers. En multipliant les deux membres de la première équation par — /i,
ceux de la seconde par x^ et ajoutant, Téquation obtenue pourra s'écrire sous forme de la congruence
(9) 7i=/(ar)4>(a:) (mod/?),
<f> étant aussi une fonction de jr à coefficients entiers. Puisque n n'est pas divisible par/?, tous les coefficients de <t>{x) ne peuveni pas être divisibles par p\ nous pourrons supposer que c'est le coefficient du terme de degré le plus élevé dans <f> qui n'est pas divisible par p. Mais alors la congruence (9) est évidemment impossible; car le second membre renferme certainement un terme en x dont le coefficient n'est pas divisible par /?, ce qui n'arrive pas dans le premier membre.
Donc F(j?) est identique à/(x); par suite /(a^) est nul; c'est ce que nous voulions démontrer.
Donc :
I. La fonction Hn^ admettant pour racines les racines /i'^"" primitives de V unité y est irréductible dans le corps des nombres rationnels.
Mais cette irréductibilité de X/, a un sens encore bien plus étendu, ainsi qu'il résulte de la proposition suivante :
II. La fonction X,, reste encore irréductible, lorsqu'on adjoint au corps R des racines primitives dont le degré est premier avec n.
Soient en effet a un nombre premier avec /i, r une racine primitive d'ordre /i, a une racine primitive d'ordre a; le produit p = ra est une racine primitive d'ordre /la (§ 140). Déterminons les entiers a: et y, de telle sorte que
ax •+ ny = 1 ; on aura
(10) r = p»-»", QL = ^"y\
si donc o{x^ a) est un diviseur de X^ dans le corps R(a), il existe au moins une valeur de r, telle que cp(/*, a) soit nul. Il en résulte d'après (10)
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Nous avons démontré que Féqualion, admettant pour racines les racines primitives d'ordre /la, est irréductible dans le corps R. Si donc h est un entier premier avec a/i, Féquation (i i) montre que Ton a aussi
(12) (p(pA««, pA«r) = o.
Désignons par 5 un nombre quelconque premier avec /i; on peut déterminer h de telle sorte que Ton ait
h^is (mod/i), A^i (moda).
L'équation (i a) prouve alors que
et, par suite, cp(^, a) est divisible par X^. Il en résulte bien que X„ est irréductible dans le corps R(a).
Ce théorème est dû à Kronecker. 11 suit en certaine manière une voie opposée à celle que nous avons prise; il démontre d'abord l'irréductibilité de X„ dans le corps R(a), en supposant que /i n'est divisible que par un seul nombre premier; il en déduit ensuite l'irréductibilité de Xyi en général (* ).
§ 175. — Les périodes de l'équation de division. Les équations aux périodes.
Occupons-nous en premier lieu des racines /i»*™«» de l'unité, dans l'hypothèse où n est un nombre premier impair; le cas du nombre premier 2 est inutile à considérer, puisque les racines carrées de l'unité, ± 1 , sont contenues dans R.
Outre la racine /i**™® rationnelle i, il existe encore n — i autres racines /i**"** primitives, dont l'expression, sous forme transcendante, est
lin Ktk »(n~l)iic
en fi n jf n
( ' ) Kronecker, Mémoire sur les facteurs irréductibles de l'expression x"*— i {Journal de Liouville, t. XIX, i854).
L'une d'elles étant désignée par r, l'ensemble de ces valeurs se représente aussi par
Dans l'exposant de r, c'est le reste qu'il donne par rapport au module n qui importe seul 5 on a en effet r^=: r^, sitôt qu'on a /i = A-(modn).
Les quantités (1), ainsi que nous l'avons déjà vu au § 140, sont racines de l'équation de degré n — 1
son irréductibilité a été démontrée au paragraphe précédent. Montrons d'abord que cette équation est cyclique.
Cette propriété découle de l'existence des racines primitives du nombre n, dont nous nous sommes occupés au § 143. Nous avons prouvé, à ce moment, qu'à chaque nombre premier n correspondent certains nombres g, qu'on appelle racines primitives de /i; ils sont caractérisés par cette propriété que les puissances
donnent pour restes par rapport au module n, dans un certain
ordre, les nombres
Le reste d'une puissance g^ ne change pas, lorsqu'on augmente h d'un multiple de /i — i . Si l'on a
g^T:=a (modn), a s'appelle V indice de a qui est dit le nombre, et l'on écrit
a = inda.
L'indice est considéré par rapport au module n — i , le nombre par rapport au module /i (§ 143).
Soit donc g une racine primitive de /i; on pourra écrire les quantités (i) sous la forme
ou bien, en posant
(3) /•^* = rA,
CHAPITRE XYI. — DIVISION DU CERCLE EN PARTIES ÉGALES
sops la forme
Tout nombre du corps R(/'), c'est-à-dire toute fonction rationnelle de r, peut se mettre sous la forme
comme, d'après (2), on a
I H- r -h r* H- . . . -t-r'»-* = o, on peut aussi écrire
(6) tf{r) = {bi-bo)r-h{bi--bo)r^-^..,-h{bn-i-bo)r'^-^—born-i.
Comme enfin les puissances de r
ne 'sont autres, dans un certain ordre, que les quantités, r, 7*1, r-ij . . . , /•/1-2) on pourra mettre o{r) sous la forme
(7) ?('•) = ar -^ ai ri-h. . .-h a„r-t rn-i.
Les coefficients a et 6 sont des nombres rationnels; quand l'un de ces ensembles de coefficients est formé de nombres entiers, il en est de même de l'autre.
I. La fonction '^{r) ne peut être nulle que lorsque tous ses coefficients sont nuls.
L'expression (5) montre en effet que f (r) ne s'annule que si tous les coefficients b sont nuls; l'expression (6) montre alors que tous les coefficients a sont aussi nuls, f (/*) ne peut donc être mis sous la forme (7) que d'une seule manière.
Convenons que a^ et rh ne changent pas de valeur, quand on augmente h d'un multiple de (/i — Oî ^° pourra poser
«/i rfi^
les valeurs de h formant un système complet de restes par rapport au module n — i .
Nous avons à monirer que le groupe de Téquation X= o n'est autre que la période de la permutation cyclique
Désignons celte période ou ce groupe cyclique par
(9) C = i,Tr, -«, ...,7r'»-«.
L'équation X=o est certainement une équation normale, parce qu'elle est irréductible, et que, d'après (3), toutes ses racines peuvent s'exprimer rationnellement en fonction de Tuoe quelconque d'entre elles; elle est donc sa propre résolvante de Galois (§ 152). Ses substitutions sont
d'après (3) on a d'ailleurs
Il en résulte que la substitution (r, r^) produit parmi les racines (4) 1^1 permutation cyclique 7t; le groupe des substitutions (10) est donc isomorphe au groupe C. Ce groupe C est donc le groupe de Galois de l'équation X = o.
D'après ce que nous avons dit au § 170, on peut ramener l'équation X = o à une suite d'équations cycliques de degré moindre, en cherchant les fonctions qui appartiennent aux diviseurs du groupe C. Décomposons n — 1 en deux facteurs e et y, tels que n — 1 = ef] les diviseurs du groupe C sont alors les groupes cycliques
(n) Ce=I,7:^7:î^ . . . , t:»/-»?';
la permutation 77^ a* même signification que la substitution (r, r^). Pour obtenir, sous une forme aussi simple que possible, une fonction des racines appartenant à €<., considérons, avec Gauss, les périodes à f termes
T) = r -+- Tg -f- Tie -f-...-4- r(/_,)^, 7)1 = r, -+- r^H-i 4- rje+i-t-. . -r /•(/-De^-i
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elles se déduisent de la première d'entre elles par les substitutions (r, r), (r, ri ), . . . , (r, r<._i ). Ces quantités (12) forment ce que nous appellerons un système Ae périodes conjuguées.
Chacune de ces fonctions reste invariable, quand on y fait la substitution (r, /*<.); elles sont toutes distinctes; sans quoi Téqualion TjA — 7|A = o, dans laquelle h et k sont distincts, pourrait s'écrire sous la forme
ar -h «1 Ti 4- . . . H- a,i_5 Pn-i = o,
les coefficients a n'élant pas tous nuls (ils ont en eUet pour valeurs + 1,0, — 1); ce qui est impossible, d'après le théorème I. Chacune des fonctions (12) appartient donc au groupe C^; ces quantités sont donc racines d'une équation irréductible de degré e. Si l'on fait l'adjonction d'une de ces quantités, la détermination de r ne dépend plus que d'une équation de degré /.
En vertu des théorèmes généraux du Chapitre XIV, toute fonction des quantités r, qui permet les substitutions du groupe Ce, peut être exprimée rationnellement en fonction des quantités r^. Mais nous pouvons de plus démontrer maintenant la proposition suivante :
II. Tout élément de R(r), qui permet la substitution (r, r^), c'est-à-dire tout élément du corps R(>l), peut s'exprimer en fonction linéaire et homogène des périodes tq, t), , . . ., 7|<._, .
D'après le théorème I, tout élément de R(r) peut être mis d'une seule manière sous la forme
(i3) ©(r)=2aArA;
les coefficients a^ sont des nombres rationnels, et les valeurs de h sont celles d'un système complet de restes par rapport au module (/i — 1). On sait d'autre part que
?(^g) = S^^^^^^^ ^a^-gr/^;
si donc ç(r) doit être égal à <?(/•<-), il faut que an^e soit égal à an pour toute valeur de A; par suite on a
CT/i = afi^c— ^/H-2c ~ • ■
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L^équalîon (i3) s'écrit donc sous la forme
0,tf — 1 0,e — 1 0,<r-l
c'est-à-dire
(i4) (p(r) = «7) -+- a, T), -f- . . . ^ ae-x irie-, ;
c'est ce qu'il fallait démontrer. Remarquons de plus que, si la fonction (p est à coefficients entiers, il en est de même des coefficients des périodes t^a*
Puisque chaque élément du corps R(7i) peut se mettre sous la forme linéaire (14)7 et cela d'une seule manière, nous dirons que le système des quantités tj, t^i, ..., t^^.i est une base du corps R(>l).
Lorsqu'on sait mettre le produit de deux périodes quelconques fih et r^k sous la forme (i4)) ^^ saura, par la répétition de cette opération, mettre toutes les fonctions rationnelles des périodes r^ sous la même forme. On saura aussi former l'équation admettant pour racines les e grandeurs tj ; il suffira d'appliquer le procédé à la fonction
{i5) Fc(x;=(j:— Yi)(iF— Yi,)...(a: — Tje^,).
Cette équation peut aussi s'écrire à l'aide d'un certain déterminant.
Soit, en effet,
(16) 'r^fih= «O.A^i -+-al,/«^Ol^-•••-^-«c-l,/«^<e-l;
les coefficients ao,A, «ï,>i, ... sont des nombres entiers, dont le calcul nous occupera plus tard. Écrivons cette équation, en donnant à h la suite des valeurs 0,1,...,^ — i :
(«0,0— "n)^ -+- «1,0 TQi -•-..■-f- ae-i,o'itf-t =0,
û^o,ff-i>l -r- «1,^-17)1 H-. . . ^(a^_|,^_i — rjTj«u-i = g;
comme les quantités r,, y^,, . . ., Yj^_, ne peuvent être nulles à la fois, le déterminant de ces équations devra être nul ; donc
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OD aura
en écrivant x au lieu de tj, la fonction ainsi obtenue est identique à Fe(x), au signe près.
Les coefficients de la fonction Ye{x) sont donc non seulement rationnels, mais aussi entiers.
On pourra maintenant former aussi l'équation de degré /, admettant pour racines r, r^, r^e^ - . -, /*(/-!)«; e»^ effet, quel que soit Xy la fonction
*c(a?) = (ar — r)(x— r^)...(a7— r(/_,;c),
est une fonction dans le corps R(7l)* Ses coefficients sont delà forme ?(^)(5); ils sont eux-mêmes à coefficients b entiers, et peuvent s'écrire par conséquent sous la forme (14)7 les coefficients a de cette forme étant des nombres entiers. On les calcule aisément par des formules de Newton, qui expriment les coefficients d'une équation à l'aide des sommes des puissances semblables des racines (§ 46). En effet, d'après les équations (12) et (i3), on a
«A sA gh
7ik=r^ -+-rf-t-...-4-r;)-_,,/,
c'est par suite une des sommes en question, et chacune de ces sommes est égale à une période. Il résulte donc immédiatement des formules de Newton que les coefficients a sont rationnels ; mais on ne voit pas de suite que ce sont des nombres entiers.
On peut traiter l'équation (18) comme l'équation (2); le groupe de ^e{^) est en effet C^.; si e' est un diviseur de /, tel que f= ef y le groupe C^^', est un diviseur de G*.. Au groupe C< appartient la période
Tj = /• H- Tee' -f-
r(r-\)ee'\
elle dépend donc d'une équation de degré e' dans le corps R(*/»). Si l'on suppose que les nombres e, e' sont des nombres premiers,
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la suite des résolvantes est formée par des équations, dont les degrés sont les facteurs premiers de n — i .
En ce qui concerne le groupe de Téquation de degré e, dont les racines sont les e quantités t), on le trouve très simplement comme suit. On remarque que la substitution {r, r^) transforme les quantités r,A par la substitution (7^;^, ^*+a)î lorsque l'indice de tj est pris par rapport au module e. Le groupe de Ftf(x)=ose compose donc des puissances de la permutation cyclique
§ 176. — Méthode de Gauss pour le calcul des résolvantes.
D'après ce qui vient d'être dit, la résolution effective de l'équation de division dans un cas particulier devient possible, lorsqu^on sait mettre le produit de deux périodes conjuguées sous forme d'une fonction linéaire de ces mêmes périodes. Cette transformation se fait d'après une méthode simple, due à Gauss, que ooas allons maintenant exposer, après avoir changé quelque peu la notation des périodes.
Représentons deux quelconques des périodes (12) du § 175 par
de telle sorte que, si l'on a X^g"*(mod n), on aitT/^= tj^ ou 'f^^^^=: T^ind^; on aura alors
(2) < , , (mod/i);
si donc s et t ont pour valeurs les nombres qui forment un même système complet de restes par rapport au module/, on aura
Multipliant, il vient
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Supposons d'abord s fixe, et faisons la somme par rapport à ^; on pourra remplacer t par / + 5, car les valeurs que prennent simullanëment ces deux nombres donnent lieu au même système complet de restes par rapport au module/. Il vient alors
On peut d'ailleurs changer Tordre des sommations, el écrire
La somme
est elle-même une période; d'après la notation (i), c'est la période
Il résulte alors de (a) et de (3) que l'on a
Le second membre contient / termes, et la même période peut naturellement s'y présenter plusieurs fois 5 on peut même y trouver y\^^\ qui n'est pas, à proprement parler, une période, et que l'on doit remplacer par /. Lorsqu'on veut revenir à la forme homogène, il suffit de se servir de la relation
qui n'est qu'une autre manière d'écrire l'équation (2) du § 175. Supposons que l'on ait calculé d'après (4) l'expression du produit 7\7\;t, que nous avons déjà mis antérieurement sous la forme
on trouve le produit de deux périodes quelconques par la substitution (tj, tij^), qui donne
Pour montrer l'emploi de ces règles sur un exemple simple,
65o LIVRE m. — LES GRANDEURS ALGÉBRIQUES.
prenons le cas de n = i3. Le nombre i3 admet la racine primitive 2; nous pourrons employer la table d'indices donnée au § 143
Prenant e = 3, y = 4j on obtient une résolvante du troisième degré, dont les racines sont
ÏJ -- /• -h /*, -4- /> -4- /'g ,
7)1 = r, -+- r^ -4- /'T -h r,o, Y), = rj -f- rs -+- rg -^ rn.
Employant la table (7), on en conclut
73 = r -4- r-5 -u /— 1 -4- r» — tj^>\ 7)i=r*-f-r3 - - /— * -h /— s = t/*\ r^j = r* -f- r« -+- /—*-{- r-« = r/*).
En employant l'équation (4), on trouve, par exemple,
TiT,
- =T/«-j-r/-*^-f-7)(oJ_|_r/«)=4 -H73(«-h2r/^)=— 47) — 3t,,— 2Ti,
Les formules donnent alors
aiQi
>îî»
2Tri4- 7)1-4- 73t;
d'où [§ 175, (17)] Téquation en r,
ou bien
Le discriminant de cette équation est 169 = 13^; il est donc positif. L'équation a par conséquent trois racines réelles; comme son dernier terme est négatif, elle a deux racines positives et une négative.
C0S — COS
7^2 est donc la racine négative, t^i la plus grande et y\ la plus petite des racines positives.
11 est maintenant facile de former l'équation du quatrième degré dont les racines sont r, r~', r*, r~5. Posons
5 = r -h /—' = 2 COS -T- > P' = r* -+- /^* = 2 COS — ^ ;
on aura
par conséquent
(II) 5»— 7jJ + 7),= 0
est Téquation du second degré en i; on en déduit, pourPéquation du quatrième degré,
(12) r*— T)r*7+- (711-+-2) r' — Yjr-+-i = o.
L'équation (n) a une racine positive et une racine négative; la première est égale à 2cos-y Au lieu de calculer la quantité r
elle-même, on calcule 2sin — ; c'est la racine y/4 — 5^ prise avec
le signe -f-.
Au lieu des trois périodes ri à quatre termes, on aurait aussi pu considérer deux périodes à six termes
I î = /• -j- 7-3 f- r^-i- r-ï -+- 7— »-4- /-*, ) Çj = r* -f- r* 4- r* 4- r-* -h r-» -f- r-«.
Le produit ^^1, calculé parla formule (4), est égal à 3 (^-+-^4)= — 3; 2^ et 2^1 sont donc les racines de Téqualion du second degré
l'expression de !^ à Paide des cosinus montre aisément que cette quantité est positive; on tire donc de (i4)
(i>) Ç- , Çi_ —
Si l'on opère l'adjonction de JJ et de JJi, il est facile de former une équation du troisième degré pour les périodes à deux termes. Posons, en effet,
• 5, = r* ^- r-*, Çj = r» H- r-*,
Ç^ = r»-}- r-ï, $g = r«-T- /-« ; il en résulte
en outre
Ç, $2î Sï sont donc racines de l'équation du troisième degré (16) 373— Çar«— X — i -+- Ç = o.
§ 177. — Réduction des équations de division à des équations binômes.
Déjà dans son premier mode d'exposition (Disqu. arithm.), Gauss avait ramené la résolution des équations de division à celle des équations binômes (*). Pour y parvenir, posons
( ' ) Gauss, Disq. arithm., art. 359, 360 ; disqu, circa œquationes paras uite^ rior eçolutio {Œuvres, t. II). — Lagrange, Résolution des équations numériques. — Jacobi, Sur la division du cercle en parties égales, et son emploi
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désignons, comme dans le Chapitre précédent, par s une racine primitive de l'unité d'ordre m, par r, /'i, r2, . . . , rm-\ les racines ^ièmes jg l'unité, dans l'ordre fixé précédemment. Les résolvantes de Lagrange sont alors
0,n— t 0,ra— S
A étant un exposant quelconque, rapporté au module m.
En posant g^= 5, par suite h ^ ind^ (mod m), on pourra aussi écrire
Pour continuer la réduction de ces expressions, nous nous appuierons sur le calcul du produit de deux de ces résolvantes. Soit |ji un second nombre analogue à X, 5 et ^ deux indices, indépendants l'un de l'autre, dont chacun prend des valeurs formant un système complet de restes par rapport au module /i, à l'exception toutefois de la valeur zéro. On trouve alors
Si l'on fait d'abord la somme par rapport à l'indice /, on pourra remplacer t par st^ puisque s est différent de zéro, et que t el st prennent simultanément des valeurs formant un système complet de restes par rapport au module n. Il vient alors
(2) (£^, /•)(E^^) = VV r*t/-»-i;6'>-»-HJ»nd*£|tiad/.
Considérons d'abord le cas particulier [jl = — X, que l'on déduit
datis la théorie des nombres {Œuvres, t. VI). — Kummer, Journal de Crelle, t. 35, et Mémoires de l'Académie de Berlin^ i856.
A mentionner encore les Travaux d'EisENSTEiN et de Caught.
La théorie de la division du cercle en parties égales a été exposée dans son ensemble, avec toutes les indications historiques, par M. Bachmann, dans son livre La division du cercle en parties égales; Leipzig, 187a.
de (2) en faisant la somme par rapport à s :
(£\r)(e->, r) = Ve-^ind^y r*('+i'.
Dans cette formule, on a
X^ r*<'-»-*^= — I , pour i = 1 , 2, . . . , /i — A ;
X r^u-i-i) _ ;i _ , ^ pour i = /i — I ;
comme, d'autre part (§ 143),
ind(n — i)= 9 £ ' = — I
il vient
Dans la somme prise par rapport à ty les valeurs de t sont celles d'un système complet de restes par rapport au module n — 1 ; si donc on suppose "k non divisible par n — i , on a
ye-Xindf=o, l./I — 1
et par conséquent
(3) (s>,r)(e-X,r) = (-i)Xn;
si au contraire X est divisible par n — 1, on a
Revenons maintenant à la formule (2), en supposant que X + p. n'est pas divisible par n — 1. Dans ce cas,
^y £(X-4-|Jj Ind ^ _ o ;
on peut supprimer dans le second membre de (2) les termes cor-
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respondants k t = n — i . On trouve ainsi
L*indice / étant supposé fixe, les valeurs de ^(^ + i) et de s forment simultanément un système complet de restes par rapport au module n; on a donc
la formule (4) donne alors
en posant, pour abréger,
(6) V E|i.lndf-(X+[i)lndU-M) = 4/x,|t(e)»
la somme X -f- [jl n'étant pas divisible par m = n — i .
Ces quantités i^ sont fonctions des racines e d'ordre n — i de l'unité; leurs coefficients sont des nombres entiers; elles sont donc connues, quand on suppose données les racines e d'ordre n — ï ; ce sont des nombres du corps R(e).
Supposons maintenant \ divisible par |ji; remplaçons donc X par [jlX, et posons
a pourra donc être une racine non primitive d'ordre n — i, par exemple une racine d'ordre e (en supposant, comme précédemment, m = e/, et [jl divisible par/, par exemple égal à/); le cas de a = f , par suite e égal à i , est à exclure. Nous poserons alors
(8) V a'nd/-(XH-l)(Ind/+i) = ^^(gj) .
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^\{ol) est un nombre du corps R(a), qu'on peut calculer à l'aide d'une table d'indices ; le reste de X est pris par rapport au module e. La formule (5) donne, dans cette hypothèse,
(9) («\ r)(7., r) = (a>.+«, r)^xi^) ;
cette formule est exacte tant que [jl(X + i) n'est pas divisible par n — 1 ; si [JL et m sont premiers entre eux. a est une racine primitive d'ordre m ; la formule est vraie pour
si[jL et m admettent un plus grand commun diviseur/, et si m est égal à ef, elle est vraie pour
Si a^ n'est pas égal à i , la formule (3) donne
Les formules (g) et (lo) suffisent pour calculer, non seulement les quantités r, mais aussi toutes les périodes r,, à l'aide de radicaux dont les indices sont les diviseurs premiers de m ; les fonctions ^\ sont, par hypothèse, des grandeurs connues.
Les périodes à /termes, dans le cas de/= i, comprennent les quantités r; passons donc immédiatement à la détermination de ces périodes.
Soit a une racine primitive d'ordre e, et soit ^=f. On aura
ou bien [§ 175, (12)]
(11) (a^-, r) = (a^, 7j) = 7) -+- a^'ïji -4- a*^r)î h-. . . -h a'«-iJ^T)c_i ;
les formules (9) et (10) donnent alors
(is) (a\Ti)(a, t)) = («>+', r))«j«x(a), (i3) (a\Y,)(a-X,rJ = (-i)/>n,
L'équation (i3) montre qu'aucun des nombres (a^, ti) ne peut être nul; l'équation (12) montre de même que les nombres ^x(a)
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sont différents de zéro. Si Ton écrit les équations (12) correspondant aux valeurs i , 2, . . . , X — i , il vient
(« ,rJ(a,T,) = (aî,r,)^, (a),
On en déduit, par multiplication et suppression des facteurs communs (a^,r,) . . . (a^""*, t,),
(i4) (a, ri)> = (a\ 7i)4/,(a)i|;,(a) . . . ^^X-tCa).
La quantité (a^, t)) est donc exprimée en fonction rationnelle de (a, Tj). Faisons )^ = e — i dans l'équation (i 4), il vient
(a, 7) )*-» r= (a-1, 7i)4/,ca) 4;,(a) . . . 4/c-j(a);
multiplions les deux membres par (a, tj); servons-nous de l'équation (i3) sous la forme
il vient
le calcul de (a, 7\) est ramené de la sorte à l'extraction d'une racine d'indice e. Si l'on /ait e = /n, on trouve (e, r).
Appliquons ce procédé au cas intéressant de n = 17; il conduit à ce résultat géométrique remarquable, trouvé par Gauss, que la division du cercle en 17 parties égales dépend d'une suite d'équations du second degré; le polygone régulier de 17 côtés peut donc être construit avec la règle et le compas.
Le nombre 3 est une racine primitive de 17; la table d'indices est la suivante :
o 1 ?t 3 45 6 7 8 9 10 II la i3 ]4 iS
I 3 9 10 i3 5 i5 II 16 14 8 7 4 12 2 6
tin
En posant /• = e " , les périodes à deux termes ont pour va-
leurs
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= acos
Tfi = 2 COS
2 COS — y
87C 2 COS y
a COS — f «7
'il
rr-
TT
5Tt
Le procédé le plus simple pour le calcul des fonctions 4 con siste dans l'emploi de la table suivante :
indf
5 i5 II 10 2
ind(^ -h i). . .
i5 II 10 2 3
En désignant par a une racine huitième de l'unité, on en déduit, d'après la formule (8),
Soit
il vient
•ttCa)
tj;g(a) = 10, -h 2a* -h 3a* -h 4^5 -h 2a* 4- itPj i}^5(a) = 2 -h 3 a -4- a' H- a*-f- 3a* -4- 4a« -h a', <];4(a) = 3 -h3a h- 2 a* -+- 3 a' -+- a* -h 2 a* H- a" .
or* = — I ;
-4t, tV8,
la formule (i5) devient alors
(19) (a,ri)« = i7(3-+-i/8)*(l-40'.
Les équations (i3) et (i4) donnent
(ao)
(«,r,)î = (-l,ri)(-n-4t),
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en outre, on a
' ^ (a,ri)(a-i,tj)=i7,
(a», r^) (0-8,71)= 17, et, d'après (9),
(22) (a,^)(ot»,Ti) = (-i,ti)(3 + *V8).
Le calcul de (i,7i), (— 1, y)), {dzi, y\), (a,Tj), (a"*, y)), (a*, r,), (a"^, 7i) est ramené à des extractions de racines carrées.
De ce que nous avons dit sur les valeurs de r et de a, et des équations (ï6), il résulte facilement que ( — ii'r\) est positif et,
par suite, égal à -Hv/^î que les quantités (i, r\) et {oL,y\) ont des parties réelles positives, ce qui les détermine entièrement.
On aura donc
tous les radicaux étant pris avec le signe + ; enfin, d'après l'équation (20), on peut représenter (a, 7i) par une expression un peu longue, ne contenant que des racines carrées de quantités réelles. Nous ne nous arrêterons pas aux constructions géométriques qui se rattachent à cette question (*).
La détermination du signe se fait très aisément, en posant, d'après les équations (16),
- ( — I f T'î ) = COS COS H COS H COS
ÔTt Sir "jTz 5it
— COS h COS h COS h C09
D'après une formule bien connue de la Trigonométrie, on a
it . ir . 3t
COS — — COS — = — 2Sin :— sm —7, 17 17 3i 34
611 5 . 7: . ut:
— COS h COS - = 2 sm ;r- sm --- :
(') Voir V. Staudt, Construction du polygone régulier de dix-sept côtés {Journal de C relie, t. 24; 1842).
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or, sîn-~ est plus grand que sin-^; la somme de ces deux expressions est donc positive; donc aussi ( — i,t^). On trouve de même pour la partie réelle de (t, t^)
7) — T)î-h TJt — 7)0 = aCOS h 2C08 h 2 COS 2COS >
quantité évidemment positive; enfin la partie réelle de (a, 7|) est
T) -- T^4 -+- -7^(7^1 — 7)8—^)8 -+■ Tp)
2it 8ir /- / 6it 3ir 77: S-stX
2 cos ^- V 2 ( cos H cos h cos cos — I »
quantité positive.
§ 178. — Propriétés des nombres ^,
Les formules établies au paragraphe précédent pour les résolvantes conduisent à de nombreuses applications, sans qu'il soit nécessaire de spécifier la valeur du nombre premier n, en faisant seulement des hypothèses particulières sur le nombre e\ elles fournissent donc des théorèmes arithmétiques pour des catégories entières de nombres premiers.
En Algèbre, elles nous permettent de résoudre des équations cycliques de degré donné, en nombre aussi grand qu'on le vou-> dra. Avant de traiter les plus importantes de ces questions, nous allons émettre quelques considérations générales sur les fonctions ^, définies au paragraphe précédent.
Pour calculer les nombres tj^x,(i(e)[§ 177, (5)], on se sertd'une table d'indices, comme nous l'avons vu pour n=i7. Mais il existe entre ces fonctions des relations qui permettent de les réduire à un nombre moindre. Jacobi a fait des recherches remarquables à ce sujet ( * ).
D'après sa définition même, la fonction ^x,!i(s) i^^ change pas^ quand on y permule X et [jl, quoique son expression prenne alors
(*) Kotr Kronecker, Contribution à la théorie des équations abéliennes, {Journal fiir Mathematik, t. 93.)
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une autre forme [§ 177, (6)]. On obtient donc la même fonction ^x(a)> lorsqu'on remplace X et [x par 'kf et /, ou par/ et X/; donc [§177, (8)]
Si donc les deux nombres X et X' vérifient la congruence (i) XX'^i (mod^),
il vient
ijOc(aV) = ^ a^X'lnd/-(XV+X')ln(IU+l) = ^ ^ '"<*'- <X'+l)lnd i/-i-I)^
ce qui s'écrit
Remplaçons ensuite, dans l'équation (5) du § 177, X par — X — (jL, ou bien X + [x par — X (en supposant que X n'est pas divisible par m), il vient alors
Multiplions le premier membre par
(eX-4-ii, ^)(eX, r)'
transformons les deux termes de la fraction obtenue par la formule
(Ê\r)(e-\r) = (-i)>n [§177,(3)]; il vient
OU bien
4;_X_p,,p,(E) = (-i)ti^X,j,(6);
remplaçons X et ;jl par X/ et/; déterminons un nombre X" par la congruence
(3) X-hX'-;-ir-o (mode):
cette équation s'écrit alors
(4) ^\w=(-iy^<^)-
On peut combiner de nouveau cette formule avec la formule (a), et ramener ainsi le nombre des fonctions à calculer, pour une valeur déterminée de e, à un nombre moindre. En supposant que e désigne un nombre premier impair, Jacobi a montré que le nombre des fonctions ^x» à Taide desquelles on peut exprimer toutes les autres, est égal à l'entier immédiatement supérieur èi^e.
On trouve une troisième formule, en mettant e""* au lieu de e, dans Téquation (5) du § 177, et faisant ensuite la multiplication; on forme ainsi
L'équation (3) du § 177 montre que Ton trouve ainsi
(5) ')'X,yL(04'Me-») = /ï;
en remplaçant de nouveau X et jjl par Xf et/, on est conduit à la formule particulière
Mentionnons finalement une propriété des fonctions ^, qui est aussi une conséquence immédiate de leur définition [§ 177, (5)].
Soient, en effet. A, [jl, v trois nombres tels que )^4-[jLet). + jji4-v ne soient pas divisibles par m; il en résulte alors
donc le produit ^x,ij.(ê) ^x+|i,v(e) ne change pas de valeur quand on permute arbitrairement X, |jl et v (à condition que X + v et [jl -h v ne soient pas divisibles par m). C'est ainsi que l'on a, par exemple,
si l'on remplace dans cette formule X, jjl, v par 2Xy*, y, /, et si Ton observe que i(%f^2\f{^) est égal à ^x(a^)) il vient
(8) 4'tX(«)4/,X^-i(at)=4'i((i)4'X(a*),
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CD supposant qu'aucun des nombres 2, 2X-I- 1, 2X-h 2 n'est divisible par e,
Jacobi a essayé de représenter à l'aide de ces formules, pour un nombre premier e donné, les e — a fonctions i/\ par les valeurs conjuguées d'une seule, c'est-à-dire par ^«(a), <i,(a2), ^, (a'), ...; il a effectué le calcul jusqu'à e = 28. Il semble qu'il ait supposé que ce mode de représentation était général; d'après les recherches de Kronecker, il n'est pas vraisemblable qu^il en soit ainsi.
Considérons comme exemple le cas de e = 7. Dans ce cas, on a
A — D| tf} Oj A y !•
Les formules (2) et (4) donnent alors
d'où, par suite.
Si dans la formule (8) on fait X = i , on trouve
i};t(a)4/8(a) = <|/i(a)i};i(a«); enfin, d'après (6), on a
Transformons, à l'aide de ces égalités, la formule (i5) du § 177,
(a, Tj)7=n4/i(a)t!/i(a)^^3(a)4'*(«)4'»(«); il vient
A l'aide de cette formule, on vérifie immédiatement la relation (i4) du § 177,
Terminons ces considérations sur les fonctions t{/ par la démonstration d'un théorème, qui nous sera utile plus tard.
Déterminons un entier positif v plus petit que m, par la congruence
(10) XH-[ji-hv = o (modm);
on peut alors représenter la fonction <J^x,ïi(£)î définie par l'équation (6) du § 177 de la manière suivante :
(il) tI;x,pL(6)= V e|i»n<«'+vlnd(r-Hl).
Remplaçons dans celle expression la racine m'*°® de Tunilé s par la racine congruentielle primitive g du nombre premier n, base du s^^stèmedes indices ; en d'autres termes, formons le nombre
entier
Envisageons ce nombre par rapport au module n; on pourra étendre la somme jusqu'à t = n — i; car, pour cette valeur, l -h i est congru à zéro. Il vient ainsi
Développons (t-{-\y par la formule du binôme; désignons par Cj les coefficients binomiaux; on trouve
(i4) ^\^{S) =2^^^ 2 '^■^'' (mod/i).
Soit t =: ^*(mod/i); les valeurs de s seront celles d'un système complet de restes par rapport à m, et l'on trouve
Mais, d'après la formule de sommation d'une progression géométrique,
(^{1-K/i — 1 ) V gs^V--^f^^ = gm(^+h) _ I .£= o ( mod n ) ;
par conséquent
(i5) V ^'([i+^Jr-a (modn),
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excepté si l'on a
(1 + /i ^ o ( mod m ) ; dans ce cas, il vient
(i6) V ^*{it-HA) = /n == — c (mod/i).
Supposons X et (JL compris entre o et m ; on a
I** V = m — \ — \Lj si X-f-|x<m,^
2** v = 2/n — X — [JL, si X-+-|ji>m.
L'exposant u + A dans la somme (i4) prend donc, dans le premier cas, les valeurs
fjL, [x-hi, ..., m — X; dans le second, les valeurs
[ji, fJt-f-i, ..., im — X.
Donc, dans le premier cas, l'hypothèse exceptionnelle u 4- A ^ o (modm) ne peut se présenter^ dans le second cas, elle se présente une seule fois, pour h^= m — a.
En ayant égard aux formules (i 5) et (16), et remplaçant Cy par
sa valeur „. , . „.l -, la formule (i4) nous donne
»" KitC^)^»* si X-i-jx</n;
Ces congruences ont lieu par rapport au module n.
§ 179. — Les sommes de Gauss.
Il a été démontré au § 175 que, lorsque n — i est égal à ef^ les périodes rj, 7)1, ..., 7|^_i sont racines d'une équation à coefficients entiers de degré e. Celte équation a toutes ses racines réelles,
lorsque / est pair ; — - — est alors un multiple de e ; par conséquent
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r el r~* figurent dans la même période. Si au contraire / est impair, toutes les racines sont imaginaires.
Il est d'un intérêt extrême d'examiner cette équation de degré e pour certaines valeurs particulières de e, sans faire aucune hypothèse sur le nombre premier n, sauf toutefois celle que n — i est divisible par e.
Supposons d'abord e = 2, ce qui est permis pour tout nombre
premier impair; ti et 7^4 sont alors les deux périodes à termes ;
nous les désignerons par A et B, de telle sorte que
A = r -t-rî-+-r4-i-...H- /-«-s, B = Ti -f- Tj -h /"j H- , . . -h r^-j.
Les quantités /'i, r^^ r^,^ ,. . ont les exposants ^®, g^^ . . . , ^"~'; les exposants de g sont donc des nombres pairs. Les exposants de r sont donc les restes quadratiques de /i (§ 145). De même, les exposants de r, dans la somme B, sont les non-restes.
Si donc on désigne les restes par a, les non-restes par 6, on a
et
Ces expressions A, B s'appellent les sommes de Gauss, Faisons dans la formule (10) du § 177 l'hypothèse
e = 2, jjL=/= , A = i, a = — i;
il vient
comme d'autre part
A-i-B= — I, il en résulte
= -i±V^(-i)"î'n, 2B=-iip\/(-i)"«*
Le signe à prendre devant le radical dépend du choix de r ; cette quantité déterminée, il en est de même du signe. Celte question
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présente certaines difficultés particulières, auxquelles Gauss a consacré un Mémoire spécial (*).
Si Ton pose
le signe à prendre dans les formules (2) et (3) est déterminé; la ' formule (2) peut s'écrire, en utilisant le symbole de Legendre (§ 14S), ^
Si Ton fait prendre à v la suite des valeurs 1 , 2, . . • , ^ > on sait (§ 145) que
(6) J][(rv-r-v) = (20^ JJsin^==t'^/n,
\/n devant être pris avec le signe +. Rapprochant ces formules de Téquation (5), et posant e =± i, il vient
î, ff — !
le signe va être déterminé à l'aide de cette équation. La fonction entière de la variable x
(8) eJJ(^v_:P«-v)_2(^)^*
s'annule pour j; = r; comme l'équation de division est irréduc-
(^) Gauss, Summatio g uarundam sérier um singularium (Œuvres, t. II). — Ce signe a été déterminé d'autre manière par Dirighlet, Gaughy, Kronecker, à Taide de l'Analyse. La méthode, suivie par Gauss, recourt à l'Algèbre seule. — Kronegrer a indiqué {Journal de Liouvilley a* série, t. I) une méthode, qu'on peut ramener à être purement algébrique, en se servant d'une remarque de M. De- DBKiND {Journal de Schlômilch, t. XV; Comptes rendus, p. ai). — M. Mertens a indiqué dernièrement un procédé, qui conduit au but par l'emploi de formules trigonométriques élémentaires {Comptes rendus de V Académie de Berlin, 27 février 1896). Nous employons dans le texte la méthode de Kronecker, simplifiée par M. Dedekind.
lible, elle est donc divisible par
rr'» — I
La fonction (8) s'annule aussi pour :& = i, puisque le nombre des restes quadratiques est égal à celui des non-restes; donc elle est aussi divisible par x — i; par suite, elle l'est par or" — i. Si donc on désigne par /(^) une fonction entière et à coefficients entiers de x^ on a l'identité
Remplaçons, dans cette identité, j: par i-HjKÎ ordonnons par rapport à j^; dans le premier membre, on a
le premier membre renferme donc y * en facteur, et ce facteur a pour coefficient
(lo) &I I (2v — /i)r:=£2 * 1.9... (modn).
Le coefficient dey * dans le second membre de l'équation (9) devra être égal au précédent; leurs restes par rapport au module n seront donc égaux. Mais, dans le développement de
tous les coefficients, sauf le dernier, sont divisibles par n ; par
ir— 1
conséquent, le coefficient de j^ * , dans le développement de (a:" — i)f[x)^ est divisible par /i, puisque f{x) est à coefficients
entiers. D'autre part, le coefficient de j^ * dans x* est égal, diaprés la formule du binôme, à
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il est donc nul, si k est inférieur à — ; — • Mais, comme l'expression (11) est également nulle pour ces valeurs de Ar, on peut conserver ces valeurs de A:, inférieures à — ; La multiplication par
.1,.. — ^ — =(—!)« {n — i)(/i — a)...( — ; h I ] (mod/i)
donne, d'après les équations (lo) et (i i)
\ (mod/i)y
les valeurs de k formant un système complet de restes par rapport au module n.
D'après le théorème d'Euler [§ 14o (i3), 6], on a
et, d'après le théorème de Wilson [§ 143, (8)],
i = ( — i) (mod/t); comme, d'autre part
il résulte de l'équation (12) que l'on a
, (/» — iMrt — S) n-f-1
( (mod/i).
_£EH(-1) « 2^* (X-l)(A-,-2)..Y^-î-^^
Ordonnons l'expression sous le signe V] par rapport aux puissances de k\ cette somme prend la forme
2 A:«-i + a, 2 A:'*-« H- . . . -+- a^^_, 2 X:~ les coefficients cr<, ^2, . . ., a„_^ étant entiers. D'après les équa-
lions (22), (28) du § 143, cette expression est congrue à — 1 par rapport au module n; la formule (12) donne alors
es( — 1) ^ (mod/i).
Comme e ne peut avoir que les valeurs + i et que n n'est pas égal à 2, il en résulte
Portant celte valeur dans l'équation (^), il vient, d'après (6),
Désignons par s un nombre quelconque non divisible par n ; les valeurs que prennent simultanément s et sk forment deux systèmes complets de restes; on peut donc remplacer s par sk dans la somme (i 5); il en résulte la formule générale
le signe à choisir dans (2) et (3) est complètement déterminé par là. Si Ton pose, en effet,
on a
A — B= (-jy/n, n^i (mod4), A-.B = i(-\i/n, 71 = 3 (mod4),
D'après ce qui a été dit (§ 175), les quantités /•** sont racines d'une équation de degré — ; — > et de même les '^ quan-.
tités r*; les coefficients de ces équations sont des fonctions entières, à coefficients entiers de A et B. En désignant par Y(jc) et Z(x) deux fonctions entières de^, à coefficients rationnels, la pre-
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mière de degré * la seconde de degré —^ i, on aura
dm Se
( 2A(a7)=2lT(a:-ra)= Y(rr)-Z(a?)y (^)r*,
les coefficients des fonctions Y(^), Z(j?) se calculent par les formules du § 175^ ce sont, par conséquent, des nombres rationnels et entiers.
Multiplions membre à membre les deux équations (18); désignons par X la ménfe fonction que dans Téquation (2) du § 175; on aura l'identité
(19) 4X = ¥>(«)-(- i)« nZ«(«).
Enfin on peut démontrer de plus que les deux fonctions
contenues dans les équations (18), sont irréductibles dans le corps
R, \ ( — 1) * n, qui se déduit du corps des nombres rationnels
par l'adjonction de y/dz n.
Soit en effet <ï>4 un diviseur de <ï>; formons le produit ^i 0',,
^\ se déduisant de ^i par le changement de signe de >J± n; ce produit est une fonction de :& à coefficients rationnels, ayant une racine commune avec X, et, par suite, divisible par X. Le degré de ce produit ne peut être inférieur k n — 15 le degré de ^4 ne
peut donc être inférieur à — - — > qui est précisément le degré de ^ ;
donc ^1 est égal à ^ à un facteur constant près. ^ est donc une fonction irréductible.
Supposons qu'on ait déterminé, par un procédé quelconque, des fonctions Y et Z à coefficients entiers, vérifiant l'équation (19);
la fonction Y — Z y/ ( — i) * n aura un diviseur commun avec A(jr), à condition de choisir convenablement le signe du radical; le degré de ces fonctions étant le même, elles seront donc identiques à un facteur constant près. Ce facteur numérique sera dé-
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terminé, si l'on suppose Y de degré plus élevé que Z el le coeffi-
oient de a: * dans Y égal à -H 2. A condition de choisir convenablement le signe de Z, on pourra porteries valeurs de ces fonctions dans les équations (18); il vient ainsi
Le signe de Z se détermine de la manière suivante. Faisant a: = i , il vient
JJO -r*)' - [J(l - r«) = Z(,)2(^) '•*; on voit alors, comme précédemment, que la fonction entière de a:
JI(i-^*)-IJ(ï-^«)-z(i)2(^)^*=(^»-o/(^)
est divisible par x'^ — i ; /(x) est donc une fonction entière à coefficients entiers. Remplaçons, de nouveau, x par i -\-y\ identifions
Jes coefficients de y * dans les deux membres ; il vient, comme précédemment,
[(-i)^JJ(^') + (-i)^'jJ(a)]i.a...^ = -Z(i) (modn),
d'où [§145, (17)]
(22) Z(i) = — 2.1.2. . . (mod/i);
cette congruence définit la fonction à choisir parmi les deux fooe* tions opposées Z(x) (*).
Considérons, par exemple, le cas de /i = i3; prenons d'abord Y et Z avec des coefficients indéterminés; quelques essais fournissent comme solution de l'équation (19) :
(') D'après une lettre de M. Dedekind.
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ainsi qa'on le vérifie aisément a posteriori ; on a donc Z(ï)= 3,
et comme
3= — 2.1.2.3.4.5.6 (mocli3),
le signe choisi pour Z est bien celui exigé par l'équation («2). L'équation, admettant pour racines
pretid alors, d'après {i5), la forme
y/i3 étant pris avec le signe 4-. En prenant ce radical avec le signe opposé, on trouve l'équation, dont les racines sont
-+-iiZE ±îii!E -hîliJ!
§ 180. — Les périodes à — ^— et — — termes.
Passons maintenant au cas de e = 3, en supposant n — i divisible par 3 ; il en résulte
n = 7, i3, 19, 3i, 37, 43, — Soit p une racine cubique imaginaire de l'unité
déterminons les trois périodes 71,7^, , 7J2 à — ^ — termes; nous avons
vu au § 175 qu'elles sont racines d'une équation cyclique du troisième degré. D'après les équations du § 177, on peut écrire
ou bien, puisque — 2 zz i (mod 3),
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Ce nombre <{^i (p) peut être mis sous l'une des deux formes
by/—6
rt, 6, A sont des nombres entiers et A est égal à 2a — 6. Il vient alors
les formules (10) et (i5) du § 177 donnent ensuite
(pi 'n)'= ri^\{9\ (p*, r^y=ri^\{?^). (P» ^i)(pS tq)= «» 4'î(p)4'i(p*)^ '^
équations dans lesquelles on pose
(p, ïj)= r^-HpTjiH-pÎTjj, (p*, r^) = 7]-+-p«r)tH-p73j.
Prenons par exemple les deux cas de n = 7 et /i = 1 3 ; partons des racines primitives 3 el 2, et employons les tables d'indices suivantes :
Jl • • • •
ti . - 13.
I oi4^95ii38io 7 6
on aura, pour /i = -j, et pour /? = i3
a-h6p =— ( I -f-3p), rt-h^p=— (4-^3p).
De ces formules on déduit aisément Téquation du troisième degré, admettant pour racines r^, tji , yij. En vertu de la relation (4), elle a la forme
T,»-|-7)*-h pT^ -f- Y = O,
P et 7\ étant des coefficients indéterminés, mais entiers. Efiecluons la multiplication indiquée dans (6); il vient
n = 7)ï4-riJ-+-r,J— r^r.t — r,T)j— ■/;iTi, = (7i 4- r,, -4- r,,)' — 3^;
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par suite
Efiectuons de même les cubes de la formule (5), et posons pour rinstant
*3= >!»-+- TiJ-h r,5, s = r^'r^iH- Tijr^,-h Tjjr,, s' = T^Jr^ -h r^*T,i-h r,»!),;
on trouve alors
Les formules (8) et (9), jointes à Téquation (9) du § 46, donnent
5, = — /i — 3y, donc
(10) /iH'i(p)-Hi] = — 9ï-»"35p-h35'p«, et
(11) n[4'i(p')-i-i] = — 9T^-35p«4- is'p,
équations auxquelles il faut joindre
obtenue en élevant les deux membres de (4) au cube.
Ajoutons membre à membre les trois dernières équations; on
trouve
ou enfin, en vertu de (2) et (3'\
(12) — 27Y = /lA H- 3/1 — 1;
Y étant un nombre entier, on en conclut
(i3) A = i (mod3).
Les formules (2), (3), (6) donnent
ou bien
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substituons cette valeur dans (12) :
D'après (i3), le nombre A est de la forme i 4- 3/?2*, on en conclut
A' H- 3 A* — 4-30 (mod27)
et, par suite,
36«(A-+-3)e5 0 (mod27),
donc, enRn
36*==o (mod27).
b est dune divisible par 3; en posant 6 = SB, Téquation (i5) donne
Il est de même aisé de calculer la racine carrée du discriminant, c'est-à-dire la quantité
(17) V^D = (t) — Tf),)(rj — Tj,)(TQi--'nî)= s — s'\
il suffit de soustraire membre à membre les équations (10) et (1 1); on en déduit
(18) /D=r/lB.
L'équation du troisième degré, admettant comme racines les trois quantités 7\, Tji, iri2 a donc trois racines réelles, ce qui résultait d'ailleurs de la remarque faite au commencement du § 179.
Elle se simpHGe en posant
3T)^-I--=^:, et devient
(19) Ç» — 3nîJ — /i A = o.
Substituons dans le premier membre, à la place de ^, la suite des nombres
(20) — 2\//^. — //t, -f-//i, -+-2//1; on trouve comme résultats
d'après (.16), la valeur absolue de A est inférieure à 2.\/n\ ces résultats sont donc alternativement négatifs et positifs. Chacun
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des intervalles de la suite (20) contient une racine et une seule. Reste h déterminer quelles sont les racines de l'équation du troisième degré qu'il faut prendre respectivement pour 37j-f-», 3x^1 + I, 3Tj2-f-i. En général, on peut affirmer que le signe du produit (17) est le même que celui qui figure dans (18); ce dernier est déterminé par la définition (i), (î), mais dépend encore du choix de la racine primitive g. Parmi les six correspondances possibles, on en exclut donc trois. Le choix de chacune des trois autres dépend de celui de r, et donnerait lieu à des recherches analogues à celles qui ont été exposées au paragraphe précédent, à propos de la détermination du signe de la racine carrée (* ).
Les formules (i4) et (16) permettent d'énoncer le théorème suivant :
Soit n un nombre premier de la forme 3Ar-hi; on peut mettre n sous la forme à^ — ab-{-b^, et ^n sous la forme A* -h 27 B^, a, 6, A, B étant des nombres entiers.
Il en résulte qu'on peut aussi mettre n sous la forme x^-+- iy^. Si, en eflet, un des deux nombres a ou 6, a par exemple, est pair, on aura
si a et 6 sont tous deux impairs, il vient
De même, les périodes à deux termes des racines neuvièmes de l'unité satisfont à une équation du troisième degré; cette équation joue un rôle important dans la théorie générale des corps relatifs à la trisection; nous allons donc la considérer ici, quoiqu'elle appartienne à un domaine plus général, celui dans lequel l'ordre des racines de l'unité n'est plus un nombre premier.
Une racine neuvième de l'unité satisfait à l'équation du 6*^ degré
(ai) r^~ r^-^\ — Q\
(') KuMMBR, Journal fur Mathematik, t. XXXIL
il existe trois périodes conjuguées à deux termes elles sont racines de Péquation du troisième degré
(23) 11>— 3Tl-hI = 0.
p étant une racine cubique de l'unité, on pourra poser ce qui conduit aux résolvantes
(24) (p, T]) = 7) -h p7)'-f- p«T)', (p-1, Ti) = 7) -h p-* V-H P-^'Ï';
tenant compte de (22) et (21), on en déduit
(p,Ti) = 3r, (p-t,T^)=3r-i; par suite
(25) (p, Ti)3 = 27p,
(26) (p, Tr))(p-ST1) = 9»
ce qui est analogue aux formules (5) et (6).
Examinons en quelques mots le cas de e = 4 î '1 se produit pour les nombres premiers de la forme 4/4- ij/* étant entier; donc pour 71 =: 5, i3, 17, 29, 87, ^i , . • . .
Soient r), tj,, y|2, rja les quatre périodes à/termes. Le nombre a du § 177 doit être remplacé par t ; il vient donc
(— i»'î)=^i— 'Ji-H^iî— "ns, (— t, Tj) = 73 — ITJt — T)i-4-irj3,
ou bien, d'après Féquation (8) du § 177, en remarquant que — 2^+2 (mod4)î
C 4/1 (t) = Silndf-j-iiiidU+l)^
a et b étant des nombres entiers. ^i{i) est de même forme que <{/a(/); nous allons ramener ces deux fonctions l'une à l'autre. iQ -I- 7|2 et Tjj + Tjs sont les deux périodes à 2/ termes; d'après
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les résultats trouvés au § 179, on a donc
(ag) (— i,Trj) = ■»)-*->;* — -ïî! — 108 = /Â;
comme d'autre part r, -h r^ -h r^2 -+- ""is est égal à — i, il vient
(3o) 2(7)-h7)t) = — n-v/^, 2(r,,-i-7is) = — I — /n;
le signe de ^n devra être déterminé, comme on l'a fait au § 179; on peut le supposer positif, en choisissant convenablement r. D'après les équations (i4) et (lo) du § 177, on a aussi
donc, en vertu de (29) et de l'équation (i5) du § 177,
(32) \(h-ny=h(i)^^ (-^T))«=4;i(-0v/^,
on en conclut
(33) Mi) = i-iy h(i) ^ {-iVia -^- bl)',
donc, d'après (3i),
Pour former l'équation du quatrième degré, admettant comme racines Y|, yii, 712î "yisj cherchons d'abord l'équation du second degré, dont les racines sont 7| et 7\a ; elle résulte des deux formules
2(>;-HTiî) = — i-i-v/^,
Par élévation au carré et par soustraction, il vient, d'après (3i) et (32),
Les formules (3o) et (35) déterminent les coefficients de l'équation du second degré cherchée. Ce sera donc
^i_|. 5 _^ i-i-/i— 2/i(— i)/ __ f TQ _^ a(— i)/-M ' 2 iG
[ri a(— i)/-m1 /-
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on obtient Téquation du quatrième degré, dont les racines sont les quatre périodes, en élevant les deux membres au carré; d'où
(36) [V-- + jê \-"b-^ 8 J =°-
Cherchons le coefficient de la première puissance de t„ qui doit être un nombre entier; on trouve
y est pair lorsque ri-zi (mod 8); impair quand /iz 5(mod8);
donc on aura
i-h/i — 2n( — i)/r=o (mod 8).
Mais alors, d'après (3^), le nombre a{ — i)-^-!- i devra être divisible par 4 ; il fsiul donc
(38) a.-^{-iy (mod 4);
Téquation (34) permet alors d'en conclure que b est un nombre pair; donc
(39) 6 = 0 (mod 2).
L'équation du quatrième degré prend une forme plus simple en posant
(40) 4Ti-r-i = ;; d'après (36), elle prend la forme
(40 îï»-4-«[i-2(-i)/]j«-4/i[ÇH-(-i)/a]« = o;
en séparant les deux cas où n zz= 1 ou n^ 5 (mod 8), on trouve ainsi les deux équations
Mentionnons enfin le théorème suivant, qui résulte de (34)*
Tout nombre premier de la forme 4/-I-1 peut se mettre sous la forme d^ une somme de deux carrés.
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§ 181. — Les nombres complexes de Gauss.
La proposition démontrée en dernier Heu sert de base à la théorie du corps de nombres qui se déduit de celui des nombres
rationnels par l'adjonction de l'unité imaginaire /= y/ — i ; nous le désignerons, d'après nos conventions par R(/) (*).
Nous aurons à distinguer les nombres premiers de la forme 4/-f- 1 de ceux de la forme 4/+ 3; pour abréger, nous désignerons les premiers par p et nous y comprendrons le nombre 2; les seconds par q\ ainsi
Nous aurons alors les théorèmes suivants :
1. A chaque nombre p correspondent deux entiers a et &, tels qui! on ait
Cette proposition n'est autre que celle démontrée à la fin du paragraphe précédent; elle est évidente pour le nombre 2, puisque
A ce théorème correspond le suivant :
2. Un nombre premier q ne peut jamais se mettre sous la forme a^-\-b^.
Ou bien encore la proposition plus générale :
3. La somme des carrés de deux nombres entiers a et h n^ est divisible par un des nombres premiers gr, que si a et h sont divisibles par q.
En effet, si a^ H- b^ est impair, l'un des deux nombres a ei b rst pair et, par suite, son carré est divisible par 4; l'autre est impair et, par suite, son carré est congru à i(mod4); donc a^ -h 6*^^ 1 (mod4).
(*) Gauss, Theoria residuorum biquadraticorum, commentatio secundo {Œuvres, t. II).
Le théorème 3, qui contient le second, se démontre de la manière suivante :
Supposons a- -h b^ divisible par gr et 6 non divisible par q ; déterminons un entier V par la congruence
bb'=i (mod^); par hypothèse, on a
a* -+- ô* s o ( mod q ) ; on en conclut
( ab' )* = — I ( mod q ).
Celle congruence est impossible; car, d'après le théorème 4 du § 145, le no.mbre — i est un non-résidu quadratique pour tout nombre premier q.
Le corps R(r) est l'ensemble de tous les nombres de la forme X -hyi, X ely étant des nombres rationnels, entiers ou fractionnaires.
Les nombres a -+- bi dans lesquels a et b sont des nombres entiers s'appellent les nombres entiers du, corps R(ï)'
Le produit de deux nombres conjugués
l^x-^yi, \'=^x—yi est égal à
et s'appelle la norme de Ç; on le désigne par N(Ç). La norme d'un nombre \ différent de zéro est un nombre positif et rationnel; la norme d'un nombre entier est elle-même un nombre entier. La norme d'un produit ou d'un quotient est égale au produit ou au quotient des normes des nombres considérés.
Tout nombre entier, dont la norme est égale à i, s^ appelle
une unité,
a et b étant entiers, a^-h b^ ne peut être égal à i que dans les hypothèses
a = ±i, 6 = 0, ou a = o, 6=dbi. Le corps R(/) ne renferme donc que les quatre unités
L'inverse d'une unité est encore une unité.
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Deux nombres, dont l'un se déduit de l'autre en le multipliant par une unité, sont dits associés.
Tout nombre complexe appartient à un système de quatre nombres associée
a -\- biy — a — bi, — b -\- ai^ b — ai,
La somme^la différence, le produit de deux entiers sont euxmêmes entiers.
Un entier a est divisible par un autre entier |3 lorsquHl existe un troisième entier y, tel que a= py.
a étant divisible par p, N (a) est divisible par N(P). En effet, l'égalité a = Py entraîne N(a) = N (p) N(y).
a, p, Y étant des entiers du corps H(e), et a étant supposé divisible par y? ^^ est divisible par y^I si a et ^ sont divisibles par Y» il en est de même de a ± p.
Tout entier est divisible par chacune des unités. Les unités ne sont divisibles que par l'une d'entre elles; si en effet a^ est une unité, on a N(a)N(p) = i ; donc N(a) et N(p) sont aussi égales à I ; aet ^ sont donc des unités.
Des nombres associés sont divisibles l'un par l'autre; réciproquement, si a est divisible par b et b par a, les nombres a et b
sont associés. Si en effet les deux quotients 0 et ~ sont tous deux
entiers, le produit de ces deux nombres est égal à i ; ce sont donc deux unités.
La décomposition des nombres du corps R(0 ^^ facteurs premiers se fait suivant les mêmes lois que celle des nombres entiers réels.
Tout entier du corps R {i), qui nest pas une unité, est dit composé, lorsqu^on peut le mettre sous forme d'un produit de plusieurs facteurs, dont aucun n'est égal à une unité.
Tout entier, qui ne peut être décomposé de cette manière est dit un nombre premier du corps R(0-
Soit Ç = X -f- J^«' un nombre fractionnaire du corps R(')5 ^^ peut déterminer un entier [jl = m 4- /i« tel que la norme de la différence Ç — (ji, c'est-à-dire {x — m)^ "^{y — t^Y soit inférieure
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OU au plus égale à ^ ; il suffit pour cela de choisir les entiers m et n de manière que les valeurs absolues de j: — m et^ — «ne soient pas supérieures à ^; leurs carrés seront inférieurs ou au plus égaux, à |.
a et a, étant deux entiers du corps R(/) et ai différent de zéro, on pourra donc déterminer les entiers jx et aa de telle sorte que
a _ a» N(aj) ^ i
donc
Si ai n'est pas nul, on pourra opérer de même sur a, et a^, ce
qui donne
«I = ]^\ «î-^-Xa, N(a3)< N(û[,);
en continuant ainsi, on détermine une suite de nombres entiers a, a,, a2, aj, . . . dont les normes vont toujours en décroissant; l'opération ne s'arrête que lorsqu'un des nombres devient nul. Ces normes étant des nombres rationnels et positifs décroissants, on rencontrera au bout d'un nombre fini d'opérations une norme égale à zéro; on aura alors le sjslème d'équations
' a ^ fx ai ~ otj, I ai = ,ui aj — aj,
œa-i = tJL/,_ia/,.
On en conclut que les entiers a, a, ^ as. . . . , et en particulier a et a, , sont divisibles par a>i, et que réciproquement tout diviseur commun à a et ai est un diviseur de tous les a successifs, par suite aussi de a^. Tout autre entier, possédant ces deux propriétés, est nécessairement associé à a>i. Ce nombre a>i (ainsi que chacun de ses nombres associés) est dit le plus grand commun diviseur de a et ai .
Eliminons entre les équations (i) les nombres aj, aj, ..., a^^,, en tirant a2 de la première et portant dans la seconde, aj de la seconde et portant dans la troisième, etc.; nous aurons finalement une équation de la forme
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en écrivant a, p, 5 au lieu de a, ai, ay^, nous pouvons donc énoncer le théorème suivant :
-i. oi et p étant deux entiers quelconques du corps R (/), 3 leur plus grand commun diviseur, on peut déterminer les entiers X et \de façon qui! on ait
(a) ax-h pX = 8.
Lorsque le plus grand commun diviseur des deux entiers a et ^ est une unité, on dit que ces deux nombres sont premiers entre eux; on peut dans ce cas trouver des entiers x et X, satisfaisant à l'égalité
(3) ax-h3X = i.
Si p est un nombre premier, ou bien a est divisible par p, ou a et ^ sont premiers entre eux. Dans ce dernier cas on peut satisfaire à l'équation (3). Soit alors y un autre nombre'de R(«); l'équation (3) donne
«Yx -h PyX = Y*
Si donc ay est divisible par ^, il en est de même de y; d'où la proposition fondamentale suivante :
5. Pour que le produit de deux ou plusieurs entiers de R {i) soit divisible par un nombre premier de R(/), il faut et il suffit que Vun au moins de ses facteurs soit divisible par ce nombre premier.
Remarquons encore qu'un nombre premier ne peut être divisible pai^ un autre, que si leur quotient est une unité; ces deux nombres sont alors associés ; en ne considérant pas comme distincts deux nombres associés, on peut donc énoncer la propriété suivante :
6. Un nombre entier du corps R(/) peut toujours être décomposé en facteurs premiers et cela d'une seule manière.
Soit, en effet, a un entier de R (0- Si a n'est pas premier, on peut le décomposer en un produit de deux facteurs; soit donca = Y3; les normes dey et de p seront inférieures à la norme de a. Si ^ n'est pas premier, on pourra décomposer ce nombre en un produit
de deux facteurs, 8 et e par exemple; les normes des facteurs successifs sont des entiers positifs qui vont en décroissant; on rencontrera donc nécessairement un facteur premier. Donc^ tout nombre a admet au moins un diviseur premier.
Soit Tz ce diviseur; on aura a = iza!. La proposition s^appliquant aussi à a', on aura a'= -n'a''. . . . Les normes de a, a', a" allant en décroissant, on finira par en trouver une, égale à l'unité. Le nombre a est donc décomposable en un nombre limité de facteurs premiers, le dernier facteur, égal à i, pouvant être réuni avec un des nombres premiers tz.
Si Ton pouvait trouver d'une autre manière.
oc = X X X • > • ;
les nombres x étant aussi premiers, l'égalité
XX X , . . = TZTZ TT . . ,
montrerait (th. 5) que l'un des facteurs du second membre, ^rpar exemple, est divisible par x, et par suite ne diffère pas essentiellement de lui. Divisant les deux membres par x = t:, on pourra répéter le même raisonnement sur x'; on arrive à prouver ainsi que les deux décompositions sont identiques, abstraction faite de certains facteurs unité.
II nous reste à trouver effectivement les nombres premiers du corps R(r).
Tout nombre premier est diviseur d'une infinité de nombres rationnels et entiers, par exemple de la norme et de tous ses multiples. Parmi les nombres rationnels, entiers et positifs, divisibles par un nombre premier Tw, il y en aura un, n par exemple, plus petit que tous les autres; ce nombre n sera nécessairement un nombre premier du corps R. Si, en effet, on pouvait le décomposer en facteurs du corps R, il résulterait du théorème 5 que l'un de ses facteurs, donc un nombre plus petit que /?, serait divisible par Tz.
Inversement tout nombre /i, réel et premier, est divisible par un nombre premier tz au moins.
Soit donc ai c= 7:a; il en résulte
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Comme n est un nombre premier, et N (ir) et N (a) des nombres entiers, il peut se présenter deux cas :
!• N(Tr) = /i, N(a) = //;
•i*» N(ir) = nî, N(a)-^i.
Soit, dans le premier cas, t! le nombre conjugué de a -f- W = 'J^;
on aura
n = ttt:' = a* -h 6*,
a = II' ;
ce cas ne peut donc se présenter que lorsque n est un nombre premier qu'on puisse décomposer en une somme de deux carrés. Réciproquement, tout nombre premier/? de cette espèce peut être décomposé en deux facteurs tz et tc', dont aucun n'est égal à une unité.
Les nombres premiers p ne sont donc pas premiers dans le corps R(/).
Dans le second cas, qui est donc celui des nombres premiers 9, a est une unité; n et ic sont donc associés; donc :
Les nombres premiers q sont aussi premiers dans le corps
Le nombre premier 2 appartient, comme nous l'avons remarqué, à la première classe, et l'on a
Il joue pourtant un rôle particulier, par suite de l'égalité
Le nombre premier réel 2 est donc dans le corps R(«) le carré d'un nombre premier, abstraction faite du facteur — i. On voit aisément que ce fait ne se présente pour aucun autre nombre premier/?.
L'ensemble des nombres premiers dli corps R(/) est donc constitué par les nombres premiers q et les facteurs des nombres premiers/?. Si/? est décomposé en une somme de deux carrés
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«*-j- 6^, on conDaît les deux facteurs a -f- bi ei a — bi. Il faut y joindre aussi les nombres associés. Il résulte d'ailleurs du théorème 5 que p ne peut êlre décomposé en une somme de deux, carrés que d'une seule manière. Pourtant cette décomposition ne détermine pas entièrement les nombres a et 6; on peut encore les échanger et leur donner deux signes différents. Cela revient à prendre pour tt l'un quelconque des quatre nombres associés,
n -h biy — a — bi^ — b -h ai, b — ai.
Si p est impair, les nombres a et 6 sont de parité différente. Soit b le nombre pair; choisissons le signe de façon qu'on ait
a ^ I (mod 4);
le choix de l'un des quatre nombres associés est alors déterminé; le nombre choisi sera dit primaire (* ).
Cette définition des nombres primaires s'applique à tous les entiers du corps R (f), dont la norme est un nombre impair; il en résulte que le produit de deux nombres primaires donne encore un nombre primaire.
Le système des quatre nombres associés du corps R(/) est analogue au système des deux nombres opposés dans le corps K. Dans ce dernier, les nombres positifs sont considérés comme primaires.
La formule (27) du paragraphe précédent fait connaître, pour un nombre premier /? donné, Tun des facteurs a-hbi. D'après les formules (3S), (39) du § 180, ce nombre est primaire, lorsque
p = 5 (mod 8);
c'est le nombre opposé au nombre primaire, lorsque
p = I (mod 8).
Nous ne possédons aucun critérium général, pour reconnaître celui des deux nombres conjugués a dr bi représenté par ces formules.
(') A l'endroit cité, Gâuss laisse le choix entre deux nombres primaires différents; plus loin, il ne conserve que le second.
I -f- 101, 3 H- 10/, 7 -h 8e\ Il -H 4*» 7-^'ot, Il -h
§ 182. — Le corps des racines cubiques de Tunité.
Le théorème principal du paragraphe précédent est que chaque entier du corps R(/) ne peut être mis sous forme d'un produit de facteurs indécomposables que d'une seule manière; la notion de facteur indécomposable est identique à celle de nombre premier. Ces propositions ont essentiellement pour base l'algorithme du plus grand commun diviseur, représenté par les formules (i) du § 181. Si donc on peut trouver dans un autre corps un algorithme analogue^ constitué par un npmbre fini d'opérations, on pourra en tirer des conclusions analogues.
Il en est ainsi dans le corps R(p), déduit du corps R par l'adjonction de la racine cubique imaginaire
Ce corps est formé par l'ensemble de tous les nombres de la forme \z=ix -\- py, X et y étant des nombres rationnels. La norme d'un tel nombre est égale à
N({) =(ar -hpy){x-\-p^y) = x^—Jcy-^y^
__ -jx — y-hyi/— j ix — y — y)/— 3 _ (2^-- 7)'-}-:{j^'«
Un nombre a = a + ftp est dit un entier du corps R(p), lorsque a et 6 sont des entiers rationnels. Les unités de ce corps sont déterminées par l'équation
ou
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elle n'est vérifiée que pour
b =: o, a = ±1 1 ; 6==bi, flf=iizo; a = \, b — } ; a = — i, ^ = — i. On obtient ainsi les six unités
dii, -Jzp, ±p«.
Un système de nombres associés est alors
±{a-+ bç>), ±(ap-^-bp^):r-=-±\-b-^(a-b)pl ■± (ap-^-,- b) --^ -h ( b — a — a p).
Ç étant un nombre fractionnaire quelconque du corps R(p), on peut déterminer un entier [x de telle sorte que, dans la diflerence Ç — jjL^^r + p^, les composantes a; et y soient, en valeur absolue,
inférieures à -; il en résulte
En se basant sur cette propriété, on. peut déterminer, comme précédemment, le plus grand commun diviseur de deux entiers a et p, et en conclure que tout entier du corps R(p)pcut être décomposé d'une seule manière en nombres premiers de ce corps, à condition de ne faire aucune diflerence entre deux nombres associés.
Comme dans le paragraphe précédent, on monlre qu'on obtient tous les nombres premiers du corps R(p) par la décomposition de tous les nombres premiers réels; un nombre premier réel est, ou bien le produit de deux facteurs conjugués dans K(p), ou bien c'est un nombre premier de ce corps.
Le nombre premier 3 se décompose en (i — p)(i — p^)î mais ces deux facteurs sont associés; on a donc
ce nombre est associé au carré d'un nombre premier de R(p); soil
y^ — 3 ce nombre premier. D'après le § 180, tous les nombres premiers de la forme 3/+ i peuvent être mis sous forme d'un produit de deux facteurs conjugués dans R(p), tandis que les nombres premiers de la forme 3/+ 2 ne peuvent jamais être décomposés de cette manière. On obtient donc tous les nombres premiers du
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corps R(p), CD cherchant les nombres premiers réels de la forme 3/4- 2, et les facteurs conjugués de tous les autres nombres premiers.
Soit a -\- bp un entier complexe dont la norme a^ — ab -+■ bn^est pas divisible par 3 ; des deux nombres a et 6, il y en aura un divisible et un non divisible par 3 ; ou bien, on aura
a e:= b (mod3)
et, par suite,
a^ — ab-h b^^ i (mod 3).
Donc, parmi les nombres associés
a-\-bp, b-hap^, b — (a — 6)p,
il y en aura un et un seul, dans lequel le coefficient de p est un multiple de 3.
Supposons qu'on ait ft = 3B; posons
^{a -h bp) = p, ia — 6 = A;
il vient
4/? = A*-i-27Bî,
en concordance avec les résultats du § 180. En désignant par p un nombre premier, et supposant qu'on ait mis 4/> sous cette forme, on en conclut les facteurs complexes de />, par la formule
/A-+-3B _ _\/A-3B . _\ p^[——-^Zp^)^[-— 3pBJ.
Les nombres premiers complexes, dont les normes sont inférieures à 200, sont ici :
RÉSOLUTION ALGÉBRIQUE DES ÉQUATIONS
§ 183. — Rédaction du groupe par une équation binôme.
La résolution algébrique des équations est une des questions les plus anciennes, à propos de laquelle s'est particulièrement développée l'Algèbre moderne. On entend parces mots la représentation des racines d'une équation par une suite de radicaux, ou leur calcul à l'aide de l'extraction de racines çn nombre fini. La théorie des groupes jette sur cette question la lumière la plus vive.
En posant la question d'une façon plus précise, on est amené à se demander comment on peut étendre le corps Q, par l'adjonction successive de plusieurs radicaux, de façon que le corps ainsi étendu contienne toutes les racines, ou au moins une partie d'entre elles. Un radical est une quantité non contenue dans â, mais dont une certaine puissance est contenue dans ce corps; par suite, a étant un élément de Û, ce radical est racine de l'équation binôme
Pour qu'une équation irréductible puisse être résolue algébriquement, ou du moins possède une ou plusieurs racines qu'on puisse mettre sous forme algébrique, il faut qu'après l'adjonction successive de racines d'équations binômes en nombre fini l'équation proposée devienne réductible, puisqu'une partie de ses racines doit être contenue dans le corps ainsi étendu. Le groupe P de Téquation est d'abord transitif; finalement il devient inlransitif ou se réduit au groupe unité. Une fois au moins, le groupe P
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devra être réduit par l'adjonction d'une racine d'une équation binôme.
Une autre manière de poser le problème permet de le simplifier considérablement (*).
Nous avons vu au § 169 que les équations binômes sont des équations abéliennes, et que toutes les équations abéliennes peuvent être résolues à l'aide d'une suite d'équations cycliques de degré premier, enfin que ces dernières sont résolubles par radicaux.
Au lieu de chercher à résoudre l'équation proposée à l'aide de radicaux, il revient donc au même de se proposer sa résolution au moyen de racines d'équations abéliennes. En remplaçant l'équation abélienne par une suite d'équations cycliques de degré premier, la première réduction du groupe se produira par l'adjonction d'une racine d'une telle équation, d'où ce premier problème :
Sous quelles conditions le groupeP d'une équation f(x) = o de degré n se réduit-il par suite de V adjonction d'une racine d'une équation cyclique de degré premier m?
Nous ne supposerons pas que /(x)=: o soit irréductible; nous traiterons la question en général, pourvu que l'équation f{x) = i) n'ait pas de racines multiples.
On peut penser qu'il est d'abord nécessaire d'adjoindre au corpsû différentes racines d'équations cycliques (par exemple des racines de l'unité), dont l'adjonction ne change pas le groupe P. Comme il s'agit de trouver les propriétés nécessaires du groupe P, nous supposerons que ces opérations préliminaires ont été faites; le corps û est, par hypothèse, constitué de telle sorte, que l'adjonction d'une racine de l'équation cyclique cp(x) = o, de degré premier /n, réduit le groupe P à un de ses diviseurs Q.
Soient
les racines de o{x)=^ o; toutes ces quantités s'expriment (dans le corps Û) rationnellement en fonction d'une quelconque d*entre
(') Cette forme du problème a été signalée en premier lieu par M. Jordan {Traité des substitutions, p. 386).
elles; Pétant le groupe de l'équation f{x) = o dans le corps û, Q est le groupe de la même équation dans le corps Û(e), ou, ce qui revient au même, dans les corps Û(£|), . • . , û(e/n-i)- Appliquons maintenant le théorème final du § 164. D'après cette proposition l'indice y du diviseur Q de P est un diviseur de m; on a donc m=j\ puisque m est premier par hypothèse. D'après le même théorème, e est une fonction rationnelle des racines de l'équation /(x) = o :
Cette fonction appartient au groupe Q; appliquons-lui les différentes permutations du groupe P; nous obtiendrons les fonctions e, ei, ..., £m-i et point d'autres. Ces fonctions appartiennent aux groupes conjugués 7w~*Q7t. D'autre part, chacune de ces quantités s'exprime rationnellement en fonction des autres; elles appartiennent donc au même groupe; par suite, Q est un diviseur normal de P.
Nous avons ainsi démontré ce premier théorème :
I. Lorsque le groupe P d'une équation se réduit par l'adjonction des racines d'une équation abélienne, P admet un diviseur normal Q d'indice premier.
La réciproque de ce théorème est vraie.
Supposons que le groupe P admette un diviseur normal Q d'indice m ; on pourra choisir une fonction ^ appartenant au groupe Q ; toutes ses fonctions conjuguées ^4, ^2^ •••) ^/n-i appartiendront au même groupe. Le corps Û(^) est un corps normal; ^ est racine d'une équation normale. Dans le corps û(^), Q est le groupe de l'équation /(j;)= o (§ 162). Mais lorsque m est un nombre pre-" mier, à est racine d'une équation cyclique (§ 170); donc :
IL Lorsque le groupe P de l'équation /{x)= o admet un diviseur normal Q d'indice premier m, le groupe P se réduit au groupe Q par l^ adjonction d'une racine d'une équation cyclique de degré m.
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§ 184. — Équations môtacycliqaes.
Nous appellerons équation métacyclique lonte équation dont la résolution complète se ramène à celle d'une suite d'équations cycliques. Les équations cycliques en sont un cas particulier, et, diaprés une remarque faite au § 183, les équations métacycliqucs sont identiques aux équations résolubles par radicaux.
P étant le groupe d^une telle équation, il admet, diaprés le paragraphe précédent, un diviseur normal P| d'indice premieryV Si ce groupe P| est formé par la seule permutation identique, le groupe P est cyclique et de degré premier. Si Pi n'est pas le groupe unité, il admet lui-même un diviseur normal P3 d'indice premier y2, etc.; on arrive ainsi finalement au groupe unité.
Lorsque le groupe P a cette composition, l'équation considérée est métacyclique, ainsi qu'il résulte du paragraphe précédent; d'où cette proposition :
IIL Pour qu^ une équation soit métacyclique, il faut et il suffit qu'il existe une suite de groupes
dont le premier est le groupe de Galois de Véquation, le dernier le groupe unité, et tels que chaque groupe soit un diviseur normal d' indice premier de celui qui le précède immédiatement.
Nous appellerons donc groupe métacyclique (* ) un groupe de permutations P, tel que l'on puisse former la suite
chaque terme de cette suite étant un diviseur normal d'indice premier du précédent.
( ' ) L'expression métacyclique a été employée d'abord par Kronecker, quoique dans un sens plus restreint. Je voudrais proposer cette légère généralisation d'une expression déjà connue, au lieu de l'expression groupe résoluble, employée par MM. Frobenius et Holder.
Nous avoDS obtenu ainsi la condition pour qu'une équation puisse être résolue complètement à Taide d'une suite d'équations cycliques. Il s'agit maintenant de savoir si l'on peut représenter de cette manière une ou plusieurs des racines de l'équation, et non les autres.
Cette question ne doit se poser que pour les équations irréductibles; les autres peuvent présenter tous les cas possibles. Le théorème suivant répond à la question :
IV. Si Von peut déterminer une racine d^une équation irréductible par la résolution d'une suite d^ équations cycliques^ l^ équation est métacy clique.
Lorsqu'une équation irréductible f{x)-=o admet une seule racine qui devient rationnelle par l'adjonction successive de racines d'équations cycliques, elle devient nécessairement réductible par cette adjonction, puisque l'on doit pouvoir finalement y mettre en évidence un facteur linéaire. Soit donc Pie groupe de l'équation considérée ; on a fait par hypothèse toutes les adjonctions qui laissent l'équation irréductible; mais l'adjonction d'une racine £ d'une équation cjxlique de degré premier permet la décomposition en facteurs de Téquation proposée. Alors (§ 183) P admet un diviseur normal Q d'indice w; le groupe P se réduit à Q, après l'adjonction de e; le groupe Q devra être intransitif. Si Q est le groupe unité, l'équation f{x) = o est entièrement résolue par l'adjonction de e; si Q diffère du groupe unité, il y a lien d'appliquer les théorèmes du § 165. L'indice m de Q étant un nombre premier, l'adjonction de e permet de décomposer y(:r) en facteurs c>(jr, e), îp,(j;, e), ..., 'fm-i(-^) e) de même degré [x, et Ton a
jjim = /i.
Si n esl un nombre premier, [x est égal à i; les fonctions «p sont linéaires, et l'équation est entièrement résolue; le théorème IV est donc vrai pour toute équation de degré premier.
Dans le cas général, l'un des facteurs
cp(a7, e), cp,(a:, s), ..., ^,n-\{30,z)
admet une racine qui devient rationnelle par suite de l'adjonction de racines d'équations cvcliques; si donc nous supposons notre
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ihéorèrae déjà démontré pour les équations de degré (a, l'équation (p(x, £)= o est métac^clique, ainsi que son groupe. Mais (§ 165) les différentes équations
ont le même groupe; elles sont donc toutes métacycliqucs, et, par suite, il en est de même àe/(x).
Ainsi le théorème IV étant vrai pour une équation de degré }a, l'est aussi pour une équation de degré [A/n; or il a été démontré pour une équation de degré premier; il est donc général.
§ 185. — Simplicité du g^ape alternant.
Nous avons vu au § 156 que, si Ton considère les coefficients d'une équation de degré n comme des variables indépendantes et si Ton prend comme domaine de rationalité le corps de toutes les fonctions rationnelles de ses coefficients, le groupe de Galois de l'équation proposée n'est autre que le groupe symétrique. Ce groupe admet toujours un diviseur normal d'indice 2, le groupe alternant; le groupe de l'équation se réduit à ce dernier, quand on fait l'adjonction de la racine carrée du discriminant.
Le groupe alternant de quatre indices se compose de la permutation identique, de huit cycles à trois termes et de trois couples de transpositions; il admet le diviseur normal d'indice 3 :
Ce groupe admet trois diviseurs normaux d'indice 2; considérons en particulier le diviseur
qui admet le groupe unité comme diviseur normal d'indice 2. Le groupe des 24 permutations de quatre indices est donc métacyclique; c'est là-dessus que se base toute méthode de résolution de Téquation du quatrième degré (§§ 167, 168).
Nous allons maintenant démontrer que, si n est supérieur à 4) le groupe alternant n'admet pas d'autre diviseur normal que le groupe unité; il est donc simple, d'après une définition donnée
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précédemment. Il en résulte que, si le groupe d'une équation de degré supérieur au quatrième est identique au groupe symétrique ou au groupe alternant, cette équation ne satisfait pas à la condition nécessaire pour que Ton puisse la résoudre algébriquement; donc :
Les équations d'un degré supérieur au quatrième, dont les coefficients sont indépendants, ne sont pas résolubles algé^ briquement.
Pour démontrer que le groupe alternant est simple, on procède de la manière suivante :
Soit A. le groupe alternant des permutations de /2 indices i, 2,..., /i, et Q un diviseur normal de A. Nous avons vu (§ 167, 7 et 4) que toutes les permutations de A résultent de la composition de cycles à trois termes; xetit étant deux permutations quelconques, on déduit la permutation tT^ultz de x, en faisant la permutation tc dans les cycles de x. Soit maintenant x un cycle à trois termes (i, 2, 3) par exemple, on pourra choisir 7: dans le groupe A de telle sorte que 7t~* xtw représente l'un quelconque des cycles à trois termes des n indices. En effet, dans la permutation
/ I , 'vi, 3, . . . , n\
\ai, «j, as. . . ., an]
on peut choisir arbitrairement les trois premiers indices ai, a^, a^ ; afin que tc appartienne à A, on peut même, si besoin est, échanger a\ et «2. Par suite x donne naissance à l'un des deux cycles («1, «2, «3), («2, a^ as), dont chacun est le carré de l'autre. Si Q désigne un diviseur normal de A, et x une permutation de Q, 7r~*x7r appartient aussi à Q lorsque tc est contenu dans A; il en résulte que Q et A deviennent identiques, lorsque Q renferme un cycle à trois termes.
Notre démonstration s'appuie sur le fait suivant : x étant une permutation de Q, il en est de même de 7r~*x7: et par suite aussi de
il s'agit donc de montrer qu'en désignant par x une permutation non identique on peut toujours choisir une permutation t? dans A,
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de manière que X devienne un cycle à trois termes ; il en résultera bien l'identité de Q et de A.
A cet effet, nous supposerons x etir décomposés en cycles; pour former X, on poqrra laisser de côté les cycles de x dont les indices ne sont pas changés par la permutation it; ces cycles se détruisent en effet dans x~* et x. Il nous faut maintenant considérer séparément les différentes formes possibles de x.
1° Supposons que X contienne un cycle de plus de trois indices, par exemple (i, 2, ..., m); prenons 7t=:(i, a, 3); formons x-«7î-'x(§ 160, 4); il vient
X = x-i7r-*XTC — (2, 4» 3)(i, 2, 3) = (i, 2, 4)-
Q renferme donc un cycle à trois termes.
2° Supposons que x renferme les deux cycles à trois termes
(1 , 2, 3), (4, 5, 6). Prenons tt =(i , 3, 4); il vient
Cette permutation X est contenue dans Q; on est donc ramené au premier cas.
3** Supposons que x renferme un cycle à trois et un cycle à deux termes (1, 2, 3) et (4, 5). (Il est indifférent que x, faisant partie de A, renferme un second cycle d'un nombre pair de termes). Prenons tt =(i, 2, 4); on trouve
On est encore ramené au premier cas.
4** Supposons que X renferme trois transpositions (i, 2), (3,4)? (5, 6). Prenons •îî=:(i, 3, 5); il en résulte
on est ramené au second cas.
5® Supposons que x se compose de deux transpositions et d'un élément invariable, (i, 7), (3, 4) et (5). Prenons i:=^(i, 2, 5);
on trouve
Ce sont là tous les cas possibles pour n > 4. Pour /i = 4î î' reste à considérer le cas où ic se compose de deux transpositions;
c'est delà que résultent les relations particulières qui, polir /i= 4? permettent de résoudre algébriquement l'équation ( * ).
On conclut en outre de ce théorème que le groupe symétrique n'a pas d'autre diviseur normal que lui-mé,me, et le groupe alternant d'autre diviseur normal que le groupe unité. Soit en effet S le groupe symétrique, A le groupe alternant, et Q un diviseur normal de S; le plus grand commun diviseur Q' de A et Q est un diviseur normal de A; il est donc égal à A ou à i. Si en effet x' est un élément de Q' et par suite de A, tz un élément quelconque de S, la permutation tî^'x'tc appartient d'abord à Q, puisque Q est un diviseur normal de S. Mais t:~*x'7: est contenu dans A et, par suite, dans Q'.
Si Q' est identique à A, Q ne contient outre l'unité aucune permutation de première classe. Soient x et }. deux permutations distinctes de Q, différentes de l'unité; x- et xX, étant de première classe, seront égales à l'unité; par suite À = x. Q ne peut donc contenir plus d'une permutation x distincte de la permutation identique. D'autre part, Q doit être un diviseur normal de S; il faut donc que, pour chaque permutation Tw du groupe symétrique, on ait
--Iv-n- ^
XTT = x;
donc X ne doit pas changer, lorsqu'on effectue une permutation quelconque dans les cycles qui la forment. Cela n'est possible que lorsque le nombre des indices est égal à 2, et qu'on a jc = (i,a). Mais alors le groupe S ne se compose que de (i) et (i , 2).
§ 186. — Équations non métacycliques dans le corps
des nombres rationnels.
Nous avons démontré, dans le paragraphe précédent, qu'une équation, dont le degré n est supérieur à 4> ^^ peut être résolue
( ^ ) La première démoQStration complète de l'impossibilité de résoudre par radicaux TéquatioD générale d'un degré supérieur au quatrième est due à Abel {Journal de Crelle, t. I; 1826). — Pour ce qui concerne les essais antérieurs de RufQni (1799 à 1806), et leurs relations avec la démonstration d'Abel, voir le Mémoire de Burkhardt, Les commencements de la théorie des groupes, et Paolo RuFPiNi, Afe'moires relatifs à l* histoire des Mathématiques, VI (Supplément du Journal de Schlômilch; Leipzig, 1893).
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algébriquement, lorsque ses coefficients ne sont liés par aucune relation. Il est encore plus intéressant de se demander s*il existe dans le corps des nombres rationnels des équations de degré /t, qui ne sont pas résolubles algébriquement. On peut poser la question d'une façon plus générale, en«se demandant s'il existe des équations à coefficients entiers dont le groupe est identique au groupe symétrique, qui n'ont pas à^affect, d'après une définition antérieurement donnée.
Étant donnée l'équation f{x) =: o de degré /?, à coefficients indéterminés a/, formons sa résolvante de Galois G(/) = o, de degré n(/i); G(^) est une fonction entière des variables t et ût/, qui ne peut se décomposer en facteurs rationnels par rapport à t et a,-. Remplaçons les variables a par des éléments d'un corps quelconque Û; si G(^) devient réductible dans ce corps, l'équation f{x) = o possède un affect dans le domaine de rationalité Û. La question posée revient donc à la suivante : Peut-on remplacer dans (G)^ les variables ai par des nombres rationnels, tels que G(/) reste irréductible dans le domaine des nombres rationnels? Ce problème a été résolu d^une façon tout à fait complète par un Mémoire de M. Hilbert (*). Il démontre cette proposition générale que, dans une fonction irréductible d'un nombre quelconque de variables, on peut remplacer autant de variables que Ton veut par des nombres rationnels, de manière que 'la nouvelle fonction soit irréductible par rapport aux variables restantes. Nous ne nous occuperons pas de ce théorème général.
Nous répondrons à la question posée d'une façon beaucoup plus simple, en montrant qu'à chaque degré premier correspondent des équations sans afiect.
Nous avons démontré (§ 160, 10) qu'un groupe transitif de permutations de n indices, non identique au groupe symétrique, ne peut contenir aucune transposition lorsque n est premier.
Une équation a un affect lorsque son groupe diff'ère du groupe symétrique. Si donc l'équation irréductible /(x) = o possède un afi'ect et si elle est de degré premier, son groupe P est nécessairement transitif et ne saurait contenir de transpositions de deux
(*) Sur Virréductibilité des fonctions rationnelles et entières à coefficients entiers {Journal fiir Mathemaiik, t. CX ).
racines. Par suite, en adjoignant /i — 2 des racines au domaine de rationalité, le groupe doit se réduire au groupe unité, car il ne reste plus que la permutation des deux dernières racines, qui ne peut figurer dans P. Il en résulte que les deux dernières racines sont aussi contenues dan&Û; d'où ce théorème :
1. Lorsqu'une équation irréductible, de degré premier /i, possède un affect, deux quelconques de ses racines s'expriment rationnellement en fonction des autres.
2. Corollaire. — Lorsque le corps û est celui des nombres réels^ une équation irréductible de degré premier, possédant un affect en û, ne peut avoir deux racines imaginaires et n — 2 racines réelles.
D'ailleurs, il existe une infinité d'équations, d'un degré quelconque /i, à coefficients réels, admeltanl deux racines imaginaires conjuguées et n — 2 racines réelles. Le nombre des racines réelles et imaginaires de/{x) ne varie pas, lorsqu'on fait varier les coefficients d'une façon continue entre certaines limites finies (voir le Chapitre VII); il y a donc parmi ces équations des équations à coefficients rationnels, puisqu'il existe toujours des nombres rationnels, aussi voisins qu'on le voudra, de nombres arbitrairement donnés.
Reste à prouver qu'on peut choisir ces coefficients rationnels, de façon que /(^) soit irréductible. C'est ce qui résulte de la proposition suivante :
3. Soit p un nombre premier; Co, C, , . . ., C„ une suite de nombres entiers, dont le premier C© n'est pas divisible par p^ les autres étant divisibles par /?, mais le dernier C„ non divisible par p^\ la fonction
(p(cr) = Goa7'»-f-C,a7«-«-f-...-i-C„, est irréductible (*).
(') EiSENSTKiN a basé sur ce théorème la démoDStration de rirréductibililé des équations de division du cercle et d'équations plus compliquées {Journal de C relie, t. 39; i85o).
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Si en eflçt cp(:r) se décomposait en deux facteurs rationnels, ces facteurs auraient des coefficients entiers (§ 2). Soit donc
h et k étant plus grands que zéro et ayant pour somme n.
Puisque C^ est égal à a^P^., un seul des facteurs est divisible par/7, soit ^a. Tous les coefficients ^ ne peuvent être divisibles par p, sans quoi il en serait de même de Col supposons jSy non divisible par/?, mais pv+ij Pv+2j •••!?* divisibles par/>. Le coefficient de :r*~'^dans le produit des deux facteurs est
*/i Pv -+- 3t/,_ 1 Pv-l-1 H- ... ;
il n'est donc pas divisible par/?. Il faudrait donc
ce qui est impossible, puisque k est plus petit que n. Si donc on prend comme coefficients de/(x)
C| Cl C/j
«1 — 7=,- > «î = TT" > • • • > ^n= -f^-'
la fonction /'(o:) est irréductible; il y a encore assez d'arbitraire dans le choix des nombres C, pour que les fractions commensurables ûTi , «2î ..•,«« soient aussi voisines de telles valeurs que l'on voudra.
Nous avons ainsi démontré cette proposition :
4. A chaque degré premier correspondent une injiniié d^ équations à coefficients rationnels sans affect.
La démonstration que nous venons de donner montre qu'on peut déterminer ces équations sans affect, de manière que leurs coefficients remplissent avec une densité parfaite un domaine fini, savoir celui où se trouvent les coefficients des équations qui n'admettent que deux racines imaginaires conjuguées. Donc, notre démonstration, même en faisant abstraction de ce qu'elle ne s'applique qu'aux équations de degré premier, n'épuise pas la question, puisqu'elle ne nous donne aucune indication sur les autres domaines, dans lesquelles, selon toute probabilité, les choses se passent d'une façon analogue.
§ 187. — Résolution par radicaux réels.
Dans la résolution des équations du troisième degré à coefficients réels, on a distingué de tout temps deux cas, suivant que le discriminant est positif ou négatif. Dans le second cas, malgré la réalité de toutes les racines de Téquation, Temploi de la formule de Cardan conduit à l'extraction de la racine cubique d'une quantité imaginaire; tout essai pour mettre les racines sous forme réelle conduit à une équation du troisième degré de même nature que la proposée. C'est pourquoi le cas a été appelé le cas irréductible. Les équations du troisième degré, qui correspondent à ce cas, sont elles-mêmes un cas particulier des équations cycliques à racines réelles, que nous avons déjà rencontrées au § 172. Leur résolution exige l'extraction de racines de quantités imaginaires ou, ce qui revient au même, la division d'un angle en parties égales. Nous allons maintenant démontrer qu'on ne peut échapper d'aucune manière à ces extractions de racines ou à ces divisions en parties égales (*).
Soient û un domaine de rationalité réel, g{t) = o une équation normale en û, c'est-à-dire une équation irréductible, dont toutes les racines peuvent être exprimées rationnellement en fonction de l'une quelconque d'entre elles, p par exemple. Lorsqu'une des racines est réelle, il en est de même de toutes les autres ; g(^t)=z o n'a donc que des racines réelles, ou des racines imaginaires conjuguées deux à deux. L'équation g(t) =z o peut être la résolvante de Galois d'une équation donnée F(j:) = o, irréductible ou non ; si g{t) a toutes ses racines réelles, il en sera de même de F(^) ; car les racines de F{x) sont fonctions rationnelles d'une racine quelconque de g{t). Si F{x) admet des racines imaginaires, g{t) ne peut avoir que des racines imaginaires. Si, au contraire, F(jr) a toutes ses racines réelles, il en est de même de celles de g{t)', puisqu'elles peuvent s'exprimer rationnellement en fonction de celles de F(a:).
Supposons maintenant que l'équation g(t) = o devienne réduc-
(') Voyez HôLDER, Math. Annalen, t. XXWIII; Kneskr, Math. Ann,y t. XLl.
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lible par Tadjonction d'une racine e d'une équation irréduclible y^ = o, de degré premier; toutes les racines de y, ainsi que nous Pavons vu au § 164, seront contenues dans le corps û(p); comme p est réel, elles seront donc toutes réelles.
1. Une équation normale à racines réelles ne peut être réduite qu^à Vaide d^une équation irréductible^ de degré premier, ayant toutes ses racines réelles.
Demandons-nous maintenant si l'adjonction d'un radical réel y/a peut amener une réduction de l'équation normale. Il est permis de supposer que l'indice/? du radical est un nombre premier; car tout radical peut être calculé comme une suite de radicaux d'indice premier; de plus, on peut admettre que a n'est pas la puissance ^^«™*' d'un nombre rationnel, sans quoi y/a serait rationnel.
Ces hypothèses faites, xP — a est irréductible. Soit en elTet a la valeur réelle de y/a, et e une racine /?**"** imaginaire de l'unité; les quantités
(i) a, Ett, e*a, ..., e/^-'a
sont toutes racines de l'équation
( 2 ) xP — a = O.
Si cette équation était réductible, on aurait
(3) xP-a=^f,{x)Mx),
/i et/a étant des fonctions en û de degré inférieur à p. Une parlie des racines (i) appartiendra à/i, l'autre à /j. Si donc [jl désigne le degré de/ et \ un exposant quelconque, la quantité
devra être un élément de û [le terme indépendant de x dans / {x)\\ élevons les deux membres à la puissance /?, on aura
(4) bP=aV:
Mais, par hypothèse, [jl est inférieur k p et, par conséquent, premier avec /?; on peut donc déterminer deux entiers h et A*, tels
que
\i.h -\-pk = I.
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Il résulte alors de (4) que
résultat contraire à Phypotbèse faite que a n'est pas la puissance ^ième j'^n élément de û.
Ainsi qu'on le voit, notre théorème ne suppose pas que Q soil un corps réel. Faisons maintenant cette hypothèse; si p n'est pas égal à 2, l'équation (2) a des racines imaginaires; d'après le théorème 1^ elle ne peut donc produire la réduction d'une équation normale ^(/) = o. Lorsque/? est égala 2, g(t) ne peut être réduit à l'aide de l'équation (2) que si a est positif, et le degré de g{t) un nombre /?afr (§ 164); d'où :
2. Une équation normale de degré impair ne peut devenir réductible par l'adjonction d'un radical réel.
Considérons le cas d'une équation du troisième degré à coefGcients réels et à discriminant positif; faisons l'adjonction de la racine carrée de ce discriminant; l'équation devient normale, le domaine de rationalité restant réel; il reste d^ailleurs réel, en faisant l'adjonction d'un nombre quelconque de radicaux réels. Pour que l'équation puisse être résolue par radicaux réels, elle doit devenir réductible, ce qui est impossible, d'après le théorème 2. On se trouve donc dans le cas irréductible.
La même circonstance se présente pour les équations cycliques et, en général, pour les équations abéliennes irréductibles; elles ne peuvent jamais être résolues par radicaux réels.
D'après cela, on peut distinguer les équations du troisième degré, à coefficients rationnels, en trois ou quatre espèces, qui se présentent dans divers problèmes de Géométrie, célèbres depuis l'antiquité. Nous laisserons de côté les équations réductibles. Le degré du groupe de Galois sera toujours divisible par 3 (§ 169) ; il est donc égal à 3 ou à 6. Par conséquent (§ 164), si Ton n'adjoint que des racines carrées, le degré du groupe ne pourra descendre au-dessous de 3; l'équation ne peut être résolue par radicaux carrés. Les problèmes de Géométrie correspondants ne peuvent être résolus avec la règle et le compas.
Lorsque le degré du groupe est égal à 3, l'équation est cyclique. C'est le cas des équations dont dépend la division du cercle en
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parties égales, par exemple la construclion- du polygone régulier de dix-sept côtés. Les trois racines de cette équation sont réelles et ne peuvent être représentées à l'aide de radicaux réels.
Parmi les équations cubiques, dont le groupe est du sixième degré, il faut distinguer celles à discriminant positif et celles à discriminant négatif. Les premières donnent lieu au cas irréductible; on peut les ramener à l'équation qui sert à la trisection d'un angle quelconque. Les dernières renferment comme cas particulier les équations binômes telles que x' = a, le nombre a n'étant pas un cube parfait. Pour a=z 2, c'est l'équation du problème de Délos ou de la duplication du cube.
§ 188. — Équations métacycliques de degré premier.
Les conditions générales établies au § 184 ne sont pas encore assez simples pour permettre de décider immédiatement si une équation donnée est métacyclique, c'est-à-dire résoluble par radicaux. En supposant que le degré n de l'équation est un nombre premier, nous établirons un autre critérium dû à Galois.
"Soienty*(a:) = o une équation irréductible de degré n et n un nombre premier plus grand que 2. Pour qu'elle puisse être résolue algébriquement, il faut (§ 184) que son groupe P soit métacyclique; il doit donc exister une chaîne de groupes
(i) P, Pi, ..., ïV-i, I,
telle que chaque terme soit un diviseur normal à indice premier du précédent. Le groupe P se réduit successivement à P,, . . ., P{x.-ij I par l'adjonction des racines de certaines équations cycliques.
Nous avons montré au § 184, que la fonction /{x) ne peut devenir réductible avant que la dernière adjonction ait été faite ; elle se décompose alors en n facteurs linéaires. Donc le degré de la dernière équation cyclique, et par conséquent le degré de l'avantdernier groupe P|j^_, est égal à /i (§ 165, 3).
Le degré d'un élément d'un groupe est toujours égal à celui du groupe; donc P[jl_i ne contient, outre la permutation identique,
que des permulations dWdre n. Ce groupe est donc idenlique à la période i, -n, ir*, . . . , ir""* d'un de ses éléments. Il en résulte (§ 160) que ir est une permutation cyclique des n indices ; on pourra d^ailleurs choisir les notations de telle façon qu'on ait
Soit ar, une des racines; convenons que Xg et x,- seront égales,
lorsque
5 = y (modn);
la permutation tz change z en z -j- i ] tz- change :; en -3 -j- 2, etc.; on peut donc dire que le groupe Pp..^ est composé des substitutions
effectuées sur :;.
Toute équation mélacy clique de degré premier et irréductible peut donc être transformée par adjonction de radicaux en une équation cyclique.
Les substitutions (z, z -{- b) sont un cas particulier de la substitution linéaire générale
(3) (z.az^b);
a et b sont des nombres donnés, qu'on peut remplacer par leurs restes par rapport au module n ; la valeur zéro est naturellement exclue pour le nombre a, sans quoi la substitution (3) transformerait tous les indices z en un même nombre 6; il n'y aurait donc plus de permutation des racines.
Si donc a n'est pas congru à zéro par rapport au module /i, la substitution (3) représente toujours une permutation, car on ne
pourra avoir
az-^b^az'-hù
que si Ton a
Nous dirons que la substitution (3) ne produit pas la permutation des racines. Le nombre des diOerentes substitutions linéaires» de la forme (3) est ni^n — 1). 11 leur correspond autant de permutations distinctes des racines x ; en effet, pour une valeur donnée
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de z on ne pourra avoir
az -'^ b ^a'z -h b' Tmod/i),
que si Ton a
b^b'f a^a' (modn);
îl suffit, pour le voir, de prendre 5 = o et 5 = i .
L'ensemble des permutations représentées par les substitutions (3) forme un groupe. Soient, en effet,
X ^iz.az-h b), V = (z, a'z -4-6')
deux de ces permutations; on aura
OU bien
(4) W = V = (Zy aa' z -h a'b -h b'),
substitution qui est encore de la forme
Nous appellerons groupe linéaire le groupe formé par les subslitulions (3); ce groupe n'est qu'une généralisation du groupe cyclique (* ) ; les permutations qu'il contient seront dites linéaires.
Le groupe linéaire admet différents diviseurs; parmi eux se trouve un groupe de degré (n — i), le groupe (z. az)^ qui pei^l lui-même admettre d'autres diviseurs.
La règle de composition (4) montre comment on peut former tous les diviseurs d'un groupe linéaire. Soit X =(::, az -{- b) une substitution linéaire^ en répétant h fois cette substitution, on trouve, d'après (4),
dans le cas de a = i,
Si donc un groupe L contient une substitution X, dans laquelle a
( ' ) C'est le groupe métacyclique de M. Kronecker.
est égal à I et 6 égal à zéro, ce groupe L contient tout le groupe
cjcHque
Si a n^est pas égal à i, on sait que
En désignant par e le plus petit exposant positif, pour lequel
on a
a'^ ~ i (modn),
on en conclut que X est du degré e.
Si a est différent de i, la période de la substitution X donne un groupe inIran si lif de permutations. 11 existe un indice s qui ue change pas quand on fait et répète la substitution X ; on le détermine par la congruence
z ^ az -h b (modn);
on peut le désigner par
(modn),
en convenant que - ou jjL:v(mod/i) désigne un nombre entier
qui, après multiplication par v, devient congru à [Ji suivant le module n.
Le groupe cyclique (^, z -^ b) est transitif et du degré n. Démontrons d'abord la proposition suivante :
I. Tout groupe transitif linéaire (suivant le module n) contient le groupe cyclique.
Soit g une racine primitive de n et a Tindice de a; on pourra
écrire
g'^^-a (mod/i) (§ l43).
Pour abréger, nous appellerons, pour le moment, a V indice de la substitution X= (5, a^ -|- 6). L'indice peut être supposé plus petit que n — i, supérieur ou égal à zéro. S'il est nul, \ se confond avec la substitution identique, ou bien appartient au groupe cyclique. La formule (4) montre que l'indice d'une substitution composée est égal à la somme des indices des composantes*
CHAPITRE XVII. — RÉSOLUTION ALGÉBRIQUE DBS ÉQUATIONS. 71I
Tous les indices des substitutions d*un groupe linéaire L sont donc des multiples du plus petit d'entre eux; soit ao le plus petit indice positif; posons g^»= Oq] toutes les substitutions L seront de la forme
aQ est un nombre fixe; A et 6 prennent une certaine suite de valeurs numériques. Toute substitution de la forme
Xo = {Z, UqZ -+- Bq)
figure nécessairement dans le groupe L.
Si donc le groupe L renferme une substitution dans laquelle la valeur zéro, attribuée à A, correspond à une valeur différente de zéro, attribuée à 6, cette substitution \ appartient au groupe cjclique; le groupe L contient donc tout le groupe cyclique.
Si h est différent de zéro, nous formerons, d'après (4) et (5), la substitution composée
XXô'^= (z,z-^a-^^b-^''~^'_'b\.
Cette substitution ne devient identique que si Ton a
a^—i aj —
(mod/i).
Supposons que cette congruence soit vérifiée pour toutes les valeurs de h différentes de zéro, et qu'à l'indice A = o ne corresponde que la substitution identique; l'élément -^ ne change
pas quelle que soit la permutation du groupe; L est un groupe intransitif. Par conséquent, si le groupe L est transitif, il contient toujours un élément \ tel que XX~^ ne soit pas la substitution identique, quoique l'indice soit nul; L contient donc tout le groupe cyclique.
Prenons les difi*érentes puissances de \o\ îl ^^ résulte que l'exposant h peut prendre toutes les valeurs possibles dans les substitutions X du groupe L. Soit e le plus petit exposant positif vérifiant la condition
a% = i (raod/i);
c est un diviseur de n — i, et /* pourra prendre les valeurs o, i, 2, • . . , e — 1 . En formant la substitution composée
qui figure nécessairement (théor. I) dans un groupe transitif L, on voit de plus que, avec chaque valeur de A, on trouve aussi les valeurs o, i, 2, . . . , n — i pour 6; le groupe L se compose donc des substitutions /A\ \—i^J^^^h\ A = o, 1,2, ...,« — I ;
ce groupe est donc du degré en.
Réciproquement, tout ensemble de substitutions de cette forme constitue un groupe.
Les groupes linéaires donnent lieu au théorème suivant :
IL Un groupe transitif linéaire L étant diviseur normal d*un autre groupe de permutations P des mêmes indices, le groupe P est aussi linéaire.
Soit, en effet, ti une permutation quelconque
^__ /o, i,2,...,n — 1\ \ao, ai, . . ., an-\) '
qu'on peut représenter par (:;, a^); on peut déterminer une fonction o{z) entière, à coefficients réels, de degré au plus égal à n — I , telle que
Il suffit de déterminer les n coefficients de o{z) par les équations «o=?(o), ai— o(ï), ..., afl_| = o(/i — I).
On peut employer, à cet effet, la formule d'interpolation de Lagrange (§ 15); on peut, d'ailleurs, lui donner une forme plus simple, puisqu'il ne s'agit que de congruences par rapport au nombre n. Posons, en effet,
^{z) = z{z — \) ... (;; — /i -4-1); la formule d'interpolation donne
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Nous avons vu (§ 143) que la congruence
^(-z) = z» — z (mod/i)
est identique; on a donc
^'{z)~nz^-^ — 1= — i (modn);
f (z) peut donc se mettre sous la forme suivante, où tous les coefficients sont entiers :
Les nombres a©» ^i? • • • i ^/î-* sont, dans un certain ordre, identiques aux nombres o, i, 2, . • . , /2 — i ; si donc /i > 2, on a
«0-+- «i-^-« . •-*- «»-i = o (mod/i);
<f{z) est donc au plus de degré n — 2; ce fait est d'ailleurs sans importance pour notre démonstration.
Toute permutation tc peut donc se mettre sous la forme d'une substitution [^, 7(^)]- Soient maintenant L un groupe transitif linéaire, diviseur normal d'un autre groupe P, X une permutation quelconque de L, 7t une permutation quelconque de P. La permutation V= -n'^Ait est contenue dans L et Xtt est égal à tzV.
D'après ce qui vient d'êlre démontré, on peut poser
Tz = [z,9{s)\;
prenons pour X la substitution cyclique (z,z-\-i) qui figure dans le groupe transitif L; on devra pouvoir déterminer les entiers a et a' de manière que l'on ait
(^, z-4-i)[s, ©(;5)] — [z,^(z)]{z,a'Z'ha);
OU bien, après avoir effectué la composition,
(7) o(z -hi)= a'<p(5) H- a (niod/i),
Z étant un entier quelconque.
cp(3) étant de degré inférieure n, les coefficients des mêmes puissances dez, dans les deux membres de la formule (7), doivent être congrus par rapport au module n ; en comparant les coeffi-
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cienls des termes du plus haut degré, il vient
«' = 1 (modn), et, par suite,
Remplaçons z successivement par ^ + 1,^4-2, ...,5-4- A — i,
on trouve
0(5 4- A) = cp(-s)-+- «A (modn),
h étant congru avec un entier quelconque par rapport au module n. Faisons z = 0, remettons z au lieu de A, posons f (o) = 6, il vient
(8) <^{z) = az -\- b.
Le groupe P ne se compose donc que de permutations linéaires, ce qui démontre notre théorème.
Ajoutons la remarque suivante : La simple inspection des formules montre que le groupe cyclique (5, ^ -+- 6) est un diviseur normal de tout groupe linéaire, dans lequel il est contenu.
En appliquant le théorème ainsi démontré au groupe de l'équation métacyclique, on trouve le théorème de Galois :
m. Le groupe d^une équation métacy clique irréductible, de degré premier, est linéaire.
Considérons, en effet, la chaîne (i) des groupes successifs; nous avons vu que P|jt_i est le groupe cyclique; si P|ju_i n'est pas identique à P, c'est un diviseur normal de P|jl_2Î donc P|a.2 est linéaire. P|t«2 étant diviseur normal de Pj^-s? ce dernier est aussi linéaire, etc. ; donc P lui-même est linéaire. On voit en même temps que Pjjt_-i est diviseur normal de tous les groupes précédents, par suite du groupe P lui-même.
Réciproquement :
IV. Toute équation irréductible de degré premier, dont le groupe est linéaire, est métacyclique.
Pour démontrer ce théorème, il suffît de prouver que tout groupe transitif linéaire L admet un diviseur normal \J d'indice premier, et que ce diviseur L' est lui-même linéaire, s'il n'est pas identique au groupe unité.
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C'est ce que montre immédiatement la forme (6) des substitulions du groupe L.
Si e est égal à i, L n'est autre que le groupe cyclique de degré n, avec le diviseur normal i. Si e est plus grand que i, soil/7 un diviseur premier de /i ; on a e =pe^» Le groupe linéaire U, de degré ne', formé par les substitutions
est certainement un diviseur d'indice p de L. Ce diviseur est d'ailleurs normal; cela résulte aisément de la règle de composition (4).
Le concept de groupe transitif linéaire coïncide donc absolument avec celui de groupe métacjclique, dans le cas des équations irréductibles de degré premier; nous considérerons dans la suite ces deux expressions comme synonymes.
Lorsqu'on veut passer d'un groupe P à un groupe conjugué P'= 7t""* Ptt, ce passage se fait en efTectuanl la permutation t: dans les cycles des éléments de P. P' sera donc identique à P, à la notation des racines près; ce sera donc aussi un groupe linéaire, quoiqu'il faille changer les indices des racines, pour représenter les éléments de ce groupe par des substitutions linéaires.
Pour simplifier les applications, remarquons qu'on peut former le groupe linéaire complet par la répétition et la composition des deux substitutions
(9) s^(z,z^\), t=-[z,gz\\
de même, on peut former tout diviseur transitif L du groupe linéaire complet par les substitutions
(10) 5 = (;;, -;-hi), /«• — (;;, ao5).
Les deux substitutions (9) ou (10) s'appellent les substitutions génératrices de ces groupes.
Posons aQ = g^\ on obtient un groupe linéaire («, a>3-f-6), qui se rencontre fréquemment dans les applications; a ne prend que les valeurs des restes quadratiques de /i; c'est le groupe semi-métacy clique de M. Kronecker.
Cette représentation d'un groupe par les substitutions généra-
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triées fournit une proposition simple sur les relations des groupes métacycliques avec le groupe symétrique et le groupe alternant. La permutation produite par la substitution s se compose d'un seul cycle (o, i, 2, ..., n — 1) avec un nombre impair de termes ; elle appartient donc au groupe alternant. La substitution t laisse l'indice o invariable et fournit un seul cycle pour les autres indices. Elle change, en effet, \ en g^ g en g^^ g^ en ^', etc. ; d'ailleurs, les entiers 1 , g^ g^, . . . , g'^"^ ne sont autres, dans un certain ordre, que les entiers 1 , 2, . . . , /i — i; la substitution / correspond donc au cycle (i, g^ g^, .. ., g"''^)'i dont le nombre des termes est pair; c'est donc une permutation de seconde espèce, non contenue dans le groupe alternant. Au contraire, t^ y est de nouveau contenu. D'où cette proposition :
V. Le groupe linéaire complet n'est pas dU'iseur du groupe alternant. Le plus grand commun diviseur de ces deux groupes est le groupe semi-métacy clique.
On peut donner aux conditions obtenues pour' les groupes métacycliques différentes formes, qui se déduisent de tout ce qui vient d'être dit.
Le groupe linéaire complet est contenu dans le groupe symétrique, comme diviseur d'indice v=i.2.3.../i — 2. Une fonction y des n variables .r©, ^1, ..., ^w_i, appartenant au groupe linéaire complet, qui par suite peut être appelée fonction metacyclique, satisfait donc à une résolvante F(y)=:o de degré v, dont les coefficients sont des fonctions symétriques des variables jt. Si maintenant on remplace ces variables x par les racines d'une équation métacyclique f{x) = o, y devient rationnel.
Supposons réciproquement que la fonction y des n variables x devienne rationnelle, lorsqu'on remplace ces n variables par les racines d'une équation irréductible /(a:) = o, tandis que F'(j^) est différent de zéro; f{x) est alors métacyclique. En effet, le groupe de f{x) = o est certainement un diviseur du groupe linéaire complet, donc linéaire lui-même; comme y*(:c) est irréductible par hypothèse, Téquation f{x) = o est donc métacyclique. Il suffit, d'ailleurs, pour pouvoir résoudre algébriquement 1 équation f{x) = o, que l'équation F(^) = o possède une racine rationnelle qui ne soit pas racine double. Les différentes racines
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de celte équation appartiennent en effet à des groupes conjugués; une racine étant rationnelle, un des groupes conjugués estmélacyclique. Par suite :
VI. Pour qu'on puisse résoudre par radicaux r équation f{x) = o, il faut et il suffit que la résolvante de degré v, F(y) = o, ait une racine rationnelle , la fonction y étant choisie de telle sorte que cette résolvante n'ait pas de racine double.
On obtient une autre forme de la condition de la manière' suivante :
Parmi les permutations d'un groupe linéaire, la permutation identique est la seule qui laisse invariables deux indices quelconques. En effet, si la substitution {z^az-\-b) laisse deux indices invariables, la congruence
az -h b^ z (mod n)
doit admettre deux solutions distinctes, ce qui exige
a =^ i, 6 = 0 (mod n).
Si donc le groupe P de/{x) est linéaire, il se réduit au groupe unité par Tadjonction de deux racines; donc toutes les racines peuvent .s'exprimer rationnellement en fonction de deux quelconques d'entre elles; d'où ce théorème :
VII. Lorsqu'une équation irréductible de degré premier est métacy clique, ses racines sont des fonctions rationnelles de deux quelconques d'entre elles,
La réciproque de ce théorème est vraie; on la démontre de la manière suivante.
Supposons qu'une équation irréductible, de degré premiers, soit telle que ses racines soient des fonctions rationnelles de deux quelconques d'en'tre elles. Soit, par exemple, x^= i(^o> ^i) une de ses racines; on pourra appliquer à cette relation toutes les permutations du groupe P; si une de ces permutations ne change pas Xq et x,, elle laisse invariables toutes les racines x^] c'est donc la permutation identique. Donc :
Le groupe P ne contient, outre la permutation identique, aucune autre permutation, laissant invariables deux indices.
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Supposons qu'une des permutations T:=cCij ... du groupe P se compose de plusieurs cycles c, C|, . . .; supposons c de degré A, C| de degré supérieur à A. La permutation it*= c*. . . laisse invariables les indices de c; ce n'est pas la permutation identique, puisque c^ ne laisse pas tous les indices invariables. Cette circonstance ne peut pas se présenter quand h est plus grand que i. DonCy ou bien iz laisse un indice invariable, ou bien il se compose de cycles de même degré. Comme n est un nombre premier, j: n'est donc autre chose qu'un cycle à n termes.
Par suite, le groupe P ne contient, outre la permutation identique, que des permutations cycliques de degré n, que nous désignerons par Y, et des permutations x qui laissent un indice invariable, et ne peuvent être composées que de cycles du même degré.
Désignons par Xq toutes les permutations x qui laissent invariable l'indice o; de même par X|, .. ., x„^^ celles de ces permutations qui ne changent pas les indices 1,2, ...,n — i.Le groupe P étant iransilif, il y a autant de permutations Xq que de permutalions X| , X2 , Soit en effet 7: une permutation qui change o en i ;
toute permutation Tc~*Xo 7: est une permutation X| , et inversement toute permutation uxiit"* est une permutation x©; de même pour les autres indices. Soient donc [jl le nombre des Xo, v celui des y, m le degré de P; en tenant compte de la permutation identique, il vient
Les permutations Xq et la permutation identique forment un groupe Q du degré [a-H-i; c'est un diviseur de P, l'ensemble de toutes les permutations de P, qui ne changent pas l'indice zéro. Si donc Tti, 7:2, ..., TZn-i sont des permutations de P qui transforment o en I, 2, . . ., /i — i, l'ensemble de toutes les permutations de P qui transforment o en i, etc., sera Qtîi. De là une décomposition de P en parties associées
P = Q-^Q7rj-|-...-|_Q7r„_,;
on en conclut
(12) /n = n(ix-hi)y
et par suite, d'après (i i) et (12 ),
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P contient donc n — i permutations cycliques de degré n, et pas davantage^ elles forment avec le groupe unité un groupe cyclique
puisque P renferme avec y toutes les puissances de y.
Y étant une permutation cyclique de degré n^ toute permutation u~* Y^Tî est aussi cyclique; elle est donc contenue dans C, si ir appartient à P. Le groupe C est donc un diviseur normal de P; donc (théor. II) le groupe P est linéaire. Donc :
VIII. Une équation irréductible, de degré premier, dont toutes les racines sont des fonctions rationnelles de deux quelconques d^ entre elles, est métacyclique.
Nous tirerons de ces théorèmes, une conséquence remarquable ; c'est une propriété des équations métacycliques, lorsque le domaine de rationalité est réel; elle a été signalée d'abord par M. Kronecker (*).
Lorsqu'une équation métacyclique admet deux racines réelles, il en est de même de toutes ses racines (théor. VII); mais, quand cette équation est de degré impair, elle admet nécessairement une racine réelle. Donc :
IX. Une équation métacyclique irréductible, de degré premier impair, à coefficients réels, a donc une seule racine réelle, ou toutes ses racines réelles.
Lorsque toutes les racines sont réelles, le discriminant, égal au produit des carrés des différences des racines, est nécessairement positif.
Si une seule racine est réelle, les facteurs complexes {xk — XkY du discriminant sont conjugués deux à deux et leur produit est positif. Si Xh et Xk sont imaginaires conjugués, leur différence ^h — ock est purement imaginaire, son carré est négatif; le discriminant contient donc autant de facteurs négatifs qu'il y a de couples de racines imaginaires conjuguées. Le signe de ce discri-
minant est donc celui de ( — i) * . Par suite :
X. Pour n r-z i (mod^) le discriminant est toujours positif
(') Sur les équations résolubles algébriquement {Monatsberichte de l* Académie de Berlin; 14 avril i856).
pour n^3 (mod^)^ le signe du discriminant indique le cas du théorème IX qui est applicable à Véquation proposée.
§ 189. — Application anx équations métacydiqnes
du cinquième degré*
Appliquons ces théorèmes généraux aux équations du cinquième degré.
Pour n = 5, le groupe cyclique renferme cinq permutations, le groupe semi-métacyclique, dix; le groupe linéaire complet, vingt. Dans le cas de Téquation générale du cinquième degré, une fonction métacyclique satisfait à une résolvante du sixième degré : si cette dernière admet une racine rationnelle, l'équation donnée du cinquième degré est métacyclique. Les fonctions semi-métacycliques, c'est-à-dire celles qui admettent les permutations du groupe semi-métacyclique, satisfont à une résolvante du douzième degré, qui se décompose en deux facteurs du sixième degré, après l'adjonction de la racine carrée du discriminant.
Les substitutions génératrices pour le module 5 sont
s = {z,z-h\), t = {z,iz\ t^-{z,iz)\
si on les applique aux indices o, 1,2, 3, 4j on trouve les permutations
No o a 4 I 3, («*) 04321.
Employons les cycles; on aura
Appliquons les substitutions s, t* ^ t aux couples d'indices
(o, I), (1,2), (2,3), (3,4), (4,o), on trouve
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L'ensemble de ces couples ne change donc pas à la suite des substitutions s et t^, c'est-à-dire sous l'influence du groupe semimétacyclique ; une fonction symétrique des couples correspondants est semi-mélacyclique. La substitution t produit les échanges suivants :
elle change donc les cinq couples de la première ligne en cinq autres couples distincts des précédents ; comme on ne peut former que di)L couples avec cinq objets, les lignes (3) contiennent tous ces couples.
Les fonctions métacycliques peuvent se former de bien des manières différentes. La plus simple de ces fonctions est
(4) U = XqXi-\- XiXf-^ XiXi-h X^X^-^ X^Xq^
que la substitution t transforme en
(5) u' = XoXi-\-XiX^-h x^Xi-h XiXi-h XzXo;
la fonction u' est aussi semi-métacyclique. Soit
(6) f(^x) = x'^ — ax^ -h bx^ -~ ex* -\- dx — e = o, l'équation ayant pour racines Xo^ ^i, ^2? ^S) ^a ; on aura
La fonction
est aussi semi-métacyclique ; mais son carré ^* est métacyclique, et, par conséquent, racine d'une résolvante du sixième degré, déjà trouvée par Lagrange.
Soit y/A le produit des dix différences des racines deux à deux; A est le discriminant de/{x)] la fonction
est métacyclique et racine d'une équation du sixième degré (*). Pour former les fonctions conjuguées de e/, désignons par M le groupe métacyclique, par N le groupe serai-mélacyclique, par A le groupe alternant, et décomposons A en ses parties associées :
(lo) A = N-hN(i,2)(3,4)-*-N^(o, i)-f.N<(o,2)H-N/(o, 3)-i-N/(o, 4).
Ces parties associées sont toutes distinctes.
En effet, si N était identique à N(i, 2) (3, 4), la permutation (i, 2) (3, 4) devrait être contenue dans N et, par suite, la permutation
dans M; ce qui est impossible, puisque M ne renferme aucune permutation laissant deux indices invariables; on montre d'une façon analogue que les autres parties associées sont aussi distinctes. On trouve donc toutes les conjuguées de u dans le groupe A par l'emploi des permutations
ce
qui
donne
Xi -h a?2 373 -H x^ x^ -f- .r^ iTo,
Wj:
=■ XqX^-\- Xi
X^ H- 371X4-4- Xi^X^-\- X^Xq^
= X\Xi-\- Xi X4 -h a?4 0^0 ~*~ ^0 ^3 "+" -P'a ^1 »
W* = X^Xq-^ XQXt,-\- X'^X\ -h XxXi-\- X^Xty aj= X^X^-k- XiX\-\- X^Xi -h XiXo-{- XQX^y «6= Xi^Xf-h ^2^0-^ a^o^l-f- ^1^:3 -h X^X^',
on trouve les quantités correspondantes u\^ . . ., u^ en effectuant sur W| la permutation t et en procédant avec ii\ comme avec M|, ou bien simplement en écrivant la somme des couples qui manquent
( ' ) Jagobi, Observatiunculœ ad theoriam œquationum pertinentes {Journal de C relie t t. 13). — Œuvres de Jacobi, t. III. Caylby, Phil. Trans.f 1861.— Collected Mathematical papers, vol. IV, p. 3o: .
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dans chaque fonction, ce qui donne la fonction correspondante u \
u\ = X^X^-\- XqXi-\- iCiiPj-h X\X^-\- XfX^y U'2 = ^0^1 -+" XoX^-\- J^irCj-h XfX^-h X^X^f II3 = XqXi -f- XoXf-i- X%Xz-i- XiX^-+- XxX\^ Mji = XQX\-^r XqXi-^ X\Xt-\-- X^X^-\- X^X^j Mj = XoXf-+- XqX^ -h a?i a?î -h T| Xz -+- X^X^y
Mj = â7oâ7) + XqX^ -h a?i 3?j -h a:*! ^y^ -+- x%Xi.
Les six quantités (8)^i, ^2, ^3,^4, ^5,^« sont racines d'une équation du sixième degré, dont les coefficients sont des fonctions
rationnelles de a, 6, c, ^f, e et de y/Â. Toutes ces quantités changeant de signe en même temps que y/^, cette équation aura la forme
les coefficients a étant des fonctions rationnelles des coefficients de /(x). Ce doivent même être des fonctions entières; en eflet,
^2) ^*y ^6; ^i^^i ^3V^} ^sy/Â sont des fonctions entières des quantités x, qu'on peut regarder ici comme des variables indépendantes; les trois dernières doivent donc être divisibles par y/A; par conséquent, tous les coefficients a doivent être des fonctions enlières des variables x. Leurs degrés, par rapport aux x, sont
aj
Uis/I
puisque les quantités y sont du second degré; mais y/Â est du dixième degré en x; donc, il faut que ^1 et as soient nuls, et que a 5 soit un nombre.
Les fonctions a2, a^j a^ sont homogènes par rapport aux variables X] nous attribuons aux coefficients a, 6, c, <i, e les poids 1, 2, 3, 4) ^; les coefficients ^2, a.i, ac sont des fonctions isobariques de ces quantités avec les poids 4? 8, 12 (§ 53).
On peut calculer effectivement les coefficients ci^-^a^^a-^^o^ d'après les règles du calcul des fonctions symétriques 5 c'est ce que Cayley a fait, mais le calcul et les formules sont très compliqués.
Nous nous borneron s à former la résolvante dans ce cas parti-
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culier. La valeur trouvée pour a^ estnalurellemeat valable pour le cas général.
Supposons que l'équation du cinquième degré soit de la forme de Bring-Jerrard ( * )
(i3) x^ -\- oix -h ^ = o.
Les coefficients a2,a^^ a^ sont des fonctions rationnelles et entières de a et de p. Parmi les coefficients de Téquation générale (6), d est du poids 4^ ^ du poids 5; il en résulte que le coefficient e ne peut figurer dans aa, et ne peut figurer dans «4 et Oq que multiplié par un des coefficients a, 6, C5 si donc a, 6, c sont nuls. e disparaîtra de ces expressions. Dans le cas de Téquation (i3\ les coefficients a^, ^4, ae seront donc indépendants de ^.
En désignant par m, m,, ma, m^ des entiers, on trouve
(14) aj=/nia, a4=m2a*, ae=/7isa', «5= m.
Les entiers m, /Wi, /?i2, f^h se déterminent à l'aide d'une hypothèse particulière. Supposons ^ = o; il vient
(i5) a:o = o, Xi = ^—ol, ^2= «V— «» ar,^ — /— a, jr4 = — iV — ^c-
D'où
v/Â = (iPo— a:'i)'(a?o— ^iX-To— ^3)(^o— J'O
= 16 1 /— a* = — 1 6 /a» ; <lonc
A = iSùoLK
Comme 6 est nul, on trouve, d'après (7) et (8),j' = 2ii; les équations (i i) et (i5) donnent alors comme valeurs de >' :
Pour le cas de ^ = o, on a donc l'identité
I 7« -+- a,7* -h a47« -4- ag — a^y \/ï (»7) j =(7H-2v/i)*(j^*-8^V^-T-2oor)
( = y^ — 20 a^* H- 240 »*J^* -^- 5 1 1 ^â^y H- 3io a^.
(*) RuNGB, Acta mathematica, t. Vil.
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On en déduit la résolvante générale de l'équation (i3) en remplaçant — i6y/a* par y/K^ ce qui donne
(i8) y^ — 2oa^*-H a4oa*j^* — 32j y^Â -+- 32oa* = o.
Le discriminant A est égal à
ainsi qu'il résulte de l'équation (3) du § 80. L'équation en u est encore plus simple; c'est
posant enfin lû = p, on trouve pour v l'équation rationnelle du sixième degré
('il) (v'^ — 5ap*-f- 1 5a* t» H- 5a')» — Ap = o.
On déduit de l'équation (17) une autre forme de l'équation en
r; on change yJoL en — y/a, et l'on multiplie membre à membre,
ce qui donne
{v— 7.y*{v^ — 6ar-+- 25a») = o;
c'est à cetle forme que doit se réduire (21) dans le cas de P = o. D'autre part, l'équation (19) détermine dans (21) la partie qui dépend de ^; on trouve donc pour la résolvante
(22) (t;— a)*(p*— 6ap-4-25a») = 5»?n'.
On peut se demander si la fonction v ainsi introduite est réellement métacyclique, si elle n'admet pas d'autres permutations pour des équations particulières. Pour que ce cas pût se présenter, il faudrait que les équations (21) ou (22) eussent des racines égales, ou que l'équation (20) admît des racines opposées.
On ne trouve u = o ou v =1 o que lorsque a est nul. L'équation (i3) devient alors l'équation métacvclique bien connue x"* 4- P = o ; nous laisserons donc ce cas de côté. L'équation (20) ne peut avoir deux racines opposées que dans l'hypothèse A = o; par conséquent, lorsque l'équation (1 3) a des racines égales; ce cas ne peut se présenter, puisque nous avons supposé (i3) irréductible.
11 resle donc à se demander si Téquation (20) peut avoir des racines égales. Ces racines devraient satisfaire à l'équation dérivée
6 a* — 20 a M» -h 3oa* a — y^Â = o ;
en éliminant y^Â entre cette éqtiation el (20), elles devraient aussi satisfaire à
On aurait donc ç^ = a, donc ^ == o, [d'après (22). Mais alors l'équation du cinquième degré admettrait le facteur x et ne serait pas irréductible.
Si donc on veut savoir si une équation donnée de la forme (i3) est résoluble, il faut d'abord examiner si elle est irréductible, puis chercher si Tune des équations (21) ou (22) admet une racine rationnelle. Si a et p sont des nombres entiers, toute valeur rationnelle de v est aussi un nombre entier qui devra être diviseur de 25a'.
Soit, par exemple, a= 5, p = 5^; si t est un entier non divisible par 5, ^5 -h aa:-+- ^ est irréductible (§ 186, 3). On devra remplacer v par des puissances de 5, affectées du signe -|- ou — . Mais pour aucune de ces valeurs, l'équation (2a) ne pourra être vérifiée, l'exposant de 5 dans le premier membre n'étant jaaiais aussi élevé que dans le second. Donc :
Aucune équation de la forme ^2-|-5:c-h5^ = o n^est mêla' cyclique.
Pour trouver des équations métacycliques, posons dans (22)
on en déduit
(X — i)*(X* — 6XH-25)'
remplaçons X et a par des quantités rationnelles (choisies dans un domaine de rationalité quelconque, par exemple celui des fonctions rationnelles de X et a) ; l'équation du cinquième degré
(24) a:* -h aa7-+- p = o
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sera résoluble algébriquement; en effet, dans le cas où cette équation devient réductible, on est aussi ramené à des équations qu'on sait résoudre.
Réciproquement, on peut affirmer que, si dans Téquation (24) les coefficients a et ^ n'ont pas la forme (28), Péquation ne peut être résolue algébriquement.
Soit, par exemple, X=3, pL=i; on trouve 2*a = 3.5', 38^ =: 3,55. l'équation (24) se simplifie en prenant une nouvelle inconnue Ç, définie par l'équation
On trouve ainsi
irréductible (§ 186, 3), mais pouvant être résolue algébriquement.
§ 190. — Le groupe de la résolvante.
Les théorèmes, démontrés dans le paragraphe précédent, conduisent à une conséquence remarquable pour les équations du sixième degré.
Considérons de nouveau x^^ ^i , ^2, ^s ? ^4 comme des variables indépendantes. Les six quantités
sont racines d'une équation du sixième degré, F((^) = o, dont les coefficients sont des fonctions rationnelles des fonctions symétriques fondamentales a, 6, c, rf, e des variables x ; elle est irréductible dans le corps des fonctions rationnelles de ces grandeurs. Cette équation est une résolvante de l'équation du cinquième degré, admettant pour racines les variables x.
Soit M le groupe linéaire complet des variables x\ les groupes Tf^M-n conjugués de M n'ont d'autre diviseur commun que la permutation identique. En effet, tout diviseur commun à ces groupes devrait être un diviseur normal du groupe symétrique et par suite du groupe alternant; comme ce ne peut être le groupe alternant lui-même, il se réduit donc au groupe unité (§ 185),
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La résolvante F((^) == o est donc, d'après la définition donnée au § 163, la résolvante totale de/(a:) = o; son groupe doit être de même que celui de l'équation, c'est-à-dire du degré 1.2.3.4.5= lao. La fonction F((^) étant aussi irréductible, le groupe des permutations des indices des six quantités v est transitif. Il est du degré 120, tandis que le degré du groupe symétrique des six indices est égal à 6. 120. Donc :
Le groupe symétrique des permutations de six indices admet un diviseur transitifs d'indice 6.
Pour trouver ce groupe remarquable, que nous appellerons C, il suffit de se rendre compte de l'effet produit par les 120 permutations des variables :r sur les quantités v ou les quantités (11) du paragraphe précédent.
Nous avons vu précédemment (§ 160, 2) que les transpositions (0,1), (0,2), (o,3), (0,4) engendrent, par compositions successives, tout le groupe symétrique des permutations de cinq indices. Il suffit donc de chercher Teffet produit par ces quatre transpositions sur les quantités v,
La transposition (o, i) transforme chacune des expressions (11) (§ 189) en une des expressions (12), et réciproquement. En employant successivement les quatre transpositions considérées^ on trouve les quatre permutations suivantes tti, 112) ''^S) t^mj qui engendrent le groupe C :
(0,1) ir, = (i,3)(2,5)(4,6),
(0,2) 'itj = (i,4)(2,3)(5,6),
Les indices des transpositions, dont se composent les permutalions Tc, sont ceux des quantités u et v.
Parmi les 120 permutations du groupe C se trouvent entre
autres
TZir.i = (i,2,6)(3,4,5),
7Ui7rj7C3 = (1,6,5, 4),
IClTC, 11,714 =(2,4,6, 3, 5),
(irjTtjiTjir*)» = (2, 3, 4, 5, 6).
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Il est alors aisé de former une fonction des six quantités v, appartenant au groupe C.
Une fonction telle que
Vi Vi -h 1>Î P4 -H Vg t'j
reste invariable , quand on fait les permutations iii ou 7:4 7:2 ; si on lui applique- les puissances de la permutation cyclique (2, 3, 4, 5, 6), elle donne naissance à cinq fonctions :
Wq = (^i Pj -f- V^ t^i -\-VtVij Wi = (>, P^ -h Pj ^6 -^ ^Z^iy
«^3 = V1V3 -+- VtV^-hViV^,
w^ = (>, Pj -h p, (;, -H Pfc Pe •
En appliquant aux fonctions (2) les permutations 7C|, tcj, TC3, 7:4, ces fonctions se transforment Tune dans l'autre de la manière suivante :
en d'autres termes, les permutations tci, t;^? '^%i '^a correspondent aux transpositions (0,1), (0,2), (o,3), (o,4) des indices des fonctions fp; donc (§ 160, 2) au groupe C correspond tout le groupe symétrique des indices des fonctions w. Toute fonction symétrique des cinq quantités (v, qui n'est pas en même temps une fonction symétrique des quantités (^, est une fonction appartenant à C,
On peut choisir, par exemple, la somme des carrés des fonctions iv
= ivj -h WJ -H Wj -H ivj -h W ^ ,
ou encore une fonction de la forme
A étant une quantité rationnelle arbitraire.
Celte fonction W est racine d'une équation irréductible du sixième degré , dont les coefficients sont des fonctions symétriques des six quantités v.
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RACINES DES ÉQUATIONS MÉTACYCLIQUES
§ 191. — Position du problème. — Théorème auxiliaire.
Nous avons établi, dans le Chapitre précédent, les conditions générales permettant de reconnaître si une équation donnée, de degré premier, est ou n'est pas métacyclique. Mais le sujet est loin d'être entièrement épuisé par là. Il s'agit maintenant d'indiquer un procédé permettant de trouver toutes les équations niétacycliques, en donnant au problème une forme primitivement indiquée par Abel. Ce géomètre n'a laissé sur ce sujet que de courtes indications sans démonstrations; M. Kronecker a repris le problème sous la même forme, et l'a entièrement résolu en ce sens, qu'il a déterminé^ pour commencer, non pas les équations ellesmêmes, mais bien leurs racines (*). C'est ainsi que M. Kronecker a indiqué, pour chaque nombre premier /i, une expression déduite d'un corps donné Û par des extractions de racines successives, possédant la double propriété suivante : toute racine d'une équation métacyclique de degré /?, irréductible en Û, est contenue dans cette expression, et, réciproquement, toute expression de cette
(') Abel, Sur la résolution algébrique des équations (Œuvres complètes, édition Sylow, t. II, p. 217"). — Lettre à Crelle, i4 mars 1826 {Œuvres, t. II, p. 266).
Kronecker, Sur les équations résolubles algébriquement {Monatsberichle de r Académie de Berlin, i853, i856).
Cayley, Sur un théorème d*Abel, etc, {Math, papers; t. XI, p. i32.
H. Weber, Sur les équations de degré premier résolubles algébriquement {Comptes rendus de V Association pour ^avancement des Sciences naturelles; Marburg, 1892). — L'exposition du texte est la même, simplifiée et corrigée sur un point.
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forme est racine d'une équation mélacjclique de degré /z, irréductible en Q.
Les résolvantes de Lagrange sont la base de ces recherches.
Soient n un nombre premier, Xo, x«, ..., :r„_j des variables indépendantes; convenons que l'on a
soit enfin e une racine /i**"* de l'unité. Nous posons
h (1) (s, j?) = a?o-+-eJ7i-+- Ê'J^i-+-. . .4- s^-^a^rt-i = 7, t^x/i,
Ces expressions sont précisément les résolvantes de Lagrange» que nous avons déjà rencontrées au Chapitre XIV; nous avons examiné à ce moment la façon dont elles se comportent vis-à-vis Aes permutations cycliques (§ 171).
Cherchons maintenant quel effet produisent sur ces fonctions les permutations linéaires du § 188, et démontrons d'abord un théorème auxiliaire, contenu en réalité dans des résultats précédemment établis.
Les racines n*®"" imaginaires de l'unité sont les racines de l'équation
On a vu (§ 174) que la fonction X est irréductible dans le corps des nombres rationnels R.
Prenons un corps quelconque Û, dans lequel X soit irréductible; déduisons-en le corps Û(e), formé de toutes les fonctions rationnelles ayant pour coefficients des éléments de Û^ il résulte du § 149 que tout élément de ce corps peut être mis d'une seule manière sous la forme
(3) co-h Cie-hCjE* -f-...-h c„_je'»-«,
les coefficients c étant des éléments de û.
Pour abréger, nous dirons que la forme (3) est la forme normale des éléments du corps û(e); nous pourrons donc énoncer le théorème suivant :
Soit û un corps, dans lequel Inéquation de diçision\ = o
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est irréductible; tout élément du corps û(e) peut être ramené d^ une seule manière à la forme normale
les coefficients c étant des éléments de û.
Nous pouvons prendre, comme corps û, celui qui résulte de R par Tadjonction de /i variables indépendantes a:©, ar«, ..., Xn-\- En effel, si X était réductible dans ce nouveau corps, on aurait
Xi et X2 étant des fonctions entières des racines e et des fonctions rationnelles des variables x\ on pourrait substituer aux variables OToj ^^^ •• -j ^/î_i des nombres rationnels tels que les fonctions X, et X2, sans changer de degré par rapport à s, deviennent des fonctions de R (§ 43); il y aurait donc contradiction, puisque X est irréductible dans le corps R.
Ce corps û admet différents diviseurs ; X est irréductible dans chacun d'eux; l'un quelconque peut donc jouer le rôle de û dans le théorème \ . On obtient un de ces diviseurs en prenant un groupe de permutations P des n indices o, i, 2, . . . , /i — i , et en considérant l'ensemble de toutes les fonctions des n variables jco' Xsy ...,^rt_4, appartenant à R, et permettant'les permutations du groupe P.
L'ensemble de ces fonctions constitue évidemment un corps ^ à chacun des groupes de permutations des n indices correspond donc un corps déterminé Û. On peut représenter les fonctions de ce corps à l'aide des (onctions symétriques des variables x et d'une fonction appartenant au groupe P.
Le corps Q ainsi déterminé appartient au groupe P. Il peut jouer le rôle de û dans le théorème 1 (voir § 159).
On peut donc énoncer ce second théorème :
2. Lorsqu'une fonction rationnelle ^(^o? ^1 ? • • •? ^«-< y ^) du corps Q(e) ne change pas, quand on effectue sur les indices (les variables les permutations dUin groupe P, les coefficients Coy ^1, C2, ..., c„_^ de la forme normale de ^ permettent ces mêmes permutations.
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Soit ^(e) un élément quelconque du corps û(e); on obtient 1rs fonctions conjuguées en remplaçant la racine e par une autre racine quelconque de X = o; on fait donc la substitution (e, e*) pour A = i,2, ...,/i — I. Tous les corps ainsi formés sont contenus dans û(£); ils sont donc identiques; par suite, û(e) est un corps normal sur Ù (§ 149, 152). Lorsqu'une fonction ^(e) demeure invariable, quand on remplace e par les différentes racines e^, elle est elle-même contenue dans û, ainsi que cela résultait déjà des propositions du § loi. On le voit d'ailleurs directement; riijpothèse <^(€*) = ^(s) donne
C| -h Cj ~- . . . H- Cn—x
on en conclut, d'après le théorème 1, que C|, Co, - . ., c„_2 sont nuls. Donc :
3. Lorsqu'une fonction de û(€) permet toutes les substitutions (e, e^), elle est contenue dans Û.
§ 192. — Théorèmes sur les résolTantes.
Considérons maintenant les résolvantes de Lagrange (e, x)\ £ est une racine n'*""® imaginaire de Tunilé, les variables j: soni indépendantes; appliquons à ces fonctions les théorèmes précédents.
Cherchons d*abord l'effet produit par les permutations linéaires ; il suffira d'envisager les deux substitutions génératrices
(i) 5=(A, /i-M), t = {h,ffh);
l'indice h, pris par rapport au module n, devient égal aux différents indices des variables x; g est une racine primitive du nombre n (§ 188).
Faisons dans la fonction
la siibslilution 5; elle devient
La substitution s a donc pour effet de multiplier (e, x) par e~*. Ecrivons ensuite (e, x) sous la forme
(t,x) = xo-h V E'*ar/,;
faisons la substitution t en remplaçant x^ par ^^>^; cette fonction
devient
(3) aro-+- 2 E^ar^A.
Dans cette somme, les valeurs de h sont celles d^un système complet de restes par rapport au module n, zéro exclu; on peut donc remplacer h par hg~* ; la somme (3) devient alors
-+- V zsr'hxh — {t8^\ x).
Employons plusieurs fois les permutations s ei t] Teffet de s^ et de i^ consiste à changer
(e, ar) en E-^(e,a?)
et
(s, a?) en (e*""^, a?);
en particulier, pour X = — i, {t. x) se change en £(£, j:) ou (£^j^); on peut donc énoncer le théorème suivant :
4. Les substitutions génératrices s et t du groupe linéaire produisent les changements suivants :
s change (e, x) en £"*(£, x); a'~* change (e, x) en €(5, x):
t change (s, x) en (e^~', :r); /"* change (e, a:) e/i (e^, x).
D'autre part, s est la permutation génératrice du groupe cyclique; les propositions 2 et 4 fournissent alors ce corollaire :
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étant réduites à leur forme normale\^ 191, (3)], leurs coefficients sont des fondions cycliques de Xq, ^i , . . . , x„_i (§ 170).
A est un entier quelconque, non divisible par/i. Prenons X = ^, et remplaçons e par les n — i racines de X= o; la fonction F (s) donne naissance à /i — i fonctions distinctes, qui restent invariables quand on fait la substitution s; nous les désignerons par
en posant
on a donc
Transformons les fonctions (5) par la substitution /"* ; le théorème 4 montre que les fonctions /"oiyn •• •> fn-t subissent la permutation cyclique (o, i , 2, . . . , n — 2).
De plus, tant que les quantités x sont des variables arbitraires, on voit, diaprés (5), que les fonctions fy sont toutes distinctes, puisqu'elles sont décomposées en facteurs linéaires différents.
Si donc on forme une fonction cyclique de ces n — 1 quantités
cette nouvelle fonction ne change pas quand on y fait les substitutions 5 et ^~*, par suite t et toutes celles du groupe linéaire ; d'où le théorème suivant :
6. Une fonction cyclique des quantités f^, f, ..., y„_2 étant mise sous la forme normale, ses coefficients so(it des fonctions métacycliques des variables Xq, ^i , . . . , x„^i .
Une fonction métacyclique est, en effet, une fonction qui ne change pas, quand on y fait les permutations du groupe linéaire.
Les fonctions y*o>/i> • • •> fn-2 se permutent aussi cycliquement quand on laisse invariables les quantités x et qu^on fait la substitution (e, e^). Si donc la fonction cyclique C des quantités/ ne contient pas e dans ses coefiicienls, elle reste invariable, quelle
.■* -n. . - i..-«t;:ab;-^«n :. .' «a conctut donc de »> e 'heu
"^ _. .1'' "onction vciifju^ i. s- ftttrrf-
r9i' . t t' • — ' *rie ?''":'^nt5 '^tionneis 'des *^tiruLb*tr$
' •' • ^ — .-•'II. as ' t-:. ians l'ordre -les «fix-r*-
iiH-ç • II*»— V 'î'i ■ "^nii 'ne :**"* =c: 'ontes .es résolvante:» diirpa- -ji^^M^'-r •;,n-. - r-^ni^-r 'aemure. -aai £• j: • : iî vient
n -'::«'-3nt -ntier laècemmie: >a conctat de ^
'^.^:r j- :r:«* -tîci"»* TiauLive l'.-terminet* lu ooniure /i : oa poam ii^-«^ j* ^: j". — '/. -'jot m aller irtMtraire; ie* racines primin»*^ !.»• -«.nt -n -îfrC rriine* ra *i m miutiDle ie i près. Il vient
HCHl/I
n ^rïîw"^ I«inr îr-rermmer le siaLaiere jn on ait
noioa 7
L'fTi*; . ■*:niat.oa ; :in»iir lOîS^frons
-•.'T. •»n '.»iT*. .Trnme ians^ ^es étïuucions 4 .
S' -î-t* r**".: .icii r.ir £, -iL i — 3». nombre divisible par ii« csl rem-
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placé par nk. On en conclut
On peut généraliser ces formules en observant que les fonctions /«i fht • • • j /«-a se permutent cycliquement quand on fait la substitution (e, £^). Si donc on convient qu'an écrira /a =^;t, pourvu que h ^ A" (mod n — i), et si l'on pose
(i3) F(eir^) = Fv=(fi^,ar)'»*,
la formule (12), transformée par la substitution (e, e^*), devient
Cette équation sera exacte pour toute valeur de v, si l'on convient que Fa est égal à F^) sous la condition
h^k (mod 71 — i).
Il résulte alors du théorème 4 que la substitution s ne change pas les fonctions F©, F|, . .., F;,_27 et que la substitution i"* les permute cycliquement.
Pour ramener les exposants à leurs restes minima par rapport au module /i, on posera
(i5) ^y=z nq.,-hr, o<rv</i, To = 1 ;
les nombres r^ sont, dans un certain ordre, les nombres 1,2,..., n — I ; 7*0 est toujours égal à i .
L'équation (5) montre alors que
posons encore
(«7) *v= Fv/7--/?rr'-.-/v''i«-3;
l'équation (i4) donne alors
08) (£s T)n = *;/;-/;-T«. . ./;in-r
Les exposants ry ne changent pas, quand on remplace g par g — In; ils sont indépendants de la condition (10); on peut donc les chercher à l'aide d'une racine primitive g quelconque. W. 4^
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En résumé, les propriétés caractéristiques des fonctions y*vi Fv* <E»v) figurant dans ces équations, sont les suivantes; coy désigne Tensemble de ces fonctions :
(a). La permutation cyclique s = ( h, h -[- i)^ effectuée sur les indices des variables a:, ne change pas V ensemble des fonctions iOy.
(P). La permutation linéaire t~* = (A, g~^ A), faite sur les indices des variables x, produit sur les indices des fonctions co la permutation cyclique (o, i , 2, . . . , n — 2).
(y). La substitution o- = (s, s^) produit la même permutation cyclique (o, 1,2, ...,/i — 2) des indices des fonctions w.
(8). Les fonctions cycliques des quantités i^^sont des fonctions métacycliques des variables x et sont indépendantes de s.
D'après le théorème de Lagrange (§ 162), toute fonction 6v, possédant les quatre propriétés (a), (P), (y), (5), peut être exprimée rationnellement, dans le corps û des fonctions métacjcliques de x^ en fonction d'une quelconque d'entre elles <*>v, à condition que les quantités (Oq? ^19 • - •> ^n-^ soient distinctes; on peut donc supposer que ces fonctions (Oy soient les fonctions y*v-
Si en effet u représente une variable, et si Ton pose
(19) («/ — wo)(w— a>i)...(M — (o„_,) = (p(z/),
la fonction 7(2^) admet les permutations 5 et ^ et aussi la substitution (T = (e, e^) \ c'est donc (§ 191^ 3) une fonction entière de u ; ses coefficients sont des fonctions métacycliques des variables x^ <)t sont indépendants de s.
Désignons par 8q, Qi, - . . , 0„_2 un système de fonctions possédant les quatre propriétés (a), (P), (y), (3); la somme
<?st une fonction entière en w, du degré n — 2, qui permet égale ment les substitutions s^t^ rs\ ses coefficients sont donc des éléments de û. Posons
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faisons u = (Oy dans Fëqualion (20); il vient
ev = e(a)v),
S désignant une fonction rationnelle, dont les coefficients sont niétacycliques parrapport aux variables^ et ne contiennent plus e.
§ 193. — Racines d'une éqnation métacyclique.
Nous allons maintenant remplacer dans les équations du paragraphe précédent les variables Xq, x^, ..., Xn^i par les racines 5o» 5iî •••j \n-\ d'une équation métacyclique de degré /i, irréductible dans un corps quelconque K. Nous ferons cette substitution dans un ordre tel, que les fonctions niétacycliques des variables Ç soient rationnelles dans le corps K, ce qui est toujours possible, d'après les théorèmes du Chapitre précédent.
Faisons d'abord deux hypothèses restrictives, dont nous nous aiTranchirons par la suite.
1° La substitution des variables \ n'annule aucune des résolvantes (e, x)^ e étant une racine n**"® imaginaire de l'unité.
D'après les équations (i3),(i6), (17) du § 192, les fonctions y^j Fv, <E^v prennent alors des valeurs déterminées, non nulles.
2° La même substitution ne peut rendre égales deux des fonctions/q,/<, • ..,/rt-2«
Nous supposons que la substitution des variables \ aux variables x transforme y© > /l> "'y/n-2 en kQy A'j, ...,A-,2_2, CCS quantités étant toutes distinctes, et ^o? ^o v ) ^/i-a ^^ ^Of Kf, ..., Kn_2, certaines dé ces quantités pouvant devenir égales.
Les fonctionsy*v possédant la propriété 0, les quantités Ato? ^i v» Ar«_2 soiït racines d'une équation cyclique ^ ( w) = o, de degré n — i (par conséquent pair); u étant une variable, la fonction
(1) »J;(m) = (m — X'o) (w — Al). . .(a — k'n-i)
est une fonction de m, de degré n — 1, à coefficients rationnels. Les quantités A'o, A'i, ..., /t/i.s s'expriment rationnellement les unes en fonction des autres par des équations de la forme (§ 170)
(-2) At = Q(koh Ai=0(A:,), ..., A-«-j=e(A:«-,), A» = 6(A:„_,).
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Diaprés le théorème final du § 19S, les quantités Ky s^exprimenl d^une façon analogue en fonction des quantités Atv) sous la forme
(3) Ko = *(X:o), K, = *(A:,), ..., K„_j = *(/:«_,).
4> étant une fonction rationnelle dans le corps K.
La formule (18) du § 192 conduit alors au résultat suivant. Posons, pour abréger,
il vient
( 5 ) ( Ê'-v , 0 = Kv <— T^-i' . . . t;v«_, ;
en ajoutant membre à membre les équations obtenues, et désignant par Â la fonction rationnelle (1,0:), on trouve
(6) ,i{^, = A -f. 2 Kv<"-<î-i' • • <%-f
D'après les formules (16) et (17) du § 192, les quantités Ky et A\ isont toutes différentes de zéro.
L'expression (6) fournit une des racines ^.
En posant, pour abréger,
R' — it-'"»— J /•'*•»- « iKo
et en écrivant Téquation (6) sous la forme
(7) ;i5, = A + Ko 7R^+ K, 1/5;-+-. . . -h K„_, Î/rH;,
^0 6st exprimé en fonction de n — i radicaux d^indice /i, dont chacun peut prendre n valeurs distinctes. Ces valeurs ne peuvent d'ailleurs être indépendantes, sans quoi l'équation (7) fournirait un trop grand nombre de valeurs de Ç. En effet, si l'on pose [§192, (16)]
l'équation (5) donne
(8) KvyR;=Kf_,X:v-i(yïï;-,)^;
on pourra ainsi exprimer rationnellement tous les radicaux en
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fonction de Tun d'eux et des quantités A\. La formule (6) offre, par rapport à Féquation (7), le très grand avantage que, de quelque
manière qu'on choisisse les n — i radicaux Ç/âtv, elle ne fournie que n valeurs différentes, les n racines Ç.
Pour le démontrer, désignons par e©, e<, ..., e;,_2 les racines ^^icmes jç l'unité dans un ordre quelconque; remplaçons dans l'équation (5) les quantités
V^Xto, V^, •••, V^n-i,
par
La formule (6) devient alors
(9) n^ = A -h 2 EvKv<--x;:n'. . . <v„_i;
Ev est une racine /i'*"* de l'unité, qui a pour valeur
(10) Ev = e;-u;-r,'...< Par définition [§ 192, (i5)], on a
(11) Tv^^Tv-i (mod/i);
l'indice r devant être pris par rapport au module n — 1, la formule (10) donne
*^Ah-i — e-v— i S • • • ^v+n— 8»
VK — -r,^, r„_, /■, .
d'où
(12) Ev = EÎ-1 = Efv .
En choisissant arbitrairement les racines e, on aura
(i3) Eo = eS— eî— ...s;».,;
les autres quantités Ey sont alors complètement déterminées par Téquation (12). L'équation (6) fournit donc seulement n valeurs, qu'on peut obtenir en attribuant à l'un des radicaux ses n valeurs différentes. (Comparer ce résultat à la méthode de Cayley, pour la résolution de l'équation du troisième degré, § 39.)
Pour former les quantités Ço? So •••> 5/i-i dans l'ordre qui est nécessaire pour la formation du groupe cyclique et métacyclique, il faut multiplier les deux membres de (5) par e"^*"», avant défaire la somme; on trouve ainsi (§ 171)
( 1 4 ) n U = A + 2 e-'^-v Kv tJ— zl^'ff . . . tÇv«-i ;
en choisissant les radicaux d'une manière différente, on ne produit qu'une permutation cjclique des racines |>^.
§ 194. — Disparition des hypothèses restrictives.
Ces recherches sur les équations résolubles algébriquement manqueraient de généralité s*il fallait conserver les deux hypothèses restrictives du paragraphe précédent.
Nous allons montrer qu'elles ne sont pas nécessaires. Soientr^o, 7i,, ..., y\„_i les racines d'une équation irréductible, métacyclique, de degré n, absolument quelconque. Définissons de nouvelles inconnues ^0? if 1 •• •} i/i-i pai* le système d'équations
^(y) ^^^ "'^^ fonction entière de degré n — i,
(a) ^{y) = «0 -H «ir -+-• • •-^- ««-! J"»-* ;
ses coefficients, indéterminés pour l'instant, appartiennent au corps K. Nous supposerons que les n quantités ^ sont distinctes; elles sont alors racines d'une équation métacyclique irréductible, de degré /i; l'équation (i) définit une transformation de Tschirnhausen (§58); Ço est un élément primitif du corps K(7|0)', par suite, les corps K(io) ^t K(7io) sont identiques, et de même les corps conjugués K($r) et K(7i^), En posant
les coefficients b étant des éléments de K, on aura aussi
(4) 'io = x(5o)» 'ni = x(5i)> •••» 'nn-i = x(U-i)'
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Il est maintenant facile de montrer qu^on peut disposer des coefficients «o> ^«> • • • i <^n^\ des formules (i), de manière que les quantités Ç vérifient les hypothèses 1 et 2 du paragraphe précédent.
Considérons les coefficients a comme des variables indépendantes; les quantités \^ déterminées par les équations (i)^ seront aussi variables, et dépendront des premières par une substitution linéaire à déterminant différent de zéro. Ce déterminant est
cVst le produit des différences deux à deux des quantités r\ ; il est par hypothèse diflerent de zéro.
Si l'on transforme lés variables x parla substitution ar>i = i(7|>^), les fonctions (e, x) et les différences /« — f^ se transforment en fonctions des variables a, qui ne peuvent être identiquement nulles ; car (§ 192) ce sont des fonctions non identiquement nulles des variables Xo, ^i, . . ., ^«_». Ces fonctions (s, x) et fa, — f^ deviennent alors (e, Ç) et /:« — ^?; ^^ vertu du théorème 1 du § 143, on peut toujours trouver pour ûTo, «i, ..., cin-{ des valeurs rationnelles telles que ces fonctions ne soient point nulles; il en résulte bien, comme nous voulions le démontrer, que les quantités \h sont distinctes.
Cela posé, considérons le système des variables indépendantes jToj ^11 •••» ^/i-M et un autre système de variables y dépendant des précédentes, et définies par les équations
y^ est la fonction (3); nous poserons de plus
(6) ev =
Les indices des variables x étant permutés d'ime manière quelconque, ceux des variables y subissent la même permutation. Si donc nous effectuons dans la fonction (6) la permutation cycliques, Ov ne change pas (§ 192, 4).
Mettons alors 8v sous la forme normale (§ 191); ses coefficients seront des fonctions cycliques àe Xq^ ^t^ . • ., ^yi-i •
Si Ton effectue dans ôy la permutation t~* =^(^h^ g"^ h)^ % se transforme en 6v+i (§ 192, 4); les fonctions 9v se permutent donc cycliquement.
Il en est de même quand on fait la substitution o- = (s, s*^); le système des fonctions 9 possède donc les propriétés a, ^,y, 8 (§ 192).
Si Ton remplace les variables x par les variables Ç, et, par conséquent, les^ par les yj, la fonction Oy devient, d'après le théorème final du § 192, une fonction rationnelle de /fy,
(7) ' Qv = Q(A:y); l'équation (6) montre alors que
(8) (eS^.) = Qv(£'-v,0.
Si l'on remplace (e'*», \) par l'expression (5) du § 193, on trouve, pour (e^v, Yj), une expression de même forme, avec cette seule différence que Ky est remplacé par QyKy. Les fonctions QyKy ont les mêmes propriétés essentielles que les fonctions Ky; seulement quelques-unes peuvent se réduire à zéro. La même transformation, faite dans l'équation (6) du § 193, fait connaître la valeur de Yio.
Ces considérations nous affranchissent des hypothèses restrictives du § 190; nous pouvons donc énoncer le théorème général suivant :
L Toute racine \ d^iine équation métacyclique, de degré premier n, peut être mise sous la forme
(9) { = a-+-2kv';-<:;-
A est une quantité rationnelle; A-o, A*,, ..., kn^ii sont les n racines distinctes non nulles d'une équation métacyclique de degré n — i; Ky est une fonction rationnelle de A-y, dont la forme est la même quel que soit Vindice v. Les exposants /'o, Tj, . . ., /*„_2 sont les restes positifs minima des nombres i , g y g^-i • • •> g^^^\ g ^^^ une racine primitive de n. Les n valeurs.
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qiûon déduit de la formule (9) en attribuant aux radicaux
Tv = /Av leurs différentes valeurs, sont les n racines d^une seule et même équation rationnelle.
La formule (9) résulte de réqualloo (6) du § 193, lorsqu'on remplace A et KvparnÂet /iKv, eu vue de simplifier l'expression.
La réciproque du théorème I est aussi vraie.
En eflfel, appelons e Tune quelconque des racines /i'*°** imaginaires de Tunité, et posons
(10) Ç;i = A -f. 2 £'^''»Kv<'-'<ïi". . .<::h/.-i»
Il prenant les valeurs o, 1, 2, . . ., /i — i ; ou bien, pour abréger,
(II) |a=A-i-2**'"''^vV^^,
en posant, comme précédemment,
Nous avons maintenant à rechercher comment varie Ç^i, lorsque : 1^ on choisit une autre détermination de Tun des radicaux
2° on permute cycliquement les quantités A'o, A"o ..., /r„_2.
Changeons le signe de Tun des radicaux, Ta par exemple, ce qui revient à faire la substitution
j3 étant un exposant quelconque et Al'un des indices 0,1,2,.. .\n — i . L'indice de r devant être pris par rapport au module n — i, le radical Ta aura dans Téquation (12) Texposant rrt_,.v-o-2= ^v-a-»; la substitution (i3) produit donc aussi le changement
(i4) (vs^r £?'•>-«-« v^r;).
D'après la définition des nombres a, on a
Ta+p^/'a'-p (mod/i);
si donc on transforme la formule (ii) parla substîlulîon (i3), h devient h -h ^/'^a-i î donc :
1. La substitution (i3) produit parmi les indices des racines \
la permutation cyclique
Faisons en second lieu la permutation cyclique il lui correspond les substitutions
Ça devient alors
Donc :
2. La permutation cyclique (i5) produit parmi les indices des racines \ la permutation
Considérons maintenant une fonction symétrique rationnelle (ou simplement métacyclique) des racines \ :
S (çoî çp • • -f in-\ );
en y remplaçant les racines par leurs valeurs (i o), on la transforme en une fonction des radicaux
Cette fonction ne change pas quand on remplace un des radicaux par Tune quelconque de ses /z déterminations; par conséquent cette fonction est rationnelle par rapport à Ar©, ki, . . ., A'^-a- Par suite de la seconde propriété précédemment démontrée, cette fonction ne change pas non plus, quand on effectue sur les quantités A*v la permutation cyclique (/cqj ki, ..., kn^2)] comme ces quantités A\ sont les racines d'une équation cyclique du corps K, cette fonction S est elle-même un élément de K.; elle est donc rationnelle. En appliquant ce raisonnement aux coefficients de Té-
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quation admettant pour racines les quantités (lo), il en résulte que ces quantités sont les racines d'une équation de degré /z, rationnelle dans le corps K.
On peut faire les remarques suivantes au sujet de l'irréductibilité de cette équation.
Si le radical \/Rq ne s'exprime pas rationnellement en fonction de ko, la fonction
(17) ar« — Ro
est irréductible (§ 187) dans le corps K(/ro), qu'on déduit de K par l'adjonction de A-o- D'après l'équation (8) du § 193, on peut exprimer l'une quelconque des racines Ç, par exemple Ço» rationnellement en fonction d'une des racines de cette équation, ^Roi
on obtient ensuite toutes les autres racines Ç en remplaçant ^/Ro par les différentes racines de (17). Soit donc ^(^o) = o ^^^^ équation rationnelle dans le corps K(A'o)i à laquelle satisfait une des racines ^\ la fonction (17) étant irréductible, cette équation devra admettre toutes les autres racines Ç; par conséquent l'équation de degré n, admettant les n racines Ç, est irréductible dans le corps K(X*o), et, à plus forte raison, dans le corps K.
Si au contraire y/Ro fait partie du corps K(A*o), toutes les quantités y/Rv sont contenues dans le même corps, ainsi que cela résulte de l'équation (8) du § 193. Par conséquent, toutes les racines Ç appartiennent au corps K(A"o>ê).
La substitution (A'o,A:<) transforme Rv_< enRyCt, par conséquent,
^Rv_i en ev\/Rvj «v étant une racine /i'^"® imaginaire de l'unité. Cette même substitution, effectuée dans l'équation (8) du § 193, donne
£0 doit appartenir au corps K(A*o), et de même les quantités d'ailleurs la même substitution transforme Sy en Sv+<. La somme
A H- Kq Sq -H Kj S I -f- ... -h Ky— s Sy— J
esl donc un élément du domaine primitif de rationalité K; d'après Téquation (i i), c'est d'ailleurs une des racines Ç. Donc réciproquement :
II. Toute quantité \ représentée par la formule (9) est racine d'une équation du degré n dans le corps K.; cette équation est irréductible, si l'une des quantités Ç n'est pas elle-même un élément de K.
§ 195. - RéaUté.
Le corps K étant réel, on a vu au § 188 qu'il existe deux espèces d'équations métacycliques de degré premier n; les unes ont /i — 1 racines imaginaires et une seule racine réelle ; les autres ont toutes leurs racines réelles. Nous avons vu de même (§ 172) qu'il y a deux espèces d'équations cjcliques de degré pair, à racines toutes réelles ou toutes imaginaires.
Si l'équation cyclique, dont les racines sont A"o, ki, ..., A'„_2, appartient au premier genre, c'est-à-dire si toutes les quantités k sont réelles, et par suile aussi les radicaux To, T|, ..., t«_2j l'équation (10) du § 194 montre que Ço est réel; mais Çy^ et ç_>i sont imaginaires conjugués.
Si au contraire les quantités k sont imaginaires, on voit (§ 172) que A'v et k^ n -1 sont imaginaires conjugués. <P désignant une
fonction rationnelle, on pourra poser, d'après l'équation (8) du
yXZï^=*(*v)("v^)^* ,
ou bien
^R^^^, "/r; = *{k,)ivw,y ' ^'.
Puisque g est une racine primitive de /i, le nombre g ^ -h i est divisible par /i; le second membre est donc rationnel. En désignant par W une fonction rationnelle, on aura
^R^^^Î/Rv=V(X:v);
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on conclul de cette formule que W(k^) est donc réel. Il eu résulte que
_i et ^Wy
sont imaginaires conjugués. En efîet leurs puissances d^exposant n
sont imaginaires conjuguées, ces quantités elles-mêmes le sont
aussi, à moins que Fune ne diffère de la conjuguée de Tautre par
une racine ;i*^™® imaginaire de Tunité. Comme, d'autre part, leur
produit est réel, cette racine ne peut être que l'unité. D'ailleurs
on a
ryr^ — r n-i (mod/i);
la formule (i i) montre alors que toutes les racines Ç sont réelles. On a ainsi démontré, dans l'hjpolhèse d'un corps réel K, le ihéorème suivant :
Lorsque Inéquation cyclique, dont les racines sont ko, Ati, . . . /»//-2 7 « toutes ses racines réelles, l^une des racines $ est réelle, les autres sont imaginaires ; si les racines de celte équation cyclique sont imaginaires, toutes les racines \ sont réelles.
§ 196. — Équations métacydiqnes du cinquième degré.
Les théorèmes des paragraphes précédents nous ont permis de mettre les racines d'une équation métacyclique sous une forme absolument générale ; on pourra donc les former réellement, en supposant connues les racines des équations cycliques. La théorie de la division du cercle en parties égales nous fournit des systèmes complets d'équations cycliques de tout degré. En prenant par exemple le corps des nombres rationnels, nous pourrons former des équations métacycliques en nombre arbitraire. Elles comprennent toutes les équations appartenant au corps des nombres rationnels; c'est là un théorème très remarquable dû à M. Kronecker, que nous démontrerons dans le tome IL
Nous nous bornerons pour Tinslant à appliquer les résultais précédents à un problème particulier; nous nous proposons de trouver les racines de toutes les équations métacycliques du cin- (|uième degré dans un corps quelconque K.
A cet effet, il faut et il suffit qu'on puisse déterminer d'une façon générale les racines âto, fcty A"2» A'3 d'une équation cyclique du quatrième degré, à condition que A*o, A'i, k^, kz soient distinctes et qu! aucune déciles ne soit nulle.
Nous nous servirons pour cela de la fonction
qui ne doit pas être nulle, et qui est toujours réelle, si K est un corps réel; car, ou bien /:©, A*!, k^^ Aj sont réels, ou bien A'o, A** et A*|, A"3 sont des couples de racines imaginaires conjuguées.
La permutation cyclique (o, 1, 2, 3) change le signe de iv; le carré de w est donc une fonction cyclique, qui est connue par hypothèse. Les petites lettres a, b, c, . ,, désignant des éléments de K, c'est-à-dire des quantités rationnelles, posons
remarquons encore que chaque fonction des quantités A", qui change de signe par suite de la même permutation cyclique, est
le produit d'une quantité rationnelle par y/c.
Il ne s'agit donc plus que de former des fonctions cycliques en nombre suffisant pour pouvoir calculer les quatre quantités A*©, A*i , A'2, A'3,el les exprimer algébriquement à l'aide de quantités rationnelles indépendantes.
Les fonctions
(A-,_A0'-f-(A,-A3)S (Ao-A,)»-(A,-A-3)'
(Ao~A,)(A,-A-,)
sont deux autres fonctions cycliques; on trouve donc, en désignant par a el b des quantités rationnelles,
i (Ao — A2)2-i-(A, — /-8)2 = 8^», (3) •
( (X„ — A,)* — (Al — A3)* = 8a v/?.
Les trois quantités rationnelles a, 6, c ne sont pas indépendantes
CHAPITRE XVIII. — RACINES DES ÉQUATIONS MÉTACYCLIQUES
les unes des autres; diaprés les équations (2)et (3), elles vérifient la relation
Les équations (3) donnent maintenant
Ao — Aj = 2 ^ b -h a s/c,
ky — A'3 = 2 \ b — a^c\
ces deux radicaux vériGent la relation
( 6 ) V^c = \' b -\- ayjc y b — a /c
C et B désignant deux autres quantités rationnelles, on a
j Xo -+- A'i -^ kt -h A'a = 4 C,
( Xo — X , -+- Xj - X, = 4 B /c.
I X-, -hX-3 = 2(c — B/c);
il en résulte, d'après (5),
Xo = C -H B /c -h V/'^ -+- a y/c.
Inversement, il est aisé de montrer que ces quatre quantités sont les racines d'une équation cyclique du quatrième degré. Posons en effet, pour abréger,
<io) /• = /c, ^ = yb -k- a^Cj o'=zyb — a^r.\
il vient, d'après (6),
toute fonction rationnelle des quantités A:©? ^*i > ^'27 ^3 est une fonction linéaire à coefficients rationnels des six radicaux
I» '*, pj P'» '•?» ''P'-
^5';î livre m. — les grandeurs algébriques.
La permulalion cyclique (A*o? ^""i» ^'a? ^s) change
en
en répétant plusieurs fois cette opération, on voit qu'une fonction cyclique des quantités k ne peut subir aiicun changement lorsque, dans leur représentation linéaire à l'aide des six radicaux, on fait sur les éléments les quatre permutations suivantes :
pS
rp'.
-rp\
rp.
En additionnant les quatre expressions ainsi obtenues, on trouve, pour la fonction cyclique des quantités A", une valeur rationnelle. Pour former l'équation du quatrième degré admettant pour racines les quantités A*, il est préférable de prendre pour inconnue A- — C = j:. Un calcul très simple conduit à Péquation
(il) x^ — 2(B*c-+- 6)ar> — 4Bacar-i- B^c* — 2B*6c -f- b^ — a-c = o.
La représentation des quantités A* parles équations (9) n'est pas encore absolument satisfaisante, caries quantités a, 6, c qui y figurent sont assujetties à vérifier la relation (4), et nous nous sommes proposés de trouver une forme ne contenant que des grandeurs indépendantes.
Considérons d'abord le cas particulier où 6=0, d'où a = /. Les rqualions (9) deviennent alors
ko = C -h B /c -J -=~ /c,
A3=G-Bv/c— ^^ Vc;
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FéquatioD (ii) devient
a?* — 2B*car» — 4eBc2?-i- B*c» -t- c = o.
Pour que ce cas puisse se présenter, il faut que i soit un élément du corps K; il ne se présente donc pas lorsque K est réel.
Supposons donc 6 différent de zéro; définissons une autre quantité rationnelle h par les équations
b=z h{\ -ha*), c = /i*(i -ha*);
Téquation (4) devient alors une identité; si dans les équations (9) on remplace B/i par B, elles deviennent
Xo = C -h B y/i -h a* -h v/a(i -h a* -h a v/i -h a«),
, , , Xi = G — Bv/i-»-a*-+-v/A(r-haï — à/n-aO, (12) > _
Celte expression de ko présente encore Tavantage suivant : de quelque manière qu'on détermine le signe des radicaux elle ne fournit que quatre valeurs différentes.
Abel a donné pour Aq une valeur un peu différente, savoir :
X-o= C-f-Bv/i-+-e»-hV^/i(i -+- eï-h v/i-f-e
elle se déduit des équations (12) en posant a= -» en remplaçant
B par h et B<? par hé^, La forme (i 2) est plus générale, en ce sens qu'elle convient au^si au cas particulier a = o, dans lequel Téquation du quatrième degré se décdVnpose en deux équations du second degré.
11 faut maintenant substituer ces valeurs de k^^ Ai, A^, A's dans la formule (9) du § 194, pour obtenir les racines d'une équation mélacyclique du cinquième degré. Prenons g^= 2; les exposants ^0» f*\t f'2j ^z sont respectivement congrus à i, 2, 4? 8; ils seront donc égaux à 1, 2, 4^ 3; si donc, comme dans le § 193, on pose
Tj — V'^3»
xo = v^Ao, X, = \/A|, X, = /Aj,
on trouve
(i3) Ç=A4-Ko':2TjT5x34-K,Tj':î':î'Uo-f-K,T5TjxjTi-+-K3TÎTjTjTî.
Les coefficients Ko, K{, K2, K3 sont des fonctions rationnelles de Â'o, A'i, A^, fc^, qui se permutent cycliquement quand on fait subir aux quantités A* elles-mêmes une permutation cyclique. D'après Abel, on doit poser
Ko = Aj -+- AjAq-h AjAt-^ A^^kokt;
A|,A2, A3, A4 sont des quantités rationnelles; Cajley part des mêmes expressions. Celle hypothèse n'est pas assez générale; en effet, A-oA'2, /cq et A*2 sont liées par une relation linéaire qu'on déduit aisément des équations (12).
La forme la plus simple qu'on puisse donner aux quantités A' se trouve à l'aide des trois radicaux
r= /i -ha*,
p'= v/a(i 4- a* — a /i -»- a*), pp' = hr.
o' s'exprime linéairement en fonclion de rp et de p, ainsi que le
montre la formule
A/-îp'= rpp'*;
il suffît de remplacer dans le second membre p'^ par sa valeur en fonction de r, et de tenir compte de ce que r^ est rationnel.
Si donc, au lieu de la permutation cyclique des quantités A\ on emploie la substitution
et si l'on désigne par A^, A2, A3, A4 des quantités rationnelles,
on trouve
Ko = Al — A j r -f- As p -h A4 rp,
Kl = Al — A,r4- Ajp'— A4rp', Kj = Al -i- Aj/* — Asp — A^rp, K3 = Al — Ajr — Ajp'-f- A^rp'.
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Ces quantités Kq, K{, K2, K3 sont aussi racines d'une équation cyclique du quatrième degré. Ce n'est qu'en apparence qu'elles ont une forme plus simple que les quautités k. En effet, si l'on met Ko sous la forme
Ko = A, -i- Aj r -T- /p*( As -+- A4 r)«,
on retrouve la forme de k^ dans l'équation (9), bien entendu avec d'autres valeurs de a, 6, c.
ERRATA
Page agi :
Les conditions (8) et (9) pour l'exislence de deux couples de racines égales sont nécessaires; elles ne sont pas suffisantes, au moins pour le cas des racines imaginaires. Les conditions nécessaires et sufGsantes pour ce cas s'obtiennent le plus simplement possible en exprimant que x*-t aa^-i-bx ■+■ c est un carré parfait; on trouve ainsi
dans l'hypothèse a < 0 les racines sont réelles; dans l'hypothèse a > o elles sont imaginaires.
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		Traité d'algebre supérieure
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