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DE LA TROISIÈME ÉDITION
Dans cette troisième édition du Tome II de mon Traité d'Analyse, le plan général n'a pas été changé. On trouvera cependant dans ce volume des pages se rapportant à diverses questions, que j'ai eu l'occasion de traiter plus ou moins récemment dans mon cours. En dehors de perfectionnements de détail, signalons en particulier ce qui concerne des développements en séries d'exponentielles, quelques théorèmes généraux sur les séries de fonctions holomorphes, l'application des suites normales de M. Montel à l'étude des fonctions uniformes dans le voisinage d'un point singulier essentiel isolé, le problème de la représentation conforme sur un cercle d'une aire simplement connexe à frontière quelconque. Je mentionnerai encore une étude directe des intégrales abéliennes de deuxième espèce et de leur périodicité, faite à un point de vue élémentaire, et la démonstration du théorème d'existence des fonctions abéliennes.
M. Gaston Julia m'a continué le précieux concours qu'il m'avait prêté pour la troisième édition du Tome I. Il a bien voulu revoir le texte et le compléter en certains points. Je l'en remercie vivement, ainsi que du soin qu'il a pris à la correction des «'preuves.
Emile PICARD.
r.u is, i r juillet i -
DE LA DEUXIÈME ÉDITION
Le plan de cette seconde édition ne diffère pas de celui de la première; mais, dans certains Chapitres, un assez grand nombre de modifications et d'additions ont été faites. Citons en particulier quelques pages sur des intégrales considérées par Kronecker, une étude plus complète sur les résidus des intégrales doubles, et des remarques sur le point de départ de Weierstrass dans la théorie des fonctions algébriques d'une variable.
Le Chapitre relatif aux théorèmes généraux sur les équations différentielles a été complètement remanié. Knfin, j'ai ajouté un Chapitre sur les courbes gauches algébriques.
Je dois remercier mon ami M. (îeorges Simart, qui m'avait rendu tant de services dans la rédaction de la première édition, pour l'aide qu'il m'a prêtée dans la correction
des épreuves.
Emile PICARD.
Paris, lo ior novembre roo4<
DE LA PREMIÈRE ÉDITION
Ce second Volume contient les Leçons que j'ai faites à la Sorbonne pendant ces deux dernières années. Il est principalement consacré aux fonctions harmoniques et aux fonctions analytiques. Sans négliger le point de vue de Cauchy dans la théorie de ces dernières fonctions, je me suis surtout attaché à une étude approfondie des fonctions harmoniques, c'est-à-dire de l'équation de Laplace; une grande partie de ce Volume est consacrée à cette équation célèbre, dont dépend toute la théorie des fonctions analytiques. Je me suis arrêté longuement sur le principe de Dirichlet, qui joue un si grand rôle dans les travaux de Riemann, et qui est aussi important pour la Physique mathématique que pour l'Analyse.
Parmi les fonctions particulières que j'étudie, je signalerai les fonctions algébriques et les intégrales abéliennes. I n Chapitre traite des surfaces de Riemann, dont l'étude a un peu trop de coté en France; on peut, par une représentation géométrique convenable, rendre intuitifs les
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principaux résultats de cette théorie. Cette vue claire de la surface de Riemann une fois obtenue, toutes les applications se déroulent avec la même facilité que dans la théorie classique de Cauchy relative au plan simple. Mais il importe de juger à sa véritable valeur la belle conception de Riemann. Ce serait une vue incomplète que de la regarder seulement comme une méthode simplifîcative pour présenter la théorie des fonctions algébriques. Si importante que soit la simplification apportée dans cette étude par la considération de la surface à plusieurs feuillets, ce n'est pas là ce qui fait le grand intérêt des idées de Riemann. Le point essentiel de sa théorie est dans la conception a priori de la surface connexe formée d'un nombre limité de feuillets plans, et dans le fait qu'à une telle surface conçue dans toute sa généralité correspond une classe de courbes algébriques. Nous n'avons donc pas voulu mutiler la pensée profonde de Riemann, et nous avons consacré un Chapitre à la question difficile et capitale de l'existence des fonctions analytiques sur une surface de Riemann arbitrairement donnée; le problème même est susceptible de se généraliser, si l'on prend une surface fermée arbitraire dans l'espace et que l'on considère l'équation de Beltrami qui lui correspond.
J'avais annoncé dans le premier Volume que je comptais m'occuper surtout dans ce Traité de la théorie des équations différentielles. On trouvera ici un seul Chapitre consacré à cette théorie telle qu'on l'entend ordinairement dans les Ouvrages classiques. Je pourrais prétexter que l'équation de Laplace est une équation différentielle; j'aime mieux avouer que mon plan s'est un peu élargi. Je m'occuperai particulièrement, dans le Tome III, de l'étude des équations
INTRODUCTION DE LA PREMIÈRE ÉDITION. XI
différentielles, mais je n'oserais pas affirmer cependant que je n'aurai pas encore plusieurs parenthèses à ouvrir.
M. Simart m'a continué son précieux concours. Je lui dois plus encore pour ce second Volume que pour le premier; je lui adresse mes affectueux remercîments pour les conseils qu'il m'a donnés en relisant mon manuscrit et pour la peine qu'il a prise à la correction des épreuves.
EM. picard.
Paris, le 19 mars is j ».
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TOME II
FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE. — PROBLÈMES FONDAMENTAUX RELATIFS A L'ÉQUATION DE LAPLACE DANS LE PLAN.
I. — Définition des fonctions d'une variable complexe. Dérivée. Intégrale. Fonction harmonique.
1. Désignons par // et v deux fonctions réelles continues, ainsi que leurs dérivées partielles du premier ordre, des deux variables Mrs ./ ri )-. et formons la combinaison
où i représente le symbole ordinaire des imaginaires. Celte combinaison peut être regardée comme une fonction de la variable complexe
x -t- iy,
qui revient simplement à dire qu'à un système de valeurs <l« / el i spondenl une valeur dé u I /V, et par suite des valeurs
de h et v. Il «-si clair que la considération d'une telle fonction de / iy ne peut présenter aucun intérêt particulier! il n'i a là
PU Mtl>. il. 1
(i u' une question de mots, et la liaison par le symbole i de deux fonctions quelconques u et v est absolument inutile. Mais on peut ne pas laisser complètement arbitraires les fonctions u et i>, et chercher si cette fonction de x-\-ly ne pourrait avoir des caractères qui la rapprocheraient d'une fonction d'une variable réelle. C'est ce qu'a fait Cauchy, en cherchant les conditions pour que cette fonction ait une dérivée unique.
Quand la variable x H- iy reçoit un accroissement
dx -+- i dy,
la fonction u -f- iv éprouve un accroissement du -f- idv. La limite"
du rapport
du . du 1 . I dv , dv , \
. — dx -\- — d y -h i [ -y- dx -+- -r- d y)
du -i- i dv ax oy \ dx ay )
dx -+- i dy dx -+- i dy
quand dx -r- i dy tend vers zéro, sera, en désignant par u. la
limite de ~-3 dx
au du . / dv dv
dx dy \dx dy
elle dépendra de u,. La fonction u-\-iv de x-\-iy a donc pour chaque valeur de la variable une infinité de dérivées, dépendant de la manière dont dx H- i dy tend vers zéro.
Cherchons à quelle condition cette dérivée sera unique. Le rapport (i) ne devra pas dépendre de a; par suite, on a
ce qui exi£e
du dx
dv dx
du dx
du dy
du
ày
' ày' dv dx
.dv
dy
Si u et v satisfont à ces deux identités, la fonction u -f- iv a, en chaque point, une dérivée unique. On dit qu'elle représente une fonction analytique de x + iy.
2. Rappelons d'abord que nous avons déjà rencontré ces deux équations dans un important problème de Géométrie (t. I. p. 55c). En cherchant à déterminer a et v par la condition que
du* -+- dv* = X(c/r2 -f- d/2),
A ne dépendant pas des différentielles et étant seulement fonction de x et )', nous avons obtenu le système S et celui qui s'en déduit par le changement de v en — v. Ce résultat pouvait immédiatement s'obtenir en écrivant l'identité précédente sous la forme
( d a -+- i dv) ( du — i dv) = À ( dx -+- i dy ) ( dx — i dy)\
les deux facteurs du premier membre étant des formes linéaires en dx et dy, on doit nécessairement avoir
du -h i dv . du — i dv
SOlt -z 7—j- = (u, oit
dx -h i dy dx -t- i dy
u ci v ne dépendant que de x et y\ c'est-à-dire que u-\-'w ou u — w est une fonction analytique de x -\- iy.
\ oici encore, relativement au système S, une remarque aussi simple qu'importante. Soient u -f- iv et u -\- iv' deux fonctions analytiques de x-\-iy. On pourra regarder u[ -f- iV. comme une fonction de « + "'; je dis (pie cette fonction sera une fonction analj tique. ( )n ;i en effet
du -+- i dv du' H- i dv'
dx-\-idy ' ' dx \-idy
i y- ne dépendant que de # etjK, ou, si Ton veut, de // et c ( )n en conclut
du' h /' f/i ' |x' t
'/" H- £ <fp [i
le second membre ne dépend que de u <•! c ce qui démontre que u m est une fonction analytique de u,-\-iv. Celte propriété du ijstémi S est digne «le remarque; on peut la prendre comme poinl de départ pour chercher à généraliser la théorie des fonc Lions <l u iw variable complexe : c'est un poinJ sur lequel nous oui ona .i i l \ «nu .
Nous pouvons poser
en désignant par z la variable x -f- iy. Les fonctions m et v admettant des dérivées premières sont continues dans une certaine étendue; on dira qu'il en est de même de la fonction f(z), et l'on en conclut immédiatement qu'on pourra donner à la quantité complexe h un module assez petit rj pour que l'on ait, quelque petite que soit la quantité positive e,
\f(z-hh)—f(z)\ <£, pour | h\ <rj,
le signe représentant maintenant le module de la quantité
complexe.
Nous avons dit que f{z) avait une dérivée unique. En la désignant par/'(^), on a
du .dv m,,\ au .dv dy dy
J J dx dx i
Passons à la notion à? intégrale pour une fonction analytique f(z). On suppose que la fonction f(z) et sa dérivée f'{z) soient des fonctions bien déterminées et continues (f) pour tout point (#, y) situé dans une certaine région du plan à contour simple. On entend par l'intégrale définie
/(*)<fc
prise le long d'une courbe G située dans cette région et allant du point z0 au point zt1 l'intégrale curviligne prise suivant cette courbe
( u -+- iv) ( dx -h i dy),
c'est-à-dire
Jf ( u dx — v dy ) -+- i I (v dx -4- u dy ). c *^c
Un théorème fondamental de Cauchy est que celte intégrale est indépendante du chemin suivi pour aller de z0 en z{.
(') Nous verrons au Chapitre V que ces hypothèses ne sont pas distinctes.
La démonstration est immédiate, si l'on se reporte aux propriétés fondamentales des intégrales curvilignes (t. I. p. 92) f1). Les conditions pour que ces deux intégrales soient indépendante du chemin suivi s'expriment en effet par les relations
Ou
ày
àv dx
àv dy
du dx
qui ne sont autre chose que les équations du système (S).
i. Considérons la limite supérieure zx comme variable, et désignons-la par r. L'intégrale
F(*) = f f{z)dz
sera une fonction de z. C'est une fonction analytique; écrivons-la en effet sous la forme
( u dx — v dy ) -4- 1 ' I (v dx -h u dy).
' v0,y0\ « cOty0)
En désignanl par I' et Q les deux intégrales qui figurent dans pression précédente, on ;i
dp
— u, dx
ày
dP
= v. ox
. , dP dQ àP <H) , . .
Les <|cii\ rqual mns — = ~> — = — 7-= sont donc Vérifiées.
1 ''./ tty dy dx
La dérh ée <!<■ I ( s) <->t égale à
àP .dQ ...
• 1 " y c est-a-dire u * w. Ox dx
el nous avons par suite !<■ théorème fondamental, i<»ui à fail ana-
111 qui se présente dès !<• début «lu Calcul intégral pour
une fonction d'une variable réelle, et qui esl exprimé par L'égalité
1 oii .m Tome l -«mi relatif .1 la I* édition de ce tome.
5. Les diverses remarques faites à propos des intégrales curvilignes, dans le cas où la condition d'intégrabilité est remplie, s'étendent aux intégrales d'une fonction analytique. Ainsi l'intégrale
prise le long d'un chemin fermé situé dans une région du plan, limitée par plusieurs contours, à l'intérieur de laquelle la fonction f(z) est bien déterminée et continue, ne change pas de valeur quand le contour se déforme sans traverser aucun des contours limites.
Reprenons les équations du système (S
au dv du dv
dx à y dy dx
et supposons que, outre les dérivées du premier ordre, les fonctions a et v aient des dérivées du second ordre elles-mêmes continues ('). On tire des deux équations précédentes
et, par suite,
ôlu _ o»H' dx*- ()y dx
d*-u àx*
àyl '
<)x dy
et la fonction v satisfait à la même équation.
Réciproquement, soit une fonction u(x,y) satisfaisant à l'équation
v ' dx* dy*
On pourra déterminer une fonction telle que u ■+■ iv soit une fonction analytique de x -+- iy. La fonction v est donnée par l'intégrale curviligne
[X'y) au , du'
-r— dx H — — dy, dy dx J
(x) Nous établirons plus tard que l'existence des dérivées partielles de tout ordre pour les fonctions u et v est une conséquence de l'existence des dérivées du premier ordre.
intégrale où la condition d'intégrabilité est satisfaite, puisque l'équation (2) est supposée vérifiée. La fonction v est déterminée à une constante près, puisque la limite inférieure (a?fl, y0) est arbitraire.
Le résultat précédent est extrêmement important. 11 montre que l'étude des fonctions d'une variable complexe se ramène à l'élude de l'équation
dôc* "*" ày* ~~ °'
c'est-à-dire à l'équation de Laplace pour le cas de deux variables. Suivant une désignation introduite par les géomètres anglais, mous appellerons fonction harmonique toute fonction satisfaisant à l'équation précédente.
Dans les écrits de Cauchj et de la plupart de ses disciples, l'équation précédente intervient peu, et l'on raisonne sur la fonction complexe elle-même f( z) de la variable z. La simplicité el L'uniformité des raisonnements font de cette théorie une des plus attrayantes et des plus parfaites de l'Analyse mathématique (<). Y la suite d'un Mémoire fondamental de Riemann (2) L'étude des fonctions d'une variable complexe' a été ramenée de nouveau à sa véritable origine, à savoir l'élude de L'équation de Laplace ou du système (S). Ce point de vue est assurément plus philosophique; il a Le grand avantage de laisser de coté tout symbole, el La théorie • 1rs fonctions d'une variable complexe est, en définitive, L'étude des deui fonctions associées // et r de deux variables réelles a? et y satisfaisant aux deux équations
<hi dv ÔlA dv
>ir dy ày dx
Il ne faudrait cependant pas être exclusif. Lé symbolisme .1. dans certains cas, ses avantages, et bien des résultats extrême ment simples deviendraient d'un énoncé compliqué si l'on voulait
1 1 l'raiic classique de Briol el Bouquet sur les fonctions elliptiques, donl moitié esl un exposé <l<- la ihéorie générale des fonctions, esl fait
: » ' » î r 1 1 de \ ne.
Grundlagen fui eine allgemeine Théorie der Funclionen einer veran derlichen complexen Grosse [Œuvres complètet
CHAPITKK I
ne jamais introduire de quantités complexes. Après avoir donc fait l'étude de l'équation de La place, que nous allons tout d'abord entreprendre, nous reviendrons ensuite à la fonction complexe
7. 11 ne sera pas sans intérêt d'indiquer, dès à présent, une
première généralisation du système (S), qui est de M. Bel-
trami .(•). Considérons une surface £ pour laquelle le carré de
l'élément d'arc ds est exprimé, à l'aide de variables p et q, par
la formule
ds% = E dp2 -+- 2 F dp dq -h G dq*-,
E, F, G étant des fonctions de p et q (t. I. p. 549). Soient a et v deux fonctions de p et q telles que
du*+ dv* = X(É^/?2+2F dp dq -4- G dq*),
\ ne dépendant pas des différentielles.
En changeant, s'il est nécessaire, v en — c et remarquant que
Ë dp'2 -h 2 F dp dq 4- G dq*
\f E dp -+- — — dq
OU
on aura
et, par suite,
H = /EG — F
i/E d/> H — — dq
C?W H- « dv — [JL
du .dv r—
dï + là-p = *^'
du .dv
dq dq ^
F + tH
d'où l'on conclut, en éliminant jjl,
(') E. Belthami, Délie variabili complesse sopra una superficie qualunque (Annali di Mathematica, 2e série, t. I.
ce qui revient à
du du dv
' dq dp dp
ôq dp dp
relations que nous mettrons sous la forme
„ du .„ du
dv dp Oq
, dP ' i/ËG — F* (S') v
dv dp dq
dcJ ' v^EG — F*
Tel est le système (S') qu'on peut regarder comme une généralisation du système (S). La combinaison a -+- iv peut être appelée une fonction complexe du point (p, r/) sut' la surface S.
La fonction u satisfait évidemment à l'équation
ôq ôp_ ) + ± ( fo ^g = 0
v EG — F2 / 'V \ v/KG — F2 /
Cette équation est sur la surface S V analogue de V équation <fe hap lace sur le plan. On reconnaît d'ailleurs immédiatement que la fonction c satisfait à la même équation.
Il existe une dépendance très simple entre deux fonctions complexes u 4- iv et u1 4- *V sur une surface 2. Des relations
du -H / c/c = 7 i/l^ ^P + - (l'l L
OB conclut
'/// ' -h i dv' = — ( du -+- i dv ),
c'est-à-dire que a' | iv' est une fonction analytique de u m Vi.
(*) On cousultera avec grand intérêt sur rie sujet te volume <!<• M. Klein intitulé: Uebet Riemann's Théorie der algebraitchen Functionen und ihrer
hit
IO CIIAIMTRK I.
II. — Formule fondamentale. Les fonctions harmoniques sont analytiques. Détermination unique des fonctions harmoniques par leurs valeurs sur un contour fermé.
8. La formule de Green établie dans le cas de l'espace (t. 1. p. 167) a son analogue dans le plan. Soient U et V deux fonctions continues de x et y ainsi que leurs dérivées du premier et du second ordre à l'intérieur d'un contour G; formons l'intégrale double, étendue à l'aire que limite cette courbe :
Ç f r^£ ^Y __ ^u f?Y 1 ~J J Vdx dx °y â7 J x y'
En se servant de l'identité
^ °1 - A (u ôl\ _ u —
dx dx dx \ dx j dx2
on a de suite
et pareillement
et, par conséquent,
ou
la dérivée -5- étant prise dans le sens de la normale intérieure à
la courbe.
Cette formule nous sera très utile. La formule de Green s'obtiendra en permutant U et V dans le second membre, ce qui ne change pas le premier. On en conclut
i(u£-vf)*+//(UAV-VAU'^^ =
En particulier, si l'on fait U = i , on aura
/ -j- ci s -+- I I AV dx dy = o.
, ', rt/«- */ %j
\ ne remarque est ici nécessaire, relativement à la dérivée -y-
prise dans le sens de la normale intérieure. Et, d'abord, comment définir d'une manière générale la normale intérieure? Nous avons défini (t. 1, p. 97) le sens positif sur un contour C, en nous servant d'une petite circonférence (y) décrite dans le sens de Ox vers Oy par rapport à son centre P. Cette circonférence 1 transportée dans le voisinage et à V intérieur du contour C, de manière à être tangente en un point A du contour, fixe sur celui-ci la direction de la normale intérieure, qui est celle qui va du point A au point P.
Cette direction fait un angle -f- - avec la direction positive de
la tangente, mais elle est absolument déterminée, quelle que soit la disposition des axes Ox, Oy. Il en est de même des cosinus des angles que la normale intérieure fait avec les axes de coordonnées,
de telle sort»' que la dérivée
<i ' n ()./■ dy
\r.rt ) ■+- —cos\y.n).
prise dans le sens de la normale intérieure, a bien, comme on devait s\ attendre, une signification déterminée indépendante du sens qui se trouvera être le sens positif sur le contour.
Ceci posé, revenons au* intégrales de la forme / U-t-ds. Dans
. '( du
une pareille Intégrale, on considère ds comme un élément essentiellement positif; elle est complètement déterminée par ce fait rfV
que — est prise dans le sens de la normale intérieure, et. dès
lors, il n \ a pas lieu de parler du sens dans lequel on effectue I intégration sur le contour.
9 Indiqu ms, comme applications de la relation (3), quelques problèmes de l*h \ ^itjn*- mathématique où intervient l'équation
Un de ces problèmes est relatif à la distribution de la température dans une plaque isotrope en équilibre calorifique. Nous n'avons pas à rappeler ici comment Fourier, dans sa Théorie mathématique de la chaleur, a été conduit à montrer que la quantité de chaleur qui, dans le temps dt, passe à travers un arc ds du plan est représentée par
K —r- as dt, an
-j- désignant la dérivée de la température V dans le sens de
la normale à l'arc ds et K un coefficient constant. L'équilibre calorifique étant supposé établi, la température V ne dépendra que de x et y. Considérons une courbe fermée G; la quantité de chaleur passant, dans l'unité de temps, à travers cette courbe C, sera représentée par l'intégrale
ds.
c dn
Or, cette quantité de chaleur devra être nulle; dans le cas contraire, en effet, la chaleur s'accumulerait à l'intérieur de C et la température varierait avec le temps. On doit donc avoir, pour
toute courbe fermée,
rdV . -j— ds = o,
J dn
ce qui entraîne, d'après la formule (3),
AV dx dy = o,
pour une aire quelconque. On doit donc avoir identiquement
AV = o.
En transportant, comme l'a fait Ohm, de la chaleur à l'électricité les principes de Fourier, on aura la même équation pour le potentiel électrique V dans une plaque conductrice traversée par des courants permanents.
Un troisième exemple nous sera fourni par le mouvement permanent sur un plan d'un fluide incompressible et homogène. Soient u(x,y) et v(x,y) les projections sur Ox et Oy delà vitesse de la molécule fluide coïncidant, à un certain moment,
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avec le point (x,y). Considérons un élément, que nous pouvons supposer rectiligne ds, et qui passe par (a?, y); nous allons évaluer la niasse du fluide passant pendant le temps dt par cet élément. Cette masse sera sensiblement celle d'un parallélogramme de base ds, et dont l'autre côté a pour projections sur les axes u dt et v dt. Si cos a et cos j3 désignent les cosinus directeurs de la normale à ds, la masse sera alors
p ( u cos a+p cos [j ) dt ds,
o désignant la densité superficielle du fluide.
Or, la masse contenue à l'intérieur d'une courbe fermée C ne peut changer pendant la durée du mouvement, puisque le fluide est incompressible et homogène; on aura donc
J' ( u cos a -+- v cosp) ds — o.
Or, supposons que u et v soient les dérivées partielles d'une fonction ©(#, y), ce qui correspond au cas où il n'y a pas de tourbillons dans le fluide. On aura alors
IÀ
-~ cos an — p cos 3 ) ds = o v âx Oy
ou bien
ds = o.
du
I >n en conclul que la fonction es, appelée potentiel des vi- 1 i, satisfait à l 'équation
Les considérations précédentes, relatives au mouvement d'un fluide sur un plan, peuvent être étendues au mouvement permanent d'un fluide sur une surface; c'est ce qu'a fail ,M. Klein dans l'Ouvrage (jiK' nous avons déjà cité, <ii auquel nous renverrons (p. 9). < )n retombe ainsi sur l<-> équations de M. Beltrami indiquées dans li Secl ion précédente.
(') Pour tout < <• <|ui concerne les applications <!<■ Il théorie de l'équation «le Laplace .1 la Mécanique des fluides, on étudiera surtout l'admirable Traité de KihIiIk.ii ; Vorlesuneen ûber mathematisché Phygik.
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10. Nous allons maintenant, relativement à l'équalion à deux termes
développer une théorie toute semblable à celle que nous avons étudiée (t. I, p. 169) pour l'équation à trois termes. La seule dilïerence va consister en ce que nous nous sommes servi précédemment de la solution particulière U == -« tandis que, maintenant, c'est la fonction de ;*, représentée par logr, qui sera prise comme solution particulière [ r désignant toujours la distance d'un point variable (a?, y) à un point (a, b)~\.
Si U et V sont deux fonctions harmoniques continues* ainsi que leurs dérivées partielles des deux premiers ordres dans un contour C, on a, d'après la formule de Green,
U -7 V —j— ) as = o.
an an
Nous supposons la dérivée prise dans le sens de la normale intérieure à l'aire.
Une remarque est indispensable. Pour pouvoir appliquer en toute sécurité cette formule, on devra le plus souvent supposer que, non seulement les fonctions U et V sont continues dans l'aire limitée par C et sur C lui-même, mais qu'il en est de même des dérivées partielles du premier ordre de U et de V; dans ces
,. . . dV dV 1 . j,
conditions on est assure que -7- et -r- ont un sens bien deter-
1 an an
miné, et l'application de la formule' ne prête à aucune difficulté. Ceci posé, V étant une fonction jouissant des propriétés indiquées, prenons
U = log,-,
où
x — ay~-h (y— bf
En supposant le point A (a, b) à l'intérieur de l'aire, décrivons, de A comme centre, avec un rayon p, un cercle T, et appliquons la formule de Green aux deux fonctions V et log r pour l'aire limitée par les courbes C et T. Il vient ainsi
dV dlogr .
dn dn '
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l'intégrale étant prise le long du contour total. Les dérivées suivant les normales, qui figurent dans cette intégrale, sont prises suivant la normale intérieure à l'aire. Si donc on veut considérer, pour la courbe T comme pour la courbe C, les normales intérieures à la courbe géométrique elle-même, on devra écrire
Cette dernière intégrale est facile à calculer. La première partie / lo^r-f— as = logp / - — as
est nulle d'après la relation (3). D'autre part,
c/logr i dr 1
-^^ = 7^=-rC"S('''")'
en employant les mêmes notations qu'au Tome I (p. 170) : or, sur
la circonférence,
cos(r, n) = t;
doue l'intégrale du second membre se réduit à
V ds.
Elle doil être indépendante du rayon p du cercle F : or, pour p très petit, elle diffère très peu de
V(rc, b) désignant la valeur de V en A); elle est donc rigoureusement égale à (•cite quantité, et l'on a la formule fondamentale
l, I T/i dV ^d\osr\ ,
Vf.1*)--jfa(togra?-V-aJ )d..
11. I);m^ l<- ci s où le contour ( ! se réduit à un cercle, <>n peul transformer l'intégrale donnanl V (a, b) <in une autre, qui ne cod tu nne |>ln> que \ . (] est \,\ même transformation que nous avons faite i. I, p. \-()). Employant 1rs mêmes notations, nous aurons
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les deux relations
i /Y, d\ xrd\ozr \ ,
i /*/. dV 6/logr^
'2 ir Jc \ dn dn )
Il suffira de retrancher ces deux formules pour avoir
puisque — est constant pour tous les points du cercle. Des deux relations (loc. cit.)
r- = R2-hr9- — 2Rr cos?, /f = R*-f-rf— -iRr, COS©i,
on tire de suite la valeur de
d\ogrx <ilog;*
c'est-à-dire de
COSCp COSCpi
en se rappelant que
llt= R2 et - = i. , rx R
On trouve ainsi
("'ô) = Wr R7^
formule qui donne, dans le cas du cercle, la valeur de la fonction V en un point (<z, b) quelconque du cercle en fonction de ses valeurs sur la circonférence.
Si nous introduisons les coordonnées polaires (/', <p) du point (a, b) (on fera attention que r êtes n'ont pas la même signification que précédemment et que r notamment remplace /), la formule précédente pourra s'écrire
i r27Z Vf R2— rM
(4) V<a, b)=— DV' " j.,, , „,<%
vf M_ i r v(R2-
l"'' j ' 2 7cJ0 R2-2Rrcos(4;
Cp) + A
Nou> avons déjà étudié l'intégrale précédente (t. I, p. 3ii) sous le nom à' intégrale de Poisson ; nous avons seulement fait R=z i , ce qui, à cause du degré zéro d'homogénéité de l'intégrale en R et /\ n'a aucune importance.
12. De l'expression (4) de la fonction V on conclut d'abord (Mie. si une fonction harmonique bien déterminée etcontinue pour toute valeur de x et )' reste toujours moindre, en valeur absolue,
qu'une quantité fixe M, elle doit nécessairement se réduire à une constante. On a, en effet, en désignant par V0 la valeur de la fonction à l'origine, et quel que soit le rayon R /• du cercle C,
w„.é)-v„=-L r%,-v- RcoRs(*7.?)~^ .
2 7r ,/ R 2 ■?. r R cos(iy — ? ) -+- r-
K cos (<l — cp) — r R2— ■>. R r cos ( ^ — cp) -+- r
( )n aura donc
est moindre en valeur absolue que
^>>>-^<rj'*^\T^<*<%
Or R est aussi grand (pie l'on veut ; par suite, La quantité fixe | V (a, b) ■ V0 I est rigoureusement nulle.
Nous retrouverons plus tard cette propriété, sous le nom «le théorème de Lio avilie^ à propos d<-s fonctions d'une \ ;» lia l »l< • complexe.
13. I h" autre propriété très importante de la fonction harmonique résulte encore de l'intégrale précédente.
UNI. II
Définissons seulement auparavant ce que nous entendons par fonction analytique de deux variables réelles x et y. Nous dirons qu'une fonction réelle et bien déterminée f (#, y) des deux variables réelles x et y est analytique dans une certaine région du plan, quand, dans le voisinage de tout point (x0, y0) de cette région, on peut représenter la fonction par un développement en série
/O, y) = <?<>-+- ?i (x, y) ■+-. • • h- <p,»(#, jk) -h. . . ,
cpw désignant un polynôme homogène de degré m en x — x0, et JK — }'()■> ce développement étant valable pour toutes les valeurs de x et y pour lesquelles
| x — x0 | et |JK — ^V'o | < p,
p étant une quantité suffisamment petite, et si, de plus, la série ne cesse pas d'être convergente quand on remplace, dans tous les polynômes cp, chaque terme par sa valeur absolue.
Il est aisé de démontrer que la dérivée d'un ordre quelconque de la fonction f(x, y) peut se représenter par la série formée avec les dérivées du même ordre des fonctions cp; c'est une conséquence immédiate des propriétés des séries entières d'une variable étudiées précédemment (t. I, p. 234), puisque, l'ordre des termes étant indifférent, on pourra, avant chaque différentiation, ordonner la série suivant les puissances de la variable par rapport à laquelle on intègre. Ajoutons que, les coefficients du développement représentant, à un facteur binomial près, les valeurs des dérivées partielles de la fonction pour x = o, y = o, un tel développement ne peut être identiquement nul sans que toutes les fonctions o soient identiquement nulles.
1 ï. Cette définition bien comprise, nous allons montrer que toute fonction V satisfaisant à l'équation AV = o, continue ainsi que ses dérivées partielles des deux premiers ordres dans une certaine aire, est une fonction analytique.
Soit un point quelconque de l'aire que nous allons prendre pour origine, décrivons de ce point comme centre^ un cercle de rayon R. Reportons-nous à la formule (4) qui détermine V(a, b)
en un point quelconque (a, b) de ce cercle. On a
R 2 _ -, \\ ,- cos 0 -+- r5 K — r e^ R — r e '°
or
r _ r^ R R" K" R -re'«
avec une identité analogue en changeant / en — i. On aura donc
r- : : , = 1 + 2 7 — cosn( o — cp)
R* — ->. R /• cos ( ù — o) -t- r2 ^ R"
" R" L R — ^"t^1 " " R - r<- En substituant dans l'intégrale, et remarquant que le reste tend
vers zéro, puisque j est plus petit que l'unité, on obtient la relation
V~(a, 6) = h /,(u) I a" ro*n ? + ^» sin /l?l>
en posant
a„ = - / f(<\> )c os n <\, d'b, 6„= - / /(<]/) sin /zty oty,
/(•!>) désignant la valeur de V sur le contour.
Le développement précédent a pour terme général un polynôme homogène et de degré // en a et b\ en effet,
c/ = rcosc. /; = rsincp,
(a - - <V> )" = /" cos n rp -h ir" sin /? cp :
donc rncos/i<p et /«"sin es sont des polynômes bomogênes de degré // .
Nous avpns donc pour V(a, A) un développement de la forme
Qpg -h Çi(a, 6)+. . . -H :„,ia. /n-r ....
<h h dans s/W(a, 6) <>n remplace chaque terme par ^a valeui absolue, I expression trouvée sera moindre que
en désignant par M la limite supérieure, évidemment existante, des valeurs absolues des coefficients an et bti. Or soit
le terme général de la série, chaque terme particulier ayant été remplacé par sa valeur absolue, sera inférieur à
si donc o << -> la nouvelle série sera encore convergente. jNous sommes donc assurés que, pour
la série qui représente V(a, b) converge de la manière indiquée dans notre définition d'une fonction analytique. La fonction Y est donc analytique.
Le théorème précédent pourrait encore se déduire de la formule fondamentale du paragraphe 10, en s'appuyant sur ce que, pour une valeur donnée de x et j', l'expression
log \/(.x — a)2-f-(jK — bf-
est une fonction analytique de a et b dans le voisinage de tout système de valeurs distinct de (x,y). Sans insister, contentonsnous de dire que, dans la formule fondamentale, tous les éléments sont des fonctions analytiques de a et b, et qu'il en est alors de même de l'intégrale, c'est-à-dire de V(a, b).
15. En désignant maintenant par #, y au lieu de a, b les deux variables, nous avons dans le voisinage de tout point (#0, y0) le développement
vO> y) = <po-+- Çi(# — #o, jk — jko)-^- . .-t- ?.«(#■—*©, y —y»)-*- —
Chacune des fonctions homogènes o satisfera à l'équation de Laplace.
De ce développement on peut conclure que la Jonction V ne peut avoir en un point (#0, y0) ni maximum ni minimum.
Soit, en effet, dans le voisinage de ce point,
la fonction om (x — x0, y — y0) devra, dans le voisinage de (#o>yo)) garder un signe invariable. Or, cela est impossible, puisque, en posant
x — a?0=rcos<p, y — yQ = r sinç,
on a
z,,„ = r"l(am cosmcp -+- bm sin mo ),
et que l'équation am cos ni <p H- 6,„ sin m 0 = 0 a toujours des racines qui sont simples.
Le même théorème peut s'établir en suivant la même marche que Gauss pour le cas de trois variables (t. I, p. 174)- Nous avons vu, en effet, en établissant la formule fondamentale (§ 10), que
2 3Cp./r
\ds.
Y «tant un cercle de rayon p ayant A pour centre.
Si le point A correspondait à un maximum de la fonction, on aurait sur la circonférence T, pour p suffisamment petit,
V < VA, d'où
f V ds< f \ kds] Jt Jy
c'est-à-dire
— f\ds<\,.
ce qui esl en opposition avec l'égalité écrite plus haut.
16. Nous allons tirer immédiatement une conséquence importante du théorème établi au paragraphe précédent. Etant donné un contour fermé C, montrons qu'il ne peut y avoir plus d'une jonction harmonique continue ainsi que ses dérivées partielles des deua premiers ordres dans Vaire limitée />(// C, et prenant en tons les points de Ce contour une succession donnée de valeut
Noua supposons, tout au moins pour le moment, que la su< 1
sion des valeurs données sur le contour forme une suite continue. Désignant, d'une manière générale, par Vm, cette série de valeurs en un point quelconque m du contour, nous entendons par fonction V, prenant ces valeurs sur le contour, une fonction V (x\ y) qui tend vers V,« quand le point (,r, y) tend vers le point m d'une manière quelconque, en restant à l'intérieur du contour (• ).
Ceci posé, s'il existait deux fonctions jouissant des propriétés précédentes, leur différence U satisferait encore à l'équation de Laplace et s'annulerait en tous les points du contour. Dans ces conditions, elle devrait avoir au moins un maximum ou un minimum pour un point situé à l'intérieur du contour, mais cela est impossible, d'après ce que nous avons vil précédemment. La fonction U est donc identiquement nulle, ce qui démontre le théorème.
17. Donnons, du théorème précédent, une autre démonstration où nous aurons à considérer une intégrale double qui a joué un rôle important dans cette théorie. Faisons, dans la formule préliminaire de Green, V = U, elle deviendra
//[(£)'-(^)>*=:XuS*-//,UAU«" *■
Supposons maintenant que U soit la fonction du paragraphe précédent, s'annulant en tous les points de C, la formule se réduira à
• /fl(£H?)>*-
et l'on devra avoir, pour tous les points de l'intérieur de l'aire,
àU à\J
1— = o, -r— = o; or oy
par suite, la fonction U est constante à l'intérieur de l'aire; nulle sur le bord, elle est donc nulle aussi à l'intérieur.
(') On trouvera dans un important Mémoire de M, Painlevé (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. II, p. 19) des remarques intéressantes relatives à cette notion de fonction prenant une valeur donnée sur un arc de courbe.
11 est important de remarquer que, dans le calcul précédent, on fait implicitement une hypothèse dont nous n'avions pas eu besoin dans la première démonstration. Pour que l'intégrale curviligne
an
soil nulle, il faut supposer, en général, que -r— ne devienne pas
infini. Aussi, dans cette seconde démonstration, on doit se borner aux intégrales qui restent continues à l'intérieur du contour et sur le contour, ainsi que leurs dérivées partielles du premier ordre.
III. — Extension à l'équation linéaire générale du second ordre de quelques-uns des résultats obtenus pour l'équation de Laplace.
18. Quittons maintenant, pour un instant, l'équation particulière
et cherchons s'il est possible d'étendre à des équations plus générales quelques-uns des résultats précédents ('). Nous prendrons d'abord l'équation
d* u à* u . du du
— - -H -r— ; - -\--id- h ie - -hfu = o,
dx* Oy* dx dy J
où '/, e, f sont des fonctions continues quelconques de x et r.
Supposons qu'il existe deux intégrales de cette équation, continues dans une aire A limitée par un contour G et prenant Les mêmes valeurs sur ce contour. Nous supposons de plus que leurs dérivées partielles du premier ordre restent continues sur le contour. Leur différence, que nous désignons par U, s'annulera sur ( \. Formons l'intégrale double
f Ail ' °i[] y){j àV «il 7 i
(') K. Picard, Compte* rendus, 1888, el Journal de Mathématique* y i8j
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étendue à l'aire A; cette intégrale sera évidemment nulle, puisque la quantité entre crochets est nulle. Donc, en intégrant par parties et se rappelant que U = o sur le bord, on a immédiatement
Un premier résultat apparaît aussitôt. Si, dans l'aire A, on a
pour tout point (#, y)
àd de .
l'intégrale précédente ne pourra être nulle que si Ton a en tous
les points de l'aire
Ainsi, en particulier, l'équation
àx* dy* J
satisfera à la condition précédente dans toute région du plan où f est négatif.
19. L'artifice suivant va nous permettre d'aller plus loin. Gardons toujours pour U la même signification que plus haut. Si B et B' sont deux fonctions continues quelconques de x et y, on aura
f r[à(BU*) d(B'U*)-] (6) JJ[-^+-^]dxdy^o,
puisque U = o est nul sur le bord.
Nous pouvons donc écrire, en ajoutant (5) et (6),
//[(ÏH?)'-»C
„,.,<"J „ /„ àB àR'\'\ , ,
en posant
fi dd de '
ax ày
Or la quantité entre crochets sous le signe d'intégration est une
liirrae quadratique en U, -r- et - — rAw. peut s écrire
(£-Bu)'+(j«+ro)'+«.(.+ £ + f-».-B,).
Elle sera toujours positive si
Si donc on peut trouver deux fonctions B et B' de.retj'continues dans l'aire A et vérifiant l'inégalité précédente, on sera assuré que U est nulle en tous les points de l'aire, si elle est nulle en tous les points du contour. De là peut se déduire une conséquence intéressante.
Nous allons faire voir que, quelle que soit la fonction continue H (x, }'), on peut déterminer deux fonctions B et B' satisfaisant à l'inégalité (7), et continues dans une aire, si celle-ci satisfait à une certaine condition.
Pour le montrer, remplaçons — H par sa plus grande valeur absolue 1- ///'-', quand (xKy) reste dans une certaine région du plan. Nous aurons à satisfaire à l'inégalité
ox ay
el cette dernière inégalité entraînera évidemment la précédente.
Or faisons B' o et prenons B, fonction de x seul, satisfaisant à La relation
1 tant une constante supérieure ;t m*. On aura
T, sz mx bangj m, x -h G),
tant une constante.
lu choisissant convenablement cette constante, La fonction B reste continue dans toul intervalle donné compris entre deux parallèles ;i l'axe des y et dont La dislance est moindre que
Puisque m{ diffère aussi peu qu'on veut de m, on peut dire que, pour toute aire comprise dans une bande parallèle à l'axe des 1 et
de largeur moindre que — j on se trouve dans les conditions d'application du théorème. D'autre part, en faisant une transformation de coordonnées rectangulaires, on aura, pour chaque direction nouvelle de l'axe Oy, un nombre m. En désignant par m le plus grand d'entre eux, et posant
nous pouvons énoncer le théorème suivant ;
Pour tout contour situé dans la région considérée du plan, il ne peut y avoir plus d'une intégrale continue prenant des valeurs données sur le contour, pourvu que le contour se trouve compris entre deux droites parallèles dont la distance ne dépasse pas d.
11 est d'ailleurs nécessaire de sous-entendre toujours la condition de continuité sur le contour pour les dérivées partielles du premier ordre.
En particulier, on est assuré de se trouver dans les conditions d'application du théorème si le contour est suffisamment petit.
Prenons comme application l'équation
d%u â2 u 7 dx* dyï
où k- représente une constante positive.
On aura ici 8 = — k'2 et, par suite, on peut prendre m2 = k2. Gomme d'autre part, si l'on fait une transformation de coordonnées rectangulaires, l'équation ne change pas de forme, on en conclut que l'équation précédente aura au plus une solution prenant des valeurs données sur un contour, si ce contour se trouve compris entre deux droites parallèles dont la distance ne dépasse
TU
pas — •
Il est aisé de voir que cette propriété ne subsiste pas pour tout contour. Il peut arriver qu'une intégrale de l'équation précédente soit nulle sur un contour sans être nulle à l'intérieur. C'est ce que
mus allons montrer sur un exemple : l'expression
. k . k u = sin — —x sin— — y
sj'i yji
vérifie l'équation précédente, et elle s'annule sur les côtés du carré ayant pour côtés
Kl. T. J2 1Z
x = o. sé=z ^-r—' Y = °> y=—j—.
Au lieu de prendre l'équation
à- u d2 u , du du .
on eût pu prendre l'équation plus générale
d2 w , «J1 u à2 u . du du .
Il est, en effet, facile par un changement de variables de ramener l'un des cas à l'autre.
Faisons le changement de variables
Y = cp(ar,7).
L'équation i a) prendra la forme
d- u >r" u rA du ^ du „
m 5yï !Ddi+îEiï + F"=0'
si les deux fonctions \ et Y satisfont aux équations
\XJ dx dy ' ôy ) " dx) dx \dy )
dX dX , fd\ dX dX d\\ dX dX
fdX àX â\ dX \ \ dy dx dx àj
<\r àx \ <)y dx <>.'• ày } dy dy
On peut remarquer, et cela est intéressant pour la recherche effective de \ et V, que ces équations sont celles que 1 <»u obtient en écrn anl que la forme quadratique
r dx* 2 b dx dj a dj
se réduit, à un facteur près, à
Il résulte de cette remarque, d'après ce que nous avons vu (t. I, p. 55^), que, pour trouver deux fonctions X et Y de x et y satisfaisant aux deux équations trouvées, il suffira d'intégrer une équation différentielle ordinaire du premier ordre.
Ceci posé, nous pouvons étendre à l'équation (a) le théorème
fondamental du paragraphe 19 dans le cas où la transformation
à employer est réelle, c'est-à-dire si le point (oc, y) est dans une
région du plan où
£2— ac < o.
On peut alors énoncer que, dans cette région du plan, il ne peut y avoir plus d'une intégrale prenant une succession donnée de valeurs sur un contour, si ce contour est suffisamment petit.
22. Les méthodes employées dans les précédents paragraphes supposent que les fonctions étudiées soient continues sur le contour ainsi que leurs dérivées du premier ordre. Elles correspondent à la deuxième démonstration donnée (§ 17) de l'impossibilité d'un maximum ou d'un minimum pour les fonctions satisfaisant à l'équation de Laplace. Nous n'avons pas eu besoin de ces hypothèses dans la première démonstration qui reposait essentiellement sur la propriété de la fonction harmonique d'être analytique. Dans le cas de l'équation (a) du paragraphe 21 on peut, en précisant la nature des coefficients, démontrer que les fonctions qui y satisfont sont analytiques, et il est intéressant de rechercher si les résultats obtenus pour l'équation de Laplace, en partant de cette hypothèse, sont susceptibles de généralisation. C'est ce que nous allons montrer.
Nous supposons que dans l'équation (a) du pararagraphe 2l les coefficient a, 6, c, d, e, j soient des fonctions analytiques de x et y dans la région considérée du plan. On suppose de plus expressément
b- — ac<o
dans cette région : a et c, qui sont alors de même signe, peuvent être supposés positifs.
On peut établir que toute intégrale de cette équation bien déterminée et continue dans la région considérée du plan ainsi que ses dérivées partielles des deux premiers ordres est ellemême une fonction analytique (*).
Nous admettrons pour le moment ce résultat, et nous allons seulement en poursuivre quelques conséquences, en raisonnant comme nous l'avons fait au paragraphe 15 pour l'équation de Laplace. Considérons d'abord le cas où /est identiquement nul, c'est-à-dire où l'équation se réduit à
0'2 u , <)- u 02 u .du <>n
(8 ) a — — -+- i b - ; Y- 1C -t— -H 'id- 1-26- = (>.
ôjc* ax a y dy2 ox <)y
Je dis qu'une intégrale u de cette équation ne pourra admettre ni maximum ni minimum.
Soit, en effet, (x0, y0) un point dans le voisinage duquel u cl ses dérivées partielles des deux premiers ordres sont continues; la fonction m, étant anal v tique, peut être développée en série de Ta\ lor
i< = ç(,-h on(x — x0, y— j-o ) -h ?/M-i O — ^0, y — y0) + ■ • • >
les -^ désignànl do polynômes homogènes en x — Xo et y \ „ : cp<, représente une constante, et si (x{), ]-a) correspond à un maximum nu à un minimum, on a n > 2. Substituons celle valeur de u dans l'équatiou (8) et égalons à zéro l'ensemble des termes homogènes de moindre degré. On aura nécessairement
eu désignanl par a0, b$, Cq les valeurs de a, 6, c pour r -. ,r(),
Le polynôme '^„ satisfait à une équation analogue a celle de Laplace; on peut le ramener à cette équation par un changement de variables réel
i Pk \i!D. Sur ht détermination des intégrales de certaines équations aleurs le hum d'un contour fermé [Journal de V Ecole Polyti ""/"' i [cta mathematicas t. \\V).
>o CHAPITRE I.
Il suffira de suivre la méthode du paragraphe 21, et, par conséquent, de chercher la substitution précédente transformant
Cç dx^ — i bQ dx dy -h <v0 d )1 en
Or c'est un problème d'Algèbre élémentaire que de chercher la
substitution linéaire
dX = a dx -+- ,3 dy,
d\ = y dx -h 8 dy,
transformant les deux formes l'une dans l'autre. La substitution sera réelle puisque b'j — a0 c0 <C °i et <?o ^> o.
'fn considérée comme fonction de X et Y satisfait donc à l'équation
OX* dX*
La fonction cp„ pourra donc s'annuler en changeant de signe dans le voisinage de X = o, Y = o et, par suite, dans le voisinage de x = x0, y = yQ. 11 est donc impossible que u ait un maximum ou un minimum pour x = x0, y =^yQ.
On en conclut de suite, en répétant le raisonnement fait pour l'équation de Laplace, quV/ ne peut y avoir deux Intégrales de V équation (8) prenant une succession donnée de valeurs sur un contour G.
On voit que l'équation (8) jouit, au point de vue qui nous occupe, des mêmes propriétés que l'équation de Laplace.
Revenons maintenant à l'équation générale
. . d'îu , (Pu d2u ,du du .
(a) a- \- ib h c -t— - -+- 2 d -, i-ae- h tu = o,
dx* dx dy dy* dx dy J
en supposant toujours que le point (.r, y) reste dans la région R du plan où b- — ac est négatif, et les hypothèses sur les coefficients a, b, c, d, e, f restant les mêmes. Soit A un point quelconque de cette région R. Il existe certainement une intégrale z de cette équation ne s'annulant pas au point A et gardant par conséquent un signe invariable dans un certain domaine D autour de ce point.
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Faisons dans l'équation le changement de fonction
// = zv.
L'équation en v sera du même type que l'équation (8), elle n'aura pas de terme en v. Elle sera de la forme
d2v T d-v à"2v „ àv , dv
a z -p- - -\-ioz - — ; — h c z -— - -\- >.d h le — = o .
ax1 axa y dj! ox a y
Puisque z ne s'annule pas, par hypothèse, dans D, nous pouvons appliquer les résultats du paragraphe précédent. Il ne pourra y avoir deux intégrales de cette équation prenant la même succession de valeurs sur un contour C contenu dans D.
Nous pouvons par suite énoncer pour l'équation (a) le théorème Mii van I :
I (/four d'un point quelconque de la région R, on peut délimiter un domaine D, dans lequel le problème de la détermination d'une intégrale par ses valeurs sur un contour quelconque contenu dans D ne pourra (noir plus d1 une solution.
C'est le théorème que nous avons obtenu aux paragraphes I9et21.
< )n \oit que nous n'avons pas eu besoin ici, dans les raisonnements employés, ae faire intervenir les valeurs des dérivées partielles <!n premier ordre sur le contour. Le résultat est en ce sens plus précis, mais nous avons par contre l'inconvénient de démontrer seulement l'existence de ce domaine suffisamment petit D, sans indiquer aucune possibilité de trouver effectivement un tel dnmaine, ce que notre première méthode (§ 19) nous avait au contraire permis de faire. Il resterait à rechercher si, pour les do maines trouvés dans la première méthode, on ne pourrail arriver débarrasser de l'hypothèse supplémentaire relative aux déri
du premier ordre. Cette discussion trouvera sa place dans
une aul r<- partie de eei ( )u\ rage.
24, leriniiiMUs ces généralités en considérant encore l'équation . <r,, du du
" . ■ '' . : ' , , ><l - -+- 2 6 - H- fit o.
OXO) d.r ôy
et supposant que, dans la région R où
b- — ac < o, a > o,
on ait de plus y << o.
Nous allons montrer que dans ces nouvelles conditions il ne pourra y avoir plus d'une intégrale de r équation prenant sur tout contour fermé contenu dans R une succession continue donnée de valeurs.
Si deux intégrales prennent les mêmes valeurs le long d'un contour, on aura une intégrale qui s'annulera le long de ce contour. Considérons donc une telle intégrale u de l'équation précédente; elle gardera un signe invariable dans le contour; ou bien elle s'annulera le long de certaines lignes; dans le second cas, l'aire se trouvera partagée en plusieurs aires partielles, sur le périmètre desquelles l'intégrale s'annulera, en gardant à l'intérieur un signe invariable. '
Prenons l'une d'elles, et supposons u positif à l'intérieur. Pour un point au moins (x0j yQ) à l'intérieur, u devra passer par un maximum; soit u0 > o la valeur de u pour (#0, y0).
Développons u en série
u = u0 -h un ( x — a?0j y — J-'o )-+-•-.,
/*, qui est plus grand que un, doit être nécessairement égal à deux] car, dans le cas contraire, l'ensemble des termes constants dans l'équation se réduirait à f0 u0, en désignant par /*0 la valeur de f pour (a?0, yQ); on devrait donc avoir uQ = o, ce qui est impossible si la fonction n'est pas restée constamment nulle à l'intérieur de Faire. Nous avons donc n = 2 ; soit
Puisque (,r0, y0) correspond à un maximum,
D'autre part, en substituant dans l'équation différentielle la valeur de w, on trouve de suite
(9) 2(«o* -+" 2&o|î-+- CoY) H" /<>"o = <>,
en désignant par #0, 60, c„ les valeurs de a, 6, c pour (.r0, /Ko)-
On a d'ailleurs
«o>o, c0>o, bl — a0c0<o.
Or de l'inégalité évidente
nous concluons successivement, en nous reportant aux inégalités
écrites plus haut,
(a0x -f-c0y)2> 4«oCoP2,
(a0a-r-CoY)2>4^P2.
La valeur absolue de a0a + cfly est donc supérieure à celle de 2 b0 ,3. Or ct0 y.-\-c0 y est négatif; donc
est certainement négatif. D'ailleurs f0 u0 est aussi négatif, puisque Mo ^> °>/o <C °- Nous sommes ainsi conduits à une contradiction, car la relation (9) devient, dans ces conditions, manifestement impossible. L'hypothèse faite est donc inadmissible : une intégrale nulle sur le contour sera nécessairement nulle à l'intérieur, ce qui dé montre le théorème.
Comme exemple, citons l'équation
(Pu à*u
Il ne pourra y avoir plus d'une intégrale de cette équation prenant sur un contour quelconque une succession donnée de valeurs.
25. Nous avons, dans les paragraphes précédents, déduit nos conclusions de ce que les intégrales étaient nécessairement <!<> fonctions analytiques. Dans sa Thèse ('), M. Paraf a montré qu'on pouvait arriver bien simplement aux mêmes conclusions, sans a appuyer sur aucun résultat antérieur, ce qui dispense même <!<• L'hypothèse que les coefficients soient des fonctions analytiques. Partons de l'équation
t)7 11 f)"2 11 au , 1)11
ts -+- rr -+■ a h à -z — \- eu = o.
ily1 <>./■ i)\
\ Parât, Innales de la Faculté de* Science* de Toulouse^ t. VI,
no. — 11. :\
On suppose que, dans une aire A limitée par un contour C, le coefficient c soit constamment négatif (et non nul). Nous voulons montrer qu'il ne pourra y avoir deux intégrales de l'équation, bien déterminées et continues ainsi que leurs dérivées partielles des deux premiers ordres, prenant sur C les mêmes valeurs. Considérons, en effet, la différence u de deux telles intégrales, qui s'annule sur C. Nous allons voir qu'elle ne peut prendre aucune valeur positive dans A. Si, en effet,, elle devient positive, elle aurait une limite supérieure qu'elle atteindrait au moins pour un point (x0, Vo) de l'intérieur de Faire. Donnons alors à y la valeur fixe y0 et considérons la fonction u (a?, y0). Il est clair que
( — ) est nul; d'autre part la formule de Taylor, arrêtée au se-
cond terme,
montre que ( — 2 ) doit être négatif ou nul, car, dans le cas contraire, le second terme du second membre serait positif pour x voisin de x0, ce qui conduirait à u (#, y0) ^> u (#0, T'o)- Ainsi donc, pour
on aura
et pareillement tandis que
y=yo,
àx
en u .
àx^=°
du
ây
u > o et c < o.
Ces égalités et inégalités sont incompatibles avec l'équation différentielle. Il est donc établi qu'aucune intégrale ne peut avoir dans A un maximum positif; elle ne peut non plus avoir un minimum négatif, comme on le voit en changeant «en — u. 11 en résulte que, si la fonction u est nulle sur le contour, elle sera nulle à V intérieur.
26. La démonstration précédente suppose que c ne s'annule pas dans la région considérée. Le théorème est cependant exact
sous la seule condition que c ne soit pas négatif. Nous allons ramener, en eflet, ce cas au précédent. Faisons le changement de fonction
U = Zi ',
z étant une fonction, pour le moment indéterminée, de x 'et y. L'équation en \> a la même forme que l'équation en m, et le coefficient de v est
F(*) z en posant
_. à** d*z dz . dz
Si donc, dans la région considérée, on peut trouver une fonction z de x et y vérifiant les deux inégalités
z > o, F(s)<o (les égalités étant exclues),
on se trouvera, pour l'équation en p, dans le cas précédent, et le théorème sera établi.
Nous allons pouvoir déterminer une fonction ; de x seul remplissant les conditions voulues. On devra avoir
Comme c est négatif ou nul, il suffit de satisfaire aux deux
inégalités
iP z dz
3>°' ÔF>+nte<0-
Soit — = U, nous voulons avoir
hfll<o.
qui revienl i\
d± -h MU -+- (a — M iU<o,
M étant une constante supérieure à la valeur absolue maxima <!<■ <i dans l'aire donnée.
< h -i l'on prend
cette inégalité sera certainement vérifiée; on en tire
z = l-(e-yix°—e-™x).
En supposant que l'ordonnée x = x0 soit à gauche de Taire, toutes les conditions demandées sont vérifiées, et le théorème est par suite établi.
IV. — Problème de Dirichlet. Recherche de la fonction harmonique prenant des valeurs données sur un contour. Méthode de M. Neumann.
27. Nous avons maintenant à chercher si, étant donnée une succession continue de valeurs sur un contour, il existe une fonction harmonique continue à l'intérieur de l'aire limitée par le contour et prenant sur celui-ci les valeurs données.
Dans sa célèbre dissertation inaugurale, Riemann a donné de ce problème, qu'il appelle le principe de Dirichlet, une démonstration extrêmement simple. Quoique cette démonstration ne présente pas une rigueur suffisante, nous devons l'exposer; elle rend en effet tout au moins très vraisemblable le théorème en question et elle est le type d'un genre de raisonnement fréquemment employé en Physique mathématique, et dont, faute de mieux, on doit souvent se contenter.
Commençons par démontrer le théorème suivant
Considérons une fonction harmonique u continue ainsi que ses dérivées partielles des deux premiers ordres dans Vaire limitée par un contour C, et supposons que sur le contour luimême u et ses dérivées partielles du premier ordre soient continues.
On forme l'intégrale
v représentant une fonction quelconque satisfaisant aux mêmes conditions de continuité que u et prenant sur le contour les
mêmes valeurs. Dans ces conditions, V intégrale précédente sera minima pour v = u.
Soit, en effet, v — u = h\ la fonction h sera nulle sur le contour et l'on aura
> - u m- ($)•] **.*'/ sa % - % »*♦
Or la seconde intégrale est nulle d'après la formule préliminaire de Green qui peut s'écrire
/ / ( -: : h \ — ) dx dy = — ! h — ds — / l h\u dx dy.
J J \dx ox dy dy] J J{: dn J J J
L'intégrale I est donc moindre pour v = u que pour toute autre fonction r prenant les mêmes valeurs sur le contour.
A ce théorème, nous pouvons joindre une réciproque. Les conditions de continuité restant toujours les mêmes pour les fonctions considérées et celles-ci prenant de plus, toutes, les mêmes valeurs sur le contour, si l'intégrale I est minima quand on met à la place de v une certaine fonction w, celle-ci satisfait à l équation
ku = o.
Posons
a désignant une constante et h une fonction de x et y s'annulanl sur C. Pour cette fonction, on aura
-iim-m'^-iim^u)*-»
( >r. le coefficient de x peut s'écrire
— x \ j h lit dx dy.
Ni i i coefficient n'est pas nul, La somme des deui derniers
termes dans L'expression de I sera certainement négative si 1 <>n
"I x suffisamment petit <-i d'un signe convenable. Puisque,
par hypothèse, l'intégrale I est minima pour ç = m, il faut nécessairement que
(10) / / h Aw dx dy = o.
Or la fonction h n'est assujettie qu'à la condition de s'annuler sur C et d'être continue ainsi que ses dérivées partielles des deux premiers ordres. Supposons qu'en un point (x0, y0) à l'intérieur de l'aire, Aw ne soit pas nul : il sera d'un signe invariable dans le voisinage, soit à l'intérieur d'un cercle T de rayon p ayant (-^ojJKo) pour centre. Définissons alors h par la condition qu'elle soit nulle entre G et T, et que, à l'intérieur de T ,
h= [pî—(x — x0)*—(y—y0y]»K
Si l'entier m est supérieur à deux, la fonction ainsi définie s'annulera sur G et sera continue ainsi que ses dérivées partielles des deux premiers ordres. Mais, pour une telle fonction, l'intégrale ( 10) ne pourra évidemment pas être nulle. Il en résulte qu'en
tous les points de l'aire
Aît = o,
comme nous voulions l'établir.
29. Les deux théorèmes précédents sont à l'abri de toute objection. Il n'en est pas de même de la fin du raisonnement par lequel Riemann établit l'existence d'une fonction harmonique u prenant des valeurs données sur un contour.
Considérons toujours l'intégrale
um-m^
v désignant une fonction quelconque assujettie seulement, sauf les conditions indiquées de continuité, à prendre la succession de valeurs données sur le contour. Cette intégrale est nécessairement positive; il y a donc une limite inférieure au-dessous de laquelle elle ne peut descendre. Désignons par u la fonction pour laquelle V intégrale atteindra son minimum ; la fonction u, d'après le théorème précédent, sera harmonique et le problème de Dirichlet se trouve ainsi résolu.
J'ai souligné le point défectueux dans la déduction précédente.
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On ne peut être certain a priori qu'il existe une fonction w, satisfaisant aux conditions de continuité, pour laquelle l'intégrale atteigne effectivement sa limite inférieure. C'est là une objection capitale et M. Weierstrass (* ) a montré sur un exemple très simple le danger de ce mode de raisonnement. Prenons, avec l'illustre géomètre, l'intégrale
et envisageons les fonctions y de x continues ainsi que leurs dérivées premières de — i à -f- 1 et prenant pour x === — i et x = -f- 1 respectivement les valeurs a et b (en supposant essentiellement a différent de b). Nous allons voir que, parmi ces fonctions, il en est qui rendent l'intégrale J aussi voisine de zéro que l'on voudra; la limite inférieure de V intégrale est donc zéro pour les fonctions y considérées. D'autre part, il n'existe évidemment pas de fonction répondant aux conditions indiquées, et rendant l'intégrale nulle. Il faudrait, en effet, que cette fonction fût constante, ce qui est impossible puisque a est différent de b.
En désignant par £ une constante positive, Weierstrass envisage la fonction
. . arc tan g —
arc tang -
Varctang qui figure dans cette expression étant compris entre — -
et -f- -; cette fonction satisfait aux conditions indiquées plus haut.
\ oj "us ce que devient J, quand on met à la place de y la fonction précédente. On trouve de suite
kj ^i+p^f^y,
V dx J
(b — ay r + 1 dx _ g (b — a)*
I i V J , a^-HÇ1 = 2 " i
I 2 arc tang - 1 _1 ire tan
(l) Wl il iisthass. l'ebrr das êOgentlCUUe Du i< hlct'arhe Pri/icif ( Wnthcnia Werke, i. Il p
Donc J sera aussi petit que l'on voudra, si £ est pris lui-même assez petit; la limite inférieure de l'intégrale est donc bien nulle. D'autre part, comme nous l'avons dit, il ne peut exister de fonction continue donnant à l'intégrale sa valeur minima. On voit donc combien il faut se méfier d'un mode de raisonnement dans lequel on admet a priori l'existence d'une fonction continue donnant à l'intégrale sa valeur minima.
On se demandera tout naturellement ce que devient la fonction^ quand !• tend vers zéro. On voit que l'on a la limite
y = a pour x > o, y = b pour x <C o.
Pour x = o, la limite est C'est cette fonction discon-
tinue qui donne à l'intégrale la valeur minima zéro.
11 n'est pas inutile d'indiquer l'origine de l'expression (E) qui a joué un rôle essentiel dans les raisonnements précédents. Envisageons l'intégrale
\ étant une constante positive. Le problème de trouver la fonction continue^ de #, prenant pour x = — i et x = -f- i respectivement les valeurs a et b, et rendant l'intégrale minimum, admet une solution parfaitement déterminée, et c'est précisément la fonction (E).
Pour la trouver, il suffit d'employer une méthode toute semblable à celle du paragraphe 28. On remplace y par y-\-hv., en désignant par a une constante et h une fonction qui s'annule pour x — rb i . Le coefficient de a est ici
dy dh dx dx
et, en intégrant par parties et se rappelant que h s'annule aux limites, on peut le remplacer par
-jC>â[^**>£]*-
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Si la fonction y rend l'intégrale T minimum, le coefficient de h devra être identiquement nul. On aura donc
En intégrant cette équation avec les conditions aux limites, on
trouve
\ , , arc tano ;-=■ a-\-b b — a ° £ y= ! 1,
arc tangc'est l'expression (E).
30. Le problème proposé, que nous avons déjà donné dans le cas du cercle (p. 16), a été traité rigoureusement par M. C. Neumann dans le cas d'un contour convexe. M. Schwarz a montré ensuite comment on pouvait, dans des cas étendus, passer d'un contour convexe à un contour plus compliqué, ce qui lui a permis de traiter la question dans le cas d'un contour limité par des arcs réguliers de courbes analytiques. Enfin M. Poincaré a donné du problème de Dirichlet une solution extrêmement originale et qui difFère complètement par le point de départ des méthodes précédentes. Nous nous bornerons dans ce Chapitre à développer la méthode de M. Neumann, qui nous servira en même temps à établir quelques propriétés importantes de la fonction harmonique. Les méthodes de MM. Schwarz et Poincaré seront développées dans d'autres Chapitres.
Nous avons déjà donné, dans le cas de l'espace, la méthode de M. Neumann, modifiée en mettant à profit une idée de KirchhofF: nous suivrons absolument la même voie dans le cas du plan.
Nous avons supposé que la surface considérée était convexe et avait en chaque point un plan tangent déterminé. Nous garderons pour le contour plan, que nous avons maintenant à considérer, les mêmes hypothèses, sauf toutefois que Le contour, toujours convexe, pourra avoir un nombre limité <l<' pointes. En ces derniers points, [e contour aura deux tangentes.
31. Une intégrale analogue à celle de Gauss (t. [, p. [46) nous
sera fournie par l'intégrale
Tcoscp
(«I) Jrd°
étendue à une courbe fermée C, /* désignant la distance d'un point fixe A à un point M de l'élément, d'arc variable d<7 de la courbe, et l'angle es représentant l'angle de la direction MA avec la normale intérieure à la courbe au point M.
La signification géométrique de cette intégrale est immédiate; elle représente la somme des angles, pris avec un signe, sous lesquels du point A on voit les éléments d<j de la courbe. L'intégrale (ii) sera donc égale à 21 quand le point A sera à l'intérieur de la courbe G, elle sera nulle quand le point sera extérieur à la courbe, et elle sera égale à iz quand le point sera en un point ordinaire de la courbe. Si enfin le point A est une pointe de contour, l'intégrale sera égale à l'angle a que font les tangentes aux deux courbes qui forment la pointe. Dans l'hypothèse où nous sommes d'un contour convexe, a sera inférieur à tc.
Nous pouvons généraliser l'intégrale précédente, comme nous l'avons fait (t. I, p. 2o3). Désignant par a, b les coordonnées de A, nous formons l'intégrale
*sr. '
où ul désigne une fonction continue du paramètre qui fixe la position d'un point sur la courbe. Cette intégrale, considérée comme fonction de (a, &), est une fonction continue, ainsi que ses dérivées partielles quand le point A est à l'intérieur ou à l'extérieur de la surface. De plus, elle satisfait à l'équation de Laplace; c'est ce qu'on voit de suite en mettant l'intégrale sous la forme
car
dr
dn
r dlogr
= — cos'-p (t. I, p. 170).
Or pour un point (x, y) du contour C, log /• considéré comme fonction de (a, b) satisfait à l'équation de Laplace, et il en est
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par suite de même de
d logr dn
ce qui entraîne la même conclusion pour l'intégrale.
La fonction "V (a, b) éprouve une discontinuité pour le passage par la courbe G. Pour étudier cette discontinuité, il n'y a qu'à suivre, sans y rien changer, le mode de raisonnement employé pour l'espace (t. I, p. 204). La seule différence sera que it sera
partout remplacé par — dans les formules, puisque la circonférence
de rayon un est égale à 2-, tandis que l'aire de la sphère de rayon un est égale à 4 ~- Prenant un point fixe s sur la courbe G, et désignant par jjljt la valeur de jjl en ce point, on montrera que
W(aré)= f
Je
r (\x — fV> cosep
da
est une fonction continue de (<2, b), au point s, c'est-à-dire qu'elle tend vers la même valeur, de quelque manière que le point (a, b) tende vers s. En conservant les mêmes notations, on aura donc
\ fs = V g -h TCfX*, VeJ = V s — WJV.
Ces loi mules supposent que le point s ne soit pas une pointe sur le contour. S'il en était ainsi, a désignant l'angle des tangentes, • m aurait, en écrivant toujours que W(a, b) est continue au point s,
\ es = V/j — 1 -a,- = V, — otfcl,.
'.VI. On établira encore une remarque analogue à celle du paragraphe io (t. I, p. 226). On partage la courbe C en deux parties oc el fi, et soient s et *' deux points quelconques «le b courbe. Désignons d'une manière générale par IJ l'intégrale
'-jf2?*
relative au point s e! étendue à une portion y de la courbe. On peol trouver un nombre / compris entre zéro et un. tel que
l'on ait
o<X< JL(I«-hlf,)<i
quelles que soient les positions de s et s' sur la courbe.
Je ferai seulement une remarque sur la démonstration, remarque que nous n'avions pas eu l'occasion de faire pour les surfaces convexes, leur supposant toujours en chaque point un plan tangent unique. Il est un cas où la somme
If 4- If,
peut atteindre zéro. Il faut pour cela que chacun des deux termes s'annule; la partie a devra donc se composer de deux droites dont s est le point de rencontre, et il en est de même de jâ, qui se composera de deux droites se rencontrant en s'. La courbe convexe, que nous considérons, se réduira alors nécessairement à un triangle ou à un quadrilatère. Ce sont les seuls cas où n'existe pas ce nombre X, différent de zéro. Ces deux courbes sont donc exclues pour l'application de la méthode.
On établira enfin une dernière propriété de l'intégrale
v ± r^çoscp^
prise pour un point s de la courbe G. Il n'y a, je le répète, qu'à
changer 71 en - dans tous les raisonnements et calculs (t. I, p. 227).
En désignant par Met m le maximum et le minimum de [jl sur la courbe, on a, pour deux points quelconques s et s{ de C,
où le nombre p (qui est égal à 1 — X) est une constante positive comprise entre zéro et un.
En particulier, si M4 et m{ désignent le maximum et le minimum de V^ sur G, on a
Mi — m! g (M — m) p.
34. Il suffira maintenant d'indiquer l'énoncé de la solution du
principe de Dirichlet; on se reportera pour la démonstration au Tome I, page 229.
Soit une fonction continue U définie sur la courbe C; en désignant toujours par Uy la valeur d'une fonction U au point s, je forme l'intégrale
Ui(a,6)^--L r^£i(U-U,)^,
Quand le point (a, b) est en s, elle a une valeur parfaitement déterminée Uj. L'ensemble de ces valeurs, quand le point s se déplace sur la courbe G, définit une fonction U1 sur cette courbe. Formons de même l'intégrale
(«,*)=- ^/^(U'-UJ)*,
qui permettra de définir une nouvelle fonction U- sur G; et ainsi de suite, en ayant d'une manière générale
U«(a, *) = r^!(ï>-i— \J'rx)ch.
La série
est convergente sur la courbe G, et l'intégrale
résout le problème de Dirichlet, c'est-à-dire qu'elle satisfait à U équation de Laplace, et que V(«, b) tend vers Uv, quand le point (a, &) intérieur à G tend vers le point s de cette courbe.
35. Dans ce qui précède, nous avons suppose que la succession des valeurs données sur le contour était une fonction continue. Il es! intéressant, pour diverses applications, d'examiner le cas ou la lon< lion (J, donnée sur le contour, tout en étant en général continue, aurait un certain uombre de points de discontinuité où elle passerail brusquement d'une valeur finie à une autre valeur finie. Supposons, par exemple, qu'il y ail sur le contour deux
tels points \ et B (fig. 2 |, et soient, quand on parcourt le COntOUF
dans Le sens positif, a et 6 les valeurs correspondant* sdes discon-
tinuités, de telle sorte que si UA_£ désigne la valeur de UM quand le point variable M tend vers A en marchant dans le sens de la
Fig.
(cy
ce
flèche, et si UA+S désigne la valeur limite de UM quand M tend vers A dans le sens inverse, on ait
et, de même,
UB
Ua+s = a
Pour résoudre, dans ce cas, le problème de Dirichlet, on pourrait suivre la méthode précédente en commençant par discuter l'intégrale généralisée de Gauss, quand la fonction jji éprouve des discontinuités de la nature indiquée. M. Schwarz a montré que le cas où la fonction U est discontinue peut se ramener immédiatement au cas où la succession des valeurs données sur le contour est continue ('). Concevons, en effet, la fonction U prenant sur le contour la succession, discontinue en A etB, de valeurs données ; si l'on désigne par (a, a') et (p, (3') les coordonnées de A et B, la fonction
- arc tang
arc tang
X — jl
est parfaitement déterminée dans l'aire limitée par C, quand on a une fois choisi, en un point, la détermination que l'on veut adopter pour les arc tang ; de plus cette fonction est une fonction harmonique. Enfin, quand le point (x, y) tend vers A en suivant le contour, d'abord dans le sens positif, puis ensuite dans le sens négatif, la différence des deux valeurs limites est manifestement
(') M. Jules Riemann a tiré très heureusement parti de la même idée dans le cas des aires limitées par plusieurs contours. Voir sa Thèse sur le problème de Dirichlet (Annales de l'École Normale, 1888).
égale à a, si, comme nous le supposons, A n'est pas une pointe. La différence analogue pour B est égale à b. Or formons maintenant l'expression
tt T « y — a' à y — B' V = U arc tans arc tang l- •
La différence des deux valeurs limites que prend cette fonction quand (x, y), sur le contour C, se rapproche de A d'un côté ou de l'autre, sera égale à zéro, et il en sera de même pour B. Admettons que cette expression qui, à proprement parler, n'a pas de valeur en A, ait pour valeur la limite précédente relative à ce point, et de même pour B; nous pourrons dire alors que la fonction V prend une suite continue de valeurs sur le contour C et nous pourrons l'obtenir comme il a été vu plus haut. On en déduira la valeur de U par la formule
rr x- a y — a' b y — v
U = \ h arc tan" - 1 arc tanç r—»
3G. Les considérations précédentes nous permettent de déterminer une fonction harmonique U qui, en dehors des points A et B, prend sur le contour une, succession continue de valeurs données. Il n'est pas certain, d'après ce qui a été vu jusqu'ici, que cette fonction soit unique. Le résultat est cependant exact s* l'on ajoute l'hypothèse que la fonction reste, en valeur absolue, inférieure à un nombre fixe dans le voisinage des points de discontinuité .
Il faut, pour établir ce théorème, montrer qu'une fonction harmonique (J prenant sur C la valeur zéro, sauf en certains points A cl I) dans le voisinage desquels on suppose qu'elle reste finie, est nécessairement nulle identiquement.
Vui^ démontrerons ce résultai en supposant que le contour C se réduise à un cercle. Ce ne sera pas restreindre la généralité du théorème si l'on admet, comme il sera démontré plus tard, qu'on peut faire La représentation conforme de l'aire considérée sur un cen le (Chap. \).
Nous considérons donc une circonférence C du rayon 1» et de
itre 0 et deux points A el B but cette courbe. Nous donnant
dabord an nombre t\ fixe, mais aussi petit qu'on voudra, nous
traçons deui angles x et (3 d'ouverture 2Tj et de sommel ( >. ayant
respectivement OA etOB pour bissectrices. On peut, d'autre part trouver un cercle J\t (Rt <^ R) tel que, sur la portion de cette circonférence extérieure aux angles a et [3, les valeurs absolues de U soient moindres que e, en désignant par e une seconde quantité donnée à l'avance aussi petite qu'on voudra. Sur les arcs de la circonférence R4 correspondant aux angles a et (3, on aura, d'après
l'hypothèse faite,
M étant une constante fixe.
Nous pouvons déterminer la fonction harmonique U en nous servant de la formule de Poisson relativement à la circonférence R« . On voit alors que, pour un point quelconque P, intérieur à cette
circonférence, on a
| UP | < Xe -+- fXTj,
X et fi. étant deux quantités finies indépendantes de £ et t\ ; c'est ce qui résulte de suite de la décomposition de l'intégrale en deux parties. Or e et yj sont deux constantes aussi petites que l'on veut. Il est donc bien établi que la fonction harmonique U est rigoureusement nulle.
Il est facile de donner un exemple d'une fonction harmonique s'annulant en tous les points 'd'une circonférence, sauf un seul, coutinue d'ailleurs à l'intérieur et n'est pas identiquement nulle. Il suffit de prendre
a étant une constante. Cette fonction s'annule sur la circonférence représentée par l'équation
sauf à l'origine ; son module ne restant pas au-dessous d'une limite fixe M, le théorème précédent n'est pas applicable.
37. Il est intéressant de rechercher quelle est la limite des valeurs que prend U (oc, y) quand le point (x^y) tend vers un point A du contour où la succession des valeurs données est discontinue. On y parvient de suite, en se reportant à la formule
U = V + > - arc tansr J
V a, en chaque point de discontinuité, une valeur déterminée. Supposons, en premier lieu, que le point (x,y) se rapproche du point A, en restant sur le contour C et en marchant d'abord dans le sens positif et ensuite dans le sens négatif. En écrivant U sous la forme
U = Wh arc tan s
TZ X
\\ étant comme V parfaitement déterminée en A, on aura successivement les valeurs limites
(a) WA
(p) WA+-(0-7r),
6 désignant l'angle que fait avec Ox la tangente à la courbe en A menée dans le sens négatif. On aura donc, quand le point (x,y) tend vers A, en étant à l'intérieur de la courbe,
(T) Wa+^G',
0' correspondant à la direction limite suivant laquelle (x,y) tend
vers A, et l'on a
0 — tt<6'< 0 :
l'expression (y) est comprise entre (a) et ((3).
En faisant varier 0' on obtiendra toutes les valeurs comprises entre les deux valeurs extrêmes (a) et ((3). Ce résultat est bien d'accord avec ce que nous avions trouvé dans le cas particulier du cercle ( t. T, p .3 1 8) .
Supposons, en particulier, que la succession des valeurs don-
- ^»ii zéro sur une partie de la courbe et un sur l'autre. Soit
toujours V 1 1 1 1 des points de discontinuité. 11 résulte de ce qui
cède que si (.r, r) tend vers A en restant sur une courbe qui
• •H |»;is tangente à la combe G en A, la limite des valeurs
que prend U (#, y) est un nombre X plus petit que T unité. Nous
aurons j >1 u - tard à faire usage de ce cas particulier!
rtn. — u.
DEVELOPPEMENTS EN SERIES ET PROLONGEMENT ANALYTIQUE DES FONCTIONS HARMONIQUES ET DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE.
I. — Développements en séries et extension des fonctions
harmoniques.
1. Nous avons déjà indiqué (Chap. I, § 14) un développement en série d'une fonction harmonique. Il nous faut reprendre avec plus de détail l'étude des développements de cette forme. En partant de l'intégrale
VaLj- r /w(R2-;,2) &
où r et cp désignent les coordonnées polaires du point A dont x et y désigneront les coordonnées rectangulaires, nous avons obtenu le développement
V(x,/) = Y + ^ ( R ) (a"icosmo -h bmsinmo),
m = 1 OÙ
am= - / /(«JOcosm^aty, b,n—- ! /(<],) sin m ùdty.
Ce développement converge pour tous les points intérieurs au cercle de rayon R. On a vu aussi que le terme de rang m dans la série était un polynôme homogène et de degré m en x et y,.
2. Ceci rappelé, proposons-nous une question inverse en consi-
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dérant a priori une série de la forme
m =r oo
(i) A0-H 2, r"l(^m cosmcp -+- Bm sinmç),
les A et B désignant des constantes. J'envisage les deux séries
^A,„/"« et 2IÎ'»/""-
Ce sont deux séries ordonnées suivant les puissances croissantes de ;*. Elles ont donc chacune un certain champ de convergence (t. 1, p. 255) ; prenons le plus petit de ces deux champs de convergence, soit l'intervalle ( — L, +L). La série (i) sera uniformément convergente quand le point (.r, r), (x = rcos©, y = rsin'^) sera à l'intérieur du cercle de rayon L — e, « étant une quantité fixe aussi petite qu'on voudra ; les deux séries
et
sont, en effet, convergentes pour /• <^ L.
Nous appellerons cercle de convergence delà série ( i ) le cercle de rayon L(*). Cherchons quelques propriétés de la fonction de r et de cp, ou de x et dey, ainsi définie dans ce cercle. Soil
rm cosmcp = um\ .i -. y\ rm sinmep == cm(#, y) :
i(m pl Vmi nous lavons déjà dit, sont des polynômes homogènes et
• If degré /// en x et r. el l'on a
"m + ivm — {x ■+- if)"1.
Nous avons «loue la fonction \ (x,y) définie, dans le cercle de il L, par le développemenl
Ht = 00
f'i II n'esl pas possible que la série converge <-n dehors de ce cercle, mai n noua occupons de la série qu'à l'intérieur <!<• i c qne nous appelons l<
Montrons d'abord que la fonction V(x,y) aura des dérivées partielles de tout ordre et qu'on pourra les obtenir en faisant la somme des dérivées correspondantes des termes de la série. Il suffira de démontrer le même théorème pour la série (1) considérée comme fonction de r et de cp ; soit donc
(r, cp) = A0-H ^ rm(km cos/>*cp-+- B/nsinm?).
Nous allons supposer r=L', L' étant une quantité plus petite que L mais qui en est aussi voisine qu'on voudra. Les deux séries
2|A,„|L'- et ^\Bm\U>»
sont convergentes ainsi que les séries
2ha,„1l>, 2mlB»JL'w-
On aura d'abord évidemment, d'après les propriétés des séries entières,
àU
-r- = > mr",-1(A,„cos7?itp+ B,„ sinmcp).
Prenons maintenant la série des dérivées par rapport à cp 2^ mrm( — Am sinmç -+- Bm cosmcp).
Cette série sera convergente, et de plus, si on la considère comme fonction de co, elle sera uniformément convergente, cp variant de o à 271. Donc, d'après un théorème fondamental (t. 1,
p. 236), elle représentera -—• Le théorème démontré pour les
dérivées du premier ordre, qui sont des séries de même forme que la proposée, s'étend aux dérivées de tout ordre.
Ainsi la série (i), considérée comme fonction de r et de ce, a des dérivées partielles du premier ordre qui s'obtiennent en formant la série des dérivées des termes successifs. Par suite, on aura le même théorème pour la fonction V considérée comme fonction
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de x et r. Remarquons de plus que V a des dérivées partielles de tout ordre qui se trouvent représentées par des séries de même forme. Ainsi
mais
donc
ou
u,n-^ivm=(x+- iy)m, um-l-+-iv,n-\ = (# ■+ iy)m~l\
dx ox
àum ÔV
Par conséquent.
— =mum-u —=mvm-x
dx —
Nous avons donc une série de même forme. Prenons maintenant les dérivées secondes
et puisque 011 aura
Awm = o, Acm = o, AV = o.
A/71 — — — Bm -
Ainsi la fonction Y (x, y) représentée par la série est, comme chacun de ses termes., une fonction harmonique et continue à Vintérieur <lu cercle de rayon L.
Cette, proposition est, en quelque sorte, l'inverse de celle que nous rappelions au paragraphe précédent. Il est clair que, si dans expressions précédentes nous remplaçons x par x — xQv\ j pin v - )„, nous aurons des fonctions définies dans des cercles ,i\ ant pour <«'ntre (.r„, _)'«.).
\\. Reprenons une fonction harmonique V (#, y), continue à l'intérieur d'un cercle C de rayon R ayant l'origine (>our centre. On
suppose qu'on ne sache rien de la nature de la fonction sur la circonférence elle-même. Pour effectuer le développement en série de la fonction, on doit prendre une circonférence de rayon IV, moindre que R, et le développement déjà rappelé au paragraphe 1 de ce Chapitre nous donne à l'intérieur du cercle de rayon R'
(2) VO, y) = A0-H \ rm(Am cosmcp -+- Bw sinra? ).
On peut se demander si ce développement est indépendant de R .. Tl est aisé de voir que Aw et Bm ne dépendent pas de R' ; soit, en effet, pour R" < R' un autre développement de Y (oc, y) ; en faisant la différence de ces deux séries, on aurait une identité de la forme
m=oo
/ 1 rm(ccm cosmcp -+- $nl sinmo) (/' < R").
La série ordonnée suivant les puissances croissantes de r, qui figure dans le second membre, ne peut être identiquement nulle
que si
a.m cosmcp -f- (3m sinmc? =: o,
quel que soit cp, c'est-à-dire que v.m = fim = o, et les coefficients des deux développements supposés sont identiques. La série (2) définit donc la fonction pour tous les points intérieurs au cercle C de rayon R.
Ceci posé, prenons à l'intérieur de ce cercle un point arbitraire (xQ,y0) autre que l'origine. Du point (oc0^y0) comme centre, décrivons le cercle (v) tangent intérieurement au cercle C ; la fonction Y(x,y) à l'intérieur de ce cercle pourra être développée en une série de la forme
les P et Q étant des constantes.
Une remarque capitale est à faire sur cette dernière série. Son cercle de convergence a un rayon au moins égal à celui du cercle
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(v), mais il ne lui est pas nécessairement égal. Soit Y(fig. 3) ce cercle de convergence ; supposons son rayon plus grand que celui de (y). On voit que la fonction V(#, j') se trouve maintenant définie dans une région où elle n'était pas déterminée par le pre-
mier développement en série, à savoir la partie ombrée dans la figure intérieure à F et extérieure à C. Ce fait est extrêmement important; on dit alors que Von a effectué le prolongement analytique de la fonction V au delà de V arc aj3 de la circonférence (] (a et [j désignant les points de rencontre des circonférences C et T).
On pourrait, de la même manière, chercher à effectuer le prolongement analytique de la fonction au delà d'un arc de la circonférence I\ et ainsi de suite, de proche en proche.
Les eireonstances les plus variées peuvent se produire dans la recherche de ce prolongement analytique. On pourrait tout d'abord être arrêté dès le début, c'est-à-dire qu'il pourrait arriver que, quel qui- soit (xoiyo), le cercleT fût le cercle y; alors le prolongement analytique de la fonction au delà du cercle G est impossible. Dans (I autres cas, en prenant pour les circonférences F une succession de centres situés sur un arc de courbe joignant le |)'»mi () à un point A du plan, on pourra atteindre le point A ; il pourra arriver aussi qu'on n'atteigne pas ce point. Enfin, en allant du point O à ce même point A par deux chemins différents, on pourra ue pas trouver la même valeur a l'arrivée : la fonction prolongée présentera alors quelque singularité dans l'aire limitée par les deux chemins.
i. Il est facile de citer des exemplee d'une fonction ne pouvant
être prolongée au delà d'un cercle G. Reprenons, en effet, l'intégrale de Poisson
qui définit une fonction harmonique Y(x,y) prenant sur le cercle G de rayon R, ayant l'origine pour centre, la succession des valeurs données par la fonction f('\>)- Si la fonction peut être prolongée au delà d'un certain arc a[3 de la circonférence C, il faudra nécessairement que/(<|;) soit une fonction analytique de ty sur cet arc ; en effet, V(#,y) sera alors une fonction analytique de x et y dans une certaine aire comprenant l'arc aj3 à son intérieur, et comme x et y, qui sont égaux à R cos cp et R sin cp sur le cercle, sont des fonctions analytiques de cp, il en résulte que V(#,y) sera une fonction analytique de o sur l'arc a{J. Or nous pouvons prendre pour f(ty) une fonction continue qui ne soit pas une fonction analytique de ^ : telles seraient, par exemple, les fonctions f(t) et o(t) continues de i = oà f = t, que nous avons considérées au Tome I, page 28. On prendrait pour la fonction actuelle /(<]>) la fonction
fi1-
continue alors de<i;:=oàt|; — 271. Elle n'admet pas la période 2 7t, mais la fonction harmonique V(x,y) n'en est pas moins bien définie dans le cercle G, et ne peut être prolongée au delà de la circonférence.
5. Nous allons faire deux remarques générales sur les fonctions harmoniques, qui nous seront plus tard utiles et où nous aurons à iuvoquer la notion de prolongement analytique qui vient d'être étudiée dans les paragraphes précédents.
La première remarque est relative à une fonction harmonique, bien déterminée et continue dans une aire A, et que l'on suppose constante dans une aire B, intérieure à A, et d'ailleurs aussi petite qu'on veut. La fonction sera constante dans A ; en effet, pour faire le prolongement analytique de l'expression en dehors de B, on aura à employer des séries de la forme de celles considérées
au paragraphe %
A0-f-^ rm(Xm cosmcp -+- Bm sinmo).
Tous les coefficients, sauf le premier, doivent être nuls, puisque pour /* assez petit, correspondant à des points dans B, la fonction se réduit à une constante. En étendant donc ainsi la fonction de proche en proche, on voit qu'elle sera constante dans toute l'étendue de A.
La seconde remarque est relative aux valeurs d'une fonction harmonique U à l'intérieur d'un contour C sur lequel elle prend une succession de valeurs. En supposant d'abord cette succession continue, soient M et m le maximum et le minimum de la fonction sur le contour. Je disque, pour tout point à l'intérieur, on
aura
m < U < M (on suppose M ^ r?i],
chaque inégalité excluant l'égalité. La fonction ne peut évidemment prendre de valeurs supérieures à M ou inférieures à m, car autrement elle aurait, à l'intérieur, un maximum ou un minimum. !)<■ plus, il est impossible qu'en un point a de l'intérieur on ait
Ij = M
car, si l'on décrit, autour de a comme centre, un cercle T de rayon arbitraire p, on aurait (Chap. I, § 10)
inégalité impossible, puisque, sur T, U ne peut être constamment I à M.
si l'on suppose que les valeurs de U sur le contour soient discontinues, comme au Cbapitre I (§35), désignons toujours par M <i m le maximum et le minimum (!«• ces valeurs (pour les points Limites, on considérera la valeur comme double, en prenant les '1' <i\ limites). Les inégalités
lubsistenl pour tout poinl intérieur. Eu effet, quand I r. v \ tend
vers un point de discontinuité, la valeur limite de U est comprise entre M et m (Chap. I, § 37) ; il n'y a donc rien à changer au raisonnement précédent.
6. Nous terminerons ces généralités en démontrant un théorème dû à M. Harnack (* ). Considérons d'abord, dans un lemme préliminaire, la suite
u0i U\j W2, . . . , Un-,
de fonctions harmoniques à l'intérieur d'un contour C. On suppose que, sur le contour, la série
(3) U0-hU1-+-...-4-U;i + ...
des valeurs de ces fonctions soit uniformément convergente. Je dis que la série
sera uniformément convergente à Vintérieur de V aire et représentera une fonction harmonique.
D'après la définition donnée (t. I, p. 234) de la convergence uniforme, on pourra prendre n assez grand, e étant donné à l'avance, pour que, en tout point du contour, on ait, quel que soit /?,
| U„ -+- Urf+i -+-...-*- Un+P | < e.
Or, d'après les propriétés des fonctions harmoniques,
1 Un ■+• lhi+l H- ... + Un+p |,
à l'intérieur de l'aire, est inférieure au maximum de
sur le contour ; îl en résulte immédiatement que la série
est uniformément convergente à l'intérieur de Faire.
Montrons maintenant que cette série représente une fonction harmonique. Nous considérons, à cet effet, une circonférence G
(J) Voir l'Ouvrage déjà cité de M. Harnack : Die Grundlagen der Théorie des logatithmischen Potentielles, p. 67 ; 1887.
à l'intérieur de l'aire ; soient
les valeurs de u sur cette circonférence. La série
sera évidemment uniformément convergente sur C. Prenant alors pour le cercle l'intégrale de Poisson
(5> ^jrv.4-v,+...+vB+..oftt_aRrRe'-j_T)+r,^,
et appelant pn le reste de la série (4) correspondant au rang n nous pourrons, pour les points de l'intérieur du cercle, écrire cette intégrale sous la forme
(6) I/0-f- WiH-. ..-+- M«H / p„ =jt 75 -7
r. J r K2 — 2 H /• cos (y
ûty.
Or|p„|<<s pour tous les points du contour; par conséquent,
la série
est représentée par l'intégrale (5) à l'intérieur du cercle ; elle représente donc une fonction harmonique. D'ailleurs, d'après ce qui précède il est bien évident que cette série tend vers la série des U quand (.x,y) se rapproche d'un point du contour.
Nous pouvons maintenant démontrer le théorème suivant : Soit une série
de fondions harmoniques toutes positives à V intérieur de l'une limitée par un contour C. Si cette série converge en un point O de V intérieur de Vaire, elle convergera en tous les points de £ intérieur de Caire et représentera une fonction harmonique.
Soit V une fonction harmonique positive définie le lon<; d'un
Pcle I de (<ntre () et de rayon R ; on a
Pour un point A de l'intérieur du cercle, on a
AM
1 ^ J a A 1VI
en désignant par r la distance OA, et AM représentant la distance de A au point variable M correspondant à l'angle d» sur la circonférence. Il est clair que
R + '* ÂSÏ2 R~''
Donc, puisque les V sont positifs,
Ceci dit, décrivons, du point O de l'énoncé précédent, un cercle qui soit intérieur à l'aire, la série
U0 4- U{ -+- . . . -+- Lln + . . .
convergera pour tout point intérieur à ce cercle. On a, en effet, quels que soient les entiers n et m,
_— (Mo _+_. . .-f-<+„) < Kj+;..+.«*+m< g— ^ (.K°-+-. . .+ ttg+m-Ji
les w° et les wA désignant, d'une manière générale, les valeurs de u en O et en A. La série convergente pour le point O convergera donc pour le point A. Il est évident qu'elle convergera uniformément sur toute circonférence intérieure à la circonférence primitivement tracée ; d'après le lemme, elle représente, à l'intérieur de celle-là, une fonction harmonique. En allant de proche en proche, on peut atteindre, en considérant une suite de circonférences, tout point de l'intérieur de l'aire, et le théorème se trouve, par suite, établi. On remarquera que la série sera uniformément convergente à l'intérieur de toute aire comprise dans l'aire que limite G et n'ayant aucun point commun avec cette courbe.
DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES. 6l
II. — Fonctions harmoniques à l'infini. Problème de Dirichlet pour l'extérieur d'une aire.
7. Nous avons toujours considéré, jusqu'ici, des fonctions harmoniques pour des valeurs finies de x ely. On étudiera les fonctions harmoniques dans le cas où le point (x, y) s'éloignera indéfiniment, en s'appujant sur la propriété suivante de la transformation par rayons vecteurs réciproques, On sait que cette transformation, quand l'origine est le centre de la transformation, s'exprime analjtiquement par des formules
X = — - -, Y= — - — — — (À étant une constante),
ou des formules équivalentes,
X2-H-Y2' ' X*+Y* Ceci posé, si V (x,y) désigne une fonction harmonique,
k* x fcy
x -+-y* x*-+-yi
sera encore une fonction harmonique.
Ce théorème, que vérifierait immédiatement un calcul direct, peut encore s'établir en se rappelant (t. I, p. 56o) que, si la transformation
conserve les angles, L'équation
à* V <>•>■ V dx* ôy1
«l«\ rent, après le changement de variables,
dX* <)\*
Du théorème précédent, on conclul que L'étude de la fonction harmonique \ i . i i. pour de grandes valeurs de x el de r. pe-
vient à l'étude de la fonction harmonique de X. et Y,
dans le voisinage de X — o, Y = o.
8. Nous pouvons définir maintenant ce qu'on doit entendre par fonction harmonique régulière à f infini. Soit une fonction harmonique V(#, jk), uniforme et continue à l'extérieur d'un cercle V ayant l'origine pour centre, pour toute valeur finie de x et y. En faisant la transformation précédente, nous avons à considérer la fonction
W(X, Y) et une fonction harmonique, bien déterminée et continue, pour tous les points (X, Y) de l'intérieur du cercle T' transformé de T par rayons vecteurs réciproques, sauf peut-être pour l'origine X = o, Y = o» Si ce dernier point est aussi un point ordinaire pour la fonction W(X, Y), on dira que la jonction Y (x,y) est régulière à V infini.
Indiquons une forme remarquable pour le développement de Y(x,y) à l'extérieur de F. Nous avons vu qu'à l'intérieur de T on a, pour W(X, Y).
(8) W(X, Y) = ]>\pm(X, Y),
wm(X, Y) désignant un polynôme harmonique homogène et de degré m en X et Y. On a, par suite,
m = oo
<•> ^>=2^aâ>
vm (#, y) désignant un polynôme harmonique, homogène et de degré m en x et y.
Cette forme de développement à l'extérieur d'un cercle est d'ailleurs caractéristique pour une fonction régulière à l'infini, car on remonte immédiatement du développement (9) au développement (8).
9. Posons-nous maintenant le problème de Dirichlet pour la partie du plan extérieur à un contour donné C. L'énoncé sera alors le suivant :
Trouver une fonction harmonique, continue et unijorme dans V espace extérieur à C, régulière à V infini, et prenant sur G une succession donnée de valeurs.
Ce problème se ramène immédiatement au cas du problème relatif à l'intérieur d'une aire. Transformons, en effet, la figure par rayons vecteurs réciproques, en prenant pour centre de transformation un point intérieur à G. Le contour G se transformera en un contour G', et la fonction que nous cherchons V(,z,y) deviendra une fonction W(X, Y), uniforme et continue pour tous les points intérieurs à G' et prenant sur G' la succession donnée de valeurs. Le problème extérieur est donc ramené au problème intérieur, et l'on voit bien que c'est l'hypothèse faite, que la fonction \ Çx,y) est régulière à l'infini, qui nous permet d'affirmer que la fonction W (X, Y) n'a pas le point X = b, Y = o comme point singulier.
10. Dans le cas de l'espace, nous n'avons pas parlé au Tome 1 <lu problème extérieur. Il y a, à cet égard, une grande différence entre le cas du plan et celui de l'espace, et l'on se tromperait gra- \<ment en posant le problème de la même manière dans les deux cas.
Considérons encore la transformation par rayons vecteurs réciproques
On peut vérifier, avec Sir William Thomson ('), que, si La fonction \ | /■. )-. -j est harmonique, la fonction
fi
yfx* -f- y* -(- z* \ .r2 4- j2 -h ** ' xi-^-yi-hzi x* ■+- y* -i- z2 J
tera encore une fonction harmonique. C'est ce que vérifie sans difficulté un calcul direct.
turnal de Liouvitle, t. xii (extraits de Lettrei adressées à M. LiouTille).
Il en résulte qu'une fonction Y(x,y, z) harmonique et continue dans le voisinage de l'origine conduit, au moyen de l'expression (10), à une fonction harmonique bien déterminée, quand le point (#, y, z) est suffisamment éloigné de l'origine, et qui s'annule à Vin fini.
Cette remarque montre immédiatement comment le problème extérieur doit être posé dans le cas de l'espace. Ce problème consiste à trouver une fonction harmonique continue à l'extérieur d'une surface prenant sur cette surface des valeurs données et s'annulant à l'infini.
III. — Développements en série des fonctions analytiques d'une variable complexe. Théorème de Cauchy. Fonctions élémentaires.
11. Les séries ordonnées suivant les puissances entières et croissantes d'une variable
(il) a04-a12+... + a„^" + ...
jouent dans la théorie des fonctions analytiques un rôle essentiel. Nous avons déjà fait leur étude (t. I, p. 248) quand les coefficients a et la variable z sont réels. Il y a simplement à remplacer le mot valeur absolue par module pour avoir le théorème suivant entièrement analogue à celui qui a été démontré (t. 1, p. 248).
Si, pour une valeur z0 de z, on a, quel que soit n,
|mïI<m,
M étant un nombre fixe, la série sera convergente pour toute valeur de z de module inférieur à | z0 |.
En particulier, si la série converge pour une valeur z0, elle convergera pour toutes les valeurs de z de module moindre. Il en résulte que la courbe séparant les parties du plan où la série converge de celles où la série diverge ne peut être qu'une circonférence ayant son centre à l'origine. Ce cercle est ce qu'on appelle le cercle de convergence de la série.
12. Et d'abord il est essentiel de montrer que la série précé-
dente est bien une fonction analytique de la variable complexe z. En effet, elle rentre dans les séries que nous venons d'étudier. Pour le voir, posons
■xn = an-+- ibn, zn = rn(cosnb -+■ i sin/iO),
la série ( 1 i ) devient
N r"(an cosnô — bn sin nO) -t- iA rn(ba cos/i6 -+- an sinnO).
Soit ( — L, + L) le domaine de convergence commun aux deux séries
(i2) 2""''" et ^b"rn'
Le cercle de convergence de la série ( 1 1 ) sera le cercle de rayon L. En effet, pour une valeur de r supérieure à L, l'une au moins des deux séries (12) est divergente. Or, pour Q = o, la série ( 1 1 ) se réduit à
^Clnrn+i^bnr».
Le rayon de son cercle de convergence ne peut donc dépasser L. Ceci posé, les propriétés de la fonction définie par la série (11) à l'intérieur du cercle de rayon L résultent immédiatement des propriétés établies au paragraphe 2. Cette fonction peut s'écrire
2j ( an Un — bn vn) -+- iS ( bn un -+■ an vn ).
C'est une fonction analytique de 3, car
ZV'IF -**-&)= 2A6"4F+ ""5F
2à \a*lï ~ b» ip ) Œ ~li {*' Tx + "" IF) '
puisque
dun _ àvn ■ <)u„ àvn
dy ôy dx
Il résulte encore, «les règles de dérivation établies (§2), que La e ( 1 1 ) a une dérivée qui sera représentée par la série
a|4-2aj«+...+ /ia„:" ' ....
PICAM. — II, S
d'où l'on conclut encore l'existence des dérivées de tout ordre à l'intérieur du cercle de convergence.
13. Nous venons de voir qu'une série telle que (n) représente, à l'intérieur de son cercle de convergence, une fonction analytique uniforme et continue. Nous allons maintenant établir la réciproque, qui constitue un théorème fondamental dû à Cauchy et qui s'énonce de la manière suivante :
Si une fonction analytique f(z) est uniforme et continue à V intérieur $ un cercle ayant V origine pour centre, on peut, à V intérieur de ce cercle, la représenter par une série ordonnée suivant les puissances entières et croissantes de la variable z.
Soit
f(z) == U-+-ÎV.
D'après le théorème établi pour les fonctions harmoniques, on a
u =N (a,num-h bmvm),
v =2) ( a'm Uni "+- Vm Vm ).
Or l'identité
du dv àx ây
est ici satisfaite; elle nous donne
dum , àvm\ v^ / , du,„ ,, dv
àx m dx } jLi\ m ày ' m ày
ou encore
dum àvm\ _^i / , àvm du
, àvm\ ^ / dvm
dx '" àx jU
ce qui exige que
Si donc nous formons /(z), il vient
i /( z ) = " -+- ÎV = ^ («m — ibm )(«m+ W m ) =J^ *m **
puisque
DÉVELOPPEMENTS BN SERIES.
wm = rm(cosmy -h i sin/ncp) = z'
Le développement (i3) constitue le théorème de Cauchy. Si, au lieu d'avoir l'origine pour centre, le cercle avait son centre en a, la série procéderait suivant les puissances croissantes de z — a. On aurait ainsi le développement
f(z)= Po-hj^O — a) H-...-*- $m{z — rt),n -+-•••
convergent à l'intérieur d'un certain cercle ayant pour centre a. C'est la formule de Tajlor, car, en différentiant m fois d'après la règle du paragraphe 12, et faisant z = a, on a
Faisons, à propos de ce développement, une remarque qui nous sera utile dans la suite. Soient (C) {fig- 4) le cercle de con-
Fig. 4.
vergence de la fonction/ (2), z et z -h h deux points à l'intérieur de ce cercle. Considérons la différence
dans laquelle nous supposons z fixe et h variable. Ce sera encore une fonction analytique de h qui sera certainement développante •'i une série convergente si le point z-\-h est à l'intérieur du le (y), ayant pour centre le point 3 et tangent intérieurement m cercle de convergence (C). On aura donc, pour tout point z -\- h intérieur au cercle 1
hm
f(z +•/»)= hf{M)
Cette série est toujours convergente dans le cercle y, et nous verrons que, dans bien des eas, elle peut converger au delà.
14. Donnons quelques applications des généralités qui précèdent, et proposons-nous tout d'abord le problème suivant : Trouver une série ordonnée suivant les puissances croissantes
de z
f(z) — a04- a,* -h. . .-t- amzm-ï-. . .
satisfaisant à la condition
La série considérée est convergente à l'intérieur d'un certain cercle (R), dans lequel nous supposons situés le point z et le point £; nous prenons, en outre, le point t tel que
c'est-à-dire de manière que f(z -f- 1) soit certainement développable suivant les puissances de t.
On devra avoir alors l'identité
( «0 _h ai t + . . . -+- a,„ tm -+- . . . )f(z )
tm
d'où l'on conclut les égalités
«o=i, «/»/(*)= t a.'.Jm/^W 0 = i, 2, ...),
et, en changeant m en m — i , et dérivant,
On en déduit la relation récurrente
et, par suite,
La série jouissant de la propriété demandée sera donc, si elle
existe, de la forme
a? z* 'ra'.nzm
On vérifie immédiatement qu'elle est convergente dans tout le plan, c'est-à-dire que son rayon de convergence est infini, et elle est bien telle que
lo. La série précédente, dans le cas où a et z sont réels, représente eaz. Faisons, en particulier, a= i, nous obtenons la série
que nous prenons comme définition de ez quand z est une quantité complexe, et il y a bien accord avec les résultats connus. On a, quels que soient z et C,
La fonction ez est uniforme et continue dans tout le plan; sa dérivée est la fonction ez elle-même.
16. De même qu'on définit ez par une série, pareillement, lorsque c sera imaginaire, cos z et sin 3 seront définis par les séries
cos* = ï
Z3 zi
Le rayon de convergence de ces séries est infini. La dérivée <lr sm z est cos z, et la dérivée de cos z est — sin z.
Les trois transcendantes ez, cos£, sinz ne forment pas trois transcendantes distinctes. C'est un résultat bien connu <lù à Euler, 81 que je ne ferai que rappeler. En remplaçant z par ; î dans on obtient immédiatement les relations suivantes :
elt = cos* -f- i sinz, e «'as coiz — i sin z.
d'où l'on conclut
ezi _+_ e-zi
ezi — e-zi
sxnz = :
Il est facile ensuite de vérifier les formules fondamentales
cos(z -4- 1 ) = coss cos£ — sin.s sinJ, sin(z + f)= sin>s cos/ -4- sin< cosz, i = cos2^ -+- sin2z.
17. Une conséquence des formules d'Euler sur laquelle j'insisterai un peu plus est relative à la périodicité def(z).
D'une manière générale, on dit qu'une fonction uniforme d'une variable complexe z est périodique s'il existe une constante a telle qu'on ait
et cela quelle que soit la valeur attribuée à la variable ;. La fonction ez admet la période i ni ; on a, en effet,
L'addition d'une demi-période tu change ez en — ez
gZ+1ti z=- (>z gtii ~ cz *
Terminons en rappelant que, si a et b sont réels, on a
ea-¥ib— ea(cosb ■+■ i si n 6),
et que, par suite, le module de ea+i* est ea, et que son argument est Hun multiple près de 2 w.
18. La notion de l'extension analytique d'une fonction représentée par une série entière
repose sur la même idée que pour les fonctions harmoniques (§3). Soit (fîg. 5) (G) le cercle de convergence de la série précédente. Si l'on considère le point (jr0, y©), on pourra, dans le voi-
sinage de ce point, développer la fonction suivant les puissances de (z — a), (a = x0 -(- iyo), et nous avons vu que ce développement était certainement possible, du moment que le point z était
Fij
à l'intérieur du cercle (y) décrit du point (a) comme centre, tangent intérieurement au cercle de convergence (C). Mais il se peut que le cercle de convergence (T) de la nouvelle série
soit plus grand que (v) et sorte du cercle (G). On aura réalisé alors l'extension analytique de la fonction le long de l'arc a (3. C'est ce qui arrive d'ailleurs pour la plupart des fonctions. Considérons, par exemple, la série
Elle esl convergente pour | z | <[ 1 et divergente pour | z | > 1 ; donc sou cercle de convergence est le cercle de rayon un décrit de l'origine comme centre. A l'intérieur de ce cercle, la série
représente la fonction
Effectuons le développement de cette fonction, autour d'un point n intérieur au cercle C, par la formule de Taylor ; on obtient
i-2 i — al \ a \ 1 — a ) \\ — a /
I** entre crochets esl convergente pour
z al < | 1 — al,
c'est-à-dire lorsque z sera à l'intérieur d'un cercle (T) décrit du pointa comme centre avec un rayon a B égal à | i — a |. Le points pourra donc sortir du cercle (C) (fig. 6), et, en continuant de
proche en proche, on effectuera successivement le prolongement analytique de la fonction sur tout le plan.
Voici maintenant un exemple simple d'une fonction analytique ne pouvant être étendue au delà de la circonférence de convergence. 11 est dû à M. Weierstrass.
Considérons la série
b désignant un nombre positif et c un entier positif.
Cette série est convergente à l'intérieur du cercle de rayon un et elle converge sur le cercle lui-même si b << i ; elle diverge, au contraire, à l'extérieur de ce cercle, puisque le rapport d'un terme au précédent étant
b zcn-cn~i
augmente indéfiniment si | z | >> i.
Le cercle de rayon un est donc le cercle de convergence de la série précédente. M. Weierstrass a montré que la fonction ne pouvait pas être étendue analytiquement au delà de ce cercle. Voici une démonstration très simple de ce théorème que Ton trouve dans la Thèse de M. Hadamard. Nous allons montrer que, si l'extension analytique de la fonction est possible le long d'un arc déterminé a [3 de la circonférence de rayon un, elle est possible pour tout arc de circonférence. En effet, remplaçons, dans
la série, z par
A et A étant des entiers positifs; la série ne changera pas à partir du rang h. Or on peut prendre k et h assez grand pour que
— soit aussi voisin que Ton voudra de tout nombre positif; par
suite, au point ; de la circonférence correspond, par celte transformation, un point aussi voisin que l'on veut de tout point de la circonférence. Si donc la fonction peut s'étendre le long iV un arc, si petit qu'il soit, de la circonférence, Vextension sera possible pour la circonférence tout entière. Mais alors la fonction serait certainement uniforme et continue à l'intérieur d'un cercle de rayon plus grand que un ; la série devrait converger à l'extérieur de son cercle de convergence, ce qui est absurde.
Dans l'exemple précédent, la série dont l'extension est impossible est convergente sur sa circonférence de convergence si b a un module inférieur à unf mais la série des dérivées des termes successifs ne converge pas. M. Fredholm a indiqué un exemple très simple dans lequel la série et toutes ses dérivées sont convergentes sur le cercle de convergence, et où l'extension est d'ailleurs impossible. Cet exemple est fourni par la série très simple,
S1 a"xni
où a est une quantité positive inférieure à l'unité. Le cercle de convergence de cette série est le cercle de rayon un) la série et toutes ses dérivées convergent sur ce cercle. Je me bornerai à affirmer que cette fonction ne peut s'étendre au delà du cercle * de rayon un, renvoyant, pour la démonstration, à la Note de If. Fredholm («).
Un résultat très général dans cet ordre d'idées a été obtenu par If. Bore! ('), qui a montré que la série
(l) Comptes rendus des séances de /'Académie des Sciences, i\ mars 1890. (■) Ei Borbl, Journal de Mathématiques, iN(j<>.
dans laquelle les exposants cn sont des entiers croissants et les coefficients an des nombres quelconques, ne peut être prolongée au delà de son cercle de convergence si le rapport
\fcn
est, a partir d}un certain rang, supérieur à un nombre fixe. Ce théorème est évidemment applicable à la série de M. Fredholm. La considération de certains produits convergents et de divers développements en séries nous permettra bientôt d'indiquer d'autres exemples de fonctions holomorphes dans un cercle et ne pouvant être prolongés au delà de ce cercle.
19. Nous avons fait connaître (t. I, p. 260) un théorème de Cauchy et de M. Hadamard relatif au domaine de convergence d'une série entière. Il n'y a qu'à remplacer les valeurs absolues par les modules pour avoir une proposition applicable aux séries que nous étudions maintenant. Soit donc une série entière
Nous envisageons la suite à termes positifs
Si cette suite contient des termes augmentant indéfiniment, la série donnée n'est jamais convergente, sauf pour z = o. Car il existera toujours des valeurs de m en nombre infini pour chacune desquelles on aura
Vl a>n I > Tjy>
et le terme correspondant amzm ayant un module supérieur à un, la série ne pourra être convergente. Tous les termes de la suite précédente restant compris entre deux quantités fixes, nous pouvons définir un nombre a correspondant à cette suite ( t. I, p. 261), et, par conséquent, le rayon du cercle de convergence
sera égal à •
Un cas particulier intéressant est celui où a = o. Puisque,
d'après la définition même de a, on peut, étant donné e aussi petit qu'on voudra, déterminer m assez grand pour que tous les termes de la suite à partir du rang m soient inférieurs à a-f-e, il en résulte que "'\/\ am | aura zéro pour limite, et nous pouvons énoncer le théorème suivant : La condition nécessaire et suffisante pour que le rayon du cercle de convergence de la série ( 1 5) soit infini est
lim "y/\ am | = o.
20. L'étude de la série ( i5), sur son cercle de convergence, présente de grandes difficultés. On trouvera, sur ce sujet, d'intéressantes propositions générales dans la Thèse de M. Hadamard (4), qui s'est proposé de trouver les points singuliers de la fonction sur son cercle de convergence. Dans son Mémoire sur la théorie générale des séries (2), M. O. Bonnet a utilisé autrefois les rapports entre la théorie des séries entières et celle des séries trigonométriques; citons encore le beau Mémoire de M. Darboux (3) sur l'approximation des fonctions de grands nombres où la nature des points singuliers supposés connus sur le cercle de convergence est utilisée pour la recherche d'une valeur approchée des coefficients.
Nous nous bornerons à renvoyer à ces Mémoires, et nous nous < ontenterons de montrer comment le théorème démontré (l. 1, I» > 4 9 ) , dans le cas où les coefficients et la variable sont réels, peut rire étendu au cas actuel.
Soit c„ un point <lu cercle de convergence, et supposons que la série ( 1 5 ) converge pour z = :„; on peut déduire immédiatement, comme l'a fait Abel, du théorème cité, que la limite des valeurs que prend la série quand z tend vers z0, en suivant le rayon allant de l'origine au point z0, est égale à la valeur même de la série pour z z0. Mais, comme nous Talions voir, on peut aller
(') I a V étude des fonctions données par leur développement de
lor (Journal de Mathématiques, 1892).
(') Mémoire sur la théorie générale des séries (Mémoires des Savanti
ubliéi par l'Académie de Belgique, t . \ \ 1 1 1 ) . (») Mémoire sur l'approximation des fonctions de très grands nombrei
imnl de Liouville, 1877).
un peu plus loin en montrant que le théorème subsiste, quand z (restant bien entendu à l'intérieur du cercle) tend vers z0 suivant une courbe qui n'est pas tangente en z0 au cercle de convergence. Il n'y a d'ailleurs presque rien à changer au raisonnement d'Abel. Nous supposerons, comme il est évidemment permis, grâce à une rotation préalable d'axes, que z0 est réel et positif.
La série
a0 -+- a 1 z -H . . . -f- an zn -h . . .
étant convergente pour z = Zq, on peut prendre n assez grand pour que les sommes suivantes
Sq = anz0,
si = a^JI + c+ia^1, •*• • • • '• j
S p = dn 2() -+- .,.-+- dn-^-p Zq
aient, quel que soit /?, leur module compris entre — e et -h e, £ étant une quantité donnée à l'avance aussi petite que l'on voudra. Ceci posé, on peut écrire
anzn-h. . .-+- an+pzn+l>
= anznA—\ +...-han+pz$+Pl —
On aura, par conséquent, en posant
p, 1 = r(cosa -+- 1 sina),
zo
et remarquant que p est inférieur à un,
1 1 — pp r r "1
\anz» -+-... -h an+pzn+P\ <r.e. -j-j- -f- e < e — (- 1 ;
or, quand z tend vers z0l r tend vers zéro et p tend vers l'unité, et, comme on a
p* = (1 — r cosa)*-f- r* sin*a = 1 — ar cosoc -h r!,
il en résulte
i — p 2 cosoc — r
Or l'angle a représente l'angle fait par la droite (zz0) avec le rayon allant en z0 ; donc, d'après l'hypothèse faite, cosa ne tend
pas vers zéro, par suite reste fini. La démonstration s'achève
maintenant bien aisément. 11 résulte de l'inégalité ci-dessus que le reste de la série, correspondant au rang /i, sera, quel que soit z, de module moindre que Ms, M étant un nombre fixe. D'autre part, la somme des n premiers termes, étant un polynôme, est une fonction continue de 3; si donc z est suffisamment voisin de z0, la différence des valeurs de ce polynôme en z et en z0 aura un module moindre que s. Les deux séries pour z et z0 différeront donc d'une quantité dont le module n'atteindra pas
ce qui revient à dire, puisque e est une quantité donnée à l'avance aussi petite qu'on voudra, que la limite des valeurs de la série, quand z tend vers zQ, est égale à la valeur même de la série pour
z == zQ.
21. Examinons, comme exemple de l'étude d'une série sur son cercle de convergence, le cas particulier assez étendu suivant : On suppose que, dans la série entière
les coefficients a(M a,,..., a„,... soient tous réels, positifs, et aillent en décroissant, que la limite de -2ii soit l'unité . et la
limite de ocn, zéro.
Remarquons de suite (pie, si la série était à termes alternativement positifs et négatifs et que, si les coefficients satisfaisaient en valeur absolue aux conditions précédentes, il suffirait de changer
n - z pour obtenir une série à termes positifs de la nature de celles que qous avons en vue.
Le rayon de convergence de la série précédente est évidemment
1 unité, puisque la limite de -2±i z est z.
Cela étant, nous allons démontrer que : La série entière considérée est convergente pour tous les points du cercle de convergence, sauf peut-être pour le point z = i .
Pour un point quelconque du cercle de convergence (Pt= i),
on a
z = cosô -+- i sinO.
La série que nous avons à étudier est donc de la forme, en séparant la partie réelle et la partie imaginaire,
A-f- t'B = a0-h <xl cosô -(- a2 COS26 -4-. . . -+- a„ cos/18 -h. . . -+- i[%i sinô H-a2sin26-+-...-han sin/i0 -h. . . J.
Or nous avons vu (t. I, p. 333) que les deux séries A et B étaient convergentes pour toutes les valeurs de 8, sauf peut-être pour 9 = 2 Xtti; notre proposition est donc démontrée.
22. Deux séries importantes rentrent dans le type précédent. Considérons d'abord la série
z z% z* . zn
Lorsque z est réel et compris entre — 1 et H— 1 , elle représente log (1 -\-z). Ses coefficients satisfont aux conditions précédentes : le rayon de son cercle de convergence est un et elle est convergente pour tous les points de ce cercle, sauf peut-être pour le point z = — 1 qu'il y a lieu de considérer en particulier. En ce point on a la série harmonique qui est divergente.
Considérons en second lieu la série
dans laquelle nous supposerons m réel. Cette série représente (1 -\- z)m lorsque z est réel et compris entre — 1 et 4- 1 : son cercle de convergence a pour rayon l'unité.
Cherchons dans quel cas la série des coefficients
satisfait aux conditions précédentes.
Nous avons déjà étudié cette série (t. I, p. 25 i).
Si m -f- i << o, les coefficients iront certainement en croissant à partir d'une certaine limite. On ne peut donc pas appliquer à la série (16) les conclusions qui précèdent. Elle sera divergente .sur tout le cercle de convergence.
Si au contraire on a m -\- 1 >> o, la série des coefficients est convergente, et ses termes à partir d'une valeur suffisamment grande de m seront alternativement positifs et négatifs. La série proposée (16) est donc convergente sur tout le cercle de convergence, sauf peut-être pour le point z = — i. En ce point même elle sera convergente si m est positif.
On trouvera des exemples plus étendus dans le Mémoire de M. Weierstrass [Ueber die Théorie der analytischen fFacultdten (Journal de Crelle, Band 51 ) ].
Procédé alterné de M. Schwarz.
I. Comme nous l'avons dit (Chap. I, § 30), on peut, dans des cas étendus, passer, pour le problème de Dirichlet, d'un contour convexe à un contour plus compliqué. C'est ce qu'a montré M. Schwarz en faisant usage d'une méthode que nous allons exposer ( ' ).
Un lemme préliminaire nous sera nécessaire. Etant donnés un
contour aCbC et une courbe adb rencontrant le contour en a et b sans lui être tangent, nous avons considéré (fig. 7) la fonc-
Fig. 7.
tion u harmonique prenant sur aCb la valeur zéro et sur aC b la valeur un. Nous avons vu que cette fonction tend vers une quantité comprise entre zéro et un quand (a?, y) tend vers a ou b sur la
courbe adb. D'autre part (Chap. II, § 5), pour tout point de l'intérieur de l'aire, u n'atteint pas la valeur un ; il en résulte que la
(!) Schwarz, Monatsberichte, 1870, et Œuvres complètes, t, U, p. 167. Voir aussi une lettre du même auteur à M. Klein {Œuvres complètes, t. II, p. 3o3).
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fonction sur l'arc adb est inférieure à un nombre q plus petit que un. Nous avons donc
u < q (sur l'arc adb),
q étant plus petit que l'unité.
De cette remarque, on déduit une conséquence qui va jouer, dans la suite, un rôle fondamental. Désignons par v une fonction harmonique, prenant sur aCb la valeur zéro et sur aCb des valeurs dont le module (valeur absolue) ne dépasse pas g\ La
fonction
gu-h V
sera nulle sur aCb et positive sur aC b. Donc, pour tout point de
l'intérieur de l'aire
gu-^ v > o;
mais nous pouvons écrire cette inégalité sous la forme
et, puisque sur adb. u <C q-, il faut nécessairement que
v ~+~ ëa > ° (sur adb).
De même, on a
— gU + V < O
à l'intérieur de l'aire, et l'on en conclut
v — gq < o (sur a(/6).
On a donc, sur l'arc adb,
I v | < gq :
c'est L'inégalité fondamentale que nous voulions obtenir.
2. Nous abordons maintenant l'étude du procédé alterné de M. Schwarz, et, pour plus de netteté dans l'exposition, plaçonsnoua dans les circonstances les plus simples.
Nous considérons deux contours limitant deux aires qui onl un. partie commune. Appelons a la portion du premier contour rieure au second, et a la portion intérieure à ce second contour. !)<• même 6 et ^désigneront respectivement les portions du
»•!( Util. II.
second contour extérieure et intérieure au premier. On suppose que l'on sache résoudre le problème de Dirichlet pour le contour (aa) et pour le contour (6£i); nous allons montrer qu'on pourra résoudre le problème pour le contour (ab).
Nous supposons donnée une succession continue de valeurs sur
Fig. 8.
(ab) ; on désignera par g le maximum de leur valeur absolue. D'autre part, à l'arc (3 considéré par rapport au contour (aa), correspond un nombre plus petit que un, d'après le paragraphe précédent, et de même pour l'arc a considéré par rapport au contour (bfi) correspond un autre nombre plus petit que l'unité; soit q le plus grand de ces deux nombres.
Formons une fonction harmonique ut définie dans le contour (a a), prenant sur a la succession donnée de valeurs et sur a une succession continue de valeurs uniquement assujettie à la conditien de prendre en m et n les mêmes valeurs que la première. Cette fonction aura certaines valeurs sur (3. Nous formons alors une fonction vK définie dans (6(3), prenant sur b la succession donnée de valeurs et sur fi les mêmes valeurs que a/. La fonction vK prend certaines valeurs sur a; on formera une fonction w2> définie dans (aa), prenant sur a la succession donnée de valeurs et sur a les mêmes valeurs que vs et l'on continue ainsi indéfiniment. On obtient, de cette manière, deux suites de fonctions
Pf °y UU Ut, ..., Un, ...,
définies respectivement dans (a a) et dans (bfi). Les u prennent sur a les valeurs données et les v prennent aussi sur b les valeurs données; un et vn prennent les mêmes valeurs sur (3, tandis que un et Vn~\ prennent les mêmes valeurs sur a : c'est ce que nous indiquons, pour plus de facilité dans la suite des raisonnements,
par les flèches placées à gauche des deux suites. Nous allons établir le théorème suivant :
Les fonctions un et vn tendent chacune vers une limite quand n augmente indéfiniment. Ces limites représentent deux fonctions harmoniques qui coïncident dans Caire comprise entre a et (}.
Remarquons que
m3 — m2= t>2 — Pj (sur l'arc a).
Or, r2 — V\ est nul sur b, et l'on a
vi — vx = m2 — a, (sur l'arc (3).
Donc, sur l'arc a, | v2 — V\ | est moindre que le maximum de | ui — u\ | sur ? multiplié par q. Si, d'autre part, on remarque que u2 — u{ s'annule sur a, on voit que le maximum de | u2 — a, | sur p sera moindre que le maximum de \ u2 — ut\ sur a, multiplié par q ; on aura donc, d'après ces inégalités successive*.
J M3 — Mj | < q2 (maximum de j wa — ux \) (sur l'arc a). Le raisonnement est général; on a, de même, | un — ttn_, | < q2 (maximum de | un~i — un~t \ ) (sur l'arc a).
Si donc l'on pose : maximum de | u2 — ut \ = g sur l'arc a, on aura
| un— un-\ \<qî{n-'l)g (sur 'arc a).
Or
//„= ttl + (K|-«i)+...+ (Un — W«-l)-
Il en résulte que un tend vers une limite déterminée en tous les points de l'arc a; de plus, pour tous ces points, //„ tend uniformément vers ^;i limite.
La séj i'
,h . ( ,,7— in) -h. ..-h {lln— Un 1 )"+-...
Formée avec des fonctions harmoniques, étant uniformément con-
ur le contour (a, a), est donc < onvergente à l'intérieur
utour, d'après le théorème de M. Harnack (Ghap. II, §6), ei
représente une fonction harmonique que nous désignerons par u. La fonction u prend sur a la succession donnée des valeurs. Des raisonnements tout semblables montrent que vn a pour limite une fonction harmonique P, définie pour le contour (bfi), et prenant sur b les valeurs données. Or, sur [3, un = vn et sur a, un = vn_i . Par conséquent, sur l'arc a et sur l'arc [3, on a
Ces deux fonctions harmoniques, prenant la même succession continue de valeurs sur les arcs a et [3, coïncident nécessairement dans l'aire limitée par ces deux courbes. Une conséquence immédiate en découle ; la fonction v est le prolongement analytique de la fonction u au delà de l'arc a. L'ensemble des deux fonctions u et v sert donc à définir une même fonction harmonique à l'intérieur de l'aire limitée par a et 6; à l'intérieur de la courbe («a), on se servira de u pour avoir la valeur de cette fonction, et l'on se servira de v pour avoir sa valeur à l'intérieur de la courbe (6(3). L'unique fonction ainsi définie prend sur a et b la succession donnée de valeurs, et le problème de Dirichlet est, par suite, résolu pour l'aire limitée par ces deux courbes.
3. Nous nous sommes placé, dans l'exposé précédent, dans des circonstances particulièrement simples. Les deux courbes considérées avaient seulement deux points communs m et p. D'autres cas pourraient se présenter, un peu plus compliqués, mais où la méthode s'appliquerait pour ainsi dire sans modification. Ainsi, par exemple {fig> 9), dans le cas où les deux courbes auraient
quatre points communs, m, /i, /?, q, si l'on sait résoudre le problème de Dirichlet pour chacune des deux courbes, on pourra le résoudre pour la courbe extérieure à chacune des deux aires considérées. Les arcs appelés, tout à l'heure, a et |3 seront ici formés
chacun de deux arcs distincts, ce qui n'entraîne aucune différence dans la suite des raisonnements.
Indiquons encore un cas un peu différent où l'on pourrait employer le procédé alterné. Je suppose que l'on sache résoudre le problème de Dirichlet pour toute aire limitée par un seul contour; nous voulons montrer que le procédé alterné permet de le résoudre pour une aire limitée par un nombre quelconque de contours. Il suffira de considérer une aire limitée par deux contours C et G' (fig. 10).
Nous traçons deux courbes mrc, pq ne se coupant pas et reliant,
l'une et l'autre, un point de C à un point de C Si l'on considère la courbe mn comme une courbe ayant deux bords, on peut dire que les courbes G, G' et mn limitent une aire A, et, par hypothèse, on sait résoudre le problème de Dirichlet pour une telle aire. De la même manière, la courbe pq avec les courbes G et G' limitera aussi une aire B qui n'a qu'un contour. Ceci posé, donnons-nous sur les deux bords de mn une succession continue, d'ailleurs arbitraire, de valeurs; nous supposons seulement que ces valeurs en m et n coïncident avec les valeurs données sur C et G'. On résoudra le problème de Dirichlet, pour l'aire A, en prenant ces valeurs sur mn et les valeurs données sur G et G'; on obtiendra ainsi une fonction m, prenant certaines valeurs sur pq. Considérant alors l'aire B, nous résolvons pour cette aire le problème de Dirichlet, en prenant sur G et C les valeurs données, et sur les deux bords de pq les valeurs de u, ; on obtient ainsi la fonction c,. On continue ainsi indéfiniment, en considérant alternativement les aires A et B. Les fonctions un et v„ ont respectivement deux limites // et y, qui prennent les mêmes valeurs le long de rnr, et le long de pq* Les deux fonctions u et v coïncident donc pour t«. ns les points de l'aire limitée par C et G'.
Les valeurs de u. de part et d'autre de /////. pourraient n'être
pas le prolongement analytique les unes des autres, et, pour la fonction P, la coupure pourrait être pq. Mais, puisque u = u en tous les points de l'aire, il s'ensuit que ni mn1 ni pq ne sont des coupures et que la fonction représentée par u ou par v résout le problème de Dirichlet pour l'aire limitée par C et G'.
Quant à la démonstration des résultats précédents, ils résultent de ce que le lemme paragraphe 1 est ici applicable. Si l'on considère une fonction définie dans l'aire A, prenant sur G et C' la valeur zéro et sur les deux bords de mn la valeur un, on aura évidemment, en tous les points de pq,
q étant inférieur à l'unité, et c'est cette remarque qui a joué le rôle essentiel dans l'exposition de la méthode alternée.
4. Faisons une application importante du procédé alterné. Nous avons démontré plus haut la possibilité de résoudre le problème de Dirichlet pour tout polygone convexe, à l'exclusion seulement du quadrilatère et du triangle. Il est clair que le procédé alterné nous permet de considérer ces deux cas. Soit, en effet, le triangle abc {fig- n). Nous pouvons tracer le pentagone ca^yS
et le pentagone aèy'3'a'. Pour ces deux pentagones, on peut résoudre le problème, et par suite le procédé alterné nous conduira, en prenant ces deux polygones, au triangle abc.
Montrons maintenant que le problème pourra être résolu pour tout polygone, qu'il soit ou non convexe. Il suffira de prendre le quadrilatère concave abcd (fig> 12); en prolongeant ad et de nous avons les deux triangles aba et bed' , et, par suite, nous pouvons passer, à l'aide de ces deux triangles, au quadrilatère abcd.
Il est inutile d'insister pour montrer que, dans un polygone ayant un certain nombre n d'angles rentrants, on peut résoudre le pro-
Fig. 1:
blême si l'on suppose qu'il ait été résolu pour un polygone ayant seulement n — 1 angles rentrants.
En définitive, nous savons maintenant résoudre le problème de Dirichlet pour une aire limitée par une ou plusieurs lignes polygonales fermées absolument quelconques. Pour le cas des aires limitées par plus d'une ligne polygonale, on emploiera des lignes droites comme coupures mn, pq du paragraphe précédent.
I. — Propriétés fondamentales du potentiel logarithmique
1. Avant d'exposer la méthode de M. Poincaré, nous devons faire connaître les propriétés fondamentales de la fonction connue sous le nom de potentiel logarithmique.
Le potentiel logarithmique est, pour le cas du plan, l'analogue du potentiel ordinaire que nous avons étudié au Tome I pour le cas de l'espace. Dans l'espace, la loi de l'attraction était la loi de la raison inverse du carré de la distance. Dans le plan, on suppose que les points s'attirent en raison inverse de la distance : les composantes de l'attraction exercée par un point A (a, b) de masse m sur un point M (a?, y) de masse un, seront alors
où r2 = (x — a)2 -f- {y — b)2. En posant
V = m log -, r
on aura
dx dy
et V sera dit le potentiel logarithmique.
Si l'on a des masses remplissant d'une manière continue une certaine aire, avec une densité p fonction continue de (a, b),
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on a
(a-x)pdadb f f {b—y)o dadb
X= f f (a — x)?dadb Y= f f
les intégrales étant étendues aux masses agissantes. Dans tout ce qui suit, p sera une quantité essentiellement positive, comme nous l'avons d'ailleurs supposé dans la théorie de l'attraction pour le cas de l'espace. Le potentiel V sera défini par l'intégrale double
://plOgi
- da db.
2. L'étude de cette fonction V est entièrement semblable à l'étude de la fonction désignée par la même lettre, que nous avons étudiée au Tome I (Ghap. Vil et VIII). Nous ne croyons pas utile d'insister sur les démonstrations, et il nous suffira d'énoncer les résultats.
Le potentiel logarithmique est une fonction continue de x et y dans tout le plan, ainsi que ses dérivées partielles du premier ordre, et l'on a pour tout point (#, y)
dx dy
L'étude des dérivées secondes se fait (voir loc. cit.) en supposant que p ait des dérivées partielles du premier ordre pour tous les points intérieurs à la masse.
Des raisonnements analogues montrent encore que les dérivées secondes sont aussi continues à l'intérieur et à l'extérieur des masses agissantes, mais elles sont discontinues pour la courbe de séparation.
Pour tout point extérieur aux masses, la fonction V est harmonique; pour tout point (#, y) intérieur, on a, au contraire,
AV = — 2 7ip,
p désignant la densité au point (x, y).
ajoutons que la fonction V ne s'annule pas à L'infini <it (jubile peut avoir un signe quelconque; ces deux circonstances Boni fort importantes <'t. dans l«'^ applications, elles rendenl souvenl plus
difficiles les questions concernant le cas de deux dimensions. En effet, pour l'espace, V est toujours positif et s'annule à l'infint.
3. Nous venons de considérer le cas où la distribution des masses est superficielle ; nous aurons à considérer tout à l'heure des masses dont la distribution est linéaire, de telle sorte qu'on a alors
V= / plogjds,
l'intégrale étant étendue à la courbe sur laquelle est étalée la couche attirante de densité linéaire p. Dans ce cas V est encore une fonction continue dans tout le plan, mais les dérivées du premier ordre éprouvent une discontinuité en traversant les courbes attirantes. C'est ce que nous avons rencontré pour les surfaces attirantes (t. I, p. 2o5); les démonstrations sont entièrement analogues dans les deux cas.
4. Développons davantage deux propriétés du potentiel logarithmique qui veut jouer un rôle essentiel dans la méthode de M. Poincaré.
La première est relative à la substitution aux points attirants à l'intérieur d'un cercle d'une couche linéaire placée sur sa circonférence.
Soient un cercle de centre O et de rayon R, A un point extérieur et P un point intérieur.
La quantité log-r-p» dans laquelle nous considérons le point A
comme fixe et P comme variable, est une fonction des coordonnées de P, harmonique dans tout le cercle. En tout point M de la circonférence, elle prend la valeur log — - • On aura donc
. i r i R*-OP .
logÂP = / ,ogÂM =r^'
d'après la formule de Poisson qui résout le problème de Dirichlet pour le cas du cercle. Nous savons, d'autre part, d'après la même formule, que . TR*- ÔP2 ,
J arR.MP
R*— OP
îïïR.MP
la masse totale de cette couche sera égale à l'unité [d'après la formule (2)], et le potentiel de cette couche, sur un point extérieur A, sera le même que si toute la masse était concentrée en P. Cherchons maintenant ce que devient le potentiel de la couche quand le point A est intérieur au cercle. Le potentiel est toujours donné par la même intégrale, mais l'égalité (1) n'a pas lieu quand A est intérieur ; elle a encore lieu quand A est sur la circonférence, à cause de la continuité du potentiel. Or, la différence
1 r 1 R2— OP
est une fonction harmonique des coordonnées de A; elle est continue à l'intérieur de la circonférence sauf quand A est en P, et dans ce cas elle est égale à +00. Etant nulle sur la circonférence, elle sera donc positive pour tous les points à l'intérieur. Ou a donc, en tout point A intérieur,
R'— OP
g^< Bûp'A<l,'Âf
Nous avons donc démontré le théorème suivant : Quand une
masse égale à l'unité est placée en un point P de L'intérieur d'un
le, si l'on repartit cette masse sur toute la circonférence, de
manière que la densité en un point quelconque M de celle-ci soit
inversement proportionnelle au carré de MP, la couche circulaire
ainsi obtenue aura même potentiel que la masse primitive en
tout point extérieur et un potentiel plus petit en tout point
rieur.
Si, au lieu d'un seul point, on en a plusieurs ou bien une
•it linéaire, soil superficielle, ou pourra substituer aui
points attirants à l'intérieur du cercle une coin lie linéaire placée
sur sa circonférence; cette couche aura même potentiel pour les points extérieurs et un potentiel plus petit pour les points intérieurs.
5. La seconde propriété que nous avons à développer est relative à la moyenne du potentiel logarithmique le long d'une circonférence.
Soit une circonférence C de centre O et de rayon R; si un point attirant P est extérieur à la circonférence, le potentiel
V = mlog-,
r désignant la distance de ( x, y) à P, sera harmonique et continue dans G, et par conséquent, d'après un théorème établi au début de l'étude des fonctions harmoniques, la moyenne de V sur le cercle, c'est-à-dire
■ikfVds>
sera égale à la valeur au centre, c'est-à-dire à mlog^rp* On a
donc
0\1 .V = m log p-p (»7rt.V = moyenne de V sur la circonférence).
Si le point attirant P est à l'intérieur de la circonférence, cette formule n'est plus applicable. Pour obtenir la moyenne de V, nous procéderons de la manière suivante : décrivons des points O
et P des circonférences r' et V de rayons y' et y, suffisamment petits pour qu'elles soient intérieures à C et extérieures l'une par rapport à l'autre, et désignons par r la distance du point attiré
M(#, y) au point 0(fig. i3). On a, en posant V = m log— >
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en appliquant la formule de Green à la surface limitée par les trois courbes C, T et T',
Jç \ dn an ) Jy \ an an )
Jl"\ dn dn J
les dérivées étant prises suivant les normales aux courbes géométriques.
Les deux intégrales qui forment le second membre de cette égalité sont égales et de signe contraire, car, puisque la grandeur «lu rayon de la circonférence sur laquelle on intègre est indifférente, on passe de l'une à l'autre en permutant /' et r* et en changeant le signe. On a donc
rf-ï£'i
an an
ou
D'autre part, on a
rdx rd\
I —r- as = I -7— as = 2 - m ; Je. dn Jr dn
donc
m lo^ — 2 t. — — / V ds — 0
mi
DTLV = mlog-i.
I) une manière générale, en désignant par m les masses extérieures et par 'x les masses intérieures, on aura
311 V =2 m log i- -h log ~ ^ P>
r désignant la distance du point <le masse /// au centre <le La circonférence. On a supposé l»'s masses isolées; la formule s'étend d elle-même .1 des masses continues, Linéaires ou superficielles, el elle conseï ni fi cation si les masses attirantes rencontrent
la circonférence C : les sommes ^ sont, bien entendu, à remplacer par des intégrales.
6. De cette valeur de la moyenne, on conclut que le potentiel logarithmique V provenant de masses positives n'est pas susceptible de minimum. Il suffît pour cela de démontrer que, quel que soit le point B considéré sur le plan, on ne peut avoir
V>VB,
pour tout point d'un cercle, concentrique au point B, ayant un rayon R assez petit. On a, en effet, les notations étant les mêmes que précédemment,
SlLV^mlogl+log^f.; ' d'autre part,
vB=2mlog7- ^"2 ^{o^y d'où, en retranchant,
OILV-Vb =2 f ('°g£ - log'i) =2 H los(ïï)-
Or log^ est négatif, les masses pi sont positives, donc
DXi V < VB,
et ceci est en contradiction avec l'hypothèse du minimum qui
entraînerait
.m-V>VB.
Plus généralement, on pourrait démontrer que, quel que soit le signe des masses superficielles attirantes, la fonction V n'est pas susceptible de minimum dans les régions du plan qui appartiennent à des masses positives et qu'elle n'est pas susceptible de maximum dans les régions du plan qni appartiennent à des masses négatives.
7. Terminons par une dernière remarque qui trouvera aussi son application. Supposons tracé sur le plan un contour simple ou multiple pour lequel on sache résoudre le problème de Dirichlet,
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la fonction V étant d'ailleurs supposée provenir uniquement de masses positives. Désignons par co la fonction, harmonique à l'intérieur du contour, et qui prend sur ce contourles mêmes valeurs que V. Comme, pour tout point intérieur B, on a Oïl co = u)B, il en résulte que la fonction V — co n'est pas susceptible de minimum; or elle est nulle sur le contour : donc elle est positive à l'intérieur.
II. — Méthode de M. Poincaré (' I
8. Nous partons d'une aire quelconqne S limitée par un ou plusieurs contours s. Je dis tout d'abord que Von peut toujours trouver des cercles G, tout entiers intérieurs à S, jormant une suite indéfinie à indices entiers positifs
Cj , C-2, . . . , Cn, . . . ,
et tel que tout point intérieur à S soit intérieur au moins à l'un de ces cercles.
Pour le faire voir, considérons dans S une région R dont tous les points soient à une distance de s supérieure à une quantité o. Soit o une longueur plus petite que o; traçons une série de paral-
Lèles aux axes de coordonnées, ayant entre elles la distance — .
Nous formons ainsi une infinité de carrés dont la diagonale est o . Noua ne [(tiendrons parmi eux que ceux qui sont en totalité ou en partie intérieurs à H : soit n le nombre de ces carrés. Tout point de R est alors intérieur à un de ces n carrés ou sur son contour. Ceux mêmes de ces carrés qui sont partiellement extérieurs a \\ sont encore Intérieurs à S, puisque leur plus grande dimen- -i"ii 8 es! inférieure ;i o.
(l) M. Poincaré i développé sa méthode dans son Mémoire de Y American journal of Mathematirs (t. IX) en considérant le cas <\<- l'espace I troia dimen- *iom. Pour le principe de la méthode, il n'y a aucune différence entre le < as de I espace i-x celui du plan; il n'en eal pas ton l à fait de. même des démonstration! qui doivent - /. notablement modifiées. Dam ^.i Thèse, M. Parafa exposé,
pour le plan, la méthode de M. Poincaré; noua avons tiré grand parti, pour notre
'i,dc a tr.ivail tail .on: beaucoup de ftOl'n.
Soient 0{ , 02, . . • , Ou les centres de ces carrés : de chacun de ces
points comme centre, avec un rayon intermédiaire entre - et ->
décrivons une circonférence. Chaque carré est alors tout entier intérieur au cercle correspondant, lequel est toujours intérieur à S ; chaque point de R est alors intérieur à l'un de ces n cercles. Imaginons alors une série de longueurs 8|, 02,». . . 8«,. . , décroissant et tendant vers zéro. Appelons R0 la région formée par l'ensemble des points de S dont la distance à s est supérieure à 0,, puis, d'une manière générale, appelons R; l'ensemble des points de S dont la distance à s est comprise entre ô; et 8i+,. Ces diverses régions ne seront d'ailleurs pas nécessairement connexes, mais cela n'est pas utile. Construisons dans R0 les cercles
Ci, G2, Cno, comme plus haut, puis dans R, les cercles
et ainsi de suite indéfiniment. L'ensemble de tous ces cercles
forme une suite
qui remplit manifestement les conditions énoncées.
9. Après avoir construit dans S la famille des courbes Ct-, traçons encore» une courbe fermée L qui contienne dans son intérieur l'aire S ; nous pouvons supposer que ce soit une circonférence L d'un rayon suffisamment grand. Désignons par T la partie du plan intérieur à L.
On se donne par hypothèse sur la courbe s, qui limite S, une succession continue U de valeurs.
Admettons que l'on puisse trouver une fonction V0 (x, y), continue ainsi que ses dérivées partielles des trois premiers ordres
dansT, et se réduisant à U sur s. C'est en partant de cette fonction V0 (#, y), prise en quelque sorte comme première approximation, que nous voulons arriver à la solution du problème de Dirichlet.
Supposons d'abord que AV0 soit constamment négatif dans T.
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Si alors on pose
p sera une fonction positive dans T. Imaginons une masse répandue d'une manière continue sur T et dont la densité en chaque point soit justement la fonction p. Cette masse aura un potentiel W0, et l'on aura dans toute la région T
AW0 = -2-o = AV0) donc A(W0 — V0) = o.
La différence W0 — V0 est donc une fonction harmonique; elle est parfaitement déterminée, puisque nous connaissons W0 et V0 pour tous les points de T. En posant W0 — V0 = 0, on aura sur le contour s
et la fonction 0 sera harmonique.
Les masses qui donnent naissance au potentiel W0 sont toutes positives, et une partie d'entre elles est intérieure à S. Envisageons en particulier celles qui sont intérieures au cercle C< ■; nous avons appris à former sur le cercle une couche équivalente à ces masses. Ayant a répéter souvent cette opération, nous l'appellerons, pour abréger, le balayage du cercle Q. On peut dire alors que le balayage du cercle Q ne chance pas le potentiel en un point quelconque extérieur à C0, mais le diminue en tout point intérieur. Cette opération n'introduit d'ailleurs jamais des masses négatives.
Balayons d'abord successivement tous les cercles, dans un ordre tel que chacun d'eux soit balayé un nombre infini de fois. Il suffira pour cela de les balayer dans l'ordre
on ae tiendra aucun compte de ceux qui ne contîendronl plus aucune niasse quand viendra leur tour d'être balayé.
Appelons enfin \\ h ce que devient le potentiel après la /.""" opération : nous allons comparer entre elles les valeurs des différentes fonctions \\ /, en un même poinl \ de T et démontrer qu'en chacun de ces points \\ /, tend vers une valeur détermim
10. Il esi évident que, si \ esl extérieur au cercle balayé à la
FM. W,|,. — II
/cième opération, on aura
wA=;vvw.
Dans le cas contraire, on aura Donc, dans tous les cas,
et remarquons que, pour tous les points à l'extérieur de S, on a
Ainsi Wk ne va jamais en croissant quand l'indice augmente. D'autre part, en vertu de la propriété du potentiel logarithmique dû à des masses positives, établie au paragraphe 7, W* est, en chaque point, supérieur à la valeur de la fonction harmonique co, qui prend sur la circonférence T, ou sur toute une circonférence comprenant S à son intérieur, les mêmes valeurs que W0. Donc W* tend vers une limite bien déterminée W en chaque point A de T.
11. Nous allons démontrer maintenant que cette limite W, bien déterminée en chaque point A de S, tend vers
Uff +
quand A tend vers le point <j du contour ('). La même propriété (§ 7) va encore nous servir. Nous allons considérer comme résolu le problème de Dirichlet dans le cas d'un contour formé de deux circonférences concentriques et dans celui d'un contour formé par une ellipse et la portion de droite qui unit les deux foyers, considérée comme droite double (2).
Cela posé, considérons d'abord les points o- du contour s qui admettent une tangente bien déterminée. Nous pouvons construire un premier cercle tangent en a au contour s et tout entier exté-
(x)La démonstration dans le cas de l'espace est beaucoup plus simple que dans le cas du plan et l'on n'a pas besoin d'employer les artifices auxquels nous avons dû recourir.
C1) Le cas de deux cercles sera traité à la fin de ce Chapitre et le cas de deux ellipses homofocales au Chapitre X.
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rieur à S, et ensuite un second cercle concentrique au premier, contenu tout entier dans T et comprenant S à son intérieur, ce qui est possible, si la région T a été prise assez grande et si le rayon du premier cercle est assez petit. Soit w la fonction harmonique entre les deux cercles, et prenant sur ces cercles les mêmes valeurs que W0, on aura pour tout point A de S,
Imaginons maintenant que le [point A tende vers t ; W* et o) tendent tous les deux vers la valeur de W0 en i ; donc W tend aussi vers cette valeur , qui est
(.3) Uff+eff.
Lorsque la tangente en t est complètement extérieure à S, nous aurions pu, au lieu des deux circonférences précédentes, n'en considérer qu'une tangente en ? à s et comprenant S à son intérieur, et cette construction s'applique même au cas où le point n serait une pointe, pourvu qu'on puisse, par ce point, mener une droite complètement extérieure à S.
En général, lorsque le point t est une pointe, telle que A, par exemple {fig. 1 4 )? on ne pourra pas tracer toujours une ou deux
circonférences, remplissant Les conditions précédentes, mais s l 'on peut mener par A un petit segment de droite A A extérieur a L'aire S, on prendra alors pour déterminer <-> !•' contour formé par une ellipse extérieure à S, ayant pour foyers A et A', et par l.i portion <1<- droite AA' considérée comme droite double.
La méthode précédente ne s'appliquerait pas si l'on avait au point A une pointe rentrante formant un rebroussement de seconde espèce. I ne discussion plus approfondie est alors nécessaire; on la trouvera dans le travail déjà cité de M. Paraf.
$^Ëff^>
12. Nous avons constaté dans les paragraphes précédents l'existence d'une fonction W(#, y) définie dans l'intérieur de S, et tendant vers l'expression (3) quand le point (#, y) se rapproche d'un point quelconque cr du contour. Nous allons maintenant établir que cette fonction est harmonique.
Envisageons un des cercles Ga par exemple, et supposons que ce cercle soit balayé aux opérations a,, a2, . .., a«j .... Après chacune de ces opérations, le cercle Ga ne contient plus aucune masse. On a donc à l'intérieur de ce cercle
AWa, = o; or les fonctions
Wa„ W«„ ..., Wa„, ...
sont des fonctions harmoniques décroissantes, et ayant W pour limite. La série
Wai + (W«a - W«,) -H. . .+ ( Wa„- W«^_,) +. . .
a donc tous ses termes positifs, sauf peut-être le premier. Tous ces termes sont harmoniques, et la série converge évidemment. Elle définit donc une fonction harmonique dans Ca, d'après le théorème de Harnack (Chap. II, § 6) ; or la limite de la série étant W, il en résulte que cette fonction est harmonique dans Ca et, par suite, dans toute l'aire S.
Si l'on forme alors la fonction
on aura une fonction harmonique dans S et prenant la valeur U sur le contour s. Le problème de Dirichlet est donc résolu.
Dans la méthode précédente, on part d'une fonction quelconque W0, assujettie seulement à prendre les valeurs données sur le contour. Nous avons dû faire quelques restrictions sur cette fonction ; nous allons les lever dans un moment. Mais on voit dès maintenant combien la méthode de M. Poincaré est originale. Tandis que, dans la méthode de Neumann et de Schwarz, on part toujours d'une fonction harmonique, et que les approximations successives, qui doivent faire approcher de plus en plus de la fonction cherchée, sont toujours des fonctions harmoniques, il en est tout autrement chez M. Poincaré. Ici, on part d'une fonction quel-
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conque, prenant les valeurs données sur le contour, et l'on forme une succession de fonctions qui ne sont pas harmoniques dans toute l'aire S; c'est seulement leur limite qui donne une fonction harmonique dans cette aire tout entière.
13. On a supposé, dans la démonstration précédente, que AV0 conserverait un signe constant. S'il en était autrement , on pourrait toujours partager T en deux régions Tf et T2, la première con-
tenant tous les points pour lesquels est positif, la deuxième
tous ceux pour lesquels la même quantité est négative. Définissons alors des fonctions p(, et p2 par les conditions suivantes :
pi = p dans Tt, pj = o dans T2, p2 = o dans T1? p2 = — p dans T2
Ces deux fonctions sont continues dans toute l'étendue de T, et elles sont positives ou nulles. De plus, on a
P = pi — pj.
Considérons alors deux systèmes de masses ayant des densités pi et p2 ; elles engendreront deux potentiels WJ et WJ, qui, dans toute l'étendue de T, donneront lieu aux relations
Donc
et, par suite., On a donc
0 étanl harmonique dans T et complètement connu. Les raisonnements précédents s'appliquenl aui deux fonctions WJ h \\ ,,. Elles engendrent respectivement <.Vux fonctions W1 et W2 harmoniques dans S et prenantsur !<■ contour Les mêmes valeurs (ju'* W et WJ. La fonction W1 — Wa — 0 résout donc 1<- problème.
I i. La méthode qu'on vient de lire suppose qu'on a déterminé fonction V0 (#, y), continue dans T, ainsi que ses dérivées
-aie = pl'
4Wj|
Mws-wj)
- pi pa —
À(WJ-W|
WJ-W2-
partielles de trois premiers ordres, et prenant sur la courbe s la succession continue donnée des valeurs représentée par U. On pourra évidemment, pour une infinité de fonctions U sur s, trouver une fonction V0(#, y) satisfaisant aux conditions requises. Toutefois, certaines conditions seront nécessaires : ainsi U devra sur le contour admettre aussi des dérivées des trois premiers ordres. Si donc on ne veut faire sur U d'autres hypothèses que la continuité, il est indispensable de compléter la méthode.
15. Examinons donc le cas général où la succession donnée des valeurs U sur s satisfait à l'unique condition d'être continue. M. Paraf a montré de la manière suivante que ce cas général pouvait être ramené au cas particulier que nous venons de traiter.
On peut toujours, et d'une infinité de manières, construire une
fonction ty (#, y), continue dans la région T et prenant sur s les
valeurs données U. Ceci fait, nous allons construire une infinité
de polynômes
FI? F2, ..., F
croissant et tendant uniformément vers ^ dans la région T.
Appelons
Ui, U2, . . . , Uw, . . . ,
les valeurs de ces polynômes sur s ; ces fonctions \Jn sont croissantes et tendent uniformément vers U. Sachant résoudre maintenant le problème de Dirichlet pour chacune des valeurs
Ui, Uj, . . . , U„, . . . ,
données sur le contour, nous aurons une suite de fonctions harmoniques dans S
Vl, V2, ..., V», ....
Nous montrerons que ces fonctions VH tendent vers une limite V qui est la fonction eherchée.
16. D'après ce que nous avons démontré (t. 1, p. 38 1), on peut toujours trouver un polynôme F(x,y) qui représente, avec une erreur moindre qu'un nombre £ donné à l'avance, une fonction ty(z,y), arbitrairement définie dans une aire T et assujettie à la seule condition d'être continue.
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Soit <J>(#,JK) une telle fonction prenant sur s la succession de valeurs U ; nous pouvons la supposer positive ; car, dans la solution du problème de Dirichlet, on peut toujours ajouter une constante à U. Désignons par
Ai, X2, . . . , An,
une succession de nombres positifs croissants, tendant vers l'unité. On suppose que
conditions qui peuvent être réalisées d'une infinité de manières,
par exemple avec X/= i . •
Considérons enfin la suite des fonctions continues, positives, croissantes et tendant vers 6,
Xi <\>, Xa <J/, A„ ty,
En appelant m la limite inférieure de d» dans T, je construis le polynôme F/(#, y), qui représente \$ avec une erreur moindre
que - o;m. Ces polynômes F; forment une suite croissante, car
on a
F^-i > Xm-, ty — - 8/4-, m, ¥i < h ty -f- - 8,- m ; donc
F£+, — Ui > X/+i •{/ — X,- 0/ — i (St- -f- 8/+t) m
> ot m ( 8/ -t- 8/+1 ) m aa - m ( ôt- — ô/+1 ) > o,
et cette suite croissante tend uniformément vers <]>. Si donc on appelle L, la valeur de F,- sur s, les U; forment aussi une suite croissante tendant uniformément vers U.
Maintenant nous savons, au moyen de chaque fonction F», construire une fonction V, harmonique dans S et se réduisanl à U| sur s. Ces fonctions \ , forment une suite croissante, puisque la différence \Ml — V, prend sur s des valeurs positives; d'ailleurs \ i <>t toujours inférieur à la limite supérieure M de 'l, puisqu'il en est de même de Ut-.
Les fonctions V/.onl «loue une limite V; je dis que V est h» fonction < herchée. Considérons en effet La série convergente
Chaque terme de la série est harmonique dans S, et le terme général Yn — Va-f tend vers Un — Un-t quand le point mobile s'approche du contour. D'ailleurs la Série de ces valeurs sur le
contour' s
UI+(U2-U1)-b...4-(U„-U„_1) + ...
converge uniformément vers U sur tout le contour; donc, d'après le théorème de Harnack, la fonction V est harmonique dans S et prend la valeur U sur s.
17. Nous terminerons ce Chapitre par l'examen du cas particulier dont nous avons eu besoin au paragraphe 11 , où le contour se compose de deux cercles concentriques.
Soient donc C etC les deux cercles, R et R/ leurs rayons, retcp les coordonnées polaires d'un point de la couronne
Nous voulons trouver une fonction /(r, cp), harmonique dans la couronne (S), se réduisant à des fonctions données U(ce) sur (C), V(cp) sur (C), quand le point (/*, cp) tend vers C ou vers C par un chemin quelconque.
Nous supposerons seulement que ces deux fonctions de es sont à variation bornée, et forment sur le contour une suite continue. Nous pouvons donc poser
V(<p)=a'0 + 2v,„(cf),
où \Jm et Vm désignent, par abréviation,
U/rt = am cos m cp -h j3w sin m cp, V/n = <x'm cos m © -+■ $'m sin m cp,
et ces deux séries sont uniformément convergentes sur les contours respectifs (C) et (C;) (t. I, p. 282).
Supposons d'abord que les valeurs de U et V données sur les contours C et C se réduisent respectivement à 1 et o, ou à o et 1 .
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La solution est immédiate : ce sont les fonctions harmoniques
et
lo^ —
Soit, en second lieu, cosmco et o, ou o et cosmo les valeurs de U et V donuées sur les contours C et G'. Les solutions apparaissent encore d'elles-mêmes. Ce sont les fonctions harmoniques
— -——-cosmo et ——7 cos w 4.
r) -\ïï) \k) ~{w)
En remplaçant cos wj par sin/rccs, on a les solutions correspondant aux valeurs o et sinmz> sur les contours.
Cela posé, la solution générale va s'obtenir bien facilement. Posons, d'une part,
** çr-ar, , ,
"0 = 7'° R7' U,n =: /n'\« TR-TTn U'"(
Vit; "Vh7/
et, d'autre part,
,0gR [h) ~(fJ
on obtient ainsi deux suites de fonctions harmoniques dans la couronne (S)
U0} U\} U-2, .... U,n-> • • • , P«, Pi, Pi, Pm,
Sur le contour C, la série des valeurs que prennent ces deux suites m, ni respectivement U(<p) et o; et, sut le contour C, o el V(?).
Donc, en appliquant le théorème de M. lïarnack (Chap.II, §6 < li. u une des deui ^<ries
u(r, «p) = Ug + H,+ f/2 -+-. . .-h un 4-. . . ,
l> (/•,©) = PoH-Pl-+-Pt-f-..«*4- V,n -h. . . .
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sera uniformément convergente à l'intérieur de l'aire (S) et représentera une fonction harmonique. La première tend vers U(co) ou vers o, quand le point (r, o) se rapproche de G ou G' par un chemin quelconque. La seconde tend vers o ou vers V(<p) dans les mêmes conditions.
La somme de ces deux séries
/( r, ? ) = ( u0 H- ^ o ) -+- ( U\ -4" v{) 4- . . . H- ( U,n -h Vm ) -H-. . .
répond à la question proposée. C'est une fonction harmonique uniformément convergente à l'intérieur de (S) et qui tend vers U (cp) ou vers V (cp), suivant que le point (r, cp) se rapproche de C ou de C'.
On peut lui donner encore une autre forme en l'écrivant de la manière suivante :
/('%?) = — ^v (aolog - + a'0 log~ j IoSr
777= oo
+ JL /R'y» /r n
et par suite,
logp-
a0log-
«o log
HT
/RV
puisque chacune des séries sous le signe ^ est évidemment absolument convergente.
I. — Théorème fondamental de Cauchy; démonstration
de M. Goursat.
1. Nous avons, au Chapitre I, établi les théorèmes fondamentaux de la théorie des fonctions analytiques, en les déduisant des propriétés générales des fonctions harmoniques. Nous allons reprendre d'une autre manière les démonstrations, en insistant sur les hypothèses qu'il est nécessaire de faire. Pour établir que l'inté-
grale
f(z)dz
prise le long d'un contour est nulle, nous avons supposé que la fonction J\ z) était bien déterminée et continue, et qu'elle avait en chaque point une dérivée bien déterminée et aussi continue. On s'est longtemps demandé si l'hypothèse relative à la continuité de la dérivée était nécessaire pour établir le théorème fondamental de Cauchji On doit à M. Goursat d'avoir montré qu'on pouvait }>i ndre pour point de départ de la théorie des fonctions analytiques la seule hypothèse de /'existence de la déri- . sans supposer la continuité' de la dérivée. Nous allonreproduire la démonstration du savanl géomètre (*).
(') B. Goursat, Acta mai/iematica, tome i\. et Trantactioiu of the lm#i Society
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2. Désignant par f(z) notre fonction continue et bien déterminée, nous allons définir d'abord une expression qui facilitera le langage. Soient A une portion du plan limitée par un contour fermé G, etf(z) une fonction continue et admettant une dérivée pour chaque point de l'aire A et du contour G ; soit, d'autre part, £ un nombre positif. Nous disons que le contour C satisfait à la condition (a) relativement au nombre e, s'il est possible de trouver à l'intérieur ou sur le contour |G un point fixe z' tel que
l'on ait
lorsque z décrit le contour C.
Etablissons alors le lemme préliminaire suivant :
Soient f '(z) une fonction continue et admettant une dérivée pour tous les points d'une aire A limitée par un contour fermé G et de ce contour lui-même, et z un nombre positif arbitraire. On peut toujours décomposer Vaire A en parties assez petites pour que le contour de chacune de ces portions satisfasse à la condition (a) relativement au nombre e.
Pour fixer les idées, supposons que l'on décompose l'aire A en parties plus petites par deux séries de droites parallèles à l'axe réel, d'une part, à la perpendiculaire, d'autre part, la distance de deux parallèles voisines étant constante. Admettons que la décomposition de l'aire A en parties plus petites satisfaisant à la condition (a) ne soit pas possible, il y aura au moins une des aires partielles At qui n'y satisfera pas non plus. En subdivisant cette aire A, par le même procédé, on en déduira une aire plus petite A2, et ainsi de suite. Le procédé pouvant se continuer indéfiniment, on a une suite d'aires
dont chacune est comprise dans la "précédente, et dont les deux dimensions tendent vers zéro, lorsque n augmente indéfiniment. Il j a donc un point limite z0 intérieur à A ou situé sur le contour G. Puisque par hypothèse, la fonction f (z) admet une dérivée f'(z0) pour z = z0, on peut trouver un nombre r,, tel que l'on ait
l/C*) -/Oo) - (i - *Q)f'(z0) \<\M ~ZQ | 8f
pourvu que
Soit c le cercle de rayon t\ décrit du point z0 comme centre. A partir d'une valeur de n assez grande, l'aire Au sera intérieur au cercle c, et l'on aura pour tous les points du contour de l'aire A„
D'ailleurs il est clair que le point z0 est à l'intérieur de A» ou sur le contour; cette aire devrait donc satisfaire à la condition (a) relativement à e. Nous sommes, par conséquent, conduit à une contradiction en admettant que le lemme n'est pas exact.
3. Ce lemme établi, abordons la démonstration du théorème de Cauchy. Nous partons de ce fait immédiat que, le long d'un contour fermé C, les deux intégrales ( * )
/ dz et / z dz
sont nulles. Étant donné alors un nombre e, nous partageons, conformément au lemme, l'aire limitée par le contour C en aires partielles répondant à la condition (a) pour le nombre e. Ces aires partielles sont de deux sortes : les unes sont des carrés, les autres sont terminées en partie par des lignes droites, en partie par des arcs du contour G.
(') La chose e«t évidente pour la première intégrale, d'après la définition même de l'intégrale définie. Pour la seconde, rappelon6-nous seulement que l'intégrale
de a en b le long d'un arc T est la limite, soit de la somme
f( a ) (z, — a) -+-/( z2)(zi — zl)+...-h(b — ztl)f{ zn ), soil de la somme
f(zl)(zl — a)-hf(z2)(z2- zl)-h...+f(b)(b — z„),
quand s,, z, zn étant sur l'arc r, l<'s intervalles az{} ..., c ;,,,, ...; z„b
ten lenl tous vers zéro, n augmentant indéfiniment* <»r
*i\&l -M zi) — ~i f-i — tf — Zt+\(zt+\ — */ >•
z <lz — b2 -
I / z dz
Considérons d'abord un carré, on aura le lon<r du contour /(*)-/«) = (-»-Ç)/(0-Mi(i-C),
| ri | étant moindre que s, et Ç étant le point correspondant au lemme. Donc, le long du périmètre du carré.
jf{z) dz = [/(O - IfXtnfdÀ +f(l)jzdz +.Jrï(z-Qdz.
Les deux premières intégrales sont nulles ; quant à la dernière, son module est moindre que
en désignant par / le côté du carré.
Pour la partie irrégulière, en désignant par À l'arc de C compris dans le carré, le module de l'intégrale
ri(z — O dz est moindre, comme on le voit de suite, que
On a [donc, en faisant la somme de toutes les intégrales le long des diverses aires partielles, comme valeur de l'intégrale cherchée, une expression dont le module est moindre que
dans cette expression, A désigne N l1 pour les différents carrés,
c'est-à-dire la somme des aires de ces carrés, il est donc moindre qu'un nombre fixe et est d'autant plus rapproché de l'aire limitée par G que les carrés ont un côté plus petit; quant k S, c'est le périmètre de C. Or s a été pris aussi petit que l'on veut; il en résulte que
f(z)dz = o,
c'est le théorème fondamental de Gauchy.
II. — Théorèmes généraux de Cauchy sur les fonctions d'une variable complexe.
i. Soit /(x) une fonction analytique uniforme et continue à l'intérieur de l'aire limitée par un contour C (formé d'une ou de plusieurs courbes distinctes) ('); nous allons montrer que Von a
J V ' 2TZlJr Z—X
l'intégrale étant prise le long d'un contour C dans le sens positif, x désignant un point quelconque de l'intérieur de l'aire. Pour démontrer cette formule, décrivons de x comme centre un cercle y, de rayon o, intérieur à l'aire. La fonction
esl continue dans l'aire intérieure à G et extérieure à y : on a donc
le sens d'intégration étant positif sur y comme sur C. La seconde intégrale ne dépend pas du rayon p; prenons ce rayon p assez petit pour que l'on ait, z étant sur y,
|r, | étant moindre qu'une quantité positive s, donnée à L'avance, aussi petite que l'on voudra. On aura
L z - x J^'—x JY ~
ï] <lz
or, dans le second membre, nous avons d'abord L'intégrale
flifld;=/(j:[f-^.
J^Z — X J Jy *m
C) Nous .'tppellerons souvent fonction holomorpht d.ms uucjiirr une tond ion analytique uniforme el continue <hnis cette aire.
Si l'on pose
on a
trcpie^dB
La première partie du second membre est donc 2Tzif(%); d'autre part,
r r]dz = / Jw z — x 7
le module de cette dernière intégrale est donc moindre que ara. mais elle est indépendante de p, puisqu'elle est la différence de deux expressions qui ne dépendent pas de cette grandeur; la seconde partie du second membre est donc rigoureusement nulle, et Con a par suite la formule fondamentale
J inij z — x
dz.
5. 11 n'est pas sans intérêt de remarquer que cette formule n'est autre chose qu'une forme particulière de la formule fondamentale de Green
dV
d\ogr
^•^àA'^^-^^r
démontrée au Chapitre I (§ 10). Il est facile de s'en assurer. Dési-
Fig. i5.
gnons le point x par z\ pour éviter toute confusion, et posons
f(z) = u 4- iv, u et v étant deux fonctions harmoniques qui satisfont aux équa-
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lions
du dv du dv
ôx dy dy dx
On vérifie sans peine que, pour tout point du contour C, en
désignant par s l'arc de courbe, les relations précédentes prennent
la forme
du dv du dv
ds du du ds
Exprimons les deux fonctions u et r au moyen de la formule (2), et ajoutons les résultats après avoir multiplié la seconde par 1; on obtient
*t >s T C\\ d(u-hiv) . rflogrl
ou, en vertu des relations (3), . 1 /*[* . d(u-hiv) . .dlogrl
1 /" l rf r. ... . . . . r d\o™r .d\ogr~] ) ,
Cette intégrale se réduit donc à
'<3 > = iïïîjc (" + lv) [-3T- - l-dir) *•
Désignons par a et cp les angles que l'élément ds fait respectivement avec l'axe des x et la direction z z\ on trouve de suite les relations
dz = ds.e*1, -7- = cos9, -r- — sincp, z — z = re*-?1
ds T du T
et l'on en déduit, en substituant dans (4), la formule fondamentale de Cauchy :
8. Les expressions ries dérivées successives de f(x) résultent immédiatement <le la formule 1 1 ). En donnant à .r L'accroissement
R D. — ir.
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A# on aura
f(x + ^x)-f{x) = -J-. />(*) (- -ï— £- - -i-) rf*
Divisons par A#, et remarquons que
z — x — Aa? z — x
kx
est, pour Aa? = o, égale à la dérivée de par rapport à x,
c'est-à-dire -■> ce rapport tendant d'ailleurs uniformément
(z — x)2 rl
vers cette limite quand z décrit le contour C. Il en résulte
et d'une manière générale, en continuant de la même manière, (5) /!-»(*) = l^~^ f \ f{Z\ \ dz.
Il n'est pas sans intérêt de remarquer que l'établissement de la formule (i) suppose seulement que la fonction analytique f(z) ait une dérivée du premier ordre, c'est-à-dire qu'en posant
P et Q ont des dérivées continues et bien déterminées du premier ordre, satisfaisant d'ailleurs aux deux relations tant de fois écrites. La formule générale (5) montre que f(z) a des dérivées de tout ordre; ainsi l'existence de la dérivée première, pour une fonction analytique, entraîne V existence des dérivées de tout ordre.
7. Une conséquence de la formule (5) nous sera plus tard très utile. Supposons que la courbe G se réduise à un cercle de rayon R ayant l'origine pour centre, et que x = o : on aura, en posant s = ReeS
/(»>(o) = ' •?•••* / /(RC8i)c-«e/rfe.
Soit M le module maximum de f(x) sur le cercle, il vient
Nous en concluons facilement qu'on peut construire une fonction uniforme et continue à l'intérieur du cercle de rayon R ayant pour centre l'origine, dont toutes les dérivées soient positives pour z = o et égales, pour chaque valeur de n, à la limite que nous venons de trouver pour |/(w,(o) |. Il suffit, en effet, de prendre la fonction
qui est bien telle que
8. De la formule fondamentale (i), Cauchy a déduit le développement d'une fonction uniforme et continue à l'intérieur d'un cercle en série de Maclaurin. Soit un cercle C de rayon R, ayant l'origine pour centre; on a, x étant à l'intérieur de ce cercle,
or on ;« L'identité
et, par suite,
21tlJc *n+x >-(J(. z — x\z)
Ou voit quey(a I est représenté par un poljnome de degré //,
augmenté d'un terme complémentaire. Si doue celui-ci tend vers
i pour n Infini, qous aurons un développement de /<./■> en
série entière, c'est-à-dire en série ordonnée suivant les puissances
et croissantes de la variable x. Or, lorsque : dé-
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f(z) crit le cercle G, a un module qui ne dépasse pas une certaine
limite M; si donc on pose
/' = i x on aura
Par conséquent le module du terme complémentaire sera moindre c-ue le produit de M ( p ) Par la longueur de l'arc d'intégration, c'est-à-dire que
[ - j 2ttR ou 2i:rM -
expression qui tend bien vers zéro puisque /• <^ R. On a donc la
série
Ce développement n'est d'ailleurs autre chose que la série de Maclaurin, puisque, d'après la formule (5),
J V ' ITZl Jc Z"+l
Le théorème que nous venons d'établir joue dans la théorie des fonctions un rôle capital. Nous l'avions déjà établi (Ghap. II, § 13), en développant séparément la partie réelle et la partie imaginaire de f(oc). Les deux méthodes ne sont d'ailleurs distinctes qu'en apparence; dans les deux cas, on fait au fond usage de la même formule, puisque la formule fondamentale de Gauchj n'est qu'une forme de la formule de Green, comme nous venons de le voir (§ 5).
9. Nous dirons quelquefois, pour abréger, qu'un point est, pour une fonction, un point ordinaire si l'on peut, dans le voisinage de ce point, développer la fonction par la formule de Tajlor, ou encore si elle est holomorplie dans le voisinage de ce point.
Si tous les points de l'intérieur d'une aire A et de son périmètre sont des points ordinaires pour une fonction, on pourra pour cha-
cun deux, d'après la définition précédente, trouver une quantité p telle que la fonction soit développable dans un cercle de rayon p autour de ce point. Il est clair que, pour l'ensemble de ces points, p aura un minimum différent de zéro. Nous allons établir qu'une fonction satisfaisant aux conditions précédentes, à l'intérieur et sur le périmètre d'une aire A, ne peut avoir dans cette région qu'un nombre limité de racines.
Faisons d'abord la remarque suivante : une série /(<s), ordonnée suivant les puissances croissantes de z — a et s'annulant pour z = a, ne s'annule pour aucun autre point à l'intérieur d'un cercle de centre a et d'un rayon p' suffisamment petit. On a, en effet, f(z) s'annulant pour z = a, une puissance entière et finie de (z — a) en facteur, et, par suite,
/(*) = (* — a)'«[A0+Ai(* — a)-t-...J,
A0 n'étant pas nul. Si donc \z — a\ est inférieur à un nombre p' suffisamment petit, la quantité entre parenthèses sera différente de zéro.
Pour toutes les racines, ce rayon p' est différent de zéro; il a donc un minimum qui n'est pas nul. Ceci suffit à établir que les racines sont en nombre limité dans la région indiquée.
10. L'analyse de Cauchy a été généralisée en i843 par le commandant Laurent, qui a considéré une fonction /(.r) holomorphe entre deux circonférences concentriques C et G'. Supposons que l'origine soit le centre commun et désignons par R et R' les rayons de C et C'(R>R). L'application de la formule fondamentale donne
f(X)=-L. flilLat-J-r/ili,,,.
•?.r.ij(.z — x iT.iJ^z — x
Nous prenons la seconde Intégrale avec le signe moins, par< e que nous l;i prenons dans le même sens géométrique que la première.
Développons en série chacune des deux intégrales; pour la première, nous n'avons qu'à appliquer ce que nous avons dil au paragraphe précédent. Mais la seconde donne naissance à un développement en série d'une forme différente. En effet, puisque
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sur la circonférence G' le module de z est inférieur à celui de x,
nous partirons de l'identité
tz \"+1 I \ z zn \x
Z — X x x2 xtl^x Z — X
Nous avons donc
On montrera, comme précédemment, que le terme complémentaire tend vers zéro quand n augmente indéfiniment; la seconde intégrale est donc développée en une série entière par rapport
à — • 11 en résulte que la fonction f(x) se trouve développée en
Ou
une somme de deux séries ordonnées , la première par rapport aux puissances croissantes et entières de x} la seconde par
rapport aux puissances croissantes de -•
La première de ees séries est convergente pour tout point intérieur au cercle C, la seconde série converge pour tout point extérieur au cercle G'. L'ensemble des deux séries sera convergent dans la couronne comprise entre les deux circonférences.
Il pourra arriver que la seconde circonférence ait un rayon nul, on aura alors un développement de la fonction valable pour tous les points du cercle G, à l'exception de l'origine. Ainsi, si l'on a une fonction f(z), uniforme à l'intérieur d'un cercle C ayant l'origine pour centre, et continue pour tous les points de ce cercle, sauf pour le centre, on peut développer f(z) en série de forme
f(z) = ^ Bpzp+ 2 Apzp.
11. Les développements précédents permettent d'établir facilement quelques résultats généraux relatifs aux fonctions uniformes. Considérons une fonction f(z), uniforme et continue dans tout le plan de la variable z\ on suppose de plus que son module reste
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toujours inférieur à une quantité fixe M, quelque grand que soit-3. Nous allons montrer, avec Liouville, que la fonction doit se réduire nécessairement à une constante. Nous pouvons en effet développer J \z) en série entière
/(*) = Àa-f- Àt* H-. . .-+- Am s'" -h. . . ,
et cette série sera convergente à l'intérieur d'un cercle C, ayant l'origine pour centre et un rayon arbitraire R. Or on a (§ 8)
A„,= : / -az,
et, puisque sur le cercle
on a (§7)
Or R est aussi grand qu'on voudra, par suite la quantité fixe Am est rigoureusement nulle (sauf pour /?z = o), et la Jonction f(z) se réduit à la constante A0.
Nous avions déjà rencontré ce théorème de Liouville, car il n'est pas distinct du théorème établi (Ghap. I, § 12) et relatif aux fonctions harmoniques. Nous avons vu, en effet, que si une telle fonction, bien déterminée et continue pour toute valeur de x et y, restait toujours moindre en valeur absolue qu'une quantité fixe, elle devait nécessairement se réduire à une constante. Or, en posant ici
on aura, évidemment, si |/(^)| <C M, les deux inégalités
I P | < M, | Q |< M, et, par suite, I* et Q seront des constantes.
Le théorème de Liouville se généralise immédiatement, en
supposant non plus que le module (\v f( z) reste toujours inférieur à M, mais (pic, pour des valeurs de | z | supérieures à une quantité déterminée, on ail
m étant un entier positif déterminé. En prenant toujours le développement def(z), on a, p étant un entier positif arbitraire et en intégrant le long du cercle de rayon R,
dz
et, par suite,
I Am+p | < — •
et l'on en conclut, R étant aussi grand qu'on voudra,
La fonction f(z) se réduit donc à un polynôme de degré m.
III. — Pôles et points singuliers essentiels d'une fonction
uniforme.
13. Nous avons jusqu'ici supposé que la fonction f{z) était holomorphe dans la région considérée. Soit dans cette région un point a, pour lequel la fonction cesse d'être continue; on suppose que si de a comme centre on décrit un cercle G d'un rayon assez petit, la fonction f(z) est uniforme dans ce cercle et continue pour tous les points, sauf le point a. Dans ces conditions nous avons (§ 10) le développement
p = — 1 p=oo
/0)= 2 Bp(z — a)P+ 2 kP(z— a)P.
Si les termes Bp sont en nombre limité, on dira que le point a est un pôle. On aura donc, dans ce cas,
(6) /(*)= —^—~ +...-+- -5i_-+- V Ap(z — a)P,
v ' JX ' (z — a)"1 z — a j-J PK '
ce développement étant valable pour les points d'un cercle d'un rayon suffisamment petit décrit autour du point a. On aurait pu prendre la possibilité de ce développement comme définition du pôle. Le pôle a est dit un pôle d'ordre m, si — m est la plus petite puissance de z — a qui figure dans le développement. On
voit que le produit
f(z)(z-ayn
est uniforme et continu dans le voisinage de z = a, et prend pour z = a une valeur finie et différente de zéro.
D'après la définition même du pôle, il est clair que, si une fonction uniforme n'a, dans l'intérieur d'une aire et sur son contour, d'autres points singuliers que des pôles, ceux-ci sont en nombre fini. On doit pouvoir, en effet, autour de chaque point de ce domaine, tracer un cercle de rayon déterminé et différent de zéro, à l'intérieur duquel la fonction sera développable soit par la formule de Tajlor, soit par la formule (6).
14. Parmi les coefficients B, il en est un particulièrement important : c'est le coefficient B, que Cauchy a appelé résidu de la fonction relatif au pôle a. L'importance de ce coefficient va apparaître dans la recherche de l'intégrale
(7) [f{*)dz,
prise le long d'un contour simple entourant le pôle a. Nous pouvons substituer au contour G une circonférence Y ayant son centre en a et un rayon assez petit pour que la fonction puisse être dans ce cercle représentée par l'expression (6). On aura alors
ff(z)dz = hm f dz vnf...4-B, f-ÊL-.
Jr Jv(z — a)'n Jrz — a
Or on a
dz
rr(z — a)>
comme on le voit de suite, en posant
Z == a -4- p e(ii
et faisant l'intégration de 9 — o à 0 — 2-. On a de même
dz
\(z — a) Nous ;i\<»ns donc
f(z) dz = -i~i .15,.
Si l'on suppose d'une manière plus générale que le contour simple G entoure un nombre quelconque de pôles a, 6, ...,/, on aura, en ajoutant les résultats partiels dus à chaque pôle,
Jf{z)dz = 1T.i^àR,
/^ désignant la somme des résidus relatifs aux différents pôle9
situés à l'intérieur de C.
Nous pouvons donc énoncer le théorème fondamental suivant, dont Gauchj a fait d'innombrables applications :
L'intégrale dune fonction uniforme prise le long oVun contour simple est égale au produit de itz i par la somme des résidus de la fonction relatifs aux pôles situés à l intérieur du contour.
15. Les fonctions uniformes peuvent présenter d'autres points singuliers que les pôles. Nous dirons d'une manière générale qu'un point O qui n'est pour une fonction uniforme f(z) ni un pôle, ni un point ordinaire, est un point singulier essentiel isolé pour cette fonction, si, à l'intérieur d'un cercle ayant O pour centre, la fonction est uniforme, et si, en dehors de O, elle ne possède
dans ce cercle d'autres points singuliers que des pôles.
Ainsi, par exemple, la fonction ez a au point z = o un point singulier essentiel isolé. Ce point n'est en effet pour la fonction ni un pôle, ni un point ordinaire. L'étude de cette fonction si simple va nous montrer de suite l'indétermination d'une fonction dans le voisinage d'un point singulier essentiel. Considérons en
effet l'équation
ez = A,
A étant une constante quelconque différente de zéro. Il est facile d'avoir ses racines. Soit en effet
A = Rea' et
on aura
ep+qi= Ré*'.
Le module du premier membre est égal à eP et son argument
à q ; on a donc
eP= R ou p = logR,
ce logarithme étant le logarithme arithmétique, et
q = a -+- 2 /ci: ; donc
logR -+- (a -+- nkr.)i
k étant un entier arbitraire positif ou négatif.
Quand /r augmente indéfiniment, ces valeurs de z tendent vers zéro. On en conclut que l'équation
a une infinité de racines dans le voisinage de z =o, c'est-à-dire que, quelque petit que soit le rayon d'un cercle décrit de V origine comme centre, ily aura toujours une infinité de racines de cette équation contenues à V intérieur de ce cercle. Cet exemple montre combien est profonde l'indétermination d'une fonction dans le voisinage d'un point singulier essentiel.
i6. C'est M. Weierstrass qui a fait le premier, d'une manière systématique, l'étude des points singuliers essentiels (' ). L'illustre auteur a montré que, dans le voisinage d'un point essentiel, la fonction f(z) s'approche autant qu'on veut de toute valeur donnée, c'est-à-dire que, étant donnés un nombre e aussi petit qu'on voudra et un nombre quelconque A, il y aura toujours, à l'intérieur d'un cercle ayant a pour centre et un rayon si petit qu'il soit, des points z où
M. Weierstrass déduit cette proposition de ses théorèmes ^nn;-
(') K. Weiehsthass, Mémoire sur les fonctions uniformes d'une variable (Mémoires de l'Académie de Berlin, 1876).
raux sur les fonctions uniformes. Nous en donnerons une démonstration différente (*).
Tout d'abord remarquons que, dans le voisinage d'un point singulier essentiel, la fonction peut admettre une infinité de pôles. Ainsi la fonction
i \ sin | -
a pour point singulier essentiel z = o, et elle admet les pôles en
nombre infini z = -, — (k entier).
/en x '
Pour établir le théorème général qui vient d'être énoncé, considérons la fonction
Deux cas pourront se présenter. La fonction (8) pourra avoir une infinité de pôles dans le voisinage du point singulier essentiel a; dans ce cas, l'équation
aura une infinité de racines dans le voisinage de a, et le théorème est alors évident : la fonction non seulement s'approche autant qu'on veut de A, mais lui devient rigoureusement égale.
En second lieu, la fonction (8) n'a pas une infinité de pôles dans le voisinage de a. On peut alors dans ce voisinage se servir de la formule de Laurent, et l'on a, dans l'intérieur d'un certain cercle C,
La première série sera convergente à l'intérieur du cercle G, la seconde est convergente dans tout le plan, sauf au point a. Or,
si l'on pose = a?, nous savons qu'on peut choisir x de mo-
Z CL
(!) J'ai donné pour la première fois cette démonstration dans mon Cours lithographie de 1886.
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dule supérieur à tout nombre donné R, de façon que le module de
B^ H- B2ar2-h. . .
soit lui-même supérieur à telle quantité positive qu'on voudra donnée à l'avance. A cette valeur de x correspond un point z aussi rapproché qu'on veut de #, pour lequel le module de f(z) — A est inférieur à tout nombre e, si petit qu'il soit, ce qui démontre le théorème.
La proposition précédente ne nous apprend rien sur les
racines de l'équation
dans le voisinage du point a. Bornons-nous à énoncer un théorème sur lequel nous reviendrons plus tard (') :
U équation précédente a en général une infinité de racines dans le voisinage de a. Il peut arriver cependant qu il ri1 en soit pas ainsi pour certaines valeurs exceptionnelles de la constante A, mais il ne peut exister plus de deux valeurs exceptionnelles.
Dans cet énoncé la valeur A = oo est à considérer comme une valeur que rien ne distingue des autres.
De ce théorème résulte une classification pour les points singuliers essentiels isolés d'une fonction uniforme f(z). On peut les partager en trois classes :
i° La fonction f(z) peut prendre sans exception toutes les valeurs que l'on voudra dans le voisinage de a; on peut dire que c'est le cas général.
2° Il peut y avoir une; valeur exceptionnelle que la fonction ne prendra pas dans le voisinage de a. Ainsi, par exemple, la fonction
i;i., Mémoire tur les fonctions entièi \nnn/rs de il U \ormale,
ne devient pas nulle dans le voisinage de z = o. Nous avons ici l'unique valeur exceptionnelle A = o.
3° Deux valeurs exceptionnelles peuvent enfin se rencontrer.
La fonction ez en offre un exemple; l'équation
ez = A
n'aura pas de racines dans le voisinage de l'origine si A = o et si
A = oo.
18. Nous avons toujours supposé jusqu'ici que le point, dans le voisinage duquel on faisait l'étude de la fonction, est à distance finie. Dans la théorie des fonctions d'une variable complexe, on considère les valeurs de z d'un module infiniment grand comme formant un point; on le désigne sous le nom de point à l'infini. Il suffit de poser
pour que le point à l'infini dans le plan des z soit ramené à l'origine dans le plan des z\
Les définitions et les théorèmes qui en résultent s'étendent donc sans difficulté au point à l'infini. Celui-ci, par exemple, sera un pôle pour la fonction f(z), si la fonction
admet comme pôle le point z'— o : on aura alors
G(z') étant holomorphe dans le voisinage de z' — o : donc
G(-j étant une série entière en -> convergente quand \z\ est suffisamment grand.
Si nous considérons en particulier un polynôme d'ordre m, nous pouvons le regarder comme une fonction de z ayant, pour
toute singularité, le pointa l'infini comme pôle d'ordre m. La réciproque est vraie, c'est-à-dire qu'une fonction uniforme dans tout le plan, ayant comme seule singularité le point à l'infini supposé pôle d'ordre m, se réduit à un polynôme de degré m. 11 est clair en effet, que dans ce cas,
reste, à partir d'une certaine valeur de | z |, inférieur à un nombre fixe ; par conséquent, d'après le théorème de Liouville généralisé (§ 12), la fonction entière/ (z) doit se réduire à un polynôme qui devra être nécessairement de degré 01, puisque le point à l'infini est un pôle d'ordre m.
Ce théorème peut se généraliser. Une fonction rationnelle est une fonction uniforme qui n'a dans tout le plan, y compris le point à l'infini, d'autres points singuliers que des pôles. La réciproque <'st exacte et se déduit de suite du théorème précédent. Soient en effet «, b, .., / les pôles de notre fonction f(z), à distance finie et de degrés de multiplicité a, {3. .., X. Formons le produit
il n'aura plus de pôle à distance finie, et le point à l'infini ne pourra être qu'un pôle ou qu'un point ordinaire. Ce produit est donc un polynôme ou une constante et il est bien établi que /(s) est une fraction rationnelle.
IV. — Fonctions analytiques élémentaires d'une variable complexe.
19. Nous ayons déjà, à propos d<- la théorie des séries entières (Chap. Il), défini les fonctions élémentaires cz , >\\\z et cos^, qui sont uniformes el continues dans tout 1<- plan. i\mis nous occuperons dans ce paragraphe des fonctions élémentaires <jui admettent des points singuliers et de celles qui ne sont pas uniformes.
20. Les fonctions tangj <'t cote sont définies par les quotients
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sin z cosz t r • •> ^ •
et -: — • .La fonction cos,s s annulant pour certaines valeurs
cosz sin z i
de s, tangs deviendra infini. Cherchons les racines de cos,s, on
devra avoir
ezi _|_ e—zi— 0 OU
e2zi = — i ;
donc, en posant z — a -+- Jp,
e2t(a+/'p) es i#
Or, — i ayant l'unité pour module et son argument pouvant être pris égal à 71, on aura
2a = r. 4- 2/fTC.
Par conséquent, les racines z sont données par la formule
71 7 2 == \- ktz.
k étant un entier positif ou négatif. Ces points sont des pôles simples de tang£.
On verra de la même manière que les pôles de cots sont donnés par
Ainsi, tandis que les fonctions ez, sin^ et cos,z sont des fonctions entières, les fonctions tangs et cots, qui sont aussi uniformes dans tout le plan, ont un nombre infini de pôles.
Nous verrons dans le Chapitre suivant comment on peut les développer en séries de fractions rationnelles.
21. Nous n'avons considéré jusqu'ici que des fonctions uniformes, c'est-à-dire n'ayant qu'une valeur pour chaque valeur de z. Prenons maintenant l'expression
pour une valeur de z, un deux déterminations, mais on ne doit pas considérer ces deux déterminations comme représentant deux fonctions distinctes de z. En effet, partons d'une valeur z0 (z0 y^ a),
et soit u0 une des déterminations du radical yjz0 — a. Traçons
dans le plan de la variable c un chemin allant de z0 à un point zK et ne passant pas par a; suivons par continuité la valeur de «à partir de la détermination choisie u0 pour z = z0, c'est-à-dire prenons, pour z voisin de z0, la valeur de a voisine de u0 et ainsi de suite de proche en proche. Nous arrivons ainsi au point zs avec une valeur déterminée pour u. Deux chemins différents allant de z0 à 3, donneront, à l'arrivée en stl la même valeur pour w, si le point a n'est pas compris dans l'aire limitée par l'ensemble des deux chemins. En effet, en posant
z — a = o(cos 0 + i sin 0),
prenons pour u0 la détermination
\/z0 — a = y/p0 ( cos h i sin — )
et pour valeur générale de yz — a
J z — a = i/p ( cos -
i sin —
En faisant varier p et 9 dune manière continue depuis (o0, 90) correspondant à zQ, jusqu'à (p,, 9,) correspondant à zt , l'argument 9, est bien le même, que l'on ait suivi l'un ou l'autre chemin, si le point a <ist extérieur à l'aire limitée par les deux chemins. 11 en est autrement si l'on a deux chemins C et G' formant la limite d'une aire comprenant le point a(/ig. 16). Si l'on part de z0
Fig. 16.
avec l'argument ô0 pour z0 — «, el m 0, désigne encore l'argument obtenu en anïvanl <mi z{ par un chemin C, il est clair que le chemin C nous conduira <-n ^, avec L'argumenl 0, — 2-: nous trouverons donc. p;n !<■ chemin C, la valeur
Wi = y'pllcos h / -m j
l'I' sun. — 11.
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et par le chemin C
u\ = — /pi ( cos h i sin — ) •
Les deux déterminations de la fonction ne forment donc pas des fonctions distinctes. Ainsi, en particulier, si l'on part de z0 avec une certaine détermination, on reviendra en ce point avec l'autre détermination si l'on tourne une fois autour de l'origine.
Ces remarques sont bien simples; elles] n'en ont pas moins joué un rôle considérable dans la Scienée, en appelant Fattention sur les fonctions non uniformes. On a considéré longtemps les deux valeurs de
u = yz — a
comme formant deux fonctions distinctes de z) c'est qu'on ne s'attachait pas à l'idée de continuité pour définir au juste ce que l'on entendait par fonction. JNous venons de voir que c'est en suivant par continuité la succession des valeurs de u sur un chemin donné, que la valeur finale se déduit sans ambiguïté de la valeur initiale.
22. Un autre exemple de fonction non uniforme va nous être fourni par la fonction logarithmique. Cherchons les racines de
l'équation en u
z étant une quantité donnée; u est par définition le logarithme de z. En posant
u = X -h i Y, z — ;• (cos a 4- i sin a),
on a
e\ ei\ __ r eia. .
donc
r = ex, Y == a -h 2. A t.
et, par suite,
(9) 11 =s Logr-4--(«-+- Q.kit)i,
Logr désignant le logarithme arithmétique de r; k est un entier arbitraire. Ces valeurs en nombre infini sont les déterminations multiples de log£.
Si maintenant nous voulons considérer u comme fonction de z,
nous partirons d'un point z{) avec une de ces déterminations et nous suivrons par continuité, comme nous l'avons fait au paragraphe précédent. On voit ainsi que la fonction log:; reprend la même valeur quand z revient au point de départ sans avoir tourné autour de l'origine. Au contraire, si le chemin partant de z0 revient en ce point après avoir tourné une fois dans le sens direct autour de l'origine, a0 augmentera de 2 iz et, par suite, log .3 reprendra sa valeur initiale augmentée de 2 ni.
La fonction log^ a donc une infinité de déterminations qui peuvent s'échanger les unes dans les autres en tournant autour de l'origine qui est un point singulier.
Cette fonction a une dérivée qu'il est facile de calculer; on a
e" =1 z. eu+&" = z -h Iz
Donc
ou
eu lu ( 1 -i h . . . ) = A;
<l . par suite,
.. Am 1 1
"" AT "" eu ". ~z"
Ainsi
du 1
dz z
Il en résulte que logz est bien une fonction analytique de c. On aurait pu le voir en partant de l'expression (9) et remarquant que Logr el x-f-2 /. - satisfont bien aux relations fondamentales
du <)v <h< dv
ôx ôy ()y dx
"l'.\. Considérons maintenant la fonction Log(i -f-s). Elle admet comme point critique le point x= — 1 . Soit (C) | fi g. 17) le cercle quia pour centre L'origine el qui passe parce point singulier A. \ l'intérieur de (C), l'une quelconque des déterminations multiples de l,i fonction log( 1 4- -3) est uniforme et continue. Si l'on choisit celle qui s'annule avec c, «m reconnaît facilement que sa détermination est LogAP-f-ï'a, 2 désignant L'angle des deux dii 1 ions \ / ei \ P.
D'après le théorème de Cauchy, cette détermination est développable en série entière relativement à z\ pour tous les points intérieurs à C et l'on obtient
los(i-hz) = h...-+(— i)"+1 —
Nous avons déjà étudié ce développement (Chap. II, § 22). Nous avons vu qu'il coïncide avec celui que l'on obtient pour z réel.
Cette série est convergente en tous les points de C, sauf au point A; elle représente donc log(i -\- z) pour tous ces points, et peut être prolongée analjtiquement dans tout le plan. En allant du point P à un point P' extérieur par deux chemins différents, on obtiendra pourlog(i -\-z) la même valeur, pourvu que ces chemins ne contiennent pas dans leur intérieur le point A.
Soit M(i, G) un point du cercle de convergence
z = cos 8 + i sin
et
log(H-s) =
IOg(l + 2) = 10g( 1 COS - I -f- l -
cos6 H- jfsinô (cos 6 h- i sin 6)!
ce développement étant valable pour toutes les valeurs de 9, sauf 8 = z±i7t. On en conclut les deux développements
. / e\ cosô
cos^6 cos38
et
sin
sin 2
sin 3 6
Nous avons vu plus haut que la fonction u == logs a pour dérivée -; elle peut donc être représentée par l'intégrale curviligne
' dz
le chemin qui va de z0 à z étant donné. Si l'on va du point A(*0) au point B(j) (fig. 18) par deux chemins qui ne comprennent
Fis- x8.
pas l'origine, le résultat sera le même. Mais si l'on va de A en B par deux chemins qui comprennent l'origine, tels que AMB et
AM'B, on aura
AM'II * • AM A '-AMB
Or, la première intégrale est égale à 2 îtz : donc on a, en désignant par u la seconde détermination de u,
Si le contour AM'B faisait k fois le tour de O, on aurait
//' = u -h iki-.
Nous Retrouvons bien de la sorte les déterminations en nombre infini de la fonction logz.
2i. La définition d<- la fonction zm se déduit de celle de logs,
qui donne un sens à z"', quel que soit m. On voit que la fonc tion z'" a comme point critique !<• point z = 0, et, quand z tourne
autour de l'origine, la fonction se reproduit multipliée par e2"1™, puisque log.3 s'augmente de irù.
Considérons en particulier la fonction (ï -\-z)'n. Elle est développable en série convergente en tout point intérieur au cercle qui a pour centre l'origine et qui passe par le point singulier z = — ï. Considérons celle des déterminations de (\-\-z)m qui devient égale à ï pour z = o. Elle sera, d'après le théorème de Cauchy, représentée par la série
que nous avons déjà étudiée précédemment (Chap. II, §23). De sorte que cette série, qui représente (ï + z)m lorsque 3 est réel, le représente encore quand z est imaginaire et de module inférieur à un. Sur la circonférence de convergence nous savons que le développement est ou n'est pas convergent suivant la valeur de m.
2o. Le développement de l'irrationnelle
•2 (XX ■+- OLz
suivant les puissances de a se rattache à la question précédente. Bornons-nous au cas où x est réel. Cette irrationnelle est une fonction algébrique de a qui a deux déterminations. Choisissons celle qui, pour a — o, est égale à -f-i. Le rayon du cercle de convergence de son développement suivant les puissances entières de a est évidemment égal au module de la racine du polynôme ï — 2 ace -(-a2 qui est la plus voisine de l'origine.
Si | x | << ï , les deux racines oc zb z y/i — x'1 sont imaginaires et leur module, indépendant de .r, est égal à un. Le rayon du cercle de convergence est donc aussi égal à un quel que soit \x\. Si x | ^> ï , les deux racines sont réelles et le rayon du cercle de convergence variable avec \x\. Dans les deux cas, on aura, pour tout point A pris à l'intérieur de ce cercle, un développement convergent de la forme
yi — iolx -h a2
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Les coefficients \n sont connus sous le nom de polynômes de Le gendre ; \n est de degré n en x.
Cherchons d'abord une relation de récurrence qui existe entre trois coefficients X„ successifs. En posant
sH=
on déduit, en dérivant par rapport à a,
dy
(in — (i — 2ar -h a2) = y(x — a).
Prenons la dérivée /iième par rapport à a des deux membres de cette égalité. En appliquant la formule bien connue qui donne la dérivée d'un produit de deux facteurs, et en faisant a = o, on
obtient
/ dn+i v\ , , I ' àny\ / dn~l y \
(- £) — {in -4- i)x (~ ^ -t^W T-) =o.
D'ailleurs, on a
et finalement la formule de récurrence cherchée est (12) (»-f-i)Xn+1 — (2 71 -h 1) a? X» -h rc\„_! = 0.
On en déduit que X„ est un polynôme de degré n en x : les deux
premiers sont
Pour x = -f- 1, ou a K* = 1. Pour a; = — 1 , on a X71 = zh i, suivant que n est p;iir ou impair.
Ces polynômes jouissent de toutes les propriétés des fonctions de Stnrm. comme ou le reconnaît immédiatement. Pour X = — 1 , la suite des polynômes \(). \,, ..., \„ présente manifestement n variations, l'our i= + i, elle n'en a plus; donc, ./: croissant <le -i à -t- 1 , la suite .1 perdu n variations \ donc Xw a passé au moins par n racines; el comme ce polynôme est de degré n, ses // racines sonl comprises entre — 1 et H-i.
Pour établir maintenant L'identité, à un facteur près, des polj nomes X.n avec les polynômes que nous avons déjà étudiés (t. I.
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p. 34), il suffira de démontrer que l'intégrale
/ f(x)Xndx
est nulle lorsque J (x) est un polynôme arbitraire de degré au plus égal à n — 1. Nous nous servirons à cet effet d'une seconde relation obtenue en dérivant par rapport à x les deux membres
de (10). On a
et, en comparant avec (11),
/ _ \^Z — ty m dx ôay
d'où la relation cherchée
(i3) xX'n-X>n_{ = nXn.
♦ Multipliant les deux membres par xm dx et intégrant de — 1 à+i,
il vient
n x"lXlldx = / xm+l X'fi dx — / xmX'n_tdx,
d'où, en intégrant par partie,
nC
x»lXndx = [x»l{xXn — X„-.,)]±|
x'nXn dx -4- m I xm-lXn-idx.
Or (#Xn — X./|_< ) est nul pour les limites +1 et — 1 : donc finalement
(M) / x»*Xndx= / xm-iXn-tdx.
J_t m + rt + lj,,
On a d'ailleurs
/ X0dx = 2, I Xndx-=o (»=-ï).
Le résultat est maintenant immédiat : si m est <ft — i> l'inté-
grale (i4) se ramène à une intégrale de la forme
/ Xndx (nli)
et est nulle. Il en est de même de l'intégrale
/ f(x)\ndx,
où f{x) est un polynôme arbitraire de degré Sn — i. Donc Xn
satisfait à l'identité
où A est une constante dont on trouve facilement la valeur
26. Parlons enfin, pour achever l'énumération des fonction v élémentaires, des fonctions circulaires inverses. La fonction
u = arc tangs
sera définie par l'équation
tan g u = z.
On peut trouver aisément l'expression générale de //. en remplaçant tanga par sa valeur en fonction d'exponentielles
donc et en lin
si n // e'" — e-'u e1'" — \
tang/< = - - = — : — = — ■ — ,
COSH i(e"l-\- e+"1) i(eiut-+-i)
„ . T -h Zl l — Z • lut __ _-
i — zi i 4- z
n = — . log ■; = — i ; loir :
'Il i -h z ■> }.l ° z -+- 1
La fonction arc tan g 5 se ramène donc à La fonction logarithmique. Ses point s singuliers sont z = -|- i et z = — c. ( )n définira d'une manière analogue La fonction
u = arc *- 1 1 1 z
par l'équation
qui donne
ou
et, par suite,
d'où se conclut
sin u = z
eui — e-ui -- <lzl
eïui^_ 2zi eui—i — o,
e"i= zi -+■ y/i — z2,
— -.- log(zi-+- y/î — s2)*
La fonction arc sin^ s'exprime donc à l'aide de la fonction logarithmique.
27. Nous ne nous sommes occupé jusqu'à présent que des développements suivant les puissances entières de la variable. On peut, dans certains cas, par un simple changement de variable, développer une fonction sous une forme différente. L'exemple suivant est relatif au développement d'une fonction en série d'exponentielles.
Soit f(z) une fonction uniforme et continue de z à l'intérieur d'une aire définie par deux parallèles à Oy. On suppose que cette fonction est périodique, l'amplitude de la période étant 2 tw,
f(z -h ini-K) = /(z), de sorte que la valeur de la fonction au point A {fig. 19) est la
Fïg. 19-
tB
DO
même qu'au point B, si le segment AB parallèle à Oy est égal à 2 7i7z, n étant un entier quelconque. Posons
et cherchons quelle est, dans le plan des z {fig- 20), la région
qui correspond à la bande, indéfinie dans les deux sens, comprise entre les parallèles Ml* et NQ. Soit x = a l'équation de la droite AB ; l'affixe d'un quelconque de ses points est
z = a -h iy,
et le point correspondant du plan des z' est
z' = ea e'y,
c'est-à-dire qu'à la droite AB correspond dans le plan des z' uns circonférence de rayon ea et de centre O . Il s'ensuit qu'à Faire
Fig. 20.
MNPQ correspond l'aire limitée par les deux circonférences concentriques qui correspondent aux parallèles MP et TNQ.
La fonction f(s) va devenir une certaine fonction ®(z') uniforme et continue dans l'espace annulaire compris entre ces deux circonférences. Elle sera par conséquent développable dans cette région |>;ir La formule de Laurenl
Par suih- /'( -» sera représentée dans tonte la bande MNPQ par i pie
zoo- 2 v
;/? SE - oo
Si, au lieu de supposer la période v^.\\<- à •/-. on supposait son amplitude égale à a, el que l'aire ^<>ii limitée par deux droites pa rallêlea à celle qui joint le point g au point z \ a. on obtiendrait
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l'expression
2/niTZZ
V. — Sur les produits convergents
28. Quoique nous devions faire peu d'usage de la représentation des fonctions sous forme de produit, il ne sera pas inutile d'indiquer quelques propositions générales relatives aux produits convergents. La théorie des produits convergents ne présente d'ailleurs aucune idée nouvelle, puisque la convergence d'un tel produit se ramène toujours à la convergence d'une série.
Nous commencerons par démontrer le théorème suivant :
Le produit
sera convergent si la série
| «i | H- 1 «2 | H- • • • -+- | an | -4- . . .
est convergente.
INous pouvons supposer que | an | << i , quel que soit /z, puisque nous pouvons laisser de côté des facteurs nécessairement en nombre limité où cette condition ne serait pas remplie.
Ceci dit, supposons d'abord les a réels. Le produit sera convergent, si la série
log([ -h ax) 4- log(n-ffi) +...-blog(i h- an) ■+-., . .
est convergente. Désignons par b les termes positifs et par — c les termes négatifs parmi les a. La série
log(i-h by} 4-Iog(n-£2) rh. . ..-+■ log(n- bn) "-K..
sera convergente, car log(i -\- x) < x quand x est positif. Pareillement, la série
log(i— ci )-+-.. .4- log (i — cn) -h... sera convergente, car on a
iog(i-c„)=- c» ■ , o<e<i,
. 1 — \) Ç fi
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or le facteur - — tend vers un : la série convergera donc
i — tj ca
puisque la série de terme général cn est convergente. Passons maintenant à la série
(1-+- wi)(i-+- u%)., .(i+ un) . . .,
les u étant complexes. Soit un = an -+- bn i '] les séries S | an | et
Z | bn | sont convergentes par hypothèse. Le carré du module de
(i + h«) est
n + a„)-+ b}t ou i+2a„+ a,2, H- 6* .
La série de terme général
2fl«+a,2, H- 6,2
converge évidemment; par suite le module du produit tend vers une limite. Passons à l'argument; celui-ci est pour i -\- un
arc sin
et il faut montrer que la somme des arguments a une limite déterminée. Or cet arc sin est comparable à bft, ce qui rend évident le résultat que l'on veut établir.
2i). Passons maintenant aux produits convergents représentant une fonction de z. On considère le produit
(•5) [i+/iW]['+/i(*))v.[i+/i(»)]...i
les fonctions y< (z )., . . .} fn(z)^ ... sont des fonctions uniformes i i continués dans ]<■ même cercle G de convergence. On suppose <J<' plus, en représentant d'une manière générale par.
la série obtenue en remplaçant dans fi(z) chaque terme par son module, que la série
converge quand Z esl Inférieur au ra\ on du cercle ( ..
Dan- ces conditions nous voulons montrer que le produit i i5) représente une fonction holomorphe de i à V intérieur de I
Considérons d'abord le produit converge ni
P(Z) = [i + Fi(Z)] [i H- F2(Z)] . . . [: h- F„(Z)] ....
SoitPn(Z) le produit des n premiers facteurs; nous pourrons mettre P«(Z) sous la forme
Pn(Z) = AS-4-A'/Z-h...-hA»Z'«H-...,
A'fln étant une constante positive. OrPw(Z) est plus petit que P(Z);
donc tous les termes
sont moindres que P(Z). Mais quand n augmente indéfiniment (m restant fixe) les AJJt augmentent. Par suite A"w , pour 71 ==oç, tend vers une limite que nous désignerons par Am. Ceci dit, remarquons que l'on a
(en ne prenant que /?2 termes); donc, m restant fixe et n augmentant indéfiniment, P(Z) est au moins égal à
A0+ à1Z«-H...H- Aw2>.
Puisque la somme des m premiers termes de la série
(S) A0+ A,Z + ...+ AwZ'»h-...
est moindre que P(Z), on en conclut que cette série (S) est convergente et a au plus P (Z) pour limite. D'autre part, on a
P„(Z)<A0+ Ai Z+...-+-A,„Z'« -4-....
On a donc les inégalités
P„(Z.)< A0h-...+ A//IZ'"^-...<P(Z),
ce qui établit que la série (S) a P (Z) pour limite.
Nous allons maintenant achever aisément la démonstration. En prenant le produit des n premiers facteurs dans le produit (i 5) , on a
a"n est une somme de termes complexes; pour n = oc, c'est la somme des termes d'une série pour laquelle la série des modules est convergente; nous aurons donc une limite pour n*, soit am.
la série
convergera manifestement, et cp (z) coïncide avec la valeur Q (z) du produit convergent ( i5) ; on le voit de suite en remarquant que
|?(*)-Qn(,z)|<P(Z)-lVZ);
or le second membre de cette inégalité tend vers zéro. lien résulte bien que cp(^) est égal à la limite de Qn(z), c'est-à-dire à Q (z). Ce produit convergent est donc mis sous la forme d'une série entière dans un cercle G et la proposition énoncée est complètement établie.
VI. — Décomposition en facteurs des fonctions uniformes
30. La décomposition d'un polynôme en un produit de facteurs linéaires est la proposition fondamentale de l'Algèbre. Considérant une fonction G(~), uniforme et continue dans tout le plan, on a cherché pareillement à décomposer G(z) en un produit de facteurs qui mette en évidence les racines de cette fonction. Cauchy y est arrivé dans des cas étendus, mais sans pouvoir toutefois traiter la question dans toute sa généralité. C'est à M. Weierstrass que l'on doit d'avoir étendu aux fonctions G (s), que nous appellerons avec lui fonctions entières, le théorème fondamental de l'Algèbre. Cet admirable résultai est le point capital du Mémoire de l'illustre auteur que nous avons cité plus haut(4).
Soil une suite de quantités
#1, a*, .... (( ,j, . . . , rangées par ordre croissant de leurs modules et telles que
Il m = o.
Si plusieurs de ces quantités oui même module on rangera les quantités <!«• même modale dans un ordre arbitraire. D'après la
('; < >n trouvera une traduction de ce Mémoire dtni loi \nmil<s de ri Normale tupérieure (i^-<^).
définition même du mot limite, il est clair qu'étant donné un nombre quelconque R il n'y a qu'un nombre limité de valeurs des a dont le module soit inférieur à R.
Ceci posé, nous allons montrer qu'oui peut former une fonction entière G (z) ayant pour racines les quantités a et celles-là seulement. Si plusieurs quantités a sont égales, la racine sera d'un degré de multiplicité égal au nombre de fois que figure cette quantité.
31. Une remarque préliminaire nous sera indispensable. Soit une série
(16) /oU)+/i(*) +..•+/*(*) +...,
dont les termes sont des séries entières convergentes dans un cercle C de rayon R ayant l'origine pour centre. Désignons par
la série obtenue en remplaçant dans fn{z) chaque terme par son module. On suppose que la série à termes positifs
soit convergente pour Z<^R. Dans ces conditions, il est manifeste que la série (16) sera convergente dans le cercle C, et sera susceptible de se mettre sous la forme d'une série entière convergente dans ce même cercle; on peut, en effet, dans la série ( 16), modifier l'ordre des termes, puisque la série des modules de tous les termes, représentée par (17), est, par hypothèse, convergente.
32. Ceci posé, laissons de côté celles des quantités a qui pourraient être égales à zéro, et considérons l'expression
Si l'on suppose que \z\ soit inférieur à |fl%|, nous pouvons envisager
log ih = log ( 1 ) H h- — -h.. .H ( — ) *
• \ av / av 2 \ a , / v — 1 \ «v /
log ( i j représentant une fonction uniforme et continue dans
le cercle de rayon |«v| et s'annulant pour z = o. On aura, par suite,
,os"''=-H0'-■^-(0'+'-••••
d'où l'on conclut
mv = e
Nous voulons maintenant montrer qne le produit infîn
est convergent et représente une fonction entière de z s'annulant pour
v étant un entier quelconque. A cet effet, montrons que le produit (18) représente une fonction uniforme et continue de z dans le cercle de rayon av. Laissant de côté les facteurs en nombre limité correspondant à des valeurs des a de module moindre que av, nous avons
-s[Stër+.4r(=r*---]
z |< I av
La convergence du produit sera rétablie, si nous montrons que l.i série
est convergente- pour | z | << | av I.
Nous avons là une série donl chaque terme est lui même une série ordonnée suivanl les puissances de 3 ; or on a
z an
II
Nous devons montrer, pour pouvoir appliquer !<• lemme <lu para-
f]( AIU». — M.
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graphe précédent, que la série dont le terme général est
est convergente. Il en est ainsi, car le rapport d'un terme au précédent est
#rc-hl
an+\ <%n+l
an-J>-\
qui tend vers zéro à cause du facteur
Nous sommes donc assuré que la série (19) représente une fonction holomorphe dans le cercle de rayon |av|. Le produit (18) représente donc une fonction de z holomorphe dans ce cercle ; cette fonction s'annule pour
ai, «2>
et elle n'a pas d'autres racines dans ce cercle.
L'entier v est d'ailleurs absolument arbitraire. On en conclut donc bien que le produit
U\ w2 . . . Wv • • •
représente une fonction entière de z ayant pour zéros les valeurs données et celles-là seulement, Les facteurs u ont été appelés par M. Weierstrass facteurs primaires ; on voit que, outre le facteur
linéaire ( 1 \> le facteur primaire uH contient une exponentielle. C'est la présence de cette exponentielle qui rend possible la convergence du produit infini formé avec les facteurs u. Dans le cas où z = o devrait être racine multiple d'ordre X, on mettrait zh en facteur devant le produit trouvé.
33. Nous venons de nous placer dans le cas le plus général. Dans certains cas particuliers, il sera possible d'employer des facteurs primaires un peu plus simples. Ainsi, supposons que la
série de ternie général
p étant un entier déterminé, soit convergente. On pourra prendre pour uv
On le voit de suite, en se reportant à l'analyse précédente; la rie dont on a al de terme général
série dont on a alors à montrer la convergence se réduit à la série
dont la convergence est évidente d'après l'hypothèse faile plus haut.
34. Une première conséquence bien remarquable déduite par M. Weierstrass du théorème précédent est relative à la forme d'une fonction f\z) uniforme dans tout le plan et n'ayant à dislance finie que des pôles.
On peut, en effet, former une fonction entière G (z) ayant pour racines des pôles dejf(s) et avec le même degré de multiplicité ;
le produit
sera alors une fonction entière G|(s), et l'on aura par suite
fi z ) peut donc se mettre sous la forme d'un quotient de deux fondions entières. ( )n remarquera que les fonctions <« et (1,. obtenues par les considérations précédentes, n'onl pas de racines communes, car les racines de G(s) donnent au produit /'< z)G(z) d<-> valeurs finies h différentes <\<- zéro.
Si, tu lieu d'une succession de points
"i, "z, . .., an. ...
s'éloignant à l'infini, on a des points pour lesquels
lim an= a,
on pourra former une fonction ayant pour point singulier essentiel le point a et les racines a, , a2, . . . , an, .... 11 n'y a en effet qu'à prendre pour facteur primaire
, v Oy—rl 1 / fl., — rt\2 1 fa,. — (7 \v— I
et il n'y a rien à changer au raisonnement fait plus haut pour établir que le produit converge pour toute valeur de z différente de a. On suppose, bien entendu, les a disposés dans un ordre tel que \an — a\ ne croisse pas avec n. La fonction ainsi trouvée sera
une fonction entière de > et, en désignant d'une manière
générale par G(z) une fonction entière de £, on obtient de cette
manière une fonction
ayant comme unique singularité le point essentiel a et les zéros donnés par la série (20).
36. On peut bien aisément généraliser le résultat précédent ( { ), en l'étendant aux fonctions uniformes, continues pour tous les points du plan, à l'exception de ceux qui sont situés sur une circonférence G de rayon R dont le centre est à l'origine.
Soit une suite de quantités
(21) Ai, A2, ..., A„, ...
telles que, en posant An= p«^'a«, pn étant le module et 0Ln l'argument, on ait
|f>»-R|^|p«-M-Rl et de plus
lim p„= R.
(l) E. Picard, Sur la décomposition en facteurs primaires des fonctions uniformes ayant une ligne de points singuliers essentiels ( Comptes rendus, 21 mars 1881).
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Nous allons montrer qu'on peut former une expression, dépendant de j, uniforme et continue dans tout le plan en dehors de la circonférence, qui représentera une fonction analytique de z à l'intérieur et à l'extérieur de la circonférence et s'annulera pour tous les termes de la suite (21).
A la suite (21) associons une seconde suite
Im. B,, ..., B„, ...
représentant des points situés sur la circonférence C et telle que
lim ( \n— B,j) — 0.
Ce choix peut être fait d'une infinité de manières ; il en est une immédiate obtenue en faisant
Ceci posé, on prendra la fonction
G^=II
en posant
/A„-B„y 1 /a„— B,ty-»
La démonstration de la convergence de ce produit infini est immédiate. Ecrivons) en effet, le facteur primaire sous La forme
Pour un point donné 3 qui n'est pas sur la circonférence, nous considérons les facteurs primaires à partir du rang v tel que
qui est possible, puisque le second membre <!<• cette Inégalité tend vers zéro avec — On peut alors mettre u„ su us l,i forme
I /An— Bw\" l /A B '
, n \ z II,, ) n ■ 1 r l
Ir>0 CIlAIMIKi: V.
tout à fait analogue à celle que nous avons obtenue dans le cas du seul point singulier a. Il ne reste plus qu'à montrer que la série
représente une fonction analytique de z dans l'une et l'autre région du plan où
l-s— B„ | > | A„— B„| (ra = v, v + i, ...,co).
On pourra prendre pour une de ces régions l'intérieur d'un cercle F décrit de l'origine comme centre, dont le rayon convenablement choisi sera moindre que R, et pour l'autre l'extérieur d'un cercle Y' dont le rayon sera supérieur à R. Ces deux circonférences sont d'ailleurs bien évidemment d'autant plus rapprochées de la circonférence C que v est plus grand.
Il nous suffira de supposer z dans le cercle T. Chaque terme de la série (22) est une fonction analytique continue dans ce cercle- De plus, développons le terme général
suivant les puissances de z et voyons ce que devient ce développement quand on remplace chaque terme par son module. Or, quand on développe en série un terme quelconque de la suite précédente, et qu'on remplace chaque terme par son module, on obtient le développement de ce terme où A„ — B/M z et Bn ont été remplacés par leurs modules. On a donc, en employant les notations du lemme (§31),
*n(L)~n (R-Z)" +/^-i (R-Z)*-H "f_•••' L-\"\ et, par suite,
t I A RI" t I A R |«+
r n ( L ) <C — — rr; r, H- —
/i (R — Z)» /1 (H — Zyi+l
(R-Z) Il n'y a plus rien à changer à la suite du raisonnement : on voit
■de suite que la série de terme général F„(Z) est convergente, et, par suite, d'après le lemme, l'expression (22) est une fonction analytique dans le cercle T. On venait de la même manière quelle jouit de la même propriété à l'intérieur du cercle Y' .
D'ailleurs, comme nous l'avons dit, ces deux cercles, si l'on prend v assez grand, sont aussi rapprochés que l'on veut du cercle G. Le produit convergent G (z) représente donc une fonction analytique et continue de z à l'intérieur et à V extérieur du cercle G ; il a de plus pour racines les points de la suite (21 ).
Il est clair que si la série de terme général
p étant un entier fixe, est convergente, on pourra prendre comme facteur primaire
en posant
Vn{Z)
z — B„ a \ z ■— Bn ) p — i\z— B„
On remarquera qu'en général l'expression précédente représentera deux fonctions analytiques distinctes à l'intérieur et à l'extérieur de G, c'est-à-dire que les deux fonctions ne seront pas le prolongement analytique l'une de l'autre (Chap. Il, § 18). La circonférence pourra être pour la fonction une ligne de points singuliers essentiels. Nous sommes ainsi conduit au i\|>r de fonctions, donl nous avons déjà indiqué quelques exemples (Chap. II, § 18), puni Lesquels le prolongement analytique n'est pas possible au delà d'une certaine courbe.
37 Indiquons deux exemples très simples : Soit R = 1 ; posons
On aura, sur le cercle de rayon 1 — -> // points A formant les sommets d'un polygone régulier. Quand // augmente indéfiniment, on a ainsi une suite de points tendant vers la circonférence de rayon un. Nous prendrons, comme point \\„ correspondant à A„,
le terme Aw — B^ sera donc
et, par suite,
•2 ki 71
et il ne faut pas oublier que n racines de même module correspondent à l'indice n. Cherchons s'il y a une puissance p telle que
la série
soit convergente. Cette série peut s'écrire
puisqu'il y a n termes pour lesquels \k.n — Bn| a la même valeur -• On pourra donc prendre
P = 3> et le facteur primaire sera
Z A" en\z — Bn) + 2 n* (z — Bn)9 Z - Bn
La fonction représentée par le produit de ces facteurs ne pourra certainement pas s'étendre au delà du cercle de rayon un, car dans le voisinage de tout point du cercle elle a une infinité de racines, ce qui est incompatible avec la possibilité d'une extension analytique.
Je donnerai un second exemple où le choix des quantités B sera fait d'une manière différente. Supposons que l'expression générale
des racines soit
A = 35 Tu f-îi
a, 6, c, d étant quatre entiers réels satisfaisant à la relation
ad — bc = i ; on a ici R == i .
Nous prendrons B = 1-.; le point B est bien sur la circonfé-
1 d -h bi ' r
rence de rayon un et l'on aura
IA-B
v/(62-+-rf*)(a*4-62-+-cSH-rf2-h2)
FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEYE. i 53
La série multiple dont le ternie général est | A — B|2, a, 6, c, d
pouvant prendre toutes les valeurs entières possibles satisfaisant
à la relation
ad — bc = i,
est convergente : c'est ce que Ion reconnaît en considérant à la place de la série une intégrale triple convenable dont la valeur reste finie quand les limites deviennent infinies. On pourra, par conséquent, poser
le signe I indiquant le produit de tous ces facteurs correspondant à toutes les valeurs entières de a, 6, c, d qui satisfont à la relation ad — bc — i .
38. Revenons à la décomposition d'une fonction entière en facteurs primaires. Nous nous sommes donné les racines, et nous avons obtenu une fonction entière G (z) ayant ces racines. Toute autre fonction entière G, (z) ayant les mêmes racines avec le même degré de multiplicité sera telle que
Gt(g)
sera une fonction entière v(z) ne s'annulant pas. Or, dans ces
conditions, — — - sera encore une tonclion entière; donc
? iz)
?(<*) = *m« ■ H(^) représentant une fonction entière. Par suite on a
Gl(z) = G c !cH
Dans I;i pratique, pour une fonction donnée Ci, (z ), la recherche de la fond ion rl(s) et l'étude <l<' ses propriétés pourra présenter des difficultés. Ainsi, soit la fonction sin^j Ses racines sonl
données par
g = nit,
// étant un entier j » « »s 1 1 il ou négatif. Nous pouvons former une
fonction G (s) ayant ces racines; ce sera
z nu
le produit I étant étendu aux valeurs entières positives et négatives de rc, à l'exclusion de n — o. On peut, dans le cas actuel,, simplifier beaucoup en groupant deux à deux les facteurs correspondant à des valeurs de n égales et de signe contraire. Ce groupement est d'ailleurs celui auquel conduit l'application de la méthode, puisque, les racines étant rangées par ordre croissant de modules, les deux racines -f- nu et — niz se suivent nécessairement. On obtient ainsi
G(,) = ,fl
il en résulte que
sin^ = G(z)e^-K
Quant à la détermination de la fonction entière H (z)1 elle ne peut résulter de la théorie précédente. Nous verrons dans le Chapitre suivant que H(^)= o.
39. De la décomposition de la fonction désignée, dune manière générale par G(^), on conclut un développement de la dérivée
logarithmique
on a
g'co y r
G(z) " Zà\_z
— eu, av
Nous obtenons donc ainsi un développement de en une
série de termes rationnels en z. Cette fonction a pour pôles simples les points
et le résidu correspondant à chacun de ces pôles est -(- i .
Ce résultat conduit à se poser une question plus générale. En se donnant les points singuliers (pôles et points singuliers essen-
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liels isolés)
au a2, . . ., am . . ., lim an= »,
n = oc
et pour chaque point singulier an la portion
(G/! étant une fonction entière donnée) qui, clans le voisinage de z = an, ne sera pas holomorphe, peut-on former une fonction f (3) ayant les points a comme points singuliers, et telle que
soit holomorphe dans le voisinage de afl ? Il en est bien ainsi, comme l'a montré M. Mittag-Leffler; nous nous contenterons d'énoncer ce beau théorème, renvoyant pour la démonstration au Cours d'Analyse de M. Hermite (4e édition, Hermann; 1891) où l'on en trouvera de nombreuses applications.
La décomposition en facteurs primaires dune fonction, pouvant avoir une ligne de points singuliers essentiels, dont j'ai donné le premier exemple en traitant le cas de la circonférence, conduisait à une question analogue relativement au cas où les points singuliers peuvent tendre vers les points d'une ou plusieurs lignes. M. Mittag-Leffler, s'inspirant toujours de la même idée, a traite ce genre de questions dans toute sa généralité ; nous renverrons à son remarquable Mémoire où l'on trouvera le développement complet de cette théorie ( ' ).
VII. — Sur quelques développements en séries; séries de polynômes.
10. Nous ferons maintenant quelques remarques 9ur certains développements en séries. \ <>iei Lout d'abord une remarque, qui
(*) <.. \lrrr\'. Lefflkr, Sur la représentation analytique des fonction* nvonés uniforme* d'une variable indépendante 1 icta mathentaticat t. l\. . Pour toutes ce» questions on consultera aussi lei Leçons de M . Borel: Sur la théo fonctions.
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paraît duc à Weierstrass, et qui généralise la propriété fondamentale des séries entières. Soit une série
(S) y1(ar)_h/2(^)_h..#-h/n(a?).4-.',.
dont le terme général fn(&) est une fonction analytique uniforme et continue de x dans une aire A limitée par un contour simple G(1). On suppose, de plus, que la série formée par les f est uniformément convergente dans toute aire A' intérieure à A. On va démontrer que la somme F(x) de la série représente une fonction analytique de x dans l'aire A.
Nous rappellerons que la série (S) est dite uniformément convergente dans une aire A' limitée par un contour C, quand, un nombre £ étant donné à l'avance, on peut prendre n assez grand pour que le reste de la série ait un module inférieur à e, quel que soit le point x dans h! ou sur C .
La démonstration du théorème énoncé est immédiate, en se servant de l'intégrale de Gauchy. Prenons un contour fermé T situé entre C et C' et n'ayant aucun point commun avec l'un et l'autre. En désignant par x un point de l'aire A' on a
Par suite
S. Tt t J S Jb
Or, d'après nos hypothèses, la série (S) est uniformément convergente sur F. Donc, en prenant n assez grand, on a, pour un nombre e donné à l'avance,
/tM+/2(s)-H...-H/,i<>) = F(>) + p„,
|pn| étant moindre que s, quel que soit z sur T. Nous aurons donc, pour tout point x situé dans A; (ou sur G),
•2 TC l Jy Z — X IT.l Jy Z — X
(*) Nous supposons que le contour est simple uniquement pour abréger.
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Le module du second terme dans le second membre est moindre que
ds
ds étant l'élément d'arc de la courbe T, et est par conséquent très petit sis estlui-même très petit. On en conclut que la série
a pour somme
i r¥(z)dz
i ni Jy z — x
L'égalité qui vient d'être établie
F(*) = -L. filial 2 r.i Jy z — x
démontre manifestement que F (a?) est une fonction analytique de x dans l'aire A' et, par suite, dans tout l'intérieur de l'aire A.
41. Prenons, comme application, une série considérée par M. Pringsheim et que nous avons déjà envisagée pour un autre objet (p. 34 du Tome 1, en note). Soit
fo) =y
ly
où nous supposons que a et X sont des constantes réelles avec |a|>i. On peut appliquer à cette série le théorème précédent. La série converge pour tout point dont l'aflixe n'est pas de la forme
iv entier positif),
et elle converge uniformément dans toute aire qui iw comprend pas de tels points à son intérieur ou sur s,i frontière. La fonction F(x) est donc une fonction analytique uniforme de x dans tout !«' plan de La variable complète a ; elle a pour pôles les points en oombre infini
Ces points sont sur l'axe des quantités complexes, et <»nt pour
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limite l'origine qui est un point singulier essentiel de la fonction. Nous avons indiqué (note citée) que la série de Maclaurin formée avec les dérivées de la fonction précédente pour x =^ o était
Si X est négatif, la série converge, comme on le voit de suite, pour toute valeur de x. Mais la fonction entière z>(x) est distincte de F(#), qui a, à l'origine, un point singulier essentiel ; le résultat énoncé (loc. cit.) est donc immédiat, quand on se place au point de vue de la théorie des fonctions d'une variable complexe.
42. Les développements d'une fonction en série de polynômes appellent nécessairement l'attention. C'est un sujet dont nous nous sommes déjà occupé au Tome I de cet Ouvrage (p. 3^6), mais il s'agissait alors de fonction d'une variable réelle. Prenons maintenant une fonction holomorphe d'une variable complexe x dans une aire A. M. Runge(1) a le premier établi qu' une telle fonction peut être développée en une série de polynômes uniformément convergente dans toute aire A! intérieure à A. Nous allons suivre son analyse, dont leprincipe est extrêmement simple.
Nous partons d'une fonctionna?) holomorphe dans une aire A limitée par le contour C et sur le contour de cette aire, de telle sorte que nous avons la formule de Cauchy, pour un point x intérieur à A,
f(x) = ^ f£fldz.
1 TZ l Jc Z — X
En prenant des points zt, z2, . . . , zn7 zn+t = z{ sur le contour C, on aura, d'après le théorème fondamental relatif à l'existence de l'intégrale définie,
f(x) = : lim 7 —
(*) C. Runge, Zur Théorie der eindeutigen analytischen Functionen (Acta mathemaUcct) t. VI, 1880).
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quand toutes les différences zi+\ — z% tendent vers zéro, leur nombre augmentant indéfiniment. Posons
2viQn(x)^/(")(^-'à
On sait que, pour une valeur donnée de x, on peut prendre les intervalles z{+i — zi assez petits et n assez grand pour que Q^ (x) diffère de/(.r) d'aussi peu que Ion veut. Avec plus de précision, en se donnant s„ à l'avance, on peut déterminer ô et N de telle sorte que l'on ait
quand on aura tous les \Zi+t — zA inférieurs à o et n supérieur ou égal à N. De plus, il suffit de se reporter à la démonstration de ce théorème fondamental (par exemple, t. I, p. 3) pour reconnaître que ces approximations sont indépendantes de x1 pourvu (pie x reste dans une aire A' intérieure à A.
Nous concluons de là que Ton peut, dans l'aire A', représenter f (x) par une fonction rationnelle
avec une approximation supérieure à e», et cela quel que soit x dans \' . Les pôles de cette fonction rationnelle, qui sont les points s,-, sont extérieurs à A'. D'autre part, étant donnée une fonction Q„ (x) dont les pôles sont extérieurs à A', on peut déterminer un polynôme P„ (x) tel que
|P»(ar)— Q*(a?) < ï)„ (dans Taire A'),
r,„ étant un nnmlue donne a l'avance. Il suffit de le prouver pour
une fraction rationnelle du type > a étant extérieur à A'
[puisque ()/t(x) est une somme de telles fractions, multipliées par des coefficients corn enables |.
Or, ce point est évident) si l'on peul tracer un cercle comprenant \ i son Intérieur, el auquel a soii extérieur) car il suffira alors de se servir du développement de Taylor, en y prenant un nombre Limité de termes, pour avoir, par un polynôme, l'approximation chei i li
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Les choses sont moins simples dans le cas général. Voici comment M. Runge ramène le cas général à ce cas particulier. Soit b un autre point, d'ailleurs quelconque, extérieur à A' ; on va montrer qu'on peut former une fonction rationnelle n'ayant de pôle qu'en b,
et qui, dans A', représentera avec l'approximation que
l'on voudra. A cet effet, nous allons aller de a en b de proche en proche. Soit aK un point assez voisin de a pour que
quand x est dans A' ou sur le contour G' de A'. Prenons l'expression
(x-ay l l - \^=^l) J {q ent,er p0Slt,f) ; elle devient infinie seulement en a<, et diffère très peu dans A' de
si q est pris assez grand. Nous sommes donc ramené à une fonction rationnelle n'ayant que le pôle a\ ; on continuera ainsi de proche en proche, et l'on arrivera, au bout d'un nombre limité d'opérations, à une fonction rationnelle n'ayant que le pôle &, qui, dans A', différera de d'aussi peu que l'on voudra (l'erreur
étant représentée par la somme des erreurs partielles, en nombre limité, elles-mêmes aussi petites que l'on veut). 11 suffit maintenant d'avoir pris le point b assez loin de l'aire A' pour être dans le cas particulier mentionné plus haut.
On aura donc, par suite,
I/O) — P«0) ! < £/i-4-iQn= a/t
ou encore, en d'autres termes, on peut, étant donné un nombre
positif aussi petit que l'on veut, a„, déterminer un polynôme en x,
P„ (x), tel que
\f(x)-Pn(x)\<«n
pour tous les points de l'aire A'.
La démonstration s'achève maintenant, comme pour le théorème de Weierstrass dans le cas d'une variable réelle (t. I, 3e édi-
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tion p. 3^6), et nous pouvons conclure que toute fonction holomorplie dans A. peut être développée en une série de polynômes uniformément convergente dans toute aire A' intérieure à A.
43. Dans le cas où le contour C limitant l'aire A est convexe, M. Painlevé (l) démontre le théorème précédent de la manière suivante, en admettant de plus qu'on puisse en chaque point M de ce contour tracer un cercle tangent en M au contour et le comprenant à son intérieur; la position de ce cercle variera d'une manière continue, sauf aux points anguleux, s'il y en a. On vérifie sans peine que la construction de ces cercles est possible si, en chaque point d'un contour convexe C, la courbe a un contact simple avec sa tangente. M étant donc un point quelconque du contour, soit Y le cercle tangent à CenlNJ. Désignons par z l'affixe de M, par a l'affixe du centre de T; nous aurons, x étant intérieur
= h •: r -+• . . . -+- ; r^TZ -h . . . = A ( £ ).
z — x z — a (z — af (z — a)n+l v '
Faisons parcourir au point M la courbe C, a variant avec z d'une manière continue (sauf aux points anguleux de C). La
série A.(z) converge sur G uniformément et représente • En
Z ■■ OC
remplaçant donc par ce développement dans la formule de
Cauchj, il vient
P„ (x) désignant un polynôme en x de degré n. Nous sommes donc ainsi conduits au théorème du paragraphe précédent pour le cas d'une aire convexe (2).
\\. Je !)<■ |)iu> songer à citer tous les travaux intéressants se rapportant aui développements des fonctions <'n séries de poly-
C) P, Painlbvé, innales de la Faculté des Sciences de Toulouse, isss. (2 ) Voir, <l;jns mi ordre d'idées analogues, te Mémoire de M. Ippell Sur les loppentent* en séries dans des aires limitées par des arcs de cercle l I
mathrmnlK (I. t I .
IM- \l!tl. — II. Il
nomes. Mentionnons seulement un Mémoire où M. Hilbert (Gôtt. Nachr., 1898) démontre par une autre voie le théorème de M. Runge et une Note de M. Painlevé sur le même sujet {Comptes rendus, 1899). Les travaux de M. Mittag-Leffler se rapportent à un ordre d'idées un peu différent (Acta mat hématie a, t. XXIII et suivants). Nous allons en dire un mot, en nous plaçant au point de vue adopté par M. Borel dans cette question (i ). Considérant l'expression
nous allons admettre que l'on peut développer cette fonction en une série de polynômes
Pi<») ■■+■ P2(») -K-. -*-P*(k) -f...
qui soit uniformément convergente dans toute aire finie n'ayant aucun point commun avec le prolongement (1, +00) de la droite joignant l'origine au point un, qui va de ce dernier point à l'infini. La possibilité d'un tel développement peut se démontrer de diverses manières; devant le déduire, au Chapitre XI, d'une remarque générale sur les équations différentielles, nous l'admettrons pour le moment. Nous désignerons par A le plan de la variable u où l'on a tracé la coupure (-f- i , 00). Ceci posé, définissons ce que M. Mittag-Leffler appelle Y étoile correspondant à une
série entière
a0-\- a^z -h. . . 4- am zm -f- . . . .
Cette série, nous le supposons, a un certain cercle de convergence ; effectuons son prolongement analytique le long d'un rayon déterminé, c'est-à-dire en prenant sur ce rayon les centres des circonférences servant à faire le prolongement. On pourra, en opérant ainsi, aller jusqu'à l'infini ou être arrêté en un certain point M, qu'on ne pourra pas dépasser. Si l'on opère ainsi pour tous les rayons de la circonférence, on aura une succession de points M (qui pourront être, en totalité ou en partie, à l'infini); l'ensemble des rayons compris entre l'origine et chaque point M formera une
(*) E. Borel, Mémoire sur les séries divergentes (Annales de l'École Normale, 1899).
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aire qui est l'étoile E que nous voulons définir. On a dans l'étoile une fonction holomorphe, qui est le prolongement de la série entière donnée. Le théorème de M. Mittag-Leffler consiste en ce que cette fonction peut être développée en une série de polynômes uniformément convergente dans toute aire intérieure à rétoile, les coefficients de ces polynômes s 'exprimant linéairement à V aide des a et de quantités numériques.
Pour démontrer ce théorème partons, avec M. Borel, de l'intégrale de Cauchy
fu)=j-, fumé:..
J V ' 21ZIJ X — Z
Désignons par C, dans le plan de la variable complexe s, une courbe limitant une aire intérieure à l'étoile E; c'est sur cette courbe qu'est prise l'intégrale ci-dessus. Posons
Donnons à x une valeur variable mobile sur la frontière de l'étoile et à z une valeur fixe, quelconque d'ailleurs, à l'intérieur de l'étoile, le point u se déplacera dans A sans traverser la coupure (i, co); car, si u devenait réel et supérieur à un, l'égalité
z = ux
montre que le point z serait sur le rayon allant de l'origine à x était delà de ce point, il serait donc extérieur à l'étoile. Nous concluons de là que, si x décrit un contour C suffisamment rapproché de la frontière dé l'étoile, z étant toujours intérieur à l'étoile, le point u restera dans une aire A' intérieure à A.
Supposons que. dans l'intégrale que j'écris sous la forme
/(„ = J-. fus) _i_^,
, 1-Kl J X Z
le contour C ^«»ii celui <1 on i il vient d'être parlé; on peut développer
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en série de polynômes, comme il a été dit,
A cause de la convergence uniforme de cette série, on pourra intégrer terme à terme, et l'on aura ainsi
^f^-Ïf^^iî)^
Les termes de cette série sont manifestement des polynômes en z, remplissant les conditions énoncées ; le théorème de M. Mittag-Leffler est établi.
Nous dirons encore au Chapitre X quelques mots sur cette question du développement en série de polynômes, quand nous aurons étudié le problème de la représentation conforme.
VIII. — Quelques théorèmes généraux sur les séries des fonctions holomorphes.
45. Nous nous proposons, dans cette section, de faire connaître un certain nombre de théorèmes généraux relatifs à la convergence des séries (S)/\ (x) -r-/a(^) ■+•••- +/« (#) +• • • dont les termes sont fonctions holomorphes de x dans une certaine aire A. Nous avons déjà vu au n° 40 que si la série (S) converge uniformément (') dans toute aire A' intérieure à A, sa somme F (x) est une fonction holomorphe de x.
Or il suffit que la série (S) converge uniformément sur le contour G de Vaire A(2) pour qu'elle converge uniformément dans toute aire A' intérieure à A. C'est en fait ce que montre la démonstration du n° 40.
(!) M. Osgood (Annals of Mathematics, 2e série, t. III, n° 1) a démontré que dans tout domaine où une série de fonctions holomorphes converge, on peut en trouver un autre où elle converge uniformément ; nous nous contenterons ici de citer cet intéressant théorème.
(2) Ce contour peut être formé d'une ou de plusieurs courbes fermées.
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16. D'autres critères de convergence ont un caractère moins immédiat. En voici un qui est dû à Stieltjes ({ ).
Pour simplifier l'exposé, supposons l'aire A limitée par un contour simple C. On verra facilement que cette hypothèse ne restreint pas la généralité. Soit la série/, (z) -h /s ( z) -f-, . .-+-/"« (^)-p-. . . , les/n étant holomorphes dans C et sur C.
Posons Sn (z) =/i (z) -f-/"* (z) -f-. . .-f-/"» (z)', sous les deux hypothèses suivantes :
i° Quel que soit n on a
M étant un nombre fixe, pour tout point z intérieur à G;
2° Dans une certaine aire A, intérieure à C, S„ (z) tend uniformément vers une certaine limite;
on pourra affirmer que Sfl(z) converge uniformément vers une limite dans toute aire intérieure à C.
En deux mots, si la suite des S,t(z) est bornée dans G par un nombre fixe Met si elle converge uniformément dans une portion i intérieure à C) de l'aire limitée par G, elle converge uniformément dans toute aire intérieure à C.
Examinons d'abord le cas de deux cercles C et C,, ayant leur centre à l'origine, de i a\ mis R et R, [R >> R, J.
Soit
le développement de Taylor de /a | s), valable dans G.
Par hypothèse, 2ufn{z) converge uniformément dans C, et
sur C, . Donc on a
i étant donné a priori arbitraire, à partir d'une certaine valeur
de n. quel que soit //. pour |*| El, .
Recherches tur les fractions continues {Annale* de la Faculté des Sciences de Toulouse, i8$4). Voii aussi pondance d'Hermite et de
Stieltjes », t. il. letti [oo, joa, p.
iG6
Si l'on forme
A = ra + n'
izzO \ k=z n
on aura d'après un théorème classique
fc=zn
<rt;
Ceci prouve qne la série ^ A* est convergente.
k=\ Posons
L'inégalité ( i ) va nous fournir une limite supérieure de c/. En effet, puisque
et puisque
il est clair que
S„(*)| < M dans C,
car 2_, A-f est Ie coefficient de s* dans le développement de Sn(z)y
valable dans C.
Donc
Considérons la série
F(*)=yw,
elle convergera dans le cercle C puisque | et | <[ -£■£• Montrons que Sn (z) converge vers F(s) <ia/?s C powr /* = oo.
Envisageons la différence
fc = n ri'
•' o- 2 Mz)>
le coefficient de zl dans son développement de Taylor sera
Donnons d'abord à n une valeur (ixe et telle que l'inégalité (2) soit vraie pour tout ri . Puis considérons les valeurs de z telles que |.3J^R/<R7 IV étant >R, et d'ailleurs aussi voisin de R que l'on voudra.
Nous écrirons
n + n' /> / x \ ao / se
,4, p(,)-2/i(«)-2*'( î An+ÎW 2 A'
L'inégalité (2) prouve alors que le module de la première somme de (4) est inférieur à
L'inégalité (3) prouve ensuite que le module de la deuxième somme dans (/j) est inférieur à
W étant <R, on peut choisir/? assez grand pour <|n<' cette dernière expression soil inférieure à tout nombre fixé y, arbitrairement petit./? étanl ainsi choisi, si l'on a pria La quantité 1 <jin figure
dans (2) telle <{"i<-
ri » n'
<»ii voit (jnr la différence I < 2 ^ /*(5) sera, pour (:> I» .
inférieure en module à 2 7,; c'est dire que la série ^/a(^) con-
verge uniformément dans tout cercle intérieur à C vers F (z).
Le théorème étant démontré pour des aires circulaires concentriques s'étend à des aires quelconques parle procédé classique du prolongement analytique indiqué antérieurement [voir par exemple Cliap. II, § 18, du présent volume). On choisira dans l'aire A, limitée par G, , un cercle y, on tracera le plus grand cercle y,, intérieur à C, concentrique à y, et la série S /a (z) uniformément convergente dans A et y sera uniformément convergente dans y,. On continuera ainsi en substituant y4 à C, , et, toute aire intérieure à C pouvant être recouverte par un nombre fini de cercles issus de proche en proche de y4 par la méthode du prolongement analytique, on en conclut aussitôt l'exactitude du théorème de Stieltjes.
47. L'hypothèse 20 du théorème de Stieltjes peut être remplacée par une autre moins restrictive sans que la conclusion cesse d'être valable. C'est ce qu'on montré MM. Vitali et Porter (Vitali, Annali di Mathematica, iqo5; Porter, Annals of Mathematics,
Supposant donc :
i° Que dans G et sur G on ait | Sn (z) | < M quel que soit n;
20 Que S,2 (z) converge vers une limite pour une infinité de points a, , a2j . . . , a*, ... ayant au moins un point limite l dans Caire limitée par C;
il est possible d'affirmer que Sn(z) converge vers une limite uniformément dans toute aire intérieure à G.
La démonstration va résulter aussitôt du fait suivant
Sous la seule hypothèse i°, à savoir \Sn(z)\ <^M dans C et sur C, on peut, de la suite
(5) Si(*), S2(*), ..., Sn(z), ...,
extraire une suite qui converge uniformément vers une fonc-
tioti ko lo moi' plie dans tout domaine limité par une courbe C intérieure à C.
En effet, soit£0 un point de l'aire A' limitée par C. Les | Srt (z9) \ étant bornés, il y a pour les Sfl(z0) au moins un point limite : soit P0; on peut donc, de la suite (5), extraire une suite
(6) Sj(«), SU-?), •-., SA(«), ...,
qui, pour z = z0, tendra vers P0.
Prenons un autre point z{ ; les S^(^( ) étant bornés oui au moins un point limite 1)1 , c'est-à-dire qu'on peut extraire de (6) une suite
(7) Sît*), Sï(*), ..„ SJ(*), ...
qui. pour z = zt, converge vers P,. z étant donné, on aura, pour n ^>Nl5 N< étant pris assez grand,
|-Po-s8(«o)ï<t;
|Pi-Si(«iJ|<«;
la première de ces deux inégalités résultant de ce que les SJ(-s) sont pris parmi les S*.
Prenons, de même, des points z2) c:î,..., zp ; chacun d'eux donnera naissance à une suite prise dans la précédente, el cette suite aura respectivement pour z0 c, z2. . . c/; les limites P0, PfJ ..., P^,, ît-à-dire qu'on aura
( n : N« ( N» dépendant de : donné).
(8) |P*-SS+» (**)!< * pour i » \
Choisissons pour les c7, les sommets d'un quadrillage parallèle aux ax<- «le telle façon que les sommets utilisés à un moment donné subsistent dans la subdivision suivante : on tracera un quadrillage
initial, on numérotera c„, 3, w, ses sommets intérieurs à G ou
sur C'j puis on divisera chacun «1rs carrés initiaux en quatre parties égales par «les parallèles au\ axes et les nouveaux sommets du quadrillage obtenu seront numérot< , z-/\ <>n conti-
nuera ainsi indéfiniment les subdivisions successives des carrés en ... parties égales et l'on numérotera chaque !<>is les nouveaux sommets à la suite des précédents.
ipposons ,j,i ,, i,,,,. certaine étape du quadrillage les carrés
aient une diagonale ô et soit s0, zt , . . . , z p l'ensemble des sommets intérieurs à G' ou sur C. En appliquant le procédé indiqué plus haut on aura une suite
(9) sç+iu), s^*<>), ..., s<r*>(*), ....
A l'étape suivante on aura une suite de points
qui conduira à la suite
évidemment comprise dans la suite (9) et l'on aura
t n^/,^4 1 [ pour «'>• N„, q = o, 1,2, . . ., p,
î quel que soit h > o,
car il est clair que les S^+/i+1(^) pour nf^>Np font partie des
S£(s) pour /i ^> N^.
De (8) et ( 1 1 ) on conclut
( n > Np,
(12) \y;^K{zq)-^\zq)\<^ pour /i'>N/M
o, 1, .... p, et cela quel que soit h ^> o.
Soit z un point quelconque de l'aire A' intérieure à G', et supposons-le dans un carré du quadrillage ayant zq pour un de ses sommets, la formule de Caucliy donnera
1 n'SfîWo s)î+*(oiA
Sg+l(*)^SS«(^)-=-i-. r
£ — z if — £,
2TZI Jc {t—Z){t — Zq~
Si X désigne la plus courte distance de C à G' et L la longueur
de C, on aura
S£+1;(*)-Sg+*Og)|<
car \ z — zq | <l 8. De môme
inégalités qui, jointes à (12), fournissent
(i3) | S^+1 (s) - Sg+>(*) | < a£ + 1^8
TA
pour n ^> Ny,, /i' >Np quel que soit 3 dans G' et sur G', et quel que soil h > <>. Geci suffit à prouver que lorsque p et n grandissent indéfiniment, S,", (3) tend vers une limite, uniformément dans C'.
Ere . 1 1 j 7 ■ > M L ^ r.
n eiiet, yi étant donne, on pourra prendre 26=-j — — -ô=j
dans les inégalités précédentes (12) et (i3) : dès lors, 1" lorsque
la diagonale du quadrillage de subdivision sera <[ — rv-r > et cela
sera dès que p sera supérieur à une certaine limite p {y\)\ 20 lorsque n aura été choisi tel que l'on ait dans (8)
|Pf-Sg*i(*f) <•=?,
et cela sera dès que n ^>N/;(rj [Np^ ne dépendant que de 7|], on pourra conclure que dans (1 3 t. quel que soit p >/?("'») et h ^> o, on a pour n et n' > \, r
|SS.*A«(*;-s«+,(*)l<i>
uniformémenl dans C1, et ceci esl la condition de Cauchy exprimant que Sj(,s) a une limite S (s) pour n et /j = 00, uniformément atteinte dans G'. Il est visible que 2{s^) = Py quel que
soit 7.
// r\/ donc établi que Von peut extraire de la suite initiale bornée (5) une suite 'parfaitement déterminée I il en existera en général une infinité l qui converge rets une fonction holomorphe
dans G.
M. Monte! appelle suite normale dans C une suite de fonctions holomorphes dans C, telle que de toute suite infinie contenue dans la suite donnée on puisse extraire une suite convergeanl uniformément vers une fonction bolomorphe dans C, ou vers l'infini. On peut donc dire qu'une suite bornée est normale.
19. Supposons maintenant que lu suite des S,;ir) ait une limite pour n « lorsque s est en un des points •/,. x%
Ûty, . . . en nombre infini '. ayant un point limite I au moins dans
ï^2 CIIAPITKF. V
l'aire limitée par G. On va prouve?' que Sn(z) converge uniformément vers une limite dans toute aire h! intérieure à C.
En effet, dans la démonstration précédente, nous sommes partis d'un point z0 quelconque dans G et nous avons pris une valeur limite P0 de la suite S,(^0)? $2(^0)5 • • ••> S„ (zo)i •••• S'il y avait plusieurs valeurs limites pour cette suite, soit PJ, une autre de ces valeurs, en raisonnant sur PJ} comme sur P0, on aurait pu trouver une deuxième fonction limite S'(^); S(s0) = P0 et Z'(s0) = P'0. D ailleurs en tout a,, S„ (a/) n'a qu'une valeur limite par hypothèse quand n = 00^ par conséquent
Si donc S et S' n'étaient pas identiques, la différence S (z) — ?'(*)( holomorphe dans C, aurait dans C, au voisinage du point limite /, une infinité de zéros a/ et cela est impossible. Il faut donc que S et 2' soient identiques, mais cela est impossible si P0^P'0. De là, on conclut qu'en un point z0 quelconque intérieur à C, la suite S, (.g), S2(g), ..., Sn(s), ...n'a qu'une valeur limite, cette suite converge donc (et uniformément) vers la fonction S (z) holomorphe dans toute aire A' intérieure à C, le théorème est établi.
oO. La condition i°, que les | Sn(z) | restent bornés dans C, peut se remplacer sans difficulté par cette autre que les Sti(z) soient tels que | Su (z) — a\^> s quel que soit n [ e et a étant deux valeurs fixes] pour tout z intérieur à C, sans que la conclusion soit modifiée : il n'y aura qu'à substituer à la suite des Sn la suite bornée
des <rn =2 = holomorphes dans A, pour faire le raisonnement,
puis à revenir de la limite des <yn à celle des Sn. Nous verrons plus loin comment, sans changer la conclusion, M. Landau a pu remplacer la condition i° | S„ (z) \ <C M, par cette autre condition qu'il existe deux valeurs exceptionnelles au moins a et b telles que les équations Sn(z) — a et Sn(z) = b n'aient aucune racine dans G quel que soit n (voir Ghap. VIII, nos 24 et suivants).
51. Remarque. — Si une suite de fonctions holomorphes Sn (z) converge uniformément dans une aire A vers une fonction holomorphe S(s), et si S(s) n'est pas égale à la constante a, la
condition nécessaire et suffisante pour qu ^ en un point z0 de À on ait S(w0) = a est que, à partir cV un certain rang, les fonctions Sn(z) prennent toutes la valeur a au voisinage de z.
Ceci veut dire que dans un cercle de centre z0, de rayon arbitraire, les fonctions S„(-) prendront toutes la valeur a à partir d'un certain rang.
En effet, S(,s) n'étant pas identique à a, on peut trouver un cercle G de centre z0, où z0 soit la seule racine de S (z) — a = o, et Ton peut choisir N assez grand pour que n ^> N entraîne
— È-. <^ 1 sur la circonterence de d.
Les équations
et
S(z) — a -\- Sn(z) — Sf(«) = Sn( z) — a = o
ont dans C le même nombre de racines ('), ce qui veut dire que les Sn(s) pour n ^> N prennent au moins une fois la valeur a dans C.
Réciproquement on verra facilement que si dans tout cercle de centre z0 les S„ (s), à partir d'un certain rang, prennent toutes la valeur «, S (z0) ne saurait différer de a.
Nous concluons de là que, si en un point z0, S(z0)= a et si les fonctions S„ (z)ne prennent pas la valeur a au voisinage de z0, la limite S(s) des Sn(z) est identique à la constante a.
(!) Si /(z) et g (z) sont deux fonctions holomorplirs dans C et sur C, cl -1
g ( z) sur C on a ^— — < 1, les équations f ( z) — <> et /< z) -h g (z) = o ont le nie nie f ( Z )
nombre de racines dans C. Ceci se voit en remarquant que la variation de
n_ f {z) ei de arg [f\ : z)] le long de C est la même en vertu de l'hjf
pothése. \<nr d'ailleurs le raisonnement de la (in du n° 21, Chapitre VI, el aussi
n° 25, Chapitre IX, du présent volume*
APPLICATIONS DES THÉORÈMES GENERAUX DE CAUCHY SUR LES FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE.
I. — Recherches de quelques intégrales définies. Développement en séries de fractions rationnelles.
1. Cauchy a donné de nombreux exemples de recherches d'intégrales définies effectuées à l'aide de ses théorèmes généraux, particulièrement du théorème sur les résidus.
Prenons tout d'abord le cas très simple de l'intégrale
P et Q désignant des polynômes. On sait que cette intégrale aura un sens si le polynôme Q (a?) n'a pas de racines réelles, et si le degré de P est inférieur d'au moins deux unités à celui de Q.
Dans le plan de la variable complexe z = x -\-yi-, considérons la partie supérieure correspondant ày >o, et traçons dans ce demiplan une demi-circonférence de très grand rayon / ayant l'origine pour centre. Cette demi-circonférence, avec son diamètre, limite une certaine aire; nous pouvons appliquer le théorème des ré-
sidus à l'intégrale
on a ainsi
J_t Q(*) Jc Q(f) 2R désignant la somme des résidus relatifs aux différents pôles de
v contenus dans la partie supérieure du plan. Or, quand /
augmente indéfiniment, la seconde de ces intégrales tend vers zéro, puisque, en posante == pe9'\ le degré de P(-) dz en p est inférieur d'au moins une unité à celui de Q (z). On aura donc
?{x) dx = iiiz^K
QO)
P ( z ) il suffira de calculer les résidus de 7^-7 — correspondant aux différents
pôles situés au-dessus de O x.
Voici un second exemple tout aussi élémentaire. Soit à calculer l'intégrale
f(sinx, cosx)dx, o
/étant une fonction rationnelle de sin# et cosjc. Si l'on remplace sin# et cos# par leurs valeurs
exi — e-xi exi _+. e-xi
sina: = ■ > cosar =
Il 2
et si l'on pose
exi— z,
on aura l'intégrale
F(z)dz,
V (z) étant une certaine fonction rationnelle de z. Quand x varie de o à 2-, le point z décrit la circonférence de rayon un; l'intégrale précédente doit donc être effectuée le long du cercle de rayon un. On aura sa valeur en appliquant le théorème des résidus.
Soit, par exemple, à calculer par cette méthode
dx
msx -+- a
>ix
En posant cos x sa — — el elx sa z% elle; se réduit à
Des deux racines de z2-\- 2 az -\- 1 , une seule z = — a-\- s] a? — 1 est comprise à l'intérieur du cercle C de rayon égal à un, et le résidu correspondant à cette racine est
d'où l'on conclut
a y/as
dx
'' 1 )Ja} — 1 J s/a*— 1
2. Les intégrales précédentes se calculent de suite par des méf tliodes élémentaires. Voici d'autres cas où la recherche directe de l'intégrale est plus difficile.
Prenons l'intégrale
dx.
que nous avons déjà étudiée (t. I, p. 44)»' On peut la remplacer par l'intégrale
sina?
dx,
dont la valeur est évidemment double.
Or, considérons l'intégrale
eiz dz
effectuée le long du contour suivant. On trace dans le demi-plan supérieur un demi-cercle y d'un très petit rayon OB et un demi-
cercle T d'un très grand rayon OA {fi g. 21). On intègre le long du contour formé par A'B' le demi-cercle y, la droite AB et le demi-cercle T. Cette intégrale est nulle, puisque la fonction — est
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continue à l'intérieur de l'aire. Quand le rayon de Y augmente indéfiniment, l'intégrale correspondante à ce demi-cercle tend vers zéro, car, en posant
z = R(cos6 -+- i sin0), on a
f eiz dz r71 r71
/ = / e'R(cosO + isin6)j dft = / e-RiinôeiRcosQi^Q
et l'on voit que l'intégrale est nulle pour R = oc, puisque sin 9 > o. Prenons maintenant l'intégrale le long du demi-cercle y. On
aura
JC eiz dz r ° ' = / e~R sin fJ e' R cos 0 i db , Y z J-k
et pour R = o, cette intégrale sera égale à — -i.
Jl reste les intégrales le long de A'B' et le long de BA : les parties réelles se détruisent. Finalement on obtient, en passant à la limite,
is\nx
dx — - i = o,
d'où se conclut
s i n x dx
Soit encore à calculer l'intégrale
dx (m > o, a > o),
îgr x sin mx
a?aH- w
({in est une généralisation de la précédente.
On va considérer l'intégrale
z e"izi .
-i :dz
effectuée le long du périmètre d'un demi-cercle tracé dans ledemiplan. On voit, comme plus haut, que l'intégrale le long de la demi-circonférence tend vers zéro quand le rayon augmente indéfiniment, et il reste comme valeur de l'intégrale le longdu contour
VU AKI>. — II
D'autre part, dans le demi-plan supérieur, existe le seul pôle z = ai. dont le résidu est
On a donc la formule
— e — rna.
— — dx == 71 e~ma,
qui, pour a = o, donne le résultat du paragraphe précédent.
4. L'intégration de la fonction e~z% le long d'un contour convi nable conduit à des résultats intéressants.
Fig. 22.
Menons (fig- 22) au-dessus de l'axe des x la demi-droite OB,
faisant avec Ox un angle a inférieur à -t et décrivons avec un
/\ rayon OA Tare de cercle AB. On a
l'intégration étant faite le long de OABO. Or, quand le rayon du
cercle augmente indéfiniment, l'intégrale le long de AB tend vers
zéro; en effet, en posant
z = R(cos6 -+- z'sinO),
cette intégrale prend la forme
/ Rg-R'cosaôg-R'i'sinaôJeÔtrfO;
or le produit
R e— R2cos2 9
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0 variant de o à a, (a <C 7J* ten(^ vers z^r0 ^uand R augmente indéfiniment. On aura donc
e~xi dx = / e_;;" <a?2 ;
dans la première intégrale x va de o à 00 sur Taxe réel, dans la seconde z va de o à -oo en suivant la demi-droile OB. Or, le
premier membre est égal (t. I, p. i2;5) à -\/ïz : par suite on a
[ c-p*(cosa*+isiafca)(cosa _j_ { sina) do = -y/ït.
Cette relation, qu'on peut mettre sous la forme (2) / e_Picos2a[cosi p2 gin 2 a) — t sin(p2 sin 2a) ] (cosa-Msina) dp = - ç/Ç,
fait connaître les valeurs des deux intégrales
J/y oo /-» ae
f c-P*cosaacos(p*sin2a)fl?p, / e-P!c08tasin(p»siii2a)rfp :
je ne m'arrête pas à les écrire. Le cas le plus intéressant est le cas limite de ol = -/; a priori il n'est pas rigoureux de faire
directement dans la formule (2) a=r-^5 celte formule n'ayanl
été établie que pour a <^ - > puisque pour 0 == - l'expression (1)
ne tend pas vers zéro pour 11 infiniment grand.
Le résultat est cependant exact, et la raison en est que l<*s deux intégrales (3) sont des fonctions continues de a quand a est inférieur ou égala -,- C'est ce que Ton peut établir en considérant la courbe
p = e- r" ,(,s 2a - i ri ( x* si 11 2 a )
qui se compose d'une infinité «le branches alternativement au-dessus et au-dessous de O./. <!<• sorte que La seconde des intégrales se trouve représentée par une série à termes alternativement positifs et négatifs : c'est ce que nous ;i\i«>ns <!<• j.i vu (t. I. p. 38)
pour le cas de a • Or l<- reste, dans une t < • 1 1 « * série, est moindre
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en valeur absolue que le dernier terme conservé et ce terme est évidemment une fonction continue de a, pour a inférieur ou égal
à -- Par suite, la série est elle-même une fonction continue de a
dans les mêmes conditions. On raisonnerait de même pour la première des intégrales (3).
Faisons donc a == -j dans la formule (2) : il vient ainsi
/ cosa?2 dx = / sina?2 dx = - i / - • ^0 J„ 2V *
5. Une application d'un caractère plus général du théorème des résidus nous sera fournie par la méthode de Cauchj pour le développement d une fonction en une somme d' une infinité de termes rationnels.
Soit f (z) une fonction uniforme dans toute l'étendue du plan, et n'ayant pour points singuliers que des pôles. On considère un contour fermé G, qui va s'étendre indéfiniment dans tous les sens. L'intégrale
TZI J
prise le long de C, x désignant un point quelconque à l'intérieur,
sera égale à
/0)-t-2RO),
f(z) R(#) désignant les résidus de — — par rapport aux différents
pôles def(z) contenus dans C.
Remarquons d'abord que ces résidus sont des fonctions rationnelles de x : car, dans l'entourage du pôle z — a, / (z) étant représenté par un développement de la forme
f{z) = , ,B™ - +.. .+ , B' -+- y plp(z - «op,
17 v ; (z — a)'n (z — a) +-* fy
le résidu de ■> relatif à ce pôle, est
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Cela posé, effectuons le développement de en nous arrêtant
OC
au premier terme : l'intégrale (4) pourra s'écrire sous la forme
2_. /V<LW_£_ f
rfs,
£ tendant vers zéro quand | z \ augmente indéfiniment, et finalement on aura l'égalité
(5) /(*)=-!. fm*,-^,)** r^y y*.
le signe N exprimant la somme des résidus K (a?), relatifs aux
pôles contenus dans C.
Supposons maintenant que l'on puisse étendre indéfiniment le contour C dans tous les sens, de façon que, sur les contours successifs
le module /( z) reste toujours moindre qu'un nombre fixe M. Dans ces conditions, la deuxième intégrale, dans le second membre de (5), tend nécessairement vers zéro quand on prend un contour C« suffisamment grand. Il suffît, en effet, de supposer, comme il arrive en général, que la longueur Sfl du contour Cn soit du même ordre que la distance minima R,t de l'origine au contour; le module. du terme considéré esl alors moindre «pie
J*| vis„
( >i . — - restant fini par hypothèse, ce terme tend vers zéro avec -•
I Oi n
Deux cas pourront alors se présenter! Supposons, en premier lieu, que l'intégrale
ait une Limite; 1 e sera une constante \ qui ne dépendra pas <lr / . et 1 on aura, moyennant ces diverses hypothèses,
Les termes R sont en général en nombre infini; Tordre dans lequel ils sont écrits est déterminé par la succession des contours C,, C2, . . • , C;;, .... On obtient donc, de cette manière, le développement de f(x) en une somme d'une infinité de termes rationnels.
En second lieu, il se peut que l'intégrale
dz
n'ait pas de limite : la série 2R(#) est alors certainement divergente. Dans ce cas, on peut encore représenter /(a?) par une série convergente, mais à la condition de retrancher de chaque terme de la série divergente SR(^) une constante convenable.
Pour le montrer, supposons d'abord que le point x = o soit un point ordinaire de f(x). L'égalité (5) donne, en faisant x = o,
et, en passant à la limite,
(6) /(^)=/(o)~2lR(f)~Ri(Q)].
Les R(o) ont une valeur finie puisque le point z = o est un point ordinaire. La série qui forme le second membre est convergente.
Si le point z = o était un pôle, en sorte que, dans l'entourage de ce point, on ait
Bm Bi
il suffirait, dans les calculs précédents, de substituer à f {z) la
fonction
6. Le raisonnement que nous venons de faire repose sur ce que
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le module de f (z) reste toujours inférieur à un nombre fixe M sur les contours successifs Gt, . . .. Cn. Il se peut que cette condition, n'étant pas satisfaite poury(^), puisse V être pour— ^—-
Nous effectuerons alors le développement de jusqu'au terme
en • d'où l'égalité
(7) /(*)= r- / J-r-^+Vrz / %*<** + >-
TZ J Z 7 1 4. J
+ _^ rmd,+*xi r ■£LniL±D d2 -y K(x).
Nous supposons d'ailleurs que z — O n'est pas un pôle de /( z). Or considérons lune des intégrales
-7- / ^-j-dz (k^p->r 1).
Elle est égale à la somme des résidus r* de la fonction — -r- j relatifs
aux pôles de /(.s) contenus dans le contour Cn et au point 5=0; en sorte que l'on a
J_ f ûlLdz - l />*-*> -f-V /-z
a^X s* rf~~ i.-2...Â-/:o' +2/*'
Réunissant ensemble tous les résidus relatifs au même pôle, L'égalité | 7) se transformée ainsi dans la suivante
c„ d où l'on conclut
**+« f /(Z)(l-ht)tf_ lir. J, zv+*
En passant à la limite, l'intégrale qui entre dans le second membre tend nécessairement vers zéro, et l'on a
xP
JiO)
— lim 2_, [R(#) — r\ — r*x — • • • — fp+i&p]'
7. Un cas intéressant à considérer est celui où F (s), désignant une fonction uniforme et continue dans tout le plan, dont les racines rangées par ordre de module sont
a\i aïi
5 Clni)
on pose
avec l'hypothèse
— -. <[ M, sur les contours successifs Cn.
zP I
Supposons, en outre, pour plus de simplicité, que les racines soient simples et que le point z = o n'en fasse pas partie.
Le résidu de relatif au pôle a,n est > celui de - — ~
z — x l a/n — x zk
est ~r et l'on trouve, en appliquant la formule (8),
F(I)-/i«)+...+ ^)+...+T£/i/ffi
- lim
n = oo-
Cn
Cl/n — X Ct>m &
XP
d'où, en intégrant entre les limites o et x, et en posant a* = />
apxP+l
+ V[,og(,-
ci,n) a,n 1 \am
/ x y+ii
i \am) J
et, en prenant les exponentielles.
CL„TP
F(ir) = F(o)c 2 /J+1
Nous obtenons ainsi la décomposition de F (a?) en facteurs pri-
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maires dans le cas particulier où cette fonction satisfait à la condition
F (z)zP
sur les contours C„, et cette méthode nous donne en même temps la fonction II {z) dont il a été parlé dans le Chapitre précédent (§ 38). On voit que l'on obtient ainsi la décomposition de la fonction en facteurs primaires. A la vérité, nous avons dû faire une hypothèse très particulière sur F (a?), mais nous avons l'avantage de déterminer le facteur exponentiel qui reste inconnu dans la théorie de M. AN eierstrass.
8. Bornons-nous, comme application, au développement de la fonction cotz. Cette fonction a une infinité de pôles simples, donnés par la formule
z =s Ml
et qui sont les racines de sin z. On va prendre comme contour d'intégration Cn un carré tel que BCB'C {fi g» 23) dont le centre
Fig. 23.
■27tA'
«■Tt
oc
est à l'origine, et dont les cotes, parallèles aux axes, onl pour demilongueur
OA = n- -h - = a„.
de telle sorte qu'aucun pôle ne v<' trouve sur ce contour. Cela posé, le carré du module de col z est
e*ï + r5.v+ i coa a r e*ï -c *y — *2 C0S22
(*r= j?-|- tj).
Sur les côtés GB et C'B, on a cos ix = — i : le module est donc toujours inférieur à un.
Sur les côtés BB' et C'C ce module est inférieur à
Cette expression reste finie, lorsque y augmente indéfiniment.
Donc cot£ satisfait bien à la condition que nous avons imposée kf(z); son module reste sur le contour C„ moindre qu'un nombre fixe M, quelque grand que soit /?.
A T , • i i cot Z I
• Le résidu de - - pour z — niz est , et par suite on a
nu
R(ar)==
rnz
Or la série > est divergente. Nous devons donc employer
le second procédé de calcul, et, comme le point z = o est un pôle simple, nous substituerons à la fonction cotz la fonction
<I>(3) = COt ,3 ,
qui admet les mêmes pôles, sauf z = o. Les résidus de cette fonction sont encore donnés par la formule (9), en supprimant n = o. Finalement, en appliquant la relation (6), on trouve
cot X —
um y
OU
cot X
X Âmd \x 11 7T n 71
Du développement précédent on peut déduire la formule de décomposition de sin# en facteurs primaires. On a en effet
d sinx yry [~ d
dx °S x ~ 2u \dx °g
(x — niz)
d_ dx
Multipliant les deux membres de cette égalité par dx, et intégrant de o à #, on trouve
sin x x"i T, / x \ x 1
106 — =ZLlog(ï~~^/+™J'
d'où
sin x = x
et, en groupant deux à deux les facteurs correspondant à des valeurs de x égales et de signe contraire,
sin x = x I [i —
tl
Nous avons déjà obtenu cette formule, mais affectée d'un facteur e}hr) (Ghap. V, § 38) qui était resté indéterminé.
II. — Méthode de Cauchy pour obtenir la série de Fourier et des séries analogues.
9. Une des applications les plus remarquables que Cauchy ait faites du calcul des résidus est relative à certaines séries comprenant en particulier la série de Fourier. Nous allons traiter avec quelques détails de cette belle méthode (').
Soit S' (z) une fonction analytique ayant, à l'intérieur d'un cercle de centre O et de rayon r, un certain nombre de pôles; on aura
<io) -U f £(z)dz = IH,
ÏT.l J
l'intégrale étant prise le long du cercle et la sommation du second membre s Ytendaul aux résidus R des pôles situés dans le cercle.
Vax posant
z= reï'\
.alité (io) s'écrit
— /• / iirex' )cr< rfœ -XH.
(') On trouvera plusieun Mémoires but ce mjel dans le Tome VII ( >~ scnri fies CEuvrei compléta de Cauchy; \<>ii partit ulii reinenl : Sur les résidus de* /onctions exprimées par des intégrales définie* < p. 3o3). Nous iront cherché à comblf-r (Quelques lacunes dam les démonstration! <J<% l'illustre géomètre.
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qui peut encore prendre la forme
— / £(re¥)e¥ do-\ / £ (re9£) e¥ do = Z R,
ou, enfin, en changeant dans la seconde intégrale cp en cp 4-tz,
- / - [i(/-c?0 — £(— re?lj] e'iUlo = SR.
Ceci posé, attribuons à /• une suite de valeurs rf. r2, ..., rw, ••»? augmentant indéfiniment, et supposons que, n augmentant indéfiniment, le produit
(n) - [£(z) — £(—z)] ou - e¥[£(rneV) — £ (— rne¥)]
tende uniformément vers une limite F indépendante de cp, quand
cet argument est compris entre — - et -.» c'est-à-dire quand z
augmente indéfiniment, sa partie réelle n'étant pas négative. On en conclut
F = SR
le second membre étant une sommation indéfinie étendue aux résidus de tous les pôles de la fonction S (z).
On pourra, en particulier, appliquer la formule (12), si le produit z S [z) tend uniformément vers une limite fixe F indépendante de cp (variant de o à 2tï), auquel cas l'expression (11) aura précisément cette valeur F comme limite. On peut aussi supposer que les produits z £ {z) et ( — z) S {— z) tendent séparément et uniformément vers deux limites différentes quand z augmente indéfiniment, sa partie réelle n'étant pas négative.
Enfin la formule précédente (12) subsistera si l'on fait l'hypothèse que, pour un nombre limité de directions exceptionnelles cp0 de cp, l'expression (11) n'a pas F pour limite, pourvu que cette expression reste finie dans le voisinage de cp0. On pourra en effet isoler un certain nombre d'intervalles angulaires (cp0 — e, cp0 -+- e), £ étant aussi petit que l'on voudra : la part de ces intervalles, dans
l'intégration (10), tondant vers zéro avec e, la formule (12) subsistera.
La formule (12) subsistera encore pour la même raison si l'ensemble des valeurs exceptionnelles de :s0, pour lesquelles (1 1) n'a pas F pour limite (mais reste finie), est un ensemble infini pouvant être enfermé dans une série d'intervalles dont la longueur totale est arbitrairement petite, c'est-à-dire, suivant une locution déjà rencontrée dans la théorie des séries trigonométriques ('), si V ensemble des cp0 est de mesure nulle.
10. Appliquons les considérations générales qui précédent au cas où
JC ( z )
x étant un paramètre qui va être supposé réel; les fonctions à. et/ sont des fonctions holomorphes de z.
S'il existe ici une limite F, cette limite dépendra généralement de x] nous la désignerons par F(.r), et la formule (12) deviendra
(«3) Fr*)=2^/(X,*)5
la sommation dans le second membre étant étendue aux racines )>
de L'équation
C'est de la formule (i3) que Caucliv a déduit divers développements intéressants, en particulier le développement de Fourier. Nous allons approfondir les conditions dans lesquelles ces développements sont légitimes, en particularisant la fonction f\ z, x).
Nou> prenons pour /'1 5, / 1 la fonction
/< Z.X)=r J dlX, X>XQ;
f(\x) désigne une fonction d<- l.i variable réelle uià variation bornée dans un certain intervalle | ./•„. X\). Nous avons vu 1 t. I, p. 26 1 que tout* fonction /(ja) à variation bornée dans 1 r„. > r est La
fi Tome 1 «lu pi •'•-'•ut Outi »*r, par ex< 'n p i<- . le d 6 du Chapil re \.
différence de deux fonctions J\ et f2 bornées, positives et croissantes dans (x0 x {) :/({*) z=f\ ([*) — .Ad*) ou bien la différence de deux fonctions bornées négatives et décroissantes
Nous devons d'abord étudier l'expression (i i) qui devient ici
Il faut chercher la limite de cette expression, quand z augmente indéfiniment de telle manière que sa partie réelle ne soit pas négative et que son module reste dans la suite r^ r2, ..., rn, —
Supposons que —, tende, dans ces conditions, vers une li-
mite c, à l'exception peut-être seulement de certaines directions cp0
formant un ensemble de mesure nulle, pour lesquelles d'ailleurs le
quotient précédent aura un module inférieur à une quantité déter-
minée; ce que nous exprimons en disant que ~ ? a, en gênerai,
c pour limite. On suppose pareillement que
tend en général vers zéro.
Remarquons d'abord que le produit
z j e-z^V>-*J f (\l) dp dxt
reste fini. Il suffît évidemment de le montrer pour l'intégrale
dans laquelle on suppose que f (u.) varie dans le même sens, par exemple en décroissant, de x0 à x (*). Or, en posant
ze-'^-xJ = P + Qî,
(') Car, toute fonction à variation bornée étant ia différence de deux fonctions décroissantes, la démonstration s'étend aussitôt de deux fonctions décroissantes à leur différence.
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nous avons à étudier les intégrales
J P/(|*)«*K et j Qf(u.)du..
Bornons-nous à la première; elle peut s'écrire, d'après le second théorème de la moyenne (t. I, p. 9)
P dp (o<Tt<x — x0)
Or l'intégrale figurant dans ce produit est la partie réelle de
1 ze-z{V--x*] d\x = 1 — e~zri ;
elle reste donc finie.
Ces diverses hypothèses faites, nous pouvons trouver la limite de l'expression (i4)- Le premier terme de cette expression peut
s'écrire
ÎLLfi e-Jx .r„) L z ! e~ V- *o) /Vu) du. ; il tendra donc vers zéro. Le second tend vers
cUmz I tr* x~V-]f{p) d[if
en supposant que cette dernière limite existe. Nous allons voir qu'il en est ainsi et qu'elle se réduit précisément à/(.r). Il est évident d'abord que
JP » — e r-*<*-l*'/<jx)dfx=so («>o),
qnnnrl 3 s'éloigne indéfiniment dans une autre direction (pie l'axe des j\ Nous pouvons donc nous borner à étudier L'intégrale
z f s-*i*-pf{ u.)dp; or elle peut s'écrire
(1$) /(*) f e-z*-> zd:i+ f ertit-Vl/ip) -/(*)] jrfu,
le premier terme se réduit à
Dans le second, on peut supposer, comme on l'a fait plus haut, que la différence
FO
comme f (\k) elle-même, varie toujours dans le même sens, et par exemple, qu'elle aille en décroissant quand p. variera de x — £ à x. Si nous posons
ze-z(x-\).) = p + Q^
l'intégrale que nous discutons ici devient
ou bien, d'après le second théorème de la moyenne,
[/(*-e) _/(*)][ f P^ + * f QrfJ,
\ et £' étant compris entre a? — e et #. Or chacune des intégrales figurant dans la parenthèse a, quel que soit z, une valeur finie : ainsi la première est la partie réelle
/ ze-*{x~P d\x. — e~z&-v — e~ze,
expression finie, quel que soit £, sa partie réelle n'étant pas sup- .posée négative.
La quantité £ étant aussi petite que l'on veut, il en résulte que le second membre de ( 1 5 ) a zéro pour limite quand z augmente indéfiniment, et le premier a f {x) pour limite, si toutefois z ne s'éloigne pas à l'infini dans la direction de l'axe des y. Dans ce dernier cas, on ne peut pas affirmer que l'expression
/OC e-2{x-p f '(p) d\k
a y (a?) pour limite, mais seulement qu'elle reste finie, comme on le voit par un calcul analogue où l'on applique le théorème de la moyenne.
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En résumé, la fonction F (a?) du paragraphe précédent se réduit
in a
Les directions singulières appelées plus haut cp0, pour lesquelles il n'y a pas la limite F, sont ici — - et -A — -* mais nous sommes
dans les conditions où la formule (12) n'en sera pas moins applicable, comme il résulte de la remarque faite à la fin du paragraphe 9.
Nous avons donc la formule
la sommation dans le second membre étant étendue aux racines X de l'équation - (a) = o.
Si la fonction f (x) n'était pas continue pour la valeur considérée de j\ niais éprouvait, en passant par cette valeur, un saut brusque fini, il y aurait simplement à remplacer dans la conclusion précédente — - CJ (x) I)ar
j (x — o) désignant la limite des valeurs que prend la fonction quand la variable tend vers x en lui étant inférieure; c'est d'ailleurs la notation dont nous nous sommes servi jadis dans la théorie • le- séries trigonométriques.
11. La formule précédente ne conduit pas à un développement simple, les termes étant des fonctions compliquées de x. Nous .«lions établir une seconde formule, qui, jointe à la précédente, nous donnera an développement remarquable.
I).»ns la formule du paragraphe 10. posons
/(*,*) = f e*<* P /(ji -,l-, -it
Nous supposons que ^4 — r tend, en général, vers une limite G,
^ augmentant toujours indéfiniment dans les mêmes conditions. De plus, nous admettons que
tend, en général, vers zéro. Ces deux hypothèses sont parallèles à celles que nous avons faites au paragraphe 10. On établira encore, par des raisonnements entièrement analogues à ceux qui ont été employés plus haut, que
j, i c-*<*t-t*)/(.n) rff*
reste fini et que
tend vers y (a?), et l'on arrive alors à la formule
qui présente la plus grande analogie avec la formule (a).
Dans le cas où x serait un point de discontinuité, on aurait à ç remplacer ~f(x) par
12. Des formules (a) et ((3) nous allons déduire un nouveau développement. Supposons que
on aura nécessairement alors
en effet,
lim ~ — - = o,
tv(z)
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comme il résulte de l'hypothèse
h m }— — - e- x--rc = o.
Ainsi la quantité désignée par G doit être égale à l'unité. On voit de la même manière que c = i .
INous avons donc, en supposant x compris entre x0 et #,, les deux formules
Or
nous aurons, par suite, en retranchant,
développement remarquable dont les termes sont des exponentielles. Cette formule ne sera évidemment légitime que si les diverses hypothèses faites sur les fonctions à (s) et ~(z) sont vérifiées. N
Un exemple très intéressant est obtenu en faisant
- ( z ) = eaz — ï, <l(z) = — ï (a > o).
Les racines de l'équation
ea sont données par
2 k it ï , . . ... , , .
s = ( k entirr positif ou nepatif).
La succession des rayons /,. rSl .... r„. ... sera obtenue en
faisant
(in -f- 1) -rr r„ a ' n > o).
de telle sorte que les circonférences successives ne passeront pas
par \p^ pôles.
Nous devons d'abord constater que —, a une limite, qui, si
elle existe, doit être égale à l'unité. Or
u ( — z) e~az — i Par suite, en général,
Il m -1— = + [;
ÏC(— z)
bi s est sur 1 axe des quantités imaginaires, le quotient ~ r,
qui est infini pour les pôles z — , reste, au contraire, fini et
i>i , -, , ! ( 2 n -h i ) 7t i égal a -, quand on donne a z les valeurs — •
Il faut ensuite montrer que . { ez(^x~xo) a zéro pour limite. Or
*■ TT (z) r
cette expression se réduit à
ez(x—x0) e2{x—x0—a)
eaz — j Q-az — i
Si donc x <^ oc0 -\-a, ce quotient tend en général vers zéro; il reste fini pour la direction singulière de l'axe des quantités complexes, le point s restant, bien entendn, sur les circonférences de rayon rn.
11 faut encore vérifier les conditions relatives à la fonction v (z). Celle-ci est définie par l'égalité
et, par suite,
Nous aurons
X(z) eaz i
tz(z) ~~ eaz — i " " i — e~az
Sa limite sera donc un en général. De plus
Y ( — Z) , ez(xx-x-a) i±2 : qzkxx—x) — .
■k (— z) e~az — i
et sa limite sera en général zéro si
Xi — x — a < o ;
et, pour la direction de l'axe des quantités complexes, l'une et l'autre expressions précédentes resteront finies. Nous arrivons ici à la formule (y) qui devient ici
/(*) = 2 ~^~ J e fi*)**
sous la condition que
Xi — a < x <C x0 -+- a.
Prenons, en particulier,
Xq = o, X\ = a.
Nous aurons, pour x compris entre o et a,
^^ j tknix r ci 2 k tc / jj- /(#) = ^ âe~~"~ / !* « /(fO^K-
ft=-8 °
En réunissant les termes correspondant à des valeurs de k égales et de signes contraires, on obtient le développement
(16) f(x)=- J /(•xjdix-h 2j- I cos -—(x -;/)/(;/.) rf(x,
c'est-à-dire le développement en série de Fourier.
Dans le cas où, pour la valeur considérée de a?, la fonction y (r) serait discontinue, il suffît de se reporter aux deux développements d'où nous avons tiré la formule précédente pour voir que f(x) devra être remplacé par
/(x -+-o)-hf(x — o)
Remarquons encore (pie la validité de la série de Fourier est démontrée, par la méthode précédente, pour toute valeur de I comprise entre o el a, mais à l'exclusion de ces valeurs. On peut trouver facilement la valeur de la série pour x — o et x = a. C<msidérons la série I 16 > comme définissant une fonction dea?; ce - <lon<\ si l'on veut, notre fonction primitive /(a?), prolongée en dehors <l«- l'intervalle | o, a) d'une manière périodique, ^pi»»'
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Ions çp (x) la fonction représentée par la série : c'est une fonction avant a pour période. Pour x = o et x = a, elle n'a pour nous aucun sens; mais, d'après la définition même de ©, on a
Ceci posé, développons <p (a?) en série de Fourier, dans l'intervalle I j -f- - ); on aura
k ■= oc
(17) y(x) = ~j cpf^^ + ^i I cos 1_1(^_ a)cp(p)^.
Mais la fonction cp, dans l'intervalle de à o, est égale à la fonction/ dans l'intervalle de - à a; il en résulte que le développement (17) est identique, terme à terme, au développement (16). Donc la série (16), pour x = o, aura la même valeur que la série (17); or la valeur de cette dernière série est égale à
la valeur de la série (16) pour x — o et pour x = a est donc donnée par la demi-somme précédente.
Prenons, comme second exemple
7t ( z ) = z ( eaz -\- e~az ) -+- /i ( g«- — «-«*) ( a > o, A > o), £(*)== ,ea*(z-\- h), ty(z) — e~az{z — h).
Nous allons choisir, comme succession des rayons r,, r2, ...,
rni • • • ,
rn =
On aura
^ (— -s ) — eaz (-+■ z ■+■ h )
par suite, en général,
hm -1— =1.
D'autre part,
tLl) Z x-x, =1 e*<* -*.-">(* — A)
z)e~ "ea2(z + A) + e-aJ(^-/i
qui tend vers zéro, si x <^ x0 -\- 2a.
On vérifiera de même que les conditions requises sont remplies pour la fonction y (z). On a
•l(—z) , , g^-alZ-i + A)
t:(— ^ " e~"z(— z-h h) — (z -h h) ea* '
la limite sera zéro si
X\ — x — 2«<o ou .r>ari — 2 a.
Ceci posé, nous avons à étudier l'équation k(z) = o. Il est d'abord manifeste que cette équation ne peut avoir des racines réelles, sauf z = o, car
z(eaz-\- e~az) et eaz — e~az
sont de mêmes signes quand ^ est réel, et d'autre part h est positif.
Je dis que toutes les racines de l'équation sont de la forme z = )./, X étant réel.
Pour le voir posons, dans cette équation, az = x 4- iy. En séparant les parties réelles et les parties imaginaires on obtient les deux équations
k.r<e' -+- e~x) -h ( ex — e~x ) (i — ky tang y) = 0 \ kx(t - e~x ) -+- ( ex -+- e~x )(h — — ) =o I
Pour x 9^ o, les rapports kx > kx sont positifs :
il ex — e-x ex -+- e~x r
par >uitc ky tang y et — *■ — seraient de signes contraires, ce qui
est impossible. Il faut donc faire x^o; l.i première équation est alors satisfaite quel que ^oity, et la seconde se réduit à l'équation
ky -+- tang y s
Il est d'ailleurs très ;«■><' <1<' montrer que eette équation I une infinité de racines réelles. Il suffit pour cela <!<• construire lesdeui
î' + r^ln — ) =o| \ 'ah'
courbes
x = tangj^. x = — ky\
el Ton voit de suile qu'elles ont une infinité de points de rencontre. En définitive, l'équation tc (z) = o a une infinité de racines de la forme z == Al, \ étant réel; en faisant cette substitution, l'équation devient
(18) a cos(rtÀ) -+- h sin (ak) = o.
On a
, ,,. r/ lx .. . . . , sin'iaA — ia\
n (Ai) = i\(i-\- an) cosah — ÀasinaÀ = : r ,
sinaA
d'où, par suite, le développement
la sommation étant étendne aux racines de l'équation (18).
En groupant les valeurs de A égales et de signe contraire, il vient
/(*')= , H ,N f'f(ix)dix y ' 2 i + a^J, • vrv r
H-\ : / f ( \x) cos\ (x — p) d[k,
jLd 2 al — sin lah J J l ' '
la sommation s'étendant seulement aux valeurs positives de A. Si, en particulier, on prend x0 = — a, xs = -f- cl-, on aura le développement d'une fonction/ (#) définie entre — a et -j- a.
15. Il ne sera pas sans intérêt d'indiquer dans quel problème Fourier a rencontré pour la première fois le développement précédent, mais sans traiter rigoureusement de sa convergence, comme permet de le faire la méthode de Cauchj. Partons de ce résultat fondamental, dû à l'illustre auteur, que, dans un corps isotrope, l'équation à laquelle satisfait la température V d'un point est
, . à\ , /(PV d>\ d*\
(19) -rr = *
àt \ dx* dy'1 àz*
k étant une constante. Supposons que l'on ait un solide terminé par une surface S; on donne l'état calorifique initial du solide
pour t = o, c'est-à-dire la valeur de la fonction V(x, y, *, f) pour t = o. De plus, nous avons une condition à la surface, en écrivant que la loi de la déperdition à la surface est la loi de Newton ; si l'on suppose que le milieu ambiant soit à la température zéro, cette condition, qui doit être vérifiée pour toute valeur de l, peut s'écrire
— +AV = o (A>o),
-^ désignant la dérivée de V dans le sens de la normale extérieure à la surface S (»). Prenons maintenant le cas particulier d'une sphère de rayon R, ayant son centre à l'origine, et supposons que la température soit fonction seulement de t et de r
/ (r = sj 'x* -4- j2 h- z*) .
L'équation (19) se réduit alors à
àt \ dr* r dr / '
et la condition à la surface devient
dX (2]) d~JÏ ~*~ h^ ^~~ " (pourr=R),
et cela quel que soit t. Nous avons, d'autre part, pour t = o, la donnée
relative à l'état initial ; F(r) est une fonction arbitrairement donnée
de r = o à r = R.
L'équation 1 simplifie immédiatement, si l'on pose
on a alors, pour y, l'équation
dt ' or* '
(') Voir PooaiiB, Théorie analytique de la ehaUur [ÛSuvrot de Fouritr
publiée! par les soins de M. <.. D&rbotll ).
Fourier commence par chercher ce qu'il appelle une solution simple de cette équation. En posant
y = emt u,
a étant une fonction de r, l'équation devient
, d*u mu = k -=-~ '
En posant alors m = — kn2, n étant une constante arbitraire, on obtient la solution
y = e~kn^' ( A cos nr -t- B sin nr) et, par suite,
V = ( A cos nr -+- B sin nr ).
Gomme nous voulons avoir une solution restant finie à l'intérieur de la sphère, nous devons prendre seulement la solution
, sin nr
y -— ç—kn?!. .
La constante n jusqu'ici est arbitraire; mais, si nous voulons que cette solution particulière satisfasse à l'équation à la surface, nous
aurons
nr cos nr -f- (hr — i) sin nr = o pour r = R
ou
(23) tang/iR-f- — = o.
Ai K — i
Nous allons supposer, pour ne pas avoir à sortir du cas examiné
plus haut, que hK — i est positif; nK satisfait à une équation
transcendante de la nature de celle que nous avons étudiée. Soient
/i,, n2, ... les valeurs de n en nombre infini satisfaisant à cette
condition, la série
. s'mnir , „,sinn2r
A, e-knV h A2 e-'^h1 h . . . ,
si elle est convergente, satisfera à l'équation (20) et à la condition limite (21). On voit quel problème fort intéressant se pose alors : peut-on déterminer les coefficients A, de façon que la série
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converge et représente F(r) pour t — o, c'est-à-dire soit telle que {i.\) r F(r) =A1 sin/if r -+- \.2sin/i2r + . . ..
11 s'agit donc du développement d'une fonction définie entre o et R en une série procédant suivant des sinus dont les arguments sont de la forme nx, les x étant racines d'une équation transcendante. Or, si nous considérons une fonction o(r) définie de — R à -(- R, égale à /'F(r) de o à R et prenant de o à — R des valeurs égales et de signes contraires, on peut développer ©I r), en série de la forme (paragraphe précédent)
la sommation étant étendue aux racines positives de l'équation
la n g K À H- 35 =0,
équation qui coïncidera avec (2.3) si l'on pose -rr = r-^
D'ailleurs, d'après la définition même de cp (/•), le développement de cette fonction ne renfermera que des termes en sinus, les termes en cosinus ayant des coefficients nuls. Nous obtiendrons donc ainsi le développement (24) dont nous avons besoin, et la solution du problème est donnée par la formule
les n étant les racines positives de l'équation (2.3). 16. Reprenons la formule (y) du n° 1*2
(T) | £[/<* -o» /<*-•>] —2^^^ C c MJ/{ix)dyL
Elle est Valable pour 1 , £ Xx. Maison peut obtenir une lot
mule du même genre valable aussi pour x = r{) el r = #,.
Dans deux Notes des Comptes rendus {?.- novembre i<)i i et > janvier 191a . M, André Léauté u (ait sur ce sujet des remarques
très intéressantes. Il introduit d'abord la notion d'intervalle limite, en supposant que, z étant toujours dans les mêmes conditions, on ait
«<(*) JC(— jj)
/et L étant deux constantes finies. Dans ces conditions, la série qui forme le second membre de (y) est égale à
f{xx — o) — //Qo-H-o) (pour 3: = ^,), ,
et égale à
J- - - (pour ar = rr0).
M. André Léauté a ensuite donné une autre forme à la série de Cauchy, dans le cas où f(x) a une dérivée f (#). Pour plus de simplicité, supposons quet/(^) et f1 {oc) sont continues de^oà^c,. Considérons l'intégrale
(H) —. f^r\ f 'e^Vfi^diidz
prise le long de la circonférence de rajon r,t. En supposant d'abord 7î(o) 7^ o, elle est égale à
Il est facile de voir que n augmentant indéfiniment, l'intégrale (H)
devient
et l'on obtient ainsi la formule
la sommation étant toujours étendue aux racines À de k(z).
Dans le cas oùX == o est une racine de tc(z), on a, par une analyse analogue, la formule (Yi) f^)=f(xi}-i-x^l[f(xx)-f{œQ))
la sommation étant étendue aux racines de k(z) (X = o exclu), et J étant une constante égale à
A-iigrv/'^,
où A est le résidu pour z = o, de l'expression
ZTZ(z)
Voici la circonstance intéressante que présentent les formules (y <)
et (72) :
Tandis que la formule ( 1 ) de Cauchy n'était pas valable pour les extrémités xQ et #,, la formule (y,) ou la formule (y2) restent valables pour x = x0 et pour x = xK .
Ce résultat est donné par l'analyse même qui a conduil aux formules (y,) ou (y2),
M. En comparant directement les formules (y,) ou (ya) à la formule (y), on est conduit à des identités assez curieuses ne renfermant aucune fonction arbitraire; c'est ce que je vais indiquer rapidement (4).
Supposons d'abord que n(z) ne s'annule pas pour 3 = 0. En intégrant par parties les intégrales figurant dans (y2) et en se servant de (y), on a une équation où f(x{) etf(x0) entrent d'une manière linéaire et homogène. Gomme ces valeurs sont arbitraires, On en déduit les deux identités
Xir'(X) r(o)'
ZdX-'a,) -(<>>'
formules qui s<»ni valables pour x entre «rfl et a?,, à V exclusion des
(') Voir u\a \o\r dans les Comptes rendu* de V icadémiê d< 1 s(,,„,r.t (17 piin K(i3j, et, dans le Bulletin dei Science* mathématique* 1 •" série, 1 mai i<ji3), mon article « Sur N-s développements <ic Cam hj en séries d'exponen tiellei el sui certaines identités remarquables ».
extrémités. On en conclut par soustraction
développement remarquable en série d'exponentielles, qui est valable pour toute valeur de x comprise entre xQ et x{ , à l'exclusion des extrémités. Il est aisé de montrer, par la même analyse, que ce dévc-
i , i . y(o) — Ld<(o) , /y(o) — <Wo) loppement est égal a - — JJ^~ pour x = ^0 et a -^ — - — —
pour ^7 = ^,. On a donc explicitement une série d'exponentielles, nulle pour toute valeur de x entre x0 etxK, et différente en général de zéro aux extrémités de cet intervalle.
Passons au cas où zéro est racine simple de tz(z). On est conduit, par une analyse analogue, aux formules
<WX) . , 4 ^(o) ù(o)
Xir'(X) lw'(o) iç'(o)
(À) °ir'(o) t:'(o)
la sommation étant étendue aux racines deir(,s) (X = o exclu). Ces formules, valables entre x0 et x,, ne sont pas valables aux extrémités. On en conclut
(82) (Xo-xO^^^^^}(e-^-e-^o)e^=i Oo<><*i).
Le premier membre de Véquatioa (ô2) forme donc un développement en série d] exponentielles , qui est égal à un pour x compris entre x0 et xK ; il est égal à pour x =. xK et égal
à pour x =t x0J comme le montre un calcul analogue.
18. Indiquons deux exemples très simples. Tout d'abord la série de Fourier correspond, comme on l'a vu, à
t.(z) = eaz— î, ^(z)= — 1 (a>o).
^ î • • 1 , (an+i)ir r On peut prendre ici comme rayon rn la valeur J&n
prenant l'intervalle de zéro à a, on a
Il y a une racine nulle pour it(s); les formules (8«) se réduisent au développement trigonométrique de x, et les termes du premier membre de (82) sont tous nuls, sauf le premier terme qui est bien égal à un.
Prenons en second lieu
-( z) = z(eaz-h e~uz)-+- h(eaz— e~az) ' '
•l( z) = e-az(z — h 1
On prendra x0 = — a, xK =+«• On peut poser rn = — et
l'on a l = L= 1. Les racines de7r(s) sont de la forme z = \xi, les u étant réels et racines de l'équation
(25) Ung|H-^j=o.
C'est l'équation qui s'est présentée à Fourier dans le problème du refroidissement d'une sphère. L'équation (82) fait connaître une expression de la forme
T,kncos\inx -+■ B„ s\nij.nx,
les A et B étant des constantes faciles à calculer et la sommation étant étendue à toutes les racines positives u.n de l'équation { (zéro compris). Cette expression esl égale à un pour toutes les valeurs de x entre — a et -h a, et égale à zéro pour x = ±a. On en déduil immédiatement une expression de même forme prenant l;i valeur zéro pour toutes les \;deurs de x entre — a et H-a el la valeur //// pour r — ± a.
I omme nous pouvons remplacer x par a?-f-C, C étant une constante, nous pouvons encore dire que l'on peut trouver un développement de La forme | >\\ i, qui est égal à zéro pour toutes
les relieurs de X comprises entre zéro et 2(1, et qui, pour .r = q
et r — a a, est égal à un.
19. Le problème du refroidissejnent du mur conduit aussi, «Lue un cas particulier, à l'équation I a5 On sail que ce problèm< celui de l'intégration de l'équation
avec les conditions V =/(#), pour t = o, et àV
// V = o ( pour x = a, quel que soit t ),
-t h HV = o ( pour x = b. quel que soit t).
On a a <C b; g, C, A et H sont des constantes positives. Posons ^ = A2. En cherchant une solution de la forme
on trouve ensuite
dx* d'où
y = M cosA"x -+- N sinÂ\r.
En substituant dans les équations (27), on a deux équations en M et N. Par l'élimination de ces quantités, il vient
k\ — k sin kl ■+- H cosÀ/] -+- h[k coskl -4- H sin kl] = o (on fait a = o, b = l).
Ainsi A" satisfait à l'équation
tang(£/)[HA — #*] -h (H -h h) k = o.
Sans étudier cette équation au point de vue spécial qui m'occupe ici, je me borne au cas de h — 00.
Le cas particulier h = 00 (c'est-à-dire V = o pour x = a) donne l'équation
(28) tang(*Z)+ g =0
qui, aux notations près, est l'équation (25). L'application de la méthode de Gauchy conduit à développer la fonction donnée f(x) (que nous supposons continue) sous la forme
S N sin kx,
les k étant les racines positives de l'équation (28). Nous groupons ainsi les termes deux à deux, et l'intervalle à envisager est ici ( — /, -f- l). La fonction f(x) est définie seulement entre o et L
Nous développons alors la fonction F ( x) définie par
F(^r)= /(x) (deoà/),
F(a?)= — /(— x) (deoà— /).
Il j aura, en général, discontinuité pour 'x = o [à moins que fi o) =0]. Nous en déduisons le développement
(29) f{x) = S ~S n s\n(knx) (entre 0 et l).
On vérifie facilement que ce développement est valable pour 4? = / (en appliquant les formules du paragraphe 16 donnant les valeurs en x0 et xK ), mais il n'est pas valable en général pour x = o. Il serait facile d'obtenir pour/(x) un développement de la forme (26)
f(x) = IA„ cos(knar) -+- B„ s\n(knœ)
valable entre o et /, les valeurs extrêmes comprises; il suffirai» d'ajouter au second membre de (29) le développement, indique à la (in du paragraphe précédent, multiplié par /'(o).
III. — Nombre des racines d'une équation contenues dans un contour. Théorie des indices.
20. Nous ferons encore une application du théorème des résidu-, en recherchant le nombre des racines dune équation
contenues dans un contour C, à l'intérieur duquel f{z) est une fonction holomorphe.
Considérons, en effet, l'intégrale
f(z) Les pôles de l;i fonction
sont les racines de la fonction /(s). Or, >■ " désigne une racine d'ordre my on aura
Kl». II. 1 ,
donc
/'(*) = ni | cp'(z) . f{z) ' z — a y{z) '
le résidu correspondant est donc égal à m. Par suite, en désignant par N le nombre des racines de l'équation contenues dans C, comptées avec leur degré de multiplicité, il vient
n=_l, cm**.
21. On peut donner une autre forme au résultat précédent; l'intégrale précédente est égale à la variation de
log/{*),
quand z décrit le contour. Or
log/<>) = Log[mod f(z)] -+- i arg/(s),
et Log[fnod /(*)], qui est un logarithme arithmétique, reprend la même valeur quand z revient au point de départ. La variation de log/ '(z) est donc égale à la variation de son argument multiplié par i. La variation de arg/"(c) sera de la forme
in t., n étant un entier, et l'on aura
22. Prenons, comme application, le cas d'un polynôme y '(z) de
degré ni. Il résulte de ce que nous avons vu (Chap. V, n° 18) que,
à l'extérieur d'un cercle de rayon suffisamment grand, on a le
développement
■/'<*) _ Ai A^
cette série étant ordonnée suivant les puissances croissantes de -•
Il est clair d'ailleurs que A, == /?*, comme on le voit en multipliant par z les deux membres de cette identité et faisant z = oo. Le calcul de l'intégrale
le long d'un cercle C de très grand rayon, est maintenant immédiat; on aura
Je f(z) Jc z
puisque
r dz
On en conclut donc
c'est-à-dire qu'un polynôme de degré m a m racines.
Considérons particulièrement, avec Cauchy, le cas où le
contour C, à l'intérieur duquel on veut calculer le nombre des
racines de l'équation
/{ z) étant un polynôme, serait formé de segments de courbes unicursales. On peut alors, par un calcul régulier, trouver le nombre des racines, et Cauchy a donné à ce sujet des développements extrêmement intéressants. Soit le segment T de courbe unicursale obtenu en faisant varier le paramètre £, dont dépendent rationnellement x et y, depuis t = a jusqu'à t = b(a<^b); on a, pour cet arc,
(3o) JvfiT;dz = >L^mod'f(z)]'a^ijtt 7+mïï
P et Q étant deux polynômes en t faciles à former.
L'intégrale qui figure dans le second membre do il être calcul c'est elle qui nous intéresse.
L'intégrale définie est
arc taitgF({
On peul partir d'une détermination quelconque de ce! arc tan g pour- t = r/, et il faut suivre d'une manière continue [voir t. I, p. m) la détermination choisie depuis |,i valeur initiale t = a jusqu'à la valeur finale i b.
On remarquera d'abord que l'intégrale
' ¥'(t)dt
Ff(0
a un sens déterminé même quand F(t) devient infinie. Supposons en effet P et Q premiers entre eux; l'intégrale pouvant s'écrire
PQ'-P'Q
sera finie pour toute racine t du polynôme P.
Ceci posé, en désignant par arc tangF(a) l'arc ayant F (a) pour tangente et compris entre — - et -f- -, on aura, sans ambiguïté,
' F'(t)dt ' w/
f l_hF8^) = arc tang F(0~ arc tang F(a),
tant que t en variant d'une manière continue ne passe pas par une valeur rendant F infinie. Dans cette formule, arc tangF(^) représente toujours l'arc compris entre et H Mais supposons
que t en croissant d'une manière continue passe par une valeur tK rendant infinie la fonction rationnelle F. Si F(ê) passe de +00 à — 00, on pourra écrire pour t un peu supérieur à ts
/ I_+_F'(n ^AfctAnS¥iO — arctançF(a)-t-w,
arc tangF(i) étant toujours lare compris entre — - et H — -• En effet, une fois que t a dépassé £,, c'est
arc tan g F(/) + ^
que l'on doit prendre pour suivre l'arc choisi d'une manière continue. Si, au contraire, la fonction F(^ avait passé de — 00 à + 00, on aurait eu, après t = tn
4 F'(t)dt
= arc tang F( t) — arc tang F( a) — tc.
Lorsque t varie de a à 6, on aura donc
/ ! _,_ f?2(t) ""^ arctanb F(a) + arc tangF(6) + /itt,
les arc tang étant toujours compris entre — — et — | — - > et n désignant l'excès du nombre de fois pour lesquelles F(/) a passé de -+- oo à — oo sur celui pour lesquelles cette fonction a passé de — oo à -f- oo quand t varie de a à b. Cauchy a appelé ce nombre indice de la fonction entre a et b] nous poserons
24. Montrons maintenant, en suivant toujours Cauchy, comment on peut trouver, par un calcul régulier, l'indice d'une fraction rationnelle entre deux limites a et b.
Une première remarque sera très utile dans cette recherche; elle a pour objet de chercher une relation avec
l + Fi(/) = arc lanS F(b)~ arc tan8 Fia ) + * l«\ F( 0 h ct' en changeant F(*) en — — >
rb ¥\t)dt i i ,. r i I
-Jn 7^Fr(o = a,TtangF^)-arctan-î^)+K,HF(7)J;
par suite, en addil ionnant,
o = — arc tang Fl a ) — arc tani; —
-4- arc tang F( h i ■+■ arc tang p^ H- ici ,IttF(OJ + I,'; | p4^J j • Il en résulte que. si F (a) et F(6) sont <!<• même signe,
on a
Si li"i>(i. I < A i -^ o, on aura
et l'on a
2l4 CHAPITRE VI.
Si F (a) <C o, F(b) >> o, on a, au contraire,
iâ(F)-t-iâ(~)^-i.
Tout ceci résulte immédiatement de ce que
I , TT
arc tang.r -+- arc tang — = ± — >
suivant que x est positif ou négatif.
Nous posons donc
lit*) + **■(£)=*,
£ = o pour F(#) F(&) > o,
£= — i » FO)<o, F(6) > o,
Faisons encore la remarque évidente que deux fonctions rationnelles, dont la différence est un polynôme, ont même indice, et que deux fonctions égales et de signes contraires ont des indices égaux et de signes contraires.
Cela posé, soit
V et V, étant deux polynômes premiers entre eux, on peut supposer que le degré de V est supérieur au degré de V,. Effectuons sur V et V4 les opérations que l'on fait sur le polynôme et sa dérivée dans l'application du théorème de Sturm ; soit donc
V ^VtQi-tt,
* «—1 — Wi V" »
on aura, en supprimant les indices a et b,
APPLICATIONS DES THEOREMES DE CAUCHV. 21 5
D'autre part,
v,\ . ,/va
'<v-J *Hvfi = £"
les e étant égaux à o, -f- 1 , — i et étant déterminés d'après la règle indiquée plus haut.
En additionnant ces égalités et tenant compte des précédente^, il vient
\ Z,e calcul de l indice de la fraction -rr peut donc être complètement effectué par de simples opérations algébriques.
Nous pouvons trouver facilement, d'après ce qui précède, le nombre des racines de l'équation algébrique
dans un contour formé de segments de courbes unicursales; il suffira de calculer l'indice d'une fonction rationnelle convenable pour chacun de ces segments. D'après la formule
et en se reportant à La formule (3o), on voit que le nombre cherché sera égal à la demi-somme de ces indices.
On peut, dans beaucoup d'autres cas, trouver par un calcul il mm- le nombre des racines de l'équation f{z ) = o, contenues
dans un contour : c'esl un sujet sur lequel nous reviendrons au Chapit re ^ui\ anl .
25. Nous allons terminer ce Chapitre en démontrant le th< Mine fondamental relatif à la continuité des racines d'une équation algébrique. Cauclvj énonce ce théorème de la manière suivante. Soil
une équation algébrique avec les deux variables x et y- Si, pour
x = o, V équation
a p racines nulles, l'équation (3i) aura, pour x voisin de zéro, p racines et p seulement voisines de zéro.
La démonstration précisera complètement ce qui reste d'un peu vague dans cet énoncé. Ecrivons le polynôme /(x, y) sous la forme
les A sont des polynômes en x, et l'on a
(3a) A0 = Aj — . . . = kp-i = o pour x = o,
tandis que A.p ne s'annule pas pour x = o. On peut écrire
-p-hl
tn—p
jk/' A„
Décrivons autour de x = o, y = o comme centres, dans les plans respectifs des variables x et y, deux circonférences G et Y de rayons r et p. On peut prendre ret p suffisamment petits pour que les deux conditions suivantes soient vérifiées.
On veut d'abord que, les points x et y étant quelconques à l'intérieur des deux cercles précédents, on ait
En second lieu, on veut que, y étant sur la circonférence Y, et x quelconque à l'intérieur du cercle C, on ait
vl<-
Pour la première condition, aucune explication n'est nécessaire. Pour la seconde, il suffît de remarquer que
et, d'après les équations (32), si /' est assez petit, il est clair que
Ceci posé, nous pouvons aisément trouver le nombre des racines de l'équation en y
contenues dans le cercle T, x étant un point quelconque à l'intérieur de C. Le nombre de ces racines est en effet égal au quotient par 2 7T de la variation de l'argument de
A^n-U-hV), quand y parcourt la circonférence T. Or, puisque |U|<^-i
| V | < —j l'argument de
redevient le même quand y revient au point de départ. L'argument de yP a augmenté de 2pn\ par suite, le nombre des racine* que nous cherchons est égal à p. C'est dans ce résultat fondamental que consiste le théorème de la continuité des racines d'une équation algébrique- Nous verrons bientôt comment ce théorème peut s'étendre à une fonction / (./. y) holomorphe par rapport à x et à y.
I. — Les intégrales de Kronecker
1. Nous nous sommes déjà occupé (t. I, p. i5o) du nombre des racines communes à plusieurs équations. Dans cette étude, nous avons posé, a priori, une certaine intégrale, considérée par Kronecker. Il est intéressant de montrer comment l'illustre géomètre y a été conduit, c'est par quoi nous allons commencer.
En posant
'-/fi
da db de
cette intégrale triple étant étendue à un certain volume, limité par une surface S, dans l'espace («, 6, c), on a vu que ce potentiel V, qui est une fonction de £, y, et Ç, satisfait à la relation (t. I, Chap. VII)
~dp~
drf àtf
ou
suivant que le point (ç, rj7 Ç) est extérieur ou intérieur aux masses attirantes.
Considérons maintenant trois fonctions continues /, cp, ty, et posons
dl d± dl
ôx dy dz
dy dy dy
dx dy dz
d<\> d<\> àty
ôx dy dz
Nous formons l'intégrale triple
D d.r dy dz
étendue au volume limité par une surface S. La fonction V est une fonction de (H, yj, Ç), cjue nous allons étudier au voisinage de Ç — o, r, = o, Ç = o.
Si dans S (et sur S ) il n'y a pas de valeurs pour lesquelles / = o, cp = o, 'l = o, on aura
r92V d2V <)-\ en entendant par A Y (o) la valeur de AV== -p^ H — r*j H — p^ pour
(£ = yj = Ç = o). Ceci est évident, puisque l'élément de l'intégrale reste fini et satisfait d'ailleurs à l'équation de Laplace.
Supposons maintenant qu'il y ait dans S des points pour lesquels
ces racines étant d'ailleurs simples, c'est-à-dire que D y est différent de zéro. Isolons ces points au moyen de petites surfaces fermées S. La part de l'intégrale (2) provenant des éléments extérieurs aux surfaces ï sera nulle, pour les raisons dites plus haut. Pour évaluer la part provenant d'un volume limité par une surface ï. faisons le changement de variable
Le signe de D esl invariable à l'intérieur de 1' <i. de plus, on peut supposer la surface ï assez petite pour que, des équations (•denier, on puisse tirer sans ambiguïté ./■. v« c en fonction bien déterminée de a , />. c autou r de a = o, b — o, c = o. Par ce changement de variable, l'intégrale 1 \) devient l'intégrale m h [) <>. et (cite intégrale changée d.- signe -1 D est négatif. On
aura donc
A YCo) = Z£ j r, BUÎVanl <|ii*' h 0.
En général, on aura
AV(o) =— 47îSe,
la somme 2 s'étendant aux racines communes à /, cp et 'l situées à l'intérieur de S. On a s = i pour une racine où D>o, eu — — i pour une racine oùD<o. On peut encore écrire
m étant la différence entre le nombre des racines pour lesquelles D est positif et le nombre des racines pour lesquelles D est négatif.
2. Nous allons maintemant montrer que AV(o) peut s'exprimer par une intégrale double étendue à la surface S.
Le volume limité par S peut se partager en régions où D a le même signe ; on isolera seulement des volumes très petits contenant les points de la surface D = o. De plus, chacune des régions, où D a un même< signe, peut se fractionner en régions plus petites où le changement de variables
«=/0, y**), ô = 9(a?,j, z), c = tf{x,y, z) se fera d'une manière uniforme de l'espace (a, 6, c) à l'espace
Soit une telle région E où D soit positif. Le changement de
variable fait correspondre à E une région F de l'espace (a, 6, c),
et l'on a
C r r dadb de
J J J TW^W^K^W^^W'
l'intégrale étant étendue à E, pour la part de V relative à E. On a
. -.r / s C r& cosa -h b cosû H- c cosy , A V ( 0 ) = / / 3 ds
J J (a2+62-hC»)¥
(a, £}, y correspondant à la normale intérieure).
Que va devenir cette intégrale de surface dans l'espace (#,/, *)?
Concevons #, y, z et, par suite, #, 6, c comme des fonctions sur les surfaces limitant E et F de deux paramètres u et v. On a,
pour la surface limitant F,
cos y. de = -r— du dv,
D(r a) < j cos a d 7 = _. ; rtw ac,
cos y «a1 = r «m «t>-
Or, on a aisément
P(6, g) = D(?, '10 D(-r,^) D(y, ^, D-Q-, z) \)i9, <l ) D(z, .r , D( u, v) " ' DO, ^) D(u, v) ' D(jr,fi) D(«,v) ' ' D(s, a?; D(w, p)'
D'ailleurs, pour la surface limitant E dans l'espace (#, y, 3), on aura, pour une direction convenable de la normale,
Dl -r' >') j 1 1 >
-=r- ^— du dv = cos v de ,
_ X; ^M ^ = cos X tf<i', D(w, v)
— </;/ dt> = cos uc/j .
(h désignant l'élément de surface, et X, ;x, v correspondant a I normale. A quelle direction sur la normale correspondent cos)., COS p., cos v. La direction ( a, [J, y) correspondait à l'intérieur deF. Or, on peut réduire f1 ©, 'l à leurs termes du premier degré, et, par déformation continue, à
a = r. 6 = r, c=c (puisque D > o).
Donc la direction (X, |x, v) correspond à L'intérieur de E.
Si D <o, ce serait le contraire, mais alors le signe «le V sei changé dans la transformation di m (1); il y a donc compen-
sation.
En résumé, on a, dans tous les cas, pour la pari de A\ respondant à !..
/ / \ . / 1 en posanl
ce qui devient, en réduisant,
ày àz
ào dcp
ày àz
d<\> àty
ày àz
On a de la même manière
oz
àx
àw
àz
ày àx
dty
àz
àx
et
àx
ày
à® àx
ày ày
àx
àty ày
La part de AV(o) correspondant à Eest donc l'intégrale double (prise vers l'intérieur )
A dy dz -h B dz dx -h G dx dy,
étendue à la surface qui limite E.
En ajoutant tous les résultats relatifs aux portions E dans lesquelles on a décomposé le volume donné de l'espace (#, y, z) limité par la surface S, on aura
A dy dz ■+- B dz dx -h C dx dy — — /\Tzm,
l'intégrale double étant prise (vers l'intérieur) sur la surface S et m ayant la signification du paragraphe précédent. Nous avons (t. I, p. i5o) considéré a priori l'intégrale double qui précède, et démontré ensuite qu'elle était égale à — ^nm.
3. Kronecker a généralisé le résultat précédent, en considérant au lieu de l'intégrale (2) l'intégrale étendue au volume limité par S
où p est une fonction de x, y el z.
Envisageant toujours V comme fonction de Ç, rj, Ç, on trouve de suite, en raisonnant comme au paragraphe 1,
°'" ■t"*''(lr«*",)\D(xl,jrt,*t)\'
en désignant par (xt. yn z() .les racines communes aux trois équations
comprises dans S et la sommations étant étendue à ces racines.
Il s ;iui! maintenant de voir comment se modifie l'analyse du paragraphe 2.
Reprenons toujours les portions E et F; on a dans l'espace (a, 6, c), en se reportant au Tome 1 (p. 192),
AW(o) =
p « a cosa -h 6 cos [3 -+- c cosy ) (a* -h 62-t- c2/
ào
da db de.
| aa-f_ ^2_x_ ç2)ï
Nous avons ici une intégrale triple que nous n'avions pas tout à l'heure. L'intégrale double donne l'intégrale analogue à celle considérée plus haut
SI
\ dy dz -1- \\ dz dx -+- G dx dy ,
ou V. B, ( ! ont la même signification, Il reste à ramener l'intégrale triple
dp . <h àû
" r h ïi + CT"
d<l <*0 fJC
f/tf db de
à l'espa< e cr. y, 3),
Or
àp p dx àp ày dp dz
v da dy da dz àa
i * àp dp
et de même pour ^ et -^- •
En
riable
àa âx da dy da dz àa
£ et -p àb l de
En difFérentiant les relations relatives au changement de va-
on trouve facilement, par la résolution d'équations du premier degré,
d# _ D(y, 2) dâ ~ D '
et des expressions analogues pour ~ et -p« On obtient alors
en posant
Ô? , LdP
da db àc D
Q à_^ di dp_ àx ày dz
f àf_ dj [ df
dx dy dz
à(f dep dep
' àx dy àz
d<\> à<\> àb dx ày àz
et l'intégrale triple (3) devient alors, dans l'espace (#, y, z)1
" P dx dy dz
J J (/2-+-<p2 + ^2)2 Finalement, on a la formule
( 4 ) / / p ( A dy dz -+- B dz dx -+- G dx dy) -f- / / /
= — 4tt£ p(xiy yi, Z{)
D(xhyi, zt)
P dx dy dz
D(xt,jrt, zt)\
Telle est la formule généralisant celle que nous avons obtenue
à la fin du paragraphe précédent, et qui coïncide avec elle pour p = const. L'intégrale double est étendue à la surface intérieure S et 1 intégrale triple au volume limité par S.
A. J'ai montré (t. I, p. i 54) comment on pouvait, de la première formule de Kronecker, tirer une formule donnant le nombre des racines communes à deux équations
contenues dans un contour, en reproduisant l'analyse de mon Mémoire du Journal de Mathématiques (1892) sur le nombre des racines communes à plusieurs équations simultanées : je passais par l'intermédiaire d'un espace à trois dimensions. Guidé par la forme du résultat que j'avais trouvé, M. Walther Dyck a montré très élégamment {Comptes rendus, décembre 1894) comment, sans passer par un espace à trois dimensions, mais en se servant de la seconde formule de Kronecker (pour le cas d'un plan), on pouvait parvenir aux formules que j'avais données.
Ecrivons d abord la formule analogue à (4 ), mais relative au plan. Une analyse toute semblable donne
/et cp étanl deux fonctions de x et r, ainsi que p. On a posé
J dx ' dx
J dy rdy'
D(jt, y) est le déterminant fonctionnel -r- -%• — v^-'-r-*'' l'on dév J ' dx dy dy dx
signe par t ./,. y, 1 les racines communes aux équations
contenues dans le contour G. On a enfin posé
àf
riz.
dx
II. — II
l'intégrale curviligne qui figure dans le second membre est prise dans le sens posilif.
Ceci dit, cherchons une fonction p(#, y) qui soit égale à -+- 1 aux points (a?t-, yi) où D est positif, et égale à — i aux points (#/, yi) où D est négatif. On peut prendre
en désignant par s une constante positive, et le radical élanl pris avec le signe plus.
En substituant cette valeur de p dans la formule (5), on trouve la valeur que nous avons donnée (t. I, p, i 56) pour le nombre des racines des équations (6) contenues dans G.
Toutes ces considérations sont susceptibles de s'appliquer à un nombre quelconque d'équations, mais nous renverrons pour cet objet à mon Mémoire déjà cité et à l'article de M. W. Djck.
5. Faisons quelques remarques sur le résultat trouvé à la page 1 56 du Tome I, où l'on est prié de se reporter pour les notations. La formule que j'ai donnée, pour exprimer le nombre des racines communes à deux équations, dépend en apparence du nombre z : les deux cas limites £ = o et e = oo appellent nécessairement l'attention,
Faisons tendre d'abord z vers zéro, l'intégrale (a) tendra vers zéro. Quant à l'intégrale (p), elle se présente sous une forme indéterminée qui rappelle entièrement ce que nous avons trouvé pour le cas d'une seule équation (n° 3); nous pouvons dire que le nombre cherché est la limite de l'expression
s R dx dy
quand e tend vers zéro. Il est clair que pour z =.o tous les éléments de l'intégrale sont nuls, sauf celui qui correspond à une racine commune aux deux équations f = o, cp == o, et c'est de là que provient la forme indéterminée. Nous chercherons tout à l'heure comment on pourrait calculer une limite pour quelques contours particuliers et en supposant que y et es soient des polynômes.
Faisons maintenant augmenter indéfiniment s dans les intégrales (a) et (j3). On voit immédiatement que la première tend vers
| D | désignant la valeur absolue de D.
Cette intégrale est à rapprocher de l'intégrale
rf
fdy — <t df
faisant connaître la différence entre le nombre des racines contenues dans C, pour lesquelles le déterminant fonctionnel D est positif, et celles pour lesquelles il est négatif. Les éléments de ces deux intégrales ne peuvent que différer par le signe sur certaines parties du contour.
Quant à l'intégrale (fi)3 elle se réduit, en posant e = —=> â
/) R dx dy
dont on doit chercher la limite pour ^ = 0. 11 y aura ici, pour Tj = o, une suite d'éléments indéterminés correspondant aux valeurs de x et r. pour lesquelles
Si I) ne s'annule p.is à l'intérieur de G, cette limite est nulle < t l'on n'a qu'à prendre L'intégrale curviligne, ce qui esl d'accord avec le résultat trouvé précédemment. Remarquons en terminant que tous [es résultats précédents peuvenl être étendus à «les systèmes «le // fonctiens de // variables indépendantes, mais je ne crois piis utile d'insister sur ces extensions qui n'exigenl aucun principe nouveau ( ' ).
(') On pourra consulta sm ces questions un intéressant tr.iv.nl <!<■ M Mareughi «lan- les Comptée rendus de l'Institut Lombard (i<i<n). Je citerai encore deoi Notes de MM. Davidoglou et Teilzéica [Comptes rendus di i \<n demie des Sciences, décembre f « « * • 1 ^ . <>u ces auteurs envisagent le <as «1rs racines nul) ipli
ai8 CHAPITRE VII.
II. — Nombres des racines communes à deux équations pour quelques contours particuliers.
6. Appliquons les considérations précédentes au cas où le contour considéré se réduit à un carré dont les côtés peuvent être supposés parallèles aux axes et où les deux fonctions /(#, y) et <p(#, y) sont des polynômes. On peut, dans ce cas, écrire les deux équations simultanées
sous la forme
y — F(ar) = o,
/(oc) et F(ûc) représentant deux polynômes (puisqu'on suppose qu'il n'y a que des racines simples). Le polynôme f(x) n'aura ainsi que des racines simples.
Il s'agit de trouver le nombre des racines (#, y), communes à ces deux équations, pour lesquelles
On suppose qu'aucune des racines des deux équations ne se trouve sur une des droites limites.
Le déterminant fonctionnel D se réduit ici kf'(x), et l'on a
Nous devons donc considérer l'intégrale
**-ff)dxdy \
"V J Kr-F
étendue à l'aire du rectangle, et faire tendre £ vers zéro.
En effectuant l'intégration par rapport ày, cette intégrale devient
*{d-F)(f*-ff')dx
b B(c-F)(f'*-ff)dx
Quand s tend vers zéro, les seuls éléments de l'intégrale
t(d-F)(f'*-ff")dx
ne tendant pas vers zéro, sont ceux qui correspondent aux valeurs de x racines de f{x). Au lieu de l'intégrale précédente,
nous pouvons donc nous borner à la suivante ( en développant
— par la formule de Taylor j
rb d-¥ t(f'*-ff)dx ce qui nous conduit, pour e =o, à
\ba désignant l'indice entre a et 6, au sens de Cauchy, de la fonc-
tion rationnelle f " ; et Ton aura, par conséquent, pour le
nombre des racines,
ïL' / • / J'
7. Ce résultat est facile à vérifier directement. Quand #, en croissant, passe par une racine de/(.r), le quotient
je de H- oo à — oo si c — F est négatif, c'est-â-dire si le poinl (jr, y) est au-dessus de ta droite y~ c. De même, ce quotient passera de — oo à -+- oo si le point correspondant (j?, j*) est audessous de la droite y = c. En désignant donc par n et /*' le nombre des racines de no> deux équations (comprises entre les droites x = a, .r = &), situées respectivement au-dessus et au- I ssous de la droit»' y = c, on a
En remplaçant c par d et désignant par N et N' les nombres correspondants, on a de même
Or si nous désignons par v le nombre des racines comprises dans le rectangle, on a
N'= v-+-/i'; donc
Par conséquent
c'est le résultat que nous voulions vérifier (' ).
8. D'une manière plus générale on peut indiquer une marche régulière de calcul pour trouver la limite de l'intégrale
t(f'*-ff')dxdy
Hfir-
quand le contour est formé de segments de courbes unicursales. Cette intégrale double est, en effet, égale à l'intégrale curviligne
27^</cl(/2+^2/'2)[(r-Fr-+/2^^/'2J2,
prise dans le sens positif le long du contour C.
Partageons cette intégrale en différentes parties correspondant aux différents segments de courbes unicursales qui, par hypothèse, forment le contour G. Soit l'un d'eux correspondant aux valeurs t0 et tK du paramètre t dont sont fonctions rationnelles x et y. La valeur correspondante de l'intégrale sera, pour e = o, en raison-
(') Le cas du rectangle avait été déjà traité, sous une- autre forme, par M. Hermite dans une Communication faite à l'Académie [Remarques sur le théorème de M. Sturm (Comptes rendus t. 30, p. 294)].
nant comme au numéro précédent,
■ ,,, Ir.-F)/'
Le quotient — — ^ sera une fonction rationnelle de t, et l'on
n'aura qu'à en prendre l'indice de /„ à /,. En additionnant tous les résultats ainsi obtenus, on aura le nombre cherché.
9. Il y a beaucoup d'autres cas où l'on peut facilement trouver le nombre des racines communes à deux équations
( J et cp étant deux polynômes) contenues dans un contour convenable C. Comme au paragraphe 6, nous écrivons toujours ces deux équations sous la forme
/'et F étant deux polynômes.
Supposons que le contour C soit défini par la relation algébrique
X «tant un polynôme, et que les points à l'intérieur du contour
correspondent à
Nous avons donc à chercher le nombre des racines communes aux équations (5) pour lesquelles l'inégalité précédente est vérifiée, ce qui revient à cherche! le nombre des racines x de l'équation
pour lesquelles
en désignant par R(#) le polynôme Xfj?, F(#)]. Or cette question M visiblement qu'un cas particulier de celui qui ;» été traité au paragraphe T.
On prendra l'indice entre — oo et 4- oo de la fraction rationnelle
En désignant, respectivement, par n et n' le nombre des racines de/=: o, pour lesquelles R(a?) est négatif ou positif, on a
On connaît d'autre part, au moyen du théorème de Sturm, la somme n -h n qui peut d'ailleurs s'écrire
On aura par suite le nombre cherché n.
10. Ce résultat est bien facile à généraliser. Supposons que le contour C soit défini par deux inégalités
\ et jjl étant des polynômes.
Nous serons conduit à rechercher le nombre n des racines de
l'équation
pour lesquelles on a simultanément
Soient N le nombre des racines pour lesquelles
RO)<o, R,(a?)>o, et N' le nombre des racines pour lesquelles
R(#)>o, RiO)<o.
On pourra trouver la somme N 4- N', puisque ce nombre représente le nombre des racines pour lesquelles
Désignons de même par n et n le nombre des racines pour lesquelles on a respectivement
R(x)<o, Rt(jp)<o (pour n), R( x) > o, Rif^)>o (pour n').
On pourra calculer les sommes
n -+- N et ai-4-N',
qui correspondent respectivement aux racines pour lesquelles R(j?) < o, et aux racines pour lesquelles R,(.r)<^o. Ayant calculé les trois sommes
nous en déduisons de suite le nombre cherché n.
Il est clair qu'on n'aura pas plus de difficultés à calculer le
nombre des racines de l'équation f(x) pour lesquelles on aura à
la fois
R!^)<o, H2fj7)<o, ..., R,(.r)<o,
i étant un entier quelconque. On peut donc par suite trouver, par un calcul algébrique régulier, le nombre des racines des deux équations
(f et cp étant deux polynômes) contenues dans un contour défini par les n inégalités
les X étant des polynômes.
I. — Intégrales hyperellip tiques
1. Nous avons déjà étudié (t. I, p. 60) la réduction algébrique des intégrales hyperelliptiques. Considérons particulièrement les
intégrales du type
^f(x) dx
f(x) étant un polynôme ; soient p. le degré du polynôme R(#) et at) a2, . . . , «|i ses |a racines qui sont supposées toutes distinctes. Nous nous proposons d'étudier les déterminations diverses de l'intégrale
(I) Jro "vW
quand on va du point x0 au point x par différents chemins, la détermination initiale de y/R(^) pour# = o étant toujours la même.
2. Commençons par étudier les différents chemins allant du point x0 à un point x. Pour l'objet que nous avons en vue, deux chemins seront évidemment à considérer comme identiques si l'on peut les ramener l'un à l'autre par une déformation continue sans traverser aucun des points a. Or considérons (fig. 24 ) y- courbes partant de x0 et y revenant en entourant, respectivement chacune, un des points a. La forme de ces courbes est indifférente; pour bien préciser, nous prenons pour chaque point a la courbe suivante : on joint x0 à un point très voisin de a, on décrit autour
de a un cercle très petit et l'on revient au point x0 par le même chemin qu'à l'aller. Un tel chemin est dit un lacet.
Ceci posé, tout chemin allant de x0 à un point x se ramène évidemment à un chemin allant de x0 à #„, suivi d'un chemin deter-
Fig. 24.
miné allant de xQ à x; il suffit, en effet, d'ajouter au chemin considéré le chemin détermine xx0, que l'on fait suivre du chemin de sens inverse x0 x. Il faut donc envisager les différents chemins partant de x() et y revenant. Or je dis que tous ces chemins retiennent aux différents lacets parcourus successivement et dans un ordre quelconque.
Pour le voir bien nettement, on suivra le chemin C4 jusqu'à lu rencontre en a avec un lacet; on quittera alors C pour suivre le lacet jusqu'en x0, ce qui donne visiblement une somme de lacets (les lacets a{ et a2)\ puis on rétrograde de x0 en a, et en a on reprend le chemin (î jusqu'à ce que eelui-ci rencontre un nouveau lacet, soit (3 ce point de rencontre. En 3 on quitte de nouveau G pour suivre de ^ en j„ li* lacet rencontré. On a mis en évidence «le nouveau, par le chemin Xoafix0) un»' nouvelle somme de lacets (cette somme peut se réduire ■■ zéro, comme il arrive dans le cas de la ligure). On rétrograde alors dea?0en [1. r\ eri (3 <m reprend lecheruin G et l'on continue .linsi jusqu'à ce que l'on ;iit parcouru tout uemin. Le chemin G se présente alors de la manière la plus nette comme équivalant à une somme <!<' lacets. Dans le cas de la figure, le chemin C est équivalent aux lacets c,, a2: av successivement parcourus.
3. La remarque fondamentale qui précède \.» nous permel Ludier s;ms peine les diverses valeurs de l'intégrale 1 1^. Suppo-
sons d'abord que l'on considère seulement des chemins partant de x0 et y revenant. Les valeurs de l'intégrale le long des lacets vont jouer le principal rôle : soit, par exemple, le lacet a,. La valeur de l'intégrale sur le lacet se compose de deux parties, l'une est relative à l'aller et l'autre au retour; quant à l'intégrale sur le cercle infiniment petit, elle tend vers zéro avec le rayon de ce cercle. 11 peut sembler au premier abord que les deux intégrales se détruisent puisque les dx à l'aller et au retour sont égaux et de signes contraires; mais y/R(^c), rayant tourné autour du point aKi n'a plus la même détermination au retour qu'à l'aller et, par suite, les éléments s'ajoutent au lieu de se détruire. Soit A, la valeur de l'intégrale
a\f(x)dx
quand on suit le chemin tracé pour le lacet, et que l'on prend
pour \/R(.r0) une de ses déterminations que nous désignerons par y0 ; la valeur de l'intégrale correspondant au lacet tout entier sera, d'après ce que nous venons de dire, 2A,. Soient de même
2A2, ..., 2Aa,
les valeurs de l'intégrale correspondant aux autres lacets, la détermination initiale de yl{(x)1 quand on parcourt chacun de ces lacets, étant toujours supposée égale à y0.
Tout chemin, ayant x0 comme points de départ et d'arrivée, se ramenant à une somme de lacets, nous n'avons aucune difficulté à avoir maintenant la valeur de l'intégrale correspondante. Supposons que le chemin équivaille aux lacets
successivement parcourus; nous aurons comme valeur de l'intégrale
On remarquera que les signes plus et moins alternent dans cette somme; c'est que, après avoir parcouru le premier lacet a\^ nous revenons en x0 avec la détermination — y0 du radical, et la valeur du second lacet est alors — aAx, au lieu de -H ^Ax, que nous
aurions trouvé si nous avions décrit le lacet a\ avec la déterminais
tion initiale -\-y0 pour le radical. Pour le troisième lacet, au contraire, nous avons au début, après deux changements de signe, retrouvé la détermination initiale y0 et par suite nous avons -f- 2 A>s et l'alternance des signes est, après ces explications, bien manifeste.
Deux cas sont à distinguer suivant que p est pair ou impair. Si/? est pair, l'expression (2) pourra se mettre sous la forme
(3) imx 6*1 -+- 2 w2io2 -h. . .-h 2/ttji-i w^-i, les m étant des entiers positifs ou négatifs, en posant
w, = A,— A2, w2=Ai — A3, ..., tOfx-j = Ai -— A^
On peut d'ailleurs choisir un chemin tel que l'on trouve pour valeur de l'intégrale l'expression (3) : il suffira de décrire mh fois l'ensemble des lacets aK et a2, puis m2 fois l'ensemble des lacets a{ et «3, et ainsi de suite.
Si p est impair, en ajoutant à l'expression (2) — 2A1 + 2A1, on la mettra sous la forme
(4) 2m.i w,-+-. . .-4- ?.m!Hw|i_1 + 2 A,.
Nous avons donc représenté par (3) et (/j) toutes les déterminations possibles de Vintégrale pour un chemin partant de x0 et y revenant. On donne aux quantités 2to le nom de périodes de Vintégrale hyper elliptique.
Il est important de remarquer que ces périodes ne dépendent pas du choix du point X0. Ainsi, par exemple, la période
n'est autre chose que L'intégrale prise Le long d'an contour contenant à son intérieur les deux points a , et aa, contour que I on peut déformei] d une manière continue sans changer La valeur du mitai de L'intégration.
'». Gonsidérons maintenant un chemin particulier c allant •l'eu x\ soit I la valeur de L'intégrale pour ce chemin, la valeur
initiale pourle radie. il ••tant toujours rn. Gomme nous l'avons déjà
dit, tout chemin L allant de x0 en x se ramène à un chemin G revenant à x0, suivi du chemin c. Si G équivaut à un nombre pair de lacets, la valeur de l'intégrale sur L sera de la forme
imx toi -+- •2m2to2-l-. . .-f- -iniu+iixiy-i -h f.
Si C équivaut à un nombre impair de lacets, on aura
2m1Wi + ...+ 2//î|,.-ia)||-1+ 2 A! — I,
car, quand on reviendra en x0 après avoir décrit G, on aura pour le radical la détermination — jr0 et, par suite, le chemin c, qu'il reste à décrire, donnera — I.
On peut dire que l'intégrale (i) «, au point x, deux déterminations de types distincts
I et 2A,- I;
les autres déterminations s1 obtiennent en ajoutant à celles-ci des sommes de multiples des périodes 2w.
La notion de la périodicité des intégrales, rapidement indiquée par Cauchj, a été particulièrement approfondie par Puiseux dans son Mémoire sur les fonctions algébriques (Journal de Mathématiques, i85o).
II. — Des intégrales de première espèce : réduction du nombre des périodes. Intégrale elliptique.
Parmi les intégrales de la forme
f(x)dx
v/ïï^y
oùf(x) est un polynôme, on désigne sous le nom d'intégrales de première espèce celles qui restent finies quand x augmente indéfiniment. Ces intégrales restent donc finies pour toute valeur finie ou infinie de la variable (voir t. I, p. 63).
Quand le degré y. de R(#) est impair, soit pi = 2p-\-i, l'intégrale sera de première espèce si le degré de j (x) est au plus égal à p — i . Il y a p intégrales de première espèce linéairement indépendantes.
Quand [A est pair et égal à ip, le degré de f(oc) ne doit pas
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dépasser p — 2 et il y a alors p — 1 intégrales de première espèce linéairement indépendantes.
Evaluons le nombre des périodes de l'intégrale. Pour ja = ip -f- 1 , il y aura ip périodes et l'on ne peut pas, du moins en général, faire subir de réduction à ce nombre.
Pour ul = 2/?, nous trouvons, en appliquant la théorie du paragraphe précédent, un nombre de périodes égal à ip — 1, mais une réduction immédiate se présente, qui va diminuer ce nombre d'une unité. Envisageons, en effet, l'ensemble des lacets autour du point x0 : l'intégrale prise le long de ces lacets sera nulle. En effet, le point à l'infini est un point ordinaire pour l'intégrale : l'intégrale prise le long des lacets a donc la même valeur que si elle est prise le long d'un cercle de très grand rayon et est, par conséquent, nulle. On ;i donc, les lacets se suivant dans l'ordre 1, 2, . . . , u.,
A,— A* -h A3 — . . . — A{jl= o, qui peut s'écrire sous la forme
r,) , — f,y 2 -+- . . . -f- ktl y. - 1 = O .
On voit donc que lune des périodes W|j._4, par exemple, est une combinaison linéaire à coefficients entiers de bit co2, . . ., tOjx_a.
6. Faisons maintenant une remarque importante sur la réduction du nombre des périodes. Les périodes seront dites distinctes s'il n'existe ru ire elles aucune relation homogène et linéaire à coeffi- « ients entiers; il peut arriver qu'entre les périodes trouvées w existe une ou plusieurs relations de cette nature.
Soient
les périodes <|u<- nous venons de trouver; on suppose que l'on ait les relations, en nombre X,
m, '.), -h /»2''>-2 ■+-...-+■ mn '<>„ = o, 7i W| ■+■ 72^2 -+-. . .-h q„Mn >
m, 7, r étant entiers. De plus ces relations peuvent être supilgébriquement distinctes, c'est à-dire que l'on peul <-n tirer
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les valeurs de X des quantités oj en fonction des autres. Ceci revient à partir de l'hypothèse que
ri—rn... i i ,.n-rn
( w„ = ^-OTo), -+- . . . -h \i.'in
les jji étant rationnels.
Toute période est de la forme
les M étant entiers, et, en remplaçant w/w+n . . ., to„ par leurs valeurs (5), on aura une expression homogène et linéaire en o^, cj2, . . ., wm à coefficients rationnels. Aucun de ces coefficients ne peut s'approcher, quelque choix qu'on fasse des entiers M, autant que l'on veut de zéro sans devenir rigoureusement nul, puisque les (jl sont rationnels. Ces coefficients ont donc, en dehors de zéro, un minimum pour leurs valeurs absolues.
La période 0 étant écrite sous la forme
et A désignant un des nombres i, 2, ..., m, considérons toutes les périodes û pour lesquelles
° = />p=i si [3 < X, o =p$ si (3 > X.
Il y a manifestement de telles périodes, puisqu'il suffit de prendre Q = u>\. Parmi toutes ces périodes qui, d'après la remarque faite, sont en nombre limité, il y en a une pour laquelle le coefficient p\ a la valeur minima. Désignons par p^, . . ., p^] les valeurs des coefficients p correspondants.
En faisant successivement X = i, 2, ..., m nous aurons les périodes
et ces relations permettent d'exprimer les o> en fonction des Q.
Toute période peut s'exprimer eu fonction linéaire de Ûtl Q2, . . ., ûm : nous allons montrer que les coefficients sont entiers. Soit
Q = Pi toi -(-... -+- P m <*>,«
une période, les P étant rationnels.
On peut écrire Pm sous la forme
vm étant un entier et P'OT étant positif et inférieur à //". On pourra ensuite déterminer un entier vw_« tel que
p ,. n'H -1 •_ ,, rt'ii , pi
r//i— 1 — 'f>i — \['m—\~r~ 'mt'm-\^^ l fft-1)
P'm_, étant positif et inférieur à /?JJlJ •
On continuera ainsi, et la dernière égalité sera
Pi = vi/?i -+- v2/>| -f-. . . -h vOT/?f -h p; ,
avec o 2 P i ^i0!) les valant tous des entiers positifs ou négatifs. La période Q est alors de la forme
vj Q, -h . . . -h v,„ Qm -h P\ wj -+- P'a o>2 -h. . . -h P'm o>„, . Or les m premiers termes étant des périodes, il en résulte que
est une période. Mais nous avons
oîp\<pI o P'2</>2 o<P'm </>;».
Dans ces conditions, L'expression (6) ne peut être une période que si les P' sont tous nuls : cela résulte de la définition même des quantités p\, p\, ..., p'"r En effet, si Vin n'était pas nul, pour que l'expression (6) lût une période, il «levait être au moins égal à p™ ; or il est inférieur â />'", donc Pfm o ; et de proche en proche on démontre pareillement que tous les P' sonl nuls. < >n a donc finalement
/ étant des entiers. Remarquons encore qu'entre Q,, Qa, ..., il,,, il n'existera pas de relation homogène el linéaire à coefficients
PU
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entiers, car on aurait dans ce cas une telle relation entre oj(, to2, . . ., tx>m et nous n'aurions pas fait usage de toutes les relations entre les u>.
Nous arrivons donc en résumé au théorème suivant (') :
On peut déterminer m périodes distinctes Q,, Q2, ..., Qm, dont tous les autres sont des sommes de multiples, de telle sorte que toute période Q est de la forme (7).
Revenons à l'intégrale de première espèce
' f{x)dx
R(^) étant, pour fixer les idées, de degré u, = ip -f- 1 etf(x) étant alors de degré p = 1 . Nous avons trouvé ip périodes pour cette intégrale. Nous démontrerons plus tard que, si le polynôme f(x) de degré p — 1 est pris arbitrairement, les ip périodes sont distinctes. Dans certains cas particuliers, les périodes distinctes peuvent être en nombre moindre, mais'nous allons établir qu'i7 doit y avoir au moins deux périodes distinctes.
Supposons, en effet, que l'intégrale u n'ait qu'une période to. Pour chaque point x, cette intégrale aura les deux systèmes de
valeurs (§ 4)
u -h Xu>, 9. At — u -+- \jna,
\ et p. étant deux entiers.
Si donc on considère la fonction de x
Kiu ( 2 A , — u ) 2 TZ i
cette fonction sera uniforme : l'addition à u de multiples de oj et la substitution à u de 2 A, — u ne changent pas, en effet, la valeur de cette expression. D'autre part, u reste finie pour toute valeur
(J) Le mode de démonstration que nous venons de suivre a été employé par M. Weierstrass pour établir un théorème plus général; voir Monatsberichte^ 1875 (Neuer Beweis eines Haupsatzes der Théorie der periodischen Functionenvon mekreren Ver ànder lichen). On pourra aussi consulter, sur des questions analogues, un article de M. Kronecker dans les Sitzungsbericlite der Berliner Akademie (1884 )•
finie ou infinie de x\ la fonction précédente est donc partout holomorphe même à l'infini, elle se réduit donc à une constante d après le théorème de Liouville. Mais ce résultat est manifestement absurde; l'expression précédente est une fonction rationnelle de
2 TZ in
qui ne peut être constante que si u est lui-même constant. // est donc impossible d'admettre que u riait qu une période.
8. Il est facile d'indiquer un exemple très simple d'intégrale do première espèce où une réduction se produit dans le nombre des périodes. Prenons pourR(x) le polynôme du sixième degré pair
Les deux intégrales de première espèce
/dx r x dx
V/Rl^) J y/HT^'
se ramenant, en prenant x'1 pour variable, à des intégrales elliptiques, n'ont que deux périodes.
Dune manière générale, on peut ramener une intégrale où figure rationnellement la racine carrée d un polynôme du sixième degré à une intégrale de même nature où le polynôme est du cinquième ré; soit par exemple le radical
\j{ x — a , ) ( x — a2 ) ( x — a:i ) . . . ( x — a6 ). En posant
_a _ |__ Tg _ 1 _ at— a a 1
y.t-^'i [ a* — a\ («1 — «t) (*t — az)\
on a !<• radical portant sur un polynôme du cinquième degré
/*(i — t) (1— at) (1 — bt) (1— et), en écrivant
_ (aa— a5) (ai — n* > («i- - "., » («» — «*i )%
" (ai— av) (a,— «,)'
or, si le polynôme du sixième degré ne renferme que des puissances paires de la variable, on aura
«2 = — ai, a4 = — a3, a6 = — a$,
et l'on voit que dans ce cas
c = ab.
On est donc conduit à ce résultat indiqué autrefois par Jacobi {Journal de Crelle, t. 8) que deux intégrales de première espèce, relatives au radical portant sur un polynôme du cinquième degré,
\Jx(\ — x) (i — ax) (i — bx) (î — abx),
a et b étant deux constantes arbitraires, ont seulement deux périodes ( ' ) .
Indiquons un second exemple de réduction donné par M. Hermite {Annales de la Société scientifique de Bruxelles, 1876).
Si Ton pose
R(*) = 02— a) (Sz* — 6az — b),
a et b étant deux constantes quelconques, on aura, comme le montre un calcul facile,
dz 1 P dx
r dz 1 r
J v/ÏÏ77j " 3 J /(2ax
en posant
Azz — 3az x = •
On aura aussi
z dz 1 r dy
r z dz 1 r
J s/R(T) " 77! J si y
3ay
(') On trouvera quelques théorèmes généraux relatifs à la réduction du nombre des périodes dans les Mémoires suivants :
E. Picard, Sur ta réduction du nombre des périodes des intégrales abéliennes {Bulletin de la Société mathématique, t. X, i883).
H. Poincaré, Sur la réduction des intégrales abéliennes (Bulletin de la Société mathématique, t. XII, 1884 ).
S. Kowaleski, Ueber die Beduction einer bestimmten Klasse abelscher Intégrale auf elliptische Intégrale (Acta mathematica, t. IV, 188^).
Goursat, Sur la réduction des Intégrales hyperelliptiques ( Bulletin de la Société mathématique, t. XIII, i885).
en posant
iz3 — b
Il en résulte que les deux intégrales
/dz r zdz
/R(I) n J /RÎT)
n'ont que deux périodes.
9. L'application à l'intégrale elliptique du théorème démontré au n° 7 est particulièrement intéressante. Soit l'intégrale elliptique de première espèce
/* dx
) {x — b) (x — c) (ar — d)
<7, 6, c, */ étant quatre quantités distinctes. Nous venons de voir que les deux périodes de cette intégrale étaient distinctes. On peut aller plus loin et montrer que leur rapport est nécessairement imaginaire. Si ce rapport était réel, il serait incommensurable. Or à la place de a mettons l'indéterminée z; le rapport des périodes de l'intégrale
dx
sera une fonction liolomorphe cp( z) de z dans le voisinage de z = a : les deux périodes 2(B — D), 2(G — D) seront, en effet, fonctions holomorphes de z puisque les intégrales B, G, D, correspondant aux lacets qui aboutissent aux racines 6, c, d, sont elles-mêmes holomorphes, leurs éléments jouissant manifestement de cette propriété. Nous supposons que pour : ; = <7, <?(z) se réduise «à un nombre réel u; or l'équation
si 1 on prend [/suffisamment voisin de ;;., a au moins une racine voisine de a (•). Mais nous pouvons prendre pour u.' un»' quantité
(') Noua noii^ appuyons m sur le théorème fondamental relatii i II continuité de* racines d'une équation, théorème qui sera démontré au Chapitre suivant.
réelle commensurable aussi rapprochée qu'on voudra de jj. et nous aurons alors une valeur de z correspondante très voisine de a et, par conséquent, distincte de b, c, d\ nous serions donc ramené au cas dont nous avons démontré l'impossibilité (§ 7). Nous avons ainsi démontré le théorème suivant qui est fort important (1) :
Le rapport des deux périodes de V intégrale elliptique (8) est imaginaire, les quatre racines a, b, c, d étant distinctes.
10. Arrêtons-nous un moment sur la forme canonique, dont ont fait usage Abel et Jacobi, pour l'intégrale elliptique de première espèce,
dx
vV — x2) (i — Px*)
et considérons le cas, particulièrement intéressant pour les applications, où k est une constante positive inférieure à l'unité.
Nous avons dans ce cas les quatre points critiques i, j, — i,
— t' Le premier lacet sera relatif au point i et sera obtenu en
joignant l'origine à ce point par une droite; le second lacet sera
obtenu enjoignant l'origine au point y par un segment de droite,
en évitant seulement le point i par un demi-cercle infiniment petit situé au-dessus de l'axe des quantités réelles.
Les troisième et quatrième lacets seront respectivement les symétriques des deux premiers par rapport à l'origine. On va supposer qu'on parte de l'origine avec la valeur -f- 1 pour le radical, nous poserons
K = f' dx
Calculons la valeur de l'intégrale prise de o à -r, le point i étant évité comme il a été dit. Nous aurons d'abord K en allant de o à i ;
(l) J'ai donné, pour la première fois, la démonstration précédente dans mon Cours en 1887.
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il faut voir ce que deviendra le radical quand x va décrire le segment de droite (i , t ) • Siv nous posons
x allant de o à i , nous pourrons prendre 0 == o el faire varier p de i à o; p restant fixe et très petit, le point x décrira le demicercle indiqué autour du point i, si l'on fait varier 9 de o à — 7t; par suite, \J \ — x doit être remplacé, quand x sera plus grand que un} par
\J x — i e 2 ou — i \[ x — i ;
donc, de i àp nous aurons l'intégrale
dx
que nous désignerons par t'K', la constante K' étant comme K essentiellement positive. De o à t' nous avons donc l'intégrale
Les deux autres lacets donnent évidemment des quantités égales et de signe contraire. Par suite, en se reportant aux généralités relatives aux périodes des intégrales hyperelliptiques, nous aurons
les deux périodes
4K et }.i¥J.
il. 11 est important de calculer la valeur de l'intégrale
dx
Cette intégrale n'a de sens bien déterminé que m l'on Bxe le chemin suivi; nous supposerons qu'on suive l'axe réel positif, en
évitant seulement les points i et -. ;« l'aide de deux demi-cercles
infiniment petits décrits au-dessus de l'axe réel. Nous avons d'abord
K-f^ iK'
pour le trajet de o à r- Quand x est supérieur à j > on voit, en raisonnant comme plus haut, que l'élément devient
— dx
et nous aurons l'intégrale cherchée en ajoutant à l'expression (9) l'intégrale
dx
Or cette intégrale se calcule de suite, en faisant le changement de variable
kx = — >
et l'on voit immédiatement que la dernière intégrale est égale à — K. Nous avons donc
/•" dx
l'intégrale étant prise dans les conditions indiquées.
III. — Quelques théorèmes généraux sur les approximations. Théorèmes de Jacobi sur l'impossibilité d'une fonction uniforme à trois périodes.
12. Nous avons parlé dans la Section précédente de la réduction du nombre des périodes; au même ordre d'idées se rattache l'étude de la résolution approchée, au moyen de nombres entiers, de certaines équations linéaires. Cette question importante trouve des applications dans plusieurs questions d'Analyse, et doit son origine au travail de Jacobi sur l'impossibilité d'une fonction uniforme d'une variable à trois périodes distinctes. Il ne sera pas inutile de lui consacrer quelques pages.
13. Soient tout d'abord co, a)', o/ trois nombres complexes tels que l'on ne puisse satisfaire à la relation
avec des entiers réels m, m', m", sans que ces entiers soient nuls. Nous allons établir que l'on peut trouver des entiers m, m', m" (non tous nuls) tels que l'on ait
|mo) + mr(o'+ m" w" | < e,
s étant une quantité positive donnée à l'avance, aussi petite que l'on voudra ( * ).
Soient
<j> = a -\- bi, w'= a -\- b' i, 0/ = a" -\-b"i.
Nous allons montrer qu'on peut choisir les entiers m, ni , m\ non tous nuls, tels que
| ma -h m a ■+■ m" a"\ et j mb -+- m! b'-{- m" b" |
soient inférieurs à un nombre positif donné à l'avance, aussi petit que l'on voudra.
Nous suivrons un mode de démonstration, dont le principe est dû à Dirichlet, et qui a été utilisé par Kronecker dans des circonstances très générales (voir l'article cité au paragraphe 6 de ce Chapitre). Soit t un entier positif arbitraire; considérons la suite
des 2 t2-\- i entiers
et donnons à m, m' , m" des valeurs comprises dans cette suite. En les substituant dans
ma -+- m' a' -h m" a* et mb -h m b' '-f- m" b" ',
nous aurons (2£2n- i)3 systèmes de valeurs. Ces systèmes des vuleurs seront distincts; sinon, pour deux systèmes différents des r/i. soient ul. |x', ul" et v, /, v", on aurait
fia -h |j/a'-+- \x" a" =va + v'a'+ v'a*,
(•) On jtourr a consulter sur ce sujet : Gaston Julia, Remarques sur le théorèmt di Jacobi... (Bulletin dos Science* mathématique*! février 1922), <>n se trouve étudiée la répartition des points <•/•<'.> • m'ta'-k- m'tù" danâ le plan complexe; il y a deux cas possibles :
1" Ou bien ces points se répartissent dans u»nt le plan <t ilt en a une infinité dans toute aire du plan, si petite loil < ll< :
20 Ou bien . rs points se répartissent sur une infinité de droites parallèles éqm distantei et il y en a un<- infinité Hir toul segment '!<• chacune de ces droit»
sans que l'on ait à la fois u = v, fJi' = v', a"= v". On en conclurait, en posant
IX — V = 7:, JJl' — V' = 7l', JJl" — V* = 7l",
les relations impossibles
7i a 4- ic' a' -+- **<&" = o, tt6 h- ir'6'-+- 7c"6" = o.
Ceci posé, considérons le rectangle ayant dans un plan, où sont tracés deux axes rectangulaires Ox et Oy, son centre à l'origine et pour côtés respectivement
2(1 « I H- | *'!-+- ! a'\) t* et 2(| b | -f- 1 6'| 4- | &"[)**.
Nous partageons chaque côté de ce rectangle en t* parties égales, et nous obtenons ainsi t6 rectangles partiels. Tous les points de coordonnées
ma -h m'a' -h m" a" et mb -t- m' b' -+- m" b"
sont situés dans le grand rectangle. Or, nous avons (2t2-\-i)'i points distincts de cette sorte, tandis qu'il y a seulement tQ rectangles partiels. Par suite, il y a un rectangle partiel qui contient deux des points. Faisons alors les différences des x et desj^ de ces deux points; ces différences seront de la forme
pa -f- p' a' '-t- p" a", pb -h p' b ■+- p" b" , Pi Pi P n'étant pas nuls à la fois. On aura donc \pa+p-a<+p-a-\< »( I "1 - l«'J ->- I «*|)" = »(!« I -H«'l -H «' I), \pb +p<V + pb-\< '(IH + KI-Hyi)'' = »(|t| + |6'| + lft"D
Or t est un entier aussi grand que l'on veut, et le théorème est par suite établi.
14. Jacobi a déduit du théorème précédent qu'une fonction uniforme ne pouvait avoir plus de. deux périodes distinctes. Supposons en effet qu'une fonction uniforme /( z) n'ayant dans tout le plan que des pôles, le seul point à l'infini étant un point singulier essentiel, ait trois périodes distinctes
INTÉGRALES DE FONCTIONS NON UNIFORMES. lb\
On aura, quels que soient les entiers m, m', m" ,
f(z-^-mo>-+- m' m' -h m" 10" ) = f{ z).
Or, considérons un point déterminé, d'ailleurs quelconque, z0 du plan et soit
L'équation
admet la racine z0} et l'on peut tracer une circonférence G de
centre z0, telle que l'équation précédente admette dans ce cercle
la seule racine 20; ceci est une conséquence de ce que l'équation
peut s'écrire
/<*)-/(*o) = o ou
(z — zQ)<\>(z) = o,
la fonction à(z) holomorphe autour de zQ étant différente de zéro pour z = z0.
Faisons maintenant intervenir la condition que f(z') admet les trois périodes indiquées. On pourra choisir les m de telle sorte
que
zQ-\- mu h- m'w'-h m"io"
soit aussi rapproché que Ion voudra de ;0, sans coïncider avec lui.
L'équation
aurait donc une infinité de racines dans le voisinage de s0, ce qui ne peut être. Celte contradiction démontre le théorème.
15. Le théorème du u° 13 peut êlre généralisé. Soil un tableau de nombres réels
" \, ^5, • • • , &ip-hl, 0\, Oj, . . . , 65^4-1,
'|, /j, • . . , lif)
où il y a ip -f- î colonnes, et ip lignes. On suppose qu'il ue soil possible de satisfaire au\ ;./> équations
mt aK -»- m, rrj -+- . . . -+- m,/(+, a2/,-+-, = o, m, 6, + m,/i,4-...-4- m2/, <_,£,,,+ , — o,
par des entiers m qui ne soient pas tous nuls. Nous allons montrer qu'on peut choisir les entiers m de manière que les premiers membres des équations précédentes soient en valeur absolue moindres qu'un nombre donné, si petit qu'il soit (').
On peut reprendre le mode de démonstration du paragraphe 13. Donnons aux m les valeurs
— t*P, ..., o, i, 2, ..., V-p (t entier positif)
en nombre it-P-\-\. Nous aurons ainsi des systèmes d'expressions
rrt\ <X\ -+-. . . -f- mj/J+i a2/^-*-i)
en nombre
(it^p^-iyp+K
Ces systèmes seront distincts, car autrement, pour certaines valeurs de m, les expressions seraient nulles à la fois. Partageons maintenant les ip intervalles
/ _(| a% | -t-.. .-h | a2p+l\)t*P7 + (| at\ -4-. . .-*- 1 a,p4-i |) «*/»-,
( — (|/il +...+ |/sp+i !)/*/», H-(|/i |-H...-+-|^-hi|)^,
en ^2/,+| parties égales. On aura dans l'espace à ip dimensions un grand /?se^(io-parallélépipède dont les ip dimensions seront les intervalles (I) dans le sens de chaque axe de coordonnées, le centre du parallélépipède étant à l'origine. Après la division, on aura partagé le parallélépipède en
parallélépipèdes élémentaires. Ce nombre est moindre que le
nombre
(ipp^-if-P^
des systèmes d'expressions écrits plus haut. Deux points de
( ' ) Ce théorème a été démontré pour la première fois par M. Hermite dans sa quatrième lettre à Jacobi Sur différents objets de la théorie des nombres (Opuscula Mathematica de Jacobi, t. II, et Journal de Crelle, t. 40). M. Hermkte utilisait, dans sa démonstration, ses théorèmes généraux sur la réduction arithmétique des formes quadratiques définies.
l'espace à ip dimensions correspondant à deux systèmes d'expressions seront dans le parallélépipède élémentaire. On en conclut que, pour certaines valeurs des entiers ix (non toutes nulles), on a
I Ki «i ■+■ f*î «2 -+- . • • ■+■ pip+i ctiv+\ i < ; *
I Ki «i 4- Ht h -+-. ..-+- f*2jH-i '2/M-1 I < :
Donc, £ étant aussi grand qu'on voudra, on en conclut le théorème énoncé.
De ce théorème peut se conclure facilement qu7/ ne peut exister de fonction uniforme de p variables ayant plus de 2p périodes simultanées, proposition (') qui généralise celle de Jacobi, mais nous ne pouvons pour le moment insister sur ce point, qui concerne la théorie des fonctions de plusieurs variables.
16. Le mode de démonstration dont nous venons de faire usage peut être utilisé dans diverses questions d'approximation numérique. Donnons-en encore un exemple intéressant, quoiqu'il ne se rattache pas directement à l'objet de ce Chapitre.
Soit d'abord a un nombre positif incommensurable. Considérons
l'expression
où nous donnons à y successivement les valeurs entières
o, i, -2, ..., t i t entier positif).
On peut évidemment choisir, pour une valeur donner * i « • \ . L'entier x de telle sorte que l'on ait
Or, partageons l'intervalle (o, i) en t parties égales; nous obtenons ainsi t intervalles partiels. Les t h- i valeurs trouvées pour x — ay seront donc telles qu'il y en aura deux dans l'un de ces
(') Cette proposition a été indiquée paï M. Hermite «Ijns une dea letti Jj* obi citrrv ping haut.
intervalles partiels. La différence de ces deux valeurs, soit m — an, sera donc moindre en valeur absolue que -•
On a donc des entiers m et n, non nuls tous deux, tels que
an\<
On a d'ailleurs n < f , par suite
nt n5
c'est le résultat auquel conduit la théorie des fractions continues. Ces considérations sont susceptibles de généralisation. Soient a et b deux nombres qui ne sont pas tous deux commensurables. Donnons à l'entier positif z successivement les valeurs
o, i, 2, ..., t* (t entier positif), et associons-lui les entiers x et y tels que
o < x — az < i, o <iy — bz < i.
On obtient ainsi t2 h- i systèmes de valeurs x — az et y — bz. Marquons sur plan aux axes O?, Or, les points de coordonnées
bz.
Si nous partageons les intervalles (o, i) sur l'axe des \ et sur l'axe de i\ en t parties égales, le carré construit sur ces deux longueurs se trouve partagé en t2 carrés partiels. On aura donc deux points (£, Tj) dans un même carré. On peut donc trouver des valeurs entières pi, v, m telles que
| fx — am | < - , | V— bm | < - ;
en y joignant l'inégalité m < t2, on voit que l'on aura
if m
Ainsi étant donnés deux nombres a et 6, on peut les représenter par deux fractions — et — de même dénominateur m, l'erreur étant moindre que
m \j m Si au lieu de deux nombres on avait k nombres
on pourrait les représenter par les fractions de même dénominateur
Terreur étant moindre que
m y/ ni
On le voit, par un raisonnement analogue, qu'il est inutile de développer.
Ces résultats ont été obtenus par M. Hermite dans les lettres à Jacobi déjà citées, au moyen d'une analyse, d'ailleurs tout autre, se rattachant à la théorie arithmétique des formes quadratiques.
IV. — Exemple de fonction non uniforme représentée par des intégrales. Série hypergéométrique. Rapport des périodes de 1 intégrale elliptique comme fonction du module.
17. Nous allons nous arrêter sur un exemple très intéressant de fonction non uniforme représenté*' par une intégrale définie. En
mt
ç(« ) = Ua( Il — \)h( U — .'
nous considérons les intégrales définies
U0 = I p (te) du.
Ut = / '■?("> ,/,i-
V»= I f( a) du ,
u0 désigne une constante distincte de o et i . Pour une valeur déterminée de x, ces intégrales ont un sens parfaitement déter-
Fig. 25.
oc
miné, si l'on a fixé le chemin allant de u0 aux points o, i et oo, et si, bien entendu, on a
Marquons sur le plan des a le point u0 et les points o, i„ x (jig. 26) et traçons les lignes
w0o, w0.r, «o1? «oxî
ces lignes se suivant autour de u0 dans l'ordre qui vient d'être indiqué. Introduisons encore l'intégrale
U.r= / y{u)du (X > — 1).
Les U peuvent être considérés comme des fonctions de x : les
différences
to,= U.r— U0,
(02= U.r — Ut
sont donc des fonctions de x. Ce sont ces fonctions de x que nous voulons étudier; elles ont été envisagées par Gauss dans un Mémoire célèbre ('), et nous aurons à revenir sur l'équation différentielle linéaire du second ordre à laquelle elles satisfont. Nous voulons les regarder en ce moment comme des fonctions
(J) Gauss, Œuvres complètes, t. III.
non uniformes de x, et chercher quelle est la nature de leurs déterminations multiples (*).
18. Tout d'abord, considérons dans le plan les lignes w0o, u0i1 u0co comme des coupures, c'est-à-dire que nous astreignons, pour le moment, x à ne pas franchir ces lignes : les U sont alors des fonctions bien déterminées de x. On suppose que l'on ait choisi, une fois pour toutes, une détermination pour
et l'on n'a pas à changer cette détermination une fois choisie, puisque X ne tourne pas autour de u0 s'il ne franchit pas les coupures. Ajoutons encore que, quelle que soit la position du point .r, la ligne u0 x part toujours de u0 en étant comprise dans l'angle i '/Oo; c'est moyennant ces conditions que nous pouvons dire que les L son! des fonctions uniformes de x.
Ou trouve de suite une relation entre les U : en effet, en intégrant le long <lu contour formé par les coupures considérées comme lignes doubles, on obtient la relation
(lt>) ,i _e2'"'^;LTo-h [eiain— e2<«+>^]Ur
Les facteurs exponentiels proviennent des rotations sur des cercles infiniment petits décrits autour des points critiques. Pour le poinl à l'infini, comme nous l'avons déjà expliqué, un tel cercle e^i remplacé par- un cercle de rayon infiniment grand.
Ceci posé, nous voulons chercher quelles relations il y a entre valeurs dea fonctions w, et (o2 quand le point r est d'abord sur le bord gauche de la coupure i*0o el ensuite sur le bord droit «le cette même coupure. Désignons par
eue recherche ;i été faite d'abord pai M. SchUffli < Mathemat. Innalen, t ni;, et. dans ^;i remarquable Thèae ( innale* dr l'École Normale y iv M. Gouraal i fail l'étude approfondie dea relation! qui existent entre cee diffi rentea intégrales. La méthode tuirie dans le texte r^t celle que j'ai indiquée dans \t Bulletin <!■ mathématique* (i885).
IM« AU\>. — II
les valeurs de LJ quand x est en x' sur le 'bord droit de la coupure. On doit considérer que x et x sont deux points géométri-
Fig. 26.
quement confondus : l'un est sur le ^bord gauche, l'autre sur le droit (fig. 26). On aura évidemment
le passage de x à x n'a aucune influence sur la valeur de ces intégrales. Il en est autrement pour U0 et U^ et le point essentiel est de trouver U'0 en fonction des U; or on y parvient de suite par le raisonnement suivant. On a
Quand x passe en x' , tous les éléments de l'intégrale U0 — U^ sont multipliés par e~2i7r\ puisque [u — x)1 se trouve multiplié par e-2m\ le point u étant à l'intérieur du contour que décrit x dans un sens supposé négatif. On a donc
Ce point bien compris, il n'y a plus aucune difficulté. L'équation (10) et l'équation analogue relative aux Ur nous donnent par soustraction
(i _ eiain) (U; — U0) ■+- [«*'»'*— e«(a+X)mj (TJ^— U.c) = o.
Les équations écrites nous permettent d'avoir les U' en fonction des U et, par conséquent, en posant
W'1 = U^-U'0 et »i=-Ufc— U't,
les \aleurs des to' en fonction des te. On trouve ainsi
w'2 = w2 -+- [g-2(a+)Jm_ e-t\in] W|.
Nous pouvons maintenant énoncer sous une forme un peu différente le résultat que nous venons d'obtenir. Concevons que l'on supprime la coupure u0 o, et que #, partant d'un point d'ailleurs arbitraire, revienne en ce point après avoir tourné une fois autour de o dans le sens négatif; u>4 et o)2 ne reviennent pas au point de départ avec les mêmes valeurs, mais avec des valeurs io\ et oj'2 liées à oj, et ti>2 par les formules (S,). On peut dire qu'à une circulation autour du point zéro correspond la subtitution (St ).
La même méthode nous donne, sans presque y rien changer, la substitution qui correspond à une circulation autour du point un. Pour la trouver, nous supposerons cette fois le point x d'abord
Fig. 27.
sur le bord droit de la coupure ^o1 et ensuite sur le bord gauche de cette même coupure {fig, 27), Désignons par
D" II" U" U
les valeurs des U quand x est en x" sur le bord gauche de la coupure. Nous aurons
et Ton a, en opérant comme plus h;» ut,
équations d'où non- tirons
tu] = M|+ [e* ctïiTi],
«■n posant
2ÔO CHAPITRE VIII.
La substitution S2 correspond à une circulation autour du point i .
19. Nous venons de voir comment se modifient w, et w2 quand la variable x tourne autour du point zéro et autour du point un. Pour la substitution S| la circulation correspond à une circulation dans le sens négatif, et S2 est relatif au sens positif. Les substitutions inverses de S4 et S2 donneront manifestement les nouvelles valeurs de la fonction pour des circulations respectivement de sens contraires.
Les substitutions (S,) et (S2) permettent de trouver toutes les valeurs possibles de la fonction. En effet, les fonctions co, et w2 iront d'autres points singuliers que les points zéro et un. Pour le voir bien nettement, remarquons que U0, U4, U. ont pour points singuliers à distance finie
car si Ton considère tout autre point x0 et si l'on suppose, comme il est permis, que les coupures ne passent pas par ce point, les intégrales U0, TJn U„ seront des fonctions holomorphes de x dans le voisinage de x0 comme la fonction sous le signe somme
ua(u — \)b(u — x)^;
Ux sexprimant linéairement en fonction de U0, U4, UB aura les mêmes points singuliers x = o, # = i , x = u0. Revenons maintenant aux différences to, et o>2, elles n'admettront pas u0 comme point singulier; elles ne dépendent pas, en effet, de u0, puisqu'on peut écrire
oil = 1 y(u)du,
do
w2 = ! y(u) du,
=jf ¥(B
*es intégrales étant prises, suivant la détermination que l'on considère, le long d'un chemin ou d'un autre allant respectivement de o à x et de i à x : elles se trouvent, par suite, définies indépendamment de u0. Il n'y a donc pas de troisième point singulier à distance finie.
Les fonctions to, et oj2 de la variable x sont des fonctions holomorphes de x dans le voisinage de tout point, sauf pour x = o, x === 1 et x = 00.
Il en résulte que oii et co2 désignant un système de déterminations de ces fonctions en un point arbitraire x, on obtiendra tous les autres en effectuant sur tu, et m2 les substitutions
sfsfsfs
les a et j3 étant des entiers positifs ou négatifs (voir t. 1, p. 568, pour les définitions relatives aux substitutions).
20. Parmi les différences d'intégrales du type de celles que nous venons de considérer, il en est une conduisant à un développement en série très remarquable; c'est la différence U„ — U, ou
f—\ ua (u — i)h(u — xj^du.
Supposons que l'on intègre de i à oo, en suivant la partie positive de l'axe réel et que | x | < i .
Posons, pour avoir les notations de Gauss,
Les inégalités, supposées remplies pour que l'intégrale ait un sens, sont y > (3, [S > o.
Nous allons développer l'intégrale f en série; on peut écrire
f=f i«-T(û — i)T-M(i— -V*rfa; or, puisque | u J > i et | x | < i , on a
x -* / ïia + ii... a + p-i) j?/'
U i .1. . ./> UP
f se trouve donc développé en snir entière, et !<• terme gén
ri' f m -Y />(u — i)Y P I du.
esl
I t -+- l) . . .(a -4-yo — i)
Partons de l'identité
= (Y -+-/> — i)u-y-P(u — i)y-P-i +(_/?_p + i)M-y-/>-Hi(M _ i)Y-P-i. ce qui donne, en intégrant,
. I U-y-P( U — I)Y~P-1 du = f + /? ~ * r rï-/H-I(K_,)H-irf«,
et enfin
M-Y-P(M — i)Y-Mrfw
= PPH-.- p^-Q ru-y(u-.î)y^du.
On en conclut que /, abstraction faite du facteur constant
f u-V(u — i)y-P~idu, se réduit à la série
I+L^+, , «(« + !)-. ■(«+/?-!) P(P-+-I)-..(Ph-/>-!)3;/| t
i-Y 1.2.../? T(T-hi)... (Y+/> — i)
Cette série remarquable est connue sous le nom de série hypergéométrique. Si on la considère, a priori, on peut donner aux constantes a, fi, y des valeurs quelconques, exception faite seulement d'un entier négatif pour y. Le cercle de convergence de la série est le cercle de rayon un.
Examinons en particulier le cas où
La signification de co, et w2 est alors remarquable ; ce sont deux demi-périodes distinctes de l'intégrale elliptique
du
\Ju{u — i) (u X )
Nous considérons ici ces périodes comme fonctions de x. Les
substitutions S, et S2 du paragraphe 18 sont alor->
| tot= (!>!-+- 2(02,
On aura donc toutes les déterminations possibles de cj4 et w2 en combinant les substitutions S, et S2 et leurs puissances. Ces déterminations seront de la forme
mwi -+- n o>2,
m, n, p, q désignant des entiers, et l'on aura, comme pour les substitutions composantes,
mq — np = i.
Or nous avons vu (§ 13) que le rapport
x étant différent de zéro et un, ne peut devenir égal à un nombre réel ou, en d'autres termes, que le coefficient de t(î= y- - i) dans ce rapport garde un signe invariable, puisqu'il ne peut pas s'annuler. Ce résultat est relatif aux déterminations de io, et wa entendues telles que nous les avons considérées d'abord au paragraphe 18, c'est-à-dire en supposant que x ne franchisse pas les coupures primitivement tracées dans le plan; mais il subsiste quand on a levé toute restriction, car alors le rapport précédent
a pour valeur
m o>i -+- nuit
et, dans ce rapport, le signe du coefficient de i est le même que
dr"i ans —
En résumé, le rapport
£.ç£ une fonction analytique de X n'ayant d'autre point sin-
gulier que x = o, x = i, et # = oo. Çf/e/ ^we soU /e chemin suivi par la variable, le coefficient de i garde un signe invariable.
Ajoutons encore que v sera une fonction holomorphe de x pour toute valeur distincte des points critiques, car, si v devenait infini,
c'est qu'on aurait
ptox -+- q w2 = o,
et nous savons qu'une telle relation est impossible; pour la même raison, v ne peut s'annuler.
22. On peut se servir de la fonction v(#) pour établir le premier théorème que j'ai donné autrefois sur les fonctions entières ( ' ).
Désignons dune manière générale par G (-s) une fonction entière, c'est-à-dire une fonction holomorphe dans tout le plan. Il peut arriver qu'une telle fonction ne puisse, pour aucune valeur finie de £, prendre une certaine valeur finie a. L'expression ef{z) -+- a, où f(z) est une fonction entière, ne devient jamais égale à a. La circonstance qui se présente à l'égard de a peut-elle se présenter pour une autre grandeur 6? Peut-il, en d'autres termes, arriver que les équations
n'aient pas de racines? Nous allons montrer qu' une fonction entière G(s), qui ne deviendrait jamais égale ni à a, nia baserait nécessairement une constante.
On peut tout d'abord supposer que a = o et b = i ; considérons,
en effet, la fonction — "' - — ; elle ne deviendra, d'après nos hypothèses, jamais égale ni à zéro, ni à l'unité. Nous allons donc raisonner sur une fonction G (s) ne devenant égale ni à zéro ni à un. Posons x = G(.s); la fonction v(x) du paragraphe précédent deviendra une fonction de z que nous allons étudier. A une valeur Xq de x correspondent une infinité de déterminations de v ; choisissons Tune d'elles v0, soit, pour z = z0, x0 = G(s0) : la déter-
(') Mémoire sur tes /onctions entières (Annales de l'École Normale, 1880).
mination de la fonction
est alors définie pour z = z0. Supposons que ^ décrive un chemin quelconque G partant de z0 et y revenant, x décrit alors dans son plan une courbe fermée partant de x0 et revenant à ce point. Pour le cas où cette courbe se couperait elle-même, désignons par ( I le contour extérieur de l'aire qu'elle limite. La courbe C ne comprend à son intérieur ni le point zéro ni le point un. Déformons en effet la courbe C sans cesser de la faire passer en z0 ; nous pouvons la réduire àte point. 11 est clair que, par ces déformations continues de C, nous réduirons C' au point jc0 sans qu'elle traverse jamais aucun des points o et i , puisque, par hypothèse, • ■ z ) ne prend jamais ces valeurs. Il résulte de là que La fonction v[G( c)J reprendra en z0 sa valeur initiale v0 quand z reviendra en z0 après avoir décrit la courbe G. De là se conclut bien aisément que cette fonction est une fonction uniforme de z dans tout le plan. Considérons, en effet, deux chemins z0az,, z0l>zt allant de z0 à un point quelconque 3, du plan. Soitv, la valeur qu'acquiert v quand on suit le chemin z0az{ ; en continuant suivant ztbz0, on ramène la valeur initiale V0. Si maintenant on rétrograde suivant z0bzi, la fonction repassera par la même valeur en chaque point et, par conséquent, elle acquerra en c, la valeur v0 obtenue précédemment. Nous arrivons donc à la conclusion que la fonction
est une fonction uniforme dans tout !<• plan; comme elle reste d'ailleurs toujours finie, c'est une jonction entière.
C'est ici qu'une impossibilité va apparaître. On se rappelle que dans v !<• coefficient de t'a un signe invariable; nous pouvons le supposer positif, puisque autrement on raisonnerait sur v. Nous avons donc une fonction entière/*! s) dans laquelle !»■ coefficient de i est positif. .!<■ «lis que f{z) ne peut être qu'une constante. Envisageons, en effet, La fonction
i une fonction entière dont le module est g \ si Ton i \ \ i\\ m;ns, |»iiis(|ii«' ^ > o, le module de < ' sera toujours moindre que un. Il en résulte, d'après !<• théorème de
Liouville que elf{z) et, par suite, f(z) doivent se réduire à des constantes. Notre fonction v[G(s)] se réduisant à une constante, G(^) devra elle-même être constante, puisque v(#) est une véritable fonction de x. Le théorème est donc démontré.
23. Au lieu d'une fonction entière, considérons maintenant une fonction uniforme f(z) n'ayant dans toute l'étendue du plan que des pôles. Je dis qu'il ne peut y avoir plus de deux valeurs finies a et b que ne puisse prendre une telle fonction pour une valeur finie de la variable.
En effet, s'il y en avait trois distinctes, on pourrait déterminer les constantes a, 8, y, ô, de façon que
ne prenne aucune des valeurs o, i , oo ; g(z) n'aurait pas de pôles et n'aurait comme f(z) qu'un point singulier essentiel à l'infini. Ce serait une fonction entière ayant deux valeurs exceptionnelles o et i. D'après le n° 22 ce serait une constante et il en serait de même def(z).
Comme corollaire remarquons que si pour une fonction entière G(z) il existe deux équations G(z) — a = o, G(z) — b = o n'ayant qu'un nombre limité de racines, G(z) admettra autour du point à l'infini les trois valeurs exceptionnelles a, 6, oo; ce point à l'infini ne pourra être singulier essentiel pour G(.z); ce sera un pôle et par conséquent G (-s) sera un polynôme.
24. Nous donnerons une deuxième application de l'étude de v(#) faite au n° 21 en généralisant un critérium de convergence des suites de fonctions donné au n° 47 du Chapitre V d'après MM. Vitali et Porter.
Nous avons vu (n° 48, Chap. V) : i° qu'une suite de fonctions S4 (s), S2(s), • • • , S« (s), . . . , holomorphes dans une aire A était une suite normale si elle était bornée', 20 (n° 49) qu'elle avait une limite si limS^(^) existait pour une infinité de points a,,
a2, . . . , a*, . . . , ayant au moins un point-limite l dans Taire A. La condition i° d'être bornée peut être remplacée par cette autre : les Sn(z) ne deviennent jamais égales à A ou B nombres fixes
distincts sans que lune ou l'autre des conclusions i° ou 2° soit modifiée. 11 est clair qu'en considérant au besoinles Tn(-s)= — j~ — r-
on peut supposer A = o, B = i sans restreindre la généralité.
Nous démontrerons par exemple que la deuxième conclusion est encore vraie avec la nouvelle hypothèse. Le lecteur verra qu'avec peu de modifications la première se démontre de même.
Soit un des points a pour lequel Iim S„ (a) existe et égale [5. Sup-
n = ao
posons d'abord |3 yé. o et je. i . Considérons une des déterminations de v( 3) ; pour n assez grand S„ (a) est très voisin de fi; d'ailleurs. pour z assez voisin de a, Sn(z) est très voisin de S„(a). Donc v[S„(c)] a un sens parfaitement déterminé au voisinage de a. En raisonnant comme au n° 2î2 on verra quev[Sn(z)] est holomorphe dans l'aire A ('), où Sn(z) est holomorphe, ^ o et ^ i . Envisageons
Gn(z)= vtS»^)i~ )SH [7(fj= valeur conjuguée de v(P)"|-
Il est clair que le coefficient de /dans v [Sn (z)] étant toujours > o et ^ o, on aura
| Gn ( z )] < i srms égalité possible.
I) ailleurs pour a = a,- l'existence de limS„(?f) entraîne celle
de G„(a;) pourvu que Iim S„(a/) ^ o et 7^1. Supposons donc qu'il v a une infinité de points a, où liniS,, (a,) ^ o et 7^1; alors, pour ces Bj, liiu(i„i /, / existe et, d'après le théorème de Vitali et
Porter, [imGn(z) rxisic dans toul A, et c'est une fonction holo-
morphe G(z), G(a) s= o.
On va von d'ailleurs (pieu aucun point de \ ou ne peut avoir ( 1 3) | — 1 . Il résulte de là que V | S„ (3 | 1 a pour limite une fonction holomorphe vl z | don! la partie imaginaire est positive et jamais nulle.
(') \ il fauilr.i diviser \ en un nombre Iim >!<• oaorceaui simplement
connexes, iu cas où A ne !«* sérail pas, et ne raisonner que sur «l<s ,nrcs ->nnpleiii'-nt on vexes, fa com lusion démontrée pour ces aii---> s'étend d'ailleurs aussitôt ,m\ lires multiplement connexi
Admettons que si Von pose Z = v(a?), il en résulte que x = A(Z), à(Z) étant une fonction holornorphe ^é o, ^ i da/is ^ou/ /<? demi-plan Z situé au-dessus de Caxe des quantités réelles. [Ceci sera démontré au Tome III de cet Ouvrage, 2e édition, Chapitres XTI et XIII et spécialement Sections III et IV].
On conclut de là que Sn(z) aura une limite qui sera Mï(*)]' holornorphe dans A. Le théorème sera démontré.
Mais il faut prouver que l'on ne peut avoir | G(^0)| = i en un point z0 de A. En effet, si l'on avait G(z0) = eltù comme l'on a | Gn(z) | <Z l dans A, aucune des Gn (z) ne peut devenir égale à etl* dans Aet par suite, d'après la remarque faite au n°51 du Chapitre V, il faudrait que G (z) fût identiquement égal à la constante elhi dans tout A. Or cela n'est manifestement pas exact en a puisque G(a)= o. Donc on a bien | G(z0)| < l sans égalité possible dans tout A.
Reste à voir ce qui arriverait si en tous les a/, sauf un nombre fini d'entre eux, limSrt(a;) était égale à o ou à i . Si par exemple en
une infinité d'entre eux lim Sn(a/) = o ; en particulier si
n = oc
P = lim Sn(a) =a o,
n = oo
on considérera les gn\Z) — — • Dans gn'0L) = :
le radical aura une détermination prise arbitrairement et y/Sn(^)se trouvera alors bien déterminé dans tout A puisque Sn ne s'annule pas; les gn(z) sont holomorphes dans A, ils sont '^é o et ^é i dans A, car gn(z0) = o donne Sn(z0) = î et gn(zt) — i donne aussi S,,^) = i, ce qui est impossible. De plus, lim^*,, (oct-)= -j
n — oo 2
donc le raisonnement antérieur s'applique aux gn(z)', gn(z) a une limite holornorphe pour n = oo et il en sera de même de Sn(z). Si l'on avait limS«(af) = i on étudierait les i — Sn(z) =z<j/t(z)
et l'on serait ramené au cas précédent.
25. Avec fort peu de modifications on verra qu'une suite de fonctions holomorphes dans une aire A ou elles admettent deux valeurs exceptionnelles au moins , est une suite normale [a est dite valeur exceptionnelle de la suite Sn(z) si aucune des fonctions Sn(z) ne prend la valeur a dans A].
Remarquons encore que si la suite des S„ admet les valeurs exceptionnelles o et i dans A el si, en un point a de l'aire A, les valeurs Sw(a) diffèrent peu d'un nombre fi ^ o et ^ i
(3„= S„(a) = $-htn \[en\ <e],
on peut, en considérant les Gn(z) = vt *\z'i ~ ' ?n) [v((3„) étant
la détermination voisine de v((3)], raisonner de la façon suivante : ( i„i , a) = o et les | Gn(z) | étant < i dans A sans égalité possible, on peut extraire une suite G^(<z), G,/a(^), . . ., Gq^z) qui converge dans A vers une fonction holomorphe dont le module sera < i sans égalité possible. 11 en résulte en raisonnant comme précédemment sur la fonction a(Z), inverse de Z = v(#) que la suite Sgt(z), S- (s), ..., S(/n(z) convergera dans A vers une fonction holomorphe et par suite dans toute aire A' intérieure à A les modules des | S^ | seront bornés.
26. Soit maintenant F (z) une fonction admettant un point singulier essentiel isolé qu'on peut supposer à l'origine. On va montrer que l'équation F(z)=a a une infinité de racines autour de o sauf peut-être pour deux valeurs de a au plus, (finies ou infinies ). Ces valeurs sont dites exceptionnelles.
Par exemple e z admet autour de o les deux valeurs exceptionnelles o et oc; poursin- il n'y aura que ce. Les fonctions elliptiques étudiées plus loin n'ont pas de valeur exceptionnelle.
Supposons qu'il v ait trois valeurs exceptionnelles a, Ik c. En
substituant la fonction G(z) = ~^- ■ r~A à F(z) on peut supposer que ces valeurs sontO, l, oc [F(z) n'aura donc pas de |»ôles au voisinage «le o : valeur exceptionnelle ool.
Soit p un nombre fixe quelconque. D'après le théorème de Weierstrass (n° Kl. Chap. \ >, on peut trouver une suite infinie de
points r„. 3, Zn tendant vers o et tels que | ( g, $ f- £/,
les --, tendant vers zéro avec -, [|e/[<e] ( '). Traçons un cercle T
(») on peut supposer | zt | > I *, | > | z% I ...,. zn I >.
de centre O, de rayon R passant par z0 et des cercles de centre O rayon — et 2 ri que nous < Considérons les fonctions
de rayon — et 2Rque nous appellerons V et T".
une telle fonction est holomorphe dans la couronne {V T); les valeurs qu'elle y prend sont celles que prend F(^) quand z décrit la couronne (X'n T"n) de centre O, dont les cercles limites ont pour
rayons — • — et 2R. — » dont le cercle moyen Tn passe par z„.
1 Zq Zq
La couronne F' T., tend vers o avec — •
La suite des on(z) holomorphes dans la couronne (FT), y admet donc les valeurs exceptionnelles o et 1, qui sont exceptionnelles pour F (z) au voisinage de o.
De plus
<p/i(*o) = F(^*oj =F(zn) = p -+-£« avec | 'e„""| < e.
D'après le paragraphe précédent on pourra extraire des ®n(z) une suite pareille f^(^), vq%(z), ■ • -j tVW' •••> convergeant dans la couronne (r' Y") uniformément vers une fonction holomorphe <I> (z) qui pourra être une constante finie. En particulier, sur le cercle moyen T de la couronne, les |^7„(^)| resteront inférieurs à un nombre fixe M. Les valeurs que prend cp (^} sur le cercle T sont celles que prend F (z) sur le cercle I\
de centre O de rayon R • — • Ces valeurs sont inférieures
en valeur absolue à M. On a donc trouvé une suite de
cercles F, , T„ , . . ., I\, , tendant vers zéro avec - » et sur les-
quels | F(z) | << M. Entre deux de ces cercles F(s) étant holomorphe restera aussi <M en valeur absolue. |F(z)| devrait donc être << M en tout point voisin du point essentiel o : ceci contredit le théorème de Weierstrass et par conséquent le théorème énoncé est démontré.
La démonstration qui précède est due à M. Montel [Annales de C Ecole Normale supérieure, 1912]. La première démonstra-
lion connue (* ) du théorème précédent sera donnée dans le Tome III (Chap/XIII, Sect. IV) du présent Ouvrage.
La considération d'une suite de couronnes entourant O, parallèle à une suite de fonctions telle que la suite on précédente, formée à l'aide de F (s), a conduit M. Julia à apporter des précisions nouvelles dans l'énoncé du théorème précédent. Voici l'un de ces nouveaux énoncés.
Pour une fonction entière quelconque G(^) et pur un point
arbitraire O du plan il existe une droite D au moins telle que
dans tout angle de sommet O contenant D, si petit soit-il, la
Jonction G(z) prenne une infinité de fois toute valeur finie , sauf
peut-être une seule.
On peut remplacer la droite D par une courbe semblable à une courbe arbitraire donnée a priori et allant à l'infini, pourvu que cette courbe semblable soit convenablement orientée, et à condition de définir convenablement l'angle curviligne arbitrairement petit contenant cette courbe.
Nous n'insisterons pas sur ces nouveaux énoncés, renvoyant pour leur étude aux mémoires de l'auteur : Sur quelques propriétés nouvelles des fonctions entières ou méromorphes [Annales de VÊcole S or maie supérieure^ 1919, 1920, 1921).
(') E. Picard, Sur les fonctions analytiques uniformes dans le voisinage d'un point singulier essentiel {Comptes tendus, t. 89, 187g) et Annales de l'École Xormale, ivv
I. — Généralités sur les fonctions de plusieurs variables
complexes.
1 . Nous avons, j usqu'ici, considéré seulement des fonctions analytiques d'une variable complexe; on peut de même envisager des fonctions de plusieurs variables complexes. Il s'en faut de beaucoup que la théorie des fonctions de plusieurs variables soit aussi avancée que celle d'une variable. Dans les généralités qui vont suivre, la plupart des résultats seront applicables à un nombre quelconque de variables, du moins avec des modifications insignifiantes : nous simplifierons l'écriture et l'exposition en nous bornant à deux.
2. Soity "(m, t>) une fonction analytique des deux variables complexes a et ç. Posons
u = x -+- iy, v = z -+- it ;
on a, par définition,
f(u, p) = PO, y, z, t) -+- i Q(x. y, z, *), P et Q étant des fonctions réelles des quatre variables réelles #, y,
£, t. On aura manifestement entre P et Q les quatre relations
l dp
] dx~ ~~
1 àl ~
àz'
Cherchons à quelles équations satisfera la fonction P. En groupant de toutes les manières possibles ces équations deux à deux, on obtient par deux differen dation s convenables une relation à laquelle satisfait P. Les deux premières donnent
àx* ày* la première et la troisième,
puis ensuite
âx ôt àz dy
à:r àz
à*V àydt
()y àz
,PV
àz*
àt*
âtày
àz àx
àtàx
On voit que ces six équations se réduisenl à quatre. La fonction V .i , y, s, / ) satisfait donc aux quatre équations
<rv à*V à*\> à*\
ôfà~y '-
àz2
àx* ày* àxàt âzày
àz àt ày Oz* >>/■'■
Réciproquement, d'ailleurs, si l'on .i une fonction I* satisfaisant quatn équations, ou pourra trouver une fonction Q(x, \ . s, / i
• H D il.
vérifiant les équations (E), puisque les conditions trouvées expriment précisément les conditions nécessaires et suffisantes pour que l'on puisse obtenir une telle fonction Q (#, y, z, t).
On voit de suite la différence profonde qui doit séparer la théorie des fonctions de deux variables de celle d'une variable. Dans celle-ci, la partie réelle P doit satisfaire à l'unique équation de Laplace; dans celle-là, au contraire, nous trouvons quatre équations pour cette seule partie réelle P. Il ne semble guère possible d'étudier ce système de quatre équations comme on a étudié l'équation de Laplace; aussi devrons-nous ici considérer la fonction P-f-z'Q dans son ensemble sans étudier séparément P et Q.
3. La série de Taylor s'étend immédiatement aux cas de deux variables. Soit une fonction analytique f{x, y) dès deux variables complexes x et y\ cette fonction est supposée uniforme et continue quand le point x est à l'intérieur d'un cercle C ayant x0 pour centre et r pour rayon, et le point y dans un cercle G' de centre y0 et de rayon r' .
Nous n'avons qu'à répéter la démonstration faite pour le cas
des variables réelles. Supposons que les points x0-\-h ety0-\-k
soient à l'intérieur des deux cercles que nous venons de définir;
on pose
x = xQ-+- ht, y ■== y0-h kt.
f(x, y) peut être regardée comme une fonction de la variable complexe t, uniforme et continue à l'intérieur du cercle ayant l'origine pour centre et l'unité pour rayon, puisque, quand t reste dans cette région, le point (x, y) reste à l'intérieur des cercles G et G'. On doit même remarquer que la fonction de t, que représente j (x, y), sera uniforme et continue dans un cercle de rayon supérieur à i ; nous pourrons donc faire, sans incertitude, t == i, dans le développement que nous allons obtenir. Ge développement n'est autre chose que le développement de Taylor, pour la fonction de t
f(x0+ht, y*+kt);
on a donc
* àf , à/Y
f(x0-hht,y + kt)=2i
dx dy
J"o,.Vo
où, comme on sait, l'expression ( h-y--\- h --) est symbolique,
les puissances devant être remplacées par les dérivées. On a alors pour t = 1
f(x0-hh,y0-hk) = ^
entièrement analogue, comme forme, ce qui a été vu dans la théorie élémentaire des fonctions de deux variables réelles.
i. Dans le développement précédent, le coefficient de 1iP kl est
dnf
q \dxP dyi ) r9,yo
Il est très intéressant d'avoir une limite supérieure du module de ee coefficient. Cette limite peut être obtenue en fonction du module maximum M de la fonction f (#, y) à l'intérieur des cercles G et G'.
Considérons d'abord la fonction f (#, y) comme fonction de la seule variable x, nous aurons, d'après une formule établie antérieurement (Chap. \ , n° 8),
Prenons maintenant la dérivée gr'èn,e des deux membres par rapport à y et faisons-^ ='^V Nous devons différentiel* q fois sous le signe d'intégration par rapport à r; <>r, en appliquant la même formule, <>u ;■
Il \ lent donc finalement
(pl£\ = «.*...^;i.».;.y Ç ft*f{„,+ r*i%y.+ r'e*')e-*<e-*td%d*
De cette formule se tire de suite la limite cherchée : en remplaçant par M le coefficient de <VfJ cfà1 sous le signe d'intégration,
on a une limite de module et, par conséquent,
<jp+q f ! \ .1. . .p. 1.2. . .g
dxi> ày<? \x=Xo
rP r'v
5. Si les cercles C et G' ont pour centres l'origine, on a, en faisant Xq = yo = o et h = x, k = y, le développement de Maclaurin
Le coefficient A^ q de xp yv est, d'après ce que nous avons dit plus haut,
p . 1 , a . . . q \ duP dv<i J li
On aura donc V inégalité très importante
De là nous concluons une propriété essentielle du développement ( 1 ); la série, formée avec les modules des termes de la série
^kp^xpyi,
est convergente, quand x et y sont respectivement à l'intérieur des cercles C et C. On le voit de suite, puisque, en remplaçant \-^Pt9 I Par sa 1 i ithl i t e supérieure, on a
îR>
et cette série est convergente quand
La fonction représentée par la série (2) s'obtient d'ailleurs immédiatement sous forme finie; ce n'est autre chose que
comme le montrent les développements de et et l'ap-
plication de la règle de multiplication des séries.
Nous ferons plus tard grand usage de la fonction G(x, y). D'après la manière même dont elle a été obtenue, on peut dire que ses dérivées partielles, toutes positives pour # — o,j'=o, sont, pour ces valeurs des variables, supérieures aux modules de la dérivée correspondante de/(#, y) : on a les inégalités
dP+vG
ôxp dy?
On peut trouver bien d'autres fonctions jouissant de la même propriété que G (#, y). Citons la suivante dont nous aurons aussi à faire usage
Le coefficient de xp y<J , dans le développement de cette fonction, étant
p. 1 .2 . . .q rP r'i
se trouve supérieur à la limite trouvée , pour les modules des
coefficients/^, y).
6. Noua nous sommes borné au cas de deux variables : tous «aïeuls s'étendent à un nombre quelconque de variables. Pour une fonction
uniforme et continue à l'intérieur des cercles Cu Ca C„ de
(entre () et de rayons rf, r2, . .., /•„. on a le développement
f=^AP*P*- !?.*?«*{• ---«{"j
et l'inégalité
I ^ptpy.pn I < ,, ,, -S-
conduil à des conséquences analogues à celles que nous avons obtenues pour le cas de deux variables.
II. — Décomposition en facteurs dune fonction de plusieurs variables. Fonctions implicites.
7. La décomposition en facteurs d'une fonction d'une variable, qui permet de mettre en évidence les racines de cette fonction, n'est pas susceptible de s'étendre sous la même forme à une fonction de deux ou plusieurs variables. Ici, en effet, l'ensemble des valeurs des variables qui annulent la fonction forme une suite continue. On peut cependant, dans une certaine mesure, réaliser une décomposition qui mette en évidence la partie d'une fonction susceptible de s'annuler dans le voisinage d'un système déterminé de valeurs des variables.
Avant d'aborder ce point, commençons par montrer comment le théorème de Cauchy, démontré (Chap. VI, n°21) pour les polynômes, est susceptible de s'étendre à une fonction holomorphe quelconque. Nous nous bornons toujours, uniquement pour abréger, à une fonction de deux variables.
Soit donc une fonction F(#, y) holomorphe dans le voisinage de x = o, y = o, c'est-à-dire dans les cercles de rayons p0 et R. On suppose que F (#, y) s'annule pour x =. o, y = o et que F(o,y) ne soit pas identiquement nul.
Ecrivons F (#, y) sous la forme
¥(x,y) = A04- AtjK-H...-+- A„^»-f-...,
les A étant des fonctions holomorphes de x dans le voisinage de x = o.
En désignant par M le module maximum de/(,r, y), on a
!A«l<ivr
On suppose que
A0(o) = Ai (o) —...== iVn-i(o) = o et Ara(o)^o. Nous voulons chercher le nombre des racines de l'équation enj'T
voisines de £éro, pour x suffisamment voisin de zéro.
Ecrivons
en posant
A0 Ai A,,-!
An/" A«7'l_1 &ny
A/1-1-1 Aa_)_2
Soit B le module minimum de A/0 # restant à l'intérieur d'un certain cercle dans lequel An ne s'annule pas et que nous supposerons être le cercle de rayon o0. On aura, en désignant par r le module de y,
modQ< bIr^ + r^ +-■■;= bi^r — '
1 K Si donc on prend r assez petit, on aura
mod Q < - »
lorsque le point (#, )) est quelconque à l'intérieur des cercles de on pfl pour if, et de rayon /• pour j'.
On aura, d'autre part, pour P, quand y reste sur le cercle de rayon /', en appelant A le module maximum de A0, A,, . . . , A„_,,
mod P < — H — r -+-. . .H-
l; \ rn r"~l r
et comme A0. A,,..., An_, s'annulent pour x = o, on aura, si l'on prend pour- domaine de x un cercle d'un payon p<TPo assez petit. \ aussi petil qu'on voudra. Prenons passez petit pour que
f I l iN
alors on aura
mod P < - 1
estant dans le cercle de rayon p et y sur ht circonférence de
layon r.
Il esl facile maintenant d'avoii le nombre des racines de l'équation <!
{x ayant une valeur fixe dans le cercle de rayon p) contenues dans le cercle de rayon r. 11 suffit d'étudier la variation de l'argument de F(x, y) quand y décrit la circonférence de rayon r; or le module de P-j-Q étant inférieur à un, l'argument de
reprend la même valeur. La variation de l'argument sera donc 2 mt i et, par suite, le nombre des racines sera égal à n.
8. Cherchons quelle forme on peut donner à la fonction F(x,y). A cet effet, x ayant une valeur fixe dans le cercle de rayon p, effectuons, sur le cercle de rayon r dans le plan des y, l'intégrale
ày F
1 iiz
jdr>
loppant ; suivant les puissances entières de y ' , on voit immé-
y' désignant un point quelconque à l'intérieur de (/*). En développant ; suivant les puissances entières
diatement que cette intégrale est de la forme
les G étant des fonctions holomorphes de x. D'autre part, en désignant par
ru >"2, ...., y a
les n racines de F(x,y) = o, contenues dans le cercle de rayon r, cette intégrale est aussi égale à la somme des résidus de la fonction sous le signe d'intégration, relatifs aux pôles y{, y2l • . . , yn et y' ',
c'est-à-dire à
dF\
ày | 1 1
-pr- / H 7-H....H r
t /y=y yi — y yn — y
On a donc, en remplaçant 7-' par j^, et posant
f(y ) = (y —yi) (y —72 ) . . • (y — yn),
DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES. *8l
l'identité
àF <W df
'yG'P=àl_ i ; r_; =JL_Jl_
jL p7 F y -y, y-yn F /
OU
àF dj_
ii ()y dy
II (x, y) étant une fonction hblomorphe de x et y, lorsque ces points sont respectivement à l'intérieur des cercles de rayon p el r.
D'ailleurs / ( y) est un polynôme en r.
7fl+fli/'1 J-^. • .+ fl»-i/ + «)i]
dont les coefficients sont des fonctions holomorphes de x. Pour !<■ voir, effectuons encore sur le cercle (r) l'intégrale
dF
(\ «v| UI1c fonction holomorphe de x. qui est identiquement égale à la somme
sidus de la fonction intégrée, c'est-à-dire que les sommes dea puissances semblables de y i,..., yn sonl des fonctions holomorphes de r. et, par suite, enfin les coefficients a.
Nous pouvons don< écrire
Il, (.r. i i étant encore holomorphe. et C une constante par rapport à r. i est-à-dire une fonction d<- x qu'il <si facile de déterminer : i ii faisant y — vn. ^fl étant sur !<■ cercle de rayon r, on aura
11 1 ' ' • r(, • tlf(x,y%) ne s'annulent pas quand test à l'inté rieur du cen le p. Il en résulte que noua pouvons écrire
K(x,y) étant une fonction holomorphe qui ne s'annule pas quand x et y sont à V intérieur des cercles p et r; de plus, j {x, y) est un polynôme en y dont le premier coefficient est V unité et dont les autres coefficients sont des fonctions holomor plies en x (4 ).
On voit que cette décomposition met, en quelque sorte, en évidence la partie de la fonction F(x, y) qui s'annule dans le voisinage de x = o, y = o.
9. Une conséquence très importante peut se déduire du théorème précédent, relativement à l'existence des fonctions implicites. Considérons l'équation
F (x, y) étant holomorphe dans le voisinage de x = o, y = o. Je suppose que ( v- ) ne soit pas nulle, c'est-à-dire que le nombre n
du paragraphe précédent soit égal à un. On aura donc
fO,.T) = [y-+-al(x)]K(x, y),
aK étant holomorphe en x et s'annulant pour x = o. L'ensemble des valeurs de x et y voisines de zéro et satisfaisant à l'équation
doit nécessairement vérifier la relation
y-^ax(x) = o,
puisque K (x, y) ne s'annule pas dans le voisinage de x = o, y = o.
L'existence de la fonction implicite y de x est ainsi démontrée. Sous la condition indiquée, l'équation F = o définit une fonction holomorphe de x dans le voisinage de x = o.
(') Ce théorème a été, depuis 1860, enseigné par M. Weierstrass dans ses Leçons de l'Université de Berlin. Voir Abhandlungen aus der Functionenlehre von K. Weierstrass (Berlin, 1886). La démonstration qu'on vient de lire est due à M. Simart.
Soit, en particulier, l'équation
G (y) étant holomorphe dans le voisinage de y = o et s' annulant pour cette valeur. Si G' (0)^0, l'équation précédente définira une fonction y de x holomorphe dans le voisinage de l'origine. 11 est facile d'étudier le cas où l'on aurait
G'(o) = G"(o) =...= G/'-'Co) = 0,
G** (o) n'étant pas nul. On a, en effet,
X=zyP(k+ By +...), (A^ o),
et, par suite, en posant \fx ■=. x\
x = y (/A + Bj+....
Or, la fonction sous le radical ne s'annulant pas pour y = o, la détermination choisie pour le radical sera holomorphe dans le voisinage de l'origine et l'on se trouvera ramené au cas précédent; par suite, y se mettra sous la forme d'une série ordonnée suivant
puissances de x\ c'est-à-dire de \Jx. La fonction y a donc p déterminations qui se permutent autour de l'origine.
10. L'analyse qui vient d'être développée s'étend d'elle-même à un nom lire quelconque de variables indépendantes. Soit une fonction
Y (y. ./-,. pt, ..., xn)
des n -+- 1 variables indépendantes 1. xt, ^vi r"- s annulant pour y = xt = . . . = xn = o. Si, pour ./•, = x2 = • « • = xn = o, l< développemenl de
commence par un terme eu w. on pourra écrire
I.i fonction holomorphe K ne s annulant pas dans !<• voisinage <!<■ v=.r, = ... =,r„ = (i ci les a étant des fonctions holomorphes
11. De ce résultat nous pouvons conclure l'existence et la nature des fonctions implicites définies par le système d'équations
IFi(a?tï x2, ..., xn,yuy>, ...,yp) = o, F2O1, x2, . .., xn, yu yti .--i.Yp) = o, Fp(xl, x^ ..., xn, yu y2, ...,yf>) = o. Nous supposons que les fonctions F s'annulent pour
xy = x2 = . . . = xn = yx = . . . = yp = o et que pour ces valeurs le déterminant fonctionnel
D(F„ F„ ...,FP
/ie soû /?&s /m/. Dans ces conditions, nous allons montrer que ces équations définissent, pour y{, y2, ..., yp, des fonctions holomorphes dans le voisinage de x{ — x2 == ... = xn= -o.
Pour l'établir, supposons la proposition démontrée, n étant quelconque, jusqu'à un nombre p — 1 d'équations. Nous allons montrer comment on peut passer de p — 1 à p. Remarquons d'abord que les dérivées partielles du premier ordre
à¥x àFt àFj
ày\ ày2 ' ôyp
ne s'annulent pas toutes quand les x et les y sont simultanément nuls. Soit, par exemple, la dernière de ces dérivées différentes de zéro; nous pouvons écrire
F1O1, a?,, ..., xH;yi,y*, ..-, yP) = (yp-ha^K,
a, étant holomorphe en xK, x2l . . ., xp, JK«, J'o, • • ■*» Xp-i et K n'étant pas susceptible de s'annuler quand les x et les y sont suffisamment petits. Nous pouvons donc remplacer la première équation par
yp-lra\=ï O,
et, par suite, en remplaçant^ par — a<, dans les équations suivantes, nous sommes ramené au cas de p — 1 équations. Il est facile de voir que le déterminant, correspondant à ces p — 1 équa-
tions, ne sera pas nul; nous avons d'abord, en effet, le déterminant
âai
àyi
dyp _,
ày\
àFt
ày*
àF, typ-\
àFt
àyp
àFp
ày\
dFp ày*
dFp typ-t
dFp
àyp
différent de zéro quand les x et les y sont nuls. D'autre part, le déterminant fonctionnel de
pi
considérées comme fonctions de j, , y2, .-.,,»-«, quand on a remplacé^ par — a,, n'est autre chose que
âF2 àyi
àF.2 àa\ àyP àyt
ôFp
àFp ôax
àF,
ôFi àax
dY\ àyp ày\
àyp i àyp àyp-x
àFp àFp ôax
àyp-t " àyp àyp-x
et ce déterminant est au signe prés identique au précédent, comme le montre l'application des théorèmes les plus élémentaires sur Les déterminants.
Le théorème relatif à l existence et à la nature des fonctions implicites est donc complètement établi. Sous la condition indiquée relative au déterminant fonctionnel, les équations (4) définissent pour y{, y2, . . ., yp des fonctions holomorphcs dans le voisinage de xt = x2 = . . . ~=-xn = o.
Il . II ne sera |>.i> ^.m> intérêt de montrer que L'existence d fonctions implicites peut être établie, en se servant de méthodes 'I approximations successives >i fécondes dans La théorie des équations différentielles. En nous bornanl à une seule équation, suivons pour cet <>l>j<'i L'exposition de M, < roursat ( Bulletin de la S • mathématique, 1903). Nous établirons d'abord mi résultai préliminaii
Soi y\ une fonction continue des deux variables réelles
x et y dans le voisinage de (#0, jKo)? c'est-à-dire dans le domaine (x0 — a, x0-\-a), (j0 — b, y0 -h 6). De plus
/Oo, Jo) =0,
et enfin la fonction y satisfait dans le domaine à la condition de
Lipschitz
\f(oo,y)-f(x,y)\<k\y-y\)
où nous supposons \ k | < i .
Ceci posé, on considère l'équation
On veut montrer qu't7 y a une racine et une seule de cette équation en y, qui, pour x — x0, prend la valeur y0.
Supposons, pour simplifier l'écriture, x0 z=z y0 = o. Nous avons l'équation
* bis) y =/(•£, y).
On part de zéro, et l'on forme la suite des approximations/,, ...,yn au moyen des relations
yn=f(x,yn-i).
Or Donc
\f(x,y)<\yi i + *!jl-
Comme/) s'annule pour x = o, on peut prendre
tel que
Si donc |jk! <C ^? on aura, # étant compris entre — a et -\-a', \f(x,y)\<b(i-k) + bk = b.
Donc, dans ces conditions, tous les y seront compris entre — b et -+- b. On voit alors facilement que ytl converge unifor-
mémenl vers une limite. On a en eftet
\yn—yn-\ <k\yn 1— Xn-i\-
La série
converge donc comme une progression géométrique décroissante; la fonction >0 converge uniformément vers la limite y, et de l'égalité
yn = f(or, yn-x) il résulte que y satisfait à l'équation
L'existence dune racine de cette équation est donc établie.
Il n'y a pas d'autre racine de l'équation (ibis) s'annulaut pour x — o. Soit en effet \ une racine s'annulant pour x = o, on aurait
\=fyx, Y).
En rapprochant cette relation de
ou aura
Donc, de proche en pioche,
et, puisque l'A* | i, il <vst manifeste que Y coïncide avec v.
h. De <e lemme on passe de suit.' au théorème classique. Soit I équation
- bit) l <*y) = o,
tant continue el ayant une dérivée partielle — > autour de la J l <>y
position (x0,y0) pour Laquelle on a
— ) =//?, mettons l'équation (a611) sous la forme
y-yo=y-yo- m
Ici la fonction f (x. y) du lemme précédent est
et la dérivée -j- s'annule pour (#0, y0)', elle est donc inférieure a
un en valeur absolue. Le lemme est donc applicable, et l'existence de la fonction y dé finie par (2bis) est établie.
Tout ceci est bien évidemment applicable au cas où F (x,y) est une fonction holomorphe autour de (x0j y0), et, avec peu de modifications, un résultat analogue s'étend à un nombre quelconque d'applications implicites.
III. — Des intégrales multiples de fonctions de plusieurs variables complexes. Extension du théorème de Cauchy, d'après M. Poincaré.
12. Avant d'arriver au sujet qui fera le principal objet de cette Section, il est nécessaire que nous généralisions l'étude faite précédemment (t. I, p. 1 36) des intégrales de surface.
Soient xt} x2, . . ., xm des variables en nombre m; nous considérons l'intégrale double
(!) / / £ A/ * dxt dx1( ,
expression purement symbolique, jusqu'à ce que nous lui ayons donné un sens, et dans laquelle, d'après les définitions qui vont suivre, l'ordre des deux facteurs dxi dx^ n'est pas indifférent; les A représentent des fonctions de #,, œ2\ • . ., xm. Nous convenons
que
A îk == — A^j.
ce qui entraîne A// = o'; les indices i et k prennent toutes les valeurs de 1 à m. L'intégrale (I) n'aura de sens que quand nous aurons fixé dans l'espace à m dimensions (xf, x2, . . ., xm) la surface d'intégration. Concevons, à cet effet, que l'on prenne pour Xi, x>2, . . ., xm des fonctions de deux variables u et p, et soit une certaine aire A dans le plan des deux variables u et v. A l'aire A du plan (&, v) correspond dans l'espace à m dimensions
{xi, x2: . . -, xm) une certaine portion de surface, et l'intégrale (I) étendue à cette portion de surface sera, par définition, l'intégrale double ordinaire
étendue à Taire V. Comme précédemment, nous posons
Dit,-. Xk) _ àxi dxjç dxi dxk D( u, v) du dv dv 'du
On voit que, à cause de la relation A;*= — A*/, les deux termes qui correspondent aux deux couples ik et ki s'ajoutent. Remarquons encore que, si l'on permute u et e, l'intégrale précédente change de signe; nous pouvons dire alors, conformément à ce qui se passait dans l'espace à trois dimensions, que l'intégrale est prise sur l'autre côté de la surface (voir loc. cit., p. 126).
13. Nous devons nous poser pour l'intégrale (I) une question analogue à celle qui a été étudiée pour les intégrales de surface. A quelles conditions cette intégrale ne dépendra-t-elle que du contour de la surface d'intégration? Pour bien préciser la question, nous pouvons supposer qu'on se donne arbitrairement une aire A dans le plan (u, e) et que les expressions dex^ x2, ..., x,n, en fonction de u et e. dépendent en plus d'un paramètre arbitraire, et cela de telle manière que x{, x2l r,„ aient le long
du contour de A de^ valeurs indépendantes de ce paramètre : dans onditions on veut que la valeur de (I) ne dépende pas
de ce paramètre.
\s;nil d aborder celle question, commençons par supposer que
lésa -«» ieni des fonctions d'ailleurs arbit raires de trois variables \ . \ . /.. soi!
L'intégrale (1) n;i .dors devenir une intégrale de surface dans l'espace ordinaire ;i trois dimensions, et, si l'on conçoit \. ï, Z exprimées en fonction de deux paramètres u et c, ob aura, comme le montre un calcul Immédiat,
D DO Z D ./;../' D
l'I. MU.. — u. 19
290 chapitre IX.
L'intégrale pourra donc s'écrire
c'est sous cette forme que nous avons précédemment écrit les intégrales de surface.
Cette intégrale ne dépendra que du contour de la surface d'intégration, si l'on a
dZ L2^ A'* D(X, Y) J + dX [2jAlk D(Y,Z)J
Développons cette relation. Les termes en A/* disparaissent d'eux-mêmes, en vertu de l'identité facile à vérifier
à î>(fi,fti , ^ D(/-,/A.) , d D(//,/Q
dZ D(X, Y) dX D(Y, Z) e)Y D(Z, X) Il reste alors
^JD(X, Y) li-rfAr/, <>Z J ^J D(Y,Z) I Zd àxh àX
V(A fk) f^àkuc dfh
y uç/f, Jk) /y
-L DfZ. X) ^
(Z, X) l ^ <te„ àY
ou, en réunissant tous les termes dans une sommation triple.
(5) y (àkik , àxkh _ èkhi\ v(fbfk,fh)
âx/i ôxi àx/c ) D(X, Y, Z)
Cette sommation est étendue à toutes les combinaisons trois à trois i, A, h des chiffres i , 2, . . . , m. On remarquera que le terme correspondant à la combinaison i, k, h reste le même, quel que soit l'ordre dans lequel on prenne ces trois lettres.
14. Revenons maintenant à la question posée au début du paragraphe précédent : nous allons de suite trouver des conditions nécessaires. Considérons, en effet, seulement comme variables trois des lettres #, soient 27, Xk, Xh, les autres étant des constantes
arbitraires. Dans l'espace à trois dimensions (#/, x^-, Xh) la condition que nous venons de rappeler doit être remplie; on aura donc
à\i/c dX àoch
àx/c
et cela quelles que soient les valeurs des x. Nous obtenons ainsi autant d'identités nécessaires qu'il y a de combinaisons de /«lettres trois à trois. Il faut montrer maintenant que ces conditions sont suffisantes.
Nous devons concevoir que les x aient été exprimés en fonction de deux paramètres u et v et d'une constante arbitraire £
.r/= fi(ut p, e) (*' = 1, 2, ..., m),
€ variant entre certaines limites, et l'on suppose que les valeurs des x ne dépendent pas de e quand le point (w, v) est sur le contour A dont nous avons parlé plus haut. // faut montrer que l intégrale (1) ne dépend pas de z.
Posons
Notre intégrale va alors devenir une intégrale de surface dans l'espace à trois dimensions (X, "i , Z) et, les conditions (6) étant remplies, l'intégrale le long de toute surface fermée de cet espace sera nulle
Pour b = o, l'intégrale (I) sera étendue à l'aire A du plan des (X, 1 ); pour 1 arbitraire, elle sera étendue à l'aire H, section par
Fig. 28.
le plan Z e du cylindre don! V est la section droite {fig* ,s>- Noua devons établir L'égalité <lc ces deui intégrales, en les supposant, bien entendu, prises dans le même sens, c'est-à-dire pour une même direi lion de normales, soit les 3 positifs.
Or le cylindre et les aires A et B limitent un volume. L'intégrale prise le long de la surface totale de ce volume cylindrique est nulle, puisque les relations (6) sont vérifiées; le résultat que nous avons en vue sera donc établi, si nous montrons que l'intégrale prise sur la surface latérale du cylindre est nulle. Or il en est bien ainsi; en effet, les x ne dépendant pas par hypothèse de s quand le point (w, ç) est sur le contour A, les déterminants fonctionnels
D(a?t, xk) Dp/, x k)
seront nuls sur la surface latérale, et, par suite, l'intégrale relative à cette surface sera égale à zéro. Les conditions trouvées comme nécessaires sont donc suffisantes.
Nous avons, dans tout ce qui précède, supposé implicitement que les A étaient des fonctions bien déterminées et continues des x pour les systèmes de valeurs que nous avions à considérer. En particulier, l'intégrale étendue à une surface que l'on déforme, en laissant ses bords invariables, ne gardera la même valeur que si cette surface, en se déformant, ne rencontre pas des systèmes de valeurs des x pour lesquelles les A deviendraient infinies ou mal déterminées. Tout cela est entièrement analogue à ce que nous avons dit longuement au Tome I pour le cas de trois dimensions ; il est inutile d'insister.
15. Nous pouvons maintenant nous occuper des intégrales multiples de plusieurs variables complexes.
Nous nous limiterons aux cas de deux variables complexes x et y. M. Poincaré a étendu aux intégrales doubles le théorème fondamental de Cauchy (1); c'est ce que nous allons montrer.
Que doit-on entendre par V intégrale double (J) ffF(x,y)dxdy?
Cette expression n'a en elle-même aucun sens, mais il n'y a
(') Poincaré, Sur les résidas des intégrales doubles (Acta mathematica, t. IX).
aucune hésitation à avoir sur la définition à adopter. Posons
x = .r, -+- ix2, y — x-i-\- ix-n
et considérons, comme plus haut, x{, x2, a?3i xk comme fonctions de deux paramètres u et v : soit A une certaine aire dans le plan (m, v). L'intégrale
sera, par définition, la valeur de l'intégrale (J) étendue à la portion de la surface de l'espace à quatre dimensions (#,, ff2, a?3, xA) qui correspond à l'aire A du plan («, r). On voit qu'on peut permuter x et y; on aura une seconde intégrale égale et de signe contraire; on peut dire qu'elle est étendue à l'autre côté de la surface.
Mettons en évidence la partie réelle et la partie imaginaire de l'intégrale; en remplaçant x et y par leurs valeurs et posant F = P H- «Q, on obtient
rp(gt>*,) D(gllJP>)1 j du dç
Nous av. .us donc respectivement comme parties réelle et imaginaire
rr\P\ à(*u *i) 2i£!iZiJl L-q rp(** *a) h- pc*"-*^! U/,A>.
,/J r|. D(«, p) D,i*;p)J ^l D(a, ^ DU, p)J(
JJ |Q| D(7^T) DUTVTJ " L D(«,p) D(h,p) J (
que l'on peul écrire, sous forme plus abrégée, en se reportant aui définitions,
f fP(dXi dxt—da , '//•;) — Qu/r, rfj?3-+ ./.r, rfa?4),
f^<> dXxdXt— dXidxk) ?(dxt dx9+ dX\ '/>;),
Intégrales de même forme que celles qui onl été étudiées au paraiphe pi ■•'■« édenl .
I n eci étanl bien compris, il esl facile de décider si l'on
peut étendre à ces intégrales doubles le théorème fondamental de Cauchy. En d'autres termes, l'intégrale double ci-dessus restet-elle invariable quand on déforme la surface a" intégration en la faisant toujours passer par le même contour?
Nous allons voir que les conditions trouvées au paragraphe précédent sont vérifiées. Prenons la première de ces intégrales
/ / P ( dxx dx3 — dx2 dx\ ) — Q ( dx2 dx:i -+- dxx dx± ) .
Si nous l'écrivons comme plus haut sous la forme
/ / 2^ ^ikdxidxk, •on doit poser
les autres A sont nuls.
Or nous avons ici à vérifier quatre conditions, puisque quatre est le nombre des combinaisons de quatre lettres trois à trois. Soit d'abord la condition
elle se réduit à Soit encore elle se réduit à
<?A12 <M23 àA3X àxA àxi àx2
àQ dP
<?A23 <JA34 ' dA42 __ ÔXl à Xi dx-x
àQ à\>
ôx-^éx-3=°-
Les deux relations entre P et Q que nous venons de trouver sont vérifiées ; ce sont, en effet, deux des relations exprimant que P -f- i Q
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est une fonction analytique de xK -f- ir2 et.r;, -h /./■-,. On s'assurera de la même manière que les deux conditions restantes, relatives à L'intégrale considérée, sont vérifiées pour la même raison. Il en est aussi de même des conditions relatives à la seconde intégrale : nous pouvons donc affirmer que le théorème de Cauchy s étend aux intégrales doubles.
16. Le théorème qui vient d'être établi peut, comme dans le cas d'une seule variable, s'énoncer sous une autre forme. Considérons, dans l'espace à quatre dimensions (x\ , ./■•>, ./;{, .///,), une surface fermée; une telle surface, par exemple, pourra être obtenue en
prenant
xi= ?/(m, v) (i = i, 2, 3, \).
les o étant des fonctions de u et e, périodiques par rapport à u et par rapport à v. Nous pouvons énoncer le théorème suivant, qui n'est qu'une autre forme de la proposition du paragraphe précédent :
Lï intégrale
V{x,y)dxdy,
prise le long dune surf ace fermée ^ sera nulle.
On sous-entend dans cet énonce': que la surface peut, par une déformation continue, se réduire à un point ou à une courbe, de telle manière que, pour l'ensemble des valeurs de x et y rencontrées par la surface pendant cette déformation, la fonction F ne cesse d être bien déterminée et continue. La démonstration es! immédiate; en effet, on pourra alors réduire la surface à un point ou à une courbe par une déformation continue et, pendant cette d< formation, la valeur de l'intégrale ne changera p;i^ : or la valeur de l'intégrale double ne peut être que zéro, puisque l'aire delà surface d'intégration tend vers zen».
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IV. — Des résidus des intégrales doubles de fonctions
rationnelles (1).
17. Si une surface fermée ne peut être réduite à un point ou à une courbe, par une déformation continue, sans rencontrer des systèmes de valeurs de x et de y, pour lesquelles F(x, y) devienne infinie ou indéterminée, la valeur de l'intégrale pourra être différente de zéro : on appelle alors cette valeur un résidu de l'intégrale double. Dans ce qui va suivre, nous nous bornerons au cas où le continuum d'intégration reste tout entier à distance finie.
Prenons d'abord un exemple très simple; soit l'intégrale
xy
P(#, y) étant une fonction holomorphe de x et y dans le voisinage de x — o, y = o. Je considère la surface définie par les deux
équations
x — R eu\ y = R' ew',
les paramètres réels u et v variant de o à 2?r : c'est une surface fermée. La valeur de l'intégrale sur cette surface est
— I I P(Re«', R'te*i) du'dv,
dont la valeur est manifestement
On aurait pu prendre, comme surface d'intégration, l'ensemble de deux courbes fermées G et G' entourant une fois l'origine dans les plans respectifs des variables x et y. Le résultat aurait été le
(x) La notion de résidu des intégrales doubles de fonctions rationnelles est due à M. Poincaré [Sur les résidus des intégrales doubles (Acta tnathematica, t. IX)]. Le point de vue auquel nous nous plaçons ici est celui que j'ai adopté dans mon Mémoire sur les fonctions algébriques de deux variables (Journal de Mathématiques, 1889), et dans une Note du Tome CXXIV des Comptes rendus.
Nous suppasons, dans cette section, que le lecteur connaît la théorie des intégrales abéliennes; cette théorie sera développée dans un Chapitre suivant.
même. Suivant le sens d'intégration sur les deux courbes C et C/, on peut obtenir des résultats de signes différents. L'intégrale double
~ dx dy
x"1 y nous donne, dans les mêmes conditions,
et, en développant P(./\ y) suivant les puissances de x etj', restera simplement, comme valeur de L'intégrale,
(m — i)l (n — i)l \ ùx'»-i dy'1 - » ) x=0
Jm+n-l p
18. Présentons immédiatement quelques considérations générales. Soit l'intégrale
V el V étant deux polynômes en x et r, réductibles ou irréductibles. Pour une valeur donnée à r, L'équation en x
;i un certain nombre de racines. Traçons dans le plan de la variable x un contour fermé G contenanl à son intérieur un certain nombre de racines
de L'équation précédente. Quand y varie d'une manière continue,
/ varienl d'une manière continue; déformons en même temps
d'une manière continue !<■ contoui C de façon que les racines
r , . / 1 -, restent toujours à son Intérieur et que Les racines
de L'équation \. primitivement extérieures à ( . lui restenl toujours extérieures. Supposons que La variable y décrive alors dans son plan un contour fermé I tel que, quand elle revient au point d<-
départ, Les racines /(. /, , t reprennent la même valeur
ou soient seulement permutées entre elles, et que !<• contour G puisse a I arrivée reprendre La même position <ju au départ. Dans
ces conditions, l'ensemble des courbes C, correspondant aux divers points de T, peut être regardé comme formant un continuum fermé à deux dimensions dans l'espace à quatre dimensions. La fonction rationnelle
reste finie pour tous les^points de cette surface, et la valeur correspondante de l'intégrale double est en général différente de zéro.
19. Faisons une première application de ces généralités. Nous envisageons l'intégrale
«> f feu P(^} ,<**&>
Q et R étant deux polynômes, et nous supposons que le point x ■== o, y = o soit un point simple de rencontre des deux courbes Q = o et R= o. Pour une valeur dey voisine de zéro, l'équation Q = oa une ïacine xK voisine de zéro, et l'équation R = o une racine x2 voisine de zéro, de telle sorte que
Prenons comme courbe G une courbe dans le plan des x entou-
Fig. 29.
rant #t et laissant x2 à son extérieur. Quand la variable y décrit autour de l'origine une courbe fermée T suffisamment petite, les points xx et x2 reviennent à la fin à leur position initiale, et si G, en se déformant, reste suffisamment rapproché de xu il laissera toujours x2 à son extérieur. On peut par exemple supposer, si l'on veut, que G est un cercle de rayon assez petit, ayant x{ pour centre.
Cherchons la valeur de l'intégrale prise le long de la surface fermée correspondant à T et à l'ensemble des courbes C. Laissant
(Tabord y constant, nous avons à prendre, dans le plan des .r, l'intégrale
Q(#» y) rO, y)
Il faut donc calculer le résidu par rapport à X\ de la fonction rationnelle
Nous avons, pour valeur de cette première intégrale,
et il faut prendre maintenant dans le plan des y
* JrQ'Avi,y) K(a:i, y) J'
Au dénominateur, Ri./,, y) est une fonction de y s'annulant
pour V = o. Or, le résidu pour j^ = o de la fonction sous le signe
(I intégration est
Qi(o, O I Or
_a ly
àQ
,1 , rVH dxt <)\\ OH dy <)\\
-—\\{Xl.))= , - ; H = —7— H
dy QX\ dy dy Uyy o>Q c/j-
On trouve donc, pour la valeur de l'intégrale,
/àH. aQ _ <)\\ àQ \<)y àx ùx ôy J x=o
11 rM ;n»é de vérifier que, si I <m avail pris un contour G, envel«»l»|i;iut les deux racines x{ el #3, La valeur de L'intégrale aurait nulle.
!20. I u i-,is présentant 1 1 n < ■ grande analogie avec celui «pu vient
de nous occuper est celui où l'on aurait l'intégrale
dx dy,
la courbe A (a?, y) = o ayant un point double à l'origine. Nous avons pour y voisin de zéro deux racines xK et x2 ; nous considérons les mêmes courbes que plus haut. On a alors à calculer
2 7tj / \ l1J - dy.
Le résidu de la fonction sous le signe d'intégration est
„ dxx
Or, pour r = o, -^ satisfait à l'équation du second degré
if) +'^r(-$i
Kri^è) +* a" ^ +a;. = o,
et l'on trouve alors de suite pour valeur de l'intégrale
— 4tt2
Ceci suppose que l'on n'a pas un point de rebroussement. Dans ce cas, les deux racines xK et x2 se permutent quand y tourne autour de l'origine, et pour que la surface considérée soit fermée, il faut que y tourne deux fois autour de l'origine. On a alors à
prendre l'intégrale
■ rV(xuy) 2 îc 1 / -T-r- — — dy
le long dune courbe entourant deux fois l'origine, et l'intégrale est nécessairement nulle.
21. Après ces exemples, revenons aux considérations générales du paragraphe 18. Le cas le plus simple serait celui où le contour G ne contiendrait qu'une seule racine xK à son intérieur; il faudrait alors que le contour F du plan des y fût un cycle pour
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la racine xK de l'équation
k(xuy) = o,
de telle sorte que xK revienne à sa valeur initiale quand y décrit I\ En intégrant d'abord, en laissant y constant, nous avons
VtOi>.r) et l'intégrale chercliée est égale à
is//e <?s£ é/o/êc égale à une période cV une intégrale abélienne relative à la courbe A(x,y) = o ou à une de ses courbes composantes, dans le cas où A serait réductible.
Soit maintenant d'une manière générale
un ensemble de racines situées dans G et se permutant les unes dans les autres quand y décrit T. Nous pouvons substituer à C un certain nombre de courbes fermées de telle sorte que chacune <l elles ne contienne que des racines se permutant circulairenient les unes dans les autres, et notre surface primitive sera ainsi remplacée par un certain nombre de surfaces plus simples. Il suffira de considérer L'une d elles, et de supposer par conséquent que G' ne renferme que ./■,, ./■.,, ..., x^ en admettant que celles-ci se permutenl circulairenient. Nous aurons comme valeur de L'intégrale
'•'.VI ^(*..^) Ait*,,,) +--+k>A*t,y)\ dy-
Or. d autre part, la courbe r parcourue u fois formera évidemmenl un cycle pour La racine ./*, : formons alors l'intégrale
Le Long du cycle ainsi défini. La valeur de cette intégrale sera
i I expression (2 >, Les différents termes de cette expression
respondanl aux différents tours faits but La courbe I . Nous
retrouvons donc encore, comme plus haut, une période d'intégrale abélienne
Prenons, comme application, l'intégrale double
dx dy
On formera l'intégrale simple
iTzi f* dy
x étant lié à y par la relation
Les deux périodes de cette intégrale elliptique de première espèce seront les résidus de l'intégrale double (3).
22. Nous venons d'indiquer une classe très étendue de surfaces fermées pour lesquelles la valeur correspondante de l'intégrale double se ramène à une période, polaire ou cyclique, d'une intégrale abélienne. On peut se demander si la valeur de V intégrale double d' une fraction rationnelle
ffl(^-dxdy,
prise suivant une surface fermée arbitraire, tout entière à distance finie, assujettie seulement à ne pas rencontrer le continuum défini par l'équation
se l'amènera à une somme de multiples des valeurs que no-us venons de trouver. La réponse est affirmative, et c'est ce théorème que nous allons établir.
Si l'on pose x = xt -\- ix2, y =-y\ -+- iy%^ toute surface à deux dimensions sera représentée par deux relations entre
*i, #2, Xu y*-
Nous supposons que le champ d'intégration ne corresponde pas à x arbitraire, y restant constant, auquel cas l'intégrale serait
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nulle. Nous admettons aussi que le polynôme A(#, y) et ses divers facteurs irréductibles (s'il est réductible) contiennent simultanément x et y, comme on peut toujours le supposer, en avant fait préalablement une substitution linéaire. Pour une valeur donnée à. y2l l'équation
ou, ce qui revient au même, les deux équations
As(xi3 t,, yt,yt) = o
définissent un ensemble de valeurs de xi: x2, yr\ que l'on peut regarder comme représentant un certain nombre de courbes gauches a dans l'espace à trois dimensions (#,, x2,y{). Chaque
plan
yx = const.
rencontre les courbes a en un certain nombre de points toujours en même nombre, à savoir le nombre des racines de l'équation A (a?, y) = o pour une valeur arbitraire donnée à y. Sauf pour certaines valeurs de y2 en nombre fini, l'ensemble des courbes a ne présente pas de points multiples; les valeurs de y2, pour lesquelles cet ensemble a un point multiple, correspondent aux coefficients de i dans les valeurs de y pour lesquelles l'équation \ r, y) = o a une racine multiple.
Ceci posé, revenons à notre surface fermée S d'intégration conçue tout à Fait dune manière générale. La surface étant tout entière ;'< distance finie, il n'y aura de points de la surface que pour des valeurs de y2 comprises entre deux certaines limites aK el <t2 (at <Ca2). Quand y2 en croissant devient égale à a,, une courbe correspondante commence à paraître sur S. Deus cas peuvent se présenter : ou bien cette courbe se réduit à un point, ou elle est la limite de deux courbes qui sont venues se confondre; dans toute autre hypothèse la surface ue serait pas fermée. La courbe ne peut d'ailleurs, pour y2~ci\, se réduire à un point si l'on \<'ut que L'intégrale -<>it différente de zéro, car pour- i ■_. arbitraire La courbe correspondante, extension de ce point, ue tournerait j ».«^ autour courbes x, et L'on pourrait, par une déformation continue,
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réduire à zéro, sans rencontrer aucune singularité, une portion fermée de la surface. Nous avons donc pour y2 = a{ une certaine courbe, enveloppant quelques-unes des lignes a; quand y2 croît cette courbe se dédouble, et l'on a ainsi pour y2 arbitraire des couples de courbes qui, pendant la variation continue de y2, ne peuvent disparaître que deux par deux en venant à coïncider. Nous désignerons par G une de ces courbes correspondant à une valeur d'ailleurs quelconque de y2.
Considérons alors une courbe C et les lignes a qui correspondent à la même valeur de y2. Par cette courbe C faisons passer une surface S ayant G pour contour. Cette surface rencontrera une ou plusieurs lignes a; soient M ces points de rencontre. Une déformation continue de C permettra, en supprimant des lignes parcourues deux fois en sens inverse, de la réduire à de petites courbes entourant les points M. On pourra ensuite déplacer ces dernières courbes de manière qu'elles soient chacune dans un plan,
yx = const.,
toutes ces réductions et tous ces déplacements s'effectuant d'ailleurs sans traverser les lignes a.
De cette façon nous avons remplacé la surface initiale S par un certain nombre de surfaces engendrées par une petite courbe située dans un plan
K étant une constante, qui varie avec y2 suivant une loi en grande partie arbitraire. Chacune de nos nouvelles surfaces rentre dans le type des surfaces étudiées au paragraphe précédent; l'ensemble des valeurs de y2 et de yK donne sur le plan de la variable^ une courbe fermée, et à chaque point de cette courbe fermée correspond une petite courbe dans le plan de la variable x. Le théorème est donc établi.
Il est donc démontré que tout résidu de V intégrale double
P(#, y) dx dy
peut être regardé comme une période logarithmique ou cyclique d'une intégrale abélienne.
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23. Considérons, comme application, une intégrale double étudiée il y a longtemps déjà par Didon [Sur une formule de Calcul intégral (Annales de l'Ecole Normale, 1873)]. Ce géomètre, guidé sans doute par la pensée de trouver le nombre dest racines communes à deux équations simultanées
/O, jkj = o, <?0,r) = o,
racines pour lesquelles Y.r fut compris dans un certain contour C du plan des x, tandis que Yy devait être à l'intérieur d'un contour C! du plan des y, considéra l'intégrale double
fi
Je. Je
A d.r dy /?
, . à f dç> d f do , . ,, 1, • r^ 1 -il
ou A = -—- -p r- ~r-> la variable x décrivant C et la variable y
ox oy ôy ox ^
décrivant C. On suppose, bien entendu, qu'il n'y a pas de système (x, y) annulant soit /, soit cp pour lequel x soit sur C et y sur C. Cette intégrale offre évidemment une certaine analogie avec l'intégrale de Cauchy
qui esl égale au produit par 2-/ du nombre des racines contenues dans C.
Didon démontre que l'intégrale (4) est égale au produit de (/A-i)- par un nombre entier, mais ici ce nombre entier n'a, en général, aucune relation avec le nombre des racines communes aux deux équations. Au point de vue où nous sommes placé, le résultat de Didon devient évident, et l'on peut même lui donner une forme plus générale en considérant l'intégrale double
ri
étendue .1 une surface fermée quelconque a deux dimensions s de I espace 1 quatre dimensions, pourvu que sur cette surface fo -•ut toujours diffère ni <!<• zéro.. Posons
Pli uin. — ir.
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à la surface S de l'espace à quatre dimensions (.r, y) correspond une surface fermée S de l'espace (X, Y); on a donc à considérer
l'intégrale double
dXdY XY
Or tous les résidus de cette intégrale double sont égaux à un multiple de (a-wî)*; on a donc pour valeur de l'intégrale (4) une expression nécessairement de la forme
p étant un entier positif ou négatif.
Il serait facile de démontrer directement ce résultat sans recourir à aucune théorie sur les intégrales de fonctions de deux variables complexes; c'est ce que fait Didon. Considérons d'abord l'intégrale
*dx dy
ff
dx dy.
Désignons par x0 et y0 les valeurs initiales d'intégration sur C et C'; prenons une détermination initiale de
log/(a?0»^o)i
et, dans la suite, log/(#, y) désignera la détermination obtenue du logarithme, quand x et y ont marché respectivement sur G et C depuis x0 et y0 dans le sens positif. En intégrant par parties, on a
àf &
f/^^/= fl^A^^-^fi^y^À^dy
Je Je- J v Je » <?kxo, y)
ff
log/(#'0, y) indique la valeur de log/(.r, y) quand x revient en x0; la différence des logarithmes qui figurent dans l'intégrale double du second membre est donc égale à iizim, m étant un
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entier. On a de la même manière
<)f cfc?
f f-y- ^rd*dr = fl^A^yo)--^A^yo)]^^dx
Je Je / • ? Je <t\x> yo)
et la valeur delog/(.r, y'0) — log/'(./,y0)est égale à 2 7cm, n étant un entier. La valeur de l'intégrale (4) se met alors sous la forme
ni
Jc> <?(*o, y) J Jc o{x,y0) or on a évidemment
Je 9(^0,7) Jc <fO, 7o)
m' et n' étant des entiers; nous arrivons donc à
— \r.~i nui' — tri' n),
qui est bien de la forme voulue. La signification des entiers m et n est d'ailleurs immédiate, mais le coefficient de — /\tz2 peut avoir une valeur absolue différente du nombre des racines des équations f ==o, cp = o, pour lesquelles 1/ est compris dans C et V y dans ( Y.
C'e-i par une tout autre voie qu'on pourrait obtenir le nombre des racines des deux équations
pour lesquelles 1 './■ est contenu dans le contour C, et Yy contenu dans le contour Cf. On sait, en effet, qu'on peu! représenter (') par une intégrale triple le nombre «les racines des deux équations précédentes contenu à L'intérieur «I Un continuum fermé S à trois dimensions situ»'' dans L'espace à quatre dimensions (./•, r); cette Intégrale triple esl étendue à ce continuum S. 11 suffira ici de prendre pour continuum S la somme <lu continuum obtenu en
• »n peut consultei le l ha pitre Vil de ce Volurn mt ex po» 9 Lei ira
vaux di Kroneckei et de M. Picard lur cei questions.
donnant à x une position quelconque à l'intérieur de C, tandis que y reste sur G', et du continuum analogue qui correspond à x restant sur C tandis que y occupe une position quelconque à l'intérieur de G'. La solution du problème proposé est donc fournie par une intégration triple, et non par une intégrale double.
24. Faisons, en terminant, une remarque importante ('), qui accuse une différence profonde entre la théorie des intégrales doubles de deux variables complexes et celle des intégrales simples d'une variable complexe. Dans cette dernière théorie on ne peut faire passer le chemin d'intégration par un point où la fonction devient infinie : bornons-nous aux intégrales de fractions rationnelles ; l'intégrale
n'a aucun sens, si le chemin d'intégration passe par une racine du polynôme Q(z). Il peut en être autrement dans le cas des intégrales doubles ; soit l'intégrale
pri — -^— dx dy. Q(x,y) J
Elle pourra avoir un sens bien déterminé si la surface d'intégration S rencontre le continuum défini par l'équation
Il en sera ainsi si les points de rencontre des continuum S et Q ne forment pas une ligne, c'est-à-dire sont des points isolés, et si
P en ces points le quotient -~- devient infini seulement du premier
ordre. On sait, en effet, qu'une intégrale double ordinaire a un sens, quand l'élément devient infini en un point A, pourvu que la
fonction sous le signe d'intégration soit de l'ordre -> en désignant
par p la distance du point variable au point A.
(*) Cette remarque a été faite par M. Poincaré dans le Mémoire déjà cité (Acta mathematica :, t. IX. p. 368).
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Prenons, comme exemple, l'intégrale
le rapport 7 n'étant pas réel. Supposons que la surface S d'intégration corresponde à un ensemble de valeurs réelles de x et y, parmi lesquelles se trouvent x = y = o. L'intégrale aura un sens, quoique la fonction sous le signe d'intégration devienne infinie pour x = o,jk = o [nous supposerons P(o, o) y^o]. Nous pouvons, en effet, sur S, poser
,r = pcosQ, jK = psin6, p et 9 étant réels : nous avons alors l'intégrale
a cost) -i- b mu <J '
Avec l'hypothèse faite sur le quotient -r% le dénominateur ne peut s'annuler pour une valeur réelle de 9, et l'intégrale a, par suite, une valeur parfaitement déterminée. Le continuum d'intégration et le continuum
ont ici, comme seul point de rencontre, l'origine. Les circonstances -fiaient autres si j- était réel; il v aurait alors une comité
de rencontre entre les deux continuum el l'intégrale n'aurail aucun sens.
Revenons au cas général de L'intégrale
et supposons que la surface d'intégration S rencontre <'n un point ontinuum Q. Ou déforme la surface S en lui Laissant le même contour. Le point de rencontre | ./•. y) avec Q va se déplacer; il va passer de la position ^» de coordonnées (#,, ^,) à la |>< »^i tion \ j de coordonnées i ... yt). La valeur de L'intégrale ne restera constante, comme dans !<• cas où S ne rencontrait pas Q; il est facile de trouver La différence des valeurs finale <'i Initiale de L intégrale. Cette différence sera égale à La valeur- de L'intégrale
3lO CHAPITRE IX.
prise le long de la surface engendrée par une courbe infiniment petite entourant le point x, racine de l'équation
quand (#, y) se déplace de (x{,y{) à (x^y%)\ elle sera donc égale à l'intégrale simple
{.rl>yi) Q.x(xi y)
comme on le voit de suite, en faisant des calculs analogues à ceux du n° 21.
V. — Formule de Lagrange pour une ou deux équations
2o. Nous terminerons ce Chapitre en démontrant une formule célèbre due à Lagrange. Cette formule établie par le grand géomètre pour le cas d'une seule équation a été étendue par Laplace à deux ou plusieurs équations. On peut traiter les deux cas par une méthode analogue; aussi, pour ne pas les séparer, avons-nous placé ici l'étude de cette importante série.
La série de Lagrange a pour objet d'obtenir l'une des racines de
l'équation
z — a — uf(z) = o,
développée suivant les puissances de a, ou plus généralement, le développement d'une fonction holomorphe quelconque de cette racine. Nous allons suivre la même marche que M. Hermite dans son Cours lithographie de la Faculté des Sciences (4e édition, p. 182); nous renverrons aussi à cet Ouvrage pour la bibliographie de la question.
Nous démontrerons d'abord un lemme préliminaire. Soient F et 4> deux équations holomorphes; les équations
ont le même nombre de racines comprises dans un contour fermé S, sous la condition que, tout le long de ce contour, on ait constamment
3ll
La différence entre le nombre des racines de ces deux équations comprises à l'intérieur de S est, en effet,
-L, r«Mog(F-<I>)--U /"rflogF,
qui peut s écrire
2~lJ °\ F/'
i tout le long de S, il en résulte que cette inté-
et, puisque
grale est nulle.
Appliquons ce résultat à l'équation
On suppose que a représente un point situé à l'intérieur d'un contour S, et que la constante a soit assez petite" pour que l'on ait sur ce contour
ce qui peut évidemment être réalisé. Alors l'équation proposée aura, à l'intérieur du contour, le même nombre de racines que L'équation z—a, c'est-à-dire une seule : c'est celle racine que nous allons envisager dans la suite.
2(>. Soit donc ^ la racine, contenue dans S, de l'équation
en posant F(s) = 3 — a — v.f(z).
En désignant par \\{z) une fonction liolomorphe quelconque
de s, on aura
mç) i r\\(z)dz
Or on peut développer en série suivanl l<-s puissances
de a
z — a — if(z) z- n (««—a)1
qui converge d'après L'inégalité
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Nous aurons donc le développement
Pour être entièrement rigoureux, il eût fallu considérer le reste dans le développement (9), et montrer que son intégrale tendait
vers zéro avec -; mais il est inutile de s'arrêter sur ce point qui
se traite de la même manière que dans la démonstration de la série de Tajlor d'après Cauchj.
L'expression du coefficient J„ est facile à trouver. Nous avons vu, en effet, que l'on a d'une manière générale
D£4>(a) _ 1 f ' ®(z)dz \.i...n iizij^iz — a)n+l
ce qui donne
_ Dgr/"(g)II(q;]
ni tl •
I • 2 . . . Il
On a donc le développement
ni?) _yq"Dg[/'(fl)n(fl)] ' .
F'(o ~Zj 1.2.. ./i ^-°> ii 2. • ••;•
De ce développement, on peut en déduire un second, en posant
U(z) = *(*) F'(*) = *(s)[i - «/'(-s)], ^(s) étant une fonction holomorphe arbitraire de z. Il vient
et, en groupant les termes qui correspondent à une même puissance de a, on a, après des réductions immédiates,
Pour les applications de cette formule, nous renverrons au Cours de M. Hermite, où l'on trouvera, en particulier, une étude approfondie de l'équation connue en Astronomie sous le nom adéquation de Kepler.
27. Gomme nous l'avons dit plus haut, Laplace a généralisé la
formule de Lagrange en considérant deux équations
x — b — uf(x,y) = o, jK — b — $v(xty) = o.
Nous supposons que/ et o soient des fonctions holomorphes de x
et.rO-
Il importe d'abord de bien préciser le système de racines que
nous allons envisager. On suppose que x et y restent respectivement à l'intérieur de deux contours C et O ; a est à l'intérieur du contour C et b à l'intérieur du contour G'. Quand y a une valeur arbitraire à l'intérieur de C, si l'on choisit la constante a assez petite pour que
x décrivant le contour C, on est assuré que l'équation en x
x — a — zf(x} y) = o
a une racine et une seule à l'intérieur de C, et d'après le théorème général sur les fonctions implicites, cette racine x sera fonction holomorphe de a et y.
Nous la substituons dans l'équation
si 3 est assez petit pour que
x étant quelconque à l'intérieur de C, et y décrivant le contour G', cette équation en y aura une seule racine contenue dans G'. \insi, moyennant les deux inégalités (10) et (u), on est assuré que les deux équations proposées ont un système de racines (.r. y i el un seul, pour Lequel x et y sont respectivement à l'intérieur des courbes G et G'. Nous désignerons par | :, r\ i ces racines.
I ./ . i dx dy
IVr. y) Q
(*) Compai < i ai il le paragraphe • du Mémoire de M. Poincaré, intitulé : Méthode de m. Stieltje».
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en prenant une certaine surface d'intégration. Posons ici
pO> y) = x — a — <xf(x, y),
Considérant toujours les deux contours C et G' du paragraphe précédent, voyons si les conditions du n° 19, sous lesquelles nous avons fait le calcul de l'intégrale, sont vérifiées.
Tout d'abord nous avons à vérifier que ni l'une ni l'autre des fonctions P et Q ne s'annule quand x et y sont respectivement sur C et G'. Or il en est bien ainsi, puisque
quand x et y sont respectivement sur G et G'. En second lieu, et pour la même raison, l'équation en x
aura une racine a l'intérieur de G, y étant sur G'. Enfin l'équation
en x
n'aura pas de racines à l'intérieur de C, y étant toujours sur G', puisque, d'après nos hypothèses, x étant quelconque à l'intérieur
de G et y sur C', on a
Ainsi en prenant comme surface d'intégration les courbes G et C' parcourues positivement, nous avons
(x — a — af) {y
dx dy
fD(P. Q)|
LD(^7)J.r
(£, t\) désignant, comme il a été dit, la racine commune à P = o, Q = o.
Nous allons maintenant suivre absolument la même marche que dans le cas d'une seule variable. ÎNous pouvons développer en série les deux fonctions
a — cr.f y — 6 -h (3<p
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puisque
1 <i et
on a ainsi
av; 3« fin^n
(x — a — af)(y — b — 3cp ; ^j (a? — a)",+1 O — 6)"+1 Nous avons donc la formule
où
mn~J J {x-a)>n^{y-by^ dX(iy'
cette intégrale double étant prise dans les mêmes conditions que l'intégrale dont nous sommes parti. Or nous avons déjà calculé la valeur de cette intégrale; on a
m . i . 2 . . . n dam dbn
et l'on a enfin la formule
F(E? T<) V* a'»p» rfw-*-*[F(g, 6>/w(a, 6)y*(q, 6)]
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qui rappelle complètement La première forme de la formule de Lagrange pour une variable,.
D'une manière toute semblable, on obtiendrait une seconde formule, donnant le développement de la fonction ^(Ç, 7j), en posant
'F(arfr) = ♦(*,,) Jg|i
Nous n'écrirons pas ce développement dont les coefficients sont mouu simples que dans !<• cas d'une variable.
I. — Quelques remarques générales. Arcs analytiques
1. Nous avons déjà indiqué (t. I, p. 558) les propriétés élémentaires de la représentation conforme; nous voulons maintenant nous occuper particulièrement de la représentation conforme d'une aire donnée sur une autre aire également donnée. Mais, avant d'aborder ce problème, faisons quelques remarques générales.
Soil
f(z) étant une fonction holomorphe dans le voisinage de z = a et f'(ci) étant différent de zéro ; en posanty(a) = 6, d'après le théorème démontré (Chap. IX, n° 9), on peut autour de a et b comme centres, décrire, dans les plans respectifs des variables z et Z, des cercles y et Y tels que, pour une valeur de Z contenue dans T, l'équation (i) n'ait qu'une seule racine z contenue dans y; de plus, la fonction implicite z est une fonction holomorphe de Z dans T. Aux points z de y pourront correspondre des points Z en dehors de T; réduisons alors la région dans le plan s, en prenant un cercle y, concentrique à y, tel qu'à tout point de l'intérieur de y, corresponde un point Z situé dans T. Ceci posé, si à l'intérieur de y, on décrit une courbe fermée c, ne se coupant pas elle-même, il lui correspondra dans le plan F une courbe fermée C et l'on aura une représentation conforme l'une sur l'autre des deux aires limitées par c et C. Cette représentation sera telle qu'à chaque point de Cune quelconque des deux aires correspondra un seul point de l 'autre. La chose est évidente, puisque, d'après ce qui
a été dit, à deux points différents z ne peut correspondre la même valeur de Z.
2. Il nous faut maintenant définir ce qu'on appelle un arc de courbe analytique. Supposons qu'une courbe soit telle que les coordonnées x el y d'un point arbitraire soient des fonctions analytiques d'un paramètre t
f(t) et o(t) sont supposées des fonctions holomorphes de t dans le voisinage de la valeur réelle t = t0, les coefficients du développement en série suivant les puissances de t — t0 étant, bien entendu, réels. Nous dirons que cet arc est analytique; de plus, cet arc analytique sera régulier au point correspondant à t= t0, si Ion a pu choisir le paramètre t, dont dépendent analjtiquemeni ./ et j', de telle sorte que
f'(t0) et <p'(*0)
ne soient pas nuls à la fois. Un arc déterminé x j sera dit régulier, s'il est régulier en tous ses points.
La notion d'arc régulier joue un rôle important dans les questions relatives à l'extension des fondions harmoniques. Ainsi, soil un contour fermé C, h admettons qu'une portion x[j de ce contour forme un arc régulier de ligne analytique. On se donne sur le contour une succession de valeurs, et l'on suppose que l'ensemble des Valeurs données le long de l'arc at(3 /or/ne une fonction analytique du paramètre t. Dans ces conditions, nous allons démontrer le théorème suivant <lù à M. Schwarz :
La fonction harmonique prenant les valeurs données sur le contour peut se prolonger analytique ment au delà de Varc a3.
Nous établirons d'abord deui cas particuliers de ce théo
Supposons que l'arc *j3 se réduise ;i un segmenl de l'axe des r, et que les valeurs données le long <!<• xp se réduisent à zéro. I> un poinl ./ „ de xj3 décrivons une demi -circonférence y contenue dans l'intérieur de l'aire < Ar. 3o), La fonction harmonique // que il- 01 > étudions prend certaines valeurs !<• long de y. < b com-
piétons la demi-circonférence y par la demi-circonférence y' symétrique par rapport àO^. Formons maintenant la fonction har-
Fig. 3o.
monique p, continue à l'intérieur du cercle limité par y et y', prenant sur y les mêmes valeurs que u et prenant, en chaque point de y', une valeur égale et de signe contraire à la valeur de u au point symétrique par rapport à. Ox qui lui correspond sur y. Il est aisé de voir que la fonction p ainsi définie s'annule sur le diamètre Ox\ c'est ce que montre la formule de Poisson
' i7zj0 R2 — 2R/-cos(^- ?)H-r2' puisque, d'après nos hypothèses,
La fonction v et la fonction u prennent donc les mêmes valeurs sur la demi-circonférence y et sur son diamètre Ox. La fonction u coïncide donc avec v\ v est une fonction harmonique définie dans tout le cercle limité par y et y'. Il en résulte que u peut se prolonger analytiquement au delà de Ox, comme nous voulions V établir .
Examinons maintenant le cas moins particulier où, l'arc oc{3 étant toujours un segment de l'axe de #, les valeurs données le long de ocjiJ forment une fonction analytique de x. Soit, dans le voisinage
de x § ,
f(x) = a0-h aj (a? — x0) -f- v.2(x — O70)2-H. . .
la valeur de cette fonction. La fonction
f(z) = ao-t-oCiO — x0) -t- <x.2(z — x0)^-\- . • •
sera une fonction holomorphe de z dans le voisinage de z = x0.
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Mettons-la sous la forme
f{z)=V{x,y) + iO(x,y).
Soit, d'autre part, notre fonction harmonique u(x, y) satisfaisant au problème proposé. La différence
sera une fonction harmonique s'annulant sur l'axe des x dans le voisinage de x0. On pourra donc, d'après ce qui vient d'être établi, la prolonger analjtiquement au delà de l'axe des x. Or P(x,y) est définie des deux côtés de cet axe; il en est, par suite, de même de u(x, y) dont le prolongement analytique devient dès lors évident.
Nous arrivons enfin au cas général qui va se ramener au cas précédent. Nous avons, pour définir l'arc a(3 dans le voisinage d'un de ses points (#0, y0),
y =jo-+- b{t — tQ )-\-b'(t — t0y -h...,
les coefficients a et b n'étant pas nuls tous deux. On peut effectuer une transformation conforme qui transforme une petite aire, autour du point (./•„. r0) dans la figure proposée, en une autre où la courbe correspondant à l'arc aj3 sera un segment de l'axe des quantités réelles. 11 suffit, en effet, de faire la transformai ion conforme entre z et T représentée par
M = x0-h i>0 ■+■ ( a -+• ib ) ( T — t0 ) -h (a -+- ib' ) ( T - t0y- -+- . . . .
i oefficienl a -f- ib n'étant pas nul, nous sommes assuré qu'à une petite région <lu plan z=\X + iy (autour du point zQ =. x0-\- iy{) ), i ra> ersée par l'arc xji, correspondra, dans le plan de la variable complexe T, une région autour du point i0 situé sur Taxe réel, «'t cet axe réel correspondra à l'arc k(3. Nous sommes donc ramené au second particulier que nous avons examiné ci-dessus. La fonction harmonique de a: et y que nous étudions se transforme <'n une fonction harmonique de / et /', en posant T= t -+- //'; 1rs valeurs qu'elle ad lur !<• segment de l'axe des f. ou nous avons & la considérer, menl une fonction anal) tique de t : on peut donc étendre ana
lytiquement la fonction an delà de l'axe des t, et, par suite, en revenant à la figure primitive, au delà de l'arc a|3.
4. Un cas particulièrement simple et intéressant est celui d'un contour fermé C qui, pris dans son ensemble, forme un seul arc régulier de ligne analytique : tel est le cas d'un cercle ou d'une ellipse. Si les valeurs données sur ce contour donnent, dans le voisinage de chaque point, une fonction analytique du paramètre, en fonction duquel, on peut exprimer les coordonnées d'un point de la courbe, la fonction harmonique prenant ces valeurs sur le contour pourra être étendue au delà de cette courbe et sera nécessairement déterminée dans un certain contour C comprenant à son intérieur le contour C et étant suffisamment rapproché.
Un contour C peut être formé de plusieurs arcs réguliers de lignes analytiques, comme par exemple un contour polygonal. Les sommets, c'est-à-dire les points communs à deux de ses lignes analytiques, sont des points autour desquels on n'est pas assuré de pouvoir faire le prolongement analytique de la fonction; il arrivera même, en général, que ce prolongement analytique sera impossible. Ainsi, dans le cas actuel, le prolongement analytique de la fonction harmonique est possible en tous les points du contour, sauf aux sommets.
II. — Représentation conforme d'une aire simple sur un cercle.
5. Une des applications les plus intéressantes que Riemann ait faites du principe de Dirichlet est relative à la représentation conforme d'une aire limitée par un seul contour (ou simple) sur la surface d'un cercle (' ). Ainsi, étant donnée une aire simple A limitée par un contour G, dans le plan de la variable £, et un cercle dans le plan de la variable Z, nous allons montrer qu'on peut trouver une fonction analytique uniforme
telle qu'à chaque point de A corresponde un point du cercle et
(') Riemann, Dissertation inaugurale (Œuvres complètes, p. 4°).
qu'inversement à chaque point du cercle corresponde un point et un seul de A.
Admettons l'existence de la fonction précédente : nous supposons que le cercle ait l'origine pour centre et F unité pour rayon et de plus que le centre du cercle corresponde au point ^0 de
l'aire A, c'est-à-dire que
Z0 étant une racine simple de cette équation.
De la définition même de la représentation conforme résulte quef(z) n'a pas d'autre racine à l'intérieur de l'aire A et sur son contour C; par suite, cette fonction est nécessairement de la
forint'
H(z) étant une fonction holomorphe à l'intérieur de l'aire A, qu'il s'aait de déterminer. Posons
H(.->=P-w'Q et s — *Q=r<;'<P;
on peut alors écrire /(s) sous la forme
f(z) = eLoë/-+r+/(U+?)j
où Logr désigne le logarithme arithmétique de r ou de | 3 — zQ |- Pour qu'à chaque point du contour C, dans le plan des s, corresponde un point de la circonférence de rayon un dans le plan des Z, il faut que la fonction Logr -h P s'annule sur le contour C. Donc P est une fonction harmonique uniforme et continue dans toute l'aire A et prenant sur C la succession de valeurs indiquée
par I.» fonction
Log /•.
Nous pouvoir, d'après le principe de Dirichlet, former une fonction harmonique ainsi définie, et la fonction Q, qui est la fonction associée de I*. esl alors déterminée par L'intégrale
r"'ydP , <)V ,
rue une constante arbitraire.
il Nous connaissons donc, une fois fixé !«• poml zn <!<• \ qui
doit correspondre au centre du cercle, la forme nécessaire de la fonction H(z) et, par suite, de la fonction de transformation.
Partant maintenant a priori de l'expression précédente, montrons qu'elle donne bien la transformation cherchée. Soit
U = P H-Logr,
V = Q + cp;
on suppose qu'on donne une valeur déterminée à la constante arbitraire y qui entre dans l'expression de Q.
La fonction harmonique U ( 1 ) sera nulle sur C, égale à — 00 au point z0 et continue en tout autre point de l'aire; elle sera donc négative pour tous les points de A. Les courbes
seront des courbes fermées ne se coupant pas elles-mêmes et séparant la région de l'aire A où U>a de celle où U •< a; elles comprennent z0 à leur intérieur. Tout cela résulte des propriétés des fonctions harmoniques : la courbe (2) contient z0 à son intérieur, sinon la fonction U, constante sur la courbe, serait constante à son intérieur et, par suite, dans toute l'aire; pour la même raison également la courbe ne se coupe pas elle-même. A la courbe (2) correspond, par la transformation
dans le plan Z, la circonférence du rayon ea ayant l'origine pour centre. Nous allons voir qu'à un point de cette circonférence correspond un point et un seul de la courbe (2). Des deux relations
dx dy
dy dx
on déduit, relativement à une courbe fermée quelconque,
dU d\_
dn ds
(J) La fonction ( — U) s'appelle la fonction de Green de Taire A relative au pôle zt : comme on le voit elle domine la représentation conforme; il est clair que
-U = log
pfan dri
la dérivée -y- étant prise dans le sens de la normale intérieure et
—7- représentant la dérivée de Y considérée comme fonction de l'arc s de la courbe, cet arc étant compté positivement dans le sens direct. Or, sur la courbe (2), —z- est constamment négatif, par suite
-s- est toujours positif. La fonction "S ( ./ . r) va donc constamment
en croissant quand le point (#, y) marche sur la courbe (2) dans le sens positif, et puisque, dans l'expression
'o a augmenté de 27t après le tour complet, il en est de même de Y. Il en résulte que le point Z correspondant à z décrit d'une manière continue, toujours dans le même sens, le cercle de rayon ea. A un point Z de cette circonférence correspond donc un point et un seul de la courbe (2). Nous voyons maintenant bien nettement qu'à un point Z du cercle de rayon un, dans le plan de la variable Z, < orrespond un point z et un seul dans Taire A. A un point Z correspond, en effet, une valeur déterminée de a : c'est celle pour
laquelle
ea = |Z|.
On ii alors dans le plan z une courbe (2) et sur celle-ci, comme nous venons de le dire, un point et un seul correspond à Z. On voit qu il reste dans la fonction employée pour la transformation une indéterminée réelle, la constante y; elle sera déterminée si l'on se don; e 1*» point (lu contour ( ! qui devra correspondre à un point de la circonférence.
7. Le problème de la représentation conforme de l'aire A sur un cercle est complètement résolu par la formule
it-à-dire qu'à chaque point «le l'intérieur d'une quelconque de
deux aires 1 orrespond un point et un seul de l'intérieur '1
l'autre, Relativement aux points du contour 0 et de la circonfé-
reii. e du 1 ercle, une difficulté se présente dont Rieraann ne
paraît pas s'être préoccupé. Revenons, en effet, aux deux fonc-
ls I* et Q qui ont joué le rôle essentiel. La fonction Pi
est définie à l'intérieur de l'aire A et sur le contour C lui-même, mais il n'en est pas de même de la fonction associée Q. Celle-ci est, en effet, définie par l'intégrale
rxy ôp , ôp , J 1*** -■ è£t*>
et nous ne savons rien, du moins en général, sur les valeurs de
^P dP
-r- et -j- sur le contour G. En s'en tenant aux raisonnements des
ax ay
précédents paragraphes, on ne peut donc rien affirmer sur la correspondance des points des contours limitant les deux aires.
Dans un cas particulier, d'ailleurs très étendu, la difficulté se lève immédiatement. Supposons d'abord que le contour G soit formé tout entier d'un seul arc régulier de ligne analytique (une ellipse, par exemple). Gomme la succession des valeurs donnée par
— Logr,
que prend P(./', y) sur G, est une fonction analytique de x et y, elle est aussi une fonction analytique du paramètre avec lequel on exprime analytiquement les coordonnées d'un point de C. Nous pouvons donc faire usage de la remarque du n°4; la fonction P(t, y) peut s'étendre un peu au delà de C : les dérivées
dP dP \, i • i r-
j-etr- sont, par suite, déterminées pour tous les points de C, et
il en est alors de même de Q(#, y)- La difficulté est levée; nous sommes assuré de la correspondance unique entre les points du contour G et de la circonférence.
Si l'on a un contour formé de plusieurs arcs réguliers de ligne analytique, la question est un peu moins simple. La fonction P(#, y) pourra bien s'étendre au delà de tous les points du contour, mais à l'exclusion des sommets (1). Nous allons montrer encore que les différents points de G correspondent à des points différents de la circonférence. Il suffira de considérer uu contour C présentant une pointe unique A. Envisageons les courbes
(*) On ne doit pas oublier qu'un point du contour, où se rencontrent deux lignes analytiques différentes tangentes entre elles, est, dans nos raisonnements, à considérer comme un sommet.
et leur- trajectoires orthogonales partant de deux points a et (j de C situés de part et d'autre de A. Pour une valeur de a négative et trèv petite, nous aurons une courbe voisine de A. qui rencontrera en a' et p' les deux trajectoires orthogonales.
Considérons alors, lu lieu du contour C {fig. 3 i I, celui qu'on
obtient en remplaçant l'arc aAj-J par les arcs aa'. a'Ô', 3 (3. Les fonctions P et Q et. par suite, U et V, sont parfaitement définies en tous les points de ce contour, ainsi que leurs dérivées du premier ordre. Dans le plan Z va correspondre à ce contour une portion déterminée de la circonférence de rayon un et un arc intérieur. Or, en se servant toujours de la relation
dV dV
dn ds
et en remarquant que, sur a G P(j' a'a, -j- est toujours négatif ou
nul (cette dériver est nulle sur les portions aa', $$' des trajectoires orthogonales . on voit que les points Z de la circonférence de
on ////. correspondant aux différents points de l'arc xC|3 de C, ^"iii eux-mêmes différents : il- forment un arc Y. Faisons tendre maintenant y. el [3 vers \; lare F ira toujours en grandissant à
jure que y. el ,3 se rapprocheront respectivement de \. Nous allons montrer que la limite <le r formera la circonférence toul enti< st-à-dire qu'il ne peut pas arriver que la limite de Y
soit nu arc dont le^ extrémités1 <i et b ne coïncident pas. En effet, dan is, nu certain arc ab <!<• la circonférence de rayon un
respondrail au point \ : en d'autres termes, ^ considérée
"tue hue tion <!<• Z sérail une fonction holomorphe à l'intérieur du cercle <!<■ rayon //// et, quand Z tend vers un point quelconque
3*a6 chapitre x.
de l'arc ab, z tendrait toujours vers la même constante. Or ceci est impossible : nous le montrerons bien nettement en nous reportant aux théorèmes généraux établis au commencement de ce Chapitre. Si l'on pose, en effet,
z = ?(X, Y)-i-»KX, Y) .(Z = X4-"*Y),
les deux fonctions harmoniques cp et <\> prenant des valeurs constantes en tous les points de ab pourront se prolonger analytiquement au delà de ab (§ 3); la fonction z de Z pourra donc se prolonger analjtiquement au delà de l'arc ab, mais comme elle est, par hypothèse, constante en tous les points de ab, elle devra être constante dans toute la région où elle est définie, ce qui est absurde. On voit donc qu'au point A de C correspond un seul point de la circonférence de rayon un. Il y a donc bien correspondance unique entre les points des deux contours (4).
M. Painlevé (2) s'est occupé, dans l'étude de la représentation conforme pour les points du contour, du cas où celui-ci n'est pas formé de lignes analytiques. Nous renverrons à l'intéressant article du savant géomètre; les considérations délicates dont il fait usage nous entraîneraient trop loin.
III. — Quelques exemples de représentation conforme. Méthode de Schwarz pour le principe de Dirichlet.
8. Indiquons quelques exemples de représentation conforme, où nous pourrons effectuer la transformation à l'aide de fonctions déjà étudiées.
Il sera généralement plus simple de considérer, au lieu d'un cercle, un demi-plan, c'est-à-dire la portion d'un plan située du même côté d'une droite indéfinie. Ces deux aires se ramènent immédiatement l'une à l'autre; nous avons vu, en effet (t. 1, p. 566), qu'une transformation
az -+- b
(') J'ai donné pour la première fois la démonstration précédente dans mon Cours en 1888.
(3) Paul Painlevé, Comptes rendus, t. CXII, 1891.
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transforme une circonférence en une circonférence, et, par conséquent, une ligne droite en une circonférence. Les points d'un demi-plan, dans le plan des 3, correspondront donc aux points d'un cercle dans le plan des Z.
Cherchons à effectuer sur un demi-plan la représentation conforme d'une aire A limitée par deux arcs de cercle. Soient z0 et zK les deux sommets de cette aire, et oltz l'angle des deux tangentes en Zq et zt .
La transformation
\z — Zi
va nous permettre de faire la représentation conforme de l'aire A sur un demi-plan. Nous supposerons, pour simplifier, que z0 et z-i soient réels; z étant à l'intérieur de Taire, nous pouvons prendre pour argument de
L'angle z0zz{ compté de z0 ens, (cet angle sera compris entre o et - quand z sera au-dessus de 0.z, et il sera compris entre - et 273, si z est au-dessous de cette même ligne). On voit de suite qu'à chacun des deux arcs de cercle limitant A correspond dans le plan Z une demi-droite issue de l'origine, puisque l'angle ;0^^i est constant sur chacune de ces deux lignes. De plus, la différence des arguments de (4) sur chacune de ces deux lignes sera égale à l'angle des deux circonférences, c'est-à-dire à octz. Les deux demidroites feront donc entre elles un angle égal à t:, c'est-à-dire qu'elles seront sur le prolongement Tune de l'autre. 11 est alors • vident une l'airé A correspond à l'un des deux demi-plans determinés par cette droite indéfinie.
En particulier, considérons un demi-cercle; on aura a = - et la transformation cherchée sera réalisée par La formule
y _ / Z—Zp
' ~ \z — z, ( «Onsidérons encore l'aire d'un secteur et cherchons à en faire la
représentation conforme sur un demi-plan. Il suffira d<' transforniei d abord Le secteur en un demi-cercle, ce qui se réalisera par
la formule
si au désigne l'ouverture d'angle du secteur.
9. Faisons maintenant une remarque générale avant d'aborder des cas un peu moins simples. Soit Z,=f(z) une fonction holomorphe à l'intérieur de l'aire limitée par un contour simple (c) sur le plan des s, et supposons que, sur ce contour, la fonction prenne une série de valeurs toutes différentes et formant une suite continue. Au contour (c) correspond alors, dans le plan des Z, un contour simple (C) ne se coupant pas, et tel, par conséquent, que la variation de l'argument de Z — 7J soit nulle ou égale à 2 7T, suivant que le point T! est extérieur ou intérieur à ce contour, lorsque le point Z décrit le contour (G).
Cela posé, soit z un point de l'aire limitée par le contour (c) et rLf =f(z') le point correspondant dans le plan des Z : lorsque le point z décrit le contour (c), le point Z décrit le contour (C). et rargumentdela fonction/(s) — f(z') est, à chaque instant, identique à l'argument de Z — Z'. Par suite, la variation de l'argument de f(z) — f(z') ne peut être égale qu'à zéro ou à 2tc. Or elle est différente de zéro puisque le point z = z' est une racine de la fonction f(z) — f{z') '• donc elle est rigoureusement égale à ir.. On en conclut immédiatement qu'à tout point z' pris à l'intérieur de (c) correspond un point TJ intérieur au contour (C) et un seul, et que, réciproquement, à tout point L intérieur au contour (C) correspond un point z intérieur au contour (c) et un seul.
10. Un exemple intéressant sera fourni par la considération de l'intégrale elliptique
z= r~ dz
J0 v/(I_*«)ri- ****)'
k étant réel et compris entre o et 1 , et la détermination initiale du radical étant -+- 1 . Envisageons, dans le plan de la variable 2, le demi-plan situé au-dessus de Ox, et évitons les points critiques
±1, ±: j au moyen de demi-circonférences infiniment petites
décrites au-dessus de Ox. Cherchons, dans ces conditions, quelle va être 1 aire du plan Z correspondant à ce demi-plan : c allant de o à î. en étant réel, Z décrira la droite allant de l'origine au point k:
ensuite, quand z va de i à - -, en ayant évité le point 1 par une demicirconférence située au-dessus de O.r, le point Z décrit la droite allant de K à /K -f- K : enfin, r allant de - à -h oo, Z suit la droite
allant de /K' -f- K à / K . En faisant aller z de o à — oo, on voit de la même manière que Z décrit un contour symétrique du premier par rapport à 0\ (Z= V -f- A ). lien résulte qu'à l'axe des x dans le plan des ; correspond dans le plan Z le périmètre d'un rectangle R de côté 2K et de hauteur K'.
Il nous suffit maintenant de remarquer qu'aux différents points de fax»' réel et au point à l'infini du demi-plan correspondent des valeurs de Z toutes différentes. On peut alors appliquer au problème actuel la remarque du paragraphe précédent, puisque la fonction Z es! holomorphe à l'intérieur du contour simple formé par l axe réel, par les demi-circonférences infiniment petites décrites au-dessus de Ox pour éviter les points critiques, et par une circonférence de rayon infiniment grand. Nous pouvons donc conclure que la formule (5) permet de faire la représentation conlu demi-plan sur le rectangle R.
II. Cherchons encore à représenter d'une manière conforme un triangle sur un demi-plan. Nous parlons à ce! effet de finléile
'< z — h |P '( Z — r)V 1 dz (a h
ii. 6, c désignent tnus constantes réelles, les quantités oc. j. v son! quantités p< sitives telh - que
, < si une constante dans laquelle le coefficient de i est posilif. On considère, dans le plan de la variable z. le demi-plan 9Îtué sui de l'axe des r. L'intégration est faite dans ce dçmi plan. and en intégre le long de l'axe réel, <m évite les points cri
tiques a, 6, c par des demi-circonférences infiniment petites situées au-dessus de Ox.
Dans ces conditions, cherchons quelle est la portion du plan Z correspondant au demi-plan. Quand z varie entre deux des points critiques, soit, par exemple, a et b, suivant l'axe des #, l'intégrale
{z — a)a-i {z — b )M ( z — c)Y-» ate
aura visiblement un argument invariable, c'est-à-dire que le point Z décrira un segment de droite AB, et, z marchant dans le même sens de a à b, le point Z marchera aussi dans le même sens de A en B, puisque la dérivée de Z ne peut s'annuler quand z est compris entre a et b. Ce que nous venons de dire de a à b s'applique à l'intervalle de b à c, auquel correspond BC; mais, quand z décrit un demi-cercle infiniment petit autour de 6, l'argument de (z — b)$ ~{ a diminué de
les deux directions BA et BC font donc un angle égal à ^tt; avec plus de précision, une rotation de [3tc dans le sens négatif amène la direction BA sur la direction BG. Si maintenant z va de c à + 00, Z décrira un segment de droite CC , partant de G et faisant avec lui un angle ytc et CG' est tellement placé que la direction CB coïncide avec CC' par une rotation de yrc dans le sens négatif. Remarquons maintenant que, de quelque manière que z aille à l'infini dans le demi-plan, Z tend toujours vers G'; de plus, en appelant pi' l'affixe de G', on a pour z très grand le développement
conséquence immédiate de la relation a -f- (3 + y = i . L'argument de Z — jjl' augmente donc de — tt quand z passe de -+- oo à — oc, et il en résulte que, z variant de — oo à a, le point Z décrit le segment rectiligne C'A qui est le prolongement de CC. Nous arrivons ainsi à la conclusion suivante : Le périmètre du triangle ABC correspond à C axe réel du plan z.
Nous n'avons plus maintenant qu'à appliquer la remarque du n° 9 pour en conclure que le demi-plan correspond uniformément
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à l'aire du triangle ABC au moyen de la transformation
Z= f (z — ay-i{z — b)$--Hz — cy(-idz.
Nous savons donc faire la représentation conforme sur un demiplan d'un certain triangle dont les angles sont égaux à a-, 3tz et y-. Tout triangle étant semblable à un tel triangle pour des valeurs convenables de oc, (5, -, il en résulte que le problème de la représentation conforme d'un triangle sur un demi-plan est complètement résolu.
12. On peut d'une manière plus générale considérer la transformation
où a, b. .... / sont m constantes réelles; a, (j, ..., A sont des quantités positives telles que
el zQ es! encore une constante dans laquelle le coefficient de i est positif. Quelle sera la portion du plan Z correspondant au demiplan supérieur du plan des s? On verra, comme dans le cas du triangle, qu'à l'axe Ox correspond une ligne polygonale fermée, et les angles, comptés comme précédemment, que font entre eus livers côtés de cette ligne sont respectivement
a-, p-, ..., Xtt.
La ligne polygonale fermée limitera une certaine aire. Celle-ci
essairemenl tonnexe comme celle du demi-plan. C'esl à-dire qu'on pourra passer d un poinl .1 un autre de 1 aire en res
tant à son intérieur; en d'autres termes encore, l'aire limitée par la ligne brisée ne pourra se fractionner en plusieurs autres aires polygonales n'ayant que des sommets communs. Ainsi, pour le cas de ra = 4> on ne pourra avoir la configuration représentée par ABCDA(y^-. 32)
11 est important de remarquer, et c'est ici une différence avec le cas du triangle, qu'à une valeur de Z ne correspond pas d'une manière nécessaire une seule valeur de z ou, en d'autres termes, que la série des valeurs que prend la fonction Z sur l'axe réel et à l'infini ne forme pas nécessairement une suite de valeurs toutes différentes. L'aire polygonale peut, en effet, se recouvrir partiellement elle-même; c'est ce qu'indique la figure 33. L'aire limitée
par la ligne polygonale ABGDEFGH se recouvre partiellement elle-même; on voit bien en effet que la partie ombrée appartient deux fois à l'aire polygonale. A une valeur de Z répondant à un point de cette partie ombrée correspondront deux valeurs de z.
Nous n'insisterons pas davantage sur cette question de la représentation conforme d'un polygone rectiligne sur un demi-plan. La forme de la fonction à employer pour cette représentation conforme et dont nous venons de faire usage a été obtenue par Schwarz et par Christoffel. Quant à la détermination effective des constantes a, b, ..., / pour un polygone donné, elle n'est pas sans présenter quelques difficultés; nous y reviendrons dans la théorie des équations aux dérivées partielles (*). Nous aurons à
(l) On consultera, sur ce sujet, un Mémoire de M. Schlalili : Zur Théorie der conformen Abbildung {Journal de C relie, t. 78).
étudier aussi plus tard la représentation des aires limitées par des arcs de cercle, qui se rattache à la théorie des équations linéaires du second ordre Y1).
13. Je terminerai ce qui a trait à la représentation conforme en considérant un cas très simple relatif à deux aires limitées par plusieurs contours. Deux aires A et A' limitées chacune par un seul contour peuvent être représentées d'une manière conforme l'une sur l'autre : on peut, en effet, faire la représentation conforme de chacune d'elles sur une circonférence et cet intermédiaire permet de réaliser la transformation cherchée. Des circonstances toutes différentes se présentent pour les aires limitées par plusieurs contours; deux aires A et A', limitées chacune par un même nombre de contours, ne peuvent pas, en général, être représentées d'une manière conforme V une sur V autre. L'étude approfondie de ce nouveau problème a été faite par M. Schottky dans un beau et important Mémoire ('-); cette intéressante question se rattache étroitement à l'étude de la correspondance entre le> points de deux courbes algébriques, et nous nous en occuperons à la lin de ce Volume quand nous aurons tous les éléments nécessaires pour la résoudre.
En ce moment, je ne prends qu'un cas extrêmement particulier, sur lequel nous nous sommes appuyé au Chapitre IV.
Établissons entre le plan des z et le plan des Z la correspondance
c désignant une constante positive. A une valeur de z correspond une seule valeur de X; mais à une valeur <!<• Z correspondent les deux valeurs
Voit -ii questions, le Tomr II «l'-s Mémoires de Schware, <>u l'on
trouvera en cor < beaucoup d'autres exemples de représentation conforme On lira
i dans le Tome I des Leçons <1p Darboui le Chapitre qu'il cous. nie .1 cette
- bottki Conforme Abbildung mehrfach tutammenhàngender ebener wrnal >/• < relie, l.
33/j CHAPITRE X
entre lesquelles existe la relation z1 z" = c2. Considérons le cercle (C) (fig. 33) décrit de l'origine comme centre avec c pour rayon:
Fig. 34.
*tv ■
on peut, en choisissant pour le radical y/Z2 — c2 une détermination convenable, supposer que le point z' est extérieur à la circonférence (C); le points'7 est alors intérieur à cette circonférence, et on l'obtient en prenant l'inverse du symétrique du point z par rapport à l'axe des x relativement à la circonférence (G).
Supposons que le point z décrive dans le plan des z une circonférence de rayon r et de centre O, et cherchons la ligne que le
point Z va décrire dans son plan {fig. 34). On aura, en posant
2(X + t'Y)= /'H : Icoscp -4- i ( /• isincp,
et, par suite, la courbe décrite par le point Z sera l'ellipse
dont les foyers F et F' sont les points -h c et — c dans le plan des Z. Donc à la série des cercles ayant l'origine pour centre dans le pian des z correspond une série d'ellipses homofocales dans le plan des L et inversement. Mais, tandis qu à un cercle dans le plan des z correspond une seule ellipse dans le plan des Z, à une ellipse E dans le plan des Z correspondent deux cercles (C) et (C") dans le plan des j, dont les rayons sont liés par la relation r r" = c2 : 1 un est par conséquent extérieur au cercle (C) et l'autre intérieur. Lorsque le point Z décrit l'ellipse E, les points z et z" décrivent simultanément ces deux cercles en sens inverse, avec des arguments à chaque instant égaux et de signe contraire.
Lorsque r partant de zéro augmente jusqu'à c, l'ellipse E partant de l'infini balaye tout le plan des Zen s'aplatissant et se réduisant pour r=c à la droite double FF'. Si l'on continue ensuite à faire varier r de c à. l'infini, on balaye de nouveau tout le plan des Z en repassant par la même série d'ellipses dont les dimensions vont sans cesse en augmentant. Donc au plan Z tout entier correspond, d'une part la portion du plan des z extérieure à la circonférence G et d'autre part la portion du plan des z intérieure à cette circonférence.
Bornons-nous, pour fixer les idées, à la partie du plan z extérieure à C; nous partirons de la correspondance
Ou suppose tracée dans le plan Z la coupure ( — c, -h c) que Z n< devra |>is franchir; la fonction y/Z- — c2 est alors uniforme et on la suppose positive quand Z est réel et supérieur à c. I>> formule précédente fait correspondre le plan Z, où est tracée la coupure ( — t\ -4-c), à la partie du plan z extérieure àC. En particulier, l'aire comprise entre deux ellipses homofocales de I >\ i ( — c, 4- c) se trouve transformée en une aire limitée par deux circonférences. Il en résulte que le problème de Dirichlet peut être lemenl résolu pour deux ellipses homofocales, puisqu'il se
très simplement pour deux circonférences concentriques. I un d \s ellipses homofocales i»'""' se réduire à la droite joignant les deux foyers; c'est de ce cas particulier que nous avons fait
ii <\|> isant I,i méthode de Poincaré (p. 99).
I i. On peut, du mode de correspondance précédent, déduire, à l'aide du théorème de Laurent, une forme de développement en série pour une fonction de f(z) holomorphe dans l'aire comprise entre deux ellipses homofocales. Il suffira d'énoncer les résultats que le lecteur démontrera sans peine. On aura d'abord de suite le développement
les a étant des constantes. Un cas particulier intéressant est celui où la fonction f (z) est holomorphe à l'intérieur d'une ellipse de foyers ( — c, -+- c; on peut facilement montrer que l'on a dans ce cas
et l'on trouvera alors le développement
m = oo
Pm(z) désignant le polynôme d'ordre m
Pm (*)= U + s/7^ci)m + (- _ /srz75)«
£//*e fonction holomorphe, à l'intérieur d une ellipse, se trouve ainsi développée en une série de polynômes. Pour c = o, on retombe sur le développement de Taylor.
15. Nous reviendrons une dernière fois, en terminant ce Chapitre, sur le problème de JDirichlet, qui nous a déjà occupé dans cet Ouvrage, pour indiquer la méthode de Schwarz (*). En fait, une partie de cette méthode a été exposée quand nous avons parlé du procédé alterné (p. 8i); nous allons avoir à en faire usage. Schwarz ramène la solution au problème de la représentation conforme; on sait, en effet, résoudre le problème de Dirichletpour toute aire dont on a fait la représentation conforme sur un cercle.
Nous nous bornerons au cas où le contour serait formé d'arcs
(') Tome II des Œuvres complètes de Schwarz (p. 1 4 f ) -
jrèguliers de lignes analytiques faisant entre eux des angles différents de zéro (' ). Il suffit évidemment de montrer que nous pouvons décomposer l'aire S limitée par ces arcs en un nombre limité d'aires partielles représentables sur le cercle et empiétant les unes sur les autres, car alors le procédé alterné donnera la solution.
Sur un arc régulier de ligne analytique nous pouvons prendre un arc assez petit oc[3 pour qu'une représentation conforme (n° 3 ) transforme oc[3 en segment de droite a'(J' dans le plan de la variable z'. Enjoignant oc' et fi' par un arc de cercle, on aura dans le plan - une aire limitée par la courbe ocjâ et par un certain arc ne la coupant pas sous un angle nul, et l'on pourra manifestement en faire ta représentation conforme sur un cercle. Ceci posé, on pourra fractionner Tare analytique AMB en un certain nombre d'arcs suffisamment petits et tels que deux arcs consécutifs empiètent l'un sur l'autre. On joindra deux à deux les extrémités de ces arcs par des lignes situées dans S et telles qu'elles limitent, avec l'arc correspondant, des aires dont on puisse faire, comme il vient d'être dit, la représentation conforme sur un cercle. L'ensemble de aires formera une nouvelle aire limitée par l'arc AB et un arc APB situe dans S. et, pour cette aire, on saura résoudre le principe de Dirichlet par l'emploi du procède alterné. On peut supposer que ! arc \I'B coupe l'arc AB sous des angles différents de zéro. Nous répéterons la même construction pour tous les côtés du contour. En «harpie sommet S nous placerons le centre d'un secteur circulaire intérieur à S el empiétant sur les deux aires limitrophes pie nous venons de construire. Ceci sera toujours possible, puisque :es aires ont, aux sommets, des angles différents de zéro et que l'angle du routeur en chaque sommet est différent de zéro.
Enfin non- tra< erons une série de cercles tout entiers intérieurs à S ci qui ne soient jamais tangents entre eui ni aux contours ■mes auxiliaires, et en as nul nombre pour que toul point en S
soit intérieur à un de ces cercles ou à Tune des aires auxiliaires. Il suffira évidemment pour cela d'un nombre limité de cercles. I i décomposition de l'aire S en aires partielles empiétant les unes
trouvera dans le Mémpire de Schwarz l'examen d i l'angle
ist nul; certaines hypothi ire relativement à l'ordre de contact
If"- 1 1 r 1 1 \
sur les autres, pour lesquelles on sait résoudre le problème de Dirichlet, est donc effectuée, et la question est dès lors résolue.
16. 11 ne sera pas inutile de rappeler que nous avons en définitive fait connaître dans ce Livre trois méthodes essentiellement distinctes pour la solution du problème de Dirichlet. Ce sont la méthode de Neumann (p. 44) s'appliquant aux contours convexes, celle de Poincaré (p. 89) qui est absolument générale, et enfin celle de Schwarz qui s'est trouvée présentée en deux fois, d'abord (p. 81) et ensuite au paragraphe précédent. On trouvera une quatrième méthode dans le Livre déjà cité de Harnack sur le potentiel logarithmique, mais nous nous contenterons d'y renvoyer le lecteur.
IV. — Représentation conforme sur Paire d'un cercle d'une aire simplement connexe à frontière quelconque.
17. Nous avons toujours supposé, dans les sections précédentes, que l'aire A était limitée par un contour simple formé d'aires analytiques, ou au moins ayant une tangente en chaque point. Nous allons prouver (*) qu'on peut résoudre le même problème pour une aire A simplement connexe dont la frontière pourra être absolument quelconque sauf la condition de comprendre plus d'un point.
Soit A cette aire du plan z, F sa frontière. On peut toujours, au besoin par une transformation préalable, supposer que A est une partie du cercle | z \ S 1 .
En effet, s'il existe un point ^0 extérieur à A, on posera
(') Depuis 1907 des progrès considérables ont été réalisés dans la théorie de la représentation conforme grâce aux travaux de Poincaré et de MM. Kœbe, Hilbert, Garathéodory, Lindelôf. On pourra se reporter à une communication de M. Lindelôf au quatrième Congrès des Mathématiciens Scandinaves à Stockholm en 1916 pour la bibliographie. Nous utilisons ici cet excellent exposé intitulé : Sur la représentation conforme d'une aire simplement connexe sur faire d'un cercle.
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d étant la plus courte distance de za à F et le domaine que décrira u fera partie de | u. | ^ i .
Si aucun point du plan ^ n'est extérieur à A, soient z{ el z2 deux points de F distincts, posons
et choisissons une branche déterminée de Ç(s) ; cette branche "C(z) es! holomorphe dans A et transforme A en une aire simplement couverte X du plan s ( ' )• ^e Pllls? si îo est la valeur de la branche en un point ^0 intérieur à A, — Ç0 sera certainement extérieur u -In, on retombera donc sur le cas précédent et on passera de A> à une aire simple du plan w, faisant partie de | u \ S i .
Nous supposons donc maintenant que A fait partie du cercle \ z 21 et, sans que cela restreigne la généralité, que A contient
lorigine — car, par une transformation du type Z = — ^ Ç conservant le cercle - 5i> on pourra toujours réaliser cette hypothèse. Nous allons donc chercher une fonction £=f(z) telle que/(o) = o, f'(o) étant réelle et positive, telle que à tout point 3 intérieur à A corresponde un point Ç intérieur à | £ | < i et réciproquement; la fonction v = /(c) étant holomorphe dans A et son inverse ^ — g(^) holomorphe dans |Ç| << 1 (2j.
18. Nous avons besoin, avant d'aborder le problème général, d'étudier une transformation particulière, /étant positif et <i, considérons La fonction 'Ç(z) définie par
pour- laquelle on choisira .m deuxième membre la branche qui
(') Bile <•->! simplement couverte parce que, - élan! fonction rationnelle *!«■ -. \ ne srr.nt certainement pas simplement couverte li -l in l'était pa«.
C ) ' /(*) fera correspondre les directions positives des . • ls dans
les plana z et '. Évidemment , -f(z) e,e (0 arbitraire) fera correspondre à la direction positive de l'axe réel du plan s une direction arbitraire du plan '.
pour
o prend la valeur -(-/*; alors Ç (o) = b). On en tire
avec
/• et - étant inverses par rapport au cercle |#|== i ainsi que \/r
et — on voit que | js | == i entraîne
= r et par suite | Ç
On verra aussi aisément que lorsque z décrit le segment ( r, - ) £ décrit l'arc intérieur à | Ç | << i du cercle décrit sur le segment ( i/r, — ) comme diamètre. Ce dernier cercle divise | Ç|= i
en deux parties dont l'une contient o ; cette partie correspond à l'aire du cercle | z | 5! i armée de la coupure rectiligne (r, -f- i) par la transformation (i). La deuxième branche de Ç définie par (i) décrirait l'autre partie du cercle I z \S ri L'ensemble des deux branches de Ç(z) décrirait le cercle | z | = i une et une seule fois. Il est visible dans (2) que pour tout point | Ç | << 1 on a
et par conséquent
L'égalité | z | = | Z, | ne se réalisant que pour | Ç | = 1 .
Dans le cercle |^| <C J-> K(z) reste holomorphe et lorsque | z | = r, Ç décrit une courbe G, dont nous cherchons la plus courte distance dr à l'origine. Pour cela, considérons dans le plan Ç un
cercle c = c, o2<c<p<i. C'est un cercle du faisceau
JC-
dont p et - sont les points de Poncelet, et ce cercle contient l'origine. Lorsque Ç le décrit, -3 décrit une courbe y et | z | suit les mêmes variations que | Ç | : le minimum 8 de | z | a lieu lorsque Ç est réel et négatif sur le cercle c et pour cette valeur z est réel et négatif : le cercle | z | == S est intérieur à y et il est clair que le minimum de | Ç | sur ce cercle est atteint lorsque z est réel et
négatif. On conclut que si l'on donne à z la valeur — r dans (i) on aura une valeur de Ç dont la valeur absolue donnera la plus courte distance dr cherchée.
On tire de là
dr = ^J ^ — v//'2_hI
Evidemment dr> r; par suite
= //;,/•,= — » _>j pour 0<r<i.
La fonction ra(r) tend vers l'infini si r tend vers zéro; on a donc
— = m(r)>H- fx(r') pour r^r'<I,
u ( r ) étant une quantité positive.
Il y a presque rien à changer à ces considérations si l'on prend cette fois
Z\ — sj r e(9
il n'y a qu'à faire tourner dans les plans z et zK les deux figures de L'angle (— cp) autour de o pour être ramené au cas précédent. Lorsque z décrit | z | = r, z{ décrira une courbe Gr dont la plus courte distance à o sera donnée par les évaluations précé-
«li'IÎ \r>.
19. Venons maintenant au problème posé. Soit re*f le point de F (frontière de A) le plus voisin de l'origine («), et s'il y en ;» plusieurs, celui «loin l'argumeni cp est minimum. Par la transformation
on définit dans A une branche de fonction holomorphe zt f{(z)
(') Noua excluons ici le cas évident où l'aire A serait identique iu cei I
USllé . alors /( z )
pour laquelle J\ (o) = o
à A correspondra une aire A, du plan zt intérieure à |^/|£i et
qui sera simplement couverte puisque A l'est. A contient | z | = /',
donc A, contiendra la courbe appelée G, au n° 18. Par suite la
frontière F{ de A{ est à une distance rir de o supérieure ou égale
à dr :
i\ d vin \r\.
[F \ appartient d'ailleurs au cercle \z\ |5 ij. On a aussi, en vertu de (2'), \f{ (z) \^> \ z \ pour tout point z intérieur à A.
Faisons de même pour A, ; soit r{e'^1 le point de F, le plus voisin de o et posons
On transformera d'une manière conforme Faire A, du plan z { en une aire A2 du plan ^2, simplement couverte, intérieure à | z2 ] = 1 et pour laquelle la frontière F2 sera à une distance r2 de o satisfaisant aussi à
z2(z{) est holomorphe dans A, ; z2(o) = o et
= r"f Ai +4=)>
/ dzt
\dZiJo" l\V ' l ' y/^
De plus | z2 | >-| Z\ | dans A4 ; on continue indéfiniment l'application de ce procédé et on a une suite d'aires Af, A2, . . . , Aw renfermant toute l'origine et dont les frontières Fn F2, . . . , Fn sont à des distances à o telles que
1 =r»i;/v-im(Tç_i).
Les rn vont en croissant; ils tendent vers une limite r' et l'on a nécessairement r'=i. Car si r' < 1 on aurait, d'après (3).
r»^rn-1[i"4-'j*(r')] et par suite
rn^r[i-±-tx(r')]n, où jx(r') > o,
et le deuxième membre tendrait vers l'infini avec /*, tandis que le premier tendrait vers r.
La frontière ¥n de V aire A„ tend donc uniformément vers la circonférence du cercle unité lorsque n tend vers /'oo.
20. La représentation conforme qui fait passer de z à zt, zt =J\ (z) est algébrique, et z est une fonction rationnelle de zt. De même 32 <'sl fonction algébrique de c,, holomorphe dans A,. zn est fonction algébrique de zn_i1 holomorphe dans A,,.,, ;n_, étant fonction rationnelle de zn. Donc zn est fonction al brique de 3, holomorphe dans A et z est fonction rationnelle de zn. La fonction zn =fn(z), holomorphe dans A, transforme A en A„. On a /„ (o) = oet
fit \ — (dZn\ = ( dZn dz"-i (/zi\ J,l{~0) ~ \ dz )o~~ \dzn-i' dz,^2' ' dz J „*
ri" ■
Comme toutes les valeurs des dérivées ,*1 prises pour zi_{ = o sont réelles et >i, ainsi qu'on l'a vu plus haut sur f[(o) et sur ( -~ J y il s'ensuit que
f'n(o) est réel et > i quel que soit /i.
Enfin nous avons vu que pour tout point z intérieur à A on a conséquence de (2 bis)\z\ <C\zl\<i\z2\<C--<C\zn\<Z--<Zi , Or. a donc une suite de fonctions fn{z) holomorphes dans A sah - t aux condil ions
fn(o) sa o, et z = o est le seul zéro de fn dans A, frn(o) réel et > 1, f 1*1 |/t(*)| :|/.(*)| ■••<\fn{z)\<... - I <«a"s \
Montrons qu'elle converge uniformément dans toute aire intè ire à V, vers une fonction /*( 5), holomorphe dans Y ^/ qui donne In représentation conforme de \ swr A/ cercle 1.
^21. On peu! utiliser l>i<n des procédés pour prouver la converjen e des J l tiiisons i< i Le théorème «!<• Harnack démo
au a° 6 du Chapitre II dans le présent volume en considérant ta
suite de fonctions harmoniques
un = log
Ces fonctions harmoniques sont régulières dans A, car fn(z) n'est nul qu'en o et pour ; = o on a
D'ailleurs
Donc les un sont dans A partout régulières et positives.. En o elles prennent les valeurs un{o) === log/^ (o) ]> o. Et d'ailleurs à cause de
/'»(o)=(ér)./":'(o)' |juisque (&).>'•
on a
Les/^(o) et, par suite, les un(o) vont en croissant avec n. Lorsque c décrit le cercle \z\ = r intérieur à A, on a \fn(z)\<^i. Donc
on a — — - << - sur ce cercle et a fortiori en o, point intérieur
au cercle. Quel que soit n on a donc
La suite des f'n ( o ) croissante et bornée a une limite pour «=oo. La suite croissante des un, harmoniques et positives, convergeant en o vers limy^o), convergera, uniformément dans toute
aire intérieure à A, vers une fonction harmonique u positive en o
et dans tout A.
f (z) La suite des fonctions vn — arg*7 > conjuguées des u,n et
telles que vn(o) = o sera aussi une série convergente, cela résulte aussitôt de l'expression
où z = x -+- iy.
La suite des un convergeant uniformément dans toute aire A' intérieure à A, vers une fonction u, harmonique dans A, Pinte-
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grale de Poisson prouve aussitôt que les suites — - et -j— con-
âu du vergent vers -r— et — • ° ax ay
On a en effet dans un cercle C de centre O, de rayon R entourant le point z(x. y) et intérieur à A.
J0 R* — aRrcos(<|> — <p)-+-r* nK ' ' Y
/• et op étant les coordonnées polaires de s, ««('{>) indiquant la valeur de un au point de la circonférence d'argument ty. Dans
cette formule on peut différentiel- sous le signe / par rapport à x
et y sans difficulté. La convergence des url('b) sur G entraînera
celle des - ; et -~ dans C. C peut être d'ailleurs remplacé par un
cercle quelconque dans A.
f ( ') La suite des JnK~J — e"»+»'.. est donc convergente ('), celle
des fn(z) lest aussi et sa limite f(x), d'après le théorème de Weierstrass (n° 40, Ghap. V) est holomorphe dans A,/(o)=o, /'(o) > i ; f(z>) ne se réduit donc pas à une constante.
22. La fonction Ç==f(z) donne la représentation conforme de V intérieur de Caire A sur Vintèrieur du cercle |Ç| <^ i. On pourrait pour le montrer se reporter simplement au n" 0 du présent Chapitre. En effet la fonction harmonique
U==iog|/(*)| = K+ log|*|
jouit de toutes les propriétés reconnues à la fonction U(.r, y) à cet endroit. Car étant < r— j on aura Un — logl c | et par
Suite
u < — lo^'| z\.
I >onc 1 o dans A.
M ae serait pas difficile de prouver que Lorsque z tend vers un point frontière de A, U tend cas zéro. De^ lors le raisonnement du n" 6 serait valable et dispenserait même de prouver, comme
(') On trouvera dans !«• Mémoire cité de M. Lindelol une démonstration directe de II convergence des /*(*) qui n'utilise pas le théorème de Harnack.
nous l'avons fait, la convergence des vn. La fonction ( — U) est la fonction de Green de l'aire A relative au pôle O; elle est harmonique et régulière dans A, sauf en O, où elle est infinie comme
log-j et lorsque le point (x,y) tend vers un point fonction de A.
U tend vers zéro.
Mais il est plus instructif de faire ici un raisonnement direct.
D'abord \f?i(z)\ étant <^ i en tout point intérieur à A, on aura \f(z) ~ i dans A et comme le maximum du module d'une fonction holomorphe dans A ne peut être atteint qu'en un point frontière [f(z) n'étant pas constante], il est clair que l'on aura \f(z) I <C ï en tout point intérieur à A. A tout point 'z intérieur à A correspond par Ç=y(s) un point et un seul intérieur au cercle | Ç | <[ i .
Soit, inversement Çû5 un point quelconque tel que |Ç0|<^i. Puisque Fn frontière de A„ tend vers la circonférence | Ç | = i on aura, pour une valeur de n assez grande, rn >> | £0 | et même, r étant un nombre ;> | Ç0 | et < i , on aura rn ^> r ^> | Ç0 j.
Ç0, intérieur à la circonférence | Ç | = ;*, est intérieur à An. Par ^=fn(^js) correspond à l'aire A„ de Ç, l'aire A de z, au cercle | Ç| = r une courbe fermée Cn(r) intérieure à A et entourant l'origine.
Sur G«(n) on a \fn(<z)\ == /'. Or \f{z) | > \fk(z) |i donc sur G„ (r) et à l'extérieur on a \f(z) | !> r et dans la partie de A extérieure à Cn(z) f(z) ne prend pas ha valeur Ç0.
Considérons les deux équations
f(z) = o et ftz) — Ço=o.
Sur Cn(r) on a \f{z) | > /• ]> | Ç0 |» donc d'après un théorème déjà utilisé au n° 51 du Chapitre V [note (')] et démontré en détail au n° 25 du Chapitre IX du présent volume, les deux équations ci-dessus ont le même nombre de racines dans C„(r).
Par conséquent Ç0 étant un point quelconque intérieur au cercle | Ç | < i il lui correspond, par Ç =f(z), autant de points z de A qu'à Ç=; o.
Or, à cause de l'inégalité \f(z) \^>\z\ vérifiée dans A, f(z) ne s'annule que pour z = o et comme /' (o) ^> i ce zéro est simple pourf(z).
// correspond donc à tout point Ç0(| Çe |<^ i) un point z^ et un seul intérieur à A. La relation Z=f(z) établit la représentation conforme de Yintérieur de Vaire A sur l'intérieur du cercle j Ç | i. En tout point z0 de A, f(z0) ^é o pour éviter les zéros multiples de f(z) — f(z0). La fonction ^(Ç), in\< de f(z), sera holomorphe à l'intérieur de | ^ I <[ i .
23. La correspondance établie par £ z=f(z) entre les points intérieurs de A et les points intérieurs de | Ç | <[ i s'étend aux frontières. Des études approfondies de cette correspondance entre les fonctions ont été publiées dans ces dix dernières années. Le lecteur trouvera, dans le Mémoire cité de M. Lindelôf, toutes les indications bibliographiques nécessaires sur ce sujet qui sort du cadre de notre livre.
V. — Sur un développement en séries de polynômes déduit de la représentation conforme.
ï2i. Nous avons déduit (n° 14) de la représentation conforme dune aire elliptique un développement d'une fonction en série de polynômes. D'une manière générale, pour un contour régulièrement analytique, on peut avoir <les développements analogues avec des polynômes qui dépendent uniquement du contour; c'est ce que noua allons établir avec M. G. Faber ( ' ).
Soit don»- S une aire, située tout entière à distance finie dans le plan de fa variable s, Limitée par le contour (1 régulièrement anal) tique; désignons par \ L'aire extérieure à G. D'après ce que nous .i\ ns vu dans ce Chapitre, on peut faire une représentation forme de L'aire \ sur L'intérieur du cercle I" de rayon un, dans le plan 'l'une variable complexe /, el cela «le telle manière que Le } il s corresponde au point / o. On aura, pour ce
repi ésentai m conforme,
i -fi
el la loin hou /'i 1 1 sera holomorphe dans Le cercle de rayon r/n.
r polynomischi i n « Math, tnnalen, t. LVIl,
sauf au point t = o, qui sera pour elle un pôle simple. La fonction précédente sera aussi holomorphe sur la circonférence et un peu au delà, puisque C est régulièrement analytique. Soit maintenant une circonférence Tt extérieure et concentrique à T, et de rayon très peu différent, de manière que/(/) soit encore holomorphe sur Tj. La transformation (2) fera correspondre à r, une courbe d intérieure à G, et qui sera très voisine de cette dernière.
Ceci posé, le point x étant à l'intérieur de Cj, nous avons, d'après la formule de Cauchy,
si F(^) est une fonction holomorphe dans C. En faisant le changement de variable
nous aurons
Cette formule va nous donner très aisément un développement de F(x) en série de polynômes, ceux-ci dépendant uniquement du contour G et nullement delà fonction F (x) que l'on développe.
Considérons l'expression
fit) fit)-*'
en supposant t à l'intérieur de la circonférence Tj ou sur cette circonférence. Cette expression sera holomorphe dans cette circonférence, sauf au point t = o qui sera visiblement un pôle, avec résidu égal à — i . Si l'on développe suivant les puissances de £, on aura
fin
f(t) — x t Ad
et l'on voit aisément que Vn(x) est un polynôme en x de degré n. Soit, en effet,
Q étant une série entière; on aura
* a — tQ(t) — tx
En développant le second terme suivant les puissances positives de t, il apparaît de suite que le coefficient de tn est un polynôme de degré n -\- \ en x.
!2(). Si nous revenons maintenant à la formule
on aura un développement de la forme
F(.r) = a0-h a\ Pt (x) -+-... T-j- anPn(x) H-,..,
où les a sont des constante- c'est le développement cherché.
Les polynômes P(x) ne dépendent que du contour C; les coefficients a sont donnés par des intégrales définies. Ainsi on a
La série précédente généralise manifestement la série de Taylor, avec laquelle elle se confond, si le contour C esl une circonférence. On pourrait, à l'occasion des séries de la forme
«o^- «i Pi(^)-h...H-anPrt(a?) ■+-...,
développer une théorie analogue à celle des séries entières; mais «1 nous suffira d'avoir indiqué un mode de développements léries de polynômes, de nature différente de celui qui nous avait antéi ieurement occupé.
I. — Méthode de Cauchy-Lipschitz relative à l'existence
des intégrales.
1. Nous commencerons par donner la première démonstration de Cauchy relative à l'existence des intégrales d'un système d'équations différentielles ordinaires du premier ordre
-j^ ^Mv,yu.y*, --^ym),
dym , f \
-j^r =fm(x, yuy2, ...,7m).
Cette démonstration nous est seulement connue par les Leçons du grand géomètre publiées en i844 Par M. Moigno; elle concerne spécialement le cas où les fonctions f et les variables sont réelles. Son point de départ, aussi naturel que possible, consiste à regarder les équations différentielles comme limites d'une suc+ cession d'équations aux différences. Lipschitz (*) a simplifié notablement la démonstration de Cauchy et a bien mis en évidence les hypothèses fondamentales nécessaires pour la démonstration.
(l) Lipschitz, Lehrbuch der Analysis, p.. 5o4.
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Pour simplifier l'exposition et éviter des indices multiples, nous nous bornerons au cas d'une seule équation; la méthode s'étendra d'elle-même aux ni équations écrites plus haut. Partons donc de V équation différentielle du premier ordre
Nous faisons sur y*(;r, y) les hypothèses suivantes. Dans le voisinage d'un certain système de valeurs (xQ,yn), correspondant à
ii) \x — -#0|<a, \y— yo\<b,
la fonction réelle J \x, y) des deux variables réelles x et y est continue, c'est-à-dire que, étant donnée une quantité A aussi petite, qu'on voudra, on pourra déterminer 8 tel que pour
| Ax |< 8, | Ay |< o, on ait
\f(x -h\x,y+ Ay) —f(x,y) | < X,
les points (j?, y), (x -\- Ax , y -\- Ay) étant dans la région définie par les inégalités ( i ).
De plus, et c'est l'hypothèse bien mise en évidence par Lipgehitz, il sera nécessaire de supposer qu'il existe une quantité positive k telle que
l/(*»>i)— /(*>.ri)l <k\yi— ri I-
Cette hypothèse est manifestement d'un caractère très général; elle est vérifiée, d'après le théorème des accroissements finis, si f a, par rapporl à y, une dérivée partielle qui reste finir,
Ceci posé, soil \ une quantité positive satisfaisant .mx inégalités
en appelanl M la valeur absolue maxima (\v /(x. y) pour l< ^
points du domaine ( i ).
Noua .liions montrer qu'il existe une fonction continue ^ de x tai m t à V équation différentielle
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définie pour toute valeur de x telle que
■'■ - xq : a
et prenant pour x = xQ la valeur y0.
C'est le théorème fondamental de la théorie des équations différentielles ordinaires.
2. Notre point de départ sera le même que pour arriver à la notion de l'intégrale définie au début du Tome ! de ce Traité. Considérons une valeur x pour laquelle
(nous pouvons supposer x^>xb). On partage l'intervalle x0x en intervalles
XqXi, Xi.T->i . . , Xn—\X.
Formons alors les équations aux différences
7i — 7o = (xl — x{)) /(#0,7o),
7— Yn-\ = ix — xn ._,)/( xn-u yn-x >,
qui détermineront successivement les quantités y{1 y2, ..., 7«_<,7. On doit remarquer que chacune des valeurs trouvées pour les 7, soit pour y/, est telle que
\ûri— 7ol <b- On a, en efi°et, d'abord pour y«,
! 7i — 7o |< M j>t — a?0 )< AM < b ; pour y o on aura
y-i = 70 -+- ( #1 — ^0 )/Oo, 70 ) -+- O2 — ^1 )/( &V, y\ ) ;
donc
l72-7o l < M(.r,- o?0) < MA < 6,
et ainsi de suite
La valeur finale y est donc une expression parfaitement déterminée dépendant de x et des points de subdivision xi} x>, . . ., xn_{ .
Par analogie avec la question que nous avons traitée dans le cas
de l'équation très simple (t. T, p. 2)
cly *t \
nous devons nous demander si cette expression y tend vers une limite déterminée, quand, x restant fixe, tous les intervalles tendent vers zéro, leur nombre augmentant indéfiniment.
Nous allons montrer qu'il y a bien une limite, et celle-ci est la fonction de x que nous cherchons.
3. Nous considérerons d'abord une première loi de subdivision telle que l'on passe d'un mode d'intervalles au suivant en fractionnant chacun des intervalles précédents. Nous allons établir que, pour une telle loi de subdivision, y tend vers une limite.
Soit
le premier mode de subdivision; nous marquerons par un accent le second mode de subdivision, et pareillement les valeurs dey auront des lettres accentuées. Soient l'intervalle xaxa+{ et
x 1 = xx, . . . , x m . . . , x n = xa+i
les valeurs intermédiaires des x' .
On aura
\y'm—y\\ <(x'm— */)M <(.ra+_,— a?a)M.
Nous supposons la première subdivision poussée assez loin pour que
•Zch-1 — *a<$ et (a?*M— a?a)M<8.
On aura par suite, 0 et A se correspondant d'après les notations du n° 1,
Or f>n ;.
y,. x-y, =(*ki— *;) /(*î,y/)i
l'ICAIIh II.
donc, en faisant la somme et se servant des inégalités (E),
D'ailleurs
JKa+i— JKa= (^a+i-^a')/(^a,/a).
on en conclut
mais x't= xa\ nous avons donc, en nous servant de la seconde hypothèse faite sur y,
\y'n— Ja+i I < |r/— Ja! + (%+i~ #a) [*!.// — /a | "H X ],
inégalité fondamentale dont nous allons tirer la démonstration de V existence de la limite.
On voit que cette inégalité donne une limite de la différence des valeurs des lettres accentuées et non accentuées en x"a+i en fonction de leur différence en x"a. Nous sommes donc assuré, en allant de proche en proche, de trouver une limite supérieure de
\yr—y\ en^-
Désignons, pour abréger, par \a+\ la différence \y'n — y&+\ |- Uinégalité précédente, à savoir
Va+1 < Va+ (xa+l — a7a)[*Va4- Mi
pourra s'écrire
Va+i< Va[i + X:(^a+1— xa)] -h À(>a+i — xa), OU
Va+i 4- j < f Va -4- j j [i-h A-(a7a+i — a?a)]î par conséquent, puisque V0= o, Va+i+ j < j[i-hk(xi — a?0)][n- Ar(a?2 — a?i)] .. . [i-h £(#a+i — '*«)]..■
Or, pour # positif, on a
i -h A :x < e*-*; on en conclut
OU
\yrn—y*+\ I < J. [c*<*«+.-*.>—i].
Prenant le point extrême a?, nous aurons, d'après ce qui précède, en désiguant par y la valeur à laquelle conduit le premier mode de subdivisions, et par y' celle à laquelle conduit le second mode,
\/-y\<-£leAix-x°]-i]-
Cette inégalité obtenue, la démonstration s'achève d'ellemême. A partir du mode de subdivision x, tous les autres modes de subdivisions suivants x' donnent pour y' des valeurs comprises entre
y "+■ j\ek[x~xJ— i] et 7 — -y [e*(*-ar0> — 1].
A* rC
Prenant alors une suite de quantités X décroissantes et tendant vers zéro, on formera, d'après un mode de raisonnement bien connu, une suite d'intervalles décroissants, tous compris les uns dans les autres et tendant vers zéro; la limite commune des deux extrémités de ces intervalles est la limite cherchée.
\iiim, nous avons une limite pour y quand on adopte une loi de subdivisions de la nature indiquée. Je dis que toute autre loi conduira à la même limite. Soient deux modes quelconques de subdivisions de l'intervalle x0x, marqués respectivement par les lettres
nous désignerons par x" la subdivision formée avec l'ensemble des deux premières. Si les intervalles x et x' sont moindres que 8 (8 correspondant, comme plus haut, à une valeur donner de X), on aura
\y"-y'\<\[eku-^-il
dont
y" -y I < y\e><lx-*o)-i\;
y-y'\<^W*^-il
Il en résulte bon évidemment, puisque a est pris aussi petit que
l'on veut, que y' aura une limite si y en a une, et ces deux limites seront les mêmes.
En résumé, nous avons établi que, quel que soit le mode de subdivision, y a une limite parfaitement déterminée. Cette limite est une fonction de x, qui pour x = x0 se réduit à y0.
4. Il reste à montrer que la fonction y de x, qui vient d'être obtenue, satisfait à l'équation différentielle
Soient, dans l'intervalle A, les trois points x0, x, x', et supposons pour fixer les idées,
Soienty la valeur de la fonction précédemment trouvée en X, et y1 sa valeur en x' . Pour trouver y\ on peut concevoir qu'on parte de x avec la valeur y et qu'on fractionne l'intervalle xx' en un nombre de parties grandissant indéfiniment. D'autre part, si l'on ne prend qu'un seul intervalle, on obtiendra la quantité Y' définie par
mais, si \x' — x\ <^ S (S correspondant toujours à une quantité X), on a, d'après le paragraphe précédent,
|Y'— y\ <~[é*<*'~^— il.
Nous pouvons écrire cette inégalité sous la forme
On aura donc et enfin
Y'-/= ™[ekx'-x)__ ï] (6»<i).
d'où résulte (en faisant tendre a?' vers # et remarquant qu'alors on
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a bien
peut prendre X de plus en plus petit) que y a une dérivée -j- » et l'on
dx r.
ce qui achève la démonstration.
o. Le théorème fondamental que nous venons d'établir s'étend sans modifications essentielles au cas de m équations du premier ordre
dy
1 =/i(^/ji/»n • • •>;'»<),
(2) \ dx
dy,
dx
dy*
= fm(x,yuyi, . .., y m).
dx
On suppose que les fonctions f soient continues pour les valeurs des x et des y satisfaisant aux inégalités
\x-x0\<a, \yi — yî\<b, •••> \y>n—y%i\<b\
soit M la valeur absolue maxima des fonctions f dans ce domaine. De plus, on a, pour deux systèmes quelconques de points de ce domaine,
\M**y'\r/ii --, y'm)—fi{ *,yu y*, . ...j™)l <*i \/\—y\ I-+- k-Ay'<L — y-A -+-...-*- km\/m— ym\t
les /. étant des constantes positives.
En remplaçant, comme plus haut, les équations <lillcrentielles par des équations aux différences, on établira, sans autre peine cnie quelques Longueurs d'écriture, que dans la région définie par
ou
il ex Iste m (onction^ continues r, , V27 • • •• y m (b' x satisfaisant au Système d'équations différentielles, <-t prenant respectivement pour x = x0 les valeurs y*{1 y\^ . .., y°m. La région dans laquelle les
intégrales sont définies correspond donc à un intervalle tracé de part et d'autre de x0, et dont la longueur est la plus petite des
deux quantités
a et g.
6. Nous venons de trouver un système d'intégrales continues prenant des valeurs données pour x = x0. Nous allons maintenant démontrer que ce système est unique.
Il suffira de prendre le cas d'une seule équation; le raisonnement est général (* ). Soit donc l'équation
Nous avons trouvé une intégrale y, fonction continue de x et prenant pour x — x0 la valeur y0. Supposons qu'il existe une seconde intégrale Y jouissant des mêmes propriétés dans un certain intervalle à partir de x0) et soit
Oo, .-r0+B)
l'intervalle dans lequel y et Y sont toutes deux définies. Soit d'abord ,
ik Dans l'intervalle (#0, .r0-r- B) la différence
a un maximum, qu'elle atteint effectivement, et que nous désignerons par £, si les deux fonctions y et Y ne sont pas identiques. Or on a
. fc^/(*,r)-/(-,Y).
Or
l/(*, 7) -/(•*> Y) |< k | y- Y | < Are,
et, par suite, dans l'intervalle considéré,
(') Nous empruntons cette démonstration au Traité d' Analyse de M. Jordan.
11 y a donc contradiction, puisque \y — ^ | doit avoir s pour maximum.
Si B est supérieur à — 7, on considère d'abord l'intervalle
■ik
&o, a?o-+- TT 1 •>
soit s le maximum de \y — \ | dans cet intervalle. On aura, dans celui-ci, d'après l'équation
résultat qui nous conduit à la même contradiction. Il en résulte que dans l'intervalle lx0, x0-\ 7) les deux fonctions y et Y
coïncident. On continuera ainsi de x0-i 7 à x0-\- 2 — 7 et ainsi de
suite jusqu'à ce qu'on ait tout l'intervalle de x0 à x0-\-l&. Il est donc bien établi que les deux intégrales y et Y coïncident dans cet intervalle { ' ).
( ' ) Si, dans l'équation
on suppose seulement que /"(.r, y) est une fonction continue de x et y dans le voisinage de (x0, ^0), sans faire aucune hypothèse relative à la condition de Lipschitz, il pourrait arriver qu'il y eût plusieurs solutions prenant pour x = x0 la valeur y0. Un exemple de ce cas a été donné par M. Peano [Math, Annalen, t. XWYII); il est fourni par l'équation
dy \yxx
dx y"1 -h xs
Le second membre est une fonction continue de x et y dans le voisinage de x = o, y — o, car on peut l'écrire
2 yx*
y2-* SC*
et le second facteur a évidemment une valeur absolue inférieure à l'unité. D'autre part . l'équation rentre dans un type élémentaire classique, en regardant .r comme fonction de y, et l'on obtient facilement l'intégrale générale
y = C — y C -+- x* ( C constante trbitraire). Donm ane valeur positive, el prenant la détermination positive du
II. — Sur une propriété importante de la méthode de Cauchy-Lipschitz.
7. Avant d'indiquer une propriété importante de la méthode de Cauch y, faisons une remarque préliminaire relative à la continuité de l'intégrale. Nous avons considéré l'intégrale de l'équation
prenant pour x = x0 la valeur y0. Si l'on prend comme valeur initiale une valeur y'0 très voisine de y0, on aura une intégrale très voisine de la précédente. La chose est presque évidente; pour le démontrer, cherchons d'abord la différence des valeurs obtenues, quand on a partagé, comme plus haut, l'intervalle x0x par les points de subdivision
en prenant successivement pour valeurs initiales y0 ety0. On a les deux systèmes successifs d'équations
y\ — 7o = Oi~ ^o)/(^o, JKo), yi— y\ =(^-ari)/(^iJiJ,
avec
y\— jk'o =(^-^)/(^o,/'o)) y'i — y\ =(^2— ^i)/(^i,yi), • ■>
y' —y'v-l = (x — a?ifc-i:)/(ap»-i, r«-i)- On a donc
et, par suite,
I 7 —7' I < I J^-i-/„-, 1 [i -+- k\â - xn-i)\.
radical. Quelle que soit la quantité positive C, l'intégrale y s'annule pour x = o. L'équation différentielle ci-dessus a donc une infinité d'intégrales s'annulant pour x = o. La condition de Lipschitz n'est pas remplie ici dans un domaine ( — a, + a ), ( — 6, -\-b) comprenant x = o, y = o.
On a de même
\yn-i—yit-i I < | r/i-a — y'n-î I fi-*- k(xn-x — a?„..s;],
et ainsi de suite. En multipliant ces diverses inégalités membre à membre, on a
I y — y'\< | yo — y'0 1 e*t*-*J.
Soient, d'autre part, Y et Y' les deux intégrales de l'équation prenant respectivement pour x = x0 les valeurs y0 e%y'Q. D'après ce qui a été vu au paragraphe 3, on a, X ayant la signification de ce paragraphe,
et
On a donc
lY'-.r'l< ^£ [*«*-*•>— i].
Or, X est aussi petit que l'on veut, si la subdivision a été poussée suffisamment loin. Donc, si | y{) — y\ | est pris suffisamment petit, on voit que | \ — Y' | sera aussi petit que l'on voudra, ce qui établit la continuité annoncée des deux intégrales Y et Y' correspondant aux valeurs initiales y0 et y' .
8. Nous sommes maintenant en mesure d'indiquer une propriété (■) de la méthode de Cauchy, presque évidente en ellemême, mais qui présente un certain intérêt, surtout quand on la rapproche de quelques travaux récents sur les développements en séries de diverses fonctions. Soient toujours l'équation
dy r,
et considérons L'intégrale ^ prenant pour x = xq la valeur y0.
(l) ï ai indiqué cette propriété dans une Note s//r le* développement* m teries de* intégrale* de* équations différentielles parla méthode dr Cauchy npte* rendus^ 5 juin 1899). M. Painlevé arait, de son côté, fail la même remarque, comme il l'a indiqué dans les Comptes rendu* 19 juin 1*90).
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Supposons que, x croissant à partir de %0, Y soit continue tant que x ne dépasse pas x0-\- h, et que, de plus, pour chacune dos valeurs (#, Y) correspondant à notre intégrale, la fonction f ne cesse, pour un petit domaine autour de [x, Y), de remplir les conditions de Lipschitz indiquées au paragraphe 1. Dans cette hypothèse, prenons un point x entre x0 et x0-\-h et partageons l'intervalle x0x par les points #,, #2, ..., xn_^ de manière à avoir la suite
3?0i #lj ^"25 •••i «^n— ij #•
Soit d'une manière générale Y/ la valeur de notre intégrale pour x = Xi', on peut, d'après nos hypothèses, prendre les intervalles assez petits pour que dans chacun des intervalles
Xi, X
l-hl
la méthode de Cauchy soit applicable et que l'intégrale de l'équation prenant la valeur Y/ pour x = xt puisse être donnée par cette méthode. Ces conditions remplies, les intervalles précédents vont rester fixes.
Imaginons alors que l'on fractionne chacun des intervalles précédents ; l'intervalle (x0x) sera alors partagé par des subdivisions comprenant les Xi et d'autres points de subdivision, et soit désigné par x' ce mode de subdivision. Pour cette subdivision, formons directement les équations aux différences, dont l'emploi caractérise la méthode de Cauchy, et cela depuis xQ jusqu'à x. On se rend compte aisément que les valeurs des y auxquelles conduiront les différences successives resteront dans le champ où f(oc,y) est définie, si la subdivision x' a tous ses intervalles assez petits. En effet, tout d'abord en xt, on trouve une valeur Y", très peu différente de Y, ; ensuite, quand on arrive en x2, on trouve une valeur très peu différente de l'intégrale de l'équation qui prend en xK la valeur \'K et, par suite, très peu différente (d'après le paragraphe précédent) de l'intégrale qui prend en x{ la valeur Y,, c'est-à-dire de Y2. On peut aller ainsi de proche en proche (n étant fini), et finalement, quand on arrive en x, la valeur donnée au moyen des équations successives aux différences, diffère très peu de la valeur Y de notre intégrale, cela, bien entendu, sous la condition que tous les intervalles correspondant aux x' soient suffi-
samment petits. Ecrivons la subdivision
il résulte de ce qui précède que les équations successives
y\ —y\ = (A — ^i)/0*ii y\ ).
y —y'n'-\ = O ~a?k'-r)/(a?«'-i,ji'-i),
donnent pour y' une valeur très peu différente de Y. La méthode de Caucliy est donc valable dans tout V intervalle x0x, où Vintégrale est continue, avec la condition imposée en plus ci-dessus àf(Xy y). Elle donne dans cet intervalle une valeur approchée de l'intégrale, et il est clair que \ y' — Y| est inférieur à tel nombre que Ion voudra, si chacun des intervalles x' est assez petit, cela d'ailleurs quel que soit x dans l'intervalle (x0, x0-\- h'), où h' est inférieur au nombre // dont il a été parlé plus haut.
Supposons, par exemple, que l'intervalle (x0, x) ail été partagé en n parties égales. Pour n assez grand, les équations aux différences conduisent à une expression
ri I on peut prendre (x assez grand pour que dans tout l'intervalle
(x0, xQ -f- //') on ail, pour // r' u,
z étant une quantité donnée à l'avance, aussi petite (pie l'on voudra.
arrivé à ce point, nous pouvons, m nous voulons, représenter aotre intégrale ï par une série. Reprenons en effet L'expression \\{.r). ei donnons à n0 une valeur fixe suffisamment grande'.
Posons alors
jn x I = Pn.Car), ./' . , i • -- \\n^(.r)— P
Li férié
/„(■'-, ■ J ■ . .. fn\ r)-h...
est uniformément convergente dans ('intervalle , l h r)«
En effet, la somme de ses n — n0-\-i premiers termes est égale à P„ (#), et, par suite, pour w^jjl, cette somme différera de Y de moins de e, et cela dans l'intervalle considéré; ce qui établit la convergence uniforme.
9. Les résultats précédents s'appliquent manifestement au cas d'un système d'équations
— = ¥t{x,yuy^ ...,yp) (i = i, 2, ...,p),
la fonction F; satisfaisant aux conditions de Lipschitz, comme il a été dit au paragraphe 5.
10. Arrêtons-nous un moment sur un cas particulier. Soient les p équations simultanées du premier ordre
(3) —^ ■ =Xi(xu xt, ..., xp) (i= i, 2, ..., p),
où les X sont des polynômes en x, et considérons les intégrales prenant pour t = o les valeurs x°t, x°2, . . . , x°.
Les conditions de Lipschitz sont évidemment vérifiées ici, tant que les valeurs absolues des x restent moindres qu'un nombre fixe. D'ailleurs, les équations aux différences de la méthode de Cauchy donneront de proche en proche, si nous partageons l'intervalle
en n parties égales, des polynômes en t. Donc les x pourront être représentés par des séries dont les termes seront des polynômes en t. Ces développements seront convergents tant que les intégrales x correspondant aux conditions initiales x\, x2l • • . , x° (pour t = o) seront des fonctions continues de t. On peut ajouter que les termes de ces séries sont aussi des polynômes en #J,
Js.2 , . . . , O/ p.
Le résultat préeédent est intéressant, mais, malheureusement, il n'a, en général, qu'un intérêt théorique, car il semble bien difficile de déduire de ces développements quelques renseignements sur le champ de la variable t, où les intégrales restent continues. Dans certains cas particuliers cependant, on peut tirer
parti très utilement des remarques précédentes ; nous allons en donner quelques exemples simples.
11 . Supposons que, pour les équations de la forme (3), quelque considération soit susceptible d'apprendre que les \x\ restent toujours inférieurs à un nombre fixe. Sous cette condition, les intégrales considérées se trouvent définies autour de toute valeur de t dans un champ fixe, et l'on a alors des développements en séries de polynômes valables pour toute valeur de t.
Un exemple intéressant de la circonstance précédente sera fourni par les équations du mouvement d'un corps solide pesant mobile autour de l'origine O. Les équations classiques de ce problème peuvent s'écrire
I \c£ =(B - C)qr-+-Mér(y0f-zQï), *L=n'-q-f,
(4) |B.â=(C-A)/p + Mj>(*0Ï -*oïff),. %=Pi'-n,
I dr dy"
\ Cdt = (A — B)frçr-+-Mtf(a?oY' - yoY). -57 =/>T— />ï\
où p, (/, r désignent les composantes de la rotation instantanée sur les axes d'inertie du point O, et y, y', y" les cosinus directeurs de ces axes avec la verticale; A, B, G sont les moments d'inertie, (x0,y0, z-o ) représentent les coordonnées du centre de gravité par rapport aux axes d'inertie et M;? est le poids du corps. Nous avons là six équations différentielles du premier ordre en />, <jy r, y, y', y". On a d'abord l'intégrale première
Y* H- v'2-+- v"2= const.
Dans le problème qui nous occupe, la constante doit être prise égale à un) écrivons donc
Une seconde intégrale première est fournie par 1«' théorème <]< !s forces \i\ es el s'écrit
!/>*-+- B^-4- Cr*—- 7.M^(^oY -*-Joï ■+■ *oY*) = /}»
h h. mi une constante arbitraire. Des deui équations précédentes)
il résulte de suite que, pour des conditions initiales données (évidemment réelles), les valeurs absolues
restent moindres qu'un nombre fixe. Nous pouvons donc appliquer ce qui vient d'être dit, et nous arrivons à la conclusion que, pour le système (4), on peut développer p, q, /-, y, y' et y" en séries de polynômes convergentes pour toute valeur du temps t.
12. Un exemple plus général sera fourni par un type d'équations dont M. Volterra (')a montré l'intérêt dans certains problèmes de Dynamique. Ce sont les équations
dp, dt
= 22 a^kPrPk (S = *' 2' * ' '' n)'
où les constantes a satisfont aux conditions
asJc~ — ak,s>
On a alors l'intégrale première
p\ -h/>| ■+-. . . -t-/> \ = const.
Il en résulte que les p restent moindres qu'un nombre fixe. Par suite, on aura encore des développements des intégrales en séries de polynômes, valables pour toute valeur du temps.
13. Dans les exemples des deux paragraphes précédents, les seconds membres étaient des polynômes. Notre remarque peut s'appliquer encore dans d'autres cas. Soient, plus généralement les équations
-~ = F/Oi, 3?2, ..., Xp) (*•== I, 2, ...,/>)>
les F étant des fonctions définies pour toutes valeurs des x. Supposons que l'on ait pu démontrer que, pour un système d'intégrales déterminé par certaines conditions initiales, les valeurs
(') Volterra, Sopra una classe di equationi dinamiche {Atti délia R. Accademia di Torino, 1898).
absolues des F restent toujours moindres qu'un nombre fixe, quand à la place des x on met les fonctions de t correspondant à ce système. Admettons de plus que,
Ut ç*. •••> ?
ÏP
désignant ce système d'intégrales, on puisse déterminer une quantité fixe (c'est-à-dire indépendante de t) b, telle que les fonctions des x
F»(a?i, a?», M.,«p) • (i = i, 2, ...,/>) restent moindres qu'un nombre fixe M, quand
• h— b < x,< fr-hà (t = i, 2, ...,/?)
et satisfassent à la condition de Lipschitz.
On sera assuré, dans ces conditions, que le système d'intégrales envisagé est défini autour de toute valeur de t dans un champ fixe
de longueur — > et par suite, en allant de proche en proche, le
système d'intégrales est défini pour toute valeur de t.
La remarque générale faite plus haut sur la méthode de Cauchy- Lipschitz, appliquée dans l'intervalle (o, t) partagé en n parties égales, nous donne le système d'intégrales prenant, pour t = o, les valeurs a?J, a?J, .. ., x\ sous la forme de séries convergentes pour toute râleur de t] ces développements seront uniformément convergents dans tout champ fini de la variable t.
Comme application, considérons p points se repoussant deux à deux en raison inverse de lu y."""' puissance de la distance (|a> i); v ce problème ;i été examiné, à un autre point de vue , par M. Volterra. En désignant par /y// la masse du point M/, nous avons les équations
<lr, _ , dx't r\? mh(xh— x,)
dt
<lx, \^ m,l(x,,— Xi)
en désignant par /•/,/, la distance des points M; et M^> et y étant un coefficient positif, avec des équations analogues ponr les y et les z. Or le théorème des forces vives donne
> ml(xfl%+yi*-irz,l*) zr"^j2j~~r (O étant une constante >
11 résulte de là que, pour des conditions initiales données par suite, pour une valeur de la constante C, les |^-|, les |y;|/et les | z\ :| restent inférieurs à un nombre fixe, et les /*a* supérieurs à un nombre fixe, toutes les conditions, postulées ci-dessus, sont vérifiées; car, les points M; et M^ restant à une distance supérieure à un nombre fixe, on peut trouver un nombre fixe b répondant à la seconde condition. Les seconds membres des équations resteront donc moindres qu'un nombre fixe M. Donc, les équations différentielles du problème de p points se repoussant en raison inverse de la ]j}ème puissance de la distance (\k ^> i) s'intègrent par des séries convergentes pour toute valeur de t.
III. — Démonstration de l'existence de l'intégrale par une méthode d'approximations successives.
14. Indiquons une autre méthode pour établir l'existence des intégrales des équations différentielles ordinaires ('). Nous envisageons, comme plus haut, en changeant seulement un peu les notations, le système des n équations du premier ordre
du
dv '
-j- =/2(ar, u, V, ..., w),
dw .
-£7 =fn(v, U, V, ..., w).
Les fonctions f sont des fonctions continues réelles des quantités réelles -a?, w, v, . . ., w dans le voisinage de x0, u0, e0, • • -, «V Elles sont définies quand #, w, ?, ..., w restent respectivement compris dans les intervalles
(x0— a, «0+fl)> (u0— b, u0-+- b), ..., (w0— b, w0-)- b),
a et b étant deux constantes positives.
De plus, on suppose que l'on puisse déterminer n quantités
(l) J'ai indiqué pour la première fois ces considérations dans mon Mémoire du Journal de Mathématiques (1890). — Voir aussi E. Lindelôf, Comptes rendus, 26 février 1894, et Bendixon, Académie de Stockholm, novembre 1893.
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positives A, B, . . ., L, telles que
\fi{x, u\ v', ..., «•')— .//(*, u, p, . .., w; |
.r ainsi que les w, p, . .., w restant dans les intervalles indiqués. On voit que ces hypothèses sont celles que nous avons faites en étudiant la démonstration de Cauclvy.
15. Ceci posé, nous allons procéder par approximations successives.
Considérons d'abord le système
■fa =fl{X< U0i t>0i ..., W0), ..., -fa- =fn(x, U0, i>0, ..., W0),
nous en tirons, par quadratures, les fonctions ut, v{, . .., (v<, en les déterminant de manière qu'elles prennent pour x0 les valeurs u0, p0, . . ., w0. On forme ensuite les équations
dut. , dw2
-fa = /iO> uu i>u . .., w,), ..., — = /„(#, uu çu ..., «>,),
et l'on détermine ï/2, fa, . . ., vp2 par la condition qu'elles prennent respectivement pour x0 les valeurs u01 v0, ..., w0. On continue ainsi indéfiniment. Les fonctions ?/,„_,, Pm-iH •"*••? wm-\ seront liées aux suivantes um, vm, . . ., wm par les relations
du m >
et, pour je = a;0, on a
Nous allons établir que, m augmentant indéfiniment, //,„, r,„, .... n'a, tendent vers des limites qui représentent les intégrales cherchées, pourvu que x reste suffisamment voisin de x0.
Soit M la valeur absolue maxima des fonctions/*, quand les variables dont elles dépendenl restent dans Les Limites indiquées. Désignons par p une quantité au plus égale à a : si x reste dans
l'K SUD. — It.
l'intervalle (x0 — p, #0r4-p), on aura
|"i— w0|<Mp, ..., | w{— w0\ < Mo,
Par suite, si Mp <^ 6, les quantités ui1vti . . ., w{ resteront dans les limites voulues, et il est évident qu'alors il en sera de même pour tous les autres systèmes de valeurs w, p, ..., w. Désignant par à une quantité au plus égale à p, nous allons supposer que x reste dans l'intervalle (x0 — 8, x0 -f- ô).
En posant
Um — U,n-i = Uw, . . . , W m — Wm-i = Wm,
on peut écrire dU
Or on a tout d'abord
| ut — u0\ <M\x — x0\, ..., | wi— w0\ < M | x — x0\}
comme le montrent les relations
d(ii\ — u0)
dx
d{wx — Wo)
= fn(x, u0, . .., w0).
dx Il en résultera, d'après les équations (5), pour m = 2,
r«i|< I |ar — a?0| M(AH-B-4-...+ L)rfo7
pM(à + B + .;.+ L)"
et cette limite convient aussi pour \v2 — v{ |, . . ., | w2 — W\ |. Les équations (5), pour m = 3, donnent alors
»'g-^',<fa
[a? — a?ol8<
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En continuant ainsi, on a d'une manière générale
X Xq
Or la série de terme général
(A-T-...-+- L)»-* | x — xQ\'1 i . ï . . . n
est convergente. Par suite, la série
sera uniformément convergente dans V intervalle
0 étant la plus petite des deux quantités
et l'on a des résultats analogues pour les lettres v, . . ., w. On a d'ailleurs
Un= / /lO, M«-l, .... \Vn-X)dx -h K0,
et puisque j/„, r„, ••-, wn convergent uniformément vers leurs
limites
on peut passer à ta limite, et l'on a
u = / f\ (/;, h, • • • , w) ûte -+- w0. On arrive donc enfin à L'équation
et de même pour 1rs autres équations. Les fonctions u, v w
sont donc les intégrales cherchées] elles sont définies dons V intervalle (7).
En modifiant un peu les raisonnements précédents, M. E
Lindelôf (') a montré qu'on pouvait avoir, dans certains cas, une limite plus étendue comme domaine assuré pour l'intégrale.
En effet, l'intervalle convenable autour de #0, dans lequel doit rester la variable #, se trouve uniquement assujetti à la condition que les valeurs des a, v, ..., w, déduites des approximations successives, soient comprises respectivement dans les intervalles
Or, en reprenant les calculs qui nous ont conduit à l'intégrale (6) du paragraphe précédent, on voit immédiatement que, dans ces calculs, M peut être remplacé par M0, en désignant par M0 la plus grande valeur absolue des fonctions de x
fi{x, M0î ?0, ••-, Wo),
quand x reste dans l'intervalle (x0 — a, x0-{-a). Ecrivons donc
| un— utl-A | < M0( A -+- B -4-, . .-+- L)«-i '
On en déduit l'inégalité
Wn_ Uq i < M0 | x - x0 1 + M0K \x~x^ +.. . ._+_ M0K«-i l*"^!"
ce que l'on peut encore écrire
Mo K
< -JL<éKl.*~*e)--l),
Si donc
^2 [eK!-*-*ol_i]<A K .
ou
x0|<llog(n-g)
Wrc sera compris dans l'intervalle (u0 — 6, u0-\-b), et il en sera de même pour vn, . . . , <v„, Par suite, le système des intégrales w, p, . . ., w sera certainement défini dans V intervalle
Oo— S', ^o+ o'),
(') E. Lindeluf. Sur V application des méthodes d'approximation successives à l'étude des intégrales réelles des équations différentielles ordinaires (Journal de Mathématiques, 1 894 ) -
en désignant par V la plus petite des deux quantités
a et k'°h,+ m;J'
Nous avons ici un intervalle distinct de celui de tout à l'heure,
qui était
o désignant la plus petite des deux quantités
M a et -=- •
Il est clair que, dans certains cas, 8' peut être supérieur à o. Par suite, dans l'hypothèse, qui peut être réalisée, où l'on a
la limite o' est intéressante, et l'on a avec elle un champ plus grand qu'avec la limite o trouvée plus haut.
17. Arrêtons-nous un moment sur un cas particulier, où la méthode d'approximations successives qui précède sera d'un emploi très simple. Admettons que les fonctions f soient finies et bien déterminées, quand x reste dans un certain intervalle I, et quand y,, y -._,, . . ., yn varient entre — oo et +00. De plus, les dérivées partielles du premier ordre, dont nous admettons maintenant V existence,
restent, je le suppose, toujours moindres en valeur absolue qu'un nombre fixe N, quand x reste dans \, et quand les y varient entre — co et -f~oo«
Dans la détermination de l'intervalle dans lequel doit rester x, nous n'avons pas ici à considérer la seconde expression (soit 0, soit 0'). En effet, celle-ci s'est introduite dans La méthode des approximations successives, par La nécessité que les y ne sortent pas du champ dans Lequel les fonctions f sonl définies; or, ici ce champ est illimité. D'autre pari, les nombres désignés plus haut par A L sonl actuellement i<»us moindres que N, quels que
soient les)'. Par suite, tout Système d'intégrales, prenant, pour
la valeur xê0 de l'intervalle I, des valeurs finies quelconques jJ,/J, . . . , y\, reste certainement fini et bien déterminé dans tout V intervalle I.
Pour citer un exemple, prenons l'équation du second ordre
jjZ = Y> (x)y + Q(x) s\ny + R(x),
où P, Q, R sont des fonctions continues de x dans un intervalle I; on peut affirmer que toutes les intégrales de cette équation sont déterminées et restent finies dans I. L'équation précédente est en effet équivalente au système
7è=r'' '~dx = p(*Xr-f-Q(*)sin.r + R(*),
qui rentre évidemment dans les conditions ci-dessus.
IV. — Cas où les équations sont analytiques; sur le calcul des limites de Cauchy.
18. Les méthodes développées jusqu'ici ne font que des hypothèses très générales sur la nature des fonctions f supposées réelles. En supposant que ces fonctions sont des fonctions analytiques des lettres dont elles dépendent, Cauchy a indiqué un type de démonstration dont nous allons maintenant nous occuper. L'illustre géomètre a donné le nom de Calcul des limites au principe fondamental de comparaison qui joue le rôle essentiel dans cette méthode. Le nom n'est pas bien heureux, mais l'idée est réellement féconde : elle peut être appliquée, et de la manière la plus variée, à d'autres questions qu'à celle qui nous occupe actuellement ( ' ).
Briot et Bouquet et M. Méray en France ont simplifié notablement les démonstrations de Cauchy fondées sur le Calcul des limites, et, en Allemagne, M. Weierstrass a fait usage aussi des mêmes principes d'une manière un peu différente.
(') Dans les Œuvres complètes de Cauchy, ire série, t. VII, on trouvera un grand nombre d'articles des Comptes rendus se rapportant au Calcul des limites.
19. Nous allons suivre Briot et Bouquet dans l'exposition de la démonstration ('). Prenons d'abord une seule équation
La fonction f(jo, y) est supposée holomorphe dans le voisinage de x0 ely0. On peut supposer évidemment, en faisant un changement de variable, que x0 = y0 = o. La fonction /(#, y) sera donc holomorphe par rapport à x et à y quand x et y seront respectivement à l'intérieur des cercles C et G' décrits des points x = o etj' = o comme centres avec les rayons a et &, et on la suppose continue sur les circonférences elles-mêmes. Nous appellerons M le module maximum de la fonction/ dans ce domaine.
Si l'équation (5) admet une intégrale holomorphe dans le voisinage de x = o et s'annulant pour cette valeur de la variable, elle sera unique et l'on pourra obtenir, au moyen de l'équation
différentielle elle-même, les valeurs des dérivées successives •—-%
dx
-r^> '" pour x = o. Il suffit de différentier l'équation (5), d'abord
d1 y une fois, pour avoir -j^» et de substituer dans le second membre
x = o, y = ° î en difFérentiant une nouvelle fois, on aura -H? et
' J dx3
ainsi de suite. Nous pourrons donc former le développement
Le point essentiel, dans la démonstration, consiste à faire voir que le développement ainsi obtenu converge si x a un module suffisamment petit. Ce point une fois établi, il est bien clair que la fonction y ainsi définie satisfait à l'équation différentielle, puisque les deux fonctions de x,
d£ et s(r- ' ■■•
ont, d'après la manière même dont va été obtenu, la même valeur
(') Briot et Houqukt, Journal de l'École Polytechnique, t. X\I. et traité fonction* elliptiques, p. fon
pour x = o ainsi que leurs dérivées de tout ordre; elles coïncident donc, c'est-à-dire que l'équation (8) est vérifiée.
C'est en comparant l'équation proposée à une autre que nous allons pouvoir établir la convergence de la série (9), et l'idée d'une telle comparaison forme ce qu'il j a de réellement intéressant et fécond dans ce que Gauchy appelait le Calcul des limites.
Rappelons que, étant donnée la fonction /(a?, y), on peut trouver une fonctjon F(#, y) holomorphe dans les mêmes cercles G et T et dont les dérivées partielles, toutes positives pour x = y = or sont telles que
dx11 dyi
, ô'^pF n
0 \dxridyP J x = 0
c'est ce que nous avons vu (Chap. IX, p. 277); entre autres déterminations de F, nous avons indiqué
Ceci posé, considérons l'équation différentielle auxiliaire
dX
Admettons qu'il existe une intégrale Y de cette équation, holomorphe dans le voisinage de x= o, et s'annulant pour x = o. On aura, pour Y, le développement
(IO) Y = (-j-) X H ( -r-T 3?2-f-...= A, 37 4- A90?2-|-
\dx ) 0 \.'2\dx'i/o
Les coefficients des puissances de a? dans ce développement sont positifs, et, d'après les inégalités (a), on aura visiblement
Le développement (9) sera donc certainement convergent dans
le champ où converge le développement (10). Or il est facile de
démontrer directement l'existence de la fonction Y. Ecrivons
l'équation
dY M
dx / x \ l Y
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sous la forme 9
Y \ dX M
b ) dx x
Si la fonction Y existe, les deux membres sont respectivement les dérivées de
Y 7- et — MalosM— -
ib °\ a
Nous prendrons la détermination du logarithme s'annulant pour x = o, détermination holomorphe dans le cercle de rayon a. Comme Y s'annule pour x — o, on devra avoir
Y— ~ = — Ma\og(i— ib °\ a
et, par conséquent,
en donnant au radical la détermination -f- i pour x = o.
La fonction Y, ainsi définie, satisfait à l'équation -7— = F( j?, Y) ;
elle s'annule pour x = o, et elle est holomorphe à l'intérieur d'un cercle ayant l'origine pour centre, et un rayon p annulant la quantité placée sous le radical, c'est-à-dire donné par l'équation
?. M fl / p \
ce qui donne
p = a\\— e iMfl
Nous sommes donc assuré que le développement (10) converge à l'intérieur du cercle de rayon p ; il en est donc de même du développement (g), et, par suite nous pouvons affirmer que V équation (8) admet une intégrale liolomorphe dans le cercle de rayon p ayant V origine pour centre, et s'annulant pour x = o. Cette intégrale holomorphe esl unique.
On remarquera qu'à L'intérieur du cercle de rayon p on a certainement
on a donc, par conséqnent,
à l'intérieur du même cercle.
20. L'analyse précédente s'étend sans modification au cas de n équations
On suppose que les f sont holomorphes par rapport à x et aux y dans les cercles de rayon a et b décrits respectivement à l'origine comme centre dans le plan des x et des y. Si, de plus, M désigne encore le module maximum des f, on comparera ce système au suivant
dx dx dx
F(x, Yt, Y2, ..., Ya) =
-ïK-î):-(-*
Les Y s'annulant tous pour x = o sont identiques, et l'on n'a à considérer que l'unique équation
dY M
dx / x\ / Y \ « a I \ b
Le rayon p du cercle, dans lequel la convergence des développements est assurée, sera ici
On le voit en raisonnant comme plus haut.
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V. — Extension de la méthode des approximations successives et de la méthode de Cauchy-Lipschitz au cas des variables complexes. Sur l'étoile correspondant à certaines équations différentielles (1j.
21. La méthode des approximations successives est susceptible de s'étendre au cas des équations analytiques et elle va nous donner un champ assuré de convergence, plus grand que celui qui vient d'être fourni par le calcul des limites. 11 n'y a presque rien ■en effet à changer à l'analyse du paragraphe 14. Bornons-nous, pour simplifier l'écriture, à une seule équation
dx *}*>?''
Ici y (a?, y) est holomorphe par rapport aux deux variables complexes x et y, quand x reste dans son plan à L'intérieur d'une circonférence G ayant x0 pour centre et le ravon a (et sur cette ■circonférence même) et que y reste dans son plan à l'intérieur d'une circonférence G' ayant y0 pour centre et le rayon b (et aussi sur cette circonférence). Désignons par k le maximum du module de
dans les cercles G et C'. En désignant par y{ et y2 deux valeurs quelconques dey à l'intérieur de G', on a
en appliquant le théorème des accroissements finis, tel qu'il ;i été -étendu par M. Darboux aux fonctions d'une variable complexe {t. I, p. 5 i ). De l'égalité précédente on conclut
\f(*,r*)-A*,yi)\é*\y*-ytl
Désignons encore par M le module maximum de fCx, y) dans ei sur G el ( >'.
(') J';ii développé les considérations qui bu i vent daoi fc Bulletin rien Sciences mathématiqu 8, el dans lei Compte* rendu* (a6 février 1894). KoirauisJ
ma N<»tc déjà 1 itéc | Compte* rendus, 5 juin 1899).
Toutes les déductions du paragraphe 14 sont alors applicables au cas qui nous occupe. En considérant, comme précédemment, les équations successives
nous obtenons la série
Le terme général de cette série est une fonction holomorphe
dans le cercle Y de rajon 8, en désignant par S la plus petite des
deux quantités
b a et M*
et, en raisonnant comme plus haut, on a à l'intérieur de ce cercle
kn\x — #0 \n
\yn — yn-\\ <
Dans ces conditions, la série S, dont chaque terme est holomorphe dans le cercle T, représentera une fonction holomorphe dans ce cercle, comme il résulte d'une remarque générale faite précédemment (p. 1 58) .
L1 équation proposée
admet donc une intégrale prenant pour x = xQ la valeur y0, et holomorphe dans le cercle dont le rayon est la plus petite des deux quantités
b a el M
11 est bien aisé de voir que ce nouveau rayon de convergence assurée, pour la série de Tajlor représentant l'intégrale holomorphe, sera supérieur à l'expression
que nous a donnée le calcul des limites. La chose est évidente, si c'est a la plus petite des expressions a etr.- Dans le cas où ce
serait -tt» nous avons à vérifier l'inégalité
Al
ce qui revient à voir que, pour x positif, on a
i — e~x < 2 x, inégalité manifestement vérifiée.
22. La méthode de Cauchy-Lipschitz est susceptible aussi de s'étendre aux équations analytiques et aux fonctions de variables complexes. L'analyse du paragraphe 3 s'étend, sans modifications sensibles, en substituant seulement aux valeurs absolues les modules. Il est inutile de reprendre les calculs. La conclusion est la suivante : Considérons, dans le plan de la variable #, le cercle Y ayant pour centre x0 et un rayon égal à la plus petite
des deux quantités
b a et — • M
Soit un rayon partant du point x0 ; on peut, en cheminant sur ce rayon, former les équations successives aux différences, et, sur ce rayon, on obtient une intégrale de l'équation
prenant pour x0 la valeur y0. Pour chaque point x à l'intérieur de T, nous déterminons ainsi une valeur pour y, relative en quelque sorte au chemin recti ligne ocQx. La succession d('s râleurs ainsi trouvées pour y coïncide-t-elle avec ht fonction holomorphe trouvée <m paragraphe précèdent? C'est ce <ju<* nous allons facilement établir. Lu effet, sur un rayon déterminé , l'analyse du n° 0 relative à Y unicité <!<• La solution est encore applicable ; L'équation différentielle
sur us rayon déterminé, a donc une seule intégrale prenant pour
x = xQ la valeur y0. 11 en résulte bien que la méthode de Cauchy- Lipschitz nous donne la même intégrale que la méthode des approximations successives.
23. La remarque fondamentale du paragraphe 8 est aussi applicable au cas actuel. Sur une droite déterminée partant d un point #0, la méthode de Cauchy-Lipschitz est applicable à V intégrale prenant en x0 la valeur y0 tant que cette intégrale ne cesse pas d'être holomorphe.
Prenons, en particulier, les équations considérées au paragraphe 10
fl OC '
-^ =X/(a?f, a?2, ..., xp) (i = i, 2, .. M />),
où les X sont des polynômes en x.
Envisageons le système d'intégrales prenant pour t = t0 les valeurs x\: x\, . . ., x\ J. En joignant le point t0 au point variable t, et partageant l'intervalle t0 1 en n parties égales, on arrivera, comme plus haut, à représenter les intégrales x par des séries dont les termes sont des polynômes en t (et aussi en a?J, x2, . . ., A p)-
Quelle sera la région de convergence de ces séries? Elles convergeront, tant que les intégrales envisagées resteront holomorphes sur le rayon allant de t0 en t. Elles seront donc convergentes dans le domaine que M. Mittag-Lejfler appelle une étoile, et dont nous avons déjà parlé (p. i63). On voit que, dans le cas des équations différentielles de la forme précédente, les développements de M. Mittag-Leffler se déduisent tout naturellement du procédé élémentaire et classique de Cauchy pour démontrer l'existence des intégrales.
24. On pourra souvent obtenir de cette manière des développements de fonctions en séries de polynômes. Prenons comme
exemple la fonction
Elle satisfait à l'équation différentielle
dx
ÉL~y>.
Donc, d'après ce qui précède, la fonction précédente peut être développée en une série de polynômes
P, (x) -f- Pt(x) +. . . h- Pn( j?) -+-. . . ,
uniformément convergente à Vintérieur de Vétoile relative à cette fonction.
Or l'étoile relative à la fonction
est manifestement le plan tout entier à l'exception de la coupure (-r-ijH-oo) sur l'axe des cpiantités réelles. Nous avons donc un développement uniformément convergent dans toute aire finie, n'ayant aucun point commun avec la coupure précédente. Ainsi se trouve établi le résultat sur lequel nous nous sommes appuyé (p. 1 63) pour démontrer le théorème relatif à l'étoile de M. Mittag- Leffler(').
Voici d'ailleurs comment on pourra former explicitement le
développement de en série de polynômes. A l'équation
dy_ = , dx y
on substitue, d'après la lliéorie générale développée aux nGS 21 et 22, une équation aux différences. Soit x un point qui ne soit pas sur La coupure (H- i , — |— oo). Nous partageons le segment reclili^m' allant de l'origine à #, en n parties, et nous avons
y*— 72= -yl>
yn — yn-i= - J/2,-,
(') Beaucoup d'autres méthodes >>ni été proposée! pour obtenir le développe*
' de dans son étoile: une des plut élémentaires est celle de M. Goursal
{Bulletin des Soiencei nmthématiquetf 1903).
On tirera de là un polynôme yn en x; cherchons le degré pn de ce polynôme. On a manifestement, en désignant par p,, p2, .*.-,' p„ les degrés respectifs de y , , y2 , . . . , yn,
Pi= 2/>i-+-i,
Pn-\= ipn-î->r I, Pn — 2pn-i-hl.
De là se tire de suite
pn = i -+- a -+■ . . . ■+■ 2"-1 = 2" — i .
Une approximation de dans toute aire intérieure à l'étoile,
aussi grande que l'on voudra, peut donc être obtenue à l'aide d'un polynôme fn(x) de degré in — i (en prenant n suffisamment grand).
VI. — Détermination unique d'un système d'intégrales par les valeurs initiales.
Reprenons le système de n équations
dx
dy±
dx
dyi /• / v
dyn f / v
Nous avons vu que, si les f étaient holomorphes dans le voisinage de x0l yj, y\, . . . , jr°, il y avait un système unique d'intégrales holomorphes dans le voisinage de x0 et prenant pour cette valeur les valeurs respectives yj, y\, . . . , y °.
Existe-t-il un autre système d'intégrales non holomorphes prenant les mêmes valeurs pour x ±= x0^ Par un tel système nous entendons un système d'intégrales yK , y2, . . . , yn jouissant de la propriété suivante :
On imagine qu'autour de x0, yj, . . . , y ° on décrive des cercles de rayons très petits, et l'on suppose que, x restant à l'intérieur du
premier en suivant un arc de courbe C aboutissant au point x0, les valeurs correspondantes des y restent respectivement à 1 intérieur des autres cercles; de plus, quand x restant sur C tend vers ,z0, les y tendent respectivement vers les y°. Ayant ainsi bien défini ce que nous entendons par intégrales prenant des valeurs données pour x=xQ, nous pouvons chercher à établir que le système d'intégrales holomorphes est le seul jouissant de la propriété précédent»-.
Dans le Mémoire que nous avons déjà cité, Briot et Bouquet établissent ce théorème en se bornant d'ailleurs au cas den = .i. De plus, et c'est le point sur lequel je veux insister, leur démonstration suppose implicitement que x tend vers / „ en suivant un arc de longueur finie. Si l'on admet cette restriction, la démonstration pour le cas de n quelconque peut se faire en suivant la marche indiquée dans le cas où x est réel (n° 6). En effet, toutes les considérations développées dans la première Section de ce Chapitre peuvent être étendues au cas où l'on admet que x rote sur un arc fini aboutissant en x0. Nous nous placerons maintenant à un point de vue différent sans faire aucune hypothèse restrictive dans la démonstration; nous parviendrons au théorème cherché en nous appuyant sur le théorème fondamental relatif à l'existence des intégrales dans la théorie des équations aux dérivées partielles ( ' .
Soit d'abord l'équation unique
Nous considérons L'équation aux dérivées partielles
d¥ . dV
- — h /( x. ri-— = o.
Il y a une infinité de fonctions F (a?, y) des deux variables indépendantes x et ) . vérifia ni cette équation. Si, comme nous le supposons, /*(#, y) est Qolomorphe dans l«- voisinage de .r„. y0% nous établirons dans un momenl qu'on peu! trouver une fonction
l'ti donné plusieurs fois dans mon C< urs la démonstration qui suit, ei ir l .n publiée pour la première fois dam la première édition de cel Ouvi
PICAI
>t>6 chapitre xr.
f (a?,/) holomorphe dans le voisinage de (j?0, yQ) satisfaisant à cette équation et se réduisant pour x = x0 à une fonction arbitraire, donnée à l'avance, <p (y)-, holomorphe autour de y0. Nous admettons ce théorème fondamental qui sera démontré dans la Section suivante.
Ceci dit, soit ¥(x,y) une telle intégrale; nous supposerons
àV seulement, comme il est possible, que F s'annule, tandis que —
ne s'annule pas, pour x = x(i.y=y0 [il suffit de prendre ®(y) telle que <pQ'o) = ° et ^O'o) 7^0]. Si Ton substitue dans F (x, y) à la place de y, une intégrale quelconque de l'équation (E), on aura
G étant une constante indépendante de x ; on a, en effet,
dF <*F dy __ dj_ __ dF
àx ày dx àx dy ' ^
Si maintenant nous revenons à une intégrale y, définie comme au paragraphe précédent, et prenant pour x0 la valeur y0} on devra nécessairement avoir
FO, y) = o,
puisque F(#0, J'o) = o. Toute intégrale y satisfera donc à l'équation précédente. Or, si nous nous reportons au théorème de Weierstrass (Ghap. IX, n° 8), nous savons que l'on peut écrire,
Puis^ue(J)0^o> .
^{x,y) ne s'annulant pas dans le voisinage de (x0l yQ) et P(x) étant holomorphe. L'intégrale y, que nous étudions, vérifie donc la relation
y— PO) = 0.
Elle coïncide avec l'Intégrale holomorphe (* ) .
('.) On voit qu'il est utile pour la théorie des équations différentielles de ne pas établir l'existence des fonctions implicites en s'appuyant sur les théorèmes relatifs à l'existence des intégrales. On a vu d'ailleurs n° \\bis du Chapitre IX, que la théorie des fonctions implicites peut être présentée très simplement en se servant d'une méthode d'approximations successives, comme l'a fait M. Goursat (Bulletin de la Société mathématique, 1903).
27. La démonstration s'étend d'elle-même à un système d'équations différentielles
dx dx
-fa =Jn{oc,yuy^ .... yn)\
on devra ici considérer l'équation aux dérivées partielles
oV . àF . d¥
dx J àfi J ôyn
Nous admettons, comme nous lavons fait plus haut, qu'il existe une fonction F des n -f- i variables x, yt, y2l • . . j yn satisfaisant à cette équation et se réduisant pour x = x0 à une fonction arbitraire donnée à l'avance ^(^,,^1 ...,/«) holomorphe dans le voisinage de y •, y\, . . . , y°n.
Si, dans une telle fonction F (x, yt1 y^ . . ., y»), on remplace y*,y-2, • • • , yn par un système d'intégrales des équations proposées, on aura
fO, y\, y*, • .., yn) = C,
G étant une constante indépendante de x.
Prenons alors n fonctions F, que nous désignerons par F,, F2, . . . , F»; elles seront déterminées par les fonctions cp,, cp2, . . . , 0„ (jiii sont leurs valeurs pour x — x0- Nous supposons que
•/(.rîr.rîj •••î^«) = o (* = i, 2 n ).
et que le déterminant fonctionnel
ne s'annule pas pour ^J, y\, . . . , y",.
Un système quelconque d'intégrales >,. r2, ..., vw, prenant pour ./ ■„ 1rs valeurs respectives r", r", ..., r''. satisfera aux équations
1 ' yuyt, • • •,/») = 0,
M '-, ji,72> • ••-./«) =
Or, d'après ce que nous avons vu (Chap.lX, n° il), les valeurs des j-, satisfaisant à ces équations, restant dans le voisinage de y°\i y\-> • • •» y ni quand x reste lui-même dans le voisinage de x0l et prenant pour x — xQ les valeurs y% y"2, •••iJkJ!, sont des fonctions holomorphes de x. Nous arriverons donc encore à la conclusion : il ny a pas d'autre système d'intégrales satisfaisant aux conditions requises que le système holomorphe.
28. J'ai insisté sur l'existence unique du système d'intégrales dans le cas général où les équations ne présentent aucune circonstance singulière; c est en effet une proposition tout à fait fondamentale et la base même de l'emploi des équations différentielles dans toutes les applications. Il semble de plus, à lire certaines phrases d'un Mémoire de M. Fuchs ('), que ce théorème puisse être mis en doute. Je ne puis partager le scepticisme de l'illustre géomètre. Sans doute, on peut faire une critique à la démonstration de Briot et Bouquet qui suppose fini le chemin considéré, mais la proposition elle-même n'en subsiste pas moins, comme je viens de le montrer, si l'on précise bien l'énoncé. Prenons, en le simplifiant, un exemple cité par M. Fuchs : soit l'équation
cfy y^
dx x
dont l'intégrale générale est visiblement
y "~ \ogx -+- G*
C étant une constante arbitraire. Soit x0 ^ o ; lorsque x part du voisinage de x0 et y revient après avoir tourné un très grand nombre de fois autour de l'origine, une intégrale quelconque y a une valeur de plus en plus petite, mais il est bien clair que l'on ne peut pas dire que l'on a là une intégrale s'annulant pour x — x0, au sens que nous avons spécifié au n° 25.
(l) Fughs, Sitzungsberichte der BerLiner Akademie, 1886. On retrouve an écho de l'opinion de M. Fuchs dans un Traité récent. J'ai insisté à nouveau sur cette question importante (Proceedings of the London Mathernatical Society, t. XXXV). M. Painlevé a donné récemment une seconde démonstration {Bulletin de la Société mathématique, 1900).
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VII. — Existence des intégrales des systèmes d'équations linéaires
aux dérivées partielles.
29. Nous nous sommes appuyés, dans la Section précédente, sur un théorème relatif à l'existence des intégrales d'une équation linéaire aux dérivées partielles. Nous aurons plusieurs fois encore, dans la théorie des équations différentielles ordinaires, à Remployer; aussi allons-nous établir de suite ce théorème en le prenant sous sa forme la plus générale.
Les propositions relatives à l'existence des intégrales des équations aux dérivées partielles ont été démontrées, pour la première fois, par Cauchy, à l'aide du Calcul des limites ('). On a simplifié, de différentes manières, les démonstrations de Cauchy et nous devons citer, en particulier, Darboux, Méray et M""' Kowaleski. Le Mémoire de l'éminente analyste sur ce sujet est devenu classique (2); c'est ce travail que nous prendrons pour guide dans l'exposé de la démonstration. Démontrons d'abord un théorème préliminaire.
On considère le système d'équations aux dérivées partielles
àui _ ^i oui
àu-2 V1 i, àui ik
dx À* <)xL M = ï, a, .., m
àum jry f <)u , i.A
-Zd (kâx~k
ou les A, B, ..., L représentent «les fonctions holomorphes des seules lettres //,, u2, .. ., um dans le voisinage de uj, u^, ..., uQm. On s*> donne d autre part /// fonctions de xt , x%, • • • «
holomorphes dans le voisinage dea ..., x* <'t se réduisanl
V <{<■ t uiichy loC. CÎt. ).
&OPHII KOWALISKI. Journal de C relié. I
respectivement à aj, wj, . . . ujn pour ces valeurs des variables X 1 , X21 • • «5 oc p.
Ceci posé, nous allons établir quon peut trouver m fonctions Ui, */2,..., umdesp-\-\ variables indépendantes x, x^ #2, . .., xp satisfaisant au système (E) et se réduisant respectivement
CD
pour x = xv a ©n o2, •
Nous faisons d'abord la remarque évidente qu'on peut supposer nulles les constantes initiales u\\ a?0, x°k. Si les fonctions satisfaisant aux conditions de l'énoncé existent, on pourra, à l'aide des équations (E), effectuer leurs développements suivant les puissances de x. On aura, en effet, les valeurs de toutes les dérivées partielles des u pour x = x{ — . . . = xp = o. Cela est évident pour les dérivées où x ne figure pas, puisque les valeurs des u sont données pour x = o. Quant aux autres dérivées partielles, on les aura de proche en proche; ainsi les dérivées, où la dérivation est faite une fois seulement par rapport à x, seront données par les équations (E) différentiées un nombre quelconque de fois par rapport à jp,, x2, . . ., xp. On dérivera ensuite les équations (E) par rapport à x: et en s'appujant sur le calcul des dérivées précédentes, on aura les dérivées partielles où la dérivation est faite deux fois par rapport à #, et ainsi de suite.
On aura donc les développements
Ui= p£h- P[x-h. . .-h Pj,#»-h. . .,
où les P sont des fonctions connues holomorphes de xt, x2, ..., xp. Si ces développements sont convergents, ils satisferont au système (E) ; cela résulte de la manière même dont ils ont été obtenus.
Le point capital de la démonstration est la convergence des séries précédentes dans un certain domaine autour des valeurs initiales. On reconnaît, dans tout ce que nous venons de faire, l'analogie la plus complète avec ce que nous avons fait dans le cas d'une équation différentielle ordinaire. La démonstration de la convergence va encore résulter d'une comparaison avec un système convenable; c'est toujours l'idée fondamentale du Calcul des limites de Cauchy.
Soit M le module maximum des A, B, . . ., L, quand les u restent dans leurs plans respectifs, à l'intérieur d'un cercle de rayon /•.
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D'après ce que nous avons vu (Chap. IX, p. 260), la fonction
peut être prise pour fonction de comparaison, c'est-à-dire qu'une dérivée partielle quelconque de F pour U\ = U? = . . .•= um = o est positive et supérieure au module de la dérivée correspondante des fonctions A, B, . . ., L.
Nous allons comparer le système (E) au système
âx àx àx U1+U2 + ...+ Um *^ ôxk
Soit, d'autre part, N le module maximum des fonctions cp (xi , x2, • 1 •■> %p) (qui s'annulent pour xK — x2 — • • • = ocp = o) quand les x restent respectivement à l'intérieur d'un cercle de rayon p. Aux fonctions o nous allons substituer, comme valeurs initiales des U dans (E'), la fonction de comparaison
D'après les propriétés des dérivées des fonctions de comparaison, il est bien clair qu'en développant les U en séries à l'aide du système (E), comme on a développé les u à l'aide du système (E), on trouve des coefficients positifs et supérieurs au module du coefficient correspondant dans U. Il suffit donc de démontrer la convergence des séries tirées du système (E'). Or les U, ayant même valeur 4> pour x = o, seront identiques, et le systrm» ( E') se réduit à l'unique équation
àx,,
/àl) à\5
TT
mlJ
\ o.i\ àxt
Puisque <P ne dépend que de xs -+--P1 -(- . . ,-\-xv, nous pouvons wmer que U ne dépendra que de cette somme. Regardons
donc L connue fonction de X «'t <!<•
z = x\ -h Xi -4- . . . -h x,, ;
3g2 CHAPITRE XI
l'équation précédente devient alors
dU M mp i>U
dx ml) dz
et nous avons à considérer l'intégrale U de cette équation qui, pour x = o, se réduit à
N _N= NZ
Or l'équation (10) exprime que les deux expressions
U et i —
p + M mp x
sont fonctions l'une et l'autre. On doit donc avoir
i — lï + M mp x == ty ( U ).
Comment doit-on déterminer la fonction arbitraire <|> ? Nous voulons que, pou?' x = o,
Nz
on aura donc
ou
si r
on pose
La fonction ty(t) est donc complètement déterminée, et la relation donnant U sera nécessairement de la forme
/ mU\ ., / wTT\ pU
C'est une équation du second degré en U : pour x — z = o, elle a une racine nulle et une autre égale à — La seule qui nous intéresse est la racine nulle : elle est holomorphe dans le voisinage dex = z=o; c'est donc aussi une fonction holomorphe de x,
xt , x2, . . . , xp dans le voisinage de
X = Xi = . . . = xp = o.
Le système (E') ayant une intégrale holomorphe, il en sera de même, d'après ce qui a été expliqué, pour le système (E) qui admet dès lors un système d'intégrales satisfaisant aux conditions requises.
30. Du théorème précédent, nous pouvons conclure un théorème plus général, en supposant dans le système (E) que les A, B, ..., L ne dépendent pas seulement des a, mais aussi de x, xu a?a, ..., xp. Le théorème qui vient d'être établi subsiste dans ces nouvelles conditions.
Pour l'établir, nous considérons le système des m -\- p -\- i équations
àum _Y j dm
àxk
àx " ''
àx
àx\ -àx~=°-
àx'n _ àx
Ce système est de la forme de celui qui a été étudié au paragraphe précédent. On peut se donner pour x = o les valeurs initiales de ut, u2, . . ., am qui seront les fonctions <p, et aussi les valeurs "' ' J'\- ■■•iJ0,, pour x = o; pour ces dernières valeurs, nous prendrons
x'=ot x\=xt, ..., .,,, Xp.
Les /?-f-i dernières équations montrenl que Ton doit avoir alors et, par suite, nous avons démontré l'existence des intégrales
3g4 CHAP. XI. — THÉORÈMES GÉNÉRAUX SUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES.
du système
àui Va/ \dui
-fa =2jXi>k(uU • ••> ¥m, -<B, XU ..., xp)faT'
àum V t / dut
-fa — 2a Li'k(UiJ •' •' W/"' ,r' ^i' •• •' xp)~faTy i,k
prenant pour x =. o /es valeurs cpl7 cp2, . . ., cpm.
31. Ainsi, en particulier, et c'est le théorème sur lequel nous nous sommes appuyé (n° 15), l'équation
du ., . du
[où l'on suppose f{x,y) holomorphe dans le voisinage de x0lyQ] admettra une intégrale u holomorphe dans le voisinage de x = #0, y-z=zy0 se réduisant, pour x = x0, à une fonction donnée cp (y) holomorphe dans le voisinage de y = y0. Pareillement, l'équation
au .du ... du
admettra une intégrale u se réduisant, pour x = x0, à une fonction holomorphe donnée de y{ , y2, .... ym.
I. — Cas où le coefficient différentiel devient infini. Théorème de M. Painlevé sur les fonctions définies par une équation du premier ordre.
1. Nous avons vu, dans le Chapitre précédent, quelle était la nature de l'intégrale de l'équation
devenant égale à y0 pour x = x0, quand f{x) y) est holomorphe dans le voisinage de (x0j yQ). D'autres circonstances pourront se présenter, et nous aurons à les étudier en détail. Considérons seulement en ce moment le cas très simple où y deviendrait infini pour x = x0, y = j0, mais de telle manière que son inverse, s'annulant en (j;0,j0),
tut holomorphe dans le voisinage de ce système de valeurs de x et y. One pouvons-nous dire des intégrales de l'équation (i) prenant pour x0 la valeur^,,?
On ramènera facilement ce cas à celui précédemment étudié, en considérant x comme fonction de y. Écrivons alors L'équation sous la tonne
dx I
dy Jir,y)
Le second membre est holomorphe dans le voisinage d<> i./„. | il s'annule poui x = x0,y = \ „ ; supposons d'une manière gêné-
raie que toutes ses dérivées partielles, jusqu'au rang m exclusivement, s'annulent pour ces valeurs (m est au moins égal à 1). D'après le théorème fondamental, il y aura une intégrale de l'équation (2) prenant pour y = y0 la valeur de x ; on aura
(3) x — xQ = A,(jk— y0)™+i-h A2(jK— jKo)m+2 + ... (A, 5*0).
il en résulte que y peut se mettre sous la forme d'une série ordonnée suivant les puissances croissantes de
\X — Xq)
le premier terme du développement contenant l'expression précédente à la première puissance. L'intégrale de l'équation (1), prenant pour x0 la valeur y0, a donc au point x0 un point critique algébrique , c'est-à-dire un point autour duquel se permutent diverses valeurs de la fonction. Ces valeurs sont ici en nombre m-\-\.
Dans la suite, nous dirons toujours qu'une fonction y de x a en xQ un point critique algébrique, quand elle prend une valeur déterminée (finie ou infinie), en x0, et qu'elle a autour de ce point un nombre fini de valeurs distinctes se permutant les unes dans les autres quand x tourne autour de x0.
Il est évident que l'on obtient ainsi toutes les intégrales de l'équation (1) prenant pour x = x0 la valeur y0, puisque nous avons démontré précédemment que la seule intégrale de (2) prenant la valeur de x0j quand y tend d'une manière quelconque vers y0, est précisément fournie par le développement holomorphe (3).
2. L'équation différentielle (1) définit une fonction analytique, quand on s'est donné les valeurs initiales (x0% yQ). En supposant /"holomorphe dans le voisinage de (.r0, jKo)> on aura un premier développement en série qui définira y dans le voisinage de xQ. L'extension de la fonction en dehors de cette première région de convergence se fera en se plaçant au même point de vue que dans la théorie des séries entières (Chap. II, p. 68). Si l'on a tracé un arc déterminé allant de x0 en X, on effectuera, s'il est possible,
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une succession de développements de proche en proche pour atteindre le point X, mais il est clair que l'on pourra être arrêté si Ton rencontre des systèmes de valeurs de (#, y) qui soient des systèmes de valeurs singulières pour la fonction /(x, y).
Sans insister sur ces généralités peu instructives, arrêtons-nous sur un cas particulier qui nous conduira à un théorème fort important. Prenons l'équation
y* est une fonction rationnelle par rapport ky, et elle est uniforme par rapport à x quand cette variable reste dans une certaine région R. On suppose de plus que pour une valeur fixe, d'ailleurs arbitraire, donnée à y, la fonction /de x puisse avoir dans R soit des pôles, soit des points singuliers essentiels isolés; il est évident que ces derniers ne pourront pas ici varier avec y, puisqu'ils doivent être nécessairement des points singuliers essentiels pour un au moins des coefficients des diverses puissances de y au numérateur et au dénominateur de f. Il n'en sera pas de même des pôles qui, en général, dépendront de la valeur de y. Désignons par (a) l'ensemble des points singuliers essentiels et des pôles qui ne dépendraient pas de y.
11 arrivera, en général, que la fonction f{x, y) deviendra indéterminée pour un certain nombre de systèmes de valeurs de (#, y) ; ces systèmes seront les racines communes aux deux équations qu'on obtient en égalant à zéro le numérateur et le dénominateur de /". Soit (P) l'ensemble correspondant des valeurs de X dans \\.
Enfin, si, dans l'équation (E), on pose y= — > on aura une équation de même forme
dy
fis
f =/i(^,ri).
on A, est rationnelle <-n r,, et il pourra arriver que pour certains systèmes de valeurs (y, o l <!<• r, r, > la fonction j\ devienne indénous appellerons (y) L'ensemble des valeurs correspondantes de i . Ceci pose, nous allons démontrer qu'en dehors des //oints (a), i - r équation \ E) n'a d'autres points singu
liers que des pôles ou des points critiques algébriques,
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Nous supposons que l'on parte d'un point x0 avec la valeur initiale y0, la fonction / étant holomorphe dans le voisinage de (#o, JKo)- On mène par x0 un arc de courbe G ne passant pas par les points (a), (j3), (y). Cherchons à nous rendre compte des valeurs de l'intégrale le long de cet arc. On avancera de proche en proche sur G en employant successivement les développements en série fournis par le théorème fondamental, mais il pourra arriver que les rayons de convergence de ces développements tendent vers zéro et qu'on ne puisse dépasser un certain point X de l'arc C. Nous devons nous demander quelle sera la nature du point X pour Tintégrale que nous étudions.
Il est, a priori, évident que trois circonstances peuvent seulement se présenter. En premier lieu, quand x tend vers X en suivant l'arc C, y peut tendre vers une valeur Y telle que
(4) 7(xSr)=o; .
la fonction -r sera alors holomorphe dans le voisinage de
(X, Y), puisque X est distinct par hypothèse des points (a), (p); le point X est alors un point critique algébrique.
En second lieu, y peut augmenter indéfiniment, la fonction
/i(^iJKi)
ajant une valeur (finie ou infinie) parfaitement déterminée pour j? = X, yK — o, puisque X n'appartient pas aux points (y), il en résulte encore que X sera ou un pôle ou un point critique algébrique.
En troisième lieu, on pourrait faire l'hypothèse que y n'a pas de limite quand x tend vers X; mais nous allons voir que cela est impossible. Marquons, en effet, dans le plan y les différentes racines Y de l'équation (4), Y, , Y, , . . . , Y^,, et considérons de plus dans ce plan le point oo. Si x reste à l'intérieur d'un cercle de rayon très petit p décrit autour de X, les racines y de l'équation
sx O
resteront dans le voisinage de Y,, ..., Y^. Nous pouvons donc
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(écrire autour de ces derniers points des courbes très petites (si p est lui-même très petit) y< , y2, . . . , y^ à l'intérieur desquelles resteront les racines de l'équation précédente. Décrivons ensuite, toujours dans le plan des y, un cercle Y de rayon très grand.
Ceci posé, revenons à l'équation (E); si Ton prend comme valeur initiale de x un point à l'intérieur du cercle de rayon p tracé plus haut, et pour valeur initiale de y un point extérieur aux courbes y et intérieur à T, on aura une intégrale holomorphe dans un certain champ autour de la valeur choisie de x. Quand on fera varier d'une manière continue les valeurs initiales de x et y, le rayon de ce champ variera d'une manière continue, et il aura manifestement un minimum A différent de zéro quand x et y décriront l'ensemble des domaines où ils doivent rester.
Ces préliminaires bien compris, supposons maintenant que notre intégrale y ne tende vers aucune limite quand x se rapproche indéfiniment de X. Il est impossible que y reste constamment à l'intérieur d'une courbe y; ou à l'extérieur de I\ car, dans ce cas, y aurait pour limite un des Y; ou l'infini. Il arrivera donc que y, pour certaines valeurs de x aussi rapprochées qu'on voudra de X, sera à l'extérieur des courbes y et à l'intérieur de F. Or nous avons dit que, pour des valeurs initiales de x et y satisfaisant à ces conditions, le rayon de comergence autour du point x est au moins égal à un nombre fixe X; il y aura donc un moment où le cercle de convergence du développement enveloppera le point \, et celui-ci ne pourra pas être alors un point d'indétermination. La contradiction à laquelle nous arriverons démontre donc bien qu'en dehors des points (a), (JïJ), (y), V équation nu d'autres points singuliers que des pôles ou des points critiques algébriques.
3. Ce théorème a été démontré par M. Painlevé, et même dans le cas plus général où /serait une fonction uniforme quelconque de r dans le plan de la variable y (').
(') P. Paiulevé, Sur le* lignes singulière* de* fonction* analytique* ( \n nales <tc la Faculté de* Science* de. Toul<
Il s'étend aux équations qui ne seraient pas du premier degrf en -j- - Ainsi l'équation
algébrique en y et -^-» n'a, en dehors d'un certain nombre de
points fixes, que Ion peut marquer à l'avance dans le plan, que des pôles et des points critiques algébriques; c'est un point sur lequel nous reviendrons après l'étude des fonctions algébriques.
On peut énoncer le même résultat sous une forme un peu différente. Si nous appelons singularité supérieure d'une intégrale toute singularité autre que les pôles et les points critiques algébriques, nous pouvons dire que les singularités supérieures des intégrales de C équation (5) sont fixes, c'est-à-dire ne varient pas avec la constante arbitraire figurant dans V intégrale générale. On le voit bien pour notre équation (4) où les singularités supérieures ne peuvent être autres que les points (a), (fi), (y).
Ce théorème a été souvent implicitement admis, mais on se rendra compte qu'une démonstration rigoureuse était d'autant plus nécessaire que des circonstances toutes différentes peuvent se présenter pour les équations d'ordre supérieur au premier. Là les singularités supérieures peuvent dépendre des constantes d'intégration ('). Ainsi, soit
en éliminant C, et C2 entre )-, ~- et -r^> on aura une équation
algébrique
/ dy d^y \
et les singularités essentielles x == Ga des intégrales dépendent de la constante G2.
(l) J'ai appelé l'attention sur cette circonstance dans les Comptes rendus (1886-1887) et avec plus de développements dans mon Mémoire Sur la théorie des fonctions algébriques de deux variables {Journal de Mathématiques, 1889).
II. — Équation de Riccati et équation linéaire du premier ordre.
Revenons à notre équation (E
y étant rationnelle en y. Les singularités supérieures, comme nous venons de le voir, sont fixes, mais, en général, les pôles et les points critiques algébriques sont variables d'une intégrale à l'autre. Laissons de côté les pôles, et demandons-nous quelle forme doit avoir l'équation pour que les points critiques algébriques soient indépendants de la constante d'intégration.
Tout d'abord/ devra être un polynôme entier en y\ car, si l'on
avait
PO, Y
P et Q étant deux polynômes en y, qu'on peut supposer n'avoir pas de facteur commun quand x est quelconque, il suffirait pour x = x0, x0 étant quelconque, de prendre comme valeur initiale de y une racine y0 de l'équation
QOo,7o) = °-
L'intégrale de l'équation (E), devenant égale k y0 pour x = j;0,
. ,, • . dy
aurait en ce point un point critique algébrique, puisque -f- est
infinie pour (x0, y0). On voit donc que x0 serait un point critique algébrique pour une certaine intégrale, et nous avons pris x0 arbitrairement.
Ainsi f est un polynôme en y. Nous allons voir qu'il ne peut être de degré supérieur à deux. C'est ce que montre de suite
l'équation transformée obtenue en changeant y en — Si le
degré m <lc f est supérieur à deux, cette équation transformée sera de la forme
dyx = fx(*,y\) dx ' y?'* '
fs étanl un polynôme en i , ne s'annulanl |>;is, quel que soif j\
ru mu) . — n. n
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pour )-, = o. L'intégrale de cette équation, qui s'annule pour une valeur arbitraire x0 de x, aura en x0 un point critique algébrique, car nous sommes encore dans le cas du coefficient différentiel devenant infini.
En définitive, notre équation (E) doit être de la forme
P, Q, R ne dépendant que de x . D'ailleurs, dans toute région du plan où P. Q, Rsont uniformes, les points critiques des intégrales ne peuvent être que les points singuliers (a) (pôles ou points singuliers essentiels) de ces coefficients : ceci résulte du théorème démontré au paragraphe précédent. L'intégrale y a une valeur déterminée (finie ou infinie) en tout point distinct des points (a); tant qu'elle reste finie, elle ne cessera pas d'être holomorphe, et, si elle devient infinie, son inverse restera holomorphe, puisque
l'équation (6) garde la même forme quand on change y en - •
5. Nous avions déjà rencontré l'équation (G), qui est connue sous le nom & équation de Riccati (t. I, p. 54o). On peut, comme conséquence du fait capital que les points critiques de l'intégrale générale sont fixes, trouver a priori de quelle manière la constante figure dans l'intégrale générale.
Soient deux points x0 et x distincts des points critiques; joignons-les par un arc de courbe déterminé ne passant pas par les points critiques. Désignons par y0 la valeur initiale d'une intégrale en #0, et soit y la valeur de cette intégrale quand la variable va de x0 à x par le chemin tracé. Quand y0 est donné, la valeur de y s'ensuit; y est donc fonction de y0, et c'est la nature de cette fonction que nous cherchons (*).
On voit d'abord que y est une fonction analytique uniforme de y0, car, pour étendre de proche en proche l'intégrale à partir de #0, en suivant l'arc tracé, on partage celui-ci en un nombre
(*) Nous généraliserons plus tard le raisonnement qui va être fait, quand nous étudierons avec M. Fuchs et M. Poincaré les équations algébriques du premier ordre à points critiques fixes.
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suffisamment grand de parties, et l'on a alors une succession de cercles dans lesquels y ou - est holomorphe. Les valeurs successives de l'intégrale sont donc des fonctions analytiques de y0 et il en est, par suite, de même pour la valeur finale y. Quelle que soit la valeur finie ou infinie donnée à y0, y aura toujours une valeur parfaitement déterminée qui sera également finie ou infinie; ceci suffit pour que nous puissions affirmer que y est une fonction rationnelle de y0. En effet, la fonction uniforme y ne pourra alors avoir de singularités essentielles; ayant seulement des pôles à distance finie et à l'infini, elle se réduit donc à une fraction rationnelle (Chap. V, p. 129).
Mais nous pouvons aller plus loin : y0 sera de la même manière une fonction rationnelle de y, car on peut aller de x en x0 en suivant en sens inverse le chemin tracé, et le même raisonnement s'applique. Il en résulte que y sera nécessairement une fonction linéaire deyQ, soit
(7) '=c^rr^
\. B, G, D sont, bien entendu, à considérer comme des fonctions de .r, fonctions indépendantes de la valeur initiale y0 de l'intégrale. Nous pouvons donc dire que la constante arbitraire y0 entre linéairement dans V intégrale générale.
Il n'est peut-être pas inutile de souligner le point de cette démonstration où nous avons besoin de nous appuyer sur ce fait que les points critiques de l'intégrale sont fixes, car on pourrait être tenté d'appliquer le même raisonnement à toute équation «le la forme (E). Nous ne pourrions pas regarder y comme fonction de j0, si les points critiques des intégrales étaient mobiles; en effet, en faisant varier y0, il arriverait un moment où ces points critiques, variables avec yQ, rencontreraient l'arc tracé de x0 en x, et, à ce moment alors, y cesserait d'avoir un sens bien défini.
Nous venons de dire que la constante arbitraire, si elle est convenablement choisie, entre Linéairement dans l'intégrale générale de L'équation de Riccati. En fait, nous avions déjà obtenu ultat par un»- voie élémentaire, quand nous avons démontre
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(loc. cit.) que le rapport anharmonique de quatre solutions de l'équation précédente est une constante. En désignant par y la solution générale et par y,, y2l y% trois fonctions déterminées satisfaisant à l'équation, nous avons
Ji— 72 . y% — yi = a
oc étant une constante. En résolvant par rapport à y, on a bien pour celle-ci une expression de la forme (7), où, à la place de y0i se trouve la constante arbitraire a.
6. Un cas particulier très simple de l'équation de Riccati est celui de l'équation linéaire du premier ordre
qui correspond à P = o.
On peut remarquer que les intégrales de cette équation ont, non seulement leurs points critiques fixes, mais aussi leurs pôles fixes. En effet, un point r0 du plan, qui n'est pas un point singulier de Q ou de R, ne peut être un pôle d'une intégrale; car, si
l'on change y en — •> l'équation devient
et une intégrale de cette équation s'annulant en #0, est identiquement nulle, puisque yK—o est une solution et que la solution est unique d'après le théorème fondamental.
On peut intégrer par des quadratures l'équation (8). Posons
u étant la nouvelle fonction et v représentant pour le moment une fonction quelconque de x : on aura
dv du
a —. 1- v -;- = Q uv -+- H .
dx dx
Or choisissons v de manière que
dv dx=qÇ>
QUELQUES APPLICATIONS DES THÉORÈMES GÉNÉRAUX. ^o5
ce qui donne
v = eJ
dx
en prenant arbitrairement la constante d'intégration. L'équation se réduit alors
— = R dx
On a donc
/- iQ àx R e «-' dx.
et l'équation linéaire du premier ordre est intégrée.
A l'équation (8) se rattache une classe un peu plus générale qui s'y ramène immédiatement; c'est l'équation
il suffit de poser
l'équation à laquelle satisfait yK est une équation linéaire du premier ordre.
III. — Inversion de l'intégrale elliptique. Fonctions entières associées aux fonctions elliptiques.
7. Le problème célèbre de l'inversion de l'intégrale elliptique va nous fournir l'occasion d'appliquer encore les théorèmes généraux du Chapitre précédent. Partons de l'intégrale elliptique
du
ou <7, b, r. d sont quatre constantes distinctes. Nous avons étudié
en détail les propriétés de cette intégrale, nous avons défini ses deux périodes et montré que l<- u r rapport est nécessairement Imaginaire (p. 'à \
Cette fonction de u esl complètement définie quand on a choisi la valeur initiale, pour u - //„. du radical qui figure au dénomi nateur | //„ étant distinct de '/. 6, c, d i. et qu'où sVsi donné fiemm d'intégration. C'est la fonction inverse qui va main
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tenant nous occuper, c'est-à-dire la fonction u de z obtenue en posant
du
Cette fonction u de z satisfait manifestement à l'équation différentielle
/ du\2 (9) I -j— I = X(u — a) (u — b)(u — c)(u — d)\
du 1 1 1 - •
pour ,3 = 0, on a u = u0 et -y- a pour valeur la détermination
choisie du radical pour u = u0. D'après le théorème fondamental, u sera une fonction holomorphe de z dans le voisinage de z = o ; nous voulons montrer que u est une fonction uniforme dans tout le plan, Payant d'autres points singuliers que des pôles.
En étendant de proche en proche la fonction, le théorème fondamental cessera d'être applicable quand la variable z arrivera en un point où u prendra une des valeurs a, 6, c, d et 00. Supposons d'abord que, pour z = a, u prenne la valeur de a\ nous allons voir que u ne cessera pas d'être holomorphe dans le voisinage de z = a. Il suffit, en effet, de poser
u = a -h u'2 et l'équation
CLZ
devient
du'
Le second membre est holomorphe dans le voisinage de u == o, et, par suite, les intégrales de cette équation (suivant qu'on prendra l'une ou l'autre détermination du radical pour u' = 0), s'annulant pour 3= a, seront holomorphes dans le voisinage de ce point. Le même raisonnement s'applique à 6, c, d.
Supposons maintenant que, pour z = a, u devienne infini, on posera alors
et l'équation deviendra dp
= y/A(i — av) (1 — bv)(i — cv)(i — dv). dz
Le second membre étant holomorphe pour e— o, on en conclut que v est holomorphe dans le voisinage de a. La fonction u est donc uniforme autour de a, admettant simplement ce point comme pôle.
De ce que, quelque valeur (finie ou infinie) que l'on donne à u en un point a, l'intégrale correspondante de (9) est uniforme dans le voisinage de ce point, on conclut souvent, sans plus d'explications, que toute intégrale de cette équation est une fonction uniforme dans tout le plan de la variable complexe z ( '). Une telle manière de raisonner pourrait conduire, pour des équations d'ordre supérieur au premier, à des résultats inexacts. Nous avons supposé implicitement plus haut que l'intégrale, étendue de proche en proche, prenait en chaque point du plan une valeur déterminée. Or il pourrait en être autrement, s'il était possible, par exemple, que cette intégrale eût des points singuliers essentiels.
Quelques mots d'explication seront ici suffisants pour rendre la démonstration rigoureuse, mais il est indispensable de les dire.
Nous allons montrer que, d'un point arbitraire z0 comme centre, on peut toujours décrire un cercle d'un rayon fixe p, tel qu'à l'intérieur de ce cercle, l'intégrale u soit uniforme. Ceci étant prouvé, il est manifeste que l'extension analytique de la fonction pourra se faire de proche en proche à laide d'un cercle de rayon invariable ; la fonction pourra donc s'étendre dans tout le plan, et ne cessera pas d'être uniforme.
Pour démontrer l'existence de ce nombre p, considérons le plan de la quantité complexe u. Traçons autour des points a, b, c, d des cercles C de rayons suffisamment petits, qui vont rester fi\es, et de l'origine comme centre décrivons un cercle Y d'un rayon assez grand, qui, lui aussi, restera invariable. Tant que u est intérieur à Y et extérieur aux cercles C, on a un rayon de convergence déterminé par le développement de l'intégrale de l'équation (9). Ce rayon de convergence a, quand u varie dans la région indiquée, un certain minimum différent de zéro. Supposons main- ! cnant que u soit dans un cercle C, on posera U =a -+- u'*., et l'on
<l) Il en esi ainsi, par exemple, dans le Traité classique '!«■ Briol el Bouquet. .1.11 insisté {Bulletin <t<"i Sciences mathématique* x 1890) sur l'insuffisance de ce raisonnement et montré comment <»n peut rendre la démonstration complètement
rigoureuse.
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a, comme nous l'avons vu, une équation en m', à laquelle on peut appliquer le théorème fondamental. Tant que u' restera dans un certain cercle C, transformé de C, le rayon de convergence de la série donnant u restera encore supérieur à une certaine limite. Nous avons donc notre minimum p, tant que u reste dans le cercle T, Si u est extérieur à ce cercle, on pose u=-f et nous avons
l'équation
/ dv \ 2
\dz) :=(I — av)(l~ bv){\ — cv){\ — dv);
v restera compris à l'intérieur d'un cercle \\ transformé de T. Quand v reste dans le cercle T\ on a un certain rayon de convergence pour l'intégrale t>, et ce rayon a un minimum différent de zéro. Nous avons donc, en résumé, en prenant le plus petit des difïérents minima trouvés, un rayon p tel que l'intégrale a, qui prend en un point arbitraire zQ une valeur arbitraire, finie ou infinie, est certainement définie et uniforme à l'intérieur du cercle ayant z0 pour centre et un rayon égal à p. La démonstration est donc complétée.
La fonction inverse u de z définie par
Jll0 •&(■«-)
où R(a) est un polynôme du quatrième degré dont les racines sont distinctes, est donc une fonction uniforme de z dans tout le plan. Remarquons de suite qu'il en est de même quand R(m) est un polynôme du troisième degré à racines distinctes : nous avons vu, en effet, qu'on passe d'une intégrale à l'autre au moyen dune substitution linéaire. On peut l'établir aussi directement par les raisonnements du paragraphe précédent, auxquels il faut cependant apporter une petite modification. Dans le cas où u devient infinie,
il faut poser
et l'on peut appliquer le théorème fondamental à l'équation en v. Une remarque importante découle de là; les pôles de u sont, dans le cas où R(w) est du troisième degré, des pôles doubles.
La propriété capitale de la fonction inverse est la double périodicité. Nous avons rappelé que l'intégrale avait deux périodes distinctes w et eu'; ceci veut dire qu'à une même valeur de u correspondent, en choisissant convenablement le chemin d'intégration, une infinité de déterminations de l'intégrale rentrant dans la formule
z -i- mw -+- m tu
z désignant l'une de ces déterminations, m et ni représentant deux entiers quelconques. Si donc nous posons
u = a(jz),
on aura, quels que soient les entiers m et m' positifs ou négatifs,
La Jonction X(*) est donc doublement périodique. Rappelons encore que le rapport —, est nécessairement imaginaire.
9. On peut représenter géométriquement sur le plan de la variable z la double périodicité de la fonction X(i). Marquons d'une part les points co, 2 to, 3 oj,. . . et d'autre part les points (./, 2 0/, 3 w', .... Les premiers sont situés sur une droite Oa (O étant 1 origine) et à égale distance les uns des autres, et de même les seconds sur une droite Ob; par les premiers points menons des parallèles à 06 et par les seconds des parallèles à Oa. Ces deux séries de parallèles divisent le plan en parallélogrammes égaux, et leurs points d'intersection sont les points ni w + ni ui homologues de l'origine. La double périodicité consiste en ce que la fonction reprend la même valeur aux points homologues de ces divers parallélogrammes. Il est clair que ce réseau de parallélogrammes t pas entièrement déterminé; l'origine O est un point arbitraire du plan et Ton peut, par conséquent, déplacer le réseau parallèlement à lui-même.
En se reportanl à la forme précédemment donnée (Chap. \ III,
p. 238) des déterminations multiples de l'intégrale (io), nous
>ns qu à une «râleur arbitraire de // correspondent deux valeurs
distinctes de si à-dire deui valeurs qui ae diffèrent i>.^
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d'une somme de multiples des périodes. On peut encore énoncer ce résultat en disant que l'équation
a étant une constante quelconque (finie ou infinie), admet deux racines dans un parallélogramme de périodes.
En particulier, la fonction "k(z) a deux pôles dans chaque parallélogramme de périodes; dans le cas où le polynôme R(m) est du troisième degré, ces deux pôles coïncident et l'on a dans chaque parallélogramme des périodes un seul pôle, mais il est double.
10. Une remarque sur les pôles de A (s) va nous être utile dans un moment. Ecrivons explicitement l'équation différentielle
/ du \ 2
Soit a un pôle dans un parallélogramme de périodes. Dans le voisinage de a, la fonction u peut se mettre sous la forme
Calculons les deux premiers coefficients oc et (3. En substituant le développement dans l'équation différentielle, on aura
Nous devons égaler les coefficients des diverses puissances de z — a. On a ainsi, en prenant les coefficients de (z — a)~k et de
i = Aa*, 4A3 + B = o.
Ainsi, nous trouvons pour a deux valeurs égales et de signe contraire : elles correspondent aux deux pôles distincts de la fonction dont les résidus sont, par conséquent, égaux et de signe contraire. Au contraire, le second coefficient (3 n'a qu'une valeur.
QUELQUES APPLICATIONS DES THÉORÈMES GÉNÉRAUX. 4l»
11. La fonction a(z) peut bien facilement être représentée par un développement en série, et, quoique ce résultat ne soit pas d'un grand intérêt pour le développement de la théorie des fonctions elliptiques, nous y reviendrons un moment, puisque nous avons déjà eu l'occasion d'étudier au Tome l (p. 3o,i) des expressions analogues.
Nous pouvons supposer que lune des deux périodes est 2-xi ; il suffit pour cela de remplacer z par kz% k étant une constante convenable. Appelons donc co et 2izi les deux périodes; la partie réelle de a) n'est pas nulle, et pour fixer les idées nous la supposerons positive.
Soient a et a' les pôles de la fonction dans un parallélogramme de périodes. Je forme la série
£^ I gZ-hmit) gai [gz+mio ça' I
Cette série est convergente pour toute valeur de z comme nous allons le montrer; on doit seulement remarquer que, si z est de l'une ou l'autre forme,
(il) a -t- po) h- -xq - 1 , a -+- p u> ■+- i q iz i ,
p et q étant entiers, il y aura dans la série un terme devenant infini, et il faut entendre alors que la série est convergente; quand on a laissé ce terme de côté.
La démonstration s'appuie seulement sur les règles élémentaires relatives aux séries. Prenons d'abord la partie de la série où m est positif. Pour m suffisamment grand, chaque terme est comparable à e"~ww, et, puisque la partie réelle de <•> est positive, cette partie de la série est convergente. Pour la seconde moitié de la série (m^oj, le terme de rang m pour m très grand est comparable à emu), et la convergence est encore évidente.
Ainsi, sans qu'il soil besoin d'insister davantage, la série représente une fonction f(z) uniforme dans tout le plan et admettant comme pôles les points des suites (il). Elle admet 'd'ailleurs évidemment les deux périodes 2 ici et tû. La chose est évidente pour la première période, puisque chaque terme admet cette période; quant à la seconde, elle résulte de ce que la série ne change évi demment pas quand on remplace m par m -\- i .
On voit de suite que les résidus de f(z) relatifs aux pôles a et a et leurs homologues sont égaux et de signe contraire; ils sont respectivement
et
eu — eu ea — eL
En multipliant f(z) par une constante convenable H, nous pouvons faire que les deux fonctions X(s) et Hf(z) aient les mêmes résidus; la différence
est donc une fonction doublement périodique, qui n'a pas de pôle dans un parallélogramme de périodes. Son module reste donc, dans un parallélogramme et par conséquent dans tout le plan, inférieur à un nombre fixe; elle se réduit donc à une constante d'après le théorème de Liouville. On peut donc exprimer la fonction \(z) à l'aide de notre série f(z).
12. D'après le théorème de Weierstrass (Chap. V, p. 1 49)» lft fonction "k(z) doit pouvoir se mettre sous la forme d'un quotient
les deux fonctions G(s) et G{ (z) étant des fonctions entières de zy n'ayant pas de racines communes. On peut évidemment mettre d'une infinité de manières une fonction, telle que X(*), sous cette forme, puisque l'on peut multiplier les deux termes delà fraction par £R(Z), R étant une fonction entière. Parmi les fonctions entières, dont le quotient donne X(z), il en est d'extrêmement intéressantes qui jouent un rôle fondamental dans la théorie des fonctions elliptiques. Les considérations suivantes vont nous j conduire très simplement.
Considérons l'expression
/ dz j (mu}-\-pu)dz (12) eJz» Jz>
m et p désignant deux constantes, et u étant toujours la fonction
doublement périodique de z définie par l'équation
Â«i + BM3 + CM*+DW + K
Nous voulons montrer qu'on peut choisir les deux constantes m et p de telle sorte que V expression (12) soit une fonction entière de z.
Les pôles de u sont les points singuliers de la fonction (12). La première intégration
/ (m«2 + pu) dz
donnera en général un logarithme. Voyons si nous pouvons choisir m et p de manière que l'intégration ne donne pas de terme logarithmique. En reprenant les notations du paragraphe 10, nous avons
""«■'-+p"= m[~ + ?+•• •]'+/> [jén + P+- ■•] >
et l'on voit que, si
im$ -\- p = o,
nous n'aurons pas de terme en : il 11' y aura donc pas
de logarithme après la première intégration, et cela pour l'un et l'autre pôle, puisque ^ a la même valeur — j-j pour les deux pôles. Nous avons donc la première relation
— mB+ :>.p\ =0.
La seconde intégration >e réduit alors à
•0 et, par suite, <*11<' introduit le terme logarithmique
— ma.1 log( s — a) -\- . . ..
Or, pour l'un «;i l'autre pôle, a2 .• la même valeur —, >i donc
mz* = — 1 ou m — \
l'expression (12) sera holomorphe dans le voisinage de z = a, et admettra a comme racine simple.
11 résulte du calcul précédent que l'on doit prendre
La fonction
— / dz I (A a2 H — u) dz G(z) = e «■ Js* V J
est une fonction entière ; elle a pour racines simples tous les pôles de u et n 'en a pas d'autres.
Si, maintenant, nous considérons le produit
nous voyons que ce sera une fonction entière G, (2), puisque les
pôles de X(vs) sont racines de G(z). De plus, G(z) et G4 (z) n'ont
pas de racines communes, G(z) n'ayant d'autres racines que les
pôles de "k(z).
Nous avons donc
Gt(*)
13. Les fonctions entières G et G, jouissent de propriétés remarquables. D'après la définition même de G(s), on a
G'(-s) Nous avons' donc
= / (mu2 -h pu) dz.
j (mu2-\- pu) dz.
Or le second membre ne dépend pas de z, puisque mu2 -f- pu admet 10 comme période, et que d'ailleurs les résidus relatifs aux pôles de cette dernière fonction sont nuls. En désignant par p. la valeur constante du second membre, nous aurons donc en intégrant
(i3) G(z + «) = ^+vG(«),
v étant, comme u, une constante.
On aura de la même manière l'identité 04) GU+ w') = cl*'*+v'G(i),
[/ etv' étant encore des constantes.
Les identités (i3) et (i4) expriment une propriété fondamentale de la fonction G (z). Nous sommes donc ainsi conduits à ces fonctions entières que Briot et Bouquet (4) appellent fonctions intermédiaires, et dont l'étude a été faite par M. Hermite dans ses lettres à Jacobi en 1 844- La fonction G|(:0 satisfait évidemment aux mêmes relations.
1 i. Arrêtons-nous sur la forme canonique, qu'ont rendue célèbre les travaux d'Abel et de Jacobi; l'équation différentielle se réduit dans ce cas à
dz J
La fonction u est complètement définie par la condition que, pour
du
dz
Nous désignerons, suivant l'usage, par
u = snz,
cette fonction elliptique, sn: étant l'abréviation de sinam.3. Cette fonction est impaire, c'est-à-dire que sn( — z) = — snz, puisque l'intégrale elliptique donnant z en fonction de u change de signe quand on change w en — u.
Si Ion se rappelle les résultats obtenus (Chap. VIII, p. 2j6), on voit de suite que les périodes sont ici
en adoptant les notations précédemment employées. Les pôles de
su.z sont (loc. cit.)
iK' et ?.K-wK',
et toutes les valeurs qui s'en déduisent par addition de multiples (') Briot et Bouquet, Théorie de* fonction* elliptiques, p. ?
de périodes. De plus, du changement de variable effectué (Chap. VIII, p. 246), on conclut
sn(s+f'K') =
Cherchons, à l'aide de cette formule, la valeur du résidu de sn£ correspondant au pôle j'K'. Nous devons obtenir la limite du
produit
(z — î'K'j sn^,
pour z == /K', ou, en posant z == t'R' -f- e, la valeur du produit
e sn(tK'-h e),
pour e = o. Or ce produit peut s'écrire
e k sns
dont la limite est manifestement -> puisque \—j — ) =1. Le résidu correspondant au pôle 2K-|-irv/ est — y
lo. Que devient, dans le cas particulier que nous examinons, la fonction G (z) du paragraphe 13? On a alors, en prenant z0 = o,
— k2 I dz I sn^zdz
Cette fonction entière a été d'abord considérée par M. Weierstrass (Journal de Crelle, 1 856), qui la désigne par Al(z) ('). Cette fonction, étant une fonction entière, peut être développée en une série toujours convergente ordonnée suivant les puissances de z. Les coefficients de ce développement peuvent se calculer facilement de proche en proche, en se servant de l'équation différentielle qui définit sns. On reconnaît ainsi immédiatement que les coefficients des diverses puissances de z sont des polynômes en k. Ce développement est convergent pour toute valeur de z et pour toute valeur de k. Si l'on pose G< (z) = AZ, (^), le développement de Alt (z) jouira de la même propriété que le développement de A/ (z).
(') Briot et Bouquet, Théorie des fonctions elliptiques, p. 465.
Terminons en indiquant un système remarquable de deux
équations différentielles auxquelles satisfont \l(z) et À/, (z).
Soit
u = snz
et posons, pour abréger,
Nous allons former deux équations auxquelles satisfont ces fonctions. La fonction u satisfait aux deux équations
-?JL =_„(!_ 7,2) -H2^a-3,
la seconde n'étant autre que la première équation dérivée. Dans
ces équations, substituons
on a ainsi
' d\] dX \ 2
Y~J^~ Vdj) = V4~ (H-**)U*V*-+-À:*U*,
Vlrf*U rv<*!V .Td\JdX
V2 -j— UV -T-T- — 2 \ -= ; h 2
</s2 rf*« <:/z dz
iU( rfi*) = — (I + A2)UV2-+-2ASU3*
De ces deux équations, on tire de suite, en remplaçant dans la
, , , . dU dV . . , ,
seconde le produit -r- -r- tire de la première,
CL Z
Les fonctions U et V étant premières entre elles (c'est-à-dire n'ayant pas de racine commune), on déduit de là
1 '//// une fonction entière.
Or, en désignant par u> et w' l<s périodes de snz, nous savons qn<- les fonctions I et \ se reproduisent multipliées par des exponentielles de la forme ei**+v cieVZi' quand on change z en
ru a ru». — u.
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z -f- w et z -f- w'. Dans ces conditions le quotient
d*U (duy
dz* \dz) d /U'
ou
U2 dz \ U
sera une fonction doublement périodique. On en conclut que la fonction P(^) est une fonction doublement périodique entière et, par suite, une constante.
La valeur de cette constante est facile à calculer; il suffit de faire z = o, dans la seconde équation. Or, puisque
-A2 f dz f sn'zdz
V = e "H "° , U = Vsnz,
on a, pour z = o,
dz dz*
par conséquent P(z) = o. Les deux équations cherchées sont donc
Nous n'insisterons pas davantage sur les fonctions elliptiques. Nous n'avons pas voulu en ce moment faire leur étude, mais présenter simplement quelques applications des théorèmes généraux de la théorie des fonctions. Après avoir étudié les fonctions algébriques, nous reviendrons plus longuement sur les fonctions doublement périodiques.
GÉNÉRALITÉS SUR LES FONCTIONS ALGÉBRIQUES DUNE VARIABLE. — THÉORÈME DE M. NŒTHER. — SURFACES DE RIEMANN.
I. — Définition des fonctions algébriques; développement dans le voisinage d'un point.
1. Nous avons déjà considéré, dans un cas très particulier, une fonction algébrique : c'est le cas (Chap. V) où la relation entre u et z est de la forme
R étant un polynôme en ;. Il est indispensable que nous approfondissions l'étude générale des fonctions algébriques. Partons donc de la relation
/étant un polynôme en u e1 3 irréductible, c'est-à-dire ne pouvant être décomposé en un produit de polynômes de degré moindre. Le polynôme est supposé de degré ni en u pour une valeur arbitraire de r. Pour une telle valeur de z, nous avons donc ni valeurs distinctes de // : d'après le théorème général sur la décomposition en facteurs des fonctions «le plusieurs variables (Chap. IX, § 9), il i listera m développements holomorphes dans le voisinage de ;0 ei se réduisant respectivement pour z = :0 aux m racines de l'équation f (w, zQ) =o. Si donc on part en z0 avec une des racines u0 de cette équation, <m pourra suivre de proche en proche la racine choisie, pourvu que le chemin ne passe pas par uu point où plusieurs racines «le < i «deviennent égales, c'est-à-dire par un point critique.
Le cas où une racine et une seul.- deviendrait infime ne présente
aucune difficulté; on pose dans l'équation (1) w= - et l'on a
l'équation
cette équation a alors une racine nulle simple.
On peut remarquer que dans toute portion du plan ne contenant aucun de ces points critiques, le prolongement analytique de la fonction (ou de son inverse, si u devient infinie) se fait toujours à l'aide d'un cercle dont le rayon ne descend pas au-dessous d'un certain minimum, et nous concluons de là que, une fois choisie la racine en un point z0 de l'aire limitée par un contour simple ne comprenant à son intérieur aucun point critique, l'équation (i) définit une fonction uniforme dans cette aire.
2. Nous avons jusqu'ici laissé de côté les points critiques. D'après un théorème déjà établi (Chap. IX, § 7), nous savons que, si cette équation a, pour z = a, n racines égales à, (3, elle aura, pour z voisin de a, n racines et n seulement voisines de p. Soient, en Z\ voisin de a,
(2) Ut, u2, ..., un
ces n valeurs. Si nous partons de z{ avec la détermination u{ et que z tournant autour de a revienne en z^ w, qui n'a pu varier que très peu, sera resté voisin de (3 et se retrouvera alors en zt avec une des déterminations (2). Si l'on retrouve uu la racine considérée sera holomorphe dans le voisinage de a. Soit, dans l'hypothèse contraire, u2 la détermination trouvée; en tournant une nouvelle fois on obtiendra, soit wn soit une des autres déterminations m3, . . . , un. Dans le premier cas, on aura deux racines u{ et u2 se permutant autour de a; dans le second, on continuera de la même manière, et finalement on arrivera à n' racines
ui, u-i, . . . , un> (n'^.ti)
se permutant circulairement autour de a. On dit que ces n' racines, qui pour z = a prennent toutes la valeur [3, forment un système
circulaire. Si l'on pose
la fonction u considérée comme fonction de z' sera holomorphe
dans le voisinage de z' = o, puisque z fait n' tours autour de a,
quand z fait un tour autour de l'origine.
L'équation
f(u, a. + *'»') s ti
aura donc une racine holomorphe autour de l'origine, et, prenant pour z' = o la valeur (3, on peut la développer en une série
entière
u - p -h As'-h B*'* -+-....
Si maintenant nous revenons à la variable z, nous aurons le développement
Aux n' déterminations de [z — a)" correspondent n' valeurs de u : ce sont les n' racines qui se permutent circulairement. Nous arrivons donc à cette conclusion :
Les racines qui pour z = ol deviennent égales à ,3 forment un ou plusieurs systèmes circulaires, et les racines d'un même système circulaire sont, dans le voisinage de a, représentées par un développement de la forme (3).
3. Le résultat précédent pourrait suffire pour la théorie générale des fonctions algébriques et de leurs intégrales, mais, au point de vue pratique, on doit se demander comment on pourra obtenir les divers sjstèmes circulaires et les nombres n' correspondants. Cette étude a fait l'objet d'un Mémoire classique de Puiseux^).
Nous pouvons supposer a==(3 = o, et nous partons donc de l'équation
en admettant que, pour z — <>, L'équation ail n racines nulles.
Pour z très petit, L'équation aura // racines elles-mêmes très petites; ce sont ces racines que nous devons étudier,
Soil u une d<- ces racines : pour une valeur infiniment petite
(')Pri- ■: . Mémoire sur tes fonctions algébriques (Journal de Mathématiques % t. \\ , i85
de z, tous les termes du premier membre de (E) sont infiniment petits. Nous allons nous laisser guider par cette idée que u doit être par rapport à z d'un ordre infinitésimal déterminé. On aura alors deux termes au moins du même ordre infinitésimal, soit
Az«u$ et èl'-z*u$'\ De ce que la limite de
IÏÏZ*
Fz*'
est une quantité finie différente de zéro, on conclut que u est de l'ordre de z-V-, u. étant un nombre commensurable, nécessairement d'ailleurs positif.
Si l'on connaissait la valeur de p. correspondant à une certaine racine, on ferait dans l'équation (E) la substitution
u = tzv-,
et l'on aurait, pour z 5= o, une certaine équation en t. Les racines de cette équation en £, finies et différentes de zéro, donneraient les racines de l'équation (E) d'ordre {j. : il faut donc trouver u.. Soit
Si u est de degré pi par rapport à £, le terme général sera d'ordre
infinitésimal
a ■+■ (B{jl.
On aura toutes les valeurs possibles de u. en égalant oc + p(m à une autre expression analogue a' + £}'u,, mais toutes les combinaisons ne sont pas acceptables. La valeur de u. donnée par l'égalité précédente doit être telle que, après avoir remplacé u par tzV- dans l'équation, les autres termes soient d'ordre au moins égal à a -f- (3 [à. Pour trouver les valeurs de u, on procède de la manière suivante. Soit [i. une valeur convenable donnée par
a -f- p fjt = a'-)- 3' f^,
ja représente l'inverse du coefficient angulaire changé de signe de la droite joignant les deux points A et A' de coordonnées (a, (3) et (a', fi') rapportés à des axes rectangulaires Oa et 0(3. De plus
a _|_ ft m représente l'abscisse à l'origine de cette droite; pour tout autre terme correspondant à
on doit avoir
d'où l'on conclut que le point (oc", ,3") doit être sur la droite AA' ou au-dessus (dans le sens des [i positifs).
On est ainsi conduit à la règle suivante : figurons tous les systèmes d'exposants (a, fi) par des points rapportés à deux axes Oa et 0,3. 11 y aura un point au moins sur Oa : soit P le point le plus rapproché de l'origine {fig. 36). Autour du point P, on fait
Fig. 36.
tourner 0I} de gauche a droite, jusqu'à ce qu'on rencontre un ou plusieurs sommets; soit A le dernier de ces sommets. Faisons tourner ensuite la droite PA, toujours dans le même sens, jusqu'à ce qu'elle rencontre un <>u plusieurs autres points; soit A' le dernier <l<- ceux-ci. On fait tourner ensuite la droite AA' autour de V, et Ton continue ainsi jusqu'à ce qu'on arrive à l'axe 03: sur cet axe, ie point fi = n est le plus voisin de l'origine.
^«•it donc un côté quelconque \ V don! le coefficient angulaire
- , ei désignons par
A ««ttP-4-...-f. A's* i
termes correspondant à ce côté. (h\ remplace // par f :'' <vt l'on
a, après suppression du facteur z<x+^',
(4) A^+... + A'# + iA(....) = o (A> o).
Pour z = o, nous avons l'équation en t, qui a fi' — fi racines différentes de zéro,
Au côté AA' correspondent donc fi' — fi racines de degré infinitésimal p.. En faisant la somme
on retrouve manifestement n; donc toutes les racines sont ainsi trouvées.
4. Avant d'aller plus loin, faisons d'abord une remarque importante sur l'équation (4)-
Soit ui = - (la fraction - étant irréductible hona r 9 \ 9 I
11 résulte de là que fi' — fi est un multiple de q\ d'une manière plus générale, et pour la même raison, si nous avons dans l'équation le terme
l'exposant fi" — fi est un. multiple de q. Donc V équation (5) est une équation en tf '.
Revenons maintenant à l'équation (4) ; en y posant
z = z'v, elle devient
(6) *P[A -+-. . .+ A'tf'-P] H- *'*G(*, *') = o,
X étant entier et positif et z ne figurant qu'à des puissances entières et positives.
Si tK est une racine simple de l'équation (5), la racine t de l'équation (6), devenant égale à tt pour z' — o, sera une fonction
holomorphe de z' dans le voisinage de z' = o. Soit
t = tt-+- az'-h bz">-h..., et l'on aura pour u le développement
Or ce développement a q déterminations. On voit de suite qu'il donne à la fois les valeurs de u qui correspondent aux racines
de l'équation (5) dont la puissance qièmo est la même. En effet, les q déterminations du développement (7), quand ; tourne autour de l'origine, ne cessent d'être racines de l'équation initiale, et elles ont précisément pour parties principales
ttzf, t2zf/, ..., tqz1.
Ainsi les q valeurs de u, correspondant à q racines simples de l'équation (5)'ayant même puissance qlèmti forment un système circulaire représenté par le développement (7), et la séparation de ces racines est effectuée.
o. Nous devons maintenant examiner le cas des racines multiples de l'équation (5).
Si ts est une racine multiple d'ordre r de cette équation, on aura évidemment
qr £ n.
Posons dans l'équation (E)
u = txz'l' ■+■ t'.
Au lieu de L'équation entre u et s, on aura une équation entre t' • •t -'. Oitc équation aura, pour z' = <>, /■ racines nulles pour les quelles I exposant correspondant esl supérieur à />. puisque, pour r racines u. la partie principale est /( z'p* Soit donc
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la fraction '— jouant le même rôle que la fraction - dans le paragraphe précédent. Si l'équation en 9, analogue à l'équation (5) en l' , n'a que des racines simples, la séparation sera terminée. Supposons qu'elle ait une racine multiple d'ordre r\ on aura
et, par suite,
r'q'Sr
qg'r'^qr^n;
q et q sont au moins égaux à un. On continuera ainsi tant que les équations analogues à l'équation (5) auront des racines multiples. Je dis qu'il finira par arriver un moment où cette équation n'aura que des racines simples. Plaçons-nous en effet dans l'hypothèse contraire. On aurait toujours alors, à partir d'un certain moment, des racines d'un même degré de multiplicité, et les nombres q seraient tous égaux à l'unité, condition indispensable pour que l'inégalité ci-dessus écrite soit vérifiée. Désignons par
la première équation à partir de laquelle cette circonstance se présenterait. Il y aurait des racines t' de cette équation que la méthode ne permettrait pas de séparer; en effet, une même suite de polynômes en z! \ de degrés infiniment croissants, représenterait la partie principale de ces racines. Mais ceci est impossible, car l'ordre infinitésimal de la différence de deux racines infiniment petites est nécessairement un nombre fini, comme le montre immédiatement la considération du dernier terme de l'équation aux carrés des différences des racines; ce dernier terme est d'un ordre infinitésimal déterminé et la différence de deux racines est au plus d'un ordre moitié moindre que celui-là. Nous sommes donc assuré que les racines se trouveront à la fin séparées, et elles se trouveront divisées en systèmes circulaires, comme nous l'avions prévu a priori au paragraphe 2.
6. Donnons quelques exemples de la théorie précédente. Supposons qu'il y ait dans l'équation un terme en z\ soit
kz -+- A' M" -h. . .= o.
Le polygone se composera dans ce cas d'une seule droite joignant
le point a = i, 3 = o au point a = o, (3 = n. On aura, pour
déterminer »jl,
L'équation en t sera donc
A -t- X'tn= o;
il y aura un seul système circulaire de racines.
Sans nous arrêter au cas du point double à tangentes distinctes, prenons de suite le cas d'un point double à tangentes confondues, et soitjK = o cette tangente. L'équation sera de la forme
o = m2 -+- bzl -4- au zi> -+- . . . ,
en écrivant le terme qui renferme z seul jet celui qui contient u à la première puissance.
Si ip <^ q1 la ligne polygonale aura deux côtés. Pour le premier,
q = />.-+- [J. ou (JL = q — p.
Pour le second,
P -f- jJt = 2 fi OU \X = p.
Les deux développements sont distincts et procèdent suivant les puissances entières de x. En langage géométrique, on a là un contact de deux branches,
Si ■>.[) - y, il n'y aura qu'un côté, et alors
q = x '). ou u. = — •
On pose m = tz", et l'équation en t est
Suivant la parité de <y, les deux racines formeront ud système circulaire nu auront deux développements distincts.
Prenons enfin le cas où 2/? = q. Il n'y aura alors qu'un seul côté dan- la Ligne polj gonale, et Ton a
I . équation en / devient
Si les racines sont distinctes, nous avons un contact de deux branches. Si les deux racines sont égales, nous nous trouvons dans le cas où l'équation (E) a une racine multiple : soit donc
b = — . Nous devons poser, d'après la théorie générale,
u — zP-h t ,
et il vient
o = t'*-h cs2/;+1 + . . .,
en supposant qu'il y ait dans l'équation un terme en z2p+*. Les termes qui renfermeront t' au premier degré contiendront au moins z?+i. Nous effectuerons donc certainement la séparation cherchée (dans l'hypothèse c ^é o) en posant
Le cas p = 2 correspond au cas classique du rebroussement de seconde espèce.
7. Arrêtons-nous un moment sur les systèmes circulaires en lesquels se trouvent partagées les différentes racines dont nous /enons de faire l'étude. Le développement peut s'écrire
u = Azn-h B-M~-f.'.. (A ^ o);
a est ici un entier au moins égal à l'unité, et si, comme nous le supposons, ce développement correspond à n racines, il ne pourra y avoir réduction avec un dénominateur commun moindre que n dans tous les exposants des diverses puissances de z. Au lieu du développement précédent, nous pouvons écrire
z = tn,
le premier coefficient A, il est essentiel de le rappeler, n'étant pas nul. Si a est supérieur à /ï, nous dirons que le cycle est d'ordre n\ au contraire, si a est inférieur à ?i, nous dirons qu'il est d'ordre a. On voit que, si l'on fait sur m et s un changement de variables linéaire, homogène et d'ailleurs arbitraire, les développements des nouvelles variables (que nous continuerons à
appeler u et z) auront leur développement suivant les puissances de t commençant par un terme en £N, N étant l'ordre du cycle. Ce nombre N est donc le véritable élément à considérer au point de vue du cycle en lui-même, indépendant du choix des variables ou du système de coordonnées. Les cycles d'ordre un sont particulièrement simples : dans ce cas, en prenant convenablement l'une des variables, on est assuré que la seconde variable s'exprime par une fonction holomorphe de la première dans le voisinage de l'origine; pour un point simple d'une courbe, le cycle correspondant à la branche qui y passe est manifestement d'ordre un. Faisons seulement encore la remarque évidente, d'après ce qui précède, que si, pour un cycle, on a les deux développements
A et A' n'étant pas nuls tous deux, le cycle sera au plus d'ordre n (' ). „.
8. Nous venons d'étudier la fonction algébrique u de z dans le voisinage dune valeur particulière de ^. Il nous faut maintenant considérer la fonction algébrique dans tout le plan. Nous allons faire voir que si l'équation
de degré m en u, est irréductible, on peut, en partant toujours du point z0 avec une certaine détermination f/0 et en suivant un chemin convenable, obtenir en un point arbitraire z une quelconque des racines de V équation précédente. En d'autres termes, la foin lion définie par l'équation précédente admet m valeurs en chaque point et, par suite, V équation définit une seule fonction dont les /// déterminations peuvent s'échanger en variant le chemin suivi.
La démonstration de ce théorème important va résulter «!<• suite des propositions générales établies précédemment sur les fonc-
('; Pour une étude approfondie des cycles, trèi intéressante au point de vue nétrique, mais dont noua u'aurohs point à faire usage, voii 17 tude sur les point* tingulien det courbe* planes, par Halphen, insérée fa la suite de la l métrie plane de M. Salmon.
tions uniformes. Si la fonction avait seulement un nombre p(p <C m) de déterminations, toute fonction entière et symétrique de ces p déterminations serait une fonction de z uniforme dans tout le plan et n'ayant d'autres points singuliers que des pôles (l'infini compris); elle serait donc une fonction rationnelle de z (p. 128). Les p déterminations satisferaient donc à une équation
où co est un polynôme en u et z, de degré p en w, et, par suite, le polynôme y ne serait pas irréductible.
9. Faisons une dernière remarque sur les points à l'infini. On peut toujours, en faisant une transformation homographique convenable, supposer que, dans la courbe algébrique
les m directions asymptotiques sont distinctes et qu'aucune d'elles n'est parallèle à l'axe des u. Ceci revient à dire que l'équation
où (fm est l'ensemble des termes homogènes de degré m, représente m droites distinctes, aucune d'elles ne coïncidant avec Taxe des u. Si alors tt, t2, . . . , tm désignent les m racines de
?m'(i, O = o, on aura pour les m valeurs de u les développements suivants
o U{ = ti Z H- 0.1 A -: -h...,
zj
valables pour \z | suffisamment grand.
J'ajoute encore que, dans la suite, il nous arrivera constamment d'employer tantôt un langage géométrique et de parler de courbe algébrique, tantôt, au contraire, de parler de la fonction u
de la variable complexe z. Il n'y a aucun inconvénient à le faire : les expressions géométriques de courbe, de points, d'axes O^ etOt/ pourraient toujours être remplacées par un langage analytique, mais qui serait quelquefois plus long et rendrait moins intuitifs les énoncés.
II. — Théorème de Nother
10. On vient de voir que les singularités d'une fonction ou d'une courbe algébrique peuvent être très compliquées. Nother a démontré une proposition extrêmement importante sur la réduction des singularités. L'objet de ce théorème est de faire voir qu'on ne diminue pas la généralité de la théorie des fondions algébriques en se bornant aux courbes n'ayant d'autres points singuliers que des points multiples à tangentes distinctes (' ).
Soit/ (x, y) = o une courbe algébrique de degré /?z, dont l'origine sera supposée un point multiple d'ordre /£, c'est-à-dire à n tangentes. On peut mettre cette équation sous la forme
(E) ?»<>• y) + yn+-\(x, jK)-f-...+-?,»0, y) = o,
et admettre que les axes des x et des y ne rencontrent la courbe qu'en des points simples en dehors de l'origine, que les tangentes à l'origine ne coïncident pas avec les axes, et enfin que les directions asymptotiques sont distinctes et différentes des axes.
Cela posé, effectuons la transformation y=: — • A la courbe (E)
v;i correspondre point par point la courbe (E'), de degré 2 m — rc,
I. , P(Y,*)t=Y«-»çm(Y,i
■+■ #>• Y »'-«->■ vn+V Y, in-.. ,-+-xm-n om( Y, 1) = o.
A un point multiple (Tordre n' de la courbe (E), en dehors de I axe d ts x e! de I axe des^, va correspondre évidemment un point
multiple d'ordre n! de la combe | 17).
(') f.c Mémoire de Nother se trouve dans Le Tome t\ des Ifathematisehe Innalen. Halphen est reveau à plusieurs reprises sur le théorème de Nother; on
pourra bu 1 ter .1 ce sujet son Étude déjà citée sur les points singuliers des
courbes algébriques planes, qui forme un appendice au Traité de* courbée plan Salmon, et. où l'oa trouvera toute une bibliographie de cette théorie*
Ua démonstration queje donne ici m'a ét< communiquée par M. Simart.
A la valeur x — o sur la première courbe correspondent n valeurs de y nulles el m — n autres distinctes. A ces points correspondent, sur la seconde courbe, d'abord un point multiple d'ordre m — n (# = 0, Y = o), à m — n tangentes distinctes, puisque, pour x = o, les m — n valeurs correspondantes dey sont différentes entre elles et différentes de zéro; et ensuite n points simples ou multiples de l'axe des x, déterminés par on( Y, i) = o.
A la valeur x = cc correspondent m valeurs de Y distinctes; d'ailleurs, pour Y = go, les m — n valeurs de x sont distinctes.
Nous avons donc substitué à la courbe (E) une courbe (E') qui, en dehors de l'axe des x, a les points multiples de la première; mais qui a, au point x = o, Y = o, un point multiple d'ordre m — 7^, à tangentes distinctes, et, sur l'axe des Y (x = o), n points déterminés par ©W(Y, i) = o qui pourront être distincts ou confondus.
Supposons que l'équation ©«(Y, i) = o ait une racine multiple Y = Yt à laquelle corresponde un point multiple d'ordre n "£n.
Par une transformation homographique arbitraire
ax'^-by' a! x' -+- b' y'
on substituera à la courbe (E') la courbe de degré (2 m — n)
(Ei ) c?'n-(a?\ y') + ït+vc*', /)+•••-+- ?u-«(^', yj = o.
Cette courbe satisfait aux mêmes conditions que la courbe (E), et ses directions asymptotiques sont distinctes et différentes de zéro. Elle a, en dehors des points déterminés par ©«(Y, 1)1=0, x = o, des points multiples correspondant aux points multiples de (E), plus un point multiple d'ordre m — n à tangentes distinctes provenant du point x = o, Y = o, un autre point multiple d'ordre m — n à tangentes distinctes provenant du point Y — ce, et enfin un point multiple d'ordre m à tangentes distinctes provenant du point x = 00.
On fera sur la courbe (E, ) les mêmes transformations que sur la courbe (E), jusqu'à ce qu'on ait obtenu finalement une équation, telle que con(Y, 1) === o, dont toutes les racines soient distinctes. L'opération prendra fin certainement; car supposons qu'on
FONCTIONS ALGÉBRIQUES b'i'NE VARIABLE. 433
ait constamment ri = n. La courbe (E,), de degré m{ = 2 m — »,
a des points multiples correspondant à ceux de la courbe (E),
plus deux points multiples d'ordre {m — 11) à tangentes distinctes
équivalant à (m — n) (m — n — 1) points doubles, et un point
1 • 1 11 1 « t • 1 » ni (m — 1) multiple d ordre m a tangentes distinctes équivalant a ■
points doubles.
La courbe (E2), de degré m2 = 2 mK — /*, présente, par rapport à (E, ), les mêmes différences que (E, ), par rapport à (E).
Finalement, en désignant par dk le nombre des points doubles de la courbe E*, correspondant aux points multiples à tangentes distinctes successivement introduits, on aura
V ["/ W V 1 mi(mi— 01
/,= 2j \(ffU—n)(nii—n — i)^
i = fc-l
Or on a
rm = 11 ( ni — n) -+- n ;
donc
dk= -(m-ny^-ï-Tj-+-(ni-n) — (a*— 1) + A—— i.
La différence de ce nombre et du nombre maximum des points doubles, pour une courbe irréductible de degré m^,
( mk —\)(mk—i) est
| m — n)2 . .in — 3 , n ( n — 1 1 ( n — 1 ) ( n — 1 ) — — ( m — n) -+- k •
Celte différence deviendrait positive pour k suffisamment grand, ce qui est impossible ( ' ) ; il faut donc que n diminue jus-
( ' ) Nous admettons ici le théorème de Cramer Qu'une courbe de degré m irré-
ductible ne peut avoir plus de points doubles ou un nombre de
point*- inult iples à tangentes distinctes équivalent .1 ce nombre (le points doubles en regardant un point multiple d'ordre /. .1 tangentes distinctes coin me équivale ni
à - points doubles. On trouvera des explications sur ce sujet dans le dernier Chapitre de ce volume relatif aux courbes unicursales.
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qu'à devenir égal à l'unité (' ). 11 arrivera donc un moment où le point multiple, à l'origine de la courbe primitive, aura été remplacé, dans la courbe transformée, par des points multiples d'ordre moindre, et cette transformation n'a introduit par ailleurs que des points multiples à tangentes distinctes. On peut aller ainsi de proche en proche, et Von arrive ainsi à une courbe qui n'a plus que des points multiples à tangentes distinctes.
11. Appelons, d'une manière générale, transformation birationnelle une transformation de la forme
P et Q étant des fonctions rationnelles en oc et y, et où l'on a inversement
ï/ = Qi(X,Y),
P< et Q4 étant rationnelles en X et Y. Si la transformation (8) est susceptible de prendre la forme (9) pour tout point (#, y) du plan, nous dirons que c'est une transformation birationnelle de plan à plan ou de Cremona. Mais une autre circonstance pourra se présenter; il est possible que l'on ne puisse passer de (8) à (9) qu'en tenant compte de ce que le point {oc, y) se trouve sur une certaine courbe f(%-, y) = o. En désignant par F(X, Y) = o l'équation de la courbe transformée, on dit que les courbes f et F se correspondent point par point; mais cette correspondance n'est pas établie par une transformation de Cremona. Ainsi, la transformation
conduit à une transformation birationnelle de courbe à courbe, pour toute courbe n'ayant aucun des axes de coordonnées, supposés rectangulaires, pour axes de symétrie.
(') On aurait pu arriver autrement à ce résultat, en montrant que la séparation des racines de l'équation primitive s'annulant pour x = o ne pourraitjamais être effectuée si n ne finissait par devenir égal à l'unité, ce qui serait en opposition avec les résultats de Puiseux.
On énoncera de la manière suivante le théorème de Nother :
On peut toujours, par une transformation de Cremona, transformer une courbe algébrique quelconque en une autre n'ayant que des points multiples à tangentes distinctes.
12. Nous allons maintenant faire un pas de plus, en ramenant tous lés points multiples à être des points doubles, cela d'ailleurs au moyen d'une transformation bi rationnelle de courbe à courbe et non de plan à plan.
Désignons par 0,0,, . . ., O,- les différents points multiples à tangentes distinctes de notre courbe T représentée par l'équation
Nous emploierons une méthode indiquée par M. Bertini (') :
désignons par
«i(^j)- Ui(x.v). tii(.r.y)
les trois cubiques indépendantes d'un réseau déterminé par le point O et six points arbitraires 13,, 132, . . ., Bc du plan. Nous nous appuyons sur ce résultat bien élémentaire que sept points pris arbitrairement dans un plan dé terminent an réseau de courbes du troisième degré
Àj U\ -f- À2 U-2 -h A3 ff.i = o.
Nous supposons, comme il est manifestement permis, que, si l'on envisage cinq quelconques des points B, soit B,, B2, . . ., B5, le sixième Bfl soit extérieur aux quatre lieux géométriques suivants : L, , Lj, Lj, L,.
J'appelle L, h' lieu du neuvième point, base <! Un faisceau de cubiques dont les huit autres points bases sont O, B, , . . . , B , ri deux points de I , dont l'un <-st nn point fixe C pris arbitrairement «•! dont l'autre C( esl variable. Le lieu La est !<• lieu du neuvième point, base d'un faisceau de cubiques qui passent pur <). I»,.
:m. Transformazione di min curva algebrica in un* al ira con
ioli punti doppi < Watkem&tUché Annalen, 1. \Ll\ i. <>n trourera une tutre
démonttrttîon du même théorème dans une Note de M Simarl [Comptes rendus
B m. 11 18',} (.s///- un théorème relatif à le trahsformation des courbes al gé-
Ijt i'/itrx j J.
B2, . .., B5 et touchent V en un point variable. Le lieu L3 est constitué par les ;• cubiques, dont chacune est décrite par le neuvième point, base d'un faisceau de cubiques passant par 0,B,, ..., B5 et tangente en 0/(/ — i , 2, ...,/•) à une droite pivotant autour de O/. Enfin le lieu L/( est composé de r courbes, dont chacune est engendrée par le neuvième point d'un faisceau de cubiques passant par O, B, , . . . , B5, 0/ et par un point .variable de T. Ceci posé, faisons la transformation
" w,(a?, y)' " iii(x, y)
Avec cette transformation, la courbe f se trouve transformée en une courbe F. A un point arbitraire (X, Y) de F correspond un seul point de f. Soit, en effet, (X, Y) un point arbitraire de F, les deux cubiques en (#, y)
X ui(x, y) — u*,(x,y)±=o, Y ul(x,y) — u3(x,y) = o
ont un seul point commun (#, y) appartenant à f (en dehors de O), car si les deux points de rencontre mobiles communs à ces deux cubiques étaient toujours sur/ [(X, Y) se déplaçant sur F], il arriverait en particulier à un certain moment que l'un de ces points serait C et l'autre un point Cf, et par suite il faudrait que B0 fût sur le lieu L,. Les deux courbes f et ¥ se correspondent donc point par point.
La courbe F ne peut pas avoir de points de rebroussement, puisque Bc n'est pas sur le lieu L2. Elle possède un certain nombre de points doubles provenant des points (x, y) et (x' , y') pour lesquels on a
Uj(x,y) = ut(x\y') ^ u3(x,y) _ u3(x',y') ^
ui(x,7) " ui(x',y') Ui{x,y) ~ u{(x\ y')%
La courbe possédera aussi des singularités correspondant à 04, Oo, . . . , Or) ces points seront de même nature dans y et dans F. Il ne pourra, en effet, y avoir de tangentes confondues, puisque BG n'est pas sur L3. Enfin le degré de multiplicité ne sera pas élevé, puisque Bc n'est pas sur L4.
Nous avons ainsi transformé notre courbe / en une courbe F
n'ayant que des points doubles à tangentes distinctes. Nous avons donc la proposition suivante :
Toute courbe algébrique peut , par une transformation birationnelle de courbe à courbe, être transformée en une courbe ayant seulement des points doubles à tangentes distinctes.
Ici on n'opère pas, en général, avec une transformation de Cremona (c'est-à-dire une transformation Irrationnelle de plan à plan), mais avec une transformation birationnelle de courbe à courbe.
13. Nous supposerons dans la suite que la courbe n'ait que des points multiples à tangentes distinctes et que les axes n'occupent aucune position particulière par rapport à la courbe (').
Soit toujours
l'équation de la courbe supposée de degré m. La fonction algébrique y de x définie par cette équation aura un certain nombre de points de ramification, c'est-à-dire qu'il y aura un certain nombre de valeurs de x autour desquelles deux valeurs de y se permuteront. Ces valeurs de x sont celles pour lesquelles deux valeurs dey deviennent égales, abstraction faite des valeurs de x correspondant aux points multiples, pour lesquelles, les branches étant distinctes, aucune permutation ne se produit. Les points de ramification correspondent doue aux points de contact des tangentes à la courbe parallèles à Oy. Soit (a, b) un tel point; l'équation de la courbe' peut s'écrire
6 se x — a + A(/ — b )2 -+- . . . ;
A ne sera pas nul, puisque Oy occupe une position arbitraire par rapporl à la combe. On aura donc bien
et l'on voit clairement la permutation des deux racines qui
(') Hicmann ne suppose pai que l'équation /' i ■. i o soi! <ln même d< en 7 et en x. Il n'y a pas à cela ri'intérêl pour la théorie générale) il en e^i .miirmenl pour certaines applications. Nous y reviendrons an Chapitre XVI (Sect. IV).
deviennent égales à b pour x = a. Le nombre des points de ramification sera manifestement égal au nombre des tangentes à la courbe parallèles à une direction arbitraire, c'est-à-dire à la classe de la courbe.
Supposons que la courbe ait a/ points multiples d'ordre i à tangentes distinctes; on sait (') que la classe sera égale à
et par suite, en appelant w le nombre des points de ramification,.
on aura
la somme S étant relative aux différentes valeurs de i (1^2).
III. — Des surfaces de Riemann
14. Joignons un point arbitraire O du plan à tous les points de ramification; nous formerons ainsi un certain nombre de lacets se suivant dans un ordre déterminé. Pour fixer les idées, numérotons-les dans l'ordre où ils se présentent de la. gauche vers la droite. Supposons que le premier lacet, le lacet 1, échange en O les deux racines a et b. Si nous suivons tous les lacets successivement en partant de O avec la valeur a, nous devons revenir à cette valeur, au moins après avoir parcouru tous les lacets, mais ceci peut arriver avant que nous arrivions au dernier lacet.
Supposons, par exemple, que le lacet 8 soit le premier qui nous ramène au point O avec la racine a. Nous avons marqué sur chaque lacet les deux racines qu'il permute. Nous allons modifier l'ordre primitif des lacets. Il peut y avoir, en dehors des deux extrêmes 1 et 8, un certain nombre de lacets permutant a\ il y en a deux dans la figure, les lacets 3 et 7. On va remplacer
(*) Nous admettons cette formule de Plucker, qui s'établit de suite en remarquant que la courbe x^j''x ■-+- y0f ' ■+■ z0f! =0 a, en un point multiple d'ordre i de/, un point multiple d'ordre i — 1 pour lequel aucune tangente ne coïncide avec une tangente de f{&0, ya, z0 étant arbitraires).
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le lacet S par un autre lacet parlant de O entre i et 2 et coupant les lacets qui permutent a; nous figurons en pointillé ce lacet qui va remplacer 8. Quelles racines permutera le nouveau lacet ainsi obtenu? Celui-ci est équivalent à un chemin, formé d'abord des lacets 2, 4> 5, 6 successivement parcourus qui ramènent manifestement la racine a quand on est parti au début avec cette
Fig. 37.
même racine, et terminé par les lards S. (i, 5, 4i 2 qui ramènent en O la racine b. Notre nouveau lacet permute donc a et b.
Ou remplacera d'une manière analogue les lacets - et l\ qui permutent a, en les faisant passer à gauche du iacel 8, comme l'indiquent les traits pointillés. On voit tout de suite que ces nouveaux lacets ne permutent plus la racine a. Prenons, par exemple, le nouveau lacet -. U sera équivalent au lacet <t<\ puis aux lacets ani et ae ; or /// est nécessairement différent de e, car autrement 8 ne serait pas le premier lacet ramenant (/. U est alors évident (pie le nouveau lacet - revient au lacet ae parcouru deux fois, c'est-à-dire
qu'il ne permute pas <( a\ee une autre racine.
Vous avons ainsi substitué aux Lacets primitifs mie nouvelle suite de lacets dont le» deux premiers permutent a et A ; les autre » lacets n'ont pas changé, sauf quelques-uns qui ont été remplacés par d'autres Lacets ne permutant pas a.
Partant maintenant toujours avec la valeur a, mais en commen-
I par le second Lacet de note.' nouvelle suite, nous allons bure
mes raisonnements que plus haut. Nous aurons alors une troisième succession de Lacets dont les trois premiers permuteronl
'/ et /'. et nous axons introduit de nouveau* lacets ne permutant nas u.
En continuant ainsi, il est évident que nous obtiendrons une . suite de lacets tracés dans un ordre tel que tous les lacets permutant a et b seront au premier rang et que tous les suivants ne permuteront plus la racine a. D'ailleurs le nombre des lacets permutant ab, ainsi obtenus, sera nécessairement pair, sinon, un contour partant de O, avec la valeur initiale a, ne pourrait pas ramener la racine a après avoir enveloppé tous les points de ramification, puisque, en dehors des lacets permutant a et b, il n'y a plus de lacets permutant a avec une autre racine.
Nous n'allons plus maintenant modifier les lacets permutant a et b, et nous laissons entièrement de côté, pour le moment, un certain angle du plan ayant O pour sommet et les contenant. On peut supposer que le premier lacet que nous rencontrons sur la droite (après les lacets ab) permute b avec une troisième racine c. Nous opérerons avec b et c comme nous avons opéré avec a et b ; on pourra donc grouper ensemble tous les lacets permutant b et c à la suite des lacets permutant a et /;, et ainsi de suite.
Finalement, nous pouvons supposer que les lacets qui joignent le point O à tous les points de ramification se composent, en allant de la gauche vers la droite, d' un nombre pair de lacets permutant a, et b, d'un nombre pair de lacets permutant b et c, etc., et enfin d'un nombre pair de lacets permutant k et l, en désignant par a, b, . .., k, l les m racines de l'équation f(u, z) .== o quand z est en O.
15. Nous pouvons définir maintenant bien nettement la surface de Riemann correspondant à la fonction algébrique dont nous faisons l'étude. Considérons d'abord les lacets A permutant a et b, soit at, a2, ..., ctC} (fig- 38), en les supposant au nombre de six. Joignons-les par des lignes a{ a2, ci3 ah, a-0 a6 de telle sorte que les triangles Oa, a2, Oa3 aA, Oaô aC) ne renferment aucun point critique à leur intérieur, ce qui est évidemment possible. Si l'on suppose que la variable z ne traverse pas les lignes précédentes, la racine u de l'équation f{u, z) = o, prenant en O la valeur a, sera une fonction de z n'ayant qu'une valeur en tout point du plan. Tout chemin ramènera en effet la même valeur en O ; la chose est évidente pour tout chemin qui n'enveloppe pas une des lignes précédentes, puisque aucun des lacets
autres que les lacets A ne permute a; quant à un chemin entourant a, a2, par exemple, il sera équivalent aux lacets at et a2 successivement parcourus et ramènera par suite a. Nous considérons donc un premier plan sur lequel sont tracées les sections
a, a2, a3ci;, c/sCiç, que nous appellerons sections A; nous désignerons ce plan sous le nom de plan a, rappelant ainsi que la fonction u, qui prend en O la valeur a% n'a qu'une valeur dans ce plan quand la variable z est assujettie à ne pas traverser les sections.
Nous envisagerons de même un second plan, superposé au premier, où Ton aura tracé les mêmes sections que dans le plan a et en plus des sections B correspondant aux extrémités des lacets b permutant b et c jointes de deux en deux : ce sera le plan b. La fonction u, prenant en O la valeur />, n'aura qu'une valeur dans ce plan si la variable respecte les sections A et B qui y son! tracées.
On continuera ainsi de façon à faire correspondre un plan, où sont tracées certaines sections, à chacune des racines a, />, . . . , /. Dans le dernier plan /, il n'y aura qu'un seul système de sections comme dans le premier plan <i. Pour tous les autres plans, il y aura deux systèmes de sections. Avec ces différents plans ou feuillets superposés, nous allons former une surface unique. Si l'on prend dmx points /// et m1 de côtés différents d'une section A, infiniment rapprochés de celle-ci. et situés respectivement sur le feuillet a et le feuillet 6, l«'s drux valeurs correspondantes de u w\ infiniment voisines l'une de l'autre) on obtient, en effet, la même valeur au point (m, m') (fi-. ;>i en pariant de O avec la valeur <i el suivant 1«' chemin C, qu'en p. niant de <> avec la valeur b et suivant 1<" chemin C. Imaginons donc que chaque sec Lion A son unr ligne de croisement pour 1rs Jeux feuillets a
et b, c'est-à-dire que l'on passe du feuillet a au feuillet 6, et inversement, chaque fois qu'on traverse une section A. Par ce passage, la continuité de la fonction u correspondante sera respectée. Nous établirons de la même manière des lignes de "croisement entre le
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feuillet b et le feuillet c : ce seront les sections B. On continuera ainsi en établissant successivement des lignes de croisement G, ..., K entre deux feuillets consécutifs; l'avant-dernier feuillet k sera lié au dernier feuillet / par les lignes de croisement R. L'ensemble des feuillets ainsi réunis peut être regardé comme formant une surface unique : on l'appelle la surface de Riemann ('), correspondant à la relation algébrique f(u, z) == o. On voit que la fonction algébrique u est uniforme sur cette surface de Riemann; à chaque point de celle-ci se trouve associée une seule valeur de w, qui est la valeur correspondante au feuillet sur lequel se trouve le point que l'on considère. .
Cette surface est d'ailleurs connexe, c'est-à-dire forme un continuum unique tel que Ion peut passer d'un quelconque de ses points à un autre quelconque de ses points, car on peut passer d'un lacet à un autre en remontant ou descendant la chaîne que forment les feuillets successifs. Le théorème précédent, d'après lequel les feuillets successifs d'une surface de Riemann peuvent être liés les uns aux autres de manière qu'il n'y ait de lignes de
(*) Le Mémoire fondamental de Riemann où la notion du plan recouvert de feuillets a été introduite pour la première fois est intitulé : Théorie der abelschen Functionen (voir les Œuvres complètes de Riemann). Les surfaces de Riemann ont été surtout étudiées en Allemagne. On trouvera dans le premier Chapitre de la Thèse de M. Simart (Paris, 1882) un exposé très complet et très rigoureux des théorèmes relatifs à la connexité de ces surfaces, qui pour la plupart ne sont qu'énoncés par Riemann. Nous aurons à citer dans un moment Clebsch et Luroth qui ont apporté une importante contribution à la théorie.
croisement qu'entre deux feuillets consécutifs, a été démontré pour la première fois par Liiroth (Matliemalische A Finale n, t. ÏV).
16. Nous allons faire subir une transformation à la surface de Riemann que nous venons de construire. Notre but est de faire voir qu'on peut s'arranger de telle manière qu'il n'y ait qu'une seule ligne de croisement A, une seule ligne de croisement B, et ainsi de suite jusqu'à l'avant-dernier système de lignes de croisement : il v aura seulement, entre l' avant-dernier feuillet et le dernier, un certain nombre de lignes de croisement généralement supérieur à un.
Considérons six lacets consécutifs dont les quatre premiers permutent a et b, et les deux derniers b et c. Marquons mit la ligure •ces six lacets ( fig> 4°)-
Fig. 4o.
Nous allons d'abord faire passer au quatrième et cinquième rang le troisième et le quatrième lacet ab en les formanl avec les Lignes pointillées partant dans l'angle formé par les deux lacets bc. On \oii immédiatement que les deux nouveaux Lacets permuteront a ci c.
Nous avons alors une nouvelle disposition que nous figurons de nouveau {fig- |i). Nous y remplaçons les deux Lacets ac par deux autres lacets obtenus au moyen des Lignes pointillées el qui vont prendre Le premier el le deuxième rang; ces deux nouveaux lacets on le \<>ii tout de suite, permuteronl les racines b et c.
Nous aurons doue, après ers deux transformations, deux Lacets consécutifs 6c, deux lacets consécutifs ab et deux Lacets consécutifs bc. On voit que deux lacis consécutifs ab oui été remplacés par deux Lacets consécutifs bc. On pourra ainsi faire disparaître tous Les systèmes de deux Lacets cou sec utils <ih. sauf un seul.
On opérera de la môme manière pour ne garder qu'un système de deux lacets consécutifs bc, et ainsi de suite. Il n'y aura que pour les deux dernières racines qu'il sera impossible de faire une pareille réduction; nous aurons alors pour ces deux dernières
racines un nombre, qui pourra êtie quelconque, de deux lacets consécutifs.
Revenons à la surface de Riemann, construite comme nous l'avons indiqué plus haut, mais en employant ces nouveaux lacets. Il est clair que le premier feuillet sera seulement lié au second par une seule ligne de croisement; il en sera de même pour le deuxième et le troisième feuillet, et ainsi de suite; les deux derniers feuillets seuls auront entre eux un certain nombre de lignes de croisement. Nous désignerons ce nombre par p ■+- i. La possibilité de former une surface de Riemann, où les feuillets sont réunis les uns aux autres à la manière d'une chaîne, et où chaque feuillet, sauf les deux derniers, est réuni au suivant par une seule ligne de croisement, a été indiquée d'abord par Clebsch (Mathematische Annalen, t. VI).
17. Nous avons désigné par p H- 1 le nombre des lignes de croisement unissant le (m — j^me feuiHet au mième. On peut exprimer de suite p en fonction du nombre w des points de ramification. Nous avons un nombre de lignes de croisement égal à
Ce nombre doit représenter la moitié du nombre des points de ramification; d'où la formule
On peut encore exprimer/? en fonction du nombre des points multiples de la courbe. On a, en effet, comme nous l'avons
vu (§ 13),
w =c m (m — i ) — 2, %i * ( * — x ) • On en conclut
18. La surface de Riemann S est, en définitive, une surface connexe, pour laquelle à chaque point correspond un seul point de la courbe algébrique, ou, si l'on aime mieux, un seul système de valeurs de x et y satisfaisant à la relation algébrique
Il est manifeste qu'une telle surface n'est pas unique. Toute autre surface que l'on pourra faire correspondre point par point à la surface S jouira de la même propriété que cette dernière. On aura, en particulier, une telle surface en déformant la surface de Riemann regardée comme flexible et extensible, en supposant, toutefois, qu'on ne produise pas de déchirures ni de duplicatures. Dans ces conditions, on peut regarder les deux surfaces ainsi transformées comme applicables lune sur l'autre. Il est clair que Ton ne prend pas le mot applicable dans le sens de la Géométrie infinitésimale. Il ne s'agit ici que de Géométrie de situation, Analysis situs, comme disait Riemann, et nous voulons dire que la déformation continue, qui permet de passer d'une surface à l'autre, peut être regardée comme établissant une correspondance bien déterminée entre les points des deux surfaces (* ).
Nous allons donc faire subir à S une déformation qui aura le grand avantage de rendre plus objective la surface en la dilatant en quelque sorte dans L'espace à trois dimensions (2).
(') M. Jordan ;i publié des recherches importantes sur ta déformation des surentendue comme il rienl d'être dit {Journal de Liouville^ •' série, i. M. i. Il démontre, en particulier, que deux suif, pin fermées ayant le même nombre de troua -'>ni applicables l'une sur l'autre. Voir aussi, sur des questions analogues, deux Mémoires de M, Klein ( Math innaien, t. VII et l\).
(2) Pour faire eette transformation nous s somme servi de la méthode
empl ir le géomèln lis Cliffbrd dans on petit Mémoire, d'une remai
Une première modification, qui ne modifie en rien le caractère de la surface de Riemann, consiste à faire, par rapport à un point arbitraire de l'espace, une transformation par rayons vecteurs réciproques du plan sur lequel sont disposés les m feuillets. Au lieu de m feuillets plans, nous avons alors m feuillets sphériques superposés. Deux feuillets successifs de la sphère sont liés par une seule ligne de croisement, excepté les deux derniers, qui sont liés par p H- i lignes de cette sorte.
C'est la surface formée de ces m feuillets sphériques que nous voulons déformer. Considérons d'abord le cas simple où il y aurait seulement deux feuillets réunis par une seule ligne de croisement A B, que l'on peut supposer être une portion d'un arc de grand cercle. Nous avons alors deux feuillets, un feuillet interne et un feuillet externe. Déformons le feuillet interne en son symétrique par rapport au plan du grand cercle contenant AB; dans cette déformation, les deux hémisphères de ce feuillet interne doivent, à un certain moment, se pénétrer l'un l'autre, mais cela a lieu sans que la continuité de l'un ou l'autre soit altérée. La modification que nous avons fait subir au feuillet interne a pour conséquence que, quand un point cheminant sur le feuillet externe rencontre la ligne île croisement, il reste du même côté de cette ligne après l'avoir traversée, la surface s'étant en quelque sorte repliée sur elle-même le long de la ligne de croisement. On aura une idée très nette de la nouvelle surface en considérant la surface de la sphère comme ayant deux côtés, l'intérieur et l'extérieur; on passe de l'un à l'autre quand on rencontre AB, qu'on peut regarder comme une véritable section faite dans la surface. On peut agrandir le trou fait dans la surface par AB et le regarder comme formé par une courbe fermée, un cercle par exemple. Notre surface se composerait alors des côtés interne et externe d'une calotte sphérique. Mais nous pouvons encore modifier cette surface avec un trou. Cette double calotte peut être déformée
quable simplicité, consacré à cette théorie [On the canonical form and dissection of a Riemann's surface ( Proceedings of the London mathematical Society, vol. VIII, n° 122)]. D'après une indication de M. Klein (Math. Annalen, t. XLV, p. 142), M. Tonelli avait antérieurement déjà considéré des surfaces à p trous dans l'espace {Atti dei Lincei, t. II, série II), au point de vue de VAnalysis si tus „
en un disque plan que l'on considérerait comme ayant deux faces, le passage de lune à l'autre avant lieu parle périmètre du contour. De ce disque, si l'on veut, on peut encore faire une sphère et, d'une manière plus générale, une surface sans trou. On pourrait aussi passer de la double calotte à la sphère en ramenant, d'une manière continue, la face interne de la calotte à la zone manquant dans la sphère.
Considérons un second cas particulier. Soient, ton jours sur la sphère, deux feuillets, mais avec p + i lignes de croisement. On peut évidemment, par une déformation préalable des feuillets, supposer que ces lignes sont situées sur un même grand cercle de la sphère. Nous pouvons alors appliquer au feuillet intérieur le même procédé que tout à l'heure, c'est-à-dire le remplacer par son image par rapport au plan du grand cercle contenant les Lignes de croisement. On sera alors ramené à une double surface sphérique ayant p -f- i trous, et l'on passe du côté externe au côté interne de celte surface par le périmètre de chacun des trous. Un de ces trous peut être supprimé, et nous pouvons convertir notre surface en un disque plan à deux faces, disque à l'intérieur duquel il reste p trous. On peut, si l'on veut, dilater les deux faces du disque, et l'on a finalement une surface avec p trous qui est applicable sur notre surface primitive de Riemann.
Abordons enfin le cas général. Les feuillets successifs seront
dans l'ordre i, a m en allant de l'intérieur vers l'extérieur,
et c'esl entre Les feuillets m — 1 ci /// qu'il y a/? -+-1 lignes de croisement, et I on peut supposer que toutes les lignes de croisement sont sur des grands cercles. Nous transformerons le premier feuille! eu lui substituanl son image par rapport au plan du grand
l<- qui contient la ligne de croisement du premier feuillet au
second, et, eu opérant comme précédemment, nous pouvons subshiuer un -cul feuillet à l'ensemble des deux premiers feuillets. Le même procédé peut être appliqué une nouvelle foi-, et ainsi de suite, jusqu à <•<• qu'on arrive a deux feuillets ayant /> -f-i lignes de croisement, ("est le cas étudié ci-dessus, ci nous arrivons a la conclusion définitive qu'âne surface de Riemann, à un nombre quelconque de feuillets, peut être appliquée sur une surface
a p trous.
19. INous avons supposé, dans ce qui précède, conformément au théorème de Clebsch, que chaque feuillet est lié au suivant par une seule ligne de croisement. Il est aussi facile d'étudier le cas général où les feuillets étant toujours liés à la manière d'une chaîne, le premier est lié au second par kt lignes de croisement, le second au troisième par k2 de ces lignes, et ainsi de suite, le (m — Iyfme feuillet étant lié au /nKmc par km_i lignes de croisement. On peut faire subir aux feuillets supposés sphériques les mêmes déformations. La transformation du premier feuillet amènera k{ — i trous; celle du second, k2 — i, et ainsi de suite. On transformera la surface en une surface à
A-, + Z-2-»-.. .-+- km-x— (m — i) trous. En désignant encore par/? ce nombre de trous, on a
p -+- m — i = ki -+- . . . •+- km-x .
D'autre part, w désignant le nombre des points de ramification, on aura
W == 2(#!-K . .-h km-i),
et la formule
déjà rencontrée au paragraphe 17, est donc générale.
20. Faisons quelques remarques très importantes sur les circuits qu'on peut tracer sur une surface de Riemann. Pour bien fixer les idées, nous pouvons prendre comme schéma de la surface, sur laquelle nous allons raisonner, un disque plat à deux côtés et ayant p trous. Nous appelons circuit toute courbe fermée tracée sur la surface. Certains circuits, sur lesquels l'attention se porte d'elle-même, vont jouer dans la théorie un rôle capital : ce sont les circuits qui tournent autour d'un trou et ceux qui passent à travers un trou.
Soit le disque A (fi g. 42) à trois trous y, y', y". Un circuit autour du trou y sera une ligne fermée C entourant une fois le trou y. Ce circuit C, que nous avons tracé en traits pleins, est à considérer comme se trouvant sur le côté supérieur du disque. Un circuit à travers le trou y sera un circuit tel que D coupant
une fois A et y, et se fermant sur ie côté inférieur du disque par la ligne marquée en pointillé sur la figure. Nous pouvons de même, autour des trous y' et y", tracer les circuits G' et G", et à travers ces trous les circuits D' et D". Ces six circuits vont jouer le rôle de circuits fondamentaux, c'est-à-dire que tout autre circuit tracé
Fig. 42.
Fig. 43.
sur la surface peut être réduit, par une déformai ion continue, à coïncider avec un chemin formé d'un ou plusieurs de ces circuits et d'arcs parcourus deux fois dans des sens différents. La démonstration de ce théorème est immédiate. Remarquons d'abord qu'un circuit tel que D" {fig, 43) qui passe à travers les trous y et y' se ramène de suite par une déformation continue aux deux circuits D et D' parcourus dans des sens convenables, sans parler des arcs parcourus dans des sens contraires. En second lieu, i<>ul circuit tracé sur un seul côté du disque se ramène à une somme <le circuits G, G', C". Enfin, pour un circuit quelconque, on considérera deux points de rencontre consécutifs de ce circuit avec une des Lignes A, y, ■/, y". En associant à cette partie du circuit une ligne suc L'autre côté de la surface, formant avec elle un circuit à travers un ou plusieurs trous, on détachera déjà du circuit total un circuit réductible aux circuits G et D. et l'on aura alors un nouveau circuit pour lequel on continuera la réduction jusqu'à ce que le circuit, après ces soustractions successives, reste d'un même côté du disque, et, finalement; <>n aura bien ramené le circuit primitif à une somme de circuits G el l>. abstraction faite d'arcs parcourus deux fois en sens inverse,
Si, au heu de tmis trous, la Surface ;ivail p trous, nOUS aurions
évidemment p systèmes de lignes G et I >.
picard. — il.
45o CHAPITRE XIII.
21. Nous arrivons maintenant au point fondamental dans la théorie des surfaces de Riemann. Donnons tout de suite une définition : une surface connexe est dite à connexion simple quand elle est limitée par un seul contour, c'est-à-dire un contour pouvant être parcouru d'un trait continu, et que tout circuit tracé sur la surface ne traversant pas le contour peut se réduire à un point par une déformation continue (le contour étant toujours respecté pendant la déformation).
Considérons l'ensemble des deux courbes C et D, et imaginons que l'on fasse (avec un canif) une section de la surface suivant chacune de ces deux lignes. Nous pouvons alors envisager chacune de celles-ci comme des lignes doubles, infiniment rapprochées situées de part et d'autre delà section. L'ensemble des deuxlignes doubles C et D forme alors une courbe unique, que l'on peut
parcourir d'un trait continu sans franchir jamais la section : c'est ce qu'indique bien nettement la figure 44? que lon regardera d'abord en faisant abstraction de la ligne pq.
On désigne souvent sous le nom de rétrosection (riïckerschnitl) le contour unique, formé, comme il vient d'être dit, avec les deux bords des deux sections. Nous pourrons ainsi tracer p rétrosections sur la surface.
Joignons un point de la première de ces rétrosections à la seconde par une courbe le long de laquelle nous fendrons encore la surface, et qu'alors nous considérons encore comme une ligne double. Nous joindrons de même la deuxième à la troisième rétrosection par une ligne analqgue, et enfin la (p — I)i(me à la j9îèm% les différentes lignes auxiliaires ne se coupant pas (elles peuvent avoir seulement, si l'on veut, une extrémité commune).
Ainsi, on pourra prendre, si p = 3, les deux lignes pq et rs
(ftg.45).
L'ensemble des sections à deux bords, que nous venons de tra-
Cer7 peut être regardé comme un contour unique et fermé \\. susceptible <V être parcouru dun trait continu. La figure \ j. où nous avons ligure l'arrivée de la section pq, le montre d'une manière bien claire.
Fig. |">.
Le trace du contour K n'empêche pas la surface de rester connexe, c'est-à-dire qu'on peut aller d'un point quelconque de la surface à un autre point quelconque sans traverser K. Il faut maintenanl établir que tout circuit tracé sur la surlace, ne rencontrant pas le contour R, peut se ramené?' à un point par une d<:formation continue.
Nous ferons cette démonstration, d'une manière pour ainsi dire intuitive, en reprenant le disque plat avec ses trois trous i pour fixer les idées).
Prenons comme Lignes auxiliaires les deux segments pq el qs de V (fig* i<)) compris entre les points où les lignes D, qui sont
Fîg. 46.
simplement figurées bui cette figure par <l<-s lignes droites sur fa
partie supérieure du disque, rencontrent \ : quant aui lignes
■oui n i les périmètres y, des trous. Relativement .1 la
partie restée libre ps de A, nous pouvons sans inconvénient la supposer rectiligne. Séparons alors les parties inférieure et supérieure du disque en faisant subir à l'une d'elles une rotation de deux angles droits autour de ps. Nous aurons alors la nouvelle ligure ci-dessous (fig* 47)-
Fig. 47- A, A
La surface est alors tout entière du même côté du plan; elle est limitée par le contour extérieur, et à l'intérieur se trouvent six trous, joints par des coupures à ce contour extérieur. On voit manifestement que tout circuit tracé sur le plan, ne traversant pas les lignes y et les coupures correspondantes, se réduira à un point. La figure donne l'exemple d'un tel circuit représenté par la ligne pointillée.
22. Les résultats que nous venons d'obtenir pour la surface dilatée dans l'espace s'appliquent immédiatement à la surface primitive de Riemann des m feuillets superposés, puisque ces deux surfaces sont applicables l'une sur l'autre, au sens dont nous sommes convenus.
Prenons le cas de deux feuillets avec p -+- 1 lignes de croisement. Gomme nous l'avons vu (§ 18), dans la transformation de la surface en un disque plat sl p trous, une des lignes de croisement devient le bord extérieur du disque, et les p autres deviennent les périmètres des trous. On voit donc de suite les circuits qui vont jouer sur la surface le rôle des lignes G et D. Autour de p des lignes de croisement, traçons sur un des feuillets p circuits : ce seront les analogues des lignes C; on obtiendra les analogues des lignes D en traçant des circuits rencontrant chacune des
lignes précédentes et traversant la (p-\- i)ième ligne de croisement. 11 ne reste plus qu'à joindre, à la manière dune chaîne, chacune des rétrosections ainsi formées par des lignes analogues de pq, rs, .... On a alors sur la surface de Riemann un contour unique K, et tout circuit tracé sur la sur/ace et ne rencontrant pas ce contour peut se réduire à un point (point à distance finie ou à l'infini).
Soit, comme exemple, p = 2. Nous aurons alors trois lignes de croisement A, et l'on construit de suite les rétrosections (G, D), (C, D') qu'on unira par la ligne (a,3) (fig* 48). Ces rétrosec-
tions sont toujours à considérer, ainsi que a(3, comme [des lignes doubles, ainsi que nous l'avons expliqué plus haut.
23. Nous possédons les notions essentielles sur les surfaces de Riemann. Nous n'aurons maintenant aucune difficulté à suivre h' mouvement d'un poinl sur une telle surface. En tout cas, en «irani à La surface percée de /; trous, dont Le schéma est si simple, « » 11 m une représentation extrêmement précise qui permet de voir directement les choses sans aucun effort.
\ oici encore une remarque importante pour La suite : i<»ut circuit é sur li surface de Riemann, rendue simplement connexe par ontour l\ . peut être regardé, abstraction faite de chemins parcourus deux fois en sens contraires, comme une somme de circuits respectivement tracés sur un seul feuillet de I" surface^ et de circuits entourant un seul poinl «le ramification.
Il suffira, pour l'établir, de considérer l<- <;is <!<• deui feuillets réunis par p -}- 1 Lignes de croisement. En se reportant à La
figure 477 où sont représentés les deux côtés du disque dédoublé, on voit qu'un circuit tel que le circuit pointillé peut se ramener à une somme de circuits, situés les uns à droite, les autres à gauche de la droite joignant les points p et s, et de circuits très petits entourant les points de la droite ps (s'il en existe) qui correspondraient à des points de ramification : c'est ce que nous voulions démontrer.
IV. — Application des théorèmes de Cauchy aux fonctions de la variable complexe sur la surface de Riemann.
2i. Nous nous sommes placé jusqu'ici uniquement au point de vue de la Géométrie de situation sur la surface de Riemann. Considérons maintenant une fonction de la variable complexe sur cette surface. Je prends d'abord une fonction uniforme dans une certaine région de la surface. Un point A sera un pôle pour une telle fonction s'il est un pôle pour la fonction considérée sur le feuillet où se trouve A, et nous n'avons aucune définition nouvelle à donner. Une remarque doit cependant être faite pour le cas où A serait un point de ramification. Soit (a, b) ce point; on sait que y — b est développable suivant les puissances entières de x , en posant
Nous dirons que le point (a, b) est un pôle pour une fonction F uniforme dans la région considérée de la surface de Riemann, si l'on a, dans le voisinage de (a, 6), le développement suivant :
-17 >A Aj A,u_2 Am_i
Ce développement représente bien une fonction uniforme sur la surface dans le voisinage de (a, b), puisque, aux deux déterminations de sj x — a, correspondent les deux nappes de la surface. Il ne sera pas inutile de chercher la valeur de l'intégrale
F dx
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le long d'un circuit G entourant (a, h). Ce circuit aura la forme
ci-dessous (fig. 4<))-
Fig. 49.
Dans le plan de la variable x\ le circuit précédent revient à un circuit entourant une fois le point x' = o, et comme on a
l'intégrale cherchée prise dans le sens positif sera égale à
On voit donc que c'est le coefficient double de dans le déve-
loppement de F qui jouera le rôle analogue au résidu.
2o. Ceci posé, considérons une fonction F n'ayant en tout point de la surface de Riemann qu'une seule valeur et n'ayant d'autres singularités que- des pôles. Un exemple d'une telle fonction est donné par les fonctions rationnelles de x et y. Nous voulons montrer qu'il n'y en a pas d'autres.
Désignons par u une telle fonction, elle aura nécessairement,
pour chaque valeur de .r, m valeurs //,, i/s, ..., //,„, <i soient
aussi r, . ) 'a, . ..,y„, les différentes valeurs de y correspondant à
cette valeur de x(u; et r, correspondant à un même feuillet ). Des
expressions
U\ -+- M2-h. . .-+- Km,
"iJ'i',-,-H^v;"-|+-..-t-«/iiJ'i;i '
seront des fonctions uniformes de .r et, par suite, seront des fonctions rationnelles de cette variable (Chap. \. § 18) puisqu'elles ne peuvent avoir d'autres points singuliers que des pôles
(le point à l'infini compris). Ecrivons donc
les R étant des fonctions rationnelles de x. On peut résoudre ces équations du premier degré en u{, u2-, ..., um\ on aura pour l'une de ces quantités, soit w,,
Ui= F(x,yi,y2,y3, ...,ym),
F étant rationnelle en x, yu y2, • • . , ym> De plus, cette fonction est évidemment symétrique par rapport à y2, y*-, . . • , ym- Or ces m — i lettres sont racines de l'équation de degré m — i
dont les coefficients sont fonctions rationnelles de x et yK. On
aura donc finalement
u{= y(x, yx),
ce étant rationnelle en x et y,, et, par suite, on peut écrire, en supprimant les indices,
u == cp(>, y).
Nous pouvons donc dire que toute fonction uniforme sur la surface de Riemann et n'ayant sur elle d'autres points singuliers que des pôles est une fonction rationnelle de x et y.
26. Revenons à la surface de Riemann rendue simplement connexe au moyen du contour que nous avons désigné par K. Nous avons dit (§23) que tout circuit tracé sur la surface et ne rencontrant pas K pouvait, abstraction faite de chemins parcourus en sens contraires, être regardé comme une somme de circuits situés respectivement tout entiers sur un même feuillet ou de circuits enveloppant un seul point de ramification comme dans la figure 49- Il sera possible alors d'appliquer les théorèmes généraux de Gauchy, relatifs aux intégrales prises le long d'un contour, aux
circuits tracés sur une surface de Riemann. Quelques mots d'explication sont nécessaires seulement pour les contours enveloppant un point de ramification. Pour voir, par exemple, que l'intégrale prise le long du circuit C de la figure /jo, est nulle, quand F est une fonction uniforme et continue sur la surface à l'intérieur de ce contour, il suffit de reprendre l'égalité déjà écrite plus haut
/ F dx = i I V x' d.i ■',
et l'on est ramené dans le plan de la variable x' au théorème ordinaire de Cauchj.
Le théorème relatif aux résidus garde absolument la même forme; on aura soin seulement, si un point de ramification esl un pôle, d'évaluer comme il a été dit au paragraphe 2i le résidu de ce pôle.
Pareillement, la formule de Green s'appliquera sur le plan multiple comme sur le plan simple. En un mot, toutes les formules fondamentales de la théorie des intégrales curvilignes et de celle des fonctions d'une variable complexe s'appliqueront sur la surface de Riemann comme sur le plan simple de Cauchj, si on les applique à des circuits ne traversant pas le contour K qui rend la surface simplement connexe.
En particulier, nous prendrons souvent, comme circuit, le circuit formé par les deux bords de la coupure K. L'aire limitée par un tel circuit se compose alors de la surface de Riemann tout entière. Dans l'application des théorèmes de Cauchj à cette aire, il faudra avoir soin de considérer comment les fonctions étudiées se comportent au point à l'infini sur chacun des m feuillets. On pourra d'une manière générale détacher de l'aire ces ni points a l'infini en traçant sur chacun des feuillets des circonférences de très grand rayon, et l'on envisagera la portion de la surface de Riemann limitée par K et ces /// circonférences; il n'y aura plus qu'à faire augmenter ensuite les rayons de celles-ci indéfiniment.
27. Appliquons les considérations générales qui précèdenl a la démonstration du théorème suivant, qui est d'une application
constante : Toute fonction uniforme sur la surface de /»'/>-
mann et restant toujours finie se réduit à une constante.
Nous supposons donc que, pour une fonction F n'ayant qu'une seule valeur en chaque point de la surface, tous les points de celle-ci soient des points ordinaires (y compris les points à l'infini). Posons
F = u -i- iv,
et appliquons la formule préliminaire de Green (Chap. I, § 8),
en y faisant
et en l'étendant à l'aire, dont j'ai parlé plus haut, limitée par K et les m circonférences de très grand rayon, dont nous désignerons l'ensemble par G. Nous avons ainsi
Or la première des intégrales du second membre est manifestei ment nulle, puisque les dérivées —, pour les éléments correspondants ds sur l'un et l'autre bord de la coupure K; étant de signes contraires, et u ayant la même valeur, les éléments de l'intégrale se détruisent deux à deux. Quant à la seconde intégrale, elle tendra vers zéro quand les rayons des circonférences augmenteront indéfiniment. On a, en effet, pour z très grand sur un certain feuillet (nous appelons ici z la variable complexe et nous posons z = x -f- iy : aucune confusion n'est à craindre avec les notations des paragraphes précédents)
u -+- IV = A H- — -+- . . . .
11 en résulte que les dérivées premières de u et *>, et par suite -j- > sont, pour z très grand et démodule p, des infiniment petits comparables à — • Or ds contient seulement o en facteur; il en résulte
que la seconde intégrale tendra vers zéro avec -• Par suite,
l'intégrale étant étendue à toute la surface. La fonction a, et, par suite, 'la fonction p, sont des constantes; ce qui démontre le théorème.
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28. Je terminerai en démontrant une inégalité fondamentale due à Riemann, qui va jouer un rôle capital dans la théorie des intégrales abéliennes. Si a -f- iv représente une fonction analytique uniforme et continue sur une certaine portion de la surface de Riemann limitée par un circuit T, ne rencontrant toujours pas le contour K, on a, d'après la formule préliminaire de Green, déjà écrite plus haut,
la dérivée -r- étant prise dans le sens de la normale intérieure.
Or, on a, comme nous l'avons déjà vu à diverses reprises (Chap. X, § 6),
du dv
dn ds •
-j- désignant la dérivée de v dans le sens positif sur le contour Y. Nous pouvons donc écrire
l'intégrale curviligne dans le premier membre étant prise dans le sens positif. L'inégalité
a dv
est alors évidente : c'est elle que nous voulions établir. Elle exclut complètement légalité à moins que u-\~iv ne se réduise à une constante.
Nous aurons bientôt à appliquer cette inégalité au contour K, mais il faudra toujours dans ce cas, si l'on veut être complet, considérer d'abord la portion de la surface de Riemann Limitée par K et les rn circonférences G dont nous avons parlé plus haut; on fera augmenter ensuite indéfiniment le rayon de ces dernières.
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I. — De la périodicité des intégrales abéliennes. 1. On désigne sous le nom d' intégrales abéliennes les inté-
grales de la forme
lR(x,y)dx,
R(#, y) étant une fonction rationnels de x et y. Nous avons déjà fait, à ce point de vue élémentaire, une réduction de ces intégrales (t. I, p. 56); c'est de leurs déterminations multiples que nous devons maintenant nous occuper. Nous écrirons l'intégrale sous la forme
(1) f ' R(T,y)dx,
indiquant par les limites inférieure et supérieure (x0, y0) et (#, y) les points de départ et d'arrivée de la courbe d'intégration sur la surface de Riemann.
Nous partagerons ces intégrales en deux catégories différentes. La fonction R(#, y) aura nécessairement des pôles; dans le voisinage d'un tel point a, on développera R suivant les puissances
entières de [x — a) [ou de {x — a)* si le pôle considéré était un
point de ramification] ' L'intégration pourra introduire des termes en log(# — a). Si, pour aucun pôle de R, il n'y a de terme logarithmique, et si, de plus, le point à l'infini dans chacun des feuillets ne donne pareillement dans l'intégration aucun terme logarithmique, nous dirons que l'intégrale est de la première catégorie ;
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elle sera de la seconde catégorie si un des pôles au moins donne un terme logarithmique.
2. Plaçons-nous d'abord, pour l'étude des déterminations multiples de l'intégrale (i), dans l'hypothèse où celle-ci serait de la première catégorie. Nous reprenons sur la surface de Riemann S le contour K étudié au Chapitre précédent, au moyen duquel la surface a été rendue simplement connexe. Considérons sur S un circuit quelconque, ne rencontrant pas K et ne passant pas par un pôle de R(#, y). D'après ce que nous avons vu à la fin du Chapitre précédent, V intégrale prise le long de ce circuit sera n a lie .
Cette remarque faite, la recherche des déterminations multiples de l'intégrale (i) supposée de la première catégorie ne présente aucune difficulté. Le contour R est formé des p systèmes de rétrosections C et D, et de p — i lignes joignant entre elles ces systèmes de rétrosections; nous désignerons par E ces dernières lignes qui, on se le rappelle, sont, comme les C et D, des coupures ou lignes doubles. Un chemin T, tracé arbitrairement sur la surface S et joignant (x0, y0) à (a?, y), pourra rencontrer le contour K en un certain nombre de points. Cherchons la diffé-. rence de la valeur de l'intégrale (i), quand on suit le chemin L, et de sa valeur quand on va de (#0, y0) à (#, y) sans traverser K (cette dernière valeur est entièrement déterminée). Considérons un quelconque des points de rencontre de L avec K, et désignons ce point par a et par b} suivant que nous le regardons comme appartenant à l'un ou l'autre côté de la coupure, le point a étant le point que rencontre d'abord le chemin L. La différence que nous cherchons sera égale à la somme des intégrales prises pour chaque point (a, b) quand on va de b en a sans traverser l\ ; en effet, la seconde de nos deux intégrales peut être considérée comme obtenue en suivant le même chemin que pour la première] sauf que, au lieu d'aller de a en b en franchissant la coupure, on va <!<• a eu b sans traverser K. 11 résulte de cette remarque capitale que nous avons seulement à étudier les valeurs de l'intégrale quand on va d'un point de La coupure K au point correspondant
sur 1 autre côté sans tr.i\ erser cet i *■ coupure qui, nous le répétons, rend la surface simplement connexe. Tout d'abord, si le point
(a, b) est sur une ligne E, la valeur cherchée de l'intégrale sera nulle ; on le voit tout de suite en se reportant à la surface à p trous dans l'espace : on peut aller de b en a en restant sur le contour K, et, dans ce trajet, les éléments correspondants de K sur l'un et l'autre bord de cette coupure sont parcourus en sens inverse, puisqu'il en est ainsi pour le parcours complet sur une quelconque des rétrosections (fig. 5o). Supposons ensuite que le point (a, b) soit sur une ligne C.
U suffit de suivre les flèches sur la figure oo pour voir que l'intégrale prise de b en a sera égale à l'intégrale prise le long de la
seconde partie D de la rétroseetion, dans un sens convenable. Pareillement, si le point (a, b) était sur D, la valeur cherchée serait égale à l'intégrale prise dans un sens convenable le long de C. Nous avons donc à introduire les valeurs de l'intégrale (i) prise le long des lignes G et D. Si l'on a fixé sur chacune des lignes G et D un sens déterminé, nous désignerons par
ci et dt
les valeurs des intégrales, prises respectivement dans ce sens, sur
D/ et G,-,
de telle sorte que di désigne la différence des valeurs de l'intégrale quand on va, sans traverser K, d'un point arbitraire à deux points se correspondant sur l'un et l'autre bord de D/. La différence que nous nous proposions d'obtenir est de la forme
(a) 2_j (ra/Cf-t- rijclt),
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les nii et ni étant des entiers positifs ou négatifs. En résumé, les diverses déterminations de V intégrale ( i) diffèrent entre elles a" une somme de multiples des constantes ci et dt. On donne à ces 2/> constantes le nom de périodes de l'intégrale. On désigne souvent ces périodes sous le nom de périodes cycliques,
3. Nous avons supposé que l'intégrale était de la première catégorie. Les mêmes considérations peuvent être employées, avec quelques modifications seulement, pour l'étude des déterminations multiples des intégrales de la seconde catégorie. Admettons donc que l'intégrale ait un certain nombre de points singuliers logarithmiques, que nous supposerons d'abord n'être pas situés en un point de ramification de la surface de Riemann S. Entourons chacun des points de ramification d'une courbe infiniment petite et joignons chacun de ces contours au contour K par une ligne double /. Nous obtenons ainsi sur S un nouveau contour K', formé de K et des lignes / que nous venons d'adjoindre, y compris les courbes infiniment petites autour de chacun des points singuliers logarithmiques. Nous raisonnerons sur K' comme nous avons raisonné sur K. Quand le chemin L rencontre une ligne /, il s'introduit, dans la différence considérée plus haut, la valeur de l'intégrale prise le long de la petite courbe enveloppant le point singulier logarithmique correspondant. Aux périodes cycliques viennent donc s'ajouter des périodes d'une autre nature provenant des points singuliers logarithmiques. Si Ton désigne par A le résidu correspondant au pôle '!<• R ! / . r) qui donne par l'intégration un point singulier logarithmique, on aura évidemment, pour la différence cherchée de deux déterminations de l'intégrale,
> I m t ci -+- n t d, j — v. - A y i \ ,
les j) étant des entiers positifs ou négatifs. Les périodes »-/\ son! dites des périodes polaires.
L intégration le long de K conduit à une égalité importante. D'après la remarque générale du paragraphe -. cette intégrale est nulle; or l'intégrale le long d<- K est manifestement nulle, puisque Les éléments se détruisent deux à deux. Il reste donc la
relation fondamentale
(3) SA=o.
4. On a supposé que les pôles de R(#, y) auxquels correspondent des logarithmes n'étaient pas des points de ramification. Les raisonnements précédents s'appliquent sans modification à ce cas; rappelons seulement quelle sera la signification du résidu correspondant (Chap. XIII, § 24). On a ici le développement
Tl x — a
D'autre part, un contour infiniment petit autour du point de ramification tournera deux fois autour de a dans le plan simple, et, par suite, le résidu correspondant à ce point de ramification devra être pris égal à 2 L; quand le pôle de R(#, y) sera un point de ramification, on devra prendre, dans l'application de l'égalité (3),
II. — Le théorème d'Abel
o. Abel a donné sur les intégrales de différentielles algébriques une proposition fondamentale, sur laquelle sont revenus un grand nombre de géomètres. Nous allons, pour le moment, nous borner à la faire connaître, sous la première forme que lui a donnée le grand géomètre norvégien, dans son Mémoire célèbre Sur une propriété générale o? une classe très étendue de fonctions transcendantes (*). Sous cette forme, le théorème paraît tout à fait élémentaire, et il n'y a peut-être pas, dans l'histoire de la Science, de proposition aussi importante obtenue à l'aide de considérations aussi simples.
Partons toujours de la relation algébrique
(') Œuvres complètes d'Abel, t. I, p. i45.
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et soit considérée une famille de courbes algébriques
(5) X(x, y, au a2, ..., ar) = o,
dépendant de r paramètres arbitraires a,, a2, . . . , ar. On suppose que X contienne rationnellement ces paramètres. Les courbes (4) et (5) ont un certain nombre de points communs en nombre fji
variables avec les arbitraires <7. Les #,, j2) •••5 #ij. sont racines d'une certaine équation de degré km
dont les coefficients sont rationnels par rapport aux a, et, si les axes n'occupent aucune position particulière par rapport aux deux courbes, on peut toujours admettre que la valeur correspondante de y est donnée par
y = ^(x, ah au ..., ar),
•| étant rationnelle en x, #,,... , ar.
Ceci posé, prenons une intégrale abélienne quelconque
R(x,y)dx,
et formons la somme
^ r{rn> r») S
~2>l \\(x, y) dx.
(lotte somme est déterminée, à une somme de multiples près des périodes polaires ou cycliques de l'intégrale, périodes indépendantes des a. L'objet du théorème d'Abel est de déterminer la nature de cette somme envisagée comme fonction des paramètres a. En désignant par la lettre 0 une différentielle totale par rapport à paramètres, nous aurons
' 9 = R ( xu j', ) '>, -f- . . . -4- R ( .r[X, y y ) oxp..
Or, en différentiant la relation (6), <>n «aïeule de suite 0./,. ..., o/.,. En substituant dans L'expression <le 8S et remplaçant les^ par leurs valeurs y, on aura |> • coefficient de SûTj nue
tli a iu«. — ir. ;td
fonction rationnelle de ^t, ..., x{l et des a] de plus, elle sera évidemment symétrique par rapport aux #, et, par suite, le coefficient de 8«, sera une fonction rationnelle des a, et il en est de même des autres coefficients. On a, par suite,
8S = Pl(al, .... ar) Bai -+- Pi(«i> ..», #r) oa2 + ... H- P/-(ai, «2, • ••, #»•) 8ar,
les P étant des fonctions rationnelles de a, , a2, . . . , a,.
L'égalité précédente constitue le théorème d'Abel sous sa forme primordiale : elle exprime que S est une fonction àlgébrico-lo garithmiq ue des paramètres a. En effet, l'intégration de la différentielle totale qui figure au second membre conduira nécessairement à une expression de la forme
cp + EA log<ï>,
les A désignant des constantes, cp et les <ï> représentant des fonctions rationnelles des a.
On peut donner des formes plus précises à l'énoncé du théorème d'Abel; nous y reviendrons à la fin de ce Chapitre.
6. Nous considérerons dans un moment, sous le nom ^intégrales de première espèce, les intégrales abéliennes
R(x, y) dx x\> y a
restant finies pour tout point (#, y) de la surface de Riemann. Cherchons ce que devient, pour une telle intégrale, le théorème d'Abel. La fonction algébrico-logarithmique des a qui représente S devra rester finie pour toute valeur finie ou infinie des paramètres a, puisque S reste lui-même toujours fini. Or une fonction de la forme
©(a) +.SA log«î>(a),
où cd et les <ï> représentent des fonctions rationnelles de a et les A des constantes, ne peut rester finie pour toute valeur finie ou infinie du paramètre a que si elle se réduit à une constante. Il en résulte que la somme S ne dépend pas des paramètres a.
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On peut, par suite, pour les intégrales de première espèce, énoncer, sous la forme suivante, le théorème d'Abel : La somme
2^ / R(x,y)dxi
où (xn, yn) désignent les points de /encontre, variables avec les a, des courbes (4) et (5) ne dépend pas de ces paramètres. Elle a une valeur constante, abstraction faite, bien entendu, de sommes de multiples de certaines périodes fixes qu'on peut toujours introduire en faisant varier le chemin qui va de (x0, y0) à (x,n yn). Ce cas particulier du théorème d'Abel joue dans la théorie des courbes' algébriques un rôle fondamental. On peut encore le mettre sous la forme suivante ;
R(*t,ys)<toiv+....-t- R(.r(j., y^) dx^ = o,
les d désignant des différentielles totales par rapport aux paramètres a.
III. — Des intégrales de première espèce. Nombre de ces intégrales
linéairement indépendantes.
7. Les intégrales que nous avons désignées sous le nom d7/itégrales de la première catégorie peuvent se diviser en deux espèces. Les intégrales de première espèce sont celles qui restent finies en tout point de la surface de Riemann. Les intégrales de seconde espèce deviennent infinies au moins en un point; elles n'ont d'ailleurs pas de points singuliers logarithmiques, et les points où elles deviennent infinies sur la surface de Riemann sont des pôles.
Nous niions nous occuper dans cette section des intégrales de première espèce. Cherchons tout d'abord la forme nécessaire dune telle intégrale dont l'existence n'es! pas évidente a priori. D'après ce que, nous avons «lit (t. I, p. 68), toute intégrale ;»!><•tienne peut se mettre sous la forme d'une somme d'intégrales de la forme
f l'(g, y)dx fQ(x,y)dx
P et Q étant des polynômes de degré quelconque en x et y. La première intégrale pourrait devenir infinie pour x = a; aucune autre intégrale, dans la somme qui forme l'intégrale étudiée, ne pouvant devenir infinie pour x = a, il n'est pas possible qu'il y ait de réduction, et, par suite, toute intégrale du type
P(x, y) dx
(x-ayJÇ
se présentant dans la somme, doit rester finie pour x = a. Nous avons donc à chercher à quelles conditions l'intégrale précédente restera finie pour x = a. Enonçons tout de suite le résultat : il faut que
PQ,r)
puisse se mettre sous la forme d'un polynôme en x et y, en supposant, bien entendu, x et y liés par la relation f{x, y) = o.
Pour le démontrer, nous avons à distinguer différents cas suivant que la droite x=a rencontre la courbe en m points distincts, lui est tangente ou passe par un point multiple. Dans le premier cas, il est clair que le polynôme P(#, y) devra s'annuler pour
(fl,/i), («,^2)^ •••> («./»))
en désignant par y,, y2, ...,ym les ordonnées des m points de rencontre de x = a avec la courbe /(#, y)-=o,\\ en résulte que
peut se mettre sous la forme d'un polynôme en x et y. On peut s'en convaincre en écrivant
PO. y) = P(a, y) + (x — a) <p(a?, y), <p étant un polynôme; or P(a, y) sera divisible par
et comme, d'autre part, on a
/O, y) = (j — ji) • • • iy—ym) + {x — a) <?x{x, y) = o,
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le résultat énoncé devient évident. On sera donc ramené à une forme analogue, où a est remplacé par a — i, et en continuant ainsi de proche en proche, on sera ramené au cas où le dénominateur a disparu.
Soit maintenant la droite x = a tangente à la courbe. Nous avons alors les ordonnées
y ii y ii • • • > ym—u
dont la première est supposée correspondre au point de contact. On aura d'abord nécessairement
P(«> y\) = pO, y*) =♦..= P(«,.Tm-i) = °>
mais je dis de plus que yt doit être racine double de P(a, y) ; on voit en effet tout de suite, dans l'hypothèse contraire, que l'intégrale devient infinie pour x = aly=yi. Le polynôme P(#, y) est donc divisible par
(y —yiY(y-yi.) • • • (y—ym-i ),
et comme on peut écrire
/(*, y) = (y—yiY (y —72) • • • (y —ym-\ )■+-(# — «) <K#, y) = o,
'l étant un polynôme, il en résulte encore que
P(ar,r) .27 — a
pourra se mettre sous la forme d'un polynôme en x et y, et Ton peut achever le raisonnement comme plus haut.
Il ne nous reste plus qu'à supposer que la droite x = a passe par un point multiple d'ordre i. (le point est par hypothèse à tangentes distinctes, et l'on peut supposer qu'aucune d'elles n'est parallèle à Or.
Désignons par )',, y2, ..., ym_i les ordonnées des points simples de rencontre de la droite X=xQ avec la courbe, et soii (a, h) le point multiple. On montrera encore que P(«, y) s'annule pour h . y{ , y2, . . . , ym ,-. De plus, 1> doit être racine multique d'ordre i pour P (a, y) ; sinon L'intégrale deviendrait in finir ;hj point multiple, quand (x,y) se rapproche de ce point, sur une au moins des i branches qui s'y croisent. Www le voir bien
nettement, écrivons
P(x,y) = P(a, jk) h- (a; — «)/_(>, jk).
Si le développement de P (a, y) suivant les puissances de (y — b) ne commence pas un terme de degré au moins égal à i, il y aura certainement, dans un au moins des développements de P (x , y) relatifs aux diverses branches, un terme de degré moindre que /en x — a. L'intégrale deviendrait certainement alors infinie au point multiple pour une au moins des i branches. La démonstration s'achève alors tout de suite en remarquant que l'équation de la courbe peut s'écrire
(7— b)Hy— Ji)..-(JK— ym-i) + (x — a)<\>(x,y) = o;
d'où il résulte que
est un polynôme en x et y , et la réduction s'effectue de proche en proche.
En résumé, les intégrales de première espèce sont nécessairement de la forme
fQ(x, y)dx
Q (x, y) étant un polynôme.
8. Cherchons donc à quelles conditions ces dernières intégrales resteront finies sur toute la surface de Riemann. Elles pourraient devenir infinies pour les points correspondant à
fi = o-
Ces points sont de deux sortes. Il y a d'abord les points de ramification : mais on voit tout de suite que l'intégrale restera finie en un tel point (a, b). On a en effet, en ce moment, d'après nos hypothèses qu'il est inutile de rappeler, le développement
/;=A(*_a)*-K.., A étant différent de zéro ; l'intégrale reste donc finie.
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Il y a en second lieu les points multiples. On a ici pour chaque branche un développement de la forme
/;=a(a?--a)'-i + ... (a yé o).
Donc Q(#,JK) devra contenir en facteur (x — o)'-1 quand on substituera à y les i développements relatifs aux i brandies. Par suite, Q(#, y), développée suivant les puissances de x — a et y — 6, devra commencer par un terme de degré i — i; en d'autres termes, la courbe
aura le point (a, b) comme un point multiple d'ordre i — i. Celle condition est nécessaire et suffisante pour que l'intégrale reste finie en (a, l> ).
Il faut maintenant considérer les points à l'infini. Nous pouvons, en nous servant de l'équation f = o, mettre Q(x,y) sous la forme
Q(*3 X) = ol(x)y>»-i+ç2(x )}"»-* + . . .-4- <?,„(>),
les o étant des polynômes en x de degré quelconque. Pour x très ind, nous avons d'ailleurs les développements
y = kiX -+- oii -V — -h. . . ( i = i , 2, . . . , m),
Les /.", ('tant tous différents. Il en résulte que, pour toute branche de la courbe à l'infini, le produit
ne pourra pas rester fini quand x grandira indéfiniment, si ©< ei »j nesoiii pas identique menl nuls. \ La vérité, ceci pourrai! arriver pour certaines branches, mais mm pour toutes, sans que o< el ^2 fussent nuU Identiquement, puisqu'en posant y=zkx les coefficients des diverses puissances <!<• x dans le développement de I n) >ont des polynômes de degré m i en /.. Or on exprime la condition me ci suffisante pour que l'intégrale reste Unie pour x = », en écrivanl que l'expression ' ~ ) reste elle-même finie. On doit donc avoir
les $ étant des polynômes. En raisonnant de la même manière, on voit tout de suite que cj0 doit se réduire à une constante, ©, à un polynôme du premier degré, et ainsi de suite. Par conséquent, Q(x, y) est un polynôme de degré m — 3 en x et y.
En résumé, la condition nécessaire est suffisante pour que l'intégrale
Q(x,y)dx
fy
soit de première espèce peut être ainsi formulée : Ç)(x,y) est un polynôme de degré m — 3 en x et y et la courbe
a pour points multiples d'ordre i — i les points multiples d'ordre i de la courbe f.
9. Un premier point très important est relatif au nombre des intégrales de première espèce linéairement indépendantes. Que doit-on entendre d'abord par intégrales linéairement indépendantes? Soient
{x'y) Qt(#, y) dx r{x,Y) Q2o, y) dx r{x,y) Q,.<>, y) dx
C v ,J> Qt(#, y) dx rv"> " q2o, y) dx r" ,J)
fy
r intégrales de première espèce. Nous dirons qu'elles sont linéairement indépendantes si l'on n'a pas entre elles de relations
Ai /•"f,Q.(f./)^+...H.A, f™ *,(*,?) a* +Ar+| = 0]
lY'TQ.(f.r)^+...H.Ai .p"
les A étant des constantes. Ceci revient à dire que l'on n'aura pas d'identité de la forme
(8) A! Q,(>, y) +/. .h- A;. Qr(x, y) = o
(les A étant constants), pour tout point [x , y) de la courbe y. D'ailleurs si l'on a des polynômes Q pour lesquels une identité de la forme précédente ne puisse avoir lieu quand x et y sont regardées comme des variables indépendantes, il ne pourra exister entre eux une telle identité quand le point (x,y) sera quelconque sur la courbe/; c'est une conséquence nécessaire de l'irréducti-
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bilité de cette dernière et de ce que le degré des Q est inférieur à m. On peut donc dire que les intégrales sont linéairement indépendantes si les polynômes Q à deux variables indépendantes x et y sont linéairement indépendants, c'est-à-dire s'il n'existe pas entre eux de relations de la forme (8) où les A soient des constantes.
Cette définition posée, remarquons que : avoir un point multiple d'ordre i — i en un point donné revient pour une courbe à
conditions. Or le polynôme général de degré m — 3 renferme
— coefficients, et nous avons entre eux un nombre
d'équations de conditions égal à
y.i désignant comme précédemment, le nombre des points multiples d'ordre i. Si l'on suppose que ces conditions ne se réduisent pas à un nombre moindre, on aura
c'est-à-dire p intégrales de première espèce linéairement indépendantes.
Pour énoncer la conclusion précédente, nous avons dû supposer qu'il ii v avait pas de réduction dans le nombre des coefficients. En toute rigueur, nous pouvons seulement dire pour Le moment que le nombre des intégrales Linéairement indépendantes est an moins égal à p,
10. Le résultai précédemment énoncé es! cependanl exact sans restriction. Il est nécessaire de le démontrer en toute rigueur : c'est ce que nous allons luire en nous servant du théorème «I \bel (' ). Supposons qu'il \ ail plus «le // intégrales de
(*) E. Picard, Sur le nombre <h^ intégrales abéliennes dé première espèce < Bulletin ,ies Science* mathématiques , i8go
première espèce linéairement indépendantes. Je prends p points arbitraires a,, a2, ..., ap sur la courbe/; par ces points passe au moins une courbe Q, puisque, dans l'hypothèse où nous nous plaçons, la courbe générale Q renferme au moins p -f- 1 coefficients arbitraires. Or toute courbe Q rencontre, en dehors des points multiples, la courbe / en
m(m — 3) — 2a/î(î — i) ou ip — -i points.
La courbe Q passant par #,, a2, . . . , ap rencontre donc, en dehors des points multiples, /en p — 2 points, que nous désignerons par bi, 62, . . . , bp-2> Par ces derniers points passe un faisceau F de courbes Q comprenant en particulier la courbe d'abord considérée. Appliquons le théorème d'Abel aux points de rencontre variables du faisceau F avec la courbe /. Nous aurons, en désignant ces points par
(xuyi), (x2, y,):
et prenant/? polynômes Q,, Q2, dants,
, Qp linéairement indépen-
_ Qiia-p, rf)) dxp +" ■ ji
égalités qui expriment le théorème d'Abel pour les intégrales de première espèce. Nous tirons de là la relation
Qi<>i,.ri) Qi 02,72) ••• Q\{xpi-yp)
QaC^ij^i) Q2(^2,JKa) ••• Q.2(xp,yP)
QpC^ri) Q/»(a?»»r»)
Qp(xpi y?)
Cette relation doit être identiquement vérifiée, c'est-à-dire quels que soient les points (#,, y(), (x2, y2), ■ ••> {xpi J>) sur ^a courbe, puisque, pour une certaine courbe du faisceau F, ces points coïncident avec les points arbitrairement choisis an «2, . • -, a p. Mais l'identité précédente exprime que les polynômes Qn Q2, . . ., Q^ ne sont pas linéairement indépendants ; c'est ce que l'on voit en développant le déterminant par rapport à la première colonne. A la vérité, ceci suppose que tous les mineurs du pre-
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mier ordre qui formeront les coefficients de ce développement ne soient pas nuls ; mais, s'il en était ainsi, on serait ramené au cas de p — i polynômes Q sur lesquels on raisonnerait de la mémo manière et finalement on arrivera à une relation homogène et linéaire entre certains polynômes Q où tous les coefficients ne seront pas nuls, puisque, à la fin, on aura comme mineurs les polynômes Q eux-mêmes. Ainsi nous arrivons à la conclusion que les polynômes Q ne sont pas linéairement indépendants : cette contradiction démontre le théorème. Nous pouvons donc affirmer qu'il y a p intégrales de première espèce linéairement indépendantes ( ' ).
Nous désignerons dans la suite les courbes
QO?jk) = o
sous le nom de courbes adjointes d'ordre m — 3 (2). D'une manière plus générale,. une courbe sera dite une courbe adjointe kf si elle a pour point multiple d'ordre i — i tout point multiple d'ordre i de la courbe y*. Outre les adjointes d'ordre m — • >, nous aurons à considérer dans la suite les adjointes d'ordre m — 2. Un polynôme adjoint sera le premier membre de l'équation dune courbe adjointe.
Faisons La remarque importante qu' il n'y a pas sur la courbe f, en dehors des points multiples , de points communs à toutes les adjointes d'ordre m — 3 (3). .remploierai encore à cet effet le théorème d' \!>el.
(') On peu! établir ce théorème fondamental en restant au point de vue algé brique; c'esl ce que l'ont MM. Brill et Nôther dans leur mémorabfe Mémoire Sur les fonction* algébriques ( Math. \nn., t. VII ) ; on trouvera an exposé des traraux de MM Brill et Nôther concernant la Géométrie sur une courbe algébrique dans le Chapitre II «In Tome II de la Théorie des fonctions algébriques de deux variables de MM. Picard et Simart. Nous donnerons encore au paragraphe 12 une autre démonstration de ce même théorème.
(2) Nous ne nous préoccupons nullement ici d'une question d'ordre en quelque
pratique, je veux dire la formation effective, pour une équation donnée
f = <,. de ses adjointes el la détermination dam ces conditions du ^enre de la
courbe. (>n pourra consulter sur ce sujel un intéressant Méi re de M. L. Raffj
Math Annalen^ 1. Willi et un travail de M. Nôther.
MM. Brill et Nôther démontrent (/oc. cit.) ce théorème en m servant du tbéoi ■ me de Riemann - Roch.
Prenons, sur la courbe /, p — i points arbitraires a,, a2, ..., a/>_,. Par ces points, on peut faire passer au moins une courbe Q; celle-ci, en dehors des points multiples et de ces p — i points, rencontre encore la courbe en p — i autres points parmi lesquels doivent se trouver les \ points (X^>o) que, par hypothèse, contiennent toutes les adjointes. Il reste donc p — i — A points par lesquels nous pouvons faire passer un réseau d'adjointes. Aux p — i points de rencontre variables (£, , r\{ ) . . . (£^-1 , i\P-\ ) de ce faisceau avec la courbe, appliquons le théorème d'Abel pour p — 1 intégrales distinctes de première espèce. On en déduira immédiatement
Qi (Ci, rii) ••• Qi(&>-i,.*lP-i)
Q2(?i, tqi) ... QjvÇp-i, ^ip-i)
Q/j-i(£i, *)i) ... Qp-iiïp-U rip-i)
et l'on aura là une identité puisque les p — 1 points (£, r\) coïncident dans une position particulière avec les p — 1 points a pris arbitrairement. Mais ceci est impossible, comme nous l'avons déjà dit, si les polynômes Q,, Q2, ..., Q/?_l sont linéairement indépendants.
IV. — Théorèmes fondamentaux sur les intégrales de première espèce. Intégrales normales.
12. Revenons aux périodes des intégrales de première espèce. Les périodes d'une telle intégrale
r{r'y)Qk(x,y)d.x
J(-r0,yu) Jy
peuvent être désignées par
4, dkh (A = i, 2, ...,/?),
en représentant par c\ et d\ les valeurs de l'intégrale prise respectivement le long des coupures D^ et C^.
Nous avons dit que c\ était la période correspondant à G^ et dh la période correspondant à D^. Les sens suivant lesquels sont
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pris ckh et dkh sont tout à fait arbitraires. Faisons donc seulement une convention pour fixer les idées. On forme le contour K dont nous avons déjà tant de fois parlé ; ce contour se compose, outre les rétrosections, de p — i coupures joignant deux à deux, à la manière d'une chaîne, les coupures D.
Considérons une des extrémités de cette chaîne. Je fixe un sens sur Dj, marquant la flèche du côté de la coupure sur lequel ne s'insère pas la coupure auxiliaire qui joindra D, à D2. On suit alors, dans le sens indiqué, le côté considéré de D, ; on ren-
TTV
contre C< et il s'ensuit un sens pour C|. Nous continuons maintenant le contour K, et les sens dans lesquels nous parcourons respectivement D2 et C2, à l'arrivée sur la seconde rétrosection, sont ceux que nous fixons sur celle-ci pour évaluer les intégrales c\ et d\ et ainsi de suite.
Ces définitions posées, nous allons établir une inégalité fondamentale d'où se déduiront les conséquences les plus importantes pour le^ périodes des intégrales de première espèce. Considérons d une manière générale une intégrale de première espèce
rQ(x,y)dx
J J y aui périodes c/, et <7/,. •!«' mets l'intégrale sous La forme
et je pose
rh = c'h -+■ ic"h. dh — d'h-\- i<I ,,.
Imi appliquant !<■ théorème démontré à l;i fin du Chapitre pré-
cèdent (§ 27), nous sommes assuré que l'intégrale
XdY,
étendue au contour K, est différente de zéro. Elle est positive si le sens choisi sur le contour K correspond au sens positif sur les feuillets ; c'est ce que nous pouvons supposer. A la vérité, comme nous l'avons dit, une petite discussion est nécessaire, en appliquant ce théorème et les théorèmes analogues établis (loc. cit.), pour les points à l'infini et pour les points de ramification. Ici on se rend compte tout de suite que l'intégrale précédente pour un circuit infiniment grand sur un feuillet quelconque est nulle,
dY puisque X est fini à l'infini et que -y- est infiniment petit comme
— ? tandis que ds contient seulement p en facteur (p étant le rayon
du cercle d'élément ds grandissant indéfiniment). Quant aux
dX points de ramification, on voit immédiatement que -7- est de
l'ordre — — , tandis que ds est de l'ordre de /*, en désignant par r
la distance du point variable au point de ramification, distance qu'on fait tendre vers zéro.
Ecrivons donc
XdY>o.
Nous allons évaluer cette intégrale. Les fonctions réelles X et Y admettent respectivement les périodes cto d'h c"h, d"h. Nous avons dit que les périodes correspondant aux coupures auxiliaires joignant les rétrosections étaient nulles (§ 2) ; les intégrales relatives à ces coupures sont donc nulles, leurs éléments se détruisant deux à deux. Nous pouvons, par conséquent, faire abstraction de ces coupures, et nous n'avons qu'à évaluer l'intégrale précédente sur chacune des rétrosections. Prenons, par exemple, la rétrosection (D,, C,); soient m et m' deux éléments se correspondant des deux côtés de la coupure D,, l'élément m étant sur le côté de la coupure auquel correspond la flèche. Nous aurons pour éléments
de l'intégrale :
en m X d\
en m' -(X + ^,)^Y
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pour le second élément, X est en effet devenu X -j- d\ et le signe a changé^ les éléments m et m' étant parcourus en sens inverse. Nous aurons donc pour la somme
— d\ dX.
et il faut faire la somme de cette expression pour les éléments m , ce qui donne immédiatement
Prenons de même deux éléments p et p' ; on aura pour éléments de l'intégrale :
en p X dX
en//.... — (X — c\) dX
dont la somme donne c\ d\ qui, intégrée pour les éléments p, conduit de suite à
r' d" cl a\-
La première rétrosection donne donc, comme valeur de l'intégrale cherchée,
Nous avons par suite V inégalité fondamentale
(io) ^d(crhd';l-c"hd'/l)>o,
et, je le répète, cette inégalité exclut l'égalité.
Je tirerai de suite de cette inégalité une nouvelle démonstration du théorème démontré dans la section précédente et relatif au nombre des intégrales linéairement indépendantes. Ce nombre ne peut être supérieur à />. car, s'il en était ainsi, on pourrait former une intégrale de première espèce ne se réduisant pas à une constante, et pour laquelle les périodes relatives aux coupures I) se réduiraient à zéro ; ce qui est Incompatible avec L'inégalité pr< dente.
13. L intégrale générale <le première espèce est de la forme (n V,\, tB*)U,
les A et B désignant des constantes réelles quelconques et les I représentant des intégrales linéairement indépendantes. Désignons cette intégrale par X -J- * Y \ les 2 p périodes de X seront
(kkdt-Bkd»nk)
Je dis qu'on peut choisir les 2 p constantes A* et B* de manière que ces 1 p périodes prennent telles valeurs que l'on voudra. Il suffit pour cela de faire voir que le déterminant des coefficients A# et B* dans ces 2 p formes linéaires ne peut être nul. Pour le montrer, remarquons simplement que, si ce déterminant était nul, on pourrait choisir les A et B, non tous nuls, de manière à annuler toutes les périodes de X. On aurait alors une intégrale (11) pour laquelle les parties réelles de toutes les périodes seraient nulles. Or cette circonstance ne peut se présenter pour une intégrale de première espèce ne se réduisant pas à une constante, comme le montre l'inégalité (10) qui ne peut être vérifiée quand toutes les lettres pourvues d'un seul accent sont nulles. Enonçons donc ce théorème :
On peut former une intégrale de première espèce pour laquelle les parties réelles des ip périodes ont des valeurs arbitrairement données.
Une conséquence immédiate est que les ip périodes d'une intégrale arbitraire de première espèce sont distinctes. On se rappelle la définition des périodes distinctes (p. 23q de ce Volume). Il est impossible ici qu'il existe entre les périodes d'une intégrale arbitraire de première espèce une relation homogène et linéaire à coefficients entiers, puisque les parties réelles des périodes peuvent être choisies arbitrairement.
Gomme nous avons eu déjà l'occasion de le remarquer (p. 242) le nombre des périodes, pour une intégrale déterminée de première espèce, peut être inférieur à 2/?, mais nous ferons la remarque que le nombre des périodes distinctes d'une -intégrale de première espèce ne peut être inférieur à deux.
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Supposons en effet qu'une intégrale I de première espèce n'ait qu'une seule période to. Considérons alors l'expression (')
mu
Cette expression n'aura qu'une seule valeur en chaque point (x * y) de la surface de Riemann. D'autre part, elle reste toujours finie; elle devrait donc se réduire à une constante (Chap. XIII, § 27), ce qui est absurde.
14. Indiquons maintenant ce qu'on entend par intégrale normale de première espèce. Cherchons à déterminer p intégrales de première espèce J,, J2. ...,J^ pour lesquelles les périodes correspondant aux coupures D,, D2, . . . , Dp forment le tableau
suivant :
D, D2 D3 ... IV
Ji
On partira pour cela des p intégrales linéairement indépendantes [f, I2, ..., 1^ et l'on déterminera les constantes a,, a2, . ..,a/; de manière que les périodes de
correspondant aux coupures D aient successivement les valeurs correspondant à ce tableau. On aura ainsi à résoudre successivement p systèmes de p équations du premier degré. Il est essentiel de remarquer que le déterminant commun de ces systèmes .n 'est pas nul, car, s'il en était ainsi, on pourrait choisir les a (non tous nuls i de manière que les périodes de (ta) correspondant aux coupures I) soient tontes nulles, ce qui est en contradiction avec l'inégalité fondamentale (io) où toutes les lettres d ne peuvent s'annuler simultanément .
Il est évident d'ailleurs que les Intégrales .1 ainsi déterminées
(') On reconnaîtra la sons une forme pins condensée II généralisation <ln rai
«onnrment fait à la |>;ige •]•.
rirAi»r>. - n. SI
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sont linéairement indépendantes, car aucune combinaison linéaire des J ne peut se réduire à une constante sans que les coefficients soient nuls, comme on le voit tout de suite en égalant à zéro les périodes relatives aux coupures D d'une telle combinaison.
On appelle les intégrales J les intégrales normales de première espèce. Nous désignerons par le tableau suivant le tableau des périodes des intégrales normales :
Dt
. Dp
. Gp
Ti i
Xl2 -
~~ïï '
XP1>
Dans chaque ligne horizontale se trouvent les périodes de l'intégrale normale correspondant à cette ligne.
15. Il existe entre les périodes de deux intégrales quelconques de première espèce une relation remarquable. Soient I et i deux telles intégrales, dont nous désignons les périodes respectivement
par
ci, et dh )
c/t et Y/* et
dh
Considérons l'intégrale
I di.
On peut lui appliquer le théorème de Cauchy relativement au contour K; elle sera nulle. La seule discussion à faire, pour s'en convaincre, est relative aux points à l'infini sur les feuillets et aux points de ramification; elle se fait comme pour l'intégrale étudiée au paragraphe précédent. Nous avons donc
\di
Le calcul de cette intégrale est entièrement analogue à celui de
XdY;
les périodes de I et de i remplacent seulement respectivement
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celles de X et de Y. Nous aurons donc
7, {c/^k— YPd/t) — o.
Il résulte de cette égalité que nous avons entre les périodes de p intégrales de première espèce
relations, en l'appliquant de toutes les manières possibles à deux de ces intégrales. Ces relations prennent une forme particulièrement simple pour les intégrales normales ,). Ainsi prenons J, et J2 : on a de suite
D'une manière générale, il vient
Ces égalités sont fondamentales.
16. Nous terminerons cette étude des intégrales de première espèce, en indiquant une nouvelle égalité, conséquence d'ailleurs de l'inégalité fondamentale et qui joue dans la théorie des fonctions abéliennes un rôle capital. Considérons l'intégrale
mlJ)+m2J!1 + ...+ ntpip,
où les m sont des constantes réelles quelconques, et appliquons à ses périodes l'inégalité (9). En posant
'Ah — "Ah ■+■ i*kht
on trouve, après quelques réductions très simples,
ïw//m/lT^/j> 0 (A. k — 1, 2, p).
On peut donc énoncer que la forme quadratique en mt, m2, . . . , mp
est définie et positive.
V. — Des intégrales de deuxième espèce
17. Nous avons désigné d'une manière générale sous le nom à1 intégrales de deuxième espèce les intégrales n'ayant sur la surface de Riemann d'autres points singuliers que des pôles. Nous allons former a priori une intégrale de deuxième espèce ayant un seul pôle. Soit (Ç, r\) un point arbitraire de la surface de Riemann et désignons par
(i3) ax -f- by -f- c — o
l'équation de la tangente à la courbe f(x, y) = o au point (ç, t\). J'envisage l'intégrale
f{x>y) P(x,y)dx
ro,y0)
C)fy
où P(#, y) représente un polynôme adjoint de degré m — 2 s'annulant pour les m — 2 points simples de rencontre, en dehors du point de contact, de la droite (i3) avec la courbe /. Cherchons d'abord le nombre des constantes arbitraires figurant dans P(#, y). Ce nombre sera au moins égal à
— -— — Za "' 2 - (m - *>>
c'est-à-dire à p -\- 1 . Mais on aperçoit de suite une famille de polynômes P(oc,y) remplissant les conditions requises et dépendant de p paramètres; elle est fournie par
XO, y) = (ax + by -+- c) Q(ar, y),
Q(#, y) étant le polynôme général adjoint d'ordre m — 3 qui a joué le rôle fondamental dans la théorie des intégrales de première espèce. Pour une telle valeur de P, l'intégrale (i4) se réduit à une intégrale de première espèce; mais, puisque la famille générale des polynômes P(#, y), satisfaisant aux conditions indiquées, dépend au moins de p -J- 1 paramètres arbitraires, il y aura certainement un polynôme P(#, y) ne contenant pas ( ax -\- by -\- c ) en facteur, et, par suite, ne s'annulant pas en (£, r\). Pour un tel polynôme, Y intégrale (i4) esi de deuxième espèce. Il suffit,
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pour l'établir, de remarquer que cette intégrale devient infinie au
point (ç, r\) de la surface de Riemann et en ce point seulement.
Cet infini est nécessairement un pôle; on pourrait le vérifier
directement, mais on évitera tout calcul en remarquant qu'une
intégrale ne peut avoir un seul infini logarithmique d'après la
relation
démontrée au paragraphe 3 de ce Chapitre. Le pôle est d'ailleurs évidemment un pôle simple.
Nous avons dit plus haut que le nombre des constantes figurant dans P était au moins p -f- i , ignorant a priori si la disposition particulière des points qui déterminent le réseau de courbes n'élèverait pas le nombre des constantes au-dessus du nombre p -h i qui est celui que donne la numération directe. En fait, on peut voir que ce nombre sera p -+- i : en effet, si l'on a deux polynômes Pi et V2 ne s'annulant pas en (£, y\)1 on peut choisir la constante a de manière que P, — aP2 s'annule en (;, yj); on a alors
|>,— aP2 = (ax+ by -h c)QO, y).
Donc P< ne dépend que de p -f- i constantes.
Soit H une intégrale (i4) de deuxième espèce ayant le pôle (;, -r\); il résulte de ce qui précède que toutes les intégrales de deuxième espèce ayant le pôle simple (;, r\) seront de la forme
(i5) aH-+.(J,I,-l-p*I*H-...-+-8
les I représentant p intégrales distinctes de première espèce, j et les j «les constantes arbitraires.
18. Nous [xniNoii», choisir a de manière que le résidu de l'intégrale (i5) relativement au pôle(£, rj) soit X uni té. De plus, on peul choisir les (3 de manière que les périodes de (i5) relatives aux coupures I) soient nulles. On a alors une intégrale de deuxième espèce parfaitement déterminée; nous l'appellerons X intégrale normale de deuxième espèce relative au p<>u>i ;, r. ). Dési gnons-la par E; ses périodes seront
•) <) ... «> <?, et ... r .,
Les périodes e, relatives aux coupures G, ont des valeurs extrêmement simples que nous allons maintenant faire connaître. Considérons à cet effet, avec Riemann, l'intégrale
ErfJ
où J^ est une intégrale normale de première espèce. Cette intégrale prise le long du contour K n'est pas nulle ici, comme celle que nous avons considérée au paragraphe 14, puisque la fonction E a un pôle au point (£, r,), mais nous aurons, d'après le théorème de Cauchv étendu aux surfaces de Riemann,
(16) fEdlh=2Tzï.R}
en désignant par R le résidu de
F (^h dx
par rapport au pôle (£, ■/]). Calculons de suite ce résidu ; le résidu
de E étant Fur (E, r;), on aura
j ri . u • • dS h , , ,. Qh(or. y) n •
de E étant 1 unité, et -r-, c est-a-dire ~ — .. J > restant fini pour
dx fy r
R Q/i(gi -n)
en désignant, bien entendu, par Qa(#, y) le polynôme adjoint d'ordre m — 3 correspondant à l'intégrale normale Jyi.
Quant au calcul de 1 intégrale figurant dans le premier membre de (16), il est entièrement analogue à celui que nous avons eu à faire au paragraphe 14; les périodes de E et J^ remplacent celles de 1 et i. On a immédiatement
Ainsi les périodes de Y intégrale normale de deuxième espèce relative â un pôle (£, tj) s'expriment d'une manière algébrique.
19. Prenons maintenant sur la surface p points (£,, rH), ( Ç2, ri2), ..., (^, t\p), qui vont rester fixes, mais à qui nous
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donnons une position arbitraire, et envisageons les intégrales normales de deuxième espèce correspondantes E,, E2, ..., E^. Nous allons montrer qu'aucune combinaison linéaire à coefficients constants des ip intégrales
Ei, E2, ..., E^,, J1} J2, ..., J^
ne peut se réduire à une fonction rationnelle de (#, y).
Il faudrait et il suffirait pour cela que toutes les périodes de
A.t Ei h- A2Ea-h...-f- A^E^-h Bt Jt -+-
HjJp
fussent nulles. Pour que les périodes relatives aux D soient nulles
on doit avoir
B1 = B2 = ...= Bj='o.
Les périodes relatives aux coupures C sont nulles si l'on a
Ai Qa(Çi, i\i) -+- A2 Q/, (;2, Hi)-+--..'-+-A.^Qa(^ i\p) = o (h = 1, 2, ...,/>).
Mais ces p relations entraînent nécessairement
car le déterminant
Qi(Ei,.*t) Qi(Çi,r,t)
Q*(£i, r|t) Q,(Ê,, rlt) .
kf-
Qa< £/>i
<V;>,-'h) Qp(Çi,i.)
ne peut être nul si les p points (Ci, ^1), . • • , (£p, "rç^) ont été pris arbitrairement (§ 10), et la combinaison formée est alors identiquement nulle.
Nous pouvons donc dire que nous avons formé % p intégrales de première et de deuxième espèce linéairement indépendantes, en entendant ici par intégrales linéairement indépendantes de9 intégrales dont aucune combinaison linéaire n'est rationnelle en (x, y). Il ny a aucune confusion à craindre pour les deux sens dans lesquels, suivant les cas, nous entendons l< ^ mots linéairement indépendants. Quand il sera question d'intégrales de deuxième espèce, il s'agira toujours 'du sens que nous venons d'indiquer. Il est clair (pie le déterminanl d'ordre a/? formé avec les périodes de tiôd > p intégrales n'est pas nul.
20. Toute autre intégrale de deuxième espèce s'exprime linéairement à l'aide des ip intégrales précédentes et d'une fonction rationnelle. Soit en effet H une intégrale absolument quelconque de deuxième espèce. Nous pouvons choisir les constantes A et B de manière que les ip périodes de
(17 ) H -4- A, Ex +.. .+- ApEp + H, J, -h. . . -f B^
soient nulles; d'après ce que nous avons dit plus haut, le déterminant des ip équations du premier degré ainsi obtenues ne sera pas nul. L'expression (l'y) n'ayant pas de périodes et n'ayant que des pôles sera une fonction rationnelle de (#, y), et nous pouvons, par suite, énoncer que toutes les intégrales de deuxième espèce s'expriment à l'aide de p d'entre elles, linéairement indépendantes, et d'une fonction rationnelle de (#, y).
On pourrait démontrer le théorème précédent, qui est capital, d'une manière purement algébrique, en s'appuyant sur la réduction que nous avons donnée (t. I, p. 68 et suiv.) pour les intégrales de différentielles algébriques. Du moins, on peut voir facilement ainsi que toutes les intégrales de deuxième espèce sont réductibles à 2jo d'entre elles et à une partie rationnelle en («r, r), mais il serait moins simple d'établir directement que ces i p intégrales sont linéairement indépendantes. Nous n'insisterons pas sur ce genre de démonstrations.
21. De même que nous avons cherché une relation entre les périodes de deux intégrales de première espèce, on peut, de lf) même manière, trouver une relation entre les périodes d'une intégrale de première espèce et celles d'une intégrale de deuxième espèce. Reprenons l'intégrale arbitraire H de deuxième espèce, et soit I une certaine intégrale de première espèce; on considérera encore l'intégrale
f\ld\
prise le long du contour K. Cette intégrale sera égale au produit de 2Tii parla somme des résidus relatifs aux différents pôles de
la fonction H -r-; cette somme R pourra être facilement calculée
dx r
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dans chaque cas, et l'on aura par suite la relation cherchée
2^ ( ch 8/i — yh dh ) = 2 ici. R,
en désignant respectivement par c/t, d/t et va, Oa les période» de H et I.
VI. — Étude directe des intégrales de deuxième espèce et de leur périodicité.
22. Nous nous proposons, dans cette section, de montrer rapidement comment on peut établir la théorie des intégrales abéliennes de seconde (et première) espèce, en supposant seulement connus les principes élémentaires de la théorie des fonctions analytiques, et sans avoir étudié au préalable les surfaces de Riemann('). Nous supposerons pour simplifier que la courbe algébrique f(x, y) = o de degré m n'a que des points doubles ù tangentes distinctes, et qu'elle n'a pas de position particulière par rapport aux axes, les m directions asymptotiques étant distinctes.
23. Etablissons d'abord que toutes les intégrales abéliennes relatives à la courbe y, restant finies à distance finie, sont nécessairement de la forme
P( x, y) dx
l} étant un polynôme.
Soit
/ l\(x, y ) dx \ \\ rationnel en x et y)
une intégrale abélienne restant linie à distance finie; il est clair (pie L'intégrale
j y* R(x, y) d i (X entier positif) restera également finie à distance finie. Désignons par r,, \ 2, ...,
('; V.. Pl( \i!i>. Sur 1rs intégrales abéliennes dé têcondé espèce et sur leur périodicité i finales de V Ecole Normale eupérieure, 1916
ym les m racines de
/Or,» = o;
l'expression symétrique
y\ R<X y\) + y\ R(*> jk»)-+-« • •-+■>« rO> /«)
sera une fonction rationnelle P(#), et comme
fP(x)dx
doit rester finie à distance finie, P(#) sera un polynôme. Ecrivons donc en faisant A — o, 1,2, . . . , m — 1,
R"(a>, 71') -H R(#, 72) -+-• .--H R(^,jKm) = P0(#),
y\ R(^,JKi)+J2 R(^P, J2) -+-... + JKm R(^,JKm) =P,('^P),
JKÏ"! R(X: rO-^rr1 R(^ r-2) -+-. • •■+- y%~ l R(*, JKm-l) = Pm-l(^),
les second membres étant des polynômes. Résolvons ces équations par rapport à R(^r, j^i )• On peut écrire
où les B sont des polynômes en x et y y. On en déduit de suite
La résolution des équations du premier degré se fera de suite en multipliant les équations par 1, Bn . . . , Bm_,. Il vient ainsi
/yO, yi) R(#, ri) = x.(?j yù,
y^ étant un polynôme en ^ et y,. On en déduit, en supprimant l'indice,
c'est le théorème énoncé (').
(') On remarquera que la démonstration précédente ne suppose en rien que la courbe / n'a que des singularités ordinaires; les singularités pourraient être quelconques. .,-»..
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i2i. Cherchons enfin la forme générale d'une fonction rationnelle de x et r, qui reste finie à distance finie. Soit R(j?, y) une telle fonction rationnelle. Il est clair que si R reste finie, à distance finie, il en sera de même de
et, par suite, on a
Q.{xi )r) étant un polynôme en x et y. Pour que R reste finie à distance finie, il faut et il suffit évidemment (' ) que la courbe
passe par les points doubles et par les points de contact des tangentes à la courbe parallèles à l'axe Or.
2o. Cherchons maintenant la forme des intégrales de seconde espèce et le nombre de ces intégrales distinctes.
Nous pouvons supposer, les axes ayant une orientation quelconque par rapport à la courbe, que l'intégrale de seconde espèce envisagée ne devient pas infinie en des points simples de la courbe situés sur des tangentes parallèles à Oy ou sur des parallèles à O) passant par les points doubles. Mettons l'intégrale sows la forme
r Q(x,y)d.r y r P(g, y) dx
J y; jLJ (x-a)* y;.'
Q <-t les P étanl des j >< » 1 % nomes. Si une droite x = a esl tangente ;i la courbe, l'intégrale correspondante pourra seulement devenir infinie aux points doubles de la courbe, les seuls termes devenant infinis en ces points étant «le nature logarithmique.
Pour les autres droites .r — a, on pourra supposée | 3 i, après
une SOUStraCtioQ convenable, que 7. est égal à un.
Vuis aurons doue une intégrale de seconde espèce, que nous
Voir pai exemple dans le présent Chapitre lei 1." r el *< (») Tome 1. Chap. 11. Set t. m
Tome 1 <:hap. n, n
pouvons mettre sous la forme
Ç Q< x, y)dx \^ Ç P(a?, y) dx ^ Ç Pi (a;, y) dx
les droites # = a rencontrant la courbe en m points distincts ou passant parles points doubles^ tandis que les droites x = at sont
tangentes à la courbe et qu'une «intégrale de la somme > peut
seulement devenir infinie aux points doubles.
Considérons les intégrales de la somme 2. Si x = a rencontre la courbe en m points distincts, il est nécessaire que P(#, y) s'annule en ces points; car, autrement, ces points seraient des points singuliers logarithmiques. On en conclut que le quotient correspondant
est susceptible de se mettre sous la forme d'un polynôme en x et y, et l'intégrale est de la forme du premier terme de J. Envisageons maintenant une intégrale de la somme S
fP{x, y) dx J x — a fy
pour laquelle la droite x = a passe par un point double A de coordonnées (a, b). Désignons par B,, B2, ..., B/w_2 les m — i autres points de rencontre de x = a avec la courbe. Le polynôme P s'annulera nécessairement aux points B, sinon ils seraient des infinis logarithmiques. L'intégrale (18) peut avoir comme infinis, avec terme uniquement logarithmique, les points doubles de la courbe autres que le point A. En ce dernier point, l'intégrale pourra devenir infinie sur l'une et l'autre branche, avec un
terme en
et un terme logarithmique en
\og(x — a).
Nous allons montrer maintenant que Ion peut retrancher de (18)
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une expression
11 = - =— (A polynôme),
restant finie aux points B, et telle que la différence entre l'intégrale (18) et H n'ait plus, sur l'une et l'autre branche, comme terme devenant infini en A que le terme logarithmique.
11 faudra d'abord choisir \(x,y) de telle sorte que la courbe X=o soit tangente à f=o aux points B. Ensuite le polynôme A(#, y) devra s'annuler en A. Si on le développe suivant les puissances de x — a et y — />, on peut choisir les coefficients des termes du premier degré de manière que la différence entre (18) et H n'ait plus de terme en
sur lune et l'autre branche.
En retranchant des différents termes de la somme 5 une expression analogue à H, on aura l'intégrale
J, = J — in
qui manifestement sera encore une intégrale de seconde espèce. D'autre part, elle ne pourra devenir infinie à distance finie qu'aux points doubles, et en chacun de ces points l'infini ne pourra être que de nature purement logarithmique. On en conclut que J< reste toujours finie à distance finie. Par suite, d'après le paragraphe 23, J, est de la forme
Nous arrivons donc à la conclusion, que toutes les intégrales de seconde espèce, par la soustraction d'une jonction rationnelle convenable de x et y, se ramènent a fa forme
I ' /•. y 1 dx
fi
P(x, y) étant un polynôme (•).
('; Nous avon> supposé dans la rédaction que • ciiaiucs quantités a riaient
conooes. Il est clair que ces quantités pourraient n'être pas connues individuelle-
Il résulte évidemment du théorème du paragraphe 23 qu'une intégrale de seconde espèce de la forme (19) garde la même forme quand on fait tourner les axes Ox et Oy.
26. Nous devons chercher maintenant à quelles conditions une intégrale (19) est de seconde espèce. 11 faudra tout d'abord que lJ(#, y) s'annule pour les points doubles, car, autrement, il y aurait un point singulier logarithmique au point double pour l'une et l'autre branche. De tels polynômes sont dits polynômes adjoints. P(x,y) s'annulant aux points doubles, l'intégrale (19) reste finie à distance finie. On voit en effet de suite qu'elle reste finie aux points de contact des tangentes parallèles à Oy. L'intégrale deviendra en général infinie aux m points à l'infini de la courbe. On voit facilement que la somme des résidus correspondants de R(#, y) sera nulle. Posons en effet
et formons, pour les m branches, la somme
R(>,7, )■+■ R(x, j2) +...-+- R(x, ym );
elle se réduira nécessairement à un polynôme en x. La somme des
résidus de R(^r, y) pour les m points à l'infini est donc nulle
nécessairement.
Le nombre des conditions pour que l'intégrale restant finie à
distance finie
P( a?, y ) doc
fy
soit de seconde espèce est donc au plus égal à m — 1 . Il est essentiel de démontrer qaily a bien effectivement m — 1 conditions distinctes.
Ql . Avant d'aborder ce point, arrêtons-nous sur les intégrales
ment, mais être racines de certains polynômes La considération des fonctions symétriques permet de n'introduire aucune irrationalité, et nous pouvons dire que la réduction à la forme (19), d'une intégrale de seconde espèce rationnelle par rapport aux coefficients de /, est susceptible d'être faite sans l'introduction d'irrationnelles.
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de première espèce, c'est-à-dire sur les intégrales restant partout finies. 11 est facile de voir que le degré de P ne devra pas dépasser m — 3 ('). Les intégrales de première espèce sont donc de la forme
Q(^, y) étant un polynôme de degré m — 3 s'annulant pont les points doubles. On établit que le nombre de ces intégrales linéairement indépendantes est égal à
a ( que I on désigne par p),
t/ étant Je nombre des points doubles. On peut effectuer la démonstration, en se servant du théorème d'Abel sous sa forme élémentaire (2). Si l'on veut rester à un point de vue algébrique, on peut utiliser la théorie des groupes de points sur une courbe plane de Brill et Nother (voir, par exemple, le Tome II de ma Théorie des Jonctions algébriques de deux variables, p. 21).
28. Revenons au théorème énoncé à la fin du paragraphe 26, et considérons à cet effet le cas où P(#, y) est de degré m — 2. Ce polynôme, qui s'annule aux points doubles, contient exactement
p -h m — 1 constant»
puisque déjà, pour le polynôme de degré m — 3, la disposition des points doubles ne pouvait avoir aucune influence sur le dénombrement des conditions (paragraphe précédent).
Les p -j- ni — 1 polynômes adjoints \\ d'ordre ni — 2, linéairement indépendants, sont, si Ton veut, les p polynômes adjoints d'ordre m 3, puis m 1 autres avec des termes de degré m — 2; d'où la conséquence (pie, dans le polynôme adjoint général d'ordre m :>.. les termes d'ordre m — 2 peuvent être pris arbitrairement. Soit
) oit daqi 1 < Chapitre le n* 8.
1 on dans ce Chapil re le n° 10.
Les résidus de l'intégrale (19) sont
tt étant une racine de <pm(i, £) = o. Or, si l'on décompose
Pm-l(t, t)
«pm(r, O en éléments simples, on aura
Ai A2 A„,
On a bien SA = o; mais, sauf cette condition, les A sont arbitraires. On est donc assuré que, pour P de degré m — 2, et a fortiori pour P de degré supérieur, le nombre des conditions exprimant que V intégrale
P ( x, y ) dx
n '« pas de point logarithmique à V infini est exactement égal à m — 1 .
29. Nous arrivons maintenant à la recherche du nombre des intégrales distinctes de seconde espèce, c'est-à-dire des intégrales dont aucune combinaison linéaire n'est une fonction rationnelle de x et y. On peut établir d'abord que, par la soustraction d'un polynôme convenable en x et y, l'intégrale ci-dessus peut être ramenée à une intégrale de même forme, où le degré de P ne surpasse pas im — 4 {voir t. I, p. 70). Nous sommes ainsi assuré que le nombre des intégrales distinctes de seconde espèce est limité. Nous allons cependant raisonner en supposant que dans l'intégrale de seconde espèce
(ao) j — j,
le polynôme adjoint P soit de degré quelconque X.
Toute intégrale du type précédent, qui serait rationnelle en x et y, est nécessairement de la forme
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Q(jc, y) étant un polynôme adjoint d'ordre X-p-i, qui passe en outre par les points de la courbe, où la tangente est parallèle à Oy (§ 24). Cherchons combien de constantes figurent dans (20) et (2 1 ); leur différence donnera le nombre cherché des intégrales distinctes de seconde espèce.
Dans (20) le nombre des constantes est
: — a — < ni — 1 ) ;
le premier terme représente le nombre des constantes figurant dans un polynôme de degré X, le second provient de la réduction de ce nombre par le fait que l'on peut retrancher de P(#, y) le produit
8 étant un polynôme de degré X — m; le troisième est relatif aux points doubles, et le quatrième provient des conditions pour la seconde espèce. L'expression précédente se réduit à
(22) Xm-hi—- — -—d—{m — i).
Le nombre des constantes de (21) se trouve aussi facilement; c'est
r« /> v (ni — \){m— 2) , _ . ,,
La signification des termes est bien claire. Nous avons d'abord des termes qui représentent, au terme —(m — 1) près, l'expression (22), où X a été remplacé par X -+- 1 , il y a ensuite les points de contact représentés par/?* (m — 1) — 2 d. Ouant au terme — 1, il provient du fait que l'opération de la dérivation supprime dans (21.) une constante. Comme X est pris aussi grand que I ou voudra, toutes les conditions sont bien indépendantes.
En retranchant l'expression (23) de l'expression (22), on trouve le nombre
Nmi^ ayons donc établi que le nombre «les intégrales distinctes de seconde espèce est égal à 2p. C'esl la proposition fondamen taie.
PICARD. II
On peut donc former i p intégrales distinctes de seconde espèce
dont aucune combinaison linéaire n'est une fonction rationnelle de x et y, et telles que toute intégrale de seconde espèce est de la forme
AiJ!-h A2J2-h. . .+ A2i>J2;;+ p<>, y),
les A étant des constantes, et p(#, y) une fonction rationnelle de
x ely(*).
30. Passons à la périodicité des intégrales de seconde espèce. Pour compter les périodes, procédons comme le font Briot et Bouquet (2) en introduisant, avec Clebsch et Gordan, la notion des lacets fondamentaux.
On définit d'abord m — 1 lacets dits fondamentaux, en prenant un premier lacet permutant une racine y0 de
avec une seconde racine y,, puis un second lacet permutant l'une des racines j'0 ou ys avec une troisième racine y2, et ensuite un troisième lacet permutant l'une des racines y0, y{ ou y>2 avec une quatrième racine jr3, et ainsi de suite jusqu'à ym_ , .
On démontre de suite qu'il n'y a qu'un seul chemin formé de lacets fondamentaux unissant une racine ya à une racine yp, abstraction faite de lacets parcourus deux fois en sens inverse.
On établit ensuite qu'il n'y a pas de cycles formés seulement de lacets fondamentaux. Un cycle simple est un cycle contenant un seul lacet fondamental, et il est immédiat que tout cycle est une somme de cycles simples. On trouve enfin aisément qu'il y a
ip -+- m — 1 cycles simples. Tous les cycles se ramènent à ceux-ci.
(J) De la note du paragraphe 25 il résulte que les intégrales J peuvent être formées sans introduire aucune irrationalité par rapport aux coefficients de /; la réduction précédente peut se faire dans les mimes conditions.
(3) Briot et Bouquet, Théorie des fonctions elliptiques, p. 5i.
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31. Envisageons maintenant une ' intégrale quelconque de seconde espèce de la forme
P(x, y)dx
et cherchons le nombre de ses périodes. Les ip-\-m — i cycles simples, dont nous venons de parler, ne donnent que i p périodes. Pour le voir, on considère le contour fermé, formé par tous les lacets partant d'un point O. L'intégrale prise, en prenant à l'ori-
Fîg. 5i bis.
CLm
gine O du premier lacet une détermination quelconque )/ pour r, est évidemment nulle, puisqu'elle revient à une intégrale prise autour du point à l'infini.
Les m équations ainsi obtenues se ramènent évidemment de suite à m — i, mais elles ne se ramènent pas à un moindre nombre, d'après ce qui aété dit plus haut (n° 28) pour le point à V infini dans le cas des intégrales de seconde espèce. Or chacune de ces équations s'exprimera par une relation à coefficients entiers entre les périodes. Nous obtenons par suite m — i relations distinctes entre les i p -J- m - \ périodes. Il y a donc au plus ip périodes pour une intégrale arbitraire de seconde espèce.
(lette intégrale a-l-clle moins de 2p périodes? La réponse est négative, comme il v.» résulter «les résultats précédemment établis. Considérons eu effet les 2 /> intégrales distinctes de seconde espèce
•h, Jft, • . . , .!.>//.
Le déterminanl d'ordre 2p formé avec les 2p périodes, « j n <■ nous venons d'obtenir pour chacune de ces intégrales, n'est pas nul; car, autrement, <>n pourrait choisir les A de manière que
l'intégrale
A1J1-4-A2J2-+-...-+- AîpJzp
fût sans période, et fût par suite une fonction rationnelle de (#, y). Les intégrales J ne seraient pas alors distinctes.
On peut donc former une intégrale de seconde espèce ayant 2 p périodes arbitrairement données, ce qui exclut toute possibilité de réduction pour les périodes.
3:2. Ainsi se trouvent établis, en toute rigueur, les points essentiels relatifs à la périodicité des intégrales abéliennes, sans recourir à la considération des surfaces de JRiemann.
On peut remarquer que la théorie des intégrales abéliennes de seconde espèce est, au fond, plus simple que celle des intégrales abéliennes de première espèce. La même circonstance se présente dans la théorie des fonctions algébriques de deux variables indépendantes, où l'étude des intégrales de différentielles totales de seconde espèce est plus facile à faire que celle des intégrales de différentielles totales de première espèce.
33. Gomme application de la réduction des intégrales de seconde espèce, proposons-nous de rechercher comment on pourra reconnaître si une intégrale
/ R(ar, y ) dx ( R rationnelle en x et y)
est une fonction rationnelle de x et y.
La réduction faite plus haut donne aisément la marche à suivre. Tout d'abord l'intégrale devra être de seconde espèce; on la mettra alors sous la forp^e
A1J1+A2J2 + .. .-+- k2p5ip-+- p(x,y),
0 étant rationnelle en (.r, y). 11 faut et il suffit que toutes les constantes A soient nulles. On se rend donc compte immédiatement que toutes les conditions sont de nature algébrique.
34. Prenons en particulier une courbe algébrique représentée par
équation dont les coefficients sont supposés dépendre rationnelle-
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ment d'un paramètre a. Prenons une intégrale de seconde espèce (pour a arbitraire),
dépendant rationnellement de a. Il est aisé de voir que ses ip périodes, considérées comme fonctions de a, satisfont à une équation différentielle linéaire d'ordre 2/?, à coefficients dépendant rationnellement de a.
En effet les intégrales
sont visiblement des intégrales de seconde espèce, pour a arbitraire. Il y a donc certainement une combinaison linéaire
AiI + Ait+v.+ A,,
où les A sont rationnelles en a, qui est une fonction rationnelle de x et^, puisqu'il ne peut exister 2 y? -h 1 intégrales distinctes de seconde espèce.
Si donc to est une période de l'intégrale, correspondant à un cycle quelconque, on aura
dm d^i'hi
A0io -+- A, -7— -h... H- V^, , „ = o.
C'est l'équation que nous voulions former.
VII. — Des intégrales de troisième espèce
35. L'étude des intégrales de troisième espèce se fait d'après les mêmes principes que («Ile des intégrales de deuxième espèce. Partons ici dune droite quelconque ax -\- by -\- c = o, et, parmi les m points de rencontre d<- cette droite avec La courbe /, consi dérons-en deux particulièrement <;,, rl{) et (c2, *a)j nous 1<^ désignerons simplement, pour abréger, par les points ;, et £2 . Ceci posé, formons encore l'intégrale
.! (ax 4- Oy-+-c)fy '
P (x, y) étant un polynôme adjoint d'ordre m — 2 s'annulant pour les m — 2 points de rencontre de ax -f- by-\- c = o avec/", distincts de £1 et £a. Sous ces conditions, l'intégrale précédente deviendra infinie pour Ç, et Ç2, si le polynôme P ne s'annule pas en ces deux points. On montrera comme plus haut que le polynôme P renferme p-\-i constantes arbitraires et qu'il existe un polynôme î>(xJy)ne s'annulant pas pour £, et £2, tous les autres étant de la forme
L'intégrale ainsi obtenue aura les deux points E, et Ç2 comme infinis logarithmiques; dans le voisinage du premier, la fonction deviendra infinie comme
Alog(V — .C»),
A étant une constante, c'est-à-dire qu'elle sera égale à l'expression précédente augmentée d'une fonction holomorphe dans le voisinage de Ci. Elle deviendra infinie, pour a? = £*, comme
— Alog(x — £=>)•
Les coefficients des logarithmes sont égaux et de signe contraire d'après la relation ^A — o du paragraphe 3.
On peut choisir la constante a de manière que A = 1 , et, de plus, les constantes (3 peuvent être déterminées de telle sorte que les périodes relatives aux coupures D de notre intégrale de troisième espèce soient toutes nulles. On a alors une intégrale de troisième espèce que nous appellerons intégrale normale de troisième espèce relative aux points \\ et Ç2. Nous la désignerons par
les parties logarithmiques de cette intégrale sont respectivement
pour \x et £2
-+-Iog(# — Si) et — log(:r — Çt),
et les périodes relatives aux D sont toutes nulles. Nous allons calculer les périodes relatives aux coupures G; l'intégrale a de plus une période polaire 2 tt i relative aux points singuliers logarithmiques.
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36. Les périodes cycliques de Se g , relatives aux coupures C et que nous désignerons par Si, s4, . .., ç^, ont une forme très simple; nous allons les trouver en suivant la même voie que pour les intégrales de seconde espèce. Considérons toujours le contour K sur la surface de Riemann (fig. 5a), puis réunissons les points \\ et ç2 par une ligne ne rencontrant pas K et dont
nous faisons une nouvelle coupure que nous joindrons par une autre coupure a|3 à un point quelconque de K. Appelons K/ le contour K modifié par cette addition, et supposons-le parcouru dans le sens des flèches de la figure. Il est manifeste que l'intégrale (24) fs^Ldin
prise le long du contour K' est nulle, hi désignant toujours une intégrale normale de première espèce. Nous aurons comme valeur des éléments en m et /// :
en m ^i,itdSh
en m1 — ( Sç, ç, -+- 1 « i ) d\ h
dont la somme donne
et, par suite, la valeur de l'intégrale (24) sur les deux bords de la coupure ( jjj, Ç5 ) est
Les intégrales des deux bords de la coupure -/i se détruisent el il reste à évaluer l'intégrale relative au contour K. Or c'est un calcul que nous avons déjà fait à différentes reprises ; l'intégrale
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se réduit à s/, et nous avons donc
= 'i 7t i f di f, ( h = i , 2 , . . . , p ),
formule qui fait connaître les périodes, relatives aux C, de l'intégrale normale de troisième espèce.
37. Il est facile de voir que toute intégrale de troisième espèce est une somme d'intégrales normales de troisième espèce et a" une intégrale de seconde espèce .^ Supposons que l'intégrale II considérée ait r points singuliers logarithmiques ct\, a-2, • • • , O-r avec les coefficients correspondants A4, A2, ..., Ar satisfaisant nécessairement à la relation
A, + A2 + ...+ Ar= o.
Formons les intégrales normales de troisième espèce
et la combinaison linéaire
■*i SàjnjM- î>-2 S^2rt3 -t- . . . -\- B/— j S„r_lrt .
On peut choisir les B de manière que cette somme devienne infinie en ai, a2, . . . , ar comme l'intégrale II. On n'a qu'à écrire
B,- Al5 B2 — B, -A2,
B/-i — B,._2 — Ar_i, - B,^ = A,.,
et ces /• équations compatibles, en vertu de SA =: o, déterminent les B. Ces coefficients étant ainsi choisis, l'intégrale
n — (BtSrflrt2 -+-...-+- B,. iSrtr_lflr)
n'aura plus de points singuliers logarithmiques : ce sera une intégrale de seconde espèce.
Démontrons maintenant le théorème important connu sous
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le nom de théorème de V échange du paramètre et de l'argument.
On trace sur la surface de Riemann, rendue simplement connexe au moyen du contour K, deux coupures (Iji, £2 ) et (oLi} a2 ) ne coupant pas K et ne se coupant pas entre elles. Formons alors les deux intégrales normales de troisième espèce
SljjEj et Sa, a2,
qui sont des fonctions uniformes sur la surface affectée des coupures indiquées. Pour avoir un contour unique, nous joindrons,
comme plus haut, les coupures jjj ;._. et les coupures ai a., au contour K : on forme avec toutes ces coupures un contour unique K'.
Nous avons Ja relation
SS,É,rfS«.a,= o,
d'après le théorème fondamental de Cauchy étendu aux surfines de Riemann. La partie de l'intégrale relative au contour K sera nulle puisque les périodes relatives aux coupures D des deux fonctions S sont nulles. Il reste simplement à considérer les intégrales relatives aux coupures ( ;i ;-2 ) et (ai a» ). La première nous donne, par un calcul tout à l'ail analogue à celui du paragraphe 36,
— >TZi / <-/Saia,.
Pour avoir la seconde, remarquons que le l<>n^ d'une ligne entou
rant les deux points a,, a., on a, en intégrant par parties,
/ SÇ, \% dSa, a, = — / Sa, «, dS\x Ç, ;
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or la seconde intégrale donnera de suite, pour la coupure ai a,,
-+■ 'in i ! «S^ç,.
On a donc l'égalité
• ? . vu.
qui exprime le théorème de X échange du paramètre et de V argument.
39. Nous terminerons ces généralités sur les intégrales abéliennes en revenant au théorème d'Abel, sommairement étudié au paragraphe 5 de ce Chapitre, et en lui donnant pour les intégrales de troisième espèce une forme très commode pour les applications. Nous allons d'ailleurs employer encore une fois la considération d'intégrales de la forme
étendues à un circuit convenable de la surface de Riemann, intégrales que ce grand géomètre a employées si heureusement pour l'étude des propriétés fondamentales des intégrales abéliennes des trois espèces, comme on vient de le voir dans les paragraphes précédents. Soit toujours S?i ç.2 l'intégrale normale de troisième espèce correspondant aux points £i et £2, et désignons par
les équations de deux courbes de degré n. La première rencontre la courbe f en mn points ai, a2, ..., aTOn et la seconde en mn points (3i, [6.2, . . ., j3m„. Après avoir tracé sur la surface de Riemann le contour K et la coupure Ç'i'Çj, nous joignons par des arcs de courbe ces points de rencontre deux à deux, en nous arrangeant de manière que les lignes
(a, (3,), (a2p2), ..-, (Zmnfrmn)
ne se coupent pas entre elles et ne coupent pas le contour K ni la coupure £i£2. Nous allons considérer les lignes précédentes comme des coupures que nous joindrons au contour K par des
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coupures auxiliaires ainsi que la coupure \\ Çs, et nous désignons par K/ le contour total ainsi formé. Ces constructions faites for-
mons l'intégrale
IwltëtiU-
Elle sera nulle; or il est facile de calculer sa valeur en raisonnant connue nous l'avons déjà fait à différentes reprises.
La fonction logy n'ayant pas de périodes cycliques, la partie
(1«- l'intégrale précédente relative à K sera nulle. D'autre part,
l'intégrale relative aux coupures auxiliaires est évidemment nulle. Calculons la valeur de l'intégrale pour une coupure OLh$h ', nous aurons
— a Tri/ dS^it.
JOLh
Pour l'intégrale relative à la coupure \\ ça, on substituera, après intégration par parties, L'intégrale
ci, par suite, on aura
•/sU,<*log{;
2 7tt / d loc -7 OU J.r.i I04; ( -7 ) ( - ) j
en désignant pari-?) la valeur de la fonction rationnelle +■ au point ;;. Il vient donc finalement
h = mn
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C'est le théorème d'Abel pour V intégrale normale de troisième espèce. Pour l'avoir sous une forme qui corresponde aux généralités [indiquées plus haut (§ 5), il suffit de considérer une famille de courbes
X(#, y, au a->, . . ., ar) = o
dépendant de r paramètres arbitraires qui figurent rationnellement dans cette équation.
Supposons que la courbe co corresponde à des valeurs numériques fixes données aux paramètres, tandis que <l correspondra à des valeurs arbitraires de ces paramètres. On voit que le second membre sera le logarithme d'une fonction rationnelle de ces paramètres ; ceci est d'accord avec le premier énoncé que nous avons donné du théorème d'Abel ( ' ).
40. Le théorème d'Abel pour les intégrales de première espèce se démontrera évidemment par la même voie ; on aura seulement à considérer l'intégrale
/log
?rfr,
I désignant une intégrale de première espèce. Il n'y a pas ici de points Si et £2, et l'on a de suite
dl = o.
J'ajoute seulement encore une remarque importante sur l'application du théorème d'Abel aux intégrales de première espèce.
Considérons un faisceau de courbes adjointes d'ordre m — i. Ce faisceau contiendra
— • — > a, — ou m — 2 -+- [>
paramètres entrant d'une manière non homogène.
(*) Cette forme du théorème d'A.bel, ainsi que le théorème sur l'échange du paramètre et de l'argument, ont été donnés par Glebsch et Gordan dans leur Ouvrage classique : Théorie der Abelschen Functionen (18G6).
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Or le nombre des points de rencontre de /avec les courbes de ce faisceau est
m (m — 'à) — 2at-. i ( i — i ) ou m — •>. -t- i p.
On pourra donc prendre m — 2 -f- p points arbitrairement et les p autres s'ensuivront, leurs coordonnées étant fonctions algébriques des coordonnées des premiers. Ceci posé, nous pouvons établir que la somme d'un nombre quelconque d'intégrales abèliennes de première espèce est égale à une somme de p intégrales dont les limites sont des fonctions algébriques des limites des premières. Nous voulons dire par là que la somme des k intégrales
XhXh
où (x0,y0) est un point fixe de la courbe, peut s'exprimer par une somme de p intégrales
où les ( çx, Va) sont des algébriques des (#*, )a).
La démonstration est immédiate : il suffit de montrer l'exactitude du théorème pour p-\-i intégrales. Or, parmi les m — 2 ^- p points de rencontre dont nous disposons arbitrairement, supposons que p -f- 1 coïncident avec les limites données de nos intégrales, les autres étant des points fixes. L'application du théorème d'Abel nous permettra d'exprimer la soin me des p -f- 1 intégrales par une somme de p intégrales dont les limites sont fonctions algébriques' des p -f- 1 premières limites. La proposition est donc établie.
VIII. — Théorème d'existence des fonctions abèliennes
11. Nous avons vu que, pour une courbe «le genre un, l'inversion de l'intégrale de première espèce
Q y)dx fi
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donne pour x et y des fonctions uniformes, doublement périodiques, de u.
Il n'en est plus de même pour une courbe de genre supérieur à l'unité. Jacobi a indiqué dans quelle direction devait être faite la généralisation pour une courbe de genre supérieur à un.
Soit donc une courbe
de genre jo, et/? intégrales distinctes de première espèce
Qi(œ,y
f'y On va montrer que les p équations
dx (i = j, 2, . . ., p).
1 Qi(x. y) dx
Jtn. h.\ J Y
donnent pour toute fonction rationnelle et symétrique des p points (xi,yi), des fonctions uniformes des p variables indépendantes ut, u2,>..-, up. C'est !e théorème d'existence des fonctions abèliennes.
■42. Commençons par un lemme préliminaire se déduisant immédiatement du théorème d'Abel. Les adjointes d'ordre m — 2 de la courbe/ renferment m — 2-f-p paramètres (non homogènes), et ont m — 2 -h ip points de rencontre avec elle en dehors des points doubles. Donnons-nous p ~\- 1 points (a,, 64) , . . ., (#/,+!, bp+i) points sur la courbe et faisons passer par ces points une adjointe d'ordre m — 2 ; nous aurons d'autres points de rencontre que nous partageons en deux groupes, un premier groupe de m — 3 points (aj, (3,), . . ., (am_3, J3W_3) et un second groupe de p autres points (c,, û?, ), . . ., (cp, dp). Considérons le réseau passant par les points (a, è3) ; il dépend de p -\- 1 arbitraires. Désignons les ip-\-\ autres points de rencontre de ce réseau avec la courbe par (i(,/,), .. ., (zp+i, J/h-i), (Si, rn)> •••» (£/>>"V)- L'application du théorème d'Abel donne, pour une intégrale quelconque
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de première espèce,
/» •' I'.1 1 r> 'rp t* oXp-t l r> ->\> Oi /-» Çj>> f\y
Appliquons une nouvelle fois le théorème d'Abel, en partant d'une adjointe passant par les points (a, JÏJ), et par le point («/?+«, bp+\)', les autres points de rencontre de cette adjointe seront (X,, Yj), . . . , ( \p. \ p). On aura
' l>> "y ' 1j "1 « pi " f
En retranchant les deux relations précédentes, on obtient
L'ensemble des (X,Y) est rationnel par rapport aux (jc,r), c'est-à-dire que toute fonction rationnelle et symétrique de (Xi, Y,),... , (Xj,, \ ff) est rationnelle par rapport aux (x,y). En continuant ainsi de proche en proche, on a le théorème suivant. Etant donné* q points (.r, , y{), ..., (xq, yq) de la couvhe f (q >> /?), la somme des q intégrales
•v1 1 peul se mettre sous la forme d'une somme de p intégrales
l'ensemble des (X, Y) étant rationnel par rapport à l'ensemble
(1rs | ./ . i i.
13. Ce résultat obtenu, <»n considère les équations ( E), puis les équations analogues, en mettant des accents aux {x,y) (,t aux // ; ce sera le système ( E' }.
Dans Le voisinage *\r tt { — tt.2 = ... // P - o, les équations I donnent pour (xi} yt), ..., {^ptXp) e' P;" SI,*,,: p0"'* leur en semble des fonctions holomorphes de u , pourvu que Le détermi
nant fonctionnel des premiers membres des équations différentielles
IQiOà, àh)\
ne soit pas nul, c'est-à-dire que les points (at, bs), . . . , (ap, bp) ne soient pas sur une adjointe d'ordre m — 3. En ajoutant les équations (E) et (E'), on obtient le système d'équations
/ -p h... •-+•/ —— =ux^u'.
Ja,.bx Jy Jn„.br Jy
Ceci posé, soit F une fonction rationnelle symétrique quelconque de (#), yK), . . ., (xp, yp). On peut évidemment former p -\- i fonctions de cette nature F,, F2i . . . , ^p+t-, liées évidemment par une relation algébrique
X(Fl5 F2, ..., Fp+i) = o.
On voit d'abord que les F sont des fonctions holomorphes des u dans le voisinage de zéro, et ces fonctions sont telles que les F de u-\-u' s'expriment rationnellement à l'aide des F des u et des F des u '. Nous ferons maintenant les u égaux aux u ; il résulte de ce qui précède que les F pour les valeurs 2 ut , 2 u-2-, . . . , 2 up des variables s'expriment rationnellement à l'aide des F de us, w2, ••• j up- . L'extension analytique des fonctions déterminées d'abord comme fonctions holomorphes des u pour des valeurs assez petites se fait de proche en proche en doublant le domaine dans chaque plan des variables. Les fonctions F sont donc des fonctions analytiques uniformes des u pour toute valeur finie des variables, et elle présentent partout le caractère de fonctions rationnelles, c'est-à-dire se présentent sous la forme d'un quotient de deux fonctions holomorphes dans le voisinage d'un système quelconque de valeurs finies des variables.
Ces fonctions portent le nom de fonctions abéliennes, et le théorème d'existence les concernant est donc ainsi établi.
Les fonctions abéliennes sont 2/? fois périodiques. En effet, pour un même système de valeurs des (x^ y^), . . ., (xpy yp), en variant les chemins des intégrales les u augmentent simultanément de sommes des multiples de périodes. On voit en quoi consiste ici la périodicité ; elle est simultanée, c'est-à-dire que les u sont à augmenter simultanément d'une période.
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44. Il y a certaines valeurs des u pour lesquelles il y a indétermination pour l'ensemble des (x , y) . Supposons en effet que les (xi,yi) viennent coïncider avec p points (£,-, t\i) situés sur une adjointe d'ordre ni — 3 . Soit yt la valeur de m ; on a
Jctub, Jy Jav,bjtt Jy
Or considérons l'adjointe d'ordre m — 3 passant par les (ç,^) ; il y a d'autres points de rencontre
et Ton a
(a,, Pj), . .., (a;,_2, P,,-,), r^l'TnQidx r^'Tl>'0,dx
J aubK Jy Jav,bv Jy
C a" pl Qi dx r a''"2' ^ "5 Qi dx __ ■+■ / -77- ■+■•..-*- I -77 w,
les (c, â?) étant des points fixes choisis une fois pour toutes, et les constantes G/ étant les mêmes pour toutes les adjointes d'ordre m — 3. On a donc
cudi Jy ^Cy-t.dp—i
fr
Le point d'indétermination (v, y2, . . . , y^) ainsi obtenu dépend donc de /? — 2 arbitraires, à savoir les (a, (3) . Pour une valeur (7n Ya •• •• Y/>) des w, l'ensemble des (#,jk) dépend d'une constante arbitraire, le paramètre du faisceau passant par les (a, (3).
15. Pn nons le cas particulier de p = 2. Nous pouvons envisager la courbe
R (#) étant un polygone du cinquième degré, On a donc ici les deui équations
rl,u dx /»■">•>« dx
r,,'v' ar^ /«*•«»/■ xdx
CHAPITRE XIV. — DES INTÉGRALES ABELIENNES
Les courbes x = consL jouent ici le rôle d'adjointes d'ordre m — 3. Il j a lui point unique d indétermination donné par
= r%,ri dx rl~Ti_dx_
Tl Ja v/R(^) +Ja b s/R(x) 3? d'à? /" ■ x dx
Ç ,n x dx Ç
y4 et y2 dépendent seulement en apparence de \ ; on le vérifie d'ailleurs immédiatement, puisque la différentiation par rapport à \ donne
c'est-à-dire que yt et y2 sont des constantes. Le point d'indétermination est
abstraction faite, bien entendu, de sommes de multiples des périodes.
DES FONCTIONS UNIFORMES SI R l NE SURFACE DE RIEMANN (*).
I. — Décomposition des fonctions rationnelles de x et y en éléments simples.
I. Les fonctions uniformes F sur la surface de Riemann, dont nous allons nous occuper dans ce Chapitre, n'ont d'autres points singuliers que des pôles ; ce sont, par conséquent, des fonctions rationnelles de x et y, en désignant toujours par
l'équation de la courbe algébrique dé degré m qui définit la surface de Riemann.
Nous commencerons par définir le degré d'une fonction F, en montrant que l'équation
G étant une constante arbitraire, a toujours le même nombre a de racines, quelle que soit la constante C ; ce nombre lu sera le degré de la fonction. Il suffit, pour l'établir, de (aire voir que le nombre des racines de cette équation est égal au nombre des pôles de F. Considérons à cet effet l'intégrale
(x) Api « - les Mémoires déjà cités de Riemann, un travail capital sur ce sujet ■ lui de MM. l'-nll el Nôther < Hathtmatischt Annaten . t. \ il , ; les questions il traitées .1 un point de \u.- puremeoi algébrique.
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prise le long du contour K qui rend la surface de Riemann simplement connexe. D'après un théorème fondamental de Cauchy étendu aux surfaces de Riemann, cette intégrale sera égale à la différence entre le nombre des racines de l'équation (i) et le nombre des pôles de F; or l'expression (2) est nulle, puisque, F étant uniforme sur la surface, les éléments se détruisent deux à deux. Le nombre des racines de (1) est donc indépendant de C : c'est ce que nous appellerons le degré de la fonction F. 11 est clair que le théorème précédent peut être considéré comme la généralisation du théorème fondamental de la théorie des équations. Dans le cas du plan simple de Cauchj et d'un polynôme en x de degré m, on a une fonction ayant m pôles (un pôle multiple d'ordre m à l'infini) ; elle a donc m racines.
2. Les intégrales normales de seconde espèce vont nous servir d'éléments simples pour décomposer une fonction F. Supposons que cette fonction ait fji pôles que nous supposerons simples (*), Ç1? £2> •••} £[ai et soient a,, a2, ..., a^. les résidus correspondants. Formons les intégrales normales de seconde espèce
E„ E2, .... Ej,
correspondant à ces [jl pôles. La différence
F — (aiEi-t- a2E2-f-.. .-h a^Ey)
n'a manifestement plus de pôle ; elle doit donc se réduire à une intégrale de première espèce. Or les périodes de cette intégrale de première espèce correspondant aux coupures D sont nulles, puisque F n'a pas de périodes, et que les périodes relatives aux coupures D des intégrales normales de seconde espèce sont nulles. Mais nous savons qu'une intégrale de première espèce, pour laquelle les périodes relatives aux D sont nulles, se réduit nécessairement à une constante (Chap. XIV, § 13). Nous avons donc /' ide n tité fon da menta le
(3) F=a1EI + ajE! + ...+ aj1E[l+a|Jl+1,
les a étant des constantes.
(l) Dans la suite, nous supposerons toujours que les pôles dont il sera parlé sont des pôles simples.
On voit qu'on obtient ainsi une décomposition de la fraction rationnelle dans laquelle les intégrales normales de seconde espèce jouent le rôle d'éléments simples. La formule précédente peut être considérée comme la généralisation de la décomposition des fractions rationnelles en fractions simples.
3. La fonction F étant uniforme sur la surface de Riemann, les périodes relatives aux coupures C doivent être nulles. Nous avons donc les p relations
QA(Çl, TQl)., Q/i(?2, r.2)
Nous devons d'abord remarquer que l'expression (3) sera certainement une fonction rationnelle de x et y, si les constantes a vérifient les relations (4), car celles-ci expriment que les périodes de
relatives aux coupures C, sont nulles ; comme, d'autre part, les périodes relatives aux coupures D sont aussi nulles, l'expression précédente n'a pas de périodes, et est, par suite, une fonction uniforme.
Nous allons faire, tout à l'heure, une étude approfondie de ces relations. Pour le moment, déduisons-en la remarque capitale, qu'tï ne peut existe?' de fonction rationnelle de x et y ayant pi pôles simples arbitrairement donnés, si
Il suffira de le montrer pour \x=p. Les p relations pré* dentés entraîneraient
Qt(Çi, m i Qi(Ç*j
1 ! ;i- ni I Qî(Çii
Q/>(îi, ii » Q . ii »
e! F)(»us avons déjà dit que ce déterminant \\r pouvait être nul si
p points f:/,, y,/,) son! arbitraires. Dans ses Leçons sué la
théorie des fonctions abéliennes, M. Weicrstrass prend Le théo-
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rème précédent comme définition du genre. Se plaçant à un point de vue purement algébrique, il commence par établir qu'il y a un certain minimum au-dessous duquel ne peut descendre le nombre des pôles simples, supposés arbitrairement choisis, d'une fonction rationnelle de x et y. Ce nombre minimum, diminué d'une unité, est ce que M. Weierstrass désigne par la lettre p et appelle le rang de la courbe : ce nombre p n'est autre que le nombre p de Riemann, d'après la remarque que nous venons de faire. J'indiquerai, dans la dernière section de ce Chapitre, comment Weierstrass établit l'existence de ce minimum.
Si l'on a p -+- 1 points arbitraires, on pourra obtenir une fonction F n'ayant d'autres pôles que ces points. Les a seront alors déterminés (ou du moins leurs rapports) par les équations écrites plus haut.
Il est facile déformer effectivement une fonction ayant p -+- 1
pôles arbitraires. On peut, en effet, faire passer par p -f- 1 points
arbitrairement donnés une adjointe d'ordre m — 2, soit P (#, y) ;
elle rencontrera la courbe, en dehors de ces points et des points
multiples, en
autres points. Par ces derniers, on peut au moins faire passer deux adjointes distinctes d'ordre m — 2, comme le montre de suite le dénombrement des conditions. Prenons l'adjointe P(j*,jK)pour l'une d'elles, et désignons par P, (x, y) la seconde, le quotient
Pi(*>.r)
a pour pôles lesp -f- 1 points primitivement donnés.
II. — Théorème de Riemann-Roch. Des fonctions spéciales
4. Nous allons maintenant approfondir l'étude des relations (4) pour résoudre le problème suivant, qui est fondamental dans la théorie des fonctions algébriques :
Etant donnés ]x poùits sur une surface de Riemann, de combien de constantes arbitraires dépendent les fonctions ration-
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nelles qui n'ont d'autres pôles (supposés tous simples) que ces u. points ou quelques-uns d'entre eux ?
La recherche de ce nombre reviendra à la discussion des équations (4), que j'écris de nouveau
Si les premiers membres de ces p relations, regardés comme fonctions linéaires et homogènes de a,, a2, . . . , aM, sont linéairement indépendants, on pourra tirer de ces équations p des lettres a en fonction des jjl — p auires, et, par suite, l'expression générale (3) de F renfermera
constantes arbitraires. Ce résultat est dû a Riemann ; il convient en quelque sorte au cas général. 11 est facile de le compléter, de manière à voir un énoncé applicable à tous les cas, comme l'a indiqué Roch (l).
Supposons que, parmi les polynômes (4) du premier degré en a,, a2, . . . , oejj, il y en ait seulement p — <7 linéairement indépendants. On pourra exprime!- alors a- d'entre eux en fonction des p — g- autres : soit les t derniers en fonction des p — a premiers. On aura ainsi les identités
Qz-wCêa, n*) = f*i Qi(Ç/o T)k) -+-••• h- py-a Qp-<r(tk, i*) r n. _ , _ lA
où / . ;/ v sont des constantes ne changeant pas avec /,-.
Or ces relations montrent que les t courbes adjointes d'ordre m — 3,
H, '•/', y) = Qr-i+i(x, y)- \iQi(*,y) — ■••— }v t(.V t'-**. r),
R(r(*, ,r)= QptojO ■'« Qi(*i r ) — •••— 'V »Qj» t'-7'-.1'), passenl par les u points considérés «le la surface de Riemann. ( les
(' R Journal de C relie, t . 64.
cr polynômes adjoints sont d'ailleurs bien évidemment, par leur forme même, linéairement indépendants. On voit donc qu'il y aura t polynômes adjoints d'ordre m — 3 linéairement indépendants s'annulant pour les [x points. Il n'y en aura pas davantage, car, dans cette hypothèse, on aurait un polynôme
où les constantes A ne seraient pas toutes nulles, qui s'annulerait pour (£,, ri,), . . . , (^, t^). Il s'ensuivrait
AiQi(Ça, *u-)+...-h AA,_(TQ^._ff(ÇA., ï)*) = o (k = i, 2, ..., p.).
On conclut de là qu'un des polynômes Q, , Q2, . . . , QP-a pour (£*> "Oa) , soit par exemple le dernier, s'exprimerait, quel que soit k, par une même combinaison linéaire des autres. Les expressions
Qp-a(. b, *u), Q^-ff+i ( ?*, n*)j • • • 5 Qp(ç*> »)*)>
pour /c — i , 2, ..., ku, s'exprimeraient par des combinaisons linéaires de
Qi(Ç*,.îî*)j • •■, Qp-g-id*- *;*),
et, par suite, il y aurait moins de p — <j polynômes (4) linéairement indépendants.
Nous arrivons donc à la conclusion suivante : Si, par les a points donnés, on peut faire passer un faisceau de courbes adjointes d'ordre m — 3 renfermant (d'une manière homogène) a- constantes arbitraires, les équations (4) se réduiront à p — c d'entre elles, et, par suite, parmi les constantes
ai, a2, . . . , ajj-,
p — - o- pourront s'exprimer à l'aide des autres. Le nombre des constantes arbitraires figurant dans F sera donc
[jl — (p — cr)-+-i ou \x — p -+- i -+- a,
en tenant compte de la constante a^+1 : c'est le théorème généralement désigné sous le nom de théorème de Riemann-Roch.
On remarquera que, parmi les constantes a, il peut y en avoir de nécessairement nulles, comme conséquence des équations (4)« La fonction, dont nous venons de trouver l'expression générale
et de dénombrer les constantes arbitraires, aura alors moins de u, pôles ; aussi avons-nous eu soin d'indiquer dans renonce du problème de Riemann-Roch que la fonction cherchée avait pour pôles les |jl points donnés ou quelques-uns d'entre eux.
o. Lorsque le nombre cr n'est pas nul, le nombre u des points est évidemment au plus égal à
ip — 2,
puisqu'une adjointe Q d'ordre m — 3 rencontre la courbe f seulement en i p — 2 points en dehors des points multiples. Le degré de la fonction est alors au plus égal à 2 p — 2. Quand 1 est différent de zéro, nous dirons que la fonction F est une fonction spéciale,
Nous allons établir que toute fonction spéciale peut se mettre
sous la forme -jjyj Q et Q, élant deux polynômes adjoints d'ordre
Soit, en effet, Q (jc, y) un polynôme adjoint d'ordre m — 3 s'annulant pour les pôles de la fonction F. Envisageons l'intégrale
QF dx m
le produit QF reste fini pour Les pôles de F; d'autre part, pour le poinl à l'infini sur chacun des feuillets, il est infini de l'ordre de ./■'" ' . On voit donc que l'intégrale précédente restera finie sur toute la surface de Riemann. On a par Miite
o, étanl encore un polynôme adjoint d'ordre m — 3. Cette démonstration si simple esl due à M. Klein (■) Il <^i bien clair que, inversement, t ou 1 quotient de deux polynômes adjoints d'ordre m — 3 est une fonction spéciale, puisque, pour ce quotient, 7 esl au moins <-u;<l à L'unité.
(') Voir les Leçons de M. Klein Sur la théorie des fonctions elliptiques modulaires, t. I. J.<- troisième Chapitre esl consacré a un exposé général de la théorie des fonctions algébriques ; l'étude de * *• t te large esquisse ne saurait être n op 1 <■' ommand<
6. MM. Brill et Nother ont complété le théorème de Puemann- Roch en indiquant une loi de réciprocité, relative aa cas où p n'est pas nul, que nous allons maintenant faire connaître (1). Considérons une fonction spéciale avec les pôles
ci? £2, • • • , Éfi,;
par ces 11 points passent cr courbes Q linéairement indépendantes, soit
Qi, Q», ..-, Q*.
Une de ces courbes, la première par exemple, rencontrera, en dehors des points multiples, f en ul' autres points
Cl, Wi •••> £$l' (f^+ {X'= ip — 2).
Formons le quotient
^ Qi -f- c2Q2 + . ..+ CçQv
où les c sont des constantes arbitraires. Cette fonction co ne peut devenir infinie qu'aux points Ç. Or la fonction uniforme la plus générale ne pouvant devenir infinie qu'aux points Ç contient,
d'après le théorème de Riemann-Roch,
constantes arbitraires, en désignant par <j' le nombre des courbes adjointes d'ordre ni — 3 linéairement indépendantes passant par les points Ç. On a donc, puisque o contient <r arbitraires,
Mais, en partant des points Ç, on pourrait raisonner comme nous l'avons fait en partant des points Ç, en considérant la fonction
T" Qi
et en désignant par Q1? Q'8j ..., QJ./ les a-' polynômes adjoints d'ordre m — 3 s'annulant aux points Ç. On aurait alors
(l) Brill et Nother, Math. Annalen, t. VU.
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Des deux inégalités précédentes, on conclut
a -h cr'£ a -+- a'.
Il faut donc que les deux inégalités (5) et (6) soient des égalités, et, par suite,
a' = ta. — /) + a +i,
ce qui revient à l'unique relation
m a — a') = fx' — \x.
C'est la loi de réciprocité de Brill et Nôther.
Des relations ainsi obtenues, on peut déduire le théorème démontré dans le paragraphe précédent. La relation
montre que la fonction ©' est la fonction la plus générale ayant pour pôles les points Ç ou une partie d'entre eux : toute fonction spéciale est donc bien un quotient de deux polynômes adjoints d'ordre m — 3.
7. Le degré d'une fonction spéciale est au plus égal à i p — 2. Il n'est pas inutile de montrer c^u il peut effectivement atteindre cette limite. Ceci revient à dire qu'il n'y a pas, en dehors ai s points multiples, de points par lesquels passent toutes les adjointes d'ordre m — 3 : ce que nous avons vu précédemment (Chap. \JV, S 11).
III. — Des transformations birationnelles des courbes
en elles-mêmes.
8. Avant d'étudier les transformations birationnelles d'une courbe en une autre combe, comme nous le fêtons dans la section suivante, arrêtons-nous sur les transformations birationnelles d'une courbe en elle- même. I ne courbe
admettra une transformation birationnelle <-n elle-même w,
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posant
P et R étant des fonctions rationnelles de x et y, le point (#', y') décrit la courbe f quand (#, y) la décrit lui-même et que, de plus, on puisse tirer de ces deux équations
x^P^x'.y'), y=Ri(x')y'),
Pi et R, étant encore rationnelles, en tenant compte, s'il est nécessaire, des relations f (#, y) = o etf(x',y') = o.
Un cas intéressant est celui où la transformation précédente dépend d'un paramètre arbitraire. Schwarz a montré (') que les courbes du genre zéro et du genre un sont les seules qui puissent être transformées en elles-mêmes par une substitution birationnelle renfermant un paramètre arbitraire.
Je vais démontrer le théorème de Schwarz en suivant la voie qui m'a servi à établir une proposition analogue pour les surfaces algébriques (2). Soit
la transformation birationnelle où nous mettons en évidence le paramètre t dont P et R sont des fonctions analytiques d'ailleurs quelconques. Considérons p intégrales distinctes de première espèce
Qi(x,y)d.r r QP(x,y) dx (p > i),
fQx(x,y)dx f
fy
en supposant la courbe de genre supérieur à un.
L'élément
^{x',y')dx'
Ty '
quand on remplace x1 et y' par leurs valeurs (8) en x et y, prendra
( ' ) Schwarz, Journal de C relie, t. 87.
(2) 12. Picahd, Mémoire sur la théorie des fondions algébriques de deux variables indépendantes (Journal de Mathématiques, Chap. III, 1889, et Comptes rendus, 1886).
la forme
Ql(x,y)dx Qp(x,y)dx
Al -r, h . . . -+- Ap — >
Jy Jy
puisqu'une intégrale de première espèce doit nécessairement, après la transformation, rester encore une intégrale de première espèce. Ecrivons donc
Qtix', y')dx' Q1(x,y)dx Qp(x,y)dx (9) y1 = x T' h* * " ' T' *
Les coefficients A, qui sont des constantes par rapport à x et y, pourraient a priori être des fonctions du paramètre £, mais nous allons montrer qu'ils n'en dépendent pas. On le verra tout de suite par la considération des périodes. Donnons en effet à t une valeur arbitraire, mais fixe, et faisons décrire un cycle au point (#, y), auquel correspondent pour les p intégrales envisagées les périodes
le point (x1, )') décrira aussi un cycle, et soit io\ la période correspondante évidemment indépendante de /. On aura donc
(0 \ = A ! 10 i -+- A 2 W 2 -+" • • • "+• Af, U)p.
En faisant décrire à (x, y) (]> — i) autres cycles, nous obtiendrons p — i autres équations de cette forme, et, comme on peut toujours -upposer les p cycles tellement choisis que le déterminant des périodes correspondant à ces p cycles soit différent de zéro ( on pourra prendre par exemple les cycles correspondant aux périodes relatives aux coupures C), on voit que les quantités A se trouvent complètement déterminées par des relations où ne figure pas !<■ paramètre t : elles sont donc indépendantes de i e para un- lie.
( )n aura <le même
Qt(x\ y')dx' Qt(x,y)dx Q,,(x.y)d.r
<lO) y, = 15 1 j-, H . . .-+- 157, -j ,
Jy' Jy Jy
!«•■> coefficients B étant aussi indépendants <!<• /. De (g) et (10 . on conclut
I | '*',/) A1Q1(.r,r)-h...-4-A;>Q/,(^,r) Qt(^, f) " B, Q!(ar, y) -*-. . .+ Bp Q, *, y) '
Or une telle égalité amène à une contradiction, car elle établit entre (x,y) et (a?', y') une relation où ne figure pas de paramètre arbitraire. A tout point (#, y) de la courbe ne pourrait correspondre alors qu'un nombre limité de points {x\y') de cette même courbe, tandis que, par les relations (8), le point (x'7y') varie d'une manière continue avec t, quand (#, y) reste fixe. L'hypothèse p >» i est donc impossible, et le théorème est établi.
Le point capital dans la démonstration précédente a été de montrer que les coefficients A ne dépendent pas de t : c'est ce que nous avons montré plus haut, en considérant les périodes. On peut y parvenir par une autre voie.
Reprenous la substitution
Les coefficients figurant dans les fonctions rationnelles P (#, y) et R(^j y) sont, avons-nous supposé, des fonctions d'un paramètre ; mais, d'autre part, ces coefficients seront nécessairement des fonctions algébriques d'un ou de plusieurs d'entre eux restant arbitraires ; désignons ceux-ci par la lettre 9. Dans ces conditions, reprenons l'équation
Qi(V, y') dx' QiQ, y) dx Q;>(^ f) dx \
f~> — Ai 77 + • • ■ + Ap 77
Jyi Jy Jy
les A vont être des fonctions algébriques des quantités 9. Or je dis que ces fonctions doivent être des constantes. Ecrivons, en effet, la relation précédente sous la forme
Qi(a?\ y') dx' _ ^ A f ,y Q,-(a?, y) dx
<r: v'. -J'y' ~ Jx.
(x'0l y0) correspondant à (x0, y0). Ceci posé, laissons (%,y) fixe ainsi que (#0, y0) ; le second membre va être une fonction algébrique des 9 ; si cette fonction ne se réduit pas à une constante, elle deviendra infinie pour certaines valeurs des G ; or cela est impossible, car le premier membre est une intégrale de première espèce, et, de plus, x' et y1 étant aussi des fonctions algébriques des 9, le point analytique (x',y') ne décrit pas une infinité de cycles avant d'arriver aux limites de l'intégration correspondant
à des valeurs des 9 qui rendraient infini le second membre. L'expression
f''yQl(x,y)dx fx>yqr(x,y)dx
ne dépend donc pas de 9 ; c'est donc une intégrale fixe de première espèce, attachée à la courbe
par suite les coefficients A doivent eux-mêmes séparément être indépendants de 9 ; ce qui nous donne de nouveau le résultat annoncé.
9. La démonstration qui vient d'être donnée du théorème dé Schwarz permet d'établir immédiatement une proposition énoncée, je crois, pour la première fois par M. Klein : Peut-il arriver qu'une courbe de genre supérieur à l'unité admette une infinité discontinue (*) de transformations birationnelles en elleraême? La réponse est encore négative, et l'on peut la légitimer en adoptant la voie que j'ai suivie pour établir (loc. cit.) un théorème analogue relatif aux surfaces (2). Supposons que nous ayons une courbe admettant une infinité de transformations birationoelles en elle-même. Prenant une quelconque de ces transformations
et opérant comme plus haut, nous serons conduit à une relation <l<- la forme (n). Toutes les transformations qui transforment la courbe en elle-même doivenl donc être données par une relation de cette forme où l'on donne aux constantes \ et B des valeurs convenables. Or, partant a priori <le cette équation (i i), nous pouvons (lien her a quelles conditions elle définira une correspondance birationnelle entre (x,y) et (x'y y'). Ces conditions
(') Nmis entendoM, par unr infinité discontinue, <li si transformation- en nombre înflni ne dépendant pai de param< très •rbitrain (7) Voir -• ii «= — t K. Picard, Sur les trtme/or mations birationnelle» de* courbée briquet en elles-rnétnet [Bulletin <i< i<i Soi iété wuUkématkique, t. \XI).
établissent évidemment un certain nombre de relations algébriques entre les A et les B Alors, de deux choses l'une : ou bien ces relations déterminent un nombre fini de valeurs de A et B, et il n'j a dans ce cas qu'un nombre limité de transformations de la courbe en elle-même ; ou bien une ou plusieurs des quantités A et B restent arbitraires, et alors la courbe admet une transformation birationnelle renfermant un paramètre arbitraire. Or cette dernière circonstance est impossible si le genre est supérieur à un. Il ne peut donc y avoir pour les courbes de genre supérieur à un qu'un nombre limité de transformations birationnelles de la courbe en elle-même (').
10. Il est facile de voir que les courbes de genre zéro et un admettent une suite continue de transformations birationnelles en elles-mêmes. La chose est évidente pour les courbes de genre zéro pour lesquelles on peut, comme on sait (2), exprimer x et y en fonction rationnelle d'un paramètre 9 et de telle manière qu'à un point arbitraire de la courbe ne corresponde qu'une valeur de 9. Soient donc
en remplaçant U par — - — -, ou a, 6, c, a sont des constantes quelconques, nous aurons
rfa6 + 6\ , /«O-hft-.
c^-v-dr J r\cQ-{-d
et il est manifeste qu'il y aura entre (x, y) et (#', y') une correspondance birationnelle dépendant de trois paramètres arbitraires. Passons aux courbes de genre un. Cette courbe, supposée de
degré m, a alors
points doubles. Marquons sur la courbe m — i points A en dehors
(!) L'étude des courbes de genre supérieur à l'unité admettant un nombre fini de transformations birationnelles en elles-mêmes a été faite d'une manière très complète par M. Hurwitz {Math. Annalen, t. XLl).
(2) Ce théorème élémentaire sera établi au Chapitre XVII.
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des points doubles (1). Par ceux-ci et les points A, on peut faire passer un faisceau d'adjointes d'ordre m — 2 dépendant d'un paramètre arbitraire, puisque
m (m — 3 ) ( m — 2 ) ( ni -+- 1 )
Soit (12) |»,4-XP2=o
l'équation de ce faisceau où X est un paramètre arbitraire. Le nombre des points de rencontre variables des courbes de ce faisceau avec la courbe est
m (ni — 2) — ni (m — 3) — (m — 2), c'est-à-dire 2.
Ces points sont certainement tous deux mobiles avec A. L'un de ces points peut en effet être choisi arbitrairement puisqu'on peut choisir A de telle manière que la courbe (12) passe en un point arbitraire, et le second point ne peut pas être indépendant de X, car alors la courbe serait unicursale.
(lette remarque faite, les deux points (a?, y) et (#', y) de rencontre variables avec A se correspondent uniformément, et cette correspondance définit par suite une transformation hirat tonnelle de la courbe en elle-même. Or cette transformation dépend de la position des points A bases du faisceau (12). Supposons que parmi ces points un seul varie, soit A, ; on voit de suite que la correspondance entre (oc, y), (i',j') varie aussi, sinon nous aurions un faisceau de courbes d'ordre m — 2, passant par les points fixes (x,y), (x',y') et les points A2, . ..,A,„_2, qui aurait le seul point de rencontre mobile A,, et la courbe serait unicursale.
Nous avons donc formé, pour la courbe de -cure un considérée, une transformai ion bi rationnelle dépendant d'un paramétre arbitraire. Ajoutons quelques remarques importantes, décris la transformation sous la forme
(') .Nous faisons l'hypothèse que la courbe .1 seulement des points doubles uni quemeot pour simplifier les calculs.
tli AMI). II. -Il
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laissant en évidence les coordonnées (xiyy<) du point que nous avons désigné par A,. En prenant (x[ y\) à la place de (x{, y,), on aura
et de ces deux transformations résulte une transformation Irrationnelle entre (x\ y') et (x\ y"). On peut la regarder comme une transformation dépendant d'un paramètre arbitraire (x\, y\), et, pour une certaine valeur de ce paramètre (x\ = xt, y\ —y{), elle se réduit à la substitution identique. Nous pouvons donc, supprimant maintenant un accent, former une transformation birationnelle de notre courbe
dépendant d'un paramètre arbitraire t et se réduisant, pour une certaine valeur de t, soit £0, à la substitution identique
Or prenons l'intégrale de première espèce : en raisonnant comme plus haut, nous avons
Q(x,y)dx Q(x\ y') dx'
A ne dépendant pas de t. Or, pour t = t0, onay = j,j' =y\ donc A — i ; nous pouvons donc écrire
Q(x, y)dx ÇKx\y')dx' fy " 7P '
et la transformation (i3) donne l'intégrale générale de cette équation différentielle, t étant le paramètre arbitraire. On peut encore dire que la relation algébrique (i3) équivaut à la relation transcendante
Çx>*(l(x,y)dx = rx'>>'Q(x',y')dx' [ ^
Jro,y0 fy Jx0,yo fy'
où h est une constante arbitraire. Dans le cas de l'intégrale elliptique, l'équation différentielle que nous venons ainsi d'intégrer est la célèbre équation d'Euler.
IV. — Des classes de courbes algébriques. Courbes normales
11. Riemann a introduit dans la Science l'importante notion de classes de courbes algébriques.
Deux courbes algébriques,
sont dites appartenir à la même classe quand elles se correspondent point par point, c'est-à-dire, comme nous avons déjà eu l'occasion de l'indiquer, quand on a entre les points des deux courbes la correspondance
y= Hi(^,7),
R et R, étant rationnelles en x et y, et qu'inversement ces relations peuvent s'écrire, en tenant compte des équations des courbes,
x = p (*vy),
^ = Pi(*',/),
I' el \\ étant encore rationnelles en x' et y'.
Faisons d'abord la remarque capitale que toutes les courbes d'une même classe sont de même genre. On le démontrera tout de suite en considérant que toute intégrale de première espèce de F se transforme en une intégrale de première espèce de / et inversement; le nombre de ces intégrales linéairement indépendantes est donc le même pour les deux courbes, ce qui revient à dire qu'elles sont du même genre.
On a cherché les courbes les plus simples que Ton puisse considérer comme les représentants d'une classe de courbes algébriques. Le problème u'esl évidemment pas déterminé | tout dépend de l'idée que l'on veul se faire de la simplicité d'une courl aussi a-t-il été traité dans des directions différentes. Nous commencerons par l;i transformation, étudiée d'abord, quoique «l'une manière trop sommaire, par Clebsch et Gordan (r).
('; ' R el Goidak, Théorie der ibelsehen Functionen, p
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Nous partons de la courbe algébrique
de degré m et de genre p au moins égal à trois. Prenons sur elle p — 3 points arbitraires ; on pourra faire passer par ces points un réseau
04) aiQi + a2Q2-H a3.Q3= o
de courbes adjointes d'ordre m — 3, puisqu'une adjointe de cet ordre est déterminée par/? — i points arbitraires. Faisons alors la
transformation
Y = QaQ, r), " Qi(^r)'
A la courbe / va correspondre une courbe
Ces courbes, en général, se correspondront point par point. Dans quels cas pourrait-il en être autrement? Il faudrait qu'à tout point (X, Y) de F correspondissent au moins deux points de /, et, par suite, que les deux adjointes
XQi(*,>) — Q«<*,>) = o,
YQiO>.r) — Q3O, y) = 0,
où X et Y désignent des constantes aient, dès qu'elles ont un point commun avec /, au moins un autre point commun (en dehors des points multiples et des y? — 3 points bases du réseau).
Ceci revient à dire que toutes les adjointes du réseau (i4) qui passent par un point d'ailleurs arbitraire de /ont nécessairement au moins un autre point commun sur f. Nous verrons dans un moment que cette circonstance ne peut se rencontrer que pour une famille particulière parfaitement caractérisée de courbes de genrep que Ton appelle courbes liyperelliptiques. Sous le bénéfice de ce résultat supposé acquis, nous pouvons dire que les courbes f et F se correspondent point par point, si la courbe f n'est pas hyperelliptique.
Cherchons quel sera le degré de la courbe F. Les intersections
d'une droite quelconque
AX+BY + C = o
correspondront aux points de rencontre de la courbe A Q2(.r, y) + B Q3(x, y) + G Q±(x, y) = o
avec/*, en laissant de côté les points multiples et les p — 3 points bases du réseau. Nous aurons donc un nombre de points égal à
ip — i — (p — 3) ou /> -f- 1 .
Le degré de la courbe F est donc égal à p -f- i . On peut, donc faire correspondre point par point toute courbe de genre p à une courbe de degré p -f- 1 , sauf le cas exceptionnel réservé.
La courbe F aura des points doubles provenant des solutions distinctes (x, y), (oc1 ', y') des deux équations
QiO,.r) = Q-2(^r) QsQcr) Qi<>',y) " Q?(*',y) Q3(*',/)'
L'étude de ces deux équations ne présente pas de difficultés, mais il est inutile de la faire; car le nombre des points doubles est immédiatement déterminé, puisque le genre de F est égal à/?, les deux courbes f et F se correspondant point par point. Le nombre o de ces points doubles sera donc donné par l'équation
P(P—1) ft 5, />(/>—{)
P OU
13. Nous devons maintenant faire l'étude approfondie du < ias exceptionnel où la transformation (i5) n'est pas birationnelle. Dans ce cas, toute courbe du réseau (i4) qui passe par un point de/ passera nécessairement par un ou plusieurs autres points ; <>u bien encore, toutes les adjointes passant par/? — 2 points arbitrairement choisis svltJ rencontreront encore cette courbe en un ou plusieurs autres points fixes (sans parler, bien entendu, des points m m II iples).
Soient A, . \2, . . . , A/7_2 les p — 2 points arbitrairement choisis. Plusieurs circonstances pourraient, a priorii se présenter (').
( ' ; On n'a jamais | » ■ i — - , que je sache, la peine <!»• faire la discussion «un- noua croyona indiapensable d'effectuer pour être complètement rigoureux, il semble
Admettons d'abord que toutes les adjointes" passant par les A aient encore un point fixe commun B ; les coordonnées de ce point unique B seront des fonctions rationnelles des coordonnées de A<r A2, . . . , A7,_o, et la position de B dépendra de tous les points A ; car, si elle dépendait seulement de quelques-uns d'entre eux, soit tu, les adjointes considérées auraient plus d'un point fixe commun (elles en auraient autant qu'il j a de combinaisons de p — 2 lettres p. à {/.). On aura donc, en désignant par (X, Y) les coordonnées de B,
X = P.(<ri, jK|, x%, y2, . . ., x-p-%, yP-2), Y — R(xu yu x2, y2, •••, xp^2, yp-2),
P et R étant rationnelles, et x^ yi désignant les coordonnées de A/.
Il y a d'ailleurs évidemment réciprocité, c'est-à-dire que l'on aura
yi=* R(X, Y, a:,, J2, •-., ^-2.^-2)-
En considérant x2l ..., ^^_2 comme des paramètres variables,, nous avons donc une transformation birationnelle entre
(xuyx) et (X,Y).
La courbe admettra donc une transformation birationnelle dépendant de paramètres arbitraires, ce qui est impossible d'après ce que nous avons vu dans la section précédente. L'hypothèse faite du point unique B est donc à écarter.
Supposons donc que nos adjointes passent par k points (k ^> î). Les positions de ces k points ne pourront pas toutes dépendre à la fois des positions des A ; car, si l'on fait passer une adjointe par p — i points a arbitraires, on aurait, en considérant successivement cette adjointe comme passant par les p — i groupes de p — 2 points formés par les a,
qu'on ait toujours admis a priori que, dans le cas où la réduction à une courbe normale d'ordre p -+- i n'est pas possible, toute adjointe d'ordre m — 3 passant par un point passe nécessairement par un ou plusieurs autres (voir, par exemple, Brill et Nother, Math. Annalen, t. VII, p. 286).
points distincts par lesquels elle devrait passer, ce qui est impossible, puisque k^>\. Les A points se partagent donc nécessairement en groupes de k' points dépendant des positions d'un certain nombre A( K <C p — 2) de points A. Ainsi nous sommes amené à l'hypothèse que toutes les adjointes passant par A points Q<ip — 2) de / auraient en commun encore /, ' points, qui tous dépendent des X points considérés. Or envisageons encore, comme plus haut, p — 1 points a arbitrairement choisis et une adjointe passant par ces points, on aura, en regardant successivement cette adjointe comme passant par les groupes de X points formés par les a,
points disti?icts (') par lesquels elle devra passer. En y ajoutant les p — 1 points a, on devra avoir
or cette inégalité ne peut avoir lieu que si
Ces relations sont capitales pour nous. Elles montrent que, dans le cas exceptionnel dont nous faisons l'étude, toutes les adjointes d'ordre m — S passant par un point passent nécessairement par un autre point, puisque à chacun des points A correspond un point dont la position dépend de ce point seulement. Le nombre désigné plus haut par k est manifestement égal à p 2.
1 i. Nous pouvons maintenant caractériser très nettement la classe de courbes pour Lesquelles la réduction à une combe de degré p -l- 1 d'après l.i méthode du n° 12 est impossible! Si C désigne une telle courbe, prenons, sur C, p — 2 points fixes d'ailleurs arbitraires; toutes les adjointes passant pur ces points passent par p - 2 autres points fixes d'après a- (pic nous venons
(') ils sont distincts, puisque les 1 ion! irbitraires et que chaque groupe de k' points dépend <i<- tous les ) points qui !<■ définissent.
de dire : il restera donc seulement deux points mobiles de rencontre. Soit
(16) QI-hXQ2=o
l'équation du faisceau considéré des adjointes. Les coordonnées x et y des points de rencontre seront données par une équation du second degré ; on aura, par suite, pour x et y des expressions de la forme
<r = R [x, /PÔ]],
R et R, étant des fonctions rationnelles de A et de y P (A), en désignant par P(a) un polynôme en A qu'on peut supposer n'avoir que des racines simples , après avoir fait sortir du radical les racines multiples. Les deux déterminations du radical correspondent aux deux points de rencontre de la courbe proposée f avec le faisceau (16). Il en résulte qu'à un point arbitraire (x,y) de f
correspond une valeur de X et de \/P (X) ; nous pouvons donc dire que la courbe f correspond point par point à une courbe entre \ et \k de la forme
On donne à une telle courbe le nom de courbe hyperelliptique ; aussi la classe de courbes qui nous occupe peut-elle prendre ce nom.
lo. Nous avions fait, dans le Tome I (p. 60), l'étude des intégrales abéliennes relatives à une courbe
(17) jK2=PO).
On a vu que les cas où P (x) est de degré ip + 2 et 1 p -\- 1 se ramènent immédiatement l'un à l'autre. En supposant que P(#) soit de degré 2/?-f-i, nous avons montré qu'il j avait p intégrales de première espèce pour la courbe (17); ce sont les intégrales
xk dx . . .
fî\x) Nous pouvons donc dire que la courbe (17) est de genre p. Si
nous revenons à la relation
du paragraphe précédent, nous pouvons déterminer tout de suite le degré de P()»). La courbe/ et la courbe précédente se correspondant point par point, les courbes seront du même genre, et le degré de P(X) (dont toutes les racines sont simples) sera égal à 2J) -\-ï ou à 2/? + 2.
Il est facile de vérifier, pour la courbe (17), la propriété des adjointes, dont nous avons parlé plus haut, relative aux courbes hyper-elliptiques. Les courbes qui remplacent ici les adjointes d'ordre m — 3 sont les p — 1 droites représentées par l'équation
AqxI'-i -h.v-h kp~i = o,
les A étant des constantes arbitraires, comme le montre la forme ci-dessus des intégrales de première espèce. Les 2p — 2 points de rencontre mobiles d'une adjointe avec la courbe, qui jouent dans la théorie le rôle essentiel, sont les points de rencontre des p — 1 droites précédentes avec la courbe. On voit que les points se correspondent deux à deux, puisque à un point de rencontre (x, >') correspond nécessairement le point (x, — y).
La courbe hyperelliptique
de degré 2/7 + 1 ou 2/7+2, que nous venons de faire correspondre uniformément à la courbe y de là classe hyperelliptique, n'est pas la courbe du plus bas degré que nous puissions indiquer. i adjointes d'ordre m — 3 ne pouvant conduire, dans ce cas, à une transformation bi rationnelle, employons «les adjointes d'ordre m — 2 : ces courbes <>nt avec /
points de rencontre, en dehors de% points multiples. Si nous les assujettissons à passer par ///+/> — j points pns arbitrairement sur la courbe, nous aurons an réseau à trois paramètres
et les points de rencontre mobiles seront au nombre de
Posons alors
Y _ Psi*, y)
La courbe f se transformera en une courbe F, et les deux courbes se correspondront point par point. Pour établir en toute rigueur cette correspondance birationnelle entre f et F, il faut montrer que toutes les adjointes d'ordre m — 2 passant par m-\-p — 3 points quelconques ne passent pas par un ou plusieurs autres points.
Or cela est impossible ; car prenons p -f- 1 points arbitraires A1; A2, ..., A^,, et faisons passer par ceux-ci une adjointe d'ordre m — 2 ; elle rencontrera la courbe en dehors de ces points et des points multiples en m -\- p — 3 autres points, que nous désignerons par B. Si toutes les adjointes d'ordre m — 2 passant par les B passent par un ou plusieurs autres points fixes, ceux-ci devront être compris nécessairement parmi les points A, et, en prenant alors une adjointe P{ (#, y) distincte de l'adjointe P {%,y) dont nous sommes parti, le quotient
Pi(g,,r)
n'aura pas pour pôles tous les points A, mais seulement quelques-uns d'entre eux. On aurait donc une fonction ayant moins de p -+- 1 pôles arbitrairement choisis, ce qui est impossible.
Le degré de la courbe F est égal à p -h 2, puisque le réseau (18) rencontre la courbe en p -f- 2 points mobiles.
Nous n'avons pas supposé jusqu'ici, dans ce paragraphe, que la courbe fût hyperelliptique. Si nous revenons à cette hypothèse, nous obtiendrons une courbe particulièrement remarquable en procédant de la manière suivante. On prend m — 2 des m -f- p — 4 points bases du réseau ( 18) en ligne droite. Par les p — 2 autres points on peut faire passer deux adjointes distinctes Q< et Q2 d'ordre m — 3, et ces courbes du réseau Q,-(-XQ2=o ont seu-
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lement deux points de rencontre mobiles avec A. Posons alors
piOï y) = (a* -+- b y +- c) Q\(x, y), V%(x, y) = (ax -±- by +- c) Q2(x, y),
en désignant par ax -+- hy -f- c = o la droite des m — 2 points. Parmi les p -\- 2 valeurs de (oc, y) correspondant à X, deux seument varient avec X, et les valeurs de Y correspondant aux p autres sont infinies. 11 ne correspond ainsi que deux valeurs finies de Y à une valeur arbitraire de X. Notre courbe de degré p -\- 2 a donc un point multiple d'ordre p à l'infini. Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant :
Toute courbe de genre p hyperelliptique correspond point par point à une courbe de degré p -f- 2 ayant un point multiple d'ordre p.
On peut d'ailleurs vérifier que, inversement, toute courbe de degré p -f- 2, avec un point multiple d'ordre p à tangentes distinctes, est de genre/? et du type hyperelliptique.
Le genre de notre courbe sera donc
l—!- - — i—^- ou />.
Les adjointes d'ordre p -+- 2 — 3 ou p — 1 seront ici des courbes d'ordre p — 1, ayant le point multiple O d'ordre/? de la courbe comme point multiple d'ordre p — 1 : elles sont donc formées de p — 1 droites arbitraires passani par (.). La courbe est byperclliptique, car toute adjointe d'ordre /? — 1 passant par un poinl V de la courbe va nécessairement passer par un autre point qui est le point ( <:n dehors «h; A et O) où la droite AO rencontre la courbe.
17. Nous avons fait correspondre, avec Clebsch et Gordan, une courbe arbitraire de genre/* à une combe normale de degré p -f- 1 . Oïl peut encore obtenir des courbes normales de degré moindre, comme Font indiqué MM. Brill el Nôther dans 1«- Me moue que nous avons déjà plusieurs fois cité (•). Sans entrer
C; Brill et Nôther, Math. Annalen, 1. \ll. Voir te a* 9 intitulé: Das Pro blem dei Spécial Gruppen, et les paragraphes suivants.
dans une discussion approfondie de cette question, qui ne me paraît pas d'ailleurs avoir été jamais faite complètement, indiquons au moins les considérations qui peuvent conduire à ces courbes normales de degré inférieur à p -\- i . Nous trouverons là l'occasion d'appliquer le théorème de Riemann-Roch et le théorème de réciprocité de MM. Brill et Nother.
Soient considérés \k points (#, , yK ) . . . (.2^, y^) sur une courbe algébrique y. Cherchons à déterminer ces points de manière qu'il leur corresponde un nombre a- différent de zéro [voir § 4-), c'està-dire qu'on puisse faire passer par eux o- courbes adjointes Q linéairement indépendantes. On aura les fj. équations
«1 Qi(xh,y/i)-±-a2Q_-2(xh,yh)-r-...-^apQp(x/nyh) = o (h = i, 2, ..., \l).
Ces [A équations entre les a doivent se réduire h p — a* d'entre elles, et l'on aura, par suite, entre (a?,, yK ) . . . (x^, J'y.), un nombre d'équations de condition égal à
(lx — P + ff)*-
Ces équations (E) devront être vérifiées pour que, par les [a points que je désigne par A, on puisse faire passer des adjointes Q dépendant de <r paramètres arbitraires. Prenons une de ces adjointes; elle rencontrera (en dehors des points multiples) / en fi/ autres points que nous désignerons par B, et l'on a
\l -f- \i! = 2jD — 2.
Aux points B correspond un nombre a-', et nous avons établi les relations, revenant d'ailleurs à une seule,
[jl — p -h a -+- 1 = a', fj.' — p -t- cr'-h 1 = a.
Par les points B, on peut faire passer des adjointes Q dépendant de <t' paramètres arbitraires. Ces adjointes rencontrent f en u. points auxquels correspond le nombre primitif o\ Ces ^ points satisfont donc aux équations (E), et, parmi eux, il j en a a-' — 1 d'arbitraires; mais, d'autre part, le nombre des points satisfaisant aux équations (E) et restant arbitraires est au moins
FONCTIONS UNIFORMES SUR UNE SURFACE DE RIE MANN. 5/j 1
Il faut donc que l'on ait l'inégalité
u — (ja. — p -h a ) j ^ a' — I.
De cette inégalité fondamentale nous déduisons, en nous servant des relations écrites plus haut,
Un cas particulièrement intéressant est celui où g' = 3 ; on
aura alors
par suite,
JX>2(ff+/l),
d'où, en remplaçant <r par sa valeur en u. et/?,
H>2(3-t-/>— ,u), et enfin
(19) fjL^I^ + 3).
18. Nous arrivons maintenant à la recherche des courbes normales. Pour que l'on puisse avoir a-' = 3, la plus petite valeur que puisse prendre <x est donnée par l'inégalité précédente. En suivant la marche du paragraphe précédent, on prendra alors des points B, en nombre [*/, obtenus comme il a été dit, et par ces points passera un réseau d'adjointes
«îQi -+■ ftsQa-*- at»Q»= o,
qui auront u points de rencontre mobiles avec/. En posant
" Qa(^r)'
on /era /'/ transformation de f en une courbe F 7/// .svm <ie degré \>.. Nous nous contenterons <!<• <lir<' que cette transformation 1 birationnelle si la courbe f n'est pas spéciale; il en <\st bien certainement ainsi, mais on n'a pas approfondi l'étude des ras exceptionnels qui pourraient se présenter.
Le point intéressant est d'avoir In plus petite valeur possible
pour jj.. Reportons-nous, à cet effet, à l'inégalité (19). On peut
avoir
p — 3x, 3tt-+-i, 37:4-2.
Dans les trois cas, le minimum de l'entier u satisfaisant à l'iné-
galité (19) est
Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant :
Une courbe arbitraire de genre p correspond point par point à une courbe de degré
p — TT H- 2,
en posant p = 3 tt, ou 3t: -f- 1 , ou 3tï 4- 2.
19. Terminons cette section sur la transformation birationnelle des courbes par quelques remarques. Etant donnée une courbe
et la substitution simplement rationnelle
quand (-a?, y) décrit la courbe /, le point (X, Y) décrit une
courbe
On voit immédiatement que le genre q de F est au plus égal au genre p de f : en effet, à chaque intégrale de première espèce de F correspond une intégrale de première espèce de f\ et, par suite, le nombre des intégrales de première espèce distinctes de f est au moins égal au nombre des intégrales de première espèce de F. On a donc bien
Examinons le cas où
On peut établir alors que la transformation est nécessairement birationnelle (').
(l) Ce théorème a été démontré pour la première fois par M. Weber (Journal de Borchardt, t. 76).
Considérons, en effet, les intégrales de première espèce P(X,Y)rfX r(l{x,y)dx
frjW«f
des courbes F et/. On aura
Fi(X, Y)rfX Qx{x,y)dx Q2(^.7)^r Q;,Qr, j) <fa
=; = «1 77 !" a2 77 t- ...-+- a,, rn ?
les a étant des constantes, et, par suite, en supposant ^ >i, on
aura
Pi(X, Y) __ aiQi(a?,/)+...+ a/,Qp(ar,/) P2(X, Y) " 6, Qt(^ r) +■• . .-h èp Qp(x, y)1
les a et & étant des constantes. Aux points de F pour lesquels
Pi(X,Y) = o,
correspondront des points pour lesquels
«1 Qi(#, y) + ... + «/, Q/>(^, j) = o.
Si à un point arbitraire de E correspondent ;ji points de /, il
faudra donc que
\j.{iq — 2 ) S 2 /? — 2 ,
et, par suite, si p — q > i , on aura nécessairement
c'est-à-dire que la transformation est birationnelle : c'est le, théorème de M. Weber.
Dans !«• cas où j> = 1 , les choses se passent d'une manière entïéremenl différente. On trouvera d'importants développements sur les transformations simplement rationnelles des courbes avec des applications à la théorie des équations différentielles dans le Mémoire dé M. Painlevé sur les équations différentielles du incliner ordre ( ' ).
(x ) l\ Painlevé, Annalet de l'École Normale supérieure, 1891-1Ê
V. — Des courbes du genre deux
20. Dans tout ce qui précède, on a supposé jo^3. Quelquesunes des considérations précédentes s'appliquent toutefois au cas de p = 2. Dans ce cas, la courbe est hyperelliptique. Le raisonnement fait au paragraphe 14 peut, en effet, être employé ici.
On a un faisceau
Q1 + XQ2 = o
d'adjointes d'ordre m — 3 avec le seul paramètre X. Les courbes de ce faisceau ne rencontrent/ qu'en deux points variables; par suite, la courbe/ correspond point par point à une certaine courbe hyperelliptique
(20) H»s=PXX),
et, d'après ce que nous avons dit (§ 14), le degré du polynôme P(X), qui n'a que des racines simples, est cinq ou six. On peut encore employer, pour faire la transformation, des adjointes d'ordre m — 2, et la courbe de degré p-\-i avec un point multiple d'ordre p devient ici une courbe du quatrième degré avec un point double. Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant :
Toute courbe de genre deux correspond point par point à une courbe du quatrième degré ayant un point double.
Les remarques qui précèdent épuisent la question de la représentation paramétrique des courbes de genre deux] mais il n'est pas sans intérêt de montrer d'une manière purement algébrique que le degré du polynôme P (X) dans l'équation (20) est au plus égal à six) c'est ce que nous allons faire en supposant, pour simplifier, que la courbe f n'ait que des points doubles. Changeons seulement un peu les notations; soit, pour éviter les indices,
le faisceau des adjointes d'ordre m — 3 de la courbe de genre
deux
x et y sont des fonctions rationnelles de X et y P (X), en désignant par P (X) un polynôme qui est supposé n'avoir que des racines simples. C'est le degré de P (X) que l'on se propose d'évaluer. L'équation du second degré donnant x sera de la forme
A(X)^2+2 B()v)ar + C(X) = 9,
A, B, C étant des polynômes en X. L'équation en x aura des racines doubles pour les valeurs de X annulant
B2— AG =o.
Ces racines sont de deux sortes : ou bien elles correspondent aux valeurs a de X pour lesquelles deux points de rencontre de la courbe correspondante avec f sont distincts et sur une même parallèle à Ojk, ou bien elles correspondent aux valeurs [3 de X pour lesquelles la courbe correspondante du faisceau est tangente
Dans le premier cas, y aura deux valeurs distinctes, c'est-à-dire
que y, dans le voisinage de X = a, sera uniforme; x le sera donc également (puisque x peut s'exprimer rationnellemeut en. y et X, si, comme on peut le supposer, la courbe et le faisceau n'occupent aucune position particulière par rapport aux axes). Par suite, Â = a sera certainement une racine de degré pair de Ba — AC, et elle ne figure pas alors parmi les racines de P (X).
Le degré de P (X) est donc égal au nombre des courbes du faisceau
Q +aR=o
tangentes à I : calculons ce nombre. Nous avons les équations
f(x,y) = o, Q-hXR = o,
o,r-hXR,; = q;-4-xr^
JX Js
el nous devons, par suite, chercher les points de rencontre des
uVux courbes
/(*, y) = o, t\ i Qi r - Ri p . -/.; .. q; R- R^Q) = o.
Evaluons l<- nombre des points <l<' rencontre de ces deux courbes en supprimant Les solutions étrangères au problème.
pi< ahi). — ii.
La seconde courbe est d'ordre
m — i -t- m — 4 -+- ni — 3 = 3 m — 8.
Il est facile de vérifier que les points doubles de / sont des points doubles de la seconde courbe avec les mêmes tangentes. Pour le voir, mettons le point double à l'origine avec Ox et Oy comme tangentes; on aura
f(*,y) = XY +-?3<>, y) -h...,
R(ap, y) == a'as.+ b'y -h...; on a donc, pour la seconde courbe,
dy
[a(a'x -+• b'y) — a'(ax -f- by) -h. . .]
~ ly + it ~^' ' ' J [-Htt'5 + 6» - è'(aa7 + b.r) +•••] = °>
Pensemble des termes du second degré est donc xy.
Nous allons voir, de plus, que les m points à l'infini de /appartiennent à la courbe de degré 3m — 8. On a, en effet, comme terme de degré 3m — 8.
YyW*r — clr'x) — ix(q'yr — r'yq),
en désignant par o, q, r l'ensemble des termes homogènes du plus haut degré dans/, Q, R.
Si l'on remplace q et r par xq'x-\-yq' et xr'r -f-jrL on aura
(q'xr'y— q'yr'x)(xy'x-Y-yv'y)',
donc (d (x, y) sera bien en facteur.
Les solutions que nous venons de trouver sont manifestement étrangères au problème. En les laissant de côté, il reste pour le problème proposé un nombre de solutions égal à
m(3 m — 8) — G — — i — m, c'est-à-dire six..
Le polynôme P (a) est donc du sixième degré.
VI. — Du genre des courbes algébriques d'après Weierstrass
aperçu sur sa théorie.
21. J'ai fait allusion (§3 de ce Chapitre) à la manière dont Weierstrass introduit le genre dans la théorie des courbes algébriques. Voici la méthode qu'il suit pour arriver à cette notion
capitale ( ' ) : soit
l'équation de la courbe irréductible envisagée et qui a des singularités quelconques, et posons
f(x,jr)=Mx)yn-hft(v)y"-*-h,..-4-f„(x),
où les /**(#) sont des polynômes en x au plus de degré ni.
Désignons par (x' , y1) un point pris arbitrairement sur la courbe, et soient de plus
m — i constantes arbitrairement choisies. Nous formons la fonction du point* analytique (x, y)
. , ,. f(xty){x'-a')...{x,-ai>*-»)
Il est facile de trouver pour quels points de La courbe elle devient infinie. Tout d'abord elle reste certainement finie pour .r =00. Remarquons que l'on peut écrire
!» deviendra d<»n< infinie pour ./ ■ = ./■', y = \ -', mais rotera finie aux 11 — i autres points de rencontre de la courbe a\ec la droite
x — .-/•'. De plus Le résidu de II pour Le pôle simple (./•', y') scia,
on Le \ oit de suite,
àf{x\y')
(') h. Wi 11 hsii: \-s. Wàthematische Wtrkt < vierter Band, tweitea Kapttel).
puisque, pour y = "yf et x = x\ l'expression (21) se réduit df(.r',/)
La fonction R a d'autres pôles que %.= x*, ^ = ^'; elle a encore, comme pôles simples, les points en nombre
qui sont à l'intersection de la courbe avec les droites x = a', x = a/;, » . . , x = a{m~^ .
Désignons ces Z points par Ai, A2, . . . , A/ et disons, une fois pour toutes, qu'il ne s'agira dans la suite que de fonctions ayant des pôles simples.
Supposons qu'il existe une fonction rationnelle du point (a?, y), ayant seulement comme pôles les points A ou quelques-uns d'entre eux. Soit, par exemple, une fonction ayant comme pôle Ai (et quelques-uns des autres). On pourra retrancher cette fonction multipliée par une constante convenable de R, de manière à faire disparaître le pôle A4. Supposons alors qu'il existe une fonction rationnelle ayant seulement pour pôles les points
ou quelques-uns d'entre eux. En opérant de même, on fera disparaître un de ces pôles, et ainsi de suite tant que l'opération sera possible. Finalement, nous obtiendrons une fonction de (x,y)
devenant infinie en(x',y') et en un certain nombre p de nos points A que nous pouvons désigner par
De plus, et c'est là le point capital, puisque par hypothèse l'opération précédemment indiquée ne peut alors se continuer, il n'existe pas de fonction rationnelle de (x, y) devenant seulement infinie aux points B ou pour quelques-uns d ) entre eux.
22. Le nombre p que nous venons d'obtenir se présente dans des circonstances particulières, puisque les points B ne sont pas nécessairement indépendants les uns des autres. Supposons main-
tenant qu'il existe une fonction rationnelle
devenant seulement infinie en (x\ y' ) et en a- points
(c,, d{) ... (cff, dts)
que nous appellerons Ci, C2, . . . , C^ ( ils sont d'ailleurs choisis arbitrairement et sont distincts des points B), tandis quil n' 'existe pas de fonctions rationnelles de (a?, y) devenant seulement infinies aux points C. Nous voulons montrer que <r = p.
On peut supposer, après une multiplication convenable, que <I> a le même résidu que F en (a?7, y ) ; alors la différence
ne devient plus infinie en (a?', yf ). Envisageons la fonction
F(ar, y; cu dx >.
Elle devient infinie en ( Ci, d\ ) et nous pouvons par suite disposer de la constante Yi de manière que
ne soit plus infinie en (c,, <7| ). En continuant ainsi, on déterminera les constantes yi} y2 .... y<, de manière que l'expression
— va I4'1 ' • ; ca, </2) — . . . — Y<T F ( •'- .' ; c<7. (in)
ne soil infinie ni en (./■', r'), ni en Ci. Câ, ..., Cff. Mais alors l'expression ( 22 ) ne pourrait être infinie qu'en Bi, Bâ, . .., Bpj ce qui esl impossible. Elle se réduira donc à une constante.
Dans ces conditions, les points B ue seront pas des pôles pour la fonction ( 2a ); or, désignons par
résidus respectifs de la fonction Fi p, i : i . r i par rapport à Bi, I)., .... I') ont des fonctions rationnelles de(:r',j
Ou aura les relations, qui expriment que les B ue sont pas pôles
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de (22) :
[ >vi(#\ 7')-4-ïi Xi (cu di)+. . .4- Y<x^i (ca, ^<t) = °. (23) ! ^2<>'5 r')-+- Yi *2<ci> d\ )-+-... -F Y<r,X2 (cff, rfff) = o,
l ^(^',/') -+- Yi VCl> û?i)-+r/---+'Yff1xp(c^ <**) = °-
23. Si Ton a c <J p., on ne peut satisfaire par des constantes y à ces relations, si les points C sont arbitraires, car on déduit de ces équations une ou plusieurs relations entre (cM d<). . . (ca, da) et (a?', y'). Il est donc impossible que a- soit inférieur à p.
iSï /'o/z a <r=p, les équations précédentes déterminent les y, car le déterminant de ces lettres n'est pas nul, les points (c, d) étant arbitrairement choisis.
// reste à examiner V hypothèse <r [> p. Prenons dans ce cas, a priori, l'expression (22) avec les indéterminées y. En assujettissant ces lettres aux relations (28), nous écrivons que l'expression (22) n'a pas les points B pour pôles. Elle n'a pas non plus le pôle (x', y'), et par suite n'a que les pôles C. Or dans les équations (23). puisque <r >► p et que les (c, d) sont arbitraires sur la courbe, un ou plusieurs y restent arbitraires, les autres s'en déduisant. Supposons, par exemple, que yi reste arbitraire; on peut le choisir de manière que l'expression (22) ait en (c,, d\) un pôle avec un résidu déterminé différent de zéro. Dans ces conditions l'expression (22) n'aurait que les pôles G, et d'autre part elle ne se réduirait pas à une constante, puisqu'elle aurait effectivement le pôle G, ; nous arrivons donc à une contradiction.
Par suite, il est établi que <r = p. Ce nombre p est tel qu'il n'existe pas de fonction rationnelle ayant seulement p pôles simples arbitraires, tandis qu'il existe une fonction rationnelle ayant seulement p — | — 1 pôles simples arbitraires. C'est ce que Weierstrass appelle le rang d'une courbe algébrique. Il est^évidemment invariant d'après sa définition même; comme nous l'avons vu (§3), c'est le genre p de Riemann.
24. JNous ne pouvons songer à suivre Weierstrass dans le développement de sa théorie. Un élément essentiel de celle-ci est la fonction rationnelle de x, y, x' ety!, qu'il appelle
ll(x,y; x\y).
Considérée comme fonction de / . r, file devient infinie du premier ordre aux g -f- i points
(«!, 6,), (au 6, i, ..., (rt?, bp), (x',yr)
et s'annule au point (#0, b0); pour x — x\y=yl son résidu est égal à — i . Les conditions précédentes déterminent manifestement la fonction, et cela d'une manière complète. Weierstrass la détermine par un calcul régulier et sans rien supposer connu de l;i théorie (comme nous l'avons fait au paragraphe 3). Prenons le pôle (aa, 6a); on peut développer dans le voisinage de aa la fonction sous la forme
H(*, y- x\ y) = \\(x\ y' )a — L- -+- Y H^ (*', y')a (x - aa)\
X Cl.x ■— ^
Les fonctions rationnelles de xf et y'
H(*',y)a et W>(x',/)x (a = i, 2, . . ., p)
jouent dans la théorie de Weierstrass un rôle très important. Un théorème fondamental est qu'entre les
n'existe pas de relation homogène et Linéaire à coefficients constants (c'est-à-dire indépendants de x ei y'). On établit ensuite que les p intégrales
Il ix, y)*dx (a = 1, 2, ..., p)
son! les } intégrales de première espèce et que les p intégrales
Il y(x,y)xdx
sont de seconde espèce; l'ensemble de ces s>. p intégrales forme un système d'intégrales distinctes (!<• secoride espèce. On se trouve .1111-1 transporté |>;n- une voie tout élémentaire au cœur de la théoi ie des intégrales abéliennes.
THEOREMES GENERAUX RELATIFS A L'EXISTENCE DES FONCTIONS SUR UNE SURFACE DE RIEMANN.
I. — Position de la question; théorèmes préliminaires
1. Nous avons jusqu'ici considéré une surface de Riemann définie en partant d'une certaine relation algébrique
Nous avons alors étudié sur la surface certaines fonctions, intégrales des diverses espèces ou fonctions uniformes.
Nous allons nous proposer maintenant des problèmes en quelque sorte inverses. On peut concevoir une surface de Riemann définie a priori et d'une manière purement géométrique : ce seront m feuillets réunis les uns aux autres par un certain nombre de lignes de croisement et formant une surface connexe. Il s'agit d'établir qu'à une telle surface correspond une classe de courbes algébriques et de démontrer a priori l'existence de ces fonctions dont nous parlions plus haut. Nous rentrerons ainsi dans la pensée profonde de Riemann, dont nous nous sommes écarté dans les Chapitres précédents en faisant l'étude des intégrales de différentielles algébriques relatives à une courbe. Les études doivent, d'ailleurs, évidemment être faites l'une et l'autre; jusqu'ici nous sommes parti de la courbe ou de la relation algébrique, nous prenons maintenant pour point de départ le concept de la surface riemannienne à m feuillets.
Malheureusement la méthode si simple de Riemann pour établir les théorèmes généraux d'existence ne présente pas la rigueur
qu'on exige aujourd'hui dans la théorie des fonctions. Elle repose sur la considération du minimum de certaines intégrales tout à fait analogues à celles que nous avons déjà étudiées dans le problème de Dirichlet (p. 37) et on lui a adressé les mômes objections. 11 a donc fallu chercher dans une autre voie : Neumann et Schwarz y sont parvenus chacun de son coté. La méthode de .\euinann est exposée dans son grand Ouvrage sur la théorie des fonctions abéliennes ('); j'y renverrai le lecteur. Schwarz, à la suite de ses recherches sur le procédé alterné et le problème de Dirichlet, ajoute que l'on peut par ce procède arriver aux théorèmes généraux d'existence. Dans une lettre à M. Klein, que nous aurons à citer dans un moment, il revient rapidement sur la question. On peut avec ces données restituer complètement la méthode de Schwarz, et je ne crois pas dans les pages qui suivent m'écarter de la pensée de l'illustre géomètre.
2. Nous allons avoir à compléter l'étude des conditions d'existence d'une fonction harmonique. Quelques théorèmes préliminaires nous seront indispensables. Nous avons déjà exposé (p. 81) le procédé alterné; il va jouer dans la suite un rôle capital. Nous l'avons, en particulier, appliqué dans le cas d'une aire limitée par deux contours G et C (p. 86) et nous généraliserons d'abord la recherche faite à cet endroit.
Reprenons donc, avec Schwarz (2), l'aire limitée par les deux contours C et G'. Traçons la ligne mn joignant un point de C à un point de G', et donnons-nous sur chacune des deux courbes une .succession de valeurs que nous supposerons, en général, continue (il pourrait y avoir des points en nombre fini pour lesquels il y aurait un saut brusque d'une valeur à une autre).
Nous traçons une courbe nu/ joignant un point de C à un point de G' ( fig . 55); désignons par mn + le bord droit de celte coupure et par mn son bord gauche. .Nous allons chercher à déterminer une fonction harmonique //, continue dans l'aire Limitée par G, G'
(') Neumann, Vorlesungen iiber Riemanns Théorie der Abelschen Intégrale
(7 ) Schwarz, i aut einem Briefe an Herrn / Klein [Œuvra corn-
piétés^ t. 11. j>. 3o3).
et m/i, prenant des valeurs données sur C et C, et pouvant se prolonger analytiquement des deux côtés de mn, de telle sorte que le prolongement analytique de u~ soit égal à
h étant une constante donnée, en représentant par u~ et u+ les valeurs de la fonction dans le voisinage de la conpure à gauche et à droite.
Nous appellerons A l'aire limitée par C, G', m/i+, mn~\ traçant alors une seconde coupure pq, appelons B l'aire limitée par G, G',
pq+-, pq~- Nous allons d'abord former une première fonction harmonique m,, définie dans l'aire A, prenant les valeurs données sur G et G', puis des valeurs arbitrairement choisies sur mn~ et les mêmes valeurs augmentées de h sur mn+. La fonction ut prendra certaines valeurs sur pq. Nous formons alors une fonction harmonique vK déterminée dans l'aire B, prenant sur pq+ les valeurs de U\ et sur pq~~ les mêmes valeurs diminuées de h ; de plus, vt prend sur les arcs a et [3 de G et G' les valeurs de uK diminuées de h% et sur le reste des courbes G et C' les mêmes valeurs que U\ : la fonction c, est ainsi complètement déterminée. On va continuer ainsi indéfiniment : la fonction w2 sera la fonction harmonique déterminée dans A prenant sur mn~ les valeurs de vK et sur mn+ les mêmes valeurs augmentées de h, et égale à u{ sur Cet G'. On formera v2 en partant de u2) comme on a formé pf en partant de m,, et ainsi de suite. Les fonctions un et vn ont respectivement deux limites u et p, comme nous l'établirons sans peine. Or on a
»«•— *>n (sur/?<7+),
un= vn-\ (sur mn.-).
D'ailleurs tous les u et v ont même valeur sur les arcs C — a el C — p. Il en résulte que
sur le contour formé par ces deux arcs et mn , pq+', il en est donc de même à l'intérieur de ce contour. Pareillement, on a
Vn=Un~- h (sur /></-),
vn-\ = un — h (sur m n+ ) .
On a donc, dans l'aire limitée par a, [3, mn+, pq~ ,
Or la fonction v n'a pas mn pour coupure; nous allons donc pouvoir, avec les résultats précédents, étudier immédiatement le prolongement analytique de u quand on traverse de gauche a droite la coupure mn. Puisque, à droite de celle-ci, on a
u . = v -f- A, tandis qu'à gauche
le prolongement analytique de u~ sera donc égal à u+ — //, comme nous l'avons dit dans l'énoncé. 11 esi clair que semblablemeni le prolongement analytique de ti+ est égal à ur-\-k. La fonction u prend sur C et C les valeurs données ; il est clair que, si l'on traverse la coupure mtt, les valeurs de u sur ces deux courbes augmenteront ou diminueront de A, suis uni le sens dans Lequel la coupure aura été traversée (' ).
3. Nous avons admis l'existence de limites pour i/„ cl c„. La démonstration est la même qu'au paragraphe 2 du Chapitre 111, el il suffira de faire ressortir brièvement l'analogie entre les deux l as, Nous pouvons dresser le tableau
mn
Vl •
• Va ■ ■
Si l.i raccesMOfi donnée dei valeurs sut <'. el C admet la période //. on Beurra regarder la fonction comme parfaitement déterminée en m <-i n sur le bord droit el sur \t bord gauche de la coupure. l>;ms !<■ <-.i- contraire, la foo< lion n'.iiir.i pee, à prooreflMol perler, <lr valeur* i u ces points.
qui rappelle que un et vn prennent les mêmes valeurs sur pq+, tandis que un et v„_i prennent les mêmes valeurs sur mn~. Tous les u prennent les mêmes valeurs sur les arcs G et C, et il en est de même pour les p, ces valeurs n'étant d'ailleurs les mêmes pour les u et les v que sur les arcs C — a et C — j3. Remarquons maintenant que
u-i — a2= v=l — v\ (sur mnr~).
Or v2 — V\ est nulle sur C et G', et l'on a
p2 — V\ = u% — U\ (sur pq+).
On en conclut de suite, en raisonnant comme à la page 847
| "3— u2\<q*g (sur m ai-),
en désignant par g le maximum de \u2 — us \ sur mn~ ; pour la définition du nombre q<^\, on se reportera au Chapitre III et particulièrement à la page 87. On a, d'une manière générale,
un — u
n-i \<q*n~t)g (sur m/i-),
et la convergence des un vers une limite s'en déduit immédiatement ; on raisonne de même pour les vn.
4. Les considérations précédentes s'étendent d'elles-mêmes. Si, au lieu d'une aire limitée par deux contours, nous avons une aire limitée par une courbe extérieure G et par^o courbes intérieures G, , C2, • • -, dp, nous tracerons p coupures m{ n{ , m2n2, ..., mpiip, joignant G à Gt, C2, ...... C^. On pourra former une fonction
harmonique continue dans l'aire limitée par les C, les mn+ et les mn~ prenant des valeurs données sur les G et pouvant se prolonger analjtiquement au delà de mirti (i = 1 , 2, . . ., /?), de telle sorte que le prolongement analytique de w~ soit égal à
u+ — ht%
ht étant une constante donnée.
Il n'est pas besoin d'insister sur ce cas général ; la question étant traitée pour le cas de deux contours, on traitera le cas de trois contours en sappujant sur le cas précédent, c'est-à-dire en
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prenant comme fonctions successives u et v des fonctions ayant la périodicité donnée par une des courbes intérieures. Aucune difficulté ne pourra provenir de ce que les u et v ont déjà des périodes, car la différence de deux fonctions u ou de deux fonctions e, sur laquelle porte seulement le raisonnement, n'aura plus de période : cette remarque évidente fait le succès de la méthode et permet de l'étendre de proche en proche de façon à traiter, comme nous venons de l'énoncer, le cas général d'une aire limitée par /> H- i contours ('). Un cas particulier très important est celui où tous les II seraient nuls, et où, par suite, la fonction est uniforme dans l'aire après la suppression des coupures.
'>. Rappelons encore, pour terminer ces préliminaires, une proposition fondamentale relative aux fonctions harmoniques. Pour une telle fonction, la valeur au centre d'une circonférence est égale à la moyenne des valeurs sur la circonférence, ce qui s'exprime en prenant le centre comme origine des coordonnées polaires ;• et es et désignant la fonction par u (/', cp), au moyen de l'égalité
u (o) désignant la valeur au centre.
Nous aurons encore besoin d'avoir une limite de l'expression
Ou peul trouver diverses limites de l'expression précédente. La
(*) On pourrait traiter l>ien plus simplement la question précédente, comme l'a lait remarquer M. Jules Riemann dans sa Thèse déjà citée l p. \- . Si nous
désignons par ( a(, a', | un point situé à l'intérieur du contour Ck (i = 1, » /• .
la fonction harmonique
U = \ -farQ tang-£ -
jouit évidemment de la propriété cherchée, et, par Mnir. l.i différence // — U n'a un plus de périodes, l-<* problème m- ramène donc au cal où t<.u> les // s,, ni nuls, c'est-à-dire au problème de Dirichlel sous sa forme classique. Mous avons du cependant exposer la méthode qu'on ;i lue dans le texte, car nous nous trou • t dans des < irconstances où noua ne pourrons p.i^ faire usage de la remarque qui précède et où nous devrons re< ourir au procédé alterné.
suivante, quoique peu approchée, nous suffira : c'est celle que nous avons donnée (p. 17). On a
| «(r, cp) _ u(o) | < (R4^)20- (/• < R),
en désignant par g la valeur absolue maxima de la fonction sur la circonférence de rayon R.
II. — Existence des fonctions harmoniques sur une surface
de Riemann ouverte.
6. Nous allons d'abord considérer une surface de Riemann ouverte : voici ce que nous entendons par là. On tracera sur un des feuillets une courbe fermée y qu'on prendra généralement très petite. La surface de Riemann ouverte est la surface dont on a enlevé l'aire limitée par y; on peut dire de la surface ouverte qu'elle a un bord y.
Nous traçons sur la surface de Riemann les rétrosections (C^, Da). Ces rétrosections limitent avec y une aire T. Nous allons d'abord nous proposer de trouver une fonction harmonique bien déterminée et continue sur T, et prenant sur y et sur les deux bords des rétrosections des valeurs données.
Il importe de prévenir tout de suite uue première difficulté relative aux points de ramification. Désignons par z la variable complexe sur la surface de Riemann, et soit a un point de ramification. En posant
nous transformons le voisinage du point de ramification a sur la surface de Riemann dans le voisinage du point z' == o sur le plan simple z' [nous avons déjà fait, d'ailleurs (p. 4^4 )7 cette transformation]. En posant
z = x -h i y et z1 == x' -+- iy\ l'équation v
àx* + dy* '
se transforme en
ôx'z ây''
THÉORÈMES GÉNÉRAUX SUR UNE SURFACE DE RIEMANN. 55g
et nous sommes ramené alors à une aire située sur un plan simple (').
Quant au point à l'infini sur chacun des feuillets, on fera pour lui la transformation habituelle
et il n'y a de ce côté aucune difficulté.
Revenons au problème proposé. JNous pouvons considérer l'aire T comme limitée parjo -h i contours, à savoir y et les p rétrosections (G, D). D'après le paragraphe 4, on sait résoudre le problème de Dirichlet pour une telle aire quand on peut le résoudre pour cette aire rendue simplement connexe par p coupures ; on prendra ici pour ces coupures des lignes, ne se coupant pas, joignant un point de chaque rétrosection à un point de y (celui-ci joue ici le rôle de contour extérieur G du peragraphe 4, et tous les h sont nuls) (2). Or, pour l'aire simplement connexe que nous venons de définir, il n'y a aucune difficulté. On décomposera, comme dans la méthode de Schwarz pour la solution du problème ordinaire de Dirichlet (p. 336), l'aire en un nombre limité d'aires partielles empiétant les unes sur les autres <Ic manière à pouvoir appliquer le procédé alterné. Cette décomposition est indispensable, à cause des points de ramification ; on s'arrangera de manière qu'un certain nombre des aires partielles contiennent chacune un point de ramification, et l'on pourra les supposer assez petites pour faire la transformation indiquée plus haut.
7. \l>ordons maintenant Le problème fondamental. Noos Nouions former une fonction harmonique bien déterminée et continue dans l'aire T) prenant sur y des valeurs données et <t<lmeltant les périodicités c/t ci d/, relativement à Ca et D/i
(') Il faut remarquer seulement que la fonction // continue, ainsi que ses dérivées dans le plan simple (.r, y") autour de jp'ssjr* ao, n'aura pavaesdérn • > n t i 1 1 1 1 > -> pour le point d'affixe a quand on reviendra à la surface de Hiemann.
Les dérivées — et — deviendront, en général, infinies de l'ordre de - . en <\càx ôy s r
signant par /• la distance de ( r< y) au point d'affixe a.
(2) C'esl pour ce point du raisonnement qu'il est indispensable que la surface
soit ouverte.
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(A = i, 2, ...,/?). Nous entendons par là qu'après avoir marqué sur les rétrosections C et D un bord positif et un bord négatif (conformément, par exemple, aux conventions faites au paragraphe 12 du Chapitre XIV), le prolongement analytique de la fonction, considérée du côté négatif d'une coupure C^, coïncidera avec la fonction, considérée du côté positif, à — Ch près, ce que nous exprimons, comme plus haut (§2), par
u - = u+ — ch ;
et pareillement pour toutes les autres parties des rétrosections.
Donnons d'abord la solution, dans l'hypothèse où p = i . Suivant notre habitude, faisons dans l'espace le schéma de la surface de Riemann correspondante : ce sera un tore, sur lequel nous traçons un parallèle G et un méridien D {fi g. 56), et nous dési-
Fig. 56.
gnerons par c et d les périodes qui doivent leur correspondre ; figurons aussi la courbe y rendant la surface ouverte.
Nous allons, en premier lieu, former une fonction harmonique prenant sur les deux bords de G des valeurs données, ainsi que sur y, et admettant la périodicité d par rapport à D. Pour éviter toute difficulté relative aux points (géométriquement confondus) m et n des deux côtés de C, nous supposerons que les valeurs données sur les deux bords de C aient aussi d pour période (4). Pour résoudre ce premier problème, traçons une coupure auxiliaire D' et raisonnons absolument comme au paragraphe 4, en partant d'une fonction harmonique prenant sur les deux bords de G et sur y les valeurs données, et sur les deux bords de D des valeurs arbitraires d'un côté et les mêmes valeurs augmentées de h de
(') Voir la note du paragraphe 2.
l'autre côté (D et D' remplacent les coupures mn et pq du paragraphe cité). La fonction u{ prend certaines valeurs sur D'+ ; nous formons alors une fonction r, égale à u{ sur D'+ ainsi que sur les portions des deux bords de C comprises entre D'+ et D~ et enfin sur y, tandis qu'elle est égale à u{ — d sur D'~, et sur les portions de G comprises entre D+ et D' _. On formera de la sorte une suite indéfinie de fonctions */, c, et la limite des fonctions // résout le problème posé ; il me paraît inutile d'insister, l'analogie étant complète avec le cas traité au paragraphe 4.
Ce premier problème résolu, nous considérons maintenant, outre G et D, un second parallèle C; {fig> 5^). Ce sont mainte-
Fig. 57.
nant C et C qui vont jouer le rôle de mn et de pq, et toutes les fonctions harmoniques que l'on va considérer auront la périodicité d par rapport à D et prendront les valeurs données sur y. On partira dune fonction u{ prenant des valeurs arbitraires sur C- I sauf ];i périodicité d correspondant au passage par D) et les mêmes valeurs augmentées de c sur G+ ; cette fonction prendra sur C/+ certaines valeurs. On formera la fonction r,, prenant ces valeurs mit C+ et les mêmes valeurs diminuées <|<> c sur C'~. et l'on continuera ainsi indéfiniment, dirigeant toujours opérations fi raisonnements comme au paragraphe 4. La limite dès // sera la fonction cherchée; elle prendra sur y les valeurs données . sei <> continue sur toute la surface de lUemanti ; ci admettra les périodicités données c et d relativement à C et à D.
S. Lprès avoir traité le cas de/7 i, il d \ a aucune difficulté à traiter h général. La marche est La même que pour passer
pu wu>. — m. :k.
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d'une aire limitée par deux contours à une aire limitée par p -f- i contours. Soient, par exemple, p = 2 et les deux rétrosections (Cl5 D,), (G2, D2) et le contour y. En nous donnant des valeurs sur les deux bords de C( et D< ainsi que sur y, nous pouvons d'abord, d'après ce qui précède, déterminer une fonction harmonique prenant sur C< et D, ainsi que sur y, les valeurs données, et ayant les périodicités c2 et d2 relativement à C2 et D2. N'employant alors comme fonctions approchées u Qt v que des fonctions ayant cette périodicité, nous obtiendrons, par un nouvel emploi du procédé alterné, relativement à C{ et D,, la fonction cherchée.
Le raisonnement est général, et nous avons ainsi complètement résolu le problème proposé pour une surface ouverte. Nous avons formé une fonction harmonique continue sur la surface de Rieniann limitée par y et les p rétrosections (C, D) ; cette fonction prend sur y des valeurs données et admet des périodicités données relativement aux C et D.
III. — Existence des fonctions harmoniques sur une surface
de Riemann fermée.
9. Le problème que nous venons de traiter dans la section précédente n'est qu'un problème préliminaire. Nous avons maintenant à étudier le cas de la surface fermée, et nous chercherons d'abord à démontrer l'existence d'une fonction harmonique bien déterminée et continue sur la surface de Riemann considérée avec les rétrosections C et D, et ayant des périodicités données c/t et dh correspondant aux 2 p coupures G^ et D^ (h = 1, 2, . . ., p). Nous entendons toujours de la même manière le mot périodicité. Nous répétons que la fonction pourra être prolongée analytiquement au delà des G et D, et cela de telle manière qu'en désignant par u+ et u~ la valeur de la fonction à droite et à gauche dans le voisinage d'une coupure, soit C^, on ait, comme prolongement analytique de tz+,
u- -h ch,
et de même pour toutes les autres coupures. Dans ces conditions, la fonction #, qui reste toujours finie, aura sur la surface de Rie-
mann, débarrassée des rétrosections, une infinité de déterminations qui rentreront dans le type
u -h ^ ( mh ch -f- nhdh i.
les m/, et n/t étant des entiers positifs ou négatifs, et u désignant une de ses déterminations.
10. Nous allons encore employer le procédé alterné, mais dans des conditions différentes de celles où nous l'avons employé ju>quici ('). Prenons sur un des feuillets deux cercles concentriques T et y de rayon R et /'. Nous allons former une succession de fonctions harmoniques u et c. Les fonctions v seront définies et bien déterminées sur la portion de la surface de Riemann, munie des rétrosections C et D, extérieure à y, et elles admettront les périodicités données à ces rétrosections ; quant aux fonctions w, elles seront déterminées à l'intérieur du cercle F.
Ceci posé, donnons sur F une succession de valeurs arbitraires. Nous foi -nierons une fonction m, prenant ces valeurs sur F; cette fonction prendra certaines valeurs sur y. On formera une fonction V\ prenant les mêmes valeurs que u( sur y (nous savons, d'après la section précédente, former une telle fonction). Nous considérerons ensuite la fonction u.2 prenant sur T les mêmes Mileurs que r<, et l'on continuera ainsi indéfiniment. Nous avons donc deux suites de fonctions
«11 " Z Uni • • • ,
*>U VU '••) vn
Si Ton admet que un et VH ont des limites u et e, il est clair que ces deux fonctions coïncident dans la couronne annulaire comprise entre y et F. puisqu'on a
//„ - <•„_! ( sur r i.
u„r-= Vn iur y ».
(') Les passages des Mémoires 'I'' Schwarz, qui se rapportent <ï la question <]in nous occupe actuellement, sont aux pages i( : ;"'> du Tome il
tammelte matkemcUUche \bhandlung$m, von M.-\. Scxwabj
d'où résulte l'égalité a = v sur F et sur y et, par suite, dans Taire limitée par ces deux courbes. Ainsi, la fonction v pourra se prolonger analjtiquement à l'intérieur du cercle y, et ce prolongement analytique n'aura aucune singularité à l'intérieur de ce cercle. Nous obtenons donc bien la fonction cherchée.
11. Nous avons à démontrer que un et vn ont des limites. La démonstration sera moins simple que dans les cas analogues rencontrés jusqu'ici, et nous devons d'abord faire plusieurs remarques. Montrons, en premier lieu, que les moyennes des valeurs de toutes les fonctions un et v'n sur les circonférences y et F sont les mêmes. 11 est d'abord bien clair que les valeurs moyennes de uK sur T et de vK sur y sont les mêmes, puisque ut == v{ sur y. Prenons alors une circonférence G de rayon p comprise entre T et y, et considérons la fonction vK à l'extérieur de G ; si nous traçons le contour K sur la surface de Riemann, nous aurons, par la formule de Green,
JK cin S ^~JCt
— — as =■ o.
an
Or la première intégrale est nulle ; les éléments s'y détruisent, en effet, deux à deux, puisque les dérivées de v{ ont une périodicité nulle relativement aux rétrosections. 11 reste donc
r dvx
JG dn
ce qui peut s'écrire, la ligne G étant un cercle,
r 2 n dv
et, par suite, l'intégrale
est indépendante de p. Ceci veut bien dire que la valeur moyenne de la fonction ^, sur la circonférence y est égale à celle de u2 sur la circonférence F.
Or déjà la moyenne de vA sur y est, comme nous l'avons dit,
égale à celle de uK sur r ; on a donc bien
wi(R, g) dy = I u2(R,o)do,
et ainsi de suite. Tous les u ont même moyenne sur Y et ont, par suite, même valeur au centre O de cette circonférence.
Considérons, en second lieu, deux fonctions harmoniques U et V continues dans Y et prenant sur cette circonférence des valeurs ayant même moyenne. Il en résulte évidemment que ces fonctions ont même valeur au centre; ceci va nous permettre de trouver une limite de | UA — VA | pour un point A quelconque du cercle y. Reportons-nous à l'inégalité rappelée au paragraphe 5 de ce Chapitre. Appliquons-la à la fonction U — V qui est nulle au centre. En appelant M le maximum de | U — VI sur la circonférence T, on aura
IUa-VxK^I^M..
Or supposons — assez petit pour que l'on ait
{K-ry
q étant un nombre fixe intérieur à l'unité. Dans ces conditions, l'inégalité précédente pourra s'écrire
|UA— Va|<?M,
inégalité fondamentale entre les maxima de |U — VI sur les circonférences T et y; elle suppose essentiellement que les valeurs moyennes de U et V sur Y soient les mêmes.
12. ^son^ pouvons aborder maintenant la démonstration de L'existence de la limite pour u n et vn. Grâce aux remarques précédentes, nous nous trouvons dans les mêmes conditions (pie précédemment. On a
Ui — ittss v% — vt (sur T).
Or la fonction v% — <i est une fonction bien déterminée à l'extérieur de y. sans périodicité (la périodicité des e disparaissant
dans l.i soustraction | : !<• maximum de p9 - r, | sur I' est dune au
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plus égal au maximum de | p2 — ■ V\ | sur y, mais
fg — V\ = «2 — U\ (sur y).
Le maximum de | v-> — V\ | sur y est donc moindre que le produit par q du maximum de \ u2 — u, \ sur T. En combinant ces résultats, nous avons
maximum de | w3 — «2 | <C Ç • maximum de j u.2 — U\ f (sur Y).
L'existence d'une limite vers laquelle converge uniformément un sur F est alors évidente, et l'existence des limites u et v est établie. Le problème posé au paragraphe 9 est donc complètement résolu.
La fonction trouvée prend au point O, centre de T, une valeur égale à la moyenne des valeurs initiales données au début sur T. La valeur de la fonction cherchée en O et les périodicités la déterminent d'ailleurs nécessairement d'une manière unique ; car, dans le cas contraire, la différence de deux telles fonctions serait nulle en O et n'aurait pas de périodicité. Or nous savons qu'une fonction harmonique uniforme et continue sur la surface de Riemann tout entière se réduit nécessairement à une constante (Chap. XIII, §27).
Appelons fonction harmonique de première espèce une fonction harmonique de la nature de celle que nous venons d'étudier, continue sur la surface de Riemann. Il existe ip fonctions harmoniques de première espèce linéairement indépendantes. On peut, en effet, se donner arbitrairement les ip périodes de ces fonctions, et il est clair qu'entre ip fonctions à périodes arbitraires ne peut exister de relation linéaire à coefficients constants. Réciproquement, toute autre fonction harmonique de première espèce sera une combinaison linéaire de ces ip fonctions ; il suffit de choisir les coefficients de manière que la combinaison ait les mêmes périodes que la fonction proposée.
13. Il est facile de traiter le cas où la fonction harmonique aurait une singularité de la nature suivante :
Proposons-nous de rechercher une fonction harmonique admettant des périodicités données et continue sur la surface, sauf au point O, dans le voisinage duquel elle sera de la forme (le point O
étant pris pour origine des coordonnées polaires r et 9),
COS
U étant continue en O, et nécessairement harmonique ( comme
cos 6
On va suivre la même marche que précédemment. La seule différence sera que les fonctions w,, . .., um au lieu d'être continues
dans le cercle I\ deviendront infinies en O comme - — On for-
mera donc une première fonction uti prenant des valeurs données
sur r et continue dans T, sauf au point O où elle devient infinie
cos 0 n i i • i 1
comme •; elle s obtiendra tout de suite en posant
cosO TT u\ = h Ui
et en déterminant la fonction U< continue dans le cercle T tout
entier, et prenant sur sa circonférence les valeurs u{ — -• Nous
formerons donc de la même manière nos deux suites
tt[. ttj, . . . , Un, . . . ,
Toutes les inégalités fondamentales subsistent, et les valeurs moyennes des fonctions sur y et sur r sont toutes égales à la valeur moyenne de la fonction initiale u , sur T, puisque la valeur
moyenne (Je — — est évidemment nulle.
Nous pouvons donc former une fonction harmonique devenant infinie en O comme
cosO
(au ^<ii^ indiqué plus haut) et admettant des périodicités dont. Cette fonction 9era déterminée à une constante près variant avec la moyenne <les valeurs initiales sur la circonférence I . \<>us l.i dirons une fonction harmonique de seconde espèce.
IV. — Des fonctions de la variable complexe sur la surface
de Riemann.
14. Nous pouvons aborder maintenant l'étude des fonctions d'une variable complexe sur une surface de Piiemann. A chaque
solution u de l'équation
Aa = o
correspond, en effet, une fonction v déterminée par la formule (page 6)
y du , du .
dy — dx,
Ox "J à y
Vo J
et u -f- iv est une fonction analytique de x -j- iy.
A chaque fonction harmonique m de première espèce va correspondre une fonction v qui sera aussi de première espèce. Pour s'en assurer, il n'y a qu'à examiner les cas où (#, y) est en un point de ramification ou à l'infini. Dans le premier cas, nous avons
dit (voir la note ({) de la page 55c)) que j- ety- sont de l'ordre
de -p> r désignant la distance de (#, y) au point de ramification : v reste donc finie. Si le point (a*, y) est à l'infini sur un des
feuillets, on fera le changement de variable x'-\-iy'= —>
u devient une fonction de (#', y1) régulière à l'origine, et la formule
r ' - ou , . au , ,
montre que v est finie pour x' = y' = o.
Soient donc deux fonctions harmoniques associées u et v de première espèce ; elles seront linéairement indépendantes. Si l'on avait, en effet, une relation, à coefficients constants a, 6, c, de la
forme
au -+- bv = c,
a et b n'étant pas nuls tous deux, on en déduirait
du . dv du j dv
ox ox ay dy
ce qui est impossible à cause des relations
du __ ôv du ôv
ôx ùy dy ôx
lo. Partons d'une première fonction uK de première espèce, et soit V\ la fonction associée. J'envisage une fonction harmonique u2 qui ne soit pas une combinaison linéaire de uK et v{. Soit v2 l'associée de u2] montrons que les quatre fonctions.
Mi, Pi, Ut, P2
sont linéairement indépendantes. Dans l'hypothèse contraire, on aurait une combinaison
(1) <7i U\ -+- b\ VX -4- (UU^-^r- bîVî
qui se réduirait à une constante. Or cette expression est la partie réelle de la fonction analytique
(<<{ — ib i ) ( u i -+- t'p i ) -+- (a% — ib\ ) ( «2 -t- iv% ).
Il s'ensuit que la combinaison
(2) — 61 Mi -h ai Pj — ^ //2 -f r/2 ('2
se réduit aussi à une constante. On en conclut que
( a\ ((■> — b\ bî)U\-+- (b\ «2 — (t\ 62)pi -t- ( <t\ H- b\)ui
«•st constant, et comme aa et b2 ne peuvent être nuls à la fois (puisque autrement u \ et e, ue sciaient pas indépendants), il en altérait que u2 est une combinaison Linéaire de //,. ci e,, ce qui esl contre not re hypothèse.
On continuera de La même manière, en prenant une fonction u% qui ne soil pas une combinaison Linéaire de uu e,, «2, v% ; en adjoignant à U\ son associée e:î. on aura .s/./- fonctions Linéairement indépendantes. La démonstration se poursuit de proche en proche, el nous arriverons finalement à 2 p fonctions harmoniques de mière espt
"l. <l, Mj, Pj, . . ., Up, Pp,
deux à deux associées et linéairement indépendantes. Elles
forment un système de 2 p fonctions harmoniques de première espèce, avec lesquelles on peut former toutes les autres.
16. Portons maintenant notre attention sur les)? fonctions analytiques de x -j- iy ■=. z,
( 3 ) xi\ 4- iv\ , m2 -+- *V2, . . . , up -+- tpp.
On peut les appeler des fonctions analytiques de première espèce de la variable complexe z sur la surface de Biemann. Ces p fonctions sont linéairement indépendantes, car autrement les 11 et v ne le seraient pas ; elles sont continues sur toute la surface et admettent certaines périodicités au sens déjà tant de fois indiqué. D'autre part, il n'existe pas sur la surface de Riemann de fonction de z, uniforme et continue dans le voisinage de chaque point et admettant des périodicités, qui ne se réduise à une combinaison linéaire de ces fonctions.
On peut répéter, sans y rien changer, à propos des fonctions (3), tout ce que nous avons dit des périodes des intégrales de première espèce (Chap. XIV). L'inégalité fondamentale provenant de la formule de Green peut, en effet, être appliquée ici. On pourra notamment, avec les fonctions (3), former un système de fonctions normales.
17. Passons aux fonctions analytiques de seconde espèce. Nous partirons pour cela d'une fonction harmonique de seconde espèce (§ 13) devenant infinie en un point O, pris un moment pour origine des coordonnées, comme
cos6 r
qui est la partie réelle de -5 en posant z = re' . La fonction associée v deviendra infinie comme
— sin 6
et, par suite, u -j- iv se mettra dans le voisinage de z — o, sous la forme
P étant holomorphe. Donc z = o est un pôle simple de a -h zc, le résidu étant un.
Nous formons donc ainsi une fonction u-\-iv de z ayant pour pôle le point O avec un pour résidu ; celte fonction est continue pour tout autre point et elle admet des périodicités relativement aux rétrosections de la surface de Riemann.
Parmi les fonctions analytiques de seconde espèce, il en est de particulièrement remarquables : ce sont celles qui n'ont pas de périodes. On peut obtenir une telle fonction en partant d'un nombre suffisant k de fonctions de seconde espèce
avec les pôles simples respectifs 0|, O2, . • • , O*. Formons la combinaison linéaire
A 1 TI , -+- A2 H 2 H- . . . -+- A/, H
Si k est supérieur à 2/>, on pourra certainement annuler toutes les périodes, sans que les A soient tous nuls. La fonction ainsi obtenue ne se réduira d'ailleurs certainement pas à une constante, puisque, tous les A n'étant pas nuls, la fonction admet au moins un pôle. Nous aurons ainsi une fonction analytique U uniforme sur toute la surface de Riemann et n'ayant que des noies.
18 Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théorème fondamental de ce Chapitre :
A une surface de Hiemann arbitrairement donnée correspond une classe de courbes algébriques.
A cet effet, cherchons d'abord quelle sera La nature de la fonction \ du paragraphe précédent. Si l'on considère le plan simple sur Lequel sonl placés les feuillets, nous voyons qu'à chaque valeur <!«• l'affîxe 3 sur ce plan correspondent /// valeurs <!<• l;i fonction I . à savoir \*-s valeurs «le In fonction l aui m points «le la surface de Riemann qui correspondent à la même valeur «le 3. Il est essentiel de remarquer que nous pouvons choisir l <l<- telle manière que ces m valeurs soient distinctes pour leur arbitraire de z. En effet, Les k pôles <!«' I ^<>ni arbi-
Iraires (Â étant suffisamment grand). L'équation U = oo a donc k racines qui sont k points arbitrairement choisis de la surface de Riemann et qu'on peut, par suite, supposer ne pas correspondre à la même valeur de z. L'équation U = A, qui a aussi k racines variant avec A d'une manière continue (Chap. XV, § 1), n'aura donc pas, en général, de racines correspondant à des points de la surface de Riemann ayant même z : ceci ne pourrait arriver que pour des valeurs particulières de A. Il en résulte que, z étant arbitraire, les m valeurs de U aux m points de la surface de Riemann, correspondant à cette valeur de 3, sont distinctes.
Ceci posé, cherchons quelle sera la nature de U considérée comme fonction de z sur le plan simple P. Cette fonction a m valeurs en chaque point ; d'autre part, elle n'a que des pôles et des points critiques algébriques (correspondant aux points de ramification) : elle est donc une fonction algébrique de s, et Ton a
f étant un polynôme de degré m en U. A une valeur arbitraire de z correspondent, avons-nous dit, m valeurs distinctes de U. La relation précédente est irréductible, puisque les m valeurs peuvent s'échanger en passant d'un feuillet à l'autre de la surface de Riemann.
Nous pouvons donc regarder la courbe algébrique (4) comme correspondant à la surface à m feuillets donnée; à un point arbitraire de cette dernière correspond un seul point (U, z) de la courbe, et inversement, à un point arbitraire de la courbe correspond un seul point de la surface de Riemann. Nous avons donc atteint, dans cette question des existences, le but essentiel de notre recherche, qui était de montrer qu'à une surface donnée de Riemann on peut faire correspondre une relation algébrique. A la fonction U on peut évidemment substituer une fonction rationnelle quelconque de U et z, soit
Sauf pour des formes particulières de R, la fonction V aura m valeurs différentes pour une valeur arbitraire de z. La fonction V a les mêmes points de ramification que la fonction U ; elle est ramifiée comme U, suivant l'expression de Riemann. Inverse-
ment, d'ailleurs, V pourra se mettre sous la forme d'une fonction rationnelle de U et de z. On peut donc dire qu'il y a une classe de fonctions algébriques, ramifiées de la même manière, correspondant à une surface arbitrairement donnée de Riemann.
J'ajoute encore que deux surfaces de Riemann, S et S,, seront dites se correspondre point par point quand les deux relations algébriques
(Si) /i(Ui, z±) = o,
(pion peut associer à chacune d'elles, auront entre elles une correspondance birationnelle. Nous dirons aussi que les surfaces qui se correspondent ainsi point par point forment une classe de surfaces.
19. Xa relation (4) est de degré m en U; quant à son degré en 5, il est égal à k, puisque à une valeur arbitraire de U correspondent k valeurs de z. Nous avons donc une relation
de degré m en U et de degré k en z. Riemann, comme nous l'avons déjà dit (p. 4^7), suppose, dans sa théorie des fonctions algébriques, que les degrés du polynôme./* ne sont pas les mêmes es U et z. Cette forme plus générale amène bien peu de modifications avec les hypothèses que nous avons faîtes dans Les Chapitres précédents. Il n'est pas inutile, cependant, d'en dire un m«»t. En désignant toujours par w le nombre des points de ramification de la fonction l de s, où l'on suppose encore que deux racines seulement se permutent, on aura nécessairement, comme
précédemment,
relation purement géométrique. On admet, comme cela a lieu dans I exemple qui nous occupe ici, que les points a l'infini mit chaque feuillet ne sont pas des points «le ramification. L'élimination de I entre les équat ions
conduit à une équation A = o, de degré
en z, puisque le discriminant d'une équation de degré m est du degré 2 (m — 1 ) par rapport aux coefficients de cette équation, et que ces coefficients sont ici de degré k en z.
L'équation A = o admettra, comme racines simples, les w points de ramification; mais elle admettra aussi d'autres racines correspondant aux points multiples de la courbe qui ne sont pas, par hypothèse, des points de ramification. Ces dernières racines seront d'un degré pair de multiplicité; ainsi, par exemple, un point multiple d'ordre i(à tangentes distinctes) donne, pour A = o, une racine d'ordre i (i — 1 ). En désignant donc par ir le nombre des racines de A ne provenant pas des points de ramification, on aura
20. Je termine par une remarque générale relative aux surfaces de Riemann. Quand nous avons étudié ces surfaces au Chapitre XIII, nous avons pu supposer, conformément au théorème de Lùroth, que les m feuillets de la surface étaient liés à la manière d'une chaîne, le premier feuillet étant seulement lié au deuxième, le deuxième au troisième, et ainsi de suite. Nous sommes, dans ces conditions, arrivé à la formule générale {voir. en particulier, le n° 19 du Chapitre XIII)
Dans les théorèmes d'existence que nous venons d'établir, nous n'avons besoin de faire aucune hypothèse particulière sur la surface. Les points de ramification étant seulement toujours supposés simples, les feuillets peuvent être réunis les uns aux autres d'une manière quelconque par des lignes de croisement. Quelle est alors, dans ce cas, la signification du nombre p? Nous pouvons y arriver de suite en recourant à la relation algébrique
qui correspond uniformément à la surface. En raisonnant sur la fonction U comme nous l'avons fait pour établir le théorème de
Lùroth, on pourra transformer la surface de Riemann en une autre où les feuillets seront liés à la manière d'une chaîne, ce qui revient à joindre autrement les points de ramification pour former les lignes de croisement. Dans cette transformation, le nombre des points de ramification ne change pas, et nous avons toujours la même formule pour le nombre/?, c'est-à-dire pour le nombre des trous de la surface dilatée dans l'espace.
V. — Modules d'une classe de courbes algébriques
21. Une des applications les plus intéressantes du théorème général d'existence des fonctions algébriques correspondant à une surface de Riemann est la recherche du nombre des modules des fonctions algébriques d'un genre donné p.
Commençons par une remarque préliminaire. Si l'on se donne dans le plan de la variable z les
w = 2 ( ni -+- p — i)
points de ramification d'une surface de Riemann à m feuillets, on peut se demander quel sera le nombre des surfaces, ayant ce nombre de feuillets, qu'il sera possible de former. Nous voulons seulement faire observer que ce nombre sera fini; la recherche de ce nombre sera une question de Géométrie de situation et «1 Analyse combinatoire. La fonction qui le représente est sans doute une fonction compliquée de m et de p. M. Hurwitz, qui 1 occupé avec succès de cette recherche, la déterminée pour les valeurs les plus simples de m (*); nour renverrons à son Mémoire. Il nous suffit de savoir que ce nombre est fini.
^2:2. Nous voulons chercher de combien de paramètres arbitraires dépend essentiellement une classe de surfaces de Riemann
d'un genre donné />. Par Le mol essentiellement ) nous entendons que toutes les surfaces de cette classe pourront être ramenées i 1 une d elles, qui se trouvera définie par certaines valeurs «le ces paramétres, et qu'inversement à «les valeurs arbitrairement don
(') Burwiti, Hathematitcht Annalen, Bd 39.
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nées de ces paramètres correspondra seulement une classe ou un nombre limité de classes de surfaces. Ces paramètres ont été appelés par Riemann les modules. Ils jouissent évidemment d'un caractère d'invariance relativement aux transformations uniformes.
Nous ferons connaître successivement les deux méthodes employées par Riemann ('). Voici, en précisant seulement quelques détails, la première de ces méthodes.
Tout d'abord, étant donnée une surface de Riemann (w, ~), nous pouvons la transformer en une autre qui lui corresponde point par point, et où le nombre ^ des feuillets soit supérieur à 2p — 2 ; ceci est évident, puisqu'on peut prendre u arbitrairement (pourvu qu'il soit supérieur àp + i) en prenant pour nouvelle variable une fonction rationnelle de u et z ayant \k pôles (p. 5 17).
Nous supposons donc que les surfaces de Riemann de genre /?, dont nous voulons étudier l'ensemble, ont \k feuillets; ijl va rester fixe et est d'ailleurs un nombre quelconque supérieur à ip — 2 (on verra dans un moment pourquoi nous faisons cette dernière hypothèse).
Le nombre des points de ramification de notre surface sera
alors
Nous pouvons nous donner arbitrairement ces points de ramification; donc, le nombre des surfaces étant fini pour des positions données de ces points, nous pouvons dire que nous avons une
surface dépendant de
1 |Jt -f- 2 p — 2
constantes arbitraires. Mais toutes ces surfaces ne sont pas distinctes : je veux dire qu'il y en a parmi elles qui se correspondent point par point; en désignant par (w, z) un point de la surface, nous pouvons remplacer la variable z par une autre variable
R étant une fonction rationnelle ayant jji pôles, de façon que u, considérée comme fonction de zt, soit une fonction à jjl valeurs.
(') Voir, dans les Œuvres de Riemann, le paragraphe 12 de la Théorie des fonctions abéliennes.
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De combien de constantes arbitraires dépendra R? D'abord ses p pôles peuvent être pris arbitrairement sur notre surface; ensuite, d'après le théorème de Riemann-Roch, elle contiendra
constantes arbitraires. Nous n'avons pas à nous préoccuper ici du nombre o\ puisque nous avons supposé y. >> ip — 2. Par suite, il y aura dans R
constantes arbitraires. On peut donc, en général, s'arranger de manière qne 2 u. — p + 1 points de ramification aient des positions données que l'on regarderait comme numériques; il reste alors
1 (x -fc- 2 p — 2 — ( 2 fi. — /> H— i) = 3/? — 3
autres points de ramification arbitraires. Nous pouvons donc dire que notre classe de surfaces de Riemann de genre p dépend de
constantes essentielles arbitraires; ce sont les modules de la surface. A chaque système de valeurs de ces modules correspondra seulement une classe ou un nombre limité de classes de courbes algébriques.
On a admis, dans ce qui précède, qu'on pouvait choisir les 2 p. — p -f- 1 constantes arbitraires Gguranl dans \\ , de manière que, dans la surface transformée, 2 u — p -f- ' points de ramification aient des positions données. Dans quel cas pourrait-il eu être autremenl ? Ceci \\r pourra arriver que si une transformation
où restent des arbitraires, conduit à des surfaces avant les mêmes points de ramification. ( >r ces surfaces sonl en nombre fini; il \ en aura donc nécessairement parmi elles <|ui pourront se transformer uniformément en elles-mêmes à l'aide d'une transformation dépendant de ces arbitraires. Réciproquement, d'ail leurs, -1 la surface admel une telle transformation avec p paramétres arbitraires, le nombre des modules sera augmenté de en effet, l<- nombre des constantes figurant dans la fonction R
Pl< \HI). — II.
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considérée plus haut devra être diminué de p, puisque, parmi les 1 m — - p -\- 1 arbitraires entrant dans R, on peut considérer que 0 d'entre elles correspondent seulement à la transformation de la surface en elle-même. On a donc alors à faire la différence
ce qui conduit à 3 p — 3 -f- p modules (*). Cette formule générale s'applique alors, même aux cas de p = o et p = 1 . Quand p ^> 1, on a p = o, d'après le théorème de Schwars, ce qui donne les 3p — 3 modules de Riemann. Pour p=n, on a c == 1 , comme nous l'avons dit (Chap. XV, n° 10) en étudiant les transformations en elles-mêmes des courbes du genre un ; il j a donc, dans ce cas, un seul module, comme nous le démontrerons d'ailleurs bien facilement d'une manière directe en étudiant, dans le Chapitre suivant, les courbes de genre un. Enfin, pourp^=o, nous avons vu (loc. cit.) que p = 3; il n'y a pas, dans ce cas, de module, résultat évident a priori, puisque la surface de Riemann peut être ramenée alors au plan simple de Cauchj.
23. J'ai dit que Riemann avait donné une seconde méthode pour trouver le nombre des modules. Cette méthode est trop intéressante pour que nous la passions sous silence; elle va nous conduire au premier exemple de représentation conforme d'une surface de Riemann sur un polygone, représentation qui, dans les travaux récents de Poincaré et de M. Klein, joue un rôle si important. C'est au moyen d'une intégrale de première espèce que Riemann effectue cette représentation. Prenant une intégrale de première espèce, posons
*0, Jo J >
Quand le point (#, 7) parcourt la surface sur laquelle on a tracé les coupures C et D, le point z décrit dans son plan un certain polygone, se recouvrant partiellement lui-même, et dont les
(') M. Klein a, le premier, appelé l'attention sur cette formule. \oir le Chapitre III de son Ouvrage déjà cité : Ueber Riemann' s Théorie der algebraischen Functionen.
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cotés (correspondant aux deux: bords de chaque coupure) se correspondent deux à denx, de telle sorte qu'on passe du premier au second par l'addition d'une période à j. Ce polygone se recouvrira partiellement lui-même, puisque, en regardant x comme fonction de c, on a nécessairement pour cette variable 2/> — 2 points de ramification qui correspondent aux 2 p — 2 racines de l'équation (en dehors des points multiples)
A chacune des p rétrosections correspond un parallélogramme curviligne. On peut donc concevoir, à titre schématique, le polygone comme formé de p parallélogrammes distincts dont les plans seraient superposés, le passage de l'un à l'autre ayant lieu au moyen de lignes de croisement se terminant aux (2 p — 2) points de ramification. Quant à la nature des côtés du polygone, elle est évidemment indéterminée, comme les rétrosections elles-mêmes, et l'on peut, si l'on veut, les supposer rectilignes. Inversement, si l'on a une telle surface polygonale, il résulte des théorèmes d'existence qu'on peut lui faire correspondre une classe de courbes algébriques. On peut, en effet, démontrer l'existence de fonctions harmoniques uniformes sur la surface polygonale multiplet qui prennent les mêmes valeurs aux points correspondants de deux côtés opposés et qui se comportent comme les fonctions étudiées au paragraphe 7. la périodicité «tant nulle. Il snllit d'employer pour cela les mêmes méthodes qui nous ont permis d'établir l'existence des fonctions uniformes sur une surface de Riémann; nous nous arrêterons «buis un moment sur le cas particulier le plus simple de p = 1 . Ce point étanl établi, voyons de combien de constantes dépend la surface polygonale. La position du point de rencontre d'une ligne C et d'une lii;ne I) dans chaque rétrosection esl arbitraire sur la surface; nous n'avons donc pas â compter comme constantes arbitraires les paramètres définissant les positions d'un sommet de chaque parallélogramme. Les arbitraires, définissant réellement I aire polygonale qui nous occupe, sont les a d périodes 1 1 les positions des points de ramification, ce qui nous donne
arbitraires. Mais I intégrale de première espèce dont on est parti
est arbitraire. On a
Ç Q(x,y)dx fQi(x,y)dx f Qp(x, y) dx
J ~7f~ =CiJ fi ■■+---hW — /f- + (W
On peut choisir les constantes G de manière que p des périodes
aient des valeurs numériques données, et, si p >> i , on peut, de
plus, choisir Gp+l de manière qu'un des points de ramification ait
une position donnée. Il reste donc alors un nombre de constantes
essentielles égal à
ce sont les 3p — 3 modules.
Quand p = i, il n'y a pas de points de ramification; on peut choisir la constante Ci de manière qu'une des périodes ait une valeur donnée. L'autre période sera le seul arbitraire restant. On aura, dans ce cas, un module (' ).
24. Le point essentiel, dans la démonstration précédente, est le fait de l'existence d'une classe de fonctions algébriques correspondant à la surface polygonale multiple. Il suffira d'examiner le cas de p = i ; la question une fois traitée dans ce cas, on passera au cas général, comme on l'a fait pour tous les théorèmes d'existence, en raisonnant toujours de la même manière de proche en proche.
Nous partirons donc d'un parallélogramme ABGD (fig. 58), et nous voulons, en définitive, démontrer directement et a priori l'existence d'une classe de fonctions algébriques correspondant à ce parallélogramme. Nous avons pour cela à démontrer l'existence d'une fonction harmonique de seconde espèce, devenant infinie en O (pris comme origine des coordonnées polaires r et 8), comme
■ j admettant, relativement à AB et CD, la périodicité //, et,
relativement à AD et BC, La périodicité k) nous entendons par là que le prolongement analytique de la fonction au delà de DC est égal à la valeur de la fonction dans le voisinage de AB, augmentée
(!) On trouvera dans le paragraphe 14 du Mémoire de Brill et Nôlher {Math. Ann. . t. VII) une interprétation géométrique des modules regardés comme rapports anharmoniques. Si intéressantes que soient ces considérations, elles ne sont pas si rigoureuses que les méthodes s'appuyant sur les théorèmes d'existence.
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de la constante /*, et pareillement avec la constante k pour les deux autres côtés. L'analogie va être complète avec les méthodes employées dans la section précédente. JNous formerons d'abord une fonction harmonique prenant des valeurs arbitrairement
données sur AD et BC (on suppose seulement que des valeurs en D ei A d'une part, en C et B d'autre part, diffèrent de /i), et ayant la périodicité h par rapport à AB et CD. A cet effet, on prendra A'B' parallèle à AB, et CD' parallèle à CD, de manière que les deux parallélogrammes ABCD et A'B' CD' soient identiques. Toutes les fonctions harmoniques qu'on va considérer deviendront infinies en O de la manière indiquée : les u seront définis dans ABCD et les v dans A'B'C'D'. On pari d'une première Ponction w, prenant sur AD et BC les valeurs données, prenant sur AB des valeurs arbitraires, et sur DC les mêmes valeurs augmentées de h. La fonction U\ prendra certaines valeurs sur V'B ; nous formons une fonction e, prenant ces valeurs sur A'B', les mêmes valeurs augmentées de h sur D'C, sur A'D et-B'C les mêmes valeurs que mi et sur DD' et CC les valeurs de i/{ respectivement ru A V el 1)1)' augmentées de h. On formera ensuite //... prenant sur DC les valeurs <le c,, sur AI) ces valeurs diminuées «le A, et sur \l) el BC les mêmes valeurs que u{. On continuera ainsi indéfiniment, formant deui suiirs de fonctions
On démontrera, toujours par les mêmes raisonnements, I existence d'une limite u pour 1rs fonctions <!<• la première ligne, et «l'une limite v pour celles '!<• la seconde. < )n ,i
U ,, =5 Vn I -III \ B
"n | I -■ Pfl "l DC .
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Tous les u et v prennent d'ailleurs les mêmes valeurs sur A'D
et B'C. On a donc
dans le parallélogramme A'B'CD. D'autre part, vn prend sur D'C les mêmes valeurs que un sur A'B', mais avec addition de la constante h; pareillement, un+{ prend sur AB les mêmes valeurs que çn sur DC, mais avec diminution de h. 11 en résulte que les valeurs de u sur le périmètre du parallélogramme ABA'B', augmentées de A, seront égales aux valeurs de v sur le périmètre du parallélogramme DCD'C'. Il est clair alors que le prolongement analytique de u au delà de DC. pour lequel on peut se servir de la fonction v, remplit bien les conditions requises.
D'une fonction harmonique de seconde espèce on passera à une fonction analytique de seconde espèce. L'analogie est maintenant complète avec la démonstration de l'existence de la classe de fonctions algébriques correspondant à une surface de Riemann.
On voit aussi que les considérations précédentes démontrent a priori l'existence des fonctions doublement périodiques correspondant à un réseau donné de parallélogrammes.
VI. — Des théorèmes d'existence pour l'équation de Beltrami correspondant à une surface quelconque.
2o. Nous avons déjà indiqué (p. 8) comment M. Beltrami a généralisé l'équation de Laplace pour une surface quelconque. Voulant nous placer ici dans les circonstances les plus simples, quoique suffisamment générales, nous allons supposer que l'on considère une surface fermée sans lignes multiples, ayant un nombre fini de trous, et telle que, dans une région suffisamment petite tracée autour d'un point quelconque de la surface, on puisse représenter les coordonnées #, y, z par des fonctions analytiques de deux paramètres p et q, ce que nous pouvons exprimer en disant que la surface fermée est régulièrement analytique. Un tore fournit un exemple simple correspondant au cas d'un seul trou.
Nous avons défini (loc. cit.) ce que l'on doit entendre par fonction complexe u -f- iç d'un point mobile de la surface. L'élément
d'arc de celle-ci étant représenté par
ds*- = E dp* ■+- 2 F dp dq -+- G dq> , on a pour a et r les deux équations
àv <)/> J <)q
dP ~ i/EG — F*
We "" ()/> dq
\^9 ' v/eg-f*
et la fonction u satisfait par suite à l'équation
p du r <te\
y/EG — F* / <ty \ \/EG
Il est important de remarquer que cette équation a un caractère invariant par rapport à ds2, c'est-à-dire que, si Ion prend à la place de p et q de nouvelles variables, la nouvelle équation se déduira du ds- transformé, comme la première se déduit du ds'2 primitif. Ceci résulte de la manière même dont L'équation a été obtenue.
20. D'après nos hypothèses sur la nature analytique de la surface, on peut, dans le voisinage d'un poinl quelconque A de celle-ci, exprimer p et y par des fonctions analytiques de \ ei Y de manière à avoir la carte de la portion «le surface voisine de A sur le plan (X, Y), «cite carte étanl faite avec conservation des angles | voir i. I, p. 58o ). ( )n aura
I. dp* > I da dq h G dq* - - 7 ,/\ - • d
Si maintenant <m considère u et v non plus comme fonctions de/>, y. mais comme fonctions de X et ^ , <>n conclut, «le l'équation précédente et de l'équation 1 p. 8 «le ce \ olurae |
<1lll -+- d9* = A I Y. dp* > I dp (h/ -f- ( \ (I.
que les équations (a) deviennent
du
dv
àX =
du
dv
"Jx'
et, par suite, l'équation ([3) se transforme en l'équation de Laplace
Il résulte de là que, si l'on se borne à une aire suffisamment petite sur la surface, l'équation de Beltrami peut, au moyen de la Carte géographique indiquée, être transformée en l'équation de Laplace. Les problèmes d'existence que nous avons résolus pour cette dernière sont, par suite, résolus pour l'équation (jj).
Il serait sans intérêt de se borner à une portion suffisamment petite de la surface, mais le procédé alterné peut évidemment être appliqué à l'équation ([3), qui jouit, d'après ce que nous venons de dire, des propriétés essentielles de l'équation de Laplace. Aucune explication n'est alors nécessaire pour voir que l'on pourra considérer sur la surface non plus seulement une aire suffisamment petite, mais une aire quelconque. Tous les problèmes traités dans les sections précédentes peuvent donc être posés et résolus de la même manière.
Si nous appelons fonction potentielle sur la surface toute solution de l'équation ((3), nous pourrons former, après avoir tracé des rétrosections C et D sur notre surface, une fonction potentielle de première espèce admettant des périodicités données. La signification de cet énoncé est immédiate et a été déjà rencontrée en remplaçant seulement potentielle par harmonique. La fonction potentielle dont nous parlons sera continue sur toute la surface; elle admet une périodicité A par rapport à une coupure C, si son prolongement analytique au delà de la coupure est identique à la valeur qu'elle a de l'autre côté de cette coupure augmentée de ± k suivant le sens dans lequel la coupure est traversée.
Des fonctions potentielles de première espèce, on passera, en
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considérant la fonction associée v, aux fonctions complexes
u -h iv,
d'un point variable sur la surface. On aura ainsi la notion de fonctions complexes de première espèce, continues sur toute la surface, et admettant des périodes dont la partie réelle peut être arbitrairement choisie. Il n'y a pas à insister sur tous ces points; l'analogie est complète avec le cas où, au lieu d'envisager une surface quelconque, nous avions affaire à l'équation de Laplace et aux feuillets multiples d'une surface de Riemann. On aura aussi p fonctions complexes de première espèce linéairement indépendantes, et p seulement; c'est, comme précédemment, une conséquence de ce que, le long du contour K, dont il a été tant de fois parlé, on a
u dv > o,
1 intégrale étant prise dans un sens convenable.
Quant à b, démonstration de celte inégalité, elle esl immédiate en décomposant la surface en portions assez petites. On a pour chacune d'elles l'inégalité précédente avec l'aide de la carte de cette petite portion, et il suffit d'ajouter les inégalités.
27. On obtiendra de la même manière les fonctions complexes de seconde espèce, mais il la. il définir un pôle d'une fonction complexe de seconde espèce. Un point de la surface sera un pôle I"»".- la fonction complexe a-f-iV, si dans La carte géographique, relative au voisinage de ce point, sur le plan « V ï ». la fonction u -h iv qui devienl nue fonction analytique ordinaire de \ -+ H ;' Pour P^le le point correspondant au point donné de la surface. Nous arriverons enfin, suivant toujours La même marche que dans la 8ectioD [II'à ,,r^ fonctions complexes u \ iv, uniformes sur toute In surface et n'ayant que des pôles.
Relativement à une fonction complexe F = u-hiv, uous ,
s,,,|s établir ,(' même théorème qu'à la page 5i6 : L'équation
Cétant uneconstante arbitraire, a toujours le même nombre déracines su, h, surface. On pourrait encore employer ici une
formule analogue à celle de Cauclij pour trouver le nombre des racines, mais il suffit de remarquer qu'il n'est pas possible que le nombre des racines diminue (les racines étant comptées avec leur degré de multiplicité) quand C varie d'une manière continue. On pourrait seulement craindre que des racines ne disparussent au moment où deux ou plusieurs racines deviennent égales, mais ceci est impossible si l'on se reporte à la carte géographique pour laquelle on sait, en appliquant les théorèmes classiques, que les racines d'une fonction d'une variable complexe ne peuvent pas disparaître en devenant égales.
Considérons maintenant deux fonctions complexes
u -hïp et ii\ -h ivx
sur la surface, fonctions uniformes et n'ayant que des pôles. Si l'on donne à«-f iv une valeur arbitraire, il y aura un certain nombre m de points de la surface correspondant à cette valeur de u 4- îv, et si la seconde fonction uK -f- W\ a été prise arbitrairement, elle aura ni valeurs distinctes. Or nous savons (p. 8) que,
si l'on pose
F = u -h iv, Ft = ui + iVi,
F, est une fonction analytique ordinaire de F. Quelle sera la nature de cette fonction ? A une valeur de F correspond un nombre fini de valeurs de F { ; d'autre part, F{ est une fonction de F qui ne peut avoir d'autres points singuliers que des pôles et des points critiques algébriques. // y a donc entre F et F, une relation algébrique
et à un point arbitraire de la surface correspond un seul point (F, F, ) de cette courbe.
Nous avons donc établi ce théorème fondamental ( K ) :
(*) Ce théorème a été énoncé par M. Klein dans son Ouvrage déjà bien des fois cité sur la Théorie des surfaces de Riemann. Le mode de démonstration de M. Klein est extrêmement intéressant, quoiqu'il ne prétende pas à être rigoureux au point de vue analytique. C'est à une expérience électrique fictive faite sur la surface que l'illustre auteur emprunte les éléments de ses démonstrations. L'existence des fonctions potentielles avec leurs singularités diverses se trouve
I la surface S donnée dans l'espace et ayant p trous correspond uniformément une courbe algébrique de genre p.
Nous disons que le genre de la courbe / est égal au nombre p des trous de la surface S; ce qui résulte immédiatement de ce qu'il y a p fonctions complexes de première espèce sur la surface linéairement indépendantes (§ 26).
29. Nous avons encore à faire une remarque importante. Envisageons la surface ~ de Riemann à /// feuillets représentative de la fonction algébrique F, de F. Nous avons dit que S <'l S se correspondaient point par point; mais, de plus, la relation
du- H- dvr = À ( E dp'2 h- 2 F dp dq -h G dq - )
montre que cette correspondance a lieu avec conservation des angles. On peut donc dire que l'on a une carte géographique de la surface S sur ta surface de Riemann S.
30. Appliquons au tore les généralités qui précèdent. Désignons par /• le rayon du cercle générateur et par R la distance de son centre à Taxe (/*« ; \\ ). On pourra représenter le tore par les
équations
x = ( H — r cosç ) co^i>,
y = (R — r cos» ) simj/,
z = r si ii 5p,
où la signification géométrique des angles cp et 6, qui varient de <» à 27:, se voit immédiatement. On aura donc pour L'élément d'arc de la surface
ds* = f/.r* + r/i ' ,/z*- = r» rf©« -+■ ( K — r cos cp >■ r/^2,
que l'on peul écrire
r ' -m-+-db
.iin-i démontrée en quelque sorte expérimentalement. ('ii rient de voir que les considérations employées pour les surfaces de Riemann et l'équation de Laplace s'étendent sans peine a l'équation de Beltrami <"i i une sui foi <• quelconque. Rela tivemenl h celle-ci, nous avons seulement fait l'hypothèse qu'elle était régulièrement analytique; on pourrait traiter, je <i<u~. de la même manière, des cas
i ii- limples, ceux notamment où la surface «• des arrêtes, nais j< ne veux p.i-
U i .i|i|n ofondir i el te question.
ou, enfin, en posant
t/0 R — rcoscp
dsn- = (R — rcoscp )2[û?X*+rfY* J.
Cette dernière formule nous donne tout de suite la carte géographique avec conservation des angles, de la surface du tore sur la surface d'un rectangle. En effet, quand o et <L varient de o à it, le point (X, Y) décrit dans son plan Taire d'un rectangle dont les quatre côtés sont
x _ f rd(?
./„ R — r cosco
Que sont ici les fonctions complexes u + iv uniformes sur le tore ? Ce sont nécessairement des fonctions analytiques de X -+- i Y ; elles admettront les périodes
. /„ R — /' coscp
Les fonctions doublement périodiques ayant ces deux périodes définissent une classe de courbes algébriques (') : c'est la classe correspondant au tore.
31. Indiquons un exemple, dune surface ayant p trous, auquel on puisse appliquer les considérations générales que nous venons de développer. Je considère, comme au Chapitre XIIÏ, un disque plan à p trous, limité par une courbe extérieure C et p courbes intérieures C,, . . . , C;,, et tracé dans le plan (#, y).
Toutes ces lignes sont supposées régulièrement analytiques. On peut concevoir une fonction analytique/ ' (x, y) des deux variables réelles et x et y s'annulant, en changeant de signe, quand (x, y) traverse les courbes C, C1? ..., C^, et étant positive et différente de zéro dans Faire A limitée par ces courbes. Si, par exemple, les courbes sont des cercles, f (#, y) sera le produit pris avec un signe convenable des premiers membres des équations de ces
(') Ce point a élé démontré à la fin de la section précédente. Nous le retrouverons d'une manière plus élémentaire au Chapitre suivant.
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cercles. J'envisage maintenant la surface
Cette surface sera symétrique par rapport au plan des (x, )'), elle passera par les courbes considérées et aura visiblement p trous. Elle sera régulièrement analytique. On le voit de suite pour tout point (x, y) de l'intérieur de l'aire A; la chose est moins immédiate pour un point d'une courbe limite. Pour le voir, (#0, y0) étant un tel point, posons
a étant une quantité très petite. Pour x = x0, a = o, nous avons une racine simple y = y0. Nous pouvons donc développer y suivant les puissances de x et a, dans le voisinage de x = x0 et x = .o; soit 6 (#, a) ce développement. On aura alors la surface définie par les équations
< ■»• qui montre que la surface est analytique dans le \oisinage du point i .r0. )0. O ). On a supposé seulement qu'en (#0, y0) la tangente à la courbe limite n'est pas parallèle à O)', mai-, -il en était ainsi, on intervertirait x et y dans les raisonnements. Nous avons donc luen un exemple d'une surface à /> Irons régulièrement analytique dans toute son étendue. A cette surface correspond, d'après le théorème général, une classe de courbes algébriques.
32. Un cas limite de la surface précédente esl extrêmement intéressant, .le considère l;i surface
où z est une constante positive. Supposons que z tende vers zéro; aou9 aurons un»' surface se rapprochant de plus en plu- des deux côtés du disque plan. La classe de courbes algébriques correspondant à notre surface deviendra | >< >u r £ = <» une certaine classe limite, et I on esl ainsi conduit au théorème suivant :
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A tout disque plan à p trous on peut faire correspondre une classe de courbes algébriques.
Il y a une correspondance uniforme entre les points d'une courbe algébrique de cette classe et les points du disque considéré comme ayant deux faces. Le remarquable théorème qui précède est dû à M. Schottky ('), qui y est arrivé par une tout autre voie, en rattachant la question au principe classique de Dirichlet.
Le résultat précédent est très important pour l'étude de la représentation conforme des aires limitées par plusieurs contours. Etant donnés deux disques plans ayant le même nombre p de trous, peut-on faire une représentation conforme de ces deux disques Y un sur l'autre, de manière qu'à un point du premier disque ne corresponde qu'un point du second et inversement ? La question était difficile, mais nous sommes maintenant en mesure d'y répondre en quelques lignes. INous pouvons faire la carte géographique de chaque disque (pris avec ses deux bords) sur une surface de Riemann convenable; cette surface de Riemann est relative à une courbe quelconque de la classe correspondant au disque. Si l'on peut faire, de la manière indiquée, la représentation conforme des deux disques l'un snr l'autre, les deux surfaces de Riemann et, par suite, les deux courbes se correspondront point par point. On voit donc que la représentation conforme des deux disques est, en général, impossible; les conditions reviennent à l'identité des deux classes de courbes algébriques correspondant à Y un et l'autre disque. Je me borne sur ce point à ces vues, peut-être un peu rapides, en renvoyant au Mémoire de M. Schottky pour l'étude de la représentation conforme des aires multiplement connexes.
(l) Nous avons déjà eu l'occasion de citer (p. 333) le beau travail de M. Schottky; c'est un Mémoire fondamental à plus d'un titre.
I. — Des courbes unicursales
1. Nous nous proposons, dans ce Chapitre, de faire une étude des propriétés essentielles des courbes de genre zéro et des courbes de genre un. Commençons par les courbes correspondant dp = o, qu'on appelle courbes unicursales (,).
D'après la formule générale (Cliap. XIII, n° 17)
2 Jmd 1
on aura pour les courbes unicursales
Telle esl lu condition nécessaire ci suffisante pour que le ^cnre SOil nul. Il n'y aura pas dans ce cas de courbe adjointe d'ordre m — 3 .
Les courbes unicursales jouissent (Tune remarquable propriété: Vy/i peut exprimer les coordonnées (#, y) d'un <juelconque de leurs points en fonctions rationnelles d'un paramètre*
Pour le démontrer, considérons une adjointe d'ordre m — 2; elle dépend d'une manière non homogène de ni — a constantes (3).
M» Les mots de courbée unicursales oui été employés pour la première fois pai M. Caylej [voir Catlby, Comptes rendus^ 1 LXII).
(5) <»ii ,i % h dans mm Chapitre antérieur que le nombre <\<- ces constantes pour p quelconque, /// - • ■ />. La numéral est d'ailleurs immédiate.
Nous pouvons donc former un réseau
d'adjointes d'ordre m — 2 passant, quel que soit X, par m — 3 points choisis arbitrairement sur la courbe. Combien y aura-t-il de points de rencontre variables avec X? On a déjà un nombre de points de rencontre fixes représenté par
*Ly.ii{i — 1 ) -+- m — 3 ou m (m — 1 ) — 1 .
Il reste donc un seul point de rencontre mobile, et, par suite, ses coordonnées x et y sont des fonctions rationnelles de A.
Considérons inversement une courbe définie par deux équations
(0 ^=R(X), jK^R^X),
R et R, étant des fonctions rationnelles d'un paramètre X. Cette courbe sera de genre zéro.
Si le genre n'était pas nul, la courbe aurait une intégrale de
première espèce
Q(x,y)dx
Or, en remplaçant x et y par les expressions ( 1 ), on aurait une intégrale portant sur une fraction rationnelle P(X)
qui devrait rester finie pour toute valeur, finie ou infinie, de X? ce qui est impossible.
2. Nous avons exprimé plus haut les coordonnées x et y d\in point ai*bitraire de la courbe en fonctions rationnelles d'un paramètre. Pour trouver ces expressions, il a fallu introduire en général certaines irrationnelles par rapport aux coefficients de la courbe, puisqu'on doit prendre m — 3 points sur la courbe. On peut se demander comment on pourrait faire la représentation paramétrique pour une courbe unicursale, en introduisant le moins possible d'irrationalités par rapport aux coefficients de
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l'équation de la courbe unicursale. Cette question s'est présentée à M. JNother dans une recherche relative à certaines surfaces alerébriques ( * ). Pour y répondre, M. Nother procède très élégamment de la manière suivante.
Prenons trois adjointes arbitraires d'ordre ni — 2, ce qui peut se faire sans introduire aucune irrationnalité par rapport aux coefficients; soient P, (a?, y), P2 (x,y), P3 (x, y) les trois polynômes adjoints correspondants. Je pose
= Pt(x,y)
y _ P3(x,y) Pi(*,r)"
A la courbe unicursale proposée
va correspondre une courbe
et, si les trois polynômes adjoints d'ordre m — 2 sont arbitraires, les deux courbes se correspondront point par point. Cherchons le degré de la courbe F; il est égal au nombre des points de rencontre, avec/, du réseau
*i Pi(>,7)-ha2 V2{x, /) + a3P3(a?, y) = o,
en dehors des points multiples, c'est-à dire à
m 1 m — 1) — £x/i(t — i)ou m — a.
Noun avons «lune transformé la courbe en une courbe d'ordre ni — 2. On peul continuer ainsi de proche en proche. Si m esl Impair, on arrivera â une cubique; si m esl pair, à une conique.
Dans le premier cas 1 m impair) les coordonnées de la cubique unicursale, qui a un seul point double, peuvenl être exprimées en touchons rationnelles d'un paramètre, sans introduction d'au-
(') V'TiiKn. r,i,,r Flâcheriy welche Schaaren vationaler Curven besitzen
( Math. Annalcn, t . 1 1 I PU \ni>. — 11,
cune irrationalité par rapport aux coefficients de son équation, qui sont eux-mêmes des fonctions rationnelles des coefficients de la courbe proposée. Donc, pour une courbe unicursale d'ordre impair, on peut n'introduire aucune irrationalité par rapport aux coefficients dans la représentation paramétrique.
Il n'en va pas de même pour m pair. Nous sommes ramené dans ce cas à une conique, et, en général, nous ne pouvons pas faire la recherche des expressions des coordonnées en fonctions rationnelles d'un paramètre, sans introduire une irrationalité qui sera une racine carrée d' une fonction rationnelle des coefficients. Il en sera donc de même pour la courbe unicursale proposée.
Nous pouvons maintenant établir un intéressant théorème de M. Nother sur une classe de surfaces algébriques. Prenons une surface algébrique, jouissant de la propriété suivante : elle possède un faisceau linéaire de courbes unicursales, qui peuvent être obtenues par l'intersection de la surface donnée
f{*,yi z)~o
avec le faisceau de surfaces
où P et Q sont des polynômes en %, y, z. Il est supposé que le faisceau précédent coupe la surface suivant une seule courbe T variable avec À, et que cette courbe est unicursale. Nous nous proposons d'établir que la surface est unicursale, c'est-à-dire qu'on peut exprimer les coordonnées d'un point arbitraire de la surface en fonctions rationnelles de deux paramètres. Considérons le faisceau de plans
A -h XB = o (A et B étant du premier degré),
et faisons la perspective V de la courbe T (correspondant à la même valeur \ du paramètre) sur ce plan, en prenant un point de vue fixe mais arbitraire. Notre surface f correspond ainsi point par point à une surface f lieu des courbes T', et, en général, la droite (A = o, B = o) sera une droite multiple de/'. Le théorème énoncé est donc à démontrer pour la surface /', qui a une certaine droite multiple (A, B), et qui est telle que tout plan
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passant par cette droite la coupe en outre suivant une seule courbe unicursale (qui est la courbe T); désignons par ni le degré de V .
Prenons, dans le plan
ni — 4 points arbitraires déterminés rationnellement en X. C< !S points déterminent trois adjointes d'ordre m — 2 avec lesquelles nous faisons la transformation indiquée plus haut. Nous Minimes par suite ramené à une surface analogue à J\ mais où m esl remplacé par m — 2. On peut continuer ainsi de proche en proche.
Si m est impair on est ramené à une surface ayant une droite multiple, et telle que tout plan passanl par la ligne multiple la coupe suivant une droite (en dehors delà droite multiple); la surface est alors évidemment unicursale.
Si ni est pair, la question est moins simple, et Ton a une surface avec une droite multiple, et tout plan passant par celle-ci coupe la surface suivant une conique (en dehors de la droite multiple). Suivons ici une autre marche (' 1 que M. Nôther. La droite (A, B) étant supposée à l'infini dans la direction du plan des (a?, y), l'équation de la surface peut prendre la forme
a x--h bxy ■+■ c y'2 = 1 ,
où a, b et c sont des fonctions rationnelles de z. Nous allons voir que l'on peut satisfaire identiquement à l'équation précédente, en prenant pour x et y des fonctions rationnelles de z. La question revient évidemment a faire voir, étant donnée une expression
où \. B, C sont des polynômes de degré pair > ///. que l'on peut déterminer des polynômes u et v en -. de telle sorte que l'exprès sinn devienne le carré d'un polynôme en c. Or ^>ii ;;. le degré <le u et r: le nombre des constantes < non homogènes 1 esl 2u • 1 pour deui polynômes. Or, en substituant, ori a m» polynôme de > m f-2;j.; le nombre des conditions, pour qu'il soit un
(] i l i' m. Sur lu résolution de certaines équations " deui làles,
et Sur un théorème de M. Nother {Bulletin des Sciences mathématiques ,
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carré parfait, est m -\- y.. Or on a
X -+- I Z m -h [JL
à partir d'une certaine valeur de pu Par suite, on pourra déterminer u et s? de manière que
A vfl -+- B î<p +Cp2
soit un carré parfait. En revenant à notre équation ci-dessus
ax2 ^r- bxy -h cy2 = i, /
on y satisfera en prenant pour x et y des fractions rationnelles de z.
Pour une valeur donnée de #, on peut donc obtenir rationnellement un point de cette conique et, par suite, exprimer x el y en fonction rationnelle de z et d'un autre paramètre. La surface est donc unicursale.
3. Dans la représentation paramétrique donnée au paragraphe 1, nous avons pour une courbe unicursale
i = R(X), ^VRjCX),
et, d'après la manière même dont nous avons procédé, on a pour A
p une fonction rationnelle — — -de x et y. A un point arbitraire de
la courbe ne correspond donc qu'une seule valeur de X. Il j a des points particuliers pour lesquels il en est autrement : ce sont les points multiples. En un point multiple d'ordre i, les deux polynômes adjoints P4 et P2 sont nuls, et il y a i valeurs pour X correspondant aux i branches de la courbe au point multiple.
Imaginons qu'on ait une seconde représentation paramétrique
de telle sorte aussi que 9 soit fonction rationnelle de x et y. La nature de la dépendance entre X et 9 s'aperçoit immédiatement; à une valeur arbitraire de X ne correspondra qu'une valeur de 9 et inversement. La relation est d'ailleurs algébrique. Donc X est une fonction rationnelle de 9, et 9 est une fonction rationnelle de X ;
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on doit, par suite, avoir
a, 6, c, ^ étant des constantes. On peut donc dire que, abstraction faite dune substitution linéaire sur le paramètre, il n'y a qu'une seule représentation paramétrique, de la nature indiquée, pour une courbe unicursale (').
Je n'insisterai pas davantage sur les courbes unie urs aies. Une étude très complète en a été faite par Clebsch dans un Mémoire auquel nous renverrons (2).
II. — Des courbes du genre un
i. Les courbes de genre un sont particulièrement intéressantes à cause de leurs rapports avec la théorie des fonctions doublement périodiques. Pour p = i, on aura
On a ici un seul polynôme adjoint d'ordre m — 3 et, par suite, une seule intégrale de première espèce (à un facteur constant près).
Nous commencerons par chercher si les adjointes d'ordre ni — 2 ne peuvent pas, comme pour les courbes unicursales, conduire à une représentation paramétrique intéressante. Les courbes adjointes d'ordre /// — ■>. dépendent ici, d'une manière non linéaire, de m — i paramètres entrant d'une manière non homogène. On peul donc former un faisceau d'adjointes d'ordre m — 2
passant par/// — 2 points arbitrairement elmisis sur la courbe/".
(') On pourrait avoir une représentation paramétrique rationnelle telle qu'à
un point arbil 1 ,m ■<• r. r de la courl respondissenl plusieurs valeurs de /
< Mi \- 1 1 .1 | l.i i;<>| m. Mal h . [ finale fl . I . I \ | < . on mm I on peut, |».n Un Calcul v
gulier, introduire un autre paramètre, de façon .1 avoii un.- nouvelle représenta 1 ion qui Boit 'lu 1 \ pe él adié plu- haut .
(2) Clbbsch, Ueber diejenigen ebenen < urven deren Coordinaten rationaU Functionen einet Parametert ùnd Journal de i relie, 1. 64).
Le nombre des points de rencontre variables avec X sera m(m — 2) — (m — 2) — "LcLti{i — 1) ou 2.
Nous n'aurons donc, pour déterminer x ely en fonction de X, qu'à résoudre une équation du second degré. On aura, par suite,
x =if[\ v/HÔ)],
y et o étant des fonctions rationnelles de X et de y/R(^X), en désignant par R (X) un polynôme en X qu'on peut supposer n'avoir que des racines simples (le facteur de puissance paire, pour les racines multiples, étant sorti du radical).
A une valeur de X correspondent deux points (x, y) à cause des deux déterminations du radical. A un point arbitraire (.#, y) de la courbe / correspondra une seule valeur de X, ce qui est évident
d'après (2); il correspondra aussi une seule valeur dey/R(X), l'autre détermination du radical donnant le second point de rencontre de l'adjointe (2) avec/.
Une question très intéressante se présente : Quel est le degré du polynôme R (X)? On peut, pour y répondre, suivre deux voies différentes, entièrement analogues à celles que nous avons suivies en étudiant les courbes du genre deux (p. 544)*
Je dis que le degré de R (X) ne pourra être que trois ou quatre. En effet, d'après ce que nous venons de dire, les deux courbes
se correspondent point par point, puisque à un point arbitraire (X, ^i.) de la seconde courbe ne correspond qu'un point (#, y) de fi et inversement. Les deux courbes sont donc du même genre, c'est-à-dire du genre un, et, par suite, le degré du polynôme R (X) sera nécessairement égal à trois ou à quatre, les deux cas se ramenant d'ailleurs, comme nous l'avons vu autrefois, l'un à l'autre.
La seconde démonstration est plus directe, mais plus longue. On procédera comme nous l'avons fait dans l'étude des courbes de genre deux (p. 5 44 ) • Le nombre cherché sera égal au nombre
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des courbes du faisceau
P1-4-XPa==0
tangentes à la courbe f. Après avoir supprimé les mêmes solutions étrangères, il restera quatre courbes de ce faisceau tangentes à/, et le degré du polynôme R (X) est, par suite, égal à quatre. On a donc le théorème suivant :
Les coordonnées dC un point quelconque d'une courbe de genre un sont des fonctions rationnelles a" un paramètre et de la racine carrée d'un polynôme du quatrième degré par rapport à ce paramètre ( ').
o. On peut donner une autre forme à l'important théorème qui précède. Si l'on pose
rh d\
nous avons vu (Ghap. XII, n° 7) que cette relation définit une fonction doublement périodique de s, soit
>> = <pO), et l'on a évidemment
11 en résulte que x et y sont des fonctions doublement périodiques du paramétre z\ de plus, à un point arbitraire ( .r, y) et,
par suite, à une valeur de a et de \ B.(X), ne correspondra qu'une valeur de 3, abstraction faite de multiples des périodes. Nous pouvons alors énoncer le théorème suivant :
l)<ms une courbe de genre un, les coordonnées x et y peuvent primer en Jonchons doublement périodiques d'un paramètre S, et cela de telle manière qu'à un point arbitraire de la et, orbe ne corresponde qu'une valeur de s, abstraction faite
de multiples des périodes.
(') Ce théorème est dû à Clebsch, Voir *-<>n Mémoire: Çfeber diejenigen Curven ■1 Coordinaten $ich '//s elliptische Functionen eines Parameten davtttllen
lasaen {Journal de Crctt>\ t. (iî).
6. Nous donnerons dans la section suivante une sorte de réciproque du théorème précédent; mais, pour le moment, proposonsnous de retrouver le même théorème en nous plaçant à un autre point de vue que le point de vue algébrique du paragraphe 4. Nous allons considérer, à cet effet, l'intégrale de première espèce relative à la courbe de genre un, et chercher la nature de la fonction obtenue en faisant l'inversion de cette intégrale. Soit donc la relation
(3) rrQl^r)^=,_,0,
équivalente à l'équation différentielle
Q( x, y) dx .
fl = dz.
Les conditions initiales étant #,= a?0, y=y0 pour z = z0, quelle sera la nature de la fonction x de z ainsi définie? Nous voulons montrer que x est une fonction, uniforme dans tout Le plan, n'ayant d'autres points singuliers que des pôles.
En supposant que (j?0, y0) ne soit pas un point de ramification ou un point multiple de la courbe, la fonction x sera une fonction holomorphe de z dans le voisinage de z = z0, d'après le théorème fondamental (p. 3^4) sur l'existence de l'intégrale des équations différentielles. En étendant de proche en proche la fonction, le théorème fondamental cessera d'être applicable quand la variable z atteindra une valeur pour laquelle Q (x, y) == o ; mais cette circonstance ne peut se présenter pour un point simple de la courbe, puisque l'adjointe d'ordre m — 3, dans les courbes du genre un, ne rencontre la courbe qu'aux points multiples. Nous devons maintenant examiner le cas où le point correspondant (j?, y) de la courbe serait un point multiple ou bien un point de ramification, ou serait à l'infini. Il n'y a aucune difficulté dans le cas du point multiple, car, lorsque (x, y) se rapproche d'un point multiple sur une branche déterminée, le
quotient ' — reste une fonction holomorphe de x ne s'annu-
lant pas en ce point, puisque la courbe Q = o ne peut avoir aucune tangente commune avec f en un point multiple [sinon, le nombre des points de rencontre de y et de Q s'élèverait au-dessus de m [m — 3)] ; x restera donc fonction holomorphe de z.
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Pour le cas du point de ramification (a, b), on posera
dx' et Ton aura alors, pour -y^-> une fonction holomorphe de x dans
le voisinage de x = o; il en résulte que x\ et par suite x, resteront des fonctions holomorphes de s, dans le voisinage de la valeur de z pour laquelle x = a.
Enfin, si, pour 3 = a, x devient infinie, le point (x, r) séloignant à l'infini sur une des branches de courbe, on posera
et l'on voit encore de suite que ^7- sera une fonction holomorphe
de x' dans le voisinage de x = o ; aucun point critique ne peut encore apparaître.
Nous pouvons ici faire les mêmes observations qu'à la page io- ; les remarques précédentes ne suffisent pas à établir querr est une fonction uniforme de z dans tout le plan; mais il n'y a qu'à procéder comme à l'endroit cité pour rendre la démonstration rigoureuse. En isolant les points de ramification et les points à L'infini, on prouvera, sans rien changer aux raisonnements, que l'extension de la fonction pourra se faire de proche en proche à laide d'un cercle de rayon p invariable, de telle sorte que la fonctionou son inverse soit holomorphe à l'intérieur d'un cercle avant pour centre wn point quelconque du plan et un rayon é^al à p. Il en résulte que x est alors une fonction, uniforme dans tout l/> plan . n'ayant pour points singuliers <j(ic des pôles.
Le même raisonnement s'applique sans modification à r, qui sera aussi une fonction uniforme de ;.
7. Il est facile de se rendre compte de la nature des fonctions uniformes .r ci )- <!<• r que nous venons <le rencontrer. Leur pro prié té capitale est la double périodicité.
Rappelons-nous, en efiet, que L'intégrale
r' Q 1 y dx
a deux périodes w et a>' (Ghap. XIV). En posant
tu = c'-h ic", u)' = oT h- jW,
on a l'inégalité fondamentale (p. 4^2)
inégalité qui exclut l'égalité. 11 en résulte que le rapport des périodes
est nécessairement imaginai? e
On voit alors qu'à une même valeur de x correspondent, en choisissant convenablement le chemin allant de x0 à x, une infinité de déterminations de l'intégrale différant de sommes de multiples des périodes co et co'. On aura donc, pour x et y, des fonctions doublement périodiques de z : c'est le théorème auquel nous étions déjà arrivé par une autre voie. A un point arbitraire (x, y) de la courbe ne correspond manifestement, d'après la relation (3), qu'une seule valeur de z, abstraction faite de sommes de multiples des périodes ( * )
8. Je réserve, pour une autre partie de cet Ouvrage, l'inversion effective de l'intégrale de première espèce pour laquelle il est nécessaire d'introduire les transcendantes de Jacobi. Nous avons montré, au paragraphe \Q2 du Chapitre XII, comment, dans le cas de l'intégrale elliptique, on peut former certaines fonctions entières jouissant, par rapport aux périodes, d'une propriété remarquable» On peut ici former une combinaison analogue que je me contenterai d'indiquer (2); il est facile de former une fonction
(') Si l'on veut reprendre le point de vue auquel nous nous sommes placé, avec Riemann, au paragraphe 23 du Chapitre XVI, on dira que l'inversion de l'intégrale de première espèce permet, pour /? = i , de faire d'une manière uniforme la représentation conforme de la surface de Riemann sur la surface d'un parallélogramme.
(2) Voir le paragraphe 10 du Chapitre III de mon Mémoire Sur les fonctions algébriques de deux variables.
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de degré m — i en x et r, et telle que la combinaison
soit une. fonction entière de z. Cette fonction entière joue ici le même rôle que la fonction Al (z) de A\ eierstrass.
9. Nous aurons encore à signaler plus tard certaines propriétés des courbes de genres zéro et un. Ainsi l'on peut faire, avec Hermite (x), la remarque que les courbes de genres zéro et un sont les seules pour lesquelles l'inversion de l'intégrale abélienne
l{x, y)dx
(a étant rationnelle en x et y) donne, pour x et y, des fonctions uniformes de z. Ce sont des questions qui trouveront leur place dans l'étude des équations différentielles de Briot et Bouquet. J'ai même montré (2), d'une manière plus générale, que les courbes des genres zéro et un sont les seules pour lesquelles l'inversion d'une expression
).(.»■, v. dx
dx = z
Çk étant rationnelle en x et y) donne pour x et y des fonctions uniformes de z.
(*) Hermitb, Cours lithographie de l'École Polytechnique, 18 (:) Voir le Chapitre \l de mon Mémoire cité plus liant; j'.j étudie incidemment d'une manière très sommaire les expressions (4) doul M. Appell faisait a la même t''[i'Hjnc une élude très approfondie dans san Mémoire Sur les intégrales des fonctions a multiplicateurs | icta mathematiea. t. Mil). Relativement à la représentation paramétrique des coordonnées d'un point d'une courbe algébrique, on peul remarquer que les courbes des genres zéro et un s<>ni les seules pour lesquelles on puisse exprime] x et y en fonctions uniformes d'un paramètre, n'aynnt que des points tinguliers essentiels isolés, comme il résulte d'nn théorème généra] que ('ai établi ( icta mathematiea, t. XI). On peut exprimer les coordonnée* d'un point d'une courbe algébrique de genre supérieur à un, au moyin des fonctions fuehsiennes de M, Poincaré, mais alors les points singuliers essentiels de ces transcendantes ne sont pas isolt
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III. — Généralités sur les fonctions doublement périodiques
10. Nous avons déjà parlé des fonctions doublement périodiques (Chap. XII). Les généralités sur ces fonctions, œuvre de Liouville et de M. Hermite, sont devenues si classiques, et ont été tant de fois exposées (') que nous ne croyons pas devoir nous y arrêter longuement. Je vais seulement faire quelques remarqiïes qui auront trait aux courbes de genre zéro ou un.
Considérons deux fonctions doublement périodiques aux mêmes périodes
Tout d'abord il existe entre elles une relation algébrique, comme l'ont remarqué simultanément Briot et Bouquet et M. Méraj. La démonstration de ce résultat est immédiate. A une valeur arbitraire de x correspond, dans chaque parallélogramme de périodes, un nombre limité (toujours le même) de valeurs de z. La fonction y de x n'a donc qu'un nombre limité de valeurs pour chaque valeur de x; elle n'a d'autre part évidemment que des pôles ou des points critiques algébriques. On en conclut que y est une fonction algébrique de x. Nous aurons donc
On aurait pu arriver au même résultat par une autre voie plus élémentaire. En faisant sur x et y une substitution linéaire, nous pouvons supposer que x et y aient les mêmes pôles simples, en nombre pi, dans chaque parallélogramme de périodes.
Prenons un polynôme f (x, y) de degré m, à coefficients indéterminés, mais sans terme indépendant de x et y.
Quand on substitue à x et y dans /les deux fonctions doublement périodiques, on a une fonction doublement périodique qui
(l) Consulter, en particulier, le Cours lithographie de M. Hermite, le Traité sur les fonctions elliptiques de Briot et Bouquet, le Traité d'Analyse de M. Camille Jordan, le grand Traité de Halphen, l'Ouvrage de MM. Tannery et Molk, et celui de MM. Appell et Lacour. Au point de vue élémentaire et pratique, le Précis de M. Lucien Lévy doit être recommandé.
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a mu. pôles, en tenant compte des degrés de multiplicités ; il ne faudra pas plus de mu. — i conditions, pour écrire que ces pôles disparaissent. Or, si l'on prend m de manière que
on pourra choisir (et au moyen d'équations linéaires et homogènes du premier degré) les coefficients de /, de manière que les pôles disparaissent. On aura donc alors
f(xi y) — G (G étant une constante),
ce qui donnera une relation algébrique entre x et )', ne se réduisant pas à une identité, puisque f n'a pas de terme indépendant de x et y. Cette relation pourra n'être pas irréductible, mais parmi les relations irréductibles auxquelles elle donnera alors lieu, une certainement sera vérifiée identiquement quand, à la place de x et y, on met les deux fonctions doublement périodiques de c.
Ceci posé, montrons que le genre de la courbe f est au plus égal à l'unité. Si la courbe était de genre supérieur à un, on aurait deui intégrales distinctes de première espèce
fQx(x,y)dx fQtix, y)dx
J 7i ' J —fy
La première de ces intégrales peut s'écrire
Qi(x,y) dx d^
J'y dz
En substituant à x et y les expressions | 5), le multiplicateur
de dz, sous le signe d'intégration,
I\ dz '
est une fonction doublement périodique de z. 11 faut cjue cette fonction se réduise à une constante; sinon elle aurait des pôles, et L'intégrale deviendrait infinie. ( )n aura donc
<>, dx
~i dz '"
et, de même,
Q / y \ da
a{ et a2 étant des constantes. Des deux identités précédentes, on
conclut
QiO, y) = «2 Q2O, y) ~~ at
égalité impossible, puisque les deux intégrales de première espèce ont été supposées linéairement indépendantes. Le théorème est donc établi ( ' ).
11. 11 peut arriver que le genre de la courbe soit égal à zéro ou à un. Faisons la remarque importante que, si à un point arbitrai?^ (x, y) de f ne correspond qu'une seule valeur de z dans un parallélogramme de périodes, le genre de la courbe sera certainement égal à l'unité. En effet dans le cas contraire, la courbe serait unicursale, et l'on aurait
R et R, étant rationnelles en 9, et 9 pouvant se mettre sous la forme d'une fonction rationnelle de x et y. On aurait donc
¥(z) étant une fonction doublement périodique de ^. A un point arbitraire (x, y) correspond une seul valeur de 9; les valeurs de z correspondant à un point arbitraire (x, y) seraient donc les racines de l'équation (6). Mais, pour une valeur arbitraire donnée à 9, correspondent au moins deux racines de (6) dans un parallélogramme. JL'hjrpothèse faite que la courbe est unicursale est donc inadmissible.
12. Plaçons-nous dans le cas où à un point arbitraire (x, y) ne correspondrait qu'une seule valeur de £, abstraction faite de sommes des multiples de périodes, et considérons une fonction doublement périodique quelconque W de z, aux mêmes périodes que o et <ï>. A chaque point (x, y) de la surface de Riemann relative à la courbe f ne correspondra qu'une seule valeur de W.
(') J'ai donné pour la première fois la démonstration précédente avec un théorème analogue pour les surfaces algébriques au Tome XCII des Comptes rendus de l'Académie des Sciences (p. i49.5).
Cette fonction sera donc une fonction uniforme sur la surface de Kiemann; elle n'a nécessairement que des pôles; elle est donc une fonction rationnelle de x etjr (p. 455). Toute fonction doublement périodique de z sera donc une fonction rationnelle de ©(*) et <b(z). Ce théorème est dû à Lion ville.
13. Nous avons vu (p. 028) que les courbes de genre un admettent une transformation Irrationnelle en elle-même dépendant d'un paramètre arbitraire. Il e*t facile de retrouver d'une autre manière ce résultat. Considérons les équations
X = <I>(s— h), Y = ?(z-hh),
h étant une constante arbitraire; X et \ sont des fonctions doublement périodiques de z. On aura donc, d'après le paragraphe précédent,
il et l>, étant rationnelles en x et v, et évidemment d'ailleurs, pour la même raison, x et )' sont des fonctions rationnelles de X et \ . Nous voyons donc bien que la courbe /"admettra une transformation birationnelle en elle-même dépendant du paramètre arbitraire h. Il n'est pas inutile' de rappeler ici le résultai obtenu ( [>. 53o) relatif a L'équation différentielle
QOf, Y)dx Q(X,Y)rfX A
Q(#, y) étant le polynôme adjoint Ggurant dans L'intégrale de première espèce relative à/. L'intégrale générale de dette équation, qu'on peut appeler V équation d'/:r//>-r. esl algébrique et est précisément fournie par l<"> équations (7 > avec la constante arbitraire h.
I '' rerminohs par L'examen «lu < ;is particulier <>u l'on aurait
X sa 'Y ytz •!•
*ï>' étant la dérivée de *î>. Ecrivons la relation
Quelle que soit la fonction doublement périodique <ï> (3), on peut affirmer que le genre de f sera égal à l ) unité. Il faut montrer qu'à un point arbitraire (#, y) ne correspondra qu'une valeur de z dans un parallélogramme. Dans le cas contraire, nous pourrions prendre un couple de points z0, zt dans un même parallélogramme correspondant à un même point simple de la courbe. En z0 et £|, la fonction <ï> et sa dérivée <!>' auraient respectivement les mêmes valeurs; d'après l'équation différentielle, il en serait de même de toutes les dérivées de <I>. Donc le développement de <&(z) dans le voisinage de z0 suivant les puissances de z — z0 et le développement de $>(z) dans le voisinage de zK suivant les puissances de z — z{ auraient les mêmes coefficients. Il en résulte que zQ — zt serait une période de <ï>, ce qui est absurde.
Nous reprendrons bientôt l'étude des équations de la forme
qui ont fait l'objet d'un travail mémorable de Briot et Bouquet. Pour le moment, nous nous contenterons d'indiquer la forme de
cette relation, si l'on a
$ (z) étant une fonction doublement périodique ayant deux pôles simples dans un parallélogramme de périodes. Dans ce cas, l'équation sera du second degré en -r— , puisque à une valeur de x correspondent deux valeurs de z dans un parallélogramme. De plus,
les deux valeurs de —- sont égales et de signes contraires. Soit,
en effet, l'équation
a étant une constante arbitraire ; désignons par a et (3 ses deux racines dans un parallélogramme. Les résidus de la fonction doublement périodique
par rapport à a et j3 sont, d'après un théorème général, égaux et de signes contraires. On en conclut que
<I>'(a) et *'(P) sont égaux et de signes contraires. On a donc nécessairement
R(x) étant une fonction rationnelle de x. Cette fonction rationnelle devra être un polynôme, car ~ est nécessairement fini
quand x est fini. Enfin ce polynôme doit être du quatrième degré, car, s'il était d'un autre degré, les pôles ne pourraient pas être du même ordre dans les deux membres.
On a donc finalement une relation de la forme
/ dv\ 2
(—-\ = Ax^-+-Bjc*+Cx'i-hDx-hEJ
les coefficients étant des constantes.
Notre fonction $(z) résulte donc de l'inversion de l'intégrale elliptique de première espèce
dx
sjkx1*-^ Bz3+ Cx*-h Dx -+- E inversion que nous avons étudiée dans un Chapitre antérieur
nrAwn. — 11.
ALGÉBRIQUES
I. — Sur une représentation paramétrique des courbes gauches.
1. Nous terminerons ce Volume par quelques remarques relatives aux courbes gauches algébriques sans points multiples. Elles se présenteront simplement comme applications des théorèmes établis sur les courbes planes; il ne peut être question ici d'approfondir la théorie extrêmement difficile des courbes gauches algébriques ( *). •
Soit donnée une courbe algébrique ou une surface de Riemann
de genre p.
Si l'on prend trois fonctions x, y, z uniformes sur cette surface de Riemann et ayant seulement des pôles, on aura défini une courbe algébrique, en général, gauche. Supposons que ces trois fonctions aient jjl pôles simples communs. La courbe gauche sera, en général, de degré \k. Soit, en effet, le plan
(') Les Mémoires fondamentaux sur ce sujet sont le Mémoire de MM. Brill et INôtiier (Mathemat. Annalen, t. VII), le Mémoire d'IÏALPHEN [Classijïcatioti des courbes gauches algébriques {Journal de V École Polytechnique, III* Cahier, 1882)] et le Mémoire de M. Nôther {Académie des Sciences de Berlin, 1882). Dans la Théorie des fonctions algébriques des deux variables de MM. Picard et Simart, on trouve divers développements sur les courbes gauches. (Tome I, Chapitre VIII, et Tome II, Chapitre II, Section Y. )
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En remplaçant x, y, z par leurs valeurs, le premier membre devient une fonction de (;, r\ ) du degré u, qui a, par suite, u, racines. On peut décomposer xy y, z en éléments simples, comme il a été expliqué au Chapitre XV (p. 5i6). Soient
x = A -f- a, Ej h- a2 K> -+- . . • H- *u Eji,
r= B-hP,Ei + -h^ K,.,
z = G -+- yi Et-h + Ta Ejt,
on a les relations (loc. cit.)
et les relations analogues avec les [3 et les v.
En général, on tirera /> des a en fonction dés a — p autres, et
de même pour les [3 et les y.
Si l'on a
on aura une relation linéaire entre x, y, c, et la courbe sera plane [à moins que les points (ç, r\) ne soient particuliers, auquel cas il pourrait v avoir plus de u, — p lettres a arbitraires ] . Nous en parlerons plus bas.
Quand on a
on peut faire ainsi correspondre, point par point, à la courbe de genre p une courbé gauche de degré tx,
Le nombre des points doubles apparents ( ') de cette courbe
(') Nous avons déjà parlé (Tome; [, page '\~ 1 ) des pointa doubles apparente d'une courbe gauebe. Il est à peu près évident que la perspective d'une courbe gauebe sans points singuliers, prise d'un point de vue arbitraire, n'a <|tie dtl peints doubles. Pour qu'il en fui autrement, il faudrait que par tout point de l'espace passât au moins une sécante triple. Ceci entraîne que toute sécante double s<»it tnple, et il est aisé de voir que ceci n'est possible que pour une courbe plane. Soit en cil * t une courbe pour laquelle toute sécante double sérail triple; partons de deus points arbitraires B el <; de la courbe. Par hypothèse, la dron encontre encore la courbe en un point \. Considérons le cône ayant
^ pour sommet el p;i^--.i n t par la courbe; les tangentes en B el C à lu courbe vent dans le plan tangent .1 ce cône U long de la droite \i!<'. D'où la 1 onclusioa que les tangentes en deux points arbitraires B el C de no n courbe m rencena-
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gauche est manifestement égal au nombre des points doubles de /, puisqu'une perspective arbitraire de la courbe gauche sur un plan quelconque et la courbe f sont deux courbes planes de même degré jjl, et se correspondent point par point. Nous désignerons par h ce nombre de points doubles apparents. L'inégalité (i) revient à
h > (e-iHe-S) +;Ii L = di-iKn-«) _ h\
Dans ce cas, pour chaque degré jjl et chaque nombre A, on peut regarder les courbes comme formant une seule famille, correspondant à l'ensemble des courbes planes de degré jj. avec h points doubles. Le nombre des constantes de cette famille est facile à calculer. Il y a les 3p — 3 modules dans /, les u. pôles (£, rj), les 3 ({/. — p) constantes a, P, y, puis A, B,G, ce qui donne
3/> — 3 -f- \x -f- 3 ( p. — p) -f- 3 ou 4 H1-
Ce nombre 4 ^ est, fait bien remarquable, indépendant de h.
Arrivons au cas où
la question est singulièrement plus complexe. Comme on veut que les équations permettent de prendre arbitrairement trois des quantités a, il faut que les (£, tj) forment un groupe spécial de points au sens du Chapitre XV. Plaçons-nous dans le cas où les modules de f sont quelconques, comme nous l'avons fait dans ce Chapitre.
Soit, pour les équations (E), a- le nombre correspondant au théorème de Riemann-Roch, c'est-à-dire que p — o- désigne le nombre des équations (E) linéairement indépendantes. On pourra
trent. Gela implique que toutes les tangentes rencontrent une droite fixe (car on
peut supposer le point C fixe). Or il est manifeste qu'une courbe dont toutes les
tan-gentes rencontrent une droite fixe est une courbe plane, car, si la droite fixe
est l'axe Oz, on aura
dy _■£
dx xy d'uù se conclut y — Cx, C étant une constante.
donc prendre arbitrairement
fi — p -h a
des quantités a. Ce nombre devra être au moins égal à trois pour que la courbe ne soit pas plane; donc
Or on a vu (Chap. XV, n° 17) que
On a donc à la fois
a1 4- <t(;jl — p -h i) — /> 1 o, <* = 3 -h/? — u.
La première inégalité est donc vérifiée pour i = 3 -\- p — u, ce qui donne
Donc, quand cette condition est remplie {les modules étant quelconques), on aura une courbe gauche correspondant à f.
3. Evaluons le nombre des constantes pour les courbes gauches envisagées au numéro précédent. Nous avons d'abord les
modules «le la courbe, puis les pôles restant arbitraires en nombre
lx — (l1 -/> + <*)*, el ensuite les
quantités a, [J, Y et enfin les trois constantes A, B, C; le loul
donne
4 ijl -+- i( p ■+- 3 — rs —
Si l'on prend t tel que
;ji — p h- <x = 3,
Ou aura le nombre fu. Ce nombre [u <-^i ici !<• maximum, puisque
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Or les familles correspondant à des valeurs de 7, telles que
sont visiblement des cas particuliers de celles où
<r = 3 -h p — ;jl.
Nous avons donc encore 4[* arbitraires, quand
pèjlp + t),
les modules de la courbe algébrique étant d? ailleurs arbitraires. Ce résultat remarquable est dû à M. Nother (loc. cit.). Nous retrouvons le même nombre que pour les courbes du n° 1.
4. Revenons, pour terminer ces considérations, sur les courbes du n° 1, c'est-à-dire sur le cas où
h^-f- -^- - + i (ou |x^/?-t-3).
Il est facile de voir que toute courbe plane de degré jjl ayant h points doubles (la condition précédente étant remplie) est la perspective a" une courbe gauche de degré [x.
Soit en effet
la courbe plane. Prenons comme pôles les \l points de la courbe à l'infini; écrivons
y = *ii
Comme pi^p-|-3, on peut certainement trouver une fonction z qui n'est pas une fonction linéaire de x ely, comme il résulte du théorème de Riemann-Roch. On a donc, pour les équations précédentes, une courbe gauche, dont la courbe plane f est la perspective.
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II. — Représentation des courbes gauches au moyen des monoïdes.
o. On peut employer, pour les courbes gauches, un autre mode de représentation. Les axes de coordonnées ayant une position arbitraire par rapport à la courbe, projetons, sur le plan des xy, la courbe parallèlement à l'axe des z\ on aura ainsi (en désignant maintenant par d le degré de la courbe gauche) la courbe plane
avec h points doubles, si h est le nombre de points doubles apparents de la courbe gauche. A un point arbitraire de cette courbe plane correspondra un seul point de la courbe gauche; on aura donc, pour z, une fonction rationnelle de x et y, et la courbe gauche sera représentée par les équations
l ?0, y) = <>, ( ySx>y)'
La courbe y (x,y) = o passe par les points doubles de o, ainsi que la courbe à = o.
Pour les h points doubles de ©, on a deux valeurs pour z. 11 faut que »!/ s'annule pour les points communs à y et à <p, afin que
— reste finie pour tout pointa distance finie de 0=0; car notre
courbe gauche n'a pas de point à l'infini dans la direction de Taxe O2 (les axes ayanl été arbitrairement choisis).
Enfin, en faisant une transformation homographique, on peut supposer que y esl de degré v et •!» de degré v -h 1 (v étant un nombre qui, a priori, peut rire quelconque).
Les deux équations (2), en fait, définissent non seulement la courbe gauche, mais, en outre, un certain nombre de droites 1 Os, qui correspondent aux solutions communes aui t pois équations
r,y) = <>- W*>y)**'°* X(*»^) — °- On se rappellera que, des trois courbes précédentes, la première
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est de degré d (degré de la courbe gauche) avec h points doubles, les deux autres sont de degré v+i et v ; la courbe y passe par les points doubles de ©, et la courbe <l passe par les points communs aux deux autres. M. Cayley appelait monoïde la surface représentée par l'équation
cette monoïde est de degré v -h i avec un point multiple d'ordre v à l'infini dans la direction de l'axe O^.
6. Halphen, dans ses célèbres travaux sur les courbes gauches, s'est beaucoup servi de la représentation précédente. Celle-ci peut être faite de bien des manières. En effet, si <]>< et y, sont deux polynômes en x et y, tels que
soit divisible par cp, on aura évidemment
comme nouvelle représentation de la courbe gauche. Voici, à ce sujet, un théorème fondamental :
Soit ^| (x, y) un polynôme s* annulant aux points doubles de cp, on pourra trouver un polynôme ty{ correspondant, tel que la courbe soit donnée par
Pour l'établir, envisageons le résultant R (x) provenant de l'élimination dey entre les deux équations
<p(#, y) = °, x-to y) = o; on aura
R(j7) = Mtp + Ny^,
M et N étant des polynômes en x et y. On en déduit (3) R(^).t];./J = Ax + Bcp,
A et B étant encore des polynômes en x et y. Nous allons mon-
trerque A etB sont divisibles par R(#), et la proposition énoncée sera établie.
Parmi les points de rencontre de es et y se trouvent les points doubles de cp et des points simples. Soit d'abord (a, b) un de ces derniers points; supposons que (x, y) se déplace sur la courbe 9; il résulte de l'identité (3), puisque le quotient
reste fini en (a, &), que le quotient
restera fini aussi en (a, b). Ceci aura lieu pour les d points de rencontre (qu'on peut supposer distincts) de la droite x = a avec la courbe cp. Il en résulte (') que l'on peut mettre A (#, y) sous la forme
j A(x.y) = (x — ajAj+oHi (Xt et Bt polynômes).
En substituant dans l'identité (3), il en résulte que (x — a) est nécessairement en facteur dans les deux membres, et nous avons une identité analogue, mais où R (x) ne contient plus le facteur (x — a). En allant ainsi de proche en proche, on fera disparaître tous les facteurs x — a correspondant aux points de rencontre de cp et de y, qui sont points simples de cp. •
Supposons maintenant que («, b) soit un point double de cp. Reprenons (#, y) sur la courbe cp ; l'identité (3) nous montre que
(S) ±1Sl1Ù
s'annule quand (x, y) tend vers (a, b) sur L'une <>u l'autre branche de la courbe; ceci résulte de ce que y, s'annule en | <iy b I et que
(') Nom .t\ons rencontré ce genre de question dans l<- problème de la Réduction des intégrales abéliennes (t. I, p, 68 «1 mut.).
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reste finie en (a, b). D'ailleurs, pour les (d — 2) autres points simples de rencontre de la droite x = a avec o, le quotient (5) reste fini; il résulte encore de tout cela (voir le passage cité en note) que A (x,y) est susceptible de la forme (4); les mêmes conclusions suivent comme plus haut. On pourra finalement faire disparaître R (x) et l'identité (3) aura la forme
ty~/j =K^-hL<p (K et L polynômes en #, y). Donc, quand on a es (a?, y) = 0, on a
i . il
et, par suite, on a une représentation avec le dénominateur y^ comme nous l'avons énoncé.
7. Nous avons démontré plus haut (n° 4, où le degré de la courbe était désigné par jjl) qu'une courbe plane de degré d avec h points doubles, pour laquelle
AS(rf-,)(rf-3)+|'
est la perspective d'une courbe gauche de degré d sans point singulier. Nous pouvons retrouver ce résultat, en nous servant de la représentation de Cayley. On peut prendre pour dénominateur v,
dans l'équation de la monoïde, le polynôme -p> puisqu'il s'annule
pour les points doubles de o.
La courbe -±- = o a avec es, en dehors des points doubles,
d ( d — 1 ) — ih
points communs. Par les points doubles, et ces derniers points, le
tout étant en nombre
nous pouvons faire passer une courbe de degré d, et cette courbe sera distincte de cp et ne se composera pas de -p et d'une droite. En effet, le nombre des constantes dans cette courbe est
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•et ce nombre est supérieur à trois, car l'inégalité revient à
(rf-a)(rf-3)
inégalité qui est vérifiée. Désignons donc par d* la courbe générale de degré d passant par les d (d — i) — h points indiqués, nous avons les deux équations
ôx
qui représentent une courbe gauche, dont es est la perspective; c'est ce que nous voulions montrer.
8. 11 est facile d'avoir le nombre des constantes figurant dans la famille précédente de courbes gauches. Dans © le nombre des constantes est
h (courbe de degré d avec h points doubles).
Dans 'l nous avons
La son/me de ces deux nombres est égala /\d; c'est le résultai trouvé au n° 1.
9. Faisons encore, avec Halphen, quelques remarques sur la représentation des courbes gauches avec les monoïdes. J'écrirai les équations sous la forme
©est toujours de degré d avec h points doubles. Le polynôme U\ est d'un certain degré v 4- 1, et le poljnome u0 de degré v. La courbe u% = 0 passe simplement par '<>s points doubles <!«' © = o,
et la courbe «, = o passe en chaque point commun aux courbes u0 et cd. Dans ces conditions, on a évidemment
Les points communs à u0 et cp (en dehors des points doubles) sont
au nombre de
v d — ih.
Il y a donc sur cp
v d — 2 h -h h ou v d — h
points communs à u{ et à u0. Donc
Vûf — ^v(v + i), Ainsi, on a les deux inégalités
On aura donc
Il y a, nous l'avons dit, une infinité de représentations d'une courbe gauche donnée avec des monoïdes. Le minimum du nombre v joue un rôle important dans la classification d'Halphen; désignons-le par n. Par les h points doubles, on ne doit pas pouvoir faire passer une courbe de degré n — i. Donc
c'est-à-dire
10. On a trouvé, au numéro précédent, que n est au moins égal
à i . Soit d pair, et examinons si cette limite peut être atteinte
effectivement. Supposons qu'il en soit ainsi, et désignons par
la représentation correspondante. Puisque u{ s'annule au point
double, on peut avoir une autre représentation où u{ sera le dénominateur, soit
z = — ( u2 étant de degré
et nécessairement
est divisible par cp. Lexpression u\ — w0w2 ne peut être nulle,
quels que soient x et y (car u{ et u0 auraient un facteur commun,
et nous n'aurions pas le degré minimum). On a donc, en tenant
compte des degrés,
le facteur constant pouvant être supposé égal à un dans le second membre. Pareillement, il y aura une représentation où le dénominateur sera u2 ; soit u3 l de degré- + i ) le numérateur correspondant. L'expression
u\ ltî — "o^a
est divisible par cp et l'on a
MjWj — UqU3 = <7.<p (a étant du premier degré en x et y).
En éliminant » entre les identités é
u\ — a0a2=cp, u2Ui— U0U3 = «<p,
on a
ui(ui — au\) = u0(u3 — aux).
Donc
Uf — aii\ = bu0,
b étant un polynôme du second degré en # et y.
Cette équation nous donne un résultat très remarquable.
Puisque
on aura
/.r/ courbe considérée est donc sur une surface du second degré, \insi une courbe, pour laquelle Le minimum /? de v atteint la
valeui 1. est située nécessairement sur une surface du second
degré. Elle est l'intersection complète des deux surfaces
Z'—az — 6=0, z = —t
dont l'une est du second degré, l'autre de degré 1 .
La réciproque est évidente. Si l'on a une surface de degré
deux et une surface de degré 1 (d étant pair bien entendu),
on aura une courbe que l'on pourra mettre sous la forme de Cayley, avec la monoïde de degré 1
7 élant de de°ré 1 , et d» de degré - •
Nous n'examinerons pas le cas oà d est impair, qui est plus compliqué.
11. Une étude plus complète de la représentation des courbes gauches algébriques m'entraînerait trop loin, et j'énoncerai seulement en terminant quelques résultats dont on trouvera la démonstration dans les Mémoires cités plus haut. Un des plus beaux théorèmes d'Halphen est relatif au minimum du nombre h des points doubles apparents d'une courbe gauche de degré d sans points multiples. Ce nombre est le plus grand entier contenu dans
Ce minimum peut être effectivement atteint, et alors la courbe est sur une surface du second degré. Les courbes de degré d ayant le nombre minimum de points doubles apparents s'obtiennent de la manière suivante. Si d = 2X, il suffira de considérer l'intersection complète d'une surface du second degré avec une surface de degré \. Sid=2\-J\- 1, on considère une quadrique et une surface de degré X -f- 1 passant par une droite de la quadrique. Il y a, en dehors de la droite, une courbe d'intersection de degré 2*X — (— 1 , qui est la courbe cherchée.
M. Castelnuovo a généralisé le résultat d'Halphen, relatif au
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nombre ( — ■ — ) > en faisant connaître une formule plus générale,
relative au maximum du genre d'une courbe gauche de degré donné, ayant ou non des points mulliples effectifs ( Rendiconti di Palermo, t. VII). Je l'ai reproduite dans le Tome II (p. 43 > de ma Théorie des fonctions algébriques de deux variables.
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