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PRÉFACE
Cette seconde édition du Tome I de mon Traité ne diffère pas sensiblement de la première. J'ai tenu à lui conserver le même caractère élémentaire dans la première Partie et dans la troisième, en insistant seulement un peu plus dans la première Partie sur les questions de principes qui préoccupent beaucoup aujourd'hui les géomètres ; j'ai aussi, dans ces questions, donné d'assez nombreuses indications bibliographiques, espérant être ainsi utile au lecteur désireux de se livrer à des études plus approfondies. La deuxième Partie a un caractère moins élémentaire que les deux autres; par les problèmes traités, elle pourra rendre quelques services à ceux qui s'intéressent surtout aux parties de l'Analyse indispensables pour la Physique Mathématique.
Je dois adresser tous mes remerciments à M. d'Adhémar, qui a eu l'amabilité de m'aider dans la correction des épreuves.
Ém. Picard.
Paris, le a5 janvier 1901.
DE LA PREMIÈRE ÉDITION
En publiant ce Traité d'Analyse y j'ai pour but principal de développer la partie de mon cours de la Faculté des Sciences, relative à la théorie des équations différentielles. Cet Ouvrage sera donc surtout un traité général sur la théorie des équations différentielles à une ou plusieurs variables. Je n'ai cependant pas cru devoir adopter ce dernier titre, et cela pour deux raisons.
D'abord, quelques-uns de mes auditeurs ayant bien voulu exprimer le regret qu'une partie de mon cours lithographie de 1 886-1887 ne fût pas reproduite, je me suis décidé à publier un Volume préliminaire commençant par les parties les plus élémentaires du Calcul intégral. De cette façon, je ne suppose chez le lecteur aucune autre connaissance que les éléments du Calcul différentiel aujourd'hui classiques dans les Cours de Mathématiques spéciales.
Un autre motif, d'un caractère tout scientifique, m'engageait encore à garder le titre un peu vague de Traité d'Analyse : c'est que la théorie des équations différentielles est intimement liée à plus d'une autre théorie qu'il nous faudra approfondir. Pour ne citer qu'un exemple, l'étude prélimi-
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naire des fonctions algébriques est indispensable, quand on veut s'occuper de certaines classes d'équations différentielles. Nous ne nous bornerons donc pas strictement à l'étude des équations différentielles; nous rayonnerons autour de ce centre.
Je ne me dissimule pas les difficultés de la tâche que j'entreprends. L'activité de la pensée mathématique est aujourd'hui telle, qu'il est peut-être téméraire de chercher à esquisser, sur un sujet si vaste, l'état actuel de la Science. Le portrait, à le supposer ressemblant, est destiné, dans quelques parties, à vieillir assez vite. Mais peu importe si l'on se propose seulement d'être utile, en servant de guide à ceux qui désirent se mettre au courant de l'Analyse moderne et craignent de s'égarer seuls dans la multiplicité des Mémoires remplissant les journaux scientifiques.
Le présent Volume est le Volume préliminaire dont je parlais plus haut. Dans la première Partie, j'expose les éléments du Calcul intégral, en insistant sur les notions d'intégrale curviligne et d'intégrale de surface, qui jouent un rôle si important en Physique mathématique. La seconde Partie traite d'abord de quelques applications de ces notions générales ; au lieu de prendre des exemples sans intérêt, j'ai préféré développer la théorie de l'équation de Laplace et les propriétés fondamentales du potentiel. On y trouvera ensuite l'étude de quelques développements en séries, particulièrement des séries trigonomé triques. La troisième Partie est consacrée aux applications géométriques du Calcul infinitésimal; elle est, avec quelques additions, la reproduction de mon cours lithographie.
Un ami dévoué, M. Georges Simart, a été pour moi un
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précieux collaborateur. II a bien voulu, avant Timpression, revoir mon manuscrit; ses judicieux conseils m'ont permis d^améliorer en bien des points ma rédaction et de préciser ou de simplifier plus d'une démonstration. Je suis heureux de lui adresser ici l'expression de mon affectueuse reconnaissance, en même temps que mes remercîments pour la peine cju'îl a prise dans la correction des épreuves.
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CHAPITRE I
I. — Définition de l'intégrale définie pour une fonction continue ; ses propriétés fondamentales.
1. Le Calcul intégral a pris naissance le jour où l'on s'est posé la question suivante : Une fonction y(^) étant donnée, existe-t-il une fonction qui ad mette y*(j:) pour dérivée, c'est-à-dire une fonction telle que Ton ait
On a d'abord répondu à cette question par une représentation géométrique qui n'a aucune valeur par elle-même, mais qui n'en a pas moins fait faire de grands progrès à la Science. On construisait
la courbe ^=/(j:), et l'on considérait l'aire comprise entre celte courbe, l'axe des x et deux parallèles à l'axe des y^ l'une fixe, l'autre variable; on montrait que l'aire, considérée comme fonction de l'abscisse x de cette dernière ordonnée, est une fonction de X ayant /(^) pour dérivée. Il est clair qu'à moins d'admettre que la notion d'aire est une notion première, il n'y a pas là une réponse rigoureuse au problème posé.
Nous allons supposer que la fonction /(x) est une fonction continue de x entre les limites où restera cette variable. Les considérations suivantes conduisent d'elles-mêmes à la combinaison analytique qui, dans le Calcul intégral, joue le rôle essentiel.
Admettons, pour un moment, qu'il existe une fonction^ satisfaisant à la relation (i), la fonction y prenant la valeur ^o pour a: = a, et la valeur Y pour x=^b. Partageons l'intervalle (a, b) en n intervalles et soient X\ , ^j, . . . , Xn-\ les valeurs de x aux points de subdivision; on désignera par jKi,j^2> • • • ,>'//_i les valeurs correspondantes de y. Si l'intervalle x^ — a est suffisamment
petit, le quotient "^-—^ diffère peu de/(a), et nous écrivons les
relations approchées
^i— 7o = (a?!— a)/(a), Ji— ri= (a^ï— ar,)/(a:,), )
En additionnant membre à membre, il vient
Y— 7o = (a?i~ a)f{a) -f- (a:, — art)/(a?i)-h . . . -4-(ô — :r„_,)/(a:„_i),
égalité approchée, mais qui, vraisemblablement, sera d'autant plus approchée que le nombre des intervalles sera plus grand, chacun d'eux se rapprochant de zéro. Nous sommes donc ainsi conduit, étant donnée la fonction continue /(x), à étudier la somme
{x^ — a)f{a) -+- . . . -^ {b — Xn-\)f(xn-x).
2. Dans cette étude, nous nous appuierons sur le lemme suivant, où nous entendrons par oscillation d'une fonction continue dans un intervalle la différence entre la plus grande et la plus petite des valeurs qu'elle prend dans cet intervalle.
Soienl un intervalle (a, 6), pour fixer les idées a<cb, et une foncliony(a:) continue dans cet intervalle. Étant donné un nombre positif e, aussi petit que l'on voudra, on peut toujours trouver une quantité positive S telle que, dans tout U intervalle compris dans (a, b) et inférieur à 8, V oscillation de la fonction soit inférieure à e.
Ce fait résulte immédiatement de la continuité. Supposons que [intervalle (a, b) soit partagé en un certain nombre de parties égales, chacune d'elles en ce même nombre de parties, et ainsi de suite. Je dis que nous arriverons ainsi à des intervalles dans chacun desquels l'oscillation de f{x) sera inférieure à-- Admettons,
en effet, que notre lemme soit inexact; qu'arrivera-t-il? Si loin qu'on pousse la division, on aura au moins un intervalle dans
lequel l'oscillation sera supérieure à -> dans cet intervalle un autre
intervalle où l'oscillation sera encore supérieureà-* et ainside suite.
Ces intervalles étant compris les uns dans les autres, et tendant vers zéro, les extrémités de chacun d'eux tendent forcément vers un même point limite a; nous arrivons donc à cette conclusion que
l'oscillation de la fonction serait supérieure à - dans un intervalle
(a — A, a H- A), h étant aussi petite qu'on voudra, ce qui est impossible puisque la fonction est continue. D'ailleurs a pourrait coïncider avec a ou 6, mais le raisonnement reste toujours applicable.
Pour le mode de subdivision adopté, il arrivera donc un moment où l'oscillation dans chaque intervalle sera inférieure à-;
prenons alors pour d la longueur de cet intervalle, ce nombre satisfera aux conditions de l'énoncé, puisqu'un intervalle de longueur S se composera toujours au plus de deux parties, dans chacune desquelles l'oscillation sera inférieure à -•
Cela posé, nous pouvons démontrer le théorème fondamental qui suit :
TnéORÈME. — La somme
ixx^a) f(a) -h ... -f- (6 — Xn^i )f{Xn-i )
tend vers une limite, quand tous les intervalles (^i+i, x/) tendent vers zéro, suivant une loi quelconque, en même temps que leur nombre augmente indéfiniment.
Prenons d'abord une première loi de subdivision telle qu'on passe d'une subdivision à la suivante en fractionnant chacun des intervalles. Nous poserons
et nous désignerons par M/^i et /n/^i le maximum et le minimum de f{x) dans cet intervalle ; dans ces conditions, les deux sommes, qui comprennent la somme proposée,
ont chacune une limite, car la première va constamment en décroissant, et la seconde en croissant. Les deux limites sont d'ailleurs égales, car si nous prenons une subdivision telle que tous les intervalles soient moindres que 8, on aura M/ — mi <! e, et la différence des deux sommes sera inférieure à
s(8, H- Si ■+-... -H 8,4) ou ê(6 — a).
La différence des deux limites étant plus petite que tout nombre donné, puisque e est arbitraire, sera donc rigoureusement nulle. Soit |JL la valeur de cette limite. Il faut maintenant montrer que tout autre mode de subdivision conduira à la même limite.
Considérons un certain système d'intervalles a;, (a, j:i,...,:rrt_ 1,6), compris dans la loi de subdivision qui nous a donné la limite [jl; nous supposons, comme il est permis, que tous ces intervalles soient moindres que 8. Concevons alors un autre mode de subdivision, et dans celui-ci un système d'intervalles j^, (û^jJKm • • • ? 6)> tel que le plus grand des intervalles j^ soit inférieur au plus petit des intervalles x. Entre deux valeurs consécutives quelconques de X se trouvera au moins une valeur de^. Écrivons sur une même ligne l'ensemble des valeurs de ;r et^
«» Ji»J^t» ... , J^[jija7i,7jn-i, ... , ^v, arj, j'v+i, . . . , 6.
Soient Sj. et S^ les sommes relatives aux subdivisions x et y.
Nous pouvons écrire S^ de la manière suivante :
Cvi— a)/(a)H-(^,~j^i)/(^0-+-----+-(^ïx--rii-i)/(rii-i)-^(^i--7ii)/(rii)
-^ (j^V-^i — ^i)/iyv)-^ H-(a^j— ^v)/(7v)
-+- C^v-f-i — .'Pî)/( J'v) -+-
Comme /(y i), . . . , /{y\i) diffèrent de /(a) de moins de e, la première ligne pourra se mettre sous la forme
/(a){Xi — a) -r- Ri avec | Ri| <e(iFi— «)
(le crochet \a\ indiquant la valeur absolue de a); de même la seconde ligne pourra s'écrire
/(ari)(jr, — a:,)-4- Ri avec |Rj| <e(a:, — a?,),
et ainsi de suite. Si donc on forme la différence Sx — S^, on aura évidemment
I Sor-S^l <e(6-a).
Or Sx tend vers la limite [jl; il en résulte qu'à partir d'un certain momenl S^. diffère de [jl d'aussi peu qu'on veut, c'est-à-dire a pi pour limite, comme nous voulions l'établir.
La limite dont l'existence vient d'être démontrée s'appelle une intégrale définie et se représente par le symbole
Ç n^)dx,
qui s'énonce : somme de a à b f{x)dx.
Le signe /rappelle l'origine de cette limite de sommes; la lettre
X sous le signe d'intégration peut être remplacée par toute autre
lettre; l'expression / /(^)rf^ est identique à la précédente.
On a supposé, pour fixer les idées, a<Cb^ mais on établira évidemment de la même manière l'existence de l'intégrale dans le cas où a est supérieur à h,
Au lieu de considérer la somme précédente, on eût pu con
sîdérer d'une manière plus générale l'expression
{^i — a)f{a -f- OiOi) -4- (a?,— a7,)/(a7l-^- 6,8,) ■+-. . . 4- ( 6 — Xn-i )/(Xn-i -+- 0„ 8„),
les quantités Q étant prises arbitrairement entre zéro et un. La limite de cette somme sera, quels que soient les Q, la même que tout à l'heure. En effet, les intervalles étant supposés plus petits que 8, cette somme diffère de la précédente d'une quantité moindre que e (6 — a), et l'assertion devient évidente.
Les remarques suivantes résultent immédiatement de la définition de l'intégrale. On a tout d'abord
f f(x)dx-^ f f{x)dx = o,
car les éléments des deux sommes sont deux à deux égaux et de signes contraires.
Plus généralement, on aura
/f{x)dx^ I f(x)dx'i- f f(x)dx = o,
comme on a en Géométrie a6 -h 6c + ca = o, en tenant compte du principe des signes.
Supposons maintenant que dans Tiiltervalle (a, b) la fonction continue /(x) ait un maximum M et un minimum m, l'intégrale
f{x)dx
sera comprise entre M {b — a) et m{b — a), en remarquant que I dx = b — a. On pourra donc écrire
" f(x)dx = X(i—a),
A. étant compris entre M et m. La fonction /{x) prendra la valeur A pour une valeur au moins Ç comprise entre a el b (*)] nous
(') Une fonction continue dans un intervalle /^j;) atteint effectivement son maximum et son minimum dans cet intervalle, et elle prend toutes les valeurs intermédiaires. Nous n'insistons pas sur ce théorème, démontré pour la première
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avons ainsi
f{x)dx^.f{\){b--a).
i étant compris entre a et b.
La formule précédente se généralise immédiatement. Considérons en effet l^intégrale
(a) / f(x)o(x)dx
et admettons que © (^) soit positif entre les limites de l'intégrale. Désignons encore par M et /n le maximum et le minimum de f (x) ; nous aurons
M <p(a)(xi — a) l^/{a)o(a){xi — a) ";:• m^(a)(xi — a), yi^(xi){Xi — Xi}:'/(Xi)9(Xi)(xt~Xt)'>m^{xi)(xt — Xi),
yi9(x„^x){b—Xn-i)>/{Xn-i)^(Xn-i){b-'X„-i)-^ mo{Xn^i){b —X„-i)
si Ton suppose, pour fixer les idées^ que a soit inférieur à 6.
Ajoutant membre i\ membre et passant à la limite, on voit que l'intégrale (2) sera comprise entre
M / 9{x)dx et m j ^{x)dx. On pourra par suite écrire
f /(x)^(x)dx=/{^) f o(x)dx,
\ étant compris entre a et 6.
4. M. Bonnet a donné une formule analogue à la précédente et utile dans plusieurs applications. Avant de l'établir, démontrons un lemme préliminaire employé souvent par Abel (Mémoire 5///* la formule dubinome. Œuvres complètes, t. I). Envisageons un
fois par Cauchy, et qu'on admet sans peine; on en trouvera par exemple la démonstration dans le Mémoireàt. M. Darboux^u/* les fonctions discontinues {Annales de V École Normale^ 1875).
nombre quelconque de quantités positives décroissantes
BO, fil, . . ., Ep
et un même nombre de quantités réelles quelconques
Mo, wi, — wp.
Supposons que les sommes
Si= UQ-i- Ml -i- ...-+- W| ( t = O, I , '2. . . . , p )
âoient toutes comprises entre deux nombres A et B; nous allons montrer que la somme
tpc^p
(3) 6o"0-+- SiM, -+- .
est comprise entre Ae^ et Bsq.
La somme (3) peut en effet s'écrire
*o ( Êo — Si ) -+- *i (êi — Êj ) -h . . . H- 5p-i ( ep_, — £p ) -4- ^p6p.
Toutes les différences entre parenthèses sont positives. Si à la place des s on met A ou B, on aura des limites inférieure ou supérieure de la somme (3), ce qui nous donne
A So < £o "o -+-••• -f- Ep Mp < B So
comme nous voulions l'établir.
Ceci exposé, considérons avec M. Bonnet l'intégrale
en supposant que ç [x) soit positif et décroissant, quand x varie de a à 6.
L'intégrale précédente est la limite de la somme
Or cette somme, d'après le lemme d'Abel, est comprise entre
Aç(a) et liçp(a)
en désignant par A et B la plus petite et la plus grande des
sommes
/{a){xx — a)
fia) (xi — a ) ^/{xx )(xn — x^)
/{a)(xi--a)-h -h/(x/i-i.)(^ — ^//-i)-
Passons à la limite. On voit que l'intégrale proposée sera comprise entre
A,cp(a) et Bio(a),
A| et B| désignant le minimum et le maximum de
f S{x)dx
quand x varie entre a et 6. On peut donc écrire, et c'est le théorème de M. Bonnet
I /{x)^(x)dx = ^(a) f{x)dx {a<\<h).
Dans le cas où (p {x) serait positif et croissant, on démontrerait de la même manière la formule
f /{x)ff{x)dx==o{b) f f{x)dx {a<\<b).
II. - Fonction ayant pour dérivée une fonction donnée
Applications géométriques relatives aux
aires et aux arcs de courbes.
5. Nous pouvons maintenant répondre d'une manière précise à la question que nous avons posée au début de ce Chapitre. Soit f (a;) une fonction continue dans un intervalle (a, 6); x étant compris dans cet intervalle, l'intégrale
est une grandeur bien déterminée qui dépend de la limite supérieure X ; cette intégrale est donc une fonction de^, F (a:); nous
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allons démontrer qu'elle a /(x) pour dérivée. On a en effet
; étant compris entre a? et a; -h A. De là résulte d'abord que la fonction F (^)est continue; nous avons ensuite
et, en faisant tendre h vers zéro, on voit que le premier membre a une limite qui est/(x). Nous avons donc
et Cexistence dune fonction continue F (^), ayant pour dérivée une fonction continue f {x)^ est démontrée.
6. Nous ne nous arrêterons pas à démontrer que si deux fonctions continues P {x) et Q {x) dans un intervalle possèdent chacune en chaque point de cet intervalle une dérivée, et si
l'on a
on doit en conclure dans l'intervalle envisagé
P(ar) = Q(ar)-G,
C étant une constante. La démonstration de ce théorème, telle que Ta présentée M. Bonnet, est aujourd'hui classique dans tous les Cours de Mathématiques spéciales; on se rappelle qu'elle exige seulement que la dérivée existe et soit finie, mais nullement qu'elle soit continue.
Ceci posé, si par un procédé quelconque on a trouvé une certaine fonction continue F {x) qui admet pour dérivée /(j:), cette fonction ne différera que par une constante C de l'intégrale définie / /(j^) rf)^, puisque cette intégrale a même dérivée que F (x). On aura donc
F(^)= f f(r)dy^C.
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En particulier, si x = a, on trouve F (a) = C; par suite
(4) F(^)-F(a)= r f{y)dy;
et si l'on fait a: =r:= 6,
F(é)-F(a)= f fiy)dy,
formule qui est fondamentale pour le calcul des intégrales définies.
7. Une remarque importante concerne le cas où la fonction F(:r) aurait plusieurs déterminations, ce qui arrive pour les fonctions circulaires arc sina:, arc tang^. Pour éviter toute difficulté, on doit partir de la formule (4); on prend pour F (a) une de ses déterminations; pour x voisin de a, il ^r aura, dans les cas qui se rencontrent le plus fréquemment, une seule détermination de F(ic) voisine de celle que l'on a choisie pour F (a). On trouvera ainsi, de proche en proche et sans ambiguïté, la valeur qu'il faut adopter pour F(a:), quand F(^) variera de a à 6. Soit, par exemple,
on peut prendre
F(ar) = arc tang^:.
Parmi les déterminations diverses de arc langa;, choisissons celle qui s'annule pour j; == o; on aura alors
dx ,
= arc tango,
arc tang6 étant la détermination de arc tangâ? obtenue en suivant d'une manière continue, de ar = o à ar = 6, la détermination de arc tangx qui s'annule pour a? == o ; par suite, dans la formule précédente, arc tang& représentera l'arc compris entre et -h 7»
ajrani h pour tangente.
J f{x)dx {a<b)
est susceptible d'une înterpré talion géométrique. Considérons la courbe j^=/(^) et supposons d'abord f{x) positif quand x varie entre a et b. Chacun des termes de la somme
représente un rectangle de hauteur f{xi) et de base (:tv+i — X| ) ; si l'on convient d'appeler aire limitée par la courbe, l'axe des x et les deux droites ;r = a, ^ = 6, la limite de la somme de ces rectangles, nous pourrons dire que l'intégrale définie représente une aire. Si/(x) n'était pas toujours positif de a à 6, on voit de suite que l'intégrale précédente représente, en supposant toujours a <Ci, l'aire comprise entre les ordonnées x = a et x=^b^ en ayant soin de considérer comme négatives les portions de cette aire situées audessous de l'axe O^. Si a > 6, ce sont au contraire les portions d'aire au-dessus de Ox que l'on devra considérer comme négatives, et les autres comme positives.
Une autre remarque plus importante est relative au cas où la fonction f{x) passerait brusquement d'une valeur à une autre, comme l'indique la figure. Pour ^ = c, f{x) passe brusquement de cCk cD. L'intégrale définie n'en a pas moins un sens précis :
Fig. I.
elle représente la somme des deux aires, entendues comme il vien t d'être dit, ACac et DBc6. Nous sommes donc ainsi conduit à élargir notre notion de l'intégrale définie, en voyant que /(a:), en général continue, peut avoir entre a et b un nombre limité de discontinuités de la nature indiquée sans que l'intégrale cesse d'avoir un sens précis.
SI l'on considère maintenant l'intégrale
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ce sera une fonction continue de x et elle aura pour dérivée /(a;), nous l'avons dit, pour les valeurs de x qui rendent /(:r) continue. Pour une valeur telle que a; == c, au contraire, cette fonction n'aura pas de dérivée, le rapport
tendant vers la limite Ce ou la limite De, suivant que h tend vers zéro par valeurs négatives ou positives.
Comme seconde application géométrique de la notion d'intégrale définie, définissons la longueur d^un arc de courbe. Soit une courbe gauche représentée par les trois équations
et admettons que, t variant de a à 6 (a < 6), le point (^, y^ z) décrive un arc de cette courbe AB, en allant toujours dans le même sens. Les fonctionsy*, ©, et ^ et leurs dérivées/', cp' et ^' sont supposées continues de a à 6.
Ceci posé, prenons sur l'arc AB les points A| , A2, . . . , A„_i, correspondant aux valeurs ^i, ^2, . . . , t,i-\ du paramètre t^ et considérons le contour polygonal AAïAa. . . A„_|B. Nous allons voir que ce contour polygonal tend vers une limite, quand tous les côtés tendent vers zéro, leur nombre augmentant indéfiniment : ce sera la longueur de l'arc. En effet, le côté A|A/^.i a pour expression
et Ton a
/(tM)-AtO = (tM - ti) [/\ti) -r- £/],
avec des égalités analogues pour cp et <j^. Or, si tous les intervalles ii^t — Ci sont suffisamment petits, toutes les quantités e, auront une valeur absolue moindre que telle quantité donnée à l'avance (d'après le lemme du § 2) : nous pouvons donc écrire
c( = {tM - ti) [//'*(^/)-Ho'H^;H-fH^-) H- Pi] ,
et tous les p/ sont inférieurs en valeur absolue à une quantité donnée à l'avance e, si tous les intervalles sont suffisamment petits.
Nous aurons alors
la première somme a pour limite
la seconde tend vers zéro, puisque sa valeur absolue est moindre que e(6 — a).
Nous avons en résumé
Si à la place de b on met t comme limite supérieure, s deviendra une fonction de /, et l'on aura pour exprimer la différentielle ds \di formule fondamentale
ds* = dx* 4- (fy* -h dz*.
Prenons comme exemple une cjcloïde, c'est-à-dire la courbe plane obtenue de la manière suivante : Une circonférence de rayon R roule sur une droite fixe, tout point de cette circonférence décrit une cycloïde.
Faisons partir le point décrivant de l'origine des coordonnées sur la droite fixe, prise pour axe des x. En appelant 0 l'angle dont on aura tourné le rayon allant au point fixe qui décrit la courbe, on aura pour coordonnées de ce point
La formule nous donne
et par suite
X— R(e — sinB), 7= R(i— cosO).
ds* = dx* -,' djr*
ds = iR sin - d^, a
si l'on veut que, 8 étant compris entre o et air, 5 et 0 croissent en-
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semble. En comptant les arcs à partir de Torigine, on aura donc
s =- 4R ( I — cos - J.
III. — Des fonctions intégrables et des fonctions non intégrables
d'après Riemann.
9. Dans la première section de ce Chapitre, où nous avons établi l'existence de l'intégrale définie, nous avons supposé qu'il s'agissait d'une fonction continue f{x), La notion d'intégrale définie a été posée par Riemann dans toute sa généralité. Au commencement de son Mémoire sur les séries trigonométriques (*), le grand géomètre fait une revision des principes généraux du Calcul infinitésimal. Considérant des fonctions f{x) ayant pour chaque valeur de x entre a et 6 une valeur finie parfaitement déterminée, il divise ces fonctions en fonctions intégrables el fonctions non intégrables. Envisageons la somme déjà formée au § 3
( -^(a^f--a7i)/(a7,-+-eiOî)-h...-4-(6--a7„_i)/(a7„_i-T-e«8«).
La valeur de cette somme dépend manifestement du choix des intervalles 8 et des fractions 0 qui sont comprises entre zéro et un. Si cette somme a une limite déterminée S toujours la même quand tous les S tendent vers zéro, de quelque manière que soient choisis les 8, Riemann dit que la fonction f{x) est intégrable, et il pose
S= / f{x)dx.
D'après ce qui a été démontré au § 3, les fonctions continues sont intégrables. Riemann a donné, sous une forme très générale, la condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction soit intégrable ; nous l'indiquerons tout à l'heure.
Dans son beau Mémoire (*) Sur les fonctions discontinues.
( ' ) Sur la possibilité de représenter une fonction par une série trigonométrique {CEuvres de Riemann, traduction Laugel, p. 2'i5).
(-) G- Darboux, Mémoire sur les fonctions discontinues {Annales de l* École Normale, 1876).
l6 INTÉGRALES SIMPLES ET MULTIPLES.
M. Darboux a repris, en les développanl considérablement et leur donnant une plus grande précision, les idées de Riemann. Nous allons suivre M. Darboux dans l'exposition de cette théorie.
10. Soity*(;r) une fonction bien déterminée pour chaque valeur de X dans un intervalle (a, i) et restant comprise entre A et B. Faisons d'abord la remarque suivante :
Il y aura un nombre M tel que la fonction ne puisse prendre dans l'intervalle (a, 6) une valeur supérieure à M, mais que Tune au moins de ses valeurs soit supérieure à M — e, s étant une quantité d'une petitesse arbitraire, puis pareillement un nombre m tel que la fonction ne puisse prendre une valeur inférieure à /n, et que l'une au moins de ses valeurs soit inférieure à w f- e. En effet partageons le segment (A., B) en n parties et supprimons aux deux extrémités les parties (s'il y en a) auxquelles ne correspondent pas des valeurs de la fonction. Subdivisons maintenant encore le segment conservé, et n'en conservons que la portion à laquelle correspondent des valeurs de la fonction, et ainsi de suite. On obtient une série de segments tous compris les uns dans les autres et tendant vers un segment limite (/?i, M) qui possède les propriétés énoncées.
M sera dite la limite maximum ou plus simplement le maximum, m la limite minum ou plus simplement \e minimum de la fonction dans l'intervalle considéré et M — m ^^ A est dit VosciU lation de la fonction dans l'intervalle.
Théorème fondamental. — On partage riniervalle (a, b) en un certain nombre d'intervalles, et dans chacun de ces intervalles 8i, 02, ..., ôrt on prend le maximum M|, Mo, ..., M« et le minimum /«i, m^^ .., rrin.
Formons alors les deux sommes
M = M,o,-hMj8j-f-...-HM„o„,
Nous allons établir que ces deux sommes tendent chacune vers une limite quand le nombre des intervalles grandit indéfiniment, chacun d'eux tendant vers zéro (quelle que soit d'ailleurs la loi suivant laquelle les intervalles tendent vers zéro).
i" Soit d'abord une première loi de subdivision dans laquelle
on passera d'un système à un autre par des subdivisions des intervalles précédents. Je dis qu'avec cette loi, les M correspondants tendent vers une limite; en effet, ils vont en décroissant constamment, puisque quand on fractionne un intervalle, le maximum dans chacun des nouveaux intervalles est au plus égal au maximum dans rintervalle primitif. D'autre part, toutes ces sommes sont supérieures à A (6 — a); donc il y a une limite. Même raisonnement pour les m,
2° Il faut montrer maintenant que les limites sont les mêmes pour deux systèmes de subdivision faits l'un et l'autre d'après la loi précédente.
Prenons dans le premier mode une subdivision 8, et dans le second une subdivision ù' telle que tous les intervalles S' soient moindres que le plus petit des intervalles S divisé par un entier h. Soit le premier mode de subdivision :
a, xx, x%, xz, ..., b, le second sera :
«, yu yt. "■'. 7(1» ^u y\f.+u rv» ^î» j"v+i, ••' ^
Soient
Ml le maximum dans Tintervalle (a, 27i),
M, » » (ar,,ip,)'
soient
On aura
M', le maximum pour l'intervalle (o, J^i),
-»- (^-li-t-i — ^1 ) Mjii+i -H . . . -t- (a?! — jv) Mi.,.,
formons M' — M; les différences
Ml — Ml, Mi— Mj, ..., M[i— Ml sont négatives ou nulles; P. - I. 3
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pareillemenl
MJj^^j — Mj, . . ., M'y— Mî sont négatives ou nulles,
donc
-^■(^s — rv) (Mv+i — M,)-h(j^v-+-i— ^î)(Mi+i — M,)
et cette égalité n'est pas relative à la valeur absolue de M' — M. Par suite
ceci posé, supposons que M' ait une limite jjl' et M une limite ix avec [/.'>► [ji, on a Tordre suivant
X, M, II', M
puisque M tend vers (x en décroissant, et M' vers jjl' en décroissant et que, la subdivision étant assez avancée, M est très voisin de ijl comme M' de [l',
M' — M est donc positif, mais nous avons l'inégalité précédente qui nous montre que cette différence est moindre que
si les subdivisions ont été poussées assez loin, h étant aussi grand que l'on veut». Donc a = jjl'.
3° 11 reste à considérer le cas où la loi de succession des subdivisions serait quelconque. Or, soit un mode quelconque de subdivision ô'; chacune des sommes M' est supérieure à [x, puisqu'en partant de la subdivision par fractionnement des intervalles on arriverait à |jl par une suite décroissante.
Soit d'autre part M un mode de subdivision donnant la limite ul; on a
ou
donc
.rM-<M-^lJ-^y^-"^:
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or M diffère de |ji d'aussi peu que l'on veul, et j est aussi pelit que l'on voudra.
Donc M' a jjl pour limite. c. q. f. d.
li. Si nous revenons maintenante la définition de Riemann donnée au § 9, la somme 2 sera comprise entre
M|Oi-+- MjOj-!-. . .-t- M/,8rt et miOy-h mt^^-h. . .-h rrin^n'
Pour qu'il y ait toujours la même limite, quels que soient les 0, il faut évidemment que ces deux limites soient les mêmes. Si donc nous désignons par A/ l'oscillation de la fonction dans l'inlervalie ùiy et que nous posions
A = A| 8i-4- AjSï-f-. . .-7- A,jOrt,
les fonctions intégrables seront celles pour lesquelles
lira A = o.
i2. La condition nécessaire et suffisante donnée par Riemann pour qu'une fonction soit intégrable peut maintenant être formulée de la manière suivante :
Pour que limA = o, il faut et il suffit que la grandeur totale des intervalles pour lesquels l'oscillation est plus grande que <t (t est une quantité fixe aussi petite que l'on veut) tende vers zéro quand le nombre des intervalles augmente indéfiniment, tous les intervalles tendant vers zéro.
D'abord la condition est nécessaire, car si la grandeur des intervalles pour lesquels l'oscillation est plus grande que t est égale à /, on aura
Donc A ne tendra pas vers zéro, si / ne tend pas vers zéro. La condition est suffisante, car, si elle est remplie, on déduit de l'inégalité évidente
A i:tj{ù — a)-f.(B — A)/,
que A a zéro pour limite, puisque / tend vers zéro et que v est aussi petit que l'on veut.
13. Diverses conséquences résultent immédiatement de la définition de l'intégrale. Tout d'abord si f{x) est une fonction intégrable, l'intégrale
¥{x)= f f{x)dx
est une fonction continue de x. En second lieu, supposons que la fonction /(a?) soit continue pour x = Xq. Alors, dans l'intervalle compris entre Xq et^oH- A, la fonction /(x) est comprise entre /{xq)-\- e et/(^o)— £î '3L quantité e étant très petite si h est très petit. On aura donc
F(a:o-H/0— F(xo)= / f{x)dx<h[f{x^)+t],
et de même
F(:ro-H h)^ F(xo)> h[f{x^)^ t].
De là résulte immédiatement que
F(.ro+/i)-F(jro) hm r =/(aro).
Ainsi la fonction f{x) sera dérivée de F (a:), pour toutes les valeurs de x pour lesquelles /(a:) est continue.
Remarquons en second lieu qu'une îonciion f(x) gui n'est Jamais décroissante est susceptible d'intégration. Les sommes M et m sont ici respectivement
M =/(xi)(ari— «)-!-/( ar,)(a72~^i)H-... H- /(6) (ô — .r^,-,),
m=r/(a) (xi^ a) -^f(Xi){Xt — Xi)'h. . .-r-f{Xn-i)(b — Xn^i)^
La différence M — m est donc
Soit 8 le plus grand des intervalles; cette différence est moindre que
8S[/(:r,^0-/(^/)] ou c[/(b)-f{a)].
Elle tend donc vers zéro, quand tous les intervalles tendent vers zéro. La fonction est donc intégrable d'après le théorème de Riemann.
Nous nous bornerons pour le moment à ces remarques géné-
raies. En étiidiaDt au Chapitre VIII, Sect. II, la théorie des séries dont les termes dépendent d'une variable, nous donnerons des exemples de fonctions intégrables discontinues dans tout intervalle.
IV. — Remarques générales sur la longueur d'un arc de courbe. — Courbes de M. Peano et de M. Hilbert remplissant une aire plane. — Fonction continue n'admettant pas de dérivée.
14. Dans la section II, nous avons déjà défini la longueur d^un arc de courbe. En nous bornant à une courbe plane, reprenons les deux équations
en supposant que y et f soient deux fonctions continues de /, ainsi que leurs dérivées f{t) et «p'(^) quand cette variable varie entre a et b.
Dans ces conditions nous avons défini la longueur de Tare de courbe, et trouvé son expression. Cette étude est très suffisante pour les applications, mais à un point de vue plus général, on doit se demander si Ton pourrait parler d'un arc pour une courbe définie par les deux équations précédentes, où l'on ne supposerait pas que les deux fonctions continues f{t) et (p(/) aient des dérivées.
Dans son Cours d^ Analyse de V Ecole Polytechnique (t. I, a* édition, p. io5), M. Jordan a fait l'étude complète de la question ('). L'éminent géomètre arrive au théorème suivant :
Pour que la courbe soit rectifiable, c'est-à-dire pour qu'il existe un arc s fonction continue de t, il faut et il suffit que f{^)c^^{^) soient des fonctions continues et à variation bornée.
Voici ce qu'il faut entendre par une fonction continue à variation bornée : Supposons que l'on partage l'intervalle (a, b) par les
points de subdivision
a, /i, . .., tn-\,b
(«) Voir aussi sur ce sujet Sgheefbr, Acta Mat., t. V, et Study, Math, Jnnalen^ t. XLVII.
et considérons la somme
où |A| désigne, suivant l'usage, la valeur absolue de A. Si cette somme reste, quels que soient les intervalles, moindre qu'un nombre fixe, la fonction f{t) sera dite à variation bornée dans rinlervalle {a^b).
15. Nous renverrons au Traité de M. Jordan pour la démonstration de ce théorème. Nous voulons seulement montrer ici combien la notion de courbe, qui paraît au premier abord si simple quand on se donne x el y en fonction d'un paramètre t^ est en réalité complexe. M. Peano (*) a le premier appelé l'attention sur une circonstance extrêmement curieuse : // est possible de former des fonctions continues f{t) et 'f(t) {de t =^o à ^ = i), telles que si l'on pose
on puisse trouver une valeur de t^ entre les limites indiquées, pour laquelle le point {x,y) coïncide avec un point arbitrairement choisi dans le carré de côté un construit sur ox et oy. On voit que l'on obtient ainsi en quelque sorte une courbe qui remplit entièrement Vaire d'un carré.
Nous indiquerons un exemple extrêmement simple d'une courbe possédant la propriété précédente, donné par M. Hilbert (2). Considérons un segment de droite de longueur w/i, et un carré dont le côté est aussi égal à l'unité. Partageons d'abord le segment de droite en quatre parties égales^ et le carré en quatre carrés égaux et numérotons les segments de droite et les carrés partiels.
Partageons de même chacun des segments de droite en quatre parties égales et chacun des carrés partiels en quatre autres, et numérotons les seize carrés dans l'ordre indiqué par la figure, de
(*) G. Peano, Sur une courbe qui remplit toute une aire plane (Math. Annalen,t, XXXVI).
(') HiLBERT, Ueber die stetige Abbildung einer Linie auf ein Flàchenstiick {Math, Annaten, t. XXXVIII).
manière que chaque carré ait un côté commun avec le carré suivant. On peut ainsi continuer en divisant chacun des segments de
Fig. 2.
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droite et chacun des carrés en quatre parties égales ; nous aurons ainsi les soixante-quatre carrés numérotés en nous arrangeant
Fig. 4.
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toujours de façon que chaque carré ait un côté commun avec le suivant. Nous pouvons voir qu'à chaque segment de droite sur la droite (o,i) correspond un carré déterminé.
On continuera ainsi indéfiniment cette opération. 11 est alors facile de voir comment à chaque point de la droite (o,i) va correspondre un point du carré initial. Soit a le point de la droite; dans les différents modes de subdivision, il y a un segment comprenant le point. Tous ces différents segments sont compris les uns dans les autres et tendent vers le point. A chacun des segments correspond un carré et tous ces carrés sont compris les
uns dans les autres; ils diminuent indéfiniment et tendent donc vers un point limite qui est le point A du carré correspondant au point a. Cette correspondance est uniforme, c'est-à-dire qu'à un point a ne correspond qu'un point A. Nous pouvons donc dire, en désignant par (j?,j^)les coordonnées de A, que nous avons
t désignant la dislance de a à l'origine. Remarquons qu'à un point A du carré correspondent w/i, deux ou quatre points a. Il peut arriver, en effet, qu'un point appartienne à deux ou quatre carrés qui ne se suivent pas dans le numérotage; tel est, par exemple, sur la figure, le point B.
16. Les fonctions /(/) et ©(/) que nous venons d'obtenir sont évidemment des fonctions continues de /. Elles offrent un exemple très simple de fonctions continues n'ayant pas de dérivées. Si, en effet, ces fonctions avaient des dérivées, il y aurait un arc pour la courbe considérée, ce qui est manifestement absurde, la courbe remplissant le carré.
V. — Intégration par parties. — Formules de Taylor. Changement de variable.
17. Nous avons vu plus haut qu'étant donnée une fonction continue/(^), il existe toujours une fonction continue ayant f{x) pour dérivée. Quant à la recherche effective de cette fonction, elle ne peut pas en général être faite; c'est qu'en effet l'opération de l'intégration conduit le plus souvent à une transcendante nouvelle, qui n'est pas susceptible de s'exprimer à l'aide de fonctions introduites auparavant dans l'Analyse mathématique. On voit donc, dès le début du Calcul intégral, s'introduire au moyen de l'intégration un nombre illimité de fonctions nouvelles. Nous étudierons bientôt quelques cas particuliers en prenant pour/(x) des fonctions très simples.
Le procédé d'intégration dit par parties permet de transformer une intégrale en une autre, et il y a là souvent une facilité pour la recherche effective de cette intégrale. Soit l'intégrale .
IX
u et r désignant deux fonctions continues de x. En se servant de
la formule
dv _ d{uv) du
dx dx dx
nous aurons immédiatement, en multipliant par dx et intégrant de a à 6,
/ u-j-dx^(uv)^ — / ç -y-dxy
OÙ (wi')* représente la différence des valeurs du produit uv pour ^ = a et a; = 6. On voit que les calculs des deux intégrales
I u -i-dx et I V -
se ramènent l'un à l'autre.
Plus généralement, on peut ramener Tune à l'autre les deux intégrales
où -T— ^ et -T-^ désignent les dérivées d'ordre n des fonctions u
et %^ de X, On le verrait sans peine en appliquant n fois de suite l'intégration par parties; mais, pour obtenir la formule finale sous une forme plus élégante, prenons, avec M. Rronecker (*), deux fonctions y(j;) et g{x), et partons de l'identité
D'une manière générale /^"^(ar) désigne, suivant l'usage, la dérivée d'ordre ndef{x), et g^"^{ — x) la dérivée d'ordre /i de g{x) où l'on remplace x par — x.
Faisons successivement dans (5) A ^-:r i, 2, . . . , n et additionnons. On aura
fi»>(x)g{^x)^f(x)g^n)(^^x)=:^-^[/^à-v(^a;)i^^n-M(^^x)l
( ■ ) Ueber eine bei Anwendung der partiellen Intégration nùtzlische Formel ( Mémoires de V Académie de Berlin, 1884 ).
et, si l'on inlègre enlre a et 6,
Le calcul de la seconde intégrale se trouve donc ramené à celui de la première.
18. Indiquons deux applications de la formule précédente. Posons
nous aurons
f h'in^^Ux)^ ^dr—f r{x)dx
et en développant
C^est la formule de Taylor, Le reste se présente sous la forme d'une intégrale définie. Il est facile de mettre ce reste sous la forme habituelle, en se servant du théorème démontré au § 3, si Ton suppose que F^''+*^(j;) soit continu (*). On peut, en effet, écrire
\ étant compris entre a et fe (2).
(*) On sait que la démonslration classique de la formule de Taylor n'exige pas la continuité de F("-^')(2:).
(*) On peut donner d'autres formes au reste, mais nous n'approfondissons pas cette étude de la formule de Taylor, bien connue de tous les élèves de Mathém a> tiques spéciales. Quand on veut passer de la formule de Taylor au cas de la série, il faut voir si le reste tend vers zéro, quand n augmente indéHniment.
Comme seconde application, nous prendrons
g{x) = (a7-i-a)'»(a:-f-6)«; la formule se réduira alors à
Les fonctions sont en nombre très limité pour lesquelles cette étude peut être faite directement. Dans un Mémoire récent {Math. Annalen, t. XLIV ), M. Pringsheim a donné un résultat remarquable au point de vue théorique.
Pour que dans l'intervalle x/^x < x^-i- R, la fonction bien déterminée /{x) soit développable par la série de Taylor
il est nécessaire et suffisant que /{x) ait pour toute valeur de x dans l'intervalle considéré des dérivées de tout ordre restant finies, et que de plus pour toutes les valeurs de h et k satisfaisant aux conditions
oÇhÇh + k< R, / 'expression
\.2.. .n tende vers zéro.
Dans le même Mémoire, M. Pringsheim donne un exemple intéressant d'une
fonction /(x) ayant des dérivées finies de tout ordre et qui n'est cependant pas
développable en série de Taylor. Cet exemple est donné par la série
où a et X sont des constantes réelles avec | a ] > i. La série converge uniformément dans tout intervalle fini, et l'on voit facilement que Ton a
/(o) = e*, /(''»-')(o) = o, /(2'")(o) = (— I)'»I.2...(2/n)e^-^'"• Lla série de Mac-Laurin formée avec ces dérivées est
Eile diverge si \ est positif; elle converge, mais ne représente pas f{x) quand X esi négatif. Nous renvoyons au Mémoire de M. Pringsheim pour la démonstration de ces résultats. Quand on se place au point de vue de la théorie des fooctioDS d'une variable complexe, l'étude de l'exemple précédent est d'ailleurs immédiate.
Le premier terme de celle relation sera nul, si/(T) est un polynôme, d'ailleurs arbitraire, de degré (n — i), et, par suite, nous avons, en posant
où A est une constante,
Pn{^) est un polynôme de degré n, et /(a?), je le répèle, représente un polynôme arbitraire de degré n — i . La relation précédente exprime une propriété remarquable du polynôme Pii(^) de degré n; nous allons montrer qu'elle le définit complètement à un facteur près. Supposons, en effet, qu'il y ait un second polynôme Yfi de degré /i, tel que
on aurait, C étant une constante arbitraire,
f {Pn-CYnf{x)dx = 0.
Or on peut choisir G de manière que P,i — GY„ soit de degré n — I . Nous pouvons alors prendre, le polynôme /(j?) étant arbitraire,
et nous aurions
Ç (P„-GY„)«û^ar = o,
ce qui entraîne nécessairement P„ — CY„ = o pour toute valeur de x\ doncYn ne diffère de P,i que par un facteur constant. On aura en particulier
b P//1 P« dx = o si m ^ n.
De cette seule égalité on peut conclure une relation remarquable
entre trois poljnomes P^ consécutifs. Pour définir complètement ces polynômes, supposons que le premier coefficient dans chaque polynôme soit l'unité. On aura évidemment
a7P«= P„H.,-f- CoPn + . . .+ G«Po,
les G étant des constantes déterminées par cette identité même.
Je dis que
C2 = Cj = . . . = C« = o.
Multiplions en effet par P«_2 dx les deux membres de Tidentité et intégrons entre ael b: nous aurons
Cj i Pî_j dx = o.
Le multiplicateur de C2 étant une somme de quantités de même signe n'est pas nul; il faut donc que €2=0. Pareillement/ on verra que C3, . . ., C^ sont nuls, en multipliant par P/t^s? . . ., Po ridentité écrite plus haut. 11 reste donc
xPn= P«-+-i -+- Co P« -h G, P;,-, :
c'est la relation entre trois polynômes consécutifs P«_i, P^, Pn^\ que nous voulions obtenir, et qui est fondamentale dans la théorie de ces polynômes, qui sont pour a = — 1 , 6 = 1 et une détermination numérique convenable de A, les polynômes de Legendre.
19. On pourra souvent faire avec profit, dans une intégrale définie, un changement de variable. Imaginons donc que dans l'intégrale
1= r f{x)dx
on considère x comme une fonction ^{t) d'une variable t\ nous allons supposer d'abord que, lorsque t varie d'une manière continue et dans le même sens de ^0 à T, ^ varie aussi d'une manière continue et dans le même sens de a à 6. Si Ton substitue la variable ^ à la variable x dans la sommation, par quelle nouvelle sommation représenterons-nous la valeur de l'intégrale? Pour le voir, partageons l'intervalle de ^0 à T en n intervalles
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correspondant aux valeurs ^i, /»» • • -i '//--< > soient X|, .r2, . • ., .r„_, les valeurs correspondantes de x. On aura, d'après le théorème des accroissements finis,
x, — a -(/,-~/o)?'(0,), a7î-^,-(tî-/i)»'(0O,
6/ d'une manière générale étant compris entre tu\ et ti. Nous désignerons par \i la valeur de x correspondant à ^ = ô/ : \i sera compris entre ^/_i et xi. Je forme alors la somme
qui deviendra l'intégrale I à la limite. On peut l'écrire
(^ - t,) 'f'(0O/[?(0,)] -+-...-- (T - tn-x ) T'(0«)/[o(e„)],
et, quand tous les intervalles tendent vers zéro, cette somme devient
Ainsi donc, pour efiecluer le changement de variables dans une intégrale définie, on remplace simplement x par (p(^) et dx par (ù'(^t)dt et l'on prend comme nouvelles limites les valeurs de / correspondant aux limites primitives.
Nous avons supposé, dans ce qui précède, que, t variant dans le, même sens de /© à T, x variait lui aussi dans le même sens de a à 6. Cette restriction est inutile, pourvu que la fonction f{x) soit continue pour l'ensemble des valeurs que prend x^=o{t) quand t varie de t^ à T. Admettons en efl*et que, t variant d'une manière continue et dans le même sens dans cet intervalle, la fonction :r = îp(f) varie d'abord dans le même sens de t^ à ^4, et soit j;, = <p(^,); puis supposons que, t variant ensuite de t^ à /j, x varie dans un sens toujours le même, mais différent du précédent, depuis ^1 jusqu'à ^2= ?('2)î et qu'enfin, / variant de t^ à ï, x varie de X2 9l b dans les mêmes conditions. Les valeurs x^ et X2 pourront d'ailleurs ne pas être comprises entre a et b. On aura.
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d'après ce qui vient d'être démontré,
f f(x)dx= f A^W(i)dt;
et, par suite, en faisant la somme,
f f{x)dx= f /(^)o'(t)dt.
Cette formule est donc générale.
On ne doit pas oublier que, dans ce qui précède, la fonction x = «( ^), servant à effectuer le changement de variable, est une fonction de / ajant pour chaque valeur de t enlre t^ et T une valeur unique parfaitement déterminée. L'application brutale de la formule précédente, sans se rappeler les conditions pour lesquelles elle a été établie, peut conduire à des résultats absurdes. Que l'on
prenne par exemple
dx
et qu'on fasse sans précaution le changement de variable x'^=^ t. Comme pour x — duit à l'intégrale
Comme pour :r =r rh i on a / = i , et que dx =: — ^-> on sera con-
ly/t
r-^' dt
c'est-à-dire à zéro, ce qui est absurbe. Il est manifeste que nous ne sommes pas ici dans les conditions précédemment supposées.
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VI. — De llntégrale défînie quand la fonction ou les limites deviennent infinies.
20. Dans l'étude que nous avons faite des intégrales définies, nous avons supposé que la fonction sous le signe d'intégration restait finie entre les limites et pour les limites elles-mêmes. Nous allons étendre la notion d'intégrale définie en supposant que la fonction devienne infinie, soit pour l'une des limites, soit entre ces limites.
Considérons donc l'intégrale
f f{x)dx,
f{x) étant une fonction réelle de la variable réelle x^ et supposons que cette fonction, finie et continue pour toute valeur de x comprise entre a et 6, devienne infinie pour :r = 6. Dans quel cas devra-t-on attribuer un sens au symbole précédent? Pour répondre à cetle question, envisageons l'intégrale
f(x)dx.
la limite supérieure x étant comprise entre a et 6 : elle a un sens parfaitement déterminé. Si, x tendant vers 6, cette fonction de x a une limite, celle-ci sera par dé/initionh valeurde l'intégrale (6). Un exemple simple montre qu^une pareille limite peut exister. Soil en efl'et
k étant positif; on aura
' dx _ (b — ay-^' __ (b—xy-^- {b — x)^~ ^-^k~ i-^k
Si A* <; I, le second membre tend vers une limite, et l'on pourra intégrer /(x) entre les limites a et b. Si au contraire A\> i, l'intégrale n'aura pas de limite pour a;= b. Pour fixer les idées nous supposerons dans la suite a<Cb.
21 . // n existe pas de règle générale permettant de reconnaître dans quels cas l'intégrale aura une limite. On peut trouver des règles d'une application de plus en plus étendue, mais on ne saurait indiquer une règle générale, de même qiCon ne peut indiquer un théorème applicable à toutes les séries, pour décider de leur convergence. Ici encore, comme dans la théorie des séries, on comparera l'intégrale à étudier à une autre que l'on sait avoir une limite.
Nous avons donné tout à l'heure un exemple simple; considérons maintenant un cas plus compliqué en supposant que la fonction f{x) puisse de a et 6 être mise sous la forme
fix):
oix)
çp(^) restant finie dans le voisinage de b et pour ^ = i (sans avoir d'ailleurs nécessairement une valeur déterminée pour x = fe). Je dis que, si k est inférieur à l'unité, V intégrale (6) aura un sens déterminé.
Prenons une valeur a entre a et 6; nous aurons, si x est compris entre a et i,
(7) f f{^)dx^ f f{x)dx-^ f f{x)dx;
Ja *^a *^(X
la seconde intégrale pourra s'écrire
Ç est compris entre a et.r (§3). Par hypothèse (p(Ç) est inférieure en valeur absolue à une quantité fixe M. Le second terme du second membre, dans (7), est donc inférieur en valeur absolue à
lA — ^^^jT Or, étant donné un nombre positifs aussi petit qu'on
voudra, on peut prendre a suffisamment voisin de b pour satisfaire à l'inégalité
. — ^^ <^ ff •
a étant ainsi choisi, l'intégrale
f f{x)dx
quand x varie entre a et i, sera comprise entre ,A-f- s et A — e, si nous posons
A= r f{x)dx.
Nous donnant alors un nombre e' inférieur à e, nous choisissons a' entre a et 6, de telle sorte que
Quand x variera enlre a' et 6, l'intégrale I restera comprise, nécessairement, d'une part dans l'intervalle (A-|- e, A — s) considéré plus haut, et aussi dans l'intervalle (A'-f-s', A' — s'), en posant
A'= r f{x)dx.
Ces deux intervalles ont nécessairement une partie commune plus petite que le premier d'entre eux, puisque A' est compris dans l'intervalle (A — e, A+e) et que €'<£. Choisissant alors une succession de nombres e décroissant et tendant vers zéro, nous aurons, en considérant successivement ces parties communes, une suite d'intervalles tous compris les uns dans les autres et tendant vers zéro. Leurs extrémités tendent donc vers un point limite, et par suite les intégrales A, A', . . . ont une valeur limite : ce sera la valeur de l'intégrale I pour x = 6. Le théorème est donc démontré,
A ce théorème joignons une proposition en quelque sorte inverse et qui fait connaître un cas où l'intégrale n'aura pas de limite.
Si l'on peut mettre f{x) sous la forme
•'^ ^ {b — xf
k étant supérieur à l'unité, et '-oi^x) restant, dans le voisinage de 6, supérieur à une quantité positive M, ou inférieur à une quantité
négative — M, M étant différent de zéro, r intégrale prise de a à b n^ aura pas de sens,
La démonstration est immédiate, car on aura, en désignant par a une valeur suffisamment voisine de 6,
la quantité entre crochets augmente indéfiniment quand x tend vers 6, puisque A" est plus grand que j ; d'autre part, <p(Ç) est supérieur à M en valeur absolue. Donc l'intégrale grandira sans limite.
22. Nous avons supposé que la fonction devenait infinie pour une limite de Tinlégrale; si elle devient infinie pour une valeur c comprise entre a et i, on partagera l'intégrale définie en deux autres. Chacune des intégrales
J f[x)dx et y/(^)
dx
devra avoir un sens, et l'intégrale prise de a à 6 sera, par définition, Ja somme des deux intégrales précédentes.
Ajoutons une remarque importante. Siy(a:), discontinue pour X = c, est la dérivée d'une fonction F(^) continue pour celte valeur et ayant une seule détermination, on aura
Ç /(x)dx=F(c)^F(a),
puisque cette intégrale est la limite F(f — e) — F(a;) quand la quantité positive e tend vers zéro. On aura pareillement
j /(x)dr = F{b)-F(c), et enfin
23. Considérons maintenant le cas où Tune des limites de l'inlégrale, la limite supérieure, par exemple, devient infinie. Soit
toujours l'inU^grale
f{x) étant une fonction continue pour toute valeur finie de x supérieure à a. Si, lorsque x grandit indéfiniment, les valeurs successives de cette intégrale tendent vers une limite, on la représentera par le symbole
/ f{x)dx.
Un exemple simple nous est fourni par/(^) = — • On a (nous supposons a]> o)
Ht
Si n > I , le premier terme devient nul pour a: =00, et l'intégrale a une limite. Si au contraire /i<! ï> l'intégrale n'aura pas de limite; il en sera de même pour /i = i, car l'intégration donnerait alors un logarithme.
Ici, comme plus haut, la comparaison de f{x) à une fonction pour laquelle on sait comment se comporte l'intégrale quand x grandit indéfiniment conduit à une règle qui pourra quelquefois permettre de décider s'il y a ou non une limite. Nous pouvons être bref après les explications données (§ 21); à l'aide de raisonnements analogues, on démontrera les deux théorèmes suivants :
Si, pour x suffisamment grand, f{x) peut se mettre sous la
forme ■ J > ?{^) f'^stant en valeur absolue inférieur à une
quantité fixe, et n étant supérieur à l'unité, l'intégrale I aura une limite pour X ^=co. Au contraire, sif{x)peut se mettre sous la forme précédente^ ?(-^) étant, à partir d'une valeur de x, toujours supérieur à une quantité -}- M ou inférieur à une quantité — M (M n'étant pas nul) et n étant inférieur ou égal à l'unité, V intégrale n'aura pas de limite,
24. Nous aurons souvent à appliquer les théorèmes des §§21 et 23 : quand la fonction sous le signe d'intégration est algébrique,
iHs permettent toujours de décider si l'intégrale considérée a ou non une limite. Ainsi, étant donnée une fraction rationnelle irré-
doctible {,)' !> l'intégrale
angcnenlera indéfiniment, quand a; tendra vers une racine deF(:r). Soit en effet b une racine de F(^) ; la fraction rationnelle pourra, dans le voisinage de è, se mettre sous la forme
o(x) {ù — xy^'
^{x) étant fini et différant de zéro pour x = b, et n représentant un entier positif au moins égal à l'unité. Prenons au contraire
r'P(x)dx J x/rTx)
P et R désignant deux polynômes. Quand x tend vers une racine simple b du polynôme R(a:), on peut, dans le voisinage de ^ = è,
écrire
\/^î^) {b-xy
ç( x) restant fini pour x =^b. L'exposant Ar (§ 21 ) est ici égal à ^ : rintégrale aura donc un sens.
Voici encore une remarque importante, relative au cas où la limite supérieure augmente indéfiniment. Quand l'intégrale la une limite, f{x) a nécessairement zéro pour limite lorsque x croît indéfiniment, si toute/ois elle a une limite. En effet, si/(^) tendait vers une limite M^o, cette fonction serait, à partir d'une certaine valeur a, supérieure à un nombre fixe M| ; par suite,
\f/{x)dx >M, r cfe= Mi(:r — ûT),
et l'intégrale grandirait indéfiniment avec x.
Il n'est d'ailleurs pas nécessaire que y( a:) tende vers une limite, quand jc augmente indéfiniment, pour que l'intégrale ait un sens.
C'est ce que monlre Tinlégrale suivante, célèbre dans la théorie de la diffraction de la lumière :
sinx^ dxj
Cette intégrale a un sens, quoique sinx'^ n'ait aucune limite pour ^ = 00. Nous l'établirons en construisant la courbe représentée par Téqualion
y — sinic*,
qui est formée d'arcs situés alternativement au-dessus et au-dessous de Taxe O^. Nous montrerons que l'intégrale proposée a une limite, en établissant que la somme algébrique des aires des segmenls limités par ces arcs et Taxe Ox tend vers une limite. Ces aires sont alternativement positives et négatives puisqu'elles sont alternativement au-dessus et au-dessous de Taxe des x. Nous avons donc une série alternée : il suffit de faire voir que les aires vont en décroissant en valeur absolue et tendent vers zéro. Or le ^ième ç^ jç ^^_j_jyèine segment sont respectivement représentés par
f\nx^ dx»
/ ^iTix"^ dx et /
Cette seconde intégrale est, en valeur absolue, moindre que la première : car, si Ton pose x^^=^ti-\- x^^^ elle devient
sinar* --^^-rrrrr dx.
D'ailleurs le segment de rang n tend vers zéro, car il est moindre que l'expression
qui tend vers zéro quand n augmente indéfiniment.
Comme autre exemple d'une intégrale où la considération d'une série d'aires joue un rôle utile dans la démonstration de l'existence de la limite, citons encore
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Des raisoDnemenls analogues à ceux que nous venons d'emplojer perniellent sans peine d'établir que cette intégrale a un sens.
2S. Cauchy a donné une règle élégante de convergence de certaines séries, qui se rattache aux intégrales dans lesquelles la limite supérieure devient iqfinie.
Soity(a:) une fonction, positive à partir d'une certaine valeur de a:, continuellement décroissante et tendant vers zéro quand x augmente indéfiniment. La courbe y=/(a;) admet l'axe des x pour asymptote, et il pourra arriver que l'intégrale
f(x)dx
ait ou non un sens. Si, alors, on considère la série
celte série sera convergente ou divergente, suivant que l'intégra/e précédente aura ou non un sens.
Si, en effet, l'intégrale / /(x)dx a une limite pour ^ := oo,
comme la somme des rectangles intérieurs construits avec la base un et les hauteurs respectives /(2), /(3), . . ., /(ai) est moindre que l'aire comprise entre la courbe, l'axe des x et la droite j: = i, on est assuré que la somme
reste inférieure à un nombre fixe, et la série est par suite convergente. On raisonnera de la même manière dans le second cas, mais en prenant les rectangles extérieurs à la courbe : la somme
/(i)+/(a) +...+/( Al)
est alors supérieure à une aire qui augmente indéfiniment; la série sera donc divergente.
Soit, comme exemple.
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on devra considérer l'intégrale
elle tend vers une limite pour x = (x> quand /> > i ; la série dont
le terme général est — est alors convergente. Elle divergera au
contraire si/?£i.
Prenons encore la série étudiée par Abel (Œuvres complètes, t- ï> P- 399) :
aluga '*" /ilog/i '"' elle est divergente, car l'intégrale
augmente indéfiniment avec x. Abel cite cette série comme exemple d'une série divergente à termes positifs,
ï^o + "i -•-•••-+- Wi H- ••• 1
pour laquelle le produit nun a zéro pour limite.
En restant dans le même ordre d'idées, on pourra souvent déterminer la limite d'expressions de la forme
Sg=/^n)-H/(/i-Hi)+...-h/(/i-f-/>),
les entiers n et p augmentant indéfiniment, la fonction /(x) satisfaisant d'ailleurs aux mêmes conditions que plus haut. La considération des rectangles intérieurs et extérieurs inscrits dans la courbe conduit de suite aux inégalités
/(/i)-h...-+-/(/i-h/5-i)> I f{x)dx,
f f{x)dx'.
donc
f /{a;)dx-^/(n)>SP> / /(x) dx ^f(n -^- p),
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et par sulle la recherche de la limite de S^ reviendra à celle de
f{x)dx.
Soit, par exemple, /(ir) = , on aura
ss=i+ '
/i Ai-h I n -hp
et comme
ir^M'-^y
oa aura, p et n augmentant indéfiniment de telle sorte que
lim ^ z= oL.
limSj= log(n- a); en particulier, si/? = /i, nous voyons que la limite de
n n-hi
pour n = 00 est égale à log 2.
VII. — DifFérentiation sous le signe d'intégration
26- On rencontrera souvent, dans les applications, des fonctions F (a) d'une variable a, représenlées par des intégrales définies
/ A^j ^)dx,
a et b étant, soit des constantes, soit des fonctions de a.
Cherchons comment on pourra former la dérivée de celte expression par rapport à a.
Nous supposerons d'abord que a et b ne dépendent pas de a.
On a alors
F(a-^Aa)-F(a)=y [f{x, ai -^ \a) -f(x, a)]dx;
et, par siifte,
F(g-4-Ag)-E(a) /-V(ar, a-4-Ag)-/(^,a)
Aa "./ Aa
Cela posé, nous supposerons d'abord que la fonclion/(:r, a) ait une déi'ivéc partielle /"«(x, a) par rapport à a, d'où l'on conclut
F(a-^Aa) — F(a)
Aa
= f /a(^» a4-eAa)rfx, o< 0 <i.
Nous supposerons ensuite la fonction/4(a;, a) telle que, x étant quelconque entre a et b, on puisse déterminer une quantité positive 7\ telle que pour
|Aa|<7j, on ait
l/;(a7, a4-Aa)-(/«(x, a)|<s,
e étant une quantité positive donnée à l'avance aussi petite qu'on voudra. Dans ces conditions, on aura évidemment
F'(«)= f A{x,a)dx,
Ainsi donc, pour former F' (a), il suffira de différentier sous le signe somme f{x, a) par rapport à ol,
La condition requise se trouvera vérifiée si la fonclion/(:r, a) a non seulement une dérivée première, mais aussi une dérivée seconde par rapport à a; la formule de Taylor donne en effet
/'«(;f, a -t- Aa) -/«(^r, a ) = Aa/;,(:r, a -h 0 Aa);
donc, en supposant que /^i est finie, on peut satisfaire à l'inégalité demandée.
Un second cas à signaler est celui où la fonction /i{x, a) des deux variables x et a sera une fonction continue de ces deux variables par rapport à a: et a, quand x variera entre a et b, et a dans un certain intervalle (a\ b'); c'est ce qui sera démontré plus tard. Ce point nous sera en effet utile quand nous établirons la notion d'intégrale double ; nous nous contenterons d'énoncer cette propriété d'une fonction continue de deux variables qui sera établie au chapitre IV (§ 2).
Nous avons, dans ce qui précède, supposé que a et b élaient des constantes; supposons-les maintenant fonctions de a. On ramènera ce cas au précédent au moyen d'un changement de variables qui rendra constantes les limites de Tinlégrale. Posons à cet effet
X =^ {b — a)t -^^ a\ Pintégrale devient
F(a)= f Ax,^){b-a)dt.
Jq
En appliquant la règle précédente, on a
•"<->=jC's>«-")'"-jr'/<'.''>(S-E)""
revenant à la variable x^ nous aurons
[db ^da dOL d%
da
^ dOL
cte,
ou encore
db da
les deux dernières intégrations s'effectuent immédiatement, et Ton arrive enfin à la formule
qui exprime la règle de différenliation dans le cas général.
27. 1-es règles précédentes impliquent essentiellement que la
fonclion sous le signe d'intégration reste finie entre les limites. Ainsi, considérons Tintégrale définie
Jr* dx 0 Jxix —
X{X — OL
qui a une valeur déterminée, mais dont Télément devient infini pour X = o et pour ce = ol.
On ne peut appliquer à cette expression la règle de difTérentiation par rapport à a : en rappliquant, on obtient une difTérence, n^ayant aucun sens, de deux termes infinis.
Si Pune des limites de Tinlégrale devient infinie, l'application des règles précédentes peut encore conduire à des résultats illusoires. Considérons, par exemple, l'intégrale
OÙ nous supposerons a>o; le changement de variable 0LX=y ramène celte intégrale à la suivante
sin V ,
qui, nous Tavons dit, a un sens parfaitement déterminé. L'intégrale (8) ne dépend donc pas de a; mais, si nous la différentions par rapport à a, en appliquant la règle, nous trouvons
cosaa-^jr.
intégrale qui n'a aucun sens.
Ce résultat n'a rien qui doive étonner. Les hypothèses faites, en démontrant la règle de la différentialion sous le signe d'intégration, reviennent à supposer qu'on peut prendre Aa assez pelit pour que le quotient
Aa
difTère de/i(jc, a) de moins de s, et cela pour toute valeur de x comprise dans le champ d'intégration. Ici, il faudrait donc pouvoir
déterminer Aa de façon à avoir sin ( a -h àoL )x — sin ax
ar.Aa
= cosa:r -f- Ti, |r,|<!
pour toute valeur positive de x ; or, pour x très grand, le premier ihembre est très petit, tandis que le second est indéterminé.
Ainsi quand la /onction ou les limites deviennent infinies, on ne devra pas appliquer 5a/i5/>/eca«/£0/î5 la règle de différentiation. Voici, du reste, une remarque générale relative au cas où l'une des limites devient infinie.
Considérons l'intégrale
a étant, pour simplifier, une constante. Supposons réalisées les deux conditions suivantes : i° à partir d'une certaine valeur de .r, y(x, a) et la dérivée /"«(a:, a) sont en valeur absolue moindres
que '—^j M étant une constante posilive, n un exposant supérieur
à l'unité; 2^ étant donné un nombre e aussi petit que Ton voudra, on peut, pour toute valeur de x comprise dans l'intervalle (a, /) fini mais quelconque, trouver une quantité h telle que, pour toute valeur A,, de module moindre que /t, on ait
|/i(ar, a 4- Al) — /i(a7, a)|< s.
Nous allons établir qu'on pourra, dans ces conditions, appliquer à la fonction V(a) la règle de différentiation démontrée plus
haut. Je remarque d'abord que les deux intégrales / /(ic, a) dx et / fki^t a) d^ oïït un sens bien déterminé. Or ou a
= / /a('^, a-^6Aa)û?a7 OU, en la partageant en deux parties,
— = / /i(a:, a-+-6Aa)é/x-H- / j'a,{x,a -\-^L%) dx. On peut, en vertu des hypothèses faites, déterminer / de façon
AV Aa
que Tinlégrale
r" M dx
Ji ^" soit inférieure à s. On aura donc
AV r' ,
-Tr= / /a(x,a-h6Aa)rfxH-r., |Tj<e.
On peut en outre écrire, d'après la seconde condition,
/ /a(^, aH-6Aa)fl^J7 = / /i(ar, a) cte h- V, |Tr/|<E,
si Aa est suffisamment petit. Donc
AV
or / /^{x^oi) dx diffère de / /a(^, 7.)dx de moins de e. Par
AV suite, Ja différence entre ■— et celte dernière intégrale n'atteint
pas 3e, si Aa est suffisamment petit; ce qui nous donne enfin
,-- = / /a,(x,a)dx
qui est la règle de différentiation précédemment établie.
28. On vérifiera facilement que les conditions précédentes sont remplies par Tinlégrale
^(a)= / ~ dx (a> o).
De plus, celte intégrale est une fonction continue de a, même pour a tendant vers zéro par valeurs positives. Pour le voir nettement, nous procéderons comme au § 2i : on construit la courbe représentée par Téqualion
r—^'^9,\nx
et Ton considère l'intégrale comme une série alternée. Si Ton prend
seulemenl dans cette série un nombre linnîté n de termes, le reste est moindre en valeur absolue que le premier terme négligé. Or, pour n suffisamment grand et a^o, ce terme est aussi petit qu'on veut; d'autre part, la suite limitée de termes est une fonction évidemment continue de a, même pour a = o. Par conséquent, l'intégrale V(a) est une fonction continue dea(a>o) même pour a = o. Ceci posé, pour calculer V(a), nous calculerons d'abord Tinlégrale
— — = — I e-^^ sxxïx dx
qui s'obtient immédiatement : en intégrant successivement deux fois par parties, il vient
puis
Xe-«* cosa; dx = / g-a^ sina? dx.
Les deux relations précédentes donnent
do
ne
di ''
arc
tangi:
nous prenons Parc tang compris entre — 7 et n — ; la constante
d'intégration est nulle, puisque V tend vers zéro quand a grandit
indéûniment.
Celle formule, établie pour a > o, subsiste encore pour a = o, d'après ce que nous avons dit de la continuité de la fonction V. On trouve ainsi l'intégrale importante
VIII. — Intégrales d'une fonction complexe d'une variable réelle.
29. JNous n'avons considéré jusqu'ici que des fonctions réelles de variables réelles. Ce n'est que dans le second Volume que nous
nous occuperons du cas où la variable est complexe; mais l'extension de la notion d'intégrale définie au cas d'une fonction complexe d'une variable réelle se fait immédiatement.
On entend par fonction complexe F(:r) de la variable réelle x^ une expression de la forme
F(:c;=/(a7)H-t>(ar).
On aura, par définition^
Jf Y(^x)dx^r= I f{x)dx-^i I (^(x)dx.
Il n'j a donc pas de théorie particulière à ces intégrales, qui se ramènent aux intégrales déjà étudiées. M. Darboux {Journal de Mathématiques, 1876) a donné une formule intéressante analogue à celle que nous avons rencontrée quand F(a:) est une fonction réelle : dans ce dernier cas, si ^{x) désigne une fonction positive de a à 6, on a
f F(x)^(x)dx = Fa) f ^(x)dx, a<^<b.
M. Darboux a montré comment on devait modifier cette formule dans le cas d'une fonction complexe. Le résultat auquel il est parvenu peut s'établir comme il suit. Soit
1= r ¥(^x)^{x)dj:= f f{x)^{x)dx~^i f o{x)^{x)dx,
^(j:) étant positif entre a et h.
On aura *
modI< / //«(^)-f-cf«{a:)4;(ar)^ = v//«(î)-H?*(0 / ^(.^)dx,
(nous écrivons d'abord que le module d'une somme est plus petit que la somme des modules, et nous appliquons ensuite la formule relative aux fonctions réelles).
On a donc
ri»
modl = ev//H$)-r-?*(0 / ^{x)dx, o<e<i,
OU
modI = emodF(J) f ^(x)dx, et par suite, si a désigne Targumentcle I et ^ l'argument de F(Ç),
Si donc nous posons
il vient Gnalement
T = XF(Î) f ^{x)dx,
A étant une quantité dont le module est au plus égal à Funité. Le cas où la fonction F(^) est complexe se distingue du cas où elle est réelle par la présence de ce facteur X.
30. La démonstration donnée pour la formule de Taylor, au moyen de l'intégration par parties, généralisée, s'applique sans aucune modification à cette fonction complexe F(;r), et l'on a encore
F(ar,> ^ F(a?o)-H(^, — a?o)F'(a7o) H-. . .
^(a^i — a^oj^pt^) 1 ç 'Y^a^^)(x)(x^ — xYdx.
••il
Le reste pourra, en appliquant la formule de M. Darboux, se mettre sous la forme
^^^ i.2...(nH-i)
f étant compris entre Xq et ;ri, et X désignant une quantité complexe de module au plus égal à l'unité.
5o INTÉGRALES SIMPLES ET MULTIPLES.
I. — Intégrales des fractions rationnelles
1. On donne soavenl le nom A^ intégrale indéfinie aune intégrale définie ayant pour limite supérieure la variable x et pour limite inférieure une constante qu'on ne fixe pas. On représente simplement par
celte intégrale indéfinie, sans prendre la peine de marquer ces limites. Cest simplement une manière de désigner une fonction ayant pour dérivée f{jo).
f{x) étant une fonction d'une nature déterminée, il est d'un grand intérêt de faire, quand cela est possible, la recherche explicite de cette intégrale, ou de réduire les intégrales, correspondant aux fonctions de même nature, au plus petit nombre de types. Telles sont les questions qui vont nous occuper dans ce Chapitre ; nous commencerons par le cas o\xf{x) désigne une fraction rationnelle irréductible.
Considérons donc l'intégrale indéfinie
dx.
On sait, d'après la théorie de la décomposition des fractions rationnelles, que toute fraction rationnelle peut se mettre sous la
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forme d'un polynôme en x, plus une suite de termes de la forme
2Att (a? — a)**
les quantités a étant les racines de/(x), et les Aa désignant des constantes. Or l'intégrale d'un polynôme est un polynôme, puisque
07"» dx =
D'autre part, on a
dnr (x — aY
{x—a)''- — a-hi
et
—-^ = log(a:-a).
Toute la théorie est contenue dans ces remarques évidentes. Mais approfondissons davantage la question.
Nous allons nous préoccuper de pousser la réduction de l'intégrale le plus loin possible, en ne faisant que les opérations élémentaires de l'Algèbre, c'est-à-dire addition, multiplication et division de polynômes. Rappelons d'abord que sî/(^*) a été décomposé en un produit ^\{x)x^2{^)X' "X^n{x) de polynômes o premiers entre eux, on aura
Supposons, en particulier, qu'ayant appliqué la théorie des racines égales nous ayons trouvé
les X désignant des polynômes dont toutes les racines sont simples : Téquation X| = o fait connaître toutes les racines simples de /, l'équation Xa^ o les racines doubles et ainsi de suite. On sait qu'on peut trouver les polynômes X par de simples divisions. Nous
aurons donc
¥(x) _ Ft(a7) F(x) F„(x)
J\x)~ X, ■" Xi "*--"^ XS •
Nous sommes ainsi, d'une manière générale, ramené à chercher
rintégrale
(p étant un polynôme quelconque, et X un polynôme qui n'a que des racines simples.
Supposons que l'entier positif a soit supérieur à l'unité; je dis que nous pouvons ramener la recherche de cette intégrale à une autre de même forme, mais où a sera remplacé par a — i .
Montrons en effet qu'on peut déterminer un polynôme P(^) tel que la différence
X^-^Lx^J «o't de la forme -^^
Il faut et il suffit pour cela que
cp(x)-*-(a — i)P(x)X',
X' désignant la dérivée de X, soit divisible par X. Supposons que X soit de degré m, on pourra prendre P(x) de degré m — i, de telle sorte que l'expression précédente s'annule pour les m racines de X, ce qui est possible puisque, pour ces racines, X' est différent de zéro. On aura donc à déterminer un polynôme de degré m — i qui prend pour m valeurs de la variable des grandeurs données. Mais, en présentant sous cette forme la recherche de P(^), il sçmble qu'il faille résoudre l'équation X = o; en réalité, l'existence deP(^) étant certaine d'après ce qui précède, il suffira de procéder en faisant la division, ce qui donnera des équations du premier degré pour déterminer les coefficients de P(a?).
Ainsi de l'intégrale (i) nous passerons, en retranchant ^t^> à l'intégrale
Ç'ii!^dx
et ainsi de suite, de proche en proche, jusqu'à
pour laquelle nous ne pouvons plus évidemment continuer la ré-
duction. Arrivé à ce point, il est nécessaire, pour achever Pintégration, de connaître les racines de Téquation X = o.
3. Supposons que les coefficients de la fraction rationnelle soient réels et que le dénominateur X ait été résolu : portons particulièrement notre attention sur un couple de racines imaginaires conjuguées. On sait que l'on aura, pour ce couple de racines, a -\- bi^ a — 6/, la somme des termes simples
Aar-f-B Ai^c-t-Bi A„_i tr -4- B^-i
les A et B étant des constantes. D'après ce qui vient d'être dit, toutes ces intégrales se ramèneront à une intégrale de même forme que la dernière, et qu'on trouvera immédiatement en l'écrivant
sous la forme
2lV1(a7 — a^ — !iN6 (a: — a)*-T-6>
M et N étant deux nouvelles constantes. Or on aura
rrû^a? = M log[(jc— a)'4- b^\.
comme on le vérifie par la diflférentiation ; d'autre part,
donc finalement
ûte = 2lN arc tang — -. —
- . X\ — d - T a?o — CL
■ 2N arc tang — y h 2N arc tang — y — ,
formule qui ne présentera aucune ambiguïté, si l'on ajoute que les ares correspondant aux tangentes indiquées sont compris entre
- el -f- -• 2 2
Nous avons écrit plus haut
r_dx_ J X — a
ce résultat n'a, jusqu'ici, de sens pour nous que si a est réeL
' dx -j:-=log(x-«);
Soit maintenant a = a -t- p/ : nous aurons
/dx __ Ç (x — a^dx Ç ^idx
II. — Intégrales hyperelliptiques
4. Les intégrales les plus importantes qui aient donné lieu à une théorie complète sont les intégrales de la forme
(a) j¥{x,y)dx,
F étant une fonction rationnelle de x et y, et y une fonction algébrique quelconque de x^ c'est-à-dire une fonction liée à x par la
relation
f(Xyy) = o,
où f est un polj^nome. Les plus simples de ces intégrales, après celles où y est une fonction rationnelle de x, sont celles où y esl
liée à X par la relation
JK«=R(:r),
R(^) étant un polynôme que nous pouvons supposer n'avoir que des racines simples. De telles intégrales sont appelées hyperelliptiques.
Ce polynôme peut être de degré pair ou impair; les deux cas se ramènent l'un à l'autre. Supposons le polynôme de degré pair 2/>; posons, en désignant par a une racine de R (^\
l'intégrale se trouvera ramenée à une intégrale de même forme, mais où le rarf/ca/ portera seulement sur un polynôme de degré 2/? — I ; on aura en effet
R(ar) =
Ri {z) étant un polynôme de degré ip — i .
Inversement, si l'on a un polynôme R(^) de degré impair 7.p — i ,
il suffira de poser
pour être ramené au cas d'un polynôme de degré 2/?.
Ceci dit, considérons l'intégrale (2) : la fraction rationnelle F {x-iy) peut se mettre sous la forme
Via: y)- ^-^^^ ^
les M et N étant des polynômes en x. On élimine pour cela toutes les puissances de y autres que la première en remplaçant y 2» p^^ R« etj'2«+* parj^R".
Si nous multiplions les deux termes de F par M| — N<y, nous aurons
P et Q étant des fractions rationnelles de a: ; ou encore, en remplaçant j' par -- ^ — , nous aurons, d'une manière générale,
A et B étant des fractions rationnelles quelconques de x» En formant rintégrale (2) nous avons d'abord
^A dx,
intégrale d'une fraction rationnelle déjà étudiée, etrinlégrale, dont nous devons maintenant nous occuper,
dx.
Prenons d*abord les intégrales du premier type
La discussion se fera de la même manière que R soit de degré pair ou impair; il est néanmoins indispensable de faire une hypothèse particulière. Nous supposerons dans la suite que R {x) est de degré 2/7 -l-i. Sans être essentiel au fond, le choix d*un polynôme de degré impair est préférable pour le développement de la théorie; nous ne nous en rendons pas encore bien compte en ce moment, mais nous le verrons plus tard dans Fétude plus complète de ces intégrales.
Soit m le degré de/(.r j, nous allons montrer que ce degré peut
être abaissé au degré ip — i. Supposons donc m supérieur à ce
nombre et posons
m ~ 2p -T-X (X jo).
Je dis que de l'expression - on peut retrancher la dérivée
de Cx^\/li{x), G étant choisi de telle sorte que le numérateur de la différence soit de degré m — i. On a en effet
, Xa7X-iR(ar) -h -iF^RVa?)
le degré du numérateur est '2 p -\- X, nous pouvons donc choisir C de telle sorte que, dans la différence
/(ar) -CrXa:>-»R(ar)-h ix>^R'(a?) 1 ,
le coefficient de^'" soit nul. Par une série de soustractions successives nous ramènerons donc noire intégrale à une partie toute intégrée et à une intégrale
mais où celte fois/i {x) sera un polynôme au plus de degré ip — i , car la réduction pourra se faire pour la dernière fois quand on aura X = o.
JVous obtenons donc ip intégrales de la forme
xV-dx
En général, ces intégrales sont des transcendantes noui^etles et distinctes les unes des autres, qui ne sont pas susceptibles de s'exprimer à l'aîde des fonctions introduites dans les éléments. On doit étudier sur elles-mêmes leurs propriétés extrêmement intéressantes; mais nous ne pourrons qu'ultérieurement entreprendre cette étude. Montrons seulement qu'on peut les partager en deux espèces : les intégrales de Ia première espèce sont celles qui resteront finies quand x augmentera indéfiniment, les autres seront dites de seconde espèce. Nous pouvons ici appliquer le théorème
xV" du § 21 (Ghap. I) : la fonction est comparable pour x très
grand à
Si donc
- — |A>I, ou [L<p —
l'intégrale sera de première espèce.
On aura donc/? intégrales de première espèce, c'est-à-dire restant finies pour ^ = oc (pour [x = o, i , 2, ...,/> — i); les autres intégrales seront de seconde espèce.
Rappelons d'ailleurs que toutes ces intégrales restent finies quand x tend vers une racine de R.(^) = o.
Passons maintenant aux intégrales du second type
r o(x)dx J {X"a)^^R(x)
Deux cas sont à distinguer, suivant que a est ou non racine du polynôme R{x), Je me place d'abord dans le second cas. Je vais, en supposant a>i, retrancher de l'intégrale une expression de Ja for no e
de telle sorte que la diflférenee soit une intégrale de la forme initiale mais où a sera remplacé par cl — i . On a, C désignant une constante,
Dans la difTérence
le numérateur sera divisible par x — a si l'on a
égalité qui détermine C, puisque R(«) n'est pas nul et que a esl supposé plus grand que Funité. Ainsi, par la soustraction précédente, nous sommes conduit à une intégrale de la forme
^x{x)dx
(a: — a)a-iy/R(^)
cpi étant toujours un polj^nome. Nous pourrons continuer ainsi cette réduction jusqu'à ce que nous arrivions à une intégrale de la forme (3) où l'on ait a = i. D'ailleurs, en divisant <p(^) parx — a, cette dernière intégrale se ramènera aux intégrales du paragraphe précédent et à l'unique intégrale
dx
Dans le cas où R(a)^^o, les considérations précédentes ne s'appliquent plus; mais, avec une petite modification dans les raisonnements, nous allons pouvoir effectuer la réduction aux seules intégrales du premier type. Reprenons donc l'intégrale (3) en supposant que a soit racine de R(^). Nous formons la différence
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le second terme peut s'écrire
en posant
^ vT — a
Or a est racine simple de R(^), donc R<(a) = R'(«) ^ o, et par suite on peut déterminer C de manière que la différence (4 ) soit de la forme
Il suffit pour cela que
tf(a) — c(--—ix\R'{a)--o.
Le coefficient de C est difl'érent de zéro, même pour a -— i : on pourra donc effectuer de proche en proche la réduction jusqu'à faire disparaître toute puissance de x — a au dénominateur et finalement il ne restera, dans ce cas, que des intégrales du premier lype.
En résumé, le second type se ramène au premier et à des intégrales de la forme
r dx
J (a:-a)v/HÛ')' la constante a n'étant pas racine de R(^) =^ o.
7. Nous avons fait les réductions précédentes en supposant le poljnome R(^) de degré impair ip-\-\\ celte hypothèse n'avait aucun intérêt pour la réduction faite en dernier lieu, qui en estévidemnient indépendante. Il n'en est pas de même pour celle qui concerne les intégrales de la forme
J /Kôr
^(x) dx
te"'
Les raisonnements peuvent néanmoins être faits avec peu de modifications. Il suffira d'énoncer le résultat :
Si Je polynôme R(^) est de degré 2/?, toutes ces intégrales se
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ramèneront aux. intégrales
x^dx
où [JL devra prendre les valeurs o, i , 2, . . . , 9.)o — 2 ; il y a donc, dans ce cas, ip — i intégrales du premier type.
8. Donnons quelques exemples simples. Je supposerai d'abord le polynôme R(^) du second degré. D'après ce qui précède (§ 7), toutes les intégrales de la forme
f¥{x, v^AiFî-r- B:c +"G) dx.
F désignant une fonction rationnelle de x et de y/A^^H- Bx -j- C, se ramèneront aux deux intégrales
/dx r dx
)/kx^-^ Bar-f-G J (x — a)v/Aa:*-hBa7-hG'
a désignant une constante. Ces deux intégrales se trouvent immédiatement; elles se ramènent d'abord Tune à l'autre, car il suffit
de poser dans la seconde x — « = - pour la ramener à la forme
de la première. Quant à celle-ci, deux cas seront à distinguer suivant le signe de A. Selon que A sera positif ou négatif, nous aurons, par un changement linéaire de variable, l'une ou l'autre
forme
/dx r dx
/ar* -+- a J v^a* — x^
qui sont respectivement, comme le montre la différent! a tion,
log(a7 -f- v/a?î-+- a) et arcsin-.
Passons au cas où R(j:) serait un polynôme du troisième degré ; les intégrales du premier type sont alors au nombre de deux :
/• dx r X dx ^
l'intégrale est dite alors une intégrale elliptique.
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Le cas où R(^) est un polynôme du quatrième degré peut se ramener, d'après ce que nous avons dit d'une manière générale, au cas où le polynôme est du troisième degré. On a pris longtemps, comme polynôme normal, le polynôme du quatrième degré; on tend maintenant à faire la théorie des intégrales elliptiques et des fonctions qui s'en déduisent en prenant comme polynôme normal le polynôme du troisième degré. Indiquons cependant, relativement aux polynômes du quatrième degré, une transformation qui a joué un rôle très important : elle consiste en ce qu'on peut supposer seulement des termes de degré pair dans le polynôme. Employons en effet la transformation
p désignant une constante, ce qui revient à faire la substitution X = p On a alors
Nous allons déterminer p de façon que la somme de deux racines du polynôme transformé en y soit égale à la somme des deux autres. Si nous désignons par a, 6, c, d les quatre racines de R(:r), les racines de Ri(^) seront
p — a p — b p — c p — d Écrivons, par exemple,
équation qui est du second degré en p. Si l'on prend pour/? une de ses racines, le polynôme Ri(j') sera de la forme
le coefficient de y étant le même dans les deux facteurs. 11 suffira alors de poser j^ -h - = ^ pour avoir le polynôme bicarré
On peut donc supposer que le polynôme R( -f) est bicarré, soit
Les intégrales de la première catégorie sont alors
/{fx r T dx r x^ dx
La seconde de ces intégrales se ramène aux fonctions élémentaires : il suffit en effet de poser x^ —-y pour la ramener à Tinté-
ijrale
dv
/ao7*-i-ai^-H a,
III. — Intégrales de différentielles algébriques ^ réduction des intégrales abéliennes.
9. Le cas général d'une intégrale de différentielle algébrique est une intégrale de la forme
¥{x,y)dx,
F étant une fonction rationnelle de x et y] y est liée à x par la
relation
/étant un polynôme irréductible en x et y, c'est-à-dire que la courbe algébrique représentée par cette équation est indécomposable. Nous allons faire sur l'intégrale précédente quelques réductions d'une nature purement algébrique; ce ne sera qu'après avoir étudié plus tard les principes de la Théorie des fonctions d'une variable complexe que nous pourrons pénétrer plus avant dans la théorie de ces intégrales, appelées intégrales abéliennes, du nom du géomètre norvégien Abel, qui a fait connaître à leur sujet un théorème d'une extrême importance.
Je supposerai la courbe /-: o de degré m; de plus, l'ensemble des termes homogènes de degré m dsLDS /(x^y) se compose de m facteurs linéaires distincts et aucun d'eux ne se réduit à ^ ou à y. En langage géométrique, ceci revient à dire que les m directions asymptotiques de la courbe / sont distinctes et ne sont pas parallèles aux axes. Cette supposition est ioujours permise, car on
peut commencer par faire sur la courbe une transformation horaographique ou une perspective qui la réalisera. Ceci dit, j'écrirai l'intégrale sous la forme
ce qui revient à poser
'^( JF, y) sera une fraction rationnelle de a: et r, soit
M et N étant des polynômes en x et y. Montrons d'abord qu'on
peut remplacer la fraction rationnelle -^ P^^r ^^^ autre dont le
dénominateur ne renferme que la variable x. Nous nous appuierons pour cela sur le théorème d'Algèbre suivant :
Étant donnés deux polynômes premiers entre eux, f{x^ y) et N(j:, j'), on peut trousser deux polynômes en x et en y, A et
B, tels que
A/ -4- BN =r. X,
XL éteint un polynôme en x.
Ce théorème se démontre comme la proposition analogue relative à deux polynômes ne renfermant qu'une seule variable. Soient
N = b^y -t- bx ^«-1 -h . . .
les deux polynômes ordonnés par rapport à ^ : les a et 6 sont des polynômes en x. Prenons le résultant X de ces deux polynômes en y. On peut le mettre sous la forme d'un déterminant bien connu d'ordre m -\- n
no
bi .
ào
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Si l'on multiplie les éléments de la première colonne verticale par ym+n-i^ ceux de la seconde par yfnHi~2 ^i ainsi de suite, et qu'après les avoir ainsi multipliés on les ajoute à la dernière, celle-ci se trouvera remplacée par
En développant le déterminant, on a Tidentité X r. A/-f. BN,
A et B sont des poljnomes en x et y, et X ne dépend que de x.
On aura donc
M _ BM _ BM
'*' ~" N ~ BN "" X '
puisque y est définie par la relation/(^,^^)= o. La fraction i( a alors pour dénominateur X, qui ne dépend que de x^ et nous pouvons écrire ^intégrale (5) sous la forme
Nous obtenons ainsi, en décomposant la fraction =r en éléments simples, des intégrales des deux types
rVix.y)dx /"Q(a:, y)dx
J /; ' J (j,^a)^fy
P et Q étant des polynômes en x et y^ et ces deux formes rappellent celles que nous avons trouvées pour les intégrales hyperelliptiques.
lO. Nous allons montrer que dans les intégrales du premier type
rP(x.y)dx
on peut ramener le degré du polynôme P, qui est arbitrairCy à être au plus : im — 4-
Soit p le degré du polynôme P et supposons
Retranchons de Tintégrale (6) un polynôme homogène en x et y de degré p — m -\- 2 : soit X(a7, y). Ce polynôme \ peut évidemment s'écrire, en tenant compte de la relation /(^, jk) = o,
M^,y)=f^''^''.^''-^^dx,
fy Pouvons-nous choisir X de telle sorte que la différence
soit un polynôme de degré p — i ?
Désignons par P<(^, y) l'ensemble des termes homogènes de degré/? dans P(x,y), et ^(x,y) l'ensemble des termes homogènes de degré m dans f{x^y)\ l'expression (7) se réduira à un polynôme de degré p — i , si
(8) Pi(^,jK)-(x;cp;.-x;cpi)
est divisible par<p(a:,y) : car alors, ^{x^y) étant le quotient, il suffira de retrancher de (7) le produit ^{oc^ y)f[x^y) pour avoir un polynôme de degré p — i. Cette soustraction ne change d'ailleurs rien à l'expression (7), puisque fi^x^y) = o. Remplaçons
X^ par sa valeur
tirée du théorème d'Euler relatif aux fonctions homogènes : l'exprcssîon (8) deviendra
xP^ix, y) — {p — m H- 2)X(a7, ^)«p^H- mXyO
Elle sera divisible par ^{x,y) si le numérateur est divisible par© qui, par hypothèse, ne contient pas ^ en facteur. Nous avons donc à choisir X de telle sorte que
^Pi(^» ^) — (/> — '^ -+- 2) X(x, ^)cp;,
soit divisible par ©(j^, y), ce qui sera possible si le degré de X(x, y) est supérieur ou égal km — i, c'est-à-dire si
/? — m-+-2^/?i — I ou p^im — 3.
Le degré de V{x^y) se trouvera donc ainsi abaissé d'une unité, p. - I. 5
et l'on pourra continuer jusqu'à ce que ce degré atteigne 2 m — 4- Donc, en résumé, dans les intégrales du premier type
P(a7, v") dx
fy le polynôme P(^, y) peut être abaissé au degré 2 m — 4-
11. Avant de passer aux intégrales du second type, il nous faut faire quelques remarques préliminaires.
Soit x=.a une droite rencontrant la courbe /(^, y) en m points distincts, dont nous désignerons les coordonnées par j^i, J^2j •--lymy et admettons d'autre part qu'un polynôme <b{x^y) en X et y s'annule en ces m points : je dis que le quotient
en supposant x ei y liées par la relation /{x^y) = 0, peut se mettre sous la forme d'un polynôme en x et y.
En effet, ^[x^ y) peut être ordonné suivant les puissances de X — a, et l'ensemble des termes ne dépendant pas de x sera un polynôme en y^ ?(^)î nous devons montrer que
peut se mettre sous la forme d'un polynôme en x et y. Or ^{y) s'annule poury<,yaî • • "i ym- D'autre part, en ordonnant le polynôme/(a?, y) suivant les puissances de ;r — a, l'équalion /= o se met sous la forme
(r —ri )• • -(r — rm) H- (a? — a)/?i( J') -t- (x— a)»/7,( j^) -h . . . = o,
les/? désignant des polynômes en y\ donc
Lr-.yMy-y^).--^y-yn.) ^t, par suite, iM
se mettront sous la forme d'un polynôme en x cl y.
En second lieu, supposons que la droite x = a soit tangente à la courbe /, en un point simple, deux points de rencontre seulement élant confondus au point de contact, et les (m — 2) autres
points de rencontre étant distincts. Je suppose le polynôme ^ (^,^) tel que la courbe
soit rencontrée par la droite ^ = a en deux points confondus au même point que/*, et passe par les (m — 2) autres points de rencontre.
Je dis encore que
4>(ar, v)
en supposante: ety liées parlarelationy(^,y) =0, peut se mettre sous la forme d'un polynôme en x et en y. La démonstration sera analogue; l'expression se réduit à la forme (9). Or, en désignant par^i l'ordonnée correspondant à la racine double et par ^2? - • •> ym-% les ordonnées des (m — 2) autres points de rencontre, '^ (^) contiendra en facteur
d'autre part, Téquation /== o pourra se mettre sous la forme
(r— ^i)*(r-j^O-..Cr— j^/n-i)^-^i(j^)(^— «)-^y«Cr)(^-«)' ■+-••• =0,
les q étant des polynômes, et la démonstration s'achève comme plus haut.
i2. Revenons maintenant aux intégrales du second type .. r^{^.y)dT
Nous allons démontrer que :
On peut ramener, de proche en proche, 'cette intégrale à une intégrale analogue, mais dans laquelle le degré a est égal à l* unité.
En d'autres termes, on peut toujours abaisser d'une uniré le degré a, si a >> i .
Je suppose d'abord que la droite x = a rencontre la courbe J{x^y) = o en m points distincts.
Employons le même genre de considérations : nous retranche-
rons derinlégrale (io),enteDant compte deTéquation /'(x,^) = o, UDC expression de la forme
^JT — a)a-» J dx\_{x — a)^-^\ ^
'k(x,y) étant un polynôme que nous choisirons de telle sorte que cette difTérence soit une intégrale analogue à (lo), mais a étanl remplacé par a — i . Pour cela, il suffit que
0« ( Œ^ v^ puisse se mettre sous la forme _ \^-i ' c'est-à-dire que
se réduise à un polynôme. Or ceci aura lieu si le numérateur s'annule pour les m points de rencontre de ^ = a avec la courbe (§H). On satisfait à cette condition en prenant pour "k un polynôme, en y seul, de degré m — i, qui se trouvera ainsi complètement déterminé, puisque/^ est différent de zéro.
Le théorème est donc démontré, et, en continuant de proche en proche, on est ramené uniquement à l'intégrale qui correspond à a = I.
13. La réduction est moins immédiate si la droite x =^a est tangente à la courbe/, dans les conditions du § 11. Plaçons-nous dans cette hypothèse. Nous allons retrancher de l'intégrale (lo) une expression de la forme
Pour effectuer la même réduction que précédemment, A(j:,^) devra être tel que l'expression
soit de la forme
Il faudra d'abord que — ^^y^Jy puisse se mettre sous la forme d'iin polynôme. Il suffit pour cela que X(^,y) s'annule pour
(«,7i), {o.^y\\ ••• , («,rm-i),
puisque déjà /^ s'annule pour (a,j^i). Le polynôme X(j:,^)/^, pour a: = a, deviendra alors un polynôme en y ayant la racine double j^i et les racines simples ^2» ' • • j^m-i et, par suite, d'après le lemme (§ 11),
pourra se mettre sous la forme d'un polynôme. Nous pourrons prendre pour X le polynôme en j^
p-(^) étant un polynôme en^.
Il faut ensuite que
se mette encore sous la forme d'un polynôme. Nous allons une nouvelle fois appliquer le lemme (§ H). Le numérateur peut s'écrire
(II) \ ■^{y—yi)---(y—ym-t)\^'{y)/'x
Cette expression doit d'abord s'annuler pour (a, ^i), (a,jKa)' "•> (a^ym-'h) • cette condition nous fait connaître les valeurs de
Ces quantités seront parfaitement déterminées. En effet, cher-
chons le coefficient de |Jl(j^i), correspondant au point de contact : ce sera
r-ri y=ri
Or, dans le cas actuel, on a (§ 11)
Cette relation permet de calculer immédiatement l'expression (12) : elle se réduit à
(i3) (— •i5n-i)yi(ri)(7i— j^î)--.(ri— ^'m-i);
or Çi (y) n'est pas nul si le point {a^y^)est, comme nous lesupposons^ un point simple de la courbe /. Donc le coefficient de ^{y\) est différent de zéro.
Les autres coefficients se calculent d'une manière analogue : celui de [A (^2) par exemple est
(— a -f- 1)^1 {yt){yt -y\ ) (yi —yz)- • -{yi -ym-x),
et dans celle expression q^ {y^) n'est pas nul si au point (a^y^) la tangente à la courbe/ n'est pas parallèle à taxe des x^ comme nous pouvons le supposer ; nous avons d'ailleurs a > i .
Il nous faut encore écrire que, dans l'expression (i i) mise sous forme de poljnome et ordonnée suivant les puissances croissantes de ^ — a et y — y^^ il n'y a pas de terme du premier degré en y — yx. Cette condition détermine, sans impossibilité aucune, la valeur de |Jt'(j^i). On trouve en effet que la partie du coefficient àty — y^ qui dépend de \f! {y\) se réduit à
i{\ — <i)\>: {yx)qi{yx){y^ — yt)- . ^{yx — ym-\)\
V-' CkO sera donc déterminée par la condition indiquée. Ainsi [X [y) doit être un polj^nome tel que
t^C^i)» \^{y\h •••» k(7/«-i) et en outre ^'(^0
aient des valeurs données. Il existe une infinité de tels polynômes. Soit, par exemple, <p {y) un polynôme d'un degré au moins égal à m — 2 ayant pour jk = {y\ ? • • • ? JKm-i) les valeurs données, il en
sera de même du polynôme
dans lequel on déterminera la constante C par la condition que
ait une valeur donnée.
Le théorème énoncé (§ 12) est donc encore démontré dans le cas où la droite x = a est tangente à la courbe / en un point simple.
14. D'autres circonstances pourront se présenter. La courbe peut avoir des points singuliers. Supposons qu'elle ait seulement des points doubles à tangentes distinctes, et que la parallèle à Vaxe des y menée par un point double ne soit tangente en ce point à aucune des deux branches de courbes qui y passent. Dans ce cas les réductions faites plus haut ne peuvent plus être employées.
Si a est l'abscisse d'un point double, la droite x = a rencontrera la courbe au point double dont nous désignerons l'ordonnée par y^^ et en m — 2 autres points simples dont nous désignerons comme ci-dessus les ordonnées par yz-^ . . ., ym-\* Par le point double {ayy^) passent deux branches de courbes, et si Téquation de la courbe est mise, dans le voisinage du point double, sous la forme
/(^j y) = A(^ — «)'-*- î*s(^ — «)(7 — ji) -+- c(j^— jKi)* -H . . . = o,
on aura pour une des branches, dans ce voisinage,
y —ri = mi(ar — a) -4- . . . , et, pour l'autre,
y —yt = ^ti^ — a) + . . . ,
les termes non écrits étant de degrés supérieurs au premier en a: — a; nii et i?i2 désignant les deux racines de l'équation
A-+-2Bm-hCm* = o.
Nous aurons besoin d'avoir /^ sur Tune et l'autre branche. Or
Par suite, sur la première branche,
i/^=(j7 — a)(B-+-Gm,)-H...,
mais on trouve de suite
B-+-Gmt = /B«— AG, BH-G/nî= — /B»—AG.
Sur l'une et l'autre branche, les coefficients de x — a dans
-fy développée suivant les puissances de ^ — a sont donc égaux
et de signes contraires.
Ceci posé, remarquons encore qu'il n'y a presque rien à modifier au second lemme du paragraphe 11 pour en déduire que, si la courbe
a un point double en (a<j^<) et passe par les m — 2 points («iJKa)) • • -î («i7m-0» 1^ quotient
en supposant x ^X. y liées par la relation y*(j:,y)=o, peut se mettre sous la forme d'un polynôme en x et y.
Reprenons maintenant la réduction de l'intégrale
Si l'on développe le coefficient de'dx en les puissances de (x — a) et si l'on intègre, le développement de l'intégrale précédente commence, pour chacune des branches, au voisinage du point double, par un terme en
et, dans le voisinage de chacun des points («,J'i)(t > i), par un
terme en
Supposant d'abord a > 2, nous allons montrer qu'en retranchant
de l'intégrale J l'expression
on peut, si l'on choisit convenablement le polynôme )v, s'arranger de manière que le développement de celte différence commence, pour le point double, par un terme
et, pour chacun des points {ci^yi), par un terme. en
(jr — a)»
Pour le point double, le polynôme )^(x, y) devra s'annuler, et si l'on pose
^(^» >^) = A(^ — a) -f- B(j^— Vi) -h . . .,
on devra choisir A et B de manière que
A-hBmi et A-hB/Wj
aient des valeurs données représentant les coefficients de - — — — -^
dans le développement de l'intégrale sur l'une et l'autre branche. Pour un point (a,jKi)) il ^^^^ q"®? quand on remplace j^ par son développement, le développement de \ commence par un terme en {x — a)^, et que le coefficient de {x — a)^ ait la valeur correspondant au coefficient de - — — — :—^ dans le développement de J.
Ces diverses conditions sont évidemment compatibles, et l'on peut d'une infinité de manières avoir un polynôme ^^{x^y) satisfaisant aux conditions requises.
Ceci posé, la différence de l'intégrale J et de l'expression (i4) se présente tout d'abord sous la forme
mais nous savons que, dans le voisinage du point double, les
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développements commencent par un terme en
et, dans le voisinage des points simples (a, JKi)) psir un terme en
Nous avons supposé a > 2 ; si l'on avait a = 2, une petite modification devrait être faite: au lieu du terme en -, — -t> il fau-
drait dire le terme en
log(a7 — a).
Or, si nous envisageons l'intégrale (i5), nous allons voir facilement qu'elle est susceptible d'une autre forme. Il faut, en premier lieu, que P(j:,^) s'annule aux points simples (^a^yi)^ et
que la courbe
ait un point double en (<^, J^i)) car autrement les développements de l'intégrale ne pourraient commencer de la manière indiquée. Par suite
peut se mettre sous la forme à^ mu polynôme en x et j^, et l'intégrale (i5) prend la forme
,,gv rVK{x,y)dx
Pi étant un polynôme. Mais nous pouvons ici encore faire la même remarque; le quotient
Pi(^,7) (a: — a)
sera encore susceptible de se mettre sous la forme d'un polynôme,
et nous avons
rV^{x,y)dx
Nous ne pouvons plus continuer le même raisonnement, mais
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cependant nous pouvons encore conclure immédiatement de la nature des développements que P2(^,j^) s'annule aux points {a,yi ), (a, ^^2)1 . . . > {^fym-i )' Finalement, nous sommes ramenés à une intégrale de la forme J, mais avec la condition que le polynôme Q s'annule en tous les points de rencontre de la droite x = a avec la courbe
Partons donc de nouveau de l'intégrale
Q s'annulant en {a,y^ ), (a,^»), . . . , («, J^m-i )•
Je dis que, en retranchant de (I) l'expression algébrique convenablement choisie
la différence sera de la forme de l'intégrale I, mais où a aura été remplacé par a — i .
Faisons le raisonnement d'abord pour a= 2. (Ce cas présente quelques particularités spéciales.) Nous avons
Les développements commencent pour le point double par des termes en
pour les points simples (a, yi)^ par des termes en
log(a: — a).
Envisageons l'expression
{x — af
noas pouvons nous arranger de façon qu'elle reste finie aux points simples, et que, au point double, ses développements sur l'une et l'autre branche commencent par des termes en
dont les coefficients soient les mêmes que pour l'intégrale proposée. Donc la différence des intégrales (17) et (18) aura tous ses développements commençant par des termes en
log(ir — a).
Or celle différence se présente d'abord sous la forme
P(2:,j^) devra s'annuler aux points simples, et la courbe P=o aura un point double en («,J^i); sinon, il y aurait, dans les développements de l'intégrale, d'autres termes infinis que des termes en log(a: — a). Par suite,
est certainement susceptible de se mettre sous la forme d'un polynôme. Nous avons donc
Pi(ar, j) dx (07 -a)*/;'
mais nous pouvons recommencer le même raisonnement, et nous avons finalement l'intégrale
p^ix.y)dx
Le raisonnement est tout à fait de même nature si a est supérieur à deux ; il n'y a aucune difficulté : on passera du cas de a au cas de a — I par une soustraction de la forme indiquée, sous la condition a > I ( * ) .
17. La réduction est donc faite dans tous les cas pour les inté-
(>) Dans la première édition de cet Ouvrage cette réduction est traitée de façon moins simple, quoique plus élémentaire. Ici nous admettons que de la relation algébrique /(a7,j') = o l'on peut déduire un développement de y en puissances entières de(^ — a).On admettra sans peine ce point qui est établi dans la théorie des fonctions algébriques.
grales du second type
en supposant toutefois que la courbe ait seulement des points doubles à tangentes distinctes. Une telle intégrale peut toujours, par la soustraction d^une fraction rationnelle convenable en jc et y y être ramenée à l* intégrale
K{x,y) dx
R désignant encore un polynôme.
On peut, d'ailleurs, supposer que le polynôme W{x^y) ne renferme y qu'au degré m — i au plus, si l'on se sert de l'équation y(a:,^) = o pour faire disparaître les puissances àe y supérieures à m — 1. Ordonnant alors R(aT,j^), ainsi réduit, par rapport aux puissances de x — a, on voit que cette intégrale se ramène en définitive à une intégrale du premier type et à la suivante
r My)dx OÙ R {y) est un polynôme en y seul, de degré m — i au plus.
rv. — Intégrales des fonctions rationnelles de si no? et cos^;.
48. Nous n'avons considéré jusqu'ici que des intégrales de différentielles algébriques; on rencontrera souvent, dans les applications, des intégrales de la forme
/(sina?, cosar) dxy
J étant une fonction rationnelle de sino? et cosx. Ces intégrales se ramènent immédiatement à des intégrales de fonctions rationnelles : si Ton pose, en effet,
lang? =j^,
on a, comme on sait,
sma? = — =^> cosa? =r ^;
d'autre part, de la relation entre x et y, qui peut s'écrire
X = 7. arc tangj',
on lire
a dy
dx =
sma; = : — > cosa: =
Après ces substitutions, notre intégrale prendra donc la forme
F étant une fraction rationnelle de y.
On peut ramener d'une autre manière l'intégration à celle d'une fraction rationnelle ; en posant
on a, d'après les formules d'Euler,
on aura, de plus,
dz
nous aurons donc encore, après les substitutions, à intégrer une fraction rationnelle.
Comme exemple de la première méthode d'intégration, calculons l'arc de la parabole. Soit y^= ipx l'équation de la courbe rapportée à son axe et à la tangente au sommet. Exprimons les coordonnées x eX. y d'un point arbitraire de la courbe à l'aide de l'angle a que fait la tangente en ce point de la courbe avec l'axe des X. On a
X = —-—5- > y = T-^ — > 2 tangua "^ langa
et l'on trouve de suite
ds^ = dx^ -h dy^ = . ^ •
Nous allons compter Tare à partir du sommet : ds et da. seront de signe contraire. Nous aurons donc
Pour calculer celte intégrale, posons
tang^ =y\ il vient alors
dont l'intégration est immédiate
et, en remplaçante^ par lang-i
p /cosa , a\
19. On peut modifier la seconde méthode d'intégration de façon à présenter cette théorie sous la forme la plus élégante. C'est ce que fait M. Hermite dans son Cours d^ Analyse, et ce que nous allons indiquer rapidement d'après lui.
Reprenons l'intégrale
I /{sinx, cosx)dx. ,
En remplaçant sina; et cosa; par leur valeur en fonction de
z = e^'y on a
/(sinj7, cosa;) = P(z),
P étant une fonction rationnelle de z. Nous allons chercher à mettre P(5), considérée comme fonction de j:, sous la forme la plus favorable pour l'intégration. En décomposant V{z) en fraclions simples, nous avons
^ ^ ^ JUz^^ jU{z — a)n
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71(5) étant un polynôme; on voit que le second terme provient de la racine z ^= o qui pourrait se trouver au dénominateur de P(-3), et que nous mettons ainsi en évidence. Les autres racines a sont différentes de >2éro. Posant alors
a = e^^j nous avons d'abord
= -T} TTi = ( — I — i cot ) ,
conséquence immédiate de la relation qui donne cota: en fonction de e^'. Les termes
se présentent maintenant sous la forme d'un polynôme en cot — ; — Certe forme est peu favorable à l'intégration; mais nous pouvons
exprimer les différentes puissances de cot en fonctions
linéaires de cot^— ; — et de ses dérivées. On a en effet, pour la
seconde puissance,
dcoix
cot* 37 =: — 1 = — •
dx
Supposons d'une manière générale que Ton ait jusqu'au rang n
k=zn — \
V^ „ t/* COX.X
les C étant des constantes; il en sera de même pour cot"+* j?. Dérivons en effet les deux membres de l'identité précédente : on aura
ncot'»-*a?(— 1 — cot*a7) = \ C^
or, cof-'x s'exprimant comme il a été dit, la même propriété subsistera, d'après cette relation, pour cof'+'x. Nous avons donc, après ces réductions,
* . *=«-» rf* cot ( ~" " )
Multiplions cette expression par dx^ et intégrons. Le résultat est immédiat, car la seule quadrature à effectuer sera
X — a cot aXi
qui donne : 2logsin •
Pour toutes les racines a difTérentes de zéro, on fera un calcul analogue. Il reste donc seulement à considérer les termes
mais, en remplaçant ;; par cos^r -f- i sin^r, cette expression prend la forme
N^ ( «rt cos nx -\-^n sin nx),
dont l'intégration est immédiate.
Ces généralités nous suffiront; je renverrai, pour les applications, au Cours d^ Analyse de M. Hermite, où le lecteur trouvera les développements les plus intéressants sur cette méthode de réduction.
I. — Définition des intégrales curvilignes
1. C'est la notion de la somme simple d'éléments de la forme f(^Xi)dxi qui a joué jusqu'ici le rôle essentiel; nous allons chercher à la généraliser. Commençons par une extension qui, tout en n'impliquant aucune idée nouvelle, nous sera très utile dans la suite.
Considérons une fonction V{x.y) des deux variables j? et jk et prenons dans le plan (O^, Oy) deux points a et p de coordonnées (a, A) et (6, B) : on les joint par une courbe C {fig- 5).
Fig. 5.
Divisons l'arc a^ en un certain nombre d'intervalles par les points de subdivision a^ , ao, . . . , a„_, dont les coordonnées seront (^iî^«)(^2î^2)« • •(^/i-ijJK«_<); nous formons la somme
P(a, A)(xi — a)-hP(a:i,^i)(ar,— Xi)-+-...-hP(jr„>,,7„_,)(^> — a:«_,),
tout à fait analogue, comme on voit, à celle qui nous a conduit à l'intégrale définie, avec la seule différence que la fonction P ne dépend pas seulement de j?, mais aussi de y.
Quand tous les intervalles (a/, «/+< ) tendent vers zéro, leur nombre augmente indéfiniment, cette somme tend vers une limite. Pour s'en rendre compte, on pourrait répéter les raisonnements faits au début; il est plus rapide de ramener cette somme aux sommes jusqu'ici considérées. Prenons le cas le plus simple où la
courbe a^ est telle qu'à chaque valeur de x correspond une seule
valeur de ^. Soit j' = cp(a;) l'équation de cette courbe a, p; nous supposons la fonction ^(x) continue de a k b. En posant P[ or, o (j;)] = F(j:), la somme précédente n'est autre chose que
F(a) (xi - a) -H F(ari) (372— a7i) ~. . .-♦- F(ar;,_i) (^ - a?,»-i) ; elle a, par conséquent, pour limite rinlégrale définie
Cette intégrale se représente par le symbole
fv{x,y)dx',
on dit que c'est une intégrale curviligne prise le long de la courbe C depuis a jusqu'à p. Pour que cette intégrale ait un sens, il ne suffit pas de donner les points extrêmes a et (3, il faut en outre indiquer le chemin suivi pour aller de a à j3.
II peut arriver que la courbe joignant a à p soit rencontrée en plus d'un point par une parallèle à l'axe des j^. Nous parla-
*rerons alors l'arc de courbe en un certain nombre de parties Dour lesquelles à chaque valeur de x ne correspondra qu'une va-
leur de y. Les extrémités de ces arcs seront les points où la tangente à la courbe est parallèle à Oy. Prenons, par exemple, la Jig, 6. II y aura sur l'arc (a^) un point y où la tangente est parallèle à Oy. L'intégrale de a à y se calculera comme plus haut et pareillement celle de y à^ ; mais, dans le second cas, la fonction y=^(^x) à substituer dans P ne sera pas la même que dans le premier.
On définira de même l'intégrale curviligne
fQi^.x)dy
prise le long d'un arc C et dans laquelle la variable de sommation est^. Elle est la limite de la somme des éléments
Q(a,A)(j^, — A)H-Q(ar,,ri)0'î-ri)-^.---^Q(^«-i.J/i-i)(B-^„-i),
et les mêmes considérations serviront à la ramener à une intégrale définie.
On peut indiquer pour l'intégrale curviligne une méthode de calcul plus générale dont nous ferons fréquemment usage.
Soient
les coordonnées d'un point quelconque de la courbe exprimées en fonction d'un paramètre t. Ces deux fonctions seront supposées des fonctions continues de l; quand t variera de Cq k t^, le point (^,jk) décrira l'arc de courbe C. Admettons en outre que les fonctions f(t) et (f{t) aient des dérivées /'(^) et ^'(t) et que ces dérivées soient des fonctions continues de tj sauf peut-être en un nombre limité de valeurs de f, pour lesquelles J'{t) et ç'(/) pourront passer brusquement d'une \aleur Jl nie à une autre valeur finie. Dans ces conditions, si l'on se reporte à ce que nous avons vu relativement au changement de variable dans les intégrales définies (§ 19, Chap. I), et aux discontinuités possibles (§ 21, Chap. 1) dans les fonctions que l'on intègre, il est clair que l'intégrale curviligne
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prise le long de la courbe C, s'exprimera, en prenant t comme variable de sommation, par l'intégrale définie ordinaire
En admettant comme possibles les discontinuités indiquées de /'(/) et <p'(^), nous pouvons avoir des courbes présentant des points anguleux où la tangente change brusquement de direction ; c'est pour avoir plus de généralité dans les courbes employées que nous avons fait cette hypothèse.
Les intégrales curvilignes les plus importantes et dont nous aurons le plus souvent à nous occuper se présentent sous la forme de la somme des deux intégrales précédentes
Si l'on emploie comme précédemment le paramètre /, cette intégrale pourra s'écrire
II. — Conditions pour que l'intégrale curviligne j ? dx -\-Çldy ne dépende que de ses limites.
3. Nous allons nous proposer une question d'une grande importance pour l'Analyse pure et pour la Physique mathématique. Je suppose que nous ayons dans le plan une région limitée par un seul contour, et que, dans cette région, les fonctions P(^,y) et Ç^{x^y) soient continues ainsi que leurs dérivées partielles du premier ordre. 11 est entendu que le point {x^y) ainsi que les courbes que nous aurons à tracer ne sortiront pas de la région envisagée. Posons-nous le problème suivant :
Quelle condition devront remplir les fonctions P et Q pour que l^ intégrale f P dx -{- Q dy prise le long d^une courbe quelconque tracée entre deux points arbitraires A et A' ne dé-
pende pas du chemin suivi, mais seulement des coordonnées de ces deux poin ts ?
Pour trouver celle condition, nous allons avoir recours à une méthode d'une extrême généralité en Mathématiques et qu'on a appelée la méthode des variations. Ce ne serait pas le lieu de Texposer ici en détail. Bornons-nous aux remarques suivantes dont nous aurons à faire usage :
Soitj^=/(^) l'équation d'un arc decourbe joignant le point A de coordonnées (a, b) au point A' de coordonnées (a', b'). On peut considérer la courbe précédente comme faisant partie d'une famille de courbes dépendant d'un paramètre a et passant toutes par les points A et A', la courbe donnée correspondant à la valeur a^ de ce paramètre. Telle est, par exemple, la famille de courbes
(0 y =/(a7)-t-(a — ao)(a7 — a)(ar — a')©(a7,a),
(p (^, a) étant une fonction continue quelconque de x et de a. Ceci posé, formons l'intégrale curviligne de A en A' sur une quelconque de ces courbes : cette intégrale sera, en général, une fonction de a, puisqu'elle variera avec la courbe. Si nous supposons, comme dans le problème proposé, que l'intégrale ne dépende pas du chemin, cette fonction de a devra se réduire à une constante.
Nous allons avoir, dans la suite, à prendre des différentielles par rapport à ^ et par rapport à a : les premières seront représentées par la lettre rf, les secondes par 8. La différentielle par rapport à a d'une fonction S(a;, a) est souvent appelée la variation de cette fonction. Il est clair que l'on aura rfSS = ôrfS, puisque l'on peut intervertir Tordre de la différentiation, les deux variables :r et a étant indépendantes : l'égalité précédente exprime simplement
lidentite
dx doL ô% dx Revenons à l'intégrale
I = / P cte -+- Q dj^,
prise en faisant varier a; de a en a', y étant définie par l'équation (i), et calculons sa différentielle par rapport à a, c'est-à-dire sa variation 81. Sous le signe d'intégration P, Q et rf)^ sont desfonc-
lions de a, puisque y est fonction de x et a. Appliquons la règle de la difTérentiation sous le signe somme : ce qui nous donne
Or
et, comme nous Tavons dit,
ody = dùjr;
nous pouvons donc écrire
Intégrons par parties cette dernière intégrale; nous aurons
Or ùy est nul pour :r = a et pour x = a', puisque toutes les courbes de la famille (i) passent en A et en A'. Il reste donc pour 81,
en remarquant que les termes en -— disparaissent d'eux-mêmes,
el cette quantité doit être nulle puisque I ne doit pas dépendre de a.
Supposons que, dans l'équation (i), <p ne dépende que de x.
On aura
Donc la variation de 81 est, dans ce cas, donnée par la formule
On intègre le long d'une courbe C de la famille (i); sur cette courbe ^ ^ doit être nul identiquement : car, s'il en était
autrement, cette difTérence aurait sur la courbe tantôt un signe, tantôt un autre. Or ©(a:) est une fonction continue arbitraire qui pourrait être prise de telle sorte que le produit
fût d\in signe invariable, et par conséquent SI ne serait pas nulle. Nous aurons donc identiquement
dy ôx sur toute courbe joignant A à A', et par suite pour toute valeur
i. Nous avons supposé, dans le calcul qui précède, que la courbe était donnée par une équation de la forme y = (p(:r). Il est utile de calculer la variation de l'intégrale en supposant que ^ et j^ soient des fonctions de t,/(t) et ^(t), définissant une courbe passant en A et en A', de telle sorte que, pour t = ^o? on ait a; = a, y = b et que, pour / = ^i , on ait j; = a', y = b'.
Prenons, en suivant la même idée que plus haut, une famille de courbes
r = ?(0-^{a-ao)(^ — ^l)(<-^o)x(^«)•
L'intégrale aura pour variation
8P dx -+- 8Q û?^ -h Pa dx -i-Q^dy;
or ICI
dx ày ^ ^ ^ dx dy ^
On intègre par parties, comme précédemment, les deux derniers termes, ce qui donne
f P^dx= PdZx = — I <iP8a7,
et une intégrale de même forme pour le dernier terme. II vient donc finalement, en remplaçant rfP par
On retrouve ainsi la condition nécessaire, j- = --^^ pour que cette intégrale ne dépende pas de a.
5. Nous allons établir maintenant que cette condition est suffisante. Supposons que nous ayons deux courbes passant en A et en A', et soit la première donnée par
et la seconde par
les points extrêmes correspondant, pour l'une et l'autre, k t = t^^
J'envisage la famille de courbes, avec un paramètre a, définie par les équations
I aj — (x% Œj — ai
\ "^ ^ ai — as ^ ^aj— ai
ai et as sont deux constantes : pour a = ai on aura la première courbe, et a = as donnera la seconde. Or, en se reportant à l'expression de SI, on voit que cette variation est nulle puisque
— = j^- Donc I ne dépendant pas de a aura la même valeur
pour la première et la seconde courbe : c'est ce que nous voulions établir.
Une remarque est nécessaire. Les courbes représentées parl'équalîon (2), quand on fera varier a de ai à aa se déformeront d'une manière continue en passant de la courbe (/, ç) à la courbe (/i , çi): elles balayeront donc tout l'espace compris entre ces deux courbes. Il faut donc que dans cet espace les deux fonctions V{x^y) et C^(pc^y) soient continues ainsi que leurs dérivées du premier ordre 5
c'est bien ce qui arrivera d'après nos hypothèses, car, l'aire considérée étant limitée par un seul contour, deux courbes, comprises dans cette aire et ajant les mêmes extrémités, pourront se ramener l'une à l'autre sans sortir de cette aire.
6. Nous pouvons donner une autre forme aux résultats précédents ^ mais auparavant donnons une nouvelle définilion. On entend par intégrale le long (Vun contour fermé une intégrale curviligne où le point d'arrivée coïncide avec le point de départ. Si la fonction à intégrer n'est susceptible que d'une seule valeur en tous les points du contour d'intégration considéré, cette intégrale aura évidemment la même valeur, quel que soit le point origine. De plus cette intégration peut être effectuée dans un sens ou dans l'autre; nous le préciserons de la manière suivante en nous plaçant au point de vue plus général d'une aire A limitée par ime ou plusieurs courbes fermées C, C, C". Ce sera, dans le cas dela//^. 7,
l'aire intérieure à C et extérieure aux courbes C et C. Considérons autour d'un point P de cette aire un élément de surface limité par le contour y. Le sens positif sut ce contour sera tel qu'un mobile en le décrivant se meuve dans le sens de O^ Vers Oy par rapport au point P. Supposons maintenant que le point P soit voisin d'une portion quelconque du contour C, C, C" et qu'une partie du périmètre Y appartienne à ce contour; un sens déterminé se trouvera alors fixé sur celui-ci, et nous le désignerons encore sous le nom de sens positif.
Cela posé, on peut énoncer le théorème suivant :
U intégrale f P d'à: 4- Q dy^ effectuée le long de tout contour fermé limitant une aire en chaque point de laquelle les fonctions P e^ Q sont continues et satisfont à la relation — r= -^,
est nulle,
La démonstration de ce théorème est immédiate : il suffit de prendre deux points A et B surle contour (^^. 8); Tinlégrale le long
de Tare ACB sera égale à Tintégrale prise le long de l'arc AG'B
ACB •^'aC'B
Donc ou aura
en prenant l'intégrale le long de ACB C'A, puisqu'une intégrale
Fig. 8.
curviligne change de signe quand on parcourt en sens inverse l'arc d'intégration.
7. Il a été supposé, dans ce qui précède, que l'aire où restait le point (x^y) et où les fonctions P et Q étaient continues, ainsi que leurs dérivées du premier ordre, était limitée par un seul contour. D'intéressantes conséquences résultent encore du théorème établi, dans le cas où l'aire est limitée par un nombre quelconque de contours. D'abord il est manifeste que l'intégrale prise le long d'un contour fermé sera certainement nulle quand ce contour pourra être ramené à un point par une déformation continue sans traverser le contour de l'aire. Si maintenant nous considérons une courbe fermée quelconque tracée dans le contour {fig, 9),
par exemple la courbe F dans Taire A limitée par les courbes C, G' et G", en général l'intégrale prise le long de F ne sera pas nulle ; mais envisageons une seconde courbe F' qui puisse se ramener à F par une déformation continue sans traverser aucune des courbes G ;
les intégrales prises le long de F et de F' dans le même sens, le sens positif par exemple, seront égales, si l'on a dans Faire A, comme nous le supposons, la relation
dy ~" dx
et si les fonctions P et Q, ainsi que leurs dérivées du premier ordre, sont continues. Gela résulte de ce que la variation de l'intégrale est nulle quand on passe de F' à F par une déformation continue. Dans certains cas la déformation pourra être faite de telle sorte que le nouveau contour se compose de deux ou plusieurs parties distinctes. Ainsi (T^g- ïo) l'intégrale prise le long d'un contour F
Fig. 10.
enveloppant les deux courbes limites G' et G" sera égale à la somme des intégrales curvilignes prises le long des contours F et F'' qui enveloppent respectivement G' et G^'.
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On peut en effet déformer Y de manière à le réduire au contour r'/n/ïF^/im; il faut ici considérer mn comme une ligne ayant deux bords. Les intégrales prises le long de mn et de nm se détruisent évidemment-
III. — De l'intégrale curviligne considérée comme fonction de sa limite supérieure.
8. Pour fixer les idées, prenons un contour simple à l'intérieur duquel les fonctions P et Q et leurs dérivées partielles sont continues et satisfont à la condition (3).
L'intégrale
prise d'un point (a, b) à un point variable (^,^), ne dépendant pas du chemin suivi, peut être regardée comme une fonction u de X et j'. Cherchons ses dérivées par rapport k x et y. Laissant d'abord y constant, nous faisons varier x de A^, et nous aurons ainsi
u{x-\- ^x,y)— u{x^y)^ I Pdx-^Çldy\
car on peut supposer qu'on va du point (a, 6) au point (:r4-A:r,^) en .suivant d^abord le même chemin que pour aller en (x^y); puis, pour aller du point (x^y) au point {x-\- ^x^y)^ en suivant le chemin rectiligne : alors l'intégrale se réduit à
P(x,y)dx = \x,P(x -4- e Aa:,^), (o < ô < i).
Nous aurons donc
r=P(a7-H0Aa?,7),
^x d'où se conclut
et par un raisonnement analogue
Ainsi la fonction u{x^y) a pour dérivées partielles P et Q.
Il est d'ailleurs évident que si Ton a une fonction u{x^ y) ajanl des dérivées partielles P et Q, on aura
dy ^ âr* ce qui résulte des identités
dx ày "" dx ày dx ~~ à y
9. Étant données deux fonctions P(^,j^) et Q(.r, j^) satisfaisant à la relation précédente, on peut, d'une manière plus élémentaire, rechercher la fonction u(x^ y) ayant ces deux fonctions pour dérivées partielles du premier ordre. De la relation
on déduit, en intégrant par rapport à a; et considérant^ comme un paramètre arbitraire,
o{y) étant une fonction arbitraire de y.
Peut-on choisir '^{y) de manière que -r- = Q? On doit avoir
— dx-^^'{y),
àP àO . , r^dO ,
OU, en remplaçant — par -^ et intégrant / j^ dx^
donc
?(r)= Ç Q{^o,y)dy, et il vient finalement
u— i P(^x,y)dX'\' I Q{xo,y)dy.
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Remarquons que rintégrale curviligne
pouvait nous conduire à la même forme de u. Prenons en effet, pour contour d'intégration, les deux portions de droite obtenues en menant respectivement par (j^ojj^o) et par (x,y) des parallèles à Oy et Ox : l'intégrale sur la parallèle à Oj se réduira à
et l'intégrale sur la parallèle k Ox k
f V{x,y)dx.
La somme de ces deux intégrales fournit bien la valeur trouvée plus haut pour u.
TV, — Exemples d'intégrales effectuées le long d'un contour fermé. Racines conmiunes à deux équations.
10- Nous avons dit que l'inlégrale eDTcctuée le long d'un contour fermé n'était pas nécessairement nulle; prenons par exemple l'intégrale
I Cxdy — y dx iTzJ x^-\-y^
La condition d'intégrabilité est satisfaite. Cherchons la valeur de l'intégrale prise le long d'un cercle aj'ant l'origine pour centre, et dans le sens positif par exemple.
Nous aurons, R désignant le rayon du cercle et 8 l'angle polaire,
ir = Rcos6, j = RsinO;
et par suite
X dy — y dx = IP c?0.
L'inlégrale se réduira donc à
L'intégrale prise le long de ce cercle, et plus généralement le long de toute courbe fermée tournant une fois autour de Torigine^ sera égale à un,
L'intégrale précédente pouvait s'écrire
— / <f arc tanff — :
prenons maintenant l'intégrale
Fj et F< élant des polynômes en x et y, ou même plus généralement des fonctions de x Qiy développables, dans le voisinage de toute valeur {x^^yo) de x et y, en série ordonnée suivant les puissances croissantes de x — x^ ely — yo. Cette intégrale peut s'écrire
•iitj
ou encore
l=±fpd.^(ldy.
en posanl
F ^^* F ^^' ^' àx ^' dx
FÎH-F} '
L on voit de suite que -r— = ^»
*■ oy ox
Considérons maintenant un contour fermé quelconque C, à l'intérieur duquel les deux fonctions F| et F2 ne s'annulent jamais simultanément. L'intégrale (4), prise le long de ce contour dans le sens positif, a une signification remarquable que nous nous proposons d'obtenir. Tout d'abord s'il n'j^ a, à l'intérieur du contour, aucune racine commune aux deux équations
Fi(ar,^) = o,
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l'intégrale sera nulle d'après le théorème fondamental (§ 6). Mais supposons qu'il y ait une ou plusieurs racines communes à ces deux équations : autour de chacune de ces racines nous pouvons décrire un contour et l'intégrale prise le long du contour initial sera égale à la somme des intégrales prises le long de chacun de ces contours.
Cherchons la valeur de l'une quelconque d'entre elles, en supposant qu'elle est à l'origine.
Nous aurons alors, dans le voisinage de a? = o, y = o,
Fi (^> 7) = ai a? -+- biy -4- . . . , F2(^, y) = «î^? -h b^y .4- . . . ,
les termes non écrits étant de degré supérieur au premier : nous nous bornons essentiellement au cas où a^bi — a^b^ n'est pas nul, c'est-à-dire à celui où le point (^ = o, /== o) est un point simple de rencontre pour les courbes F| = o, F2 = o.
Je dis que l'intégrale ne change pas de valeur si nous réduisons F| et F2 à ses termes du premier degré. En effet, concevons qu'on intègre le long d'un cercle de rayon p ayant l'origine pour centre, nous aurons, dans l'intégrale I, un terme indépendant de p et une partie devenant infiniment petite avec p. Le terme indépendant de p n'est autre que l'intégrale I, où Y^ et Fa sont remplacées par
a\x-\-biy et a^x-irb^y^
la seconde partie doit disparaître, puisque l'intégrale ne dépend pas de p, et nous avons
j _ _D r xdy — ydx ^
•i^J [(axx ->r bxyy-^ {a^x -h bty)^Y en posant
D = ai 61 — aj6i.
Pour effectuer rapidement le calcul de cette intégrale, prenons comme nouveau contour d'intégration Vellipse représentée par
l'équation
{a^x -^ biyy-h {atx -\r b^yy = 1,
supposée parcourue dans le sens positif.
gS INTÉGRALES SIMPLES ET MULTIPLES.
L'intégrale se réduit alors à
ydjT.
Mais si nous nous servons des coordonnées polaires p et B, de telle sorte que
ar = p cosO, ^ = p sin 6,
on aura
donc
X dy — y dx ^ p- <f6 ;
La signification géométrique de l'intégrale essentiellement positive, qui figure dans le second membre, est facile à trouver; c'est le double de l'aire de notre ellipse. Or celle-ci a pour aire, comme on le trouve aisément,
(en désignant par |D1 la valeur absolue de D). Nous avons donc
Di
et, par suite, I===ii i, suivant que D est positif ou négatif. Quant à U, c'est la valeur que prend le déterminant fonctionnel
<JF,
dP,
dx
ày
dF,
dF,
dx
ày
quand on substitue k x ^X. y les coordonnées du point racine considéré. Chaque racine donne donc -+- 1 dans l'intégrale quand ce déterminant est > o, et — i si ce déterminant est < o. Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant :
Uintégrale
2TzJ FJ
— Ft rfFi
prise le long d*un contour Jermé dans le sens positif, est égale
à V excès du nombre des racines du système d^ équations
Fi (^, y) = o. F2(.r, jk) = o, pour lesquelles le déterminant fonctionnel -r-^ -r^ r^ -r-^ est
r^ ^ ^ àx oy dy ôx
positifs sur le nombre des racines pour lesquelles ce déterminant est négatif.
On voil l'importance du signe du déterminant fonctionnel : Dous verrons au Chapitre IV une formule donnant pour les deux équations précédentes le nombre des racines contenues dans un contour. Remarquons seulement pour le moment que, si, quels que soient x et y^ le déterminant fonctionnel a un signe invariable, l'énoncé précédent permettra de trouver le nombre des racines. Prenons, en particulier, un polynôme /(-s) à coefficients quelconques; si l'on pose
z = x-^ ly, on aura
F| et F2 étant deux polynômes en x et^. Or en diflférentiant, par rapport à a; et à y, l'identité précédente, on trouve
et par suite
-^ ^ ^ dy Oy
^1 _ ^ dFt _ OVj
dx ~ ày ^y ~ ^^
Le déterminant fonctionnel de Y ^ et F2 se réduit à
/c?F,\î /t)F,\« \ùx)-^K6p)'
et est positif-, par suite l'intégrale I donnera le nombre des racines contenues dans un contour fermé. Nous retombons ainsi sur un important théorème dû à Cauchy, que nous aurons à étudier d^une manière plus complète dans la Théorie des fonctions.
I. — Définition des intégrales doubles
1. Nous allons donner à la notion d'intégrale une nouvelle extension qui, en partant toujours de la même idée fondamentale, nous conduira à la notion de Vintégrale double. Soit /(j?, y) une fonction de deux variables ^ et ^; faisons varier x entre Xf^ et X, et y entre y^ et Y. On supposera que f{x^ y) reste continue pour toutes ces valeurs de x et y. Pour passer d'une sommation simple à une sommation double, il est naturel de partager les intervalles (^©i X.) et(yo> Y) comme nous l'avons déjà fait; on aura ainsi les suites
^0, ^1» arj, ..., 27,1-1, X,
ro, yu yi, ..., rp-n y, et l'on considérera la somme double
en l'étendant à toutes les valeurs de ^ et de k respectivement de o à n — let de o k p — i. Nous allons démontrer que, Xo et X ainsi queyo et Y restant fixes, si tous les inten^alles Xi^t — Xt et yA+4 — yk tendent vers zéro suivant une loi que/conque, lorsque leur nombre augmente indéfiniment, l'expression précédente a une limite déterminée.
Une représentation géométrique facilitera le langage {^fig * 1 1) : prenant deux axes de coordonnées rectangulaires, nous menons les
droites x = Xfi^ ^=:Xetj^=^oiy = Y qui forment un rectangle MNPQ (on suppose a;o < X et yo< Y). Ce rectangle sera divisé par les droites correspondant aux subdivisions x^ , x^^ . . . , Xn_\ ,
Fig. II.
X. Xi j:i>, X X
^^ .>^<ï y^i • • •• J^/»-< ^" "'^ réseau de rectangles plus petits. Soit le point a de coordonnées (ar/, yk)] j'appellerai rectangle correspondant à ce point, le rectangle ayant ce sommet et ayant pour côtés Xij^^ — Xi et yk+\ — yk- Pour former la somme S, on envisage donc tous les points (^i^yk), on prend la valeur de la fonction en ce point, on la multiplie par l'aire du rectangle correspondant, et Ton fait la sommation.
2. Pour démontrer le théorème énoncé, nous devons établij un lemme analogue à celui qui nous a servi dans la théorie de l'intégrale simple. Rappelons d'abord la définition de la continuité d^une fonction /(^,j') de deux variables. Une telle fonction est continue dans le voisinage d'un point (^,y), si, étant donné un nombre positif s aussi petit qu'on veut, on peut déterminer une quantité positive 8, telle qu'on ait
pour tout point {x'^y) dont les coordonnées satisfont aux inégalités
Ceci posé, dans l'hypothèse où la fonction /(^,^) est continue dans le rectangle indiqué, on pourra énoncer le lemme suivant : Étant donné un nombre e aussi petit qu'on voudra^ on peut t rouver une quantité 8 telle qu'à V intérieur de tout rectangle^
de côtés parallèles aux axes, compris dans le rectangle MNPQ et ayant ses côtés moindres que 8, /'oscillation de la fonction f{x^y) soit moindre que e.
Nous entendons encore ^diV oscillation de la fonction dans une aire la différence entre le maximum et le minimum de la fonction dans cette aire. Ce lemme est une conséquence immédiate de la continuité de la fonction /(j;, y) à l'intérieur du rectangle; on le démontrera en raisonnant comme au § 2, Chap. I. Partageons MN et MQ en un certain nombre de parties égales, puis de la même manière chacune de ces parties et ainsi de suite. On décomposera ainsi le rectangle MNPQ en un réseau de rectangles égaux de plus en plus petits; il arrivera un moment où l'oscillation delà
fonction dans chacun de ces rectangles sera inférieure à -- Si, en
effet, il en était autrement, on aurait nécessairement un premier
rectangle dans lequel Toscillation serait supérieure à -y puis dans
celui-ci un second, et ainsi de suite. Ces rectangles sont compris les uns dans les autres et leurs dimensions tendent vers zéro 5 ils ont donc nécessairement un point pour limite. A Tiniérieur d'un rectangle de dimensions aussi petites qu'on voudra autour de ce
point limite, l'oscillation de la fonction serait ^^^/^er/e^/e à -^ ce qui
est en contradiction avec l'hypothèse de la continuité de la fonction. Raisonnant alors comme dans le cas d'une fonction d'une variable, on voit qu'il suffit de prendre pour 0 la plus petite des dimensions des rectangles, quand l'oscillation dans tous ces rectangles est devenue inférieure à - •
3. Nous pouvons maintenant aborder la démonstration de l'existence de la limite. Prenons d'abord une loi particulière de subdivision, pour laquelle on passera d'un mode de subdivision au suivant en conservant toujours les lignes de subdivision précédentes. Dans ces conditions, désignons par M/,/t le maximum de la fonction/dans le rectangle correspondant au point (x/, y^),
et formons la somme
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Cette somme aura certainjement une limite quand les rectangles tendront vers zéro en suivant la loi indiquée. En effet, elle ne peut que diminuer quand on passe d'un mode de subdivision au suivant, et, d'autre part, elle'reste supérieure à
en désignant par m le minimum de /(^, y) dans le rectangle MNPQ. Soit donc (x la limite de l'expression (2). Revenons à la somme S : elle aura dans les mêmes conditions la même limite. En effet, on peut prendre un mode de subdivision assez avancé dans la suite, pour que, dans tout rectangle (/, k\ on ait
\^i,k-f{cci,yk)\<t
(il suffira que les côtés de tous les rectangles soient inférieurs à 8 d'après le lemme). Les sommes (i) et (2) auront une différence moindre que :
et, comme t est aussi petit que l'on veut, il en résulte que S a [x pour limite.
4. Il nous faut maintenant démontrer qu'il y aura toujours une limite égale à [x, quelle que soit la loi de subdivision adoptée. Nous allons comparer, à cet effet, la somme S correspondant à un mode de subdivision (^,J^) pris dans la loi précédemment étudiée, avec la somme S' correspondant à un mode quelconque de subdivision que nous désignerons par (>:, ^). Nous donnant à l'avance un nombre s aussi petit qu'on voudra, prenons un mode de subdivision (^,y) assez loin dans la série pour que chacun des intervalles Xij^\ — Xi ^lyu^s — y h soit moindre que 8; supposons d'autre part les intervalles (-3, t) assez petits pour qu'entre deux X et entre deux j' consécutifs il y ait au moins un 2 et un t.
Au rectangle ({, A:) correspond dans la somme S le terme
/(^/i yk){xi+x — ^/)(/A-Hi — ^*).
Écrivons, d'autre part, la somme S' en décomposant chaque rectangle (z, t) empiétant sur plusieurs rectangles (x^y), en une
somme de rectangles contenus chacun tout entier dans un seul de ces rectangles. Nous pouvons alors comparer la part de la somme S' provenant du rectangle (t, k), à la part de la somme S provenant du même rectangle. Comme la valeur de la fonctionna associer à chacun des rectangles partiels formant le rectangle (/, k) est la valeur de cette fonction pour un point situé dans un rectangle {Xy y) limitrophe du point {i, k)y il s'ensuit que cette valeur différera àe/(xi, yx) de moins de e; par suite, la différence des deux parts considérées de S et S' sera moindre que e multipliée par la somme des aires des rectangles partiels, c^est-à-dire
Ê(a7/+i — Xi)(yji.+i — 7A-).
Nous en concluons que
|S'-S|<£(X-To)(Y-^o).
Or s a |JL pour limite ; il résulte de l'inégalité précédente que S' aura la même limite, comme nous voulions l'établir. On représente cette limite par le symbole
il rappelle que cette limite est la somme des éléments /(x^ y) dxdy^ où les deux accroissements dx et dy sont positifs, et l'on dit que cette intégrale double est étendue à Taire du rectangle MNPQ.
5. Le calcul de cette intégrale peut être fait en effectuant successivement la recherche de deux intégrales définies. En effet, écrivons la somme
i){yk^\-yk) sous la forme
2 I (^*-^i '-yk)^f{^h yk) (ar,+, — Ti)\ ,
et faisons tendre tous les intervalles {xi^^ — xi) vers zéro en laissant d'abord les y constants. La somme dans la parenthèse deviendra
j f{^,yk)dx,
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Substituons cette valeur et faisons tendre les intervalles {yh^\ —y m) vers zéro, nous aurons enfin
En effectuant la première intégration / f{x^y) dx^ on regarde
y comme un simple paramètre : le résultat est une fonction de j^, qui, multipliée par dy^ est intégrée entre j^o et Y. On aurait pu faire les intégrations dans l'ordre inverse, et le résultat eût été
] àx Ç f(x,y)dy,
qui doit avoir la même valeur, puisque la loi suivant laquelle les intervalles tendent vers zéro est indifférente. On n'oubliera pas que les quatre lettres x^y X, j^©? Y représentent ici des constantes.
6. Telle est la première généralisation de l'intégrale définie qui s'offrait immédiatement; la forme géométrique que l'on donne à cette notion, en parlant d'intégrale double étendue à l'aire d'un rectangle, inspire une généralisation plus étendue. Prenons en effet, au lieu de l'aire d'un rectangle, une aire plane quelconque (*) limitée par une courbe C {fig* 12), et traçons dans le plan une succession de parallèles à 0:r et à Oy. Nous rangeons encore, par ordre croissant de grandeurs, la succession des abscisses des parallèles à O^, et des ordonnées des parallèles kOx, Nous aurons ainsi un réseau de rectangles : le rectangle («, A:) sera, comme plus haut, celui qui correspond au point (^i^j'a) et qui aura pour
(*) Pour bicD préciser, nous supposons que la courbe C peut être partagée en un nombre fini de parties, telles que chacune d'elles soit déterminée par une équation de la forme
/(x) étant une fonction continue de x^ n'ayant pas un nombre infini de maxima et de minima. C'est donc le cas usuel et élémentaire que nous examinons ici. On pourrait se placer à un point de vue beaucoup plus général; nous renvoyons pour ces considérations délicates, où la théorie des ensembles joue le rôle essentiel, au Traité d'Analyse de M. Jordan.
côtés Xi^i — Xi et yff^i — yf(. Formons la somme
^^A^i^yfc){^M — ^i){yA-+i —yk),
en l'étendant à tous les points {xi^ytç) contenus à l'intérieur de l'aire ou sur le périmètre. Certains de ces rectangles, tels que mnpq^
Fig. 12.
pourront sortir en partie de Taire limitée par C; ces rectangles irréguliers figureront néanmoins dans notre somme. Nous allons montrer que la somme précédente tend vers une limite quand tous les rectangles tendent vers zéro suivant une loi quelconque.
Prenons encore, pour commencer, une loi particulière de subdivision, pour laquelle on passera d'un mode de subdivision au suivant en conservant toujours les lignes de subdivision précédentes. Nous désignons par M/^a le maximum de la fonction /dans le rectangle (/, A"), et nous envisageons la somme
22M|,A(a:/-Hi — a-/)(7A-4-i — 7a).
On voit immédiatement, comme plus haut, que cette somme a une limite quand les rectangles tendent vers zéro suivant la loi indiquée. Elle ne peut en effet que diminuer quand on passe d'un mode de subdivision au suivant, et même pour les rectangles irréguliers la diminution de la somme pourra provenir de ce que l'aire à envisager se trouve réduite. D'autre part toutes ces sommes sont supérieures à
en désignant par m le minimum àitf[x^y) dans TinLérieur d'une courbe fixe extérieure à C et s'en rapprochant d'ailleurs autant qu'on veut. Or, si m est positif, la somme (4) sera positive. D'autre part, si m est négatif, cette somme sera supérieure à mR, en désignant par R l'aire d'un rectangle quelconque comprenant à son intérieur la surface entière limitée par C. Dans l'un et l'autre cas, la somme (4) décroissant toujours et supérieure à une quantité fixe aura bien une limite |Ji. Il en sera de même de la somme (3), comme le montre le raisonnement fait à la fin du § 3.
7. Nous achèverons cette étude en montrant qu'il j aura toujours une limite égale à [x, quelle que soit la loi de subdivision adoptée. Une petite difficulté se présente seulement pour les rectangles irréguliers que nous n'avions pas à considérer au § 4. Raisonnant de la même manière et employant les mêmes notations, nous voulons trouver une limite supérieure de | S' — S | . Or, les rectangles réguliers donnent pour cette différence une part égale au plus à
'/+! — J'/)( vam — r/,.),
la sommation ne comprenant ici que les rectangles réguliers. Cette expression est moindre évidemment que eR(§6). Désignons par M le maximum de/; les rectangles irréguliers donnent dans S et dans S' une part inférieure au produit de M par la somme des aires des rectangles irréguliers : désignons cette dernière par 5, nous aurons
I S —S 1 <êR-F2M5.
Si donc nous montrons que la somme s des aires des rectangles irréguliers tend vers zéro quand tous les rectangles tendent vers zéro, notre démonstration sera achevée, puisque l'inégalité précédente nous montre que S' — S aura zéro pour limite.
Pour établir que s tend vers zéro, considérons deux parallèles consécutives à l'axe des y^ et soit ab un des arcs qu'elles découpent sur la courbe {Jig- i3). Plusieurs rectangles îrréguliers pourront être traversés par l'arc aè : il y en aura trois dans le cas de la figure. La somme des aires de ces rectangles sera égale à leur
io8
hauteur commune A, distance des deux parallèles, multipliée par le somme mn de leurs bases. Nous supposons d'ailleurs les côtés
Fig. i3.
de tous les rectangles moindres que S; donc mn sera moindre que ^3 augmenté de la projection de la corde ab sur Oy, et cela quel que soit le nombre des rectangles. Nous pouvons alors dire que la somme des rectangles envisagés est moindre que
et, par suite,
ou, puisque A < 8,
s <riù
Or \^ A est finie; car, en désignant par X le nombre maximum des
intersections d'une parallèle à l'axe Oy avec la courbe C, et par / la distance des parallèles extrêmes à Oy rencontrant la même courbe, on a
D'autre part, la somme des cordes ab est finie; en effet, la somme de leurs projections sur Ox est moindre que /â, et la somme de leurs projections sur Oy est moindre que /'X', en désignant par V le nombre maximum des intersections d'une parallèle k Ox avec la courbe C, et par /' la distance des parallèles extrêmes à O^ ren-
contrant celte courbe. Il en résulte
^ab<a
rr.
5, étant moindre que le produit de 8 par un facteur qui reste Jini, tend donc vers zéro quand tous les rectangles tendent vers zéro.
On pourra établir d'une manière plus rapide que s tend vers zéro si l'on suppose que l'on puisse construire deux lignes polygonales fermées, Tune intérieure, l'autre extérieure à la courbe, et telles que l'aire comprise entre ces deux lignes soit inférieure à un nombre e donné à l'avance aussi petit que l'on voudra. Tous les rectangles formante, si les subdivisions sont poussées suffisamment loin, étant compris dans cette aire, la somme s tendra vers zéro. Comme on s'en rend compte aisément, on pourra obtenir des lignes polygonales remplissant les conditions énoncées plus haut dans le cas où le contour est rencontré par toute droite en un nombre limité de points; cette dernière condition n'est d'ailleurs pas nécessaire.
L'existence de la limite de la somme (3) est donc complètement démontrée.
J'ajoute qu'au lieu de la somme (3) on peut considérer d'une manière plus générale la somme
où x'i G^ y^e sont les coordonnées d'un point quelconque situé dans le rectangle («, A:); la limite est la même. En effet, /(^,' , y'^) diffère de /{^^yk) ^^ moins e, si les dimensions des rectangles sont moindres que S; les deux sommes ayant une différence moindre que
auront la même limite.
Le calcul de cette intégrale pourra s'effectuer comme il suit. Supposons, ce que l'on peut faire en général par un partage d'une aire en plusieurs autres, que la courbe C soit seulement rencontrée en deux points par une parallèle à O^ (J^g- M)- Effectuant d'abord la sommation en laissant x constant, nous avons, pour
chaque accroissement dx^
dx I f{x,
en désignant par j^i et ^2 (j'* > J'2) les ordonnées des points de rencontre avec C d'une parallèle à Oy d'abscisse x. Sommant ensuite par rapport à x^ nous aurons
^^ / fi^^y) dy,
a et A étant deux constantes qui représentent les abscisses des parallèles extrêmes à O^, rencontrant la courbe. On remarquera
que les limites j'i et^a <le la première intégrale sont au contraire, en général, des yb/ic^/o/i5 de x. On aurait pu effectuer ces sommations dans un autre ordre, mais les limites eussent été tout autres : cela eût donné pour expression de l'intégrale
/{x,y)dx,
Xi et X2 désignant les abscisses des points de rencontre avec C d'une parallèle à Oa:(^i < 0^2), 6 et B désignant les ordonnées extrêmes.
Arrêtons-nous sur le cas simple o\xf{x^y) = 1 ; on a alors Tintégrale double
fjdxcly.
Digiti'zed by
dont la valeur sera donnée par
dx j dyz=l {yt'-yx)dx.
On reconnaît là l'expression de Taire, donnée par une intégrale simple. L'aire limitée par une courbe C peut donc être considérée comme la limite de la somme des aires des rectangles élémentaires dx dy,
Soit à effectuer sur a: et j^ le changement de variables
:r=/ra, 3),
Nous supposons que cette transformation établisse une correspondance uniforme entre les points d'une aire A située dans le plan (^, J^), et une aire A' située dans le plan (a, P); on entend par là qu'à un point de A correspond un seul point de A', et inversement. Il est nécessaire pour cela que le déterminant fonctionnel
ne s'annule pas à l'intérieur de A'. Nous supposerons donc que D garde un signe invariable sans s'annuler. Soit maintenant l'intégrale
F {x,y)dx dy
étendue à l'aire A. Une question importante se présente : Par quelle intégrale étendue à l'aire A' pouvons-nous remplacer cette intégrale?
Sans nous préoccuper des limites, l'intégrale double revient, comme nous l'avons dit, à la superposition de deux intégrales simples
Jdyj¥{x,y)dx,
Au lieu de x et y, prenons a et y comme variables. La première
intégration
)dx
suppose j^ constant. Si l'on prend a pour nouvelle variable au lieu de jc, on sait que, pour avoir le nouvel élément de Tintégrale, il sufGt de remplacer dx par la différentielle de ;r en fonction de la nouvelle variable a. Or on a
et ^ est lié à a par la relation
où y est à considérer comme une constante. Nous aurons donc
avec
ce qui donne
L'intésrrale double devient alors
Laissons maintenant a constant et prenons ^ comme variable indépendante au lieu de^; nous aurons
et par suite notre intégrale se réduit à
Signalons tout d'abord une difficulté qui résulte de l'introduction, dans les calculs, du dénominateur -r^- Ce dénominateur disparaît dans le résultat final ; il y a donc lieu de penser que la didficulté
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n'est qu'apparente. Il en esl bien ainsi, car, -r^ et -— ne pouvant
s'annuler à la fois, nous pouvons décomposer notre aire en aires partielles où Tune au moins de ces dérivées sera différente de zéro.
Si ~ s'annule dans une de ces aires, on dirigera le calcul en introduisant d'abord ^ au lieu de a, ce qui amènera le dénominateur ^9 et la difficulté disparaîtra.
Les calculs précédents ont été faits sans que l'on se préoccupe des signes des différentielles. Or, dans une intégrale double telle que
(5) Jj¥{x,y)dxdy,
étendue à une certaine aire, dx et dy sont essentiellement positifs. Pour voir nettement comment on devra prendre l'intégrale transformée, supposons F = i; nous avons d'une part
dx dyy .y .y
et de l'autre
fj'
On a donc remplacé l'élément dxdy par D doid^. Si Ton veut que doL et d^ soient aussi à considérer comme positifs, il faudra mettre devant D dcnd^ le signe de D.
Posons e =±: i, suivant que D, qui a un signe constant, est positif ou négatif; on substituera à rfxrf)^ l'élément s Drfarfp, et dans ces conditions l'intégrale {^) étendue à V aire A sera remplacée par l'intégrale
'''F(/,cp)eDc?arf?,
étendue à Vaire A' dans le plan (a, P).
9. Le théorème précédent nous permet d^ élargir notre notion d'intégrale double; jusqu'ici, pour l'obtenir, nous avons partagé le plan en deux réseaux de droites perpendiculaires, et nous avons considéré les rectangles [formés par deux droites du premier réseau et deux droites du second. Prenons d'une manière plus générale deux réseaux de courbes a et ^ {fig* 1 5), tels que, par chaque P. — I. 8
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point à l'intérieur d'une coUrbe C, passent une courbe et une seule du premier réseau ainsi qu'une courbe et une seule du second. Désignons par (o l'aire d'un quelconque des quadrilatères curvilignes, tels que mnpq, obtenus en traçant un certain nombre de
Fig. i5.
courbes de l'un et l'autre réseau. Soit {x^y) un point à l'intérieur du quadrilatère mnpq^ et formons la somme
Cette somme double aura encore une limite quand tous les quadrilatères curvilignes tendront vers zéro, leur nombre augmentant indéfiniment, et celte limite sera toujours la même intégrale double. Pour le montrer, évaluons l'aire
(6) JJdxdf,
comprise entre deux courbes a et deux courbes p. Désignons par
les équations définissant les deux familles de courbes. Quand, a restant constant, on fait varier ^, on a ce que nous avons appelé une courbe a, et de même les courbes ^ correspondent à une valeur fixe de a. Si nous substituons les variables a et ^ aux variables X e\yj l'intégrale (6) deviendra
ri\Dda(/1^;
Gopgle
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donc l'élément de surface co compris entre les courbes a, a -i- rfa et les courbes p, ^ -+- rf^ est égal à eDrfarf^, et la limite de la somme S n'est autre chose que
c'est-à-dire
Jj¥{x,y)dxdy,
cette dernière intégrale étant étendue à l'aire limitée par C.
10. Comme exemple de changement de variables, substituons aux coordonnées rectangulaires des coordonnées polaires. Les formules de substitution sont
a7 = pcos6, ^ = psinO.
Les courbes p = const. sont des cercles et les courbes 8 = const. des droites issues de l'origine. Calculons le nouvel élément eD rfp rfO qui devra remplacer dx dy. On aura ici D = p, e = i , el, par suite,
J^Jdxdy=JJpdpdii.
Supposons qu'étant donnée une courbe C on ait à calculer l'aire d'un secleur compris entre le rayon fixe OAo, le rayon variable OA et la courbe. On étendra l'intégrale / / p dp d^ à l'aire de ce secteur; l'aire cherchée sera donc
Appliquons, avec Poisson, la même transformation à l'intégrale double
f Ce-'*-)' dx df = r Ce-?'pdp dO.
Étendons d'abord cette intégrale au carré de centre O dont les côtés sont parallèles à Ox et Oy et égaux à 2a. Nous aurons ainsi T intégrale
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Si l'on étend cette intégrale au cercle de rayon R ayant pour centre l'origine, elle sera égale, en se servant des coordonnées polaires, à
f dp f e-p'pe/e = it(i-e-R').
Or l'aire du carré considéré est comprise entre l'aire du cercle de rayon a et celui de rayon ay/â; par suite,
III. — Applications. — Volumes et surfaces
11. Comme exemple de transformation d'intégrale double, et pour trouver en même temps une formule importante, j'envisage l'intégrale
étendue à l'aire limitée par une courbe fermée C. Prenons d'abord la première intégrale
nous pouvons effectuer une première intégration et l'écrire
f dx[P{y^,x)-P(y,,x)]
si nous supposons, uniquement pour simplifier le langage, qu'une parallèle à l'axe des y, répondant à l'abscisse x^ rencontre la courbe seulement en deux points de coordonnées y^ et yaiyt <C J^a)? et si a et A(a < A) désignent les abscisses extrêmes des ordonnées rencontrant la courbe. Or, si nous considérons l'intégrale curviligne
fpdx,
prise dans le sens positif, on aura
fpdx= f [P(yux)-P{y.,x)]dx.
Nous avons donc
Un calcul analogue montre que
d'où IdL formule fondamentale (\Me nous voulions obtenir
l'intégrale curviligne étant prise dans le sens positif (§6, Ch. III). On peut tirer de cette formule la condition pour que r intégrale curviligne, qui figure au second membre, soit nulle le long de tout contour fermé; l'intégrale double du premier membre doit, dans ce cas, être nulle, quand on Tétend à une aire quelconque, ce qui entraîne
dy ~~ dx
condition que nous avons obtenue précédemment.
Faisons une application très particulière de la formule fondamentale, en faisant d'abord P=y, Q = o, puis P = o, Q=:^; nous obtenons ainsi
j j dxdy\-— 1 ydx, I j dx dy = j xdy\
et par suite
/ I dx dy = - I X dy — y dxy
ce qui nous donne Vaire limitée par la courbe C, au moyen d'une intégrale curviligne étendue à cette courbe, et prise dans le sens positif. Ainsi, par exemple, si la courbe G se réduit au périmètre d'un triangle dont les sommets ai, a2, a^ aient pour coordonnées
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(^,,^4), (Ti^y-j), {jTz^yz)-) l'aire A du triangle sera donnée par la formule
ce déterminant représente, en effet, l'intégrale curviligne prise positivement le long du périmètre du triangle, si, en le parcourant dans ce sens, on rencontre les sommets dans l'ordre ^1, ^2, ^3.
12. Donnons maintenant la définition des volumes limités par des surfaces.
Étant donnés trois axes de coordonnées rectangulaires, Ox, Oj, Ozj on considère une surface représentée par Téquation 5=/(ar,^), et dans le plan J:0y une aire A limitée par une courbe C. Construisons un cylindre parallèle à O:; et ayant pour directrice C; ce cylindre coupe la surface suivant une certaine courbe fermée. Le volume à définir est le volume limité par le cylindre, la surface et le plan xOy. Découpons, comme précédemment, Taire A en quadrilatères curvilignes au moyen de deux fajnilles de courbes a et p, et soit <o Taire de Tun quelconque de ces quadrilatères; prenons dans ce quadrilatère un point (Ç, 7|); à ce point correspond sur la surface un point par lequel je mène un plan parallèle au plan des xy. Le volume cylindrique limité par ce plan, celui des xyei la surface du cylindre parallèle à O;; ayant pour directrice le périmètre du quadrilatère curviligne co, sera *»^/(Çî TT)). La somme de tous ces éléments
a une limite qui sera le volume cherché. Si Ton emploie a: et y comme variables sommatoires, ce sera^Tintégrale double
/(x,y)dxcfy,
étendue à Taire A.
On passe de là à la définition d'un volume fermé limité par une surface quelconque : il suffit de le considérer comme une somme algébrique de volumes analogues au précédent.
Soit comme exemple l'équation z = -^, ^ui représente un pa-
raboloïde hyperbolique langent au plan xOy à l'origine. Si l'on prend les plans x= a, x = A et y = b^ y = B, le volume limité par la surface, le plan des xy et ces quatre plans sera
13. Comme autre application de la notion d'intégrale double, nous définirons Vaire d^ une surface courbe.
Soit encore z=f{x^ y) l'équation d'une surface. Sur cette surface nous considérons une courbe fermée C qui en limite une partie. Que doit-on entendre par l'aire de cette portion de surface?
Projetons la courbe C sur le plan xOy suivant une certaine courbe c, et traçons dans ce plan les deux familles de courbes dont nous avons déjà fait bien souvent usage : soit co l'aire d'un des quadrilatères curvilignes élémentaires. Concevons le cylindre parallèle à O5 et ayant pour directrice le périmètre de co : il découpe sur la surface une petite courbe fermée û; à l'intérieur de Taire limitée par û, je prends sur la surface un point arbitraire (Çi ''l» O? et je mène en ce point le plan langent à la surface.
Ce plan coupe le cylindre suivant une courbe enveloppant une
aire ir. Faisons maintenant la somme \^7z de toutes ces aires
planes élémentaires : il est aisé de voir qu'elle tend vers une limite. Désignons, en effet, par ¥{x^y) le cosinus supposé positif, par le choix d'un sens convenable, de l'angle de la normale à la surface au point {x,y^ z) avec Oz. On aura
puisque ii et co sont des aires planes. Nous devons donc évaluer
qui aura une limite si, comme nous l'admettons, il n'y a pas, dans la portion considérée de la surface, des points où le plan tangent soit parallèle à l'axe des z. On pourra représenter cette li-
mite par l'intégrale
r r dxdy
étendue à Taire c, dans le plan des xy. En introduisant les dérivées partielles
dz d.
on aura
et par suite l'aire sera représentée par l'intégrale double
/ j ^i-^p^-^q*dx dy.
Soit, par exemple, à calculer dans une sphère ayant pour centre
l'origine et pour rayon R l'aire de la zone limitée par un cercle
de rayon r, parallèle au plan des a:y et inférieure à la demi-sphère.
Nous nous servirons des coordonnées polaires p et 0 dans le plan ;
on aura alors
u) = p rfp û?6 ;
et le cosinus de la normale, c'est-à-dire du rayon, avec Oz sera
- — rz — ^- Nous devons calculer
r rRpdpdfi
8 devant varier de o à 211, et p de o à r : on aura donc
aTiR r -— L^L= = 27rR(R— v^R«— rO = 9.7:R//, Jo /R«— p*
en désignant par h la hauteur de la zone.
14. Nous désignerons souvent, dans la suite, sous le nom d^élément de la surface^ l'aire plane élémentaire tt. On a
co = 7î cosY,
en désignant par y l'angle de la normale à la surface avec l'axe des s. Les lettres <o et -tt ont représenté essentiellement jusqu'ici
des aires positives; la formule précédente suppose donc que y désigne un angle aigu. Si dans le plan des œyon emploie les variables :r et ^, co est égale à dxdy\ quant à tt, nous le représenlerons souvent par d<j pour marquer qu'il représente un élémen t de surface ; nous pouvons alors écrire
dx dy — cos^{ dsj
les éléments da et dxdy étant, je le répète, des quantités posilives. Nous maintiendrons sans exception cette règle pour dz\ il n^en sera pas de même pour dx dy^ comme nous allons le voir dans un moment en étendant encore le point de vue sous lequel nous envisageons les intégrales doubles.
Mais, auparavant, cherchons l'expression de d(s dans le cas où la surface est représentée par les trois équations
u et !-• désignant deux paramètres arbitraires.
Pour bien préciser, nous supposerons que, quand le point (u, v ) décrit dans son plan une certaine aire S, le point (^,^, z) décrive la surface S de telle sorte que les aires S et S se correspondent uniformément. L'aire est représentée par
en prenant dx dy positivement et cosy positivement. Or, d'après la théorie du changement de variable, nous avons
, , l ùr dy dx dy\ , , li{x, v) , ,
-^ \du ôv âv du/ D(a, v)
en employant une notation souvent adoptée pour le déterminant fonctionnel et en prenant pour s les valeurs =bi, de telle sorte que le second membre soit positif. D'autre part, les cosinus directeurs de la normale à la surface sont proportionnels à
La valeur de cosy, prise posllivemeiil, sera donc
le radical élant pris positivement. Nous aurons, par suite, en substituant,
V Lt>("»^)J Ld(",i^;J Li>("»^)J
et la surface sera alors représentée par l'intégrale double
"> ff\/mïFïmFmiï' ■''-'■
étendue, dans le plan (;/, v), à l'aire S.
Cette formule a une généralité que n'avait pas la formule (7). Elle est applicable même dans le cas où, en certains points de la surface envisagée, le plan tangent serait parallèle à O^. Elle définit par conséquent, dans tous les cas possibles, l'aire limitée sur une surface par une courbe fermée : on peut, en effet, toujours découper cette aire en portions assez petites pour établir une correspondance uniforme entre chacune d'elles et une aire S dans le plan (w, p).
Il est intéressant de vérifier que l'expression trouvée pour Taire d'une surface est indépendante du système d'axes de coordonnées employées. La vérification sera immédiate sur la formule (8). Soient
y= bX-hb'Y -hù"!, zr-. cX~^ c'Y-^ c"!
les formules de transformation de coordonnées; on pourra regarder X, Y, Z comme des fonctions de w et p : les déterminants
fonctionnels
D(r,-3) D(z,x) D(x,y) D(u,vy D{u,v)' D(a,r)
s'expriment à l'aide de
comme x^ y, z k l'aide de X, Y, Z. On voit donc que la somme des carrés de ces irois déterminants fonctionnels reste invariable. On peut donner à la formule (8) une autre expression, en inlroduisant les coefficients qui se présentent quand on forme le carré de l'arc élémentaire joignant le point (w, v) au point { « + rfw, V H- dv) de la surface. On a
ds^ - dx^-h dj'^-h dz^ = (-- du-h — dvj
ce que l'on peut écrire
ds^ = E du^ -f- 9. F du dv-hG dv'*-. on posant
~~ du Os? Ou c?i' du dv
^ /dxy (dyy fdz.'i
Or, si l'on considère la somme
(ây dz dy dz\^ fdz dx âz âT\^ làx ùy dx ày\^ ôv du du dv ) \dv du Ou dv ) \dv du du dv )
on voit immédiatement (identité de Lagrange) qu'elle se réduil à
EG — F«, el la surface est alors représentée par l'intégrale double
r r^/EG—t^^dudv.
IV. — Définition des intégrales de surface
i5. Nous avons généralisé précédemment la notion des intégrales simples définies, en étudiant les intégrales curvilignes. ^ous allons pareillement définir les intégrales doubles étendues à une surface.
Quelques remarques sur les surfaces nous sont indispensables. Soit une portion de surface S limitée par une ou plusieurs courbes ; on la suppose telle qu'on puisse distinguer sur elle deux côtés différents : l'un de ces côtés, par exemple, peut être peint en rouge, l'autre en bleu, et l'on ne peut passer d'un point de l'un à un point de l'autre d'une manière continue sans traverser les courbes limites (*). En un point P de l'un on fixe sur la normale une direction déterminée, et la direction opposée au point correspondant P' (qui coïncide géométriquement avec P) de l'autre. La direction de la normale en chacun des points de l'un et de l'autre côté se trouve alors déterminée sans ambiguïté si le point P ou le point P' se déplacent, sur les côtés correspondants, entraînant avec eux la direction choisie de la normale, qui varie d'une manière continue.
Considérons, par exemple, le cas simple d'une portion de surface que rencontre seulement en un point toute parallèle à l'axe Oz. On pourra sur cette surface distinguer deux côtés : si l'on associe à un point P de l'un la direction de la normale qui fait un angle aigu avec Oz, et au point correspondant P' de l'autre la direction opposée qui fait un angle obtus, ces deux angles varieront respectivement d'une manière continue en restant l'un aigu, l'autre obtus, quand les points P et P' se déplaceront sur leurs côtés respectifs; ils suffiront par conséquent à les distinguer.
Soient maintenant C{x,y^z)une fonction dex^y, z et une surface S, :; = '^ (x,y), limitée par une courbe L, que je supposerai d'abord n'être rencontrée qu'en un point par une parallèle à Oz] L se projette sur xOy suivant une courbe /. Formons l'intégrale double
(9) Jj^C(,x,y,z)dxdy,
(') 11 existe cependant des surfaces sur lesquelles on ne peut distinguer deux côtés. On en réalisera facilement une de la manière suivante : Que l'on prenne un rectangle de papier abcd^ dans lequel je suppose que ab et cd désignent deux côtés parallèles, de telle sorte que a et d, ainsi que b etc, désignent des sommets opposés. On contourne la feuille de papier de telle sorte que ab vienne coïncider avec c/c, en faisant coïncider par conséquent les sommets opposés. On réalise ainsi une surface limitée par un seul contour et qui n'a qu'un côté. De telles surfaces sont exclues des considérations qui vont suivre.
étendue à l'aire /, en supposant que z soit remplacé par sa valeur en fonction de x ely. Cette intégrale a un sens précis quand le contour L et la surface z = o (oo^y) passant par ce contour sont donnés. Introduisons les éléments rfo* de la surface; pour cela, remplaçons dx dy par cosy da. L'intégrale (9) devient alors
(10) j I C{Xyr,z)cos-{ di.
Cette dernière forme a une généralité que n'avait pas la première. Pour l'obtenir, nous avons supposé qu'à une valeur de x et y ne correspondait qu'un point de la surface; dans cette hypothèse, cos Y gardait sur Taire envisagée un signe invariable, et c'est en supposant cos y positif que nous avons pu remplacer dx dy par cosYdo-. L'intégrale (9) ainsi comprise, en restant dans l'ordre d'idées où nous nous sommes jusqu'ici placé, sera dite prise sur la sur/ace S, du côté de la surface où la normale, considérée comme demi-droite, fait avec l'axe des z un angle aigu. Mais, comme nous l'avons dit, sur notre surface S nous pouvons envisager le second côté pour lequel ici la normale, considérée comme demi-droite, fait un angle obtus avec Oz : l'intégrale (10) a toujours un sens précis; nous dirons alors qu'elle représente l'intégrale (9) prise sur le second côté de S.
La définition s'étend d'elle-même. Quels que soient la surface que l'on envisage et le côté que l'on considère sur elle, l'intégrale (10) aura pour lui un sens parfaitement déterminé en mettant pour cos Y le cosinus de l'angle fait par Oz et la direction de la normale correspondant à ce côté. On dira que cette intégrale (10) ainsi prise représente l'intégrale (9) étendue au côté considéré de la surface. Il y a là, comme on voit, une extension de la notion d'intégrale double, car, dans l'intégrale (9) ainsi généralisée, l'élément dx dy n'est plus nécessairement positif.
Dans l'intégrale (9), l'élément d'intégration était dx dy; on peut de même considérer des intégrales telles que
JjK{x,y,z)dydz et J Jb {x,y,3) dz dx étendues à un côté déterminé d'une surface et dans lesquelles
l'élément d'intégration est dy dz ou dzdx. Elles seront représentées respectivement par
j j X(T,y,z) cos%d<j et / / B(x,y,z)cos^di,
où a et ^ désignent les angles faits par la direction de la normale correspondant au côté choisi avec les axes des x et des y.
En faisant la somme des trois intégrales précédentes, on a encore une intégrale de sur/ace
(il) f I Adydz-hBdzcix-hCdxdjr
qui est souvent employée. On peut l'écrire sous la forme / / (A cosa-h Bcosp -4- GcosY)t/cj.
16. Il est important d'avoir l'expression de l'intégrale (i i) quand on exprime Xy y, z en fonction de deux paramètres u et r, comme nous l'avons l'ait au paragraphe 14. En se reportant à l'expression trouvée pour rfo-, et en se rappelant que cosa, cos^, cosy sont proportionnels aux déterminants fonctionnels
ces cosinus sont déterminés, au signe près : on prendra un signe ou l'autre, suivant lecôlé envisagé de la surface. L'expression (i i) est donc égale à
ou à cette intégrale changée de signe, suivant qu'on prend un côté ou l'autre de la surface. Cette intégrale double est une intégrale définie ordinaire, étendue à Taire S, dans le plan [u^ p) [voir § 14) qui correspond uniformément à S.
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V. — Condition pour que l'intégrale de surface f f\ djrdz-hU (h clx -f- C dx dy
ne dépende que du contour.
17. Nous pouvons nous proposer, sur les intégrales de surface, une question analogue à celle que nous avons résolue (Chap. III, § 3) pour les intégrales curvilignes. A quelle condition l'intégrale de surface
1 ^ r Cx dy dz -^-BdzdT-^C dr dy
dépendra-t-elle seulement du contour limitant la surface à laquelle elle est étendue?
Nous supposons que, pour une surface S, les coordonnées a:, y, z soient exprimées, comme il a été dit, en fonction de deux paramètres u et V. Nous avons alors pour l'intégrale l'expression (12). Or, considérons une famille de surfaces ayant la même limite et dépendant d'un paramètre arbitraire a; pour ces surfaces, nous concevons que Xj y, z soient exprimées par des fonctions de w, v et du paramètre a. Chaque valeur de a détermine une portion de surface qui correspond à l'aire S dans le plan (w, v)^ et Ton peut choisir évidemment ces fonctions de manière que la courbe correspondant au périmètre de S ne dépende pas de a, et soit, par suite, la même pour toutes les surfaces. De plus, nous admettons que les limites entre lesquelles on fait varier a sont telles que, dans tout l'espace balayé par les surfaces correspondantes, les fonctions A, B, C et leurs dérivées partielles du premier ordre restent continues.
Calculons la variation de I, en réservant comme précédemment
la lettre 8 aux variations, c'est-à-dire aux différentielles prises par
rapport à a.
La variation de
sera égale à
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OU, en développant, à
^ J J \^ àu dv du ov ov ou av ou J
La seconde intégrale peut être transformée au moyen d'intégrations par parties : ainsi Ton a
en se rappelant que la variation de By est nulle sur le bord; et chacune des intégrales qui composent le second terme de (i3) peut être transformée de la même manière. Remplaçons ensuite, en développant les calculs,
dX dx dX dy dX dz
par
du
dx du dy du dz du
et pareillement pour — : l'expression (i3), après des réductions qui se font d'elles-mêmes, se réduit à
r rdK\Xi(y,z) ^ D{z,x)^ T^{x,y)^^, .
Finalement, après des calculs analogues pour les deux autres intégrales qui forment I, nous obtenons
J J Idx dy dzJlDi^u.v) D(M,i^)-^ l>(u,v) J
Or, 81 doit être n ulle , et, comme les signes des variations 8^, 8^, oz sont arbitraires^ il en résulte que l'on doit avoir identiquement
, ,, dX dB dC
dx dy dz
Cette condition nécessaire est en même temps sufGsante. Nous formerions en effet, étant données deux surfaces ayant même contour, une famille de surfaces avec ce même contour et dépendant d'un paramètre a, et dont feraient partie ces deux surfaces;
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et le mode de raisonnement employé au § 5 (Chap. III) est encore applicable.
Sans qu'il soit nécessaire d'insister et en se reportant toujours aux intégrales curvilignes, on voit que nous pouvons énoncer le théorème suivant :
La relation (i 4) exprime la condition nécessaire et suffisante pour que V intégrale I, étendue à une surface fermée, à V intérieur de laquelle A, B, C et leurs dérivées partielles du premier ordre sont continues, soit égale à zéro,
18. Tl suffira aussi d'énoncer les conséquences immédiates de ce théorème. Si une surface feripée S contient à son intérieur des points où les fonctions A, B, C cessent d'être continues, Tintégrale étendue à cette surface ne sera pas nulle en général, mais elle gardera une valeur constante quand on déformera la surface sans lui faire traverser aucun de ces points singuliers.
Je prends, comme exemple, l'intégrale
JJ
X dy dz ->r- y dz dx -^ z dx dy
La condition (i4) sera vérifiée. L'intégrale étendue à une surface fermée est nulle, quand cette surface ne comprend pas l'origine à son intérieur. Cherchons sa valeur quand on intègre suivant une surface fermée (sans ligne double), comprenant l'origine à son intérieur. Nous supposerons que le côté considéré sur la surface soit le côté extérieur à l'origine. Il suffira d'intégrer sur une sphère de rayon R ayant son centre en ce point; nous avons donc
à calculer
I /* ra?cosa -h ycosS -4- 2 cosY ,
en désignant par a, ^, y les angles faits par la normale extérieure à la surface avec les axes de coordonnées : on a, dans le cas actuel.
et par suite
cosa ^ -h cos 3 -^ -t- cosY b* = ' » t\ K t\
' = riRi/> = '-
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Nous venons de voir que l'intégrale de surface
Kdy dz-^B dzdx-\-Cdx dy^
ff'
étendue à une surface limitée par un contour L, ne dépendait que de ce contour, quand la condition
dk dB âC
dx oy Oz
était satisfaite. On peut dans ce cas mettre l'intégrale double sous la forme d^une intégrale curviligne prise le long du contour L.
Montrons d'abord que, étant données trois fonctions satisfaisant à r identité précédente, on pourra trouver trois fonctions a, p, y de Xj y^ z telles que
^ ' dz ôy ox ôz Oy àx
Prenons, par exemple, y =: o ; nous satisferons aux deux premières équations en posant
«= -/ B{x,y,z)dz, M/ P^{JO,y,z)dz-^^{x,y),
;:o désignant une constante numérique et '^ étant une fonction arbitraire de X et y. En portant ces valeurs dans la troisième équation, il vient, en se servant de Tidcntilé (i5),
■^-hC{x,y,Zo)= o,
et l'on pourra, par une quadrature, déterminer une fonction o {x^y ) satisfaisant à cette équation. Il est clair d'ailleurs que, si ai, pi, yi désignent une solution particulière des équations (16), la solution la plus générale sera donnée par
F étant une fonction arbitraire de x^y^ z.
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Nous avons alors à considérer des intégrales de surface de la forme
De telles intégrales se rencontrent dans plusieurs théories importantes de Physique mathématique. On peut exprimer cette intégrale au moyen de V intégrale curviligne
(i8) foLdx-^9dy-+--(dz,
prise le long du contour L.
11 importe de bien définir le sens dans lequel sera prise celte intégrale curviligne. L'intégrale (17) est étendue à un côté déterminé de la surface S. A chaque point de S correspond une direction de la normale; traçons autour de P un élément de surface limité par le contour tc. Le sens direct sur le contour tt sera le sens de gauche à droite pour un observateur placé sur la normale, ayant les pieds en P et la tête dans la direction de cette nornaale. Supposons maintenant que le point P soit voisin du contour C et qu'une partie du périmètre tc appartienne à ce contour. Un sens déterminé se trouvera alors fixé sur celui-ci, et ce sens sera évidemment toujours le même, de quelque partie du contour que se rapproche le point P. Nous allons montrer que, le sens sur L se trouvant ainsi fixé, les intégrales (17) et (18) sont égales et de signe contraire, si le sens de rotation du trièdre (Oaryz) est direct ( * ).
20. Démontrons d'abord le théorème dans le cas où le contour G est plan; on passera ensuite immédiatement à un contour quelconque. Nous allons simplement faire un changement de coordonnées, en prenant un nouveau système d'axes (ÛXYZ) de
(«) Un trièdre {Oxyz) où l'ordre de permutation circalaire des arêtes est donné a son sens de rotation direct, quand un observateur placé sur une quelconque des arêtes, les pieds en G, voit Taréte suivante coïncider avec la troisième aa moyen d'une rotation d'un angle droit en tournant dans le sens direct de b Cinématique, c'est-à-dire dans le sens des aiguilles d'une montre, ou encore, de gauche à droite.
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même sens de rotation que le premier et tel que le plan Z = o soit le plan de la courbe plane C. Supposons qu'on intègre sur le côté du plan correspondant à la direction de Taxe ÛZ; le sens direct sur la courbe C sera alors le sens de OX vers OY, c'est-à-dire le sens positif tel que nous l'avons défini (Gh. III, §6). Si a'\ 6", c" désignent les cosinus directeurs de ûZ, l'intégrale double (17) peut s'écrire
d'autre part, les formules de transformation de coordonnées
donnent
X = aX ^- a'Y -ha'Z H-/?,
z = cX4-c'Y-4-c''Z-h/-, et l'on sait que
c" = ab'— ba', a" = bc'— cb\ b" = ca! — ac\ Comme dL = o, l'intégrale curviligne se réduit à
r (aa -4- 6? -f- CY)rfX -h (a'a -4- 6'P -i-c'y) ^Y, */c
qui, d'après une formule démontrée plus haut (§ H), est égale à
cette intégrale étant étendue à l'aire L. Il faut calculer les dérivées partielles par rapport à X et à Y de a, ^, y, qui sont des fonctions de x^ y^ z. On aura
àa. doi dx , âa âa doL , àa , , doL ,
âX àx dy dz âY dx dy dz
et des formules analogues pour p et y. Par suite
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et la formule
est établie, dans le cas où la courbe est plane.
21. Il est aisé maintenant de passer au cas où le contour est quelconque. Tout d'abord on peut réduire ce contour à être un contour polygonal, puisqu'il sufûrait d'augmenter indéfiniment le nombre des côtés du polygone pour avoir une courbe quelconque. On peut ensuite par ce contour polygonal faire passer une surface polyédrale dont les faces soient des triangles. En appliquant la formule démontrée pour le cas des aires planes à chacun de ces triangles et, ajoutant les résultats obtenus, on aura évidemment la formule cherchée, qui est alors démontrée dans toute sa généralité, et que les géomètres anglais désignent sous le nom de /ormule de Stokes (*).
Une application immédiate de cette formule est la recherche des conditions pour que l'intégrale curviligne
/ oidx ->r ^dy -^ Y^^»
prise le long d'une courbe fermée quelconque, soit nulle, problème tout à fait analogue à celui que nous avons traité dans le cas du plan. Les conditions nécessaires et suffisantes sont
()y '^ àx^ Oz ^ dy dx ~~ dz
Sî elles sont remplies, l'intégrale curviligne
Oidx ->r ^ dy -^ ^ dz
( < ) La formule précédente, au moins dans un cas particulier, était connue d'Ampère, qui s'en est servi, sous une autre forme, en Électromagnétisme.
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sera une fonction u de x^ y et .s, et l'on aura
du _ ^" _ Q ^^ __
22. Pour faire une seconde application de la formule de Stokes, considérons une courbe fermée L et un point M quelconque de coordonnées a, 6, c dans l'espace. Soit une surface quelconque S limitée par L, et sur laquelle nous considérons deux côtés. Un élément rfo- de cette surface est vu sous un angle égal à
cosfr. n ) .
en appelant r la distance du point M à un point P(x, J^, z) de l'élément, et en appelant (r, n) l'angle fait par la direction PM avec la direction de la normale en P à la surface. Ainsi compté, cet angle solide est positif ou négatif suivant que l'angle (r, n) est aigu ou obtus. Or, en désignant par cosa, cosj3, cosy les cosinus des angles de la normale avec les axes, nous aurons
fi ~-~" or u ■ y c ~~ z cos(r, n) = cosa n cosB h cosy.
La somme des angles solides pour tous les éléments d^ de S sera donc
('9) I =Jj (^7?^ cosa -f- -=^ cos p -f- ^—^ cosYJ ûfj.
Ce sera donc une intégrale de surface étendue à S, et elle sera indépendante de S, car on a
àx\ r» )'^ày\ H )'^'ôi\ r^ / ^ [r^ = {x — aY-\-{y -^ by-^{z - cy-].
On peut dire qu'elle représente l'angle solide (compté avec un signe) sous lequel du point M on voit le contour C.
Cherchons d'abord, avant d'appliquer la formule de Stokes, quelle sera la valeur de l'intégrale (19) étendue à une surface fermée. Si le point (a, 6, c) est extérieur à la surface, celte intégrale sera nulle d'après le théorème fondamental (§ 17). Sup-
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posons (a, b, c) à Fintérleur de la surface, et intégrons sur le côlé interne de celle-ci. L'intégrale est indépendante de la surface; prenons donc une sphère de rayon R ayant (a, 6, c) pour centre; l'intégrale devient
On a donc
'cos(/", n) di
fp
résultat bien simple, mais dont Gauss a tiré d'importantes conséquences. Comme nous le verrons ultérieurement la démonstration géométrique est d'ailleurs immédiate.
Revenons maintenant à l'intégrale T étendue à une surface S limitée par un contour C. D'après la formule de Stokes, on peut la remplacer par une intégrale curviligne prise le long de C. Cette transformation serait compliquée et présenlerait peu d'intérêt. Ce qui est au contraire d'une grande utilité dans diverses théories, et en particulier dans l'Électromagnétisme, c'est d'exprimer les dérivées partielles de I, considéré comme fonction de a, b et c, par des intégrales curvilignes. Nous allons y parvenir immédiatement au moyen de la formule de Stokes.
Prenons, par exemple, la dérivée partielle de I par rapport à a, nous aurons
Nous devons chercher des fonctions a, p, y de x^y^ z telles que
^ _ ^ - J^ /a^-£\ dz dy^da \ r^ )'
^Y ^* _ à / b — y\ dr dz ^ da\ r^ / '
^ — ^? - A (^^A\ dy dx " da\ r^ /
Or, prenons a = o; nous devons choisir, s'il est possible, ? et y de manière à satisfaire aux équations
ày _ 3(b-y){a — x) ^^ 3(c-z)(a — x)
dx r» ' àx r»
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et
dz dy ~~ r' /•*
Ces équations seront vérifiées si Ton prend
et, par suite, Tintégrale curviligne
— / a dx -h 'à (ly -h ^( dz
/c se réduira ici à
-(z — c)dy—(y — b)dz r3
On trouverait de la même manière
âh X
à\ _ r{y — b)dx — {x-'a)dy
àl fi de L'
formules d'un grand intérêt dans la théorie du Magnétisme ( * ).
VII. — Racines communes à trois équations. — Formule donnant le nombre des racines communes à deux équations contenues dans un contour.
23. Nous ferons encore une application de la théorie des intégrales de surface, en cherchant une intégrale qui soit à rapprocher de l'intégrale curviligne étudiée au § J 1 (Chap. III). Prenons, à cet effet, trois fonctions continues F^^x^y, z), F2{x, y, z)^ F,^^, y^ z) des variables x, y, z, développables, dans le voisinage de toute valeur Xo,yo^ Zq que nous aurons à considérer, en série ordonnée suivant les puissances croissantes de x — ^o>J^' — JKo- et z — Zo' Je forme l'intégrale de surface
I = -^ C Çk dydz-hBdzdx-^C dx dy,
(*) On trouvera d'intéressantes applications géométriques de la formule de Slokes dans un Mémoire de M. Kœnigs {^Journal de Jordan, 1889).
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Quelles que soient les fonctions F4,F2,F3, on aura l'identité
d\. dM dC dx dy dz
comme le montre un calcul un peu long, mais ne présentant aucune difficulté.
L'intégrale I étendue à une surface fermée ne change donc pas de valeur quand on déforme la surface S d'intégration sans rencontrer de points où A, B, C cessent d'être continus. Il en résulte que l'intégrale I sera nulle, s'il n'y a pas de racines communes aux trois équations
Fi(^,r»-) = o»
Fï(a:,j^,-5)^o, F8(a7,^,^)=^o à l'intérieur de S.
Supposons maintenant qu'il y ait à rinlérieur de S un point P correspondant à une racine commune aux trois équations. Au lieu de calculer I en intégrant le long de S, nous pouvons intégrer le long d'une surface quelconque entourant le point P. Or prenons ce point pour origine et développons F«, Fj, Fs d'après la formule de Taylor,
Fs(^, r» - ) = «s ^ -+- ^3 r ^- ^3 2 ^-
On montre, comme dans le cas de deux équations, que l'intégrale ne change pas de valeur, quand on réduit F|, F2, Fj aux termes du premier degré. L'intégrale 1 devient alors
^^Jfua
X dy dz -t- y dz dx -+- z dx dy
en posant
[{a^x -h />! v-r Ci5)'-i- {atx ■+- biy-^CtZ)^-^{a^x -h b^y-\- Cj «)*]'
I «I b^ r, j I «3 ^3 Cl I
D est supposé différent de zéro et représente la valeur du déterminant fonctionnel
àx dy dz
dVt àV^ dVt
dx dy dz
dj^ d¥j_ d?j\
dx dy dz \ au point P.
Pour calculer 1, prenons comme surface d'intégration l'ellipsoïde
(a, a:-»- b^y ->(- c,;;)*-h (aj t -f- Z»j j^ -h Cj5)« -HCa^ar -h b^y -^ c^z^ — 1.
En désignant par a, p, y les angles faits par la normale extérieure à cette surface avec les axes, nous avons
\ = '— I I {xcos%-hy cosP-hzcosf)d(Ty
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OU, en appelant r le rayon vecteur allant du centre de rellipsoïde à l'élément rfo-, et o l'angle aigu fait par le rayon vecteur avec la normale,
I = — - / / /• coscp dd.
iT^J J ^
Mais l'intégrale double, qui figure dans le second membre, est égale à trois fois la somme des pyramides élémentaires de sommet P et de base d<j, et par conséquent égale à trois fois le volume de rellipsoïde. Or celui-ci, comme on le reconnaît aisément, est égal à
ÏD"' .
I D I désignant la valeur absolue de D. Nous aurons donc
D'où le résultat suivant, entièrement semblable à celui que nous avons obtenu dans le cas des deux équations :
U intégrale I est égale à la différence entre le nombre des racines contenues dans S, pour lesquelles le déterminant fonctionnel
dYx dVx <JFi
dx ôy ôz <?Fj <^Fi ()Fi
ôx dy âz
dFa âFj dFa dx dy âz
est positif, et le nombre des racines pour lesquelles ce déterminant est négatif.
Le théorème précédent a été donné par M. Kronecker, sous une forme différente, dans ses éludes sur les systèmes de fonclioDS de plusieurs variables {Monatsberichte der Académie der Wissenschaften zu Berlin, 1869); il peut être étendu à un nombre quelconque d'équations.
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24. Nous avons donné au Chapitre III, § 11, une formule relative aux racines communes à deux équations contenues dans un contour^ celte formule ne résolvait pas la question de recherche du nombre des racines communes à deux équations contenues dans un contour. C'est cette question que nous allons maintenant résoudre ( * ).
Soient deux équations
ayant à l'intérieur d'un contour C un certain nombre de racines simples, c'est-à-dire pour lesquelles le déterminant fonctionnel
âx dy ùy ôx
n'est pas nul. Je considère le système de trois équations
aux trois inconnues x^y^ z. J'envisage dans l'espace à trois dimensions (or, jKj ^) l'ensemble des valeurs de ces variables correspondant à des points {x,y) contenues dans C, et à des valeurs de z comprises entre — e et H- e (e désignant une constante positive arbitraire). Cet ensemble définit un domaine A, et le nombre des racines du système S, correspondant à des points de ce domaine, sera précisément le nombre des racines du système S contenues dans C. Or le déterminant fonctionnel des trois fonctions formant les premiers membres des équations 2 se réduit à la quantité positive
La difficulté relative au signe du déterminant fonctionnel a donc disparu^ et Ton pourra,* par suite, représenter par une intégrale double le nombre des racines communes aux équations S contenues dans C.
(* ) E. Picard, Journal de Mathématiques y 189a {Sur le nombre des racines communes à plusieurs équations simultanées).
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25. Effectuons complètement le calcul. La surface d^ intégration se compose de la surface latérale d'un cylindre et de ses deux bases. Calculons d'abord la partie de l'intégrale relative à la surface latérale du cylindre. En prenant les notations du n*' 23, elle se réunira à l'intégrale
A dv dz -\-B dz dx.
D'une manière générale, on a
dy dz = dfs cos a, dz dx = d^ cos p,
rfcr désignant l'élément positif de la surface, a et p les angles de la normale extérieure à la surface avec les axes. Ici nous pouvons prendre pour a et p les angles de la normale extérieure à la courbe C avec les axes O^ et Oy^ et Ton a
d(5 = ds dz^
ds étant l'élément d'arc de C, et dz étant positif. Nous aurons donc pour l'intégrale précédente.
( A cos a -h B cos ^)ds dz,
mais, sur la courbe C,
dx — — <f5cosp,
dy =^ ds cos a.
Nous pouvons, par suite, écrire l'intégrale sous la forme
Ç f{Xdy — Bdx)dz.
et Ton a
en désignant toujours par D le déterminant fonctionnel
à/ dr^ df à^ dx dy dy dx
Il en résulte que, dans l'évalualion du nombre des racines, la portion de l'intégrale double provenant de la surface latérale du
cylindre se réduit à Piotégrale curviligae, prise dans le sens positif le long de G,
où
Tp dx -i- Q ûÇx
L'intégrale qui figure dans P et Q peut s'obtenir immédiatement; on trouve ainsi
.dp df
\ '^ dx ' àx De
•> ^r /"S _x_ mî _1 '
.ào _ ()f
De
Dï£')î
Passons à la portion de l'intégrale relative aux plans de base du cylindre. Us donnent l'intégrale double étendue à Taire limitée par G
où
DES INTÉGRALES MULTIPLES
I. — Définition et propriétés fondamentales des intégrales multiples.
1. D'une sommation double, on passe tout naturellement à une sommation d'un ordre n de multiplicité étendue à n variables. Prenons d'abord le cas de trois variables Xj y^ z et considérons x^ y^ z comme les coordonnées rectangulaires d'un point dans l'espace. Nous menons trois systèmes de plans respectivement parallèles aux plans de coordonnées. Ce réseau de plans découpe l'espace en parallélépipèdes rectangles. A chaque point (^i,^^, 2/), nous associons le parallélépipède ayant pour côtés les expressions positives {xi^ — x/), (jKa+i — ^a), {^i^\ — ^i)* Soient maintenant un volume V et /(a:, y, 5) une fonction continue de :r, y, ^; je forme la somme triple
étendue à tous les points {xi^yk^ Zt) situés à l'intérieur du volume. On démontrera, comme dans le cas de deux dimensions ( Chap. IV), que cette somme a une limite toujours la même, quelle que soit la loi suivant laquelle les parallélépipèdes tendent vers zéro. Rien n'est à changer au mode de raisonnem.ent. Nous aurons certains parallélépipèdes irrégiiliers, c'est-à-dire sortant partiellement du volume V, comme nous avions précédemment des rectangles irréguliers. La somme des volumes de ces parallélépipèdes irrëguliers tend vers zéro; pour le voir, on pourrait étendre au cas actuel la première démonstration employée (Chap. IV, §6),
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mais la discussion serait minutieuse. La seconde, au contraire, s'étendra d'elle-même; nous supposerons la surface S comprise dans le volume limité par deux surfaces pol^/édrales variables, l'une extérieure, l'autre intérieure à S, ces surfaces étant telles que le volume compris puisse toujours être rendu moindre qu'une quantité £ donnée à l'avance. Dans ces conditions, les parallélépipèdes irréguliers, à partir d'un certain moment, sont tous compris entre ces deux surfaces polyédrales et, par suite, la somme des volumes de ces parallélépipèdes tend vers zéro. La limite obtenue se représentera par
(i) j j jf{^.y,^)dxdy dz,
et l'on dira que cette intégrale triple est étendue au volume V.
Quand on passe à un nombre n de dimensions, l'image géométrique fait défaut, mais l'extension n'en est pas moins possible. Dans une multiplicité à n dimensions, nous considérons l'ensemble continu des valeurs des n grandeurs X|, x%^ ..., Xny satisfaisant à une ou plusieurs inégalités de la forme
et nous supposons que les valeurs des jr, satisfaisant à ces inégalités, restent inférieures, en valeur absolue, à un nombre fixe. Telle serait, par exemple, la multiplicité définie par l'unique inégalité
Soit maintenant une succession de valeurs croissantes de x^j puis de ^2, . . • et de Xn» Nous formons la somme multiple
2^ . . . 2^f{xu X,, . . . , JTrt) Aarj Ajt, . . . A57«,
Ajti désignant l'accroissement positif de x^ quand on passe de la valeur désignée d'une manière générale par x^ à la suivante, et pareillement pour ^x^^ • • • ^ A^/,. Cette somme est étendue aux valeurs considérées de x^ , x^^ •-^t^n satisfaisant aux inégalités (2). Elle a une limite que l'on représente par
I j. . . jf{Xu ^?, . . . , a:«) ctr, dx^. ..dxn :
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c'est une intégrale multiple d'ordre /i, étendue au continuant défini par les inégalités (2).
S. Revenons, pour plus de simplicité, aux intégrales triples. Le calcul de l'intégrale (i) se ramènera à un calcul d'intégrales simples. Effectuant d'abord la sommation en laissant :r et^ constants, et faisant tendre seulement les dz vers zéro, nous écrirons l'intégrale sous la forme
fjd^ dyjf{x,y,z) dz.
Une parallèle à l'axe des z correspondant à un système de valeurs (.r, y) rencontrera la surface en un nombre pair de points, qui pourra être variable : supposons qu'il j ait quatre points, et soient Ziy Z.2, W3, z^ les valeurs correspondantes de z{Zi <C ^2<, ''z<. ^*) qui sont, en général, des fonctions de x et y. On aura à prendre l'intégrale
Jf{x,y,z)dz,
entre z^ et ^2? puis entre z^ et z^ ; c'est en effet pour ces valeurs de z que l'on sera à l'intérieur du volume. Posons
/ f(x,y,z)dz-^ j Ax,y,z)dz = <P{Xyy),
Il nous reste à faire la sommation double
' ^{x^y)dxdy,
fS*
étendue, dans le plan des (^, y), à l'aire limitée par le contour apparent de la surface sur ce plan.
3. Le changement des variables de sommation se fera dans une intégrale triple, en suivant les mêmes principes que pour les intégrales doubles. On suppose que les trois équations
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établissent une correspondance uniforme entre un volume V rapporté aux axes {x^y,z) et un volume U rapporté à des axes (uy r, (v). Dans ces conditions, le déterminant fonctionnel
àf du
àv
EL
dw
du
du
dv
dw
est différent de zéro pour tous les points du volume U.
Pour effectuer le changement de variable, on écrira l'intégrale sous la forme
JdzJjF{x,y, z)dx dy,
et, laissant z constant, on remplacera les variables x Çi\ y par u et s;.
Pour cela, nous calculerons le déterminant fonctionnel de x et^ par rapport à f/ et ç', en considérant iv comme une fonction de ces variables satisfaisant à la relation
OÙ z est, pour le moment, une constante. Remplaçant alors l'élément dxdy par l'élément -^dudv^ nous avons l'intégrale
àw
fff
dw
dz du dv.
Laissant ensuite u et if constant, on remplace dz par ^dw, et nous obtenons l'intégrale
F{XyyjZ)Ddudvdw.
Nous n'avons pas tenu compte des signes; le produit dxdydz dans l'intégrale proposée étant positif, si nous considérons aussi dudv dw comme positif, il faut remplacer
dx dy dz par iD dudv dw^
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e étant zh i, suivant que D est positif ou négatif. Finalement on a
r rCF(x^y, z) dxdydz^ f f f^ (•^' ?» 'i')*^ ^" ^^ ^"'' la seconde intégrale étant étendue au volume U. A. Arrêtons-nous sur le cas où F = i . L'intégrale
(3) fff'^'^^'^^
étendue à V sera, par définition, le volume contenu dans la surface qui limite V. On peut la ramener à l'intégrale double
dans le cas où une parallèle à l'axe des z rencontre la surface limite en deux points seulement dont les cotes sont z^ et Z2{z^ < z^)»
L'intégrale (3) est Indépendante du système d'axes de coordonnées rectangulaires, auquel est rapportée la surface. Si l'on fait en effet un changement d'axes, les nouvelles coordonnées œ' ^ y' ^ z' sont des fonctions linéaires des anciennes, et le déterminant fonctionnel est égal à ±:i; on a donc, d'après la règle relative au changement de variables,
f f fdx dy dz = Ç Ç fdx'dy'dz'.
On aura souvent à remplacer les coordonnées rectangulaires par les coordonnées polaires p, 6, if. Les formules sont
;r = p sinô cosij;, j = p sinô sin<)/, 5 = pcos6,
et, par suite,
dx dy dz — p« sin8 d^d^ d^.
Soit, par exemple, à calculer le volume V d'une sphère de rayon R; on aura
V=/ / / p«sin6t/prfeé/tj;= ^ttR».
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II. — Cas où la fonction devient infinie ou indéterminée
5. Il a toujours été essenliellement supposé, dans tout ce qui précède, tant pour les intégrales doubles que pour les intégrales multiples, que la fonction qui figure sous le signe d'intégration restait finie et déterminée dans toute l'étendue du champ d'intégration. En prenant d'abord une intégrale double, supposons que la fonction f{oc^y) devienne infinie ou indéterminée en un point (a, b) à l'intérieur du champ d'intégration D : dans quels cas y aura-t-il lieu d'attribuer un sens à l'intégrale
f{^x,y)dxdyt
Traçons autour du point (a, 6) une petite courbe fermée y? et étendons l'intégrale précédente à la portion du domaine D extérieure à cette courbe. Si cette intégrale tend vers une limite toujours la même quand la courbe y tend vers zéro en se rapprochant indéfiniment du point (a, b) suivant une loi quelconque, on dira que l'intégrale a un sens et représente précisément cette limite. Le point (a, b) peut d'ailleurs être sur le périmètre de D : on considérera un arc y autour de ce point et à l'intérieur de ce domaine.
Soit, par^exemple, à calculer l'intégrale double
dxày
dxdy (a>o, a'>o),
V(a:,^) étant une fonction que je supposerai d'abord continue dans le rectangle d'intégration et sur son périmètre. L'intégrale se calcule immédiatement et l'on obtient
Supposons maintenant que V(x,y) soit infinie ou indéterminée pour :r = o, ^ = o. Nous détacherons du rectangle (a, al) un petit rectangle dont les côtés, suivant les axes, soient respectivement e et e'.
L'intégrale
dxdy,
Ox dy
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étendue au rectangle primitif diminué de ce petit rectangle sera, comme le donne un calcul immédiat,
Or, quand e et e' tendent vers zéro, l'expression
peut être infinie, ou avoir une limite variable avec la limite du rapport -•
C'est ce que va nous montrer un exemple très simple. Soit
Y V = arc tang- ;
nous aurons l'intégrale double
Sa valeur, pour le domaine comprenant le rectangle (a, a') diminué du rectangle (e, e') sera, en prenant les arcs tang compris
entre o et
arc tang arc tang - ,
qui dépend de la limite de -• On doit donc dire que l'intégrale (4) étendue au rectangle (a, a') n'a aucun sens.
6. Les considérations qui précèdent sont à rapprocher de la remarque faite dans le calcul des intégrales doubles, d'après laquelle on peut faire les intégrations dans un ordre arbitraire. Ce résultat suppose essentiellement que la fonction sous le signe d'intégration reste finie et bien déterminée. Prenons, par exemple, sans précaution, l'intégrale
On peut la calculer en sommant d'abord par rapport ky, puis
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par rapport kx. Ceci revient, dans notre calcul précédent, à poser £'= a', puis à faire tendre e vers zéro. L'intégrale, ainsi calculée, sera donc égale à
a' 71 arc tang •
Au contraire, faisons d'abord la sommation par rapport à x, puis par rapport ky. Ceci revient à faire e = a et à faire tendre s' vers zéro ; ce qui nous donne
a' arc tang — -
Les deux valeurs ainsi trouvées sont inégales.
7. Pour les intégrales triples, on peut évidemment développer des considérations analogues.
Si, par exemple, la fonction devient infinie en un point, il faudra isoler ce point par un petit volume le comprenant, et étudier ensuite la limite de l'intégrale quand ce volume tend vers zéro. Soit, par exemple, l'intégrale
dx dy dz
étendue à un volume V comprenant l'origine à son intérieur. Doit-on attribuer un sens à cette intégrale? L'emploi des coordonnées polaires nous permet de répondre immédiatement : l'intégrale devient
p sin6 t/p rfO d^^
ni'
et toute difficulté a disparu; l'intégrale aura un sens.
Des circonstances un peu différentes peuvent encore se présenter; la fonction sous le signe d'intégration pourrait devenir infinie ou indéterminée, non seulement en des points isolés, mais le long de certaines lignes ou de certaines surfaces. On isolera toujours les singularités, soit par une sorte de tube entourant la ligne singulière, soit par deux surfaces infiniment rapprochées de la surface singulière.
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III. — Quelques formules relatives aux intégrales triples
8. Soient A, B, G trois fonctions de x^ y^ z continues, ainsi que leurs dérivées partielles; j'envisage l'intégrale triple, étendue à un volume V limité par la surface S,
nous nous proposons de montrer qu'on peut la remplacer par une intégrale de surface.
Prenons, en effet, le premier terme
Pour simplifier, supposons la surface seulement rencontrée en deux points par une parallèle à l'axe des x \ soient X\ et Xo {x^ < x^ les abscisses de ces points pour une valeur donnée dey et ^ : nous les appellerons le point un et le point deux. L'intégrale triple sera égale à l'intégrale double
(5) J J [A{xt, jr, z) -^ A(xi, y, z)] dy dz.
celle intégrale double étant étendue au contour apparent de la surface sur le plan des yz. Considérons, d'autre part, l'intégrale de surface
A{x,yz)dydz,
II
prise sur le côté extérieur de la surface S. Cette intégrale de surface n'est autre chose que l'intégrale (5) ; car, pour le point un^ la normale extérieui*e à la surface fait un angle obtus avec l'axe des 07, tandis qu'elle fait un angle aigu pour le point deux. Nous aurons de la même manière
fjff^d.dyd.=fjcdyd., les intégrales dans les seconds membres étant encore des intégrales
l52 INTÉGRALES SIMPLES ET MULTIPLES.
de surface étendues au côlé extérieur de la surface S. De là résulte la formule importante et absolument générale que nous voulions obtenir
= Ç j{S.dy dz-{-Bdzdx-¥-Cdx dy).
9. La formule précédente permet de résoudre très simplement le problème suivant déjà traité : Quelle est la condition pour qiHune intégrale de surface ne dépende que du contour limitant la surface sur laquelle on intègre? Nous avons vu que cette question revient à déterminer la condition pour que l'intégrale
/ / h. dy dz -^r h dz dx -\- Q» dx dy.
prise le long de toute surface fermée, soit nulle. On a, par suite, en se reportant à la formule (6),
cette intégrale étant étendue à un volume quelconque, ce qui
exige
dk dB dC dx dy oz
Une autre application de la formule (6) s'obtient en faisant
A = 37, B=j, G = 2, ce qui donne
/ / j dx dy dz = - j 1 x dy dz -^ y dz dx -\- z dx dy.
On peut, par conséquent, exprimer le volume limité par une surface fermée sous forme d'intégrale double -étendue à cette surface, et ce résultat est à rapprocher de l'expression d'une aire plane à l'aide d'une intégrale curviligne.
La formule (6) va nous donner une relation célèbre
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connue sous le nom de théorème de Green, Envisageons l'intégrale
U et V étant deux fonctions continues dans un volume limité par une surface fermée S. De l'identilé
dx dx ~ âx \ dx / ox^ '
et des identités analogues obtenues en remplaçant successivement X par j^ et >3, on déduit, en posant AV = —^ -h — ^ -4- —^ >
U AV dx dy dz
La formule (6) permet de remplacer la première de ces intégrales par rintégrale de surface
IMi
cosa -f- — cosp -h -^ cosy) «ï,
en introduisant les angles a, ^, y faits par la direction de la normale extérieure à la surface avec les axes de coordonnées. Nous aurons donc
I = / / U f ^ cosa -{- -r- cos^ -{- — cos^j d<j — I j j l] ^\ dxdy dz,
La quantité entre crochets dans Tintégrale double peut être écrite sous une forme plus condensée, en introduisant la dérivée dans le sens de la normale. Nous appellerons, d'une manière générale, dérivée d'une fonction V en un point A(j?, y, 5), dans la direction A/i menée par le point A, la limite du rapport de l'accroissement de la fonction, quand on passe du point A à un poiut infiniment voisin A' sur la direction A/i, à la distance positive AA'=rf/i : on désigne cette dérivée par^« Soient a, p, y les cosinus directeurs de la demi-droite A/i; on a évidemment
-r- cosa H- -r- COS P -f- T- COSY.
dx dy ^ dz *
dV
_àWcLr^
dy.
d\ dz
dn
'^ dx dn ' dy
dn-^
dz
Tn
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En chaque point de la surface S, introduisons la dérivée de V par rapport à la normale extérieure au volume que limite S, la valeur de I devient
formule intéressante en elle-même, mais surtout en ce qu'elle nous donne de suite, en permutant U et V et retranchant, la relation
Si nous voulons introduire les dérivées dans la direction de la normale intérieure à la surface, il suffira de changer le signe du premier terme, et l'on aura la formule définitive, dhe formule de Green,
Cette formule est générale; elle a lieu quel que soit le nombre des surfaces qui limitent le volume. II importe seulement, dans
son application, de prendre toujours les dérivées -7-^ -j- dans le
sens de la normale intérieure au volume que Von étudie. Si, par exemple, nous considérons l'espace compris entre deux sphères concentriques, l'intégrale double qui figure dans la formule de Green se composera d'une somme de deux intégrales. Pour la sphère extérieure les dérivées devront être prises daiis le sens de la normale inlérieure à la sphère qui est en même temps la normale intérieure au volume étudié; pour la sphère intérieure, au contraire, les dérivées devront être prises dans le sens de la normale extérieure à cette sphère, qui est le sens de la normale intérieure au volume compris entre les deux sphères.
CHAPITRE VI
I. — Formule fondamentale. Énoncé du principe de Dirichlet. i . L'équation suivante
qu'an peut appeler V équation de Laplace, joue dans plusieurs théories un rôle très important, et nous aurons, dans ce Livre même, l'occasion de la rencontrer en étudiant la théorie de l'al- Iraction. Nous allons, comme application des transformations générales faites sur les intégrales multiples, étudier les principales propriétés des fonctions satisfaisant à cette équation.
Une première relation nous sera de suite fournie par l'application du théorème de Green.
Désignons par U et V deux fonctions continues, ainsi que leurs dérivées partielles des deux premiers ordres, dans un volume limité par une ou plusieurs surfaces. La formule de Green nous
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donne immédiatement, si U et V satisfont àTéquation de Laplace,
et celte intégrale pourra être une somme d'intégrales prises comme il a été dit plus haut, si le volume envisagé est limité par plusieurs surfaces.
Avant de déduire une conséquence fondamentale de celte formule, faisons quelques remarques :
D'abord, si l'on fait dans la formule précédente U = i , on aura
(2) ff^d. = o.
dn
Ainsi, si une fonction continue Y satisfait à l'équation A V = o, l'intégrale (2), prise pour toute surface fermée, est nulle.
En second lieu, une solution particulière de l'équation de Laplace nous est donnée par
rt, t, c désignant trois constantes arbitraires ; c'est ce qui se vérifie immédiatement.
Enfin, en désignant d'une manière générale par P le point de coordonnées x,^, 5, par A le point (a, è, c), et par P/i une droite
menée par le point P, cherchons quelle sera la dérivée de - dans
cette direction. On aura
I dr
dn r* dn
Or
r» = (a? — a)*-H(7 — b)^-^{z — c)K Par suite,
dr dx . i^^ày , .dz
d'où
dr , ^
en désignant par (r, n) l'angle fait par la direction PA avec la direction P/i. On a donc
cos(r, n)
•il
dn
2. Ces remarques faites, soit V une solution quelconque de Fëquation AV = o, continue dans un volume limité par une ou plusieurs surfaces S; considérons la fonction
le point A(a, 6, c) étant à Yintérieur du volume.
La formule (i) n'est pas applicable aux deux fonctions - et V,
puisque la première n'est pas continue dans le volume que nous étudions; mais décrivons autour de A une sphère et envisageons le volume compris dans le volume initial et extérieur à cette sphère 2. Nous pourrons alors appliquer la formule (i) qui s'écrira
J J \r dn du) "^J^J \r dn dn
dj — o.
La première intégrale est étendue aux surfaces S limitant le volume, et la seconde à la sphère 2. Les dérivées qui figurent dans cette dernière sont prises dans la direction de la normale extérieure à la sphère ; si nous les supposons prises sur la normale intérieure à la sphère, nous devrons changer le signe de l'intégrale et écrire
La première intégrale ne doit pas dépendre du rajon de la sphère S; elle a une valeur très simple que nous allons calculer. Tout d'abord, r étant constant sur S, le premier terme de cette intégrale est égal à
et par suite est nul, d'après ce que nous avons dit (§ 1).
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Le premier membre de (3) se réduit donc à
puisque, sur la sphère, cos(r, /?)= i.
Soient, d'aulre part, sur la sphère S de rayon r, M et m le maximum et le minimum de la fonction V, l'intégrale double
fp
dri
sera comprise en ire M. 4^/'^ et m.4'nr^. L'inlégrale (4) sera donc comprise entre
— ÎTlM et
■ ^-Km,
Mais le rayon r est arbitraire et peut tendre vers zéro; M et m diffèrent donc aussi peu qu'on veut de V(a, b ,c), et l'expression (4), d'ailleurs indépendante du rayon de la sphère S, a pour valeur
— 4irV(rt, à, c), ce qui nous conduit à X^^ formule fondamentale
qui fait connaître la valeur de V en un point quelconque (flr, 6, c) de l'intérieur du volume, en fonction des valeurs de V et de ^ sur la surface.
On peut donner une formule analogue pour le cas où la fonction V satisferait à l'équation de Laplace en dehors de la surface S ; mais, ici, il est nécessaire de faire une hypothèse sur la manière dont V et ses dérivées du premier ordre se comportent à l'infini. Nous supposerons que, pour (^,y, z) très grand, on ait
dx
et
àz
(^i_^^J_^;ïî= Rl)^
M désignant un nombre fixe.
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Ceci posé, décrivons, de l'origine comme centre, une sphère 2' de rayon très grand R : le point A sera compris entre la surface S et cette sphère; nous considérons toujours la sphère S de rayon r, ayant pour centre A. Appliquons la formule de Green à l'espace limité par les surfaces S, S et S'. Faisant de suite tendre /• vers zéro, nous aurons, en raisonnant comme plus haut,
La seconde intégrale est égale à zéro. En effet, elle peut s'écrire, en employant sur la sphère S' les coordonnées polaires ô et 'i,
Or — est très voisin de l'unité, V tend vers zéro et -r- a une
valeur absolue moindre que -^ • Celte intégrale est donc moindre
en valeur absolue qu'une quantité donnée quelconque, quand le rayon R augmente indéfiniment. Or elle a une valeur indépendante de R : elle est rigoureusement nulle. Nous avons donc la formule
les dérivées étant ici prises sur la normale extérieure à la surface.
3. Appliquons la formule (5) au cas très particulier où la surface S se réduit à une sphère 2, de centre (a, 6, c) et de rayon R; elle se réduira, d'après le calcul fait plus haut, à
Nous allons en tirer avec Gauss un théorème de la plus haute importance : Sh f
Une fonction V(i^^y, z) continue dans le voisinage d'un
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point (a, b, c), ainsi que ses dérivées partielles des deux pre^ miers ordres, et satisfaisant à l'équation
AV = o
ne peut avoir au point (a, 6, c) ni maximum ni minimum.
Supposons en effet que la fonction V possède en ce point un maximum ; en prenant R assez petit, on aura, pour tout point de
la sphère S,
cette inégalité excluant Tégalité, d'où nous concluons, en mulliat par ^^ et intégrant,
^//vrf,<V(a,*,c),
inégalité absurde, puisque les deux membres sont précisément égaux.
On démontrerait de la même manière que la fonction \ (j:,y, :;) ne peut avoir de minimum.
4. Une conséquence immédiate de l'impossibilité d'un maximum ou d'un minimum est le théorème suivant :
Une peut exister deux fonctions V, satisfaisant à U équation de Laplace, continues ainsi que leurs dérivées partielles des deux premiers ordres à Vintérieur d^une surface, et prenant sur cette surface les mêmes valeurs.
Supposons en effet qu'il existe deux telles fonctions, leur différence W satisfera à l'équation
et s'annulera sur la surface. Elle devrait donc avoir à l'intérieur soit un maximum, soit un minimum, ce qui est en contradiction avec le théorème que nous venons d'établir. W doit donc être identiquement nulle, c'est-à-dire que les deux fonctions considérées sont identiques.
On peut démontrer, de la même manière, qu'il ne peut exister deux fonctions V continues à V extérieur d'une surface fermée S,
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tendant vers zéro quand le point (^,^, z) s'éloigne à l'infini d'une manière quelconque, et prenant la même succession de valeurs sur la surface S. En efTet^ leur différence, s'annulant sur la surface et à l'infini, devrait avoir quelque part un maximum ou un minimum.
On voit le problème que suggère le théorème précédent : Si l'on se donne, sur une surface fermée S, une succession continue de valeurs associées chacune à un point de la surface, il ne peut exister qu'une seule fonction continue à Tintérieur de S, satisfaisant à l'équation de Laplace, et prenant sur la surface S les valeurs données. Cette solution existe-t-elle toujours y et comment peut-on la déterminer?
C'est là un problème célèbre, désigné souvent sous le nom de problème ou principe de Dirichlet, et dont nous allons maintenant nous occuper. La formule fondamentale (5) n'en donne pas la solution, puisque sous le signe d'intégration se trouve, non
seulement V, mais aussi la dérivée -7-; nous sommes assuré que les
valeurs de ces deux expressions sur la surface sont liées les unes aux autres, mais nous ne pouvons que concevoir cette dépendance. Il y a un cas cependant où un artifice permet d'éliminer la
dérivée -r-; nous allons approfondir d'abord ce cas.
II. — Problème de Dirichlet dans le cas d'une sphère
5. C'est dans le cas où la surface S se réduit à une sphère que
dW nous allons pouvoir éliminer de la formule (5) la dérivée -r--
Rappelons à cet effet une propriété élémentaire de la sphère. Soit A un point intérieur à une sphère S de rayon R et de centre O, le point conjugué A< sera sur le diamètre OA, et l'on aura
OÂ.OST = R2.
Le rapport des distances d'un point quelconque M de la sphère aux deux points A et A< est constant, et l'on a
MA _ OA
MAt ~ R '
P. - I. Il
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Si (a, 6, c) et («i , é| , C| ) désignent les coordonnées de A et A| , je poserai
r\— (ar — ai)*-+- (7— à, )5-t- (z — c, )«. La formule (5) nous donne d'abord
'^^^^'^^^ = J^J jvU
r drij
D'autre part, en appliquant la formule de Green aux fonctions V et — continues toutes deux dans S, puisque le point A| est extérieur à la sphère, on a
~ ^"^ J J \ du Ti dnj
Posons OA = / et OA, rzz /, ; puis multiplions la dernière égalité par y et retranchons-la de la précédente. Il vient ainsi,
puisque - ~ 7 T s"*^ '* sphère,
dS L'artifice précédent nous a donc permis d'éliminer -7- et d'exprimer V en un point quelconque de l'intérieur de la sphère à l'aide de ses valeurs sur la surface.
Faisons explicitement le calcul de l'expression précédente. La quantité entre crochets sous le signe d'intégration peut s'écrire
— cos(r, /i)-- y — cos(r,, n).
Soient
^ = (/-, /i) = OMA, ?i=(rt, /i) = OMAt.
Or, dans les triangles OMA et OMA|,
/* — Rî-4- r* — 2Rr cosflp, /} = R«-t- r\ — aRri cosçi.
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On formera de suite la combinaison
coscp R coscpi __ Rï— /»
~rî "" 7 ~r\~ - ~~R73~ '
CD se rappelant que //, r= R^ et — = ^•
La formule trouvée devient donc
qui pourra encore s'écrire, en mettant en évidence l'angle y formé par ÔÂ et ÔM,
(7) ^(''' ^' '')= x^Tr / / 3-
^ J J (R«~2/RcosY-f-/«)«
Si l'on introduit les coordonnées polaires (/, Ôq» ^o) du point A, et (R, 6, if) du point (^, y, z)^ on aura
cosy = cos6 cosOo-h sinO sin6ocos(i}; — t];©)»
et, si l'on veut prendre pour variables de sommation sur la sphère 8 et A, on posera
8 variant de o à tî et A de o à iiz.
Il nous faut traiter maintenant la question inverse
En supposant que la fonction V sous le signe somme soit une fonction continue V(0, i^) des angles 0 et ij^ qui fixent la position d'un point sur la sphère, les formules (6) ou (7) représentent une fonction des coordonnées a, 6, c du point A. Représentent-elles une fonction de a, 6, c satisfaisant à l'équation
et prenant la valeur V(6, A), quand le point A se rapproche du point de la sphère correspondant aux coordonnées polaires 0 et i?
Il en est bien ainsi, comme nous allons l'établir.
Tout d'abord, la fonction V(a, b\ c) définie par la formule (6)
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satisfait à Téquation de Laplace. Cela résulte immédiatement de ce que
considérée comme fonction de a, 6, c, vérifie cette équation. Le calcul ne présente aucune difficulté, si Ton ne perd pas de vue les trois relations
La dérivée seconde de l'expression précédente par rapport à a est égale à
3(Rs_/2) ,5(Rî_/2j(ût__^^î ^ }2a(a — .T)
et Ton a des expressions analogues pour les deux autres dérivées partielles 5 la somme de ces trois dérivées est identiquement nulle,
car
]ja démonstration du second point est plus délicate. Nous allons suivre une marche analogue à celle que suit M. Schwarz dans le cas de Péquation de Laplace avec deux variables (*).
7. Commençons par une remarque préliminaire. Si la fonction donnée V(6, ^) se réduit à une constante, l'unité, par exemple, il y aura certainement une fonction V satisfaisant à Téquation de Laplace et devenant égale à un en tous les points de la sphère : ce sera la fonction V(a, 6, c) = i. D'autre part, cette fonction doit être donnée par la formule (7 ); on en conclut que
2/RcosY-i-/«)*
quel que soit le point (a, 6, c) à l'intérieur de la sphère.
Ceci posé, soit A' le point où le rajon ÔA rencontre la sphère ;
(') Schwarz, Journal de Crelle, \. 74.
Qoo^^
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du point A' comme pôle, je décris un petit cercle correspondant à Tare trigonométrique 8. Ce petit cercle divise la sphère en deux calottes c et C dont l'une, c, comprend le point A'. Partageons rintégrale (7) en deux parties : Tune relative à la calotte c, Taulre à la calotte C, Puisque la fonction V (9, à) est continue, on pourra, étant donné à l'avance un nombre e aussi petit qu'on voudra, choisir 8 assez petit pour que la différence des valeurs de V (6, ^) correspondant à deux points q^uelconques situés sur la calotte c soit inférieure en valeur absolue à e.
Prenons maintenant sur la sphère un point fixe P, tel que l'arc PA' soit moindre que 8. J'écris l'intégrale (7), en désignant par Vp la valeur de V (6, A) au point P, sous la forme
Vp r r (R'— /«)^g 1 r /^(R«— ^^)(v-- Vp)rfg
^^^ J J (R'-a/RcosY-i-/*)» ^'^^^ J J (R«-2/RcosY-+-/«)'
le premier terme se réduira à Vp d'après la remarque faite précédemment; nous allons chercher une limite supérieure delà valeur absolue du second.
Partageons ce second terme en deux parties, le champ d'intégration étant, pour l'une, la calotte c, pour l'autre, la calotte C. Puisque sur la calotte c on a | V — Vp I <£, la première partie a une valeur absolue inférieure à l'intégrale
(R* — /2)rf(T
4^Ry J (R._./R
cosy -H /*)'
étendue à c, et, à plus ^forte raison, inférieure à cette intégrale étendue à la sphère entière; elle est donc moindre que e en valeur absolue.
Passons à la seconde partie; on aura, quand M est sur la calotte C,
R«— a/R cosY -+-/*> 2/R(i — coso),
puisque cosy <; cosS. Si nous désignons par g le maximum delà valeur absolue de V (0, tl), notre seconde partie aura donc une valeur absolue moindre que
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moindre, par conséquent, que
[2/R(i — cos8)]«
Or on peut prendre / suffisamment voisin de R pour que ce terme soit aussi voisin de zéro qu'on voudra : il en résulte que, quand le point A, à l'intérieur de la sphère, tend d'une manière quelconque vers le point P, la fonction V (a, 6, c) tend vers Vp. On a, en effet, d'après ce qui précède,
|V(a,6.c)-V..l<e-*-MœZli!L; [2/R(i — cos8)]«
e étant donné à l'avance aussi petit qu'on veut et / élant très voisin de R.
Le problème de Dirichlet est donc complètement résolu pour le cas de la sphère; on peut se donner arbitrairement la fonction V sur la surface, en la supposant seulement fonction continue des paramètres 6 e^ <1. La formule (7) donne l'intégrale de l'équation de Laplace, continue à l'intérieur et prenant les valeurs indiquées sur la surface.
8. Avant de passer à un cas plus général, démontrons un théorème d'une application fréquente et qui se déduit immédiatement de la formule (G) :
Si une fonction V(x, y, z) satisfaisant à Inéquation do Laplace est continue pour toute valeur finie de x,y, et z, et si sa valeur absolue est, quelles que soient les valeurs de ces variables, inférieure à un nombre fixe M, cette fonction doit se réduire il une constante.
De l'origine comme centre, avec un rayon R, décrivons une sphère et appliquons la formule (6) pour l'origine O et le point intérieur A; nous avons, Vo et Va désignant les valeurs de V en O et A,
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et, par suite,
Or supposons que le rayon R soil très grand; on a toujours,
par hypothèse, | V 1 <C M; mais - sera évidemment très voisin de
l'unité pour tous les points de la sphère, puisque le point A reste fixe. La fraction
sera donc aussi très voisine de Tuni té. Il en résulte que la différence Vq — Vj^ a une valeur absolue moindre que loute quantité donnée ; or c'est une quantité fixe : elle est donc rigoureusement nulle. On a ainsi
Va-Vo.
La fonction V en un point arbitraire A a la même valeur qu'à l'origine; elle est constante, comme nous voulions l'établir.
III. — Sur une généralisation de l'intégrale de Gauss
9. Dans un Chapitre précédent (Chap, IV, § 22), nous avons considéré l'intégrale de Gauss
(8) Jp^^d,
étendue à une surCace fermée, r désignant la distance d'un point fixe A à un point M de l'élément variable rfo- de la surface, et l'angle (r, /i), que nous désignerons maintenant par «p, représentant l'angle de la direction MA avec la normal^ intérieure à la surface au point M. Nous avons démontré que cette intégrale était égale à ^t. quand le point A était intérieur à la surface, et à zéro quand il est extérieur. Dans tout ce qui va suivre, nous supposerons que ia surface donnée S est une surface convexe, ayant en chaque point un plan tangent déterminé : c'est le cas pour lequel nous traiterons, dans la Section suivante, le problème général de Dirichlet;
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C0SC5 est alors toujours positif quand le point est à Tintérieur ou sur la surface.
Dans ces conditions, nous voyons de suite quelle sera la valeur de l'intégrale (8) en tout point de la surface. Elle est égale à 27:, puisqu'elle représente la somme des ouvertures, évaluées sur la sphère de rayon un^ des angles solides sous lesquels, du point A, on voit les éléments rfo* sur la surface. Cette somme correspondra donc à une demi-sphère, quand le point est sur la surface, c'est-à-dire vaudra 211. L'intégrale de Gauss, considérée comme fonction des coordonnées (a, è, c)'du point A, est donc une fonction discontinue de (a, by c) quand A traverse la surface. Elle est égale à ^tz^ quand le point est à l'intérieur, égale à 21:, quand il est sur la surface, et à zéro, quand il est à l'extérieur.
Envisageons maintenant, d'une manière plus générale, l'intégrale
OÙ [Ji désigne une fonction continue des paramètres qui fixent la position d'un point sur la surface S. Cette intégrale V, considérée comme fonction de (a, 6, c), satisfait à l'équation deLaplace; elle est une fonction continue, ainsi que ses dérivées partielles, quand le point A est à l'intérieur ou à l'extérieur de la surface ; elle éprouvera une discontinuité pour le passage par la surface. Pour étudier cette discontinuité, je prends un point fixe s sur la surface S, et, désignant par [x, la valeur de a en ce point, je forme la différence
VV (a, U,c) =fp-^^P- d. - ^sfp^^ d,,
qui peut encore s'écrire
ir-
Montrons que la fonction W est une fonction continue de {a, b, c) dans l'espace avoisinant le point 5.
Décrivons, à cet effet, de s comme centre, une sphère de rayon p, qui découpe sur la surface une courbe y; on peut prendre p assez petit pour que la différence jjl — [x, soit, en valeur absolue, moindre quee, quand le point de la surface, pour lequel on prend la valeur
de |JL, est inférieur à Y- Partageons alors rinlégrale en deux parties, l'une relative à Paire intérieure à y, l'autre à l'aire extérieure. La première intégrale sera, en valeur absolue, moindre que4îîe, quelle que soit la position de A dans l'espace. Quant à la seconde intégrale, elle est une fonction continue de (<7, 6, c), pourvu que ce point, quand il est dans le voisinage de la surface, reste à une distance de s inférieure à p. On peut donc trouver un rayon p' < p tel que, à l'intérieur d'une sphère ayant s pour centre et p' pour rayon, la différence des valeurs que prend W en deux points quelconques soit moindre que s; ce qui démontre la continuité de la fonction dans le voisinage de S.
Ce point établi, nous avons à distinguer : i" la valeur de V au points, nous la désignerons par V,; 2^ la limite de V(<2, 6, c) quand A Lend vers s en étant à l'intérieur de la surface, nous l'appellerons V/,; 3** la limite de V(a, 6, c) quand A tend vers s en étant à Textérieur de la surface, nous la représenterons par Y es» Le théorème précédent nous fournit immédiatement deux relations entre V,, V/„ V^,. La fonction W étant continue, nous avons l'égalité
qui exprime que la limite des valeurs W(âr, 6, c), quand A tend vers s en étant à l'intérieur de la surface, est égale à sa valeur au point s. Pareillement, nous aurons
Ainsi, on a les deux formules très importantes
lO- Voici maintenant une remarque qui nous sera très utile dans un moment.
Partageons la surface S en deux parties a et p, et soient s et 5' deux points quelconques de la surface; nous désignerons d'une manière générale par IJ l'intégrale
relative au point 5, et étendue à une portion y de la surface S.
Montrons que
est comprise entre i et A, X désignant un nombre positif fixe inférieur à un. Supposons d'abord que s et s' aient des positions déterminées sur la surface.
En premier lieu, la somme (9) est inférieure ou au plus égale à l'unité, car
En second lieu, pour montrer que cette somme est supérieure à une certaine limite positive différente de zéro, décrivons de aet / comme centres, avec un petit ravon p, des sphères découpant sur la surface deux aires S et 2/ autour de s et s'. Dans toute la portion de l'aire a extérieure à 2, la quantité toujours positive cosf, dans l'intégrale ]J, restera supérieure à un nombre m et la diistance r sera inférieure à la longueur D.
On aura donc
h ^ — îjr >
CL désignant l'aire de la partie a, et S l'aire de la portion S. De la même manière
en désignant par m et D les minima et maxima correspondant à s' et p (nous pouvons, bien entendu, prendre les mêmes valeurs pour m et D dans l'une et l'autre inégalité). Par suite, ayant :
a -h p r-r S, on conclut :
h -t- 1^ ^> jy,
La somme (9), qui est inférieure ou au plus égale à Tunité, ne descend donc pas au-dessous d'une certaine limite.
Quand s et s' se déplacent sur la surface, cette limite inférieure a certainement un minimum; nous le désignons par X, et il est manifestement compris entre zéro et un. Il existe donc un
nombre X inférieur à un, tel que l'on ait
o<X<-l(I?-.lP)^.,.
quelles que soient les positions de s et de s' sur la sur/ace.
H. La remarque précédente va nous permettre d'approfondir l'étude de l'intégrale
''-ùff^'"-
prise pour un points de la surface S.
Désignons par M et m le maximum et le minimum de jjl, et partageons la surface en deux régions a et p, telles que, dans la première, la valeur de la fonction [jl reste comprise entre M et — — '^ »
et soit comprise, dans la seconde, entre m et — — : ces régions pourront se composer de portions séparées. On aura évidemment
Vf - l"-+-/nlP
inégalités qui pourront encore s'écrire, puisque 1?-+- 1^= 2tz,
Prenons maintenant un autre point s^ sur la surface S; on aura pareillement
1 ' 4 ir *•
Donc, en retranchant membre à membre la seconde des inégalités (i i) de la première des inégalités (lo).
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et, par suite, en introduisant la quantité X du paragraphe précédent,
ou enfin, en posant i — 5^ = p, 011 a, quelles que soient les positions des points s et s^ sur la surface,
p désignant un nombre positif fixe plus petit que r unité.
Cet important théorème est dû à M. Neumann (* ) qui en a fait la base de sa méthode de la moyenne arithmétique pour la solution du principe de Dirichlet. Nous nous sommes borné au cas où la surface convexe a, en chaque point, un plan tangent; Téminent géomètre se place dans des circonstances un peu plus générales, qu'il serait trop long d'examiner ici (^).
Voici une conséquence immédiate de l'inégalité (12) : si M| et m^ désignent le maximum et le minimum de V, sur S, on aura
IV. — Problème de Dirichlet pour une surface convexe
méthode.
12. On doit à M. Neumann une méthode remarquable pour résoudre le problème de Dirichlet, dans le cas très étendu où la surface est rencontrée seulement en deux points par une droite et où, suivant l'expression de l'auteur, elle n'est pas biétoilée, c'està-dire que tous les plans tangents ne vont pas passer par deux points fixes (tel serait le cas d'un cube).
Nous nous bornerons ici aux surfaces convexes, considérées dans la Section précédente, pour lesquelles il existe en chaque point un plan tangent déterminé. Nous suivrons une méthode indiquée par Kirchhoff et publiée par les soins de M™* Kowalewsky dans les Acta mathematica (t. XIV, p. 179). Au fond, l'analyse
(*) K. Neumann, Untersuchungen ûber dos logarithmische und newtonische Potential. Leipzig, 1877.
(') On pourra encore consulter sur ce sujet l'excelleote Thèse de M. Riquier sur Textension à l'hyperespace de la méthode de M. Neumann (Paris, Hermann,
ÉQUATION DE LAPLACE. lyS
de Kîrchhoff n'est pas diflérente de celle de M. Neumann : nous Texposerons, en la rattachant à Tinégallté fondamentale de ce savant auteur.
Soit une fonction continue U définie sur la surface convexe S ; en désignant toujours par Ujla valeur de la fonction U au points, je forme l'intégrale
U'(a, b,c)--^- ±.Jp^-{{} - Vs)d^.
Celte intégrale représente, comme nous Tavons vu (§9), une fonction continue de a, 6, c àrextérieur et à Tintérieurde S, dans l'espace avoisinant le point s. Lorsque le point («, b^ c) est au points, elle a une valeur déterminée Uj. L'ensemble de ces valeurs, quand le point s se déplace sur la surface S, définit une fonction U* sur cette surface.
Formons de même l'intégrale
U=(a, 6,0)--:. ^^jy^^-(Ui-Ui)e/(i,
qui permettra de définir une nouvelle fonction U^ sur S, au moyen des valeurs telles que U,^; et ainsi de suite. Nous posons, d'une manière générale,
Celle intégrale donne U^', d'où la définition de U" sur la surface S.
Soient M et m le maximum et le minimum de U, M^ et m,, les maxima et minima de U"; on aura (§ H), puisque U — U, est compris entre M — m et m -- M, valeurs dont la différence vaut
Ml — mi<(M — /n)p,
el, par suite, de proche en proche
Mrt— /n„<{M — /n;p'*.
43. Ce point établi, cherchons une limite pour les fonctions U elles-mêmes. Nous avons vu précédemment (§ 9), que U^ est la
limite vers laquelle tend Tintégrale
quand le point (a, 6, c), supposé extérieur à la surface S, se rapproche indéfiniment du point s.
Or, si nous envisageons cette intégrale pour un point extérieur E, il est facile de trouver pour sa valeur absolue une limite supérieure. En effet, considérons le cône circonscrit à la surface ayant pour sommet E; la courbe de contact partage la surface en deux parties. Pour Tune, cos© est positif, et, pour l'autre, il est négatif. D'ailleurs les intégrales
étendues à Tune et Tautre, sont égales, au signe près : leur valeur absolue représente Tangle solide Q sous lequel, du point E, on voit la surface. Si donc nous appelons toujours M„_t et /??„_< le maximum et le minimum de U""*, l'intégrale
- Uf^"-""
prise pour le point extérieur E, aura une valeur absolue moindre que
car, pour trouver ces valeurs extrêmes, nous prenons le maximum de U"""* dans la région où cos<p est négatif, et son minimum dans la région où il est positif. Quand E tend vers 5, û tend vers a-rc. Nous avons donc
et, par cooséqueol, d'après l'intégrale du § 12,
De là se tire la conséquence suivante : La série
fst convergente sur la sur/ace S.
Ses termes sont moindres, en effet, en valeur absolue que ceux d'une progression géométrique décroissante.
14. Nous sommes maintenant en mesure de résoudre le problème de Dirichlet, pour une surface convexe S. Soit U la fonction faisant connaître la succession des valeurs que doit prendre, snr S, l'intégrale V de l'équation de Laplace. Nous formons, comme plus haut a série
Aous allons établir que C intégrale
résout le problème de Dirichlet, c'est-à-dire qu^elle satisfait à V équation de Laplace et que V(«, 6, c) tend vers Uj, quand le point (a, b, c) intérieur à S tend vers le point s de cette surface.
Le premier point est évident. Pour démontrer le second, formons la différence
* iJ — ^ esj
en adoptant les notations du § 9 : on aura
Or nous voulons établir que ¥,>= U,; il faut donc montrer
que
-V,,= Uj-i-UJ-4-...--U?-h....
Nous avons vu que l'on peut écrire l'intégrale étant prise pour un point infiniment voisin de s en
dehors de la surface : il en résulte que
l'intégrale étant prise dans les mêmes conditions, égalité qui revient à
Uj -+- U| -4- UJ H-. . .-4- U? -+-. . .-- Ve,,
comme il fallait le démontrer. Nous avons donc
la fonction V(a, b, c) tend vers Us quand le point (a^b^c)tend vers 5, en restant à l^ intérieur de la surface.
13. Le problème de Dirichlet est ainsi complètement résolu pour le cas d'une surface convexe. Diverses méthodes permettent, dans des cas étendus, de passer d'un contour convexe à un contour plus compliqué: nous aurons l'occasion de les étudier dans la théorie des équations aux dérivées partielles.
M. Poincaré adonné une remarquable méthode pour traiter le problème de Dirichlet. Cette méthode très générale, d\le méthode du balayage, suppose seulement que le plan tangent à la surface en chaque point soit déterminé, saufen un nombre limité de points coniques ordinaires {American Journal ofMathematics, t. XII).
L'extension de la méthode de Neumann à des cas plus généraux a fait aussi récemment l'objet de nombreuses recherches. A cet égard le Mémoire de M. Poincaré [La méthode de Neumann et le problème de Dirichlet (Acta mathematica, t. XX)] est fondamental. On consultera aussi les articles de M. StekloiTetde M. A. Korn {Comptes rendus, 18981900), le Mémoire de M. LiapounofT : Sur certaines questions qui se rattachent au problème de Dirichlet (Journal de Mathématiques, 1898), l'ouvrage de M. Korn sur le potentiel (Berlin, 1899), et le Mémoire de M. Stekloff sur les Méthodes générales pour résoudre les problèmes fondamentaux de la Physique mathématique (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 2* série, t. If).
I. — Définitions et premières propriétés du potentiel
i. Nous ferons une dernière application des notions relatives aux intégrales multiples, en étudiant les propositions les plus simples de la théorie de Tattraclion. Nous n'avons pas à expliquer ici comment, dans un corps attirant, on suppose la matière répartie d'une manière continue, de telle sorte que la densité p soit une fonction continue des coordonnées (a, 6, c) d'un point variable de la masse attirante. Les trois composantes X, Y, Z de l'attraction exercée sur un point de coordonnées (jî, y^ z) sont alors
-J'ff -fjf
(b -y)pdv
(c — z)p dv
où r^z=z(x — ay-h(y — by-^(z — cy et dv = dadbdc, ces intégrales triples étant étendues à la masse attirante. X, Y, Z sont à regarder comme des fonctions de x^ y^ z. Nous allons démontrer qu'elles sont les dérivées partielles par rapport k x, y^ z d'une même fonction représentée par l'intégrale
pdç
étendue à la masse attirante et à laquelle on donne le nom de potentiel.
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2. Supposons d'abord que le point soit à l'extérieur des masses attirantes, X, Y, Z sont alors des fonctions continues de x^ y^ z, et les relations
ôz
sont
une
conséquence immédiate de Tid
entité
et des identités analogues relatives à^ et ^.
Remarquons de suite que V(^, j^, z) et ses dérivées partielles
-r— > -7— > -j- tendent vers zéro quand le point (ic, y, z) s éloigne a
l'infini d'une manière quelconque. Écrivons V sous la forme
V= 1 f f f^pdadbdc (R»r^ a?»-+-7«-i-i»).
Quand (x^ y^ z) s'éloigne à l'infini, —a l'unité pour limite; on a donc
iim VR == fffp ^« ^* de = M,
M désignant la masse attirante. La fonction Y devient donc nulle comme k-* De la même manière on écrira
Or — tend vers l'unité, ^" reste inférieur à l'unité en valeur
absolue; par suite on aura, en supposant que le point {x^y, z) s'éloigne à l'infini dans une direction faisant avec les axes des angles (a, p, y), ^
Iim ( R* -- j = — M cos a, et deux formules analogues pour -t—gI-t-'
On dit quelquefois qu'une fonction Y et ses dérivées du premier ordre s'annulent à l'infini comme un potentiel si elles sont
respectivement, pour R très grand, de l'ordre de ^ et de ^• Étudions les dérivées secondes, l'on a :
<^V a«v a«v _ En effet,
et en faisant la somme AV on obtient zéro identiquement.
On n'oubliera pas que, dans ces calculs, le point (:r, y^ z) est supposé extérieur aux masses attirantes. Les opérations que nous avons faites ne seraient plus légitimes, à cause des éléments devenant infinis, si le point était intérieur.
3. C'est ce cas que nous allons maintenant examiner. Le point A(a:, y^ z) est donc à l'intérieur de la masse attirante. On s'assure d'abord immédiatement que V, X, Y, Z n'en ont pas moins un sens parfaitement déterminé. Il suffît, en effet^ de faire usage des coordonnées polaires (r, 0, <{^) en posant
a = iF-h rsinO cos^', 6 =^-h rsinô sin^, c = ^-+-rcos6;
alors
dv = r* sin 9 dr d% d^,
et les éléments restent finis dans V, X, Y, Z pour r = o; de plus, ces fonctions sont des fonctions continues dans tout l'espace.
Nous allons montrer que les relations (2) subsistent. Détachons autour de A un petit volume. Les masses attirantes sont alors partagées en deux parties, l'une un intérieure à ce petit volume, l'autre deux extérieure et dont nous désignerons respectivement les potentiels par V| et Vj. On aura
V = V,-f-V, et aussi X = Xi-f-X,,
en décomposant la composante X en deux parties, l'une X| relative à la masse un et l'autre Xa relative à la masse deux.
On prend, dans le volume 2//i, un second point A' de coordon-
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nées {x -i- ^x^y^z); soient V, V,, Y'^ les valeurs du potentiel relatif à A' pour le volume total et les volumes un et deux. Nous avons
Aa? ùix Aa?
Or, lim-^ — — = X2, quand A^ tend vers zéro. Etudions le quotient
En désignant par r et r les distances d'un point variable du volume w/i à A et A', on a
V.-Vt A:r
et comme
-fir-êi?--^^
il s'ensuit que
Aâ7
Or
JJJ^f^- =^fjjpsm^drd%d^<ii:p^d,
Pi désignant une limite supérieure de la densité autour de A, et d la distance maxima de A à la surface limitant le volume un. Si donc D désigne la plus grande corde de cette surface, on aura
v;-Vi
Aar
<4-?iD,
et l'on peut prendre le volume un assez petit pour que D soit inférieur à toute quantité donnée. D'autre part, si ce volume est assez petit, X2 diffère de X d'aussi peu que l'on veut. Donc
Aâ7
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a une limite, et cette limite est X. Les relations
dx ^ dy ^ dz
subsistent donc pour le point intérieur,
4. Nous avons vu que la fonction V et ses dérivées partielles du premier ordre sont continues pour toute valeur de x^y el z\ il n'en est pas de même pour les dérivées du second ordre. Pour approfondir la nature de ces dérivées partielles, nous allons effectuer sur les dérivées du premier ordre la transformation employée par Riemann (Schivere, Electricitàt und Magne tis mus, Han- Dover, 1880).
Les dérivées du second ordre sont évidemment continues pour Tespace extérieur aux masses attirantes. Montrons qu'il en est de même à l'intérieur; c'est pour la surface de séparation seulement qu'il y aura une différence, au point de vue de la continuité, entre les dérivées du premier et du second ordre.
D'après ce que nous avons établi au paragraphe précédent,
da db de.
Décomposons le volume des masses attirantes en deux parties : l'un comprenant à son intérieur le point ( j;, y^z) et n'ayant aucun point commun avec la surface de séparation, l'autre formée du reste du volume.
Soient V| le potentiel dû à la première partie et V2 celui qui est dû à la seconde partie.
V2 el toutes ses dérivées partielles seront des fonctions continues de x^y^ z] nous n'avons donc à nous occuper que de Vi. Nous supposerons que p ait des dérivées partielles du premier ordre par rapport à a, 6, c, à l'intérieur du volume des masses attirantes. Nous ne faisons aucune hypothèse à cet égard pour la surface même; c'est pourquoi nous avons fait la décomposition en volumes un et deux. En intégrant par parties, on pourra
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écrire
ôx
=fft cos« rf, -h///^ % da db de,
a désignant l'angle de la normale intérieure avec Taxe des x.
L'intégrale double est étendue à la surface S limitant le volume w/i, et rintégrale triple à ce volume lui-même. Sous cette forme,
on voit que — ^ aura des dérivées partielles du premier ordre,
puisque Tintégrale triple, qui figure dans son expression, est un potentiel, la distribution de la matière correspondant seulement à
la densité -p au lieu de correspondre à la densité p. Il en résulte
que les dérwées secondes de la fonction V(j:, j^, z) sont continues à l' intérieur des masses attirantes. Nous allons voir dans un moment qu'elles sont discontinues pour le passage à la surface de séparation.
II. — Formule de Poisson. — Propriétés caractéristiques du potentiel. — Attraction d'un ellipsoïde.
5. Nous avons vu que, pour un point extérieur aux masses attirantes, on a
AV = o.
Si le point est intérieur, on a, p étant la densité au point [x^ y^ z) pour lequel on prend le potentiel,
AV = — 47rp,
formule célèbre due à Poisson, et que nous nous proposons maintenant d'établir.
Reprenons le potentiel V<, du § 4; on a
AV=AV
puisque AV2=o, le point {x^y^z) étant extérieur au volume auquel se rapporte le potentiel Va. Or
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par suite,
)a seconde intégrale ayant un sens parfaitement déterminé. On peut encore écrire, en remarquant que -j- = — -r— >
et, par suite,
Or appliquons la formule préliminaire de Green (§ 10, Chap. V) au volume limité par la surface S du volume un, qui ne contient aucun point de la surface de séparation, et par une petite sphère oayant pour centre le point (^, y, z); il viendra
/ / I \ ^J: ^^ JH ^^ Jt)
J J J \daàa'^dbdb'^ôcdcj
da db de
Pw^^^'»
puisque - satisfait à Téquation de Laplace.
La première intégrale double est étendue à la surface S et la seconde à la sphère o-; dans cette dernière, la direction de la normale correspond à Textérieur de la sphère. Mais nous avons déjà calculé cette dernière intégrale : on a
/• f di
quand le rayon de la sphère d tend vers zéro.
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Revenant donc à l'expression de AV|, nous voyons que
AVi^ — 4itp et, par suite,
AV=:.-47rp,
p étant la densité au point {x^y^z) pour lequel on prend le potentiel.
6. Du théorème précédent on peut conclure la valeur trouvée par Gauss de Cintégrale
étendue à une surface fermée quelconque S, la dérivée -r- étant
prise vers l'extérieur de la surface.
Supposons d'abord que le volume limité par cette surface fermée soit tout entier à l'intérieur des masses attirantes. Les dérivées secondes étant continues, on peut appliquer la formule de Green, qui donne
et, par suite.
an
M étant la portion des masses contenues à Tintérieur de S.
Cette formule est générale à cause de la continuité des dérivées du premier ordre et de ce fait que l'intégrale
ne change pas de valeur quand la surface S d'intégration se déforme sans rencontrer de masses attirantes.
Pour le montrer bien nettement, supposons d'abord que la surface S, limitant toujours un volume intérieur aux masses attirantes, ait une ou plusieurs parties communes avec la surface de séparation. La formule subsiste, car, à cause de la continuité, on peut remplacer ces parties communes par une surface intérieure infiniment voisine.
Dans le cas général, que la surface soit extérieure aux masses
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attirantes ou les coupe, on peut, sans changer la valeur de l'intégrale, remplacer les portions de S extérieures par les portions de surfaces qu'elles découpent sur la surface de séparation, et l'on est ramené alors au cas précédent.
7. La formule de Poisson montre que, en général, les dérivées secondes seront discontinues pour le passage parla surface de séparation, puisque AV passe brusquement de la valeur ^^ro à la valeur — 4'ï^?« Nous allons vérifier ce résultat dans le cas particulier d'une sphère homogène. Soit une sphère homogène de centre O et de rayon R. Calculons le potentiel dû à son attraction sur un point A placé à une distance a du centre. Désignons par M un point quelconque de la sphère à la distance /' du centre; soient MOA = 8, u = AM, et <J/ l'angle fait par l'azimut MOA avec un plan fixe quelconque passant par OA. Un élément de surface rdrM dans le plan MOA, en tournant autour de OA, engendre un anneau dont
le potentiel sur A est
p. 2 Tir* drsin 0 db u
Nous devons donc calculer l'intégrale double
r^ .^ T'usine é£e
Or
U* — a* -H r- — 9.ar cos 0 ;
par suite, quand r reste constant,
sin ^ dB _ du u ~ ar
Nous aurons donc l'intégrale
y^l^j^rdrjdu.
Je n'ai pas écrit les limites pour u. Nous devons, en effet, pour les fixer, distinguer le cas où le point est intérieur de celui où il est extérieur.
Soit d'abord le point extérieur. Pour une valeur de r, u variera
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entre a — r et a + r ; donc
et le potentiel sera alors égal à ^^-
Il est donc le même que si la masse attirante était concentrée au centre delà sphère.
Si le point est intérieur, nous séparerons la masse attirante en deux parties : l'une intérieure, Vautre extérieure à la sphère de rayon OA. Pour la partie intérieure, le calcul est le même que plus haut, et l'on A-izoa^ pour valeur correspondante du potentiel. Pour la partie extérieure, u varie entre r — a et r -t- a, ce qui donne le potentiel airp (R^ — a^). Donc, additionnant,
Nous avons ainsi pour le potentiel deux expressions anal jtiques différentes. On a, en désignant par ^,^, z les coordonnées de A, le centre de la sphère étant l'origine,
quand le point {x,y, 5) est à l'intérieur, et
3^pR»
quand il est à l'extérieur. Les expressions et leurs dérivées partielles du premier ordre prennent respectivement les mêmes valeurs sur la sphère de rayon R; il n'en est pas de même pour les dérivées partielles du second ordre.
8. Résumons les propriétés générales du potentiel V (^,^, 5), établies jusqu'ici. C'est une fonction continue dans tout l'espace, ainsi que ses dérivées partielles du premier ordre. Les dérivées secondes sont continues à l'intérieur et à l'extérieur des masses attirantes; la surface de séparation du milieu extérieur et des
masses attirantes sera pour elles une surface de discontinuité. Nous
avons en outre
AV = o à l'extérieur, et
AV = — 47:p
à l'intérieur des masses attirantes. De plus, V(:c,y, z) tend vers zéro quand le point (j;, y, z) s'éloigne à l'infini d'une manière quelconque.
Nous allons établir maintenant que ces propriétés sont caractéristiques-du potentiel. On suppose donc donnés un ou plusieurs volumes i' et une fonction V(a:, ^, z) satisfaisant à toutes les conditions précédentes; p est une fonction également donnée de (^,^, z) à l'intérieur de chaque volume. Montrons que :
V représentera nécessairement le potentiel en {x, y, z) dû à l'attraction d^une matière répartie dans chacun des volumes, la loi de la densité étant représentée en chaque point par la fonction p.
Les masses qui viennent d'être définies auront un potentiel V| et l'on aura
AVi = o, ou AVi = — 4''^P»
suivant que {x^y^ z) sera à l'extérieur ou à l'intérieur. Par suite
que le point soit à l'intérieur ou à l'extérieur des volumes v. Nous avons donc une fonction
continue dans tout l'espace, ainsi que ses dérivées partielles du premier ordre. Nous savons qu'elle a des dérivées secondes continues et qu'elle satisfait à Téquation de Laplace en tous les points de l'espace, en exceptant seulement les surfaces E limitant les volumes V. De plus, U s'annule à l'infini.
Il est facile d'établir que les surf aces fermées E ne peuvent être pour les dérivées secondes des surfaces de discontinuité et que l'équation AU = o sera encore vérifiée pour les points de ces surfaces. Considérons, à cet effet, une surface quelconque S comprenant à son intérieur une de ces surfaces E, et deux autres surfaces
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E' et E" très voisines de E, Tune extérieure et l'autre intérieure à E. Soit M un point de Tespace compris entre S et E'; nous avons
".=^//(4-:s)--à//(4'-js)
rfcr,
les dérivées étant prises dans les deux cas dans le sens des normales intérieures aux surfaces géométriques S et E'. D'ailleurs (Ch.VI,§l)
JA
r dnj
par suite, on peut écrire
^ ^T^ J J \ dn r dnj ^r. J J \ dn r dn
^T^ J J \ dn r dn
mais, puisque E' et E" sont très voisines l'une de l'autre, les deux dernières intégrales, où ne figurent que U et ses dérivées premières supposées continues même pour les points de la surface E, seront très peu différentes l'une de l'autre. Comme d'ailleurs leur différence est constante, elle doit être rigoureusement nulle. Donc
Si le point M est à l'intérieur de E, des calculs analogues établissent que U^ est donnée par la même formule. Mais la fonction U du point M, donnée par cette formule, est continue, ainsi que ses dérivées du premier et du second ordre, pour tous les points à l'intérieur de S. La surface E n'est donc pas une surface de singularités, et l'on a, même pour les points de E, AU = o. C'est ce que nous voulions démontrer.
Revenant alors à la fonction U, nous voyons que U et ses dérivées du premier et du second ordre sont continues dans tout l'espace, et de plus on a toujours
AU = o.
Donc d'après le théorème du § 8 (Ch. VI), U se réduit à une constante qui ne pourra être que zéro, puisque la fonction devient nulle à rinfini. Nous avons alors
V = V„ et la fonction V coïncide avec le potentiel Vi.
9. D'après le théorème précédent, on connaîtra le potentiel dû à l'attraction d'un corps, si l'on a pu déterminer une fonction V satisfaisant à toutes les conditions précédentes. C'est ce qu'a fait Dirichlet dans un de ses Mémoires pour le cas de l'ellipsoïde (*). Soit l'ellipsoïde représenté par l'équation
Supposons-le rempli d'une matière homogène de densité p. Nous allons former a />riort une fonction V(^, y^ z), qui jouira des propriétés indiquées et devra, par suite, représenter le potentiel dû à l'attraction de cet ellipsoïde.
On sait que, si l'on considère l'équation en u,
rpt yi ^2
^ ^ a^-^u b^-hu c^-i-u ^ ^'
elle a trois racines réelles comprises entre — a^ et — 6*, — b'^ et — c*, — c^ et -f-oo.
Si le point {x^y^ z) est à l'extérieur de l'ellipsoïde, la racine supérieure à — c^ est positive. Nous allons désigner par u une fonction de x, y^ z qui sera nulle quand ce point sera à l'intérieur de l'ellipsoïde, et sera égale à la racine positive de l'équation (3) quand il sera à l'exlérieur.
( « ) Journal de Crelle, t. 32.
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Dans ces conditions formons l'intégrale
arî y^
V est une fonction àe x^ y el z : elle représente, nous allons rétablir, le potentiel dû à Tattraction de Tellipsoïde.
Cette fonction est d'abord évidemment continue dans tout l'espace et s'annule à l'infini. La règle de difierentiation sous le signe d'intégration donne de suite, si le point est extérieur,
dW , / a«-f-X
= Ttabcp
(ar* y^ «* \ du
a'4-M 6' -4- a c^-i-u/dx
— Tzabcp-
ou
: — aï
iTzabcpx f
La même formule convient pour le cas où le point est à l'intérieur, en prenant alors, comme nous l'avons dit, u= o. Cette dérivée est continue dans tout l'espace.
Passons aux dérivées secondes; on a, en supposant le point extérieur,
iTzabcp I — /
^"^^ L Ju («*-+- X)/(a*-+-X)(^^«-hA)(c«-hX)
X du
a^-h u dx
v/(a«-Ha)(6*-4- a)(c«-
et des expressions analogues pour-r-^ ®^TT'
En faisant la somme AV, on rencontre l'intégrale
J^^ U«H-X ^i-HX"^c«-+-X;^(ai_X)(^»ï-hX)(c«-t-X)'
dont la valeur est trouvée de suite égale à ^
si l'on remarque que l'intégrale indéfinie
j (a2^X"^*«-hX "^c»-+-xj V(-^t-
rfX
v/(a«-i-X)(ô«-i-X)(c«-HX)
est égale
v/(a*-hX)(*«H-X)(c«H-X) De plus
du Y du z du
a^-^ u dx 6* -f- u dy d*"^u dz '
comme on le vérifie en dérivant successivement l'équation (3) par rapport à x^y^ z, et en ajoutant après avoir multiplié respectivement ces équations dérivées par -^ , -r^ — , -; • Nous aurons
^ ^ a^-hu o*-\-u c^-^u
donc
"^ v/(a«-f-a)(^>»-hM)(cî-+-M)J °"
Le point a été supposé extérieur. Si le point est intérieur, il faut supposer — z= — =--=:oet faire m = o. On a alors de
suite
AV = - 4Trp.
La fonction V représente donc le potentiel de V attraction due à Vellipsoïde E.
III. — Attraction d'une couche superficielle; couches simples et couches doubles. Théorème de M. Bertrand.
10. Nous terminons cette étude sur l'attraction par l'examen d'un cas qui se rencontre fréquemment dans les applications. Considérons une surface fermée S, et une surface S' infiniment rapprochée de la première. Soit da un élément de S; menons la normale à cette surface en un point de l'élément d<j^ et désignons par e la longueur de cette normale comprise entre S et S'. Le cylindre ayant pour base <i(T et pour hauteur e a pour volume st/o-; si 8
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désigne la densité de la matière formant cet élément de volume, la masse de celui-ci sera
Nous poserons eS = p, et faisant tendre S' vers S, nous allons supposer que le produit eS tende pour chaque point de la surface vers une limite déterminée. Nous concentrons ainsi la masse de l'élément de volume sur l'élément de surface da; c'est une fiction analogue à celle par laquelle on concentre une masse déterminée en un point matériel. La masse attirante va donc être supposée concentrée sur la surface S, avec la densité superficielle p. 11 pourra être utile, dans certains cas, de revenir à l'origine même de cette notion.
Le potentiel dû à l'attraction d'une couche superficielle sera l'intégrale
étendue à la surface S, r désignant toujours la distance du point attiré A de coordonnées x^y^ z k l'élément rfo*. Quand le point A ne fait pas partie de la surface S, V est évidemment continue ainsi que ses dérivées partielles, et l'on a
X, Y, Z désignant les composantes de l'attraction de la couche sur A. Le potentiel V est encore parfaitement déterminé quand le point est sur la surface, et ne cesse pas d'être une fonction continue quand A traverse la surface. Pour le montrer, traçons sur la surface une petite courbe fermée y, et supposons que le pied M de la normale menée du point A à la surface tombe à l'intérieur de cette courbe. Prenons comme axe des z la droite MA, le point M étant l'origine, et deux axes rectangulaires quelconques dans le plan tangent à la surface en M. Le potentiel sera représenté par
^ dx dy \/ \ '\- p'^ -\- q'^
en posant
MA=A, ^=/,, -^q.
ATTRACTION ET POTENTIEL. igS
Nous n'avons à nous préoccuper que du potentiel dû à Tattraction de Taire limitée par y. L'intégrale précédente doit donc être étendue à la projection de cette aire sur le plan des xy ; mais cette intégrale est moindre que
p dx dy /iH- /?« H- ^«
et, par suite, en prenant les coordonnées polaires R et X dans le plan (iry), moindre que
TA^Rt/O /i -+-/?»-+- ^«,
intégrale qui sera très petite si l'aire limitée par y est très petite. Donc, quand le point A traverse la surface, le potentiel V ne cesse pas d'être une fonction continue.
Il n'en est pas de même pour les dérivées partielles, qui cessent d'avoir un sens quand le point est sur la surface. Sans m'arrêter sur cette question ( * ), je veux seulement faire connaître à ce sujet une formule essentielle qui va être très utile dans la démonstration des deux théorèmes que nous démontrerons ensuite.
H. Considérons une surface fermée S et une couche étendue sur la surface ; on la suppose telle que Valtraction, sur tout point intérieur, soit nulle. Dans ces conditions, le potentiel dû à l'attraction de cette couche sera constant à l'intérieur et, par conséquent, sur la surface S qui est dite alors surface de niveau (c'est-à-dire surface où le potentiel est constant). Soit G la valeur constante du potentiel sur S; à l'extérieur, le potentiel est
(*) La proposition fondamentale à cet égard est la suivante : Prenons pour
origine un point de la surface, pour plan (a?, jk) le plan tangent, et la normale pour
àV dV axe des z. Les composantes tangentielles — » -r— sont continues, tandis que
la composante normale -x^ tend vers deux limites différentes, suivant que le
point {Xjy,z) se rapproche de Torigine en restant d'un côté ou de l'autre de la surface. La différence des deux limites est 4''^?»» Po étant la densité à l'origine. On pourra consulter, par exemple, sur ce sujet les leçons de M. H. Poincaré sur le Potentiel newtonien.
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une fonction de la position du point {x^y^ z)el qui varie depuis la valeur G jusqu'à zéro, quand le point s'éloigne indéfiniment. Envisageons une surface de niveau S' infiniment voisine de S et un élément rf<j sur celle-ci. Par les points du contour de cet élément, menons des courbes orthogonales aux surfaces de niveau; ces courbes formeront une sorte de surface cjlindrique, et je considère le volume limité par ce petit cylindre et les deux surfaces S et S'. Appliquons à ce volume la relation générale de Gauss (§ 6)
an
Les termes de l'intégrale relatifs à la surface latérale et à l'élément d(T sont nuls, puisque le cylindre a ses génératrices normales aux surfaces de niveau et que, d'autre part, V reste constant quand on pénètre dans la surface. L'intégrale se réduit donc à
dV l'élément -j- rfo' relatif à l'élément dv' découpé sur la surface S'
par le cylindre. D'ailleurs, on a (§ 10)
M = E 8 rf(T = p d<jf et, par suite, l'égalité précédente se réduit ici à dV
dn
da' = — 4 ^p di.
Or, faisons tendre S' vers S, le rapport -^ tend vers l'unité, et
il nous reste
^~ ^Tz dn'
dV formule capitale où il faut bien entendre que -t- représente la limite de la dérivée relative à la normale extérieure pour la surface de niveau S', quand celle-ci se rapproche indéfiniment de S.
Voici une conséquence intéressante de cette formule. Supposons que l'on ait, sur la surface S, deux couches différentes n'exerçant aucune action à l'intérieur. Soient, en chaque point, p et p< les densités superficielles pour ces deux couches, V et V, les potentiels qui leur correspondent. V et V| auront chacun une valeur constante sur la surface, soit m le rapport de ces deux
constantes. Les deux potentiels
auront la même valeur sur S; ils devront donc coïncider à Textérieur(§ 8). Donc, pour chaque élément, nous avons
dn dn
et, par suite,
p = mp,.
Les deux densités sont dans le même rapport en tous les points de la surface.
Je considère maintenant une famille de surfaces
y^x^y^z) = const.,
la fonction V satisfaisant à l'équation AV= o, à l'extérieur d'un certain volume P, et s'annulant à l'infini ainsi que ses dérivées partielles comme un potentiel. On suppose, de plus, que, G variant depuis une certaine valeur y jusqu'à zéro, les surfaces
(4) V(ar,^, 4?) = G
soient des surfaces fermées, enveloppant entièrement le volume P. Prenons une de ces surfaces et étalons sur elle une couche dont la densité en chaque point soit inversement proportionnelle à la distance à la surface infiniment voisine. Nous allons établir que :
U action de cette couche, pour tout point qui lui est intérieur, est nulle, et^pour les points extérieurs, les surfaces de niveau sont les surfaces de la famille considérée.
Tout d'abord, nous pouvons prendre comme expression de la
densité
I dV
expression inversement proportionnelle à dn, puisque, quand on passe d'une surface à la surface voisine, dV est constant. Soit A un point intérieur à la surface S définie par l'équation (4), la formule de Green, appliquée au volume indéfini extérieur à celle sur-
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face, nous donne
J J \r dn ^ dnj
Or, sur la surface, V a la valeur constante C; donc
i d\ , r rpd(j
i'^JJ r dn ^ J J
Ainsi, quel que soit le point A intérieur à S, le potentiel dû à l'attraction de la couche étendue sur S est égal à la constante C. L'attraction de cette couche est donc nulle sur tout point intérieur.
Appliquons encore la formule de Green, mais en supposant le point A extérieur à S. Nous aurons
Va
^'^J J \rdn dn) ^t^J J r dn J J r
ce qui montre que le potentiel dû à l'attraction de la couche est égal, au point A, à la valeur V^ de la fonction V(^,^, z) en ce point. La famille des surfaces, dont nous sommes parti, donne donc les surfaces de niveau.
Le théorème précédent est un cas parliculier d'une proposition plus générale donnée par Green dans le Mémoire que nous avons déjà cité et retrouvée postérieurement par Chasles.
13. Des considérations géométriques ont conduit M. Bertrand à énoncer comme très vraisemblable, dans une Leçon au Collège de France, un théorème qui est, en quelque sorte, l'inverse de la question précédente. On peut établir (*) analytiquement, comme il suit, le théorème énoncé par l'éminent géomètre :
On suppose que l'on ait une famille de surfaces fermées telles que, si l'on couvre une quelconque d'entre elles d'une couche dont la densité soit en chaque point inversement proportionnelle à la
(*) E. Picard, Sur un théorème relatif à ^attraction {Comptes rendus, t. CVII; 1888). On trouvera à la suite de cet article les remarques géométriques faites par M. Bertrand.
distance à la surface infiniment voisine, l'attraction de cette couche sur tout point intérieur soit nulle. Nous allons établir que, dans ces conditions, fe^ surfaces extérieures à la couche seront pour elles des surfaces de nii^eau.
Désignons par
f{^,yy z) = \
Tune quelconque des surfaces. Si A désigne un point intérieur à S et r sa dislance à Télément variable rfo- de cette surface, la valeur de
ou de
intégrale étendue à S, ne dépend pas de la position de A; le multiplicateur de — est, en effet, dans la première intégrale j- et est
bien,' par suite, inversement proportionnel kdn. Or prenons deux surfaces S et S' (S' étant extérieur à S et correspondant à la valeur )/ du paramètre); nous pouvons dire que l'intégrale (5), étendue à la surface intérieure de S et à la surface extérieure de S', est indépendante de la position de A. Or cette intégrale, comme nous le savons, peut être remplacée par l'intégrale triple
étendue au volume compris entre S et S', laquelle est la somme de l'intégrale
et de l'intégrale
J J J \_ dx dx ày dy âz dzj
dx dy dzy
qui, d'après la formule préliminaire de Green, se réduit à
et est par suite égale à ^nQJ — à) ; car, / étant constant sur les deux surfaces d'intégration, nous sommes ramené à l'intégrale de Gauss.
De là résulte que l'intégrale (6) ne dépend pas de la position de A. Or supposons maintenant V = X -+- rfX, l'élément de volume dx dy dz se réduit à
d^d\ dfsan =
car
dn
L'intégrale (6), en supprimant le facteur dk, se réduit alors à
.fh
D'autre part, l'intégrale (5) peut aussi s'écrire
Les intégrales (7) et (8) ne dépendent donc pas de la position de A à l'intérieur de S; il en résulte que (§ II) le quotient
^^^^^ âx* dy* dz*
reste constant sur chaque surface; il est donc une fonction de
La démonstration va maintenant s'achever facilement : de la relation
on déduit immédiatement qu'il existe une fonction V de jT satis-
faisant à Téquation de Laplace. Soit, en eOet, le calcul de AV donne de suite
LVquation AV = o revient donc à
\f dp
(M'&-(Mr~ -*
et la condition nécessaire et suffisante pour qu'on puisse trouver une fonction ^ (/) vérifiant cette relation est que Ton ait l'idenlité(9).
L'équation de la famille de surfaces
peut donc se mettre sous la forme
et, par suite, nous nous trouvons ramené au théorème précédent. Toutefois une objection se présente; dans le cas actuel, nous ne savons rien sur la façon dont se comporte la fonction V (^, ^, z) à l'infini. Mais cela importe peu, si l'on a soin de modifier de la manière suivante le raisonnement fait au paragraphe précédent : Considérons deux surfaces fermées S et S',
on suppose S intérieure S'.
Soit A un point compris entre ces deux surfaces. On aura, d'après la formule classique,
pour la première intégrale, la dérivée est prise vers l'extérieur de
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la surface; elle est prise vers l'intérieur dans la seconde. Mais V étant constant sur les surfaces d'intégration, la formule précédente se réduit à
Or la seconde intégrale, celle qui est relative à la surface S', est indépendante, par hypothèse, de la position de A. Donc V^ qui, à une constante près, se réduit à
^T^JJ r dn '
représente le potentiel au point A de Faction exercée par la
couche de densité — - — j- étalée sur S. Les surfaces ^Tz an
\ {x^y, z) = const.
extérieures à la surface S sont donc les surfaces de niveau pour cette couche. C'est ce que nous voulions établir.
14. Faisons une application au cas où la famille considérée de surfaces est une famille d'ellipsoïdes homofocaux,
X^ vt z^
aî + X 6=«-4-X c»H-X
En désignant, pour des valeurs données de x^ y, ^, la plus grande racine de cette équation par à, nous devons calculer
t/{I)Ml)Mi7-
Or, en diiférentiant successivement par rapport à ^, /, Zj on
trouve immédiatement "î~> t"' j" ^^ finalement, pour l'expression précédente,
(a«4-X)« ^(6î-hX)« ^(c«-h-X)« En particulier, pour l'ellipsoïde correspondant à X = o, la loi de
la densité (en supposant celle-ci inversement proportionnelle à la distance à la surface infiniment voisine), pourra être représentée par
Je dis que pour une telle couche l'action sur un point intérieur est nulle. Pour l'établir, nous aurons recours à l'artifice suivant : Imaginons un second ellipsoïde homothétique, (Concentrique au premier et extérieur, et supposons que l'espace compris entre ces deux surfaces soit rempli d'une matière de densité constante 8. Cette masse n'exercera aucune action sur un point intérieur A. Pour le voir, il suffit de considérer un cône d'ouverture infiniment petite éŒ, ayant pour sommet le point A. On sait que deux ellipsoïdes homothétiques détachent sur une même sécante des portions égales, c'est-à-dire qu'en désignant par r^ et rj, r^ et r^ les distances respectives du point A aux points de rencontre d'une sécante, passant par ce point, avec les deux ellipsoïdes, on aura Ti — Ta = r[ — r'.^. De cette propriété résulte immédiatement que les deux masses, découpées parle cône élémentaire dans le volume attirant, exerceront sur le point A une même attraction, qui aura pour expression
0 dl. fdr = a rfZ (/«i — r,) = 8 û?! (r[ — r^ ).
Soit maintenant i -f- a le rapport de similitude des deux ellipsoïdes, a étant très petit. Appelons/? la perpendiculaire abaissée du centre sur le plan tangent à l'élément rf<j du premier ellipsoïde ; le cône ayant A pour sommet et pour base rfo- découpera dans le volume attirant un volume élémentaire égal à
CSLT poL représentera la distance de deux plans tangents correspondants dans les deux ellipsoïdes homothétiques. La masse de cet élément sera donc
et la densité superficielle sur l'ellipsoïde, comme il a été expli-
que (§ 10), sera proportionnelle à/?. Or on a
Nous retombons donc sur la couche que nous avons obtenue plus haut. Pour une telle couche, dont Faction sur un point intérieur est nulle, les sur/aces de niveau à V extérieur seront, (Taprès le théorème de M. Bertrand, des ellipsoïdes homofocaux à Vellipsoïde sur lequel est étalée la couche considérée. Cette remarquable proposition avait été obtenue par Poisson en suivant une voie tout autre.
IS. Nous venons de considérer dans les paragraphes précédents le cas d'une couche attirante étalée sur une surface : c'est le cas de la simple couche. Dans la théorie mathématique du magnétisme, on est conduit à un autre tjpe d'action superficielle qui va nous ramener à une intégrale étudiée au Chapitre précédent. Sur toutes les normales à une surface S portons d\in côté déterminé une longueur constante e; nous obtenons ainsi une surface S' parallèle à S. Considérons un point quelconque M de la surface S et le point correspondant M' de S'; soient d<i un élément de S autour de M, et d<s' l'élément correspondant de S' autour de M'. Etalons sur la surface S une couche attractive, la densité en M étant représentée par p; sur S' nous étalons une couche répulsive^ la densité en M' étant égale à p', et telle que les deux éléments rfo" et rfc' aient même masse, c'est-à-dire que
p d^ — p' dv'.
Pour un point quelconque A de l'espace, le potentiel correspondant à ces deux couches sera
fl'-l'-Sl'^'-
r et H désignant les distances de A à M et M'. Nous mettons le signe moins devant la seconde intégrale, parce que la couche sur S' repousse le point A. Supposons maintenant e très petit, et
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soit p de la rorme
[JL étant une fonction de la position de M sur la surface, indépendante de e. Le potentiel écrit plus haut deviendra
Faisons tendre e vers zéro; le quotient
devient égal à la dérivée ^ de r dans le sens de la normale n, et nous avons vu que
— =-cos(r, n).
Notre potentiel devient donc
* fjL cos ( r, /i ) <T?<x /
Nous retombons ainsi sur l'intégrale, généralisation d'une intégrale de Gauss, étudiée au Chapitre précédent. L'ensemble des deux couches que nous venons de considérer est généralement désigné sous le nom de double couche, et Tinlégrale ci-dessus est le potentiel d'une double couche. Nous n'insisterons pas davantage sur ce sujet ^ il suffira de se reporter au Chapitre précédent pour avoir les propriétés les plus importantes de ce potentiel.
IV. — Méthode de M. Robin pour la recherche d'une couche sans action sur un point intérieur.
16. Nous ferons, comme dernière application, la recherche de la couche simple étalée sur une surface convexe et sans action sur un point intérieur. D'après ce que nous avons dit plus haut (§ H), cette couche est unique si l'on fait abstraction d'un facteur constant par lequel on peut multiplier la densité en chaque point de la surface. Ce problème est du plus grand intérêt, car il revient au problème de la distribution de réleclricité. Parmi les diverses mé-
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ihodes proposées pour le résoudre, une des plus élégantes est celle de M. Robin [Comptes rendus des séances de V Académie des Sciences, t. CIV, p. i834); on suppose d'ailleurs, dans tout ce qui suit, que Vexistence de la couche a été établie, et c'est celte couche supposée existante qu'il s'agit d'obtenir. Nous allons exposer la méthode de M. Robin en démontrant d'abord une formule préliminaire, obtenue par cet auteur dans sa remarquable Thèse sur le problème de la distribution de l'électricité (*).
Nous considérons donc une couche étalée sur une surface fermée convexe et n'exerçant aucune action sur un point intérieur. En un point fixe m sur la surface, je mène la normale n et je prends sur cette droite, à V intérieur de la surface, un point m^ infiniment voisin de m. L'action exercée par la couche sur le point mi est nulle. Évaluons la composante suivant mm^ de l'action exercée par la couche sur le point m ; elle sera représentée par l'intégrale
cos ^
ir-^
dly
OÙ <p dé^gi^^ l'angle fait avec la normale mm^ par la droite joignant le point m à l'élément rfcr. (On aura soin de ne pas confondre cet angle avec celui qui a été désigné par la même lettre dans un Chapitre précédent.) L'intégrale précédente a un sens parfaitement déterminé; on s'en assure en prenant le point m pour origine et introduisant les coordonnées polaires avec lesquelles l'élément ne devient plus infini. En désignant de même par f « l'angle que fait avec mi m la droite joignant le point mt à l'élément rfc, l'intégrale
<■» ir-^'-
représentera la projection sur m^ m de l'action de la couche en m^ ; cette intégrale sera donc nulle par hypothèse. Formons la somme des intégrales (lo) et (i i); il est facile de l'évaluer. Partageons, en efiet, la surface en deux parties, dont l'une est l'aire 2 infiniment petite, découpée autour de m par une sphère de rayon infiniment petit r', ce rayon étant toutefois infiniment grand par rapport à
(•) G. Robin, Annales de l'École Normale^ 1886 (supplément).
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la distance mnix . La somme des intégrales (lo) et (i i), relatives à la portion de la surface extérieure à Taire S, est infiniment petite ; car, le rayon r' une fois fixé, Faction exercée sur m^ par cette portion de surface varie d'une manière continue quand m< se rapproche indéfiniment de m. Il reste à évaluer la somme pour Taire S. L'intégrale (lo) a évidemment une valeur infiniment petite; l'intégrale (il) représente, à un infîniment petit près, le produit par Pot de Tangle solide sous lequel on voit du point m^ l'aire S : c'est ce qu'on voit nettement en introduisant l'angle i/ fait par la normale à l'élément d^ et la droite joignant cet élément au point /7?|. L'intégrale peut s'écrire
coscpi co%^ dfs
et, si l'on appelle p^ la valeur de p au point m, cette expression
différera très peu de
r /"cosçi cos ^ d<j
Or ££iîl est très voisin de l'unité: nous sommes donc ramené à
Nous avons cette fois l'intégrale de Gauss. Le multiplicateur de pm est l'angle solide sous lequel du point m^ on voit l'aire £; il est donc très voisin de 27î, et nous arrivons enfin à la formule
puisque, comme il a été dit, l'intégrale (i i) est nulle. C'est une équation fonctionnelle à laquelle satisfait la densité p, considérée comme /onction de point sur la surface, quand cette densité correspond à une couche sans action sur un point intérieur.
Cette équation fonctionnelle définit complètement y à un facteur constant près, la densité p. Pour le voir, reprenons le raisonnement précédent, sans nous appuyer, bien entendu, sur ce que l'intégrale (ii) est nulle. De l'existence supposée de Téqualion (12), on tire précisément la conclusion que l'intégrale (1 1) est nulle ou, pour parler plus rigoureusement, qu'elle est infiniment petite si le point m^ est infiniment voisin de la surface. Ceci
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suffit à établir que p représente la densité d'une couche sans action sur un point intérieur. En effet, considérons la surface S', parallèle à la surface convexe donnée S, obtenue en portant sur la normale intérieure une longueur constante infiniment petite. En
chaque point de S', la dérivée t— du potentiel dû à la couche
étalée sur S, est infiniment petite; or on a, d'après la formule préliminaire de (ireen, où Ton fait U = V,
l'intégrale triple étant étendue au volume limité par S' et l'intégrale
double étant étendue à cette surface. Or -r— est infiniment petit;
il en sera, par suite, de même des dérivées partielles t--> t-> t"
en tous les points de Tintérieur. Ces expressions, indépendantes de la surface S\ étant aussi petites que l'on veut, sont rigoureusement nulles, et, par suite, Y est constant à l'intérieur. La couche de densité p étendue sur S est donc sans action sur un point intérieur; c'est ce que nous voulions démontrer.
Faisons encore la remarque importante que la densité p d'une couche sans action sur un point intérieur ne peut s^annuler en aucun point de la surface convexe S. C'est ce que montre l'équation fonctionnelle de M. Robin. En effet, cosy étant toujours positif, les éléments de l'intégrale (12) sont tous positifs et l'on ne peut avoir, par suite, pm= o. U y aura certainement un certain nombre positif, au-dessous duquel ne descendra pas la densité p.
17. Nous sommes maintenant en mesure de résoudre le problème proposé. Donnons-nous une fonction quelconque /, bien déterminée, finie et continue en tout point de S; pour fixer les idées, nous supposerons cette fonction positive en tous les points de la surface. Je forme la suite d'intégrales
JJ
^Jï
La première équation donne une fonction f^ du point arbitraire m sur la surface; avec cette fonction, on forme la seconde intégrale, et ainsi de suite. L^angle f a la même signification qu'au paragraphe précédent, c'est Tangle formé par la droite r (qui va de m à l'élément rfc) avec la normale intérieure en m. On va démontrer que fn tend vers la densité p d'une couche sans ctction sur un point intérieur.
On peut écrire
Soient A le maximum, B le minimum du rapport —• En suivant
la même idée que nous avons rencontrée dans la méthode de M. C. Neumann, partageons la surface S en deux parties : l'une, a,
pour laquelle cette valeur de ^ est supérieure à — — ; l'autre, p, pour laquelle cette valeur sera inférieure ou égale à — ^ — • On aura
ce qui peut encore s'écrire
Or nous avons vu que / / - — ^ dv = 2 7tp.
s Posons
On aura donc
p 1 'IT.^j
0 ~ 2 2ry
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Nous avons deux limites entre lesquelles est comprise — pour
un point m de la surface. Pour un autre point m', nous aurions des inégalités analogues
p '2 2 TUp
/L>R^iizI 3
les accents indiquant que les fonctions et les intégrales 0 sont prises pour le point m'.
Nous tirons des inégalités qui précèdent
P p '2 \27rp airp /
p p 2 \27rp 27rp /
Or il est évident que
4irp 4^p ^
car chacun des termes est moindre que ^; de plus, cette somme restera supérieure à un nombre positif plus petit que Tunité. Il en est de même de
Qg ^p_ ^
Nous en concluons, enfin,
|^-^j<jx(A-B) (o<fx<i).
Si donc on désigne par À| et Bf le maximum et le minimum de
"^—f on aura
Ai-B,<ii(A-B),
et, en général, A,,, Bu désignant le maximum et le minimum de— >
on a
An— B„<jx«(A-B).
Si donc//! tend vers une limite pour chaque point m de la sur-
face, il est manifeste que le quotient
tend vers une constante, puisque la différence entre son maximum et son minimum tend vers zéro quand n augmente infiniment.
Or l'inégalité précédente elle-même montre que fn tend vers une limite; on peut, en effet, écrire
en mettant explicitement en évidence, sous le signe d'intégration, au moyen des accents, que les fonctions se rapportent à l'élément rfo". Par suite,
puisque
mais
/«^_/2zl|<jx'»-»(A-B);
nous avons donc
|/«-/«-i|<fx«-^p(A-B)<jx«-ipo(A-B),
en désignant par po le maximum de p.
Si l'on écrit alors
on voit que la limite de/,i existe bien et peut être regardée comme la somme d'une série dont les termes décroissent à la façon d'une progression géométrique décroissante.
Il est donc démontré que
lim/rt = Cp (pour«=:oo),
G étant une constante. Cette constante C ne peut d'ailleurs être nulle, quelle que soit la fonction initiale/, puisque, en particulier, si l'on prenait /=p, on aurait C= i. La méthode précc- P. — I. 14
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dente permet donc d'obtenir la densité de la couche sans action sur un point intérieur.
On est arrivé à étendre la méthode de M. Robin à des cas plus généraux que celui que nous venons d'examiner. Nous renverrons à ce sujet à une note de M. Stekloff {Comptes rendus, t. CXXV ; 1897) ®^ ^ "** article de M. Ernst Neumann {Nachrichten von der Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen^ ^899).
CHAPITRE VIII
I. — Des séries uniformément convergentes de fonctions continues.
1 . Les fonctions se présentant souvent en Analyse sous forme de séries, il serait extrêmement utile d^avoir des règles qui permissent d'effectuer Piatégration ou la différentiation d'une fonction ainsi représentée. Od sait malheureusement peu de chose de général sur ce sujet. Toutefois l'étude de ces questions a conduit à bien préciser la nature particulière de convergence de certaines séries dépendant d'un paramètre arbitraire. Soit
ao(a?)-H Ux(x) -h. . .-^ Un{x) -h . . .
une série dont les termes sont des fonctions continues d'une variable x\ la série est supposée convergente quand
atx<,b.
On la dira uniformément convergente dans cet intervalle quand, étant donné à l'avance un nombre e, on peut prendre n assez grand pour que le reste de h série,
correspondant au nombre n, soit inférieur en valeur absolue à e^ quelle que soit la valeur de x dans V intervalle i^a^ b). En d'autres termes, l'approximation ne doit pas dépendre de la valeur particulière de x que l'on considère.
Il est facile d'indiquer des séries convergentes dans un intervalle, mais non uniformément convergentes; soit, par exemple, la
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série
elle est convergente pour toute valeur de x^ mais elle n'est pas uniformément convergente dans un intervalle comprenant la valeur x =o. On a, en effet,
(i-i-ar*)«
et l'on ne peut pas fixer n de telle sorte que Rn{^) soit inférieur à e, ^ étant aussi voisin de zéro qu'on voudra.
2. La notion de convergence uniforme étant établie, on peut faire, sur la fonction représentée par la série, quelques remarques aussi simples qu'importantes.
Tout d'abord la fonction /(x) représentée par la série, uniformément convergente dans l'intervalle (a, 6),
f(x)= Uo(x) -h Ui{x) -h . . .-h Un(x) -{- . . . y
OÙ les termes sont des fonctions continues de x, sera ellemême une fonction continue dans cet intervalle. Écrivons
f{x) = Mo -^- Wl -+- . • ■ -T- W/t -H R«.
Nous pouvons, par hypothèse, prendre n assez grand pour que |R,/| -<£, X étant quelconque dans l'intervalle (cr, 6), et e désignant une quantité donnée à l'avance aussi petite que l'on voudra. On aura donc
quels que soient x et x\ avec
D'autre part, la fonction Wo -^- ^'i + . . . -r w„, formée d'un nombre limité de termes, est continue; par suite, on peut prendre x' suffisamment voisin de x pour que la différence
( w'o -h a i -f- . . . -h ti,^ ) — ( £<o H- "i -^ . . . -+- w« )
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soit inférieure en valeur absolue à e, et, par conséquent,
si af est suffisamment voisin de ^; la fonction est donc continue.
3. Montrons, en second lieu, que la fonction pourra être intégrée en faisant la somme des intégrales de chaque terme de la série.
On a d'abord
' f{x)dT= I Uodsr ^. . .-h j Undx -^ j K„(x)dXy
a et p étant compris dans Tintervatle (a, b). Mais, n étant toujours^ fixé de la même manière,
e étant aussi petit que l'on veut; il en résulte que la série
Jf Uodx -h, . ,-h I llndx -h . . .
est convergente et a pour limite / f(x)dx. On pourra donc faire
l'intégration en intégrant chaque terme de la série et en faisant la somme de ces intégrales.
Relativement à la dérivation def{x), la règle n'est plus aussi simple. Supposons que les fonctions u aient des dérivées ellesmêmes continues; la série
duo dui du,i
dx dx ' ' ' dx
ne sera pas nécessairement convergente; telle est, par exemple, la
série correspondante à w„=: ^'"^ ^--\ mais, si elle est uniforme-
ment convergente dans Tintervalle («, 6), on peut affirmer quelle représente, dans cet intervalle, la dérivée de la fonction f{x).
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Soit, en effet,
' ^ dx dx ' " dx ' ' "" on aura, diaprés le théorème qui vient d'être établi,
M* désignant la valeur de u„{x) pour x = cl-, or la série dans le second membre représente la différence des séries
et
On a, par suite,
/(^) — 1 ^{x)dx = aj-h wf-i-. . .-h u,*^-. . .,
ce qui montre bien que/(^) a pour dérivée <f{x),
La notion de la convergence uniforme s'applique aux fonctions d'un nombre quelconque de variables. Soit, par exemple,
une série dont les termes sont des fonctions continues des deux variables a> et y quand le point (x^y) est à l'intérieur d'un contour A. La série sera uniformément convergente dans ce contour, si Ton peut prendre n assez grand pour que le reste de la série, relatif au nombre /i, soit moindre qu'une quantité donnée à l'avance e, quel que soit le point (x^y) dans le contour A. Le théorème relatif à l'intégration s'étend de lui-même; si 1 désigne une aire contenue dans A, on aura
I j u(x,y)dxdy = j fuQ{x,y)dxdy-^.,,'^ j j Ua{x,yr)dxdy'>r,.., les intégrales doubles étant étendues à l'aire I.
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II. — Cas des fonctions discontinues; sur une fonction discontinue et intégrable étudiée par Riemann.
4. Les théorèmes démontrés dans les paragraphes précédents peuvent être généralisés, en envisageant des fonctions qui ne sont pas continues. Il existe des fonctions discontinues /(^) telles que f{x 4- A) et f(^x — K) aient, lorsque h tend vers zéro par valeurs positives, des limites différentes de f{x)* Dirichlet désigne ces limites par /(a: -|- o) et /(a: — o). Par exemple, désignons par {x) la fonction qui représente la différence entre x et l'entier le plus voisin. Cette fonction serait indéterminée pour
X = (/i entier).
Convenons alors que pour ces valeurs on ait [x) = o. La fonction {x) est continue, sauf pour les valeurs x = > et pour
une telle valeur on a
La notion de telles fonctions discontinues étant acquise, soit
/{x) = <po(a?) -f- «pi (a:) -h. . .+ <p„(jr) +. . .
une série uniformément convergente dans un certain intervalle, et supposons que
o«(a7H-o) et ^^(a: — o)
existent toujours; nous allons montrer que Von a
f{x — o) = (po(a? — o) -+- <:pi(j: — o) -^ . . .-h çp«(2r — o) -+-
En effet, on peut, par hypothèse, prendre n assez grand pour que le reste soit, quel que soit x, inférieur à e. Soit donc
f{x) = ço(a?) -+-. . .4- cpn(ar) H- R„(ar) (| Kn{x)\ < e). II en résulte de suite que la limite de f{x + h) différera de la
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limite de
(po(a?-h/i)-f-...-!-cprt(a?+ h)
de moins de 2e, ce qui démontre bien le résultat énoncé.
3. Dans le Mémoire cité au Chapitre I, Biemann donne comme exemple d'une série du type précédent la série
Elle satisfait bien aux conditions du théorème précédent, puisque
la valeur absolue de {nx) est inférieure à -• La série précédente
est uniformément convergente dans tout intervalle ; un terme quelconque [nx) de la série est discontinu pour
X = (A- entier).
•in ^ '
Cette valeur, réduite à sa plus simple expression, sera nécessairement de la forme
p et m étant des entiers premiers entre eux, et/? étant impair. Par conséquent, pour toute valeur de x qui n'est pas de cette forme, tous les termes de la série sont continus et, par suite, la fonction représentée par la série est continue. Au contraire, supposons
que X soit de la forme -^ (/? et m premiers entre eux, et/? impair),
il y aura dans la série des termes discontinus pour cette valeur de ^; ce seront les termes (nx), n étant tel que
n-^ soit de la forme •
2/n On aura donc
np ,
Donc n doit être un multiple impair de m, et cette condition est d'ailleurs suffisante. Par conséquent, d'après le théorème précé-
dent, on aura, pour x = — >
'im
/(x-o)=/(x) + ^(.+ Ji + l +...).
JVous avons donc un exemple d'une fonction /{x) discontinue une infinité de fois dans tout intervalle; les valeurs de x pour lesquelles f{x) est discontinue sont données par
P et m étant premiers entre eux, etp impair.
6. Traitons maintenant de l'intégration de certaines fonctions représentées par des séries. Soit encore une série de fonctions
uniformément convergente dans un intervalle ; on ne suppose pas les fonctions ^{x) continues, mais on les suppose intégrables. Dans ces conditions, la série f(x) est intégrable. On n'a qu'à répéter toujours le même raisonnement, en écrivant, comme au § 4,
et l'on est ramené à considérer une suite d'un nombre limité de termes. II suit de là que l'on aura
Jf f{x)dx= I OQ{x)dx -r-...-^ I ^n{x)dx'-{-
L'application à la fonction f{x) deRiemann étudiée au paragraphe précédent est immédiate. En effet, la fonction (nx) est intégrable, car dans un intervalle (a, b) elle n'a qu'un nombre limité àe points de discontinuité et, d'ailleurs, elle reste toujours inférieure à un nombre fixe.
Étudions enfin, pour terminer, l'expression
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regardée comme fonction de x. Nous avons dit (Chap. I, § 13) que, la fonction /(a?) étant supposée seulement întégrable et comprise entre deux limites fixes, la fonction F(jr) était une fonction continue de x. De plus [(/oc. c/7.), pour les valeurs de x pour lesquelles /(a?) est continue, la fonction F(^) admet une dérivée qui est f{x). Soit maintenant x^ une valeur de x pour laquelle f{X(i H- o) ei/{xQ — o) existent; d'après la définition même de ces grandeurs, on peut, étant donnée une quantité £, choisir h positif et assez petit pour que l'on ait
/(a:o-l-o)— e </(x) </(aro -+- o) h- £,
X étant dans l'intervalle (x^^ Xq-}- h). Il en résulte que
[/(a7o-4- o) - e] A < F{xo -f- A) - F (xo) < [fixo^o)-h t] h.
Par suite, on a
,. r(a;o-\-h)-F(xo) .. ,
On aurait de même
F(To-/i)-F(xo) Jim 7 =/(^o — o)?
h tendant toujours vers zéro par valeurs positives. F{x) n^a donc pas de dérivée pour .r = a:©.
Ces remarques générales s'appliquent de suite à la fonction /(jr) de Riemann
étudiée ci-dessus. La fonction continue F(x) définie par F (3?)= f f{x)dx
n^ admet pas de dérivée pour les valeurs de x qui sont de la forme
X = -^ {p tl m premiers cotre eux, et/? impair);
eue admet une dérivée pour toute autre valeur de x.
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8. Tel est l'exemple rnémorable de.Riemann, montrant qu'une fonction continue n'a pas nécessairement une dérivée. A la vérité, dans cet exemple, la fonction continue a, en général, une dérivée, mais il y a cependant dans tout inlervalle une infinité de valeurs pour lesquelles elle n'a pas de dérivée. On peut même dire qu'il est plus étrange de voir une fonction continue ayant tantôt une dérivée et tantôt n'en ayant pas (suivant la valeur de la variable), que de voir une fonction continue n'ayant jamais de dérivée. Le premier exemple d*une fonction continue n'ayant de dérivée pour aucune valeur de la variable a été donné parWeierstrass (^Monaisberichtc der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, August 1880). L'on en trouve d'autres dans le Mémoire sur les fonctions discontinues de M. Darboux. D'ailleurs, comme nous l'avons remarqué dans le Chapitre I, la courbe de M. Hilbert qui remplit une aire fournit aussi un exemple de fonction continue sans dérivée.
III. — Des séries ordonnées suivant les puissances entières et croissantes de la variable.
9. Étudions maintenant une classe de séries qui jouent dans la théorie des fonctions un rôle capital. La formule de Mac-Laurin conduit à considérer des séries ordonnées suivant les puissances positives et entières de la variable. Prenons, a priori, une telle série
OÙ les a désignent des constantes. Abel a donné, relativement à ces séries, deux propositions importantes. Désignons, d'une manière générale, par A la valeur absolue de a et par X la valeur absolue de x. Le premier théorème d'Abel est le suivant :
Si, pour une valeur Xq de x, on a, quel que soit n,
A«XS < M,
M étant un nombre fixe, la série sera convergente pour toute valeur de x inférieure à Xq en valeur absolue.
Je dis, en effet, que la série à termes positifs
Ao-i- AfX -+-...-+- AnX„ -+-.. .
sera convergente si X<;Xo. On le voit de suite, en remarquant que les termes de celte sërie sont moindres que ceux de la série
évidemment convergente. La série (i) est donc convergente, quand on remplace chaque terme par sa valeur absolue, si
I^KXo;
elle est donc elle-même convergente. En entendant par série absolument convergente une série dans laquelle la série des valeurs absolues des termes est convergente, nous pouvons dire que la série est absolument convergente pour toute valeur de x de module moindre que Xq.
Un cas particulier intéressant est celui où la série convergerait pour X =^ Xq] dans ce cas, A^XJ tend manifestement vers zéro quand n augmente indéfiniment, et nous pouvons appliquer le théorème précédent. Si donc la série converge pour x^=^ x^^ elle converge pour toute valeur de x telle que |^| <C | .ro |.
Soit, pour fixer les idées, x^ positif: si la série (i) converge pour x=^ Xo, elle convergera, d'après ce qui précède, pour toute valeur positive de x inférieure àxo. Nous allons montrer, d'après Abcl(*), que cette série est uniformément conK>ergente dans V intervalle ( — /, ^o)» la quantité positive / étant inférieure à Xq.
Par hypothèse, la série
(2) <7j-i- ai^o-H- ..-H «rt-a^o -^- • •
est convergente; on peut donc preadre n assez grand pour que
a^xl -h. . .-h cfrt4-y,a:J+^ soit compris entre — a et -h a, quel que soit jo, a étant une quan-
(' ) Abel, Œuvres complètes, t. I (Mémoire sur la formule du binôme).
lilé donnée à l'avance aussi petite que Ton voudra. Or, dans la
série
UQ-haiX -h, , .'-¥- UnSC'^-^ ,
la somme de /? -h i termes, à la suite du /i**"®, peut s'écrire
Appliquons le lemme d'Abel établi au § 4 (Chap. I) en supposant que les e soient les puissances successives (r)»(~) ' "
et que «o=«/i'^o' '^«=^/»+i^o^\ ••• Les sommes 5o, ^i, ... correspondantes seront toutes comprises entre — a et -f-a. La somme (3) est donc comprise entre
_J-V et -.J^-Y,
et, par conséquent, entre — a et -|- a. Donc, quelque soit x dans V intervalle (o, ^o)j le reste
de la série
flo H- ûia? -+-. . .-r- aùx^ -h. . .
sera compris entre — a et -+- a. La série est, par suite, uniformément convergente dans cet intervalle. C'est le ihéorème d'Abel; l'illustre géomètre l'énonce autrement, en insistant particulièrement sur le point suivant : lorsque x tend vers Xq^ la limite des valeurs que prend la série entière est précisément la valeur de la série pour x = Xq, Avec nos locutions, ceci revient à dire que la convergence uniforme s'étend jusqu'à la valeur limite Xo elle-même; c'est ce que nous venons d'établir.
Le théorème d'Abel est d'un grand intérêt; la remarque suivante en fera bien comprendre toute la valeur. Dans une série, dont les termes sont des fonctions continues de x,
i/o -4- Mi-T-...-f- M;tH-. . .,
et qui converge pour les valeurs voisines de Xq et pour Xq ellemême, il peut arriver que la limite des valeurs de la série quand x tend vers Xq no soit pas égale à la valeur de la série
pour :r = Xq. Ainsi prenons la sërie
s\n7.T sin3r
siniF-
on démontrera, dans le Chapitre suivant, qu'elle représente lorsque x est compris entre — ir et -h ir. Lorsque x tend vers tt, il est évident que la limite des valeurs de la série est -> et cette valeur n'est pas égale à la valeur même de la série qui est zéro
pour JC^TT.
11. Indiquons quelques applications du théorème précédent. Lorsque x est compris entre — i et 4-i, la formule de Taylor donne le développement
ni(m — i) .
ni(m — i)...(m — n-f-i) ^ [.2. . .n
Lorsque x tend vers un, le premier membre tend vers 2'". La série du second membre, pour^ = i, représentera donc n"^ quand elle sera convergente; c'est ce qui résulte du théorème d'Abel. Nous avons donc à chercher dans quels cas la série
m(m — 1) m(/n — }). . Jm ~ n -^j) (4) H-rnH ^-+-...-1
est convergente.
Le rapport d'un terme au précédeni est
Si donc m H- 1 5 o, les termes ne peuvent décroître indéfiniment et la série diverge.
Soit donc m > — i . A partir d'une valeur suffisamment grande de /i, la valeur absolue du rapport d'un terme au précédent sera
la valeur absolue des termes ira donc en diminuant; de plus, les
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termes seront alternativement positifs ou négatifs. Nous aurons donc montré que la série est convergente si nous établissons que le terme général lend vers zéro. Prenons la série des valeurs absolues des termes, soit
Uo, \}u ..., U«, ...:
on a
U/I4-I _ __ ni -i-i U« -' n '
Considérons, d'autre part, la série
OÙ Vn= -^jtm • ^^^^ cette série, le rapport d'un terme au précédent est
VVm_/ i\-(//h-i)_ m-hi (/yi-hi)(/n-f-2) i / e\-'"-»
en développant par la formule de Taylor et s'arrétant au second terme. Le reste est positif, donc
Vn-4-l ^ Ug^-t
inégalité d'où Ton conclut de suite
Laissons n fixe et faisons croître /? indéfiniment, Yn^p lend vers zéro et par suite Un^p- Donc le terme général
m(ni — i).,.(m — n-hï) , ^ .
tend vers zéro quand n augmente indéfiniment. En résumé, la série (4) est convergente et représente 2"* quand m est supérieur à —I.
On établira, par des considérations analogues, que la série du binôme est convergente pour x = — i quand m est positif. La somme de la série est alors égale à zéro.
12. Abel a donné une règle intéressante concernant la multiplîcalion des séries; elle se déduit très élégamment de son théorème relatif aux séries entières.
Rappelons d'abord que Gauchy a démontré le théorème suivant :
Si l'on a deux séries absolument convergentes
la série
S — Wo -^ w
-H eu-h. . .-r- U,^-i'. .
S'^~ Vq-^^v
-t- Wi<^o,)-+-
..-1-(Mo^/î-{- U\Vn-\
UnVo)-
sera convergente et égale au produit des deux premières. Remarquons, en passant, que ce théorème est même exact si l'on suppose seulement qu'une des deux séries soit absolument convergente; c'est ce qu'a fait voir M. Mertens (*), dont nous allons reproduire la démonstration. Soient donc deux séries convergentes
Vq-{- ^', -r-... -h^'rt -t-
On suppose de plus que la série
est convergente (en désignant par | Uu \ la valeur absolue de w,i), mais on ne fait aucune hypothèse sur la série de terme général | (>« |. Posons
et envisageons les difTérences
ôs/i = tVo + tVi-f-. ..-+- Win —(wo-l-efi-l-. . .-hW;,) (t'o-i-t^i-f-. ■ --i-t'rt),
02/1 + 1 -^ M^o ■+- ^^l -+-••• -H «'2n-t-l — ( Wo H- Ml -4- . . . -H M«^., )( To -H (^1 -h . . . -h P„ ).
11 faut montrer que l'on peut prendre n assez grand pour que ces 0 soient moindres qu'un nombre donné s, quelque petit qu'il soit.
(') Mertens, Sur la multiplication des séries {Journal de Crelle, t. 79).
Soient A et B deux nombres positifs tels que Ton ait, quel que soit m,
! Wo|-+-|Wl|H-...-^ !"m| < A, \Vo-^^l-^'"-^^m\ <B.
Si Ton prend n assez grand, on aura, quel que soit m,
I W/i+l I -+- . . .H- ; Un+m | < ^^^ > I t'/n-l H- ... -h t'rt + w I < . .. •
Or, on a Donc on a
I S,„ |< I Mo I . I f«-f.l -h. . .-+- Pi;, I -h. . .-^ I W„_, I . ; Vn^l \ -+- I Un+i ' . ! Po -+- • • . -^ t'/iH-l I ^- . . . -i- I Wî „ I . U'o I
As Bs
On opère d'une manière analogue pour 32/14.1, et le ihéorèmese trouve ainsi établi.
Passons maintenant au théorème d'Abel ; celui-ci ne suppose pas que les deux séries (S) et (S') soient absolument convergenles. La série S" pourrait alors être divergente; insis^ et c'est là le théorème, si elle converge, elle représentera le produit des deux premières.
Formons en effet les deux séries
S' = t>o -h i^i X 4- . . . + c« ar« -^. . . ;
elles sont convergentes, par hypothèse, pour j;=: i, et elles sont absolument convergentes quand | j: | < i . En appliquant la règle de multiplication de Cauchy, on a
22'= U^V^-\- (UiiVx-\- UiVq)x -ir . , .-^ {U^V, -^ , , .-\- M« Pq)^" "J" • • •
On suppose que cetle dernière série converge pour x=i. Sa P. - I. i5
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valeur S" powT a: =2 i est donc la liiiiile des valeurs qu'elle prend quand ^ lend vers un. Mais Yï! lend vers SS' : on aura donc
nx-K
Si elle converge pour une valeur de x non nulle, elle convergera nécessairement dans un intervalle
les limites étant exclues. L peut d'ailleurs être infini, comme on le
voit immédiatement sur la série de terme général
Dans tout intervalle (a, P) compris dans rinlervalle ( — L, -h L) les limites zt L élant toujours exclues, la convergence' est uniforme. Soit, en particulier, l'intervalle (o, ^), où |j?[<L; le théorème du paragraphe 3 nous permet d'écrire
Considérons maintenant la série formée avec les dérivées
(5) «i-f- 2ata?-i-...-^ wrt„j7"-»-h....
Je dis que cette série est convergente entre — L et 4-L. Soit, en effet, Xq distinct de la limite +Ly mais aussi voisin d'elle que l'on
voudra, on aura
M étant indépendant de n. La série
Ai-i- îîAjXh-.. .h- nA«X«-»-+-.. .
sera convergente si X<;^o- En effet, ses termes sont moindres
que ceux de la série évidemment convergente
MF X /X
La série (5) est donc absolument convergente pour toute valeur de X moindre que L en valeur absolue, el, d'après les propriétés des séries entières, elle sera uniformément convergente dans l'intervalle (a, P). Donc, en appliquant le second théorème établi au § 3, nous sommes assuré que la série (5) représente la dérivée de la fonction f{x).
Nous avons donc établi ce théorème très important :
La série
convergente dans l'intervalle (— L, 4- L), définit dans cet intervalle une fonction continue, ayant une dérivée; celle-ci peut être représentée par la série
ai -h laix-^. ..-h nUnX'^-^ -h . . ..
Considérons, comme application, la série
^, , rp' x^ x'^
elle est convergente entre — i et + i : nous aurons
cette dernière série est une progression géométrique décroissante dont la raison est — x"^. On a donc
et de là se conclut le développement
x^ x^ X* arc tangor = a7 :r + -7
ea prenant pour arc tang^ l'arc compris entre — - et H — • Ce développement est valable pour x compris entre — i et -+- 1 . Pour
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a; = i, la série du second membre, élant convergente, représenlera arc tang i , c'est-à-dire -•
14. Examinons quelques cas particuliers où la série diverge pour la limite de l'intervalle de convergence. Soit la série
p étant un nombre positif. Cette série sera convergente pour toute valeur de x comprise entre — i et + i , car le rapport d'un terme au précédent a x pour limite. Pour a:= i, la série sera convergente si p est supérieur à l'unrté, elle sera au contraire divergente si p est inférieur à l'unité. Dans ce dernier cas, quand x tend vers l'unité, la série précédente augmente indéfiniment.
Nous plaçant dans l'hypothèse p <,i^ considérons le produit
{i-xy-p¥{x).
Nous allons montrer que ce produit tend vers une limite quand X tend vers un, en lui étant inférieur. On a
X, c-/ X / I „ X{v — xy-t* Xn(\ — XY-I»
(i — xy-p F{x) = {i-xy-P-^ ^,, — +. . .-4- — H-. . . .
Or considérons, pour une valeur fixe de x^ la courbe, rapportée aux axes X et Y, représentée par l'équation
x^(i — xy-P
D'après ce que nous avons expliqué (Chap. I, § 17), la série
,r*(i — xy-p x^(i — xy-p
iP nP
sera comprise entre
Jr*^ x^d — xy-p „, r* x^(i — xy-p
f ^ ^, ^ ^X, et f^ _4_)_rfX-x(. -.).-..
Si donc l'intégrale
//îx r'xHi-xy-P (6) J^ X.— ^-^
lend vers une limite quand x tend vers Tunilé, celle limile sera celle du produit
Or l'expression (6) a une limite que nous allons facilement trouver. Au lieu de l'intégrale précédente, nous pouvons prendre l'intégrale
qui n'en diffère que par la valeur
qui a un sens parfaitement déterminé, puisque /? < i , et qui tend vers zéro pour j? = i . Posons, dans l'intégrale ( 7 ), x-=. e"^ ; a sera positif et tendra vers zéro.
Nous aurons alors à étudier l'intégrale
«A faisons enfin a X = Y, il vient
L'intégrale qui est en facteur ne dépend plus de a; elle a une valeur parfaitement déterminée, car, pour Y = o, la fonction sous
le signe d'intégration est de l'ordre de y-»/? étant plus petit que
Tunité ; et pour Y très grand, la fonction e~^ est inférieure à toute
puissance y^^ m étant une quantité positive quelconque.
Quand on fait tendre a vers zéro, le premier facteur lend vers l'unité; nous avons donc
lim(i — ar)i-/'F(:r)= r e-^X'PdX.
Si nous introduisons l'intégrale
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dont le sens est déterminé quand /? }> o, et que l'on désigne sous le nom ^intégrale eulérienne de seconde espèce, nous pourrons
écrire
liiïi(i — ar)»-PF(a7) = r(i— />).
15. Du résultat précédent nous allons déduire un théorème démontré par M. Appell \^Sur certaines séries ordonnées par rapport aux puissances croissantes d^ une variable {Comptes rendus, t. LXXXVII)].
Soit une série
f{x) = ao-+-aia?-+--..-+-ûtiiiF'*-+-..., dans laquelle les coefficients a sont positifs. On suppose que
k étant une constante différente de zéro, et/> un nombre positif. La série est évidemment convergente quand x est compris entre 4-1 et — I . Elle diverge pour :r = i , si /? est inférieur à Tunité,
comme la série de terme général — •
Mais le produit
{i—xy-pf{x)
tend vers une limita, comme nous allons le montrer.
La solution sera immédiate, en se reportant au paragraphe précédent.
Nous avons, en effet, à partir d'une certaine valeur de n,
en désignant par ki et Xr^ deux nombres tels que la suite
o, kl, ky A-,
soit rangée par ordre croissant de grandeur.
Prenons dans/(x) les termes à partir du /i**"* seulement, et posons
o{x) = ana:^-h
INTÉGRATION P8S SftHtES. ~ SERIES ENTIÈRES. SiS I
Si Ton considère les deux Siéries
n^ (n-^-if
OD aura
(pi(j:)(c^a?)»-/'<(p(ar)(i-ar)»-P<(p,(ar)(i — a?)!-/*;
mais le premier et le derniier terme oiit reapectivemeot pour limities, quand x teod vers un,
kxV{\—p) et ktV{\—p).
Par saite, le produit /(x)(i — xY'^p sera compris, quand x sera infiniment voisin de l'unité, entre deux limites infiniment voisine des deux limites précédentes. D'autre part, on peut prendre k^ et k^ aussi voisins qu'on veut de Ar; par conséquent, nous pouvons
conclure que
\\vsi(i^xy-Pj{x)^kV{\'-p\
16. C'est dans la théorie des fonctions d'une variable complexe que nous verrons surtout l'intérêt des séries procédant suivant les puissances entières et croissantes de la variable. Nous terminerons ce Chapitre en indiquant une proposition générale déjà connue de Cauchy (*) et retrouvée par M. Hadamard (^) au début de ses belles recherches sur les séries de puissances; elle peut être utile pour déterminer Tintervalle de convergence de la série
a© -H «1 j: + . . . H- a,ia7« H-
Faisons d'abord quelques remarques préliminaires. Soit une suite infinie de nombres positifs
(2) wo, «I, ..., Wi,», ....
Il peut arriver que cette suite contienne des termes supérieurs à tout nombre donné, si grand qu'il soit. Supposons qu'il n'en soit
(«) Cauchy, Cours d'Analyse de l'École Polytechnique, i8ai. {') J. Hadamard, Sur les fonctions données par leur développement de Tayior {Journal de Mathémutiques, iSgî).
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pas ainsi, c'est-à-dire que tous ces nombres restent inférieurs à une quantité assignable L. On pourra alors distinguer deux classes de nombres. Dans la première, on mettra tout nombre A tel qu'il existe toujours dans la suite S, à partir d'un rang aussi élevé que Ton veut, des termes supérieurs à A; on mettra dans la seconde tout nombre B, tel que tous les termes de la suite 21, à partir d'un certain rang, soient moindres que B. Ceci posé, considérons deux de ces nombres A et B (A < B); on peut prendre, par exemple, A = o et B = L. Partageons l'intervalle (A, B) en deux parties égales ; si le point de subdivision est de seconde classe, nous le substituerons à B, sinon nous le substituerons à A. Dans l'un et l'autre cas, nous aurons un intervalle réduit de moitié, dans lequel la limite supérieure sera un nombre de la seconde classe, et la limite inférieure un nombre de la première. On opérera de la même manière sur ce second intervalle, et ainsi de suite. Tous ces intervalles étant compris les uns dans les autres et tendant vers zéro, leurs limites inférieure et supérieure tendront vers une limite a. La quantité positive e étant aussi petite qu'on voudra, a — s appartiendra à la première classe et a -j- e à la seconde.
Cela posé, supposons que la suite des u soit formée des quantités
(S) i ^1 !, /i «2 , •.., Vi «/« Il •• •>
et admettons que \/am soit, quel que soit /n, inférieur à une quantité déterminée. Soit toujours a le nombre correspondant à cette suite. Nous allons démontrer que la série
«0 -h aj J7 -h . . . -i- a,/ x'^ -+-...
consierge si\x\<^- et qu^elle diverge 5/ | x | > -•
En effet, à partir d'une certaine valeur de /i, le nombre positifs étant donné à l'avance, on a
donc
par suite, la série sera convergente si (a -h s). \x\ est plus petit
<]u^un nombre plus peut que l'unité; donc si
la série convergera. Mais s elrj sonl des quanlilés arbitraires aussi petites que l'on voudra; la série convergera donc tant que
De la même manière, on peut trouver dans la suite (S), à partir d'un rang aussi élevé qu'on voudra, un lerme ^a„ tel que
donc
1 a/i^:-' 1 >ia-+-£)" 1 j- !«
I*ar suile, si
on aura
Ia«^«|>i.
La série contiendra donc des termes, d'un rang aussi élevé qu'on voudra, supérieurs à l'unité; elle sera divergente. Le théorème est complètement établi.
17. Quand on prend deux variables au lieu d\ine seule, les séries analogues aux séries ordonnées suivant les puissances entières et croissantes que nous venons d'étudier sont les séries de la forme
OÙ Un{Xy y) désigne un polynôme homogène de degré n en x ely^ Il n^ existe pas de théorème analogue à celui qui est la base de la théorie djs séries entières à une variable : si une série de la forme précédente converge pour x = Xq, y =yo, elle ne convergera pas nécessairement pour
I^KI^a!, \y\<\yo\.
On peut cependant faire la remarque suivante, dans laquelle
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nous imitons ce qui a été fait pour le cas d^unc variable. Écrivons
Supposons que les ternies
aiT^-'ji (* = o. I. •>■, ..., w)
des polynômes u„ soient inférieurs en valeurs absolues à un nombre fixe K. La valeur absolue de Un{^, y) sera moindre que
Soit a la plus grande des deux valeurs
sera moindre que
— et — ; ce terme ^0 1 \yo\
Si donc a est plus petit que l'unité, la série proposée sera convergente. Ainsi, sous l'hypothèse faite, la série convergera pour
Soient a < I ^0 I et 6 < I ro |; la série sera uniformément convergente à l'intérieur du rectangle ayant pour centre l'origine et dont les côtés sont parallèles aux axes avec les longueurs a a et 2&. •
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I. — Généralités. — Intégrales de Dirichlet
1. Cerlaines séries trigonométriques paraissenl avoir été considérées pour la première fois par Daniel BernouUi, à propos du problème des cordes vibrantes. Ëuler a le premier indiqué le procédé de détermination des coefficients d^une série trigonométi'ique.
Dans un Mémoire de 1777, publié dans les Acta nova Acad. Scient. Petrop,, t. XI, 1798, Euler dit incidemment que, si Ton a le développement valable entre o et 21:^
(1) f{x) = aoH- ^ (a,„ cosmar-t- h,n9\iimx) (m entier positif),
les a et les b étant des constantes, développement auquel on donne le nom de série trigonométriques on pourra déterminer les coefficients de la manière suivante. Remarquons d'abord que Ton a
%\Tim.T %\x\nxdx = Oy %\ m ^ n\
/ cosmx %\nnx dx = 0, même si m = /i ;
cosmarsinnxdx = o, s\ m A n\
/ cos^mxdx = I sin^mxdx = Tt et / dx = it..
Multiplions maintenant les deux membres du développement ( 1 ),
dans lequel on remplace x par a, par cosma rfa, et intégrons entre o et iTZ] on trouve
De la même manière, en multipliant par sin moi doL, on trouve 6//i= - / /(a^sinmacTa;
enfin, pour m = o, on a
Les séries (i), où les coefficients sont exprimés par la loi précédente, sont généralement désignées sous le nom de séries de Fourier, Ce grand géomrlre a, en efi'et, montré dans sa Théorie de /a cArt/e^/r leur extrême importance en Analjrse; il a le premier osé affirmer que toute fonction pouvait être représentée par un développement de ce genre, valable entre o et 27:, et qu\in même développement pouvait, entre ces limites, représenter des fonctions qu'on considérait comme distinctes, c'est-à-dire représentées graphiquement par des arcs de courbes différentes. H y a plus : Fourier, sans traiter cette question d'une manière absolument rigoureuse, a trouvé les véritables bases de la théorie (J) développée parDirichIcL dans un Mémoire que nous étudierons prochainement.
2. Si l'on se reporte au Chapitre précédent sur les séries uniformément convergentes, une objection immédiate se présente relative à la détermination des coefficients. Celle-ci n'est rigoureuse que si la série (i) est supposée uniformément convergente entre o et 'Àtz. Ne nous préoccupons pas, pour le moment, de cette objection el, prenant les coefficients tels qu'ils ont été déterminés, cherchons si la série ainsi obtenue est convergente et représente /(x).
(«) Voir en particulier^ dans la Théorie analytique de la chaleur, de Fourier, le Chapitre IX et la Note de M. Darboux, à la p. 5ii de son édition de cet Ouvrage.
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La somme S,m des m H- i premiers termes de la série peul s'écrire S,„^— / — l-cos(a — .r)-h. . .-¥- co^m(oL — x)\/( ol) (h;
le terme général est, en elFel,
— I /(a)(cos/7acos/J.r-^sin/?:! sin/).r)^/2 = — l co?,p(% — x)/(oL)(/2.
La somme
— h cos(a — .r) -t-. . .-f-^cosm(a — x)
est facile à évaluer; elle est égale à
sin ( 2 m -t- I ) — I ,
. a — X 2Sin
comme on le voit de suite en remplaçant les cosinus par leurs valeurs en fonction d'exponentielles. Nous avons donc
sin|('2m + i)^i-^J
2sin
, a — X OU, en posant =Y>
Nous devons chercher si S„i a une limite quand m augmente indéfiniment.
3. L'intégrale précédente se ramène, comme nous le verrons bientôt, à des intégrales de la forme
r sin A'.r , , 7î ,
^ siii,r ^^ * 2
h étant une constante et A* étant un entier impair 2/t -h i, qui va
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croître indéfiniment. Nous allons d'abord nous occuper de cette intégrale et chercher si elle tend vers une limite quand A augmente indéliniment. Cette étude a été faite pour la première fois d'une manière entièrement rigoureuse par Dirichlct {Journal de d'elle, t. 4; 1829). Nous suivrons l'analyse de l'illustre auteur. Commençons par calculer l'intégrale
on a
sin(9.n -4- ï).r
rsin(>./i -V- i).r = 2 / - "4- cos 2ar -h ... -h cos •;• nx\\
de là résulte immédiatement
*sin(2n -J- i):f
rfa* = -•
sinj: 1
Revenons à l'intégrale proposée on supposant d'abord que la fonction ^{cc) reste continue el positive entre o et A, et ne soit jamais croissante. Nous partageons le champ d'intégration en
intervalles
ir UT tnr. ri:
l'avant-dernier terme désignant le plus grand multiple de -. contenu dans A» Nous avons ainsi la somme d'intégrales
tt <m-H)tC
Jr'^^Mxkx , ., r ^ ^\\\kx . . . r^smkx , ^ . — : fo{x)dx-x-.„-\- I —. ®(a:)tfJ?-l-...-+- / — : o(x)dx.
^m TC «■ rie
Les termes de cette somme sont alternativement positifs et négatifs, et décroissent en valeur absolue. En eflet, soient deux intégrales consécutives
r ^ sinkx , . , r ^ sinkx , , ,
/ — . ^(x)dx et / — : tD(x)ax\
on ramène la seconde à avoir mêmes limites que la première, en posant X = -r -+- ^' ; elle devient ainsi
( /« -n ) ir
sinA-.r /t: \ ,
Or, en vertu des hvpotlièses faites, le facteur — ^^ ^ est
,in(J + ar)
moindre que le facteur —, — - de la première intégrale; les deux intégrales sont donc de signes contraires et la seconde est moindre en valeur absolue que la première. Nous pouvons donc écrire
chaque terme u étant moindre que le précédent et le terme général étant
Eflectuons le même partage pour l'intégrale auxiliaire
**sinA:j:
Nous aurons
Jr slnkx j ,,
sina:
(3) ^=po-pi-4-pi-.
en posant
De (2) et (3) on conclut
(4) Mo— Wl -+-...— Ml/iï-t< J < "0— «1^- .-Hlifm,
(5) Po— Pi -+-...— pt//i-i < - <Po- pi -»-•.. H- Pî/«.
Si maintenant, dans le terme général Um, nous remplaçons ^ (a;)
par sa limite supérieure 'ff"/- j» P"'S par sa limile inférieure
lous aurons
/ mTz\ [(m — i)- I
Nous allons nous servir de ces inégalilés pour Irouver deux limites de J. Dans le premier membre de l'inégalité (4), remplaçons les termes d'indice impair par des termes plus grands et ceux d*indice pair par des termes plus petits; dans le second membre, remplaçons les termes d'indice pair par des termes plus grands et ceux d'indice impair par des termes plus petits : les inégalitéssubsisteront. Ceci nous donne
La seconde des inégalités peut s'écrire
J <?(o)po—?(-^r)(?i—Pï)— ■••—?( -y^r-)(Pî«-i—pï/«)r et rt fortiori
J <cp(o)po— ?(— yr— jCpi— pi -H... H- Pi/H-1— ps/;i).
et enfin
J <U(o)-<pf--^:- ) |po-+-cj>|^-^j(po— pi-hp,-...4-pt„,).
Quant à la première inégalité, on la met immédiatement sous la forme
Les deux inégalités précédentes peuvent, en vertu de l'inégalité (5), s'écrire
1 ^r / X / '2 m t:\~I /2/mr\ r /2rmz\
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Il est d'autre part facile de trouver une limite pour p^;,. On a
lit I
(m-H)TC k
PmK- / sinkxdXf
. mr ■
ou bien
°'" . mi: ^ "" . mi: mit sin —7— sin -7—
Nous devons maintenant faire croître k indéfiniment. Faisons ei> même temps croître m indéfiniment, de manière que lim-r- = o (il suffira, par exemple, que m soit le plus grand entier contenu dans v/^); pm tendra vers zéro, d'après l'inégalité précédente. De plus po reste fini, puisque
7C 7C ^ 1Z ko
po<--^-pi<- +
SIDt
On voit alors que l'intégrale J reste constamment comprise entre deux quantités qui tendent vers -?(o).
Nous arrivons donc à la conclusion suivante
limJ = - 9(0).
4. Pour arriver au résultat précédent nous avons fait quelques hypothèses, dont il est possible de s'affranchir. Nous avons supposé que la fonction continue ^{x) éldÎM positive ei jamais croissanté dans l'intervalle de o à A.
Tout d'abord la fonction 'f (x), en gardant la seconde hypothèse^ peut être négative, car si C est une constante telle que G + f(^) soit positif, comme le théorème est démontré quand la fonction cp se réduit à une constante, du théorème relatif à C H- <f{x) on déduira le théorème pour <p(x).
Supposons maintenant que ?(^), ayant un signe arbitraire, n'aille jamais en décroissant de o à A; on pourra appliquer le théo- P. ~ I. i6
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rème à — ^i^) cl par conséquent, en changeant les signes, à o(x). Ainsi ^{x) peut avoir un signe quelconque, pourvu qu'elle varie constamment dans le même sens.
On peut aller plus loin. Considérons d'abord, g étant compris entre o et //, l'intégrale
r* sin A-.r , , / , ^ 'ïr\
(6) / o{x)fiT (o <" j?'< /il - ) .
J su\x ' \ '>' ;
Je dis que sa limite sera zéro quand A' augmentera indéfiniment, si y(^) varie dans le même sens de ^ à A. Considérons en effet une fonction '^\ (a:) qui coïncide avec 'f (^), x variant de o à g^ et avec Ç5(^) quand x varie de g' à //. D'après ce qui précède, les limites des deux intégrales
/ - . ^xKx)dx et / — .- ^s{x)dx
seront toutes deux égales ^ ^'^\ (o) : leur différence (6) tendra donc
vers zéro.
Ceci posé, admettons que, dans l'intégrale
ySin/.r , , / — . © ( .r ) dx,
Ç5(:r) ne varie plus constamment dans le même sens, mais quelle ait entre o et h un nombre fini de maxima et de minima. On pourra évidemment partager l'intégrale en une somme d'intégrales, entre les limites desquelles la fonction variera constamment dans le même sens. Celle de ces intégrales qui a zéro pour limite
tend vers -f (o), les autres tendront vers zéro.
Nous avons donc en résumé
lim / — .-- -o{x)dx = - o(o),
sous la condition que la fonction continue ^(x) n*ait qu'un nombre limité de maxima et de minima.
Il y a des fonctions continues qui, dans un intervalle limité, peuvent avoir un nombre infini de maxima et de minima; telle est,
par exemple, la fonction x sin - clans le voisinage de a: = o. De
telles fonctions sont exclues de notre analj^se.
Nous avons suivi dans l'étude de l'intégrale J la méthode de Dirichlet. On trouvera encore une étude rigoureuse de cette intégrale dans le beau Mémoire de M. O. Bonnet couronné par l'Académie royale de Belgique {Mémoires des Savants étrangers publiés par V Académie de Belgique, t. XXIII).
5. Nous avons jusqu'ici supposé h compris entre o et -• Quand h
est compris entre - etTr, les résultats précédents subsistent. Pour le montrer, il suffira d écrire
, r^ s'xnkx , . , r^siiîAra? , ,
J= / —. o{x)dx-\- I — : oix)dx.
Faisons dans la dernière intégrale o: = t: — x^ : elle deviendra
r o(tc — X ) dx ,
dont la limite (§ 4-) est zéro. Donc nous avons encore
nm J = — îp(o).
Celte extension suppose que h ne se confond pas avec n. Si /i = Tc, la seconde intégrale donnera ^ ?(^) et l'on aura alors
Ajoutons une dernière remarque. Il peut arriver que la valeur de la fonction ©(x), supposée continue entre o et A, ne soit pas, pour j; = o, égale à la limite des valeurs que prend ^{x) quand x tend vers zéro. La fonction <f(^), en général continue, pourrait être discontinue pour le passage par zéro, de telle sorte que ?p(H- a) tende vers une certaine limite, quand a tend vers zéro, et que cp(— a) ait également une limite, mais différente de la pre-
mière. Ce genre de discontinuités ne doit pas être exclu de notre analyse; il suffit de remplacer (p(o), partout où nous l'avons écrit, parcj>(-h e), en désignant ainsi, avec Dirichlet, la limite dey(4- a) quand la quantité positive a tend vers zéro. On aura alors
D'une manière générale, on aura aussi
/1C • y —. o(x) dx= - [çC-t- e) -+■ 9(1: — e)],
en désignant par cp(Tc — e) la limite de (p(7r — a) quand la quantité positive a tend vers zéro.
Il est d'ailleurs bien évident que la fonction <p(.r) peut avoir entre o et A un nombre fini de discontinuités par sauts brusques de valeurs; nous avons déjà parlé de ces discontinuités (Cliap. 1*',
Ainsi, en résumé, les hypothèses faites sur la fonction ç(^) sont les suivantes : elle reste finie, est en général continue, peut posséder un nombre limité de points de discontinuité de la nature indiquée, et enfin n^a qu'un nombre limité de maxima et de minima dans V intervalle considéré.
Les conditions précédentes représentent des conditions suffisantes pour que Ton ait
limJ = ^ ?(-He);
elles ne sont nullement nécessaires, La recherche de conditions suffisantes de plus en plus étendues, pour que le résultat précédent subsiste, a fait l'objet de travaux très nombreux et d'un grand intérêt. Nous ne pouvons même pas songer à les énumérer ici (*). Citons seulement un résultat très général dû à Lipschitz, relatif aux fonctions ayant un nombre infini de maxima et de minima, les autres conditions étant satisfaites {Journal de Crelle^ t. 63). La condition suffisante de M. Lipschitz est la suivante : il suppose
(*) Un essai historique sur la représentation des fonctions par une série tri> gonométrique a été publié par M. Arnold Sachse {Bulletin des Sciences mathématiques j 1880).
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que, pour toute valeur ^ dans le voisinage de laquelle la fonction ^(x) a une infinité de maxima et de minima, on ait, pour 8 suffisamment petit,
lv(?-^^)-?(?)l<Aô",
A étant une constante et a un exposant positif (*).
Mentionnons encore les recherches de M. Jordan qui sont exposées dans son Cours d^ Analyse, L'éminent géomètre introduit la notion de fonction à variation bornée (notion dont nous avons dit un mot au Ghap. P""), et il montre la légitimité du développement pour ces fonctions à variation bornée.
Dans la suite, nous ne considérerons que des fonctions satisfaisant aux conditions indiquées plus haut, en faisant toutefois une exception pour la première de ces conditions. Dans un cas étendu, en effet, on peut s'afl^ranchir de la condition que la fonction f{x) reste Jinie, comme nous allons le montrer.
Considérons donc une fonction ^(x) devenant infinie pour
(') Remarquons que, dans tous les cas, on a
lim / -^ 9(a:)dx = - 0(0) f
môme quand la fonction continue 9(^7) a une infinité de maxima et de minima, pourvu que les points correspondant à ces maxima et minima aient un nombre fini de points limites et qu'aucun de ceux-ci ne coïncide avec le point x ■= o. Il suffira, pour l'établir, de considérer le cas où il y aurait entre o et A un seul de ces points limites, soit j; = a. Nous partagerons l'intégrale en trois parties :
r"^-^ sxnkx , ,. r'^^^s\xikx , ^ . Z'* sin
/ -. ^{x)dx->r I — : o(x)dx-^ I — .-
Jo sinj; ^' y^_g sinj; ^' J ^_^^ su
kx sino;
£ étant une quantité donnée à Pavance, d'ailleurs aussi petite qu'on voudra; c'est seulement dans l'intervalle (a — s, a + e) que la fonction aura une infinité de maxima et de minima. Ceci posé, la première et la troisième ititégrale tendront
respectivement vers — 9(0) et 0, quand^A- augmentera indéfiniment. Quant à la
seconde, on peut l'écrire
sinÇ ^ '
I étant compris entre a — e et a-+-e. Donc, quel que soit A:, elle est moindre que As, A étant un nombre fixe, et comme e est aussi petit qu'on veut, on en conclut l'égalité annoncée.
X = Xo' On suppose que, de ^o — t à Xq et de Xq k Xo-h ^, la fonction conserve un signe constant. De plus, Tinlégrale
<9{x)dx
tend vers une limite quand x tend vers x^^ en lui étant inférieur ou supérieur. On va démontrer que, dans ces conditions, la formule fondamentale subsiste. Reprenons l'intégrale
r^%\vïkx . . .
jTo étant supposé compris entre o et A. Partageons l'intégrale en quatre parties
l'élément différentiel, que nous n'avons pas écrit, étant toujours
sinXra? , ^ .
— : ©(j?) ax.
smx ' '
En appliquant le théorème de la moyenne, la seconde intégrale peut s'écrire
. w / fD(x)dx,
Ç étant compris entre Xq — e et Xq» On peut choisir e assez petit pour que
^(x) dx
TO-Ê
soit moindre qu'une quantité vi donnée à l'avance, aussi petite qu'on voudra; c'est ce qui résulte de l'hypothèse faite sur ^{x), La même remarque s'applique à la troisième intégrale. Par conséquenty quel que soit A", la somme de ces deux intégrales est moindre en valeur absolue que toute quantité donnée à l'avance, si l'on a pris e assez petit. Faisons croître k indéfiniment; la quatrième intégrale tend vers zéro, la première vers — ç(-l- e).
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Nous avons donc encore
' SI 11 A a* , . , 7C
lim / — : o(x)djc= -o(-i-e),
si o{ûo) devient infini de la manière indiquée pour ^o compris entre o et h.
Nous dirons , dans la suite, qu'une fonction satisfait aux conditions de Dirichlet, quand elle satisfait aux conditions énumérées au § 5, sauf qu'elle peut devenir infinie, mais de la manière qui vient d'être indiquée.
II. — Série de Fourier. -- Ordre de ses coefficients. Sa convergence uniforme.
7. Revenons maintenant à la série de Fourier, c'est-à-diie à la série trigonomélrique où les coefficients sont exprimés par les intégrales définies données au § 1 de ce Chapitre. En faisant la somme des m -}- 1 premiers termes, nous avons trouvé
C'est la limite de ^m. pour m = ce que nous nous proposons de Irouver, en supposant que la fonction y'(^) satisfasse entre o et 2 7? aux conditions de Dirichlet.
Supposons d'abord que x^ qui va resler compris entre o et 27ç, ne soit égal à aucune de ces limites, ni à une valeur de x où f{x) devienne infinie. Écrivons
- / . ' /( 2^ ■+- -2 7 ) (fy.
La seconde intégrale est de la forme de celles qui ont été étudiées au § 5; sa limite sera donc
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ce sera -/(j;) si la valeurs ne correspond pas à une discontinuité
de la fonction. Quant à la première intégrale, il suffit d'y changer yen — y, et Ton est ramené au type étudié. La limite pour m =00
sera
Ainsi donc, pour la valeur considérée de x^ la série de Fourier converge et a pour valeur
Cette limite sera /(^), si x n'est pas une de ces valeurs, par hypothèse en nombre limité, pour lesquelles la fonction soit dis-
Fig. 16.
In
continue. Ainsi soit, par exemple, une fonction f{x) représentée par \^ fig- 16; on suppose que la courbe
corresponde à l'arc continu AB, x étant compris entre o et a, puis à Tare CD, x variant entre a et P, et enfin à l'arc EF entre p
Pour toute valeur de x distincte de o, a, p, 2 7t, la série trigonométrique représentera l'ordonnée correspondante de la courbe. Pour ^ = a, que représentera la série trigonomélrique? Ce ne sera ni aB, ni aC, mais, d'après la formule (7), leur demi-somme, car on a évidemment
/(a — s) = ÏB, /(a 4- e) = ÏG.
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Supposons maîntenaDl ^ = o ou 211, ce qui doit donner nécessairement le même résultat. On aura
nous aurons donc, comme limite, d'après le § o,
Ce cas est à considérer, en quelque sorte, comme un cas de -discontinuité. Si Ton enroule, en effet, la figure sur un cylindre, la longueur (o, 27t) devenant une circonférence, rien ne distinguera pins le passage brusque de A à F des autres discontinuités de la fonction.
Prenons quelques exenjples. Supposons q{ie/(x) se réduise
à — • On aura •2
a,n = - 1 cos niJo - dx' = ~-{ ) / ax,
par conséquent o„i-= o, m y^ o.
Pour b„iy on aura
1 mx — dx
,= - / sin
_ I / cosmxy"' 1 r
Nous aurons donc, pour x compris entre o et 27t,
a? _ TT sinj:' sin'2J^ sin ma:
Pour x = o, le second membre est égala-» qui est bien la
moyenne entre les valeurs de - pour x =^0 et x= 2tz.
Prenons un exemple de fonction présentant une discontinuité.
Imaginons qu'une fonction soit égale à- de oàiretà — -deTîà
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'àtz. On aura ici
a,„i= / cosmx iix — / co% nir dx =r. o^
Cl ce résullal est valable aussi pour m = o. D'autre pari
b,n^- I sin rnxdx — - / sin/war c^ar = - (i — cosm;:):
donc pour m pair, bm=: o; pour m impair, 6,„= • Le développement cherché est donc
sinx sinSj" siii ja:
Pour ^ = 7:, point de discontinuité, la somme de la série est nulle; c'est bien la demi-somme des deux valeurs correspondantes de la fonction.
Comme exemple de fonction devenant infinie enlre o et air, prenons la fonction
/(x) = logcos*^.
Elle devient infinie pour x = tc, mais rinlégrale
/ Joj^cos* - dx
a une limite quand .r tend vers ?:. Pour s'en assurer, il suffit de poser cos - =y et Ton a Tinlégralc
dans laquelle y tend vers zéro par des valeurs qu'on peut supposer positives; l'intégrale
comparable à l'intégrale
J ^ogydy=ylogy-j', a nécessairement une limite ])ourj>'= o.
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Le développement
logcos*-- = ao-+- ^(«/;i cosmx -h /;„|Sin Fn.r) «1 = 1
aura pour coefncîenls
a^= - j logcos* -rfx,
a,n— - / logcos* - cosmrc^j-,
^,;, = - / \o^QO?^-^\nmx dx.
"^ Jo ^
La valeur de b„i est nulle, car les éléments correspondant à x et à 2TZ — ^ se détruisent deux à deux.
Quant à la valeur de a,», elle se calcule sans peine en se débarrassant du logarithme, qui figure sous le signe d'intégration au mojen d'une intégration par partie. On trouve ainsi, pour les coefficients du développement,
et
riy =r — 2 loga.
9. Les séries Irigonométriques auxquelles nous sommes parvenu dans les exemples précédents, en appliquant la règle de Fourier, sont de la forme particulière
A = aQ-hai cosO ■+- at cosaO -+-. . .-f- a„ cosnd -+-...,
les coefficients, dans ce développement, étant tous ou de même signe, ou alternativement positifs et négatifs. 11 est facile de démontrer qu'une pareille série est convergente, lorsque les coefficients vont en décroissant en valeur absolue et que la limite de a,, est nulle.
Admettons d'abord que tous les coefficients soient positifs, et
posons
An = ao-hai cosO -h «j cos^O -h. . .-h a„cos/iO.
En multipliant les doux membres de cette égalité par asin-»
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qui est différent de zéro, si 8 n'est pas égal à un multiple de 27:, on obtient
îA/iSm- = > aa,rtCOs/nO sin- = y^dm ( " — sm b U
d'où, en ordonnant par rapport aux sinus,
2 A;tSin- = ansin — h(ao — aOsm — h. . .
-h{an-i— art)sin 6 -f-awSin — ; 9.
Laissant de côté le premier terme de celte formule et le dernier qui a pour limite zéro, nous remarquerons que la série à termes positifs
S =(«0— ai)-h(a, — aî)-i-...-h(a„-,— a„)-4-.. .
est convergenle et a Hq pour somme, puisque
Sft= ao — an
et que Ja limite de a,i est zéro. Cette série sera encore convergente quand on multipliera respectivement ses différents termes
par sin- , sin - ^ • . • » sin ">•••? q"' sont des quantités mom-
dres que un en valeur absolue. Donc la série A sin- est conver- ^ 2
gente, et par suite la série A converge, sauf peut-être pour 8==2A*7c.
Si la série A était à termes alternativement positifs et négatifs, il suffirait de changer 6 en 7: — 6 pour être ramené au cas précédent.
On démontrerait de même la convergence de la série
B = ^0-^ ^isinO -i- ôjsinaO 4-. . .-f- 6ttSiii/iO H-. . ., les conditions étant les mêmes que pour la série A.
10. Revenons à la série de Fourier; une question capitale se pose. Peut-on, d'une manière générale, avoir une limite supérieure de la valeur absolue des coefficients Um et 6,»?
La fonction /(x) satisfait toujours aux conditions de Dirichlet ;
supposons d'abord quV//<? reste finie. Nous considérons
am= - j /(x)cosmx dx.
Piulagcons l'intervalle (o, air) en un nombre fini d'intervalles tels que, dans chacun d'eux, la fonction soit continue et varie toujours dans le même sens. Soit
r) cosmx dx
rîntégrale correspondant à un de ces intervalles et soit, par exemple, /(a;) non croissant de a et ^; on aura, d'après le théorème de M. Bonnet (Chap. I, § 4),
• /^ ■• Gin #17 F
/ /(x) cos m xdx=/(oL) j cosmx dx =/{a)
sin//?> — SU) ma
$ étant compris entre a et p. Une formule analogue se présente si f{x) ne décroît pas de a à ^. Dans les deux cas, le point capital est la présence de m au dénominateur, tandis que le multiplicateur
de — reste fini. En groupant les intégrales précédentes, qui, par
hypothèse, sont en nombre limité, on aura
A étant une constante fixe convenable, indépendante de m, et l'on a pour bm une formule analogue. Ainsi «;,, et b,n tendent vers zéro et Ton voit clairement, dans le cas général, leur degré de petitesse pour m très grand. Le résultat précédent est bien digne
de remarque : puisque la série de terme général -— est divergente,
la convergence des séries de Fourier est due, en général, aux variations de signe que présentent leurs termes,
11. Les choses sont un peu moins simples quand la fonction y(x)j satisfaisant aux conditions de Dirichlet, devient injinie. Nous allons faire une hypothèse particulière sur la manière dont y{x) devient infinie. Soit Xq une valeur entre o et 2it, pour
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laquelle /(x) soil infinie; on supposera que, dans rinlervalle de a à :ro(a <; Xo), f{x) puisse se mellre sous la forme
o{x) variant dans le même sens de a à jTo el 'f (j:*©) ayant une valeur déterminée dinférente de zéro. On aura une expression analogue pour l'intervalle de Xq à ^(,3>>:ro). Pour tout intervalle ne comprenant pas le point a:of 'a part de l'intégrale est de
Tordre de -• Considérons maintenant rinléfirralc
(9) /^ _.__cos,;i.r./^.
La valeur de cette intégrale, en supposant, pour fixer les idées, que ^{x) ne croisse jamais de a à Xq^ sera de la forme
(3t Cî<^0— ^).
Posons m (.ro — x)=y; on aura
/•^ (•osm:r_^^^^ _1_ r ' -cos(j — ;;t.ro)^^
Or les deux inlé<;rales
^ //Kl-,— a) •/ «^///!r„— ai -^
ont, quels que soient m et ç, dos valeurs absolues inférieures à un nombre fixe; en effet les deux intégrales
ont un sens parfaitement déterminé, comme on le voit, par une méthode analogue à celle que nous avons suivie au Chap. I (Sect. VI). Donc, en faisant tendre e vers zéro, on voit, d'après (9), que rinlégrale
cos/;iJ? djr
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sera moindre que le produit de --^-;^ par une conslanle indépendante de m.
Il en résulte les inégalités
I î II. - ^ ^
\c,n\ et |6;,,| <^ ,,j,^v'
B étant un nombre positif convenable indépendant de ///.
La condition précédente, relative au cas où la fonction devient infinie, n'est d'ailleurs nullement nécessaire. Une fonction peut devenir infinie d'une tout autre manière et n'en être pas moins développable en série de Fourier. Que Ton prenne, par exemple, la série divergente à termes positifs
aoH- «1 -H. . .-f- «„|-t-. . . ,
dans la(|uelle les coefficients satisfont aux conditions du § 9; la
série
y*(0; = ao-f- aiCosO -+-. . .-H a;,|CosmO -h. . .
convergera pour toute valeur de 8, sauf 6=.i/v7r, valeurs pour lesquelles elle deviendra inCnie d'une manière évidemment arbitraire. On peut, de plus, remarquer qu'aucun ordre ne peut être assigné aux coefficients am de cette série trigonométrique convergente.
12. Dans bien des cas particuliers, on pourra avoir une approximation dinrérente pour les coefficients. Supposons, par exemple, que la fonction /{^) n'ait aucune discontinuité, qu'elle admette 27Ç comme période et qu'elle ait une dérivée restant finie et satisfaisant d'ailleurs aux conditions de Dirichlet. Nous aurons, pour celte fonction,
a,n = - / f{^) cos inx doc
et
b,n = - / /( x) sin mx ffx^
et, en intégrant par parties,
a„i = / f'(x)%'minx dx
et
b,n — I f'(x)cosmxdx,
puisque /(o) ==/( air). En appliquant alors à l'intégrale précédente le résultat du § 10, nous voyons que Ton a
\am\ et l^'«l<,7^'
A étant indépendant de m; par conséquent, dans ce cas, la série de Fourîer correspondant à la fonction /(x) sera absolument et uniformément convergente.
La remarque précédente peut évidemment être généralisée. Si la fonction /(^) et ses dérivées jusqu'à l'ordre p — i sont continues et périodiques (la période étant 211) et que la dérivée d'ordre p reste finie, on trouvera, en intégrant p fois successivement, par parties, et appliquant le théorème du § 10,
lO/nl et \^^n\<—~i^
A étant toujours indépendant de m»
13. Nous avons encore une question très intéressante à nous poser sur les séries de Fourier. Le calcul des coefficients, nous l'avons dit, a été fait en supposant la série uniformément convergente. En fait, la série de Fourier, que nous venons d'étudier, converge-t-elle uniformément? 11 est évident qu'il n'en peut être ainsi dans un intervalle comprenant un point de discontinuité. Nous devons donc nous borner à considérer un intervalle (a, b) compris de o à 27î dans lequel ne se trouve aucun point de discontinuité.
Commençons par supposer que la fonction /{x) varie d'une manière continue dans le même sens de a et 6, et aussi un peu au delà de b et en deçà de a (a <i b), de telle sorle que a et 6 ne correspondent ni à un maximum, ni à un minimum; la fonction /(x) sera, de plus, supposée positive, ce qui peut toujours être réalisé par l'addition d'une constante. De l'hypothèse faite résulte qu'on peut trouver un nombre positif h tel que la fonction de y
pour une valeur fixe x quelconque comprise dans rintervalle (a, b) varie dans le même sens, y variant de — /i à H- A.
Ceci posé, nous allons déraonlrer que la série de Fourier correspondant 2if{x) converge uniformément dans l'intervalle (a, b). Reprenons à cet effet l'intégrale
* sinXrY
Il faut établir qu'on peut prendre Tentier impair k assez grand pour que S^^., diffère de f{x) de moins de e (e étant donné à
l'avance), quel que soit x dans Vintervalle (a, b). Nous partageons, comme plus haut, l'intégrale en deux parties : nous allons
montrer que chacune d'elles tend uniformément vers •^^^^; il suffira de prendre l'une d'elles, soit
Tt--
— : ^/(^-t- 2Y)ûfY;
sinY
nous la partageons elle-même en deux intégrales
h étant le nombre fixé plus haut. La fonction de y> /(^ + ^y), varie dans le même sens quand y va de o à A; supposons, pour fixer les idées, qu'elle n'aille jamais en croissant. En nous reportant alors au^§ 3, nous avons, en posant
et entendant par m le même entier que dans ce paragraphe, soit le plus grand entier contenu dans y/^,
i<[/(x)-/(.^i?:i)],.*/(..iîî):^/(,.L|--)^„, '>/(--T^)î-/(-^)'-
P. - I. Il
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De ces deux inégalités résulte bien que J converge uniformément vers la limite i'f{x)^ x étant dans l'intervalle (a, 6), c'està-dire que Ton peut prendre A' assez grand pour que J diffère de ^f{x) de moins de e, quel que soit x dans l'intervalle indiqué.
Nous avons maintenant à considérer la seconde des intégrales (lo); elle est de la forme
r TH^'^^^^''"^' o</i<^<7r.
11 est bien facile de voir qu'elle est de l'ordre de 7;; il suffit de
raisonner comme nous l'avons fait (§ H) pour déterminer l'ordre (les coefficients. On conclut que la seconde des intégrales (10) est moindre, en valeur absolue, que
A étant une constante fixe convenable, et cela, quel que soit x dans l'intervalle (a, 6).
Il est donc établi que l'intégrale
TV
^|^/(^ -f- 2y) d^ {k impair),
qui représente la somme des premiers termes de la série de
Fourier, diffère de /(x) pour k suffisamment grand, de moins de e, quel que soit x dans l'intervalle (a, 6).
Les raisonnements précédents supposent essentiellement que la fonction y(^) n'ait ni maximum, ni minimum dans l'intervalle (^'î *)i y compris les deux extrémités. Il est aisé de lever ces restrictions. Les maxima et les minima étant, par hypothèse, isolés, puisqu'ils sont en nombre fini, considérons l'un d'eux. Soit, par exemple, x =^ Xq correspondant à un maximum yQ=zf(^Xo) de la fonction /(x) positive dans le voisinage de Xq] f{x) croît de j\ — a à Xq et décroît de Xq à r^H-a. Je considère la fonction
SÉRIES TRIGONOMÉTRIQL'ES. 25i)
continue Q(x) ainsi définie dans l'intervalle (xn — a, ^o+ a).
(i(x)=/(x) de Xo — a à .r©.
Celte fonction est croissante lorsque x varie de ^o^- ^ à .ro-f-a. Considérons maintenant la fonction
P(a7) = Q(:r)+/(a7), on a
P(ir) = a/(ic) de Tq — ol à .r,,,
P(^) =ro(ï-+- î^) — (fJt — i)/(a:) , de a-o à ^o-ha;
P(a:) sera aussi croissante lorsque x varie deio — * ^ *^o + ^- ^i'
/(^) = P(a:)-Q ar).
Par suite, la fonction /(a;) est la différence de deux fonctions variant dans le même sens de part et d'autre de Xq, Si donc on développe P(x) et Q(^) en séries de Fourier, il n'y aura aucune difficulté relativement à la valeur ^o» L'intervalle (a, b) peut donc contenir des valeurs de x correspondant à des maxima ou des minima.
En résumé, nous pouvons énoncer le théorème suivant :
La série de Fourier, représentant une fonction f{x) satisfaisant aux conditions de Dirichlet, est uniformément convergente dans tout intervalle {a, b) à l'intérieur duquel la fonction ne présente pas de discontinuités.
III. — Sur les séries trigonométriques les plus générales. Théorème de M. Cantor.
14. Quand nous avons cherché les coefficients du développement
(il) /(■2P) = «o-^ ^ (a,rt cos/nx-h^,,, sin/wx),
nous avons fait des intégrations qui supposaient la série uniformément convergente dans l'intervalle de o à 21:.
Si l'on veut que la série (i i) soit uniformément convergente de o à 2it, il est clair que le développement ne peut se faire que
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d\ine seule maalère. Mais si on laisse de côlé rti^'polhcse de la convergence uniforme, on peut se demander s'il n'existe pas, pour représenter /(x), un développement trigonomé trique différent de celui de Fourier.
Nous bornant toujours aux fonctions satisfaisant aux conditions de Dirichlet, nous supposons qu'il y a égalité entre les deux membres de (i i) pour toute valeur de x qui ne rend pas la fonction/infinie ou discontinue. On aura donc Tidentilé (ii), sauf peut-être pour un nombre limité de points entre o et niz. Si deux développements de cette forme et dans ces conditions sont possibles, on aura évidemment, en les retranchant, une identité de
la forme
( 12 ) «0 H- ^ ( 3t/« cos mx -h p,„ sin nix ) = o.
pour toute valeur de x, comprise entre o et ai:, sauf peut-être pour un nombre limité de points.
Si l'on peut établir que tous les a et ^ sont nuls, l'identité des deux développements supposés sera démontrée. M. Cantor a, le premier, démontré que l'identité (12) ne peut avoir lieu que si tous les coefficients sont nuls (Journal de Crelle, t. 72, et Acla mathemalica, t. II). Son analyse s'appuie sur un théorème de Kiemann, très intéressant en lui-même et que nous allons d'abord exposer.
Considérons avec Riemann (*) une série trigonométrique
) - ao-+-«i C0SJ7-+
où l'on suppose que
(S) - ao-+-«i cosj7-h6| sinar-h. ..-h ancosnx -h b^ %\nnx H-. . . ;
lira a;, = o, rnn^;t=o.
n = 00 n = ao
Dans ces conditions, si l'on écrit
Ao = - «oj A,i = a„ cos/ia7-h 6rt sin/iT,
(») Œuvres mathématiques de Riemann, trad. Laugel, p. aa5 et suiv. Paris, Gauthier-Villars.
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la série
que Ton déduit de la série initiale, en intégrant deux fois chaque terme, sera uniformément convergente de o à air, puisque A„ reste finie quel que soit x^ et représentera une fonction continue F(jf). Riemann considère le rapport
Si la série S com-erge pour une certaine valeur de x, et a f{x) pour somme, le rapport précédent tend vers /{x), quand a tend vers zéro. Tel est le théorème que nous allons établir.
En remarquant que
a„ cosn{x 4-2a) -f- a^ cosn(x — aa) — ^a„ cosnx = lan cos/ia:(co8 2/ia — i) = — 4ût« cos/ia? sin*/ia.
ô/, sin/i(a?4- 2a) -f-6rt sinn (a; — 2a) — 26» sinnx = 26,, sin/iir(cos2/ia — 1) = — 4^/1 sin/ia7sin*/ia,
on peut écrire
/ F(a--4-2a)-f- F(ar — 2a) — 2F(57) /sina\*
Or, X ayant la valeur particulière considérée, on a
et, 8 étant une quantité donnée à l'avance aussi petite qu'on voudra, on peut trouver m tel que l'on ait
|£/»|<5, si n^m.
De plus, nous prendrons dans (i3) a assez petit pour que ma >'ir.
En remplaçant d'une manière générale A„ par £;,+, — e„, la série (.i3) peut s'écrire
r/ \ Y? l rsin(n— i)a"l« /sin/ia\«)
Partageons maintenant cette série en trois parties. Dans la première, on fait croître n de i km; dans la seconde, n variera de
m + I au plus grand entier 5 inférieur à- ; enfin, dans la troisième,
n variera de 5 -|- i à Tinfîni.
La première partie se compose de termes en nombre fini, et tendra évidemment vers zéro si a a été pris suffisamment petit.
i.a seconde partie est moindre que
les quantités entre crochets, dans la somme, étant toutes positives, car — ;— décroît constamment, x croissant de o à tt, et l'on a précisément
5 <^ - ou 5a< 7C.
Passons enfin à la troisième partie. Décomposons le terme général de la manière suivante
; [•sin(n — Dais rsin(/i — Ogl» J \rsin(/i — i)a'l* /sin/i2t\*/
Le second terme peut s'écrire
sin(2n — i)a sina
-'" ^^ï^tï
Le terme général sera donc moindre, en valeur absolue^ que
sf i L l + _i
La troisième partie, comprenant la sommation de 5 -j- 1 à l'infini, aura donc une valeur absolue moindre que
a ar i i
la somme entre parenthèses étant une série convergente.
Mais on a ( ' )
Nous avons donc, comme limite supérieure,
0 0 -r-rH
S* a* sa Or S est le plus g^and entier inférieur à -> c'est-à-dire que
s^ I ou sol-^t: — a:
la limite précédente sera donc moindre que
L(7r — a)* Tc — aj
Elle est infiniment petite avec 5 : l'expression (i3) diffère donc de /{x) d'aussi peu qu'on veut, pour a suffisamment petit. Le théorème est démontré.
16. A ce théorème nous joindrons, avec Riemann, la remarque suivante :
Le quotient
tend, quel que soit x, vers zéro, quand ol tend vers zéro.
Partageons, en effet, la série qui représente l'expression précédente
(' ) Cette inégalité peut en eflfet s'écrire
rdx
et e]le se vérifie immédiatement en considérant les rectangles intérieurs inscrits dans la courbe j^=~> comme nous l'avons déjà fait à différentes reprises
(Chap. I, Sect. VI).
en trois parties. Dans la première, n variera jusqu'à un nombre fixe m, tel que, pour n > m, on ait [A;,] <e ; dans la seconde, on fait varier n depuis (m + i) jusqu'à la plus grande valeur satisfaisant à Pinégalilé na^c, c désignant une constante fixe; enfin, la troisième partie comprendra le reste de la série.
La première partie donne une somme inférieure à aQa, Q étant une quantité fixe ; la seconde est moindre en valeur absolue que
enfin, la troisième partie est moindre que
\i rsin(/ia)'l* ^ V^ I ^ *s i
comme on le voit en se reportant, pour la dernière inégalité, à régalité(i4).
Nous avons donc
I F(a:-+-2a)-hF(a: — 2a)— 2F(ar)|
<,[Qa+,(c-t-l)];
d'où résulte immédiatement que le premier membre tend vers zéro en même temps que a.
17. Avant d'aborderla démonstration du théorème de M. Cantor, relatif aux séries trigonométriques, faisons encore une remarque essentielle, due à M. Schwarz.
Soit ^{x) une fonction continue dans un intervalle {a, b), et telle que, pour toute valeur de x dans cet intervalle, on ait
y ¥{x -4- a) — 2 V{x) -h F(ar — g) _ a = o a* ~
Nous allons montrer que 'P{x) est une fonction linéaire de x. Supposant a<^b, nous considérerons la fonction
(p(a7) = iJF(^)-F(a)-J^[F(6)-F(a)]j-Ç(x-a)(6-a7),
i désignant ±i, et h une constante quelconque. La fonction ^(x)
est coDlinue dans rinlervalle (a, 6), et Ton a
lim -i- '--^^ ■ = /<*.
Donc, si a est assez petit, l'expression
est positive. Je dis qu'il en résulte qWe ç(^) ne peut être positive pour aucune valeur de x dans l'intervalle (a, 6). Si, en effet, ^(a?) était positive pour certaines valeurs de a:, elle aurait un maximum pour une certaine valeur Xq de Xj puisque f{a) = 9(6) = o. Par conséquent, pour a assez petit, on aurait
<p(jro-+- a") — o(a:j) <- o, o(To—a) — ^(TQ)^o; par suite,
^{xo-^ a) -h o{xq — aL) — 'i^(xQ) serait négatif.
Ainsi donc, quel que soit A, et pour 1 =iii 1, la fonction 9{x) est négative ou nulle dans l'intervalle (a, 6); mais nous pouvons prendre h très petit et donner à i un signe tel que, pour une valeur de X, o{x) soit positif, si Ton n*a pas identiquement
Celte identité est donc nécessaire. Il en résulte bien que F(j:) est une fonction linéaire de x.
On remarquera que la proposition précédente serait é\^idente si l'on supposait que la fonction F (a:) admet des dérivées première et seconde continues dans l'intervalle (a, 6).
18. Nous pouvons maintenant démontrer le théorème de M. Cantor. On suppose, comme nous l'avons dit, que l'on ait
«0 -*-(«! cosa^-i-p, sJna-)H-. . . -+- (a^ cos/ia: 4- p« siii/ia7)-h . . . = o,
cette égalité ayant lieu pour toute valeur de a:, sauf peut-être pour un nombre limité de valeurs dans un intervalle égal à ait. On ne fait d'ailleurs aucune hypothèse sur la façon dont se comporte la série pour ces valeurs exceptionnelles.
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Remplaçons successivemenl. dans la série précédente, x par X -h 3 et ^ — 5, et ajoutons ; il viendra
( a© -H (ai cosar-i- pi sina?) coso -h . . .
\ -f- (a,, cos/ia:-+- p« sin/ij-) cos/i8 -+-... = o,
X ayant une valeur fixe (différente des valeurs singulières). La relation précédente aura lieu pour toute valeur de 8, sauf peut-être pour un nombre limité de valeurs dans un intervalle égal à 2^. C'est une série trigonomélrique en o; elle ne renferme que des cosinus, mais ceci nous importe peu ; ce qu'elle présente d'intéressant pour nous.
c'est que le coefficient de cos/i5 tend vers zéro avec-« Nous al-
Ions donc pouvoir nous borner, dans la démonstration du théorème (de M. Cantor, au cas où les coefficients des cosinus et sinus tendent vers zéro avec-* Si Ton suppose, en effet, le théorème démontré dans cette hypothèse, la formule (i5) montre que l'on a
a,t cos nx -h ^^ sin /lar = o,
quel que soit x (sauf peut-être un nombre limité de valeurs dans un intervalle air); on en conclut a,i=: P/2 = o.
Ces préliminaires étant bien compris, nous partirons maintenant de l'identité
- — h ai cosa? H- 6i sina? H- ... -+- a» cos/ia:-h 6^ sinnâ7-h ... = o,
qui a lieu dans les conditions indiquées, et nous ferons l'hypothèse légitime
lim «/i = o, lim h^ = o.
Nous pouvons alors appliquer le théorème de Riemann et former la fonction F(a;) du § 15, fonction continue pour toute valeur de x^ sans aucune exception. Nous avons, d'après ce théorème,
lim = o,
pour toute valeur de x distincte des valeurs exceptionnelles. Donc (§ 17) la fonction F (a*), entre deux valeurs exceptionnelles con-
séculives, sera une ronction linéaire de x, La courbe
forme donc une ligne polygonale continue, les sommeis de la ligne correspondant aux valeurs singulières, si elles existent. Mais considérons une telle valeur x^^] la fonction F(;r) ne cesse pas d'être continue pour x = Xo, et (§ 16)
lim = o.
Or les deux quotients
F(aro4-a) — F(.ro) ^^ F(.ro— g) — F(;ro) a — a
représentent les coefficients angulaires des deux côtés de la ligne polygonale ayant pour sommet le point considéré. Ces deux coefficients angulaires sont donc égaux et les deux côtés sont le. prolongement Fun de Faulrc. Nous en concluons que la courbe
représente une ligne droite indéfinie. Soit y ^=-cx-\' d cette droite; on aura, pour toute valeur de x^ la relation
Ao Al — ... -—...= c.r -4- c,
que nous écrirons
Le second membre admet la période air; pour que le premier Fadmette, il faut que
c = o, Ao = o.
Il reste alors
. . a« cos/iJ? -f- bu sin nx — c = ai cosar -h 6>i sina7 -T-. . .H — h...;
mais la série du second membre est uniformément convergente; on peut donc appliquer, en toute rigueur, la méthode classique
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pour la détermination des coefficients, ce qui donne immédiatement
an = o, b„ = o, et le théorème est démontré.
IV. — L'intégrale de Poisson
19. Nous allons maintenant faire l'étude d'une intégrale célèbre considérée par Poisson, et qui se rattache étroitement à la théorie des séries trigonométriques.
Soit/(©) une fonction continue et périodique (période 27:) de la \ariable ©. Nous pouvons former les coefficients a^ et bi de Fourier, mais nous ne supposons pas la fonction /(cp) nécessairement déK^eloppable en série trigonométrique.
Envisageons alors la série ordonnée suivant les puissances croissantes de r,
~ H- r(ai cos<p H-6i sino) -H. . .h- r'»(a;„cosmp -h bm 8inm«p)-4-. . .,
qui est convergente pour r •< i? puisque les a et 6 sont en valeur absolue moindres qu'un nombre fixe. Nous allons montrer qii^on peut la mettre sous la forme d! une intégrale définie. Formons, en effet, l'intégrale
I = — / /(il) d^,
^^./o '^^i — arcos(^;^ — cp) -+-/•« ^
Il est facile de la développer suivant les puissances croissantes de r : nous retomberons sur la série qui précède. Parlons de la
formule
I — 'ir cos 6 -f- /•- ~ I — /-giô I — re~^^ ' on a
et une identité analogue en changeant i en — /. On aura donc
n j ï = i-f- a > /•" cosn(4/ — o)
I — 2/*cos(tV — cp) -h /* j^ ^^ ''
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Subslîluant dans I^inlégrale I el remarquant que le reste tend vers zéro, puisque /• est plus petit que Punité, on obtient la relation
1 z»*'^ , ^L ••lit
€t, enfin,
n = ce
<i6) I = ~ H- y r«(a;,cos/i(p-H h„ sin/iy),
en posant
C'est bien le développement que nous avons écrit plus haut; il est valable pour /' •< i j mais peut n'avoir aucun sens pour r = i . Nous donnerons à l'intégrale I le nom d'intégrale de Poisson,
20. L'intégrale I est une fonction de r et de <p, qu'on peut considérer comme fonction des coordonnées polaires. Nous avonssupposé /- <^ I ; le point (r, cp) restera donc à l'intérieur du cercle de rayon un. Quand ce point se rapproche d*un point de la circonférence C de ce cercle, l'intégrale tend-elle vers une limite?
La réponse n'est pas immédiate, car une circonstance singulière se présente. Puisque r tend vers un^ tous les éléments de l'intégrale tendent vers zéro, sauf un seul correspondant à r=i, tj/==(p, pour lequel il y a indétermination. On ne voit donc pas de suite ce que devient l'intégrale. Au surplus, nous avons déjà rencontré un exemple de cette nature quand nous avons traité le problème de Dirichlet pour le cas d'une sphère (Ghap. VI, Section II). L'intégrale que nous avons alors obtenue est entièrement analogue à l'intégrale de Poisson qui nous occupe maintenant.
Si la fonction /(cp) était développable en série trigonométrique, le développement en série, suivant les puissances croissantes de r, donnerait, sinon une réponse entièrement satisfaisante, du moins une indication sur la solution. Quand r tend vers l'unité, o restant constant, la série (i6) tend vers/(©). On sait, en effet, puisqu'on suppose que/('f ) est développable en série de Fourier, que cette série est convergente pour r = i et représente /('f)l il suffit alors
de se reporter au théorème d'Abel sur les séries entières pour en conclure que la limite de la série (16), pour r = i, est égale à /(<p). Ce mode de raisonnement a Tinconvénient grave de nous obliger à faire tendre le point (r, ç) vers le point (i , cp) de la circonférence C en suivant le rayon qui passe par ce point, et de plus il faut supposer que /('f ) est développable en série de Fourier. Le résultat est cependant exact dans tous les cas sous la seule condition que la fonction /(^) soit continue et admette la période %'iz. L'intégrale I tend vers /(<p) quand /• tend vers un; c'est ce que nous allons montrer en étudiant directement l'intégrale I avec M. Schwarz (*).
21. Nous avons besoin, pour faire cette étude, de la valeur de l'intégrale I pour /(vj;) = i . Elle se calcule immédiatement : la fonction sous le signe d'intégration est une fonction rationnelle de cos('i — cp), et l'intégrale indéfinie est l'expression à détermination multiple
- arc tang|^--— y tang ^^-^ J '>
appliquant la règle donnée précédemment à ce sujet (Chap. I, §6), on trouve que la valeur de I, pour /' •< i , est égale à -h- 1 .
Cela posé, désignons par A un point (r, cp) pris à l'intérieur de la circonférence C de centre O, et soit Mo un point fixe (i , Ço) sur cette circonférence. Il s'agit de trouver la limite vers laquelle tend l'intégrale I correspondant au point (r, ç) quand ce point se rapproche du point (i j ^o) en suivant une direction quelconque. L'intégrale I peut s'écrire
intégrale étendue à la circonférence, c'est-à-dire l'intégration étant faite entre deux valeurs de 4 différentes de 2 7v. Par suite, on aura
C) Voir deux Mémoires de M. Schwarz : Ueber die Intégration der partiellen Dijferentialgleicliung Aw = o fiir die Flàche eines Kreises {Gesammelte mathematische Abhandlungen, zweller Band).
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Or, la fonction /{^) étant continue, on peut trouver une quantité positive 28 telle que, sur tout arc de la circonférence C inférieur à 28, Toscillation de la fonction soit inférieure à une quantité positive e, donnée à l'avance, aussi petite qu'on voudra. On aura donc
pourvu que l'arc qui sépare le point (i, J') du point (i, fo) soit inférieur à 8, et cela d'ailleurs quelle que soit la position du point Mo sur la circonférence C; 8 étant ainsi fixé va rester constant. D'autre part, le point A, en se rapprochant du point M^, restera, à partir d'une certaine valeur de o, à l'intérieur de l'angle au centre, correspondant à l'arc 2 0, ajaht Mo pour milieu. Désignons par A| le point où le rayon prolongé OA rencontre la circonférence C et prenons de part et d'autre de A| un arc égal à 3. Soient s l'arc égal à 28 ainsi formé, lequel contient le point M©, et S le reste de la circonférence. Nous partagerons l'intégrale qui figure dans I en deux parties : l'une relative à 5, l'autre à S. La valeur absolue de la première sera moindre, quel que soit r, que
e-l f L^li:! rfi<e-L r" '-^^ d'^ = z.
9.7: ^/ç ï—ir cos{^ — o)-hr^ ' 2-^/^ i — •2/-cos(^ — ^}-^-''*
Passons à la seconde intégrale. On a, pour Tare S,
i — ir cos(^ — cp ) 4- /•' > "î /' — '^rcoso = •2/*(i — coso),
• et,, si g désigne le maximum de 1/(^)1, ou voit que la seconde intégrale aura une valeur absolue moindre que
/'(i — coso)
Cette quantité lend vers zéro quand r se rapproche de l'unité; remarquons d'ailleurs qu'elle est indépendante de la position du point Mo sur C.
Ainsi donc, étant donné le point Mo sur la circonférence C et une quantité y; fixe, mais aussi petite que l'on veut, on peut tracer, de part et d'autre de Mo, un arc de longueur 8 tel que, le point A restant à l'intérieur de l'angle au centre correspondant à cet arc 28 et étant suffisamment rapproché de la circonférence, la valeur
de l'intégrale correspondanle diffère de /('f 0) Je moins de i] : c'est dire que Tintégrale I, correspondant au point (/", <p), tend vers /(?o) quand ce point se rapproche d'une manière quelconque du point (i, «fo) tle la circonférence C (en restant intérieur à cette circonférence).
22. Dans l'étude précédente de l'intégrale de Poisson, nous avons supposé que la fonction /(à) était partout continue. Il ne sera pas sans intérêt d'étudier maintenant le cas où la fonction /(^) n'est pas partout continue, mais présente pour certaines valeurs isolées de ^ des discontinuités du genre de celles qui ont été étudiées dans la théorie des séries trigonométriques.
Nous supposerons donc que, pour une certaine valeur (fo, la fonction /(cp) ait, de part et d'autre du point correspondant, des valeurs limites différentes. Vers quelle valeur tendra Vintégrale I quand le point (r, cp) tendra vers le point (1, cp©)?
Pour traiter cette question, prenons d'abord un exemple particulier : si l'on faity(^) = 'i, on se trouve bien, sur la circonférence C, dans le cas indiqué; on peut, en effet, considérer qu'on a, sur cette circonférence, une succession de valeurs données par la loi précédente en faisant varier if entre o et 271. Pour ij^ = o et '} = 2 71, on obtient la même position Mo, et la différence des valeurs limites de la fonction, de part et d'autre de Mo, est visiblement égale à 2 7Î. Formons, pour ce cas particulier, Tintégrale I,
' ' -dl.
Sa valeur est facile à calculer au moyen d'un développement en série, ordonné suivant les puissances croissantes de r. Les coefficients du développement
-h 2r«(a«'cos/i^-h6«sin/içp), r<i,
dans lequel
sont ICI
ao=27r, an = o (n^i), ^>„=--.
On a dope le développement
r" sinn<p 11 = 1
wi r" sin
Pour calculer
^ r'*sin/Kp
prenons sa dérivée par rapport à r, qui est
11 = • X ^«-1 sinncp.
Or celte série est égale au coefficient de i = y' — i dans
r^^ r I -— re?'
On aura, par suite,
r»-* sin/i© = i
^ I — 2rcostp -f- r* 11 = 1
et, en intégrant,
2 r'» sinncp rsin© i = arc tang — i — , n ° I — r cos cp
Tare tangente, dans le secondmembre,étantrarc compris entre — et 4- -> qui s^annule pour r = o. Nous avons donc
I r^"^ , I — r* ,, rsincp
— I d; — r rfil = 7c — 2 arc tang 1
2it JJj ^i — arcos^^f — ïp)-r-r' °i — rcostp
L'arc tangente qui figure dans cette formule est susceptible d'une représentation géométrique très simple. Soient la circonférence G de rayon un et Mo le point correspondant à ^ = o, situé sur OX {fig' '7)- A. élantle point (r, <p), on aura
"^ ^^°^i- rcoso "" angle(OMoA), P. — I. 18
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cet angle étant c lant a cet angle,
cet angle étant corapris entre — - et H — • On a donc, en appe-
TZ — 2a
comme valeur de l'intégrale. Quand le point A se rapproche de Mo, la valeur limite de cette intégrale dépend de la direction suivant
laquelle A se rapproche de Mo; cette valeur limite peut prendre toutes les valeurs entre o et 2ir qui répondent aux valeurs extrêmes
23. Après Tétude de ce cas particulier, nous n'aurons aucune peine à traiter le cas général. Il sutHra de se borner au cas où la fonction /(A) a un seul point M© de discontinuité, que nous supposerons correspondre à A = o ou ait, de telle sorte que
Désignons par |x la différence /(-|- s) — /(air — e). Nous avons à étudier Tintégrale
' ~ 2 Tt Jq -^^^^ r-"ï7^I'(ti; — cp)-f /•« ^'•'^
quand le point A(r, 'f) se rapproche de M©. Formons, à cet effet, l'expression
en considérant, comme tout à l'heure, ^j; comme une fonction d'un point variable sur la circonférence C avec le point Mo comme point de discontinuité. L'expression précédente sera alors une fonction
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contioue; car les deux limites, suivant qu'on se rapproche de Mo d'un côté ou de l'autre, sont
/(-h s) et /(2Tt — e)-H fJL.
L'intégrale
tend donc vers/(~i- e) quand le point A se rapproche d'une manière quelconque de Mo- Nous aurons, par suite,
-L/>(^) '-;• ^ ,rf^.=--'^-fu-2arctang ^^'"'^ )+X,
\ tendant vers/(H- e), de quelque manière que A se rapproche de Mq. De là'nous concluons
liinI=/(-i-e)— ^ -h^a,
en désignant par a la direction limite suivant laquelle A se rapproche de Mq. On voit ainsi que liml pourra prendre toutes les valeurs comprises entre
/(^-0 et /(2':r-£).
En particulier,
poura=-» on aura liml =y*(-i- e);
pour a = y » liml =y(2Tr — s).
Quand le point A se rapprochera de Mq en suivant le rayon OMq, la limite correspondante sera la demi-somme
V. — Théorèmes de Weierstrass sur la représentation approchée des fonctions (*).
24. On doit à Weierstrass des théorèmes très intéressants sur la représentation approchée d'une fonction. Pour établir ces pro-
(*) K. Weierstrass^ Sur la possibilité d'une représentation analytique des /onctions dites arbitraires d'une variable réelle (traduction par M. Laugel, Jowmal de Mathématiques , 1886).
positions^ nous allons nous placer à un tout autre point de vue que l'illustre géomètre, et nous allons utiliser les propriétés de l'intégrale de Poisson (*)5 nous indiquerons ensuite sommairement les considérations dont s'est servi Weierslrass. Reprenons l'identité
I = — 1 fi^) — r- d^
r{ax coscp -4- bx siiKp) -h. . .
-H /•'"(«OT coswcp + è,„sin/n<p) -H. . ., /'<!,
en supposant seulement la fonction /(^) continue et possédant la période 211. D'après le raisonnement du § 21 et en employant les mêmes notations, on peut, étant donné à l'avance un nombre e fixe, mais aussi petit qu'on veut, trouver un angle suffisamment petit 8, tel que
r(i — cos8)
et cela, quel que soit r et quel que soit o. Or on peut choisir /• suffisamment voisin de un pour que
r(i — cosS)
Soit r^ <; I une valeur de r satisfaisant à cette inégalité ; r< étant ainsi choisi va rester fixe. Nous avons, quel que soit cp,
|Ii-/(<p)l<2e, li désignant la valeur de I pour r = r^. Or la série
Il = — -i- ri(ai coscp -h hi sinçp) 4-. . .
■+- r^T^^m cos/np -+- bm sinmç) -h. . .,
dont les termes sont des fonctions de ©, est une série uniformément convergente. En effet, | am | et 1 6;» | étant moindres que 2^^, le coefficient de r^ reste inférieur au nombre fixe ^g. En prenant
( ' ) É. Picard, Sur la représentation approchée des fonctions ( Comptes rendus, t. CXII; 1891).
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m assez grand pour que le reste de la série
à partir du rang /n, soit moindre que e, le reste de la série qui représente I| sera aussi moindre, en valeur absolue, que e, quelque soit 'f. La valeur de m étant ainsi choisie, on aura alors une certaine suite finie de Fourier
F(o) = Ao-H Al cos«p-f- Bi sincp -+-. ..4- A,„cos/ncp-4- B^ sinm<p
telle que
|I,-F(cp)|<s et, par suite,
l/(9)-F(cp)|<3e.
On peut donc trouver une suite finie de Fourier F(<p) telle que /{'f) puisse être représentée par F (o) pour toute valeur de <p ai^ec l'approximation donnée à l'avance 3e.
' 2o. Nous avons supposé, dans ce qui précède, que la fonction /(o) était continue de o à 27t et admettait la période 2 7r. Soit maintenant f{o) une fonction déterminée et continue dans un intervalle (a, P) moindre que 27î; on pourra, sur la portion de la circonférence de rayon un où la fonction /{(f) n'est pas déterminée, prendre une fonction continue quelconque ayant les mêmes valeurs que la première en a et ^. A la fonction qui se trouve ainsi déterminée sur toute la circonférence on peut appliquer les considérations précédentes, et notre fonction y*(ç), déterminée entre a et p, se trouve alors représentée par la suite finie de Fourier
F(«p) = Ao-f- Al cos© -h Bi sincp -f-.. .-h A^ cosm^ -h BmsinnK^,
avec une approximation supérieure à une quantité donnée à l'avance, pour toute valeur de 'f entre a et p.
De ce théorème nous pouvons conclure un des théorèmes de Weierstrass. La fonction F (y) peut être développée en série ordonnée suivant les puissances croissantes de op
F(<p) = ao4- «1 «p -h . . . -+■ ai^^p^-h . . . ,
puisque chaque ternie de F(<p) est susceptible d'un tel développement. La série précédente est uniformément convergente dans Tintervalle (a, ^); on peut donc prendre n assez grand pour que, en
posant
P((p) = ao-4- ai<p —. . .-T- a«cp«,
on ait, quelque soit tp, entre a. et p,
et, par conséquent^ d'après l'inégalité analogue du paragraphe
précédent,
Ainsi, e étant donné à ^ avance, on peut représenter la fonction/{'f), continue dans l'intervalle (a, P), à l'aide d'un polynôme P(©), avec l'approximation donnée à l'avance 4e.
De ce théorème on peut déduire une représentation analytique, sous forme de développement en série, d'une fonction quelconque f{x)^ fonction continue de la variable réelle x dans un intervalle (a, p).
Soit, en effet,
ei, El, ..., Ert, ...
une suite de quantités positives décroissantes, formant une série convergente. On peut alors, conformément à ce qui précède, déterminer une suite de polynômes
Pi(ar), V^ix), ..., F«(x), ..., tels que, pour /i = i , 2, . . . , on ait
pour toute valeur de x entre a et p. Or posons
Mx) = Pi(x), . ., fn(x)=P„^i{X)-Pn{^).
on aura
/o(^)-H/i(^) -^...-H/rt(a?) = Pn-s-ii^T)-
Par conséquent l'on a :
avec
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La série
dont les termes sont des polynômes en x^ sera donc convergente et représentera /(j?). Nous ne nous sommes servi jusqu'ici que de ce que lime/i --^ o. Démontrons maintenant, sous la condition in-
diquée pour les e, que la série précédente est absolument convergente, c'est-à-dire que la série
!/o(^) I -H l/i(^) I -H...-- \Mx) I -...
est convergente. On a
l/(^)-P« (:r)|<e„, |/(J7)-P„^l(jr)| <e„^,,
donc
Or la série de terme général (e^ -h e;,^^) étant convergente, l'assertion est établie et il en résulte aussi qu'elle est uniformément convergente.
En définitive, nous pouvons représenter f{x) par la série de polynômes
fo(^) +-/i(ar)-f-...-h/«(iF) -+-..., absolument et uniformément convergente dans l'intervalle
Il est clair que cette représentation pourra être faite d'une infinité de façons.
26. Les considérations que nous venons de développer peuvent s'étendre à des fonctions d'un nombre quelconque de variables. Nous nous bornerons au cas de deux variables. En étudiant l'équation AV = o à trois termes, nous avons rencontré une intégrale tout à fait analogue à celle de Poisson, et à laquelle nous pouvons étendre les considérations précédentes. Reprenons donc rintégrale(Chap. VI, §7)
Jo J^ (i-arcosY-^r*)* où nous supposons que/(8', if') représente une fonction continue.
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et que cosy a pour expression
cosy = cos6cos6'-H sin6 sin 6' cos (^' — ^).
I est une fonction de r, 8 et A. Nous allons développer cette fonction suivant les puissances croissantes de r, comme nous l'avons fait pour l'intégrale de Poisson ; mais auparavant, il nous faut faire quelques remarques sur le développement de l'expression
v/ 1 — 'ir cos -^ -h r^
Cette fonction peut être développée suivant les puissances croissantes de r. Ce développement est convergent pour r < i ; on a en effet
I — 2 r cos Y -f- r' = (I — reY') (i — re-Y').
Chacune des expressions
et
v/i — reï' )/i — re-V
peut être développée suivant les puissances de r, pour r <[ i . On a ainsi, d'après la formule du binôme,
(i — reYO i z:= i-+--re'Y-h-^;rîe»^Y-h....
Ci — r<r-vr« r= i -h i /.g-zy >^ il? r» e-^'Y -i- . . . .
et, par suite, en posant
/i — ir cos Y -4- r' on aura
Po-i-Pir-h...^-P„r»-+-. ..,
On voit que P^, qui est nécessairement réel, sera un polynôme de degré n en cos y ; aussi le désignerons-nous par P„ (cosy). D'après la forme précédente, P„(cosy) atteint sa plus grande valeur pour Y mr o ; or, pour cos v := i , on a P„ == i , comme le montre le déve-
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loppement de
s/i — ir -^ r^ ' '^
Nous avons donc Tinégalilé suivante, dont nous aurons à faire usage dans un moment,
I Pn(COSY) 12l.
Ceci posé, du développement, valable, pour r <[ i,
. = Po-HPi(cosY).r-^-...-t-P«(coS7).r'»-h...,
VI — arcos-y -+- ''*
nous déduisons, en dérivant par rapport à r,
— i j = P|(cosY)-f- ...-+- /iP„(cos y)*'''*"'*-^. ■ .i
(1 — JLF cos Y -1- r* )*
et, par suite,
^ = Po-f-3Pi(cosY).r-H...-+-(2/i-t-i)Pn(cosY).r»-h...,
(i — arcosY"^ r*)'
et cetle série peut être considérée comme une série en 0' et ^ uniformément convergente. Par suite, en substituant dans Tintégrale I, il vient
développement dans lequel le coefficient de r" est une fonction entière et de degré n en cosO, siaôcostj^ et sinOsin<{^. Désignant par (a/i -i- i)Y« ce coefficient, nous écrivons
et Ton a, d'après ce que nous venons de dire relativement à
'P-(cost)|,
en désignant par^ une limite supérieure de |/(0', <{*') |.
27. Après ces préliminaires, nous avons peu de choses à faire pour démontrer qu'une fonction /(ô, '}), continue sur la sphère de rayon un, peut être représentée, avec l'approximation e, par une suite limitée
où l'on désigne d'une manière générale par Y^ un polynôme de degré m en cos8, sin9cos<j; et sinGsintj;. On a, en effet, le développement
n = go
En se reportanl à l'étude que nous avons faite (loc. cit.) de l'intégrale I, on verra, comme pour le cas d'une fonction d'une seule variable, que Ton peut choisir /•« <C i, tel que la série
/l = oo n=0
diffère de y (6, •}), quels que soient 0 et ^^ de moins de £. D'autre part, la série précédente est uniformément convergente, puisque I ^« I ^ S ^^ Q"^ '^ série
est convergente. En prenant donc un nombre suffisamment grand m de termes pour que le reste de cette dernière série soit moindre que e, nous aurons la suite finie
qui différera de /(O, ^) de moins de as. Le théorème est donc démontré.
Les conséquences sont évidemment les mêmes que plus haut. Si la fonction /(9, ij^), au lieu d'être déterminée sur toute la sphère de rayon un^ n'est déterminée que sur une partie, on complétera cette détermination sur le reste de la sphère d'une manière arbi-
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traire, en respectant seulement la continuité, et la conclusion relative à la représentation approchée de la fonction subsistera.
De la même manière, en développant cosQ, sinGcost]^ et sin6sin<{;, suivant les puissances de 0 et <{/, nous aurons une représentation approchée (à moins de e) de la fonction à Taide d'un polynôme en 8 et ^. D'où nous conclurons enfin le théorème suivant:
Toute fonction f{x^y) des deux variables réelles x et y. continue dans une aire A, peut être développée en une série uniformément et absolument convergente
Ai^^r) -^ f \{3;, y) -\-,,.-^fn(x, y )-■'-..., les termes de cette série étant des polynômes en x et y.
28. Nous allons indiquer maintenant sommairement la démonstration de Weierstrass; elle est moins simple que celle des paragraphes précédents, mais le principe qu'elle met en œuvre semble devoir être fécond et pouvoir être utilisé dans des recherches d'une autre nature, quand on en dégage bien nettement l'idée essentielle.
Nous avons considéré plus haut la série
(S) -- — (ai coscp H- bx sino) -r-. . .-- {Um, cosmo -+- bm sinmcp) -+-. . .
qui peut n'être pas convergente; nous l'avons rendue nécessairement convergente en multipliant le terme général par r'»*, et en envisageant ainsi la série
(2) —5 -4-(a, cos<p-f-6isin(p)rH-. . .-^(a;„cosmç-h6;nSinmcp)r'«— .. .
qui est identique à l'intégrale de Poisson, /* étant inférieur à un. L'idée de Weierstrass est différente. Il rend la série (S) nécessairement convergente en multipliant le terme général par e"*"*', / étant une constante positive. On a ainsi la série
(2) h(aiCOS<p-h6isiinp)e-'-}-...4-(a;»cosm<p-^6;„8inm<p)e-'"*' — ...
qui est convergente pour t> o.
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De même que nous nous sommes demandé plus haut quelle était la limite de la série I, quand r tendait vers un^ pareillement nous allons chercher quelle est la limite de Y! quand t tend vers zéro par valeurs positives. C'est là, au fond, quoiqu'il ne le dise pas explicitement, l'idée essentielle de Weierstrass.
Or on peut établir que la limite de S', quand t tend vers zéro, est égale à /(©). C'est donc un résultat analogue à celui qui a été obtenu plus haul, à savoir que la série S tend vers /(f ) quand r tend vers an, par valeurs inférieures à un. En remplaçant les a et b, qui sont les coefficients de Fourier, par leurs valeurs, la série S' se met immédiatement sous la forme suivante :
où
U = I -h2^cos/i(y — il;)e-'»''.
La fonction
est classique dans la théorie des fonctions elliptiques. En se servant d'une des formules usitées dans cette théorie ('), on peut établir que l'on a aussi
Ceci posé, supposons d'abord que f{i() soit égale à une constante C, on aura immédiatement pourS' la valeur C.
Pour traiter le cas général, écrivons, en désignant par cp une valeur^^re d'ailleurs arbitraire,
^=— y^ u[/(4.)-/(ç)]rf4.-f-/(cp),
(*) Le lecteur qui ne voudrait pas admettre l'identité des deux expressions données pour %{x) est prié de se reporter à un Traité des fonctions elliptiques. Il trouvera notamment dans le Traité d'Halphen (t. I, p. 364) tous les éléments de la démonstration.
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OU encore
Soit maintenant e un nombre donné à Tavance, aussi petit que l'on voudra, on peut fixer un nombre S tel que pour
|4,_ç|<8 on ait
Faisons tendre dans l'expression de u — /('f ) la variable t vers zéro. 11 n'y a de difficultés que pour le terme de la sommation correspondant à /i = o, car pour ce terme le numérateur dans le coefficient de Texponentielle s'annule quand on fait ^ = cp. Pour tous les autres termes, on a
(A étant un nombre fixe), inégalité qui est une conséquence de l'inégalité évidente
e-** < — (pour a assez grand), a*
Donc dans u — /(?)? tous les termes tendent vers zéro qui correspondent à /i ^zé o, et leur somme tend aussi vers zéro quand t tend vers zéro, mais il nous reste à étudier
, /r- r*"^ _(9:ziï
•2ir, .^,
Partageons l'intégration en deux parties, l'une relative à l'intervalle (?p — 5, ç + c), l'autre relative au reste des valeurs de 4 entre o et aiî. Pour le second de ces intervalles, comme (jp — 4 ne s'y annule pas, l'intégrale sera aussi petite que l'on voudra, pour t suffisamment voisin de zéro. Quant au premier intervalle, l'intégrale correspondante a une valeur moindre que
wW
E . / TT I
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et, par suite, en posant (p — 4 =^y^ l'intégrale est moindre que :
e 4/ dy
JVous sommes donc assuré qu'à partir d'une valeur sujfisamment petite de /, notre série S' diffère de/(f) d'aussi peu que Von veut, et cela quel que soit (f.
Pour arriver maintenant à la représentation approchée de/(ç) par une série limitée de Fourier, nous n'avons qu'à remarquer que la série S' différant de /(y), pour / = ^|, d'une quantité moindre que e, on a
/{ç)-i-Tj = - H- (ai cosçp -4- 6isincp)e- 't -f-. . .
-h (amcosmtf -h 6/nsin/nçp )€-'"''» -H. . .
avec
1 7) I < Ê (pour toute valeur de (p).
Or la série du second membre, regardée comme dépendant de <p, est manifestement uniformément convergente (ti reste fixe). On peut donc prendre m assez grand pour que le reste soit inférieur à e en valeur absolue, et l'on obtient ainsi une série limitée de Fourier qui diffère de/(©) de moins de 2ê; c'est le théorème que Ton voulait établir.
29. Les deux démonstrations que nous venons de donner du théorème de Weierstrass relatif à la représentation approchée d'une fonction continue périodique par une suite limitée de Fourier, ne supposent pas connue la théorie de la série de Fourier, telle que nous l'avons développée au début de ce Chapitre. Si l'on admet cette théorie, on peut très aisément démontrer en quelques mots le théorème, comme l'a fait voir M. Volterra(*).
Soit une fonction continue f{oc) de période 27c. On peut, comme nous l'avons vu au Chapitre I, partager l'intervalle de o à 2^, de façon que dans chacun d'eux l'oscillation de la fonction soit moindre que c.
(') ViTO VoLTBRRA, 5a/ principio di Dirichlet {Bendiconti del Circolo di Patermo, 1897).
Soit ab un de ces intervalles; on aura
/ra?)-/(a) = r, 1 rj < e,
f{x)-f{b)^T: ivi<£,
X étant dans l'intervalle ab. Soit, d'autre part, l'expression linéaire
F(x) est compris entre/(a) elf{b)^ et, par suite, F(x) — /{^) est compris entre /(a) — f{x) ei/{b) — f{x). Donc
|F(a:) -/(a:) I • ' 6 (:r étant dans a6).
L'ensemble des expressions linéaires F (a:) forme une fonction/,(j;) continue et périodique qui représente /(^) avec une approximation supérieure à e. D'autre part,/! {x) n'a évidemment qu'un nombre limité de maxima et minima; par suite, d'après le théorème de Dirichlet, f{x) peut être représentée par une série trigonômétrique uniformément convergente de o à 2tc Donc, en prenant dans cette série un nombre m limité de termes, on peut s'arranger de manière que la somme de ces m termes diffère de/i (x) de moins de s. Nous aurons donc ainsi une suite limitée de Fourier différant de f{x) de moins 2e, et le théorème est établi (*).
(') On trouvera encore dans les Bendiconti di Palermo (1900) (t. XXIII), une intéressante et très simple démonstration de M. Mittag-Leffler. Dans un remarquable Travail inséré dans Ie& Aanali di Matematica en 1698, M. Bairea donné la condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction d'une variable puisse être développée en une série simple de polynômes. M. Baireest revenu sur ce sujet dans le Bulletin de la Société Matfiématique^ 1900.
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CHAPITRE X
I. — Généralités sur les séries multiples. Théorème de Cauchy.
1. Les développements en séries que nous avons considérés dans les deux Chapitres précédents étaient des séries simples, c'est-à-dire que les termes dépendaient d'un seul nombre entier. On a souvent à considérer, en Analyse, des séries multiples dont le terme général dépend de plusieurs nombres entiers; ceux-ci peuvent d'ailleurs être arbitraires ou satisfaire à certaines relations. Sans nous arrêter longtemps sur ce sujet, nous ferons sur les séries à double entrée quelques remarques générales, qui s'étendront d'elles-mêmes aux séries d'un degré quelconque de multiplicité.
Une série double, ou à double entrée, aura son terme général Um,n dépendant de deux entiers m et n positifs ou négatifs. On peut imaginer les points (m, n) marqués sur un plan, en les rapportant à deux axes de coordonnées; à chaque point (/n, n) on associera le terme correspondant Um^n- Nous dirons qu'une série à double entrée est convergente lorsque la somme des termes, correspondant aux points enveloppés par une courbe de forme quelconque, tend vers une limite déterminée, quand cette courbe s'étend à l'infini dans tous les sens, en suivant une loi arbitraire.
Quelques remarques sont immédiates. Tout d'abord, si une série à termes positifs est convergente pour une première suite de courbes, s'étendant à l'infini dans tous les sens suivant une certaine loi, elle l'est aussi pour toute autre suite de courbes, et la limite est la même. On peut toujours, en effet, imaginer qu'une
courbe de la seconde suite soit comprise eatre deux courbes de la première, et la remarque est évidente. En second lieu, étant donnée une série à double entrée, à termes positifs ou négatifs, lorsque la série que l'on obtient, en remplaçant chaque terme par sa valeur absolue, est convergente, la série proposée est aussi convergente ; la démonstration est la même que dans le cas des séries simples. Enfin, si les termes d'une série à double entrée sont imaginaires, la série sera certainement convergente quand la série des modules de ses termes sera convergente.
2. Il est clair qu'on ne peut songer à indiquer une règle générale pour décider de la convergence des séries doubles. Le théorème suivant, généralisation immédiate du théorème de Cauchy étudié précédemment (Chap. I, § 2S), sera souvent d'une application facile. Soit /{^, J') une fonction toujours positive; on suppose que, pour les valeurs de j: et j^, correspondant à tout point extérieur à une courbe fermée G, la fonction / diminue quand la valeur absolue de œ et la valeur absolue de y augmentent, et qu'enfin elle tend vers zéro quand les valeurs absolues de x ou de y grandissent indéfiniment. Dans ces conditions, la série à double entrée dont le terme général est
sera convergente ou divergente [quand on donnera à m et n toutes les valeurs entières possibles, le point (m, n) étant seulement extérieur à la courbe G], suivant que l* intégrale double
(I) JJf{^.y)dxdy,
étendue à la portion du plan extérieur à G, aura ou non un sens.
Pour l'établir, nous n'avons qu'à considérer l'intégrale précédente comme un volume V limité par la surface z=f{x^y)^ le plan xy^ et le cylindre ayant G pour section droite ; de même la série
peut être regardée comme représentant une somme de volumes de parallélépipèdes rectangles a^^ant pour base un carré de côté égal à Punité et pour ha'uteur/(/n, n). Si, à chaque carré dans le plan, on fait correspondre celui de ses sommets (/72, n) pour lequel x ei y ont à la fois la plus grande valeur absolue, la somme (2) ainsi effectuée sera une somme de parallélépipèdes intérieurs au volume V; la série (2) sera donc convergente, quand l'intégrale (i) aura un sens. Au contraire, si, à chaque carré, on fait correspondre celui de ses sommets (m, /i), pour lequel x eiy ont à la fois leur moindre valeur absolue^ la somme (2) sera une somme de parallélépipèdes extérieurs au volume V et, par suite, la série (2) divergera si l'intégrale (i) est infinie.
Prenons comme exemple la série de terme général
m et n recevant toutes les valeurs entières, sauf m = n=^ o.
Nous pouvons appliquer le théorème de Cauchy : il faut étudier l'intégrale double
r r dxdy
quand on l'étend à tout le plan, sauf à une région, de forme d'ailleurs quelconque, comprenant l'origine. En prenant les coordonnées polaires p et 0, cette intégrale devient
Cette intégrale restera finie, p croissant indéfiniment si
2|Jl — I > [ OU |Jt > I.
Ainsi la série double de terme s^énéral — z 5—7 sera conver-
gente si ix < i.
D'une manière plus générale, soit
ax^-h 7.bxy -h cy^
une forme quadratique définie et positive, c'est-à-dire où b^ — ac<Io
et a> o\ considérons la série de terme général
^ ani^ -+- 2 bmn -h c«* )l*
en donnant toujours à m et /i toutes les valeurs entières possibles,
sauf m = n = o.
Ce cas se ramène immédiatement au précédent, car le quotient
positif
am*-h ibnin ~{- cn^
quels que soient les entiers m et /ï, reste toujours compris entre deux limites déterminées différentes de zéro. Ainsi, k étant un nombre fixe, on a
et, par suite, la sérié proposée aura ses termes moindres que la série de terme général
et sera donc convergente si y. est supérieur à Tunité.
4. On peut facilement généraliser le théorème de Cauchy. Si la fonction /(^^y^ z) est toujours positive et que, pour tout point Xjy, z extérieur à une surface fermée S, cette fonction diminue quand la valeur absolue de j?, de ^ ou de ^ croît, et qu'enfin elle tende vers zéro quand les valeurs absolues de x, y ou z grandissent indéfiniment, la série triple
m^ftfp
étendue à toutes les valeurs entières, positives ou négatives, de m, n et/?, extérieures à la surface S, convergera ou divergera suivant que l'intégrale triple
fjjf^^'y' -) dx dy dz.
étendue à tout l'espace, moins le volume limité par S, aura ou non un sens.
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En particulier, la série triple de terme général
- — r — - (en laissant de côté m = //=/; = o)
sera convergente si
•2fJl > 3,
comme on le voit en transformant l'intégrale correspondante par l'emploi de coordonnées polaires.
D'une manière plus générale, si ç(^, J^, z) désigne une forme quadratique ternaire, toujours positive (sauf pour x =yz=z =o, système pour lequel elle s'annule), la série de terme général
sera convergente si |x est supérieur a - •
On peut enfin, d'une manière tout à fait générale, considérer une série d'ordre p. La série de terme général
{/ni -h ml H-.., -Y- ml )\h
où Von exclut seulement m, = m2 = - • •= nip=^ o, sera convergente si
En effet, d'après le théorème de Cauchy, il faut étudier l'intégrale multiple
quand le champ d'intégration grandit indéfiniment dans tous les -sens. Or, si l'on pose
.Ti = jS sin6y,_, sînO;,-2 sinôj cos6|,
cri= p sin9;,_i sin6^_j sinôj sinOi,
Xi = 0 ftinOp-, sinOs cosOj,
Xp= p COSÔ^i^i,
qui donne une transformation en coordonnées polaires dans l'es-
SÉRIES .MULTIPLES. QqS
pace k p dimensions (^,,j;.j,...,^;,), on voit que dx^ dx2 ... dxp^ après la transformation, aura en l'acteur p''"' ; or
la partie de l'élément relative à p sera donc ^^J^^t ■ L'intégrale, pour p infini, restera donc finie si
atJt — /? -h I > I ou 2{1>/?.
On en conclura que, dans les mêmes conditions, la forme quadratique/(xi, Xj, ..., Xp) étant définie et positive, la série multiple de terme général
sera convergente.
o. Le résultat précédent peut être généralisé de la manière suivante. Soit
Y{x^,x,, ..yX,,)
un pol)^nome de degré a/î en j:,, Xj, ..., Xp\ on suppose que l'ensemble des termes homogènes de degré 2/1 dans ce polynôme ne puisse s'annuler que pour ^r, = ^ra = . . . = *r^= o. Remarquons d'abord que, dans ces conditions, l'équation
(3) F(/7ii, m,, ..., //!,,) = o,
OÙ les m représentent des nombres entiers, n'aura qu'un nombre limité de solutions, car, d'après l'hypothèse faite sur les termes du plus haut degré, les valeurs de X|, x., . . ., :r^ satisfaisant à l'équation
F(a7,, 37;, .... Xp)= O
doivent rester finies.
Ceci posé, considérons la série multiple
l[F(m„ m,,..., mp)\^
étendue à toutes les valeurs entières, positives ou négatives, de mi, m2, ..., nip^ sauf, s'il en existe, aux systèmes de valeurs en
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nombre limité satisfaisant à l'équation (3). Le rapport _ ^il!^^ , nij, ,.., nip )_
restera jnanifestement entre deux limites déterminées, quelles que soient les valeurs entières de /w,, m2, . . ., nip, sauf
/?î , = /nj = . . . — - nip =z o.
Donc, en désignant par k une constante convenable, les valeurs absolues des termes de la série sont moindres que les termes de la série suivante
jLà kV-im] ^- /nî 4-. . .4- mD^V-
Elle sera donc convergente si
2nii>p,
et cette règle sera d\ine application facile.
IL — Quelques applications.
6. Un exemple très général de série multiple nous est fourni par le développement en série trigonométrique d'une fonction de deux variables. Soit /(j?, y) une fonction continue des deux variables X eiy telle que
/{x -h 'iTz, y) =/(ar, y), f{x, y -f- m) =/(ar, y).
On peut développer cette fonction en une série double trigonométrique. Pour éviter toute discussion, nous supposerons que la fonction ait des dérivées partielles des quatre premiers ordres elles-mêmes continues et périodiques. En considérant / comme fonction de x^ nous aurons le développement
/(^» ^) = ~ -^ ^ (^/« cosma? -t- bfn sinmr),
dans lequel
a,;, = - / f{Xj y) cos mxdx, b,n= - / /(r, y) sinmarrfx.
cim 6t bm sont des fondions continues de y^ admettant la période 37: : elles pourront être. développées en séries trigonométriques, et Ton aura
2 (««,//» cos n^ -f- pn,,„ sin /ij),
ou
a/ï,/n=- / ^m cosnj^^r = — / / /(x,y)cosFnivcosnydxdy, P«,/«=- / a,rt sinn^d[;'= -- / / /{x,jr)cosmxsinnydxdy.
On développera de la même manière bm en série irigonomé- Irique avec les coefficients a^, ,„ et P„ „,.
Nous obtenons donc une série double trigonométrique, mais les termes sont groupés d'une manière déterminée. Peut-on les disposer d'une manière quelconque? Pour s'assurer que Tordre des termes est arbitraire, sous les hypothèses faites, nous n'avons qu'à chercher Tordre de aL,i^m et P/?,m par rapport à /i et à m. Or, en intégrant successivement par parties, et tenant compte de la périodicité de /et de ses dérivées, on a
et Ton a une expression analogue pour pn^mt ^'n,mi P/» m- ^^^ coefficients de
cosmarcosnj', cos m x^mnY, sin/wjr cosnj^, sin/7îa?sinw^,
sont donc de Tordre de — -— r (pour n = o, — ;— r est à remplacer
par -^ )• Or la série double de terme général — r— : est évidemment
convergente ; on aura donc, sous les conditions indiquées, le développement absolument ef uniformément convergent
m = ao n = a
-h 0L'„^,n sin mx cosny -4- ^'n^m s'mnix sin ny).
7. Comme application particulière, je considère la série double
entier positif
z est une quantité imaginaire quelconque, ainsi que o) et 03'; le rapport — n'est pas réel. Les points représentés par les quantités imaginaires
forment, dans le plan, les sommets d'un réseau de parallélogrammes qui couvre entièrement le plan; nous supposerons que z ne coïncide avec aucun de ces sommets. Nous allons montrer que la série précédente est convergente si a est supérieur à deux. Soient
z = a: -^ iy, cD = a-+-«p, a)' = YH-*ô («ô — Py ?== o). La série des modules des termes sera
[(a: -4- ma 4-/iy)*-+-('^ -+- /?i? -+- «5)*]'
Or, d'après le théorème du § 5, cette série sera convergente si [x> 2. Ce théorème est, en effet, applicable; car, dans le polynôme
l'ensemble des termes du second degré
(ma -+- nY)'-+- (m^ -h n8)*
ne peut s'annuler que pour m= n = o.
La fonction /(z) de la variable complexe -s, définie par la série précédente,
/(^)= 2 H(^H-/,.JH-na>> <'^>')'
niz=— 00 n=r— a
joue, dans la théorie des fonctions elliptiques, un rôle très important; elle ne change pas, en effet, quand on remplace z par z-V-tù et par z {- w'. Nous aurons l'occasion d'y revenir.
8. Ce sont des séries simples qui donnent le plus facilement des exemples de fonctions doublement périodiques, c'esl-à-dire restant invariables quand on remplace la variable x par ^ -h <o ou par X -f- w'. Soit, par exemple, la série
r— (to'=27:0:
( I 4- gx-h/nw ,S ^ '
pour toute valeur de x qui n'est pas de la forme
X = rrnà -H {in -r- i)iti, (m et /i entiers),
cette série sera convergente; on suppose que la partie réelle de oj n'est pas nulle.
On peut généraliser et former des séries de deux variables xely possédant quatre couples de périodes, et, quoiqu'elles présentent moins d'intérêt que la précédente, je m'y arrêterai un moment ( * ). Soient a, p, a', p' quatre quantités réelles (ap' — a'^^o); formons la série à double entrée
m = -4- 00 n = -4-oo ^ ^ gx^-/rta^-np ey+m-x'-\-n^'
et cherchons si elle est convergente. Posons
u = e^f V — eX, a - c*, 6 = eP, a = e^'j 6' — eP'; la série deviendra
^ ( Ma"* 6" -h 1 )* ( i^a'"» 6'« -f- 1 )*
Te rf/5 qu'elle est convergente pour toute valeur de u et i% sauf pour des valeurs réelles et négatwes.
Considérons d'abord la série pour u=z ç =.\, Nous avons
^ ( I -^ a'" 6« )* ; iH- a'" 6'« )* ' c'est une série à termes positifs; montrons qu'elle est convergente.
( * ) E, Picard, Sur certaines expressions quadruplement périodiques ( Bulletin delà Société mathématique, iS
Je considère le quotient
cette expression ne change pas quand on change x en — x; on a donc, œ étant positif,
Donc, quel que soit le signe de x^ nous pouvons écrire
pX
et par suite
^ ^ " ^ < e-I'«a-^«Pl-|'«at'+«pM.
( i -H a'« 6« )» ( I -h a''« 6'« )* Mais, X ely désignant deux nombres positifs, on a
Comme, d'autre part, pour x positif et suffisamment grand,
UL étant un entier positif qui peut être pris arbitrairement, il en résulte que
et, enfin, nous voyons que le terme général de notre série est moindre que
[{ma-h /ip)«H-(m5c'-h/ip')»]H- La série (6) sera donc une série convergente.
Donnons maintenant k u ei i> des valeurs quelconques pourvu qu'elles ne soient pas réelles et négatives; en changeant m en — m et n en — /î, nous pouvons écrire le terme général de notre série
SOUS la forme
Or le module du quotient ^^^^ représente le rapport des distances des points i et u au point — a'^b", c'est-à-dire à un point situé sur la partie négative de l'axe réel. Ce rapport restera donc compris entre deux limites finies; il en sera de même pour
T^^TÂ^' ^^^ suite, la série (5) sera absolument convergente,
sauf pour les valeurs de e^ et e^ réelles et négatives, c'est-à-dire, en posant x = œ'-{- ijc", y =y-\- ly , quand
j;*'= (-iXr-h 1)7:, y = (2 A:' -I- 1)71 (X: et X:' entiers).
L'expression (5) ne change pas quand on remplace
X par X -\- 'ATzij ^parj^-haTci,
et, d'une part, simultanément,
X par X -^ QL et >" par j' -f- a' ; d'autre part,
a: par a? -h p et y par y -^^\
L'expression (5) est donc quadruplement périodique; mais la présence des valeurs de x et de j^, pour lesquelles l'expression n'a aucun sens, ne nous permet pas de la regarder comme une fonction de x et^, dont on puisse suivre toujours d'une manière continue la valeur entre deux systèmes (jc,, j^,) et {x^^^y^)-
9. L'expression précédente va nous fournir un exemple de développement en série trigonométrique ; changeons seulement lin peu les notations. Je considère la série
/n=+« ii = + oo
t*a(ar-f-ma))+p(^-4-rtco') ga'(x-f-/«a))-hp'(/+/ia)')
/n=— « n= — se
<o, co', a, a'^ p, P' étant toujours réels, et a^'— a'J5 ^z^ o. Il est
clair que celle expression ne diffère de celle que nous avons considérée plus haul que par Feffet d^une subslilution linéaire appliquée aux variables. Le Tableau de^ périodes est, pour l'expression précédenle,
CD
Gi
G'i Ht
G, G', H et H' sont définies par les deux systèmes d'équalions
aG-4-pG'=2TT, a H + p H'= o; a'G-f-P'G'=o, a'H-+- p'H' = 27:.
L'expression n'a aucun sens pour les valeurs correspondant d'une part à
d'autre part à
en posant toujours
x = x-^ ix\ y =y^ if.
La fonction ^(o:, y^ est donc déterminée, en particulier, pour toute valeur réelle de x et y y et elle admet les périodes w et co'. Nous pouvons donc la développer en série trigonomélrique ; ce sont les coefficients de ce développement que nous allons chercher.
10. Avant de prendre le cas de deux variables, je traiterai le cas d'une seule variable, c'est-à-dire du développement de la fonction envisagée au §8,
gX-i-/rt(»)\S
co étant réel.
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La fonction /(o?) étant paire, nous aurons (*) Calculons les coefficients Ap : on aura
^P^" - I 7. 7T— T7Z:ïï7ïï7* cos -^--— dx,
^P eu
que Ton transforme de suite en
•y. /•"*"* e-^ opr.x . \ /•* e^ ipizx , A» — I 7 -^ cos -^^ dx= - I , -— cos -^- (/ar.
Il nous faut calculer l'intégrale précédente. En posant—^ = et, nous avons l'intégrale
I cos a X dx
qui, en intégrant par parties, peut s'écrire
I /•* sinaj- , — al dx\
mais
— e-x— e-«* -f- . . . -hf— i)"-i e-«^ -+- — ;
t-e-* donc
sin ax dx a
(') DaDs la théorie des séries trigonométriques, nous avons supposé la fonction/(x) définie dans l'intervalle (o, air); le développement en série procédait alors suivant les sinus et cosinus des multiples de x. Si la fonction /{x) est définie dans l'intervalle (o, u>) le développement procédera suivant les sinus et
cosinus de — - — > comme on le voit de suite en faisant le changement de variable
ITCX
qui transforme l'intervalle (o, (o) en l'intervalle (0,21c).
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S) l'on remarque que
X er-^^ dx =
Jf sina
Or il est aisé de voir que le reste
^\ïiax dx
tend vers zéro, quand n augmente indéfiniment. La valeur absolue de cette intégrale est moindre en effet que
Jf c-^/«-»-Ojc ^ = — !
On aura, par conséquent,
Jf : :i co^ax dx = - -h > (—0" — : i*
Or on a l'identité
On en conclut
An = -
Le développement cherché est, par suite,
p=ao
où l'on a
(') Cette formule résulte du développement
sinz z ^ z^ — m^T<^
< Koir, par exemple, Briot et Bouquet, Fonctions elliptiques, p. 284.)
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11. Revenons maintenant à la fonction de deux variables é{x^y)^ pour la développer en série irigonomélriqiie. Celte fonction satisfaisant à la relation
son développement sera évidemment de la forme
7 7 ^p a cos — ^- cos ^ ■ - -+- Bp,<,sin -^- sin ^ , «
Calculons d'abord A^,y. On a
Ap«= -Î-T / / éix.y^CQ^ cos ^'''^ dxdy
qui se transforme de suite en
Posons
d'où
En posant
Ap,^ —
on aura
UXp-'-X»
. /«rkC >V f
/« j[. ^■^^(TtW'''''''^^^""''''^''^'''''^^^^^^
ou
Remplaçons maintenant
'2C0sa(Xic -;- \xv)co?>b{\' u-^- \i!v) par
cos(aX -h 6X')M.cos(a|i h- 6jji')t^ — sin(aX -f- AX')Msin(a|i-h ^jji')p -i-cos(aX — by)u,cos{a\L — b\i!)v — 8in(aX — 6X')Msin(a[Ji — 6fx')i'.
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La partie relative aux sinus disparaît dans Tintégration. Il reste une somme de deux intégrales doubles; chacune d'elles est un produit de deux intégrales simples rentrant dans le type correspondant à une seule variable. Toutes réductions faites :
en posant
OLfi — a p \ w to / ap — a p \ to to /
A'- 'ATT- //?p^ ya'\ 9.rs / ^3 ^aX
Le second coefficient B^^^ s'obtient par un calcul tout semblable : on a seulement, entre parenthèses, une différence au lieu d'une somme. On trouve ainsi
Tel est ce développement en série trigonométrique : il présente, comme on voit, quelque analogie avec le développement en série trigonométrique delà fonction elliptique considérée plus haut et il peut ôtre regardé comme en étant, à un certain point de vue, une extension au cas de deux variables.
III. — Exemple de séries multiples où les entiers ne sont pas arbitraires.
12. Dans les séries multiples dont nous nous sommes occupé jusqu'ici, les nombres entiers, dont dépendait le terme général de la série, étaient arbitraires et prenaient toutes les valeurs entre — oc et -+-00. Il en sera souvent autrement; je vais en indiquer un exemple (*). Partons de la forme quadratique ternaire
(*) E. Picard, Sur une classe de groupes discontinus de substitutions linéaires {Acta rnath.j t. I).
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Je considère les substitutions à coefficients entiers
w = M,Uh-PiV-+-R,W, V =M,U-hPiV-hRtW, CI =M,U-f-P3V-i-R3\V
qui transforment la forme en elle-même, c'est-à-dire telles que Ton ait identiquement
m2 ^_ ^;2 _ tv2 = U2 -f- V2 — \V2 ;
on aura les relations
PiMi-hP,Mî -P,M,= o, M , U, 4- Mj Rî — M3 R3 = o,
PlR, -h PjR,- P3R3=r:0.
Telles sont les équations auxquelles doivent satisfaire les neuf entiers (M, P, R). En tenant compte de ces relations, les formules de substitution se résolvent immédiatement par rapport à U, V et W; on trouve ainsi
U = M , M 4- Mj p — M3 ^^',
V= P,a-^ Pjw- Paiv,
\V =— Rjw— Rji^-i- R3(v,
d'où l'on conclut que le système (7) est entièrement équivalent au
suivant
MÎ-4-PJ — R*= I,
M5-rPÎ-R^^-i, MiM2-+-P,P2— R,R2 = o, M,IVl3-+-P,P3-RîR3=o, \ iMjMi-t-PaP,- R3Hi = o.
11 y a une infinité de nombres entiers (M, P, R) satisfaisant aux équations (7) ou au système équivalent (8).
Cela posé, considérons V ensemble des substitutions effectuées P. - I. 20
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sur les variables x et y, les coej/îcients étant entiers et satisfaisant aux relations précédentes :
Ces substitutions forment un groupe: par là on entend que deux substitutions de cette forme, faites successivement, donnent une nouvelle substitution du même tjpe; c'est là un point évident, puisque le produit de deux substitutions, qui transforment respectivement une forme en elle-même, sera une substitution jouissant nécessairement de la même propriété.
Nous allons montrer que le groupe des substitutions S est discontinu pour les points (x, y) situés à l'intérieur du cercle
c'est-à-dire qu'à chaque point A de Tintérieur de ce cercle ne correspond, par les substitutions du groupe, que le point A lui-même dans une aire suffisamment petite décrite autour de ce point.
Reinarquons d'abord que de l'idenlité
on déduit de suite
X*-i-Y»--i= ~-. .' ___(:ps+yî_n.
(Maar-t- f*j7-f- R3)* "^ ^
11 en résulte que, si le point (x^ y) est à l'intérieur du cercle F, il en sera de même du point (X, Y). Observons maintenant qu'il ne peut y avoir qu'un nombre Jini de substitutions du groupe pour lesquelles | R3 1 soit moindre qu'une quantité donnée. Cela résulte des équations (7) et (8) car l'équation
par exemple, montre que les valeurs absolues de M3 et P3 sont limitées en fonction de | R3 1, et les trois premières équations (7) apprennent successivement qu'il en est de même de M|, P, , R, et Ma, P2, R2-
Montrons encore, et c'est là le point essentiel, que, quand la valeur absolue de R3 grandit indéfiniment, le point (j;, y) restant à l'intérieur du cercle F, l'expression
grandit elle-même indéfiniment. On a, en effet, et, en posant
on aura
>\ — \Lx — ^y,
le second membre étant positif, comme nous allons le montrer. Il peut, en effet, s'écrire
or, puisque l'identité
( {ji j;' H- vy )* = ( [i« -^ V*) (ar'» -4- y») — ( {xj'— va:' )« montre que Il en résulte que
([xar'-f- vy )*< x''-{-y^
et de l'inégalité
!M3X-|-P5rH-R3|>|R3
se conclut de suite le résultat énoncé. | R.i | étant d'ailleurs au moins égal à l'unité, le dénominateur M^x -+- Pgj^ -f- Rj ne pourra s'annuler, et, par suite, la substitution
M,a:-hP^^^R,
Mjar 4- Pj^-H R3'
M,^-4-PiK
MiX -r- Ps^ -r- R3
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donne toujours une valeur déterminée pour X et Y, quand le point [x, y) est à V intérieur du cercle T,
14. Ces remarques faites, la discontinuité du groupe se démontre immédiatement. En effet, la relation
montre que
'-X*-Y*<pT
Rj(,_:pî_^2)'
donc, quand, dans la suite des substitutions, la valeur absolue de R3 augmente indéfiniment, le point (X, Y) se rapproche indéfiniment de la circonférence F. Il en résulte que les points correspondants au point (x, y) sont nécessairement distants de ce point d'une quantité finie; donc, dans une région suffisamment petite autour du point [x^y)^ il n'y a, en dehors de ce point lui-même, aucun point qui lui corresponde par les substitutions du groupe. Le groupe est discontinu.
Le déterminant de la substitution
Pî
Mj
Rj
est nécessairement égal à ±: 1. Nous allons, dans la suite, considérer uniquement les substitutions pour lesquelles ce déterminant est égal à -j- I ; elles forment un sous-groupc dans le groupe général étudié jusqu'ici.
Il sera utile de calculer le déterminant fonctionnel
- ^ ^1 dx ôy
ày
Ox '
un
calcul facile
donne
DrX, Y) D(:r, y) ~
Psr^-
Ra)^
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Ceci posé, nous allons établir que la série multiple
2^ I Mjj^oH-l^ro-^- R
é tendue à toutes les substitutions du groupe, est convergente, le point (^o^JKo) étant toujours à l'intérieur du cercle F.
Pour l'établir, supposons d^abord le point (x^^ya) tel que la substitution unité (c'est-à-dire X = x, Y =y) soit la seule qui transforme ce point en lui-même : c'est ce qui arrive évidemment pour un point pris arbitrairement. Traçons autour du point(xo, j^o) une petite aire 80; les substitutions du groupe transformeront cette aire en une suite infinie d'aires S|, S2, .... Si l'aire 80 est assez petite, les aires 8 seront toutes extérieures les unes aux autres et n'auront pas de parties communes; c'est là une conséquence immédiate de la discontinuité du groupe, et de ce que le point (•2^01 J'o) et? par suite, tous les points de 80, ne peuvent être transformés en eux-mêmes que par la substitution unité. La somme des aires 6 est évidemment finie, puisqu'elle est moindre que l'aire du cercle F; or cette somme est
//c^XrfV,
étendue à toutes les aires 8.
Mais l'intégrale
étendue à une aire 8 transformée de 80 par la substitution (S),
peut s'écrire
dx fly
JJ I M
étendue à 80. La somme des aires 8 peut donc se mettre sous la
forme
ffi
dx dy.
la somme pétant étendue à toutes les substitutions du groupe et l'intégrale double à l'aire 80. Celle-ci étant arbitraire, il est ma-
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nifesle que l'intégrale précédenle ne pourra avoir une valeur finie que si la série
^ I Ma
est convergente. Si l'on veut préciser davantage, on peut remarquer que, d'après ce qui a été dit plus haut,
|M,a:-hP37-i-R3| " IRaT
A étant une quantité positive, dépendant de œ ely^ mais restant, quand {^,y) est à l'intérieur d'une aire n'ayant pas de point commun avec la circonférence F, comprise entre deux Vimiles Jîxes, positives et différentes de zéro. L'intégrale précédente s'écrit alors
ImJf'''-'^-
Or, comme l'intégrale double est finie et difl'érenle de zéro, il aut que la somme :
Rîl
étendue à toutes les substitutions du groupe, soit finie (on ne doit pas oublier que, dans l'évaluation de la somme précédente, plusieurs termes peuvent correspondre à la même valeur de R3). De la convergence de la série précédente il résulte bien que la série
jM3a7-+-P3r-^K3
converge pour tout point {^,y) à l'intérieur du cercle F, non seulement pour une position arbitraire de ce point dans F, mais alors même qu'il y aura plusieurs substitutions transformant ce point en lui-même.
16. Le résultat précédent permet de former un grand nombre de séries multiples absolument convergentes et représentant des fonctions remarquables dexet^. SoitR(x,r) une fonction rationnelle de X et y restant continue à l'intérieur du cercle F, sauf, peut-être, en un nombre limilé de points; de plus, sur la
circonférence même de ce cercle, on suppose essentiellement qu'elle reste finie. Telle serait, par exemple, la fonction
Telle serait encore la fonction
a étant une quantité positive supérieure à y/2 (pour que la droite a — X — y = o ne coupe pas le cercle T), Formons alors la série
la sommation étant étendue à toutes les substitutions du groupe. La fonction R, par hypothèse, ne devient discontinue que pour un nombre limité de points; considérons l'ensemble E des points qui leur correspondent par les substitutions du groupe.
Supposons que x ne soit pas un point de cet ensemble^ la série précédente sera convergente, car la valeur absolue de
\M^x 4- P37 -+- R3' M^x 4- P37 -h R37 restera toujours moindre qu'un nombre fixe; et de ce que la série
i|M3^-+-P3jK4-R3|
est convergente, on conclut de suite que la série proposée est convergente. Si (x^y) coïncidait avec un point de l'ensemble E, il y aurait un terme ou un nombre limité de termes qui deviendraient infinis dans la série, les autres formeraient une série convergente. La série précédente représente une fonction F{x,y) jouissant d'une propriété remarquable. Supposons qu'on effectue sur (x^y) une substitution du groupe
\ ' -^^ iKjX -h TZ:ty -h pa ' [iz^ -H r.^y -*- pj/
3l2 ÉQUATION DE LAPLACE. — DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES.
chaque terme de la nouvelle série devient égal à un terme de la première, multiplié par le dénominateur des formules de substitution élevé à la troisième puissance.
On a donc
Ces fonctions sont les analogues des fonctions d'une variable, appelées t/u'ta/uchsiennes psLvM. Poincaré, et qui jouent un rôle si important dans sa théorie des fonctions fuchsiennes [PoiiicAaÉ, Mémoire sur les fonctions fuchsiennes (Acta matheniatica,
I. — Théorie des enveloppes. — Surfaces déyeloppables
1. Rappelons d'abord quelques formules relatives aux courbes gauches et aux surfaces. Nous avons vu que le carré de la différentielle d'un arc de courbe est donné par la formule
ds^ = dx^ -h dy^ -h dz^ .
Sur une courbe gauche, on peut fixer, arbitrairement d'ailleurs, un sens correspondant aux arcs croissants; la tangente menée en un point arbitraire M de la courbe dans le sens des arcs croissants est alors une demi-droite parfaitement déterminée. Nous désignerons toujours dans la suite par a, p, y les cosinus des angles que fait cette direction avec les axes de coordonnées; dans ces conditions on aura
__ dx a _ ^y __ dz
~ ds' ^ ~~ ds' ^ ~~ ds
Relativement aux surfaces, en désignant par p et q les dérivées
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partielles -^ et ^» rëquationdii plan tangent en un point (jr,r, z) est
Si, au lieu d'être définie par la valeur de z en fonction de x eiy^ la surface est donnée par les trois équations
u et pétant des paramètres arbitraires, Téquation du plan tangent sera
en posant, comme nous Tavons fait précédemment,
D( r, z) _ df ôz dy ôz D( w, v) du dv dv du
Si le point considéré est un point simple de la surface correspondant aux valeurs Uq et Cq de ii et v, on peut toujours supposer la représentation paramétrique telle que les trois déterminants fonctionnels qui figurent dans Téquation précédente ne s'annulent pas simultanément pour w = Wq, çz^zv^; nous ferons toujours cette livpothèse dans la suite.
2. Ëlant donnée une famille de courbes représentée par l'équation
OÙ figure un paramètre arbitraire a, on sait que l'enveloppe de cette famille de courbes s'obtient en éliminant a entre l'équation précédente et l'équation dérivée
Oa
De plus l'enveloppe est tangente à chacune des enveloppées. Pareillement, étant donnée la famille de surfaces
l'enveloppe de cette surface, c'est-à-dire le lieu des intersections limites de chaque surface avec la surface infiniment voisine, s'ob-
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tient en éliminant a entre cette équation et cette autre :
La courbe définie par les équations (i) et (2), qui est la limite de l'intersection de la surface (i) avec une surface infiniment voisine, s'appelle la caractéristique de la surface. La surface enveloppe est le lieu des caractéristiques; chaque enveloppée est tangente à l'enveloppe en tous les points de la caractéristique correspondante. Nous nous contentons de rappeler ces propositions tout à fait élémentaires.
3. Au lieu d'une famille de surfaces dépendant d'un seul paramètre arbitraire, considérons maintenant une famille de surfaces
dépendant de deux paramètres a et i.
En donnant à ces paramètres, à partir de deux valeurs déterminées a et 6, des accroissements Aa et A 6, nous aurons une surface voisine
qui coupera la première suivant une certaine courbe C. Lorsque A a et A 6 tendront vers zéro, la position limite de la courbe C dé-
pendra de la limite du rapport — • Pour préciser, considérons b
comme fonction de a, soit b = ?(«); la courbe limite sera alors représentée par les équations (3) et
Quelle que soit la fonction arbitraire <f (a), les courbes définies par les équations (3) et (4) auront en commun les points définis, pour chaque système de valeurs de a et ft, par les équations
àj _ (5) <' 0(1'""'
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Nous supposons, ce qui est le cas général, que, pour des valeurs arbitraires de a et fr, ces trois équations déterminent des points isolés (iC, y^ z). Les trois équations (5), par Télimination de a et 6, définissent une surface S qui est dite l'enveloppe de la famille de surfaces à deux paramètres représentée par l'équation (3).
Prenons un point arbitraire {x^y^ z) sur la surface S 5 pour cette valeur de x^ y^ s les équations (5) admettront une solution commune en a et 6. La surface (3) correspondant à ces valeurs de a et b et la surface S sont tangentes en (x^y, z). En effet, les coefficients p et g de l'équation du plan tangent à la surface (3) sont donnés par les équations
àf , àf df ^ ùf
dx ' Oz ày ' oz
Pour obtenir les coefficients/? et <7 de l'équation du plan tangent à la surface S, on peut imaginer qu'on ait tiré a et 6 en fonction de Xy j>', z des deux dernières équations (5) et porté ces expressions dans la première; ce qui donnera
df df df (ôa
ox oz aa \
dy ' dz ' da\dy^'^ dzj'" db\dy ' "^ Oz J
Oa da\ ôf/db db\
ôi'-^ô^)-^ôb[ôi-^^ô7)-''^
f>f àf àf /âa da\ àffàb db\
Ces deux équations sont identiques aux deux équations précé-
dentés puisque ^ = j- = o. Le théorème est donc démontré.
Remarquons que l'équation du plan tangent à une surface dépendant, en général, de deux paramètres arbitraires, toute surface peut, au point de vue précédent, être regardée comme l'enveloppe de ses plans tangents.
4. Considérons maintenant une famille de courbes gauches représentées par deux équations
qui renferment un paramètre arbitraire a. Cherchons si ces courbes gauches ont une enveloppe, c'est-à-dire s'il existe une courbe F à
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laquelle les courbes C restent tangentes. S'il en est ainsi, on aura sur chaque courbe C un point de contact, et les coordonnées de ce point seront des fonctions de a. Désignons parla lettre d les différentielles relatives à un déplacement sur la courbe C. On aura
àf . àf, àf .
-^dx -\- -f- dy -f- -;- dz = o, dx ôy -^ dz
ôo , do , à^ .
—^dx-^ -~- dy-^ V- «2 — ^' dx dy dz
Soit 3 une différentielle relative à un déplacement sur la courbe F; nous aurons
àf. àf ^ df^ df ^
dx dy ^ dz da
do ^ do ^ do ^ df ^
— î- OJ- -»-— r^ OX -*- -r- 0- -•- -r- o« — o.
dx dy dz da
Or les courbes C et F étant tangentes, il faut que
nous en concluons
dx __ dv dz ^
Qx ùy oz
df _ do _
d7i " ' dû "
Ainsi les trois fonctions û^ y, z de a, correspondant au point de contact, doivent vérifier les quatre équations
df do
Ces quatre équations devront donc avoir une solution commune en x^y^ Zj quel que soit a. Cette condition nécessaire est bien évidemment suffisante.
Dans certains cas, la famille de courbes pourra être donnée par
les équations
Pour une valeur fixe donnée à a, si l'on fait varier le paramètre /, on aura une courbe de la famille. La courbe enveloppe, si elle existe, sera déterminée par l'expression de / en fonction de a. Les
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deux directions
■fût, -H- 8/, --'-8/
et
dt d2
devront coïncider. On devra donc avoir
à/ àr^ d^
df dt df df " d<ù ~ d^ ' doL dx doL
Ces deux équations devront avoir une solution commune en f, que) que soit a.
Une classe importante de courbes gauches, ayant une enveloppe, est celle des caractéristiques des surfaces dépendant d'un paramètre, dont nous avons parlé au § 2; les quatre équations sont, en eilet, dans ce cas,
elles se réduisent à trois,
j- àf d^r
-^ ' da d'-a
Les valeurs de x^y^ z en fonction de a, qu'on tire de ces trois équations, définissent la courbe à laquelle restent tangentes les caractéristiques.
S. Un cas particulièrement intéressant est celui ou la surface f se réduit à un plan. Soit donc le plan mobile
où A., B, C et D dépendent d'un paramètre a, La caractéristique de ce plan s'obtient en adjoignant à l'équation précédente l'équation
A':r-hI3>--C';;4-D'r=o,
les accents étant relatifs aux dérivées par rapport au paramètre a. Cette caractéristique est une droite, et le lieu de ces droites est une
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surface réglée dont toutes les génératrices resteront tangentes à une courbé gauche. Celle-ci sera définie par les deux équations précédentes et la suivante
AV-hBV-f-C'xï-f-D'r^o.
Ces trois équations définissent x^y, z en fonction de a, et Ton a ainsi ,1a courbe à laquelle (ouïes les droites considérées restent tangentes.
On appelle surface développable toute surface enveloppe d'un plan mobile qui dépend d'un seul paramètre arbitraire. D'après ce qui précède, une surface développable est le lieu des tangentes à une certaine courbe gauclie.
Réciproquement, le lieu des tangentes à toute courbe gauche est une surface développable; nous allons, en efiet, prouver que, par chaque tangente à une courbe gauche F, on peut faire passer un plan
dépendant du seul paramètre /, en fonction duquel sont exprimés x^ y^ z pour la courbe gauche, plan tel que sa caractéristique soit précisément la tangente à la courbe F au point {Xyy^ z),
La caractéristique de ce plan est donnée par l'équation (6) et la suivante
d\ ^ . ^B , ^ , dC ,r, . dx ^(ly ^dz
Ces équations représenteront la tangente si
X djT ^ B dj' -»- C dz — o, d\ dx -H û^B dy -^ dCdz = o.
Telles sont les deux équations auxquelles doivent satisfaire les fonctions inconnues A, B, C de t. On peut les remplacer par les deux suivantes, entièrement équivalentes,
Xdx -+- B dy -^Cdz = o, A d^x -+- B d^y -r- G d^z = o,
qui déterminent des quantités proportionnelles à A, B, C, et, par
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suite, l'équation du plan (6) est déterminée. Nous retrouverons ce plan plus loin sous le nom de plan osculateiir.
6. Toutes les surfaces développabies satisfont à une équation aux dérivées partielles qui les caractérise. Les coefficients de l'équation du plan tangent à une surface développable ne dépendent, par définition, que d'un seul paramètre. Or l'équation du plan tangent étant mise sous la forme
on voit que les dérivées partielles p et y, fonctions des deux variables indépendantes j? etj", sont Ibnctions d'un seul paramètre, et, par conséquent, fonction l'une de l'autre, soit
Dérivons les deux membres de cette équation successivement par rapport à x et par rapport à^ et posons, suivant l'usage :
l'on a :
/■ r-: ^'(rj)s, S ^ ^'{q)t et, par suite,
Ainsi, pour toute surface développable, quand on considère z comme fonction Ae x et ^, l'équation précédente aux dérivées partielles est vérifiée.
Nous allons établir la réciproque, c'est-à-dire qu'à toute fonction ;; de ^ et j% vérifiant l'équation
ri — s^ — o^
correspond une surface développable.
Reprenons l'équation du plan tangent
Z -- p\ — rj\ ~-(z —px — qy) = o.
Je dis d'abord que les trois coefficients P^ 7» ^—p^ — qy
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sont fonctions de l'an d'eux. De l'équation rt — 5^=^ o, qui peut
s'écrire
dp dq dp dq __ dx dy dy àx ~^ '
on conclut d'abord que/) est fonction de q ,soit p = 'f (</). Ensuite, le déterminant fonctionnel de
z — px — qy et q^
se réduisant à xi^rt — 5*), sera également nul : donc i — px — qy est aussi fonction de q^ soit
(7) ^ -px — qy^ F(q).
Ceci posé, les lignes de la surface, représentées par l'équation
q = const.,
sont telles qu'en un point quelconque de chacune d'elles le plan tangent est le même. Nous allons voir que ce sont des lignes droites. Prenons, à cet effet, la différentielle totale des deux membres de l'identité (7); nous aurons
— xdp — y dq = F'(q)dq ou
Cette seconde identité (8) montre, avec l'identité ( 7), que le lieu des points de la surface où 9 a une valeur constante est une ligne droite; celle-ci est donnée par les deux équations
z—x^(q) —qy= F{q), ^xo\q)—y =F'(^),
et Ton voit, de plus, que la surface est l'enveloppe d'un plan mobile dépendant d'un paramètre arbitraire.
Il est clair que le calcul précédent suppose que q est une fonction de X et y^ qui ne se réduit pas à une constante; s'il en était ainsi, on raisonnerait sur/? au lieu de raisonner sur q. Dans le cas où p elq seraient des constantes, la surface serait évidemment plane.
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7. La courbe a laquelle restent tangentes les génératrices d'une surface développable s'appelle Varête de rebroussement de cette surface. La raison de cette dénomination est la suivante : un plan quelconque, rencontrant en un point M Tarête de rebroussement, coupe la surface suivant une courbe qui a en M un point de rebroussement.
Pour établir ce fait, prenons le point M comme origine, la tangente en M à la courbe comme axe des x^ et le plan sécant comme plan des zy^ les axes n'étant pas nécessairement rectangulaires. On aura sur la courbe, en exprimant y el z eu fonction de x par la formule de Taylor,
y =z ax^ -^ bx^ 4- . . . , z = a'x^-^b'x^-^
Une tangente quelconque sera donc représentée par les équa
tions
Y— 7 = (2a x-hZb x^-\'...)i\ — x),
Z — z = (2a'iF-+-36'a?î-f-...)^X — ar).
Nous coupons par le plan X = o, on aura donc
Y =y — a?(2aar-t-36iF« + ...) = — a 3?*-+-..., Z = z — x{7.a'x -H 36'iF»H-. . .) = — a'x'^-\-
Nous avons donc une courbe plane pour laquelle les coordonnées d'un point quelconque sont exprimées à Faide d'un paramètre X, Les expressions de Y et Z commentant par un terme en a?-, à la valeur ^ = o du paramètre correspondra en général un point de rebroussement de la courbe.
8. Supposons que les génératrices d'une surface développable soient représentées par les deux équations
a? = a-5+7>, y = bz-\- q^
a^p^ b, q dépendant d'un paramètre a. Ces quatre fonctions ne peuvent être arbitraires; on trouve de suite la relation à laquelle elles doivent satisfaire en écrivant que ces droites ont une enveloppe. Les deux équations
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doivent donner la même valeur pour ^; on a donc
Cherchons l'ordre de la plus courte distance de deux tangentes infiniment voisines d'une courbe gauche. Les deux droites •
X ^ az-\- p, y =z bz -h q, X =:{a-^la)z-^P'h ùipj y = {b-i- £kb)z-hq -h £kq
ont pour plus courte distance
la Iq — \b \p
/( Aa)»-h (A6)«4- (a \b ^ b Aa;* or, en remplaçant
Aa par da -h - d* a -h -^ d* a -h
et pareillement, pour A6, A/?, £iq, on a Aa Iq — Aô Ip
= da dq — db dp -¥- - {d'^a dq 4- d'^q da — d^b dp — d*p db)-r. . . ,
les termes non écrits étant d'ordre supérieur au troisième. Or le second terme est la différentielle du premier qui est nul, d'après la condition trouvée plus haut. Le numérateur, dans la plus courte distance 5, est donc du quatrième ordre au moins; comme le dénominateur est du premier, il en résulte que S est au moins du troisième ordre. Cette intéressante remarque est due à M. Bouquet, qui l'a complétée en montrant que la distance ne peut être constamment du quatrième ordre, si ce n'est dans le cas des courbes planes, où elle est rigoureusement nulle, et dans le cas d'une surface conique.
Les termes du quatrième ordre sont, en effet, au numérateur
^(d^adq -+- d^q da — d^bdp-^ d^pdb) -f- \{d^a d^q — d^bd^p).
Supposons que cette expression soit identiquement nulle; comme on a, par hypothèse,
d^adq-^ d^q da — d> b dp — d^p db = o,
qui donne, par difTérentiation,
d^adq -^ d^q da — d^bdp — d^pdb — i{d^b d'^p — d^ad^q),
on en conclut
d^ad^q^d^bd^p = o.
Or on peut écrire
dq =.\ dbj dp = \ da, puisque
da dq — db dp = o,
et, en substituant dans l'identité précédente, on trouve
(9) dl{db d^a — da d^b) = o.
Supposons d'abord ^A = o, X sera constant, et nous aurons
q = \b-^ \L, p^la-^li',
|JL et |jl' étant des constantes. La droite aura donc pour équations
X — fx'= a(-« -+- X), ^ — |JL = 6(5 H-X);
la surface sera un cône ayant pour sommet le point
(x= |x',^ = îx, -5=— X).
Laissant ce cas de côté, nous aurons, en prenant le second facteur dans (9),
da ~~ db
Si a est le paramètre dont dépendent a et 6, nous aurons donc . da . db , ^
G étant une constante, et enfin
a=:Cb-hC\
C étant encore une constante.
Or soient (^, j', z) les coordonnées du point de contact de la droite avec son enveloppe ; on a
dx __ dy ^ dz a ~~ b ~~ I ^
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donc
rfa: = G rfj^ -h C dz, et par suile
x= Cy-hC'z-hC\
c'esl-à-dire que la courbe, dont nous avons considéré les tangentes, est une courbe plane.
Au lieu d'une famille de droites restant tangentes à une courbe, on peut considérer, comme nous l'avons fait (4), une famille de courbes gauches ayant une enveloppe. Le théorème de M. Bouquet peut s'étendre à ce cas général, c'est-à-dire que la plus courte distance entre deux courbes infiniment voisines est au moins du troisième ordre.
Nous entendons p^r plus courte distance de deux courbes infiniment voisines la plus courte distance de deux points très voisins des points de contact sur Tune et l'autre courbe.
On trouvera cette extension du théorème de M. Bouquet dans le Mémoire de M. Darboux, Sur les solutions singulières des équations aux dérivées partielles (Sachants étrangers, t. XXVIl, 2* série, p. 40- ^^ remarque additionnelle n'a d'ailleurs pas d'analogue dans le cas général.
II. — Surfaces réglées. — Congruences de droites
9. Nous venons d'étudier les surfaces réglées dont les génératrices ont une enveloppe. Prenons maintenant d'une manière générale une droite mobile
dont les coefficients a^b,p^q dépendent d'un paramètre arbitraire a. Cette droite engendre une surface réglée. Soit D une génératrice correspondant à la valeur a du paramètre; cherchons l'équation du plan tangent à la surface en un point M de D, qui sera déterminé par la valeur de z. L'équation du plan tangent est
de la forme
X — aZ — p H-X(Y — bZ— q) = o.
Il sera déterminé par la tangente à une courbe quelconque tracée sur la surface et passant par M. Considérons la section faite par le plan Z =: ;;. Les cosinus directeurs de sa tangente sont pro-
porlionnels à a^ z 4-/?', V z + y' el o; nous aurons donc
et l^équalion du plan tangent est par suite
(6'^ 4- ^')(X - aZ— /?)-( a'5 -h/?') (Y — 6Z - y) = o;
on a posé, bien entendu,
, da ""-Ta.' "■
Remarquons, en passant, que nous pouvonsretrouverde suite la condition pourque le plan tangent soit lemême en tous les points
de la génératrice. Le quotient —j^ — ^ ne devra pas dépendre de z
et l'on retombe bien sur la condition
Revenant au cas général, étudions la variation du plan tangent lorsque M se déplace sur la génératrice D. Pour cela, supposons que D coïncide avec Taxe des 5, c'est-à-dire que a, 6, /?, q soient nuls pour la valeur de a correspondant à la génératrice. L'équation du plan tangent devient
Si A désigne l'angle de ce plan avec le plan zOx au point M, on a
tang^= — i;.
Pareillement pour le plan tangent au point M i(o, o, ;• ), on a
et l'angle de ces deux plans tangents a pour tangente trigonométrique :
tang(4;-J;')= {z-z,)(b'p'^a'q')
^^^ ^^ ^a'z-hp')(a'z^-r-p')-^{b'z-^q')(b'z^-^q')
Au numérateur figure b'p' — a'gr' qui est supposé diflerent de zéro. Le dénominateur sera indépendant de z, si
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Soit, sur la génératrice D, 1 le point correspondant à cette valeur de z^ ; en appelant 8 Tangle que fait le plan tangent en M avec le plan tangent en I, on a
lange = K.Tm.
K étant une constante, c'est-à-dire ne dépendant pas de la position de M sur D. Cette loi de variation du plan tangent est due à Cliasles.
10. Le point I s'appelle le point central sur la génératrice D. Le calcul précédent nous y a conduit tout naturellement. On peut le définir géométriquement de la manière suivante : La génératrice D étant toujours l'axe Os, la génératrice infiniment voisine
D' sera
X = z da -^ dp,
y = zdô -T- dq.
La perpendiculaire commune à D et à D' se projette sur le plan des xy suivant une droite passant par l'origine et perpendiculaire à la projection de D'; elle aura donc pour équation
X db
D'autre part, cette dernière équation représente un plan contenant Oz et qui coupe D' en un point dont le z est donné par
l'égalité
da z db -\- dq db ~~ z da -\- dp
ou bien c'est-à-dire
z ( da^ -+- db^ ) ~- da dp -\- db dq = o, z{a'^-h 6'»)H- a'p'-i-b'q' = o.
Cette relation est celle qui définit la coordonnée Zi du point central. Donc ce point est la limite sur D du pied de la perpendiculaire commune à D et à la génératrice infiniment voisine.
11. Comme exemple de surfaces réglées, étudions la surface réglée la plus générale du troisième ordre. Par un point quelconque d'une telle surface ne passe qu'une seule génératrice rec-
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tiligne, sinon toute génératrice rencontrerait trois génératrices fixes et la surface serait alors une quadrique. Or on peut tracer sur la surface une infinité de 'coniques, puisqu^un plan quelconque passant par une génératrice coupe la surface suivant une courbe du deuxième degré; les points d'une telle conique se déterminent individuellement. Donc, les génératrices de la surface, qui rencontrent cette conique, se déterminent aussi individuellement, c'est-à-dire que la surface est une surface réglée unicursale. En d'autres termes, les équations de la génératrice mobile peuvent se mettre sous la forme
X =^ az -\- p^ y — bz -h q, ^} Pi ^î 7 étant des fonctions rationnelles d'un paramètre.
Toute section plane de la surface est une courbe unicursale, car, si Ton joint au.\ deux équations précédentes l'équation d'un plan, ces trois équations détermineront x^y^^ z en fonction rationnelle d'un paramètre. Cette section est donc une cubique avec un point double. Il y a donc sur la surface une infinité de points doubles, formant une courbe ; suivant cette ligne, qui est une courbe double de la surface, se croisent deux nappes de la surface. Celte courbe double ne peut évidemment être qu'une ligne droite, car, autrement, toute section plane aurait au moins deux points doubles et, par suite, se décomposerait. Ainsi nous arrivons à la conclusion suivante : la surface a une courbe double rectiligne D.
Ceci posé, une génératrice quelconque rencontre la droite D; en effet, s'il n'en était pas ainsi, nous pourrions considérer deux génératrices arbitraires et la droite D. Il y aurait une infinité de droites rencontrant ces trois droites et formant une surface du second degré ; or, chacune des génératrices du second système, dans cette quadrique, rencontrerait notre surface gauche du troisième ordre en quatre points, et, par conséquent, lui appartiendrait; celle-ci serait donc décomposable. Soient alors quatre génératrices arbitraires qui, nous venons de le voir, rencontrent D. On peut mener deux droites rencontrant ces quatre génératrices; Tune d'elles sera D, désignons par G la seconde. Elle appartiendra à la surface qu'elle rencontre en quatre points. Ainsi, outre la droite singulière D, nous avons une seconde directrice recti-
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ligne G. Ces deux droites ne se rencontrent pas (nous laissons de côté le cas exceptionnel ou elles se confondraient). Toutes les génératrices de la surface rencontrent D et G5 nous l'avons établi pour D. On le voit de suite pour G, en remarquant que la génératrice passant en un point arbitraire de la surface est nécessairement la droite passant par ce point et s'appujant sur D et G. Nous avons maintenant Tidée la plus nette de la surface; tout plan passant par G coupe la surface suivant deux génératrices qui se rencontrent sur D. L'ensemble de ces couples de droites forme la surface, dont deux nappes se coupent visiblement le long deD.
Par une transformation homographique, on peut s'arranger de manière que la droite G s'en aille à l'infini dans une direction de plan déterminée. La surface ainsi transformée est alors un conoïde. En prenant comme plan des :z'y un plan auquel restent parallèles toutes les génératrices, et Taxe des z étant la directrice du conoïde, l'équation de la surface se réduira à
et, la surface devant être du troisième degré, son équation sera de la forme
z{ax^-^ ib'xy-^ c'y^) = ax^-\- ihxy 4- cy"^.
Telle est la forme à laquelle on peut réduire l'équation d'une surface réglée du troisième ordre. L'axe des z est ici la droite double de la surface.
12. Sans nous arrêter plus longtemps sur les surfaces réglées, passons aux systèmes de droites dépendant de deux paramètres arbitraires. On considère donc l'ensemble des droites
X = az -h p, y=^bz-\-qt
a, 6, />, q dépendant de deux paramètres arbitraires a et |3. Cet ensemble s'appelle unelcongruence de draites.
Prenant une génératrice quelconque D de la congruence, correspondant aux valeurs ao et ^o des paramètres, proposons-nous d'abord le problème suivant: Peut-on faire passer par I^ une
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surface développable dont les génératrices appartiennent à la congruence? Il faul chercher, pour cela, si Ton peut établir, entre a et 3, une relation, soit p = cp(a), telle que la surface réglée correspondante soit développable et que, de plus, Po = 'f(^o)- Écrivons la condition pour que la surface réglée, correspondant à une relation entre a et P, soit développable. On a
da dq — db dp =^ o ou, en développant,
équation de la forme
où P, Q, R sont des fonctions connues de a et j3. Cette équation du second degré a, en général, deux racines fonctions continues de a et p dans le voisinage d'un système de valeurs «o et ^o? soit
Considérons Tune de ces équations, la première, par exemple. En faisant quelques hypothèses, d'un caractère très général, d'ailleurs, sur la fonction cp4(a, P), il sera démontré plus tard qu'il existe une fonction {3 de a satisfaisant à la première équation et prenant pour a = a© la valeur ^q- A. cette fonction correspondra une développable; il en sera de même pour la seconde équation différentielle. Nous pouvons, dès lors, énoncer le théorème suivant :
Il existe deux surfaces déi^eloppab les, formées par des droites de la congruence^ et passant par une génératrice arbitraire D de cette congruence:
Suivant que l'on considérera la droite D comme appartenant à l'une ou à l'autre de ces développables, on aura un point de con-
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tact avec l'arête de rebroussement de chacune de ces développables. Ces deux points F» et F2 sont dils \es foyers relatifs à la génératrice T), Pour les trouver, il n'est pas besoin d'avoir obtenu les développables, c'est-à-dire intégré les deux équations différentielles écrites plus haut. Le z du point de contact de la génératrice avec son enveloppe sera en effet donné, pour la première développable, par
Ce dernier rapport ne dépend que de a et p. En y faisant a = a©, 3 = Po, on aura le z du point F| ; on trouverait de même le ;; du second foyer F2.
Les points F| et Fa décrivent deux surfaces Si et S2. H est clair qu'en général ces deux surfaces ne seront pas analytiquement distinctes : ce sont deux nappes d'une même surface, qu'on appelle la surf ace focale de la congruence.
Voici, au sujet de ces deux surfaces, une remarque extrêmement importante : la droite D sera tangente aux surfaces S| et Sj. Les arêtes de rebroussemenls A| et A2 des deux développables sont, en effet, situées sur S| et S2; la droite D, tangente à une courbe de chacune de ces surfaces, est donc tangente à ces
Fig. 18.
surfaces. Il est facile d'étudier la disposition des plans tangents aux deux développables. Déplaçons la génératrice D en la laissant tangente à l'arête de rebroussement A| de la première développable (yîg'. 18); le point de contact F2 de D avec la surface S2 décrira sur cette surface une courbe B2, distincte nécessairement -de l'arête de rebroussement A2. Donc le plan tangent à la pre-
mière dëveloppable en F2 et, par conséquent, tout le long de D, sera le plan tangent en F2 à la surface S2. Ainsi, le plan tangent à la première dëveloppable (celle qui correspond à l'indice un) est le plan tangent à la 5^con(ie surface S2, et inversement. Il peut paraître singulier, au premier abord, que le plan tangent à la surface Sf ne soit pas tangent à la première dëveloppable; toute difficulté disparaît si Ton remarque qu'il n'y a pas à considérer de plan langent à une dëveloppable pour les points de son arête de rebroussement qui est une ligne singulière.
13. On peut se placer à un point de vue un peu différent pour définir la surface focale. Reprenant la génératrice D de la congruence, je considère toutes les surfaces réglées appartenant à la congruence et passant par D. Cherchons si Ton peut trouver sur D un point tel que toutes ces surfaces soient tangentes en ce point. II. faudra, en se reportant à l'équation du plan tangent à une surface réglée, que le rapport
zda -^ dp
z db -h dq
soit indépendant de ^; ce qui nous donne
da èp da dp
db dq db dq
di'^ doL ^ d^'^d^
C'est une équation du second degré en z qui nous donnera donc deux points At et A2 sur la génératrice D. Or les deux foyers F, et F2 obtenus précédemment jouissent bien delà propriété trouvée pour A| et Ag. En effet, si nous considérons une surface réglée quelconque appartenant à la congruence et passant par D, le plan tangent à cette surface en F| sera le plan tangent à la surface. S| au même point, puisque la droite reste tangente à S| dans son déplacement. Toutes les surfaces réglées envisagées ont donc en F| le même plan tangent, et il en est de même pour le point Fj. Donc les points A, et A2 ne sont autre chose que les points F, et Fj. On peut, d'ailleurs, faire une vérification analytique immédiate, en remarquant que Téquation (i 1) se transforme en l'équation (10), si
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Ton pose
14. Nous allons étudier maintenant un cas particulier. On peut d'abord se demander si les droites d'une congruence arbitraire restent normales à une certaine surface. S'il en est ainsi, le .s du pied de la normale sur la surface est une fonction déterminée de a et p, et Ton a, pour toute variation rfa et d^ de a et p,
a dx '\- b dy -h dz = o
ou, en remplaçant dx et dy par leurs valeurs tirées de
X = az-h p, y — bz-\- q, (a* -H b^-\- \)dz -ir z{a da-\- b db)-^ a dp -h- b dq = o.
Pour voir si l'on peut trouver une fonction z de a et ^ satisfaisant à cette équation aux difTérentielles totales, posons
on aura, pour /, l'équation
, . __ adp -^ b dq
al — — " r
OU
Le second membre doit donc être une différentielle totale exacte, ce qui entraînera une relation qu'il est inutile d'écrire entre les quatre fonctions a, 6, /?, 7 de a et |3. Donc, il n'existe pas, en général, de surface normale aux droites dune congruence donnée.
On peut donner une forme géométrique très remarquable à la condition que nous venons de trouver. Pour simplifier le calcul, supposons que/? et q soient les deux variables indépendantes que nous avons désignées par oc et P; nous n'introduisons d'ailleurs
ainsi aucune condilion limitative si nous supposons que les axes de coordonnées n'occupent pas de position spéciale par rapport à la congruence. La condition pour que les droites soient normales à une surface s'écrit alors
Or considérons les plans tangents aux deux nappes de la surface focale, correspondant à une génératrice arbitraire ; on les obtiendra en formant d'abord l'équation différentielle correspondant auxdéveloppables passant par cette génératrice. Ce sera
da dq — db dp = o ou
(dpydb _ dp /da _ ^\ _ àa _ \dq ) dp dq\ôp àqj dq ^ '
Si m et ml sont les deux racines de cette équation du second degré en -^> les plans tangents ont pour équations
X — aZ— /? — (Y — bZ — q)m = o, X-«Z— /?— (Y — 6Z — y)/n'=o.
Cherchons à quelle condition ils seront rectangulaires. Cette condilion s'écrira
i-Ha*— a6(/n+ m') H- nim'{\ -h 6*)= o,
ou, puisque m et m' sont racines de l'équation du second degré écrite plus haut,
Or cette condition coïncide avec la condilion trouvée ci-dessus pour exprimer que les droites de la congruence sont normales à une surface. Nous sommes donc ainsi conduit à ce remarquable théorème qui paraît dû à Dupin :
La condition nécessaire et suffisante pour que les droites d^une congruence restent normales à une surface est que les
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plans tangents aux deux nappes de la surface focale ^ correspondant à une génératrice quelconquCy soient rectangulaires ^
15. Du théorème précédent se tirent d'importantes conséquences pour la théorie des surfaces. Considérons une surface S et l'ensemble de ses normales. Par chaque génératrice de celte congruence passent deux surfaces développables aj^ant, comme génératrices, des normales à la surface. Les pieds de ces normales forment sur S deux courbes ; nous pourrons donc dire que, par chaque point d'une surface, passent deux courbes sur la surface, pour les points desquelles les normales forment des surfaces développables. Nous reprendrons. bientôt avec détail l'étude de ces courbes, qu'on appelle les lignes de courbure de la surface. Les deux lignes de courbure qui passent en un point sont à angle droit, d'après le théorème du paragraphe précédent, car l'angle de ces deux courbes mesure évidemment l'angle dièdre des plans tangents aux deux développables passant par la normale. Les points où cette droite, considérée comme appartenant à l'une ou l'autre des développables, touche son enveloppe, jouent aussi un rôle important dans la théorie des surfaces.
III. — Généralités sur les complexes. — Complexes linéaires
16. On donne le nom de complexes de droites à l'ensemble des droites de l'espace
X = az -^Pj y = bz -h q,
^y ^î Py Ç dépendant de trois paramètres arbitraires a, p, y. 11 est clair que, par un point arbitraire de l'espace, passeront en général une infinité de droites du complexe, formant un cône. Proposons-nous une question analogue à celle que nous avons traitée (§ 13)pourlescongruences : une droite D du complexe étant considérée, peut-on trouver un point sur cette droite tel qu'en ce point toutes les surfaces réglées passant par cette droite et ayant pour génératrices des droites du complexe aient même plan tangent? Il faudrait que
z da -h dp
zdb-\'dq
fût indépendant de -~ et ~> ce qui donne
da dp âa dp àa dp
^ âi'^ ~dôi __ ^ 5p "^ Jp _ ^ ^ "^ ^
db dq ~~ àb ôq db ôq
Nous avons donc ici, pour déterminer 5, deux équations du second degré. En éliminant z entre ces deux équations, on aura une
relation
entre a, p et y. Le problème proposé n'a donc de solutions que pour les droites D satisfaisant à cette relation. On les appelle les droites singulières àyi coaupXexe, Elles forment une congruence qui est dite la congruence des droites singulières.
Sur une droite singulière D, il y a un point F satisfaisant à la question posée et dont le 5 est la racine commune aux deux équations écrites plus haut. En ce point F, toutes les surfaces réglées passant par D et appartenant au complexe ont même plan tangent P. Les points F forment une surface : on l'appelle la surface des singularités du complexe. Cette surface des singularités est une nappe de la surface focale de la congruence des droites singulières. Au point F, la surface des singularités a pour plan tangent le plan P.
17. Les complexes algébriques sont particulièrement intéressants; on les a classés d'après leur degré. Quelques explications préliminaires sont indispensables, relativement au mode de représentation d'une droite. Une droite étant donnée, nous pouvons écrire les équations de ses projections sur les plans de coordonnées sous la forme
[ L =jZ-5Y,
x^ y, z désignant les coordonnées courantes. Les six constantes L, M, N, X, Y, Z peuvent être dites les coordonnées de la droite. Elles ne sont d'ailleurs pas indépendantes, puisqu'on a évidem-
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ment la relation
LX-f-MY-hNZ = o
Réciproquement, étant données six quantités L, M, N, X, Y, Z liées par la relation précédente, on peut dire qu'elles définissent une droite; cette droite est celle que représentent les équations (12), qui se réduisent alors à deux. Nous avons donc de cette façon un système de six coordonnées liées par une relation, et, comme ces coordonnées sont homogènes, nous avons bien le degré d'indétermination représenté, comme il doit êire, par le nombre quatre.
Ceci posé, un complexe algébrique sera représenté par une équation de la forme
F étant un polynôme homogène en L, M, N, X, Y, Z. Si ce polynôme est de degré m, le complexe sera dit d'ordre m.
Deux remarques sont évidentes. Les droites du complexe passant par un point arbitraire (^o> J^o? ^o) forment un cône, et, puisqu'on a
F(^oZ---5oY, 3oX — J7oZ, aroY — _;^oX, X, Y, Z) = o
et que X, Y, Z sont les coefficients de direction de la droite du complexe, le cône sera évidemment d'ordre m. En second lieu, les droites du complexe situées dans un plan enveloppent une courbe de classe m; car, par un point du plan, on peut mener à cette courbe m tangentes, qui sont les intersections du plan avec le cône d'ordre m correspondant au point.
18. Après ces généralités, considérons en particulier le cas où le complexe est linéaire^ c'est-à-dire du premier ordre. Son équation sera alors
(i3) AL -i- BM H- CN -h DX -f- EY H- FZ = o,
A, B, C, D, E, F désignant des constantes.
Toutes les droites du complexe passant par un point seront
alors dans un plan, et, inversement, toutes les droites du complexe
situées dans un plan passeront par un même point de ce plan; ce
sont des conséquences immédiates des deux remarques faites à la
fin du paragraphe précédent. Un complexe linéaire établit donc «ne relation entre les points et les plans de l'espace : à chaque point correspond un plan passant par le point et, inversement, à chaque plan correspond un point situé dans le plan.
Étant donné le point (j^oj^o^ ^o)> cherchons l'équation du plan correspondant; la relation entre X, Y, Z sera alors
A(jroZ — ^oY)-f-B(^oX — aroZ)-+-G(aroY— >'oX)-hDX-hEY-hFZ = o,
et nous aurons l'équation du plan en remplaçant X, Y, Z par X — aro, y — J^oi ^ — -«o* On a ainsi
(ar— aro)(Bzo— C7o-hl>)H-(7— 7o)(Ca:o— A^o-^E)
-\-{z — j?o)(Aj^o— Ba?o-l- F) = o.
Telle est Téquation du plan correspondant au point (j'oj.Xo ^q). Ou dit que ce plan a ce point pour pôle ou pour foyei\ et inversement le plan est dit le plan polaire du point.
Une notion importante dans la théorie des complexes linéaires est celle des droites conjuguées. Soit D une droite n'appartenant pas an complexe; cherchons le lieu des foyers des plans passant par D. Appelons F et F' les foyers de deux plans particuliers, d'ailleurs quelconques, passant par D; je dis que la droite A joignant F et F' sera le lieu cherché. En eflPet, tout plan passant par A aura nécessairement pour foyer son point de rencontre y avec D, puisque les droites (pFet cpF' sont des droites du complexe. Il en résulte que toute droite rencontrant D et A appartient au complexe, et enfin qu'un plan quelconque passant par D a pour foyer son point de rencontre avec A. Le lieu cherché est donc la droite A. Les droites D et A sont dites droites conjuguées; il y a évidemment entre elles réciprocité.
19. La correspondance entre points et plans, que nous venons d'indiquer, comme résultant de la notion de complexe linéaire, se rencontre dans plusieurs théories de Mécanique. Prenons, par exemple, la théorie cinématique du mouvement d'un corps solide; Téquation
(jr-aro)(B4îo-C^o- -D)-h(j^-jro)(Garo-A^o-t-E)
-f- (« — ZoXAjo— Bxo-+- F) = o
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du plan correspondant au point (otcJ'oî ^o) est susceptible d'une interprétation immédiate.
Si l'on considère un solide en mouvement, à un moment déterminé, les composantes de la vitesse r^j ^y^ ^z d'un point quelconque {oc^y^ z) sont données par les expressions de la forme
Dm-B^-
-CjK,
:E-4-Car-
Vz =
-Bj:.
Le plan considéré sera donc le plan passant par (^o? J^o, ^o) et perpendiculaire à la vitesse de ce point. L'identité est donc complète entre la théorie des complexes linéaires et l'étude cinématique des vitesses, à un moment déterminé, des divers points d'un solide invariable. Il suffit de signaler cette analogie,' qu'il serait facile d'approfondir davantage; ainsi l'on verrait aisément que les droites du complexe sont les droites normales aux trajectoires de tous leurs points.
Nous remarquerons seulement que, si l'on se reporte à la théorie du mouvement d'un solide, on peut obtenir une forme réduite très simple de l'équation du complexe. Faisons en effet un changement d'axes de coordonnées, en prenant comme axé des z l'axe du mouvement hélicoïdal : on aura, dans ce cas, pour Vx^ Vyt ^z des expressions de la forme
et, par conséquent,
L'équation du complexe se réduira alors à
CN 4- FZ = o.
Revenant au cas général, ajoutons enfin que l'on n'aura pas entre les constantes A, B, C, D, E la relation
AD H- BE -f- GF = o,
si ce n'est dans le cas particulier où la vitesse d'un point quel-
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conque du corps est perpendiculaire à la direction
jî — Z - f A " B "" G'
c'est-à-dire où le mouvement se réduit à une rotation.
20. Une classe inléressanle de courbes gauches est formée par les courbes dont les tangentes appartiennent à un complexe linéaire donné. Nous les rencontrerons plusieurs fois dans la suite. En supposant les coordonnées x^ y^ z d'un point quelconque de la courbe exprimées en fonction d'un paramètre, les tangentes de cette courbe appartiendront au complexe linéaire représenté par l'équation (i3) si l'on a :
I X(ydz — z dj')-^B(zda: r-2:djs)
\ -^C(xdjr — ydx)-{-Ddx^Edy-hFdz = Oj
puisque X, Y, Z sont en chaque point de la courbe proportionnels à dx^ dy, dz. Un exemple de courbes dont les tangentes appartiennent à un complexe linéaire nous est fourni par la cubique gauche. On sait que la cubique gauche est l'intersection de deux surfaces du second degré ayant une génératrice commune. Prenons deux quadriques ayant en commun l'axe des 5,
A a:* -h A'j» -h iByz-h iB'zx-h iB^xy-h 2Drr-T-2E/ = o, a r--f- ay^-î- ibyz-\- i^b' zx -{- T.b" xy -\- ^d x -\- 7.e y =^ o\
coupons la cubique par le plan^ = a.x. On voit que les coordonnées x^ y^ z s'exprimeront en fonctions rationnelles de a, sous la forme suivante
^-Pi(a)' ^ Pi(a) Pi(a)'
les P désignant des polynômes du troisième degré en a. Réciproquement, d'ailleurs, une courbe gauche donnée par les équations précédentes sera, en général, une cubique gauche.
Montrons que les tangentes de cette courbe appartiennent à un complexe linéaire. Pour cela, il faut faire voir que l'on peut
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trouver six constantes A, B, . . ., telles que la relation (i4) soit vérifiée. Or on a
dx = -? — p^ ! d:L ;
le numérateur sera un polynôme du quatrième degré en a. Pareillement
le numérateur étant toujours au plus du quatrième degré en a. En faisant les substitutions de ces expressions et des analogues dans le premier membre de (i4)) nous avons à égaler identiquement à zéro un polynôme du quatrième degré. Nous aurons ainsi cinq relations homogènes et linéaires entre A, B, . . ., F dont les rapports pourront par suite être déterminés. Nous pouvons donc dire que les tangentes à une cubique gauche appartiennent à un complexe linéaire. Ce résultat a été donné, sous une forme différente, par Ghasies.
I. ~ Contact des courbes planes
1 . Soient C ei G deux courbes planes a^ant un point commun M qui est pour Tune et l'autre un point simple. On dit que ces deux courbes sont, aupointM, uncontactd'ordre/z, lorsque, à un point A de C infiniment voisin de M, on peut faire correspondre sur C un point A' infiniment voisin de M et tel que la distance AA'soit un infiniment petit d'ordre n + i relativement à Tare MA, ou, ce qui revient au même, à la corde MA.
Cherchons les conditions qui expriment que les deux courbes C et G' ont, au point M, un contact d'ordre n. Soit la première courbe représentée par les deux équations
le point M(xQyyo) correspondant k t = t^. On suppose la représentation telle que/'(^o) etF'(/o) ne soient pas nuls tous les deux, ce qui est permis puisque le point M est, par hypothèse, un point simple de la courbe. Semblablement la courbe C sera définie par les équations
ar = ç(a), ^ = 4>(m);
on a j:o= 'f (w©), j'o= ^(''o)? et l'on suppose que ç'(wo) et <1>'(mo) ne sont pas nuls tous deux.
Pour établir une correspondance entre les points de C et de G' voisins de M, considérons u — Uq comme fonction de ^ — to, et supposons qu'on puisse développera — ii^ suivant la formule de
Taylôr
(i) u '- Mo= Xt(^— fo)-+-Xî(/ — ^o)*-H ... -+-\„{t-to)"-^ .... Tout d'abord la corde MA est de l'ordre de t — Iq, On a en effet
MA =[/(0~/(^o)]«^[F(0-F(/o)]«;
la partie principale du second membre sera donc, en développant chaque terme par la formule de Tajlor,
le coe(ficient de / — Iq n'étant pas nul, MA sera de l'ordre de / — t^. Nous avons donc à exprimer que AA' est d'ordre n -\- i par rapport à / — /o-
Cela étant, puisque
ÂÂ^'=(ar-:r)«-h(y-j^)«,
nous devons écrire que x' — x et y — y sont d'ordre n -+- i relativement à t — ^0) c^s conditions nécessaires sont évidemment suffisantes. Or les coordonnées x ely^ ainsi que x' et^, peuvent être développées suivant la formule de Tayior
Remplaçons dans la seconde ligne u — ii^ par son développement (i), et exprimons que les n premiers coefficients dans la différence x' — X sont nuls, en remarquant que le premier terme disparaît de lui-même puisque /(Cq) = ff{uo)' Nous avons ainsi n équations où figurent les n inconnues X|, ).2, . . ., X;,. Ce sont
La différence^ — y nous donne aussi n équations qui ne diffèrent de celles-ci que par le changement de/ et ^ en F et ^. On a
donc
X,*'(ao)-F'(^) = o,
En résumé, nous avons 2/i équations, pour déterminer les n inconnues Xf, ^2, . . ., X«.
Il y a donc n équations de condition qui doivent être vérifiées par les n premières dérivées des fonctions/, F et ç, ^, pour t = t^ et w = I/o. Ces conditions peuvent s*obtenir par un calcul très régulier. Comme cp'(tto) et<l>'(Wo) "^sontpas nulsàla fois, nous supposerons, pour fixer les idées, ©'(1/0)^0. On considère alors le premier système d'équations ; la première équation donne X| , la seconde donnera X2 et ainsi de suite, sans qu'on soit jamais arrêté, car le coefficient du nouveau X qu'on veut déterminer est toujours <p'(i/o). On portera ensuite les valeurs trouvées de X,, Ao, . . ., X« dans le second système el Ton aura les n conditions cherchées.
Telle est, sous la forme la plus générale, la solution du problème du contact.
2. Faisons à ce sujet diverses remarques. En comparant les premières équations de chaque groupe, on trouve
f\U) (p'(ao) *
Ainsi les deux courbes ont en M la même tangente; ce résultat était évident a priori.
Comparons maintenant les arcs MA et MA'. Les parties princi-
pales de MA et MA' sont
(' - *o)*[/*('o) 4- F'î('o)], (u - ao)« [?'H«o) -h *'î( u,)\
La dernière expression peut se remplacer par
le rapport de ces deux expressions est donc
qui est égal à runité, d'après la première équation de Tun et l'autre système écrit plus haut. Nous en concluons que
MA
Il en résulte, ce qui, d'ailleurs, devait être par raison de symétrie, que AA' est du même ordre infinitésimal par rapport à MA et à MA'.
3. Dans les applications, il arrivera rarement que les courbes C et C soient données sous la forme très générale que nous avons adoptée. Un premier cas particulier est celui où la fonction <f(u) n'est autre chose que /(w), avec Uo= h' Les deux courbes sont alors données par les équations
^""^ lr = F(0.
Les conditions de contact vont se simplifier. En supposant
/'(to) yé. o, la première équation du premier système donne )n = i
et les autres
Les équations de condition sont alors
P(/o) = *'(^o), F'(/a) = *'(^o), . . ., Ft«)(^o) = *^«'(««).
Donc, pour que les deux courbes aient au point M un contact d'ordre ^, il faut et il suffit que les deux fonctions F et <1> et leurs n premières dérivées soient égales pour ^ = «^ = ^o«
Un cas plus simple encore est celui où les deux courbes sont définies par les deux équations
Les conditions, pour que le contact soit d'ordre /i, se réduisent à
F(Xo) = *(:ro), F'(;ro) = *'(^o), • • -, F('»>(:fo; = *^«^(^o).
C'est sous cette forme que Lagrange a traité la question du
contact des courbes. Considérons les deux courbes C etC passant par le point M(^oiyo)- Si nous donnons kx k partir de Xq un accroissement X — 070, les coordonnées des points des deux courbes, qui ont pour abscisse x, sont exprimées par les développements
y = F(a7o) -4- (:r - xo) F'{xo) -^ . . .H- ^^~^o)" F(«J(:ro) -i-. . . .
Y^ *(aro)-4-(3r- a^o) *'(^o) H-- • •+ ^^fl^îll^ * ^^^ (xo )-+-.. ..
Dans ces deux séries, les n premiers coefficients sont les mêmes ; la différence Y — y des ordonnées est donc un infiniment petit d'ordre n -h I par rapport à a: — Xq* Ainsi, dans le mode de correspondance actuel, que Lagrange se donnait a priori, on prend pour points correspondants des deux courbes les points qui ont même abscisse (on suppose, bien entendu, que la tangente en M n^est pas parallèle à Taxe Aesy). Remarquons que, si n est pair, la différence Y — y change de signe avec x — Xq] donc, si deux courbes ont en un point un contact d'ordre pair, elles se traversent. Le contraire a lieu quand le contact est d'ordre impair.
4. Voici une dernière forme des conditions de contact qui est d'un usage fréquent. Supposons que la première courbe soit définie par l'équation
l'autre par les relations
et que les deux courbes aient le point commun (^o»^o) correspondant h t = t^.
Si nous remplaçons :r par/(/) dans X(x,^), l'équation
définit une certaine fonction ^ = <!>(/), se réduisant à y^ pour t r- t^^. On peut alors concevoir la première courbe comme définie par les équations
et appliquer les conditions de contact trouvées précédemment : les deux fonctions F(^) et ^[^t) auront mêmes dérivées jusqu'à
l'ordre n, pour t = Iq, d'où résulte que les deux fonctions
M/(O,F(0] et X[/(0,*(0]
auront aussi mêmes dérivées jusqu'à Tordre /i pour t=ztQ. Or, celte dernière fonction étant identiquement nulle, il en sera de raéme de ses dérivées. Par conséquent, la/onction\[/{t)y ^i^)] et ses dérivées jusqu'à l'ordre n s'annulent pour t = t^, et ces conditions nécessaires pour le contact d'ordre n sont en même temps sufKisantes. La remarque précédente sera d'une application constante.
5. Une notion importante est celle des courbes osculatrices. Supposons que nous ayons une famille de courbes dépendant der paramètres arbitraires :
On peut se proposer de déterminer ces paramètres de façon que la courbe précédente ait, en un point donné d'une courbe donnée, le contact d'ordre le plus élevé possible avec cette dernière. Si n est l'ordre de contact, il faudra satisfaire à n + i équations de conditions; donc, on choisira, dans le cas général, n -f- i = r, pour déterminer tous les paramètres. Le contact est alors de l'ordre/' — i ; la courbe ainsi déterminée est dite osculatrice à la courbe donnée.
En premier lieu, prenons les droites
y — aix — ai=:^ o.
La courbe est donnée par les expressions de x ely en fonction d'un paramètre t. Pour le point de cette courbe correspondant à la valeur t du paramètre, le contact sera du premier ordre si
y — aix — ai= o, dy dx
la droite obtenue est la tangente à la courbe. Le contact, en général, sera du premier ordre; à quelle condition serait-il du second ordre? Il faudra, en plus des équations précédentes, que
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et, par conséquent, on aura
dx
dT
dt
C'est donc seulement pour les points de la courbe, vérifiant la relation précédente, que le contact de la tangente sera du second ordre; ce sont les points d'inflexion.
Considérons, en second lieu, Téquation générale d'un cercle
(ar — a)« -4- (j^ — 6)«— R* = o,
avec les trois paramètres a, 6, R. On pourra les choisir de manière à avoir, en un point arbitrairement donné sur la courbe, un contact du second ordre. On devra avoir
dx , , V rfy
dt
d^x dï^
/dxy /dry
Les deux dernières équations donnent les coordonnées (a, b) du centre du cercle osculateur, et la première fait connaître son rayon .
Le centre du cercle osculateur est situé sur la normale, au point où cette droite touche son enveloppe. Prenons, en eflel, l'équation de la normale
On obtiendra le point où elle louche son enveloppe en joignant à cette équation l'équation dérivée par rapport à f ,
Ces équations sont les mêmes que les précédentes en y faisant X = a, Y = 6, ce qui démontre le théorème.
Si, en particulier, la courbe est donnée sous la forme
on aura, pour les coordonnées a et 6 du centre du cercle osculateur au point x^^
(^0- b) ¥\x^) -+- 1 + [F(:ro)]* = o.
La dernière équation montre que^© — ^ est de signe contraire àF''(xo). Or, si F'(:ro)]>o, la courbe tourne sa concavité vers les y positifs; ^o — b est alors négatif, c'est-à-dire que le point {a^ b) est du même côté que la courbe par rapport à la tangente dans le voisinage du point considéré. La même conclusion subsiste siF"(xo)<o.
Démontrons enfin que le cercle osculateur en un point (^To, j^o) d'une courbe est la position limite (Tua cercle passant par ce point et deux autres points infiniment voisins de la courbe. Soient, en eflfet, /q? ^o -^- A| , ^o + h^ les valeurs de t correspondant à ces trois points; A| et Aa tendront vers zéro d'une manière arbitraire. En posant
on a
équations qui peuvent s'écrire
'X(^o~At) — X(^o) >(^o+ Aï) — X^o)"
Al
T rX(^o~At) — X(^o) _ X(^o+ AQ — Xap)] __ ^1-A, L h. A, J-""-
Elles deviennent, en développant,
et pour hi = h2= o, on a
Nous retrouvons ainsi les équations qui donnent le cercle osculateur.
Cherchons l'expression du rayon du cercle osculateur. En
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résolvant les deux éqnalions en x — a et y — 6 et portant dans l'expression de R^, on trouve de suite
„.= Hiii
En un point d'inflexion, R est infini; le cercle osculaleur se réduit à la tangente, qui a alors, comme nous Pavons dit, un contact du second ordre avec la courbe.
II. — Courbure des courbes planes. — Développées et développantes.
7. Au cercle osculateur se rattache immédiatement la notion de la courbure d'une courbe plane. Reprenons auparavant les formules précédemment obtenues, en introduisant explicitement les cosinus directeurs de la tangente et de la normale à la courbe.
On a, comme nous l'avons dit,
""--dr P-3F'
a et ^ désignant les cosinus des angles faits par la tangente à la courbe, prise dans le sens des arcs croissants, avec les axes de coordonnées. L'équation de la normale s'écrit alors
et, pour avoir les coordonnées du centre du cercle osculateur, il faut adjoindre l'équation
(X — x)dti-\- ( Y — v) c/? ~- ^5 = o. Or : a^-i- p2-_. 1^ (JQnç a rfa -|- ^ rfp = o; nous pouvons, par suite, modifier la première équation, et nous avons alors le système
Faisons la somme des carrés :
Dans les calculs qui vont suivre, R va être considéré comme une quantité essentiellement positive. Introduisons maintenant les cosinus directeurs a! et ^' de la demi-droite MI qui va du point M de la courbe au centre I du cercle osculateur; nous aurons, X, Y désignant toujours les coordonnées du centre I,
en substituant ces valeurs dans les équations (2), il vient
P' d% - a' rf? == o,
a'rfaH-pVp= ^;
d'où
da_^ rfp_P'
^^ ds ~ H ds ~ h'
Aux deux formules précédentes, il est utile d'en adjoindre deux autres, donnant les difTérentielles de a' et ^'. Les deux équations
a'»H-P'«=i, «a'4-pp'=o
donnent en effet immédiatement
«'=Xp, P'=-Xa (X=dii);
par suite
rfa'__ a rfp; ___ p
ds "" R' ds " K
Remarquons que la quantité désignée par \ sera tantôt égale à H- I, tantôt à — 1 : elle sera égale à -f- 1 quand, MT coïncidant avec Ox, Mf coïncidera avec Oy\ elle sera égale à — i si, dans les mêmes conditions, MI coïncide avec le prolongement de 0\\
8. Les formules fondamentales (3) et (4) obtenues, passons à la définition de la courbure d'une ligne plane. Soient le point M sur la courbe et M' un point infiniment voisin; nous menons les tangentes MT et M'T'; soit s leur angle infiniment petit. Le rapport
arc MM'
est dit la courbure moyenne de l'arc MM', et sa limite est dite la courbure de la courbe en M.
La courbure est l'inverse d'une ligne. On appelle celle-ci le
rayon de courbure p de la courbe au point M. Calculons — » ou, ce
qui reviendra au même au passage à la limite, -r—* Les cosinus
directeurs de la tangente en M' seront a + Aa et ^ -+- A^; donc
sinU _ (g A^— p Aa)^ A5« ~ A5»
et, par suite,
\_ _ {id^ — ^doLy
Nous transformerons le second membre en employant l'idenlité
(a û?p — p d%y = (a«-i- p«)(c?a« -h c?p*) — ( a û?a -+- p d^y, et, comme ol^ -i- ^^ =^ i ^ il en résulte
p^-\ds) ^\ds) •
En nous reportant à l'expression du rayon du cercle osculateur, nous voyons que le rayon de courbure est égal au rayon du cercle osculateur. Aussi le centre du cercle osculateur en un point est-il appelé le centre de courbure de la courbe en ce point.
9. Les centres de courbure d'une courbe plane forment une courbe remarquable étudiée par Huygens, qui lui a donné le noai àe développée, La développée, d'après ce qui a été vu plus haut^ est aussi l'enveloppe des normales. Une propriété fondamentale de la développée est relative à la longueur de son arc. Soient {xs^y^) les coordonnées du centre de courbure au point M(^, y) de la courbe : on a
x^=x^ Ra', xi =7 -^ Rp»
d'où, en différentiant et tenant compte des formules (4)?
c?^i=a'rfR, c(xi=p'û?R;
donc, en appelant 5| Tare de la développée,
Tant que le rayon R varie dans le même sens, en comptant les arcs dans un sens convenable sur la développée F, on aura
dsi = dR, Ainsi, si, de M en M', R varie dans le même sens,
L'arc ir de la développée est donc rectifîable (Jlg. 19); il est égal à la différence MT — MI. On ne devra pas oublier que le
Fig. 19.
résultat précédent suppose essentiellement que le rayon de courbure varie dans le même sens quand on va de M en M'.
On peut encore traduire la propriété de la développée sous la forme géométrique suivante : Imaginons qu'un fil soit enroulé sur la développée F, à partir d'un point arbitraire A, et s'en détache au point F pour suivre la tangente FM'. On coupe ce fil en M' et on l'enroule sur la courbe F en le maintenant toujours tendu ; son extrémité libre décrira la courbe G.
Réciproquement, la courbe G est dite la développante de la courbe F. Prenant une courbe arbitraire F, si l'on porte sur chaque tangente à cette courbe une longueur IM = /, / étant dé-
finie par la relation
l -\- s = const.,
où s est Tare AI de la courbe comptée à partir d'une origine A arbitraire, le lieu du point M sera une courbe normale aux tangentes de la courbe T.
Une courbe a une infinité de développantes qui correspondent aux diverses valeurs de la constante; ces développantes sont des courbes parallèles.
10. Nous avons trouvé, pour le rayon de courbure, l'expression
him
dyy
en prenant pouF R la valeur absolue du second membre. Nous avons dit que cette expression offre une particularité intéressante pour un point d'inflexion; le dénominateur s'annulant, le rayon de courbure est infini. Le cas où le point considéré de la courbe est un point de rebroussement de première espèce est digne aussi de remarque. Pour un tel point supposé placé à l'origine des coordonnées, avec l'axe des x pour tangente, on a
-j- restera donc fini pour a: = o, mais -^ deviendra infini. On
a donc, en un point de rebroussement de première espèce, R = o. La développée d'une courbe passe donc par ses points de rebroussement de première espèce.
Cherchons, d'une manière générale, la relation entre le rayon de courbure d'une courbe et celui de sa développée au point correspondant. Les angles dont tournent les tangentes à l'une et l'autre courbe étant les mêmes, on a, en désignant par p le rayon de courbure de la développée,
p ds\ en prenant la valeur absolue du second membre ; mais, puisque
dsi = rfR, nous pouvons écrire
^^'^-ds'
en prenant, dans le second membre, la valeur absolue de -^> si
l'on veut avoir p positif. Une conclusion intéressante découle immédiatement de cette formule. Quand le rayon de courbure passe par un maximum ou un minimum, on a
dK _ ds ~~ et, par suite,
La développée, ayant un rayon de courbure nul, aura donc, en général, un point de rebroussement de première espèce. On peut vérifier cette conclusion sur la développée de Tellipse ; pour les .sommets de l'ellipse, son rayon de courbure passe par un maximum ou un minimum, et dans la développée correspond un point de rebroussement. On vérifiera aussi que Tare de la développée, qui comprend un point de rebroussement, n'est plus égal à la différence des rayons de courbure extrêmes de la courbe initiale, ce qui justifie la restriction sur laquelle nous avons insisté plus haut.
H. Reprenons les formules (3) et (4) du § 7 :
da a Is ~ R'
ds R'
doi' a ds " R'
ds ~ R
On a d'ailleurs
les signes se correspondant.
Ces formules permettent de traiter un problème intéressant. Supposons que l'on se donne l'expression du rayon de courbure R en fonction de l'arc s, et cherchons à déterminer la courbe. On aura
di = -R- (' = ^- ')'
OU, en posant a + ta' = a,
du _ iu
donc
du .ds
par suite
u = Ce •^ ^ (G désignant une constante)
X* ds — = (j (t sera une fonction déterminée de s),
a -h «' = (A-h iB) (cos<T — (sinv).
Nous obtenons donc
a = Acosj -h B sina, a'= B cos<T — Asinv;
et, puisque a^ 4- a'^ = i , il faudra que A^ + B=* == i .
Telle est la solution générale du problème; pour p et P', on prendra
Prenons pour origine des coordonnées un point de la courbe, pour axe des x la tangente et pour axe des^ la normale : on aura
a = i, a'— o pour s = <j = o]
nous prendrons alors
A = i, B = o, et par suite
a = cos (T. a' = — sin d.
Si, de plus, on veut avoir :
P = o, P' = ' pour 5 = 0,
on devra prendre
p = 8in(T, p'=cosa.
Cherchons enfin les valeurs de x et y. Des relations
dx = OL ds, dy —^ds on conclut
x= I cosa dSf y= I sinffûfi,
formules qui résolvent le problème à l'aide de trois quadratures. Prenons, comme première application, le cas où R est constant : R = Ro ; on aura alors
donc
= g; x=l cos ^ds, ^ == / s»n]g^*;
a? = Rsinô' ^ = — R cos 5- -h R ;
la courbe sera le cercle représenté par l'équation
Opt-^(y-^R)t= RI.
Le cercle est donc ta seule courbe plane dont le'rayon de courbure soit constant, résultat que donnerait immédiatement d'ailleurs le théorème relatif à la développée. Dans celle-ci, en effet, la longueur de l'arc sera nulle et elle se réduira à un point.
Gomme seconde application, soit p- = 2 (X5. Nous aurons G- = 1X5^, et
x= I cos (\t. s* ) ds, y= I sin(iis^) ds.
Ces quadratures ne peuvent être effectuées, mais il est néanmoins facile de construire la courbe en se rappelant que, lorsque s augmente indéfiniment, ces deux intégrales tendent vers une limite (Chap. I, Sect. VI). La courbe se compose de deux branches
Fig. 20.
sjmétriques relativement à l'origine et tournant chacune autour d'un point asymptote, comme le montre idijlg. 20.
Celte courbe joue un rôle intéressant en optique dans la théorie de la diffraction.
12. Nous terminerons ce que nous avons à dire sur la courbure des courbes planes, en donnant une construction géométrique du centre de courbure en un point d'une ellipse {Jig- 21). Menons les normales en M et au point infiniment voisin M'; soit O leur point de rencontre. En posant
FMO=FMO = a et F'M'0 = a', Fig. ai.
et désignant par Ô, F et F' les angles MOM', MFM', M'F'M, on a
F' -h a' = 0 -I- a, d'où
et, en divisant par Ls = arc MM',
Is
Quand M' se rapproche de M, le second membre tend vers ^ ,
R étant le rayon de courbure de Tellipse en M. D'autre part, la considération du triangle FMM' donne de suite
,. F cosa /-FrTT \
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et pareillement on a
lim^ = ^^^ (FM=r'>
Nous avons donc la formule
^ = cosal
ou enfin
ï __ a cos a
a a désignant le grand axe de l'ellipse.
A la place du produit rr'^ introduisons la longueur MN, N étant le point de rencontre de la normale avec le grand axe. On a immédiatement
MN ar'cosa
et, par suite, on obtient la formule
MN
cos* a
ATaide de cette formule, on justifiera aisément la construction suivante du centre de courbure au point M : on élève en N la perpendiculaire à MN, et, au point de rencontre K de cette perpendiculaire avec MF, on élève la perpendiculaire KO au rayon vecteur MF; le point de rencontre O de cette droite KO avec la normale MN est le centre de courbure cherché.
III. — Contaot des courbes gauches. — Contact des courbes et des surfaces.
13. La théorie du contact de deux courbes gauches est entièrement semblable à celle du contact des courbes planes. Soient G et C deux courbes gauches ayant un point commun M; on dira qu'elles ont en M un contact d'ordre n, lorsque à un point A de C infiniment voisin de M, on pourra faire correspondre sur O un point A' infiniment voisin de M tel que la distance AA' soit d'ordre n-l- I relativement à la corde ou à l'arc MA.
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Prenons d'abord d'une manière générale les deux courbes représentées par les équations
(C) x=f{t\ r = ?(0, ^-'MOî
le point commun M correspond à t= Iq, u= Uq. On suppose, comme il est permis, que les trois dérivées f, ^' et ^' ne s'annulent pas simultanément pour/ == ^o; 6t de même pour F'{uo)y
Nous suivons maintenant la même marche que pour les courbes planes; soit encore |
la relation entre u et t qui définira la correspondance entre A et A'. Nous devons déterminer les coefficients X de manière que x' — Xj y — y, z' — z soient infiniment petits d'ordre n H- i par rapport à t — ^0* Nous avons ainsi trois groupes de n équations dont j'écris
le premier
XiF'(ao)~/'(/o) = o,
les deux autres s'obtenant en remplaçant respectivement F et / par ^ et <p, puis par T et A.
Les trois dérivées F'(wo)t ^'("i )» ^'(^o) n'étant pas nulles à la fois, il y aura au moins un de ces groupes qu'on pourra résoudre par rapport àX|,)v2, . . ., X„. Si, par exemple, F'(mo) est différent de zéro, on pourra se servir du premier groupe : la première équation donnera X4, la seconde X2, et ainsi de suite, le coefficient de la nouvelle inconnue à déterminer n'étant jamais nul, puisqu'il est toujours égal àF'(wo).
En substituant les valeurs ainsi trouvées de X|, X^, . . . , \„ dans les deux autres groupes, on aura les un conditions nécessaires et suffisantes pour que les deux courbes aient au point commun M un contact d^ordre n. Le même calcul que plus haut montre que
le rapport vrw a Puni té pour limite.
Dans la pratique, les équations des deux courbes pourront être
données sous une forme plus simple. Supposons, par exemple, que la fonction F coïncide avec la fonction f et que ^o= "o* Les équations des deux courbes sont alors
a^=/(w), :k = *("), ^ = v(w)- On a d'ailleurs
?('o)=*(^o) et 4^(^o)=^(^o).
Le premier groupe d'équations donne alors
Xi = f, X, = X3 =.. .= Xrt = o. Par conséquent
Pour que les différences y — y el z' — z soient d'ordre n -f- i, on voit donc de suite qu'il est nécessaire et suffisant que les fonctions ^(w) et ff{t) aient mêmes dérivées jusqu'à l'ordre n pour u = t= ^oî et de même pour ^(w) et ^{t)*
Supposons, en second lieu, que la courbe C soit définie par les deux équations
Les conditions de contact d'ordre n avec la courbe C,
au point (^o>^o> ^o) correspondant k C:^ Iq^ s'obtiennent par la même règle pratique que nous avons donnée pour les courbes planes : dans F, et F2 on remplace x,y, z par/(/), <p(r) et 4(^)^ les deux fonctions ainsi obtenues
r'i[/(0, ?(0, ^(f^] et Fa[/(0, 9(0, 4'(0]
doivent s^annuler pour t = t^ ainsi que leurs n premières déris^ées.
14. Passons maintenant au contact d'une courbe et d'une surface. Étant données une courbe C et une surface S ayant un point commun M, nous dirons que la courbe et la surface ont en ce
point un contact d^ordre /i, lorsque à un point A de la courbe C infiniment voisin de M on pourra faire correspondre sur la surface un point A' infiniment voisin de M, tel que la distance AA' soit un infiniment petit d'ordre n + i par rapport à MA.
Suivons toujours la même méthode. Soient la courbe C définie parties équations
et la surface par les équations
Soient t= ÙQj u= Uq^ ç= i^Qles valeurs des paramètres donnant le point commun M. On suppose que /'(^o)î î'(^o) et ^'(^o) ne sont pas nuls à la fois et que les trois déterminants fonctionnels {voir Chap. XI, §1)
ne s'annulent pas tous trois pour u = «o, r = Pq-
Pour établir une correspondance entre A et A', nous devons définir u ei ç en fonction de t. Soient donc les développements
Écrivons encore que chacune des différences a/ — x, y' — y et z' — z est un infiniment petit d'ordre n + i par rapport à / — ^o- Or on a
X =F(«o, ^'o)-+- (« — Wo)^-4-^' — t'o)^ -^.--^
et, en remplaçant u — u^e\.v — v^ par leurs développements, nous avons à annuler dans x^ — x les coefficients des n premières puissances de f — /o- Il vient ainsi un premier groupe de n équations
TH£0R1E du contact. — COURBURE. 363
entre les 2 n inconnues X| , . . . , )^/i, [X| , . . . , [X/i,
duo ^ àvo 1.2 \ ^ dul ^ âuoàvo à^l J
On a de la même manière deux autres groupes relatifs ky' — y et à z' — z.
Nous avons donc 3 n équations entre a/i inconnues. Supposons,
par exemple, que le déterminant fonctionnel -^r-^ — r ne s'annule
pas pour u = Uq, r = i^Q, Les deux premiers groupes permettront de déterminer les "k et les [jl; en effet, la première équation du premier groupe et la première du second groupe permettent de déterminer X| et [jL|, les secondes nous donneront X2 et [JI2 et ainsi de suite, sans qu'on soit jamais afrété, puisque le déterminant des équations du premier degré en X/ et [tri {i étant quelconque) qu'on
a à résoudre est toujours ^; ' — r* En portant les valeurs trouvées
dans le troisième groupe, on aura les n conditions nécessaires et suffisantes pour que C e^ S aient au point commun M un contact d^ ordre n ; la solution de la question est donc complète.
15. Les résultats sont particulièrement simples lorsque, la courbe étant définie par les équations
la surface est définie par
le point commun correspondant à des valeurs /o=:£/o=ç»o des paramètres. Les deux premiers groupes donnent dans ce cas
Xj = I, Xi= X3 =T. . .= X,4 = o,
Si on le préfère, on peut vérifier immédiatement que ces valeurs prises a /?rtor/ satisfont à la question; ce seront les seules, puisque les équations en X et jjl n'admettent qu'un système de so-
lutions. On a donc
en portant ces valeurs dans
les termes en ^ — /q jusqu^à la puissance n disparaîtront, si
qui s'annule pour t = t^, a en outre ses n premières dérivées nulles pour cette valeur de t.
Supposons enfin la surface représentée par l'équation
Les conditions de contact s'obtiennent par la même règle pratique que nous avons donnée pour les courbes planes : dans F on remplace ^, j^, z par les fonctions /(^), if(t) et ^(^).
La fonction de t ainsi obtenue s'annule ainsi que ses n premières dérivées pour t = Cq, si la courbe et la surface ont en i^ojyoj Zq) un contact d'ordre n.
16. Faisons quelques applications de cette théorie du contact de deux courbes ou d'une courbe et d'une surface. Pour une courbe gauche donnée et en un point donné de cette courbe, la notion de courbe ou de surface osculatrice appartenant à une famille dépendant d'un certain nombre de paramètres arbitraires ne diffère pas de la notion correspondante pour les courbes planes. On cherchera à déterminer les paramètres arbitraires de manière que l'ordre de contact soit le plus élevé possible : la courbe ou la surface sera dite alors osculatrice.
Prenons l'équation générale d'un plan
Xx -h By -h Cz -h D = o;
il dépend de trois paramètres arbitraires. On pourra donc, en général, déterminer un plan ayant avec une courbe donnée en un point donné un contact du second ordre. En appliquant la règle
du paragraphe précédent, on aura
PrfF ^^-di ^^di =*»• (6) <
le paramètre t ayant la valeur correspondant au point considéré M sur la courbe. Ces deux équations donneront des quantités proportionnelles à A, B, G, et, par conséquent, la direction du plan osculateur qui, passant par M, se trouve ainsi complètement déterminé. Nous avons déjà rencontré ce plan (Chap. XI, § 5), en cherchant à faire passer par chaque point d'une courbe gauche un plan dont la caractéristique soit la tangente. Nous pouvons donc dire que la surface ern^eloppe des plans osculateurs d^une courbe gauche est la développable formée par ses tangentes. Le contact du plan osculateur avec la courbe en un point quelconque est du second ordre. Ce contact peut-il être d'ordre supérieur? Il faudrait pour cela que Ton eût
^d^T ^d^v ^d^z ^^'^^-di^^^-dF^'''
Cette équation, rapprochée des équations (6), donne
dx dy dz <7) d^x d^y d^z = o,
relation qui ne sera vérifiée que pour certaines valeurs du paramètre t. Les valeurs de t satisfaisant à cette équation donnent sur la courbe des points où le contact du plan osculateur est du troisième ordre. Ces points sont analogues aux points d'inflexion des courbes planes ; on les appelle les points ou le plan osculateur est stationnaire.
En général, le plan osculateur à une courbe en un point est traversé par la courbe. En efl^et, désignons par A, B, C les coefficients du plan osculateur tirés des équations (6),
.__dy d^ __ dz d^y di dt^ dt dt^ '
L'on a les expressions analogues pour B et C. Les coordonnées x, ^, z
d'un point quelconque de la courbe sont des fonctions du paramètre; si Ton donne à ^ un accroissement très périt A, on aura, pour des valeurs de h de signes différents, des points qui seront sur la courbe de part et d'autre du point correspondant à la valeur t du paramètre. Ceci posé, soit Téqualion du plan osculateur
A(X— a7)-»-B(Y— ^)-4-G(Z — iî)=o.
Substituons, dans le premier membre de Téqaation de ce plan, aux coordonnées X, Y, Z les coordonnées d'un point de la courbe infiniment voisin du point (:r,y, js), soit :
_. , dx h*- d^x h^ d^x
et de même pour Y et Z; le résultat de substitution sera
h^l^d^x ^d^y ^d^z\ -ôy^dï^-^^lît^-^^dt^)-^"-
Si le point n'est pas un point où le plan osculateur soit stationnaire, le coefficient de A' ne sera pas nul et, par conséquent, le signe de ce résultat de substitution sera variable avec le signe de /t, c^ est-à-dire que le plan osculateur traverse la courbe.
Du calcul précédent résulte encore que la dislance au plan osculateur d'un point de la courbe, infiniment voisin du point de contact, est du troisième ordre.
Démontrons, enfin, une dernière propriété du plan osculateur qui pourrait lui servir de définition. Ce plan peut être considéré comme la limite d'un plan passant par un point M d'une courbe gauche et deux points infiniment voisins M' et M" de la courbe, qui tendent vers M d'une manière quelconque. Soit, en effet,
Aa: 4- B^ H- C^ = D = o
l'équation d'un plan. Désignons par X(^) le résultat de la substitution dans le premier membre des coordonnées du point M. Si r -f- A et r + A' désignent les coordonnées de M' et M", les résultats de la substitution des coordonnées des points M' et IW seront X(r + h) et \(^t -h /i'). Nous avons donc les trois équations
Par des combinaisons analogues à celles que nous avons faites pour démontrer une propriété semblable du cercle osculateur (Chap. XII, § 6), on déduit de là, en faisant tendre h et A' vers
zéro,
Les deux dernières relations sont précisément les deux équations
K dx -{- B dy -\- Qi dz — o,
kd'^x-^Bd^y-\- Gc?»2 = o,
qui caractérisent le plan osculateur.
Ainsi le plan osculateur jouit d'une propriété analogue à celle de la tangente d^une courbe plane, qui est la limite d\ine droite passant par un point de la courbe et un point infiniment voisin. De môme que la tangente à une courbe plane rencontre, en général, la courbe en deux points confondus au point de contact, pareillement le plan osculateur, pour un point arbitraire d'une courbe gauche, la rencontre en trois points confondus en ce point. En un point d'inflexion d'une courbe plane, il y a avec la tangente trois points confondus ; de même, en un point où le plan osculateur est stationnaire, il y aura quatre points de rencontre avec le plan osculateur.
17. Pourrait-il arriver que, pour tous les points d'une courbe, le plan osculateur fût stalionnaire? Le déterminant (7) serait alors identiquement nul. Il est aisé de voir que, dans ce cas, la courbe est plane. Laissant de côté le cas où la courbe serait dans un plan parallèle au plan desy^, uous pouvons prendre x comme variable indépendante, et l'identité (7) se réduit à
d^y d^z d*z d^y _ djc^ dx^ dx^ dx^ ~~
En l'écrivant sous la forme
d^jr d^z
dx^ _ dx^
dx^ dx^
et en intégrant, on obtient
d'^y _çd^z dx^ " dx^'
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d'où l'on conclut, en intégrant encore deux fois,
les C étant des constantes. La courbe est donc plane,
18. Une seconde application de la théorie du contact nous sera fournie par la recherche de la sphère osculatrice. L'équation d'une sphère
renfermant quatre paramètres arbitraires, on peut choisir ces paramètres de façon que la sphère ait un contact du troisième ordre avec une courbe gauche donnée en un point donné. En remplaçant x^y^ z par leur valeur en fonction de ^, nous aurons, pourlepoiut considéré,
et, en posant,
les équations
Ces trois équations déterminent le centre de la sphère osculatrice, et Ton peut définir d'un mot sa position. L'équation [x(f)=o, en y regardant a, 6, c comme des coordonnées courantes, représente, en effet, le plan normal à la courbe au point (a:, j^, ;;); en se déplaçant, le plan normal enveloppe une surface développable, et les trois équations précédentes déterminent le point où la caractéristique du plan normal touche son enveloppe (Chap. XI). Nous avons donc la proposition suivante :
Le centre de la sphère osculatrice est sur la caractéristique du plan normal et au point où cette caractéristique touche son enveloppe.
La caractéristique du plan normal pour un point M d'une courbe gauche est souvent appelée la droite polaire du point M. Cette droite polaire est perpendiculaire au plan osculateur, comme le
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montrent les deux équations
(X—x)dx '+-{Y — y)dy -h (Z — z) dz = o,
{\ — x) d'^x -h {Y ^ y) d'^y -^ {Z ^ z) d^z — ds^= o,
qui la définissent, car cette droite est manifestement parallèle à la
droite
et, par suite, normale au plan osculateur.
19. Comme exemple de courbes osculatrices à une courbe gauche, prenons d^abord la droite. Les équations d'une droite
X = az-^p, y = bz -h q
dépendant de quatre paramètres, le contact pourra être seulement du premier ordre. On aura les quatre équations
X = az -hp^ y = bz -h Çj dx ■= a dz^ dy ^= b dz,
qui déterminent les quatre coefficients. La droite ainsi trouvée est évidemment la tangente. Pour que le contact soit du second ordre, il faudrait encore avoir
d^x = ad^z, d^y = b d*z.
Le contact de la tangente avec la courbe sera donc du second ordre seulement pour les points vérifiant les relations
d^x _ d^y __ d^z dx ~ dy ~~ dz
Si Ton prend pour a:, j^, z trois fonctions arbitraires d'un paramètre ^, il n'y a pas, en général, sur la courbe correspondante, de points où le contact avec la tangente soit du second ordre. Pour un tel point, quand il existe, l'équation du plan osculateur est indéterminée, puisque les trois coefficients désignés par A, B, C sont nuls; tout plan passant par la tangente en ce point rencontre la courbe en trois points confondus au point de contact.
•Comme dernière application, cherchons, enfin, le cercle osculateur à une courbe gauche en un point M de cette courbe. Le plan d'un cercle dépend de trois paramètres et, dans ce plan, le P. - I. a4
cercle est déterminé si l'on donne son centre et son rayon. Ainsi les équations d'un cercJe renferment six paramètres; donc on pourra déterminer un cercle ayant, avec une courbe donnée en un point donné, un contact du second ordre. Le cercle peut être défini comme intersection du plan
(P) Aa:-f. Bj^-hC^-f-D r= o
et d'une sphère
(S) {X — ay -^ {y — by--^ {z — cy-— p5 ^ o.
Cette sphère ne peut être d'ailleurs complètement déterminée ; les deux équations précédentes contiennent un paramètre de trop, car, par un cercle, on peut faire passer une infinité de sphères dépendant d'un paramètre arbitraire.
Appliquons la théorie du contact. Aux deux équations précédentes nous devons adjoindre, d'une part, les deux équations
Xdx -hBdy ~\- C dz — o, A d^x -h Bd^jr -hCd^z^o;
elles montrent que le plan (P) est le plan osculateur à la courbe. D'autre part, en différentiant deux fois l'équation (S), nous obtenons deux équations qui représentent la droite polaire, si l'on y regarde a, b, c comme des coordonnées courantes. Donc le centre de la sphère se trouve sur la droite polaire. Comme, d'au ire part, cette droite est perpendiculaire au plan osculateur, on voit que le cercle osculateur est complètement déterminé comme intersection du plan osculateur avec une sphère quelconque ayant son centre sur la droite polaire et passant en M. On peut encore dire que le cercle osculateur est le cercle du plan osculateur passant en M et ayant pour centre le point où la droite polaire, correspondant à M, rencontre le plan osculateur,
20. Je dirai peu de chose sur le contact de deux surfaces. En nous plaçant toujours, pour commencer, dans les conditions les plus générales, prenons les équations des deux surfaces sous la forme
et
et supposons que ces surfaces aient un point commun A(^oi JKo? ^o) correspondant respectivement à (wo, l'o) ^^ (Uo, Vo). On dira que ces deux surfaces ont au point A un contact d'ordre n, si à tout point M de S, infiniment voisin de A, on peut faire correspondre un point M' sur S' tel que la distance MM' soit infiniment petite d'ordre n -f- i par rapport à AM. Comme il y a ici deux variables indépendantes, il est nécessaire de préciser les conditions dans lesquelles nous prenons les infiniment petits. Les coordonnées du point M s'obtiendront en donnant à Uo et Vq deux accroissements u — Uq et ç — Çq; nous regarderons ces deux accroissements comme des infiniment petits arbitraires, mais de même ordre. La distance AM sera alors de Tordre de i/ — Uo ou r — Po? et nous devons écrire que MM' et, par suite, (x^ — ^), (y — y) et (z' — :;) sont des infiniment petits d'ordre /? + i. La correspondance entre M et M' sera définie par deux relations de la forme
U — Uo = Xi ( W — Mo ) -h fXi ( f — j>o) -H • • . , V — Vo = Xt(M — Wo)-h llt{v — Vo) -^
En substituant dans
ces valeurs de U et V, nous écrirons que les développements de x' — X, y — y^ z' — z commencent par des termes de degré n -t- i en u — Uq et v — Vq, On a ainsi à écrire
équations. Celles-ci renferment des ). et des ix, coefficients des termes en u — Wq et c^ — t^o jusqu'au rang w, qui sont en nombre
On a donc — — i équations de condition pour
qu'en un point A, qui est supposé appartenir à deux surfaces S et S', celles-ci aient en A un contact d'ordre /?.
Prenons le cas très simple et toujours réalisable où les surfaces sont données par les deux équations
les fonctions /, F et ç, ^ coïncidant; de plus Uo= «07 Vo= ^'o- On vérifiera facilement que, dans ce cas, la correspondance entre U et V est donnée par les équations de la forme
U — Uo = M — Mo -♦-••• »
les termes non écrits étant de degrés supérieurs au /i**"** en w — Uq et p — i'o; les conditions de contact s'obtiennent en écrivant que les dérivées partielles des deux fonctions ^ et W^ jusqu'au 71**"* ordre inclusivement, sont égales pour (uq, t'o)«
En particulier, si les deux surfaces sont données par les équations
les deux surfaces auront, au point correspondant à (^O)JKo), un contact d'ordre n, si les fonctions t}^ et V sont égales, ainsi que leurs dérivées partielles jusqu'au rang n, pourj:=a:o, y=:yQ. Le nombre de ces conditions, où se trouve exprimé que la seconde surface passe en {xo^yo^ Zq), est donc supérieur d'une unité au nombre trouvé plus haut; il est, par suite, égal à
Ce nombre donne à la théorie qui nous occupe un caractère propre, et la rend très difi^érente de celle du contact d'une courbe et d'une surface, particulièrement en ce qui concerne les surfaces osculatrices aune surface donnée. Nous renverrons, pour ce point, au Cours d^ Analyse de M. Hermite (p. iSg), où l'on trouvera les particularités curieuses que présentent les surfaces osculatrices du second degré. Je renverrai aussi à un intéressant Mémoire d'Halphen, qui fait suite aux recherches de M. Hermite (*).
(') Sur le contact des surfaces {Bulletin de la Société mathématique, t. III).
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IV. — Formules de Cayley, relatives aux courbes gauches algébriques^ analogies aux formules de Plûcker. — Courbes dont les tangentes appartiennent à un complexe linéaire.
21. Nous avons appelé rattenlion (§ 16) sur les points d'une courbe gauche où le plan osculateurest stationnaire : ce sont les points où le plan osculateur a, avec la courbe, un contact du troisième ordre. Si l'on se donne une courbe gauche quelconque, en coordonnées ponctuelles, c'est-à-dire si l'on prend, pour les coordonnées X, y^ z, des fonctions arbitraires d'un paramètre t^ la courbe possédera des points de la nature indiquée, car la condition qui leur correspond s'exprime par une équation unique en t. Nous allons nous borner aux courbes gauches algébriques : x^y^z seront alors des fonctions algébriques arbitraires d'un paramètre /. D'autres singularités se présenteront d'une manière normale si, au lieu de se donner la courbe en coordonnées ponctuelles, on se la donne en coordonnées tangentielles, c'est-à-dire si l'on se donne la courbe comme arête de rebroussement de la surface développable enveloppe d'un plan mobile
Kx -t- hy -h C;; -h D = o,
où A, B, C, D sont des fonctions d'un paramètre a. Il va se présenter ici ce qu'on a rencontré dans l'étude des courbes planes, où les points d'inflexion se rencontrent d'une manière normale dans les courbes données arbitrairement par une équation en coordonnées ponctuelles, tandis que ce sont, au contraire, les points de rebroussement qui se présentent d'une manière normale dans les courbes données arbitrairement par une équation en coordonnées tangentielles.
Reprenons le plan mobile dont l'équation est écrite ci-dessus. La courbe sera donnée par les trois équations
A5:-t-By-HC5-hD =0, A'jH-B>-t-C'^ + D' = o, k" X ^Wy -\- Cz -^ly ^ o
qui donnent x^y^ z en fonction du paramètre a. A ces équations
adjoignons la suivante
Pour a arbitraire, il n'y aura pas de valeur de x^ y, z satisfaisant à ces quatre équations. Mais une seule relation en a exprime que ces quatre équations ont une solution commune.
Soit a^j une valeur de a vérifiant cette relation. Le point correspondant est dit un point stationnaire de la courbe. Il ne faut pas confondre les points stationnaires avec les points considérés précédemment où le plan osculateur est stationnaire.
En général, c'est-à-dire si A, B, C, D sont des fonctions quelconques de a, un point stationnaire n'est pas un point simple de la courbe, mais est à considérer comme l'analogue du point de rebroussement de première espèce dans les courbes planes. Pour le démontrer, nous allons faire voir que, pour ce point, on aura,
en général,
dx =^ dy = dz = o,
les quotients -^ ^^ -j- ayant une valeur unique; il en résultera
bien que le point stationnaire pourra être regardé comme un point de rebroussement de la courbe gauche.
Les deux premières équations (8) donnent, quel que soit a,
Kdx -\-^ dy -\-(^ dz = o, k! dx -i- B' d>^ -h C dz = o.
On a, d'autre part, a étant toujours arbitraire,
A' dx -+- B'rfj^ ^- G' dz -h di^k^'x ^- B^ -h 01" z -f- D"') = o;
faisons maintenant a == a», on aura
K'dx ^'&' dy-\- G' dz = o.
Nous avons donc trois équations homogènes en dx^ dy, dz^ dont
le déterminant ne sera pas nul en général pour a = a©, et Ton a
bien, par suite,
dx =M dy =i dz ^ o
pour le point stationnaire ; quant aux rapports de rfx, rfy, dz^ ils sont, en général, déterminés par les deux équations écrites plus haut.
22. 11 résulte de ce qui précède que, si Ton veut introduire, dans l'étude djs courbes gauches algébriques, les singularités qui se rencontrent nécessairement dans une courbe ou dans sa transformée par polaires réciproques, on doit envisager à la fois les points où le plan tangent est stationnaire et les points stationnaires. C'est ce que l'on fait en Géométrie plane dans les formules de Pliicker; M. Cayley a donné pour les courbes gauches algébriques des formules très intéressantes qui sont les analogues de celles de Pliicker : nous allons les établir (*).
Introduisons d'abord certains nombres entiers qui vont jouer un rôle essentiel. Les tangentes à la courbe gauche C forment une surface développable dont nous désignerons le degré par r. Représentons ensuite par n le nombre des plans osculateurs que l'on peut mener à la courbe par un point arbitraire de l'espace. On appelle r le rang et n la classe de la courbe gauche. Nous désignerons par a le nombre des points où le plan osculateur est stationnaire et par ^ le nombre des points stationnaires.
Nous avons encore quatre nombres à définir. Le plus important est le nombre des sécantes doubles de la courbe qui passent par un point arbitraire de l'espace; désignons-le par A. Il représente le nombre des points doubles apparents de la courbe, c'est-à-dire le nombre des points doubles de la perspective de la courbe quand on la projette coniquement d'uu point de vue arbitraire sur un plan quelconque.
Prenons ensuite un plan arbitraire; il y aura dans ce plan un certain nombre de droites par lesquelles on pourra mener deux plans osculateurs à la courbe gauche; leur nombre est g.
Un plan arbitraire peut contenir un certain nombre x de points qui soient à la rencontre de deux tangentes à la courbe gauche.
Enfin, par un point arbitraire on peut mener un certain nombre de plans tangents en deux points à la courbe : y représentera leur nombre.
Commençons par rappeler les formules de Pliicker rela
( ' ) A. Caylet, Mémoire sur les courbes à double courbure et les sur/aces développables {Journal de Liouville, t. X; i845). — Voir aussi Salmon, Géométrie à trois dimensions.
tives aux courbes planes. En représentant par [x Tordre d'une courbe, par v sa classe, par S le nombre de ses points doubles, X de ses points de rebroussement, t de ses tangentes doubles, /de ses points d'inflexion, on a les deux équations
v= fi(|jL— i) — 28 — 3x, i = 3fx(fz — 2) — 60 — 8x,
auxquelles il faut joindre les deux suivantes
Ces formules se réduisent d'ailleurs à trois, car les deux premières et les deux dernières conduisent à la même relation
24. Ceci posé, considérons la surface développable, formée par les tangentes à la courbe C, et son intersection avec un plan quelconque P. Cette intersection F est une courbe d'ordre r; sa classe est évidemment égale à /z. Un point double de F correspond à deux tangentes de C se coupant sur le plan P*, F aura donc x points doubtes.
D'autre part, le nombre des tangentes doubles de cette courbe est égal à^, puisqu'une tangente double doit provenir de l'intersection de deux plans osculateurs de la courbe située dans P. Enfin la courbe F possède m points de rebroussement qui sont les intersections de C avec le plan P, et elle a a points d'inflexion.
Nous aurons donc
/i = r(r— 1) — 207 — 3m, r= n{n — i) — ig — Z'x,
et ces équations se réduisent à trois relations distinctes.
Un autre système d'équations est fourni parla considération du cône ayant pour sommet un point arbitraire et passant par la courbe. Considérons une section plane quelconqueSde ce cône. Son degré sera égal à m ; sa classe sera égale au nombre des plans tangents qu'on peut mener à la courbe C par une droite arbitraire, et sera par conséquent égal au nombre des tangentes de C rencontrant cette droite, c'est-à-dire r. Les points doubles de S corres-
pondront aux droites doubles du cône, et par suite aux sécantes doubles de C ; leur nombre est h. Le nombre des tangentes doubles sera y, d'après la définition même àey. Les points de rebroussement de S proviendront des points stationnaires : leur nombre sera ^. Enfin les points d'inflexion correspondent aux n plans osculateurs menés par le sommet à la courbe C. On a par suite les formules
r— m(m — i) — ih — 3^, m= r(r — i) — 2j^ — 3/i, n = 3/w(/n — 2) — 6A — 8p, p = 3r(r — 2) — 6^ — 8/1,
et nous avons là seulement trois relations distinctes.
En résumé, nous avons six relations entre les neuf quantités
'', ^, n, gy h, a, p, X, y.
Six d'entre elles peuvent être déterminées en fonction des trois autres (*).
25. Cherchons ce que nous donneront les formules précédentes pour les courbes gauches du troisième et du quatrième degré.
On sait qu'on appelle cubique gauche l'intersection incomplète de deux surfaces S et S' du second degré ayant une génératrice commune D.
Soit A un point quelconque de l'espace ; considérons la surface du second degré, représentée par l'équation
S -h XS'= o,
passant en A. En ce point on peut mener sur la surface deux génératrices reclilignes; la génératrice de même système que D rencontrera la cubique en deux points.
Ce sera donc une sécante double de la cubique, passant par A, et ce sera évidemment la seule, car toute autre sécante double ayant trois points communs avec la surface S + XS'= o doit coïncider avec la génératrice considérée. On aura donc A = i .
D'autre part a est nécessairement nul, car un planosculateurne peut rencontrer la cubique gauche en quatre points.
(*) M. Zeuthen, dans uq Mémoire inséré dans les Annali di Mat., a* série, t. m, a examiné le cas où la courbe aurait des singularités jjIus compliquées.
Ayant
nous pouvons trouver les six autres nombres. On obtient ainsi r = 4, p = x=/ = o, 71 = 3, g = i-
La solution [3 = 0 était évidente a priori^ une cubique ne pouvant avoir de point stationnaire. La développable formée par les tangentes à une cubique gauche est du quatrième degré (r= 4)» et enfin par un point quelconque de Tespace on peut mener trois plans osculaleurs à une cubique gauche {n = 3).
Au sujet des plans osculateurs menés par un point A, Chasles a établi une proposition élégante, dont la démonstration se rattache d'ailleurs aux considérations précédentes. En prenant le point A comme point de vue, projetons la cubique gauche sur un plan quelconque. Cette perspective sera une courbe du troisième degré avec un point double ; les projections des points de contact et des plans osculateurs menés de A à la cubique seront les points d'inflexion de cette courbe plane. Or celle-ci, ayant un point double, a trois points d'inflexion situés en ligne droite. Nous voyons donc que les trois points de contact des plans osculateurs menés d'un point arbitraire A à une cubique gauche sont dans un plan passant par le point A.
Examinons main tenant les courbes gauches du^{/a^/7é/?iec/e^/'é. Une première catégorie de ces courbes est obtenue par Tintersection de deux surfaces du second degré. Le nombre des points doubles apparents est, pour une telle courbe C, égal à deux^ car on voit de suite que d'un point arbitraire de l'espace on peut mener deux sécantes doubles à C; on a donc
On a, par suite, d'après les formules de Cayley, r ~ ^, 71 — 12, a = 16.
Il est facile de chercher directement ces nombres; faisons le calcul pour r. Soient
les deux quadriques définissant G. Cherchons les tangentes
à cette coirrbe, qui rencontrent la droite
AX ^-BY 4-GZ-+-D =0, A'X4-B'Y-+-G'Z4-D'=o.
Le point de contact {x^y^ z) sera donné par Téquation
Celte dernière équation représente une surface du second degré; elle a huit points de rencontre avec C. Donc /• = 8.
Toutes les courbes gauches du quatrième ordre ne rentrent pas dans la famille précédente. Soît C une courbe gauche arbitraire du quatrième ordre (sans points multiples). Par cette courbe on peut évidemment faire passer une quadrique S2 et une surface du troisième degré S3. L'intersection de ces deux surfaces se complète par une courbe du second degré F. Si C n'est pas l'intersection de deux quadriques, je dis que F n'est pas une courbe plane. Nous pouvons, en effet, supposer que celle-ci serait dans le plan 5= o, et aurait pour équations 5 = 0, /2(<2:,^')= o. Les surfaces S3 et S2 auraient alors pour équations
{ax-\- bx -h c)fi(Xyjr) -+- 5F,(a?,7, z) = o,
d'où l'on déduit
{ax-^by-{- c)(Aa:4-B^-h Gz-^ D)— Fi(a:,^, z) = 0,
ce qui donnerait une seconde quadrique passant par C.
La courbe F se compose donc de deux droites ne se rencontrant pas. Il en résulte immédiatement que C est une courbe unicursale, car une génératrice de la surface Sj, de système autre que celui des deux droites, ne rencontre ta surface du troisième degré Sj qu'en un point de C.
La courbe gauche du quatrième ordre C est donc unicursale ; elle est d'une famille différente de celle que nous avons étudiée plus haul. Elle a manifestement trois points doubles apparents, et Ton a maintenant
on en déduit
Les courbes précédentes existent bien effectivement; il suffit de prendre
P, P* Ps
les P étant des poljnomes du quatrième degré d'un paramètre t,
Nous avons considéré (Chap. XI, § 20) les courbes dont
les tangentes appartiennent à un complexe linéaire. En désignant
par
AL ^- BM -h CN -h DX -4- EY + FZ = o
l'équation du complexe, les courbes dont les tangentes appartiennent au complexe doivent vérifier la relation
^ k{y dz — s dy) -\-B{zdx — X dz)
\ -h C(x dy-ydx) + ïidx^Edy-^¥dz = o.
Leurs plans oscukteurs possèdent une propriété remarquable. M. Appell a en effet montré que le plan osculateur en chaque point d'une telle courbe est le plan correspondant au point dans le complexe (*). Ce théorème peut s'établir de la manière suivante :
Le plan correspondant au point {x^y, z) dans le complexe est
(X — a7)v B^ ~ Cj -4- D ) -f. ( Y — >^)(C j- — A^ -h E)
-4-(Z — ;î)(Aj— B^H-F) = o.
Ce plan coïncidera avec le plan osculateur si l'on a les relations
B-^Cv-hD _ Car— A 3-4- E A^ -B.r-4-F
dy d^z — dz d^y ~ dz d^x — dx d-z "" dx d^v — dy d^x
(») P. Appell, Sur les cubiques gauches et le mouvement hélicoïdal d'un corps solide {Annales deVÉcole Normale supérieure, 1876).
(lo)
Or, en difTérentiant Téquation (a), on a
\ -hC{xd^y'-yd*x)-^Dd^x-hEd^y-hF d^z — o.
Mais ces équations (a) et (P) peuvent s'écrire dx {Bz--Cy-\-l>)^dy {Cx — kz-^E)-^ dz (Aj — Bar -j- F) = o,
d'où résultent de suite les équations cherchées.
De ce théorème on peut déduire une propriété des plans osculateurs menés par un point aux courbes dont les tangentes appartiennent à un complexe linéaire. Soient C une telle courbe et A un point quelconque de l'espace. Je considère un plan ôsculateur de la courbe passant en Â; M étant le point de contact de ce plan, la droite MA appartiendra au complexe, puisque M est le foyer du plan ôsculateur. Cette droite sera donc dans le plan correspondant au point A dans le complexe. Par suite les points de contact M des plans osculateurs menés par A à la courbe sont dans un même plan passant par A. Réciproquement, d'ailleurs, si M désigne un point de rencontre du plan polaire de A avec la courbe G, le plan polaire du point M passe par MA,[qui appartient alors au complexe ; il est d'autre part le plan ôsculateur à C en M; par conséquent, le plan ôsculateur en ce point passe par A. Ainsi par le point A on peut mener à la courbe autant de plans osculateurs qu'il y a de points de rencontre, avec la courbe, du plan polaire de A dans le complexe. En particulier, si la courbe gauche est algébrique, son ordre sera égal à sa classe, et tous les points de contact des plans osculateurs passant par A seront dans un plan contenant ce point. Le théorème de Chasles relatif aux cubiques gauches (§ 23) est un cas particulier de cette proposition générale ; nous avons vu en effet (Chap. XI, § 20) que les tangentes d'une cubique gauche appartiennent à un complexe linéaire.
27. Cherchons, sur une courbe gauche dont les tangentes appartiennent à un complexe linéaire, les points où le plan ôsculateur
est stationnaire. Il faut calculer le déterminant
dx dy dz d^x d^y d*z d^x d^y d^z
A cet effet, joignons aux équations (lo) Téquation obtenue en différentiant la seconde de ces équations ; ce sera
II
d^x{Bz _ Cj^ -h D) -T- d^y{Cx — A ;
-^ û?» z{Ky — B.r-h F) = Aa -f- B3 H- Cy, en posant
a = d'^y dz — d^z dy, ^ = d^zdx — d^x dz, 7 = d^xdy — d*y dx. Les équations (10) et Téquation (1 1) donnent
b.-c^h-d=-<Ai±bHiÇyL«,
En multipliant ces équations par A, B, C et ajoutant, nous avons
(AD4-BEH-CF)a= — (Aa -hBPh-Gy)*.
La constante AD + BE -4- CF n'étant pas nulle (Chap. XI, § 19), on voit qu'alors Téquation 0 r== o se met sous la forme d'une équation dont le premier membre est un carré parfait
[X(d^ydz — dizdy)-h B(d*z dx — d^xdz)
-+- C{dix dy — dx d^y)Y = o.
Il est facile d'aller plus loin. On a en effet (§ 26)
dyd^z —dz d'^y r=\{^z— C.y -+-D), dzd'^x — dx d^z = \{0x — kz H- E ), dx d^y - dyd^x = l(Xy - Ba; -+- F j ;
et, par suite, en substituant dans Téquation précédente, ). = o pour les points où le plan osculateur est stationnaire. On aura donc pour ces points
d^x __ d\r _^ d^z dx '^ dy ~^ dz
Ainsi, dans les courbes que nous venons d'étudier, les points où le plan osculateur est stationnaire sont en même temps des points où la tangente a avec la courbe un contact du second ordre.
28. Nous allons considérer, pour terminer, les courbes unicursales les plus générales dont les tangentes appartiennent à un complexe linéaire. On suppose que l'axe des z soit l'axe du complexe; l'équation (a) à laquelle satisfont x^y, z se réduit à
X dy — y dx = k dz.
Les axes étant ainsi choisis, soient
les équations de la courbe, P, Q, R, S désignant des polynômes de degré m en a. On a
PQ'-P'Q
^ dy —y d^ = ^^ — ^ d%.
Si R = (a — a, )(a ~ aj). . .(a — a^), en décomposant la fraction rationnelle en fractions simples, nous avons
PQ^~P'Q _ K K, ^ L Fm
R2 ■" (a — ai)î "^ (a — a,) *■' (a — a,„;2 ' ^^a — a,,,/
Les coefficients K,, . . ., L| doivent être nuls, pour que z soit fonction rationnelle de a. Or on peut écrire cette identité de la manière suivante
En diflTérentiant, et faisant ensuite a = a,, il ne restera dans le second membre que K|.
On trouve ainsi, puisque K| doit être nul,
(PQ»_ P'Q)R'-|-(P'Q— PQ')R"= o, pour a = «j.
De même, cette relation doit être vérifiée pour a = aj, . . ., ol^- D'autre pari, les points d'inflexion de la courbe unicursale représentée par les équations
sont donnés par l'équation de degré 3(w — 2) :
R(P'Q'-_ p'Q') ^ R'(P'Q _ PQ') + R'(PQ'~ P'Q) = o.
D'après ce qui précède, cette équation admet pour racines tti, a2, . . ., a„j. Par conséquent, la projection de la courbe sur le plan de xy a m points d'inflexion à l'infini.
Nous avons dit plus haut qu'une courbe dont les tangentes appartiennent à un complexe linéaire possède un certain nombre de points où le contact de la tangente avec la courbe est du second ordre. Cherchons ces points : des relations
X dy — y dx =kds, X d^y —yd^x^-kd'^Zy on conclut
dxd-z — dz d*x _ dy d^x — dx d^y _ dz d^y — d^z dy
donc l'équation
dx d'^y — dy d^x = o entraînera
dx d^z — dz d^x — o, dz d^y — d^z dy — o,
le point (x,^, z) étant à distance finie. Les points d'inflexion à distance finie de la courbe plane
seront donc les projections des points cherchés de la courbe gauche. Or une courbe unicursale d'ordre m possède 3(/n — 2)
points d'inflexion; nous devons retrancher de ce nombre les m points d'inflexion à Finfini, et nous avons le théorème suivant (*) :
La courbe gauche unicursale d'' ordre m, la plus générale ^ dont les tangentes appartiennent à un complexe linéaire possède 2 (m — 3) points où la tangente a avec elle un contact du second ordre.
(') E. Picard, Application de la théorie des complexes linéaires à V étude des surfaces et des courbes gauches {Annales de V École Normale, 1877).
CHAPITRE XIII
I. — Courbure et torsion des courbes gauches. Centre de courbure.
1. ConsidéroDS une courbe gauche sur laquelle est fixé un sens pour les arcs croissants et menons dans ce sens les tangentes en deux points voisins M et M'. L'angle £ de ces deux directions s'appelle la courbure de Varc MM'; le rapport ~ représente la courbure moyenne de cet arc, et la limite de rapport, quand M' tend vers M, la courbure de la courbe au point M. L'inverse de ce rapport, qui est une ligne, est dit le rayon de courbure de la courbe au point M.
Nous allons chercher l'expression du rajon de courbure. Au
lieu de la limite de — » nous pouvons considérer évidemment la
limite de -r— • Les cosinus directeurs des deux tangentes étant respectivement a, p, y et a + Aa, j3 + A|3, y -i- Ay, nous avons
sin»E = (aAp — p Aa)î-f. ( p Ay — Y A^)'--}- (- Aa ~ a Ay)'-
Divisons les deux membres par A5- et faisons tendre le point M' vers le point M; il vient
flfa2-i-rf32-h£/Y* ^^ '
en désignant par R le rayon de courbure. Dans toute cette théorie des courbes gauches, la ligne R représentera une grandeur essentiellement positive.
11 est utile de donner l'expression de R en fonction de x^y^ z. En posant
X = efyd^z — dzd^yy B = dzd^x — dxd*z, G = dxd^y — dyd^Xy on déduit des équations a= -z-y P=-7^'Y^=3-lcs relations
^{dn-
— oid-^ =
B ds^'
ar/8-
-|3rfa =
ds^'
ds^
On aura donc
Remarquons que, si l'on prend l'arc s comme variable indépendante, le rayon de courbure est donné par la formule très simple
I [d'-xy (d^yy /^--■\*
Rî
qui résulte immédiatement de la première expression trouvée Ri'
pour
2. Nous avons déjà vu (Chap. XII, § 18) que la caractéristique du plan normal était perpendiculaire au plan osculateur. Cette droite a été appelée la droite polaire, qui correspond au point M considéré sur la courbe. On désigne sous le nom de normale principale la normale à la courbe située dans le plan osculateur. La normale principale et la droite polaire sont perpendiculaires l'une à l'autre ; en désignant par O leur point de rencontre, qu est le centre du cercle osculateur à la courbe, cherchons la distance MO. L'équation du plan normal au point M(x,y, i;) étant
il faut, pour avoir sa caractéristique, adjoindre à cette équation la suivante
(Q) (^\—x)dii-^{\—y)d'^^{Z--z)d-l~ds--^o,
Les deux plans (P) et (Q) sont perpendiculaires Tun à Tautre, puisque arfa 4- ^rfjî H- yt/y = o. Pour évaluer la distance MO, il suffira donc de calculer la distance du point M au plan (Q). On a
donc
— -^ ds^
MO
doL^-^d'p-hd-^^
Il en résulte que la distance MO est égale au rayon de courbure R. Nous pouvons donc dire que le rayon de courbure est égal au rayon du cercle osculateur. Le point O, centre du cercle osculateur, est dit le centre de courbure de la courbe en M.
Désignons par a', P', y' les cosinus directeurs de la direction MO, allant du point M au centre de courbure : ce seront les cosinus directeurs d'une direction déterminée sur la normale principale. Le plan Q étant perpendiculaire au plan P est perpendiculaire à la normale principale, et l'on a, par suite,
D'autre part, les coordonnées du point O étant 5; 4- Ra', ^ -h R P', z -hRy, et ce point étant dans le plan Q, on a
R(a'rfa -t- P'c/? -\- y'c/y) = ds.
ds La valeur commune des rapports précédents est donc ^> puisque
7/2 -t- p'^ -f- y'2 -_ , ^ Nous obtenons ainsi les formules très importantes
ds ~ R' ds ~ R' ds ~ R'
3. Un plan quelconque passant par la tangente en M, sauf le plan osculateur, laisse la courbe du même côté dans le voisinage de ce point. Il est intéressant de remarquer que la direction MO sera, par rapport à ce plan, du même côté que la courbe. Il suffira de le vérifier dans un cas particulier. Prenons, par exemple, le plan
perpendiculaire à la normale principale. En substituant les coordonnées du point O dans le premier membre de l'équation de ce plan, le résultat de la substitution, R, est positif. D'autre part, en prenant l'arc s comme variable indépendante, les coordonnées X, Y, Z d'un point de la courbe voisin de M sont données par les développements
as 1.2 as^
et les formules analogues pour Y et Z. En substituant dans le premier membre de l'équation du plan précédent, on a de suite, en
remplaçant a' par R-t-;^? et pareillement pour ^' et v',
Le résultat de la substitution est donc aussi positif, ce qui justifie la remarque que nous avons énoncée.
4. Après avoir considéré l'angle des tangentes en deux points voisins, il est naturel d'étudier Tangle de deux plans osculateurs; on arrive ainsi à la notion de seconde courbure ou torsion.
Menons les plans osculateurs en deux points M et M' d'une courbe gauche, et les normales à ces plans. Ces normales font un
angles; le rapport— est la torsion moyenne de l'arc MM'= A5,
et la torsion au point M est la limite de ce rapport quand M' tend vers M.
Pour évaluer cette limite, nous désignerons par ol", ^'\ y" les cosinus directeurs de Tune des deux directions sur la normale au plan osculateur. Le calcul à faire est identique à celui qui nous a donné, pour le ravon de courbure, la formule
Désignons par 7f la limite cherchée; on appellera Tle rayon de torsion au point M. Il vient
Sqo applications géométriques du calcul infinitésimal.
Si l'on veut avoir T en fonction des coordonnées du point M, il vaut mieux partir des deux normales au plan osculateur
et
A -I- AA B -+- AB (J ^- AG Soit e l'angle infiniment petit de ces deux droites; on a
. j _ ( A AB — B AA)»H- (B AC — C AB)«-+- (CAA — A AG)» ^*" ^^ (A2-hB«H-G»)[(A-+-AA)»-h(BH-AB)«-f-(C-4-AG)*J
et, par suite,
1 (XdB-B dXy--^{BdC - C dh-s^-^-iCdk — A dC)\ T« ~~ . û?5«(A*-f-B2-hG*)*
Or A, B, G vérifient les deux équations
A dx -\- hdy -{-Cdz = o, Xd^x^B d^y ^Cd^z^o.
On peut substituer à la seconde de ces deux équations la suivante
dX dx -^dBdy-^ dQ dz = o\
on en conclut
dx _ ^y _ ^^
~B71C — c dB ~ C ^A — A dC ~ XdB — BdX' Soit .; la valeur commune de ces rapports; nous aurons
Pour calculer 8, prenons, par exemple, l'égalité ldz=-~- XdB~ Bd\.
En remplaçant A et B par dyd^z —dzd'^y et dzd^x — dx d^ z^
on a de suite
j dx dy dz
Nous avons donc l'expression de la torsion = donnée par la formule (1).
Dans une courbe plane, la torsion est nulle en chaque point, et
inversement, si »; = o, il faudra que 8 =: o, c'est-à-dire que la courbe sera plane.
II. >- Formules de Frenet. — Quelques applications. 5. Nous avons trouvé précédemment les formules
ds ~ h' ds ■" R' ds - R'
A ce système de formules, nous allons en adjoindre deux autres qui sont fondamentaux dans la théorie des courbes gauches. Des formules précédentes il résulte que
dt d^ d^
Or considérons la courbe gauche F à laquelle restent tangentes les droites polaires, c'est-à-dire l'arrête de rebroussement de la développable enveloppe des plans normaux. Le plan osculateur à la courbe F est le plan normal de la courbe initiale; on peut donc prendre comme cosinus directeurs de la normale au plan osculateur de F les cosinus a, p, y; d'ailleurs, la droite polaire étant la tangente de F, en appliquant à cette courbe les relations (2), nous
avons
d^ _d^ _dr{^
Or, en se reportant à la formule
I _ dyT^-^d^'^'-^-df^ t» ~ ds^ '
on voit que la valeur commune de ces rapports est di tît- Mais T
est une longueur qui n'a été définie jusqu'ici que par son carré; donnons-lui un signe tel que l'on doive prendre le signe yo/wi dans
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'expression précédente. On pourra alors écrire
da.' a'
rf?' P'
df' _ i
ds ~ t'
us - T'
ds " 1
Quand on aura sur la normale au plan osculateur, souvent appelée la binormale^ choisi une direction déterminée, le signe de T s'ensuivra. Ainsi, tandis que le rayon de courbure R dans nos formules est une quantité essentiellement positive, le rayon de torsion ï a un signe variable : ce signe varie avec la direction que Ton veut considérer sur la binormale. Pour bien fixer les idées, il est simple de convenir que l'on prend, sur la binormale, la direction MB, telle que le trièdre (MTNB), MT désignant la tangente et MN la normale principale (sur ces deux droites, nous avons des directions parfaitement déterminées), soit de même sens de rotalion que le trièdre des coordonnées, ce qui revient à dire que le déterminant des cosinus directeurs est positif :
6. A.U second système de formules, que nous venons de trouver, adjoignons-en un troisième. Je partirai, à cet effet, de la relation
d'où l'on conclut
, dt' doi „ d-x' ds ds ds '
mais nous avons vu que
c?a a' dz' 7!
ds ~ R' ds ~ T'
On a donc
da' a ol" ^ "^ ^ ÏÏ ~ f
et nous obtenons, par suite, les formules
da' a a' d^' p p' ds ~ R t' ds ^ H""¥'
dY _ ds ■
auxquelles nous voulions parvenir.
COURBURE ET TORSION DBS COURBES GAUCHES. SgS
En résumé, nous avons le système des neuf formules dues à Frenety et qui sont fort importantes dans la théorie des courbes gauches. Elles permettent d'exprimer les différentielles des neuf cosinus en fonction des cosinus eux-mêmes, de la courbure et de la torsion. J'écris de nouveau la première formule de chaque
groupe
d(x. _ a' (il! _ 2t a" dT." _ a'
ds" K' "Ss^ ~" "" R "" T ' 177 T '
les autres s'en déduisant en remplaçant les a respectivement par les p et les y.
7. Faisons de ces formules quelques applications. Cherchons d'abord une expression du rayon de la sphère osculalrice au point M. Il faut, pour avoir les coordonnées du centre X, Y, Z du centre de la sphère osculatrice, adjoindre à l'équation
(X-:r)aH-(Y-^)?-f-(Z-;:)Y-o
les résultats obtenus en la différentiant deux fois. Une première différentiation donne, en faisant usage des formules de Frenet,
et, en différentiant une seconde fois.
Nous aurons de suite le rajon p de la sphère osculatrice, en faisant la somme des carrés de ces trois équations,
Arrélons-nous un moment sur un cas particulier intéressant. Supposons que la courbe proposée ait son rayon de courbure R constant. On a, dans ce cas,
Le centre de la sphère osculatrice est alors au centre de courbure O de la courbe. Le lieu de ce point est une courbe F tangente en chaque point à la droite polaire. Le plan osculaleur en O à r sera le plan normal à la courbe proposée en M; d'autre part,
le plan normal en O à F sera le plan osculaleur à G en M. Il en résulte que la droite polaire correspondant au point O de la courbe F sera la tangente en M à G. 11 y a donc réciprocilé entre les courbes G et F : elles ont même rajon de courbure aux points correspondants, et la tangente de Tune est la droite polaire de l'autre.
8. Comme seconde application, demandons-nous, avec M. Bertrand, si les normales principales d^ une courbe C peuvent être les normales principales d^une autre courbe.Soienl M un point quelconque de G etMN la normale principale en ce point. SoitMi un point situe sur MN : le lieu des points M| forme une courbe Gf . Peut-on choisir MM^ = a, de telle sorte que MN soit la normale principale de la courbe C| ? Les coordonnées (^i, yi, Zt) de M|
sont
a:, = a7Vrta', JKi ^ J' -r- a3', .3, -= ^ -h ay';
a sera nécessairement constant, car on devra avoir
a' djTi -'r- ^' dyx -+- y' rfs , — o, qui conduit à
da — o.
Nous aurons
dxx -'■ dx -\- a dx ^ \oL II — ^] - ^ *' ^^^'
En désignant donc par a,, fi|,Yi les cosinus directeurs de la tangente en M| à la courbe Gf , on doit avoir
X étant un facteur de proportionnalité.
D'après rhjpothèsefai te, rfai, rfp,, rfyi, qui sontproporlionnels aux cosinus directeurs de la normale principale de G|, doivent être proportionnels à a', P', y', c'est-à-dire que l'on a
dxi = |ia', rfPi -^ jx^', d^i = iif.
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En remplaçant a,, pi, yi par leurs valeurs, il vient
et deux autres équations analogues, où les a sont remplacés par les p et les y. Nous avons donc trois équations de la forme
La -f- Ma'-L- Na"— o,
ce qui entraîne nécessairement L=M^N = o; par suite, en laissant de côté Téquation contenant a,
Donc
d\ _^^(ïï)_ ^(7)
' K T et, en intégrant,
(4) — log(^i— ^j Hlog^ ^logC ^o,
C étant une constante. On a enGn
Il y a par suite une relation linéaire entre 0 et w, > c^ esi-à-dire entre la courbure et la torsion. Réciproquement, si cette relation est vérifiée, en portant sur chaque normale principale une longueur a, on aura une courbe ayant mêmes normales principales que la proposée. On peut, en effet, trouver alors des valeurs de A et de [X satisfaisant aux trois équations
et, par conséquent, rfa^,^^,, d-^^ sont proportionnels à a', p', y', ce qui montre que les deux courbes ont mêmes normales principales.
La valeur de \ est complètement déterminée par la condition
Les équations (3) donnent alors
Cherchons l'angle V des deux tangentes aux courbes C et C| ; son cosinus sera donné parla formule
cosV..a.^??.-.,,. = ^(.-ï)-^=^-
L'angle V est donc constant. On peut encore dire que les plans osculateurs aux deux courbes aux points correspondants font un angle constant.
Dans le calcul général qui précède, on a supposé que Ton n'avait
constamment ni a = R, ni = = o. Le second cas donnant une
courbe plane est sans intérêt; il n'en est pas de même du premier. Les courbes, dont le rayon de courbure est constant, satisfont à la question proposée : c'est ce que montre le calcul précédent, puisque les trois équations en X et [x se réduisent à deux. Nous avons considéré ces courbes (§7); elles rentrent dans le cas général pour
C =1= o : l'angle V est alors égal à '*•
III. — Développées des courbes gauches. — Hélices. Courbes sphériques.
9. Pour étendre aux courbes gauches la théorie des développées, proposons-nous de chercher si Ton peut grouper les normales d'une courbe gauche de manière qu'elles soient tangentes à une même courbe.
Soit M un point quelconque d'une courbe C; nous désignons par MN la normale principale, et parMN' une normale engendrant
une surface développable. Soit I le point où cette dernière droite touche son enveloppe. Désignons par a et b les coordonnées du point I dans le plan normal, rapportées à la normale principale et à la binormale. Les coordonnées de M étant x^y, z et celles de I
'^if^ii ^«» 0° aura
Xi — X -h aoi' -h- 6a",
Zi ~ z -+- aY -^ à^'
Ecrivons que dXi^ dy^^ dz^ sont proportionnels aux différences •^1 — ^1 y\ — y-i ^\ — ^ • on exprimera ainsi que la courbe lieu du point I est tangente à MI. 11 vient
% ds -\- a! da -^- 7." db -i- a {— — — = ) ds -\^ b ol' — — X(aa'4- ba")
OU, en ordonnant,
a dsy i — 1» I -r a' ida ■■- -^ —alj-r- oc'^db — ^,- —bX) — o
et deux équations analogues en remplaçant les a par les ^ et les v. De ces trois équations on conclut nécessairement que les coefficients de a, a', ct!^ sont nuls. On a donc
La première équation a = R montre que le point l est situé sur la droite polaire. En éliminant X entre les deux dernières équations, nous avons
h da — a db -^ {a^-^- b^) ,^~ — o,
que l'on peut écrire
a db - - b d(i ds «î^ -~b^~ ^ T'
Soit
da
bds
-al
db
a ds
rds
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T étant une fonction du paramètre dont dépend la position du point M sur la courbe; l'équatiou précédente donne, en intégrant,
b = a tang(T -h C),
C élant une constante arbitraire. En prenant donc
xi = 07 -i- Ra'-+- Ra' tang(T -H G)
et les deux équations analogues, on obtient une développée de la courbe gauche, c'est-à-dire une courbe dont les tangentes sont normales à la courbe gauche. li y a une infinité de développées, puisqu'il figure dans la formule une constante arbitraire C. Toutes ces développées sont situées sur la surface polaire.
Il est aisé de voir qu'un arc de développée s'exprime, comme dans le cas des courbes planes, par la différence de deux lignes droites. On a, en effet,
ds\ = dx\ -4- dy\ -f- dz\ = ^«[(aa'H- boTy-^.. .] = >î(a»-i- A»).
ds Pour calculer X, éliminons TjT entre les deux équations (5); il
vient donc
ou encore
a da -h b db — A(a'^ -h b*)y ,_ (ada-hbdby
a da -\- b db , , .
Mais MI = y/a^-h b'^. Donc, si MI varie dans le même sens quand on passe de I à F, l'arc II' de la développée sera égal à la différence WV — MI. C'est le même théorème que pour les courbes planes.
10. Les normales principales d'une courbe gauche peuvent-elles former une surface développable? Il faudrait, pour cela,
c'est-à-dire et, par suite,
I . , ds
= = o, puisque dx = y'
La torsion de la courbe étant constamment nulle, la courbe serait plane.
Ce résultat peut, d'ailleurs, s'établir immédiatement sans calcul. En effet, si MN était génératrice d'une surface développable, le plan tangent en M à cette surface serait le plan MNT, Mï étant la tangente. Cette développée serait donc l'enveloppe du plan osculateur à la courbe en M; la caractéristique du plan osculateur serait alors la normale principale : résultat inadmissible, puisque nous avons vu que cette caractéristique est la tangente MT.
Une courbe plane a, comme toute courbe, une infinité de développées. Pour une courbe plane, t se réduisant à une constante, l'angle formé par la normale principale MN et la normale MN' engendrant une développable sera constant. Les développées d'une courbe plane seront donc des courbes dont les tangentes font un angle constant avec le plan de la courbe, ou encore seront des courbes dont les tangentes font un angle constant avec une direction fixe. On donne le nom d'hélices aux courbes jouissant de cette propriété : nous allons les étudier avec quelques détails.
11. Prenons donc une courbe C dont la tangente fasse, avec une direction fixe que nous prendrons comme axe des ^, un angle constant dont v représentera le cosinus. On a
dz __ ds ~ "^' donc
en supposant, comme il est possible, que ^ := o pour 5 = 0.
En exprimant les coordonnées jc, y^ z en fonction de l'arc ,ç, nous aurons
et, puisque on aura
Considérons le C)'lindre parallèle dOzel passant par la courbe C. Soit C| sa position droite : l'arc 5| de cette section droite sera
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donné par la formule
ds] '- dx^-^ dy^' ^ [f^(s ) -i- o'i(s)] ds^ = {1 — -(^- ) cis'-:
donc, en comptant 5| à partir du point oii l'hélice rencontre le pian des xy^
Les cosinus directeurs de la normale principale à une courbe sont proportionnels à
Or ici -jT = o : la normale principale sera parallèle au plan
des xy et, par suite, normale au cylindre projetant la courbe sur ce plan.
Soient M un point de C et M, sa projection sur C|. Calculons le rayon de courbure R de G en M, et celui R< de C| en M,,
i\\-\dJ\) -^Vdsl)
et
fd^xy fd^yy
Puisque 5| = 5^/1 — y-, on a
'ds\ ~^ 1^^* 'Th^' ~ds\ " 1 — y 1^
donc
ou
Les deux rayons de courbure sont dans un rapport constant. En particulier, si Thélice est circulaire, c'est-à-dire si la section droite C| est un cerle, son rayon de courbure sera constant.
12. Considérons la binorraale en un point quelconque M de riiélice : elle est située dans le plan tangent au cylindre M, et, dans ce plan, elle est perpendiculaire à la tangente MT.
COURBURE ET TORSION DES COURBES GAUCHES. 4oi
Elle fait donc un angle constant avec l'axe des 5, et le cosinus de cet angle est y/i — y^. Or, une des formules de Frenel s'écrit
ds ~ R t' et, puisque y'= o? nous avons
Tp = — -7 = ;— ' const.
Le rapport entre le rayon de courbure et le rayon de torsion est constant dans une hélice.
M. Bertrand a montré que, réciproquement, toute courbe, pour
R laquelle 7^ est constant, est une hélice. Les formules de Frenet vont
nous conduire de suite à ce théorème. Des relations
d% ds
d%' a' di " T
on lire
da'
rfv' R
k désignant,
par
bypothè
se, une constante
Donc
Xrp-^C,
C, C et C" étant trois constantes. Celles-ci ne peuvent être nulles à la fois, car, des équations précédentes, on conclut
Multiplions les trois équations par rfa, rfp, t/y et ajoutons : il vient
C /fat -^G'^?-^CVy-=o, et enGn
Ga-f-G'p4-G'Y^ const.
Ceci montre que la tangente à la courbe fait un angle constant avec la direction qui a pour cosinus directeurs
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La courbe est donc une hélice ( • ).
13. Nous termioeroDS ce Chapitre en considérant les courbes tracées sur une sphère. On peut introduire dans Télude de ces courbes une notion importante, susceptible d^ailleurs d'être étendue à une surface quelconque. Prenons, sur la courbe sphérîque C, deux points M et M' et menons les arcs de grand cercle tangents à la courbe en ces points. Soit e l'angle de ces deux arcs de grand cercle, angle voisin de zéro si M' est voisin de M. On donne le nom de courbure géodésique à la limite du rapport
Y (A5--=arcMM'X
quand M' tend vers M. Si nous posons
I ,. e G Aa-
(') La fia du raisonnement précédent suppose essentiellement que la courbe soit réelle. C'est seulement dans ce cas qu'on peut être assuré que la somme
C2-hC"^-C'»
est différente de zéro. Considérons, par exemple, les courbes dont le rayon de courbure et dont le rayon de torsion soient constants. Si G^-h C'-h C'^^ o, la courbe sera une hélice circulaire. Mais plaçons-nous maintenant dans l'hypothèse C-h C'»H- C'2 = o. L'égalité
(a''-Ara)2-h(^'-Â'|à)'-4-(Y''-Arr)==o donne
On a donc A" — -Jit(j = \j — i ); soit, par exemple, A: = i. Il faudra que =; - i. Dans la formule
~ds "^ R ~ T' remplaçons a* par sa valeur la ^- G et a' par R —> il vient
R^=^-.-^ ds- T'
a sera donc un polynôme du second degré en «, et x sera par conséquent un polynôme du troisième degré en s. Il en est de même pour y et z^ et l'on obtiendrait ainsi une cubique gauche imaginaire^ pour laquelle le rayon de courbure et le rayon de torsion sont constants, leur rapport étant égal à i. L'existence de celte cubique gauche imaginaire, ayant courbure et torsion constantes, a été signalée par M. Lyon dans sa thèse Sur les courbes à torsion constante,
COURBURE ET TORSION DBS COURBBS GAUCHES. 4o3
G sera dit le rayon de courbure géodésique de la courbe au point M.
Nous allons donc calculer lim £-> et il est clair que e représente
Tangle des normales au plan des deux grands cercles.
Si donc tto ^1, Yi désignent les cosinus directeurs de la normale au plan du grand cercle tangent en M à la courbe C, on aura, en raisonnant comme dans le calcul du rayon de courbure,
Ji^ ^(t/a,)»-4-(rfp,)'-f-(rfTi)' Or on a évidemment
en se rappelant que a:^-}-^^- -f- 32-- ^2 Il vient alors
I _ (r ^T — -g c^^)»-h(3 d'x — X dr[ )'^-^{x d'à — y d7.Y
ou
R étant le rajon de courbure- de C en M. Ceci posé, considérons la droite polaire D (^fig. 22), correspondant au point M : elle
Fig. 32.
passe évidemment par le centre [de la sphère; soit, d'autre part^ MN la normale principale rencontrant la droite polaire en I, point
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qui est le centre de courbure. Appelons enfin V Tangle DOM,
on aura
!_Z L_ =sinV
et, par suite,
G* «2 tan g* V
C'est la formule que nous voulions obtenir pour la courbure géodésique. On peut aussi en conclure
aK
G = a tang V —
y/rt*— R«
formule simple reliant le rayon de courbure géodésique au rayon de courbure de la courbe.
14. Cherchons, comme application, les courbes de la sphère dont le rayon de courbure géodésique est constant. D'après la formule précédente, ceci revient à chercher les courbes de la sphère ayant une courbure constante. Or nous avons vu que le carré du rayon de la sphère osculatrice était donné en général par Texpression
HT
La sphère osculatrice d'une courbe tracée sur une sphère étant manifestement cette sphère elle-même, on aura, pour toute courbe de notre sphère,
a^^K^^TU"^^^^
Supposons que la courbe ne soit pas plane, alors T ne sera dS
pas constamment infini et -j^ étant nul, on aura
Or MI = R : il faudra donc que toutes les normales principales de la courbe passent par le centre. Ces normales formant une surface développable, la courbe devra être plane, résultat contradictoire avec riiypothèse faite. Par suite, les courbes cherchées sont des courbes planes : ce sont nécessairement des cercles de la sphère.
CHAPITRE XIV
I. — De la courbure des courbes tracées sur une surface. Théorèmes d'Euler et de Meusuier.
1. Nous allons étudier la courbure des lignes tracées sur une surface quelconque. Soit
l'équation de cette surface. Pour toutes les valeurs de ^ et^ que nous considérons, il sera supposé que la fonction a des dérivées partielles du premier et du second ordre déterminées et continues. Nous avons déjà posé
" ^ ôx^ ày^ ~" dx'^ dx dy^ ' ~~ dy^
Menons la normale au point M{x,y, z) de la surface. Nous définirons sur celte droite géométrique une direction déterminée Mv, en considérant la direction qui fait avec Taxe 0.3 un angle aigu; les cosinus des angles de cette direction avec les axes seront
^l-hp^-r-q* \/ 1 -^ p'^ -X- q^ \/ 1 -^ p^ -\- q^
le radical étant pris positivement.
Ceci posé, considérons une courbe C sur la surface. En désignant toujours par a, p, y les cosinus directeurs de la tangente à cette courbe, on a
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d'où en différentiant, pour un déplacement sur la courbe, pd(i-\- qd^ — d-^ -\- oidp -h ^dq = o,
relation qui, en se servant des premières formules de Frenet et remplaçant dp ei dq par r dx -\- s dy el s dx '\- l rfr, devient
Or, si 9 désigne l'angle que fait la normale principale MN à la courbe avec la direction Mv de la normale à la surface, on aura
cos6 = ' ^ -^-^ 9 v/i-f /?*-+- q^
et nous aidons alors la formule fondamentale
cos6 _ /'«*-+- 9.5 a^-^ ^p* ^^ \/i-hp^~hq^
2. La relation précédente donne tout ce qui est relatif à la courbure des lignes tracées sur une surface. Nous pouvons en déduire immédiatement le théorème de Meusnier qui ramène la recherche de la courbure des courbes quelconques passant en un point d'une surface à celle des sections normales passant par ce point.
Soient, en effet, deux courbes tracées sur la surface, MC etMC, ayant môme tangente en M; nous aurons
cosô _ cos6'
R' et 6' ayant les mêmes significations pour la seconde courbe que R et 6 pour la première.
Supposons, de plus, que les deux courbes aient même plan osculateur : leurs normales principales coïncideront, et Ton aura
soit e --= 0', soit 0 ^- O'-f- t: ;
mais ce second cas est impossible, car R et R' sont positifs. On a donc 9 = 6' et, par suite, R = R'.
Ainsi, une courbe quelconque a en M même rayon de courbure que la section plane déterminée dans la surface par son plan osculateur.
Il suffira donc de considérer les sections planes passant par M. Comparons d'abord les sections planes ayant même tangente MT. En particulier, soit une section plane passant par MT et par la normale Mv, section que nous appellerons section normale. Pour cette section, on ne peut avoir que
6' = o ou 6'='::.
On aura 9' = o si le centre de courbure de la section normale est sur Mv, et 6' = 7t s'il est sur le prolongement de Mv. Or on peut toujours supposer qu'on se trouve dans le premier cas en choisissant convenablement la direction positive de l'axe O^. On
a alors
cos6 _ I "R R'
Cette formule exprime le théorème de Meusnier. Elle montre que le centre de courbure O de la section oblique est la projection sur le plan de cette section du centre de courbure O' de la section normale ayant même tangente.
3. Nous sommes donc enfin ramené à l'étude de la variation du rayon de courbilre d'une section normale dont le plan tourne autour de Mv : cette étude a été faite par Euler.
Reprenons la formule fondamentale du § 1. Puisqu'il s'agit d'une section normale, il faut y faire 9 = o ou 6 = -re. Pour n'avoir qu'un cas à considérer, nous allons faire une convention relative àR; jusqu'ici R a toujours désigné une quantité essentiellement positive. Dans la suite, R va être susceptible d^un signe : pour une section normale, Rsera positif, quand l'angle 6 correspondant à celte section sera nul; il sera négatif quand l'angle Q sera égal àir. En d'autres termes, R sera positif si la direction allant de M au centre de courbure de la section coïncide avec Mv; il sera négatif si cette direction coïncide avec le prolongement de Mv. Avec cette convention, on aura la valeur de R en faisant, dans tous les cas, 6 = 0 dans la forme fondamentale. Celle ci nous donne donc, pour les sections normales,
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Pour étudier la variation de ^> prenons comme origine le
point M, la direction Mv comme axe des z; le plan tangent en M sera alors le plan xj\ On a /? = y = o, et la formule devient
Or soil u) l'angle de la tangente MT avec Taxe Mx; il vient
— ^ rcos*a) -H a^cosu) sinto -h /sîn'o).
On a donc seulement à discuter une forme quadratique en cosco et sino).
Les maxima et minima de ^ ont lieu pour des valeurs de (o qui
annulent sa dérivée, c'est-à-dire, comme le donne un calcul facile, pour les racines de l'équation
us
tang2a> =
Cette équation donne pouro) deux directions rectangulaires. Si l'on prend pour axes des x et des^ ces deux directions, la valeur de s correspondant à ces nouveaux axes devra être nulle, puisque
l'équation admettra les racines w = o, f » et Ton aura
— ~ n cos<u> -h ti sin'ui.
En désignant par R| le rajon de courbure correspondant à la
section co = o et par R2 le rayon de courbure de la section is}= ^,
on a TT- = r< et de même ^- ^= /•». Nous avons donc la relation due
Kl Kj
à Eu 1er
I _ cos'fo sin^co
R "" "r7~ "^ ""rT"
Les deux sections normales, que nous venons de signaler, sont dites les sections normales principales. Ce sont les sections correspondant aux maximum et minimum des rayons de courbure. Ri et R2 sont les rayons de courbure principaux de la surface en M.
COURBES TRACÉES SUR UNE SURFACE. ^Og
4. Au poinl de vue de la forme de la surface dans le voisinage de M, deux cas sont à distinguer. Soit d'abord R, et Rj de même signe; R a un signe invariable. La surface est alors, dans le voisinage de M, d'un même côté de son plan tangent; les centres de courbure des sections normales sont compris entre les deux centres de courbure 0« et O2 des sections principales.
Il en est tout autrement si K^ et R2 sont de signes contraires : R a un signe variable. Les deux valeurs de o), correspondant à
tangd)
donnent^ =0, et les deux sections normales, correspondante ces
tangentes, ont en M une inflexion. La surface n'est pas tout entière d'un même côté de son plan tangent dans le voisinage de M : elle est dite alors à courbures opposées au point M. Un hjperboloïde à une nappe nous offre, en un quelconque de ses points, l'exemple d'une telle surface.
Un cas intermédiaire est celui où Tune des quantités ^-> k-
Kl Kj
serait nulle; on aurait, par exemple,
I sin*(i>^
R serait de signe invariable, s'annulant seulement pour w Signalons encore le cas particulier où R| = Rj : on aura
1 ï R "^ Ri '
Toutes les sections normales ont alors même courbure ; le point est dit un ombilic de la surface. En un tel point, les sections principales sont indéterminées.
Si, sans particulariser les axes des x et des y, nous revenons à la formule
les deux grandes distinctions que nous avons faites correspondent èi s^ — r^ <; o et à s- — rt > o. Dans cette dernière hypothèse, les directions de tangentes, pour lesquelles la section normale corres-
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pondante a une inflexion, sont données par Téqualion rx^-h isxy -I- 1}'^ = o.
Les tangentes des sections normales pour lesquelles -^ = o sont
appelées les tangentes principales de la surface en M. Il ne faut pas confondre, comme on voit, les tangentes principales avec les tangentes des sections normales principales.
Les tangentes principales peuvent être définies .d'une autre manière. Considérons, en effet, le développement de z suivant les puissances de x et y^ d'après la formule de Taylor; on aura
z — — {rx^-h isxy -h ty^) H-. . .,
les termes non écrits étant de degrés supérieurs à deux. Coupons la surface par le plan 5 := o, Téquation de la section sera
o =-: rx^ -^ iLSxy -^ ty^ -h . . . ,
ce qui montre qu'elle a en M un point double, et les tangentes en ce point double sont les tangentes principales. Ainsi les tangentes principales à une surface en un point M sont les tangentes, en ce point, de la section plane déterminée dans la surface par le plan tangent en M.
Prenons, par exemple, un point d'un lijperboloïde à une nappe ; les deux tangentes principales en ce point sont les deux génératrices rectilignes qui v passent.
Revenons à la formule générale
les axes de coordonnées étant quelconques, mais, bien entendu, rectangulaires. Cherchons l'équation du second degré en ^ déterminant les traces des sections principales surle plan tangent. Nous savons qu'elles correspondent au maximum et au minimum de ^
ou bien de j ^-•
COURBKS TRACÉES SUR U>B SURFACE. ^l\
Nous devons égaler à zéro la dlfTérenlielle de celle expression, ce qui donne
(1) rad:tL-hs{aLd^ -*- ^doL)-^t'^d3 r= o.
Or a el p sonl liées par la relalion
as_l_ pï_l_ (jpof -l_ ^p)«=: I (puisque -^ =: pa-^ q^);
en diiTérentianl celle dernière relalion, il vient
(2) 0Ldx-]-'^d^-h{p%-hq^Xpda-{- q d'}) ^o.
On aura donc, en éliminant doL et d^ entre (1) et (2), a«[5(i-H/>î)— />yr] -h a3[r(i -+-/>«) — /•(!-+- y»)]— p» [5(1-4- 9r2)—;?y^] = o.
Telle est l'équation faisant connaître les deuiL tangentes aux sections normales principales en un point (x, y^ z) de la surface.
Cherchons, en particulier, les équations qui caractériseront un ombilic. En un tel point, les sections normales principales sont indéterminées; l'équation précédente doit être identiquement vérifiée, ce qui entraîne
r _ J_ _ / \-hp* pq IH- y*
11 y a donc deux conditions pour exprimer qu'un point esl un ombilic.
6. Cherchons maintenant l'équation du second degré donnant les deux rayons de courbure principaux. L^éliminalion de rfa et rfjî entre les équations (1) et (2) nous a conduit à l'équation
a(n-/)*) -|-/7<7P 3(n- ^î) -I- /?^a ra -t- 5^ 5a -+- ^ 3
que j'ai donnée plus haut sous forme entière; on peut encore écrire, comme valeur commune de ces rapports, en multipliant les deux termes du premier rapport par a et les deux termes du
second par p, '
a- ( I "- /;5 ) -h o.pq a^ -4- p2 ( I -+- ^M
c'est-à-dire
r. ou -~
ra»-^ 'isap — ^p» /4H_^s^_^.
Posant donc
nous aurons
_ ra-r^^ SOL f t^
L'élimination de q- entre ces deux équations conduit à l'équation cherchée
p^{i-^P'-\-q^)~ p[r(i-h q^)-h t(i-^p^) ~9.pqs]-h ri — s^ = o,
qui donne, en remplaçant p par ^- -^ -> les deux rayons de
courbure principaux au point considéré.
Cette équation en p aura toujours ses racines réelles j si elles sont de même signe, la surface est convexe dans le voisinage du point (^, JK? ^)j elle est à courbures opposées, dans le cas contraire. Le signe de rt — s^ permet donc de décider de la nature de la surface dans le voisinage d'un point.
On peut, avec l'équation précédente, exprimer qu'un point est un ombilic : il suffira d'écrire qu'elle a une racine double. Il semble donc, au premier abord, qu'il y ait contradiction avec le résultat obtenu plus haut, où nous avons trouvé deux équations, tandis qu'ici une seule équation exprimera que les deux valeurs de p sont égales. L'explication est facile : le discriminant de l'équation en p, on le vérifiera aisément, est une somme de deux carrés, et, comme la surface est supposée réelle, il faut annuler chacun des carrés, ce qui donne les équations précédemment trouvées.
II. — Lignes de courbure. — Propriétés et équations générales.
7. En étudiant les congruences de droites (Chap. XI, § 15), nous avons déjà défini incidemment les lignes de courbure d'une surface. Les normales à une surface forment une congruence. Soient M un point quelconque de la surface et MN la normale en ce point; par MN passent deux surfaces développîibles ayant pour génératrices des normales à la surface. Ces deux surfaces se coupent à angles droits. Nous en avons conclu que par chaque point M
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d'une surface passent deux courbes sur la surface, telles que les normales aux divers points de ces courbes forment deux surfaces développables : ces deux courbes, qu'où appelle lignes de courbure de la surface^ sont à angle droit. Pour les trouver, il faut intégrer une équation différentielle du premier ordre et du second degré.
Traitons la question directement. Les équations de la normale à la surface au point {Xy y^ z) sont
X — — pt-^ X ->t- pzy
Cette droite engendrera une surface développable si
d{x -^ pz) _ d(y -h 7 3 ) dp dq
OU bien
dx -^ p dz dy -^ q dz
dp ~ dq
et, en remplaçant dz par p dx -]- q dy,
{i-^ P')dx -h pq dy _ pq dx -^ ( \ -^- q^) dr
r dx -h s dy ~~ s dx -\- tdy
Cette équation du second degré en ~- est l'équation différentielle des projections des lignes de courbure sur le plan des xy. Nous en déduisons un théorème très important : la relation précédente coïncide en effet avec l'équation en a et j3 trouvée plus haut, relative aux tangentes des sections normales principales. On en conclut que les lignes de courbure en chaque point sont tangentes aux sections normales principales.
Voici une seconde propriété fondamentale des lignes de courbure. Soit C une ligne de courbure de la surface : les normales menées à la surface par tous les points de cette ligne, formant une surface développable, sont tangentes à une courbe gauche. Cherchons le point de contact de l'une d'elles avec son enveloppe; les coordonnées de ce point vérifient les équations de la normale en
X — /?Z -f- X -' pz^ Y m qt^- y ^- q z
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et les deux équations obtenues par dilTérenliation
- dpX - dx - p dz -^ z dp - o, — dq'L -r- dy T q dz -\- z dq = o.
Ces quatre équations sont compatibles, diaprés la définition même de C, et l'on a
dx -^ p dz dv -r- q dz
dp dq
Or dx et dv sont proportionnels aux cosinus a et ^ relatifs à la tangente d'une des sections principales en M. On a donc
et, par conséquent, d'après une combinaison faite plus haut,
Mais R désignant le rayon de courbure principal, correspondant à (a, P), le second membre est égal à ; on a, par suite,
ce qui montre que le point de contact considéré est au centre de courbure principal ou, sous une autre forme, la normale en tout point d'une sur/ace touche les deux nappes de la surface focale de la congruence des normales aux deux centres de courbure principaux relatifs à ce point.
8. L'équation différentielle des lignes de courbure est susceptible de formes diverses. Des formules intéressantes, équivalentes à cette équation différentielle, ont été données par Olinde Rodrigues. Désignons par a, 6, c les cosinus directeurs de la normale en un point arbitraire d'une surface, et soit R le rayon de courbure principal correspondant à une des sections principales, les coordonnées du centre de courbure seront
X r- Ra, y -\- Ré», :: ^ Rc.
Pour un déplacement sur la ligne de courbure tangente à la seclion principale, on aura donc
ce qui exprime que le centre de courbure décrit une courbe langenle à la normale de la surface. Ces équations peuvent s'écrire
dx -\-^da _ dy -\-^db _ dz -^^dc a " b ' ' c ^
et la valeur commune de ces rapports sera zéro^ comme on le voit en les multipliant respectivement par a, h. c. On a donc
doc -+- R da — o, dy \-Kdb — o, dz -i- R c?c = o.
Telles sont les formules de Bodrigues. Elles se réduisent à deux^ puisqu'en les multipliant respectivement par «, 6, c et ajoutant on obtient une identité. Comme elles renferment R, elles sont équivalentes à l'équation difTérentielle des lignes de courbure. Leur intérêt provient de leur symétrie et de ce qu'elles font connaître en même temps une expression simple de R.
Si l'on veut en tirer l'équation différentielle, trouvée plus haut, des lignes de courbure, il suffit d'éliminer R entre les deux premières, ce qui donne
dx db — dv da = o.
Or
donc, en substituant,
{dp dy — dq dx){\ -H /?* -h 7- ) -f- {p dy — q dx){p dp -^ q dq) — o.
L'équa(ion étant écrite sous celte forme, on peut en conclure immédiatement une remarque intéressante. La courbe imaginaire donnée par l'équation
est une ligne de courbure, puisqu'on a pour elle/? û^/> -- 7 ^'7 = 0.
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On peut donc toujours trouver sur une surface une ligne de courbure, sans aucune intégration : cette ligne de courbure est d'ailleurs imaginaire. Ce résultat est dû à M. Darboux (*), qui y est arrivé de la' manière la plus simple en considérant sur la surface les points où le plan tangent est parallèle à un plan tangent au cône asymptote de la sphère. Le lieu de ces points forme bien la courbe obtenue plus haut.
Considérons, par exemple, relHpsoïde
En exprimant que le plan tangent en un point (^, y, z) est parallèle aux plans asymptotes de la sphère, on trouve
^ "^" Vv "^ "c"ï "" ^•
Ce cône coupe la surface suivant une ligne imaginaire, qui est une ligne de courbure de Tellipsoïde. Cette ligne de courbure est la limite de Tintersection de l'ellipsoïde donné avec Fellipsoïde
quand X tend vers zéro.
9. L'équation des lignes de courbure peut encore se mettre sous la forme suivante, très utile dans les applications. Désignons par u, ^, «', non plus les cosinus directeurs de la normale, mais seulement des quantités proportionnelles à ces cosinus, et considérons une ligne de courbure.
Soient
. Z — z -r- wly
les coordonnées du point où la normale touche son enveloppe. On aura
dix H- ul) _ H{y-^v!^ _ H{z-\- %vl) u »^ ~ w '
(*) G. Darboux, Comptes rendus et Annales de V École Normale, 1864.
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équations qui reviennent à
dx -4- Idu _ dy -¥■ Idv _ dz -h Idw
d'où, en désignant par — /' la valeur de ces rapports,
dx ~H Idu -4- uV = o, dy -4- Idv -H vV = o,
dz -f- Idw -f- wV — o,
et, en éliminant / et /',
dx u du dy V dv dz w dw
C'est, dans toute sa généralité, Véquation différentielle des lignes de courbure. Si, par exemple, les coordonnées x^y^z d\in point quelconque de la surface sont données en fonction de deux paramètres a et p, on pourra prendre pour m, i', w les trois déterminants fonctionnels
et, en substituant, on aura l'équation différentielle en -p des lignes de courbure de cette surface.
10. La recherche des lignes de courbure d'une surface revient, d'après ce qui précède, à la détermination de l'intégrale générale d'une équation différentielle du premier ordre; nous indiquerons seulement, pour le moment, deux classes de surfaces dont on obtient immédiatement les lignes de courbure.
Sur une surface de révolution, les lignes de courbure sont les parallèles et les méridiens. En effet, les normales à la surface menées aux différents points d'un méridien sont situées dans un même plan et forment, par suite, une développable ; d'autre part, les normales en tous les points d'un parallèle forment un cône de révolution qui est aussi une surface développable. On trouverait facilement le même résultat par le calcul, en prenant l'équation P. - I. 27
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de la surface sous la forme
Taxe des z étant Taxe de la surface. On n'a qu'à substituer, dans l'équation du paragraphe précédent,
u — 7.xf'{x^-\-y^), V = 7.yf'{x^-^y^)^ w=—\\
le déterminant se réduit à l'équation
{xdx -^ ydy){xdy — ydx) =^ o^
qui donne les parallèles et les méridiens.
Considérons, en second lieu, une surface développable. Les génératrices rectilignes de cette surface constituent un premier système de lignes de courbure, car, le plan tangent étant le même en tous les points d'une génératrice, les normales à la surface en tous les points de celle-ci sont toutes dans un même plan. Le second système est formé par les trajectoires orthogonales des génératrices, c'est-à-dire par les développantes de l'arête de rebroussement.
Cherchons les rayons de courbure principaux en un point P d'une surface développable. L'un de ces rayons est manifestement infini, puisqu'une des sections normales principales est une ligne droite. Menons la génératrice passant par le point P et soit M le point où elle touche l'arête de rebroussement. Désignons par {x\^y\^ Z|) les coordonnées de P et par a«, 6|, c« les cosinus directeurs de la normale en P à la surface; soit enfin R| le second rayon de courbure principal cherché. On a, d'après les formules
de Rodrigues,
P dxx
dai
les différentielles étant relatives à un déplacement sur la seconde ligne de courbure. En appelant (:r, y^ z) les coordonnées de M et adoptant pour l'arête de rebroussement nos notations habituelles, on a
xx = x-^U (/ = Mp), ai = a*.
Or, quand on se déplace sur une trajectoire orthogonale des génératrices, àx{ = /rfa puisque ds -\- dl =z o.
Par conséquent
^' = -d7' Les formules de Frenet donnant -^—^ = ^* nous avons finale-
ment
T et K désignant les rayons de torsion et de courbure en M de Paréte de rebroussement.
III. — Théorème de Joachimstal. — Théorème de Dupin
11. On doit à Joachimstal une proposition élégante relative à deux surfaces ayant une ligne de courbure commune. Nous allons montrer que, si deux sur/aces ont une ligne de courbure commune, elles se coupent sous le même angle en tous les points de cette courbe.
En un point quelconque M de cetle courbe commune L, menons les normales MN et MN' aux deux surfaces S et S', et soit Mv la normale principale à la courbe L. Si (p et (p' désignent les angles de Mv avec MN et MN', on aura (Chap. XIII, § 9)
o' = 'u-hG'
(C et C étant des constantes), puisque les normales MN et les normales MN' restent tangentes à deux développées de la courbe, conséquence immédiate de ce que L est une ligne de courbure de S et de S'.
On a donc
(5'-cpr=C'- G:
l'angle cp' — cp de MN et de MN' est constant.
A ce théorème on peut joiudre une réciproque : Si deux surfaces se coupent sous un angle constant en tous les points d\ine courbe L et que celle-ci soit une ligne de courbure pour la première surface, elle sera aussi ligne de coarbure pour la seconde. En eflet, l'angle jNMjN' étant constant, on aura
o' — çp = G"
(C étant une constante); or, puisque, pour la surface S, la ligne L est une ligne de courbure, la normale MN restera tangente à une développée de cette courbe. Donc
et par suite
G étant une constante, c'est-à-dire que MN' reste tangente à une courbe gauche. La ligne L est alors une ligne de courbure pour la surface S'.
L'application de ces théorèmes est particulièrement intéressante pour les lignes planes et sphériques.
Toute ligne plane est une ligne de courbure de son plan et toute ligne tracée sur une sphère est une ligne de courbure de cette sphère. Donc, si un plan ou une sphère coupe une surface suivant une de ses lignes de courbure, Tintersection a lieu sous un angle constant tout le long de cette ligne.
Réciproquement, si un plan ou une sphère coupe une surface sous un angle constant tout le long d'une ligne, celle-ci sera une ligne de courbure pour la surface.
12. Passons maintenant à un théorème célèbre dû à Dupin et qui a été l'origine d'une théorie considérable, celle des surfaces orthogonales. Nous considérons trois familles de surfaces dont les équations renferment chacune un paramètre arbitraire
X, [JL, V étant les trois constantes arbitraires. Par un point quelconque de Tespace passe une surface de chacune de ces familles.
Supposons que deux surfaces quelconques prises dans ces trois familles se coupent à angle droit : on dit que ces. surfaces forment un système triple orthogonal.
Le théorème de Dupin s'énonce ainsi :
Les sur/aces d'un système triple orthogonal se coupent suivant leurs lignes de courbure.
13. La démonstration de ce théorème va résulter de quelques identités que je commence par établir.
Soient P un point quelconque de l'espace, et PL, PM, PN les trois normales aux surfaces précédentes passant en P : PL est normal à la surface/=X, et ainsi des autres (^fig- 23). Ces trois droites forment, par hypothèse, un trièdre trireclangle ; de plus chacune d'elles sera évidemment tangente à l'intersection des deux surfaces auxquelles elle ne correspond pas. Nous désignerons par (X) l'intersection des surfaces cp = jji, A = v : la courbe (X) sera tangente à PL-, et pareillement pour les autres.
Ceci posé, les équations du système triple orthogonal permet-
Fig. 23.
tent d'exprimer x^y^ z en fonction de \ [x, v. Si, dans ces expressions, on donne à [x et v les valeurs correspondant au point P, et qu'on fasse varier X, le point (:r, y^ z) décrira la courbe (X). L'orthogonalité du système sera alors exprimée par les identités
dix
dx dx
dx dx d7 dï
= Oj
où il faut entendre par 51 ^ ^ '^ somme
dx dx dy dy dz dz d\ d\i d\ d\L d\ d\L
Ces trois identités expriment que les tangentes aux courbes (X), (}x), (v) sont deux à deux rectangulaires.
En dlfTéren liant respectivemeni par rapport à v, X et jx les identités (3), nous avons
^ dx â^x ^ dx d^x ^
^ dx à^x ^ dx d^x _ ZàT* 7kd^'^2à'dl ~(hdyi ~'^'
On en conclut de suite
y^ dx d^x __^ dx d*x __"^ àx d*x _ 2dd\ d^ '^2àd^ dTd^ "Zdd^ 7kd^ ~ ^'
Remarquons encore, pour avoir sous les yeuse tous les résultats nécessaires à la démonstration, que, d'après les identités (3), les expressions
Diy,
Oa, V)
sont
proportionnelles à
dx
dy
àz
àv-
àv-'
14. Ces remarques faites, la démonstration est immédiate. Montrons, par exemple, que la courbe (X) est une ligne de courbure pour la surface ^(^, y y z) = v. En appelant «, r, cv des quantités proportionnelles aux cosinus directeurs de la normale à cette surface, nous pouvons prendre
dx
-ày.
or, d'après le § 9, il nous faut vériGer que
dx u du
dz
dy
dz
dv
dw
le d étant relatif à la variation de X puisqu'il s'agit de la courbe (X). Nous devons donc avoir
dx
ày d\
dz dl
ày dz
d^x d^ôl
d^y d^jdX
d^z (Ndl
Mais celte égalité se réduit à
2d^x ôx _
C'est une des identités établies plus haut. Le théorème de Dupin est démontré,
15. Les surfaces homofocales du second degré offrent l'application la plus simple du théorème précédent.
Considérons les surfaces homofocales du second degré représentées par Téquatîon
(4) ^-^Â^x-^??rx=' («>*>«)•
Par un point quelconque de l'espace passent trois de ces surfaces ; on vérifie facilement, en effet, que cette équation du troisième degré en X admet trois racines réelles séparées par — a^, — 6^, — c^ et 4-00, et auxquelles correspondent respectivement un hyperboloïde à deux nappes, un hyperboloïde à une nappe et un ellipsoïde. Nous formons donc ainsi trois familles de surfaces; elles rentrent dans le même type analytique, mais elles sont géométriquement distinctes et par chaque point de l'espace passe une surface de chacune des familles. Ce système triple est orthogonal, car deux surfaces homofocales quelconques, les surfaces (4) et (5) par exemple
(5) \- -rf \--z =1,
se coupent à angle droit. En retranchant en effet membre à membre les équations (4) et (5), on obtient la relation
qui exprime précisément l'orthogonalité des surfaces en un point commun {x^y, z).
Il est facile maintenant de trouver les lignes de courbure de l'ellipsoïde
rt« 6* c'
Ce seront les intersections de cette surface avec Thyperboloïde à deux nappes
rr» V» >s*
a* H- A fc»* -H A c' -+- A
et avec l'hyperboloïde à une nappe rr* ^'^ z'
(-ÔÎ<|JL< — C»).
Je n'indiquerai pas d'autres systèmes triplement orthogonaux. Celte théorie a fait l'objet de travaux considérables. Après les quadriques, le système orthogonal le plus simple est formé de surfaces du quatrième degré ayant pour ligne double le cercle imaginaire de l'infini : il a été découvert par M. Moutard et par M. Darboux. On consultera avec grand intérêt, sur celte question, l'Ouvrage de M. Darboux : Sur une classe de surfaces algébriques (Paris, Gauthier-Villars, iS^S).
IV. — Surface enveloppe de sphères. — Cyclide de Dupin
16. Considérons une surface enveloppe d'une sphère dépendant d'un paramètre arbitraire, soit
(a- — a)2-h (^ — ô)« -h (iï — c)î = R»,
a, è, c et R étant fonctions d'un paramètre a. La caractéristique de cette sphère est évidemment un cercle. La surface peut donc être considérée comme engendrée par une circonférence mobile. Ces circonférences forment un système de lignes de courbure de la surface, car les normales à la sphère en tous les points de sa caractéristique sont aussi des normales à la surface; celles-ci forment, par suite, une surface développable. Nous obtenons donc ainsi une surface dont un des systèmes de lignes de courbure est circulaire.
Réciproquement, toute surface ayant un système de lignes de courbures circulaires est l'enveloppe d'une sphère dépendant d'un paramètre arbitraire. En effet, si C représente un de ces cercles, son plan fera, avec la surface, un angle constant, d'après le théorème de Joachirastal; les normales à la surface en tous les points de C iront donc toutes passer par un même point O. La surface
sera l'enveloppe de la sphère ayant O pour centre et passant par C : cette sphère dépend, coQime le cercle G lui-même, d'un paramètre arbitraire.
En général, dans la congruence des normales à une surface, comme dans toute congruence de droites, il existe une surface focale formée de deux nappes. Pour la surface que nous venons d'étudier, l'une de ces nappes se réduit à une courbe. Toutes les normales à la surface rencontrent, en effet, la courbe lieu du centre O de la sphère; cette courbe est donc une des nappes de la surface focale de la congruence des normales.
Un cas particulier intéressant est celui où le rayon R de la sphère est constant; la surface est dite une surface canal. Le plan de la caractéristique passera alors constamment par le centre de la sphère correspondante et sera normal à la trajectoire de ce centre. La surface possédera la propriété remarquable d'avoir, en chaque point, un de ses rayons de courbure principaux constant; celte valeur constante sera évidemment égale à R.
Montrons que, réciproquement, toute surface ayant un de ses rayons de courbure principaux constant est une surface canal. En eflet, considérons une ligne de courbure C correspondant au rayon de courbure principal constant; la développée de cette courbe, enveloppe des normales à la surface en tous ses points, devra se réduire à un point puisque son arc aura une longueur nulle. Soit O ce point, la sphère ayant O pour centre et passant par C sera tangente à la surface en tous les points de C : la surface est donc l'enveloppe d'une sphère de rayon constant dépendant d'un paramètre arbitraire.
17. Cherchons si une surface peut avoir, en chaque point, ses deux rayons de courbure principaux constants. Nous supposerons d'abord ces deux rayons différents. D'après le raisonnement fait plus haut, la surface pourra être considérée de deux manières différentes comme une surface canal. La surface focale de la congruence des normales se composera de deux courbes F et F'. Soient O et O' les centres de courbure correspondant à un point M de la surface; les courbes F et F' seront normales à 00' et, de plus, leurs tangentes en O et O' doivent être à angle droit, puisque ces tangentes sont perpendiculaires aux plans des deux lignes de
courbure circulaires de la surface passant en M. Or cela est impossible, car, 00' étant constant, les deux ligues F et T' sont parallèles. Il ne peut donc y avoir de surface ayant ses deux rayons de courbure principaux constants et différents (* ).
Nous avons maintenant à supposer que les deux rayons de courbure principaux sont égaux.
Montrons, d'une manière plus générale, avec Monge, qu'une surface dont tous les points sont des ombilics est nécessairement une sphère. Nous devrons avoir, pour tous les points de la surface cherchée,
Or désignons par X, Y, Z les cosinus directeurs de la normale x= -A^., Y=_^^=. Z=-— -1
On a, comme conséquence immédiate des équations (6),
dy ~~ ' d.r ~' * dx ^ dy
11 en résulte que X ne dépend que de a;, et Y de j^; donc -^
et -pj qui sont fonctions, l'une de a?, l'autre de j^, ne peuvent être identiques que si leur valeur commune est une constante; désignons-la par - • On aura donc
x — xsi Y y—y^
Xq et j^o étant des constantes. Le cosinus Z sera, dès lors, Z = i /a2-(:r-a;o)«-(^-^o)* •
(*) Voir y pour le môme théorème, Bertrand, Traité de Calcul différentiel^ p. 734.
dz = p dx -^ q dy devient
Mainlenant les valeurs de /? et y étant — ^> — ^> la formule
el enfin
z — zo= v^a»— (a? — a?©)' — (^— J^o)* («o étant une constante) ou
ce qui est bien Téquation d'une sphère.
18. Nous avons étudié les surfaces dont un des systèmes de lignes de courbure est circulaire. Cherchons maintenant les sur-face dont les deux systèmes de lignes de courbure sont circulaires. Ces surfaces remarquables ont été étudiées parDupin.
Considérons donc une surface ayant toutes ses lignes de courbure circulaires. Elle sera d'abord (§ 16) l'enveloppe d'une première famille de sphères correspondant au premier système de lignes de courbure circulaires; mais elle pourra aussi, d'une autre manière, être regardée comme l'enveloppe d'une seconde famille de sphères correspondant au second système de lignes de courbure. Or une sphère quelconque de la première famille est tangente à une sphère quelconque de la seconde, car, si l'on considère deux lignes de courbure de systèmes différents se coupant en un point M, les deux sphères correspondantes seront évidemment tangentes en M. Si donc on prend trois sphères quelconques de la première famille, les sphères de la seconde lui étant tangentes, nous pouvons dire que la surface, si elle existe, est Venveloppe d^une sphère restant tangente à trois sphères données.
Nous sommes ainsi conduits à étudier la surface enveloppe d^une sphère tangente à trois sphères données. La position de cette sphère ne dépend que d'un seul paramètre arbitraire : c'est ce qu'on voit de suite en cherchant le lieu de son centre. Soient C, C, C" les centres de trois sphères données S, S', S", et O le centre d'une sphère S tangente à ces trois sphères. Le point O sera sur un hyperboloïde de révolution obtenu en faisant tourner autour de
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ce/ une hyperbole convenable ayant C et CJ pour foyers; de même le point O sera un hyperboloïde de révolution obtenu en faisant tourner, autour de CC". une hyperbole ayant G et C" pour foyers. Ces deux hyperboloïdes se coupent suivant deux courbes planes, conséquence immédiate de ce que, F étant un foyer commun des hyperboles méridiennes, les deux surfaces sont tangentes le long d'une ligne à la sphère de rayon nul ayant pour centre F. Le lieu du centre O, pour une surface irréductible enveloppe d'une sphère restant tangente à trois sphères données, sera donc une conique F. Remarquons, de plus, que les cônes ayant pour sommets respectifs C, G, C" et passant par F sont de révolution. On sait, en effet, que, quand on fait tourner une conique autour de son axe, Je cône ayant pour sommet un foyer situé sur cet axe et pour directrice une section plane quelconque de la surface de révolution ainsi engendrée est de révolution.
Ces remarques faites, il est nécessaire de rappeler les propriétés de la conique focale d'une autre conique. Étant donnée une conique F, le lieu des sommets des cônes de révolution passant par cette conique est une seconde conique F' dite focale de la première, et il y a réciprocité entre ces deux coniques. Le cône ayant pour sommet un point O de F et passant par F' a, pour axe de révolution, la tangente en O à la conique F. Je ne crois pas utile d'insister sur ces théorèmes classiques, dont la démonstration n'offre d'ailleurs aucune difficulté.
19. Revenons maintenant à la cyclide de Dupin. La caractéristique de S est une circonférence passant par les points de contact de S avec les sphères S, S', S", car la caractéristique d'une surface mobile restant constamment tangente à une surface fixe passe évidemment par le point de contact. Le cône ayant O pour sommet et passant par la caractéristique de 2 sera de révolution; son axe sera la tangente en O à la conique F et, de plus, il contiendra les droites OC, OC et OC. Or le cône ayant O pour sommet et passant par la focale F' de la conique F est aussi de révolution; il a le même axe que le précédent et passe aussi par OC, OC et OC, puisque, d'après ce que nous avons fait remarquer à la fin du § 18, les trois points C, C, C appartiennent à la conique F'. Ces deux cônes coïncident donc nécessairement. Une conséquence impor-
tante en résulte : toutes les normales de la cyclide rencontrent la conique V focale de F. La seconde nappe de la surface focale de la congruence des normales se réduit donc aussi à une courbe, la courbe F'. A cette seconde courbe V rencontrée par toutes les normales correspond le second système de lignes de courbures, et, diaprés le raisonnement fait plus hant, ce second système sera nécessairement formé de cercles. Nous avons donc démontré que la cyclide de Dupin a ses deux systèmes de lignes de courbure circulaires (*).
20. On peut, a priori, considérer une congruence formée de droites rencontrant deux coniques F et F' focales l'une de l'autre. Soient O un point quelconque deF, etO'un point quelconque de F' ; nous allons voir sans peine que les droites 00' restent normales à une même surface. Cherchons en effet les plans ybcaw^r correspondant à la droite 00' de la congruence. Les deux développables appartenant à la congruence et passant par 00' sont évidemment le cône de sommet O et de directrice F', puis le cône de sommet O' et de directrice F. Les droites considérées appartiendront à la congruence si ces deux cônes se coupent orthogonalement (Chap. XI, § 14). Or on voit de suite qu'il en est ainsi : si, en effet, OT désigne la tangente en O à la conique F, le second cône aura, pour plan tangent, le plan O'OT, et ce plan est évidemment normal au premier cône puisqu'il passe par son axe OT. Ainsi, les droites 00' resteront tangentes à une série de surfaces parallèles. Ces surfaces ont manifestement leurs deux systèmes de lignes de courbure circulaires.
V. — Généralités sur les lignes asymptotiques. Quelques exemples.
2i. On appelle ligne asymptotique d'une surface une courbe de celte surface, dont le plan osculaleur est en chaque point tangent à la surface. Écrivons la relation différentielle qui exprimera
(*) M. Mannheim a démontré élégamment que la cyclide de Dupin a ses deux systèmes de lignes de courbure circulaires, en montrant que cette surface est la transformée d'un tore par rayons vecteurs réciproques {NouveUes Annales de Mathématiques, 1 86o ) .
43o APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DU CALCUL INFINITÉSIMAL.
cette propriété. Soit
Téquation du plan tangent à la surface au point {x^y^z). Les conditions exprimant que ce plan est osculateur à une certaine courbe de la surface, lieu du point (:r, y, x;), sont
p dx -^ q dy — dz = o, pd^x -\- q d^y — d^z = o.
La première équation est toujours vérifiée. La seconde est la condition cherchée, mais elle se transforme de suite, car, en différentiant la première et retranchant, il reste
dp dx -^ dq dy = o.
On peut encore écrire, en remplaçant dp et dq par r dx -{- s dy ei sdx -^ tdy,
r dx^ -h 2 5 dx dy -{- t dy^ = o.
Cette équation homogène et du second degré en dx et dy donne, pour -^9 deux valeurs /< {x,y) elf2{x,y). On a donc deux équations du premier ordre
Elles montrent qu'en général par chaque point M d'une surface passent deux lignes asymptotiques. Nous avons déjà appelé l'attention sur les deux directions qui sont les tangentes des lignes asymptotiques passant par M : ce sont les tangentes principales. Pour s'en assurer, il suffit de se reporter à la formule (§3)
^i-^f^-^q^ =raîH-25apH-/pî.
Pour les tangentes des lignes asymptotiques, le second membre
sera nul et, par suite, on aura ^ = o, c'est-à-dire que les sections
normales correspondant à ces tangentes ont un rayon de courbure infini. On peut encore dire que les tangentes aux lignes asyinpto-
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tiques sont les tangentes, au point de contact, de la section plane déterminée dans la surface par le plan tangent.
Il n'en est pas des lignes asymptotiques comme des lignes de courbure. Par un point réel arbitraire de la surface passent deux lignes de courbure réelles; les lignes asymptotiques en un point sont seulement réelles quand la surface est en ce point à courbures opposées. Ainsi y sur une ellipsoïde, les lignes asymptotiques sont imaginaires; sur un hyperboloïde à une nappe, les lignes asymptotiques sont réelles, et ce sont évidemment les deux systèmes de génératrices reclilignes.
22. La propriété des lignes asymptotiques est essentiellement projective, c'est-à-dire que, si l'on effectue sur une surface une transformation homographique quelconque, les transformées des lignes asymptotiques de la surface seront les lignes asymptotiques de la transformée de la surface. C'est là une remarque évidente, car, par une transformation homographique, un plan tangent se transforme en un plan tangent, et le plan osculateur d'une courbe qui est la limite d'un plan passant par trois points infiniment voisins devient le plan osculateur de la courbe transformée.
En particulier, étant donnée l'équation d'une surface en coordonnées rectilignes
l'équation
dp dx -h dq dy — o
sera l'équation diiTérentielle des lignes asymptotiques de la surface, quels que soient les axes O^, Oy, O^, rectangulaires ou obliques, auxquels on rapporte la surface. Deux surfaces ayant la même équation et rapportées à des axes différents sont, en effet, la transformée Tune de l'autre par une transformation homographique.
23. Cherchons, sous sa forme la plus générale, l'équation différentielle des lignes asymptotiques. Nous supposerons la surface définie par les trois équations
Soit
A(X — x)'hBiY-y)-h G(X - z) = o
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l'équation du plan tangent au point {x,y, z). On a donc
OU ou ou
Ov dç dv
Pour que le plan soit osculateur àla courbe correspondant à une certaine relation entre u et c^, il faut que
\ dx -i- B flTy ->rCdz = o, A d'^x -f- B c?»7 -h G d^z = o.
La première de ces équations est vérifiée en vertu des deux précédentes. La seconde se réduit à
1 , , du dv ■ ouov
àv*
dv*
T^rf^.^oJlî-,
B\:^du^-^-^^-^dudv-h^ dvA
I du^ ou dv ôv^ J
c|JJi.«..
-^ dudw -
' dudv
Pour avoir l'équation différentielle cherchée, il n'y a qu'à éliminer A, B, C entre les équations (7) et (8). On a ainsi
dv^
-4 du^ -h -2 ^-^ dudv-^-T^ ôu^ àudv dw*
du dv
la deuxième et la troisième colonne se déduisant de la première en remplaçant/ successivement par <p et i^,
24. Dans les surfaces réglées, un premier système de lignes asymptotiques s'aperçoit immédiatement : ce sont les génératrices rectilignes. La section normale correspondant à une génératrice, étant cetle génératrice, a, en effet, un rayon de courbure infini. Nous reviendrons tout à l'heure sur la détermination du second système de lignes asymptotiques d'une surface réglée. Pour le moment, bornons-nous aux surfaces réglées dont toutes les génératrices rencontrent deux droites fixes D et D«. On peut d'abord faire
une transformation homographique, telle que la droite D« soit rejetée à l'infini parallèlement à un plan fixe P. La transformée de la surface est alors un conoïde admettant le plan P pour plan directeur ; nous sommes donc ramené à la recherche des lignes asymptotiques d'un conoïde.
Si l'on prend le plan directeur pour plan des xy et la droite D pour axe des z^ l'équation du conoïde est de la forme
On peut poser
En substituant dans l'équation du paragraphe précédent, on trouve, en supprimant le facteur dv qui correspond aux génératrices du conoïde,
d'où, en intégrant,
C étant une constante arbitraire. Dans les projections, les lignes asymptotiques du conoïde sur le plan des xy ont pour équation
2o. Voici une seconde classe assez étendue de surfaces dont on peut trouver, par des quadratures, les lignes asymptotiques. Elle a été signalée par M. Jamet (*). Il s'agit des surfaces représentées en coordonnées homogènes par l'équation
où f est une fonction homogène de x et y, et F une fonction homogène de z et de t, les degi*és d'homogénéité étant, bien entendu, les mêmes. Les surfaces considérées par M. Jamet se ramènent immédiatement aux sur/aces représentées par l'équation
(*) V. Jamet, Sur les courbes et les sur/aces tétraédrales ( Annales de l'École Normale supérieure, 1887).
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Les lignes asjmptotiques de celle surface s'obliennent sans peine. Si Ton pose ^ = w, on a
en subsliluanl dans Téquation
dpdx->r
dqdy
on trouve de suite
La recherche des lignes asymptoliques est donc ramenée à des quadratures.
Une application intéressante du résultat précédent consiste à rechercher les lignes asymptoliques de la surface létraédrale
(sr-(ir*œ"=-
Nous ne diminuerons pas la généralité en prenant la surface sous la forme
qui n'est qu'une transformée homographique de la précédente : elle rentre évidemment dans le ijpe (S). En appliquant la formule trouvée, nous aurons, pour les lignes asvmplo tiques,
u^ du z^ ds
et, si Ton pose it^ = //', :;' = i', Téquation devient
du dv'
ou
u'-v r— = consl.,
relation algébrique entre z et m (on suppose m entier ou fractionnaire). Les lignes asymptoliques de la surface létraédrale sont
donc algébriques, comme l'avait déjà signalé par une autre voie M. Sophus Lie.
On trouverait aussi aisément les lignes asjmptotiques de la surface
dont Téquation rentre dans le type (S).
Je signalerai encore à titre d'exercices et comme types de surfaces dont on peut trouver par quadratures les lignes asymptotiques, les surfaces suivantes indiquées encore par M. Jamet. Soient ar, y y z définies en fonction de u et c par les équations
y et ç étant deux fonctions arbitraires, et a, 6, c trois constantes. Citons aussi la surface connue en stéréotomie sous le nom de sur/ace de l* arrière-voussure Saint-Antoine, Elle est représentée par l'équation
a?* V* -S* rr»y*
M. Rouché (*) a montré qu'en posant
= uv, ^ . = -,
l'équation différentielle des lignes asymptotiques est l'équation qu^on appelle Véquation d^Euler dans la théorie des intégrales elliptiques, pour le cas où le carré du module A- est égal à |.
VI. — Lignes as3rmptotiques de certaines surfaces réglées
26. Nous avons dit qu'un système de lignes asymptotiques d'une surface réglée était formé par les génératrices rectilignes. La recherche du second système se ramène à l'intégration d'une équa-
(^) E. RouCHÉf Sur les lignes asymptotiques d'une sur/ace du quatrième degré (Comptes rendus^ 5 mars 1877).
tion célèbre, dont nous aurons plus tard à faire une étude approfondie.
Traçons sur la surface réglée considérée une courbe arbitraire et désignons par (:??<, y«, ^« ) les coordonnées d'un point variable de cette courbe qui seront des fonctions d'un paramètre t^ et soient a, p, V les cosinus directeurs de la génératrice passant en {x^ ^y^ ^z%) qui seront des fonctions de t. Nous aurons, pour un point quelconque de la surface,
l désignant la distance du point (^, JK> ^) au point (x« ,jk< ? ^\ )• Les coordonnées x^ y^ z d'un point arbitraire de la surface sont donc des fonctions des deux paramètres / et /.
L'équation différentielle des lignes asymptotiques sera donc (§23)
dxi .doL
la seconde et la troisième colonne se déduisant de la première en remplaçant a et Xt par p et^«, puis par y et 2,.
En supprimant le facteur dt, qui correspond aux. génératrices rectilignes, nous obtenons l'équation
^-i-P/»-4-Q/-hR = o,
P, Q, R étant des fonctions déterminées de t. Une telle équation différentielle est connue sous le nom adéquation de Riccati.
De la forme de l'équation précédente, nous allons déduire une propriété des lignes asympto tiques de la surface.
Considérons quatre solutions quelconques /, , /a, /s, /* de celte équation; on aura
^-+-P/fH-Q/,-+.R = o,
En éliminant P, Q, R entre ces quatre équations, il vient
Si
dh dt
dh dt
dh dt
Or le premier membre est la dérivée de On aura donc
— const.
Cette expression représente le rapport anharmotiique des quatre points de rencontre d'une génératrice de la surface avec les quatre lignes asymptotiques considérées. Par conséquent, ce rapport anliarmonique est constant, quelle que soit cette génératrice.
27. Nous allons nous borner maintenant au cas où Ton connaîtrait sur la surface deux lignes asjmpto tiques. 11 est facile de voir que, dans ce cas, une seule quadrature est nécessaire pour trouver toutes les lignes asymplotiques de la surface. On peut procéder de la manière suivante :
Désignons par [jl le paramètre dont dépend la position d'une génératrice. Soient alors, en employant les coordonnées homogènes,
^ = Ml, y = Mj, z = M3, t = M4
les équations de la première ligne asymptotique, les M étant des fonctions de [jl. Soient de même
les équations de la seconde ligne asymptotique, les N étant aussi des fonctions de [jl. La position d'un point quelconque sur la génératrice peut être fixée par les équations
x = M,-hvNi, j^ = M,-t-vN,, ^ = MaH-vN|, / = M4-hvN4.
La relation difTérentielle entre a et v donnant les lignes asymptotiques de la surface pourra s'écrire
rfjjL* d\t. d\i. d\i>
dn\t rfv dNr c?«N,
rfpi* d\i. d\i. dix*
dy.
dv.
dMt
rfN,
dfA,,
Les hypothèses faites sur les lignes M et N permettent de la simplifier. On a, en effet,
et
rfNi rf'N, rfN, rf'N,
rf(X rfji*
rfN» rf«Nt
£/(Jl é/|JL*
L^équation différentielle se réduit alors, comme on^le voit très aisément, à
rf^t
rf(M,+ N.)
dv.
rf(M,+ N,)
rf«(M,^NO
e/»(M,-i-Nj)
C^fX»
rffX rf|A
rfM, rfN,
*'' '^' rfjT rfiT
^ rfMj ^
La recherche des lignes asymptotiques est donc ramenée à une seule quadrature.
28. Une classe particulière de surfaces réglées va nous donner l'occasion d'appliquer les remarques précédentes. Considérons les surfaces réglées dont les génératrices appartiennent à un complexe linéaire.
Reprenant les notations du § 18(Ghap. XI), nous aurons, pour définir une droite, les six coordonnées homogènes
L, M, N, X, Y, Z (LX-+-MY-hNZ = o).
Si ces six coordonnées sont fonctions d'un paramètre arbitraire, la droite engendrera une surface réglée.
Supposons que les génératrices de cette surface appartiennent à un complexe linéaire, c'est-à-dire qu'on puisse déterminer six constantes A, B, G, D, E, F telles que l'on ait, pour toute valeur du paramètre (Chap. XI, § 18),
AL -h BM -h CN -4- DX -h EY H- FZ = o.
Considérant donc une telle surface, je prends sur elle une génératrice arbitraire G. Le plan tangent à la surface en un point de G ne sera pas, en général, le plan correspondant à ce point dans le complexe ou le plan polaire du point. Sur chaque génératrice, il y a seulement deux points jouissant de cette propriété. Considérons, en effet, un plan variable passant par G. Le pôle de ce plan et son point de contact forment sur cette droite une division homographique : les points doubles de cette homographie sont les points pour lesquels le plan polaire est en même temps le plan tangent à la sur/ace. Il est clair que, sur chaque génératrice, ces points seront donnés par une équation du second degré.
Le lieu des points ainsi obtenus forme sur la surface une courbe G. Les tangentes de G font partie du complexe linéaire, car la tangente en un point quelconque de cette courbe est une droite du plan tangent passant par le fojer de ce plan.
La courbe G est une ligne asymptotique de la surface. En effet, les tangentes de cette courbe faisant partie d'un complexe linéaire, le plan polaire de chaque point est le plan osculateur de la courbe d'après le théorème de M. Appell (Ghap. XII, § 26); le plan osculateur à la courbe en chaque point coïncide donc avec le plan tangent à la surface, ce qui est la définition d'une ligne asjmptotique.
Soit un plan quelconque P. Si A est un point où P rencontre la courbe G, le plan polaire de A ou, ce qui est la même chose, le plan tangent en A à la surface devra passer par le foyer F du
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plan P : donc la droite FA est tangente en A à la section faite par P dans la surface.
Réciproquement, soit A le point de contact d'une tangente menée à cette courbe par le foyer F. Le plan mené par AF et la génératrice de la surface passant en A est tangent en ce point à la surface. D'autre part, le pôle de ce plan est le point A, puisque AFetla génératrice passant en A sont deux droites du complexe; A est donc un point de la courbe C que nous étudions. Ainsi les points où celle-ci rencontre le plan P sont les points de contact des tangentes menées par le foyer F du plan à la section qu'il fait dans la surface.
Ce résultat est particulièrement intéressant quand la surface est algébrique. La ligne G est alors algébrique et Ton peut énoncer le théorème suivant :
La courbe C est d'un degré égal à la classe d'une section plane quelconque de la surface. ^
29. Ainsi sur toute surface réglée dont les génératrices appartiennent à un complexe linéaire, nous pouvons obtenir immédiatement, par un calcul purement algébrique, une ligne asymptotique ; de plus, et c'est là un point important, cette ligne rencontrant chaque génératrice en deux points, nous devons la compter pour deux ( * ). Par conséquent, la recherche des lignes asymptoliques de toute surface réglée, dont les génératrices appartiennent à un complexe linéaire, dépend d* une seule quadrature {§ 27).
Il peut arriver que les génératrices d'une surface réglée appartiennent à une infinité de complexes linéaires. Une ligne asymptotique correspond alors sur la surface à chacun de ces complexes : on a^ dans ce cas, toutes les lignes asymptotiques.
Reprenons les surfaces réglées dont les génératrices rencontrent deux droites fixes D< etD2. Nous avons déjà trouvé leurs lignes asymptotiques, en les transformant homographiquement en un conoïde.
C) E. Picard, Mémoire sur une application de la théorie des complexes linéaires à l'étude des sur/aces et des courbes gauches {Annales de l'École Normale, 1877).
La remarque précédente permet de les obtenir sans calcul. En effet, les droites rencontrant deux droites fixes D, et Dj font partie d'une infinité de complexes linéaires; on Je voit de suite en remarquant que la condition de rencontre de deux droites représentées par les coordonnées
Zi
MY
i-hM
iY +
NZ,
-i-lN
se réduit à
LX, -+- L,X + MY, -mM, Y -+- NZ, -i- N, Z = o,
comme on s'en assure en écrivant simplement que les deux droites se rencontrent. En désignant donc par (Li, Mi, . . .),(L2,M2, . . .) les coordonnées de D« et D2, une droite quelconque (L, M, . . .) rencontrant ces deux droites vérifie la relation
L(X,-hXXî)H-(LiH-XL2)X4-M(Y,-f-XYj)-+-(M.-4-XM0Y
-h N(Z,-^ XYj) -^- (N, -h X N2)Z = o,
où X est une constante arbitraire. Or cette relation représente l'équation d'un complexe dépendant de l'arbitraire X. Il y a donc bien une infinité de complexes linéaires auxquels appartiennent toutes les droites rencontrant les deux droites fixes D, et D^.
En particulier, toute surface réglée dontles génératrices rencontrent Di et D2 aura ses génératrices appartenant à une infinité de complexes linéaires dépendant d'un paramètre arbitraire. A chacun de ces complexes correspond une ligne asymptolique, et l'ensemble des lignes asymptotiques se trouve ainsi obtenu; nous voyons, de plus, que les lignes asymplotiques de notre surface possèdent la remarquable propriété d'avoir pour tangentes des droites appartenant à un complexe linéaire.
Appliquons ces résultats aux surfaces réglées du troisième ordre. Nous avons déjà étudié (Cliap. XI, § 11) quelques-unes de leurs propriétés. Toutes les génératrices rencontrent deux directrices D« et D2; on peut donc trouver leurs lignes asymptotlques. Celles-ci seront évidemment algébriques, et nous allons avoir leur degré en appliquant le théorème du paragraphe précédent. Il est égal à la classe d'une section plane quelconque de la surface. Or une telle section est une cubique ayant un point double, puisque la surface a une courbe double rectiligne 5 sa classe sera donc égale à quatre. Nous voyons donc que les lignes asymptotlques d' une surf ace
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réglée du troisième ordre sont des courbes du quatrième degré, et les tangentes de ces courbes appartiennent à un complexe linéaire, variable d'ailleurs d'une courbe à l'autre. Ces courbes jouissent donc (Ghap. XII, §25) de la propriété remarquable que, par un point A quelconque de l'espace, on peut leur mener quatre plans osculateurs, et les quatre points de contact sont dans un plan passant par A.
30. La recherche analeptique des lignes asjmplotiques d'une surface réglée du troisième ordre n'offre aucune difficulté. Nous avons fait ce calcul d'une manière générale pour les conoïdes; or, nous avons vu que l'équation d'une surface du troisième degré peut, par une transformation homographique, être ramenée à la forme
_ ax^-^ 7.bxy -^ cy^ ~~ a'x^-h ib' xy -f- c' y^
En restant dans le cas général, une nouvelle transformation permet de supposer que le dénominateur se réduit à xy\ nous avons donc
5 — c- -\-ib ->r a- \ X y'
le second membre est une fonction de -• Appliquant la formule
trouvée pour les conoïdes, nous aurons, comme projections des lignes asjmptotiques sur le plan des xy^^
x^y^= C{cy' — ax^)y
G étant une constante arbitraire. Il est aisé de vérifier que la courbe dans l'espace est du quatrième degré, comme nous l'avons trouvé plus haut.
Nous pouvons, de plus, indiquer une propriété de ces lignes asjmptotiques que nous n'avons pas encore signalée : elfes sont unicursales. Soit, en effet, ^== tx; nous aurons
z = et -{- ib -h-, x^= G(c/»— a).
Or on peut exprimer t en fonction rationnelle d'un paramètre
de manière que sJcC^ — a soit aussi une fonction rationnelle de ce nouveau paramètre; la courbe est donc unicursate.
31. Pour donner un exemple d'une surface réglée dont les génératrices appartiennent à un seul complexe linéaire, considérons la surface définie par les équations
^n^ ^ AtX + B, A^X-t-B, A,X-+-B3
AX-hB' -^ ~ AX^-B AX-+-B'
les A et les B désignant des polynômes arbitraires du second degré par rapport à un paramètre |jl. Ces expressions de x^ y, z en fonction de deux paramètres X et [x définissent une surface réglée : les généralrices correspondent à|jL = const. Celte surface est du quatrième degré; pour le voir, il suffit de chercher l'intersection de cette surface avec une droite quelconque
m X -\- n y -^ p z -h q =o, niix -+- riiy -\-p\Z -\- q\ = o:
on a alors les deux équations en \ et a
X(m Ai-+- n Aj-H/) Aj-h <7 A) -+- m Bj -f- /i Bj-h/? B3-+- /y B = o, X(mi Ai-f- /Il Aj-h/?| A3-1- 71 A) -h //iiBi-f- /iiBi-»-/?iB3-i- ^iB = o.
L'élimination de X donne une équation du quatrième degré en [jl; nous avons donc quatre points de rencontre de la surface avec une droite quelconque.
Les équations (9) définissent donc une surface unicursale du quatrième degré. Toute section plane de la surface est une courbe unicursale du quatrième degré et a, par conséquent, trois points doubles ; la surface considérée a pour courbe double une cubique gauche.
Il est d'ailleurs bien facile de voir que, réciproquement, toute surface du quatrième ordre ayant pour courbe double une cubique gauche est nécessairement une surface réglée unicursale. Prenons, en effet, un point quelconque sur la surface ; on peut par ce point faire passer une sécante double de la cubique gauche : cette droite rencontrant la surface en cinq points est tout entière sur elle. D'autre part, chaque génératrice est déterminée individuellement, une section plane quelconque de la surface étant une courbe uni-
444 APPLIGATIO>'S GÉOMÉTRIQUES DU CALCUL INFINITÉSIHAL.
cursale. On peut montrer, de plus, qu'une telle surface peut être représentée par les équations (9) (Clebsch, Math, Annalen, 1870), mais c'est un point sur lequel je ne m'arrête pas.
Considérant donc la surface réglée représentée par les équations (9), nous allons voir que ses génératrices appartiennent à un complexe linéaire. Il nous faut, pour cela, chercher les six coordonnées (L, M, N, X, Y, Z) d'une génératrice. Celle-ci passe par les deux points
donc on peut prendre
X = ABi— A,B, Y^ABj-AjB, Z = AB3— A5B,
et, en parlant de
on pourra prendre
L = A,Bs- A3B,, M = A3B,— A,B3, N = AjB,— A,Bi.
On voit donc que L, M, N, X, Y, Z sont des polynômes du quatrième degré en ul; de là nous concluons de suite qu'on pourra déterminer six constantes a, p, y. S, e, tj telles que l'identité
aL -}- pM -r- yN 4- aX -4- eY -^ r,Z = o
soit vérifiée. En écrivant celte identité, on obtient en effet cinq relations homogènes et linéaires entre (a, p, . . . , rj). Il y aura donc toujours un comj)lexe, et, en général, un seul auquel appartiendront les génératrices de notre surface.
D'après ce qui a été expliqué plus haut, nous pourrons trouver sur celte surface une ligne asymplotique rencontrant chaque génératrice en deux points. Celte courbe est algébrique, et son degré est égal à la classe d'une section plane quelconque de la surface; or cette section plane, étant une courbe du quatrième degré unicursale, est de sixième classe. Notre ligne asymptotique est donc une courbe gauche du sixième degré. Les autres lignes asymptotiques de la surface s'obtiendront par une seule quadrature; en général, elles ne sont pas algébriques, et la discussion complète montre que leur recherche se ramène à une intégrale elliptique.
I. — Expression du carré de l'élément d'arc sur une surface
i . Soit une surface définie par les trois équations
Le carré de la distance de deux points infiniment voisins correspondant aux valeurs (w, v) e\. {it -\- du^ v -{- dv) des paramètres sera
ds^ = dx^ -+- dy^ -4- dz^
= (£''«+ sf'^")'-*- (1''"-^ l''")'^ (ë''"^ S'^")''
on pourra l'écrire
ds^ = Edu^-^i¥ dudv-^ Gdv^,
en posant
dzy Tu) '
^ dx dx ày ày àz dz ~ Ou dv au dv du dv
o-(sr-(g)'-a'
La forme quadratique binaire
E c?a»-+- 2F dudv^G dv*
joue, depuis Gauss, un rôle fondamental dans la théorie des surfaces; on a évidemment F* — EG <; o.
On peut considérer sur la surface les deux familles de courbes
u = const. et v = const.
Par tout point (m, v) passe, en général, une courbe de la première famille et une courbe de la seconde; l'angle B de ces deux courbes est donné par la formule
dx dx dy dy dz àz au âv au dç du àv
et, par conséquent,
COSO = -;_^ •
En particulier, les lignes u = const. et i^ = const. seront orthogonales si F = o.
% Considérons maintenant deux surfaces 5 et S ; on suppose que les coordonnées d'un quelconque de leurs points sont exprimées à Taide des deux mêmes paramètres u et v. Une correspondance se trouve ainsi établie entre les points des deux surfaces. Cherchons à quelles conditions l'angle de deux lignes quelconques de la première surface sera égal à l'angle des deux lignes correspondantes de la seconde. Soient
( 5 ) cis^ = e du* -^if du dv -h g rfi^»,
(S) ds* = Y.du'*--r-%^ dudv-v- G f/p*
les carrés des éléments d'arcs sur l'une et l'autre surface.
Nous prenons sur s un triangle ahc et son correspondant ABC sur S i^fig' 24). Ces deux triangles ont des angles égaux par hypothèse : supposons-les infiniment petits. Les deux triangles rectilignes abc et ABC auront leurs angles égaux à des infiniment petits près. Pour fixer les idées, supposons que le côté bc et, par suite, son correspondant BC soient seuls mobiles, se rapprochant indéfiniment de a et de A; on aura
,. ac ,. ab
'""ac = ''"'âb'
en d'autres termes, le quotient
e du* -t- i/du dv -h g dv* E rfa«H- 2Fdudv-^G dv*
ne dépendra pas de du et dv^ ce qui entraîne les relations
E~F~G* Réciproquement, quand cette condition est remplie, les angles
Fig. a4.
sont bien conservés. Reprenons, en effet, les deux triangles rectilignes abc et ÂBC ; on aura
bc = ab -^ ac — '^ab . ac cos {bac) , BC' = ÂB* -H ÂG* - 2ÂB .ÂG cos ( BAc) .
Or, puisque, d'après les hypothèses, il en résulte que
,. ac ,. ab ,. bc
'""ag = '""âb = '""bg'
lim bac = lim BAC,
c'est-à-dire que les courbes correspondantes se coupent en a et A
sous le même angle.
Un cas très remarquable est celui oii
Alors les distances sont aussi conservées sur les deux surfaces.
On dit qu'elles sont applicables l'une sur l'autre. Par suite, deux surfaces applicables l'une sur l'autre sont deux surfaces entre les points desquelles on peut établir une correspondance telle que deux arcs correspondants quelconques aient même longueur.
Prenons quelques cas particuliers. Supposons que ds^ ait la forme
(t) ds^=Edu'-'^Gdv*-,
E et G ne dépendant que de u. Nous allons montrer que, dans ce cas, la surface est applicable sur une surface de révolution convenablement choisie. En prenant pour axe des z Taxe d'une surface de révolution, ses points ont pour coordonnées
X = p cos6, r =' p sin0, - = ?(p)-
Pour une telle surface, on a
(2) ds^- = dx^-^ dy^-^ dz^ = [1 -f- o'»(p)] rfp«-+- p^^^B».
Il est toujours possible de choisir f (p) de telle sorte que les surfaces correspondant aux éléments (1) et (2) soient applicables l'une sur l'autre.
Posons
(^ = 6 et G(w) = p«.
Cette dernière relation définit u en fonction de p et, par suite, E{u)du^ prend la forme ^{p)dp^. Pour identifier (i) et (2), il n'y a qu'à déterminer o(p) par la relation
'-+-?'Vp)--=^(p) ou <p(?) = jy/^ipj-idp.
La surface correspondant à (1) est donc applicable sur une surface de révolution.
Comme cas particulier, supposons que la surface donnée soit un hélicoïde gauche à plan directeur, c'est-à-dire la surface réglée lieu des normales menées à un cylindre de révolution en tous les points d'une hélice tracée sur ce cylindre. On aura, pour celte
surface,
X = ucosv, y = us'iniff z := av,
a étant une constante. Donc
Nous sommes donc bien dans le cas étudié plus haut. Posons, conformément à ce qui précède,
il vient
rf5*= -^i_jû?p*-+-p«rfe«.
La fonction çp(pD sera déterminée par Téquation
donc
,(p) = alog[|^^(£y_,J,
ou
équation d^où Ton conclut
/ ?ipj _y(p)\ / ? £\
p='^\^e"- -he « ; = |\^e"-he""; [puisque ;: = (p(p)].
La méridienne de la surface de révolution sera donc une chaînette tournant autour de sa base. Nous avons ainsi cette élégante proposition, qui n^est d^ailleurs qu'un cas particulier d'un théorème plus général dû à Bour :
Uhélicoide gauche à plan directeur est applicable sur la surface de révolution engendrée par une chaînette tournant autour de sa base.
i. Une classe très intéressante de surfaces est formée de surfaces applicables sur un plan. Nous allons montrer que ces surfaces sont développables, en suivant la méthode donnée par M. O. Bonnet. Prenons, comme paramètres, les deux coordonnées rectangulaires a et ^ dans le plan sur lequel est applicable la surface. P. - I. 39
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Les coordonnées x, y^ z d'un point quelconque de la surface sont des fonctions de a et p, et Ton a
dx'^ -H dy"^ H- dz^ = dft> -h rf?*, ce qui entraine les trois identités
dx dx ày dy ^ âz âz ^ dï dp "^ 5ï dp "^ 5S 5p "" °'
Or, en dilTérentiant ces trois identités successivement par rapport à a et à ^, la comparaison des équations obtenues donne de
suite
da»
daà^
darfp
dadp
dpî
dp»
dp»
- dly
doL dp dadp da dp
Des deux premières égalités on conclut que les trois fonctions
de a et j3
dx dy dz
da da dx
sont fonctions de Tune d'entre elles; de même, en vertu des secondes égalités,
dx dy dz
dp' dp' dp
sont aussi fonctions de l'une d'elles. Par suite, en vertu de la relation
dx dx dy dy dz dz __
li'dp'^Ta. dp"*"didp""®'
ces 512? dérivées partielles sont fonctions d'un même paramètre.
Or on a
dz dx dy
da ^ da ^ da dz dx dy
p et q étant, comme d'habitude, les dérivées partielles de z par rapport à j: et à ^. II en résulte que p et q sont fonctions d'un même paramètre, c'est-à-dire que/? est fonction de^'. Lasur/ace est donc développât le ( * ).
5. Démontrons que, réciproquement, toute surface développable est applicable sur un plan. Nous considérons la surface développable comme le lieu des tangentes à une courbe gauche ; x^y^ z désignant un point arbitraire P de cette courbe gauche, et ^«î^D ^1 les coordonnées d'un point quelconque Pi de la génératrice tangente au point P à la courbe, on a
Xi — - X ->t- lOLy
l représente évidemment la distance PP«, et nous regardons x^ y y 3, ainsi que les trois cosinus a, p, y, comme fonctions de Tare s de l'arête de rebroussement. On a, pour le carré ds] d'un arc de la surface,
ds\ — dx\ -V- dy\ -f- dz\j
et, en se rappelant que
nous avons
ÏÏ* ds*
ds^
Le rajon de courbure R est une fonction de s. Il faut montrer que ds^ peut se mettre sous la forme du cairé de l'élément d'arc
(') Bien entendu, nous supposons dans l'analyse précédente, comme dans toute la géométrie infinitésimale des courbes et des surfaces, l'existence des dérivées dont nous avons besoin dans les calculs. Il peut sembler prématuré de penser à une théorie des surfaces où l'on ne ferait pas de telles hypothèses. Un résultat curieux a été cependant indiqué par M. Lebesgue ( Comptes rendus, 1898) ; on peut, à l'aide de fonctions continues, obtenir des surfaces correspondant à un plan, de telle sorte que toute ligne rectifiable du plan ait pour correspondante une ligne rectiûablc de même longueur de la surface, et les surfaces obtenues ne sont cependant pas réglées.
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dans un plan. Écrivons, à cet effet,
ds] -^ (ds -hdl -h i-^ )(ds-hdl— i-=^ \ ,
OÙ t est le sj'mbole ordinaire des imaginaires.
Aucun de ces deux (acteurs n'est une différentielle totale exacte par rapport à 5 et /. Mais
e'J »^ fds
,, .lds\
est la différentielle totale de
leJ " ^ f eJ ^
ds.
Désignons cette fonction de / et de 5 par A 4- /B, A et B étant des fonctions réelles de / et s. On aura
rf;V-+-«rfB = e 'J'^ fds-i-dl +-i^-^U
d\ -idB = e~'J R fds ^dl-if-^\ et, par conséquent,
ce qui démontre bien que la sur/ace est applicable sur un plan. Le développement du calcul va nous conduire à un résultat intéressant. Posons
on aura alors pour A et B
/ cos fi ds^
A — / cos <y -h
B = /sin j -f-
Jf sinac/5.
A et B représentent les coordonnées rectangulaires dans le plan sur lequel on applique la surface, et les formules précédentes résolvent complètement le problème de l'application de la surface
sur le plan. Or considérons la courbe Ci obtenue en faisan l /=o; elle correspond à l'arête de rebroussement C de la surface développable. Celte courbe C| est donnée par les équations
cosdds.
^1= j s'iny ds
L'arc élémentaire dsi de (^, est égal à l'arc ds de C, puisque ds\ = d\\-hdBl = cisK
Nous avons déjà rencontré ces expressions de A, et B|, lorsque nous avons calculé les coordonnées des points dune courbe plane dont le rayon de courbure est donné en fonction de Tare (Chap. Xll/§H).
Nous en pouvons conclure que les rayons de courbure de la couibe plane Ci et de la courbe gauche C aux points correspondants sont les mêmes. Ainsi, quand on applique une surface développable sur un plan, son arête de rebroussement se transforme en une courbe plane et les rayons de courbure sont conservés. Enfin, comme on a
dXi dBi
cos<i= -j— > sina= ,-t
dsi dsi
les génératrices de la surface deviennent les tangentes à la courbe Ct dans le plan. Ces divers résultats sont à peu près évidents géométriquement.
Étant donnée la forme quadratique
ds^ =Edu^-^iF du dv -t- Gdv*,
où E, F, G sont des fonctions de u et ç^ proposons-nous de reconnaître si elle correspond à une surface développable, c'està-dire si elle peut être ramenée à la forme
En décomposant ds^ en un produit de deux facteurs, qui seront d'ailleurs nécessairement imaginaires conjugués, on peut
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écrire
ds^ ={adu^b dv) {a' du -4- b' dv) = (d\ h- i /A') (rfX ~ idY). Il devra donc exister un facteur |jl, fonction de u et f^, tel que
ixiadu-^bdv) et — ia' du -\- b' dv)
soient des différentielles totales exactes. Posons p. :^ ef; es équations
à(ixa) __ d(it.b) àv "~ du
deviennent
dv du
df . df db âa dp du ou ds>
a'^I-b'^^ =—-—* dv du dv du
Elles donnent les expressions de
^ et ^ du dv
en fonctions connues de u et i^ : soil -/-::= P ,-/ ^r^ Q . Nous n'au-
du ^ dç ^
rons plus qu a veriher si ^ = — -•
II. — Représentation conforme d'un plan sur un plan
7. Considérons deux plans rapportés aux coordonnées rectangulaires (Xjy) et(X, Y); on établit une correspondance entre les points de ces plans, soit
D'après ce qui a été vu au § 2, la condition nécessaire et sudfisanle pour que celte transformation conserve les angles est que
X étant indépendant des diflerentielles, c'est-à-dire ne dépendant que^de x ely.
Écrivons plus explicitement cette condition; elle revient aux deux relations
fdPy (dqy [dvy fdqy
dP dP dO dq
âx Oy dx oy
Telles sont les deux équations que doivent vérifier les fonctions P et Q. On peut les simplifier, car la seconde donne
dP
dx
dq ày
dx
la va]
leur commune de (
;es rapports est
et est On
soit
égale, en vertu de la première équation, à a donc, soit
dP _dQ^ dP _ dQ
dx dy dy ~ dx
dP _ dq dP _ dq
dx ~ dy' dy ~~ "dx'
et, pour passer du second système au premier, il suffit de changer Q en — Q. Nous pouvons donc nous borner au premier système
àx ~
dP
dy--
àx
Nous retrouverons bientôt ce système qui joue, en Analyse, un rôle considérable. Si P etQ satisfont à ces deux relations, la transformation
\=rP{x,y), y^-q(x,y)
conserve les angles; on donne souvent le nom de représentation conforme d'un plan sur un plan aux transformations du type précédent.
Nous avons laissé de côté le second système que nous avions rencontré. Géométriquement, on passe du second système au premier, en prenant la symétrique de la figure transformée par rapport à Taxe OX.
8. La remarque suivante nous sera, plus tard, très utile. Soit une fonction V(a:, y)y satisfaisant à Téquation
On fait la transformation conforme
:r=P(X, Y), j. = Q(X,Y), V devient une fonction de X et Y; elle satisfait à l'équation
Pour s'en assurer, il suffit de vérifier la relation
âX^ "^ dY« ~ [\à\/ "^ [ôy) J \ dx^ '^ dy^j'
en calculant, d'après les règles élémentaires, les dérivées d'une fonction composée. On vérifiera aussi que
(sr-(s)'=i:(S)'-Q"]iw*ri)']-
9. Un exemple intéressant de transformation conservant les angles nous sera donné par la considération du système d'ellipses et d'hyperboles homofocales
Si X2> c^j on a une ellipse, et si X2< c* une hyperbole. Fai-
sons c= I, et considérons les courbes
H' "*" Yi — ~ ' ^^'^^ ^*^ ' (ellipses),
~-f--^^-i (o<|xS<i) (hyperboles).
Si l'on suppose que a: et^ sont positifs, à toute valeur de X^ et u^ correspond un point (x, y). On a d'ailleurs, en résolvant,
J.«=(X«-l)(.-fX«),
et de là résulte
d,,^rf^,= 4(X._„,)(_g!_ + _^^).
Or, si l'on pose
on aura
donc la correspondance entre {x,y) et (a, P) conserve les angles. On a, d'ailleurs,
P = arc siiifjt,
et, par conséquent, en remplaçant X et a par leurs valeurs en a etp,
IX = - (e*-t- e-«) sin 3, '2 ^= _ (e«— ^-a) cosp.
On vérifiera que cette transformation rentre dans le second tjpe. Quand le point (a, ^) décrit dans son plan une parallèle à un des axes, le point (x, y) décrit une ellipse ou une hyperbole; toules ces ellipses et hyperboles sont homofocales. Nous allons en déduire facilement une propriété remarquable de ce système, mais commençons par définir ce que Lamé entend par courbes isothermes.
10. On démontre, dans la Théorie mathématique de la chaleur, que, si les points d^un plan sont en équilibre de température, c'est-à-dire si la température V en chaque point est simplement fonction des coordonnées x et ^ de ce point, et non du temps, cette fonction V(:r, jk) satisfait à Téquation
Pour un certain état d'équilibre de température, une famille de
courbes
(p(a7,7 ) = consl.
est dite isotherme, si pour tous les points de chacune de ces courbes la température est la même; celle-ci variera d'ailleurs d'une courbe à l'autre. Pour que les courbes © = G soient isothermes, il faut et il suffît qu'il existe une fonction de (p satisfaisant à l'équation (4), puisque V(;r,j^) doit être une fonction de ç. Cherchons la condition pour qu'il en soit ainsi; soit
En substituant dans l'équation (4), on a
ce que nous écrirons
rf© \àx/ \ày }
Le premier membre ne dépend que de cp ; il doit en être de même du second. Or, ç étant donné, on peut former ce second membre; la condition nécessaire pour que la famille cp = C soit isotherme est que ce second membre se réduise à une fonction de cp. Cette condition est aussi suffisante, car, si elle est remplie, la relation précédente permet de trouver la fonction V(cp) par une quadrature.
Montrons c[\iune transformation conservant les angles trans-
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Jorme une famille de courbes isothermes en une autre famille de courbes isothermes.
Ainsi nous efiectuons sur ^ et ^ une transforma lion de la nature de celles que nous avons considérées plus haut
ar = P(X,Y), on a une famille de courbes isothermes
elle se transforme en la famille
il faut montrer que la famille <I» = C est aussi isotherme. Nous avons vu en eflFet (§ 8) que
dX«
ô\^''"[\d\) ' \d\) \\dx'i~^ dy^l' et que
(m) -Uj =|.Uj H-sy) \[[r.) -U7) J'
par suite, en divisant
Si donc le second membre est une fonction de ^ , nous sommes assurés que le premier sera une fonction de © et, par conséquent, de ^. Les courbes <^ = C sont donc isothermes.
11. Revenons aux ellipses et aux hyperboles homofocales étudiées au § 9. La transformation (3), qui conserve les angles, transforme ces ellipses et ces hyperboles en deux systèmes de droites
a = const., p ^ coDst.
Or ces syslèmes de droites forment évidemment des systèmes isothermes. Nous avons donc, par suite, ce théorème de Lamé :
Les ellipses et les hyperboles homofocales forment un système de courbes orthogonales et isothermes.
III. — Quelques exemples de représentation conforme. Sur les substitutions linéaires.
12. La théorie des fonctions d'une variable complexe nous donnera des systèmes de fonctions P(-r, y) et Q(^, ^) permettant de réaliser une représentation conforme. Sans anticiper sur des généralités qui auront leur place au commencement du Tome II, bornons-nous à prendre une fraction rationnelle de z, F(^)î les coefficients dans celte fonction rationnelle étant des quantités réelles ou imaginaires. Posant alors
z- x-\- iy (i = v/^ 1);
nous pouvons mettre F(5) sous la forme
i^ et Q étant des fonctions rationnelles réelles de x et y. Or, en dérivant successivement les deux membres de Tidentité
par rapport k x et hy^ on a
dx ^ âx '
dP .dQ
dy dy On conclut de là
\dx
dx
) ày
dy
, par suite, La transfori
nation
dP
dx '" d?
ày~
dQ
dQ dx'
^yy),
QC^,^)
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conservera donc les angles. Celte transformation, en posant X 4- £ Y = Z, peut s'exprimer par Tunique égalité Z =f(^z),
Nous allons étudier le cas particulièrement simple où
„, . az ^ b , , ^i-J= .-— ^ {ad-bc^o), cz -t- a
a, 6, c, d étant quatre constantes réelles ou imaginaires. Nous avons alors la substitution linéaire exprimée par Tégalilé
az-\-b cz -h d
faisant correspondre le point (X, Y) au point {x, y). Montrons que cette transformation est susceptible d'une interprétation géométrique.
Soit d'abord considérée la substitution
Z =z az.
En posant
Z^Ke'^, z^rei^
on aura
R = A/', il =
: II) -i- a.
Pour avoir le transformé d'un point ou plus généralement d'une figure, il suffira donc de prendre son liomothétique par rapport à l'origine avec k pour rapport d'homolhélie et de faire tourner d'un angle a autour deTorigine.
Un second cas particulier encore plus simple est celui où l'on a
la transformation équivaut manifestement à une translation égale et parallèle à la droite joignant Torigine au point représentant la quantité imaginaire b.
Arrêtons-nous encore sur le cas particulier où
On a alors
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Le point (X, Y) est donc le symétrique par rapport à Ox du point transformé de {x, y) par rayons vecteurs réciproques (Rr=i).
On voit aisément que la transformation générale
cz T- d
peut être obtenue en combinant les transformations précédentes; on peut, en efTet, écrire
' cz -h d
Si donc on fait successivement les transformations successives
on réalisera la transformation cherchée, en employant seulement les cas particuliers indiqués.
14. La transformation (5) transforme une circonférence en une autre circonférence, La démonstration est immédiate, puisque chacune des transformations partielles transforme un cercle en un cercle ; le fait est évident pour Phomothétie et la translation, et, pour la transformation par rayons vecteurs réciproques, c'est un théorème bien connu. Il est d-ailleurs facile de démontrer directement cette proposition. Partons, à cet effet, d'une forme souvent utile, de l'équation du cercle. On va désigner dans la suite, d'une manière générale, la quantité imaginaire conjuguée d'une grandeur par la même lettre affectée de l'indice zéro; ainsi
Ceci posé, l'équation de tout cercle peut s'écrire
(()) ^^g+- A^ H- Ao^o-r- B — o (z = X -h ij"),
A étant une quantité complexe et B étant réel. Cette équation
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revient en effel à
x^-i-yt-^ 2ax — %^y — B = o.
Si donc nous voulons chercher le transformé du cercle (6) par la substitution (5), nous n'avons qu'à remplacer z par sa valeur en fonction de Z; or on a pour z une expression de la même forme
el, en substituant dans (2), la relation devient
ZZo-f-A'Z-^-AiZo-^B'=o,
B' étant réel; ce sera donc encore l'équation d'un cercle.
15. Nous allons maintenant particulariser encore davantage, en supposant que a, 6, c, d sont réels, et que, de plus,
ad — bc ~ i.
Des substitutions de cette forme se présentent dans plusieurs théories importantes. Nous représenterons la substitution
par la notation
az -\~ b es -\- d
/ az -i- b\
qui exprime que l'on remplace z par ,*
Cette substitution transforme en lui-même le demi-plan situé au-dessus de Taxe O^; des quantités réelles, c'est-à-dire qu'à tout point de ce demi-plan correspond un point du même demi-plan.
En effet, de T égalité
a(x-^ijr)-^b
c{x -+- ly) H- a on tire de suite
{ex -f- û^)*-f- c*x*'
Y est donc de même signe que y, A un point de l'axe Ox correspond un point delà même droite. La substitution transformera
évidemment aussi en lui-même le demi-plan situé au-dessous de Ox'j nous ne considérons dans la suite que le demi-plan supérieur, cVst-à-dire les points correspondant ày > o.
Considérons un cercle ajant son centre sur O j: et par conséquent orthogonal à celle droite; la substitution le transformera en un autre cercle qui devra être orllioi;onal à la transformée de Ox, c'est-à-dire à O^. Par suite, le cercle transformé aura encore son centre sur Taxe des x. En particulier, toute droite perpendiculaire à Ox se transformera en un tel cercle.
16. Soit une suite indéfinie de substitutions, toutes de la forme
\ cz-\-dJ
(a, b, Cf d réels et ad — 6c =i). On dit c\\i elles forment un groupe, quand, deux substitutions quelconques étant prises dans cette suite et eflTectuées successivement, on retombe sur une substitution faisant parlie de la suite. On a surtout étudié le cas où toutes ces substitutions peuvent êlre obtenues en composant un nombre fini d'entre elles, c'est-à-dire en faisant le produit d'un nombre quelconque de puissances positives ou négatives de certaines substitutions en nombre fini. Par puissance posithe d'une substitution, on entend celte substitution répétée successivement un certain nombre de fois. Pour définir les puissances négatives, il faut seulement définir la puissance — i d'une substitution : S désignant une substitution, on entend par la S~* la substitution inverse donnant z' en fonction de z par la relation
az'-h h cz -\- d
de sorte qu'en faisant successivement la substitution S et la substitution S~*, on retombe sur la substitution identique {z, z).
Le groupe ainsi formé est dit discontinu dans le demi-plan, quand, A étant un point arbitraire de ce demi-plan en dehors de l'axe réel, il n'existe pas, dans le groupe, de substitution transformant A en un point différent de A et dont la distance à celui-ci soit moindre qu'une quantité donnée à l'avance, si petite <ju'elle soit. M. Poincaré a fait la théorie de ces groupes, qu'il a appelés
groupes fuchsiens (*), et il a donné la loî générale de leur formation.
C'est dans la théorie des fonctions elliptiques que s'est rencontré autrefois le premier groupe fuchsien. Ce groupe, formé de substitutions
/ az-¥ b\
où a, b, c, d sont entiers, a fait l'objet des recherches de M. Hermile {Mémoire sur la théorie des équations modulaires). L'étude complète des groupes linéaires à coefficients entiers a été faite par M. Klein dans ses mémorables études sur les fonctions modulaires; elle est du plus grand intérêt pour la théorie de la transformation des fonctions elliptiques (^).
17. Nous allons nous borner à quelques remarques essentielles sur le groupe formé par les substitutions
/ az'^b\
où a, 6, c, d sont quatre entiers réels quelconques satisfaisant à la relation ad — bc= i.
Tout d'abord il faut.montrer que ce groupe est bien discontinu. IjB. relation
az -^ b
donnant
cz
on voit que, si le dénominateur
(ex -\- d)*-\-c*jrt* |Y-^|<e,
est inférieur à --^; les entiers c et rf ne peuvent donc avoir
(*) H. PoiNCARÉ, Théorie des groupes fuchsiens (Acta mathematica, t. I). (') F. Klein, Vorlesungen ûber die Théorie der elliptischen Modulfunctionen,
qu'un nombre limité de valeurs. D'autre part, si
az -4^- b cz-7- d
|7i| étant, comme e, inférieur à un nombre déterminé très petit,
mod (az -f- b)
ne dépassera pas une limite facile à calculer; a et 6 ne pourront donc aussi avoir qu'un nombre limité de valeurs. Les substitutions à considérer étant en nombre fini, il ne pourra y avoir de substitution transformant z en une valeur qui en diffère d'aussi peu qu'on veut. Le groupe est donc discontinu.
Le raisonnement précédent suppose essentiellement que y est différent de zéro, c'est-à-dire que le point z n'est pas sur l'axe réel.
Pour les points de Taxe réel, au contraire, le groupe n'est pas discontinu. C'est ce dont on peut facilement se rendre compte en considérant la substitution du groupe
(i -\- ac)z — a*
c*z -h i — ac
a et c désignant deux entiers quelconques. Cette substitution peut s'écrire
cZ — a cz — a
Si donc, partant d'un point z arbitraire, on répète celte substitution un nombre infini de fois, on aura un nombre infini de point tendant vers le point
Or, si z est réel, tous les points ainsi obtenus sont réels. On a par suite, dans le voisinage de -> un nombre infini de points correspondants, ce qui est en opposition avec l'hypothèse que le groupe serait discontinu sur l'axe réel.
18. Le groupe discontinu qui précède conduit à partager le demi-plan en un nombre infini de triangles : c'est cet intéres-
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sant résultat que je voudrais indiquer. Je le rattacherai à la théorie arithmétique de la réduction des formes quadratiques définies; il nous faut donc d'abord ouvrir une parenthèse pour établir, avec Lagrange, la notion de forme quadratique réduite. Soit une forme quadratique
/(x, y) = ax^-\- ihxy ~\' cy^^
où a, 6, c sont des quantités réelles quelconques satisfaisant aux inégalités
a > o, c > o, 6* — ac < o,
ce qu'on exprime en disant que la forme est définie et positive. Concevons qu'on effectue sur x ei y toutes les substitutions à coefficients entiers positifs ou négatifs
X — aar'-f- ^y
I (a8-PY = 0;
on aura ainsi une infinité de formes quadratiques qu'on dit équivalentes à la première, dans lesquelles les coefficients de x^ eiy^ sont évidemment positifs et dont le discriminant est le même. Nous voulons, parmi toutes ces formes équivalentes, en rechercher une ou plusieurs jouissant de propriétés spéciales.
A. cet effet, prenons d'abord, dans l'ensemble des formes équivalentes, celles où le coefficient de x^ est le plus petit possible; dans les formes ainsi mises à part, prenons la forme ou les formes où le coefficient de y^ est lui-même le plus petit possible. Nous allons montrer qu'en appelant
F = Xx^-^2Bxy-^Cy^
une telle forme, on a nécessairement (7) Age, 2|B|<A,
La première inégalité est évidente, puisque, si elle notait pas vérifiée, on n'aurait qu'à faire la substitution
pour avoir une forme dans laquelle le coefficient de ^* serait plus petit que celui de x^ dans F, ce qui est contre l'hjpothèse.
Pour établir la seconde inégalité, faisons la substitution
X "*" X ""^ li. w \
' (fi entier quelconque), la forme deviendra
donc on a
G — aBfi-h Afi«^C,
ce qui entraîne
Les coefficients des formes F satisferont donc aux deux inégalités indiquées (7); on donne le nom de formes réduites aux formes satisfaisant à ces conditions.
Si l'on pose
B« — AC = ~D (D>o),
on a, pour une forme réduite,
A«SAG, 4B«gA«<AG; donc
B«1AG — B»=D
Ainsi
|B|<i/^ et A»<AG = AG — B«-*-B«;
donc
Les coefficients A et B sont donc limités en fonction du discriminant D qui est le même pour toutes les formes équivalentes.
Nous allons établir qu'en général il n'existe, dans un système de formes quadratiques équivalentes, (\\x*une seule forme satisfaisant aux conditions (7). Supposons, en effet, qu'il existe deux formes équivalentes satisfaisant à ces conditions
kx^-\-7.Bay -\-Cy^ et A'a?*-!- aB'ay'-t- G'^*,
telles qu'on ait à la fois
A^G, 2JB|^A, A'^G', 2|B'|iA'.
Soit A' la plus petite des quantités A et A'. Écrivons donc
AS A
d^où nous concluons
aai|d.
Je suppose que la substitution à coefficients entiers
{X, y, ax -h P7, fx -h 8^) (ao — Py = 0 transforme la première forme en la seconde. On a
Or
et, puisque
il en résulte
A'= Aa» -h2BaY-+-CY*,
B' = A ap -f- B ( «8 -H Py ) -h C y5.
AA'=:(Aa4-BY)*-HDYî,
AA'g|D.
Or
soit Y = o, soit Y = — '• I ° Prenons d'abord l'hypothèse y = o, alors a = 8 = ii= i ; donc A = A', B' = ibApH-B.
|B'|<- = - et |B|<-.
Pour qu'on ail B' — B = ±:Ap, la valeur de p ne peut être que o, ±:i.
Si p = o, on a B'= B, et les formes coïncident.
Si p = =i= I , on a B'= — B = dz — , d'où les deux formes
Xx^dz Xxy -h Cy*^ kx^z^Axy-{-Cy^.
2^ Supposons maintenant que Y = dbi. Dans les calculs qui suivent, les signes supérieurs correspondront à l'hypothèse Y = + I > les signes inférieurs à y = — i • On aura
A'= Aa«dz2Ba-+-C; or
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donc
Aa'ibîBaSo, et comme
2|B|^A, ce qui eDlraîne
Aa*±2Ba^o, il en résulte
Att»±aBa = 0, par suite
A'=G, donc A = A'--G.
La relation Aa*riz2Ba = o entraîne soit a = o, soit a*= i , puisque 2 |B |2 A.
Si a est nul, on aura, en se reportant à la valeur de B',
et comme
il en résulte que Ton a
soit 8'=o, soit 8*=i.
Dans le premier cas, la forme (A', B', C) ne diffère de la forme (A, B, C) que par le signe du second coefficient. Dans le second cas, la relation
B'î— A'C'=Bî — AG
donne
(— B =h A8 )«— AG' = B»— AG,
d^où Ton déduit
G'= 2A :^ 2B8 =-. 2( A ZF B8).
Or
B'=^ — BdzAS
et, par suite,
G' = zfc:2B'a (puisque 8»=i).
Mais, comme la forme (A', B', C) est réduite, on a
G'èA' et, par suite,
Cette inégalité est impossible, puisque 2lB'|^A'. On a donc,
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dans la forme (A', B', C),
Si a^ est égal à un, on a
2B = =i-Aa.
En se reportant à la valeur de B', îl vient
B -+-B = Aap,
et comme
ib;::^-, |B''<-,
on ne peut avoir que p = o ou p*^ = i .
Dans le premier cas, la forme (A', B', C) ne diffère de (A, B. C) que par le changement de signe du terme moyen.
Dans le second cas, puisque ici | B ] = -> on aura
2lB'| = A'.
C'est la même conclusion que plus haut.
De cette discussion résulte la conclusion suivante : Dans un système de formes définies positives équivalentes, il n^existe qi£une réduite
sauf dans le cas où l'on a
soit A — G, soit a)B|=A.
Le calcul ci-dessus enseigne, dans ces cas, à former les réduites équivalentes.
Revenons maintenant au groupe de substitutions linéaires
{ad — bc = 1),
/ az-^b\
a, b, c, d étant des entiers. Je rattacherai de la manière suivante Tétude de ce groupe à la théorie de la réduction des formes quadratiques exposée dans le paragraphe précédent. En posant
la partie réelle de - — ■% sera
ac(a?'-+- V») -{-{ad-¥- bc)x-^ bd c*(a7*H-^*) -h icdx ■+• d'
et le carré de son module est égal à
rt*(.r2-f-y*)-+- '>.ahx -\- b^ C*(a7*-h^*) -^^cbx-hd*
J'envisage la forme quadratique aux indéterminées X et Y
(F) X*-4-2a7XY-+-(ar«-t-^«)Yï,
x, j^ ayant des valeurs déterminées {y>'o). Si Ton effectue sur cette forme la substitution
(X, Y,rfXH-6Y, cX-T-aY), elle devient
[c*(iC*-+-^»)-h 2cdx-h rf*]X*-h 2[(a7*-4-^«)ac-+-(aûf -f- bc)x-hbd] XY
■+■ [a«(a7«-H^*)-H'2aôiC-+- 6*]Y«.
Or on peut choisir les entiers a, 6, c, rf, (au? — éc= i) de manière que cette forme soit réduite; on aura alors
c*(a7*-+-^*) -+■ icdx -h flf*< a'(a?*-4-^*) -h 7.abx 4- 6', I (x^'^y^)ac -\- (ad-h bc)x -h bd ^ i """ â c«(a?*-+-j'*) -h -2 cdx -+- û^* ''^ 2 '
Donc, en choisissant convenablement les entiers a, i, c, rf, le module de -, sera plus grand que l'unité, et sa partie réelle
sera comprise entre et H
On peut encore dire qu'à tout point z du demi-plan correspond, par une substitution convenable du groupe, un point dans le triangle formé dans le demi-plan par les droites
x= -7 X =^ et la circonférence a;2+r*=i. Le troisième
sommet de ce triangle curviligne est à l'inGni dans la direction
de O^'. Ce triangle est dit le ^oXy^one fondamental du groupe.
Au point z ne correspond d'ailleurs, en général, qu'un point
dans le triangle précédent. En effet, si le point ( jr, y) est à l'intérieur du triangle (et non sur son périmètre), la forme quadratique F est une forme réduite, et toute autre forme équivalente n'est pas une réduite, d'après le théorème du paragraphe précédent.
Les points du périmètre du triangle se correspondent deux à deux par une substitution du groupe.
La substitution
transforme le côté BB' dans le côté GC; la substitution
transforme J'arc AB en Tare AC {fi g* aS).
Si l'on fait des représentations conformes du triangle fondamental qui précède, en employant toutes les substitutions du groupe, on obtiendra une infinité de triangles curvilignes dont les côtés seront des arcs de cercle normaux à O^. Deux quel-
Fig. 35.
conques de ces triangles ne pourront avoir d'autres points communs que des points de leur périmètre; en effet, s'il en était autrement, un tel point commun, considéré comme appartenant à P. - I. 3o,
l'un OU l^aulre de ces triangles, correspondrait à deux points de V intérieur du triangle fondamental, ce qui est impossible, puisque deux points de l'intérieur de ce dernier triangle ne peuvent se correspondre par une substitution du groupe. Le demi-plan se trouve ainsi partagé en une infinité de triangles curviligneSy et deux quelconques de ces triangles sont la représentation conforme l'un de l'autre (*).
20. Le point de vue auquel je me suis placé plus haut pour rattacher la théorie de la substitution
\"' cz -h d)
à la théorie des formes quadratiques peut être étendu pour obtenir les substitutions d'un demi-espace, quisontles analogues des substitutions précédentes (-).
11 nous faut auparavant indiquer la façon dont M. Hermite a généralisé la notion de forme quadratique, en considérant des formes quadratiques à indéterminées conjuguées. M. Hermile donne ce nom aux formes telles que
AXXo-+- BXYo-^ BoXoY -r- GYYo,
dans laquelle X et Xq ainsi que Y et ¥<, sont deux variables complexes conjuguées. Les coefficients A et C sont réels et B© est la conjuguée de B. Si l'on effectue sur X et Y une substitution
Y = cX^-aY',
Uy b, C, d étant des quantités complexes, et si l'on a soin d'effectuer sur Xo et Yo la substitution conjuguée
Xo = «0 Xq -I- 6»o Y ^, ,
Yo= CoXy -h aoY;,,
(') Outre l'Ouvrage déjà cité de M. Klein, on pourra consulter sur ce sujet le Mémoire de M. Dcdekind : Uebcr die elliptLSche:i Modul-Functionen {Journal de Crelle, l. 83), et un Travail de M. Hurwitz {Math. Annalen, l. XIV).
(■-) E. Picard, Sur un groupe de transformations des points de l*espace situes du même côté d'un ptan {Bulletin de la Société mathématique^ itS8}).
la forme donnée se transforme en une autre de même nature. Il y
a encore un invariant analogue à celui des formes réelles : c'est
l'expression
BBo— AG.
Quand celle-ci est négative et que A > o, C > o, la forme est encore dite définie et positive.
Ces remarques faites, j'envisage la forme suivante, qui va remplacer la forme F du § 19,
XXo-H a7XYo-4- rroXo Y -+- {xx^-^ y^')\\^,
OÙ X désigne une quantité complexe arbitraire et y une quantité réelle positive.
La substitution à coefficients complexes quelconques
(X, Y, ^X-+-6Y, cX-f-aY) (arf— 6c = i)
la transforme en
A'XXo-f- B'XYo-l- BJXo Y -4- G' YYo, en posant
A'= cco (a:xoH-^^) -+- dc^^x -h doCXo -h dda, B' = cao ( ^J^o -H V- ) 4- ao dx H- cb^ Xq -+- db^, G'= aaaixx^-^y^) -f- ba^x h- 6oaa7o-l- bb^.
On est ainsi conduit à une transformation relative à la variable complexe icet à la somme ot^o+^^î substitution qui peut s'écrire
I , caQ{xxQ -f- >'* ) -h «0 ^^ -+- ^^0 ^0 -^ ^^0
ccq ( xXq -h J'' ) -h dcQ X -h doCXQ-h dd^
, , ,^_ aaQ{xx^i-\- y"^) — bapx -^ boaxQT- bb^
° ccq{xxq -+- j^- ) -h dcQ X -^ dQCXQ-i- ddo *
A un système de valeurs de la quantité complexe x et de la quantité positive j/ correspond par ces formules un système parfaitement déterminé de x' et y (y étant positif comme y). D'après la manière même dont cette substitution a été obtenue, il est manifeste que le produit de deux de ces substitutions, correspondant aux valeurs a, 6, c, rfeta', b' ^ c' y dJ {ad — bc=^a'd' — V d =^ i), sera encore une substitution de même nature.
On peut donner une forme géométrique au résultat précédent.
Soient OÇ, Or», 0^ un système d'axes rectangulaires et considérons le demi-espace situé au-dessus dft plan des Çr, (J^>o). A chaque point ($, r», 'Ç) correspond un système de valeurs de la quantité complexe x et de la quantité positive j^, si l'on pose
37 = J -f.|Yi, ^ = Ç,
et réciproquement.
La substitution (S) donne donc une transformation du demiespace en lui-même; elle est tout à fait l'analogue de la transformation du demi-plan en lui-même fournie par la substitution linéaire à coefficients réels.
C^est M. Poincaré qui a, le premier, étudié cette transformation de l'espace; il l'a obtenue par des considérations géométriques entièrement différentes des considérations algébriques que nous venons de développer. Elle joue un rôle essentiel dans la théorie des groupes kleinéens ( * ).
La méthode que nous avons suivie pour obtenir (S) rend facile l'étude du cas où a, i, c, d sont quatre entiers complexes, c'està-dire de la forme m 4- ni {m et n entiers), satisfaisant à la relation
ad — fec = I.
Les substitutions^ forment alors un groupe discontinu. On trouve, pour ce groupe, un polyèdre fondamental Mmïlé par les quatre plans
et la sphère
ce polyèdre est tout à fait analogue au triangle fondamental rencontré plus haut. Mais le développement de ce point m'entraînerait trop loin, et je me borne à renvoyer à mon article cité plus haut et aux études ultérieures de MM. Fricke et Klein (2).
(*) H. Poincaré, Mémoire sur les groupes kleinéens {Acta mathematica, t. III).
(2) Fricke et Klein, Vorlesungen îiber die Théorie der automorphen Functionen. Ers 1er Band, 1897.
rv. — Cartes géographiques d'une surface.
21. On dippeWecarte géographique d^unesurhce\aL représentation d'une surface sur un plan, de telle sorte qu'à chaque point du plan corresponde un point de la surface. Les cartes les plus intéressantes sont celles dans lesquelles les angles sont conservés, c'est-à-dire dans lesquelles l'angle de deux lignes quelconques dans le plan est égal à Tangle des lignes qui leur correspondent sur la surface : dans ces conditions, les parties infiniment petites sur la surface et sur la carte sont semblables.
Soit
ds*= E du'-r- ^F dudç ^ G dv^
le carré de l'élément d'arc sur la surface. Si l'on exprime u et ven fonction des coordonnées rectangulaires X et Y sur le plan de la carte, on doit avoir (§2)
E d'w«-+- aF du dv 4- Grfw* = X(rfX«-f- rfY»;,
égalité qui exprime que les carrés des éléments linéaires sur le plan et sur la surface sont proportionnels. Le problème des cartes géographiques revient donc à exprimer u et i^ en fonction de X et Y, de telle sorte qu'à un facteur près la forme qui représente ds^ se
réduiseàrfx'-f-rfY'.
Cette réduction, comme Lagrange Ta montré dans ses deux célèbres Mémoires 5wr la construction des Cartes géographiques, peut être faite d'une infinité de manières. U est évident, a priori, que d'une carte on déduira toutes les autres, en eflectuant sur cette carte une transformation quelconque conservant les angles, transformation étudiée dans la Section IL Pour démontrer la possibilité de la réduction annoncée, il faut nous appuyer sur le résultat suivant, que nous aurons à reprendre avec plus de détail dans la théorie des équations du premier ordre :
Étant donnée une expression
P éir T- Q dy, où P et Q sont des fonctions quelconques de x et y, il existe une
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fonction (x de a: et y^ telle que
soit une différentielle totale. Il faut et il suffit pour cela que
dy dx \âf ôx j ~~ '
On n'aura aucune difficulté à admettre pour le moment qu^il esLÎste une fonction [xdex et^ (et même une infinité) satisfaisant à cette unique équation. On appellera (jl un facteur intégrant de l'expression V dx -\- Cldy.
Ceci posé, reprenons
ds^r= Edu^-^^Fdudv-^Gdv^ (EG — F«>o).
Nous pouvons décomposer cette forme quadratique en du et di^
en un produit de deux facteurs qui seront imaginaires conjugués.
Soit
ds^= (adu-+-bdv)(a' du-^ b' dv) ;
a et a', b et b' sont des fonctions imaginaires conjuguées des deux variables réelles u et i^. L'expression
a du -^ b dv
admettra un facteur intégrant que nous écrirons sous la forme m 4- ni^ en mettant en évidence la partie réelle et la partie imaginaire. On a donc
( m -H ni) {a du ~h b dif ) = dX - id^î ,
X et Y étant deux certaines fonctions de u et t^. Pareillement,
(m — ni) ( a' du ~~ b' dv) = dx — i d\ ; par suite,
rf5» ( m* -h n» ) = ûfx« -4- <nr * .
Les deux fonctions X, Y de <^, (^ établissent donc la correspondance cherchée entre les points de la surface et les points du plan (X,Y).
La recherche du facteur intégrant exigeant, en général, l'in-
légration d'une équation du premier ordre, le calcul précédent donne seulement la démonstration de la possibilité théorique de la réduction.
22. Prenons quelques exemples simples. Proposons-nous de faire la carte d'une sphère; en la rapportant à son centre et désignant par ^ et 0 la longitude et le complément de la latitude d'un point (^,y, 2), nous avons
a? — RsinÔ cost}/, ^ — R sinÔ sinij;, z — RcosO,
R étant le rajon de la sphère. On a de suite
ds^^ R2(^0>-+-sinîec^'V).
Pour ramener rfj^ à la forme [/.(rfX^-f- ^Y^), nous pouvons écrire
ds^ = R« sin«0 (-^^ -^d^^)' \sin*6 ^ /
Il sufGt alors de poser
dX = -^~~ , d\ = d^, ce qui donne
X = logtang-» Y — 4'-
On a alors une carte dans laquelle les parallèles et les méridiens sont représentés par des parallèles aux axes de coordonnées. C'est la Carte de Mercator.
Une autre carte de la sphère peut être obtenue de la manière suivante : Écrivons ds^ sous la forme
ds^ = 4 cos* - / ^ -h R« lang* - e/tj/* \ .
n4cos»? ^ )
Si l'on pose p = R tang - » on aura alors
ds^ = 4 cos* - (ûfp*-h p* dh^).
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La quantité entre crochets représente le carré de l'élément linéaire dans un plan, rapporté aux coordonnées polaires (p et ^), Par conséquent, si Ton pose
X = pcos4/, Y^psin^», on aura
^i5«=4C0S*-(ûfX2-4-ûfY»),
forme correspondant à une carte géographique. Il est facile d'interpréter géométriquement le résultat qui précède. Prenons la projection stéréographiqiie sur le plan de Téquateur, le point de vue étant au pôle austral sur la sphère. Si a est la projection stéréographique du point A(8, ij;), on aura évidemment
Ort — Il tang-« Les coordonnées polaires du point a dans le plan sont donc
Rtang- et ^. La carte que nous avons obtenue n'est donc autre
que la carte par projection stéréographique : le calcul précédent conduit à ce résultat Lien connu que celte transformation conserve les angles.
Terminons en faisant la carte de Tellipsoïde ari V* z
Nous prendrons les coordonnées elliptiques A et [jl sur cette surface. Le paramètre A, supposé compris entre — a^ et — 6^, correspond à l'hyperboloïde à deux nappes
(X, compris entre — 6^ et — c^, correspond à Thyperboloïde à une nappe
rr« yî ^î ^
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Les trois équations précédentes donnent
a«(a«-hX)(a*-f-HL)
Calculons
on a
C«(c«-f-X)(c«-f-fJL)
dx dk du.
X a* -h A a'-+- jjt dy ^ dk dix
2 = -r- r -t- -rr >
âfz éA £^11
et, par conséquent,
4rf**=MirfX*-HM,rffz«; en posant
Pour calculer rapidement M| et M2, opérons comme le fait Jacohi (Vorlesungen ûber Dynamik), Soit
iL(t\-^ ^* r* ^'
on a
V^^^Azrx'" («*-♦- X)« "^(^î-hX)* "^(c»-4-X)* "^*-
Mais, d'autre part, u{t) s^annulant pour ^ = o, ^ = X, ^ = [x, on peut écrire
donc
/^\.. X(X-tJL)
W/A=X (aî-4-X)(6«-f-XKc«-4-X)'
Ainsi
' (a«--X)(^>2-4_X)(c«-4-X) * (aî-+-|ji)(6«4-ix)(c»-htJi)
Nous avons donc
Cette formule permet d'obtenir immédiatement une carte géographique de l'ellipsoïde. Il suffit de poser
Les deux systèmes de lignes de courbure de la surface, correspondant à X = const. et [X = const. , seront représentés sur la carte par des parallèles aux axes de coordonnées.
24. Les caries géographiques où les angles sont conservés ne sont pas les seules qui soient emploj^ées. Il y a, dans certains cas, intérêt à avoir des cartes géographiques où les aires soient consensées; c'est dans ces conditions qu'est construite la Carte de France dite Carte de r État-major.
Reprenons le ds^ d'une surface
ds^= E du^-{- ^F du dv -h G dv^.
D'après ce que nous avons vu (Chap. TV, § 14), l'aire est représentée par l'intégrale double
rr/EG — F« du dç.
Or supposons qu'il y ait une correspondance entre la surface et un plan (X, Y). Les coordonnées X et Y d'un point de ce plan seront fonctions de u et if; l'aire dans le plan est représentée par
Pour qu'il y ait conservation des aires, il faut et il suffit que Ton ait
Ainsi, il n'j a qu'à prendre deux fonctions X et Y de m et v, telles que
du dv ôv du
pour avoir une carie géographique avec conservation des aires. Uindé termina lion du problème est donc ici bien plus grande que pour les cartes avec conservation des angles.
Supposons, par exemple, qu'il s'agisse d'une surface de révolution ; on pourra prendre
a? =-: ç(a).cos(^, ^ = ç(w).sini', 5 = u. On aura
E = I-^<p'«(a), F = o, G = <p«{a). On a alors
/ËG— "F« =Û(tt),
et si l'on prend une nouvelle variable U telle que
U = Ç Çl(u)du,
l'équation à laquelle devront satisfaire les fonctions X et Y de U et V se réduira à
d\} dv dç à\} '~''
qui est indépendante de la surface de révolution considérée.
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