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INTRODUCTION
Ci' second Volume contient les Leçons que j'ai faites à la Sorbonne pendant ces deux dernières années. Il est princi paiement consacré aux fonctions harmoniques et aux fonctions analytiques. Sans négliger le point de vue de Cauchy dans la théorie de ces dernières fonctions, je me suis surtout attaché à une étude approfondie des fonctions harmoniques, c'est-à-dire de l'équation de Laplace; une grande partie de ce Volume est consacrée à cette équation célèbre, dont dépend toute la théorie des fonctions analytiques. Je me suis arrêté longuement sur le principe de Dirichlet, qui joue un si grand rôle dans les travaux de Kiemann, et qui est aussi important pour la Physique mathématique que pour l'Analyse.
Parmi les fonctions particulières que j'étudie, je signalerai les fonctions algébriques et les intégrales abéliennes. Un Chapitre traite des surfaces de Riemann, dont l'étude a été laissée un peu trop de côté en France; on peut, par une représentation géométrique convenable, rendre intuitifs les principaux résultats de cette théorie. Cette vue claire de la surface de Riemann une fois obtenue, toutes les applications se déroulent avec la même facilité que dans la théorie clas-
¥1 I5TBODCCTI07C.
sique de Cauchy relative au plan simple. Mais il importe de juger à sa véritable valeur la belle conception de Riemann. Ce serait une vue incomplète que de la regarder seulement comme une méthode simplificative pour présenter la théorie des fonctions algébriques. Si importante que soit la simpliiication apportée dans cette étude par la considération de la surface à plusieurs feuillets, ce n'est pas là ce qui fait le grand intérêt des idées de Riemann. Le point essentiel de sa théorie est dans la conception a priori de la surface connexe formée d'un nombre limité de feuillets plans, et dans le fait qu'à une telle surface conçue dans toute sa généralité correspond une classe de courbes algébriques. Nous n'avons donc pas voulu mutiler la pensée profonde de Riemann, et nous avons consacré un Chapitre à la question difficile et capitale de l'existence des fonctions analytiques sur une surface de Riemann arbitrairement donnée; le problème même est susceptible de se généraliser si l'on prend une surface fermée arbitraire dans l'espace et qu'on considère l'équation de Beltrami qui lui correspond.
J'avais annoncé dans le premier Volume que je comptais m'occuper surtout dans ce Traité de la théorie des équations difTérenlielIes. On trouvera ici un seul Chapitre consacré à cette théorie telle qu'on l'entend ordinairement dans les Ouvrages classiques. Je pourrais prétexter que l'équation de Laplace est une équation différentielle ; j'aime mieux avouer que mon plan s'est un peu élargi. Je m'occuperai particulièrement, dans le Tome III, de l'étude des équations difTcrentielles, mais je n'oserais pas affirmer cependant que je n^aurai pas encore plusieurs parenthèses à ouvrir.
M. Simart m'a continué son précieux concours. Je lui
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dois plus encore pour ce second Volume que pour le premier; je lui adresse mes affectueux remerciements pour les conseils qu'il m'a donnés en relisant mon manuscrit et pour la peine qu'il a prise à la correction des épreuves.
Em. picard.
Paris, le 19 mars 1893.
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ERRATA DU TOME II
Page no. Substituer aux lignes 3, 3, 4« ^ '
Désignons par a et tp les angles que rélément ds fait respectivement avec Taxe des x et la direction z' z; on trouve de suite les relations
, , .. dr dr .
dz-==ds.e^*, -ï- -. coso, — -r-=rsino,
ds ^' dn ^
z — z' - rc(«-?)s et Ton en déduit
Page ii5. Il faut, dans l'expression de A^ et dans l'égalité qui suit, supprimer le facteur i .2. . . m.
Page 117. Dans la sixième ligne avant le § 11, au lieu de fonction holomorphe, lises fonction uniforme.
Page 394. A la dixième ligne avant la (in de la page, il faut lire :
Nous supposons la première subdivision poussée assez loin pour que ^.+1 — ^«<5 et (a:.^., — ^.)M <6. On aura par suite, S et X se correspondant diaprés les notations du § 1,. . .
Page 3 10. Dans la note, au lieu de P(at), lisez F(d).
Page 35a, ligne 7, au lieu de ordonnée, lisez abscisse.
TRAITÉ
TOME IL
FONCTIONS DUNE VARIABLE COMPLEXE. - PROBLÈMES FONDAMENTAUX RELATIFS A L'ÉQUATION DE LAPLACE DANS LE PLAN.
I. — Définition des fonctions d'une variable complexe. Dérivée. Intégrale. Fonction harmonique.
1. Désignons par // et ç deux fonctions réelles continues, ainsi que leurs dérivées partielles du premier ordre, des deux variables réelles x et y, et formons la combinaison
OÙ i représente le symbole ordinaire des imaginaires. Cette combinaison peut être regardée comme une fonction de la variable complexe
ce qui revient simplement à dire qu'à un système de valeurs de X et^ correspondent une valeur de w -h iV, et par suite des valeurs de u et V. Il est clair que la considération d'une telle fonction de X -{- ij< ne peut présenter aucun intérêt particulier : il n'y P. - II. I
a là ({u'une (|uestion de mois, cl la liaison par le symbole f de deux fonctions quelconques u cl r est absolument inutile. Maison peut ne pas laisser complèlemenl arbitraires les fonctions u et i\ et chercher si cette fonction de ,r -- t'y ne pourrait avoir des caractères qui la rapprocheraient d'une fonction d'une variable réelle. C'est ce qu'a fait Cauchy, en cherchant les conditions pour que celte fonction ait une dérivée unique. Quand la variable x — iv reçoit un accroissement
dx - i dr,
la fonction u — iv éprouve un accroissement f/u -^- i /A*. La limite
du rapport
ou '*u .. 'il- fil-
, . . - tfx ■ (fy — 1 1 — dx dv )
du -■- it/r *tx iM • ' Ox or ' '
Jx -- idy dx -+- i<iy
quand clx--iiiy tend >ers zéro, sera, en désignant par -jl la
,. ., j tir limite de -j- •
Ou Ou .,' ôi' tv
ox '.»»• ■ or •»>• • VI» - _ _ _. .
elle dépendra de ;jl. La fonction u — /V de .r — i v a donc pour chaque valeur de la variable une infinité de d»"*rivées, dépendant de la manière dont dx — idv tend vers zéro.
Cherchons à quelle condition celte dérivée sera unique. Le rapport ? i • ne devra pas dépendre de ;jl: par suite, on a
ou . :*%' eu . :'%'
OX '.*x t'v .»r
ce qui exige
iS
ou _ iV
Si u et \' satisfont à ces deux identités, la fonction u — i% a. en chaque point, une dérivée unique. On dit qu'elle représente «/ir* Joncii. n •.ï/r.i/i7/'/wr' de -r — m.
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2. Rappelons d'abord que nous avons déjà rencontré ces deux équations dans un important problème de Géométrie (t. I, p. 429). En cherchant à déterminer u et v par la condition que
du^ -f- dv^ ^ X ( dx^ -4- dy^ ),
A ne dépendant pas des différentielles et étant seulement fonction de X etj', nous avons obtenu le système S et celui qui s*en déduit par le changement de t' en — c. Ce résultat pouvait immédiatement s'obtenir en écrivant l'identité précédente sous la forme
« ( du-^ i dç)( du — idv) — 1( dx -{- idy){ dx — idy)\
les deux facteurs du premier membre étant des formes linéaires en dx et dy^ on doit nécessairement avoir
du -^ / dv . du — / dv
SOll -; r— - = «JL, SOlt —. 7—=- = V,
dx -\- idy ' dx -r- idy
u et V ne dépendant que de x et r; c'est-à-dire que u-\- iV ou // — iV est une fonction analytique Aç x -\- iy.
Voici encore, relativement au système S, une remarque aussi simple qu'importante. Soient u-\-iv et m'-}- «V' deux fonctions analytiques de x-\-iy. On pourra regarder n' -\- iV comme une fonction de w H- iv; je dis que cette fonction sera une fonction analytique. On a en effet
du -h idv __ du' -h idv' __ ,
dx -4- idy ~ ' ' dx -^ idy ' ^ '
a et [jl' ne dépendant que de x et jk? ou, si Ton veut, de u et r.
On en conclut
du' -4- i dv* _ \i!
du-r- idv [i*
le second membre ne dépend que de u et r, ce qui démontre que 11*^ iç' est une fonction analytique de u H- iV. Cette propriété du système (S) est digne de remarque; on peut la prendre comme point de départ pour chercher à généraliser la théorie des fonctions d'une variable complexe : c'est un point sur lequel nous aurons à revenir.
Nous pouvons poser
en désignant par z la variable x -*- ir. Les fonctions ii cl r admettant des dérivées premières sont continues dans une certaine étendue; on dira qu'il en est de même de la fonction /*(-), et Ton en conclut immédiatement qu'on pourra donner à la quantité complexe h un module assez petit y\ pour que l'on ait, quelque petite que soit la quantité positive e,
\/(z^h) — /(z)\<e, pour | /i |< tj,
le signe 1 1 représentant maintenant le module de la quantité complexe.
Nous avons dit (\uc/(z) avait une dérivée unique. En la désignant par/'(v), on a
Ou . ^i'
Passons à la notion iï intégrale pour une fonction analytique f{z). On suppose que la fonction f{z) et sa dérivée f'{z) soient des fonctions bien déterminées et continues pour tout point {x^y) situé dans une certaine région du plan à contour simple. On entend j)ar l'intégrale définie
dz^
prise le long d'une courbe G située dans cette région et allant du point Zq au point 5|, l'intégrale curviligne prise suivant cetle courbe
I (u-r- iv){dx-^-idy),
c'est-à-dire
/ {it dx — V dy) -^ i I (v dx -r- u dy^.
Un théorème fondamental de Cauehy est que cette intégrale est indépcmiantc du chemin sui^'i pour aller de Zq en z^.
La démonstration est immédiate, si Ton se reporte aux. propriétés fondamentales des intégrales curvilignes ^t. 1, p. j3). Les condi-
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lions pour que ces deux intégrales soient indépendantes du chemin suivi s'expriment en effet par Tes relations
du
"=- àx'
àv
du
ày
qui ne sont autre chose que les équations du système (S).
4. Considérons la limite supérieure Z\ comme variable, et désiçnons-la par :;. L'intégrale
sera une fonction de z. C'est une fonction analytique; écrivons-la en effet sous la forme
I (udx — vdx)-^i j (vdx-\-udy).
En désignant par P et Q les deux intégrales qui figurent dans l'expression précédente, on a
dP dO
dV dO
dy ôx
Les deux équations ^- = -r^> _ =— --^ sont donc vérifiées. La
*■ dx dy dy dx
dérivée de F(:;) est égale à
dV .dQ . ;, ,.
- — i- i -T-^ > c est-a-dire u -f- iv.
dx dx
et nous avons par suite le théorème fondamental, tout à fait analogue à celui qui se présente dès le début du Calcul intégral pour une fonction d'une variable réelle, et qui est exprimé par l'égalité
F'(z)=/iz),
o. Les diverses remarques faites à propos des intégrales curvilignes, dans le cas où la condition d'intégrabilité est remplie, s'é-
tendent aux intégrales d'une fonction analytique. Ainsi Tintégrale
prise le long d'un chemin fermé situé dans une région du plan, limitée par plusieurs contours, à l'intérieur de laquelle la fonction J\z^ est bien déterminée et continue, ne change pas de valeur quand le contour se déforme sans traverser aucun des contours limites.
(>. Reprenons les équations du svstème (S)
au _ c>t' ou àiT
et supposons que, outre les dérivées du premier ordre, les fonctions // et i' aient des dérivées du >econd ordre elles-mêmes continues i • K On lire des deux équations précédentes
et, par suite.
oUi
tin-
»iy OX
Oy^
OX
ov*
et la l'onction r satisfait à la même équation.
Ut-ciproi{uemeut. soit une fonction ux^x^y > satisfaisant à IVquatîon
fA u •>* u
On poum déterminer une fonction i* telle que « — iV soit une fonction auàU tique de x -i- /i'- La fonction *' est donnée ^vir Tinl<*i:rale cur^ili^ne
— / dz — :l i .
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intégrale où la condition d'intégrabilité est satisfaite, puisque Téqualion (2) est supposée vérifiée. La fonction ç est déterminée à une constante près, puisque la limite inférieure (xc^o) est arbitraire.
Le résultat précédent est extrêmement important. Il montre que l'étude des fonctions d'une variable complexe se ramène à Fétude de l'équation
c'est-à-dire à l'équation de Laplace pour le cas de deux variables. Suivant une désignation introduite parles géomètres anglais, nous appellerons fonction harmonique toute fonction satisfaisant à l'équation précédente.
Dans les écrits de Cauchy et de la plupart de ses disciples, l'équation précédente intervient peu, et Ton raisonne sur la fonction complexe elle-même f{z) de la variable z. La simplicité et l'uniformité des raisonnements font de cette théorie une des plus attrayantes et des plus parfaites de l'Analyse mathématique (*). A la suite d'un Mémoire fondamental de Riemann (^), l'étude des fonctions d'une variable complexe a été ramenée de nouveau à sa véritable origine, à savoir Tétude de Téquation de Laplace ou du système (S). Ce point de vue est assurément plus philosophique ; il a le grand avantage de laisser de côté tout symbole, et la théorie des fonctions d'une variable complexe est, en définitive, l'étude de deux fonctions associées w et i^ de deux variables réelles x eiy satisfaisant aux deux équations
^ Ou __ àv f)u _ dv
ôx &y^ dy dx
11 ne faudrait cependant pas être exclusif. Le symbolisme a, dans certains cas, ses avantages, et bien des résultats extrêmement simples deviendraient d'un énoncé compliqué si l'on voulait
(*) Le Traité classique de Briot et Bouquet sur les fonctions elliptiques, dont la première moitié est un exposé de la théorie générale des fonctions, est fait systématiquement à ce point de vue.
(^) Grundlagen fur eine allgemeine Théorie der Funclionen einer veranderlichen complexen Grosse {Œuvres complètes).
ne jamais introduire de quantités complexes. Après avoir donc fait Tétude deTéquation de Laplace, que nous allons tout d'abord entreprendre, nous reviendrons ensuite à la fonction complexe
7. Il ne sera pas sans intérêt d'indiquer, dès à présent, une
première généralisation du système (S), qui est due à M. Bel-
trami (*). Considérons une surface 2 pour laquelle le carré de
rélément d'arc ds est exprimé, à Taide des variables p et y, par
la formule
ds^ — E dp^ -^ 7.F dp dç -^ G dg^.
E, F, G étant des fonctions de p ei q (l. 1, p. 420). Soient u et v deux fonctions de p el q telles que
du*^dç^ = l(Edp^ — 'kF dpdq -^Gdq^),
X ne dépendant pas des différentielles.
En changeant, s'il est nécessaire, v en — r et remarquant que E dp^ — -iF dp dq -^ G dq^
où
H =- /EG - F
ou aura
du — I dv = UL I v'E dp -i- —=i-~ dq I ,
et, par suite,
du .09 /=:
au .àf F~iH I — = ut __ — ,
d'où Ton conclut, en éliminant ;jl,
l&q àq] ' ^L<V> '^Pl
^ • > E. BFLTR.uif . Driie r<arial>iii compif^ssf sopm «jhi supernci^ ^mwtiumqme V AnJHfii di Maikematica, j* série, t. \\.
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ce qui revient à
oq dp dp
àq Op dp
relations que nous mettrons sous la forme
ôv _ àp '' Oq
GÎ^-F-.
àv dp dq
Tel est le système (S') qu'on peut regarder comme une généralisation du système (S). La combinaison u -+- iV peut être appelée une fonction complexe du point {p^q) sur la surface S.
La fonction u satisfait évidemment à Téquation
àq àp \__jii àp dq ^ ^^
àp\ /ËG"-F» J ' àq\ /EG~ F«
Cette équation est sur la surface S l^ analogue de Inéquation de Laplace sur le plan. On reconnaît d'ailleurs immédiatement que la fonction v satisfait à la même équation.
Il existe une dépendance très simple entre deux fonctions complexes u -H iV et £/'+ iV sur une surface 2. Des relations
du ->r idv = fJL ^E dp -\ = — dq ,
on conclut
du'-^ idv' = (x' [v^E dp H- ^"^4" ^'A »
du' -h idv' = —idu-^ i dv ),
c'est-à-dire que w'-f- 1<'' e^^ une fonction analytique de w-f-iV(*).
(') On consultera avec grand inlérêl sur ce sujcl le volume de M. Klein intitulé : Ueber liiemann's Théorie der alf^ebraischen Functionen und ihrer Intégrale; Leipzig, 1882.
lO CHAPITRE I.
U. — Formule fondamentale. Les fonctions harmoniques sont analytiques. Détermination unique des fonctions harmoniques par leurs valeurs sur un contour fermé.
8. La formule de Green élablie dans le cas de l'espace (t. I, p. i38) a son analogue dans le plan. Soienl U et V deux fonctions continues de :r et j^ ainsi que leurs dérivées du premier et (In second ordre à rintérieur d'un contour G ; formons l'intrgrale double, étendue à Taire que limite cette courbe,
, dx dy.
Ox Oy dy J
Kn se servant de Tidentité
Ox ôx ôx \ Ox J bx"^
on a de suite
et pareillement
et, par conséquent,
ou
I ^_ Ç\}^ds-ffy^ti\dxdy,
la dérivée -j- étant prise dans le sens de la normale intérieure à
la courbe.
Gette formule nous sera très ulile. La formule de Green s'obtiendra en permutant U et V dans le second membre, ce qui ne change pas le premier. On en conclut
J(^U~ ^\'^^ys-^fJ{V ^\ --\ M)dxdy
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En particulier, si Ton fait U = i, on aura
Une remarque est ici nécessaire, rclativemenl à la dérivée -7-
prise dans le sens de la normale intérieure. El, d'ahord, comment définir d'une manière générale la normale intérieure? Nous avons défini (t. 1, p. -jS) le sens positif sur un contour C, en nous servant d'une petite circonférence (v) décrite dans le sens de Ox vers Oy par rapport à son centre P. Cette circonférence (y), transportée dans le voisinage et à V intérieur du contour C, de manière à être tangente en un point A du contour, fixe sur celui-ci la direction de la normale intérieure, qui est celle qui va du point A au point P.
Cette direction fait un angle -\ — ^ avec la direction positive de
la tangente, mais elle est absolument déterminée, quel que soit la disposition des axés Ox, Oy, 11 en est de même des cosinus des angles que la normale intérieure fait avec les axes de coordonnées, de telle sorte que la dérivée
dW d\ ,^' - d\ ,^-N.
-,- — — cos(T.n) -^. cos(v./i),
dn dx ^ Oy *^ ^*
prise dans le sens de la normale intérieure, a bien, comme on devait s'y attendre, une signification déterminée indépendante du sens qui se trouvera être le sens positif sur le contour.
Ceci posé, revenons aux intégrales de la forme / U -zj-^s- Dans
une pareille intégrale, on considère ds comme un élément essentiellement positif; elle est complètement déterminée par ce fait
que --.- est prise dans le sens de la normale intérieure, et, dès
lors, il ny a pas lieu de parler du sens dans lequel on effectue l'intégration sur le contour.
9. Indiquons, comme applications de la relation (3), quelques problèmes de Physique mathématique où intervient Téquation AV = o.
Un de ces problèmes est relatif à la dislribulion de la température dans une plaque isotrope en équilibre calorifique. Nous n'avons pas à rappeler ici comment Fourier, dans sa Théorie mathématique de la chaleur, a été conduit à montrer que la quantité de chaleur qui, dans le temps dt^ passe à travers un arc ds du plan est représentée par
K-j-ds dt, an
-T- désignant la dérivée de la température V dans le sens de la
normale à l'arc ds et K un coefficient constant. L'équilibre calorifique étant supposé élabli, la température V ne dépendra que de X et^. Considérons une courbe fermée G; la quantité de chaleur passant^ dans l'unité de temps, à travers celte courbe (>, sera représentée par l'intégrale
, ds.
dn
Or, cette quantité de chaleur devra être nulle ; dans le cas contraire, en effet, la chaleur s'accumulerait à l'intérieur de G et la température varierait avec le temps. On doit donc avoir, pour toute courbe fermée.
-7- ds — o, dn
ce qui entraine, d'après la formule (3),
I ClX dx dy r:= n,
pour une aire quelconque. On doit donc avoir identiquement
En transportant, comme l'a fait Ohm, de la chaleur à l'électricité les principes de Fourier, on aura la même équation pour le potentiel électrique V dans une plaque conductrice traversée par des courants permanents.
Un troisième exemple nous sera fourni par le mouvement permanent sur un plan d'un fluide incompressible et homogène. Soient u{x^y) et i'(.r, x) les projections sur Ox et Oy de la vitesse de la molécule fluide coïncidant, à un certain moment, avec le point
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(jr,y). Considérons un clément, que nous pouvons supposer recliligne ds^ et qui passe par {x^y) ; nous allons évaluer la niasse du fluide passant pendant le temps dt par cet élément. Cette masse sera sensiblement celle d^in parallélogramme de base ds^ et dont Taulre côté a pour projections sur les axes u dt et s^dt. Si cosa et cos^ désignent les cosinus directeurs de la normale à r/.ç, la masse sera alors
p ( M cos Ct-T- V cos p ) dt,
p désignant la densité superficielle du fluide.
Or, la masse contenue à l'intérieur d^une courbe fermée C ne peut changer pendant la durée du mouvement, puisque le fluide est incompressible et homogène ; on aura donc
/ ( a cos a -*- i' cos ^^)ds -= o.
Or, supposons que u et ç^ soient les dérivées partielles d'une fonction 'f (j^,JK)î ce qui correspond au cas où il n'y a pas de tourbillons dans le fluide. On aura alors
I ( -~ cosa -h — '- cos 3 W* — o J^,\Ox ôy "^ I
ou bien
/ -^ ds = o.
J^ an
On en conclut que la fonction îp,appelée/?o^eAi^fV?/rfe5v//es5e5('),
satisfait à l'équation
Acp = o.
Les considérations précédentes, relatives au mouvement d'un fluide sur un plan, peuvent être étendues au mouvement permanent d'un fluide sur une surface ; c'est ce qu'a fait M. Klein dans l'Ouvrage que nous avons déjà cité, et auquel nous renverrons (p. 17). On retombe ainsi sur les équations de M. Beltrami indiquées dans la Section précédente.
(*) Pour tout ce qui concerne les applications de la théorie de l'équation de Laplace à la Mécanique des fluides, on étudiera surtout radmirablc Traite de Kircbhoflf : Vorlesungen uber malkemalische Physik.
l4 CHAPITRB I.
Nous allons mainlenanl, relativement à l'équation à deux
termes
AV-o,
développer une théorie toute semblable à celle que nous avons étudiée (t. I, p. i4ï) pour l'équation à trois termes. La seule différence va consister en ce que nous nous sommes servi précédemment de la solution particulière U = -> tandis que, maintenant^
c'est la fonction de r, représentée par logr, qui sera prise comme solution particulière [/'désignant toujours la distance d'un point variable (^,jk) ^ "^^ point [a, i)].
Si U et V sont deux fonctions harmoniques continues ainsi que leurs dérivées partielles des deux premiers ordres dans un contour C, on a, d'après la formule de Green,
fX"ii-^'S::h"-
Nous supposons la dérivée prise dans le sens de la normale intérieure à l'aire.
Une remarque est indispensable. Pour pouvoir appliquer en toute sécurité cette formule, on devra le plus souvent supposer que, non seulement les fonctions U et V sont continues dans l'aire limitée par C et sur C lui-mêmey mais qu'il en est de même des dérivées partielles du premier ordre de U et de V ; dans ces conditions, on est assuré que -5— et -,- ont un sens bien déterminé,
^ an an
et l'application de Ja formule ne prête à aucune difficulté.
Ceci posé, V étant une fonction jouissant des propriétés indiquées, prenons
U — logr,
où
En supposant le point A(«, b) à l'intérieur de l'aire, décrivons, de A comme centre, avec un rajon p, un cercle F, et appliquons la formule de Green aux deux fonctions V et logr pour l'aire limitée par les courbes C et F. Il vient ainsi
, d\ cl\o^r\.
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l'inlégrale étant prise le long du contour total. Les dérivées suivant les normales, qui figurent dans celte intégrale, sont prises suivant la normale intérieure à Taire. Si donc on veut considérer, pour la courbe F comme pour la courbe C, les normales intérieures à la courbe géométrique elle-même, on devra écrire
Cette dernière intégrale est facile à calculer. La première partie
est nulle d'après la relation (3). D'autre part
dXosir \ dr i ,
, ^ - :>- " cos(r, /i),
an r an r
en employant les mômes notations qu'au Tome I, p. \/\7, : or, sur la circonférence,
cos(r, /i) = I ;
donc l'intégrale du second membre se réduit à
i fsds.
9 Jr
Elle doit être indépendante du rayon p du cercle Y : or, pour p très petit, elle diffère très peu de
V(a, b) désignant la valeur de V en A ; elle est donc rigoureusement égale à cette quantité, et l'on a la formule fondamenUiU*.
H. Dans le cas où le contour C se réduit â un cjircUi, on peut transformer l'intégrale donnant W<z, h) en une autre, qui ne contienne plus que V. C'est la même transformation que nou* itvons faite (t. 1, p. 147)* Employant les mêmes notations, nous nurouh
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les deux relations
Il suffira de retrancher ces deux formules pour avoir
J^, \ dn an I
puisque — est constant pour tous les points du cercle. Des deux relations {loc, cit,)
l\= R' -h r\ — •>. R Ti coscpi , on tire de suite la valeur de
dlogri e/logr dn dn
c'est-à-dire de
COSCp COSîpi
en se rappelant que
//i = Rî et ~ = K-
On trouve ainsi
formule qui donne, dans le cas du cercle, la valeur de la fonction V en un point (a, b) quelconque du cercle en fonction de ses valeurs sur la circonférence.
Si nous introduisons les coordonnées polaires (/*, f) du point (a, b) (on fera attention que r et tp n'ont pas la même signification que précédemment et que r notamment remplace /), la formule précédente pourra s'écrire
(4) V(a,6) = -/ R._,Hrcos(i,-?) + r.'^^-
FONCTIONS D UNB VARIABLE COMPLEXE
Nous avons déjà éludié l'intégrale précédente (t. I, p. 248) sous le nom ^intégrale de Poisson; nous avons seulement fait R = i, ce qui, à cause du degré zéro d'homogénéité de l'intégrale en R et r, n'a aucune importance.
12. De l'expression (4) de la fonction V, on conclut d'abord que, si une fonction harmonique bien déterminée et continue pour toute valeur de or et j^ reste toujours moindre, en valeur absolue.
qu'une quantité fixe M, elle doit nécessairement se réduire à une constante. On a, en effet, en désignant par V^ la valeur de la fonction à l'origine, et quel que soit le rayon R >► r du cercle C,
ORcosTd' — 9) — r . , 111
r ^- 5 — , y — r est momdre en valeur absolue que
R* — 2Krcos(4' — ?)-+-'** ^
— rr« On aura donc
.lie
|V(a,6)-V.|<-jf I V I -p^-^ di < -^p-^ M.
Or R est aussi grand que l'on veut; par suite, la quantité fixe I V(a, b) — Vo I est rigoureusement nulle.
Nous retrouverons plus tard cette propriété, sous le nom de théorème de Liouville, à propos des fonctions d'une variable complexe.
13. Une autre propriété très importante de la fonction harmonique résulte encore de l'intégrale précédente. P. — II.
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Définissons seulement auparavant ce que nous entendons par fonction analytique de deux variables réelles x et^. Nous dirons qu'une fonction réelle et bien déterminée /*(^, /) des deux variables réelles x ç^ly est analytique dans une certaine région du plan, quand, dans le voisinage de tout point (^©j^o) ^^ cette région, on peut représenter la fonction par un développement en série
^tn désignant un polynôme homogène de degré m en jr — x^ ^l y — j^o? ce développement étant valable pour toute valeur de x et y pour lesquelles
\x — x^\ et I7— ^oI<p,
p étant une quantité suffisamment petite, et si, de plus, la série ne cesse pas d'être convergente quand on remplace, dans tous les polynômes cp, chaque terme par sa valeur absolue.
Il est aisé de démontrer que la dérivée d'un ordre quelconque de la fonction /{x^y) peut se représenter par la série formée avec les dérivées du même ordre des fonctions cp ; c'est une conséquence immédiate des propriétés des séries entières d'une variable étudiées précédemment (t. I, p. 199), puisque, l'ordre des termes étant indifférent, on pourra, avant chaque différentiation, ordonner la série suivant les puissances de la variable par rapport à laquelle on intègre. Ajoutons que, les coefficients du développement représentant, à un facteur binômial près, les valeurs des dérivées partielles de la fonction pour :r = o, ^ = o, un tel développement ne peut être identiquement nul sans que toutes les fonctions cp soient identiquement nulles.
14. Cette définition bien comprise, nous allons montrer que toute fonction V satisfaisant à Inéquation AV = o, continue ainsi que ses dérivées partielles des deux premiers ordres dans une certaine aire, est une fonction analytique.
Soit un point quelconque de l'aire que nous allons prendre pour origine, décrivons de ce point comme centre un cercle de rayon R. Reportons-nous à la formule (4) qui détermine V(a, b)
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en un point quelconque (a, b) de ce cercle. On a
R«— 2Rr cosO -+- r* R — re'^ R — re-*& '
or
avec une identité analogue en changeant i en — t. On aura donc
zrz 7Z Tî ^^ - = l-h2> -rr-COSnCd/ — 9)
"^ ÏÏ^ [ R — rei^^-9> "^ R — re-'t4'-<P' J *
En substituant dans Fintégrale, et remarquant que le reste tend vers zéro, puisque ^ est plus petit que Funité, on obtient la rela-
tion
11=1 en posant
J{^) désignant la valeur de V sur le contour.
Le développement précédent a pour terme général un polynôme homogène et de degré n en a et b; en effet,
ûf = rcos«p, 6 = rsin«p, (a -+- ib)'^ = r» cosncp -+- ir*» sin /i ^ :
donc r" cosncp et r" sin/icp sont des polynômes homogènes de degré/î.
Nous avons donc pour V(a, b) un développement de la forme
Or, si dans f m(^7 ^) on remplace chaque terme par sa valeur abso-
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lue, l'expression irouvée sera moindre que
en désignant par M la limite supérieure, évidemment existante, des valeurs absolues des coefficients Un et bn. Or soit
le terme général de la série, chaque terme particulier ajant été remplacé par sa valeur absolue, sera inférieur à
R si donc p <; -> la nouvelle série sera encore convergente. Nous
sommes donc assuré que, pour
la série qui représente V(a, b) converge de la manière indiquée dans notre définition d'une fonction analytique. La fonction V est donc analytique,
15. En désignant maintenant par x^y au lieu de a, b les deux variables, nous avons dans le voisinage de tout point (xo,^o) le développement
Chacune des fonctions homogènes cp satisfera à Téquation de Laplace.
De ce développement on peut conclure que la fonction V ne peut avoir en un point (^o»^o) ^* maximum ni minimum. Soit, en efiet, dans le voisinage de ce point,
Ja fonction Çm(^ — -^o?^ — J^o) devra, dans le voisinage de (xo, y 9)1 gsirder un signe invariable. Or, cela est impossible, puisque.
en posant, on a
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^m= r'nidmcosmo -\- bm sinm©),
et que l'équation a^cosm^ -{- bmsmm^ = o a toujours des racines qui sont simples.
Le même théorème peut s'établir en suivant la même marche que Gauss poui^le cas de trois variables (t. I, p. i45). Nous avons vu, en effet, en établissant la formule fondamentale (§ 10), que
Va=-!- fvds,
r étant un cercle de rayon p ayant A pour centre.
Si le point A correspondait à un maximum de la fonction, on aurait sur la circonférence F, pour p suffisamment petit,
V<Va, d'où
fwds< fvKds, Jp t/p
c'est-à-dire
— f\ds<\A,
ce qui est en opposition avec l'égalité écrite plus haut.
16. Nous allons tirer immédiatement une conséquence importante du théorème établi au paragraphe précédent. Étant donné un contour fermé G, montrons qu'iV ne peut y avoir plus d'une /onction harmonique continue ainsi que ses dérivées partielles des deux premiers ordres dans l'aire limitée par G, et prenant en tous les points de ce contour une succession donnée de valeurs.
Nous supposons, tout au moins pour le moment, que la succession des valeurs données sur le contour forme une suite continue. Désignant, d'une manière générale, parV^i» cette série de valeurs en un point quelconque m du contour, nous entendons par fonction V, prenant ces valeurs sur le contour, une fonction V(jr,j^)
qui tend vers V^, quand le point (x^y) tend vers le point m d'une manière quelconque, en restant à l'intérieur du contour (*).
Ceci posé, s'il existait deux fonctions jouissant des propriétés précédentes, leur différence U satisferait encore à l'équation de Laplace et s'annulerait en tous les points du contour. Dans ces conditions, elle devrait avoir au moins un maximum ou un minimum pour un point situé à l'intérieur du contour, mais cela est impossible, d'après ce que nous avons vu précédemment. La foncr tion U est donc identiquement nulle, ce qui démontre le théorème.
17. Donnons, du théorème précédent, une autre démonstration, où nous aurons à considérer une intégrale double qui a joué un rôle important dans cette théorie. Faisons, dans la formule préliminaire de Green, V = U, elle deviendra
Supposons maintenant que U soit la fonction du paragraphe précédent, s'annulant en tous les points de G, la formule se réduira à
et l'on devra avoir, pour tous les points de l'intérieur de l'aire,
àU dV
par suite, la fonction U est constante à l'intérieur de l'aire; nulle sur le bord, elle est donc nulle aussi à l'intérieur.
Il est important de remarquer que, dans le calcul précédent, on fait implicitement une hypothèse dont nous n'avions pas eu besoin dans la première démonstration. Pour que l'intégrale curvi-
(') On trouvera dans un important Mémoire de M. Painlevé {Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse^ t. II, p. 19) des remarques intéressantes relatives à cette notion de fonction prenant une valeur donnée sur un arc de courbe.
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ligne
fv^ds Je ^^
soit nulle, il faut supposer, en général, que --7- ne devienne pas
infini. Aussi, dans cette seconde démonstration, on doit se borner aux intégrales qui restent continues à l'intérieur du contour et sur le contour, ainsi que leurs dérivées partielles du premier ordre.
m. — Extension à Féquation linéaire générale du second ordre de quelques-uns des résultats obtenus pour l'équation de Laplaoe.
18. Quittons maintenant, pour un instant, l'équation particulière
Ali = o,
et cherchons s'il est possible d'étendre à des équations plus générales quelques-uns des résultats précédents (*). Nous prendrons d'abord l'équation
d^u d^u ,du du . __
dx* dy^ dx ày *^ '
où dy e, /sont des fonctions continues quelconques de x tly.
Supposons qu'il existe deux intégrales de cette équation, continues dans une aire A limitée par un contour C et prenant les mêmes valeurs sur ce contour. Nous supposons de plus que leurs dérivées partielles du premier ordre restent continues sur le contour. Leur différence, que nous désignons par U, s'annulera sur C. Formons l'intégrale double
étendue à l'aire A; cette intégrale sera évidemment nulle, puisque la quantité entre crochets est nulle. Donc, en intégrant par parties et se rappelant que U = o sur le bord, on a immédiate-
(') E. Picard, Comptes rendus, 1888, tt Journal de Mathématiques j 1890.
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ment
Un premier résultat apparaît immédiatement. Si dans Taire A on a pour tout point (^,^')
dd de .^
l'intégrale précédente ne pourra être nulle que si l'on a en tous
les points de l'aire
Ainsi, en particulier, l'équation
satisfera à la condition précédente dans toute région du plan où / est négatif.
19. L'artifice suivant va nous permettre d'aller plus loin. Gardons toujours pour U la même signification que plus haut. Si B et B' sont deux fonctions continues quelconques de x et ^, on aura
puisque U = o est nul sur le bord.
Nous pouvons donc écrire, en ajoutant (5) et (6),
-*-»B'u^+u«(^e + ^ + -jJ^rfr = o,
en posant
dd de
àx oy ''
Or la quantité entre crochets sous le signe d'intégration est une
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forme quadratique en U, t— et -r- • Elle peut s'écrire Elle sera toujours positive si
Si donc on peut trouver deux fonctions B et B' de x et y^ continues dans l'aire A et vérifiant l'inégalité précédente, on sera assuré que U est nulle en tous les points de l'aire, si elle est nulle en tous les points du contour. De là peut se déduire une conséquence intéressante.
Nous allons faire voir que, quelle que soit la fonction continue 6(x,^), on peut déterminer deux fonctions B et B' satisfaisant à l'inégalité (7), et continues dans une aire, si celle-ci satisfaite une certaine condition.
Pour le montrer, remplaçons — 9 par sa plus grande valeur absolue + m*, quand {x^ y) reste dans une certaine région du plan. Nous aurons à satisfaire à l'inégalité
ox 0y et cette dernière inégalité entraînera évidemment la précédente.
Or faisons B'= o et prenons B, fonction de x seul, satisfaisant à la relation
m\ étant une constante supérieure à m*. On aura
B = mi tang(mix -i- C), C étant une constante.
En choisissant convenablement cette constante, la fonction B reste continue dans tout intervalle donné compris entre deux parallèles à l'axe des y et dont la distance est moindre que — • Puisque m^ diffère aussi peu qu'on veut de m, on peut dire que,
pour toute aire comprise dans une bande parallèle à l'axe des y et •de largeur moindre que — > on se trouve dans les conditions d'application du théorème. D'autre part, en faisant une transformation de coordonnées rectangulaires, on aura, pour chaque direction nouvelle de l'axe Oy^ un nombre m. En désignant par m le plus grand d'entre eux, et posant
'nous pouvons énoncer le théorème suivant :
Pour tout contour situé dans la région considérée du plan, il ne peut y avoir plus d'une intégrale continue prenant des valeurs données sur le contour, pourvu que le contour se trouve compris entre deux droites parallèles dont la distance ne dépasse pas d.
Il est d'ailleurs nécessaire de sous-entendre toujours la condition de continuité sur le contour pour les dérivées partielles du -premier ordre.
En particulier, on est assuré de se trouver dans les conditions d'application du théorème si le contour est suffisamment petit.
Prenons comme application l'équation
OÙ k^ représente une constante positive.
On aura ici 8 = — k^ et, par suite, on peut prendre /?î^= k^. Comme d'autre part, si l'on fait une transformation de coordonnées rectangulaires, l'équation ne change pas de forme, on en conclut que Téquation précédente aura au plus une solution prenant des valeurs données sur un contour, si ce contour se trouve compris entre deux droites parallèles dont la distance ne dépasse
TU
pas^f.
Il est aisé de voir que cette propriété ne subsiste pas pour tout contour. Il peut arriver qu'une intégrale de l'équation précédente
Au lieu de prendre l'équation
à^u d^u .du du j,
on eût pu prendre l'équation plus générale
, . d^u , d^u d^u .du Ou ^
ox* âx dy dy^ dx dy •'
Il est, en effet, facile par un changement de variables de ramener l'un des cas à Tautre.
Faisons le changement de variables
L'équation (a) prendra la forme
d^u d^u ^ du ^ du „
si les deux fonctions X et Y satisfont aux équations
a (—Y b—— (—Y- (^Y 26—— c/^— V \dx / dx dy ^\dy) ~~ ^ \dx / dx dy \dy )
dx dx
\dy dx dx dy ) dy dy "^ '
On peut remarquer, et cela est intéressant pour la recherche effective de X et Y, que ces équations sont celles que l'on obtient en écrivant que la forme quadratique
c dx^ — ib dx dy -^ a dy^
se réduit, à un facteur près, à
Il résulte de cette remarque, diaprés ce qucDOus avons vu (t. I, p. i52), que, pour trouver deux fonctions X et Y de j: et ^ satisfaisant aux deux équations trouvées, il suffira d^intégrer une équation différentielle ordinaire du premier ordre.
Ceci posé, nous pouvons étendre à Téquation (a) le théorème
fondamental du § 19 dans le cas où la transformation à employer
est réelle, c'est-à-dîre si le point (x, y) est dans une région du
plan où
b^ — ac <C o.
On peut alors énoncer que, dans cette région du plan, il ne. peut y avoir plus d'une intégrale prenant une succession donnée de valeurs sur un contour y si ce contour est suffisamment petit,
22. Le changement de variables que nous venons de faire n'est pas le seul qu'on puisse utilement effectuer pour l'étude de l'équation (a). On peut encore transformer cette équation par un changement de variables en faisant disparaître les dérivées du premier ordre, comme l'a fait M. Bianchi (*). Pour que la transformée de (a), après le changement de variable
soit de la forme
il faut que/(^,^) et ^{x^y) satisfassent l'une et l'autre à l'équation (a). C'est ce qu'on voit de suite en effectuant le changement de variables; on devra prendre évidemment deux solutions de Téquation (a) qui ne soient pas fonctions l'une de l'autre.
23. Les méthodes employées dans les précédents paragraphes (*) Bianchi, Bendiconti délia R. Accad. dei Lincei, 1889.
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supposent que les fonctions étudiées soient continues sur le contour ainsi que leurs dérivées du premier ordre. Elles correspondent à la deuxième démonstration donnée (§ 17) de l'impossibilité d'un maximum ou d'un minimum pour les fonctions satisfaisant à l'équation de Laplace. Nous n'avons pas eu besoin de ces hypothèses dans la première démonstration qui reposait essentiellement sur la propriété de la fonction harmonique d'être analytique. Dans le cas de l'équation (a) du § 21 on peut, en précisant la nature des coefGcients, démontrer que les fonctions qui y satisfont sont analytiques, et il est intéressant de rechercher si les résultats obtenus pour l'équation de Laplace, en partant de cette hypothèse, sont susceptibles de généralisation. C'est ce que nous allons montrer.
Nous supposons que dans l'équation (a) du § 21 les coefficients a, 6, c, rf, e, /soient des /onctions analytiques de a: et ^ dans la région considérée du plan. On suppose de plus expressément
6' — ac < o
dans cette région : a et c, qui sont alors de même signe, peuvent être supposés positifs.
On peut établir que toute intégrale de cette équation bien déterminée et continue dans la région considérée du plan ainsi que ses dérivées partielles des deux premiers ordres est ellemême une fonction analytique (* ).
Nous admettrons pour le moment ce résultat, et nous allons seulement en poursuivre quelques conséquences, en raisonnant comme nous l'avons fait au § 15 pour Téquation de Laplace. Considérons d'abord le cas où /est identiquement nul, c'est-à-dire où l'équation se réduit à *
d* I* , d^u ô^u .du du
' dx^ dxày oy* ox oy
Je dis qu'une intégrale u de cette équation ne pourra admettre ni maximum ni minimum.
( * ) E. Picard, Sur la âkéter minât ion des intégrales de certaine équations par leurs valeurs, le long d'un contour fermé {Journal de l'École Poly tecknique, 1890).
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Soit, en effet, {x^^y^) un point dans le voisinage duquel u et ses dérivées partielles des deux premiers ordres sont continues; la fonction £/, étant analytique, peut être développée en série de Taylor
w = ?o -+- ?n(ar — aro, y —y%) H- ?«+i(a: — t©,/ — /o) -4-. . . ,
les çp désignant des polynômes homogènes en a? — Xq eiy — y^\ fo représente une constante, et si {x^^ y^) correspond à un maximum ou à un minimum, on a /i ^ 2. Substituons cette valeur de u dans Téquation (8) et égalons à zéro Tensemble des termes homogènes de moindre degré. On aura nécessairement
en désignant par ao, &0) ^0 les valeurs de a, 6, c pour j7 = Xo^
Le polynôme cp/, satisfait à une équation analogue à celle de Laplace; on peut la ramener à cette équation par un changement de variables réel
11 sufGt de suivre la méthode du § 21 , et, par conséquent, chercher la substitution précédente transformant
Co dx^ — 'k bo dx dy -^ aQ dy*
en
dX^-^dYK
\ Or c'est un problème d'Algèbre élémentaire que de chercher 'la
substitution linéaire
d\ = a cfcr -t- p {fy^
dY = ^ dx -\-^ dy,
transformant les deux formes l'une dans l'autre. La substitution sera réelle puisque 6J — a© Co <! o, et a© > o.
f n considérée comme fonction de X et Y satisfait donc à l'équation
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La fonction (p,i pourra donc s'annuler en changeant de signe dans le voisinage de X = o, Y = o et, par suite, dans le voisinage de x = Xq, y =yo- Il est donc impossible que u ait un maximum ou un minimum pour x = x^^y ^^y^.
On en conclut de suite, en répétant le raisonnement fait pour l'équation de Laplace, qu^ il ne peut y a^oir deux intégrales de l'équation (S) prenant une succession donnée de valeurs sur un contour C.
On voit que l'équation (8) jouit, au point de vue qui nous occupe, des mêmes propriétés que l'équation de Laplace.
24. Revenons maintenant à l'équation générale , ^ â*u , d^u d*u .du du ^
en supposant toujours que le point (x, y) reste dans la région R du plan où 6* — ac est négatif, et les hypothèses sur les coefficients a, 6, c, ^, e, y restant les mêmes. Soit A un point quelconque de cette région R. Il existe certainement une intégrale z de cette équation ne s'annulant pas au point A et gardant par conséquent un signe invariable dans un certain domaine D autour de ce point.
Faisons dans l'équation le changement de fonction
u = zv.
L'équation en v sera du même type que l'équation (8), elle n'aura pas de terme en ç. Elle sera de la forme
az -r— -+- 26-5 -7 — T — h cz -T— T- -h id -7 h 2C 3- = o.
dx^ oxoy oy^ ox ay
Puisque z ne s'annule pas, par hypothèse, dans D, nous pouvons appliquer les résultats du paragraphe précédent. Il ne pourra y avoir deux intégrales de cette équation prenant la même succession de valeurs sur un contour C contenu dans D.
Nous pouvons par suite énoncer pour l'équation (a) le théorème suivant :
Autour d^ un point quelconque de la région R, on peut déli^
3a CHAPITRE I.
miter un domaine D, dans lequel le problème de la détermination d^une intégrale par ses valeurs sur un contour quelconque contenu dansD ne pourra avoir plus d'une solution.
C'est le théorème que nous avons obtenu aux § 19 et 21. On voit que nous n'avons pas eu besoin ici , dans les raisonnements employés, de faire intervenir les valeurs des dérivées partielles du premier ordre sur le contour. Le résultat est en ce sens plus précis, mais nous avons par contre Finconvénient de démontrer seulement l'existence de ce domaine suffisamment petit D, sans indiquer aucune possibilité de trouver effectivement un tel domaine, ce que notre première méthode (§ 19) nous avait au contraire permis de faire. Il resterait à rechercher si, pour les domaines trouvés dans la première méthode, on ne pourrait arriver à se débarrasser de «l'hypothèse supplémentaire relative aux dérivées du premier ordre. Cette discussion trouvera sa place dans une autre partie de cet Ouvrage.
25. Terminons ces généralités en considérant encore l'équation
d^u , â^u d^u ,du du ,
aj?* oxoy oy^ ox Oy ''
et supposant que, dans la région R où
lA — ac < o, « > o, on ait de plus/ -< o.
Nous allons montrer que dans ces nouvelles conditions il ne pourra y avoir plus d'une intégrale de V équation prenant sur tout contour fermé contenu dans R une succession continue donnée de valeurs.
Si deux intégrales prennent les mômes valeurs le long d'un contour, on aura une intégrale qui s'annulera le long de ce contour. Considérons donc une telle intégrale u de Téquation précédente; elle gardera un signe invariable dans le contour, ou bien elle s'annulera le long de certaines lignes ; dans le second cas, Taire se trouvera partagée en plusieurs aires partielles, sur le périmètre desquelles l'intégrale s'annulera, en gardant à l'intérieur un signe invariable.
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Prenons l'une d'elles, et supposons u positif à l'intérieur. Pour un point au moins (^O)^o) ^ Tintérieur, u devra passer par un maximum; soit «/©> o la valeur de u pour [xq^ y^).
Développons u en série
//, qui est plus grand que un, doit être nécessairement égal à deux; car, dans le cas contraire, l'ensemble des termes constants dans l'équation se réduirait kf^Uo, en désignant par /o '^ valeur de f pour (xq, J^o) î on devrait donc avoir u^ = o, ce qui est impossible si la fonction n'est pas restée constamment nulle à l'intérieur de l'aire. Nous avons donc w = a; soit
ttj=a(ar — aro)« -4-2 p(a: — jro)(j'—j'o)-+- 7(^—70)*. Puisque (^o^^o) correspond à un maximum,
a < o, Y < o. p* — OL"^ <io.
D'autre part, en substituant dans l'équation diflerentielle la valeur de e/, on trouve de suite
(9) 2(rtoa-^a^oP4-CoY)-4-/oWo=o,
en désignant par «o? ^o> ^o les valeurs de a, 6, c pour (jCo?>'o)- On a d'ailleurs
ao>o, ro>o, ôj — aoCo<o.
Or de l'inégalité évidente
nous concluons successivement, en nous reportant aux inégalités
écrites plus haut,
(aoa-^CoV)*> 4«o<?o?',
La valeur absolue de ûTo^ -^ ^oY est donc supérieure à celle de 260^. Or ao3t -H CoY est négatif; donc
est certainement négatif. D'ailleurs /q 1/0 est aussi négatif, puisjuc P. - II. 3
lio^^i /o<^o. Nous sommes ainsi conduit à une contradiction, car la relation (9) devient, dans ces conditions, manifestement impossible. L^hj^pothèse faite est donc inadmissible : une intégrale nulle sur le contour sera nécessairement nulle à l'intérieur, ce qui démontre le théorème.
Comme exemple, citons Téquation
Il ne pourra y avoir plus d'une intégrale de cette équation prenant sur un contour quelconque une succession donnée de valeurs.
26. Nous avons, dans les paragraphes précédents, déduit nos conclusions de ce que les intégrales étaient nécessairement des fonctions analeptiques. Dans une Thèse récente (*), M. Paraf a montré qu'on pouvait arriver bien simplement aux mêmes conclusions, sans s'appuyer sur aucun résultat antérieur, ce qui dispense même de l'hypothèse que les coefficients soient des fonctions analytiques. Partons de l'équation
d^u d^u ()u , Ou ax* âjr* ôx oy
On suppose que, dans une aire A limitée par un contour C, le coefficient c soit constamment négatif (et non nul). Nous voulons montrer qu'il ne pourra y avoir deux intégrales de l'équation, bien déterminées et continues ainsi que leurs dérivées partielles des deux premiers ordres, prenant sur C les mêmes valeurs. Considérons, en efict, la différence u de deux telles intégrales, qui s'annule sur C. Nous allons voir qu'elle ne peut prendre aucune valeur positive dans A. Si, en effet, elle devenait positive, elle aurait une limite supérieure qu'elle atteindrait au moins pour un point (xq, J^o) ^6 l'intérieur de l'aire. Donnons alors à j^ la valeur fixe j^o et considérons la fonction u(^x^y^). Il est clair que
T- j est nul; d'autre part la formule de Taylor, arrêtée au se-
(' ) A. Paraf, Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. VI, 189a.
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•cond terme,
montre que ( v-,) doit être négatif ou nul, car, dans le cas contraire, le second terme du second membre serait positif pour x iroisin de Xoj ce qui conduirait à w(^, J^o) > "(^o> ^o)- Ainsi donc, pour
on aura
<et pareillement
Candis que
du â^u .
du â^u ^
M > o et c < o.
Ces égalités et inégalités sont incompatibles avec l'équation différentielle. 11 est donc établi qu'aucune intégrale ne peut avoir dans Â un maximum positif; elle ne peut non plus avoir un mi> nimum négatif, comme on le voit en changeant £^ en — u. Il en résulte que si la fonction u est nulle sur le contour, elle sera nulle à rintérieur. Ce résultat s'étend même au cas où, à Tintérieur du contour, c serait négatif 0£^ nul, tandis que, dans la démonstration précédente, nous avons dû supposer que c ne s*annuiait pas; nous renverrons pour ce point au travail de M. Paraf.
IV. — Problème de Dirichlet. Recherche de la fonction harmonique prenant des valeurs données sur un contour. Méthode de M* Nenmann.
27. Nous avons maintenant à chercher si, étant donnée une succession continue de valeurs sur un contour, il existe une fonction harmonique continue à Tintcrieur de l'aire limitée par le contour et prenant sur celui-ci les valeurs données.
Dans sa célèbre dissertation inaugurale, Ricmann adonné de ce problème, qu'il appelle le principe de Dirichlet, une démonstration extrêmement simple. Quoique cette démonstration ne présente pas une rigueur suffisante, nous devons l'exposer; elle rend
en cflet tout au moins très vraisemblable le théorème en question et elle est le type d'un genre de raisonnement fréquemment eûip\oyé en Physique mathématique et dont, faute de mieux, on doit souvent se contenter.
28. Commençons par démontrer le théorème suivant. Considérons une fonction harmonique u continue ainsi que ses dérivées partielles des deux premiers ordres dans Taire limitée par un contour C, et supposons que sur le contour lui-même u et ses dérivées partielles du premier ordre soient continues.
On forme Tinlégrale
i' représentant une fonction quelconque satisfaisant aux mêmes conditions de continuité que u et prenant sur le contour les mêmes valeurs. Dans ces conditions, r intégrale précédente sera mi ni ma pour v — n.
Soit, en effet, v — u=^ h\ la fonction li sera nulle sur le contour et Ton aura
-jim-my-'-
Or la seconde intégrale est nulle d'après la formule préliminaire de Green qui peut s'écrire
L'intégrale I est donc moindre pour r = u que pour toute autre fonction v prenant les mêmes valeurs sur le contour.
A. ce théorème, nous pouvons joindre une réciproque. Les conditions de continuité restant toujours les mêmes pour les fonctions considérées et celles-ci prenant de plus, toutes, les mêmes valeurs sur le contour, si U intégrale I est minima quand on met à la place de r une certaine fonction w, celle-ci satisfait à Véqua-
lion
PROBLÈMES RELATIFS A L*ÉQUATION DE LAPLACE
Posons
a désignant une constante et h une fonction de x eiy s'anuulant sur C. Pour cette fonction, on aura
Or le coefficient de a peut s'écrire
— 2 / j h \udx dy.
Si ce coefficient n'est pas nul, la somme des deux derniers termes dans l'expression de I sera certainement négative si Ton prend a suffisamment petit et d'un signe convenable. Puisque, par hypothèse, l'intégrale I est minima pour v =. u^ il faut nécessairement que
(10) / I h \udxdy = o.
Or la fonction h n'est assujettie qu'à la condition de s'annuler sur C et d'être continue ainsi que ses dérivées partielles des deux premiers ordres. Supposons qu'en un poiçt (^o)^o) ^ l'intérieur de l'aire, A;^ ne soit pas nul : il sera d'un signe invariable dans le voisinage, soit à l'intérieur d'un cercle Y de rayon payant (ji^Oî^Ko) pour centre. Définissons alors h par la condition qu'elle soit nulle entre C et F, et que, à l'intérieur de F,
A = [p«-(ar-2ro)«-(7-j^o)']
Si l'entier m est supérieur à deux, la fonction ainsi définie s'annulera sur C et sera continue ainsi que ses dérivées partielles des deux premiers ordres. Mais pour une telle fonction, l'intégrale (10) ne pourra évidemment pas être nulle. Il en résulte qu'en tous les points de Faire
Am = o,
comme nous voulions l'établir.
29. Les deux théorèmes précédents sont à l^abri de toute objection. Il n'en est pas de même de la fîn du raisonnement par lequel Riemann établit Texistence d'une fonction harmonique u prenant des valeurs données sur un contour.
Considérons toujours l'intégrale
fim-m'h^-
i' désignant une fonction quelconque assujettie seulement, sauf les conditions indiquées de continuité, à prendre la succession de valeurs données sur le contour. Cette intégrale est nécessairement positive et ne peut s'annuler; il y a donc une limite (') au-dessous de laquelle elle ne peut descendre. Désignons par u la fonction pour laquelle V intégrale atteindra son minimum; la fonction w, d'après le théorème précédent, sera harmonique et le problème de Dirichlet se trouve ainsi résolu.
J'ai souligné le point défectueux dans la déduction précédente. On ne peut être certain a priori qu'il existe une fonction m, satisfaisant aux conditions de continuité, pour laquelle l'intégrale atteigne eflectivement sa limite inférieure. C'est là une objection capitale qu'il semble impossible de tourner. Aussi ce mode de démonstration n'est-il plus aujourd'hui considéré comme suffisant; il présente de plus un autre inconvénient : il ne donne aucun moyen d'obtenir, ne fiU-cc qu'approximativement, la solution que Ton cherche.
30. Le problème proposé, que nous avons déjà donné dans le cas du cercle (p. i6), a été traité rigoureusement par M. C. Neumann dans le cas d'un contour convexe. M. Schwarz a montré ensuite comment on pouvait, dans des cas étendus, passer d'un contour convexe à un contour plus compliqué, ce qui lui a permis de traiter la question dans le cas d'un contour limité par des arcs réguliers de courbes analytiques. Enfin M. Poincaré a donné du
(*) Nous admettons ce point sans plus d'explication, mais il ne présente aucune difficulté, comme le montre Hiemann dans sa Dissertation. On pourra aussi consulter sur cette question du principe de Dirichlet, d'après Riemann, la Thèse de M. Simart (Paris, 1882).
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problème de Dirichlel une méthode extrêmement originale et qui diflnère complètement par le point de départ des méthodes précédentes. Nous nous bornerons dans ce Chapitre à développer la méthode de M. Neumann, qui nous servira en même temps à établir quelques propriétés importantes de la fonction harmonique. Les méthodes de MM. Schwarz et Poincaré seront développées dans d^autres Chapitres.
Nous avons déjà donné, dans le cas de Tespace, la méthode de M. Neumann, modifiée en mettant à profit une idée de KirchhofT : nous suivrons absolument la même voie dans le cas du plan.
Nous avons supposé que la surface considérée était convexe et avait en chaque point un plan tangent déterminé. Nous garderons pour le contour plan, que nous avons maintenant à considérer, les mêmes hypothèses, sauf toutefois que le contour, toujours convexe, pourra avoir un nombre limité àe pointes. En ces derniers points, le contour aura deux tangentes.
31. Une intégrale analogue à celle de Gauss (t. I, p. 121) nous sera fournie par l'intégrale
(I.) Jr''''
étendue à une courbe fermée C, r désignant la distance d'un point fixe A à un point M de l'élément d'arc variable dv de la courbe, et Tangle ç représentant l'angle de la direction MA avec la normale intérieure à la courbe au point M.
La signification géométrique de cette intégrale est immédiate; elle représente la somme des angles, pris avec un signe, sous lesquels du point A on voit les éléments d^ de la courbe. L'intégrale (i 1) sera donc égale à inz quand le point A sera à l'intérieur de la courbe C, elle sera nulle quand le point sera extérieur à la courbe, et elle sera égale à tt quand le point sera en un point ordinaire de la courbe. Si enGn le point A est une pointe du contour, l'intégrale sera égale à l'angle a que font les tangentes aux deux courbes qui forment la pointe. Dans l'hjpothèse où nous sommes d'un contour convexe, a sera inférieur à t..
Nous pouvons généraliser l'intégrale précédente, comme nous l'avons fait (t. I, p. i53). Désignant par a, b les coordonnées
4o CHAPITRE I.
(le Â, nous formoDS rintégralc
où \k désigne une fonction continue du paramètre qui fixe la position d'un point sur la courbe. Cette intégrale, considérée comme fonction de (a, b), est une fonction continue, ainsi que ses dérivées partielles quand le point Â est à Tintérieur ou à Textérieur de la surface. De plus, elle satisfait à Téquation de Laplace^ c^esl ce qu'on voit de suite en mettant l'intégrale sous la forme
Jr d\osr ,
car ^=— cos» (t. I, p. i^a).
Or pour un point {x, y) du contour C, logr considéré comme
fonction de {a, b) satisfait à l'équation de Laplace, et il en est
par suite de même de
</log/-
dn ce qui entraîne la même conclusion pour l'intégrale.
La fonction V(a, b) éprouve une discontinuité pour le passage par la courbe C. Pour étudier cette discontinuité, il n'y a qu'à suivre, sans y rien changer, le mode de raisonnement employé pour l'espace (t. 1, p. i54). La seule différence sera que tz sera
partout remplacé par ;^ dans les formules, puisque la circonférence
de rayon un est égale à 211, tandis que l'aire de la sphère de rayon un est égale k ^tz. Prenant un point (îxe s sur la courbe C, et désignant par tjLj la valeur de tji en ce point, on montrera que
Jr ^
est une fonction continue de(<7, 6), au point 5, c'est-à-dire qu'elle tend vers la même valeur, de quelque manière que le point {a, b) tende vers s. En conservant les mêmes notations, on aura donc
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Ces formules supposent que le poînl s ne soit pas une pointe sur le contour. S'il en était ainsi, a désignant Tangle des tangentes, on aurait, en écrivant toujours que W(a, b) est continue au point ^,
32.- On établira encore une remarque analogue à celle du § 10 (t. I, p. i55). On partage la courbe C en deux parties a et ^, et soient ^ et ^ deux points quelconques de la courbe. Désignons d^une manière générale par IJ l'intégrale
°rf.
relative au point s et étendue à une portion y de la courbe. On peut trouver un nombre X compris entre zéro et w/i, tel que Ton ait
quelles que soient les positions de s et s' sur la courbe.
Je ferai seulement une remarque sur la démonstration, remarque que nous n'avions pas eu l'occasion de faire pour les surfaces convexes, leur supposant toujours en chaque point un plan tangent unique. Il est un cas où la somme
peut atteindre zéro. Il faut pour cela que chacun des deux termes s'annule; la partie a devra donc se composer de deux droites dont s est le point de rencontre, et il en est de même de p, qui se composera de deux droites se rencontrant en 5'. La courbe convexe, que nous considérons, se réduira alors nécessairement à un triangle ou à un quadrilatère. Ce sont les seuls cas où n'existe pas ce nombre X, différent de zéro. Ces deux courbes sont donc exclues pour l'application de la méthode.
On établira enfin une dernière propriété de l'intégrale
prise pour un point s de la courbe C. Il n'y a, je le répèle,
qu*à changer tc en - dans tous les raisonnements et calculs (t. I,
p. 1 57). En désignant par M et m le maximum et le minimum de {x sur la courbe, on a, pour deux points quelconques s et 5{ de C,
où le nombre p (qui est égal ai — X) est une constante positive comprise entre zéro et un.
En particulier, si M| et /72| désignent le maximum et le minimum de V, sur C, on a
34. Il suffira maintenant d'indiquer l'énoncé de la solution du principe de Dirichlet; on se reportera pour la démonstration (•) au Tome I, p. i58.
Soit une fonction continue U définie sur la courbe C; en désignant toujours par U, la valeur d'une fonction U au point 5, je forme l'intégrale
Ui(a,6)=--1- rS^(U-U,)^cr.
Quand le point (a, b) est en j?, elle a une valeur parfaitement déterminée UJ. L'ensemble de ces valeurs, quand le point s se déplace sur la courbe C, définit une fonction U* sur cette courbe. Formons de même l'intégrale
qui permettra de définir une nouvelle fonction U^ sur C; et ainsi de suite en ayant d'une manière générale
La série
C) Je profite de l'occasion pour rectifier une erreur d'impression. Au lieu de puisque U — U, est compris entre 3 M et 2m (ligne 9 en remontant, page iSq). il faut lire puisque U — U, est compris entre M — m et w — M.
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est convergente sur la courbe C, et V intégrale
air Jf, r
résout le problème de Dirichlet^ cest-à-dire qu'elle satisfait à Véquation de Laplace^ et que ^{a, b) tend vers U,, quand le point (a, b) intérieur à C tend vers le point s de cette courbe.
3d. Dans ce qui précède, nous avons supposé que la succession des valeurs données sur le contour était une fonction continue. Il est intéressant, pour diverses applications, d'examiner le cas où la fonction U, donnée sur le contour, tout en étant en général continue, aurait un certain nombre de points de discontinuité où elle passerait brusquement d'une valeur finie à une autre valeur finie. Supposons, par exemple, qu'il y ait sur le contour deux tels points A et B(Jig. 2), et soient, quand on parcourt le contour dans le sens positif, a et b les valeurs correspondantes des discontinuités, de telle sorte que, si Ux_e désigne la valeur de Un quand
le point variable M tend vers Â en marchant dans le sens de la flèche, et si Vj^^^ désigne la valeur limite de Un quand M tend vers A dans le sens inverse, on ait
Ua-c — Ua-hs = <5r et, de même,
Ub-e — Ub+e = b.
Pour résoudre, dans ce cas, le problème de Dirichlet, on pourrait suivre la méthode précédente en commençant par discuter rintégrale généralisée de Gauss, quand la fonction [x éprouve des discontinuités de la nature indiquée. M. Schwarz a montré que le cas où la fonction U est discontinue peut se ramener immédia-
icmcnt au cas où la succession des valeurs données sur le contour est continue (*). Concevons, en effet, la fonction U prenant sur le contour la succession, discontinue en Â et B, de valeurs données ; si l'on désigne par (a, a') et (P, P') les coordonnées de A et B, la
fonction
a Y — ol' b Y — 0' - arc lang 1 — arc tanc ^
T. ^ X — a Tz a? — p
est parfaitement déterminée dans Taire limitée par C, quand on a une fois choisi, en un point, la détermination que Ton veut adopter pour les arc tang; de plus cette fonction est une fonction harmonique. Enfin, quand le point {x^y) tend vers Â en suivant le contour, d^abord dans le sens positif, puis ensuite dans le sens négatif, la différence des deux valeurs limites est manifestement égale à âr, si, comme nous le supposons, Â n'est pas une pointe. La différence analogue pour B est égale à b. Or formons maintenant l'expression
tr iT ^ y — ^' f> y — 3'
V = U arc tang arc tang ^ •
La différence des deux valeurs limites que prend cette fonction quand (x^y)^ sur le contour C, se rapproche de A d'un côté ou (le l'autre, sera égale à zéro, et il en sera de même pour B. Admettons que cette expression qui, à proprement parler, n'a pas de valeur en A, ait pour valeur la limite précédente relative à ce point, et de même pour B; nous pourrons dire alors que la fonction V prend une suite continue de valeurs sur le contour C et nous pourrons l'obtenir comme il a été vu plus haut. On en déduira la valeur de U par la formule
TT mr « Y — ol' b y—^'
u = V H — arc lanff 1 — arc tang ^ •
t: ^ X — a Tz ^ X — p
36. Les considérations précédentes nous permettent de déterminer une fonction harmonique U qui, en dehors des points A et B, prend sur le contour une succession continue de valeurs
(*) M. Jules Riemann a tiré très heureusement partie de la même idée dans le cas des aires limitées par plusieurs contours. Voir sa Thèse sur le problème de Dirichlet {Annales de l'École Normale, i888).
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données. Il n'est pas certain, d'après ce qui a été vu jusqu'ici, que cette fonction soit unique. Le résultat est cependant exact si Ton ajoute l'hypothèse que la fonction reste, en valeur absolue^ inférieure à un nombre fixe dans le voisinage des points de discontinuité.
Il faut, pour établir ce théorème, montrer qu'une fonction harmonique U prenant sur C la valeur zéro, sauf en certains points A et B dans le voisinage desquelles on suppose qu'elle reste finie, est nécessairement nulle identiquement.
Nous démontrerons ce résultat en supposant que le contour C se réduise à un cercle. Ce ne sera pas restreindre la généralité du théorème si l'on admet, comme il sera démontré plus tard, qu'on peut faire la représentation conforme de l'aire considérée sur un cercle (Chapitre XI).
Nous considérons donc une circonférence C de rayon R et de centre O et deux points A et B sur cette courbe. Nous donnant d'abord un nombre r, fixe, mais aussi petit qu'on voudra, nous traçons deux angles a et [i d'ouverture 9.-r\ et de sommet O, ayant respectivement OAet OB pour bissectrices. On peut, d'autre part, trouver un cercle R< (R< << R) tel que, sur la portion de cette circonférence extérieure aux angles a et p, les valeurs absolues de U soient moindres que £, en désignant par e une seconde quantité donnée à l'avance aussi petite qu'on voudra. Sur les arcs de la circonférence R< correspondant aux angles a et 3, on aura, d'après l'hypothèse faite,
M étant une constante fixe.
Nous pouvons déterminer la fonction harmonique U en nous servant de la formule de Poisson relativement à la circonférence R| . On voit alors que, pour un point quelconque P, intérieur à cette circonférence, on a
I U|.|<X£-+- [ir,,
X cl (A étant deux quantités finies indépendantes de e et y; : c'est ce
qui résulte de suite de la décomposition de l'intégrale en deux
parties. Or e et T»,sont deux constantes aussi petites que l'on veut.
11 est donc bien établi que la fonction harmonique U est rigoureuse me n t nulle .
Il est facile de donner un exemple d'une fonction harmonique s*annulant en tous les j)oints d'une circonférence, sauf un seul, continue d'ailleurs à l'intérieur et n'étant pas identiquement nulle. Il suffit de prendre
a étant une constante. Celte fonction s'annule sur la circonférence représentée j)ar l'équation
x~r- a(x^-hy^) = o,
sauf à l'origine; son module ne restant pas au-dessous d'une limite fixe M, le théorème précédent n'est pas applicable.
37. Il est intéressant de rechercher quelle est la limite des valeurs que prend U(x,j^') quand le point (^, ^') tend vers un point A du contour où la succession des valeurs données est discontinue. On y parvient de suite, en se reportant à la formule
I A' V <^ . y — *' u — V -+- > - arc tan^ :
V a en chaque point de discontinuité une vîileur déterminée. Supposons, en premier lieu, que le point (j:,^) se rapproche du point A, en restant sur le contour G et en marchant d'abord dans le sens positif et ensuite dans le sens négatif. En écrivant U sous la forme
U — W -T arc tani: ^- >
W étant comme V parfaitement déterminée en A,*on aura successivement les valeurs limites
(a) WA-t--0,
(P) WA+"(0-r),
0 désignant l'angle que fait avec Oœ la tangente à la courbe en A menée dans le sens négatif. On aura donc, quand le point (^^y)
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^end vers Â, en étant à l'intérieur de la courbe,
V correspondant à la direction limite suivant laquelle {x^ y) tend vers A, et Ton a
l'expression (y) est comprise entre (a) et(P).
En faisant varier (/ on obtiendra toutes les valeurs comprises entre les deux valeurs extrêmes (a) et (P). Ce résultat est bien d'accord avec ce que nous avions trouvé dans le cas particulier du cercle (t. 1, p. 255).
Supposons, en particulier, que la succession des valeurs données soit>5^ro sur une partie de la courbe et un sur l'autre. Soit toujours A un des points de discontinuité. Il résulte de ce qui précède que si (x, y) tend vers A en restant sur une courbe qui ne soit pas tangente à la courbe C en A, la limite des valeurs que prend \i{x,y) est un nombre \ plus petit que V unité. Nous aurons plus tard à faire usage de ce cas particulier.
DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES ET PROLONGEMENT ANALYTIQUE DES FONCTIONS HARMONIQUES ET DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE.
I. — Déyeloppements en séries et extension des fonctions
harmoniques.
1. Nous avons déjà indiqué (Cliap. 1, § 14) un développement en série d'une fonction harmonique. Il nous faut reprendre avec plus de détail l'étude des développements de cetle forme. En partant de rintégrale
où/- et çp désignent les coordonnées polaires du point A dont x et y désigneront les coordonnées rectangulaires, nous avons obtenu le développement
V(a^,^)= ~ "+" 2 ("r) '^'wc^^''*?-^^'"*^'"'^?)»
où
Ce développement converge pour tous les poiuts intérieurs au cercle de rayon R. On a vu aussi que le terme de rang m dans la série était un polynôme homogène et de degré m en x tl y.
Ceci rappelé, proposons-nous une question inverse en con
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sjidérani a priori une série de la forme
(i) Ao - ^^ r'"{\m cosmo h- Bm sin/wto).
les A et B désignanl des coiislanles. .reiivisage les deux séries
^\„,r'» et ^Bmr"'.
Ce sont deux séries ordonnées suivant les puissances croissantes de r. Elles ont donc chacune un certain champ de convergence (t. 1, p. 199); prenons le plus petit de ces deux champs de convergence, soit rinlervalle ( — L, -+- L). La série (i) sera uniformément convergente quand le point (x^y), (x- r cosrf, y=rz rsin'f) sera à l'intérieur du cercle de rajon 1^ — e, s étant une quantité fixe aussi petite qu'on voudra; les deux séries
sont, en effet, convergentes pour/*<' L.
Nous appellerons cercle dti convergence de la série (i) le cercle cle rayon L ( * ). Cherchons quelques propriétés de la fonction de ^ et de '^, ou de x et y, ainsi définie dans ce cercle. Soit
^m et Vm^ nous Tavons déjà dit, sont des polynômes homogènes et de degré m en x et r, et l'on a
Nous avons donc la fonction \{x,y) définie, dans le cercle de rayon L, par le développement
nt —
V(J',^')= Ao--- ^ (A,„^/^-T B,„V,n)'
(') Il n'est pas impossible que la série converge en dehors de ce cercle, mais nous ne nous occupons de la série qu'à l'intérieur de ce que nous appelons le t:ercle de convergence.
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Montrons d'abord que la fonction V(jr,j^)aura des dérivées partielles de tout ordre et qu'on pourra les obtenir en faisant la somme des dérivées correspondantes des termes de la série. 11 suffira de démontrer le même théorème pour la série (i) considérée comme fonction de r et de © ; soit donc
U(r, «p)= Ao-T- N^ r"'(km cosmo -f- B,„sin/7i<p).
Nous allons supposer r^U, U étant une quantité plus petite que L mais qui en est aussi voisine qu^on voudra. Les deux séries
2|A,,|L'- et 2|B,,|L'-
sont convergentes ainsi que les séries
On aura d'abord évidemment, d'après les propriétés des séries entières,
m=^ ao
âr
X mr^-^(\nt cosmo -H B,n sinmo).
Prenons maintenant la série des dérivées par rapport à ^
y^ //i /•"•(— \f„ sin w<p -:- B,„ cos/np).
Cette série sera convergente, et de plus, si on la considère comme fonction de cp, elle sera uniformément convergente, © variant de o à o.t:. Donc, d'après un théorème fondamental (t. 1,
p. 197), elle représentera — - • Le théorème démontré pour les dé-
rivées du premier ordre, qui sont des séries de même forme que la proposée, s'étend aux dérivées de tout ordre.
Ainsi la série (1), considérée comme fonction de r et de cp, a des dérivées partielles du premier ordre qui s'obtiennent en formant la série des dérivées des termes successifs. Par suite, on aura le même théorème pour la fonction V considérée comme fonction
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dex eiy. Remarquons de plus que V a des dérivées partielles de tout ordre qui se trouvent représentées par des séries de même forme. Ainsi
d\ VI 7 . au
2 O^- ':£= - »~ îf )
mais
onc
ir conséquent
^= V (//iA«a;„_i-i-//iB/„i',„_i).
^^ DUS avons donc une série de môme forme. Prenons maintenant les dérivées secondes
^t puisque On aura
^Mm = O, AP,n = O,
AV ^. O
Ainsi /a fonction V(x, j^) représentée par la série, est, comme chacun de ses termes^ une fonction harmonique et continue à l" intérieur du cercle de rayon L.
Cette proposition esl, en quelque sorte, l'inverse de celle que nous rappelions au paragraphe précédent. Il est clair que, si dan» les expressions précédentes nous remplaçons x par x — x^ fX y par V — y^^ nous aurons des fonctions définies dann dcn cercle» ayant pour centre (^oj^o)-
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3. Reprenons une fonction harmonique V(j7,>'), continue à Tinit^rieur d'un cercle C de rayon R ayant l'origine pour centre. On suppose qu'on ne sache rien de la nature de la fonction sur la circonférence elle-même. Pour elFectuer le développement en série de la fonction, on doit prendre une circonférence de rayon R', moindre que R, et le développement déjà rappelé au § 1 de ce (Chapitre, nous donne à l'intérieur du cercle de rayon R'
tfi
( 'A ) V (x, y ) - Ao -r- ^ r"' ( A „, cds m o -f- Ij,» siii m o ).
ml
On peut se demander si ce développement est indépendant de R'. Il est aisé de voir que A^ et B,„ ne dépendent pas de R'; soit, en enfel, pour R"<'R' un aulre développement de \{x^y)\ en faisant la diflérence de ces deux séries, on aurait une identité de la forme
O — ao - ^ /•"* ( 0L,n cos m o -^ p,,, sin //t ç ) ( r < R").
La série ordonnée suivant les puissances croissantes de /*, qui fif;ure dans le second membre, ne peuï être identiquement nulle
(|ue si
%tn cos m ^ -■:- p,;, sin/ncp — o,
(|uel que soit '^, c'est-à-dire que a,„--: ^,,1^^ o, et les coefficients des deux développemenls supposés sont identiques. La série (2) définit donc la fonction pour tous les points intérieurs au cercle C de ravon R.
Ceci posé, prenons à l'intérieur de ce cercle un point arbitraire (xo,J'o) autre que l'origine. Du point (xo,^)'o) comme centre, décrivons le cercle C tangent intérieurement au cercle G; la fonction V(j:,j^)à l'intérieur de ce cercle j)ourra être développée en une série de la forme
les P et Q étant des constantes.
Une remarque capitale est à faire sur cette dernière série. Son
cercle de convergence a un rayon au moins égal à celui du cercle (y), mais il ne lui est pas nécessairement égal. Soit F {fig> 3) ce cercle de convergence; supposons son rajon plus grand que
Fig. 3.
celui de (y). On voit que la fonction V(j:,y) se trouve maintenant définie dans une région où elle n'était pas déterminée par le premier développement en série, à savoir la parlie ombrée dans la figure intérieure à F et extérieure à C. Ce fait est extrêmement important; on dit alors que Von a effectué le prolonp^enient analytique de la fonction V au delà de l'arc a^ de la circonférence C (a et ^ désignant les points de rencontre des circonférences C et F).
On pourrait, At la même manière, chercher à effectuer le prolongement analytique de la fonction au delà d'un arc de la circonférence F, et ainsi de suite, de proche en proche.
Les circonstances les plus variées peuvent se produire dans la recherche de ce prolongement analytique. On pourrait tout d'abord être arrêté dès le début, c'est-à-dire qu'il pourrait arriver que,' quel que soit (^^o, j"o), le cercle F fût le cercle y; alors le prolongement analytique de la fonction au delà du cercle C est impossible. Dans d'autres cas, en prenant pour les circonférences F une succession de centres situés sur un arc de courbe joignant le point O à un point A du plan, on pourra atteindre le point A; il pourra arriver aussi qu'on n'atteigne pas ce point. Enfin, en allant du point O à ce même point A par deux chemins différents, on pourra ne pas trouver la même valeur à l'arrivée : la fonction prolongée présentera alors quelque singularité dans Faire limitée par les deux chemins.
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4. Il est facile de citer des exemples d'une fonction ne pouvant être prolongée au delà d'un cercle C. Reprenons, en effet, rinlégrale de Poisson
(|ui définit une fonction harmonique V(j:, >) prenant sur le cercle C de rayon R, ayant Torigine pour centre, la succession des valeurs données par la fonction /(•})• Si la fonction peut être prolongée au delà d'un certain arc aj3de la circonférence C, il faudra nécessairement (\\ic f{i^) soit une fonction analytique de ij/ sur cet arc; en effet, \{x^y) sera alors une fonction analytique de x iriy dans une certaine aire comprenant l'arc ap à son intérieur, et comme X et j', qui sont égaux à Rcos^J^ et R sin'j^ sur le cercle, sont des fonctions analytiques de ^J», il en résulte que V(x,^') sera une fonction analytique de ç sur l'arc a^. Or nous pouvons prendre poury('i) une fonction continue ayant 2 7t pour période et qui ne soit pas une fonction analytique de '} : telle est la fonction donnée par M. Weierstrass, comme premier exemple d'une fonction continue n'ayant pas de dérivée,
où b est une constante positive plus petite que l'unité, a un entier
impair supérieur à un, et où l'on suppose de plus </i^}> 1 H {voir
par exemple, pour la démonstration, Jordaa, Traité d^ Analyse, t. III, p. 377).
5. Nous allons faire deux remarques générales sur les fonctions harmoniques, qui nous seront plus tard utiles et où nous aurons à invoquer la notion de prolongement analytique qui vient d'être étudiée dans les paragraphes précédents.
La première remarque est relative à une fonction harmonique, bien déterminée et continue dans une aire A, et que Ton suppose constante dans une aire B, intérieure à A, et d'ailleurs aussi petite qu'on veut. La fonction sera constante dans A ; en effet, pour faire le prolongement analytique de l'expression en dehors de B,
on n'aura à employer des séries de la forme de celles considérées au § 2,
Ao -f- ^ r"» ( A;,, cos m o -T- B^ sin m o ).
Tous les coefficients, sauf le premier, doivent être nuls, puisque pour r assez petit, correspondant à des points dans B, la fonction se réduit à une constante. En étendant donc ainsi la fonction de proche en proche, on voit qu'elle sera constante dans toute rétendue de A.
La seconde remarque est relative aux valeurs d\inc fonction harmonique U à Pintérieur d'un contour C sur lequel elle prend une succession de valeurs. En supposant d'abord cette succession continue, soient M et m le maximum et le minimum de la fonction sur le contour. Je dis que, pour tout point à l'intérieur, on
aura
m < U < M (on suppose M /- m)^
chaque inégalité excluant l'égalité. La fonction ne peut évidemment prendre de valeurs supérieures à M ou inférieures à m, car autrement elle aurait, à l'intérieur, un maximum ou un minimum. De plus, il est impossible qu'en un point a de l'intérieur on ait
car, si Ton décrit, autour de a comme centre, un cercle F de rayon arbitraire p, on aurait (Chap. I, § 10)
inégalité impossible puisque, sur F, U ne peut être constamment égal à M.
Si l'on suppose que les valeurs de U sur le contour soient discontinues, comme au Chapitre I (§ 35), désignons toujours par M et m le maximum et le minimum de ces valeurs (pour les points limites, on considérera la valeur comme double, en prenant les deux limites). Les inégalités
subsistent pour tout point intérieur. Kn eflfet, quand Ix^y) tend
56 CHAPITRR II.
vers un poinl de discontinuité, la valeur limite de L' est comprise entre M et/// (Chap. I, § 15); il n'y a donc rien à changer au raisonnement précédent.
(). Nous terminerons ces généralités en démontrant un tliéorèiue dû à M. Harnack (*). Considérons d'abord, dans un lemme pr<^liminaire, la suite
de fonctions harmoniques à l'intérieur d'un contour C On suppose que, sur le contour, la série
des valeurs de ces fonctions soit ttni/orf/irment convergente. Je r/is que la série
sera uniformément convergente à l'intérieur de l'aire et représentera une fonction harmonique.
D'après la définition donnée (t. I, p. 195) de la convergence uniforme, on pourra prendre n assez grand, s étant donné à Tavance. pour que, en tout point du contour, on ait, quel que soit/>,
f)r, d'après les propriétés des fonctions harmoniques,
à l'inléricur de l'aire, est inférieure au maximum de
sur le contour ; il en résulte immédiatement que la série
woH- l/t -h. . .-- u„ r . . .
est uniformément convergente à l'intérieur de l'aire.
Montrons maintenant que cette série représente une fonction
(') Voir l'Ouvrage déjà cilé de M. Harnack : Die Grundiagen der Théorie des togarithmisrhen Poientitiles, p. 67; 18M7.
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harmonique. Nous considérons, à cet effet, une circonférence G h rintérieur de l'aire; soient
les valeurs des u sur cette circonférence. La sérif
(4) Vo-H V| -♦- . . .- Vn-7-. . .
sera évidemment uniformément convergente sur G. Prenant alors pour le cercle l'inlégrale de Poisson .
/% Jir |>5 _j
(5) - / (VoH- V,-i-...-- V„-4-...j j- ^ T- —d^
'1 t: J^ R* — 2 R r cos ( <J/ o ) -h r«
et appelant p/, le reste de la série (4) correspondant au rang /i, nous pourrons, pour les points de Tintérieur du cercle, écrire cette intégrale sous la forme
ai: ,/p ^ R* — •iRrcos(^ — îp)-i-r'
Or i p^ I < e pour tous les points du contour; par conséquent, la série
I/o -+- Ml -♦-... -r- a,» -h .'. .
est représentée par l'intégrale (5) à Tîntérieur du cercle ; elle représente donc une fonction harmonique. D'ailleurs, d'après ce qui précède, il est bien évident que cette série tend vers la série des L quand (j^ty) se rapproche d'un point du contour.
Nous pouvons maintenant démontrer le théorème suivant : Soif une série
de fonctions harmoniques toutes positives à l' intérieur dr traire limitée par un contour G. Si cette série converp^e en un point O de V intérieur de l'aire y elle converffera en tous les points de V intérieur de Caire et représentera une fonction harmonique.
Soit V une fonction harmonique positive définie le long d*iin cercle F de centre O et de rayon R; on a
SIC
Pour un point A de rintérieur du cercle, on a
AM
Va- — / V— — rfi];,
^^ Jù A M
en désignant par /- la distance OA et AM représentant la distance de A au point variable M correspondant à l'angle ^ sur la circonférence. Il est clair que
Donc, puisque les V sont positifs,
Ceci dit, décrivons, du point Ode l'énoncé précédent, un cercle qui soit intérieur à l'aire, la série
Mo -- Ml H- . . . -^ Mrt -+- . . .
convergera pour tout point intérieur à ce cercle. On a, en effet, quels que soient les entiers n et w,
les u^ et les w^ désignant d'une manière générale les valeurs de u en O et en A. La série convergente pour le point O convergera donc pour le point A. Il est évident qu'elle convergera uniformément sur toute circonférence intérieure à la circonférence primitivement tracée ; d'après le lemme, elle représente, à l'intérieur de celle-là, une fonction harmonique. En allant de proche en proche, on peut atteindre, en considérant une suite de circonférences, tout point de l'intérieur de Taire, et le théorème se trouve, par suite, établi. On remarquera que la série sera uniformément convergente à l'intérieur de toute aire comprise dans l'aire que limite C et n'ajant aucun point commun avec cette courbe.
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II. — Fonctions harmoniques à l'infini. Problème de Dirichlet
pour l'extérieur d'une aire.
7. Nous avons toujours considéré, jusqu'ici, des fonctions harmoniques pour des valeurs finies de x et j^. On étudiera les fonctions harmoniques dans le cas où le point (:r, y) s'éloignera indéfiniment, en s'appuyant sur la propriété suivante de la transformation par rayons vecteurs réciproques. On sait que cette transformation, quand l'origine est le centre de la transformation, s^exprime analytiquement par les formules
X = — r r> Y = — r— ^ - (X* étant UDC constaiite),
OU les formules équivalentes
a? = ^cr: «,i >
Ceci posé, si V(x, j^) désigne une fonction harmonique ,
sera encore une fonction harmonique.
Ce théorème, que vérifierait immédiatement un calcul direct, peut encore s'établir en se rappelant (t. I, p. 4^0 que, si la transformation
conserve les angles, l'équation
dx^ ày^
devient, après le changement de variables,
a^V d» V _ dX« "^ dY« "" ^'
Du théorème précédent, on conclut que l'étude de la fonction harmonique V(jr,^), pour de grandes valeurs de x et de x, re-
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vient à Tétiide de la fonction harmonique de X el Y,
dans le voisinage do \ r o, Y— m).
8. Nous pouvons drfinir maintenant ce qu^on doit entendre par fonction harmonique réf^ulière à r infini. Soil une fonction harmonique V(j:,j'), uniforme et continue à Textérieur d'un cercle F ayant Torigine pour rentre, pour toute valeur finie de x ely. En faisant la transformation prf^cédente, nous avons k considérer la fonction
W(X, Y) est une fonction harmonique, bien déterminée el continue, pour tous les points (X, Y) de l'intérieur du cercle F' transforme^ de r par rayons vecteurs réciproques, sauf peut-être pour l'origine X r-= o, Y'^ . o. Si et; dernier point est aussi un point ordinaire pour la fonction W(X, Y), on dira que /a /onction V(x, y) est réf^ulière à l'infini.
Indiquons une forme' remarquable pour le développement de V(.r,j^') à l'extérieur de F. Nous avons vu qu'à l'intérieur de F' on a, pour W(X, Y),
(8) W,\. Y) :2iv,„(\,Y),
iv„i(\^ Y) désignant un polynôme harmonique homogène el de degré /w en X et Y. On a, par suite,
^'wi^j^) désignant un polynôme harmonique, homogène et de degré m en x ely.
Cette forme de développement à l'extérieur d'un cercle est d'ailleurs caractéristique pour une fonction régulière à Finlini, car on remonte immédiatement du développement (c)) au développement (8).
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9. Posons-nous maintenant le problème de Dirielilet pour la partie du plan extérieur à un contour donné C. L'énoncé sera alors le suivant :
Trouver une fonction harmonique, continue et uniforme dans r espace extérieur à C, régulière à t' infini, et prenant sur C une succession donnée de valeurs.
Ce problème se ramène immédiatement au cas du [)roblème relatif à l'intérieur d'une aire. Transformons, en effet, la figure par rajons vecteurs réciproques, en prenant pour centre de transformation un point intérieur à C. Le contour C se transformera en un contour C, et la fonction que nous cherchons W^x^y) deviendra une fonction W(X, Y), uniforme et continue pour lous les points intérieurs à G et prenant sur C la succession donnée de valeurs. Le problème extérieur est donc ramené au problème intérieur, et Ton voit bien que c'est l'hypothèse faite, que la fonction V(x,^) est régulière à l'infini, qui nous permet d'affirmer que la fonction \V(X. Y) n'a pas le point X o, Y _ o comme point singulier.
10. Dans le cas de l'espace, nous n'avons pas parlé au Tome 1 du problème extérieur. Il y a, à cet égard, une grande différence entre le cas du plan et celui de l'espace, et l'on se tromperait gravement en posant le problème de la même manière dans les deux cas.
Considérons encore la transformation par ra\ons vecteurs réciproques
On peut vérifier, avec Sir William Thomson (*). que, si la fonction \(x^y, z) est harmonique, la fonction
(lO)
sera encore une fonction harmonique, (^'e*»t ce que vérifie san«» difficulté un calcul direct.
C) Journat de Liouville, t. \I1 (eitraiit» tU Ij'Urr.s aiflr«:ftwV<» « M, Liouvilk;.
Il en résulte qu'une fonction V(j:,j^', 5) harmonique et continue dans le voisinage de Torigine conduit, au moyen de l'expression (10), à une fonction harmonique bien déterminée, quand le point (Xj y^ z) est suffisamment éloigné de l'origine, et qui s^annule à V infini.
Cette remarque montre immédiatement comment le problème extérieur doit être posé dans le cas de l'espace. Ce problème consiste à trouver une fonction harmonique continue à l'extérieur d'une surface, prenant sur cette surface des valeurs données et s'annulant à l'infini.
III. — Développement en série des fonctions analytiques dVine variable complexe. Théorème. de Cauchy. Fonctions élémentaires.
W, Les séries ordonnées suivant les puissances entières et croissantes d'une variable
(il) ao-f- «15 -i-. . .-4- a„-5'*-+-. . .
jouent dans la théorie des fonctions analytiques un rôle essentiel. Nous avons déjà fait leur étude (t. I, p. 199) quand le coefficient a et la variable z sont réels. Il y a simplement à remplacer le mot Dcilcur absolue par module pour avoir le théorème suivant entièrement analogue à celui qui a été démontré (t. I, p. 199).
Si pour une valeur Zq de v, on a, quel que soit /i,
M étant un nombre fixe, la série sera convergente pour toute valeur de z de module inférieur à \zq\.
En particulier, si la série converge pour une valeur -Gq, elle convergera pour toutes les valeurs de z de module moindre. Il en résulte que la courbe séparant les parties du plan où la série converge de celles où la série diverge ne peut être qu'une circonférence ayant son centre à l'origine. Ce cercle est ce qu'on appelle le cercle de convergence de la série.
12. Et d'abord il est essentiel de montrer que la série précédente est bien une fonclion analylique de la variable complexe 5.
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En effet, elle rentre dans les séries que nous venons d'étudier. Pour le voir, posons
la série (i i) devient
^ r''(a„cos/i6 — ^nsin/iB) -f- * ^ r^f^nCos/iO h- a/|Sin/iO).
Soil ( — L, 4- L) le domaine de convergence, commun aux doux séries
Le cercle de convergence de la série (i i) sera le cercle de rajon L. En effet, pour une valeur de r supérieur à L, Tune au moins des deux séries (i 2) est divergente. Or, pour 6 = o, la série (i i) se réduit à
Le rayon de son cercle de convergence ne peut donc dépasser L. Ceci posé, les propriétés de la fonction définie par la série (11) à Fintérieur du cercle de rayon L résultent immédiatement des propriétés établies au § 2. Cette fonction peut s'écrire
(^esl une fonction analvtique de :;, car puisque
àUn àVn OUn àv
ôx ôy tty Ox
Il résulte encore, des règles de dérivation établies (^ t2;, qu#f la série (1 1) a une dérivée qui sera représentée par la série
d'où l'on conclut encore Tcxistence des dérivées de tout ordre â l'intérieur du cercle de convergence.
13. Nous vcnonsdc voir qu'une série telle que (i i) représente, à rîntérieur de son cercle de convergence, une fonction analytique uniforme et continue. Nous allons maintenant établir la réciproque, qui constitue un théorème fondamental dû à Cauchv et qui s'énonce de la manière suivante :
Si une fonction analytique J\z) est uniforme et continue ii r intérieur d^un cercle ayant l^orif^ine pour centre, on peut, à V intérieur de ce cercle, la représenter par une série ordonnée suivant les puissances entières et croissantes de la variable z.
Soil
D'après le théorème établi pour les fonctions harmoniques, (m a
Or ridenlité
au dv
ôx ()}'
est ici satisfaite ; elle nous donne
2à \''"''dV -^ ''"' àx) 'Z {"'" Or -' ^"' Ty-J'
ou encore
Z (/'- Or ' ^"' dr )' 2à\-''"' dx ^ *'" ~ôx-)
ce (|ui exige qiio
Si d(mc nous formonsy*(^), il vient
puisque
\ /(-) — " -y- iv -i^ (a,„ ib,n)K "/« ' 'V,;, ) -V ol,„ 5"«
( «,« — a„i — ib,„ ),
"m - i^m ~ ''"' ( cos /?ï çp + i siii m ç ) — -8"'.
Le développement (i3) constitue le théorème de Caucliy. Si, au lieu d'avoir Torigine pour centre, le cercle avait son centre en «, la série procéderait suivant les puissances croissantes de z — a. On aurait ainsi le développement
/(-) = PoH- ?l(- -«)-+-... -^ ?/«(- — «)'" -4-...
convergent à l'intérieur d'un certain cercle ayant pour centre a. C'est la formule de Taylor, car, en différentiant m fois d'après la règle du § 12, et faisant 3 = a, on a
Faisons, à propos de ce développement, une remarque qui nous sera utile dans la suite. Soient (C) {fig* 4) 'c cercle de con-
vergence de la fonction f{z)^ z et z -h h deux points à Tintérieur de ce cercle. Considérons la différence
dans laquelle nous supposons :; fixe et h variable. Ce sera encore une fonction analytique de h qui sera certainement développable en une série convergente si le point z -^ h est à l'intérieur du cercle (y), ayant pour centre le point z et tangent intérieurement au cercle de convergence (C). On aura donc, pour tout point z -^ h intérieur au cercle (y),
hfn
Cette série est toujours convergente dans le cercle y cl nous verrons que, dans bien des cas, elle peut converger au delà. P. - II. S
1 i. Donnons quelques applications des généralités qui précèdent, et proposons-nous tout d'abord le problème suivant :
Trouver une série ordonnée suivant les puissances croissantes
de z
/( -3 ) = ao -h ai -G -»- . . . -»- a,;, 5"* -+- . . .
satisfaisant à la condition
La série considérée est convergente à l'intérieur d'un certain rercle (U), dans lequel nous supposons situés le poini z cl le point / ; nous prenons, en outre, le point / tel que
c'est-à-dire de manière que /{z -h () soil certainement développable suivant les puissances de /.
On devra avoir alors l'identité
\ m A • m 9 fii
d'où Ton conclut les égalités
et, en changeant m en m — i et dérivant,
On en déduit la relation récurrenle
et, par suite,
La série jouissant de la propriété demandée sera donc, si elle eiiste, de la forme
ni) /(-c)— I -f- a,;; i- -* ^-...-i- '
On vérifie immédiatement qu'elle est convergente dans tout le plan, c'est-à-dire que son rayon de convergence est infini et elle
est bien telle que
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15. La série précédente, dans le cas où a et 5 sont réels, représente e^. Faisons, en particulier, a=:i, nous obtenons la série
que nous prenons comme définition de e^ quand z est une quantité complexe et il y a bien accord avec les résultats connus. On a, quels que soient z et /,
La fonction e^ est uniforme et continue dans tout le plan ; sa dérivée est la fonction e^ elle-même.
16. De même qu'on définit e^ par une série, pareillement, lorsque z sera imaginaire, cos5 et sins seront définis par les séries
COSw = I —
SXÏiZ = ;r . .. , -
Le rayon de convergence de ces séries est infini. La dérivée de sin5 est cos5, et la dérivée de coss est — sin5.
Les trois transcendantes e^, cos:;, sin.3 ne forment pas trois transcendantes distinctes. C'est un résultat bien connu dû à Euler, et que je ne ferai que rappeler. En remplaçant z par zi dans e*, on obtient immédiatement les relations suivantes
d^où Ton conclut
tfS' = cosz -T- i sin c, ^-zi — cosz — i sin 5,
cosz = y
ainz =
gZt g-Zl
Il est facile ensuite de vérifier les formules fondamentales
cos(^ -h t) = cosz cost — sine sin/, sin(z -^ t) = sin-5 cos/ -H sinf C0S3, 1 = cos*^ -h sin*^.
17. Une conséquence des formules d'Euler sur laquelle j'insisterai un peu plus est relative à la périodicité Ae f{z).
D'une manière générale, on dit qu'une fonction uniforme d'uni variable complexe z est périodique , s'il existe une constante telle qu'on ait
et cela quelle que soit la valeur attribuée à la variable z. La fonction e^ admet la période 7.Tzi\ on a, en cflet,
L'addition d'une demi-période iii change e* en — e^
Terminons en rappelant que, si a et 6 sont réels, on a
ga-^ih = e«(cos6 -4- t sin6),
et que, par suite, le module de e**"*"'* est e**, et que son argumeni est & à un multiple près de 2tz.
18. La notion de l'extension analytique d'une fonction représentée par une série entière
/(z) = Xq -h ai c -H- . . . -T- a^ -s'» -+- . . . repose sur la môme idée que pour les fonctions harmoniques
Soit (y?^. 5) (C) le cercle de convergence de la série précé-
dente. Si Ton considère le point (^o?^o)î on pourra, dans le voi-
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sinage de ce poinl, développer la fonction suivant les puissances de (z — a), (a = Xo-^- iyo)} et nous avons vu que ce développexxient était certainement possible, du moment que le point z était 2k l'intérieur du cercle (y) décrit du point (a) comme centre, tangent intérieurement au cercle de convergence (C). Mais il se peut cque le cercle de convergence (F) de la nouvelle série
soit plus grand que (y) et sorte du cercle (C). On aura réalisé 2ilors Textension analeptique de la fonction le long de Tare a^. Cest ce qui arrive d'ailleurs pour la plupart des fonctions. Considérons, par exemple, la série
Elle est convergente pour | ^ | <^ i et divergente pour 1 5 | > i ; donc son cercle de convergence est le cercle de rayon un décrit de l'origine comme centre. A l'intérieur de ce cercle, la série
représente la fonction ->
Effectuons le développement de cette fonction, autour d'un point a intérieur au cercle C, par la formule de Taylor ; on obtient
I I r z — a Iz — a\' iz — a\*^ 1
= IH h ( 1 -+-.. .H- ( ) -4-... L
La série entre crochets est convergente pour
|5 — a|<|i — a|, c'est-à-dire lorsque z sera à l'intérieur d'un cercle (F) décrit du
point a comme centre avec an rajon aBégal à 1 1 — a\.\jt points
yo CHAPITRE II.
pourra donc sortir du cercle (C) {/ig' 6), et, en conlinuant de proche en proche, on effectuera successivement le prolongement
analytique de la fonction sur tout le plan.
Voici maintenant un exemple simple d'une fonction analytique ne pouvant être étendue au delà de la circonférence de convergence. Il est dû à M. Weierstrass.
Considérons la série
h désignant une constante quelconque et c un entier positif.
Cette série est convergente à l'intérieur du cercle de rayon un et sur le cercle lui-même, elle diverge, au contraire, à l'extérieur de ce cercle, puisque le rapport d'un terme au précédent étant
augmente indéfiniment si | ;; | >> i .
Le cercle de rayon un est donc le cercle de convergence de la série précédente. M. Weierstrass a montre que la fonction ne pouvait pas être étendue analytiquement au delà de ce cercle. Voici une démonstration très simple de ce théorème que l'on trouve dans la Thèse de M. Hadamard. Nous allons montrer que, si l'extension analytique de la fonction est possible le long d'un arc déterminé a^ de la circonférence de rayon un^ elle est possible pour tout arc de la circonférence. En effet, remplaçons, dans la série, z par
ze
ch
k et h étant des entiers positifs ; la série ne changera pas à partir du rang h. Or on peut prendre k et h assez grand pour que
~j^ soit aussi voisin que l'on voudra de tout nombre positif; par
suite, au point z de la circonférence correspond, par cette transformation, un point aussi voisin que l'on veut de tout point de la circonférence. Si donc la fonction peut s'étendre le long d^un arc, si petit qu'il soit, de la circonférence, Vextension sera possible pour la circonférence tout entière. Mais alors la fonction
serait certainement uniforme et continue à l'intérieur d'un cercle de rajon plus grand que un\ la série devrait converger à Texterieur de son cercle de convergence, ce qui est absurde.
Dans l'exemple précédent, la série dont Textension est impossible est convergente sur sa circonférence de convergence si 6 a un module inférieur à un, mais la série des dérivées des termes successifs ne converge pïis. M. Freedholm a indiqué récemment un exemple dans lequel la série et toutes ses dérivées sont convergentes sur le cercle de convergence, et où Textension est d'ailleurs impossible. Cet exemple est fourni par la série très simple
OÙ a est une quantité positive inférieure à l'unité. Le cercle de convergence de celte série est le cercle de rayon un; la série et toutes ses dérivées convergent sur ce cercle. Je me bornerai à affirmer que cette fonction ne peut s'étendre au delà du cercle de rayon un, renvoyant, pour la démonstration, à la Note de M. Freedholm (').
19. Nous avons fait connaître (t. I, p. 21 j) un théorème de M. Hadamard relatif au domaine de convergence d'une série entière. Il n'y a qu'à remplacer les valeurs absolues par les modules pour avoir une proposition applicable aux séries que nous étudions maintenant. Soit donc une série entière
(i5) ao-H ai 5 -+-. . .-r- a/i-s^-H. . . .
Nous envisageons la suite à termes positifs
Si cette suite contient des termes augmentant indéfiniment, la série donnée n'est jamais convergente, sauf pour z := o. Car il existera toujours des valeurs de m en nombre infini pour chacune
( ' ) Comptes rendus des séances de l* Académie des Sciences, 2} mart i^».
(lesquelles on aura
el le terme correspondant a'^z''^ ayant un module supérieur à ///?, la série ne pourra être convergente. Tous les termes de la suite précédente restant compris entre deux quantités fixes, nous pouvons définir un nombre a correspondant à cette suite (t. I, p. 212), et, par conséquent, le rayon du cercle de convergence
sera égal à - •
Un cas particulier intéressant est celui où a = o. Puisque, d'après la définition même de a, on peut, étant donné e aussi petit qu'on voudra, déterminer m assez grand pour que touslea termes de la suite à partir du rang m soient inférieurs à a -h e, il
en résulte que V i ^/n | ^ura zéro pour limite, et nous pouvons énoncer le théorème suivant : La condition nécessaire et suffisante pour que le rayon du cercle de convergence de la série (1 5) soit infini est
Hm )/\ a,n \ = o.
20. L'étude de la série (i 5), sur son cercle de convergence, présente de grandes difficultés. On trouvera, sur ce sujet, d'intéressantes propositions générales dans la Thèse de M. Hadamard (*), qui s'est efforcé de trouver les points singuliers de la fonction sur son cercle de convergence. Dans son Mémoire sur la théorie générale des séries (2), M. O. Bonnet a utilisé autrefois les rapports entre la théorie des séries entières et celle des séries trigonométriques ; citons encore le beau Mémoire de M. Darboux (') sur l'approximation des fonctions de grands nombres où la nature des points singuliers supposés connus sur le cercle de convergence est utilisée pour la recherche d'une valeur approchée des coefficients.
( ' ) Essai sur l'étude des fonctions données par leur développement de Taylor {Journal de Mathématiques, 189a).
(») Mémoire sur la théorie générale des séries {Mémoires des Savants étrangers publiés par V Académie de Belgique, t. XXIII).
(») Mémoire sur l'approximation des fonctions de très grands nombres {Journal de Liouville, 1877).
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Nous nous bornerons à renvoyer à ces Mémoires, et nous nous contenterons de montrer comment le théorème démontré (t. I, p. 202), dans le cas où les coefficients et la variable sont réels, • peut être étendu au cas actuel.
Soit ^0 un point du cercle de convergence, et supposons que la série (i5) converge pour z -— Zo ; on peut déduire immédiatement, comme l'a fait Abel, du théorème cité, que la limite des valeurs que prend la série quand z tend vers z^^ en suivant le rayon allant de Uorigine au point z^^ est égale à la valeur même de la série pour z ^z^. Mais, comme nous Talions voir, on peut aller un peu plus loin en montrant que le théorème subsiste, quand z (restant bien entendu à l'intérieur du cercle) tend vers z^ suivant une courbe qui n'est pas tangente en Zq au cercle de convergence. Il n'y a d'ailleurs presque rien à changer au raisonnement d'Abel. Nous supposerons, comme il est évidemment permis, grâce à une rotation préalable d'axes, que Zq est réel et positif. La série
étant convergente pour c = ^o, on peut prendre n assez grand pour que les sommes suivantes
Sp — Un**^ -1-. . . -t- cifi-i-p^Q
aient, quel que soit/?, leur module compris entre — £ et £ étant une quantité donnée à l'avance aussi petite que Ton voudra. Ceci posé, on peut écrire
rtn -5" -+- . . . H- an-^pZ^-*-P
On aura, par conséquent, en posant
Zo
I — — = r(cosa -m' sina),
Zq
et remarquant que p est inférieur à utif
or, quand z tend vers z^^ r tend vers zéro et p tend vers runité comme on a
p'= (i — /• cosa)'-H r*sin*a = i — ar cosa -+- /*, il en résulte
1 — p 2 cosa — /•
Or l'angle a représente Tangle fait par la droite {zZq) ave rayon allant en Zq\ donc, d'après Thypothèse faite, cosa ne
pas vers zéro, par suite reste fini. La démonstration s'ac
maintenant bien aisément. 11 résulte de l'inégalité ci-dessus qi reste de la série, correspondant au rang /?, sera, quel que so (le module moindre que M s, M étant un nombre fixe. D'autre ] la somme des n premiers termes, élanl un polynôme, est une f tion continue de ;;; si donc z est suffisamment voisin de z différence des valeurs de ce polynôme en z et en Zq aura un dule moindre que s. Les deux séries pour z et ^o différeront ( d'une quantité dont le module n'atteindra pas
ce qui revient à dire, puisque e est une quantité donnée à l'av aussi petite qu'on voudra, que la limite des valeurs de la s< quand z tend vers Zq^ est égale à la valeur même de la série |
z '=■ Zq,
21. Examinons, comme exemple de l'étude d'une série sui cercle de convergence, le cas particulier assez étendu suivant On suppose que, dans la série entière
les coefficients ao, a,, ..., a„, ... soient tous réels, positif:
aillent en décroissant, que la limite de -^^ soit l'unité, < limite de a;,, zéro.
Remarquons de suite que, si la série était à termes alternativeirncDl positifs et négatifs et que, si les coefficients satisfaisaient en 'valeur absolue aux conditions précédentes, il suffirait de changer -3 en — z pour obtenir une série à termes positifs de la nature do celles que nous avons en vue.
Le rayon de convergence de la série précédente est évidemment
Vunitéy puisque la limite de -^^•5 est z.
Cela étant, nous allons démontrer que : La série entière considérée est convergente pour tous les points du cercle de convergence, sauf peut-être pour le point 5 = 1.
Pour un point quelconque du cercle de convegencc (Rmi),
on a
z = cos6 -h £ sinO.
La série que nous avons à étudier est donc de la forme, en séparant la partie réelle et la partie imaginaire,
-i- i[ai sin6 -h aj sin2 6 -I- . . . -I- «rt sin /i6 -}-. . . |.
Or nous avons vu (t. I, p. 281) que les deux séries A et B étaient convergentes pour toutes les valeurs de 0, sauf peut-être pour H = 2A*tc; notre proposition est donc démontrée.
22. Deux séries importantes rentrent dans le type précédent. Considérons d'abord la série
Lorsque :; est réel et compris entre — i et -+- 1, elle représente log(i H- -5). Ses coefficients satisfont aux conditions précédentes : le rayon de son cercle de convergence est un et elle est convergente pour tous les points de ce cercle, sauf peut-être pour le point 5 = — I qu'il y a lieu de considérer en particulier. En ce point on a la série harmonique qui est divergente.
!23. Considérons en second lieu la série
m ml fil — i). /n(m — i)...(/n--n-f-i) ..
(16) IH Z H i 'Z^-^,,.-\ ^ ^^ -S«-f-...,
dans laquelle nous supposerons m réel. Cette série représe (1-I--3)'" lorsque z est réel et compris entre — i et -j- 1 : 2 cercle de convergence a pour rayon Tunité.
Cherchons dans quel cas la série des coefficients
m(/n — i) m(m — i).,Jni — n-hi)
satisfait aux conditions précédentes.
Nous avons déjà étudié cette série (t. I, p. 2o3).
Si m -f- 1 <^ o, les coefficients iront certainement en croissan partir d'une certaine limite. On ne peut donc pas appliquer è série (16) les conclusions qui précédent. Elle sera divergente tout le cercle de convergence.
Si au contraire on a m 4- i >> o, la série des coefficients convergente, et ses termes à partir d'une valeur suffisamm< grande de m seront alternativement positifs et négatifs. La se proposée (16) est donc convergente sur tout le cercle de conv gcnce, sauf peut-être pour le point z ^ — i. En ce point mê elle sera convergente si m est positif.
On trouvera des exemples plus étendus dans le Mémoire M. Weierstrass [ Ucber die Théorie der analytischen Fac tàten {Journal de C relie, Band 51)].
I. — Procédé alterné de* M. Schwarz
1. Comme nous Favons dit (Chap. I, § 30), oq peut, dans des cas étendus, passer, pour le problème de Dirichlet, d'un contour convexe à un contour plus compliqué. C'est ce qu'a montré M. Schwarz en faisant usage d'une méthode que nous allons exposer (*).
Un lemme préliminaire nous sera nécessaire. Étant donné un
contour aC6C' et une courbe adb rencontrant le contour en a et b sans lui être tangent, nous avons considéré {/ig- 7) la fonc-
lion u harmonique prenant sur 6rC6 la valeur zéro et sur aCJ b la valeur un. Nous avons vu que cette fonction tend vers une quantité comprise entre zéro et un quand {x^y) tend vers a ou 6 sur la
courbe adb. D'autre part (Chap. I, §37), pour tout point de l'intérieur de l'aire, u n'atteint pas la valeur un ; il en résulte que la
(•) ScnwARZ, Monatsberichte, 1870, et Œuvres complètes, t. II, p. 107. Voir aussi une Lettre du m6mc auteur à M. Klein {Œuvres. complètes, t. II, p. 3o3).
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fonction sur Tare adb est inférieure à nn nombre q plus petit que un. Nous avons donc
u<^q (sur I arc ado),
(] étant plus petit que Tunité.
De cette remarque, on déduit une conséquence qui va jouer, dans la suite, un rôle fondamental. Désignons par v une fonction harmonique, prenant sur ^C6 la valeur zéro et sur aCb des valeurs dont le module (valeur absolue) ne dépasse pas g. La fonc-t (ion
sera nulle sur aQb et positive sur aiy b. Donc, pour tout point
de rijîlérieur de Taire,
gu -r- r : - o ;
mais nous pouvons écrire cette inégalité sous la forme et, puisque sur adb^ it <^7, il faut nécessairement que
i' -f- f^q > o ( sur adb).
De même, on a '
à rinlérieur de Taire, et Ton en conclut
i' — ffq < o (sur adb).
On a donc, sur Tare adb,
c^est Tinégalilé fondamentale que nous voulions obtenir.
2. Nous abordons maintenant Tétude du procédé alterné de M. Schwarz, et, pour plus de netteté dans Texposition, plaçonsnous dans les circonstances les plus simples.
Nous considérons deux contours limitant deux aires qui ont une partie commune. Appelons a la portion du premier contour extérieure au second, et a la portion intérieure à ce second contour. De même b et ^ désigneront respectivement les portions du
second contour extérieure et intérieure au premier. On suppose que l'on sache résoudre le problème de Dirichlet pour le contour (a a) et pour le contour (bp)] nous allons montrer qu'on pourra résoudre le problème pour le contour {ah).
Nous supposons donnée une succession continue de valeurs sur
Fig. 8.
{ab)\ on désignera par ^ le maximum de leur valeur absolue. D'autre part, à Tare ^ considéré par rapport au contour («a), correspond un nombre plus petit que un, d'après le paragraphe précédent, et de même pour l'arc a considéré par rapport au contour {b^) correspond un autre nombre plus petit que l'unité ; soit q le plus grand de ces deux nombres.
Formons une fonction harmonique //| définie dans le contour (aa), prenant sur a la succession donnée de valeurs et sur a une succession continue de valeurs uniquement assujettie à la condilion de prendre en m et p les mêmes valeurs que la première. Cette fonction aura certaines valeurs sur p. Nous formons alors une fonction k\ définie dans (6,3), prenant sur b la succession <lonnée de valeurs et sur ^ les mêmes valeurs que u^, La fonction i'i prend certaines valeurs sur a ; on formera une fonction //j, définie dans (^a), prenant sur a la succession donnée de valeurs et sur a les mêmes valeurs que Ti et l'on continue ainsi indéfiniment. On obtient, de cette manière, deux suites de fonctions
l*ns
définies respectivement dans (aa) et dans (6^). Les u prennent sur a les valeurs données et les v prennent aussi sur b les valeurs ilonnées ; u„ et i*„ prennent les mêmes valeurs sur p, tandis que '^n et i^n^i prennent les mêmes valeurs sur a : c'est ce que nous
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indiquons, pour plus de facilité dans la suite des raisonnements, par les flèches placées à gauche des deux suites. Nous allons établir le théorème suivant :
Les fonctions u,i et i',i tendent chacune vers une limite quand n augmente indéfiniment» Ces limites représentent deux fonctions harmoniques qui coïncident dans Vaire comprise entre
et fi
Remarquons que
«3 — 1/2 = t'j— i'i (sur l'arc a). Or, V2 — ^'i est nul sur 6, et Ton a
t'j — vx = Mj — ux (sur Tare p).
Donc, sur Tare a, | Tj — v^ \ est moindre que le maximum de I '/-i — ''1 I sur p multiplié par q. Si, d'autre part, on remarque que U2 — //| s'annule sur «r, on voit que le maximum de 1 1/2 — «i | sur p sera moindre que le maximum de | 2/2 — '^1 I ^ur a, multiplié par q ; on aura donc, d'après ces inégalités successives,
I Wj — "1 1 < <7*.( maximum de | Wj— ii\ \) (sur l'arc a).
Le raisonnement est général ; on a, de même,
I u,t— u„-\ I < <7*. (maximum de | iin- \ — t'n-i I) (sur l'arc a).
Si donc l'on pose : maximum de \u2 — '/| \ = ff sur Tare a, on
aura
I Un— Un-i I < q^^n-Dg (sur l'arc a).
Or
Il en résulte que //« tend vers une limite déterminée en tous les points de l'arc a; de plus, pour tous ces points, Un tend uniformément vers sa limite.
La série
formée avec des fonctions harmoniques, étant uniformément convergente sur le contour (^r, a), est donc convergente à l'intéric^ur de ce contour, d'après le théorème de M. llarnack (Chap. Il, § 6) et
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représente une fonction harmonique que nous désignerons par n, La fonction u prend sur n la succession donnée des valeurs. Des raisonnements tout semblables montrent que r„ a pour limite une fonction harmonique c, définie pour le contour (6^), et prenant sur b les valeurs données. Or, sur p, Un = v„ et sur a, u„ = i^„-\ • Par conséquent, sur Tare a et sur l'arc p, on a
Ces deux fonctions harmoniques, prenant la même succession continue de valeurs sur les arcs a et p, coïncident nécessairement dans l'aire limitée par ces deux courbes. Une conséquence immédiate en découle ; la fonction v est le prolongement analytique de la fonction u au delà de l'arc a. L'ensemble des deux fonctions u et i' sert donc à définir une même fonction harmonique à l'intérieur de l'aire limitée par a et b ; k l'intérieur de la courbe («a), on se servira de u pour avoir la valeur de cette fonction, et l'on se servira de v pour avoir sa valeur à Tintérieur de la courbe (b^). L'unique fonction ainsi définie prend sur a et 6 la succession donnée de valeurs, et le problème de Dirichlet est, par suite, résolu pour l^aire limitée par ces deux courbes,
3. Nous nous sommes placé, dans l'exposé précédent, dans des circonstances particulièrement simples. Les deux courbes considérées avaient seulement deux points communs m eip. D'autres cas pourraient se présenter, un peu plus compliqués, mais où la méthode s'appliquerait pour ainsi dire sans modification. Ainsi, par exemple {/ig' 9), dans le cas où les deux courbes auraient
nv
quatre points communs m, ai,/?, 7, si l'on sait résoudre le problème de Dirichlet pour chacune des deux courbes, on pourra le résoudre pour la courbe extérieure à chacune des deux aires considérées. Les arcs appelés, tout à l'heure, a et p seront ici formés P. - II. 6
chacun de deux arcs distincts, ce qui n'entraîne aucune différence dans la suite des raisonnements.
Indiquons encore un cas un peu différent où Ton pourrait employer le procédé alterné. Je suppose que Ton sache résoudre le problème de Dirichlet pour toute aire limitée par un seul contour ; nous voulons montrer que le procédé alterné permet de le résoudre pour une aire limitée par un nombre quelconque de contours. Il suffira de considérer une aire limitée par deux contours C et G (y?^. lo).
Nous traçons deux courbes mn, pq ne se coupant pas et reliant.
Tune et Tautre, un point de C à un point de C. Si Ton considère 1,-1 courbe mn comme une courbe ayant deux bords, on peut dire que les courbes C, C et mn limitent une aire A, et, par hypoihèse, on sait résoudre le problème de Dirichlet pour une telle aire. De la même manière, la courbe /?y avec les courbes G et C^ limitera aussi une aire B qui n'a qu'un contour. Ceci posé, donnons-nous sur les deux bords de mn une succession continue, d'ailleurs arbitraire, de valeurs ; nous supposons seulement que ces valeurs, en m cl n, coïncident avec les valeurs données sur G rt C. On résoudra le problème de Dirichlet, pour Taire A, en ])renant ces valeurs sur mn et les valeurs données sur C et G' ; on obtiendra ainsi une fonction //« prenant certaines valeurs sur pq. Considérant alors Taire B, nous résolvons, pour cette aire, le problème de Dirichlet, en prenant sur C et C'ies valeurs données, et sur les deux bords de pq les valeurs de //| ; on obtient ainsi la fonction r|. On continue ainsi indéHniment, en considérant alternativement les aires A et B. Les fonctions ti„ et v„ ont respectivement deux limites // et r, qui prennent les mêmes valeurs le long de mn et le long de pq. Les deux fonctions u et v coïncident donc pour tous les points de Taire limitée par C et G'. Les valeurs de //, de part et d'autre de mn, pourraient n'être
pas le prolongement anal)^lique les unes des autres, et, pour la fonction r, la coupure pourrait être pq. Mais, puisque ii = v en tous les points de Taire, il s^ensuit que ni mn^ ni pq ne sont des coupures et que la fonction représentée par // ou par r résout le |>roblème de Dirichlet pour Taire limitée par C et G'.
Quant à la démonstration des résultats précédents, ils résul tent cl(* ce que le lemme du § 1 est ici applicable. Si Ton considère une fonction définie dans Taire A, prenant sur C et C la valeur zéro «"t sur les deux bords de mn la valeur un, on aura évidemment, on tous les points de pq,
(j étant inférieur à Tunité, et c'est celte remarque qui a joué le rôle essentiel dans Texposition de la méthode alternée.
i. Faisons une application importante du procédé alterné. Mous avons démontré plus haut la possibilité de résoudre le problème de Dirichlet pour tout polygone convexe, a Texclusion seulement du quadrilatère et du triangle. Il est clair que le procédé alterné nous permet de considérer ces deux cas. Soit, en effet, le triangle abc {fig- ii). Nous pouvons tracer le pcnlagone ca^yS
Fig. II.
rt le pentagone ab^^'y!. Pour ces deux pentagones, on peut résoudre le problème, et par suite le procédé alterné nous conduira, en prenant ces deux polygones, au triangle abc.
Montrons maintenant que le problème pourra être résolu pour tout polygone, qu'il soit ou non convexe. Il suffira de prendre le quadrilatère concave abcd {Jig- 12); en prolongeant ad et de nous avons les deux triangles aba' et bcd' , et, par suite, nous pouvons passer, à Taide de ces deux triangles, au quadrilatère abcd.
Il csl inulilc d'insister pour montrer que, dans un polygone avant un certain nombre n d'angles rentrants, on peut résoudre le pro-
blème si l'on suppose qu'il ait été résolu pour un polygone ayani seulement n — i angles rentrants.
En définitive, nous savons maintenant résoudre le problème de Dirichlet/?owr une aire limitée par une ou plusieurs lignes polygonales fermées absolument quelconques. Pour le cas des aires limitées par plus d'une ligne polygonale, on emploiera des lignes droites comme coupures //*/*, pq du paragraphe précédent.
II. — Application du procédé alterné à d'autres équations
que l'équation de Laplace.
5. L'emploi du procédé alterné n'est pas limité à l'équation de Laplace; j'ai montré qu'il pouvait être appliqué à toutes les équations linéaires à caractéristiques imaginaires et aussi à certaines équations non linéaires (*). Nous nous bornerons pour le moment a l'équation dont nous avons déjà parlé (Chap. I, § 25)
Nous avons vu qu'il ne pouvait y avoir plus d'une intégrale de cette équation prenant des valeurs données sur un contour fermé. De plus, d'après un théorème général énoncé, les intégrales de l'équation sont analytiques.
Ceci rappelé, supposons que l'on sache résoudre le problème de la détermination de l'intégrale par ses valeurs sur le contour
( ' ) E. Picard, Acta mathematica, t. XII, et Journal de l'École Polytechnique, 1890.
(<7a) i^fig- 8) et sur le contour (6(3). Nous voulons montrer qu'on pourra le résoudre pour le contour formé par les arcs a et 6.
Remarquons d'abord qu'une intégrale de l'équation précédente prenant des valeurs positives ou nulles sur un contour fermé ne peut prendre des valeurs négatives à l'intérieur. Nous avons vu en effet (Chap. I, § 2o) qu'une équation de la forme précédente ne pouvait avoir d'intégrale possédant un maximum positif; il ne pourra donc y avoir d'intégrale avec un minimum négatif; or c'est précisément ce qui arriverait si une intégrale positive ou nulle sur un contour devenait négative à l'intérieur. Ajoutons que, si cette intégrale n'est pas nulle sur tout le contour, elle ne pourra pas s'annuler à l'intérieur, car si elle s'annulait en un point (-Co>^o)? on aurait le développement
el Un(,oc — Xoî y — ^0) serait toujours positif dans le voisinage de (j^otj^o)) ce qui est impossible, puisque le résultat de la substitution de // dans l'équation donne
Désignons par u une telle intégrale prenant des valeurs positives ou nulles sur le contour C, et appelons Wq la fonction harmonique prenant sur C les mêmes valeurs. Des deux équations
Ai/o= o,
Am — k*-u = o,
on conclut
A(tt — Wo) = A'w.
Or considérons une fonction v satisfaisant à l'équation
Ai>=/?(r, 7),
p{x^y) étant une fonction qui n'est jamais négative ni nulle à l'intérieur d'un contour G. Si la fonction v s'annule sur ce contour, montrons qu'elle sera négative à l'intérieur de Taire limitée par ce contour (toutes les fonctions considérées sont, bien entendu , continues et même analytiques à l'intérieur). On pourrait tirer immédiatement ce résultat de l'expression de v par une intégrale double, mais comme nous n'avons pas fait jusqu'ici l'étude de la
fonction de Green qui entrerait dans cette expression, nous allons suivre une autre voie. Si v devenait positif, il faudrait nécessairement que pour une certaine valeur de x et y^ on ait un maximum de la fonction; on peut toujours supposer que ce maximum sera atteint pour x = o, ^^ = o. En développant i' par la formule
on aura
Comme, d^ailleurs, a et y sont nécessairement de même signe, on a a>>o, Y>^? c^ ^"* implique contradiction, puisque jc = o, y =^ o correspondent à un maximum.
Nous déduisons de là que pour tous les points de Pintérieur dr aire
6. Ce point établi, le lemme démontré au § 1 pour Téqualion de Laplacc subsiste pour Téquation
Ox* Oy^
Soit u la solution prenant la valeur zéro sur Tare aCb {/ig'' 7) et la valeur un sur aC'ù, on aura sur Tare adb
// étant plus polit que Tunité; on a, en effet, u <; Wo, w© désignant la fonction harmonique prenant les mémos valeurs que u sur le contour, et, puisque Uo<.q^ Tinégalité est manifeste. Les conséquences du lemme subsistentévidemmcnt, et, puisque le procédé alterné repose uniquement sur ce lemme, nous pourrions maintenant répéter ce qui a été dit plus haut: les fonctions w« et i',*» obtenues en intégrant alternativement Téquation proposée pour le contour (aa) et le contour (fr^), auront des limites nous donnant la solution du problème pour le contour (ab).
I. — Propriétés fondamentales du potentiel logarithmique
1. Avant d'exposer la méthode de M. PoJncaré, nous devons faire connaître les propriétés fondamentales de la fonction connue sous le nom àt potentiel logarithmique.
Le potentiel logarithmique est, pour le cas du plan, Tanaloguc du potentiel ordinaire que nous avons étudié au Tome I pour le cas de l'espace. Dans l'espace, la loi de l'attraction était la loi de la raison inverse du carré de la distance. Dans le plan, on suppose que les points s'attirent en raison inverse de la distance : les composantes de l'attraction exercée par un point A(6r, b) de masse m sur un point M(j7, r) de masse un, seront alors
r>ù r2=(x — a)2-T- {y — by. En posant
V =r m loff-, r
on aura
Ox ày
«t V sera dit le potentiel logarithmique.
Si l'on a des masses remplissant d'une manière continue une certaine aire, avec une densité p fonction continue de (a, fr),
on a
les intégrales étant étendues aux masses agissantes. Dans tout ce qui suit, p sera une quantité essentiellement positive, comme nous Tavons d'ailleurs supposé dans la théorie de Pattraetion pour le cas de Tespace. Le potentiel Vsera défini par l'intégrale double*
V — / / p lojî - da db,
2. L'étude de cette fonction V est entièrement semblable à l'étude de la fonction désignée par la même lettre, que nous avons étudiée au Tome I (p. i63 et suiv.). Nous ne croyons pas utile d'insister sur les démonstrations, et il nous suffira d'énoncer les résultats.
Le potentiel logarithmique est une fonction continue de x ci y dans tout le plan, ainsi que ses dérivées partielles du premier ordre, et l'on a pour tout point (j^, y)
o.r ôy
L'étude des dérivées secondes se fait (voir loc* cii.) en supposant que p ait des dérivées partielles du premier ordre pour tous les points intérieurs à la masse.
Des raisonnements analogues montrent encore que les dérivées secondes sont aussi continues à l'intérieur et ^ l'extérieur des masses agissantes, mais elles sont discontinues pour la courbe de séparation.
Pour tout point extérieur aux masses, la fonction V est harmonique; pour tout point (x^y) intérieur, on a, au contraire,
p désignant la densité au point (x, y).
Ajoutons que la fonction V ne s'annule pas à l'infini et qu'elle peut avoir un signe quelconque; ces deux circonstances sont fort importantes et, dans les applications, elles rendent souvent plus
difficiles les questions concernant le cas de deux dimensions. En effet, pour l'espace, V est toujours positif et s'annule à l'infini.
3. Nous venons de considérer le cas où la distribution des masses est superficielle; nous aurons à considérer tout à l'heure des masses dont la distribution est linéaire, de telle sorte qu'on a alors
l'intégrale étant étendue à la courbe sur laquelle est étalée la couche attirante de densité linéaire p. Dans ce cas V est encore une fonction continue dans tout le plan, mais les dérivées du premier ordre éprouvent une discontinuité en traversant les courbes attirantes. C'est ce que nous avons rencontré pour les surfaces attirantes (t. I, p. 177); les démonstrations sont entièrement analogues dans les deux cas.
4. Développons davantage deux propriétés du potentiel logarithmique qui vont jouer un rôle essentiel dans la méthode de M. Poincaré.
La première est relative à la substitution aux points attirants à l'intérieur d'un cercle d'une couche linéaire placée sur sa circonférence.
Soient un cercle de centre O et de rayon R, A un point extérieur et P un point intérieur.
La quantité log-rp' dans laquelle nous considérons le point A comme fixe et P comme variable, est une fonction des coordonnées de P, harmonique dans tout le cercle. En tout point M de la circonférence, elle prend la valeur log-r-w* On aura donc
. « Ti « R«-OP*
Ai' J AM 2^R Mp
d'après la formule de Poisson qui résout le problème de Dirichlet pour le cas du cercle. Nous savons d'autre part, d'après la même formule, que
R«— OP
J 2irR.MP
go CHAPITRE IV.
Des formules (i) et (2) on conclut le fait suivant :
Si Ton a sur la circonférence une couche attirante dont la der^ site, en chaque point M, est la quantité positive
Rî— OP arH.MP^
la niasse totale de cette couche sera égale à Tunité [d'après la formule (li)], et le potentiel de cette couche, sur un point extérieur A) sera le même que si toute la masse était concentrée en P. Cherchons maintenant ce que devient le potentiel de la couche quand le point A est intérieur au cercle. Le potentiel est toujours donné parla même intégrale, mais Tégalité (i) n^a plus lieu, quand A est intérieur; elle a encore lieu quand A est sur la circonférence, à cause de la continuité du potentiel. Or la différence
"'«xt-A^Âii'^.'^
est une fonction harmonique des coordonnées de A; elle est continue à rinlérieur de la circonférence sauf quand A est en P, et dans ce cas elle est égale à -f-x. Étant nulle sur la circonférence, elle sera donc positive pour tous les points de l'intérieur. On a donc, en tout point A intérieur,
r. I Rî_op' . I
/ ^""^ \M — --^ ^^ - *^g AI
AP
Nous avons donc démontré le ihéorème suivant : Quand une masse égale à T unité est placée en un point P de l'intérieur d'un cercle, si l'on répartit cette masse sur toute la circonférence de manière que la densité en un point quelconque M de celle-ci soit inversement proportionnelle au carré de MP, la couche circulaire ainsi obtenue aura même potentiel que la masse primitive en tout point extérieur et un potentiel plus petit en tout point intérieur.
Si, au lieu d'un seul point, on en a plusieurs ou bien une couche, soit linéaire, soit superficielle, on pourra substituer aux points attirants à l'intérieur du cercle une couche linéaire placée sur sa cîr-
confërence; celte couche aura même potenliel sur les points extérieurs et un potentiel plus petit pour les points intérieurs.
o. La seconde propriété que nous avons à développer est relative à la moyenne du potentiel logarithmique le long d^ine cir- <^oiif<érence.
Soit une circonférence C de centre O et de rayon R; si un point attirant P est extérieur à la circonférence, le potentiel
V = m log - 9
^' ^^signant la distance de {x, y) à P, sera harmonique et continue ^■^'^s C, et par conséquent, d'après un théorème établi au début ^ ^ l^élude des fonctions harmoniques, la moyenne de V sur h* ^^^^^le, c'est-à-dire
— 5 / ^ ^*' '""'^ égale à la valeur au centre, c'est-à-dire à m log^^p* On a donc * ^^.V = m ïogr^ (;)R ,\ = moyenne de V sur la circonférence ).
^^i le point attirant P est à l'intérieur de la circonférence, cette
*^ ^^inule n'est plus applicable. Pour obtenir la moyenne de V, nous
■ ^^^^céderons de la manière suivante : décrivons des points O et P des
circonférences F' et F de rayons y' et v» suffisamment petits pour
^|u'elles soient intérieures à C et extérieures l'une par rapport à
^^aulre, et désignons par r la distance du point attiré M(x,y)
^u point O (Jig» i3). On a, en posant V'-— m log — > et en appliquant la formule de Green à la surface limitée par les trois
(•oiirbes C, F et T\
les dérivées étant prises suivant les normales anx courbes gécr métriques.
Les deux intégrales qui forment le second membre de celtr éj;alité sont égales et de signe contraire, car, puisque la grande du rayon de la circonférence sur laquelle on intègre est indiffi rente, on passe de l'une à l'autre en permutant r et /•' et en cha géant le signe. On a donc
ou
I /'oV I f
^ K J^. dn \\ y^
D'autre part, on a
«lonc
ou
'"S îV^'^-r/^' ''*='*
OK V = m lop j- •
D'une manière générale, en désignant par m les masses exté* rieures et par \k les masses intérieures, on aura
r désignant la distance du point de masse m au centre de la circonférence. On a supposé les masses isolées; la formule s'éten< d'elle-même à des masses continues, linéaires ou superficielles, e elle conserve sa signification si les masses attirantes rencontren
la circonférence C : les sommes \] sont, bien entendu, à remplacer par des intégrales.
6. De celte valeur de la moyenne, on conclut que le potentiel logarithmique V provenant de masses positives n'est pas susceptible de minimum. Il suffit pour cela de démontrer que, quel que soit le point B considéré sur le plan, on ne peut avoir
V > Vb,
pour tout point d'un cercle, concentrique au point B, ayant un rayon R assez petit. On a, en effet, les notations étant les mêmes que précédemment,
«fautre part,
Vb = 2 '^ lojç 7. -^2 ^ '"^^ 7' d'où, en retranchant,
.mv-v„=:2i^('"Ss-'°s;:)=2]!*'''e(R)-
Or logp est négatif, les masses [x sont positives, donc
;)rc V < Vb,
et ceci est en contradiction avec l'hypothèse du minimum qui
centrai ne rail
OU V > Vb.
Plus généralement, on pourrait démontrer que, quel que soit le signe des masses superficielles attirantes, la fonction V n'est pas susceptible de minimum dans les régions du plan qui appartiennent à des masses positives et qu'elle n'est pas susceptible dr maximum dans les régions du plan qui appartiennent à des masses négatives.
7. Terminons par une dernière remarque qui trouvera aussi son application. Supposons tracé sur le plan \\n contour simple ou multiple pour lequel on sache résoudre le problème de Di-
riclilet, la fonction V étant d^aillcurs supposée provenir uniquement de masses positives. Désignons par (i> la fonction, harmonique à rintérieur du contour, et qui prend sur ce contour les mêmes valeurs que V. Comme, pour tout point intérieur B, on a «Tlw -- Wg, il en résulte que la fonction V — lo n'est pas susceptible de minimum; or elle est nulle sur le contour : donc elle est positive à l'intérieur.
II. — Méthode de M. Poincaré
8. Nous partons d'une aire quelconque S limitée par un ou plusieurs contours 5. Je dis tout d'abord que /'o/i peut toujours trouver des cercles C/ tout entiers intérieurs à S^ formant une suite indéfinie à indices entiers positifs
/•/ tels que tout point intérieur à S soit intérieur au moins à run de ces cercles.
Pour le faire voir, considénms dans S une région R dont tous les points soient à une distance de s supérieure à une quantité 0. Soil 0' une longueur plus petite que S: traçons une série de pa-
rallrlcs aux axes de coordonnées, avant entre elles la distance -77*
Nous formons ainsi une infinité de carrés dont la diagonale est 0'.
I\ous ne retiendrons parmi eux que ceux qui sont en totalité ou
vn partie intérieurs à R : soit n le nombre de ces carrés. Tout point
dt» U est alors intérieur à un de ces n carrés ou sur son contour.
Ceux mômes de ces carrés qui sont partiellement extérieurs à R
.sfml encore intérieurs à S, puisque leur plus grande dimension 0'
est inférieure à 0.
(*) M. l'uincan': a développé sa inélhodo dans son Mémoire de V American Journal 0/ Mathematics (t. i\) en considérant le cas de l'espace ât trois dimensions. Pour le principe de la méthode, il n'y a aucune différence entre le rus de l'espace et celui du plan: il n'en est pas lout à fait de même des démonstrations qui doivent être assez, notablement modifiées. Dans sa Thèse, soutenue récemment devant la Faculté des Sciences de Paris, M. Paraf a exposé, pour le plan, la méthode de M. Poincaré; nous avons tiré grand parti, pour notre rétinelion, de ce travail fait avec beaucoup de soin.
SOLUTION Di: PROBLÈME DE DIRICHLET. gS
Soient 0| , O2, . . . , 0« les centres de ces carrés : de chacun de ces
points comme centre, avec un rayon intermédiaire entre- et ->
«lécrivons une circonférence. Chaque carré est alors tout entier intérieur au cercle correspondant, lequel est toujours intérieur à S; chaque point de R est alors intérieur à l'un de ces n cercles. Imaginons alors une série de longueurs 0|, 02, ..., o^, ... décroissant et tendant vers zéro. Appelons Rq la région formée par Tensemble des points de S dont la distance à s est supérieure à û|, puis, d'une manière générale, appelons R/ Tensemble des points de S dont la distance à s est comprise entre 0/ et o/^i . Ces diverses régions ne seront d'ailleurs pas nécessairement connexes, mais cela n'est pas utile. Construisons dans Rq les cercles
<'omme plus haut, puis dans R| les cercles
et ainsi de suite indéfmiment. L'ensemble de tous ces cercles forme une suite
V«|, ^1« •••! '-'/Il •••.
qui remplit manifestement les conditions énoncées.
9. Après avoir construit dans S la famille des courbes (]/, traçons encore une courbe fermée L qui contienne dans son intérieur Taire S; nous pouvons supposer que ce soit une circonférence L d^un rayon suffîsamment grand. Désignons par T la partie du plan intérieure à L.
On se donne par hypothèse sur la courbe 5, qui limite S, unr succession continue L de valeurs.
^Admettons que Ton puisse trouver une fonction \\i Xy );, continue ainsi que ses dérivées partielles des trois premiers ordre> dans T, et se réduisant à U sur 5. C'est en partant de cette fonction \'^(j:, ^), prise en quelque sorte comme première approximation, que nous voulons arriver à la solution du problème de iJirichlet.
Supposons d'abord que A\^o ^oil constamment négatif dans '\ .
SI alors on pose
0 sera une fonchon positive dans T. Imaginons une masse répandue d^une manière continue sur T et dont la densité en chaque point soit justement la fonction p. Cette masse aura un potentiel Wo, et l'on aura dans toute la région T
AW'o = — 27rp — AVo, «lonr A(Wo — Vo) = o.
La différence Wo — Vq est donc une fonction harmonique; elle est
parfaitement déterminée, puisque nous connaissons W© et \\
pour tous les points de T. En posant Wq — Vo=8, on aura sur
le contour s
Wo~li
et la fonction 6 sera harmonique.
Les masses qui donnent naissance au potentiel Wo sont toutes positives, et une partie d'entre elles est intérieure à S. Envisageons en particulier celles qui sont intérieures au cercle C/; nous avons appris à former sur le cercle une couche équivalente à ces masses. Ajant à répéter souvent cette opération, nous l'appellerons, pour abréger, le balayage du cercle G/. On peut dire alors (|ue le balayage du cercle C/ ne change pas le potentiel en un point quelconque extérieur à C/, mais le diminue en tout point intérieur. Cette opération n'introduit d'ailleurs jamais de masses négatives.
Balayons alors successivement tous les cercles, dans un ordre tel que chacun d'eux soit balayé un nombre infini de fois. 11 suffira pour cela de les balayer dans l'ordre
I» '■'•, Il «« -'i «1 «*, «3, .|, .•••
on ne tiendra aucun compte de ceux qui ne contiendront plus aucune masse quand viendra leur tour d'être balayé.
Appelons enfin W^ ce que devient le potentiel après la Ar*^*"»« opération ; nous allons comparer entre elles les valeurs des différentes fonctions W;t en un même point A de T et démontrer qu'en chacun de ces points Wa tend vers une valeur déterminé^.
10. Il est évident que, si A est extérieur au cercle balayé à la
^.ième opération, on aura
Dans le cas contraire, on aura
Wa<VV^-,.
Donc, dans tous les cas,
et remarquons que, pour tous les points à l'extérieur de S, on a
Ainsi Wa ne va jamais en croissant quand Tindice augmente. D'autre part, en vertu de la propriété du potentiel logarithmique dû à des masses positives, établie au § 7, Wa est, en chaque point, supérieur à la valeur de la fonction harmonique co, qui prend sur la circonférence T, ou sur toute autre circonférence comprenant S à son intérieur, les mêmes valeurs que Wo. Donc Wa tend vers une limite bien déterminée W en chaque point A (le T.
11. Nous allons démontrer maintenant que cette limite W, bien déterminée en chaque point A de S, tend vers
Gj
quand A tend vers le point a du contour (*). La mémo propriété
(§ 7) va encore nous servir. Nous allons considérer comme résolu
'e problème de Dirichlet dans le cas d'un contour formé de deux
circonférences concentriques et dans celui d'un contour formé
par une ellipse et la portion de droite qui unit les deux foyers,
^^onsidérée comme droite double (2).
(') La démoDStration dans le cas de l'espace est beaucoup plus simple que ^das le cas du plan et Ton n'a pas besoin d'employer les artiHccs auxquels ■^ous avons dû recourir.
(') Le cas de deux cercles sera traité à la fin de ce Chapitre et le cas de deux ellipses homofocales au Chapitre \.
Cela posé, considérons d'abord les points a* du contour s qui admettent une tangente bien déterminée. Nous pouvons construire un premier cercle tangent en a au contour s et tout entier extérieur à S, et ensuite un second cercle concentrique au premier, contenu tout entier dans ï et comprenant S à son intérieur, ce qui est possible, si la région T a été prise assez gi*ande et si le rajon du premier cercle est assez petit. Soit o> la fonction harmonique entre les deux cercles, et prenant sur ces cercles les mêmes valeurs queWo, O" aura, pour tout point A de S,
Imaginons maintenant que le point A tende vers o* ; W/i et w tendent tous deux vers la valeur de W© en o- : donc W tend aussi vers cette valeur, qui est
(3) \ia-^-%.
Lorsque la tangente en Test complètement extérieure à S, nous aurions pu, au lieu des deux circonférences précédentes, n'en considérer qu'une tangente en a à 5 et comprenant S à son intérieur, et cette construction s'applique même au cas où le point ? serait une pointe, pourvu qu'on puisse, par ce point, mener une droite complètement extérieure à S.
En général, lorsque le point <j est une pointe, telle que A, par exemple {fig- i4)î ^^ ne pourra pas tracer toujours une ou deux
Fig. i',.
circonférences, remplissant les conditions précédentes, mais si Ton peut mener par A un petit segment de droite AA' extérieur à Taire S, on prendra alors pour déterminer w le contour formé par une ellipse extérieure à S, ayant pour foyers A et A', et par la portion de droite AA' considérée comme droite double.
La méthode précédente ne s'appliquerait pas si l'on avait au
point A une pointe rentrante formant un rebroussement de seconde espèce. Une discussion plus approfondie est alors nécessaire; on la trouvera dans le travail déjà cite de M. Paraf.
12. Nous avons constaté dans les paragraphes précédents l'existence d'une fonction W(:r,j^) définie dans l'intérieur de S, et tendant vers l'expression (3) quand le point (x, y) se rapproche d'un point quelconque <t du contour. Nous allons maintenant établir que cette fonction est harmonique.
Envisageons un des cercles, Ca par exemple, et supposons que ce cercle soit balayé aux opérations a,, ao, ..., a„, Après chacune de ces opérations, le cercle C» ne contient plus aucune masse. On a donc à l'intérieur de ce cercle
AWa, = o ; or les fonctions
^Voij j ^Vo(j> • • • > »» ot„» • • •
sont des fonctions harmoniques décroissantes, et ayant W pour limite. La série
a donc tous ses termes positifs, sauf peut-être le premier. Tous ces termes sont harmoniques, et la série converge évidemment. Elle définit donc une fonction harmonique dans Cœ, d'après le théorème de Harnack (Chap. II, § 6); or la limite de la série étant W, il en résulte que cette fonction est harmonique dans C» et, par suite, dans toute l'aire S.
Si l'on forme alors la fonction
on aura une fonction harmonique dans S et prenant la valeur U sur le contour s. Le problème de Dirichlet est donc résolu.
Dans la méthode précédente, on part d'une fonction quel- <!onque Wo, assujettie seulement à prendre les valeurs données sur le contour. Nous avons dû faire quelques restrictions sur cette fonction; nous allons les lever dans un moment. Mais on voit dès
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maintenant combien la méthode de M. Poincaré est originale. Tandis que, dans les méthodes de Neumann et de Schwarz, on part toujours d^une fonction harmonique, et que les approximations successives, qui doivent faire approcher de plus en plus de la fonction cherchée, sont toujours des fonctions harmoniques, il en est tout autrement chez M. Poincaré. Ici, on part d^une fonction quelconque prenant les valeurs données sur le contour, et l'on forme une succession de fonctions qui ne sont pas harmoniques dans toute l'aire S; c'est seulement leur limite qui donne une fonction harmonique dans cette aire tout entière.
13. On a supposé, dans la démonstration précédente, que AY» conserverait un signe constant. S'il en était autrement, on pourrait toujours partagerTen deux régions T| etTj, la première con-
tenant tous les points pour lesquels ;— ^ est positif, la deuxième
tous ceux pour lesquels la même quantité est négative. DéGnissons alors des fonctions pi et o-j par les conditions suivantes
Pi = p dans T|, pi = o dans Tj, Pi = o dans Ti, pj = — p dans Tj.
Ces deux fonctions sont continues dans toute Tétenduc de T, et elles sont positives ou nulles. De plus, on a
P = ?i— Pî.
Considérons alors deux systi'mes de masses ajant des densités p, et pai elles engendreront deux potentiels WJ et WJ, qui, dans toute l'étendue de T, donneront lieu aux relations
Do
ne
et, par suite,
A(VV{-W5-Vo)=o.
On a donc
wj-w;-Vo=o,
0 étant harmonique dans T et complètement connu. Les raison-
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nements précédents s'appliquent aux deux fonctions W^ etWJ. Elles engendrent respectivement deux fonctions W* et W^ harmoniques dans S et prenant sur le contour les mêmes valeurs que WJ et WJ. La fonction W* — W^ — 6 résout donc le problème.
14. La méthode qu'on vient de lire, suppose qu'on a déterminé une fonction Vo(x,^), continue dans T, ainsi que ses dérivées partielles des trois premiers ordres, et prenant sur la courbe s la succession continue donnée des valeurs représentée par U. Ou pourra évidemment, pour une infinité de fonctions U sur 5, trouver une fonction Vo (^, y) satisfaisant aux conditions requises. Toutefois, certaines conditions seront nécessaires : ainsi U devra sur le contour admettre aussi des dérivées des trois premiers ordres. Si donc on ne veut faire sur U d'autres hypothèses que la continuité, il est indispensable de compléter la méthode.
15. Examinons donc le cas général où la succession donnée des valeurs U sur s satisfait à l'unique condition d'élre continue. M. Paraf a montré de la manière suivante que ce cas général pouvait être ramené au cas particulier que nous venons de traiter.
On peut toujours, et d'une infinité de manières, construire une fonction ^(^, ^), continue dans la région T et prenant sur* les valeurs données U. Ceci fait, nous allons construire une infinité de polynômes
croissant et tendant uniformément vers ^ dans la région T. Appelons
les valeurs de ces polynômes sur 5; ces fonctions U/i sont croissantes et tendent uniformément vers U. Sachant résoudre maintenant le problème de Dirichlet pour chacune des valeurs
tJij t^î» •••1 t^/i» •••»
données sur le contour, nous aurons une suite de fonctions harmoniques dans S
Nous monlrerons que ces fonctions V,, tendent vers une limite V ' qui est la fonction cherchée.
16. D'après ce que nous avons démontré (t. I, p. 26a), on peul toujours trouver un polynôme F (x, y) qui représente, avec une erreur moindre qu'un nombre e donné à l'avance, une fonction '} (^' y)-! arbitrairement définie dans une aire T et assujettie à la seule condition d'être continue.
Soit *!^ (x, y) une telle fonction prenant sur 5 la succession de valeurs li; nous pouvons la supposer positive; car, dans la solution du problème de Dirichlet, on peut toujours ajouter une constante à U. Désignons par
une succession de nombres positifs croissants, tendant vers l'unité. On suppose que
conditions qui peuvent être réalisées d'une infinité de manières, par exemple avec X/ = 1 — ^-r»
Considérons enfin la suite des fonctions continues, positives, croissantes et tendant vers '1,
En appelant m la limite inférieure de ^ dans T, je construis le polynôme F/(j;,jk), qui représente "ki^ avec une erreur moindre
que- 0///i. Ces polynômes F/ forment une suite croissante, car
on a
F/4-1 > ^/-M'!' — 7 Oi+inij F/ < X/4; -f- - 0//W.
donc
F|+i — F| > X/-H,<^ — li^ — - (0/-4- 0/+1) m
> o//n (8/-+- o/-Hi)m ~ - m(0|— 0/4-1) > o,
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^ t cette suite croissante tend uniformément vers ^. Si donc on sippelle U/ la valeur de F, sur s, les U| forment aussi une suite c^roissante tendant uniformément vers U.
Maintenant nous savons, au moyen de chaque fonction F,, oonstruire une fonction V/ harmonique dans S et se réduisant ài U| sur s. Ces fonctions V| forment une suite croissante, puisque la différence V/^i — V/ prend sur s des valeurs positives; d'ailleurs V/est toujours inférieur à la limite supérieure M de ^, puisqu'il en est de même de U|.
Les fonctions V, ont donc une limite V; je dis que V est la fonction cherchée. Considérons en effet la série convergente
Chaque terme de la série est harmonique dans S, et le terme général V« — Vn-t tend vers U« — U/i_i quand le point mobile s'approche du contour. D'ailleurs la série de ces valeurs sur le contour s
Ui-4- (U,- Ui) -h. . .-h (U«- U«-i) -+-. . .
Converge uniformément vers U sur tout le contour; donc, d'après 'e théorème de Harnack, la fonction V est harmonique dans S ^l prend la valeur U sur s.
17. Nous terminerons ce Chapitre par l'examen du cas particulier dont nous avons eu besoin au § 11, où le contour se com- (^ose de deux cercles concentriques.'
Soient donc C et G les deux cercles, R et R' leurs rayons, r et o les coordonnées polaires d'un point de la couronne
Nous voulons trouver une fonction/(r,<p), harmonique dans la couronne (S), se réduisant à des fonctions données U(ç) sur (C), Y(cp) sur (C), quand le point (r, cp) tend vers C ou vers C par un chemin quelconque.
Nous supposerons seulement que ces deux fonctions de ç satisfont aux conditions de Dirichlet, et forment sur le contour une
suite continue. Nous pouvons donc poser
V(?)=ai+2 ^'"(î)'
OÙ U;„ et Vm désignent, par abréviation,
U//i= a,„cosm<p-4- 3,„sinmo, V/n = 3t',„ cos m o -f- 3^4 sin m ç,
et ces deux séries sont uniformément convergentes sur les contours respectifs (C) et (C) (t. I, p. aSg).
Supposons d'abord que les valeurs de U et V données sur les contours C et C se réduisent respectivement à i et o, ou à o et i. La solution est immédiate : ce sont les fonctions harmoniques
IV ^^ — R
Soit, en second lieu, cosm^ et o, ou o et cosmcp les valeurs de U et V données sur les contours C et C. Les solutions apparaissent encore d'elles-mêmes. Ce sont les fonctions harmoniques
,.„[ TTrk — cos/iiQ et ' / ^-rrr: — cosmo.
En remplaçant cos/7?(p par sinmcp, on a les solutions correspondantes aux valeurs o et sin m y sur les contours.
Gela posé, la solution générale va s'obtenir bien facilement. Posons, d'une part,
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<^t, cl"*aulre part,
_ ,'°eR Uj -y-r) ,, ^ ,
'■" - »« '^iR'' ^"' - /R'\m /R w« Vm(.?),
'°8r (rJ -(rV
'^'^ o I)lient ainsi deux suites de fonctions harmoniques dans la courot» «r^e (S)
I/q f '^If '^2? .... '^//i) •••1
«r le contour C, la série des valeurs que prennent ces deux '^^^^^«s sont respeclivement ll(ç) et o; et sur le contour C, o
■H^onc, en appliquant le théorème de M. IIarnack(Chap. Il, §6), ^ "^ ^<îune des deux séries
M(r, <p)= ao-+- W|-r- «Î-+-- • -T- UiH-^' • '^
«a uniformément convergente à l'intérieur de Taire (S) et reprétera une fonction harmonique. La première tend vers U(o) ou s o, quand le point (r, ©) se rapproche de C ou C par un îmin quelconque. La seconde tend vers o ou vers V(tp ) dans mêmes conditions.
La somme de ces deux séries
pond à la question proposée. C'est une fonction harmonique ^^iformément convergente à l'intérieur de (S) et qui tend vers (y) ou vers V(<p), suivant que le point (r, ©) se rapproche de C ^i de C.
On peut lui donner encore une autre forme en l'écrivant de la •'•rianière suivante
/('•»?)= — nâ'(*^*^^7 ^^'^^^^Kj
log-g-
■^2 /R'N"« ' /R\'"î \fj l(r/ ""-"M
(ffm'^-^-i
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et, par suite,
/(/%?)- --|^-7(«olog--i-ûtilog0 -t- 2 (7
log-ô
puisque chacune des séries sous le signe ^ est évidemment aL> lument convergente.
I. — Théorèmes généraux de Cauchy
1. Nous avons déjà obtenu les résultais généraux relatifs aux fonctions d'une variable complexe, en les déduisant des propriétés générales des fonctions harmoniques. Nous sommes arrivés ainsi à la formule fondamentale de Cauchy (Chap. II, § 13) et à son théorème relatif aux fonctions bien déterminées et continues à l'intérieur d'un cercle. Il est indispensable que nous retrouvions ces résultats par la voie même qui y a conduit le célèbre auteur.
Soit y (j:) une fonction analytique uniforme et continue à l'intérieur de l'aire limitée par un contour C (formé d'une ou de plusieurs courbes distinctes) (*); nous allons montrer que l'on a
rintégrale étant prise le long du contour C dans le sens positif et X désignant un point quelconque de l'intérieur de l'aire. Pour démontrer cette formule, décrivons de x comme centre un cercle y, de rayon p, intérieur à l'aire. La fonction
(*) Nous appellerons souvent /o/tc^to/t /lo/omor/^Ae dans une aire une fonction analytique uniforme et continue dans cette aire.
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esl continue dans Taire intérieure à G et extérieure à y : on a d
le sens d'intégration étant positif sur y comme sur G. La secoi intégrale ne dépend pas du rayon p; prenons ce rajon p as petit pour que l'on ait, z étant sur y,
|7^| étant moindre qu^une quantité positive e, donnée à ravan aussi petite que l'on voudra. On aura
or, dans le second membre, nous avons d'abord l'intégrale
i/i1-=/«Xî^
Si l'on pose
z = x-i- pé
on a
La première partie du second membre est donc iTzif^ d'autre part
le module de cette dernière intégrale est donc moindre que 2 mais elle est indépendante de p, puisqu'elle est la différence deux expressions qui ne dépendent pas de cette grandeur seconde partie du second membre est donc rigoureusement nu et Von a par suite la Jormule fondamentale
•^ 'ITZl J., z — X
Gette formule n'est autre chose qu'une forme parliculi
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de la formule fondamentale de Green
lO()
démontrée au Chapitre I (§ 10). Il est facile de s'en assurer. Dési-
Fig. i5.
JD-
ir
nons le point x par z', pour éviter toute confusion, et posons
u ot (' étant deux fonctions harmoniques qui satisfont aux équations
du dv du __ ôv
dx ~~ dy dy dx
On vérifie sans peine que, pour tout point du contour C, en désignant par s Tare de courbe, les relations précédentes prennent la forme
du _ dv du
ds dit dn
dy ds
Exprimons les deux fonctions w et (^ au moyen de la formule (>.), et ajoutons les résultats après avoir multiplié la seconde par /; on obtient
/,.) = „ + ,.= _ j l^log;- —^j- (« + u') -^ J ,/.
OU, en vertu des relations (3),
logr
d( u -\- iv) ds ~
. .dloç^rl
d ds
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Cctlc intégrale se réduit donc à
Désignons par a et ^ les angles que la normale intérieure fait respectivement avec Taxe des x et Taxe des j^; on trouve, par un calcul bien simple, les relations
ds = — dz e'«, -i i -r- = tf-'?
' as an
et Ton en déduit, en substituant dans (4)) la formule fondamentale de Cauchy
/•/-'i ' r{u-hiv)dz
^^-'-^-^ITiX- -z--z^'
3. Les expressions des dérivées successives def{x) résultent immédiatement de la formule (i). En donnant à x Taccroissement \Xj on aura
f(T-\-lx)-^fir)=. '-. ffiz)( ' ^—\dz.
Divisons par Ax, et remarquons que
est, pour Aa: == o, égale à la dérivée de ^ - par rapport à jr, c'est-à-dire ;» ce rapport tendant d'ailleurs uniformément
vers cette limite quand z décrit le contour C. Il en résulte
et d'une manière générale, en continuant de la môme manière,
(j) f^fiUx)= : — / — • -dz.
11 n'est pas sans intérêt de remarquer que l'établissement do la formule (i) suppose seulement ([ue la fonction analytique /(i; )
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ait une dérivée du premier ordre, c'est-à-dire qu'en posant
P et Q ont des dérivées continues et bien déterminées du premier ordre, satisfaisant d'ailleurs aux deux relations tant de fois écrites. La formule générale (5) montre c[ue/(z) a des dérivées de tout ordre ; ainsi ^existence de la dérivée première, pour une fonction analytique , entraîne V existence des dérivées de tout ordre,
4. Une conséquence de la formule (5) nous sera plus tard très utile. Supposons que la courbe C se réduise à un cercle de rayon R ayant l'origine pour centre, et que x =^o : on aura, en posant
Soit M le module maximum de/{z) sur le cercle, il vient
|/.,)(o)|<ill^M.
Nous en concluons facilement qu'on peut construire une fonction uniforme et continue à l'intérieur du cercle de rayon R ayant pour centre l'origine, dont toutes les dérivées soient positives pour .3 = o et égales, pour chaque valeur de n, à la limite que nous venons de trouver pour {/^"^(o) |. 11 suffit, en effet, de prendre la fonction
qui est bien telle que
5. De la formule fondamentale (i), Cauchy a déduit le développement d'une fonction uniforme et continue à l'intérieur d'un -cercle en série de Maclaurin. Soit un cercle C de rayon R, ayant l'origine pour centre; on a, x étant à l'intérieur de ce cercle.
/(-)=. -^Xëi^^^
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or on a Ficlcntilé
<ît, par suile,
'IT.l J^ Z ITZl J^ Z^
On volt que f{x) est représenté par un polynôme de degré w, augmenté d'un terme complémentaire. Si donc celui-ci tend vers zéro pour n infini, nous aurons un développement de f{x) en série entière, c'est-à-dire en série ordonnée suivant les puissances positives entières et croissantes de la variable a*. Or, lorsque ^ décrit le cercle C, \, - a un module qui ne dépasse pas une certaine limite M; si donc on pose
on aura
ëii (-:)■*' I < »■ (k)--
Par conséquent le module du terme complémentaire sera moindre que le produit de M l-^\ par la longueur de l'arc d'intégration, C'est-à-dire que
[t7] 2 7:R on XTzrM l- \
expression qui tend bien vers zéro puisque /• < R. On a donc la série
Ce développement n'est d'ailleurs autre chose que la série de Maclaurin, puisque, d'après la formule (5),
f n / o) . - ; -î^ — - dz
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Le théorème que nous venons d'élablîr joue dans la théorie des >nclions un rôle capital. Nous l'avions déjà établi (Chap. II, 13), en développant séparément la partie réelle el la partie imainaire de/{x). Les deux méthodes ne sont d'ailleurs distinctes n'en apparence; dans les deux cas, on fait au fond usage de la léme formule, puisque la formule fondamentale de Cauchy n'est u'une forme de la formule de Green, comme nous venons de le oîr (§ 2).
6. Nous dirons quelquefois, pour abréger, qu'un point est, pour ne fonction, un ipoini ordinaire si Ton peut, dans le voisinage de e point, développer la fonction par la formule de Taylor, ou encre si elle est holomorphe dans le voisinage de ce point.
Si tous les points de l'intérieur d'une aire A et de son périmètre ont des points ordinaires pour une fonction, on pourra pour chacun d'eux, d'après la définition précédente, trouver une quantité p elle que la fonction soit développable dans un cercle de rayon p utour de ce point. Il est clair que, pour l'ensemble de ces points, aura un minimum diflférent de zéro. Nous allons établir qu'une )nction satisfaisant aux conditions précédentes, à l'intérieur et ir le périmètre d'une aire A, ne peut avoir dans cette région u'un nombre limité de racines.
Faisons d'abord la remarque suivante : une série f{z)^ ordonée suivant les puissances croissantes àe z — a et s'annulant pour =z a, ne s'annule pour aucun autre point à l'intérieur d'un ercle de centre a et d'un rayon p' suffisamment petit. On a, en Dret,y"(-3) s'annulant pour :: = a, une puissance entière et finie e (^ — a) en facteur, et, par suite,
Lo n'étant pas nul. Si donc \z — a' est inférieur à un nombre p' uffisamment petit, la quantité entre parenthèse sera difl'érente e zéro.
Pour toutes les racines, ce rayon p' est différent de zéro; il a lonc un minimum qui n'est pas nul. Ceci suffit à établir que les acines sont en nombre limité dans la région indiquée.
7. L'analyse de Caucliy a été généralisée en i843 par le com- P. - II. 8
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niandanl Laurent, qui a considéré une fonction y (j:)holomorphe entre deux circonférences concentriques C et C. Supposons que Torigine soit le centre commun et désignons par R etR'lesrajons (le C et C(R > R'). L'apj)licalion de la formule fondamentale donne
/( .r ) =-- . / ~ — - dz 1 1 az.
Nous prenons la seconde intégrale avec le signe moins, parce que nous la prenons dans le même sens géométrique que la première.
Développons en série chacune des deux intégrales; pour la premiùrcy nous n^avons qu^à appliquer ce que nous avons dit au paragraphe précédent. Mais la seconde donne naissance à un développement en série d'une forme différente. En effet, puisque sur la circonférence C le module de z est inférieur à celui de j:* nous partirons de Tidenlité
lie 5» \^/
z — X '~ X .r* " * j?"-*-* z — JP
-Nous avons donc
-J^-Jj^-y-^'-XMiT---
On montrera, comme précédemment, que le terme complémenlaire tend vers zéro quand n augmente indéfiniment; la seconde iulégrale est donc développée en une série entière par rapport
à -• 11 en résulte que la fonction f{x) se trompe développée en
une somme de deux séries ordonnées, la première par rapport aux puissances croissantes et entières de x, la seconde par rapport aux puissances croissantes de -•
La première de ces séries est convergente pour tout point intérieur au cercle C, la seconde série converge pour tout point extérieur au cercle (7. L'ensemble des deux séries sera convergent dans la couronne comprise entre les deux circonférences.
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Il pourra arriver que la seconde circonférence ait un rayon j1, on aura alors un développement de la fonction valable pour us les points du cercle C, à C exception de V origine. Ainsi,
Ton a une fonction /(s), uniforme à l'intérieur d'un cercle G rant l'origine pour centre, et continue pour tous les points de ce îrcle, sauf pour le centre, on peut développer /(>s) en série de
forme
p = —to p= 0
8. Les développements précédents permettent d'établir facilelent quelques résultats généraux relatifs aux fonctions uniformes, lonsidérons une fonction /(.s), uniforme et continue dans tout iplan de la variable z] on suppose de plus que son module reste mjours inférieur à une quantité fixe M, quelque grand que >it z. Nous allons montrer, avec Liouville, que la fonction doit ! réduire nécessairement à une constante. Nous pouvons en eft développer /(^) en série entière
/{z) = Ao-+- AiZ -i-. . .-h AfnZ^-h. . .y
: cette série sera convergente à l'intérieur d'un cercle C, ayant origine pour centre et un rayon arbitraire R. Or on a (§ 5)
t, puisque sur le cercle
na (§4)
^r R est aussi grand qu'on voudra, par suite la quantité fixe A^ st rigoureusement nulle (sauf pour m = o), et la /onction /(z) e réduit à la constante Aq.
Nous avions déjà rencontré ce théorème de Liouville, car il l'est pas distinct du théorème établi (Chap. I, § 12) et relatif àox fonctions harmoniques. Nous avons vu, en effet, que si une telle fonction, bien déterminée et continue pour toute valeur de
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X et^, restait toujours moindre en valeur absolue qu'une quantité fixe, elle devait nécessairement se réduire à une constante.
Or, en posant ici
/(5) = P4-Qe,
on aura évidemment, si |/(-) < M, les deux inégalités
et, par suite, P et Q seront des constantes.
9. Le théorème de Liouvillc se généralise immédiatement, en supposant non plus que le module de f{z) reste toujours inférieur à M, mais que, pour des valeurs de |^| supérieures à une quantité déterminée, on ait
m étant un entier positif déterminé. En prenant toujours le développement de/(^), on a, p étant un entier positif arbitraire et en intégrant le long du cercle de rayon R,
et, par suite.
et Ton en conclut, R étant aussi grand qu'on voudra,
La Jonction f{i) se réduit donc à un polynôme de degré m,
II. — Pôles et points singuliers essentiels d'une fonction uniforme.
10. Nous avons jusqu'ici supposé que la fonction /{z) était holomorphe dans la région considérée. Soit dans cette région un point «, pour lequel la fonction cesse d'être continue ; on suppose que si de a comme centre on décrit un cercle G d'un rayon assez petit, la fonction /(s) est uniforme dans ce cercle et continue pour tous les points, sauf le point a. Dans ces condi-
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tîons nous avons (§ 7) le développement
Si les termes B^ sont en nombre limité, on dira que le point a est un pôle. On aura donc, dans ce cas,
ce développement étant valable pour les points d'un cercle d'un rayon suffisamment petit décrit autour du poin a. On aurait pu prendre la possibilité de ce développement comme définition du pôle. Le pôle a est dit un pôle d'ordre m, si — m est la plus petite puissance Ae z — a qui figure dans le développement. On voit
que le produit
est uniforme et continu dans le voisinage de ^ = a, et prend pour z = a une valeur finie et différente de zéro.
D'après la définition même du pôle, il est clair que, si une fonction holomorphe n'a, dans l'intérieur d'une aire et sur son contour, d'autres points singuliers que des pôles, ceux-ci sont en nombre fini. On doit pouvoir, en effet, autour de chaque point de ce domaine, tracer un cercle de rayon déterminé et différent de zéro, à l'intérieur duquel la fonction sera développable soit par la formule de Taylor, soit par la formule (6).
11. Parmi les coefficients B, il en est un particulièrement important : c'est le coefficient B| que Cauchy a appelé résidu de la fonction relatif au pôle a. L'importance de ce coefficient va apparaître dans la recherche de l'intégrale
J /(z)dz,
prise le long d'un contour simple entourant le pôle a. Nous pouvons substituer au contour C une circonférence F ayant son centre
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en a et un rayon assez pelil pour que la fonction puisse être dan: ce cercle représentée par l'expression (6). On aura alors
f/{z)dz = B^ r _^- ^...+ B, T-^.
Jr Jr(^""^) ^Jpz — a
Or on a
a) comme on le voit de suite, en posant
et faisant l'intégration de 6 = o à 6 = 27c. On a de même
r dz
Nous avons donc
Jf /{z)dz = 2:ri.Bi.
Si Ton suppose d'une manière plus générale que le contour simple G entoure un nombre quelconque de pôles a, 6, ..., /, on aura en ajoutant les résultats partiels dus à chaque pôle
/ /{z)dz = azi V R, «- c ^^
^R désignant la somme des résidus relatifs aux dificrents pôles
situés à l'intérieur de C.
Nous pouvons donc énoncer le théorème fondamental suivante dont Cauchy a fait d'innombrables applications :
Uintégrale d\ine fonction uniforme prise le long d'un contour simple est égale au produit de 2Tzi par la somme des résidus de la fonction relatifs aux pôles situés à l'intérieur du contour.
12. Les fonctions uniformes peuvent présenter d'autres points singuliers que les pôles. Nous dirons d'une manière générale qu'un point O qui n'est pour une fonction uniforme /(w) ni un pôle, ni
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lin point ordinaire, est un point singulier essentiel isolé pour cette fonction, si, à Tin teneur d'un cercle ayant O pour centre, la fonction est uniforme, et si, en dehors de O, elle ne possède
dans ce cercle d'autres points singuliers que des pôles.
Ainsi, par exemple, la fonction e^ a au point 5 = 0 un point singulier essentiel isolé. Ce point n'est en effet pour la fonction ni un pôle, ni un point ordinaire. L'étude de cette fonction si simple va nous montrer de suite l'indétermination d'une fonction dans le voisinage d'un point singulier essentiel. Considérons en
effet l'équation
V étant une constante quelconque différente de zéro. 11 est facile l'avoir ses racines. Soit en effet
A = We^i
- =p -hqi; ^ n aura
ï^e module du premier membre est égal à eP et son argument
•> </; on a donc
eP=zï{ ou /> = logR,
Je logarithme étant le logarithme arithmétique, et donc
~" Uy^W -r- {oL -f •ikT.)i
/" étant un entier arbitraire positif ou négatif.
Quand k augmente indéfiniment, ces valeurs de z tendent vers zéro. On en conclut que l'équation
« une infinité de racines dans le voisinage de :; = o, c'est-à-dire 7ue, quelque petit que soit le rayon d^un cercle décrit de Vori-
gine comme centre, il y aura toujours une infinité de racines de cette équation contenues à V intérieur de ce cercle. Cet exemple montre combien est profonde l'indétermination d' une fonction dans ]e voisinage d^un point singulier essentiel.
13. C'est M. Weierstrass qui a fait le premier, d'une manière systématique, l'étude des points singuliers essentiels (*). L'illustre auteur a montré que, dans le voisinage d'un point essentiel, la fonction f{z) s* approche autant qiCon veut de toute valeur donnée, c'est-à-dire que, étant donné un nombre e aussi petit qu'on voudra et un nombre quelconque A, il y aura toujours, à l'intérieur d'un cercle ayant a pour centre et un rayon si petit qu'il soit, des points z où
M. Weierstrass déduit cette proposition de ses théorèmes généraux sur les fonctions uniformes. Nous en donnerons une démonstration différente (').
Tout d'abord remarquons que , dans le voisinage d'un point singulier essentiel, la fonction peut admettre une infinité de pôles. Ainsi la fonction
a pour point singulier essentiel ^ =^ o, et elle admet les pôles en
nombre infini z= y- (k entier).
Air ^ ^
Pour établir le théorème général qui vient d'être énoncé, considérons la fonction
Deux cas pourront se présenter. La fonction (8) pourra avoir une
(') K. Weierstrass, Mémoire sur les fonctions uni/ormes d'une variable {Mémoires de l'Académie de Berlin, i8;6).
(') J'ai donné pour la première fois celle démonstration dans mon Cours li- Ihographié de i886.
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infinité de pôles dans le voisinage du point singulier essentiel a]
dans ce cas, Féquation
aura une infinité de racines dans le voisinage de a, et le théorème est alors évident : la fonction non seulement s'approche autant qu'on veut de A, mais lui devient rigoureusement égale.
En second lieu, la fonction (8) n'a pas une infinité de pôles dans le voisinage de a. On peut alors dans ce voisinage se servir de la formule de Laurent, et Ton a, dans l'intérieur d'un certain cercle C,
T 7- = Ao-+- A,(>5 — a
La première série sera convergente à l'intérieur du cercle C, la seconde est convergente dans tout le plan, sauf au point a. Or,
si l'on pose -j— — = x, nous savons qu'on peut choisir x de module supérieur à tout nombre donné R, de façon que le module de
BiT -h B^a7*-^. . .
soit lui-même supérieur à telle quantité positive qu'on voudra donnée à l'avance. A cette valeur de x correspond un point z aussi rapproché qu'on veut de a, pour lequel le module de y{z) — A est inférieur à tout nombre e, si petit qu'il soit, ce qui démontre le théorème.
La proposition précédente ne nous apprend rien sur les
racines de l'équation
dans le voisinage du point a. Bornons-nous à énoncer un théorème sur lequel nous reviendrons plus tard (*) :
L'équation précédente a en général une infinité de racines dans le voisinage de a. Il peut arriver cependant quHl n'en soit
C) E. Picard, Mémoire sur les fonctions entières {Annales de l'École Normale, 1&80).
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pas ainsi pour certaines valeurs exceptionnelles de la constante A, mais il ne peut exister plus de deux valeurs exceptionnelles.
Dans cel énoncé la valeur A =:oc est à considérer comme une valeur que rien ne distingue des autres.
De ce théorème résulte une classification pour les points singuliers essentiels isolés d'une fonction uniforme f{z). On peul les partager en trois classes :
1° La fonction /(-s) peut prendre sans exception toutes les valeurs que Ton voudra dans le voisinage de a ; on peut dire que c'est le cas général.
1^ Il peut y avoir une valeur exceptionnelle que la fonction ne prendra pas dans le voisinage de a. Ainsi, par exemple, la fonction
ne devient pas nulle dans le voisinage de -5 = o. Nous avons ici l'unique valeur exceptionnelle A = o.
3** Deux valeurs exceptionnelles peuvent enfin se rencontrer.
La fonction e* en offre un exemple ; l'équation
n'aura pas de racines dans le voisinage de l'origine si A = o et si A = 00.
15. Nous avons toujours supposé jusqu'ici que le point, dans le voisinage duquel on faisait l'étude de la fonction, est à distance finie. Dans la théorie des fonctions d'une variable complexe, on considère les valeurs de ;; d'un module infiniment grand comme formant un point; on le désigne sous le nom de point à l'infini. Il suffit de poser
pour que le point à l'infini dans le plan des z soit ramené à l'origine dans le plan des z'.
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Les définitions et les théorèmes qui en résultent s'étendent donc sans difGculté au point à Tinfini. Celui-ci, par exemple, sera un pôle pour la fonction /(<z), si la fonction
admet comme pôle le point z'=^ o : on aura alors
G(^') étant holomorphe dans le voisinage de z'= o : donc
/(z)= A;„5'«-h. . .-+- Ajz -t- G( i j
G ( - j étant une série entière en -, convergente quand |;;| est suffisamment grand.
Si nous considérons en particulier un polynôme d'ordre m, nous pouvons le regarder comme une fonction de z ayant, pour toute singularité, le point à l'infini comme pôle d'ordre m. La réciproque est vraie, c'est-à-dire qu^une /onction uniforme dans tout le plan, ayant comme seule singularité le point à V infini supposé pôle d^ ordre m, se réduit à un polynôme de degré m. Il est clair en effet, que, dans ce cas,
reste, à partir d'une certaine valeur de | s |, inférieur à un nombre fixe; par conséquent, d'après le théorème de Liouville généralisé (§ 9), la fonction entière /(^) doit se réduire à un polynôme qui devra être nécessairement de degré /w, puisque le point à rinfini est un pôle d'ordre m.
Ce théorème peut se généraliser. Une fonction rationnelle est une fonction uniforme qui n'a dans tout le plan, y compris le point à l'infini, d'autres points singuliers que des pôles. La réciproque est exacte et se déduit de suite du théorème précédent. Soient en effet a, 6, . . . , / les pôles de notre fonction /(5), à distance finie
et de degrés de multiplicité a, p, . . . , X. Formons le prodait
il n^aura plus de pôle à distance fînie, et le point à l'infini ^ ne pourra être qu'un pôle ou qu'un point ordinaire. Ce produit e^^mest donc un polynôme ou une constante et il est bien établi quey(- z) est une fraction rationnelle,
III. — Fonctions anal3rtiques élémentaires d'une variable complexe.
16. Nous avons déjà, à propos de la théorie des séries entièi~ ^s (Ghap. II), défini les fonctions élémentaires e*, sin5 et coss, i^ ^i sont uniformes et continues dans tout le plan. Nous nous occ^ljiperons dans ce paragraphe des fonctions élémentaires qui a -^l— mettent des points singuliers et de celles qui ne sont pas ui formes.
Les fonctions tang^ et cot^ sont définies par les quotie
et-^-^* La fonction cos^ s'annulant pour certaines vale
COS5 smz *
de c, tangx; deviendra infini. Cherchons les racines de cos5, devra avoir
OU
donc, en posant ;; =r a + i jâ,
Or, — I ayant Tunité pour module cl son argument pouvant êl
pris égal à t:, on aura
Par conséquent, les racines z sont données par la formule
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A étant un entier positif ou négatif. Ces points sont des pôles ^simples de tangz.
On verra de la même manière que les pôles de coiz sont donnés par
Ainsi, tandis que les fonctions e^^ sinz et cos.3 sont des fonctions entières, les fonctions tang.3 et cot5, qui sont aussi uniformes dans tout le plan, ont un nombre infini de pôles.
Nous verrons dans le Chapitre suivant comment on peut les développer en séries de fractions rationnelles.
18. Nous n'avons considéré jusqu'ici que des fonctions unifermes, c'est-à-dire n'ayant qu'une valeur pour chaque valeur de z. Prenons maintenante' expression
fi^our une valeur de .5, e/ a deux déterminations, mais on ne doit f>as considérer ces deux déterminations comme représentant deux ^onctions distinctes de 5. En eflet, partons d'une valeur ^0(^0 7^ «)^ l soil Uo une des déterminations du radical \/zo — a. Traçons
bilans le plan de la variable z un chemin allant de Zo à un point Zi
^t ne passant pas par a; suivons par continuité la valeur de w à
j>arlir de la détermination choisie Uq pour z = 5©, c'est-à-dire pre-
:Kions, pour z voisin de Zq, la valeur de u voisine de Uq et ainsi de
2uite de proche en proche. Nous arrivons ainsi au point Zt avec
^ne valeur déterminée pour u. Deux chemins différents allant
-de Zq à 5| donneront, à l'arrivée en Zt , la même valeur pour u] si le
point a n'est pas compris dans l'aire limitée par l'ensemble des
<leux chemins. En effet, en posant
5 — a = p(cos6 -f- 1 sinO), prenons pour Uq la détermination
et pour valeur générale de ^z — a
/-— « = /P (cos- -1- t sin - j
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Eq faisant varier p et H d'une manière continue depuis (po, 6«) correspondant à Zq^ jusqu^à (pi,6|) correspondant à ^i, Targument Ht est bien le même, que Ton ait suivi Tun ou Fautre chemin, si le point a est extérieur à Faire limitée par les deui chemins. Il en est autrement si Ton a deux chemins C et G formant la limite d'une aire comprenant le point a {fig* i6). Si ron
part de x;,, avec l'argument Oo pour z^ — a, et si 0| désigne encore Targument obtenu en arrivant en ^i par le chemin C, il est clair que le chemin G nous conduira en z^ avec l'argument 0| — a?:: nous trouverons donc, par le chemin C, la valeur
et par le chemin C
Les deux déterminations de la fonction ne forment donc pas des fonctions distinctes. Ainsi, en particulier, si Ton part de z^ avec une certaine détermination, on reviendra en ce point avec Tautre détermination si Ton tourne une fois autour de Torigine.
Ces remarques sont bien simples; elles n'en ont pas moins joué
un rôle considérable dans la Science, en appelant l'attention sur
les fonctions non uniformes. On a considéré longtemps les deux
valeurs de
comme formant deux fonctions distinctes de z] c'est qu'on ne s'attachait pas à Tidée de continuité pour défmir au juste ce que l'on entendait par fonction. Nous venons de voir que c'est en suivant par continuité la succession des valeurs de u sur un chemin
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donné, que la valeur Gnale se déduit sans ambiguïté de la valeur init.iale.
il S. Un autre exemple de fonction non uniforme va nous être fourni par la yb/ic/£OAi logarithmique. Cherchons les racines de Técjiiation en ii
^ éCânt une quantité donnée; u est par définition le logarithme de ^. En posant
a = X -h t Y, -S = /(cosa -T- t sina),
on
«Jonc
et.
par suite,
u = Logr H- (a-i- 2A:7r) I,
^^S ^" désignant le logarithme arithmétique de r; A: est un entier '**^* t-raire. Ces valeurs en nombre infini sont les détermination» "*^Uîples déloge.
^i maintenant nous voulons considérer u comme fonction de 5, ^^s partirons d'un point z^ avec une de ces déterminations et ^^^ suivrons par continuité, comme nous Tavons fait au para- ^ï^îie précédent. On voit ainsi que la fonction log5 reprend la ^^*^^^e valeur quand z revient au point de départ san» avoir tourné . ^^^ur de l'origine. Au contraire, si le chemin partant de z^ re- •^t en ce point après avoir tourné une fois dans le »en» direct j ^ '^^-^ur de i origine, a© augmentera de 27: et par suite iog5 rcprcrisa valeur initiale augmentée de itA, fonction log:: a donc une infinité de détermination» qui peu- ,^^*^t s'échanger les unes dans les autres en tournant autour de mgine qui est un point singulier, ette fonction a une dérivée qu'il est facile de calculer; on a
ia8
ou
/ Aa e"Aw ( IH h. .
et, par suite,
,. Aa I '"" \z = eu =
Ainsi
du 1
dz z
j = As
11 en résulte que logz est bien une fonction analytique d aurait pu le voir en partant de l'expression (9) et rem que Log/' et a -[- 2kTz satisfont bien aux relations fondan
du __ dv du
dx "~ ày ày
dx
20. Considérons maintenant la fonction log(i + z). EH comme point critique le point 5= — 1. Soit (C) {^fig
cercle qui a pour centre l'origine et qui passe par ce po gulier A. A l'intérieur de (C), l'une quelconque des dét tions multiples de la fonction log(i 4- ;;) est uniforme etc( Si l'on choisit celle qui s'annule avec z^ on reconnaît fa( que sa détermination est logAP -\- /a, a désignant l'an deux directions Aa: et A P.
D'après le théorème de Cauchj, cette détermination e: loppable en série entière relativement a z^ pour tous les pc teneurs à C, et l'on obtient
log(H-^) =-— — -+-.. .--(_i)n+I — -i_
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Nous avons déjà étudié ce développement (Cliap. II, §22). Nous avons vu qu'il coïncide avec celui que Ton obtient pour z réel. Cette série est convergente dans tous les points de C sauf au point A; elle représente donc log(i + 5) pour tous ces points, et peut être prolongée analjtiquement dans tout le plan. En allant du point P à un point P' extérieur par deux chemins différents, on obtiendra pour log(i-|-5) la même valeur, pourvu que ces chemins ne contiennent pas dans leur intérieur le point A.
Soit M(i, 9) un point du cercle de convergence
z = cosO -h i sinO.
On
l0g(H- z) = log2 (cOS- )
et
cos6 -f- « siiiO f cosO -t- / siii6)5
ce développement étant valable pour toutes les valeurs de 0, sauf 0 =dt 7c. On en conclut les deux développements
log (^.
et
0 \ cosô COS2O
COS
Nous avons vu plus haut que la fonction u = logz a pour dé-
Fig. 18.
rivée -; elle peut donc être représentée par l'intégrale curviligne
r^dz
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le chemin qui va de ^o à ^ étant donné. SI l'on va du point A(^ ^om)
au point B{z) (Jig- i8) par deux chemins qui ne comprenne — z^rzil
pas i^origine, le résultat sera le même. Mais si Ton va de A en B
par deux chemins qui comprennent l'origine, tels que AMB <^t AM'B, on aura
Or la première intégrale est égale k lin : donc on a, en désigna^»^ not par u' la seconde détermination de i/,
U' = U -r- 'lÎTZ.
Si le contour AM'B faisait k fois le tour de O, on aurait
u' = u -r- a Ait:.
Nous retrouvons bien de la sorte les déterminations en nom! infini de la fonction \ogz.
20. La définition de la fonction z"* se déduit de celle de loj en posant
qui donne un sens à z"\ quel que soit m. On voit que la fonctE. z'^ a comme point critique le point 5=0, et, quand z loue" autour de l'origine, la fonction se reproduit multipliée par e**^" puisque log^ s'augmente de ^izi.
Considérons en particulier la fonction (1-4-5)'". Elle est dé loppable en série convergente en tout point intérieur au qui a pour centre Toriginc et qui passe par le point singul B z = — I. Considérons celle des déterminations de (i-h-s)** cj devient égale à 1 pour z = o. Elle sera, d'après le théorème Caucliy, représentée par la série
que nous avons déjà étudiée précédemment (Chap. II, § 23). sorte que cette série, qui représente (1 4- 5)'" lorsque z est réel, représente encore quand z est imaginaire et de module inférie
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ÙL ë^ ^. Sur la circonférence de convergence nous savons que le développement est ou n'est pas convergent suivant la valeur de m.
Le développement de Tirrationnelle
v/i — 2aar-H a*
suivant les puissances de a se rattache à la question précédente. Bornons-nous au cas où x est réel. Cette irrationnelle est une 'Onction algébrique de a qui a deux déterminations. Choisissons celle qui, pour a = o, est égale à -j- i. Le rayon du cercle de convergence de son développement suivant les puissances entières ^^ 3c est évidemment égal au module de la racine du polynôme ' — a ax -h a^ qui est la plus voisine de l'origine.
Si |x| < I, les deux racines x±i^\ — x^ sont imaginaires et 'eur module, indépendant de x^ est égal à un. Le rayon du cercle "^ Convergence est donc aussi égal à un quel que soit \x\. Si '•^ I !;::> I, les deux racines sont réelles et le rayon du cercle de converg^jjçg variable avec | j: |. Dans les deux cas, on aura, pour tout P^"it a pris à l'intérieur de ce cercle, un développement conver- ^^^ ^ de la forme
coefficients X^ sont connus sous le nom de polynômes de ^S^sndre; X» est de degré n en x.
^---lierchons d'abord une relation de récurrence qui existe entre ^^^^ coeflicients X,, successifs. En posant
déduit, en dérivant par rapport à a,
Venons la dérivée n'*"* par ra|iport â a de» deux membre» de ^^^ ^ ^ égalité. En appliquant la formule bien connue qui donne \i% ^^ivée d'un produit de deux facteur», et en faisant a := o, on
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obtient
D^ailleurSy on a
/dny
et fmaiement la formule de récurrence cherchée est
(12) (n-h i)Xn-»-i— (in-hi)x\n'¥- n\„_i = o.
On en déduit que X^ est un polynôme de degré n en x : 1
premiers sont
Xo= I) Xi = a".
Pour x = -h I , on a X^ = i . Pour x = — 1 , on a X,, suivant que n est pair ou impair.
Ces polynômes jouissent de toutes les propriétés des fo de Sturm, comme on le reconnaît immédiatement. Pour x la suite des polynômes Xq, X|, ..., X„ présente manifeî n variations. Pour x = -{- 1, elle n'en a plus; donc, x crois — I à -h I , la suite a perdu n variations ; donc X„ a passé a par n racines; et comme ce polynôme est de degré /i, ses n sont comprises entre — i et -}- i .
Pour établir maintenant Tidentité, à un facteur près, de nomes X;, avec les polynômes que nous avons déjà étudie p. 16), il suffira de démontrer que l'intégrale
f f{x)\ndx *- — 1
est nulle lorsque y(;r) est un polynôme arbitraire de degré égal k n — 1 . Nous nous servirons à cet effet d*une seconde 1 obtenue en dérivant par rapport à x les deux membres c On a
dv
-f-{\ — lux -{- CL^) = ar ôx ' ^
oi, en comparant avec (n),
(a: — a)f- =af-; dx doL
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d'où la relalion cherchée
(II) xx;,— x;_, = /iXn.
Multipliant les deux membres par x^dx et intégrant de — i à 1 , il vient
/»-»-i r»-»-i r»-Ki
n I x'f*Xndx=^ I xfn-i-iX'n dx -- j X"'X',i.^dXj
d'où, en intégrant par partie,
n I X^^Xndx =[x'^(xXn—Xn-i )]t\
— (mn-i) / x'"Xndx-hni j x'*^-^Xn^idx.
Or (jtX,, — X„_i) est nul pour les limites -h i et — i : donc finalement
(i4) / x"*Xndx = / x'^-^Xn-xdx.
J_i ni-^ n-\-\ J_^
On a d'ailleurs
Xo€^ = 2, / Xndx = o (/i = i).
Le résultat est maintenant immédiat : si m est ^n — i , l'intégrale (i4) se ramène à une intégrale de la forme
/ Xndx (/ïsl)
et est nulle. Il en est de même de l'intégrale
/ /{x)Xndx,
où/{x) est un polynôme arbitraire de degré ^/i — i. Donc X« satisfait à l'identité
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OÙ A est une constante dont on trouve facilement la valeur
'2 . 4 • ti . . . 'A /t
22. Parlons enfin, pour achever rénuméraiion des fon élémentaires, des fonctions circulaires inverses. La fonction
u — arctang;:
sera définie par Téquation
tangu = z.
On peut trouver aisément l'expression générale de //, ei plaçant tang^/ par sa valeur en fonction d'exponentielles
donc
et enfin
® cosa *(e«'-+- e"') i(e*«'-M)
l -h Zl l — 3
og- = ^ -\ Aos ••
•Il ^ l-^Z 1 II ^ z — i
La fonction arctang^? se ramène donc à la fonction log mique. Ses points singuliers sont :; =4- / et :; •= — 1. On définira d'une manière analogue la fonction
par Téquation qui donne
ou
et par suite d'où se conclut
u = arcsin^ sinw = z,
<.îM/_|. izie"^ — I = o,
La fonction arcsin^ s'exprime donc à l'aide de la fonction rithmique.
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23. Nous ne nous sommes occupé jusqu'à présent que des développements suivant les puissances entières de la variable. On peut, dans certains cas, par un simple changement de variable, développer une fonction sous une forme différente. L'exemple suivant est relatif au développement d'une fonction en série d'exponentielles.
So'xl /(z) une fonction uniforme et continue de 5 à l'intérieur d'une aire définie par deux parallèles à 0^'. On suppose que cetlc fonction est périodique, l'amplitude de la période étant 2tzi\
de sorte que la valeur de la fonction au point A (Jig- 19) est la
Fig. 19
jr-
fl î
même qu'au point B, si le segment AB parallèle à O^ est égal à aniz, n étant un entier quelconque.
Posons
et cherchons quelle est dans le plan des z' {fig- ao) la région qui correspond à la bande, indéfinie dans les deux sens, comprise
entre les parallèles MP et NQ. Soit ^ == « Téquation de la droite
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AB; l'affixe d'un quelconque de ses points est et le point correspondant du plan des z' est
c'est-à-dire qu'à la droite AB correspond dans le plan des z' circonférence de rayon e^ et de centre O'. Il s'ensuit qu'à \ MNPQ correspond l'aire limitée par les deux circonférences ( centriques qui correspondent aux parallèles MP et NQ.
La fonction /(-s) va devenir une certaine fonction ©(5') unifo et continue dans l'espace annulaire compris entre ces deux conférences. Elle sera par conséquent développable dans c région par la formule de Laurent
Par suite f{z) sera représentée dans toute la bande MNPQ la série
Si, au lieu de supposer la période égale à 2/7:, on supposait amplitude égale à a, et que l'aire soit limitée par deux droites rallèles à celle qui joint le point z au point z -f- a, on obtien< l'expression
ImiTlZ
W n — ao
IV. — Sur les produits convergents
24. Quoique nous devions faire peu d'usage de la représenta des fonctions sous forme de produit, il ne sera pas inutile • diquer quelques propositions générales relatives aux produits vergents. La théorie des produits convergents ne présente d'ail) aucune idée nouvelle, puisque la convergence d'un tel produ ramène toujours à la convergence d'une série.
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Nous commencerons par démonlrer le théorème suivant :
Le produit
( I -f- ai ) (i -H aj ) . . . ( I -H a^ ) . . .
sera convergent si la série
I «i I -h I rt j ' -h . . . -+- 1 «rt I -+- . . . est convergente.
Nous pouvons supposer que | a„| <C i , quel que soît /i, puisque nous pouvons laisser de côté des facteurs nécessairement en nombre limité où cette condition ne serait pas remplie.
Ceci dit, supposons d'abord les a réels. Le produit sera convergent, si la série
logd -f- ai)-H lof;(i + aj )-+-.. .-{- log(n- «/,)-!-...
es l convergente. Désignons paré les termes positifs et par — c les termes négatifs parmi les a. La série
log(i -^ 6| )-T- logd -h 6î)-h. . .-+- log(i -h 6«)-f-. . .
sera convergente, car log(i -h-r)<Ix quand x est positif. Pareillement, la série
l0g(l — c, )-l-...-h l0g(l — Crt)-f-. ..
sera convergente, car on a
log(i — c„) = — -— -^, o<e<i,
I — OCrt
or le facteur _ — tend vers un : la série convergera donc puisque
la série de terme général Cn est convergente. Passons maintenant à la série
les // étant complexes. Soit Un= a,i-\- bni\ les séries l^\an\ et S|6rt| sont convergentes par hypothèse. Le carré du module de (i + Un) est
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La série de terme général
converge évidemment; par suite le module du produit tend V( une limite. Passons à l'argument; celui-ci est pour i -t- i/«
arcsin
et il faut montrer que la somme des arguments a une limite déterminée. Or cet arcsin est comparable à 6„, ce qui rend évident le résultat que Ton veut établir.
25. Passons maintenant aux produits convergents représenta rB t une fonction de z. On considère le produit
(i5) [n-/i(-)]liH-/,(5)]...[i-h/;.(5)]...;
les fonctions /i (5), ...,//i(^)? ••• ^^^^ ^^^ fonctions uniforn»^^ et continues dans le même cercle G de convergence. On suppôt ^ de plus, en représentant d'une manière générale par
FKZ) (Z = |5|)
la série obtenue en remplaçant dans fi{z) chaque terme par s module, que la série
F|(Z)H-F,(Z)-h...-hF,i(Z)-f-...
converge quand Z est inférieur au ra^on du cercle C.
Dans ces conditions nous voulons montrer que le produit (■ représente une fonction holomorphc de z à V intérieur de C-
Considérons d'abord le produit convergent
P(Z) = [n-Fi(Z)][in-F,(Z)]...[i-hF«(Z)]....
Soit P/i(Z) le produit des n premiers facteurs; nous pourro mettre P/i(Z) sous la forme
Prt(Z) = A;-4-A7ZH-...-f-AJ,Z'«-»-...,
A^ étant une constante positive. Or P,|(Z) est plus petit que P(^ -^ '
donc tous les termes
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sont moindres que P(Z). Mais quand n augmente indéfiniment (/» restant fixe) les A^ augmentent. Par suite A^ pour n = cc lead vers une limite que nous désignerons par Aw Ceci dit, remarquons que Ton a
P«(Z) > AJ -:- AîZ -f-. . .-- A« Z'"
(en ne prenant que m termes); donc, m restant fixe et n augmentant indéfiniment, P(Z) est au moins égal à
Ao-4- A,Z-H...-4- A,„Z'".
Puisque la somme des m premiers termes de la série
(-) Aq-I- A1Z-I-. . .-h A/;|Z'"-f-. . .
est ixioindre que P(Zi), on en conclut que cette série (2) est convergente et a au plus V{Tj)pour limite. D'autre pari, on a
P/i(Z)<Ao-4-A,Z-f-.. -+-A,„Z'"H- ... ^n a Jonc les inégalités
P„(Z)<Ao-T-...-+- A,„Z'"-4-...<P(Z), ^^ 9 €41 établit que la série (2) a P{Z) pour limite.
^ous allons maintenant achever aisément la démonstration. En
P^'^^^ant le produit des n premiers facteurs dans le produit (iT)), on u
Q„(5) = aj -4- a'fz--. . .-f- a'/„ ;;'« — ... :
m ^st une somme de termes complexes; pour /i = oc, c'est la **^iiie des termes d'une série pour laquelle la série des modules Convergente; nous aurons donc une limite pour a^,, soit a/». ^ Série
^^^rgera manifestement, et ^(5) coïncide avec la valeur Q(^) du r ^cltiit convergent (i5); on le voit de suite en remarquant que
|(p(s)-Q„(ij)|<P(Z)-P«(Z);
Or 1
^ second membre de cette inégalité tend vers zéro. 11 en ré-
^ '-^ bien que (f{z) est égal à la limite de Q«(w), c'est-à-dire à
^^^y^ Ce produit convergent est donc mis sous la forme d'une
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série entière dans le cercle C cl la proposilion énoncée est complètement établie.
V. — Décomposition en facteurs des fonctions uniformes
26. La décomposition d'un polynôme en un produit de facteurs linéaires est la proposition fondamentale de TAIgèbre. Considérant une fonction G(w), uniforme et continue dans tout le plan, on a cherché pareillement à décomposer G{z) en un produit de facteurs qui mette en évidence les racines de cette fonction. Caucbj y est arrivé dans des cas étendus, mais sans pouvoir toutefois traiter la question dans toute sa généralité. C'est à M. Weierstrass que Ton doit d'avoir étendu aux fonctions G(3), que nou& appellerons avec lui /onctions entières, le théorème fondamentaL de l'Algèbre. Cet admirable résultat est le point capital du M^ — moire de l'illustre auteur que nous avons cité plus haut (*).
Soit une suite de quantités
^1» ^1» • • • » ^/i» • • • > rangées par ordre croissant de leurs modules et telles que
hin — =0.
Si plusieurs de ces quantités ont même module, on rangera 1 quantités de même module dans un ordre arbitraire. D'après définition même du mot limite, il est clair qu'étant donné u nombre quelconque II il n'y a (ju'un nombre limité de valeu des a dont le module soit inférieur ù R.
Ceci posé, nous allons montrer qu'o/? peut former une fonctio entière G(w) ayant pour racines les quantités a et celles^ seulement. Si plusieurs quantités a sont égales, la racine sera d'us degré de multiplicité égal au nombre de fois que figure cettquantité.
27. Une remarque préliminaire nous sera indispensable. Soi une série
(') On trouvera une truduclion de ce Mémoire dans les Annales de l*Éco^ Normale supérieure (1879).
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dont les termes sont des séries enlières convergentes dans un cercle C de ravon R avant l'origine pour centre. Désignons par
la série obtenue en remplaçant dans/,^(-3) chaque terme par son module. On suppose que la série à lermes positifs
(17) Fo(Z)-+-F,(Z)H-...-hF„rZ)-f-...
soit convergente pour Z <C R. Dans ces conditions, il est manifeste que la série (i 6) sera convergente dans le cercle C, et sera susceptible de se mettre sous la forme d'une série entière convergente dans ce même cercle; on peut, en effet, dans la série (i6) modifier l'ordre des termes, puisque la série des modules de tous les lermes, représentée par (i^) est par hypothèse convergente.
28. Ceci posé, laissons de côté celles des quantités a qui pourraient être égales à zéro, et considérons Texpression
Si l'on suppose que | z \ soit inférieur à | a^ |, nous pouvons envisager
log Wv = log ( I — — ) -f- — -h - ( — ) -h ... H ^ ( — ) ,
log f I — — j représentant une fonction uniforme et continue dans
le cercle de rayon | «v I et s'annulant pour ^ = o. On aura, par suite,
d'où Ton conclut
Nous voulons maintenant montrer que le produit infini
( l8} M| Wj . . . li, . . .
est convergent et représente une fonction entière de :; s*annulant
pour
V élant un entier quelconque. A cel eflet, montrons que le pi"^> (luit (i8) représente une fonction uniforme et continue de 5 d le cercle de rayon Oy. Laissant de côté les facteurs en nombre mité correspondant à des valeurs des a de module moindre que nous avons
VIS
- 2 \-„i~-j'*'^nll^Tj
I^a convergence du produit sera rétablie, si nous montrons qu
série
la
/i — oe
yr'/^)".._j_(±,"". ...]
est convcrgenlc pour | z
Nous avons là une série dont chaque l(M'me est lui-même urie >rric ordonnée suivant les puissances de z; or on a
Il i- I
fin
Nous devons montrer, pour pouvoir appliquer le lemme du pa»" raplie précédent, que la série dont le terme général est
ft
est convergente. Il en est ainsi, car le rapport d'un terme au pr< cèdent est
<'/i-Kl
: ^'/l-hl
([ui tend vers /.éro à cause du (acteur
<hi , 1
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^ous sommes donc assuré que la série (19) représente une foncion holoraorphe dans le cercle de rayon | fly |« Le produit (18) rerésente donc une fonction de z holomorphe dans ce cercle; celle onction s'annule pour
ai, a,,
îl «lie n'a pas d'autres racines dans ce cercle.
T-.'enlier v est d'ailleurs absolument arbitraire. On en conclut donc bien que le produit
Ul 11^ ... Uy . • .
eprésenle une fonction entière de z ajant pour zéros les valeurs 'onnées et celles-là seulement. Les facteurs u ont été appelés par '• ^^eierslraiss facteurs primaires; on voit que, outre le facteur
'^«^iâîre (1 — — j, le facteur primaire Uy contient une exponen-
'*le . C'est la présence de cette exponentielle qui rend possible la '^ v-^rgence du produit infini formé avec les facteurs u. Dans le * où 5 = 0 devrait être racine multiple d'ordre X, on mettrait z^ cteur devant le produit trouvé.
. Nous venons de nous placer dans le cas le plus général, s certains cas particuliers, il sera possible d'emplojer des facs primaires un peu plus simples. Ainsi, supposons que la série ' terme général
^^ant un entier déterminé, soit convergente. On pourra prendre
'™ le voit de suite, en se reportant à Tanaljrse précédente : la série ^*^t on a alors à montrer la convergence se réduit à la série de -'''ï^e général
On
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dont la convergence est évidente d'après l'hypothèse faite plus haut.
30. Une première conséquence bien remarquable déduite par M. Weierstrass du théorème précédent est relative à la forme d'une fonction /(;5) uniforme dans tout le plan et n'ajant à dislance finie que des pôles.
On peut, en effet, former une fonction entière G{z) ayant pour racines les pôles de f{z) et avec le même degré de multiplicité;
le produit
Az)G(z)
sera alors une fonction entière G| (z), et l'on aura par suite
/{ z) peut donc se mettre sous la /orme d'un quotient de deux fonctions entières. On remarquera que les fonctions GetGi, obtenues par les considérations précédentes, n'ont pas de racines communes, caries racines de G(z) donnent au produit /(.g) G (5) des valeurs finies et différentes de zéro.
*M. Si au lieu d'une Succession de points
(•20) «i, Ctj, ..., Ct/i, ....
s'éloignant à l'infini, on a des points pour lesquels
lim aA= cty «=•
on pourra former une fonction ayant pour point singulier essentiel
le point a et les racines «1, a2, ..., ««, Il n'y a en effet qu'à
prendre pour facteur primaire
i'-'Bi)
et il n'y a rien à changer au raisonnement fait plus haut pour établir que le produit converge pour toute valeur de z différente de a. On suppose, bien entendu, les a disposés dans un ordre tel que I a/2 — a | ne croisse pas avec n, La fonction ainsi trouvée sera
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une fonction entière de ;; ? et, en désignant d'une manière gé-
A» "~^ CL
nérale par G(5) une fonction entière de z^ on obtient de cette
manière une fonction
ajant comme unique singularité le point essentiel a et les zéros donnés par la série (20).
32. On peut bien aisément généraliser le résultat précédent (*), en rétendant aux fonctions uniformes, continues pour tous les points du plan, à Texception de ceux qui sont situés sur une ciroonférence G de rayon R et dont le centre est à Torigine.
Soit une suite de quantités
^21) Al, Aj, . . ., A,i,
telles que, en posant A„ = p/ie'*«, p« étant le module et a„ Targu- . ment, on ait
et de plus
lim prt= R.
Nous allons montrer qu'on peut former une expression, dépendant de z^ uniforme et continue dans tout le plan en dehors de la circonférence, qui représentera une fonction analytique de 5 à l'intérieur et à l'extérieur de la circonférence et s'annulera pour tous les termes de la suite (21).
A la suite (21), associons une seconde suite
représentant des points situés sur I4 circonférence C et telle que
lim (A« — B„) = o.
Ce choix peut être fait d'une infinité de manières; il en est une
(') É. Picard, Sur la décomposition en facteurs primaires des fonctions uniformes ayant une ligne de points singuliers essentiels ( Comptes rendus, 3i mars 1881 ).
P. — II. fO
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immédiate obtenue en faisant Ceci posé, on prendra la fonction
«(^)=nî^^*-'*'
en posant
La démonstration de la convergence de ce produit infini es immédiate. Écrivons en effet le facteur primaire sous la forme
Pour un point donné z qui n'est pas sur la circonférence, non considérons les facteurs primaires à partir du rang v tel que
ce qui est possible, puisque le second membre de cette inégalit tend vers zéro avec -• On peut alors mettre Un sous la forme
tout à fait analogue à celle que nous avons obtenue dans le cas d seul point singulier a. Il ne reste plus qu'à montrer que la séri
représente une fonction analytique de z dans l'une et l'autre régio du plan où
\z — Bn\>\K—^n\ (n = v,v-i-I, . ..,«).
On pourra prendre pour une de ces régions l'intérieur d'un cercle ] décrit de l'origine comme centre, dont le rajon convenablemeo choisi sera moindre que R, et pour l'autre l'extérieur d'un cercle I
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donl le rayon sera supérieur à 11. Ces deux circonférences sont d'ailleurs bien évidemment d'autant plus rapprochées de la circonférence C que V est plus grand.
11 nous suffira de supposer z dans le cercle F. Chaque terme de la série (22) est une fonction analytique continue dans ce cercle. De plus, développons le terme général
n\ z — iiu / n-^iXz — Bn /
suivant les puissances de z et voyons ce que devient ce développement quand on remplace chaque terme par son module. Or, quand on développe en série un terme quelconque de la suite précédente, et qu'on remplace chaque terme par son module, on obtient le développement de ce terme où A„ — B^, z et B^ ont été remplacés par leurs modules. On a donc, en employant les notalions du lemme (§ 27)
et, par suite,
^'*^^^<n (R-Z)« ~^n (R-Z)«-Hi '^'"
^ I \Xn-Bn\" I
n (R-Z)'» \Xn-Bn\'
Il n'y a plus rien à changer à la suite du raisonnement : on voit de suite que la série de terme général Ffl(Z) est convergente, et, par suite, d'après le lemme, l'expression (22) est une fonction analytique dans le cercle F. On verrait de la même manière qu'elle jouit de la même propriété à l'extérieur du cercle F.
D'ailleurs, comme nous l'avons dit, ces deux cercles, si l'on prend v assez grand, sont aussi rapprochés que l'on veut du cercle C. Le produit convergent G{z) représente donc une fonction analytique et continue de z à l'intérieur et à ^extérieur du cercle C; il a de plus pour racines les points de la suite (21).
Il est clair que si la série de terme général
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p étant un entier fixe, est convergente, on pourra prendre comme facteur primaire
Z — ha
en posant
On remarquera qu'en général l'expression précédente représentera deux fonctions analytiques distinctes à l'intérieur et à Textérieur de C, c'est-à-dire que les deux fonctions ne seront pas le prolongement analytique l'une de l'autre (Chap. II, § 18). Zra circonférence pourra être pour la fonction une ligne de points singuliers essentiels. Nous sommes ainsi conduit au type de fonctions, dont nous avons déjà indiqué quelques exemples (Chap. II, § 18), pour lesquels le prolongement analytique n'est pas possible au delà d'une certaine courbe.
Indiquons deux exemples très simples. Soit R = i; posons
\n = h— -je « [A = o, I, ...,(/i — I)].
On aura, sur le cercle de rayon i > /i points A formant les
sommets d'un polygone régulier. Quand /t augmente indéGniment, on a ainsi une suite de points tendant vers la circonférence de rayon un. Nous prendrons, comme point B„ correspondant à Aj,
le terme A,, —
B,| sera donc
Ikiiz
en
et, par suite.
Fit
et il ne faut pas oublier que n racines de même module correspondent à l'indice n. Cherchons s'il y a une puissance p telle que
la série
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soit convergente. Cette série peut s'écrire
/l=:ao
P^**squ'il y a /z termes pour lesquels | A« — B„| a la même va- ^^f -• On pourra donc prendre
y? = 3, ^^ le facteur primaire sera
La fonction représentée par le produit de ces facteurs ne pourra ^^rtainement pas s'étendre au delà du cercle de rayon un, car ^^ns le voisinage de tout point du cercle elle a une infinité de racines, ce qui est incompatible avec la possibilité d'une extension ^laaly tique.
Je donnerai un second exemple où le choix des quantités B sera «^Eiit d'une manière différente. Supposons que l'expression générale ^es racines soit
b -r- c — (a — cl)i
«a, 6, Cj d étant quatre entiers réels satisfaisant à la relation <3rf — 6c = 1 ; on a ici R = I . ' '
Nous prendrons B = . , .; le point B est bien sur la circonférence de rayon un et Ton aura
La série multiple dont le terme général est | A — B 1^, a, 6, c, d pouvant prendre toutes les valeurs entières possibles satisfaisant à la relation
ad — bc = \y
est convergente : c'est ce que l'on reconnaît en considérant à la place de la série une intégrale triple convenable dont la valeur reste finie quand les limites deviennent infinies. On pourra, par
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conséquenl, poser
le signe rT indiquant le produit de tous ces facteurs correspondant à toutes les valeurs entières de a, b, c, d qui satisfont à la relation ad — bc = \ ,
34. Revenons à la décomposition d'une fonction entière en facteurs primaires. Nous nous sommes donné les racines, et nous avons obtenu une fonction entière G (z) ayant ces racines. Toute autre fonction entière G| (z) ayant les mêmes racines avec le même degré de multiplicité sera telle que
sera une fonction entière '^(z) ne s^annulant pas. Or, dans ces conditions ; — — sera encore une fonction entière; donc
H (3) représentant une fonction entière. Par suite on a
Dans la pratique, pour une fonction donnée G| (w), la recherche de la fonction Vi{z) et l'étude de ses propriétés pourra présenter bien des difficultés. Ainsi, soit la fonction sin.:; ses racines sont données par
n étant un entier positif ou négatif. Nous pouvons former une fonction G(:;) a^ant ces racines; ce sera
'fK-n.)-"^'-
le produit I I étant étendu aux valeurs entières positives et négatives de w, k Texclusion de /i = o. On peut, dans le cas actuel, simplifier beaucoup en groupant deux à deux les facteurs correspondant à des valeurs de n égales et de signe contraire. Ce
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groupement est d'ailleurs celui auquel conduit l'application de la méthode, puisque, les racines étant rangées par ordre croissant de modules, les deux racines 4- ntz et — mzse suivent nécessairement. On obtient ainsi
il en résulte que
sin5 = G(;:)eH( = '.
Quant à la détermination de la fonction entière H(5), elle ne peut résulter en rien de la théorie précédente. Nous verrons dans le Chapitre suivant que H (5)= o.
35. Delà décomposition de la fonction désignée d'une manière générale par G (3), on conclut un développement de la dérivée
logarithmique
G(z)' on a
Ciz\
Nous obtenons donc ainsi un développement de -777—7 en une
série de termes rationnels en z. Cette fonction a pour pôles simples les points
et le résidu correspondant à chacun de ces pôles est -{- i .
Ce résultat conduit à se poser une question plus 'générale. En se donnant les points singuliers (pôles et points singuliers essentiels isolés)
ai, aj, ..., an, ..., lima;, = 00,
et pour chaque point singulier On la portion
\z — an]
(G/i étant une fonction entière donnée) qui, dans le voisinage de
z = a,t, ne sera pas holomorpbe, peul-on former une fonction y(^) ayant les points a comme points singuliers, et telle que
soit holomorpbe dans le voisinage de a,i? Il en est bien ainsi, comme Ta montré M. Mittag-Leffler; nous nous contenterons d'énoncer ce beau tbéorème, renvoyant pour la démonstration au Cours d'Analyse de M. Hermite (4* édition, Hermann; 1891) où Ton en trouvera de nombreuses applications.
La décomposition en facteurs primaires d'une fonction, pouvant avoir une ligne de points singuliers essentiels, dont j'ai donné le premier exemple en traitant le cas de la circonférence, conduisait à une question analogue relativement au cas 011 les points singuliers peuvent tendre vers les points d'une ou plusieurs lignes. M. Mittag-LefHer, s'inspirant toujours de la même idée, a traité ce genre de questions dans toute sa généralité; nous renverrons à son remarquable Mémoire où l'on trouvera le développement complet de cette théorie ( * ).
36. Nous terminerons ces généralités en indiquant un théorème élégant dû à M. Painlevé (2), et qui se déduit de la formule fondamentale de Cauchy
Supposons que le contour C limitant l'arc S soit convexe; de plus admettons qu'on puisse, en chaque point M de ce contour, tracer un cercle tangent en M au contour et le comprenant à son intérieur; la' position du centre de ce cercle variera d'une manière continue, sauf aux points anguleux s'il y en a. On vérifie sans peine que la construction de ces cercles est possible si, en
C) G. Mittao-Leffler, Sur la représentation analytique des fonctions monogènes uniformes d'une variable indépendante {Acta mathematicat t. IV; i884). On consultera aussi avec un grand intérêt, pour tout ce qui concerne ces généralités, le Mémoire de M. Painlevé : Sur les lignes singulières des fonctions analytiques {Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse^ 1888).
{') Voir le Mémoire que nous venons de citer (p. 85).
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chaque point d*un contour convexe C, la courbe a un contact
simple avec sa tangente. M étant donc un point quelconque du
contour, soit F le cercle tangent à C en M. Désignons par z Taffixe
de M, para Taflixe du centre de F; nous aurons, x étant intérieur
à Sy
Faisons parcourir au point M la courbe C, a variant avec* z d'une manière continue (sauf aux points anguleux de C). La
série A(z) converge sur C uniformément et représente -■■ -• Kn
remplaçant donc par ce développement dans la formule do
Cauchj, il vient
P„(x) désignant un poljnome en ;r de degré /*. Nous sommes donc conduit à ce théorème :
Toute /onction holomorphe dans une aire limitée par un contour convexe peut être développée dans cette aire en itnr série de polynômes ( * ).
(') Voir, dans un ordre d'idées analo^iici, le .Mrmoin* «li* M. Apprll Sur Irn développements en séries dans des aires limitées par des arcs dr cerclr ( Acla mathematica, t. I).
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APPLICATIONS DES THÉORÈMES GÉNÉRAUX DE CAUCHY SUR LES FONCTIONS D'UNE VARIARLE COMPLEXE.
I. — Recherches de quelques intégrales définies. Dévelopi>ement
en séries de fractions rationnelles.
l . Cauchy a donné de nombreux exemples de recherches d'intégrales définies effectuées à Taide de ses théorèmes généraux, particulièrement du théorème sur les résidus.
Prenons tout d'abord le cas très simple de Tintégrale
P et Q désignant des polynômes. On sait que cette intégrale aura un sens si le polynôme Q(x) n'a pas de racines réelles, et si le degré de P est inférieur d'au moins deux unités à celui de Q.
Dans le plan de la variable complexe z = x -î-yi, considérons la partie supérieure correspondant ày > o, et traçons dans ce demiplan une demi-circonférence de très grand rayon / ayant l'origioe pour centre. Celte demi-circonférence, avec son diamètre, limite une certaine aire; nous pouvons appliquer le théorème des résidus à l'intégrale
on a ainsi
XK désignant la somme des résidus relatifs aux différents pôles de
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T-rJ — - contenus dans la partie supérieure du plan. Or, quand /
augmente indéfiniment, la seconde de ces intégrales tend vers zéro, puisque, en posant z = q e^', le degré de P{z) dz en p est inférieur d'au moins une unité à celui de Q(^). On aura donc
il suffira de calculer les résidus de ^, , correspondant aux différents
pôles situés au-dessus de Ox,
Voici un second exemple tout aussi élémentaire. Soit à calculer rintégrale
/ f(sinXyCosx)dXy
/étant une fonction rationnelle de sinjc et cos.r. Si l'on remplace sinx et cosx par leurs valeurs
smx = : y cosa? =
et si Ton pose
on aura Tintégralc
j¥{z)dz,
F (5) étant une certaine fonction rationnelle de z. Quand x varie de o à 27r, le point z décrit la circonférence de rayon un; l'intégrale précédente doit donc être effectuée le long du cercle de rajon un. On aura sa valeur en appliquant le théorème des résidus.
Soit, par exemple, à calculer par cette méthode
r^'' dx
J^ C0SJ7 -^ a
fc*n posant cosx = et e^^= Zy elle se réduit a
dz
2 r dz
^ Je ^*"^ '^^-^ "^ '
Des deux racines de 5^ -h a a>5 4- i , une seule 5 =: — a -H >Jo^ — 1 est comprise à Tintérieur du cercle C de rayon égal à f//i, et le résidu correspondant à cette racine est
d'où Ton conclut
SIC
dx
cosx
[ail ait
2. Les intégrales précédentes se calculent de suite par des méthodes élémentaires. Voici d'autres cas où la recherche directe de l'intégrale est plus difficile.
Prenons l'intégrale
~" sinx
dXy
(|ue nous avons déjà étudiée (t. I, p. 34)- On peut la remplacer par l'intégrale
r sin
dont la valeur est évidemment double.
Or considérons l'intégrale
e^-dz
eirecluéc le long du contour suivant. On trace dans le demi-plan
supérieur un demi-cercle y d'un très petit rajonOB et un demicercle r d'un très grand rayon OA {^fig^ 21). On intègre le long
du contour formé par A'B', le demi-cercle y> ^^ droite BA et le demi-cercle F. Celte intégrale est nulle, puisque la fonction — est
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continue à l'intérieur de Taire. Quand le rayon de F augmente indéfiniment, l'intégrale correspondante à ce demi-cercle tend vers
zéro, car, en posant
^ = R(cosO -f- tsinO),
on a
et l'on voit que l'intégrale est nulle pour R = oo, puisque sin8 >• o. Prenons maintenant l'intégrale le long du demi-cercle y. On aura
r^^î^ = r e-Rtlnôe/Rcosef^ô,
et pour R = o, cette intégrale sera égale à — Tzi,
Il reste les intégrales le long de A'B' et le long de BA : les parties réelles se détruisent. Finalement on obtient, en passant à la limite,
l ?i\TïX
dx — iT e = o,
d'où se conclut
*9,\nxd.r 11 •À
Soit encore à calculer l'intégrale
xsmmx . , ^ ^
dx ( /// > o, ^ > o ),
qui est une généralisation de la précédente. On va considérer l'intégrale
dz
effectuée le long du périmètre d'un demi-cercle tracé dans le demiplan. On voit, Comme plus haut, que l'intégrale le long de la demi-circonférence tend vers zéro quand le rayon augmente indéfiniment, et il reste comme valeur de l'intégrale le long du contour
t I —- ~ûte.
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D'aulre part, dans le demi-plan supérieur, existe le seul pôle z = aij dont le résidu est
On a donc la formule
T9.inmjr ,
qui, pour a = o, donne le résultat du paragraphe précédenl.
4. L'intégration de la fonction e '•* le long d'un contour convenable conduit à des résultats intéressants.
Menons (Jig' 22) au-dessus de Taxe des x la demi-droite OB,
Fi g. y.-
faisant avec Ox un angle a inférieur àj» el décrivons avec un rayon OA Tare de cercle AB. On a
/ e-^' dz = o,
rintégration étant faite le long de OABO. Or, quand le rayon du
cercle augmente indéfiniment, l'intégrale le long de AB tend vers zéro; en effet, en posant
z = H(cosO -h/sinO),
cette intégrale prend la forme
or le produit
(l) R^-R«co.jO^
6 variant deoàa, («< j)> tend vers zéro quand R augmente indé-
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fiDÎment. On aura donc
dans la première intégrale ^ va de o à oo sur Taxe réel, dans la seconde z va de o à oo en suivant la demi-droite OB. Or le
premier membre est égal (t. I, p. io4) à -y/Tt : par suite on a
r e-p«(co8îa+i.inîa) ( cos a H- i sinoL)dp= - v/îr. Cette relation qu^on peut mettre sous la forme (a) / e-p'c«"*[cos(p*sin2a)— £sin(p«sin2a)](cosa-h «sina)rfp = -/r,
fait connaître les valeurs des deux intégrales
(3) / e-p'«o«**cos(p*sin2a)ûfp, / ^-p'«o*««siD(p«sin2a)rfp :
J^ ne m'arrête pas à les écrire. Le cas le plus intéressant est *^ cas limite de a=: -; a priori il n'est pas rigoureux de faire
"directement dans la formule (2) a=-, cette formule n'ayant
^%é établie que pour a<[ j> puisque pour 9 = t l'expression (1)
K^e tend pas vers zéro pour R infiniment grand.
Le résultat est cependant exact, et la raison en est que les deux i witégrales (3) sont des fonctions continues de a, quand a est in/é-
^^ieur ou égal à -• C'est ce que l'on peut établir en considérant la
Ciourbe
y = c— **'^*'**«sin(a7«sin2a)
c^ui se compose d'une infinité de branches alternativement au-dessus ^t au-dessous de 0^7, de sorte que la seconde des intégrales (3) ^e trouve représentée par une série à termes alternativement positifs et négatifs : c'est ce que nous avions déjà vu (t. I, p. 26)
pour le cas de a = -7 • Or le reste, dans une telle série, est moindre
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en valeur absolue que le deniier terme conservé, et ce terme est évidemment une fonction continue de z, pour 2 inférieur ou égal
à ^' Par suite, la série est elle-même une fonction continue des
dans les mêmes conditions. On raisonnerait de même pour la première des intégrales (3).
Faisons donc a = 7 > dans la formule (2) : il vient ainsi
Jf cosx^cfx = I sinar'cir = -|/- •
5. Une application d^un caractère plus général du théorème des résidus nous sera fournie par la méthode de Cauchy pour le développement d'une fonction en une somme d^une infinité de termes rationnels.
Soit f{z) une fonction uniforme dans toute Tétendue du plan, et n^ajant pour points singuliers que des pôles. On considère un contour fermé C, qui va sMlendre indéfiniment dans tous les sens. L'intégrale
•XTZl ,J Z — X
|)rise le long de C, x désignant un point quelconque à Tintérieur,
s<;ra égale ù
fiz) \\{x) désignant les résidus de 7—^ par rapport aux différents
pùlcs A^fi^z) contenus dans C.
llcmurquons d'abord que ces résidus sont des fonctions rationnelles de X : car, dans Tentourage du pôle 5 = a, f(^z) étant représenté par un développement de la forme
le résidu do * ** > relatif à ce pôle, est
yx — «)*« (j- — a)
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Cela posé, effectuons le développement de -— — en nous arrêtant au premier terme : l'intégrale (4) pourra s'écrire sous la forme
1 r/i£)^,^_£_ /'/(3)(iH-£)
dZf
c tendant vers zéro quand \z\ augmente indéfiniment, et finalement on aura l'égalité
le signe \^ exprimant la somme des résidus R(^), relatifs aux
pôles contenus dans C.
Supposons maintenant que l'on puisse étendre indéfiniment le contour C dans tous les sens, de façon que, sur les contours successifs
le module y(>3) reste toujours moindre qu'un nombre fixe M. Dans ces conditions, la deuxième intégrale, dans le second membre de (5), tend nécessairement vers zéro quand on prend un contour C„ suffisamment grand. Il suffit, en effet, de supposer, comme il arrive en général, que la longueur S,, du contour de C/i soit du même ordre que la distance minima R„ de l'origine au contour; le module du terme considéré est alors moindre que
•ITZ R,5 *
Or, -^ restant fini par hypothèse, ce ternie tend vers zéro avec -•
Deux cas pourront alors se présenter. Supposons, en premier lieu, que l'intégrale
ait une limite; ce sera une constante A qui ne dépendra pas de .r, et Ton aura, moyennant ces diverses hypothèses,
Les termes R sont en général en nombre infini; l'ordre dans P. - II. Il
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lequel ils sont écrits est détermiDé par la succession d(
tours Cl, C29 •••) ^/" ^^ obtient donc, de cette man
développement de /(x) en une somme d'une infinité de rationnels.
En second lieu, il se peut que Tintégrale
n'ait pas de limite : la série SR(x) est alors certainement gente. Dans ce cas, on peut encore rcprésenlery(j:) par ui convergente, mais à la condition de retrancher de chaque de la série divergente SR(j:) une constante convenable.
Pour le montrer, supposons d'abord que le point x = un point ordinaire de/(x). L'égalité (5) donne, en faisant
d'où
et, en passant à la limite,
(6) A:t) = Ao)--^[l{ix)^ï{(o)].
On
Les R(o) ont une valeur finie puisque le point :; = o point ordinaire. La série qui forme le second membre e vergente.
Si le point ^ = o était un pôle, en sorte que, dans l'ent de ce point, on ait
il suffirait, dans les calculs précédents, de substituer à j fonction
6. Le raisonnement, que nous venons de faire, repose sur le module def{z) reste toujours inférieur à un nombre
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sur les contours successifs Ci, . . . , C,|. Il se peut que cette condition, n'étant pas satisfaite ipouv f{z)^ puisse l'être pour ^^-^^
Nous effectuerons alors le développement de jusqu'au terme
en ^^ ; d'où l'égalité
llTZjf, 5/'-*-» IITZ Jf, ZP+* ^ "^ ^
Nous supposons d'ailleurs que z = o n'est pas un pôle de/(;5). Or considérons l'une des intégrales
^^dz, k%p-^u
Elle est égale à la somme des résidus r^ de la fonction ■ ^^. > relatifs
aux pôles de f{z) contenus dans le contour C/i et au point z^=o\ en sorte que Ton a
Réunissant ensemble tous les résidus relatifs au même pôle, l'égalité (7) se transforme ainsi dans la suivante
J^ xP
/(ar) = /(o)+ -/'(o)^. . .+ ■— — -/IJI
I 1 • ^ • • * fJ
d'où Ton conclut
^^1 r /(^)(r-he)
X xP
J I • ^ • • • mf
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En passant à la limite, Tintégrale qui entre dans le seco membre tend nécessairement vers zéro, et Ton a
X xV
/(^)=/(o)+ ^/'{o)+...+ — — -/ij;
I — lim y[R(x) — Tj — PfX — . . . — Pp^iXP],
7. Un cas intéressant à considérer est celui où F(z), design) une fonction uniforme et continue dans tout le plan, dont les cines rangées par ordre de module sont
un pose
FV "^ I
avec rhypothèse „ -, — : <C M, sur les contours successifs (
*^^ h{z) \ zP\ ^
Supposons, en outre, pour plus de simplicité, que les racii soient simples et que le point z^= o n'en fasse pas partie.
Le résidu de • relatif au pôle am est , celui de -
(îsl —j7 et Ton trouve, en appliquant la formule (8),
-i7^^=/(0)+-/(0)+...-Hy-^-^/ii',
nL^^\a,n — X a,„ aj, "* a^n^f' c„
D'où, en intégrant entre les limites o et a:, cl en posant aA='^^ — • et, en prenant les exponentielles,
F(x) = F(o)e"-"" "*•••" T^ JJ (.-£.)*«-;;- î (s::) *-*?^ (;
Nous obtenons ainsi la décomposition de P(x) en facteurs ]i
maires dans le cas particulier où celte fonction satisfait à la condition
F(z)zP
sur les contours C/i, et cette méthode nous donne en même temps la fonction H(^) dont il a été parlé dans le Chapitre précédent (§ 34). On voit que l'on obtient ainsi la décomposition de la /onction en facteurs primaires. A la vérité, nous avons dû faire une hypothèse très particulière sur F(j?), mais nous avons l'avantage de déterminer le facteur exponentiel qui reste inconnu dans la théorie de M. Weierstrass.
8. Bornons-nous, comme application, au développement de la fonction cot;;. Cette fonction a une infinité de pôles simples, donnés par la formule
et qui sont les racines de sin^. On va prendre comme contour d'intégration C,, un carré tel que BCB'C (Jiff- aS) dont le centre
Fig. a3.
JS-
A+2TC
est à Torigine, et dont les côtés, parallèles aux axes, ont pour demilongueur
de telle sorte qu'aucun pôle ne se trouve sur ce contour. Cela
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posé, le carré du module de cot^ est
( 5 = a* -*- IV ).
Sur les côtés CB et C'B', on a cos2j: = — i : le module est donc toujours Inférieur à un.
Sur les cotés BB' et C'C ce module est inférieur à
tf-»r
Cette expression reste finie, lorsque y augmente indéfiniment.
Donc cot^ satisfait bien à la condition que nous avons imposée 'à/{z) ; son module reste sur le contour Ca moindre qu'un nombre fixe M, quelque grand que soit n.
Le résidu de
col -3
pour z = mz est > et par suite on a
(9) ^^^) = 7rz — ;. (/i = o, rhi, ±2, ...).
Or la série \] __ est divergente. Nous devons donc employer
le second procédé de calcul, et, comme le point ^ = o est un pôle simple, nous substituerons à la fonction cot^ la fonction
^(z) = COiZ 9
AT
qui admet les mêmes pôles, sauf ^ = o. Les résidus de cette fonction sont encore donnés par la formule (9), en supprimant n = o. Finalement, en appliquant la relation (6), on trouve
col J? = — lim y l j 9
X n = «,^^ X/ITC — J? /lit/
ou
cot
X jLi\x^ ni: ni:/ ^
Du développement précédent on peut déduire la formule de dé-
^^mposilion de sino: en fadeurs primaires. On a en effet
Multipliant les deux membres de cette égalité par dx^ et inté- S^ni de o à a:, on trouve
d'où
sioar = ^ I 1 «"" ( i —] (/»=±i, dza, ...),
^'» en groupant deux à deux les facteurs correspondants à des **^ars de x égales et de signe contraire,
-^ous avons déjà obtenu cette formule, mais affectée d'un fac- P^H{jr) ^Chap.V, § 34) qui était resté indéterminé.
II. — Méthode de Cauchy pour obtenir la série de Fourier
et des séries analogues.
9. Une des applications les plus remarquables que Cauchy ait ite du calcul des résidus est relative à certaines séries comprenant ^ particulier ia série de Fourier. Nous allons traiter avec quelques ^tails de cette belle méthode (*).
Soit S{ z) une fonction analytique ayant, à Tintérieur d'un «rcle de centre O et de rayon r, un certain nombre de pôles; on ura
'ATZlJ
(*) On trouvera plusieurs Mémoires sur ce sujet dans le tome VII (2* série) des CEuçre* complètes de Cauchy ; voir particulièrement : Sur les résidus des /onctions exprimées par des intégrales définies (p. SgS). Nous avons cherché à combler quelques lacunes dans les démonstrations de l'illustre géomètre.
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l'intégrale clanl prise le long du cercle et la sommation du second membre s'étendant aux résidus R des pôles situés dans le cercle.
En posant
l'égalité (lo) s'écrit
— ri £{re^')erd9 = I,R,
qui peut encore prendre la forme
TC
— Ç £(re9*)e^'do-h — f £(re9^)e9*do = I,H,
ou, enfin, en changeant dans la seconde intégrale cp en ^ +^^9
TC
Ceci posé, attribuons à /' une suite de valeurs ri, r^, ..., r„j ..., augmentant indéfiniment, et supposons que, n augmentant indéfiniment, le produit
tende uniformément vers une limite F indépendante de ^ , quand
cet argument est compris entre — - et - > c'est-à-dire quand :;
augmente indéfiniment, sa partie réelle n'étant pas négative. On en conclut
le second membre étant une sommation indéfinie étendue aux résidus de tous les pôles de la fonction -^(z).
On pourra, en particulier, appliquer la formule (la), si le produit zS(z) tend uniformément vers une limite fixe F indépendante de (f (variant de o à 27:), auquel cas l'expression (1 1) aura précisément cette valeur F comme limite. On peut aussi supposer que les produits zS{z) et ( — z)S( — z) tendent séparément et
uniformément vers deux limites différentes quand z augmente indéfiniment, sa partie réelle n^étant pas négative.
Enfin la formule précédente (12) subsistera si Ton fait l'hypothèse que, pour un nombre limité de directions ©0 ^^ 'f > l'expression (11) n'a pas F pour limite, pourvu que cette expression reste finie dans le voisinage de ^o« On pourra en effet isoler un certain nombre d'intervalles angulaires («po — ê)?o4-ê), s étant aussi petit que l'on voudra : la part de ces intervalles, dans l'intégration (10), tendant vers zéro avec e, la formule (12) subsistera.
10. Appliquons les considérations générales qui précèdent au cas où
X étant un paramètre qui va être supposé réel; les fonctions ^{/, 7:, y sont des fonctions holomorphes de z.
S'il existe ici une limite F, cette limite dépendra généralement de x\ nous la désignerons par F (a:), et la formule (12) deviendra
la sommation dans le second membre étant étendue aux racines A de l'équation
C'est de la formule (i3) que Cauchy a déduit divers développements intéressants, en particulier le développement de Fourier. Nous allons approfondir les conditions dans lesquelles ces développements sont légitimes, en particularisant la fonction /(:;, or).
Nous prenons poury(5, x^ la fonction
y({jL) désigne une fonction de [x satisfaisant alix conditions que nous avons appelées conditions de Dirichlet dans l'étude de la série de Fourier (t. I, p. aoi).
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Nous devons d*abord éludier rexpression (11) qui devient ici
Il fautchercher lalimile de cette expression, quand :; augmente indéfiniment de telle manière que sa partie réelle ne soit pas négatiie et que son module reste dans la suite Ti, Tj, ..., r«. ....
Supposons que ^ ""^ tende, dans ces conditions^ vers une limite c, à Fexception peut-être seulement de certaines directions 9o en nombre limité, pour lesquelles d^ailleurs le quotient précédent aura un module inférieur à une quantité déterminée; ce que nous
exprimerons en disant que — — -■ a, en général, c pour limite. Oo suppose pareillement que
tend en général vers zéro.
Remarquons d'abord que le produit
reste fini. Il suffit évidemment de le montrer pour Tintégraie
dans laquelle on suppose e assez petit pour que/(pL) varie dans le même sens, par exemple en décroissant, de x^ à ;ro-4-e. Or, en posant
nous avons à étudier les intégrales
P/(|x)e/lx et / Q/(fx)rffx.
Bornons-nous à la première ; elle peut s'écrire, d'après le second
ihéorème de la moyenne (t. I, p. 201 )
Pdii (o<r, <£).
Or rintégrale figurant dans ce produit est la partie réelle de
/wr.-*-T)
^ e-~^t^-*o' dix = 1 — e~^A ;
elle reste donc finie.
Ces diverses hypothèses faites, nous pouvons trouver la limite de l'expression (i4)- Le premier terme de cette expression peut
s'écrire
il tendra donc vers zéro. Le second tend vers
cïimz j e-^^^-p /(il) diL,
en supposant que cette dernière limite existe. Nous allons voir qu'il en est ainsi et qu'elle se réduit précisément kf{x). 11 est évident d'abord que
e -z(x-fi)/( ^)d\L — o ( 6 > o),
quand z s'éloigne indéfiniment dans une autre direction que Taxe des y. Nous pouvons donc nous borner à étudier l'intégrale
or elle peut s'écrire
(15) /(x) j e-^^'-V^ z d^i -h 1 €'^''-\»-^[ f(ii) — fix)]z dyi
le premier terme se réduit à
Dans le second, en supposant e assez petit, la différence
variera dans le même sens, puisque la fonction n*a pas un nombre
infini de maxima et de minima; supposons, pour fixer les idées,
qu^elle aille en décroissant quand [x variera de ^ — e à x. Si nous
posons
rintégrale que nous discutons ici devient
ou bien, d'après le second théorème de la moyenne,
'"[il
Vd^-\-i
CM
Ç et i' étant compris entre x — e et x. Or chacune des intégrales figurant dans la parenthèse a, quel que soit 2, une valeur finie : ainsi la première est la partie réelle de
expression finie, quel que soit z, sa partie réelle n^étant pas supposée négative.
La quantité s étant aussi petite que Ton veut, il en résulte que le second membre de (i 5) a zéro pour limite quand z augmente indéfiniment, et le premier a /(x) pour limite, si toutefois z ne s^éloigne pas à l'infini dans la direction de Taxe des y. Dans ce dernier cas, on ne peut pas affirmer que l'expression
;; 1 e--^'-pf{\L)d\k
a f{x) pour limite, mais seulement qu'elle reste finie, comme on le voit par un calcul analogue où l'on applique le théorème de la moyenne.
En résumé, la fonction F(x) du paragraphe précédent se réduit
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Les directions singulières appelées plus haut ç/q, pour lesquelles
il n'y a pas la limite F, sont ici ^ et + -' mais nous sommes dans
les conditions où la formule (12) n'en sera pas moins applicable, comme il résulte de la remarque faite à la fîn du § 9. Nous avons donc la formule
la sommation dans le second membre étant étendue aux racines X de l'équation iî(X) = o.
Si la fonction /(x) n'était pas continue pour la valeur considérée de x^ mais éprouvait, en passant par cette valeur, un saut brusque fini, il y aurait simplement à remplacer dans la conclusion précédente — ^ ^/(•^) P^^
/{^x — Tj) désignant la limite des valeurs (jue prend la fonction quand la variable tend vers j:^ en lui étant inférieure; cVst (railleurs la notation dont nous nous sommes servi jadis dans la théorie des séries trigonométriques.
11. La formule précédente ne conduit pas à un développeineni simple, les termes étant des fonctions compliquées de x, Nouh allons établir une seconde formule, qui, jointe à la précédante, nous donnera un développement remarquable.
Dans la formule du paragraphe (10;, poson»
et soit
tJ Z)
Nous supposons que ^~ leiid, •:%% j^éri 'r;il, vm une limite 'i,
z augmentant toujours indéfiniment dans les mêmes condltio De plus, nous admettons que
qZ'Xx'-x)
tend, en général, vers zéro. Ces deux hypothèses sont parallèles celles que nous avons faites au paragraphe (10). On établira ci core, par des raisonnements entièrement analogues à ceux quioi été employés plus haut, que
reste fini et que
tend vers/(x), et l'on arrive alors à la formule
qui présente la plus grande analogie avec la formule (a).
Dans le cas où x serait un point de discontinuité, on aurait
remplacer - J(x) par
12. Des formules (a) et (,3) nous allons déduire un nouvea développement. Supposons que
on aura nécessairement alors
lim ''] ; = I ;
TZ(Z
en efi*et
liin-i = o,
comme il résulte de riijpolhèse
li,„'hiiec'x-xo) = o.
Ainsi la quantité désignée par C doit être égale à l'unité. On voit de la même manière que c = i .
Nous avons donc, en supposant x compris entre x^ el Xs^ les deux formules
•'"0 Or
nous aurons, par suite, en retranchant,
ilésreloppement remarquable dont les termes sont des exponentielles. Cette formule ne sera évidemment légitime que si les diverses hypothèses faites sur les fonctions ^{z) et 1^(5) sont vérifiées.
Un exemple très intéressant est obtenu en faisant
Les racines de l'équation sont données par
(k entier positif où négatif).
La succession des rayons ri, /'a, . . . , r„, . . . sera obtenue en faisant
{7.n-hl)TZ . ^ ,
de telle sorte que les circonférences successives ne passeront pas par les pôles.
Nous devons d'abord constater que ^^~"", a une limite, qui, si
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elle existe, doit être égale à Tunité. Or
Par suite, en général,
lim-ï- , =H- I.
Si w est sur Taxe des quantités^ imaginaires, le quotient ^ >
qui est infini pour les pôles z= — - > reste, au contraire, fini et
ëgal à ^, quand on donne à z les valeurs ^
Il faut ensuite montrer que X_:L;gc(j— x,) ^ zéro pour limite. Or cette expression se réduit à
Si donc X <iXQ-\- a, ce quotient tend en général vers zéro; îl reste fini pour la direction singulière de Taxe des quantités complexes, le point z restant, bien entendu, sur les circonférences de rayon r„.
Il faut encore vérifier les conditions relatives à la fonction '/(z). Celle-ci est définie par Tégalité
et, par suite,
Nous aurons
Sa limite sera donc un en général. De plus
Xinii e-^^t-^^ =
ffZ'x,-x—a)
el sa limite sera en général zéro si
Xi — X — a < o ;
et, pour la direction de l'axe des quantités complexes. Tune et Tautre expressions précédentes resteront finies.
iV,
Nous arrivons ainsi à la formule (y) qui devient ici
^ous la condition que
Xi — a <C X <C ^0 "+■ ^'
f^renons, en particulier,
Xq =0, X\=i a.
^^ S aurons, pour x compris entre o et a,
'éunissant les termes correspondant à des valeurs de A' égales s signes contraires, on obtient le développement
t'à'dire le développement en série de F ourler,
ans le cas où, pour la valeur considérée de a:, la fonction /(x) it discontinue, il suffit de se reporter zwtl deux développements ^ nous avons tiré la formule précédente pour voir que f{^x) ra être remplacé par
^^^marquons encore que la série de Fourier est démontrée, par la ^^éthode précédente, pour toute valeur de x comprise entre o ^^ a, mais à V exclusion de ces valeurs. On peut trouver facilement la valeur de la série pour x = o et x = a. Considérons la ^érie (i6) comme définissant une fonction de a:; ce sera donc, si Ton veut, notre fonction primitive /(^), prolongée en dehors de l'intervalle (o, a) d'une manière périodique. Appelons f{x) la fonction représentée par la série : c'est une fonction ayant a pour P. — IL la
période. Pour x = 0 et x = a^ elle n'a pour nous aucun : mais, d'après la définition même de ç, on a
?(-tq) =/(«)» ?(^-tq)=/(o).
Ceci posé, développons o{x) en série de Fourier, dans Fi valle ( — - > "^ " ) ' ^^ ^^^^
Mais la fonction ç, dans Tinlervalle de à o, est égale à la I
tion / dans l'intervalle de - à a; il en résulte que le dévelo
ment (17) est identique, terme à terme, au développement ( Donc la série (16), pour x = o, aura la même valeur qi série (17); or la valeur de cette dernière série est égale à
?(— yi)-+-?(-^TQ) ^„ /(g) -4-/(0) .
la valeur de la série (16) pour ^ = o et pour x = a est < donnée par la demi-somme précédente.
Prenons, comme second exemple
Nous allons choisir, comme succession des rayons /'i, r^,
On aura
^{— g) _ —e^-j-i-z-hh)
par suite, en général,
uni -i-T = I.
TZi—Z)
D'autre part
qui tend vers zéro, si 2:<;^o+ 2a.
On vérifiera de même que les conditions requises sont remplies pour la fonction y^{z). On a
Tzi—z) e-'^-{—z-i-h)'-(z-i-h)e'^-'
la limite sera zéro si
Xi — or — 2a<o ou x^xt — 2a.
Ceci posé, nous avons à étudier Téquation tz(z)^= o. 11 est d'abord manifeste que cette équation ne peut avoir des racines réelles, sauf ^ = o, car
-5 ( tf <*--+- e""*) et e*- — e~^-
sont de mêmes signes quand z est réel, et d'autre part h est positif.
Je dis que toutes les racines de Téquation sont de la forme z^'kiy / étant réel.
Pour le voir posons dans cette équation, az = x-\- iy. En séparant les parties réelles et les parties imaginaires on obtient les deux équations
\ tang^/ ;
Pour or^z^ o, les rapports kx ^_^ _^> kx —^ —^ sont positifs :
par suite A"^ tan g^ et- — =^ seraient de signes contraires, ce qui
est impossible. Il faut donc faire x = o^ la première équation est alors satisfaite quel que soit j^, et la seconde se réduit à Téquation
ky -+- tangj' = o.
II est d'ailleurs très aisé de montrer que cette équation a une infinité de racines réelles. Il suffit pour cela de construire les deux
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courbes
et l'on voit de suite qu*ellcs ont une infinité de points de rencontre. En définitive, Téquation ir(^) = o a une infinité de racines de la forme :; = \i^ X étant réel; en faisant cette substitution, Téquation devient
(18) X cos(aX)-+- Asin(aX) = o.
On a
-^.. ,. ,. * ^ . *, sinsaX — -laX t: (Ai)= 2[( I H- an)co%ah — Aa sinaAl= ; r »
d'où, par suite, le développement
la sommation étant étendue aux racines de Téquation (18).
En groupant les valeurs de X égales et de signe contraire, il vient
f(x)= ,, / /(\L)dii
^ 2(1 -^cih)J^. -^ ^^ ^
la sommation s^étendant seulement aux valeurs positives de X. Si, en particulier, on prend Xo = — a y j:i = -f-a, on aura le développement d'une fonction /(x) définie entre — a et H- a.
15. U ne sera pas sans intérêt d^indiquer dans quel problème Fourier a rencontré pour la première fois le développement précédent, mais sans traiter rigoureusement de sa convergence, comme permet de le faire la méthode de Cauchy. Partons de ce résultat fondamental, dû à l'illustre auteur, que, dans un corps isotrope, l'équation à laquelle satisfait la température V d'un point est
k étant une constante. Supposons que l'on ait un solide terminé par une surface S; on donne l'état calorifique initiai du solide
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pour r=:o, c'est-à-dire la valeur de la fonction V(a:, y, -s, t) pour r = o. De plus, nous avons une condition à la surface, en écrivant que la loi de la déperdition à la surface est la loi de Newton ; si Ton suppose que le milieu ambiant soit à la température zéro, cette condition, qui doit être vérifiée pour toute valeur de /, peut s'écrire
^-.AV = o (A>o),
-j- désignant la dérivée de V dans le sens de la normale extérieure
à la surface S (*). Prenons maintenant le cas particulier d'une sphère de rayon R, ayant son centre à l'origine, et supposons que la température soit fonction seulement de t et de /*
L^équation (19) se réduit alors à
et la condition à la surface devient
(^1) hAV — o (pourr=H),
Or
et cela quel que soit /. Nous avons, d'autre part, pour / = o, la donnée
relative à l'état initial; V{r) est une fonction arbitrairement donnée de r = o à r = R.
L'équation (9.0) se simpliiic immédiatement, si l'on pose
on a alors, pour j^, l'équation
(») Voir FouRiER, Tliéorie analytique de la chaleur {Œuvres de Fourier, publiées par les soins de M. G. Darbou\).
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Fourier commence par chercher ce qu'il appelle une solution simple de celte équation. En posant
// étant une fonction de /*, l'équation devient
mu = /•
dr^
En posant alors m = — kn^, n étant une constante arbitraire, on obtient la solution
y = e-*"''( A cos/ir-h B sin/ir) et, par suite,
V= ( A cosnr-r- Bsin/ir).
Comme nous voulons avoir une solution restant finie à Tintérieur de la sphère, nous devons prendre seulement la solution
_, . ,, sin /ir
La constante n jusqu'ici est arbitraire, mais si nous voulons que cette solution particulière satisfasse à l'équation à la surface, nous aurons
nr cosnr-^(/ir — ijsin/ir=:o, pour r = R, ou
(a3) langnR -H t-t; = o.
Nous allons supposer, pour ne pas avoir à sortir du cas examiné plus haut, que hR — i est positif; /?R satisfait à une équation transcendante de la nature de celle que nous avons étudiée. Soient /2i, /i2, ... les valeurs de n en nombre infini satisfaisant à cette condition, la série
- , 1 , sin /Il r . , . sin/tf r r
si elle est convergente, satisfera à Téquation (20) et à la condition limite (21). On voit quel problème fort intéressant se pose alors : peut-on déterminer les coejficients A, de façon que la série
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converge et représente F(r) pour tz=o, c'est-à-dire soit telle que (aî) rF(r)= Aisin/iir-t- Aisinnjr-t-
Il s'agit doQC du développement d'une fonction définie entre o et R en une série procédant suivant des sinus dont les arguments sont de la forme nx^ les n étant racines d'une équation transcendante. Or, si nous considérons une fonction o{r) définie de — R à + R, égale à rF(r) de o à R et prenant de o à — R des valeurs égales et de signes contraires, on peut développer 'f (/'), en série de la forme (paragraphe précédent)
la sommation étant étendue aux racines positives de l'équation
tangRA -+" ïï = o,
I R équation qui coïncidera avec (2.3) si l'on pose yr = . p •
D'ailleurs, d'après la définition même de o{r), le développement de cette fonction ne renfermera que des termes en sinus, les termes en cosinus ajant des coefficients nuls. Nous obtiendrons donc ainsi le développement (24) dont nous avons besoin, et la solution du problème est donnée par la formule
_,. - . sin/iir , 1, . sin/ijr . 1,
V(r, 0 = Al — e-^«î'-t-Aj — e-^^î'-h. . .,
les n étant les racines positives de l'équation (23).
III. — Nombre des racines d'une équation contenues dans un contour. Théorie des indices.
16. Nous ferons encore une application du théorème des résidus en recherchant le nombre des racines d'une équation
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contenues dans un contour C, à Tintéricur duquel f{z) est UDe fonction holomorphe.
Considérons, en effet, l'intégrale
Les pôles de la fonction
sont les racines de la fonction /'(^). Or, si a désigne une racine d^ordre m, on aura
donc
le résidu correspondant est donc égal à m. Par suite, en désignant par N le nombre des racines de Téquation contenues dans C, comptées avec leur degré de multiplicité, il vient
17. On peut donner une autre forme au résultat précédent; l'intégrale précédente est égale à la variation de
log/(5),
quand z décrit le contour. Or
Iog/('8)= Log[mod/(5)]-t- t arg/(«),
el Log[mod/(^)], qui est un logarithme arithmétique, reprend la même valeur quand z revient au point de départ. La variation de log/(;î) est donc égale à la variation de son argument multiplié par i. La variation de arg/(w) sera de la forme
n étant un entier, et Ton aura
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18. Prenons, comme application, le cas d'un polynôme/(-s) de degré m. Il résulte de ce que nous avons vu (Chap. V, § 15) que, à l'extérieur d'un cercle d'un rayon suffisamment grand, on a le développement
/11) _ At ^ A, f{z) - z ^ z^-^"-
celte série étant ordonnée suivant les puissances croissantes de -•
Il est clair d'ailleurs que A| = m, comme on le voit en multipliant par:; les deux membres de cette identité et faisant 5 = oc. Le calcul de l'intégrale
le long d'un cercle C de très grand rayon, est maintenant immédiat; on aura
rf{z) , rdz
I *i~-~ az = m / — =2 mort, Je J^^) Je ^
puisque
On en conclut donc
c'est-à-dire qu' un polynôme de degré m a m racines,
19. Considérons particulièrement, avec Cauchy, le cas où le contour C, à l'intérieur duquel on veut calculer le nombre des racines de l'équation
f{z) étant un polynôme, serait formé de segments de courbes unicursales. On peut alors, par un calcul régulier, trouver le nombre des racines, et Cauchy a donné à ce sujet des développements extrêmement intéressants. Soit un segment F de courbe unicursale obtenu en faisant varier le paramètre ^, dont dépendent rationnellement a: et^, depuis r= a jusqu'à r = 6 (a<; 6); on a, pour cet arc,
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en posant
P et Q étant deux polynômes en t faciles à former.
U intégrale qui figure dans le second membre doit être calculée^ c'est elle qui nous intéresse.
L'intégrale indéfinie est
arc tangF(/).
On peut partir d'une détermination quelconque de cet arc tang pour ^ = a, et il faut suivre d^une manière continue {voir t. I, p. 9) la détermination choisie depuis la valeur initiale i = a jusqu'à la valeur finale t = b.
On remarquera d'abord que l'intégrale
' F'(()dt r, I4-FH0
a un sens déterminé même quand F(/) devient infinie. SupposoDS en effet P et Q premiers entre eux; l'intégrale pouvant s'écrire
PQ'-P'Q
sera finie pour toute racine t du polynôme P.
Ceci posé, en désignant par arc tangF(a) l'arc ayant F(a) pour tangente et compris entre et -j — > on aura, sans ambiguïté,
' F'(()dt
'„ i-FMO
= arc langF(r) — arc langF(a),
tant que t en variant d'une manière continue ne passe pas par une valeur rendant F infinie. Dans cette formule arc tangF(f) représente toujours l'arc compris entre et -f- -• Mais supposoDS
que t en croissant d'une manière continue passe par une valeur /| rendant infinie la fonction rationnelle F. Si F(/) passe de -h 00 à
QO, on pourra écrire pour t un peu supérieur à t^
^^^^i^^^ =arctaiigF(0 — arcUngF(a)-h7:,
arc tangF(f) étant toujours l'arc compris entre et 4- 7* En
effet, une fois que t a dépassé /i, c'est
arc langF(/)-f- ir
que l'on doit prendre pour suivre l'arc choisi d'une manière continue. Si, au contraire, la fonction F(/) avait passé de — 00 à -^- 00, on aurait eu, après / = /,,
r' ¥'{t)dt „, .,, ,
Lorsque t varie de a à 6, on aura donc
f 7~rF*77') ^ arctangF(a) — arclangF(6)-t-n7r, les arc tang étant toujours compris entre et H — et /i dé-
signant l'excès du nombre de fois pour lesquelles F(/) a passé de -f- 00 à — 00 sur celui pour lesquelles cette fonction a passé de — 00 à 4- 00 quand t varie de a à b. Cauchy a appelé ce nombre indice de la fonction entre a et b\ nous poserons
20. Montrons maintenant, en suivant toujours Cauchy, comment on peut trouver par un calcul régulier l'indice d'une fraction rationnelle entre deux limites a et h.
Une première remarque sera très utile dans cette recherche; elle a pour objet de chercher une relation entre
I2[F(0] et •5(pf73):
on a
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et, en changeant F(/) en prr- »
par suite, en additionnant,
o = arc tangF(a) -H arc tang rr- —
- arc langF(6) - arc tang^^ -- r, j \![[F{t)] -h I/; j^p-'-- j
Il en résulte que, si F{a) et F(6) sont de même signe.
Si F(a) > o, F(/>) < o, on aura
ïf;(F) + i:i(p)=^-
Si F(a) <^ o, F(/>) >► o, on a, au contraire,
ii^(F)-i-i;;(p)-
Tout ceci résulte immédiatement de ce que
I TT
arc langa:* -h arc tang - = rh - »
suivant que x est positif ou négatif.
Nous posons donc
i.r(F) + if;(p)-c,
et Ton a
e = o pour F(a ) F(6) > o,
e = H-i ,, F(a)<o, F(^>)>o, e = — I » F(rt)>o, F(6)<o.
Faisons encore la remarque évidente que deux fonctions i lionnelles, dont la différence est un polynôme, ont même îndi(
et que deux fonctions égales et de signes contraires ont des indices égaux et de signes contraires.
Ceci posé, soit
V et V| étant deux, polynômes premiers entre eux, on peut supposer que le degré de V est supérieur au degré de V|. Effectuons sur V et V| les opérations que l'on fait sur le polynôme et sa drrivée dans l'application du théorème de Sturm; soit donc
<»n aura, en supprimant les indices a et />,
' (^:) - (vO - ■(vi) -(^:) -■'■
les £ étant égaux à o, -f- 1, — i et étant déterminés d'après la règle indiquée plus haut.
En additionnant ces égalités et tenant compte des précédentes, il vient
D'autre part.
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Y' Le calcul de V indice de la fraction yt peut donc être complètement effectué par de simples opérations algébriques.
Nous pouvons trouver facilcmeDl, d'après ce qui précède^ le nombre des racines de l'équation algébrique
dans un contour formé de segments de courbes unicursales; il suffira de calculer l'indice d'une fonction rationnelle convenable pour chacun de ces segments. D*aprùs la formule
et en se reportant à la formule (23), on voit que le nombre cherché sera égal à la demi-somme de ces indices.
On peut, dans beaucoup d'autres cas, trouver par un calcul régulier le nombre des racines de l'équation y(.3):=o, contenues dans un contour : c'est un sujet sur lequel nous reviendrons au Chapitre suivant.
21. Nous allons terminer ce Chapitre en démontrant le théorème fondamental relatif à la continuité des racines d'une équation algébrique. Cauchy énonce ce théorème de la manière suivante. Soit
une équation algébrique avec les deux variables x et 1'. Si, pour x-='0^ Inéquation
a p racines nulles, V équation (26) aura, pourx voisin de zéro, p racines et p seulement voisines de zéro,
La démonstration précisera complètement ce qui reste d'un peu vague dans cet énoncé. Écrivons le polynôme f{x^y) sous la forme
y (^, 7) = ^^0-+- Ai^ -t- . . . -h Ay,^/' -h. . .4- A,„^'« ;
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les A sont des polynômes en x^ et l'on a
(27) Ao= Al = . . . = A^_i " o pour 3? = o,
tandis que A^ ne s'annule pas pour x =^0,
On peu
t écrire
.y) = >^pyn
en posant
1 Ao
Décrivons autour de a: = o,^ = o comme centres, dans les plans respectifs des variables x et ^r, deux circonférences C et F de rayon /• et p. On peut prendre r et p suffisamment petits pour que les deux conditions suivantes soient vérifiées.
On veut d'abord que, les points x et y étant quelconques à l'intérieur des deux cercles précédents, on ait
iui<i.
En second lieu, on veut que, y étant sur la circonférence F, et X quelconque à l'intérieur du cercle C, on ait
iv|<i.
Pour la première condition, aucune explication n'est nécessaire. Pour la seconde, il suffit de remarquer que
et, d'après les équations (27), si r est assez petit, il est clair que lV|<i.
Ceci posé, nous pouvons aisément trouver le nombre des racines de l'équation en^
contenues dans le cercle F, x étant un point quelconque à Tinté-
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rieur de C. Le nombre de ces racines est en effet égal au quotient par '2TZ de la variation de Pargument de
A,,^/'(i-f.UH-V),
quand^ parcourt la circonférence F. Or, puisque i U | <I ^» | V | <^ 5, Targumcnt de
,_HU-f-V
redevient le même quand y revient au point de départ. L'argument de^^ a augmenté de 2pTz; par suite, le nombre des racines que nous cherchons est égal à p. C'est dans ce résultat fondamental que consiste le lliéorème de la continuité des racines d^une équation algébrique. Nous verrons bientôt commentée théorème peut s'étendre à une fonction f{jc^y) holomorphe par rapport à x et à y.
SIMULTANÉES
i . La recherche du nombre des racines de l^équallon
contenues dans un contour C, revient à chercher le nombre des racines des deux équations
contenues dans C. Dans ce cas ics fonctions réelies / et r^ ne sont pas arbitraires (t. I, p. 86). Nous allons nous poser maintenant le problème dans toute sa généralité. En ne faisant aucune hypothèse sur les fonctions /et 9, que nous supposons seulement continues dans C, nous nous proposons de trouver le nombre dc.H racines communes à ces deux équations contenues dans un contour.
Nous allons avoir à reprendre une intégrale déjà étudiée dans le Tome I : c'est l'intégrale de M. Kronecker(t. I, p. i 'a'V). Dans cette étude, nous avons posé a priori une certaine intégrale; il est intéressant de montrer comment on peut j être conduit : c'est par quoi nous allons commencer.
La formule de M. Kronccker se déduit immédiatement d'une propriété élémentaire des fonctions V, continues dans un certain domaine et satisfaisant à Téquation de Laplace ^ nous la présent^;rons de la manière suivante.
Si la fonction V(X, Y, Z; ebl uniforme et continue dan«( un P. — II. lï
espace limité par une surface S et satisfait à Téquation
"()X« "^ dY« "^ dZ« " ^'
on a
l'intégrale étant étendue à la surface S. Appliquons cette formule à la fonction
et transformons-la en faisant le changement de variables
/, (p et ^ étant continues dans le volume où nous aurons à les considérer.
L'intégrale (i) peut s'écrire
\d\d7.-^Yd7sd\-^Zd\fiY
Pour trouver l'élément de Tintégrale transformée, concevons que X, y, z aient été exprimés en fonction de deux paramètres u et ('. L'élément rfY rfZ devra être remplacé par
VD(^.^)D(T,y) D(^,^)D(y,z) D(^. ^) D{z, xU [D(t,7) D{u,v)'^ Dly,z) D(i/, ^ D(z,x) D(a,r)J''" '
comme on le voit de suite en calculant
et l'on a des expressions analogues pour rfZ rfX et rfX rfY. En substituant dans l'intégrale, on trouve alors de suite la nouvelle intégrale
(•;>.) I I A (fj^ dz -i- Ji dz dx -{- C dx dy^
ou
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f àf df
f àf àf •^ dz dx
. àf àf
^ àyr dz
' dy dz
d^ dcp • dz dx
do dj
^ dy dz
d^ d^ ^ dz dx
d^ d^ ^ dx dy
^ft^^t^^t)
ï (/«-hcp«-f-4/«)
D'après l'égalité (i), l'intégrale (2), étendue à une surface fermée S, sera nulle si, à l'intérieur de S, il n'y a pas de points {x.y^ z) pour lesquels/*, (p et <{; s'annulent à la fois.
Si^ au contraire, les fonctions /, ç, if s'annulent à l'intérieur de S, l'intégrale (2) ne sera pas nulle en général. En supposant que les racines du système d'équations
soient simples, c'est-à-dire que le déterminant fonctionnel
Ox
d^ dx
dy dz
do dcp
dy 'dz
dy dz
ne soit pas nul pour les racines considérées, nous avons montré {loc. cit) que r intégrale (2) est égale à
m désignant la différence entre le nombre des racines contenues dans S, pour lesquelles le déterminant fonctionnel D est positif et celles pour lesquelles il est négatif.
2. Le problème de la recherche du nombre exact des racines n'est donc pas résolu par la formule de M. Kronecker. Je me propose maintenant de montrer qu'en s'appuyant sur le résultat de l'illustre géomètre, on peut arriver à représenter par une inté-
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grale double le nombre des racines communes à deux équations simultanées contenues dans un contour C (* ).
Considérons, à cet effet, le système des trois équations
aux trois inconnues x,^, z, en posant
dx dy ùy dx
J'envisage dans Tespace à trois dimensions {x^y^ z) Tensemble des valeurs de ces variables correspondant à des points (or, y)^ contenus à Tintérieur de C, et à des valeurs de z comprises entre — e et 4- e (e désignant une constante positive arbitraire). Cet ensemble définit un domaine A, et le nombre des racines du système (4) correspondant à des points de ce domaine sera précisément le nombre des racines du système (1) contenues dans C (nous supposons que toutes les racines considérées sont simples, c'est-à-dire que D ne s'annule pas pour ces racines). Or le déterminant fonctionnel des trois fonctions, formant les premiers membres des équations (4), se réduit à la quantité essentiellement positive
La difficulté relative au signe du déterminant fonctionnel a donc disparu, et Ton pourra, par suite, représenter par une intégrale double le nombre des racines communes aux équations (1) contenues dans C.
3. On peut remarquer qu'une méthode analogue s'applique au cas d*une seule équation
dont on veut avoir le nombre des racines comprises entre a et 6.
(') Dans deux articles publiés dans les Comptes rendu» (t. CXIII, 1891) et dans un Mémoire du Journal de Mathématiques (1893), j'ai traité de la détermination du nombre des racines communes à n équations simultanées.
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Nous formoDS les deux équations
f{x) = o, yf(or) = o,
et nous avons à chercher le nombre des racines, communes à ces deux équations, contenues dans le rectangle formé par les droites
ar = flf, ar = ft, ^ = -+-5, j=_c. Or le nombre des racines communes aux deux équations
contenues dans un contour C, est représenté par ^intégrale curviligne
prise positivement le long du contour, quand on est assuré que le déterminant fonctionnel ne change pas de signe (t. I, p. 86). Appliquons ici cette formule : on aura de suite, en intégrant le long du rectangle, pour le nombre n des racines,
T" arctang'-^^ ^
/i = / -^ fj^ dx-^ - arc tang -j^yj-r
TZ . . T
les arc tang étant compris entre ^ et 4-7-
L'intégrale qui figure dans le second membre pourrait être calculée; du moins, on a de suite l'intégrale indéfinie qui est
arc
et alors on voit bien, a priori, que le second membre représente le nombre des racines. H faut donc garder Tintégrale telle qu'elle est écrite, et cette formule ne pourrait être intéressante qu'au point de vue pratique : elle permet, en calculant par approximation le second membre, d*avoir la valeur exacte de /i.
Prenons maintenant le cas de deux équations
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Comme nous l'avoQS dît, nous devons considérer le système des trois équations
^\0x dy dy dx)
Nous allons chercher le nombre des racines de ce système, comprises dans le volume limité par le cylindre, ayant poar section droite la courbe C, et les deux plans
at — —^ &•
5 r=-He.
Calculons d'abord la partie de Tintégrale relative à la surface latérale du cylindre. En prenant les notations du n^ i, elle se réduira
à rintégrale
A dy dz -hB dz dx.
ff
D'une manière générale, on a
dy dz = da cos a, dzdx = di cos p,
dv désignant l'élément positif de la surface, a et ^ les angles que fait avec les axes la normale extérieure à la surface. Ici nous pouvons prendre pour a et j3 les angles que fait la normale extérieure à la courbe C avec les axes Oa: et Oy et
da = ds,dz,
ds étant l'élément d'arc de C, et dz étant positif. Nous aurons donc, pour l'intégrale précédente.
/ j {Xcosa -:-Bcos^)ds dz\
mais, sur la courbe C,
dx — — rfscosp, dy -= -H ds cos a.
Nous pouvons, par suite, écrire l'intégrale sous la forme
C f{kdy — Bdx)dz,
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ol l'on a
( fi? _ ^r\r. \ "did^ dy dx)'
Vax "^dxj" B _ j,
11 en résulte que, dans l'évaluation du nombre des racines, la portion de Tintégrale double provenant de la surface latérale du cylindre se réduit à l'intégrale curviligne, prise positivement le long du contour C,
( « ) jVdx-hQ dy,
où
hdz
^^J^V'ôy~"^à^)j_
L'intégrale qui figure dans P et Q peut s'obtenir immédiatement; on trouve ainsi
Pr^ —
\ '' dx ' dx De
•2- /*H-?* (yi^^pt^DU»)»
^ \ "^ dv ^ or De Q= ^ •-
Passons à la portion de l'intégrale relative aux deux premiers plans de base du cylindre. Ils donneront l'intégrale double, étendue à l'aire limitée par le contour C,
t r r Kdxdy
<p«-t-DU')»
en écrivanl
•^ dx dy
do do
• dx ày
àx dy
La somme des intégrales (a) et (j3) donne le nombre cherché des racines communes aux deux équations
?(ar, ^) = o, contenues dans le contour C.
On voit que le champ d^inlégration dans ces deux intégrales ne dépend que du contour C.
5. Le résultat précédent dépend en apparence du nombre e : les deux cas limites e = o et e = 30 appellent nécessairement Tattention.
Faisons tendre d'abord e vers zéro, l'intégrale (a) tendra vers zéro. Quant à l'intégrale (j3), elle se présente sous une forme indéterminée qui rappelle entièrement ce que nous avons trouvé pour le cas d'une seule équation (n" 3); nous pouvons dire que le nombre cherché est la limite de l'expression
zK dxdy
DH^y
quand e tend vers zéro. Il est clair que pour e = o tous les éléments de l'intégrale sont nuls, sauf celui qui correspond à une racine commune aux deux équations /= o, ç = o, et c'est de là que provient la forme indéterminée. Nous chercherons tout à l'heure comment on pourrait calculer cette limite pour quelques contours particuliers et en supposant que / et cp soient des polynômes.
Faisons maintenant augmenter indéfiniment e dans les intégrales (a) et (P). On voit immédiatement que la première tend
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vers
l D I désignant la valeur absolue de D.
Celle intégrale est a rapprocher de l'intégrale
faisant connaître la différence entre le nombre des racines contenues dans C, pour lesquelles le déterminant fonctionnel D est positif, et celles pour lesquelles il csl négatif. Les éléments de ces deux intégrales ne peuvent que différer par le signe sur certaines parties du contour.
Quant à l'intégrale (j3), elle se réduit, en posant £ ^:= .«> à
r^Y{dx dy
•^vyfD
[D*-hT,(/«^o»)p
dont on doit chercher la limite pour y| = o. Il y aura ici, pour Tj = o, une suite d'éléments indéterminés correspondant aux valeurs de X et j', pour lesquelles
Si D ne s'annule pas à l'intérieur de C, cette limite est nulle et l'on n'a qu'à prendre l'intégrale curviligne, ce qui est d'accord avec le résultat trouvé précédemment,
6. Appliquons les considérations précédentes au cas où le contour considéré se réduit à un carré dont les côtés peuvent être supposés parallèles aux axes et où les deux fonctions /{x-^y) et ç(jr,^) sont des polynômes. On peut, dans ce cas, écrire les deux équations simultanées
sous la forme
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f{x) et ¥{x) représentant deux polynômes (puisqu'on supposa qu'il n'y a que des racines simples).. Le polynôme f{x) n'aur: aussi que des racines simples.
Il s'agit de trouver le nombre des racines {x^y), communes ces deux équations, pour lesquelles
On suppose qu'aucune des racines des deux équations ne ;= trouve sur une des droites limites.
Le déterminant fonctionnel D se réduit ici à /'(a:), et l'on a
Nous devons donc considérer l'intégrale
étendue à l'aire du rectangle, et faire tendre e vers zéro.
En eflectuant l'intégration par rapport à y, cette intégre
devient
t(d-^F)(/'^^/f)dx
Quand s tend vers zéro, les seuls éléments de l'intégrale
ne tendant pas vers zéro, sont ceux qui correspondent au'Kleurs de x racines de f{x). Au lieu de l'intégrale précède*
nous pouvons donc nous borner à la suivante [en dévelopf
par la formule de Taylor |
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<*e qui nous conduit, pour e = o, à
I* désignanl Tindice entre a et 6, au sens de Cauchy, de la fonction rationnelle - — ~"^ ^^ ; et Ton aura, par conséquent, pour le nombre des racines,
7. Ce résultat est facile à vérifier directement. Quand x, en croissant, passe par une racine dey(x), le quotient
passe de -h 00 à — oo si c — F est négatif, c'est-à-dire si le point (x, ^) est au-dessus de la droite j^ = c. De même, ce quotient passera de — oo à -+-oo si le point correspondant {x^y) est audessous de la droite y = c. En désignant donc par n et /l' le nombre des racines de nos deux équations (comprises entre les droites ^r = a, x = b), situées respectivement au-dessus et audessous de la droite^ = c, on a
En remplaçant c par d et désignant par N et N' les nombres correspondants, on a de même
Or, si nous désignons par v le nombre des racines comprises dans le rectangle, on a
donc
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Par conséquent
c'est le résultat que nous voulions vérifier (*).
8. D'une manière plus générale on peut indiquer une n: régulière de calcul pour trouver la limite de l'intégrale
quand le contour est formé de segments de courbes ur sftles. Cette intégrale double est^ en effet, égale à l'intégral vi ligne
prise dans le sens positif le long du contour C.
Partageons cette intégrale en différentes parties correspc aux différents segments de courbes unicursales qui, par hypo forment le contour C. Soit l'un d'eux correspondant aux vah cl /, du paramètre t dont sont fonctions rationnelles x et valeur correspondante de l'intégrale sera, pour e = o, en r nanl comme au numéro précédent,
Le quotient -^ — 7-"^ ^^^^ ""^ fonction rationnelle de /, <
n'aura qu'à en prendre l'indice de to k ti. En additionnai les résultats ainsi obtenus, on aura le nombre cherché.
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le nombre des racines communes à deux équations
(/ et ^ étant deux polynômes) contenues dans un contour convenable C. Comme au § 6, nous écrivons toujours ces deux équations sous la forme
y* et F étant deux polynômes.
Supposons que le contour C soit défini par la relation algébrique
X étant un polynôme, et que les points ù l'intérieur du contour correspondent à
Nous avons donc à chercher le nombre des racines communes aux équations (5) pour lesquelles l'inégalité précédente est vérifiée, ce qui revient à chercher le nombre des racines x de l'équation
pour lesquelles
en désignant par R(j:^) le polynôme). [or, F(x)]. Or cette question n'est visiblement qu'un cas particulier de celui qui a été traité au § 7.
On prendra l'indice entre — oo à + oo de la fraction rationnelle
Fin désignant, respectivement, par n et w' le nombre des racines de/= o, pour lesquelles l\{x) est négatif ou positif, on a
On connaît d'autre part, au moyen du théorème de Sturm, la
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somme n -h n' qui peut d'ailleurs s'écrire
n -\- n' ^. - ItZj '^
On aura par suite le nombre cherché n,
10. Ce résultat est bien facile à généraliser. Supposons que le contour C soit défini par deux inégalités
A et [JL étant des polynômes.
Nous serons conduit à rechercher le nombre n des racines de Tcquation
pour lesquelles on a simultanément
R(j:)<o, Ri(a:)<o,
eu posant
R(t) = X(t,F), Ri(x)=ii(x,F).
Soit N le nombre des racines pour lesquelles
R(:r)<o, Ri(t)>o,
et N' le nombre des racines pour lesquelles
R(j'i>o, Ri(a7)<o.
On pourra trouver la somme N -j- ^i', puisque ce nombre représente le nombre des racines pour lesquelles
R(j:)Ri(x)<o.
Désignons de même par n et n! le nombre des racines pour lesquelles on a respectivement
R(a:)<o, Ri(t)<o (pour n) R(j:)>o, Ri(j')>o (pour n').
On pourra calculer les sommes
/n- N et w -f- N',
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qui correspondent respectivement aux. racines pour lesquelles R(j:)<^o, et aux racines pour lesquelles R|(jr)<C(). Ayant calculé les trois sommes
N-4-N', /n-N, /^-^N^ nous en déduisons de suite le nombre cherché n.
Il est clair qu'on n^aura pas plus de difficultés à calculer le nombre des racines de l'équation /{x) pour lesquelles on aura ù
la fois
Ri(j')<o, Rj(a:)':o, .... R/(a:)<o,
£ étant un entier quelconque. On peut donc par suite trouver ^ par un calcul algébrique régulier, le nombre des racines des deux équations
(/ et ç étant deux polynômes) contenues dans un contour dé' Jini par les n inégalités
les \ étant des polynômes.
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I. — Intégrales h3rperelliptique
1. Nous avons déjà étudié (t. I, p. 4^) I^ réduction algébriq des intégrales hypereiliptiques. Considérons particulièrement
intégrales du type
f{x)dx
/(jc) étant un polynôme; soient [jl le degré du polynôme R(x) ^1, ^2, . . . , a^ ses [JL racines qui sont supposées toutes distinct Nous nous proposons d'étudier les déterminations diverses de 1' tégralc
^ f(T)djr
quand on va du point Xq au point x par différents chemins, la ( terminatiou initiale de y/R(j:) pour x = o étant toujours la mên
2. Commençons par étudier les différents chemins allant point ^0 à un point x. Pour l'objet que nous avons en vue, de chemins seront évidemment à considérer comme identiques si peut les ramener Tun à l'autre par une déformation continue sî traverser aucun des points a. Or considérons (Jiff- 24) (x couri partant dc^To et y revenant en entourant, respectivement chacai un des points a. La forme de ces courbes est indifférente; pc bien préciser, nous prenons pour chaque point a la courbe si vante : on joint Xq à un point très voisin de a, on décrit aulc
<le a un cercle très petit et l'on revient au point Xq par le même chemin qu'à l'aller. Un tel chemin est dit un lacet.
Ceci posé, tout chemin allant de Xq à un point x se ramène évidemment à un chemin allant de x^ à jr^, suivi d'un chemin déter-
Fig. 24-
miné allant de Xq à x; il suffit, en eflTet, d'ajouter au chemin considéré le chemin déterminé xxo, que Ton fait suivre du chemin de sens inverse XqX. 11 faut donc envisager les différents chemins partant de Xq et y revenant. Or je dis que tous ces chemins reviennent aux différents lacets parcourus successii'ement et dans un ordre que/conque.
Pour le voir bien nettement, on suivra le chemin C jusqu'à la rencontre en a avec un lacet; on quittera alors C pour suivre le lacet jusqu'en Xq, ce qui donne visiblement une somme de lacets (les lacets 01 etflr2): puis on rétrograde de Xo en a, et en a on reprend le chemin C jusqu'à ce que celui-ci rencontre un nouveau lacet, soit P ce point de rencontre. En ,3 on quitte de nouveau C pour suivre de P en Xq le lacet rencontré. On a mis en évidence de nouveau, par le chemin XqOlPxoj une nouvelle somme de lacets (cette somme peut se réduire à zéro, comme il arrive dans le cas de la ligure). On rétrograde alors de Xq en ^, et en j3 on reprend le chemin C et l'on continue ainsi jusqu'à ce que l'on ait parcouru tout le chemin. Le chemin C se présente alors de la manière la plus nette comme équivalant à une somme de lacets. Dans le cas de la figure, le chemin C est équivalent aux lacets ati, «Tj, a^ successivement parcourus.
3. La remarque fondamentale qui précède va nous permettre d*étudier sans peine les diverses valeurs de fintégrale (i). Suppol>. - II. i-'i
sons d^abord que Ton considère seulement des chemins partant de Xq et y revenant. Les valeurs de Tintégrale le long des lacets vont jouer le principal rôle : soit, par exemple, le lacet a|. La valeur de l'intégrale sur le lacet se compose de deux parties, l'une est relative à Taller et Tautre au retour; quant à Tintégrale sur le cercle infiniment petit, elle tend vers zéro avec le rayon de ce -^^ cercle. 11 peut sembler au premier abord que les deux intégrales .^s» se détruisent puisque les dx à Taller et au retour sont égaux et de <«=^
signes contraires; mais y/K(x), ayant tourné autour du pointe?,, ^ ^
n'a plus la même détermination au retour qu'à l'aller, et, par suite, ^ -«-
les éléments s'ajoutent au lieu de se détruire. Soit A| la valeur de --:^ j rintégralc
quand on suit le chemin tracé pour le lacet, et que l'on pren
pour ^R(xo) une de ses déterminations que nous désignerons: par^'o» 1^ valeur de l'intégrale correspondant au lacet tout entieo sera, d'après ce que nous venons de dire, lA^. Soient de même
À Aj, . . ., 'i\
les valeurs de l'intégrale correspondant aux autres lacets, la dé>
termination initiale de y/R(j:), quand on parcourt chacun de ce lacets, étant toujours supposée égale à y^.
Tout chemin, ayant Xq comme points de départ et d'arrivée, s* ramenant ù une somme de lacctvS, nous n'avons aucune difficultà avoir maintenant la valeur do l'intégrale correspondante. Su posons que le chemin équivale aux lacets
successivement parcourus, nous aurons comme valeur de l'inlé -"^ grale
On remarquera que les signes p/us et /;?o//î5 alternent dans cell somme; c'est que, a[)rcs avoir parcouru le premier lacet ax , nou revenons en Xq avec la détermination — y^ du radical, etiavaleu du second lacet c^l alors - 2A) au lieu de 4- 2Ax que nou
aurions trouvé si nous avions décrit Je lacet «x, ^^vec la détermination initiale -f-^o pour le radical. Pour le troisième lacet, au contraire, nous avons au début, après deux changements de signe, retrouvé la détermination initiale j^o et par suite nous avons -+- 2 Ax,, et ralternance des signes est, après ces explications, bien manifeste.
Deux cas sont à distinguer suivant que p est pair ou impair. Si p est pair, l'expression (2) pourra se mettre sous la forme
[3) imicoi-f- amitu, -h.. .-4- im^^iin^-i^
les m étant des entiers positifs ou négatifs, en posant
coi = Al — Aj, toj = Ai — A3, ..., cujj,_i = Al — Aji.
On peut d'ailleurs choisir un chemin tel que Ton trouve pour valeur de l'intégrale l'expression (3) : il suffira de décrire nix fois l'ensemble des lacets a^ et ^2, puis m^ fois l'ensemble des lacets a^ et as, et ainsi de suite.
Si p est impair, en ajoutant à l'expression (2) — 2A|-|-2A4, 3n la mettra sous le forme
4) 2/niaii-+-. . .-j- '2m|x-iWjx-i-^ 2A|.
Nous avons donc représenté par (3) et (4) toutes les déterminations possibles de V intégrale pour un chemin partant de Xo et y revenant. On donne aux quantités 20) le nom de périodes de V intégrale hyper elliptique.
11 est important de remarquer que ces périodes ne dépendent pas du choix du point j^q. Ainsi, par exemple, la période
n'est autre chose que l'intégrale prise le long d'un contour contenant à son intérieur les deux points ay et a^, contour que l'on peut déformer d'une manière continue sans changer la valeur du résultat de l'intégration.
4. Considérons maintenant uq chemin particulier c allant de X'^ en x\ soit I la valeur de l'intégrale pour ce chemin, la valeur initiale pour le radical étant toujours j-q. Comme nous l'avons déjà
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dit, tout chemin L allant de x^ en x se ramène à un chemia C revenant à Xq^ suivi du chemin c. Si C équivaut à un nombre pair^-sf « de lacetSy la valeur de Tintégrale sur L sera de la forme
'i/IllOii-h 2mj(0j-h. . . -r- 2/lljj._i(0j|._| -H I.
Si C équivaut à un nombre impair de lacets, on aura
2/ii|eoi-4-. ..-h 2/Wj|._iC0|i_|-+-2A| — I,
car, quand on reviendra en Xq après avoir décrit C, on aura poiCL^v ^^ le radical la détermination — y^ et, par suite, le chemin c, qu'^ ^Vj reste à décrire, donnera — 1.
On peut dire que Vinlégrale (i) a, au point x, deux déie^ ^-rminations de types distincts
I cl 2A1— I;
les autres déterminations s'obtiennent en ajoutant à celles ci des sommes de multiples des périodes 2(0.
La notion de la périodicité des intégrales, rapidement indiqu ^c par Cauchj, a été particulièrement approfondie par Puiseux da "*ïs son Mémoire sur les fonctions algébriques {Journal de Mathénr tiques, i85u).
Parmi les intégrales de la forme
()iiy"(x)est un poljnùme, on désigne sous le nom AUnté g raies première espèce celles qui restent finies quand x augmente in iiniinent. Ces intégrales restent donc finies pour toute valeur fi ou infinie de la variable (î?o/r l. 1, p. 45).
Quand le degré j.t de K(j:^) est impair, soit [jl = 2/? -H i, V légrale sera de première es|)èce si le degré de /{x) est au j> égal dp — I. Il y a /> intégrales de première espèce linéairem indépendanles.
Quand ;jl est pair et égal à 2/>, le degré de /(x) ne doit
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dépasser p — 2 et il y a alors/? — i intégrales de première espèce linéairement indépendantes.
Évaluons le nombre des périodes de l'intégrale. Pour [x=:2/?-|-i , il y aura ip périodes et on ne peut pas, du moins en général, faire subir de réduction à ce nombre.
Pour [jL=2/?, nous trouvons, en appliquant la théorie du paragraphe précédent, un nombre de périodes égal à ip — 1, mais une réduction immédiate se présente, qui va diminuer ce nombre d'une unité. Envisageons, en effet, Tensemble des lacets autour du point Xfi : Tintégrale prise le long de ces lacets sera nulle. En effet, le point à l'infini est un point ordinaire pour l'intégrale : l'intégrale prise le long des lacets a donc même valeur que si elle est prise le long d'un cercle de très grand rayon et est, par conséquent, nulle. On a donc, les lacets se suivant dans l'ordre 1, 2, . . . , [x,
Al — Aj-+- A3 — . . . — Aji= o,
qui peut s'écrire sous la forme
coi — Wj -f- . . ,-\- w»_i = o.
' On voit donc que l'une des périodes Wp,.,, par exemple, est une combinaison linéaire à coefficients entiers de (o,, (1)2, . . . , ^^^^>
6. Faisons maintenant une remarque importante sur la réduction du nombre des périodes. Les périodes seront dites distinctes s'il n'existe entre elles aucune relation homogène et linéaire à coefficients entiers; il peut arriver qu'entre les périodes trouvées (O existe une ou plusieurs relations de cette nature.
Soient
tOli Wj, .... O),,
les périodes que nous venons de trouver; on suppose que l'on ait les relations, en nombre X,
/ni (1)1 -\- /7Î5WI-+-. . .-+- mn^ii^=- o, ^iWl-f- çr,io, -I-...-+- çr„ai« =0,
Ti 0)1 -4- Tj Oi j -f- . . . -i- rn^n =0»
les m, y, /• étant entiers. De plus ces relations peuvent être supposées algébriquement distinctes, c'est-à-dire que l'on peut en tirer
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les valeurs de A des quantités co en fonction des autres. Ceci revient à partir de l'hvpothèse que
ai;„+t = lA^l H- ... -h il}n Wm
les m étant rationnels.
Toute période est de la forme
les M étant entiers, et, en remplaçant com+i, • • • <> ^/i P&i" leurs valeurs (5), on aura une expression homogène et linéaire en 0)4, (O29 . . • , com à coefficients rationnels. Aucun de ces coefficients De peut s'approcher, quelque choix qu'on fasse des entiers M, autant que Ton veut de zéro sans devenir rigoureusement nul, puisque les [JL sont rationnels. Ces coefficients ont donc, en dehors de zéro, un minimum pour leurs valeurs absolues. , La période 0 étant écrite sous la forme
et X désignant un des nombres 1, 2, •..,/??, considérons toutes les périodes û pour lesquelles
0 '-Po= i si p < X, o=p^ si ?>>-
11 y a manifestement de telles périodes, puisqu'il suffit de prendre Ù = W) . Parmi toutes ces périodes qui, d'après la remarque faite, sont en nombre limité, il y en a une pour laquelle le coefficient /?x a la valeur minima. Désignons par/?'/', . ..j/^x* '^^ valeurs des coefficients/? correspondants.
En faisant successivement ). = i , 2, . . ., m nous aurons les périodes
ûi = /?}w,,
l>2 = /?îw, -f-/)|a),.,
^fn = PT ^i -H /?i" W2 -f- . . . -h/>;;i ^m 1
et ces relations permettent d'exprimer les w en fonction des U.
INTÉGRALES DE FONCTIONS NON UNIFORMES. 2l5
Toute période peut s'exprimer en fonction linéaire de û|, Û2, . . . , Qm ' nous allons montrer que les coefficients sont entiers.
Soit
une période, les P étant rationnels.
On peut écrire P,„ sous la forme
V;„ étant un entier et P^, étant positif et inférieur à/>^. On pourra ensuite déterminer un entier V;„_| tel que
P^_j étant positif et inférieur à p^Z\ .
On continuera ainsi, et la dernière égalité sera
Pi = v,/?} -^ v,/?î -f- . . . -h v,„;?j« -4- p; ,
avec o£Pj <!/>î, les v étant tous des entiers positifs ou négatifs. La période û sera alors de la forme
viûi-4-...-}-v;„û,„H- P'jtoiH- P;ci),H-...H-P;„a);„.
Or les m premiers termes étant des périodes, il en résulte que
(6) P;a),-+-Pia),-f-...-i- P';„w,„
est une période. Mais nous avons
olP',</>j, o<P;</>î. ..., olP;„</>i
Dans ces conditions, l'expression (6) ne peut être une période que si les P' sont tous nuls : cela résulte de la définition même des quantités p\^ p\^ • • •? Pm- En effet, si P^„ n'était pas nul, pour que l'expression (6) fût une période, il devrait être au moins égal à p^; or il est inférieur à/?^: donc P^== o et de proche en proche on démontre pareillement que tous les P sont nuls. On a donc finalement
les V étant des entiers. Remarquons encore qu'entre û|, û^, .*., û,»
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n'existera pas de relations homogènes et linéaires à coeffici^^'*'^ entiers, car on aurait dans ce cas une telle relation entre ^*' toj, • . . , uim et nous n^aurions pas fait usage de toutes les relati ^^^^ entre les co.
Nous arrivons donc en résumé au théorème suivant (*) :
On peut déterminer m périodes distinctes Û|, ûj, ..., flf? dont toutes les autres sont des sommes de multiples, de te sorte que toute période Q est de la forme (7).
Revenons à l'intégrale de première espèce
R(x) étant, pour fixer les idées, de degré [x = 2/? -H i et/(:r)étai
alors de degré p — 1 . Nous avons trouvé 2/? périodes pour cet ii
tégrale. Nous démontrerons plus lard que, si le polynôme /(x) c
degré /> — 1 est pris arbitrairement, les ip périodes sont distincte
Dans certains cas particuliers, les périodes distinctes peuvent êl:
en nombre moindre, mais nous allons établir qu'// doit y avo
au moins deux périodes distinctes.
Supposons, en effet, que l'intégrale u n'ait qu'M/ie période
Pour chaque point x, celle intégrale aura les deux systèmes de ^
leurs (§ 4)
u ~T- Xo), 2 Al — w -h jjwo,
A et [JL étant deux entiers.
Si donc on considère la fonction de x
tniit (îA,— f/nni e~^ -h e <*> ,
cette fonction sera uniforme : l'addition k u de multiples de eu la substitution a u de 2A1 — // ne changent pas, en effet, la valei
(*) Le mode de démonstration que nous venons de suivre a été eroplo par M. Weierstrass pour établir un théorème plus général; voir Âfonatsbericht 1876 {Neuer Beweis eines Ilaupsatzes der Théorie der periodischen Functt nen von mehreren Veràndlichen). On pourra aussi consulter, sur des questio analogues, un article de M. Kronecker dans les Sitzungsberichte der Berlin- Akademie (i884).
de cette expression. D'autre part, u reste fiDie pour toute valeur finie ou infinie Ae x\ la fonction précédente est donc partout holomorphe même à Tinfini, elle se réduit donc à une constante d'après le théorème de Liouville. Mais ce résultat est manifestement absurde; l'expression précédente est une fonction rationnelle de
qui ne peut être constante que si u est lui-même constant. // est donc impossible d'admettre que u n'ait qiCune période.
8. 11 est facile d'indiquer un exemple très simple d'intégrale de première espèce où une réduction se produit dans le nombre des périodes. Prenons pour R(^) le polynôme du sixième degré pair
Les deux intégrales de première espèce
dx r 3* dx
/dx r xdx
se ramenant, en prenant x^ pour variable, à des intégrales elliptiques, n'ont que deux périodes.
D'une manière générale, on peut ramener une intégrale où figure rationnellement la racine carrée d'un polynôme du sixième degré à une intégrale de même nature où le polynôme est du cinquième degré; soit par exemple le radical
^{x — ax){x — ai){x — a^), . .{X — a^). En posant
I Tq I «j— «8 1
X — ûi = I p = > a = I >
on a le radical portant sur un polynôme du cinquième degré
en écrivant
~ (ai— a5)(aj— as)'
l, _- (^1— c^6)(qi — «3)
~" (a,— rt6)(a,— a,)'
__ (at— a»)(ai — 03)^ («1 — «*)(««— «3)'
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or, si le polynôme du sixième degré ne renferme que des puissances paires de la variable, on aura
rtj = — ai, av = — «3, a« = — «t,
vl Ton voit que dans ce cas
c = ab.
On est donc conduit à ce résultat indiqué autrefois par Jacob (Journal de Crelte, t. VIII) que deux intégrales de première espèce, relatives au radical portant sur un polynôme du cinquième degré
fi et b étant deux constantes arbitraires, ont seulement deu^ périodes (*).
Indiquons un second exemple de réduction donné par M. Her mile (Annales de la Société scientifique de Bruxelles, 1876)1 Si Ton pose
a et b étant deux constantes quelconques, on aura, comme L montre un calcul facile,
/(iZ _ I r dx^ v/ÏÏ(>3) '^ J /{^lax^^ b)\x^ — a )
en posant
4 5' — Sac
X rzz .
On aura aussi
y^ z(/z _ I r dy
(') On trouvera quelques théorèmes généraux relatifs à la réduction du nombr des périodes dans les Mémoires suivants :
K. Picard, Sur la réduction du nombre des périodes des intégrâtes abe" tiennes {Bulletin de la Société mathématique, l. XI; i883).
H. PoiNCAUÉ, Sur la réduction des intégrales abéliennes {Bulletin de ta So ciété mathématique, l. XII; 1884 ).
S. K0WALE8KI, Ueber die Beduction einer bestimmten Klasse abelscher Inte grale auf elliptische Intégrale {Acta mathematica, t. iV; i884).
GounsAT, Sur la réduction des intégrales hyperelliptiques {Bulletin de le Société mathématique, t. XIII, i885).
en posant
Il en résulte que les deux intégrales
/dz r zdz
/RÔT) ""^ J v/m^
n'ont que deux périodes.
9. L'application à l'intégrale elliptique du lliéorùme démontré au n**7 est particulièrement intéressante. Soit l'intégrale elliptique de première espèce
a^ b^ c, rf étant quatre quantités distinctes. Nous venons de voir que les deux périodes de cette intégrale étaient distinctes. On peutaller plus loin et montrer que leur rapport est nécessairement imaginaire. Si ce rapport était réel, il serait incommensurable. Or à la place de a mettons l'indéterminée z\ le rapport des périodes de l'intégrale
dT
sera une fonction holomorphe ç(c) de z dans le voisinage de z=:a: les deux périodes 2(B — D), 2 (G — D) seront, en effet, fonctions Iiolomorphes de z puisque les intégrales B, G, D, correspondant aux lacets qui aboutissent aux racines b, e, e/, sont elles-mêmes holomorphes, leurs éléments jouissant manifestement de cette propriété. Nous supposons que pour x; = a, o(z) se réduise à un nombre réel (jl; or l'équation
si l'on prend [jl' suffisamment voisin de |jl a au moins une racine voisine de « (*). Mais nous pouvons prendre pour jjl' une quantité
(*) Noos nous appuyons ici sur le théorème fondamental relatif à la conlinuité des racines d'une équation, Ihéorème qui sera démontré au Chapitre suivant.
réelle comme nsurable aussi rapprochée qu'on voudra de (jl el nou aurons alors une valeur de z correspondante très voisine de a el par conséquent, distincte de 6, c, rf; nous serions donc ramen au cas dont nous avons démontré l'impossibilité . Nous avon ainsi démontré le théorème suivant qui est fort important (* ) :
Le rapport des deux périodes de V intégrale elliptique (S est imaginaire, les quatre racines a, 6, c, d étant distinctes.
10. Arrêtons-nous un moment sur la forme canonique, dor ont fait usage Abel et Jacobi, pour l'intégrale elliptique de prc mière espèce,
dx
^f^v — x^){\ — hx*j
et considérons le cas, particulièrement intéressant pour les appl cations, où k est une constante positive inférieure à l'iinité.
Nous avons dans ce cas les quatre points critiques *> t' — -
— T- Le premier lacet sera relatif au point i et sera obtenu c
joignant l'origine à ce point par une droite; le second lacet se-
obtenu en joignant l'origine au point t par un segment de droit
en évitant seulement le poinl i par un demi-cercle infiniment pel situé au-dessus de Taxe des quantités réelles.
Les troisième et quatrième lacets seront respectivement 1« symétriques des deux premiers par rapport à l'origine. On ^ supposer qu'on parte de l'origine avec la valeur -h i pour le ra dical : nous poserons
Calculons la valeur de l'intégrale prise deoà-r» le point
étant évité comme il a été dit. Nous aurons d'abord K en allar de o à I ; il faut voir ce que deviendra le radical quand x va dt
(*) La démonstration précédente est celle que je donne dans mon Cours depu plusieurs années. On en trouvera une toute différente dans le Cours lithograph de M. Hcrmite (3« édit., p. 237).
orire le segment de droite ( i, tJ« Si nous posons
I — X = pe^^
X allant de o à i , nous pourrons prendre 0 = o et faire varier p de I à o; p restant fixe et très petit, le point x décrira le demicercle indiqué autour du point i, si l'on fait varier 8 de o à — -Tt;
par suite, ^i — x doit être remplacé, quand x sera plus grand que un, par
__ir,
^x — I e * ou — i^x — I :
donc, de 1 à t> nous aurons l'intégrale
(|ue nous désignerons par i¥J ^ la constante K' étant comme K essentiellement positive. De o k jy nous avons donc l'intégrale
K -h iK\
l^es deux autres lacets donnent évidemment des quantités égales et de signe contraire. Par suite, en se reportant aux généralités relatives aux périodes des intégrales hjperelliptiques, nous aurons les deux périodes
4K Cl 2iK'.
1 1. Il est important de calculer la valeur de l'intégrale
Cette intégrale n'a de sens bien déterminé que si l'on fixe le chemin suivi; nous supposerons qu'on suive l'axe réel positif, en
évitant seulement les points i et -r à Taide de deux demi-cercles
infiniment petits décrits au-dessus de l'axe réel. Nous avons d'abord
« tp ^ K - iK'
pour le trajet de o à t- Quand x est supérieure t> on voit, en raisonnant comme plus haut, que Félément devient
— dx
et nous aurons l'intégrale cherchée en ajoutant à [^expression (9)
rintégrale
J^* dx
I \/{xi — i)(k^x^ — i)
Or cette intégrale se calcule de suite, en faisant le changement de variable
Ax = — ,
et Ton voit immédiatement que la dernière intégrale est égale à — K. Nous avons donc
rintégrale étant prise dans les conditions indiquées.
§ III. Exemple de fonction non uniforme représentée par des intégprales. Série hypergéométrique. Rapport des périodes de llntégprale elliptique comme fonction du module.
12. Nous allons nous arrêter sur un exemple très intéressant di" fonction non uniforme représentée par une intégrale définie. En
posant
o{ u) = u^( u — \)^{ Il — a:)^-,
nous considérons les intégrales définies
Uo — / o{u)du,
I/o désigne une constante distincte de o et i . Pour une valeur déterminée de jc, ces intégrales ont un sens parfaitement déterminé,
Fig. 25,
oo
si Ton a fixé le chemin allant de Uq aux points o, i et oo, et si, bien entendu, on a
Marquons sur le plan des u le point //q et les points o, i, .r {Jig. 25) et traçons les lignes
MoO, UqXj WoI, Uq»,
ces lignes se suivant autour de Uq dans Tordre qui vient d'être indiqué. Introduisons encore Pintégrale
i^x= r o(u)ciu (x>-i).
Les U peuvent être considérés comme des fonctions de x : les différences
u-, = Uj.— Uo,
sont donc des fonctions de x. Ce sont ces fonctions de x que nous voulons étudier; elles ont été envisagées par Gauss dans un Mémoire célèbre (*), et nous aurons à revenir sur récjualion différentielle linéaire du second ordre à laquelle elles sali^font. Nous voulons les regarder en ce moment comme (les foru -
(') Gauss, Œuvres complètes, t. III.
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lions non uniformes de x^ et chercher quelle est la nal leurs déterminations multiples (*).
13. Tout d'abord, considérons dans le plan les lignes u^ UqX) comme des coupures, c'est-à-dire que nous astre pour le moment, j: à ne pas franchir ces lignes : les U so des fonctions bien déterminées de x. On suppose que choisi, une fois pour toutes, une détermination pour
et l'on n'a pas à changer cette détermination une fois < puisque x ne tourne pas autour de Uq s'il ne franchit pas I pures. Ajoutons encore que, quelle que soil la position du j la ligne //«x part toujours de Uq en étant comprise dans iuqo; c'est moyennant ces conditions que nous pouvo que les U sont des fonctions uniformes de x.
On trouve de suite une relation entre les U : en effet légrant le long du contour formé par les coupures coni comme lignes doubles, on obtient la relation
Les facteurs exponentiels proviennent des rotations sur ( clos infiniment petits décrits autour des points critiques, point à l'infini, comme nous l'avons déjà expliqué, un tt est remplacé par un cercle de rajon infiniment grand.
Ceci posé, nous voulons chercher quelles relations il y les valeurs des fonctions tO| et W2 quand le point x est sur le bord gauche de la coupure UqO et ensuite sur le boi de cette même coupure. Désignons par
n' U' ïj' U'
^0» ^Xt *-*!» *-*«> ^
(') Celte recherche a été faite d'abord par M. Schiaffli {Mathemat. i. III), et, dans sa remarquable Thèse {Annales de l'École iVorma M. Coursât a fait l'clude approfondie des relations qui existent entre rentes intégrales. La méthode suivie dans le texte est celle que j'ai dans le Bulletin des Sciences mathématiques (i885).
les valeurs de U quand x est en x* sur le bord droit de la coupure. On doit considérer que x et x' sont deux points géomcHri-
Fig. q6.
4itement confondus : l'un est sur le bord gauche, l'autre sur le droit {Jig, 26). On aura évidemment
*^ passage de x à x' n'a aucune influence sur la valfMirde ces inléo'^^ies. Il en est autrement pour Uo et U'^, et le point essentiel est 'Je trouver U„ en fonction des U ; or on y parvient de suite par '^ l'aîsonnement suivant. On a
^•^•fifcnd x passe en x', tous les éléments de Tintégrale l/„ \,j ^'-^'^t. multipliés par <?~ -'"'•, puisque iu — xf se trouve multipli/* \^^^ <?"2'-^, le point il étant à l'intérieur du contour que Ahw'xX. .r ^^'^^s un sens supposé négatif. On a donc
."'**' J^oinl bien compri?, il n'v a plu- bticutt': diffiruli/*, l/éqii;«lion *^ _^ et l'équation analo;:ue relative ;iu\ 1/ nous donnent p;ir %ou*. ** ^::^ tion
*~^-»es équations écrite- nou^ pTf;n«:tt'rnt fï h.'ttf I** f/<n f'/M'.- (les L et. p:ir cjn-ï'rjîj'rnt- 'n p'/'^nt
it-^'.i^
• aleurs des »-■> en fory/i'^n d^* '^. O;; •/'>•! *<; ^i'/-:
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Nous pouvons maintenant énoncer sous une forme un peu férente le résultat que nous venons d'obtenir. Concevons l'on supprime la coupure Uq o, et que x^ partant d'un point d'à leurs arbitraire, revienne en ce point après avoir tourné une ù autour de o dans le sens négatif; (Of et (1)3 ne reviennent pas point de départ avec les mêmes valeurs, mais avec des valeurs et (ù'^ liées à (Oi et co^ par les formules (Si ). On peut dire qu'à u circulation autour du point zéro correspond la substitutif
La même méthode nous donne, sans presque y rien chang< la substitution qui correspond à une circulation autour du po un. Pour la trouver, nous supposerons cette fois le point
Fig. 27.
d'abord sur le bord droit de la coupure Uq i et ensuite sur le bgauche de cette même coupure {Jig- 27). Désignons par
u;, ui, uî, u:
les valeurs des U quand x est en x!' sur le bord gauche de la cpurc. Nous aurons
u; = Uo, u;= u«, u; = Ux-4- ««''^MUi- u^r),
et Ton a, en opérant comme plus haut, équation d'où nous tirons
en posant
substitution S2 correspond à une circulation autour du €>i^t I.
i. 4. Nous venons de voir comment se modifient w, et Wa quand ai ^variable x tourne autour du point zéro et autour du point un. ?o maria substitution S» la circulation correspond à une circulation ^^^casle sens négatif, et 83 est relatif au sens positif. Les substi- ^^•-ioDs inverses de S» et S2 donneront manifestement les nou- '^'^lles valeurs de la fonction pour des circulations respectivement <le sens contraires.
-Les substitutions (S<) et (S2) permettent de trouver toutes les valeurs possibles de la fonction. En effet, les fonctions (u, et Wa ^ Ont d'autres points singuliers que les points zéro et un. Pour le voir bien nettement, remarquons que Uo, U|, U» ont pour points singuliers à distance finie
'^^> si l'on considère tout autre point Xq et si Ton suppose, comme est, permis, que les coupures ne passent pas parce point, les '^'^égrales Uq, U<, U» seront des fonctions holomorphes de x dans ^ Voisinage de ^Tq comme la fonction sous le signe somme
-'^K- ^'exprimant linéairement en fonction de Uo, U|, U» aura les ^^ixies points singuliers x = 0, x =^1, x = Uq. Revenons mainle- ^^*^t aux différences to, et Wj, elles n'admettront pas Uq comme ^^înt singulier; elles ne dépendent pas, en effet, de Wqj puisqu'on ^^^ï décrire
wi= / ^(u)du,
0)]= / ^(u)dUf
-es intégrales étant prises, suivant la détermination que Ton consi- ^^r^c, le long d'un chemin ou d'un autre allant respectivement de ^ ^ X elde i k X : elles se trouvent, par suite, définies indépen- ^a.jxunent de w©- H «'y a donc pas de troisième point singulier à ** s tance finie.
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Les fonctions a}< et coa de la variable x sont des fonctia holomorphes de x dans le voisinage de tout point, sauf pc :r = o, :r = I et X =^ ce,
11 en résulte que coi et co^ dësignant un système de délermL tiens de ces fonctions en un point arbitraire x^ on obtiendra t les autres en effectuant sur (Oi et îù^ les substitutions
les a et ^ étant des entiers positifs ou négatifs {voir t. I, p. ^ pour les définitions relatives aux substitutions).
15. Parmi les différences d'intégrales du type de celles nous venons de considérer, il en est une conduisant à un d ■ loppemcnt en série très remarquable; c'est la diff*érence U« — ou
/= Ç u^(u — i)f*(u — x)>^du.
Supposons que Ton intègre de i à oc, en suivant la partie p~a tive de Taxe réel et que j j: | <[ i .
Posons, pour avoir les notations de Gauss,
rt — a — Yi ^ -- Y — ? — ' » ^^ = — 3t.
Les inégalités, supposées remplies pour que l'intégrale aisens, sont Y ]> |3, (3 > o.
Nous allons développer Tinlégralcy en série ^ on peut écrii —
or, puisque | // [ >• i et | x | •< i , on a
^\~* .r a(a -+- O. . .(a-r-/) — i) tP — ' — I _• a - -I- -4- — - - -i-
a I . '2 . . ./> uP
f se trouve donc développé en série entière, et le terme rai est
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Parlons de ridenlilé
ce qui donne, en intégrant,
et enfin
-P-« e/ii
Y(Y-hi)...(Y-»-/?-i)J, On en conclut que/, abstraction faite du facteur constant
Ç a-Y(M — OY-P-'rfi/,
se réduit à la série
Cette série remarquable est connue sous le nom de série hypergéométrique. Si on la considère, a priori, on peut donner aux constantes a, p, y des valeurs quelconques, exception faite seulement d'un entier négatif pour y. Le cercle de convergence de la série est le cercle de rayon un.
Examinons en particulier le cas où
Ijh signification de (Ui et (1)2 est alors remarquable^ ce sont deux demi-périodes distinctes de Tintégrale elliptique
du
^u{u — \){u—x) Nous considérons ici ces périodes comme fonctions de x. Les
substitutions Sf et S2 du § 13 sont alors
( Wj = 2ciii-4- ciij;
On aura donc toutes les déterminations possibles de coi et (o^ combinant les substitutions Si et S^ et leurs puissances. Ces terminations seront de la forme
/?/, /?,/>, (7 désignant des entiers, et Ton aura, comme pour '^s
substitutions composantes,
mq — n/> = I.
Or nous avons vu (J$ 9) que le rapport
X élant différent de :;cVo et un, ne peut devenir égal à un nom
réel ou, en d'autres termes, que le coeflicient de i{i=^i dans ce rapport garde un signe invariable, puisqu'il ne peut s'annuler. Ce résultat est relatif aux déterminations de Wj et ^-»^t entendues telles que nous les avons considérées d'abord au § "^> "^^^
c'est-à-dire en supposant (jue x ne franchisse pas les coupures
mitivement tracées dans le plan ; mais il subsiste quand on a L ^^^ "^^^ toute restriclion, car alors le rapport précédent a pour valeur
//? tOi -T- Al tOj
-_ (^,nq — np — 1),
/)Oii-i-qu>t
et, dans ce rapport, le signe du coefficient de i est le même <jue
dans — •
En résumé, le rapport
v(ar)-- —
est une fonction analytique de x n'ayant d'autre poir^ «^ ^^^'
ffulier que x = o, j: = i et a: = oo. Quel que soit le chemin ^u£%^i par la variahley le coefficient de i garde un signe invable.
joutons encore que v sera une fonction holomorphe de x pour 3u.le valeur distincte des points critiques, car, si v devenait inn î , c'est qu'on aurait
/?aii-f- ^toj= o,
t^ nous savons qu'une telle relation est impossible; pour la • ÔMie raison, v ne peut s'annuler.
17. On peut se servir de la fonction v(j;) pour établir le preiier théorème que j'ai donné autrefois sur les fonctions entières r4 nnales de V École Normale, 1880).
isignons d'une manière générale par (j{z) une fonction en- , c'est-à-dire une fonction holomorphe dans tout le plan. II sut. arriver qu'une telle fonction ne puisse, pour aucune valeur QÎ^ de Zj prendre une certaine valeur finie a. L'expression ^^^^ -ha, où f{z) est une fonction entière, ne devient jamais ?3lc à a. La circonstance qui se présente à l'égard de a peutlo se présenter pour une autre grandeur bl Peut-il, en d'autres •''■^^es, arriver que lies équations
^*^ot pas de racines? Nous allons montrer qu'w/ie fonction en- *^^ G(c) qui ne deviendrait jamais égale niàa^ ni à 6, serait ^^•^sairement une constante.
^^*^ peut tout d'abord supposer que a = o et è = 1 ; considérons,
^flPet, la fonction ■ j_ — -> elle ne deviendra, d'après nos hypo-
^^^s, jamais égale ni à zéro ni à l'unité. Nous allons donc rai- '^^^^r sur une fonction Qt{z) ne devenant égale ni à zéro ni kun. *^^>sons x=^ G(2); la fonction v(x) du paragraphe précédent de- **^^ra une fonction de z que nous allons étudier. A une valeur ^^ ûc correspondent une infinité de déterminations de v; choî- ^^^^Hs l'une d'elles v©. Soit, pour z = Zq, Xq = G(zo) : la détermi-
^c^n de la fonction
est alors définie pour z = Zq. Supposons que z décrive un che quelconque C partant de Zq et y revenant, x décrit alors dans plan une courbe fermée partant de Xq et revenant à ce point. P le cas où cette courbe se couperait elle-même, désignons pai^ le contour extérieur de l'aire qu'elle limite. La courbe C ne co prend à son intérieur ni le point zéro ni le point un. Déform en effet la courbe C sans cesser de la faire passer en Zq ; nous [x:^ « vons la réduire à ce point. Il est clair que, par ces déformatic:^ wis continues de C, nous réduirons C au point ^o sans qu'elle t. verse jamais aucun des points o et i, puisque, par hypothè- G(:;) ne prend jamais ces valeurs. Il résulte de là que la fonction v[G(-3)] reprendra en Zq sa valeur initiale v© quand z reviendra ^n 5o après avoir décrit la courbe C. De là se conclut bien aiséin^il que celte fonction est une fonction uni/orme de z dans tout 1^ plan. Considérons, en effet, deux chemins ZoCiZi^ Zobzi allant de Zq à un point quelconque Zt du plan. Soit V| la valeur qu'acquie»"*- '^ quand on suit le chemin ^o^'^i j <^^ continuant suivant Zibz^, ramène la valeur initiale vq. Si maintenant on rétrograde suiv« Zobzt, la fonction repassera par la même valeur en chaque po et, par conséquent, elle acquerra en z^ la valeur V| obtenue p cédemment. Nous arrivons donc à la conclusion que la fonctî
est une fonction uniforme dans tout le plan; comme elle re5d'ailleurs toujours finie, c^est une fonction entière.
C'est ici qu'une impossibilité va apparaître. On se rappelle cj dans V le coefficient de /a un signe invariable; nous pouvons supposer positif, puisque autrement on raisonnerait sur — v. N avons donc une fonction entière f{z) dans laquelle le coefTici de I est positif. Je dis que/(z) ne peut être qu'une constaiB. Envisageons, en eff*et, la fonction
c'est une fonction entière dont le module est e~^, si l'on p /(w)=X-|-iY; mais, puisque Y > o, le module de e'/^*' s toujours moindre que un, 11 en résulte, d'après le théorème Liouville, que e'/^*^ et, par suite, f{z) doivent se réduire à constanles. Notre fonction v[G(5)] se réduisant à une constan
G (3) devra elle-même être conslante, puisque v(x) est une véritable ronction de x. Le théorème est donc démontré.
18. Au lieu d'une fonction entière, considérons maintenant une fonction uniforme /(3) n'ayant dans toute Tétendue du plan que des pôles. Je dis qu'/7 ne peut y avoir plus de deux valeurs finies a et b que ne puisse prendre une telle fonction pour une valeur finie de la variable.
Nous avons vu, comme conséquence de la théorie des facteurs primaires, que l'on peut mettre /( 3) sous la forme
G< et Gj étant deux fonctions entières n'ayant pas de racine commune. Cherchons d'abord l'expression d'une fonction y(3) ne devenant égale ni à ez ni à b. Dans ce cas,
G,(^)—rtG,(;5)
ne pourra s'annuler pour aucune valeur de z. On aura, par suite,
G,(c)— aGj(5)=eP(-),
P(3) étant une fonction entière. De même, on aura
Gi(5) — ^>Gs(;5)=e«(-^
Q(5) étant une fonction entière. De ces relations se tirent G< et G2 et Ton peut écrire
Nous allons voir maintenant que celte fonction peut prendre une valeur finie quelconque c différente de a et b. L'équation
peut, en effet, s'écrire
eQ(5)-P(5) = - r.
La constante du second membre n'est ni nulle ni infinie. Or l'équation
a certainement une infinité de racines, car il ne peut j avoir, d'après le paragraphe précédent, plus d'une valeur finie que ne puisse prendre la fonction entière Q{z) — P(5); or le logarithme a une infinité de déterminations, de sorte que si pour une de ces déterminations Téquation n'avait pas de racines, elle en aurait certainement pour les autres. Ce raisonnement suppose que Q(>3) — P(s^ ne se réduise pas à une constante, mais on voit immédiatemenv dans ce cas quey(^) serait elle-même une constante.
I. — Généralités sur les fonctions de plusieurs variables
complexes.
1 . Nous avons, jusqu'ici, considéré seulement des fonctions analytiques d'une variable complexe; on peut de même envisager des fonctions de plusieurs variables complexes. Il s'en faut de beaucoup que la théorie des fonctions de plusieurs variables soit aussi avancée que celle d'une variable. Dans les généralités qui vont suivre, la plupart des résultats seront applicables à un nombre quelconque de variables du moins avec des modifications insignifiantes : nous simplifierons l'écriture et l'exposition en nous bornant à deux.
2. Soit/(w, ♦?) une fonction analytique des deux variables complexes u et V, Posons
rfe a, par définition,
/( M, i^)= P(:r,7, z, t)-h eQ(ar,^, z, t),
«t Q étant des fonctions réelles des quatre variables réelles x^ y y
w, /. On aura manifestement entre P et Q les quatre relations
Ox
Oy
ùz
\ dt
Ox (>5
(Cherchons à quelles équations satisfera la fonction P. En groupant de toutes les manières possibles ces équations deux à deu\, on obtient par deux difTérentiations convenables une relation à laquelle satisfait P. Les deux premières donnent
(>îP Ox^
(i,îi);
la première et la troisième
puis ensuite
Oxôt
" àzây
<>ïP dx Oz
dt ôy
ôydt
OzOx
ityOz
Otdx
Oz^ '
CM
On voit que ces six équations se réduisent à quatre. La /onction P(j:, j', :;, t) satisfait donc aux quatre équations
()»p Tx^
Ox Oz Ot dy
O^V Oxâi
Oz^
Ozây
d^P Ot^
Réciproquement, d'ailleurs, si Ton a une fonction P satisfaisant à ces quatre équations, on pourra trouver une fonction Q(j?,^% c, /)
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vérifiant les équations (E), puisque les conditions trouvées expriment précisément les conditions nécessaires et suffisantes pour que Ton puisse obtenir une telle fonction Q(^, y^ 5, t).
On voit de suite la différence profonde qui doit séparer la théorie des fonctions de deux variables de celle d'une variable. Dans celle-ci, la partie réelle P doit satisfaire à Punique équation de Laplace; dans celle-là, au contraire, nous trouvons quatre équations pour cette seule partie réelle P. 11 ne semble guère possible d'étudier ce sjslème de quatre équations comme on a étudié l'équation de Laplace; aussi devrons-nous ici considérer la fonction P -f- 1 Q dans son ensemble sans étudier séparément P et Q.
3. La série de Taylor s'étend immédiatement aux cas de deux variables. Soit une fonction analytique y(j',j^') des deux variables complexes ;r et j^; cette fonction est supposée uniforme et continue quand le point j? est à Tintérieur d'un cercle C ayant x^ pour centre et r pour rayon, et le point j^ dans un cercle C de centre j^o et de rayon t^ ,
Nous n'avons qu'à répéter la démonstration faite pour le cas des variables réelles. Supposons que les points Xq-^ Il et Vo-i- k soient à l'intérieur des deux cercles que nous venons de définir; on pose
X =^ Xq-\- htj y = yQ-\- kt,
/{x^y) peut être regardée comme une fonction de la variable complexe f, uniforme et continue à l'intérieur du cercle ayant l'origine pour centre et l'unité pour rayon, puisque, quand t reste clans cette région, le point (x, y) reste à l'intérieur des cercles Cj et C. On doit même remarquer que la fonction de ^, que représente y(jr, j'), sera uniforme et contenue dans un cercle de rayon supérieur à i ; nous pourrons donc faire, sans incertitude, / = i, dans le développement que nous allons obtenir. Ce développement n'est autre chose que le développement de Taylor, pour la fonction
de /
/(xo4-///, j'oH- kt) :
on a donc
a38 CHAPITRE IX.
où, comme on sait, Texpression ( '* ^ + ^^ ) est symbolique,
les puissances devant être remplacées par les dérivées. On a alors pour / =: I
entièrement analogue, comme forme, à ce qui a été vu dans la théorie élémentaire des fonctions de deux variables réelles.
t. Dans le développement précédent, le coefficient de hPk^esi
l\^xP àyl J x^y
11 est très intéressant d'avoir une limite supérieure du module de ce coefficient. Cette limite peut être obtenue en fonction du module maximum M de la fonction /(x, y^ à Pintérieur des cercles C et C.
Considérons d'abord la fonctiony(j', j^) comme fonction de la seule variable x^ nous aurons, d'après une formule établie antérieurement (Ch. V, § 4),
Prenons maintenant la dérivée y»*^"* des deux membres par rapport à^ et faisons ^^=^^0' Nous devons différentier ^ fois sous le signe d'intégration par rapport à j^; or, en appliquant la même formule, on a
11 vient donc finalement
KOxPày'/Jjr^x. iTzrP,iT.r^ Jo Jo
De cette formule se tire de suite la limite cherchée : en remplaçant par M le coefficient de rfO <i6' sous le signe d'intégration, on
a une limite du module et, par conséquent,
àxPdy^
S. Si les cercles G et C ont pour centres l'origine, on a, en faisant Xq=zjo = o et h=^x^ /c=y^ le développement de Maclaurin
"=-V du -^ OvJu=<,
Le coefficient Ap^q de xPy^ est, d'après ce que nous avons dit plus haut,
On aura donc V inégalité très importante
De là nous concluons une propriété essentielle du développement (i); la série, formée avec les modules des termes de la série
est convergente, quand ^ et y sont respectivement à l'intérieur des cercles G et G'. On le voit de suite, puisque, en remplaçant I Ap^çl par sa limite supérieure, on a
el cette série est convergente quand - •< i ,
La fonction représentée par la série (2) s'obtient d'ailleurs immédiatement sous forme finie; ce n'est autre chose que
G(iF, y) = -; r— r r- ,
>4o CHAPITRE IX.
comme le montrent les développements de et et Tap-
plication de la règle de multiplication des séries.
Nous ferons plus tard grand usage de la fonction G(x,j'). Diaprés la manière même dont elle a été obtenue, on peut dire que ses dérivées partielles, toutes positives pour j:= o, ^ = o, sont, pour ces valeurs des variables, supérieures aux modules de la dérivée correspondante à^f{x^y) : on a les inégalités
/ dP-^*iG \ y dP^9f I \àxPày9ljr:^^-^ dxPàyk |x=o*
On peut trouver bien d'autres fonctions jouissant de la même propriété que G{x, y). Citons la suivante dont nous aurons aussi à faire usage
Le coefficient de .rP y*i, dans le développement de cette fonction, étant
p.i .*., . .q ri'r
se trouve supérieur à la limite trouvée — -, - pour les modules de= coefficients de/(x, r),
6. Nous nous sommes borné au cas de deux variables : tou c«»s calculs s'étendent à un nombre quelconque de variables. Pou une fonction
uniforme et continue à Tintérieur des cercles C|, Cj, ..., Cn d «entre O et de ravons /*, , /j /*,,, on a le développement
et rinégalité
I V./»* ./'«.<,. p. ^ç, .. -JJ,
conduit à des conséquences analogues à celles que nous avons o]M tenues pour le cas de deux variables.
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II. — Décomposition en facteurs d'une fonction de plusieurs
variables. Fonctions implicites.
7. La décomposition en facteurs d'une fonction d'une variable, qui permet de mettre en évidence les racines de cette fonction, n'est pas susceptible de s'étendre sous la même forme à une fonction de deux ou plusieurs variables. Ici, en effet, l'ensemble des valeurs des variables qui annulent la fonction forme une suite continue. On peut cependant, dans une certaine mesure, réaliser une décomposition qui mette en évidence la partie d'une fonction susceptible de s'annuler dans le voisinage d'un système déterminé de valeurs des variables.
Avant d'aborder ce point, commençons par montrer comment le théorème de Cauchy, démontré (Cliap. VI, § 21) pour les polynômes, est susceptible de s'étendre à une fonction liolomorphe quelconque. Nous nous bornons toujours, uniquement pour abré- «jer, à une fonction de deux variables.
Soit donc une fonction F(^, ^') holomorphe dans le voisinaj;e de j: = o, j^ = o, c'est-à-dire dans des cercles de rayon po et R. On suppose que F(x^ y) s'annule pour :c = o, jv*==o et que F(o, y) ne soit pas identiquement nul.
Écrivons F(x,y) sous la forme
les A étant des fonctions holomorphes de x dans le voisinage de or = o.
En désignant par M le module maximum de/(x, ^'), on a
On suppose que
Ao(o) = Ai(o) =. . . = A„.-i(o) = o et \„{o) ^/^ o.
Nous voulons chercher le nombre des racines de l'équation en y,
voisines de zéro, pour x suffisamment voisin de zéro.
P. - II. i6
Écrivons
en posant
QA/i-i-i A/n-i -
Soit 6 le module minimum de A/i, ^ restant à Tintérieur d certain cercle dans lequel A,i ne s'annule pas et que nous sup serons être le cercle de rayon p©. On aura, en désignant par ; module de >%
Si donc on prend /* assez petit, on aura
modO < ->
lorsque le point (j*,y) est quelconque à Tintérieur des cercles rayon po pour x, et de rayon r pour y.
On aura, d'autre part, pour P, quand j^ reste sur le cercle rayon r, en appelant A le module maximum de Aq, A|, . . ., A,
mod P < -K ( — -^ ; -T- ... H — )
et comme Aot A|, ..., A,,_i s'annulent pour j:* z^ o, on aura Ton prend pour domaine de x un cercle d'un rayon p <[ Oo aï petit, A aussi petit qu'on voudra. Prenons p assez petit pour
alors on aura
modP < - ,
a' restant dans le cercle de ravon o et y sur la circonférena r^iyon r.
Il est facile maintenant d'avoir le nombre des racines de l'êc tion en y
{x ayanl une valeur fixe dans le cercle de rayon p) contenues dans le cercle de rayon r. Il suflîl d'étudier la variation de Targumenl de F(x, y) quand y décrit la circonférence de rayon /•; or le module de P 4- Q étant inférieur à un, l'argument de
l-hP-^Q
reprend la même valeur. La variation de l'argument sera donc >/i-£ et, par suite, le nombre des racines sera égal à n.
8. Cherchons quelle forme on peut donner à la fonction F(j:, r). Al cet effet, x ayant une valeur fixe dans le cercle de rayon p, effectuons, sur le cercle de rayon /• dans le plan des j>', l'intégrale
y désignant un point quelconque à l'intérieur de (r). En déve-
loppant -, suivant les puissances entières de j^'', on voit immé-
diatement que cette intégrale est de la forme
^(^pf^^
1rs G étant des fonctions holomorphes de x. D'autre part, en désignant par
J'iî y^^ •••r J'n
les // racines de ¥{x, y) = o, contenues dans le cercle de rayon /*, cette intégrale est aussi égale à la somme des résidus de la fonction sous le signe d'intégration, relatifs aux pôles j>'< ,j)'2, . . ., )„ et j'', c'est-à-dire à
' /y.:.y yx-y yn--y
On a donc, en remplaçant y' par j', el posant
fiy)^- {y-yï){y--yi)'"{y—yn).
l'identité
ou
dF
dy \ I
F y— fi '" y—yn
àF df
dF
àf
ày
H (a:, y) étant une fonction holomorphe de x et j^, lorsqu points sont respectivement à l'intérieur des cercles de ra^ et r.
D'ailleurs y(^) est un polynôme en y
yn ^ a, 7«-» -h ... -h art-, 7 -^ a;,,
dont les coefficients sont des fonctions holomorphes de x, le voir, effectuons encore sur le cercle (r) l'intégrale
dF
C'est une fonction holomorphe.de jr, qui est identiquement à la somme
y\-^y'i^"'-^yn
des résidus de la fonction intégrée, c'est-à-dire que les somme puissances semblables de ^<, ..., J^/t sont des fonctions 1 morphes de x, et, par suite, enfin les coefficients a. Nous pouvons donc écrire
H,(j?,^') étant encore holomorphe, et G une constante par port ky^ c'est-à-dire une fonction de x qu'il est facile de déU ner : en faisant j^ =>'o» J'o étant sur le cercle de rayon r, on
or F(j:', j'o) el/{x^ J'o) ^^ s'annulent pas quand x est à l'inlé du cercle p. Il en résulte ([ue nous pouvons écrire
K(x,y) étant une fonction holomorphe qui ne s'annule pas quand x et y sont à V intérieur des cercles p et r; de plus, f{x^y) est un polynôme en y dont le premier coefficient est C unité et dont les autres coefficients sont des fonctions holomorphe s en X (*).
On voit que cette décomposition met en quelque sorte en évidence la partie de la fonction ¥{xy y) qui s^ annule dans le voisinage de x = o, y = o,
9. Une conséquence très importante peut se déduire du théorème précédent, relativement à l'existence des fonctions implicites. Considérons Téquation
V(x^y) étant holomorphe dans le voisinage de x =^o, y = o. Je suppose que ( j- ) ne soit pas nulle, c'est-à-dire que le nombre
n du paragraphe précédent soit égal à un. On aura donc
a^ étant holomorphe en x et s*annulant pour x = o. L'ensemble des valeurs de x et y voisines de zéro et satisfaisant à Téquation
doit nécessairement vérifier la relation
y-hai{x) = o,
puisque K(j;,j^) ne s'annule pas dans le voisinage de x = o^ y = o.
L'existence de la fonction implicite y de x est ainsi démontrée. Sous la condition indiquée, l'équation F = o définit une fonction holomorphe de x dans le voisinage de x = o.
(') Ce théorème est, depuis 1860, enseigne par M. Weierstrass dans ses Leçons de rUniversité de Berlin. Voir Abliandlungen aus der Functionenlehre von K. Weierstrass (Berlin, 1886). La démonstration qu'on vient de lire est due à M. Simart.
Soil, en particulier, l'équalion
0{y) étant holomorphe dans le voisinage dey =^ o et s*annulan pour celle valeur. Si G'(o) ^ o, Téquation précédente définis une fonction j' de x holomorphe dans le voisinage de Torigin^ Il est facile d^étudier le cas où Ton aurait
G'(o) = CCo) = . . . = Gp-^o) = o,
CmP(o) n'étant pas nul. On a, en effet,
.r ^yP{\ H- B^-r-...), A ^ o,
ri, par suile, on posant \x ^= x ,
Or, la fonction sous le radical ne s'annulant pas pour J' = o, détermination choisie pour le radical sera holomorphe dans voisinage de l'origine el Ton se trouvera ramené au cas précéden,:: par suite, >• se mettra sous la forme d'une série ordonnée suiva
les puissances de .r', c'est-à-ilire de \x. La fonction >* a doa /> délerminations qui se permutent autour de Torigine.
10. 1/analvse qui vient d'être développée s"étend d'elle-ménM à un nomhre quelconque do \ariablos indépendantes. Soil une fonction
des n - I variables indépendantes r. ./-i, j-^»» • • •'. J"/ï. s'annula* pour >* - = .r, ... - ,i\ ^-z: o. Si pour j*, =-^ .r *--... ^i^ jr„ := • le développement de
Fi »\ O. <». .... O».
commence par un Icrmc en r^, on pourra écrire
la fonction holomorphe K ne s'annulant pas dans le voisinage c y -Xi : .r.; - o et les «ï étant des fonctions holomorphe
^li •« I « «I'a» ...» Xq*
H. De ce résultai nous pouvons conclure Texistence et la nature des fonctions implicites définies par le système d'équations
Nous supposons que les fonctions F s'annulent pour
Ti — Xi= ... z=z Xn—yi = ... — 7p = O
et que pour ces valeurs le déterminant fonctionnel
D(Ft,Fs. ...,F^) ^{ru7i, '"Xp)
ne soit pas nul. Dans ces conditions, nous allons montrer que ces équations définissent, pour J'i, ^^2» •••^ ,>>? des fonctions holomorphes dans le voisinage de X| =: Xa = . . . = x,^ = o.
Pour l'établir, supposons la proposition démontrée, n étant quelconque, jusqu'à un nombre p — i d'équations. Nous allons montrer comment on peut passer de p — i à /?. Remarquons d'abord que les dérivées partielles du premier ordre
dFi OFi ôFi
t>ri ' àyi' ' ày^
ne s'annulent pas toutes quand les x et les y sont simultanément nuls. Soit, par exemple, la dernière de ces dérivées difierentes de zéro : nous pourrons écrire
Fi(xi,Xi. ... xn,yi,yiy *'-yp) = {yp-^a^)}\,
«1 étant holomorphe en jF|, ^2? • • • 7 ^nt y m J'2? • • • ? fp-^ ^^ ^ n'étant pas susceptible de s'annuler quand les x et les y sont suffisamment petits. Nous pouvons donc remplacer la première
équation par
y,,-\-ai = o,
et, par suite, en remplaçant j^^ par — cti, dans les équations suivantes, nous sommes ramené au cas de p — i équations. Il est facile de voir que le déterminant, correspondant à ces p — i équa-
lions, ne sera pas nul; nous avons d'abord, en efTel, le détern
dai
dax àyx
dax
Oy,
dF^
âFi
àyx
àyt
ÔFp
dFp
àyp-i
dFt
àF^
àyp^\
àyp
dFp
ÔFp
àyx àyt
àyp-\ ày^
difTérent (Je zéro quand les x et les j^ sont nuls. D'autre pî déterminant fonctionnel de
considérées comme fonctions de y^y y^^ . . ., yp~.\^ quant remplacé j^^ par — a^^ n'est autre chose que
^, _ ^ àax
àyx àyp dy^
ôFp àFp âai àyx àyp àyx
âFt àF^ dai
àyp-i àyp àyp^i
àF^
àFp àax ày^^ ~ ày^ à/p-i
et ce déterminant est au signe près identique au préc< comme le montre l'application des théorèmes les plus élémei sur les déterminants.
Le théorème relatif à ^existence et à la nature des lions implicites est donc complètement établi. Sous la lion indiquée relative au déterminant fonctionnel, les équ (4) définissent pour jx^ y^t • • • j yp des fonctions holom< dans le voisinage de j*! = X2 = . . . = x„ = o.
III. Des intégrales multiples de fonctions de plusieurs va: complexes. Extension du théorème deCauchy, d'après M. caré.
12. Avant d'arriver au sujet qui fera le principal objet d Section, il est nécessaire que nous généralisions l'étude fail cédemmcnl (t. I, p. 11 1) des intégrales de surface.
Soient x<, X2, . . . , Xm des variables en nombre m; noi
sidérons Tintégrale double
(I) CJl.kikdxidxf,,
expression purement symbolique, jusqu'à ce que nous lui ayons donné un sens, et dans laquelle, d'après les définitions qui vont suivre, l'ordre des deux facteurs dxidx/ç n'est pas indifférent; les A représentent des fonctions de x^^ X2^ • . • , Xm^ Nous convenons que
ce qui entraîne A// = o; les indices i et k prennent toutes les valeurs de I à m. L'intégrale (I) n'aura de sens que quand nous aurons fixé dans l'espace à m dimensions (xi, Xs, •••> Xm) la surface d'intégration. Concevons, à cet effet, que l'on prenne pour x^, j:,, . . ., Xm des fonctions de deux variables u et r, et soit une certaine aire A dans le plan des deux variables u et c. A Taire A du plan (m, v) correspond dans l'espace à m dimensions (Xj, jTj, . . . , Xm) une certaine portion de surface j et l'intégrale (I) étendue à cette portion de surface sera, par définition j l'intégrale double ordinaire
étendue à l'aire A. Comme précédemment, nous posons
\){Xi^xii) àxi dxk àxi dxk I)(a, v) du di> Ov Ou
On voit que, à cause de la relation A|yt= — A^/, les deux termes qui correspondent aux deux couples ik et ki s'ajoutent. Remarquons encore que, si l'on permute u et r, l'intégrale précédente change de signe; nous pouvons dire alors, conformément à ce qui se passait dans l'espace à trois dimensions, que l'intégrale est prise sur l'autre côté de la surface (voir loc. cit,, p. 1 13).
13. Nous devons nous poser pour l'intégrale (I) une question analogue à celle qui a été étudiée pour les intégrales de surface. A quelles conditions cette intégrale ne dépendra-t-elle que du contour de la surface d^ intégration? Pour bien préciser la
question, nous pouvons supposer qu^on se donne arbitrairement une aire A dans le plan (u, v) et que les expressions de jtijJTs, .... Xm, en fonction de u et r, dépendent de plus d'un paramètre arbitraire et cela de telle manière que x^, x^^, • • • , Xm aient le long du contour de A des valeurs indépendantes de ce paramètre : dans ces conditions on veut que la valeur de (I) ne dépende pas de c< paramètre.
Avant d'aborder cette question, commençons par supposer q*: les X soient des fonctions d'ailleurs arbitraires de trois variables "3
Y, Z, soit
Xi — fi{\, Y, Z) I = I, 9., ..., m).
L'intégrale (I) va alors devenir une intégrale de surface d^ l'espace ordinaire à trois dimensions, et, si l'on conçoit X, Y" -, exprimées en fonction de deux paramètres u et r, on aura, conm t le montre un calcul immédiat,
rX^r,-. Xk) D(//,.A) D(X, Y)
L'intégrale pourra donc s'écrire
c'est sous celte forme que nous avons précédemment écrit les légrales de surface.
Celte intégrale ne dépendra que du contour de la surface d légration, si l'on a
^. 1.^'^" THXTïTJ ^ \,2à"' D(Y, Z) J
Développons celle relation. Les termes en A//t disparaisse^ d'eux-mêmes, en vertu de Tidcntité facile à vérifier
,iZ 1}{X, Y) JX; D(Y,Z) ~^ 0\ D(Z, X) ~ ^*
FONCTIONS DE VARIABLES INDÉPENDANTES. 'i5l
Il reste alors
^ D(Z, \) \^id dxH d\ ) ^
Li 9 en réunissant tous les termes dans une sommation triple,
^ ^iâ\dxH dxi ^ ÔXk ) D(X, Y, Z)
C]ette sommation est étendue à toutes les combinaisons trois à ois /, Âr, h des chiffres 1,2, . . . , m. On remarquera que le terme >irrespondant à la combinaison /, Â', h reste le même, quel que ► î l l'ordre dans lequel on prenne ces trois lettres.
^4. Revenons maintenant à la question posée au début du pagraphe précédent : nous allons de suite trouver des conditions cessaires. Considérons, en effet, seulement comme variables trois s lettres x, soient Xi^ x^, ^a, les autres étant des constantes ar- ^"^ires. Dans l'espace à trois dimensions (x/, xa, ^a) la condi- *^ que nous venons de rappeler doit être remplie ; on aura donc
â\ik dXkh . à^X/ii _ ^^ dx/i dxi dx/i
-^la quels que soient les valeurs des x. Nous obtenons ainsi au- ^ d'identités nécessaires qu'il y a de combinaisons de m lettres ■^ à trois. Il faut montrer maintenant que ces conditions sont fi santés.
^ ous devons concevoir que les x aient été exprimés en fonc- "^ de deux paramètres 11 et v et d'une constante arbitraire £
Xi^ Oi(w, ^\t) (e -- I, 2, .. ., //i),
^^iant entre certaineslimites, et l'on suppose que les valeurs des^r dépendent pas de s quand le point («, v) est sur le contour A ^ l nous avons parlé plus haut. Il faut montrer que Vintéle (I) ne dépend pas de e.
Posons
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Moire intégrale va alors devenir une intégrale de surface dans l'espace à trois dimensions (X, Y, Z) el, les conditions (6) élant rem — plies, rintégrale le long de toute surface fermée de cet espace ser^ nulle.
Pour e = o, l'intégrale (I) sera étendue à Taire A du plan de— (X, Y); pour e arbitraire, elle sera étendue à Taire B, section paLle plan Z = s du cylindre dont A est la section droite {Jîg» 28)14
Fig. 28.
Nous devons établir l'égalité de ces deux intégrales, en les supposant, bien entendu, prises dans le même sens, c'est-à-dire pouK un(î même direction de normales, soit les z positifs.
Or le cylindre et les aires A et B limitent un volume. L'intégrale prise le long de la surface totale de ce volume cylindrique esW nulle, puisque les relations (G) sont vérifiées; le résultat que nousî avons en vue sera donc établi, si nous montrons que Tintégralc^ prise sur la surface latérale du cylindre est nulle. Or il en est bien^ ainsi; en effet, les x ne dépendant pas par hypothèse de e quand le point {iiy r) est sur le contour A, les déterminants fonctionnels-
seront nuls sur la surface latérale, et, par suite, l'intégrale relative à cette surface sera égale à zéro. Les conditions trouvées comme m''cessaires sont donc suffisantes,
jNous avons, dans tout ce qui précède, supposé implicitement (pie les A étaient des fonctions bien déterminées et continues des x pour les systèmes de valeurs que nous avions à considérer. En
particulier, l'intégrale étendue à une surface que Ton déforme, en laissant ses bords invariables, ne gardera la même valeur que si cette surface, en se déformant, ne rencontre pas des systèmes de valeurs des X pour lesquelles les A deviendraient infinies ou mal déterminées. Tout cela est entièrement analogue à ce que nous avons dit longuement au Tome I pour le cas de trois dimensions; il est inutile d^insister.
lo. Nous pouvons maintenant nous occuper des intégrales multiples de plusieurs variables complexes.
Nous nous limiterons aux cas de deux variables complexes x et y. M. Poincaré a étendu aux intégrales doubles le théorème fondamental de Cauchy (•); c'est ce que nous allons montrer.
Que doit-on entendre par ^intégrale double
<J) Jj¥ix,y)dxdy^
Cette expression n'a en elle-même aucun sens, mais il n'y a aucune hésitation à avoir sur la définition à adopter. Posons
X = xx-^ ixfy y = Xi-h ix^y
et considérons, comme plus haut, Xt, X2, x^, x^ comme fonctions de deux paramètres u et v : soit A une certaine aire dans le plan (m, v). L'intégrale
sera, par déGnition, la valeur de l'intégrale (J) étendue à la portion de la sur/ace de l'espace à quatre dimensions (Xj, X2^ x^^x^) qui correspond à l'aire A du plan (m, t'). On voit qu'on peut permuter X ci y; on aura une seconde intégrale égale et de signe contraire; on peut dire qu'elle est étendue à l'autre côté de la surface.
Mettons en évidence la partie réelle et la partie imaginaire de
(') PoiNCAiiÉ, Sur les résidus des intégrales doubles {Acla niathemuticn, t. IX).
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rintëgrale ; en remplaçant x e\. y par leurs valeurs et posaol F =r P -f- /Q, on obtient
L D(w, p) D(a, P) Ji
Nous avons donc respectivement comme parties réelle et imaginaire*
que l'on peut écrire, sous forme plus abrégée, en se reportant aux définitions,
/ / ^{dxx dxi — dxi dxi) — Q(rfa:j dx^ -+- dxi dx^ ), I I Q{dxi dxi— dXi dx,,)-^ P{dxi dx^-h dxi dx^).
intégrales de même forme que celles qui ont été étudiées au paragraphe précédent.
Tout ceci étant bien compris, il est facile de décider si Ton peul élendre à ces intégrales doubles le théorème fondamental de Cauchy. En d'aulres termes, l'intégra/e double ci-dessus restet'(*lle ima viable quand on déforme la surf ace d^ intégration en la faisant toujours passer par le même contour?
Nous allons voir que les conditions trouvées au paragraphe précodent sont vérifiées. Prenons la première de ces intégrales
P ( dXi dxi — dXi dx^ ) — Q ( dx^ dx^ — dxx dx^ ).
Si nous récrivons comme plus haut sous la forme
Adx,dxA,
m doit poser
Aji = — A^2 — j
Aj3 — — A3J - — — î
les autres A sont nuls.
Or nous avons ici à vérifier quatre conditions, puisque quatre est le nombre des combinaisons de 4 lettres trois à trois. Soit d'abord la condition
elle se réduit à
Soit encore
elle se réduit à
àS^xt ^As 3 _^ dkjx _ dxi Oxi OXf ~~ '
âQ dP
Oxl àXi
Les deux relations entre P et Q que nous venons de trouver sont vérifiées ; ce sont, en effet, deux des relations exprimant que P-f- «Q est une fonction analeptique de Xi -f- 1X2 et Xi-\- ix.^. On s'assurera de la même manière que les deux conditions restantes, relatives à rintégrale considérée, sont vérifiées pour la même raison. Il en est aussi de même des conditions relatives à la seconde intégrale : nous pouvons donc affirmer que le théorème de Cauchy s'étend aux intégrales doubles,
16. Le théorème qui vient d'être établi peut, comme dans le cas
d'une seule variable, s'énoncer sous une autre forme. Considérons,
dans l'espace à quatre dimensions (jti, x.^^ .Ts, x^)^ une surface
fermée; une telle surface, par exemple, pourra être obtenue en
prenant
Xi= '^iiu.V) (/- 1,2, 3,4),
les o étant des fonctions de u et i>, përiodiques par rapporl a u et par rapport à i^. Nous pouvons énoncer le théorème saivanl, qui n'est qu^unc autre forme de la proposition du paragraphe précédent :
IJ intégrale
I I F{x,y)dxdy,
prise le long d^une surface fermée, sera nulle.
On sous-entend dans cet énoncé que la surface peut, par une déformation continue, se réduire à un point ou à une courbe, de telle manière que, pour l'ensemble des valeurs de x et y rencontrées par la surface pendant cette déformation, la fonction F ne cesse d^étrc bien déterminée et continue. La démonstration est iraraédiale; en ciTet, on pourra alors réduire la surface à un point ou à une courbe par une déformation continue et, pendant celle-ci, la valeur de Tinlégrale ne changera pas : or la valeur de Tintëgrale double ne peut être que zérOy puisque Taire de la surface d'intégration tend vers zéro.
17. Si une surface ne peut être réduite à un point ou à une courbe, par une déformation continue, sans rencontrer des systèmes de valeurs de ^ et^ pour lesquelles F(j:, y) devienne infinie, la valeur de l'intégrale pourra être différente de zéro. Prenons d'abord un exemple très simple; soit l'intégrale
xy
dxdy.
V{x^y) étant holomorphe dans le voisinage de x Je considère la surface déiinie par les équations
X = Re«^ y = R'e^
les paramètres réels u et i^ variant de u à 2t: : c'est une sur/ace fermée. La valeur de l'intégrale sur cette surface est
/ P(l{c"'\\Ve^')dudi^,
dont la valeur est manifestement
— 47CÏP(0,0).
Considérons encore l'intégrale double
m et n étant des entiers positifs. En intégrant suivant la même surface, on aura
et, en développant P(jr, ^) suivant les puissances de x et^, il restera simplement comme valeur de Tintégrale
4ir> / cim-f-n-ip \
I .-2. . .(m — I). 1.2. . .{n — I) \dx'^-^djrn-i J j^_
Aa lieu de deux circonférences, on aurait pu prendre deux courbes C et C, comprenant respectivement les origines à leur intérieur, et considérer alors la sur/ace d'intégration comme du- G nie par les deux équations
:p et '} étant deux fonctions périodiques convenables de u et i^, et la surface d'intégration dans le plan des (e/, v) étant le rectangle des périodes. Cette nouvelle sur/ace d'intégration eût donné le même résultat que la surface précédente, car on peut évidemment passer de l'une à l'autre par une déformation continue. Soit, d'une manière plus générale, l'intégrale
el considérons un point (a, b) de rencontre des courbes Q ^ o, R = o ; je suppose que ce point soit un point simple de rencontre. Posons
pour X ^=a^ y ^ b nous aurons i = o, 7i = o;j:elj^ seront des fondions holomorphes de ^ cl t; dans le voisinage de Ç = o, 7| := o. En faisant ce changement de variable, nous avons la nouvelle intégrale
ff
c^dri
Si donc nous considérons autour du point S == o, 7| = o ]a même surface que toutàTheure (en prenant seulement ici les rayons R et R' suffisamment petits), nous aurons, comme valeur de Tintégrale,
— iiz^Pia.b)
puisqu^on a manifestement
D(?,Ti) D(Q,R)'
On pourrait, bien entendu, avoir pour l'intégrale la valeur égale et de signe contraire, en prenant dans un autre ordre le déterminant fonctionnel. Cela revient, d'après nos définitions, à intégrer sur l'autre côté de la surface.
18. On peut employer des sur/aces d'intégration très variées. La surface suivante nous sera utile tout à l'heure dans une importante application. Reprenons l'intégrale
. rr P{x,y)dxdy
Q et R s'annulant pour x =^ o^y - o ei ^^ — étant diflférent de
zéro pour ces valeurs des variables. Traçons dans les plans des variables x el y deux courbes C et C comprenant l'origine à leur intérieur et supposons que ni l'une ni l'autre des fonctions Q et R ne s'annule quand x eiy sont respectivement sur les courbes C et C. Nous admettons de plus que, y étant un point arbitraire de C, Téqualion
a une racine et une seule Xi à Tintérieur de C, tandis que dans les mêmes conditions l'équation
n'a pas de racine à l'intérieur de C. Nous prenons pour sur/ace d'intégration l'ensemble des deux courbes G et C parcourues dans le sens positif (*).
Nous allons effectuer le calcul de l'intégrale double en supposant d*abord j^ constant sur la courbe C ; nous avons donc à calculer en premier lieu l'intégrale
Or ce calcul est immédiat : on a
Qi(^i,j^)R(^i,/)'
jci étant la racine de Q(^,^) = o contenue dans C; X| est une fonction bolomorphe de y quand j^ reste à l'intérieur de C, et •elle s'annule pour^ = o.
Il faut maintenant effectuer l'intégration
fldy.
Je
Or I a pour pôle y =^ o. Nous n'avons donc qu*à calculer le résidu de
pour j^^= o; en tenant compte de la relation
on a de suite pour ce résidu
rD(Q.R)]
(*) Cette surface remplace le tore dont fait usage M. Poincaré dans son Mémoire et nous permet d'éviter un calcul assez pénible {voir Poincaré, /oc. cit., § 4).
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et nous trouvons pour valeur de l'intégrale (7)
rD(Q,R)|
En permutante ctj^, on obtiendrait un résultat égal et de s contraire; il correspondrait évidemment, d'après nos définit mêmes, à l'intégration faite sur l'autre côté de la surface.
19. Dans les exemples précédents, nous avons intégré le d'une surface que l'on pouvait prendre très petite dans toute dimensions; on peut appeler les résidus que nous venouî trouver des résidus de points. On peut rencontrer d'autres ré^ que ceux que nous venons d'obtenir et que l'on pourrait app comme on va le voir, des résidus de lignes.
Sans traiter la question générale de la recherche des réf des intégrales doubles
^{^,y)dxdy,
OÙ ¥{x^y) est une fraction rationnelle de x et j^', rechercha se rattache à la notion des périodes des intégrales abélienn sur laquelle nous reviendrons plus tard, prenons seulement, le moment, un cas particulier qui sera d'ailleurs bien suffisant fixer les idées sur la nature de cette seconde catégorie de résA Soit l'intégrale double
où Q(j^) est un poljTîôme en x.
Considérons dans le plan de la variable complexe x un cy^ correspondant à la fonction algébrique y de x définie pai quation
Ce sera un contour contenant un nombre pair de racines pies de l'équation Q(e; -= o. Nous parlons d'un point Xq ^ contour avec une détermination bien précisée yo du r».
y'Q(j:); quand x décrit le contour, y dans son plan décrit un contour fermé partant de y\ et y revenant. Supposons que le point y en se déplaçant entraîne avec lui une circonférence F d'un petit rayon, que, pour bien fixer les idées, nous supposerons fixe. On peut considérer que la circonférence F, en se déplaçant, engendre dans Fespace à quatre dimensions (xi, x-i^ ^3, x,,') une surface fermée qui est une sorte de tore : c^cst sur cette surface que nous allons intégrer.
Laissant d'abord x constant, nous intégrons sur la circonférence F, ce qui nous conduit à prendre
sur celle circonférence. A l'inlérieur de celle-ci se Irouve une
racine qui esl la dëlermination convenable de ^^{x) ', nous avons donc à prendre un résidu ordinaire, et l'on a de suilc
**" y = v/Q(x). Il faut maintenant faire varier x en lui faisant décrire le cycle C, ce qui nous donne la période de Fintégrale
correspondant au cycle C.
*^ pointdevue(*) pourra se généraliser pour une fraction ration- "^ quelconque, et Fon voit que les périodes d'une intégrale , ^^O'nne se présentent naturellement dans celte question. Ainsi, * l'intégrale double
r r <i^dy_^
^ tara ici P= 1, Q(^) =^ 1 — r^. Prenons comme cycle C une
I ^ ^ Le point de vue auquel je viens de me placer est celui que j*ai adopté dans ^ ^"«cherches sur les périodes des intégrales doubles. Voir nif>n Mémoire Sur
* r^^^^ictions algébriques de deux variables indépendantes {Journal de Ma- "^^Uiques, 1889).
courbe fermée comprenant à son intérieur les points — i et -}- i
Nous aurons à prendre
. r dx
dx izi I — J
ce qui nous donnera sti^/ ou ia valeur égale et de signe contraire suivant le sens de l'intégration.
rv. Formule de Lagrange pour une et deux équations.
20. Nous terminerons ce Chapitre en démontrant une formuY célèbre due à Lagrange. Cette formule établie par le grand gé' mètre pour le cas d*une seule équation a été étendue par Laplsàczr à deux ou plusieurs équations. On peut traiter les deux cas p^ une méthode analogue; aussi, pour ne pas les séparer, avo¥i== nous placé ici Tétude de cette importante série.
La série de Lagrange a pour objet d'obtenir l'une des racine "^ de l'équation
développée suivant les puissances de a, ou, plus généralement, le développement d'une fonction liolomorphe quelconque de celle racine. Nons allons suivre la même marche que M. Hermile dans son Cours lilhographié de la Facullé des Sciences (4® édition, p. 182); nous renverrons aussi à cet Ouvrage pour la bibliographie de la question.
Nous démon Irerons d'abord un lemme préliminaire. Soient F el O deux fonctions holomorphes; les équalions
ont le mértie nombre de racines comprises dans un contour fermé S, sous la condition que, lout le long de ce conlour, on ait constamment
La différence entre le nombre des racines de ces deux équations comprises à rinlcrieur de S est, en effet,
\ r^log(F- <[>) - ' A/logF,
qui peut s'écrire
el, puisque =r < i tout le long de S, il en résulte que cette intégrale est nulle.
Appliquons ce résultat à Téquation
5 — a — otf(z ) = o.
On suppose que a représente un point situé à l'intérieur d'un contour S, et que la constante a soit assez petite pour que l'on ait sur ce contour
ce qui peut évidemment être réalisé. Alors l'équation proposée aura, à l'intérieur du contour, le même nombre de racines que l'équation z = a^ c'est-à-dire une seule : c'est cette racine que nous allons envisager dans la suite.
Soit donc Ç la racine, contenue dans S, de l'équation
en posant F(5) r= 5 — a — ol/(z).
En désignant par ll(z) une fonction holomorphe quelconque de Zj on aura
Or on peut développer |^—r en série suivant les puissances de a
OLf(z)
a — ol/{z) z — a (z — a)*
série qui converge d'après l'inégalité (8).
Nous aurons donc le développement
- . . . -h a'»Jrt H- . . . , où Jn
Pour être entièrement rigoureux, il eût fallu considérer le resle dans le développement (9), et montrer que son intégrale tendiil
vers zéro avec -; mais il est inutile de s'arrêter sur ce point qui
se traite de la même manière que dans la démonstration de la série de Taylor d'après Cauchy.
L'expression du coefficient J/i est facile à trouver. Nous avons vu, en effet, que Ton a d'une manière générale
D2«l>(a) _ _i r <^{z)dz 1.1,.. n ~~ ^Tti L{z — a)'*'^'' '
^{z)dz
ce qui donne
_ Da[/'»(a)n(a)] 1.2. .. n
On a donc le développement
FHô " ^ 7:^^::Tn ^'^ - o, i, 2, . . .).
De ce développement, on peut en déduire un second, en posant ^{z) étant une fonction holomorphe arbitraire de z. Il vient
et, en groupant les termes qui correspondent à une même puissance de a, on a, après des réductions immédiates,
Pour les applications de cette formule, nous renverrons au Cours de M. Hermite, où l'on trouvera, en particulier, une étude approfondie de l'équation connue en Astronomie sous le nom d'équation de Kepler,
22. Comme nous l'avons dit plus haut, Laplace a généralisé la formule de Lagrange en considérant deux équations
jr — a — a/(x,7) = o,
Nous supposons que / et (p soient des fonctions holomorphes de X et y {*).
Il importe d'abord de bien préciser le système de racines que nous allons envisager. On suppose que x ely restent respectivement à l'intérieur de deux contours C et C; a est à l'intérieur du contour C et 6 à l'intérieur du contour O. Quand j^ a une valeur arbitraire à l'intérieur de C\ si l'on choisit la constante a assez petite pour que
X décrivant le contour C, on est assuré que l'équation en x
X — a — 0Lf{x, y) = o
a une racine et une seule à l'intérieur de C, et, d'après le théorème général sur les fonctions implicites cette racine x sera fonction holomorphe de a et^.
Nous la substituons dans l'équation
si p est assez petit pour que
X étant quelconque à l'intérieur de C, et y décrivant le contour C, cette équation en y aura une seule racine contenue dans C! . Ainsi, moyennant les deux inégalités (lo) et (ii), on est assuré que les deux équations proposées ont un système de racines {x^ y) et un seul, pour lequel x ei y sont respectivement à l'intérieur des courbes C et C. Nous désignerons par (Ç, r^) ces racines.
Nous avons calculé (§ 18) la valeur de l'intégrale
¥(x, y)dx dy
P(^7yyQïï7r) '
C) Comparer avec le § 5 du Mémoire de M. Poiacaré, intitulé : Méthode de M. Stieltjes,
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CD prenant une certaine surface ({^intégration. Posons ici
Considérant toujours les deux contours C et G du paragraphe précédent, voyons si les conditions du § 18, sous lesquelles nous avons fait le calcul de Tintégrale, sont vérifiées.
Tout d^abord nous avons à vérifier que ni Tune ni Paulre des fonctions P et Q ne s^annule quand x et y sont respectivement sur C et C Or il en est bien ainsi puisque
quand x et y sont respectivement sur C et C. En second lieu, et pour la même raison, Téquation en x
aura une racine à l'intérieur de C, y étant sur G. Enfin Téqualion
en .r
n'aura pas de racine à l'intérieur de C, y étant toujours sur C, puisque, d'après nos hypothèses, x étant quelconque à rinlérieur de C et ^ sur C, on a
Ainsi, en prenant comme surface d'intégration les courbes C et G parcourues positivement, nous avons
dx dy = —
rD(p>Q)] Li>(^»r)J*=
(ç, r, ) désignant, comme il a été dit, la racine commune à P = o,
Nous allons maintenant suivre absolument la même marche que dans le cas d'une seule variable. Nous pouvons développer en série les deux fonctions
x — a — nf
et
^Mv
sque
et
^ïi a ainsi
Nous avons donc la formule
y/n-i(^^ __ ôy<-t-i
-4Tr«F(g, 7))
rD(p,Q)i
ou
cette intégrale double étant prise dans les mêmes conditions que rintégrale dont nous sommes parti. Or nous avons déjà calculé la valeur de cette intégrale; on a
et Ton a enfin la formule
F(^ rO
rD(P,Q)]
«wp/i
c^m-H/i[F(a, b)/'''(a.b)^»(a, b)] daf» db"
y=tï
qui rappelle complètement la première forme de la formule do Lagrange pour une variable.
D'une manière toute semblable, on obtiendrait une seconde formule, donnant le développement de la fonction ^(i, r, ), en posant
F(^,r)^*(^îr)
dx ^ dy
/^ tte _ <^ ç)j\-| ^ \ dar dy Oy Ox ) \
Nous n'écrirons pas ce développement dont les coefficients sont moins simples que dans le cas d'une variable.
I. — Quelques remarques générales. Arcs analytiques
1. Nous avons dt^jà indiqué (t. I, p. 4^9) les propriétés élémentaires de la représentation conforme; nous voulons maintenant nous occuper particulièrement de la représentation conforme d^une aire donnée sur une autre aire également donnée. Mais, avant d'aborder ce problème, faisons quelques remarques générales.
Soit
/(z) étant une fonction holomorphe dans le voisinage de z =z a et /'(fl) étant différent de zéro; en posant/(fl) = 6, d'après le théorème démontré (Chap. IX, § 9), on peut, autour de a et 6 comme centres, décrire, dans les plans respectifs des variables z et Z, des cercles v et Y tels que, pour une valeur de Z contenue dans F, l'équation [\^ n'ait qu'une seule racine :; contenue dans ^î de plus, la fonction implicite z est une fonction holomorphe de Z dans F. Aux points z de y pourront correspondre des points Z en dehors de F; réduisons alors la région dans le plan z^ en prenant un cercle y, concentrique à y, tel qu'à tout point de Fintérieur de y, corresponde un point Z situé dans F. Ceci posé, si à Fintérieur dey, on décrit une courbe fermée c, ne se coupant pas elle-même, il lui correspondra dans le plan F une courbe fermée C et l'on aura une représentation conforme l'une sur l'autre des deux aires limitées par o et C. Cette représentation sera telle qu^à chaque point de rune queleonque îles deux aires correspondra un seul point tie l\nitre. La chose est évidente, puisque, d'après ce qui
a été dit, à deux points différents z ne peut correspondre la même valeur de Z.
2. Il nous faut maintenant définir ce qu'on appelle un arc de courbe analytique. Supposons qu'une courbe soit telle que les coordonnées j: et^ d'un point arbitraire soient des fonctions analytiques d'un paramètre t
/{l) et 'f (<) sont supposées des fonctions holomorphes de t dans le voisinage de la valeur réelle t = t^, les coefficients du développement en série suivant les puissances de ^ — ^o étant, bien entendu, réels. Nous dirons que cet arc est analytique; de plus, cet arc analytique sera régulier au point correspondant à 1^=1^^ si Ton a pu choisir le paramètre tj dont dépendent analytiquement x et y, de telle sorte que
f\to) et ç'('o)
ne soient pas nuls à la fois. Un arc déterminé a^ sera dit régulier, s'il est régulier en tous ses points.
La notion d'arc régulier joue un rôle important dans les questions relatives à l'extension des fonctions harmoniques. Ainsi, soit un contour fermé C, et admettons qu'une portion a^ de ce contour forme un arc régulier de ligne analytique. On se donne sur le contour une succession de valeurs, et l'on suppose que l'ensemble des valeurs données le long de l'arc déforme une fonction analytique du paramètre t. Dans ces conditions, nous allons démontrer le théorème suivant dû à M. Schwarz :
La fonction harmonique prenant les valeurs données sur le contour peut se prolonger analytique ment au delà de Varc a,3.
3. Nous établirons d'abord deux cas particuliers de ce théorème. Supposons que l'arc aj3 se réduise à un segment de l'axe des x^ et que les valeurs données le long de a^ se réduisent à zéro. D'un point x^ de a^ décrivons une demi-circonférence y contenue dans l'intérieur de l'aire i^fig' 29). La fonction harmonique u que nous étudions prend certaines valeurs le long de v. Or coin-
piétons la demi-circonférence y par la demi-circonférence V symétrique par rapport à Ojt. Formons maintenant la fonction bas*
yy
moniqiie r, continue à l'intérieur du cercle limité par y et Y^ prenant sur y les mêmes valeurs que u et prenant, en chaque point de y', une valeur égale et de signe contraire à la valeur de u au point symétrique par rapport à 0.r qui lui correspond sur y. Il est aisé de voir que la fonction v ainsi définie s'annule sur le diamètre Ox\ c'est ce que montre la formule de Poisson
puisque, d'après nos hypothèses,
La fonction v et la fonction u prennent donc les mêmes valeurs sur la demi-circonférence y et sur son diamètre Ox. La fonction u coïncide donc avec r; v est une fonction harmonique définie dans tout le cercle limité par y et y. 11 en résulte que 1/ peut se prolonger analytique ment au delà de Ox, comme nous voulions l'établir.
Examinons maintenant le cas moins particulier où, Tare a^ étant toujours un segment de Taxe de x^ les valeurs données le long de aj3 Ibrment une fonction analytique de x. Soit, dans le voisinage de Xq,
/(a-) .- ao-+- ai(.r — o^o) -r- aj(a: — a?o)*-r-. • .
la valeur de cette fonction. La fonction
sera une fonction holomorphe de :; dans le voisinage de ;; = jr©*
Mettons-la sous la forme
/(5)==P(T,7)4-fQ(^,7).
Soit, d'autre part, notre fonction harmonique u(x^y) satisfaisant au problème proposé. La différence
sera une fonction harmonique s'annulant sur Taxe des x dans le voisinage de Xq. On pourra donc, d'après ce qui vient d'être établi, la prolonger analjtiquement au delà de l'axe des x. Or P(jr, y) est définie des deux côtés de cet axe, il en est, par suite, de même de u{x,y) dont le prolongement analytique devient dès lors évident.
Nous arrivons enfin au cas général qui va se ramener au cas précédent. Nous avons, pour définir l'arc a^ dans le voisinage d'un de ses points (xq, yo),
X = xo-t- a{t — /o) -+- «'(' — '0 )'-+-• • •♦ r =ro+ h(^t — t^) -^ h\t — UY-\- , . ,,
les coefficients a et 6 n'étant pas nuls tous deux. On peut effectuer une transformation conforme qui transforme une petite aire, autour du point (^o?J^o) <laï^s la figure proposée, en une autre où la courbe correspondant à l'arc a^3 sera un segment de l'axe des quantités réelles. Il suffit, en effet, de faire la transformation conforme entre ^ et T représentée par
Le coefficient a -\- ib n'étant pas nul, nous sommes assuré qu'à une petite région du plan z :=z x -\- «y (autour du point 5o = Xq-\- iyo)i traversée par l'arc a^, correspondra, dans le plan de la variable complexe T, une région autour du point to situé sur l'axe réel, et cet axe réel correspondra à l'arc a^. Nous sommes donc ramené au second cas particulier que nous avons examiné ci-dessus. La fonction harmonique de j: et j^ que nous étudions se transforme en une fonction harmonique de t et t\ en posant T = t -{- it' ', les valeurs qu'elle prend sur le segment de l'axe des ^, où nous avons à la considérer, forment une fonction analytique de / : on peut donc étendre ana-
lytiquement la fonction au delà de Taxe des /, et, par suite, en revenant à la figure primitive, au delà de Tare a^.
i. Un cas particulièrement simple et intéressant est celui d'un contour fermé C qui, pris dans son ensemble, forme un seul arc régulier de ligne analytique : tel est le cas d'un cercle ou d'une ellipse. Si les valeurs données sur ce contour forment, dans le voisinage de chaque point, une fonction analytique du paramètre, en fonction duquel on peut exprimer les coordonnées d'un point de la courbe, la fonction harmonique prenant ces valeurs sur le contour pourra être étendue au delà de cette courbe et sera nécessairement déterminée dans un certain contour G comprenante son intérieur le contour C et en étant suffisamment rapproché.
Un contour C peut être formé de plusieurs arcs réguliers de lignes analytiques, comme par exemple un contour polygonal. Les sommets, c'est-à-dire les points communs à deux de ces lignes analytiques, sont des points autour desquels on n'est pas assuré de pouvoir faire le prolongement analytique de la fonction; il arrivera même, en général, que ce prolongement analytique sera impossible. Ainsi, dans le cas actuel, le prolongement analytique de la fonction harmonique est possible en tous les points du contour, sauf aux sommets.
II. — Représentation conforme d'uie aire simple
sur un cercle.
5. Une des applications les plus intéressantes que Riemann ait faite du principe de Dirichlet est relative à la représentation conforme d'une aire limitée par un seul contour (ou simple) sur la surface d'un cercle (*). Ainsi, élant donnée une aire simple A limitée par un contour C, dans le plan de la variable z^ et un cercle dans le plan de la variublc Z, nous allons montrer qu'on peut trouver une fonction analytique uniforme
lellc qu'à chaque point de A corresponde un point du cercle et
( ' ) Riemann, Dissertation inaugurale ( Œuvres complètes, p. 4o ).
qu'inversement à chaque point du cercle corresponde un point et un seul de A.
Admettons l'existence de la fonction précédente : nous supposons que le cercle ait l'origine pour centre et l'unité pour rayon, et de plus que le centre du cercle corresponde au point Zq de
Taire A, c'est-à-dire que
Zq étant une racine simple de cette équation.
De la définition même de la représentation conforme résulte que /{z) n'a pas d'autre racine à l'intérieur de l'aire A et sur son contour C : par suite, cette fonction est nécessairement de la forme
H{z) étant une fonction holomorphe à l'intérieur de Taire A, qu'il s^agit de déterminer. Posons
H{-3) = P-h«Q et z — Zo=rei9; on peut alors écrire /(.g) sous la forme
/(z) = e''OK'^P-»-'<Q-»-?),
où Logr désigne le logarithme arithmétique de r ou de |z — Zq |. Pour qu'à chaque point du contour C, dansle plan des s, corresponde un point de la circonférence de rayon un dans le plan des Z, il faut que la fonction Logr -h P s'annule sur le contour C. Donc P est une fonction harmonique uniforme et continue dans toute l'aire A et prenant sur C la succession de valeurs indiquée par la fonction
— Logr.
Nous pouvons, d'après le principe de Dirichlet, former une fonction harmonique ainsi définie, et la fonction Q, qui est la fonction associée de P, est alors déterminée par l'intégrale
r^'^dP dP
^dP
où Y désigne une constante arbitraire.
6. Nous connaissons donc, une fois fixé le point Zq de A qui P. - II. 18
doit correspondre au centre du cercle, la forme nécessaire de la fonction H(^) et, par suite, de la fonction de transformation.
Partant maintenant a priori de l'expression précédente, montrons qu'elle donne bien la transformation cherchée. Soit
U = P-hLogr,
on suppose qu'on donne une valeur déterminée à la constante arbitraire y qui entre dans l'expression de Q.
La fonction harmonique U sera nulle sur C, égale à — oc au point ^0 6t continue en tout autre point de l'aire; elle sera donc négative pour tous les points de A. Les courbes
seront des courbes fermées ne se coupant pas elles-mêmes et séparant la région de l'aire A où P >> a de celle où P -< a ; elles comprennent Zq à leur intérieur. Tout cela résulte des propriétés des fonctions harmoniques : la courbe (2) contient Zo à son intérieur, sinon la fonction U, constante sur la courbe, serait constante à son intérieur et, par suite, dans toute l'aire; pour la même raison également la courbe ne se coupe pas elle-même. A la courbe (2) correspond, parla transformation
dans le plan Z, la circonférence de rayon e^ ayant l'origine pour centre. Nous allons voir qu'à un point de cette circonférence correspond un point et un seul de la courbe (2). Des deux relations
dU
dy
dx
-dy
dV
dy
dx
ine
courbe f
dV
dn
ds'
on déduit, relativement à une courbe fermée quelconque,
la dérivée ^ étant prise dans le sens de la normale intérieure et
~T- représentant la dérivée de V considéré comme fonction de l'arc s de la courbe, cet arc étant compté positivement dans le sens direct. Or, sur la courbe (2), -^ est constammentnégatif, par suite
-T- est toujours positif. La fonction V(:r,^) va donc constamment
en croissant quand le point (^, jk) marche sur la courbe (2) dans le sens positif, et puisque, dans Fexpression
cp a augmenté de 2 7r après un tour complet, il en est de même de V. Il en résulte que le point Z correspondant à z décrit d'une manière continue, toujours dans le même sens, le cercle de rayon e^. A un point Z de cette circonférence correspond donc un point et un seul de la courbe (2). Nous voyons maintenant bien nettement qu'à un point Z du cercle de rayon un, dans le plan de la variable Z, correspond un point ;:; et un seul dans Taire A. A un point Z correspond, en effet, une valeur déterminée de a : c'est
celle pour laquelle
On a alors dans le plan z une courbe (2) et sur celle-ci, comme nous venons de le dire, un point et un seul correspond à Z. On voit qu'il reste dans la fonction employée pour la transformation une indéterminée réelle, la constante y; elle sera déterminée si l'on se donne le point du contour G qui devra correspondre à un point de la circonférence.
7. Le problème de la représentation conforme de l'aire A sur un cercle est complètement résolu par la formule
c'est-à-dire qu'à chaque point de l'intérieur d'une quelconque de ces deux aires correspond un point et un seul de l'intérieur de l'autre. Relativement aux points du contour G et de la circonférence du cercle, une difficulté se présente dont Riemann ne paraît pas s'être préoccupé. Revenons, en effet, aux deux fonctions P et Q qui ont joué le rôle essentiel. La fonction P{x,y) est définie à l'intérieur de l'aire A et sur le contour G lui-même.
mais il n'en est pas de même de la fonction associée Q. est, en effet, définie par Tintégrale
'^dP ^ dP ,
dx -^ ày
et nous ne savons rien, du moins en général, sur les val
T— et T- sur le contour L. Ln s en tenant aux raisonnerac
ox ày
précédents paragraphes, on ne peut donc rien affirmer sui respondance des points des contours limitant les deux air< Dans un cas particulier, d'ailleurs très étendu, la di se lève immédiatement. Supposons d'abord que le contou: formé tout entier d'un seul arc régulier de ligne analjtiqi ellipse, par exemple). Comme la succession des valeurs
par
- Logr,
que prend P(^, y) sur C, est une fonction analytique de elle est aussi une fonction analytique du paramètre avec on exprime analytiquement les coordonnées d^un point Nous pouvons donc faire usage de la remarque du § 4; l tion V{x^y) peut s'étendre un peu au delà de C : les d
T— et T— sont, par suite, déterminées pour tous les points c
il en est alors de même de Q(j:, j^). La difficulté est levée sommes assurés de la correspondance unique entre les po; contour C et de la circonférence.
Si l'on a un contour formé de plusieurs arcs réguliers d analytique, la question est un peu moins simple. La f( V{x^y) pourra bien s'étendre au delà de tous les points d tour, mais à l'exclusion des sommets (*). Nous allons mont core que les différents points de C correspondent à des différents de la circonférence. 11 suffira de considérer u tour C présentant une pointe unique A. Envisageons les c
C) On ne doil pas oublier qu'un point du contour, où se rencontre lignes analytiques diiïcrenles tangentes entre elles, est, dans dos raisooi à considérer comme un sommet.
et leurs trajectoires orthogonales parlant de deux points a et ^ de C situés de part et d'autre de A. Pour une valeur de a négative et très petite, nous aurons une courbe voisine de A, qui rencontrera en a' et P' les deux trajectoires orthogonales.
Considérons alors, au lieu du contour C (^fig» 3o), celui qu'on
obtient en remplaçant l'arc aA^ par les arcs aa', a'^', ^^. Les fonctions P et Q et, par suite, U et V, sont parfaitement définies en tous les points de ce contour, ainsi que leurs dérivées du premier ordre. Dans le plan Z va correspondre à ce contour une portion déterminée de la circonférence de rayon un et un arc intérieur. Or, en se servant toujours de la relation
dn ds
et en remarquant que, sur aC^p'a'a, -r- est toujours négatif ou
nul (cette dérivée est nulle sur les portions aa', pp' des trajectoires orthogonales), on voit que les points Z de la circonférence de rayon un, correspondant aux différents points de l'arc aCp de C, sont eux-mêmes différents : ils forment un arc F. Faisons tendre maintenant a et ^ vers A; l'arc F ira toujours en grandissante mesure que a et ^ se rapprocheront respectivement de A. Nous allons montrer que la limite de F formera la circonférence tout entière, c'est-à-dire qu'il ne peut pas arriver que la limite de F soit un arc dont les extrémités a et 6 ne coïncident pas. En effet, dans ce cas, un certain arc ab de la circonférence de ravon un correspondrait au point A; en d'autres termes, z considérée comme fonction de Z serait une fonction holomorphe à l'intérieur du cercle de rayon un et, quand Z tend vers un point quelconque
de Tare ai, z tendrait toujours vers la même constante. Or ceci est impossible : nous le montrerons bien nettement en nous reportant aux théorèmes généraux établis au commencement de ce Chapitre. Si l'on pose, en effet,
z = ^(X, Y) -h i^{Xy Y) Z = X -f- tY),
les deux fonctions harmoniques o ei ^ prenant des valeurs constantes en tous les points de ab pourront se prolonger analjliquement au delà de ab (§ 3); la fonction z de Z pourra donc se prolonger analytiquement au delà de Tare «6, mais comme elle est, par hypothèse, constante en tous les points de ab, elle devra être constante dans toute la région où elle est définie, ce qui est absurde. On voit donc qu'au point A de C correspond un seul point de la circonférence de rayon un. Il y a donc bien correspondance unique entre les points des deux contours,
M. Painlevé (*) s'est occupé, dans l'étude de la représentation conforme pour les points du contour, du cas où celui-ci n'est pas formé de lignes analytiques. Nous renverrons à l'intéressant article du savant géomètre; les considérations délicates dont il fait usage nous entraîneraient trop loin.
III. — Quelques exemples de représentation conforme. Méthode de M. Schi^v-arz pour le principe de Dirichlet.
8. Indiquons quelques exemples de représentation conforme, où nous pourrons effectuer la transformation à Taide de fonctions déjà étudiées.
Il sera généralement plus simple de considérer, au }ieu d'un cercle, un demi-plan, c'est-à-dire la portion d'un plan située du même côté d'une droite indéfinie. Ces deux aires se ramènent immédiatement l'une à l'autre; nous avons vu, en effet (t. I, p. 436), qu'une transformation
az -î~ b
Zrz.
cz
transforme une circonférence en une circonférence, et, par con-
(') P. Painlevé {Comptes rendus, t. CXII; 1891).
séquent, une ligne droite en une circonférence. Les points d'un demi-plan, dans le plan des ^, correspondront donc aux points d'un cercle dans le plan des Z.
Cherchons à effectuer sur un demi-plan la représentation conforme d'une aire A limitée par deux arcs de cercle. Soient Zq et Zi les deux sommets de cette aire, et air l'angle des deux tangentes en /3q ei a^i •
La transformation
ÔL
va nous permettre de faire la représentation conforme de l'aire A sur un demi-plan. Nous supposerons, pour simplifier, que Zo et Zi soient réelles; z étant à l'intérieur de l'aire, nous pouvons prendre pour argument de
z — Zi
l'angle ZoZZt compté de Zq en z^ (cet angle sera compris entre o et ir quand z sera au-dessus de Ox, et il sera compris entre tz et 9.T:, si z est au-dessous de cette même ligne). On voit de suite qu'à chacun des deux arcs de cercle limitant A correspond dans le plan Z une demi-droite issue de Torigine, puisque l'angle .So'S^i est constant sur chacune de ces deux lignes. De plus, la différence des arguments de (4) sur chacune de ces deux lignes sera égale à l'angle des deux circonférences, c'est-à-dire à air. Les deux demidroites feront donc entre elles un angle égal à i:, c'est-à-dire qu'elles seront sur le prolongement l'une de l'autre. 11 est alors évident que l'aire A correspond à l'un des deux demi-plans déterminés par cette droite indéfinie.
En particulier, considérons un demi-cercle; on aura a = - et la
transformation cherchée sera réalisée par la formule
\Z—Zi/
Considérons encore l'aire d*un secteur et cherchons à en faire la représentation conforme sur un demi-plan. Il suffira de transformer d'abord le secteur en un demi-cercle, ce qui se réalisera par
28o CHAPITRE X.
la formule
si aTt désigne l'ouverture d'angle du secteur.
9. Faisons maintenant une remarque générale avant d'aborder des cas un peu moins simples. Soit Z =/(z) une fonction bolomorphe à l'intérieur de l'aire limitée par un contour simple (c) sur le plan des z, et supposons que, sur ce contour, la fonction prenne une série de valeurs toutes différentes et formant une suite continue. Au contour (c) correspond alors, dans le plan des Z, un contour simple (C) ne se coupant pas, et tel, par conséquent, que la variation de l'argument de Z — Z' soit nulle ou égale à 2 7r, suivant que le point Z' est extérieur ou intérieur à ce contour, lorsque le point Z décrit le contour (C).
Cela posé, soit ^'un point de l'aire limitée par le contour (c) et Z' =/(z') le point, correspondant dans le plan des Z : lorsque le point z décrit le contour (c), le point Z décrit le contour (C), et l'argument de la fonction /( -3) — f{^') est, à chaque instant, iden tique à l'argument de Z — Z'. Par suite, la variation de Targumen def(z) — f{z') ne peut être égale qu'à zéro ou à 27c. Or elle es différente de zéro puisque le point z = z' est une racine de 1 fonction /(;;) — /(^') : donc elle est rigoureusement égale à aie— On en conclut immédiatement qu'à tout point z^ pris à l'intérieu de (c) correspond un point Z' intérieur au contour (C) et un seul et que, réciproquement, à tout point Z' intérieur au contour (C correspond un point z' intérieur au contour (c) et un seul.
10. Un exemple intéressant sera fourni par la considération d( l'intégrale elliptique
(5) Z=f'~==dL===,
k étant réel et compris entre o et i , et la détermination initiale du radical étant -f- 1 . Envisageons, dans le plan de la variable 5, 1 demi-plan situé au-dessus de Ox, et évitons les points critiquer
di I, ih T au moyen de demi-circonférences infiniment petites dé-
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crites au-dessus de Ox. Cherchons, dans ces conditions, quelle va être Taire du plan Z correspondant à ce demi-plan : z allant de o à I , en étant réel, Z décrira la droite allant de Torigine au point K;
ensuite, quand >3 va de i à t> en ayant évité le point i par une demicirconférence située au-dessus de O x, le point Z décrit la droite allant de K à iK.' -f- R ; enfin, z allant de t à -f- oo, Z suit la droite
allant de iK' -|- Kà/K'. En faisant aller z de o à — oo, on voit de la même manière que Z décrit un contour symétrique du premier par rapport à OY(Z = X -4- /Y). Il en résulte qu'à Taxe des x dans le plan des z correspond dans le plan Z le périmètre d'un rectangle R de côté 2 K et de hauteur R'.
Il nous suffit maintenant de remarquer qu^aux différents points de Taxe réel et au point à l'infini du demi-plan correspondent des valeurs de Z toutes différentes. On peut alors appliquer au problème actuel la remarque du paragraphe précédent, puisque la fonction Z est holomorphe à l'intérieur du contour simple formé par l'axe réel, par les demi-circonférences infiniment petites décrites au-dessus de Ox pour éviter les points critiques, et par une circonférence de rayon infiniment grand. Nous pouvons donc conclure que la formule (5) permet de faire la représentation conforme du demi-plan sur le rectangle R.
11. Cherchons encore à représenter d'une manière conforme un triangle sur un demi-plan. Nous partirons à cet effet de l'intégrale
Z= r (z — a)^'i(z — b)?-i(z — c)'r'idz (a<b<c);
rt, 6, c désignent trois constantes réelles, les quantités a, p, y sont des quantités positives telles que
enfin :;o est une constante dans laquelle le coefficient de i est positif. On considère, dans le plan de la variable >3, le demi-plan situé au-dessus de l'axe des x. L'intégration est faite dans ce demi-plan, et, quand on intègre le long de l'axe réel, on évite les points critiques a, b, c par des demi-circonférences infiniment petites situées au-dessus de Ox.
Dans ces condilioDs, cherchons quelle est la portion du plan Z correspondant au demi-plan. Quand z varie entre deux des points critiques, soit, par exemple, a et ft, en suivant Taxe des j?, l'intégrale
(;;-_a)«-l(Z— 6)P-1(^ — C)Y-*rf5
aura visiblement un argument invariable, c'est-à-dire que le point Z décrira un segment de droite AB, et, z marchant dans le même sens de a k b, le point Z marchera aussi dans le même sens de A en B, puisque la dérivée de Z ne peut s'annuler quand z est compris entre a et b. Ce que nous venons de dire de a à 6 s'applique à rintervalle de 6 à c, auquel correspond BC; mais, quand z décrit un demi-cercle infiniment petit autour de ft, Targument de {z — &)?~* a diminué de
les deux directions BA et BG font donc un angle égal à ^ic; avec plus de précision, une rotation de ^tc dans le sens négatif amène la direction BA sur la direction BC. Si maintenant z va de c à -f- 00, Z décrira un segment de droite CC, partant de C et faisant avec lui un angle"]'?: et CC'est tellement placé que la direction CB coïncide avec CC par une rotation de yn dans le sens négatif. Remarquons maintenant que, de quelque manière que z aille à l'iniini dans le demi-plan, Z tend toujours vers C; de plus, en appelant jji' l'affixe de C, on a pour z très grand le développement
(AiP^o),
conséquence immédiate de la relation a -+- p -h y = i . L'argument de Z — |i.' augmente donc de — tz quand z passe de -h oo à — 00, et il en résulte que, z variant de — 00 à a, le point Z décrit le segment rectiligne C'A qui est le prolongement de CC Nous arrivons ainsi à la conclusion suivante: Le périmètre du triangle ABC correspond à Vaxe réel du plan z,
Mous n^avons plus maintenant qu'à appliquer la remarque du § 9 pour en conclure que le demi-plan correspond uniformément
kr
Il H- -
à l'aire du triangle ABC au moyen de la transformation
Z=r f {z — a)*-^{z^b)?-^(z — c)y-idz.
Nous savons donc faire la représentation conforme sur un demiplan d'un certain triangle dont les angles sont égaux à aTc, ^tc et yrz. Tout triangle étant semblable à un tel triangle pour des valeurs convenables de a, p, y, il en résulte que le problème de la représentation conforme d'un triangle sur un demi-plan est complètement résolu.
12. On peut d'une manière plus générale considérer la transformation
où (I, by . . ., / sont m constantes réelles; a, p, . . . , a sont des quantités positives telles que
et -Go est encore une constante dans laquelle le coefficient de i est positif. Quelle sera la portion du plan Z correspondant au demiplan supérieur du plan des z? On verra, comme dans le cas du triangle, qu'à l'axe Ox correspond une ligne polygonale fermée, et les angles, comptés comme précédemment, que font entre eux les divers côtés de cette ligne sont respeclivemcnl
OLTZ, uTT^ .... Ait.
La ligne polygonale fermée limitera une certaine aire. Celle-ci
Fig. 3i.
fi
sera nécessairement connexe comme celle du demi-plan, c'està-dire qu'on pourra passer d'un point à un autre de l'aire eu res-
tant à son intérieur; en d^autres termes encore, Taire limitée par la ligne brisée ne pourra se fractionner en plusieurs autres aires polygonales n'ayant que des sommets communs. Ainsi, pour le cas de m = 4, on ne pourra avoir la conGguration ci-contre représentée par ABCDA {fig> 3i).
Il est important de remarquer, et c'est ici une différence avec le cas du triangle, qu'à une valeur de Z ne correspond pas d'une manière nécessaire une seule valeur de z ou, en d'autres termes, que la série des valeurs que prend la fonction Z sur l'axe réel et à l'infini ne forme pas nécessairement une suite de valeurs toutes différentes. L'aire polygonale peut, en effet, se recouvrir partiellement elle-même; c'est ce qu'indique \^ fig^ Sa. L'aire limitée
par la ligne polygonale ABGDEFGH se recouvre partiellement elle-même j on voit bien en effet que la partie ombrée appartient deux fois à Taire polygonale. A une valeur de Z répondant à un point de cette partie ombrée correspondront deux valeurs de z. Nous n'insisterons pas davantage sur cette question de la représentation conforme d'un polygone rectiligne sur un demi-plan. La forme de la fonction à employer pour cette représentation conforme et dont nous venons de faire usage a été obtenue par M. Schwarz et par M. Ghristoffel. Quand à la détermination effective des constantes a, 6, ..., / pour un polygone donné, elle n'est pas sans présenter quelques difficultés; nous y reviendrons dans la théorie des équations aux dérivées partielles ('). Nous
(') On consultera, sur ce sujet, un Mémoire de M. Schlaffli : Zur Théorie der conformen Abbildung {Journal de Crelle, t. 78).
aurons à éludier aussi plus tard la représentation des aires limitées par des arcs de cercle, qui se rattache à la théorie des équations linéaires du second ordre (').
13. Je terminerai ce qui a trait à la représentation conforme en considérant un cas très simple relatif à deux aires limitées par plusieurs contours. Deux aires A et A' limitées chacune par un seul contour peuvent être représentées d'une manière conforme Tune sur l'autre : on peut, en effet, faire la représentation conforme de chacune d'elles sur une circonférence et cet intermédiaire permet de réaliser la transformation cherchée. Des circonstances toutes différentes se présentent pour les aires limitées par plusieurs contours; deux aires A et Ai, limitées chacune par un même nombre de contours, ne peuvent pas, en général^ être représentées d^une manière conforme V une sur Vautre, L'étude approfondie de ce nouveau problème a été faite par M. Schottkj dans un beau et important Mémoire (*); cette intéressante question se rattache étroitement à l'étude de la correspondance entre les points de deux courbes algébriques, et nous nous en occuperons quand nous aurons tous les éléments nécessaires pour la résoudre.
En ce moment, je ne prends qu'un cas extrêmement particulier, sur lequel nous nous sommes appuyé au Chap. IV.
^établissons entre le plan des z et le plan des Z la correspondance
c désignant une constante positive. A une valeur de :; correspond
une seule valeur de Z ; mais à une valeur de Z correspondent les
deux valeurs
(•) Voir, sur ces questions, le tome II des Mémoires de M. Schwarz, où l'on trouvera encore beaucoup d'autres exemples de représentation conforme. On lira aussi dans le Tome I des Leçons de M. Darboux le Chapitre qu'il consacre à cette théorie.
(') SciioTTKY, Conforme Abbitdun g mehrfach zusammenhàngender ebener Flàchen {Journal de Crelle, t. 83).
entre lesquelles existe la relation z' z"-^c'^. Considérons le cercle
Fig.
iC*),-'-
cl
(C) {fig' 33) décrit de l'origine comme centre avecc pour rayon ;
on peut, en choisissant pour le radical yZ^ — c^ une détermination convenable, supposer que le point z' est extérieur à la circonférence (C); le point z^ est alors intérieur à cette circonférence, el on Tobtient en prenant l'inverse du symétrique du point z* par rapport à l'axe des x relativement à la circonférence (C).
Supposons que le points décrive dans le plan des^ une circonférence de rayon r et de centre O, et cherchons la ligne que le
point Z NU décrire dans son plan {fig* 34). On aura, en posant
•x{\ -*- t Y ) = / r H — -\ cos o H- i ( r — ; ) sin o.
et, par suite, la courbe décrite par le point Z sera Tellipse
t les fojers F et F' sont les points -^ cet — c dans le plan des Z. lo JQC à la série des cercles ayant Torigine pour centre dans le plan ^^ z correspond une série d'ellipses homofocales dans le plan ^ ^ Z et inversement. Mais, tandis qu'à un cercle dans le plan des z :>mrT'espond une seule ellipse dans le plan des Z, à une ellipse E is le plan des Z correspondent deux cercles (C) et (G") dans »lan des z, dont les rayons sont liés par la relation /•'/•"= c^ : est par conséquent extérieur au cercle (C) et l'autre intérieur, 'sque le point Z décrit l'ellipse E, les points z' et z" décrivent î^KJCfeultanément ces deux cercles en sens inverse, avec des argut^ ^ nts à chaque instant égaux et de signe contraire.
IjOrsque, r partant de zéro augmente jusqu^à c, l'ellipse E par-
^^*xi de l'infini balaye tout le plan des Z en s'aplatissant et se ré-
"^^îsantpour r = c à la droite double FF'. Si l'on continue ensuite
* ^^ire varier r de c à l'infini, on balaye de nouveau tout le plan
^^s Z en repassant par la même série d'ellipses dont les dimensions
^^^m sans cesse en augmentant. Donc au plan Z tout entier cor-
ï'^spond, d'une part la portion du plan des z extérieure à la circon-
^^Tence Cet d'autre part la portion du plan des z intérieure à cette
Circonférence.
Bornons-nous, pour fixer les idées, à la partie du plan z extérieure à C ; nous partirons de la correspondance
On suppose tracée dans le plan Z la coupure ( — c, 4- c) que Z ne devra pas franchir; la fonction y/Z^ — c'^ est alors uniforme et on la suppose positive quand Z est réel et supérieur à c. La formule précédente fait correspondre le plan Z, où est tracée la coupure ( — c, 4- c), à la partie du plan z extérieure à C. En particulier, l'aire comprise entre deux ellipses homofocales de foyer ( — c, 4- c) se trouve transformée en une aire limitée par deux circonférences. Il en résulte que le problème de Dirichlet peut être facilement résolu pour deux ellipses homofocales, puisqu'il se résout très simplement pour deux circonférences concentriques. L'une des ellipses homofocales peut se réduire à la droite joignant les deux foyers; c'est de ce cas particulier que nous avons fait usage en exposant la méthode de M. Poincaré (p. 97).
CHAf'ITIE X.
1 1. On peut, du mode de correspondance précédent, dédaiit, à l*aide du théorème de Laurent, une forme de développement en >érie pour une fonction de y(z)ho]omorphe dans l'aire comprise entre deux ellipses homofocales. Il sufRra d^énoncer les résoltats que le lecteur démontrera sans peine. On aura d'abord de suite \e développement
de r ce
les a étant des constantes. Un cas particulier intéressant est c où la fonction /(z) est holomorphe à Tintérieur d'une ellipse" fojers ( — r, -r- c): on peut facilement montrer que l'on a dan^^ cas
et Ton trouvera alors le développement
P,«(w) désignant le polynôme d'ordre m
Une fonction holomorphe, à Tintérieur d'une ellipse, se Irc^ ainsi développée en une série de polynômes. Pourc=o, on tombe sur le développement de Tajlor.
15. Nous reviendrons une dernière fois, en terminant ce C pitre, sur le problème de Dirichlet, qui nous a déjà occupé d cet Ouvrage, pour indiquer la méthode de M. Schwarz ( * ). En une partie do celte méthode a été exposée quand nous avons p du procédé alterné (p. 77); nous allons avoir à en faire us» M. Schwarz ramène la solution au problème de la représentât conforme; on sait, en effel, résoudre le problème de Dirichlet p loulc aire dont on a fait la représentation conforme sur un cerC^
Nous nous bornerons au cas où le contour serait formé d'
DS
lé
ur
le.
es
( ' ) Tome II des Œuvres complètes de M. Schwarz (p. i44)-
liers de lignes analeptiques faisant entre eux des angles difTé- I de zéro (*). 11 suffit évidemment de montrer que nous ons décomposer l'aire S limitée par ces arcs en un nombre é d'aires partielles représentables sur le cercle et empiétant nés sur les autres, car alors le procédé alterné donnera la so-
ir un arc régulier de ligne analytique nous pouvons prendre rc assez petit a^ pour qu'une représentation conforme (§ 3) forme a^ en un segment de droite a'p' dans le plan de la vae z'. En joignant a' et ^3' par un arc de cercle, on aura dans le z une aire limitée par la courbe a^ et par un certain arc ne la ant pas sous un angle nul, et l'on pourra manifestement en faire présentation conforme sur un cercle. Ceci posé, on pourra ionner l'arc analytique AMB en un certain nombre d'arcs sufiment petits et tels que deux arcs conbéculifs empiètent Tun 'autre. On joindra deux à deux les extrémités de ces arcs par ignés situées dans S et telles qu'elles limitent, avec Tare cor- 3ndant, des aires dont on puisse faire, comme il vient d'être la représentation conforme sur un cercle. L'ensemble de ces . formera une nouvelle aire limitée par l'arc AB et un arc APB ï dans S, et, pour cette aire, on saura résoudre le principe de chlet par l'emploi du procédé alterné. On peut supposer que APB coupe l'arc AB sous des angles différents de zéro. Nous itérons la même construction pour tous les côtés du contour. Q chaque sommet S nous placerons le centre d'un secteur cirire intérieur à S et empiétant sur les deux aires limitrophes nous venons de construire. Ceci sera toujours possible, puisque lires ont, aux sommets, des angles différents de zéro et que gle du contour en chaque sommet est différent de zéro. nGn nous tracerons une série de cercles tout entiers intérieurs et qui ne soient jamais tangents entre eux ni aux contours des s auxiliaires, et en assez grand nombre pour que tout point de S intérieur à un de ces cercles ou à l'une des aires auxiliaires, jffira évidemment pour cela d'un nombre limité de cercles. La
Oq trouvera dans le Mémoire de M. Schwarz l'examen du cas où l'angle ■1 ; certaines hypothèses sont alors à faire relativement à l'ordre de contact eux arcs.
I>. — IL
décomposition de Taire S en aires partielles empiétant les unes sur les autres, pour lesquelles on sait résoudre le problème de Dirichlet, est donc effectuée, et la question est dès lors résolue.
16. Il ne sera pas inutile de rappeler que nous avons en définitive fait connaître dans ce Livre trois méthodes essentiellement distinctes pour la solution du problème de Dirichlet. Ce sont la méthode de M. Neumann (p. 38) s'appliquant aux contours convexes, celle de M. Poincaré (p. 94) qui est absolument générale, et enfin celle de M. Schwarz qui s'est trouvée présentée en deux fois, d'abord (p. 77) et ensuite an paragraphe précédent. On trouvera une quatrième méthode dans le livre déjà cité de M. Harnack sur le potentiel logarithmique, mais nous nous contenterons d'y renvoyer le lecteur.
DIFFÉRENTIELLES
I. — Première démonstration de Cauchy relative à l'existence des
intégrales.
1 . Nous commencerons par donner la première démonstration de Cauchv relative à l'existence des intégrales d'un sj'stème d'équations différentielles ordinaires du premier ordre
dx
= /l(^»7l,j2 ym)j
/ — j in\^t y\* y\' •'•tym)-
Gette démonstration nous est seulement connue par les leçons du grand géomètre publiées en i844 par M. Moigno; elle concerne spécialement le cas où les fonctions /et les variables sont réelles. Son point de départ^ aussi naturel que possible, consiste à regarder les équations différentielles comme limites d'une succession d'équations aux différences. M. Lipschitz (*) a simplifié notablement la démonstration de Cauchy et a bien mis en évidence les hypothèses fondamentales nécessaires pour la démonstration.
(») LiFScnnZf Lehrbuch der Analysis, p. 5o'|.
2g2 CHAPITRE XI.
Pour simplifier Texposition et éviter des indices multiples, nous nous borneroas au cas d^une seule équation^ la méthode s^étendra d^elle-méme aux m équations écrites plus haut. Parlons donc de V équation différentielle du premier ordre
Nous faisons sut /{x^y) les hypothèses suivantes. Dans le voisinage d'un certain système de valeurs (j:*©? J'o)? correspondant à
la fonction réelle /{x^y) des deux variables réelles x et y esl continue, c'est-à-dire que, étant donnée une quantité X aussi petite qu'on voudra, on pourra déterminer S tel que pour
on ait
les points ( j-, y)^ {x -h A j:, y -{- ly) étant dans la région définie par les inégalités (i).
De plus, et c'est l'hypothèse bien mise en évidence par M. Lipschitz, il sera nécessaire de supposer qu'il existe une quantité positive k telle que
|/(>. Jj)-/(-^>ri)l<^l7î-rt I-
Cette hypothèse est manifestement d'un caractère très général; elle est vérifiée, d'après le théorème des accroissements finis, si/ a, par rapport à y^ une dérivée partielle qui reste finie.
Ceci posé, soit A une quantité positive satisfaisant aux inégalités
en appelant M la valeur absolue maxima de f{x^y) pour les points du domaine (i).
Nous allons montrer qu'// existe une /onction continue y de X satisfaisant à Inéquation différentielle
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définie pour toute vale ur de x telle que
[ar — aroK A, et prenant pour x^= Xq la valeur y^^.
C'est le théorème foDdamental de la théorie des équations différentielles ordinaires.
2. Notre point de départ sera le m6me que pour arriver à la notion de l'intégrale définie au début du Tome I. Considérons une valeur x pour laquelle
(nous pouvons supposer x> Xq). On partage l'intervalle XqX, en intervalles
•pQ J!*l j X\ aTj, • • • 1 Xn—\ X t
Formons alors les équations aux différences
y\— yo =(xi — Xq) /{xo.yQ),
7i— yi =(^î— a^i) /(^i»>i)t • •..•....« • 1
y —yn-i = (x —Xn-i)f{Xn-i,yn-l)y
qui détermineront successivement les quantités y^y y^y ..., yn-\y y* On doit remarquer que chacune des valeurs trouvées pour les^, soit pour^/, est telle que
On a, en effet, d'abord pour j^i,
I r 1 - J^o l< M ( 37 1 - r 0 )< A M < 6 ; pourra on aura
donc
I J^î— 70 I < M(ar,- j-o) < MA < b,
et ainsi' de suite.
La valeur finale j/' est donc une expression parfaitement déterminée dépendant de j? et des points de subdivision a?!, x^i •••^^/i-i* Par analogie avec la question que nous avons traitée dans le cas
de réquation tK'S simple (t. I, p. 2)
nous devons nous demander si cette expression y tend t^ers une limite déterminée, quand, x restant fixe, tous les intervalles tendent vers zéro, leur nombre augmentant indéfiniment.
Nous allons montrer qu'il y a bien une limite, et celle-ci est la fonction de x que nous cherchons.
3. Nous considérerons d'abord une première loi de subdivision telle que Ton passe d'un mode d'intervalles au suivant en fractionnant chacun des intervalles précédents. Nous allons établir que, pour une telle loi de subdivision, y tend vers une limite.
Soit
le premier mode de subdivision; nous marquerons par un accent le second mode de subdivision, et pareillement les valeurs de y auront des lettres accentuées. Soient l'intervalle x^g^x^^^ et
X i = Tjt, • * • 1 X m , .... Xff = X(x-+ 1
les valeurs intermédiaires des x\ On aura
\ym -y'/l < i^m - ^/)M < (Ta+i — Xa)M.
Nous supposons la première subdivision poussée assez loin pour
que
^a+i— ^a<o et (a^a+i — ara)M < X,
0 et X se correspondant d'après les notations du § 1 : on aura par suite
(K) i/(ar;„,r».)-/(a-j,7J)l<^-
Or on a
yz-^i—fi = ( a-;+ , — ^ j) /(arj, y, ),
J'n J'n-l — \^n ^/»-l)y (^«-1» ^ii-l)
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donc, en faisant la somme et se servant des inégalités (E), :K;-^/ = (ara+i-^a)[/(^J>y/) + OX] |0|<i.
D'ailleurs on en conclut
mais x^== Xflt; nous avons donc, en nous servant de la seconde hypothèse faite sur/,
lr« — ra+il< 1//— rai -^ (^a+i — ^a)[^lr/ — 7a| "♦" X],
inégalité fondamentale dont nous allons tirer la démonstration de V existence de la limite.
On voit que cette inégalité donne une limite de la différence des valeurs des lettres accentuées et non accentuées en o^a+i en fonction de leur diOerence en Xg^. Nous sommes donc assuré, en allant de proche en proche, de trouver une limite supérieure de \y —ylenx.
Désignons, pour abréger, par Va+i la différence \y„ — yaL^\ |- I^'inégalité précédente, à savoir
Va+, < Va-H {xo,^^ — Xj)[k\ ¥« | -4- X]»
pourra s écrire
' Va+,< Va[i -H A(a:a-4-i— ara)]-h X(a:a+i — ara), OU
Va+i-t- ^ < (Va-4- -A [i -^ k\xai^x—x^)]\ par conséquent, puisque Vo= o,
Va-4-i-f- j < j^[i-+-A:(ari — Xo)][i-f-A-(a:,--a:,)]...[i-h A:(a?a+i — a?a)].
Or, pour X positif, on a on en conclut
'2g6 chàpiteb xi.
ou
Prenant le point extrême x, nous aurons, d'après ce qui précède, en désignant par y la valeur à laquelle conduit le premier mode (le subdivisions, et par j/^ celle à laquelle conduit le second mode,
Cette inégalité obtenue, la démonstration s^achève d*ellemême. A partir du mode de subdivision Xj tous les autres modes de subdivisions suivants x' donnent pour j/^ des valeurs comprises entre
y-^jX e*^'-'»' — I ] et r — V [ e^ î'-'o' — i ].
Prenant alors une suite de quantités \ décroissantes et tendant vers zéro, on formera, d'après un mode de raisonnement bien connu, une suite d'intervalles décroissants, tous compris les uns dans les autres et tendant vers zéro; la limite commune des deux extrémités de ces intervalles est la limite cherchée.
Ainsi, nous avons une limite pour^ quand on adopte une loi de subdivisions de la nature indiquée. Je dis que toute autre loi conduira à la même limite. Soient deux modes quelconques de subdivisions de l'intervalle XqX^ marqués respectivement par les lettres
X et x' :
nous désignerons par x!' la subdivision formée avec l'ensemble des deux premières. Si les intervalles x et x' sont moindres que 8 (o correspondant, comme plus haut, à une valeur donnée de X), on aura
donc
l/'-yi<T[^^^'-'«'-0;
l.r-yi<^[«*^'-'«'-i].
Il en résulte bien évidemment, puisque \ est pris aussi petit que
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, que^ aura une limite si j^ en a une, et ces deux limites
s mêmes.
sumé, nous avons établi que, quel que soit le mode de ion, y a une limite parfaitement déterminée. Cette t une fonction de x^ qui pour ^ = o^o se réduit ky^,
reste à montrer que la fonction y de x^ qui vient d'être , satisfait à l'équation diCTérentielle
lans l'intervalle A, les trois points j^oi ^, ^\ et supposons, ;r les idées,
' la valeur de la fonction précédemment trouvée en a:, et 3ur en x'. Pour trouver ^, on peut concevoir qu'on parte îc la valeur y et qu'on fractionne l'intervalle xx' en un de parties grandissant indéfiniment. D'autre part, si Ton 1 qu'un seul intervalle, on obtiendra la quantité Y' définie
\x' — x\<^ù (0 correspondant toujours à une quantité )v), iprès le paragraphe précédent,
|Y'-yi<^[e*«-'-)-,].
uvons écrire cette inégalité sous la forme
Y'-y=Ç[e*<-'— )-i] (eî<i).
donc
y —y _ ex e*(^-r)-,|
ilte, en faisant tendre x^ vers x et remarquant qu'alors on
peut prendre \ de plus en plus petit, que^ a une dérivée -£1^^^^^^
bien
ce qui achève la démonstration.
5. Le théorème fondamental que nous venons d'établir s'étend s$ins modifications essentielles au cas de m équations du premier ordre
On suppose que les fonctions y soient continues pour les valeurs des X et des^ satisfaisant aux inégalités
soit M la valeur absolue maxima des fonctions /" dans ce domaine. De plus, on a, pour deux systèmes quelconques de points de ce domaine,
les A* étant des constantes positives.
En remplaçant, comme plus haut, les équations difTérentielles par des équations aux différences, on établira, sans autre peine que quelques longueurs d'écriture, que, dans la région définie par
ar — To|< A,
ou
A < fl, AM < 6,
il existe m fonctions continues j'i,j^2 9 • --^ym de x satisfaisant au système d'équations différentielles, et prenant respectivement pour T = a:o les valeurs ^'J, ^J, ..., yj^. La région dans laquelle les
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intégrales sont définies correspond donc à un intervalle tracé de
part et d'autre de Xq, et dont la longueur est la plus petite des
deux quantités
G. Nous venons de trouver un système d'intégrales continues prenant des valeurs données pour x = Xq] nous avons maintenant Cl démontrer que ce système est unique. Pour éviter toute difficulté, nous ferons seulement ici l'hypothèse complémentaire que les fonctions / ont des dérivées partielles par rapport à y ellesmêmes continues.
Admettons donc que nous ayons deux systèmes d'intégrales j^<, Vit •••? ym et >3|, -32, ..., ;;„, prenant respectivement les mêmes valeurs en jTq. On aura
— ^ — =/i (^» ^1. ^2. • •,-//!) — /i {^^yuyti ' ' j^m), • ••• •• • ■ ..• •• •••»
ni Zfff — Vfft ) //,. -^ \ f / \
^~ — Jm\^t ^1* ^1) • • • > ^m) J m\^t ^1> yit • • • j ym)y
ce qui, en faisant usage du théorème des accroissements finis et posant
pourra s'écrire
-^J = A} M, -r- \\Ui -'-... -^ \'{* Um,
"^ ^ Kl "1 -+- A Ji a,-4-. . .-1- Ay, Ufn,
et les Â sont des fonctions continues de x dans le voisinage de x^. D'autre part les u s'annulent pour x^ ; nous allons donc partir de ce système d'équations linéaires en a, et montrer qu'un système d'intégrales s'annulant pour x^ est nécessairement nul identiquement.
Montrons d'abord qu'un système quelconque d'intégrales peut s'exprimer à l'aide de m systèmes particuliers d'intégrales. D'après le théorème fondamental, on pourra trouver un système d'inté-
grales
puis un second sjslème et enfin un /w*'"* système
f / 1 . C/j ^ ...» "tH'
Les valeurs de toutes ces intégrales pour Xq peuvent être prises arbitrairement. On suppose seulement que le déterminant formé avec les valeurs des m^ fonctions précédentes pour j: = jr© ne soîl pas nul.
Posons alors
les C étant des fonctions dejr; en substituant dans les équations, nous aurons
dx ' dx ^ dx ^
dx "' dx "* ••• ^ "* "'"'
Le déterminant des coefficients des dérivées ne s'annule pas dans le voisinage de a?o, puisqu'il ne s'annule pas pour a: = Xo S I^^ lettres C sont donc des constantes; or, pour^r =d:oi ^^ doitavoîr
Cl = o, Cj = 0, • • • T C/ii = o,
puisque U\ = «/j = . . . = w,,, = o pour x=^x^. 11 en résulte que w<, «/2, ..., Uni sont identiquement nuls, comme nous voulions rétablir.
Des paragraphes précédents, nous concluons que, étant donné le système (2)^ on peut en général se donner arbitrairement les valeurs de j^i, ^2» • • • » y m pour x=iXq. Les intégrales dépendent
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donc de m constantes arbitraires, et Ton entend par intégrale générale du système l'ensemble de m fonctions y de x qui satisfont aux équations différentiel les et qui dépendent de m constantes arbitraires pouvant être déterminées de telle façon que pour X = x^ les y puissent prendre des valeurs arbitrairement données.
II. — Démonstration de l'existence de l'intégrale par une méthode
d'approximations successives.
7. Indiquons une autre méthode pour établir l'existence des intégrales des équations différentielles ordinaires (*). Nous envisageons, comme plus haut, en changeant seulement un peu les notalions, le système des n équations du premier ordre
dv . .
dw . .
Les fonctions /"sont des fonctions continues réelles des quantités réelles j;, w, r, . . ., w dans le voisinage de Xq^ Uq, i'oi • • •? fVp. Elles sont définies quand Xy u, v^, .. ., iv restent respectivement compris dans les intervalles
u et 6 étant deux constantes positives.
De plus, on suppose que Ton puisse déterminer n quantités positives A, B, . . ., L, telles que
< A I m' — M I -+- B I i^' — p I H-. . .-+- L 1 tï^' — w\,
X ainsi que les a, r, . . ., iv restant dans les intervalles indiqués.
(') J^ai indiqué pour la première fois cette méthode dans mon Mémoire du Journal de Mathématiques (1890).
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On voit que ces hypothèses sont celles que nous avons (ailC!» en étudiant la première démonstration de Cauchy.
8. Ceci posé, nous allons procéder par approximations successives.
Considérons d'abord le système
nous en tirons, par quadratures, les fonctions u^, i*i, . . ., tv,, en les déterminant de manière qu'elles prennent pour Xq les valeurs i^Oî ^'oî • • •> *^'o' O" forme ensuite les équations
et l'on détermine f/o, i'a? •••? *^'2 p^r la condition qu^eiles prennent respeclivemenl pour ./:„ les valeurs Uq^ io« •••> *^'o- On continue ainsi indéfiniment. Les fonctions Um-^t ^■m-^^ •••» ^^nt^t seront liées aux suivantes tt»,, c,;,, .... iv„t par les relations
ri, pour .r = .ry, on a
Nous allons établir que, m augmentant indéfiniment, w^, t^,^. . , ., iv,„ tendent vers des limites qui représentent les intégrales ehereliêes, pourKU que x reste sujfisamment voisin de ar^.
Soit M la valeur absolue maxima des fonctions/*, quand les variables dont elles tlépendent restent dans les limites indiquées. Désignons par p une quantité au plus égale à « : si j: reste dans rinter\alle {xo — p» .^'o -H ?\ on aura
I "i — "o| < M.- i »i — ci-o| < Mp.
Par suite, si Mp<;^>, le-i (juantités w,, i*,, ..., u-, resteront
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^^^% les limites voulues, et il est évident qu'alors il eu sera de ^^tne pour tous les autres systèmes de valeurs w, r, . . ., iv. Désignant par 8 une quantité au plus égale à p, nous allons supposer ^e X reste dans l'intervalle (xq — 8, j^o 4- 3). En posant
on peut écrire
Or on a
|U,|<M8, ..., |W,|<Mo.
Les équations précédentes, pour m = 2, démontrent que | U2 , IV2I, ..., |\V2 I sont inférieurs à
(A-+-B-h...-hL)Mo«,
et, d'une manière générale, de proche en proche, on voit que
I Um l? • • -M Wto I sont inférieurs à
Or
u,„ = Uo -h Ui H- Ut -4-... -h U,„;
par suite, Um^ i^m, . . ., Wm tendront vers une limite, si
En prenant 8 assez petit, cette condition sera vérifiée. Nous voyons donc que Um, ^m^ • . •, ^m tendront vers des limites déterminées //, ç, ..., (V, fonctions continues de x dans l'intervalle (jTo — 8, ^0 4- 3), 8 étant la plus petite des trois quantités
M' A-i-BH-...-+-L'
1/, v^ . . ., iv seront représentées par des séries qui convergent à la manière d'une progression géométrique décroissante.
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Od a d^ailleurs
et, puisque les Umi ^'mj •••> (^m difTèrent de leurs limites d'aussi peu qu^on veut, pour m assez grand, quel que soit x dans Tintervalle indiqué, on aura, à la limite,
et, par suite,
et de même pour les autres équations. Les fonctions w, r, cv
sont donc les intégrales cherchées,
9. On voit que la démonstration précédente définit Tinlégrale dans un intervalle qui ne peut être supérieur a celui qui est fourni par la première démonstration de Cauch}^, puisque la plus petite des quantités (4) ne peut être supérieure à la plus petite des quantités
a et ^|« Ce résultat est d'ailleurs dans la nature des choses, la dé-
monstration actuelle étant moins naturelle que celle de Cauchy, qui prend pour point de départ la véritable origine de Téquation différentielle en la considérant comme la limite d'une équation aux différences. Nous avons seulement ici l'avantage, qui peut avoir son prix, d'avoir l'intégrale représentée par une expression analytique telle cpTune série convergente.
III. — Démonstrations au moyen du calcul des limites de Cauchy. Comparaison des domaines de convergence.
10. La première démonstration de Caucli}' ne fait que des hypothèses très générales sur la nature des fonctions/. En supposant que ces fonctions soient des fonctions analytiques des lettres dont elles dépendent, Cauchy a indiqué un autre type de démonstration dont nous allons maintenant nous occuper. L'illustre géomètre a donné le nom de Calcul des limites au principe fondamental de comparaison qui joue le rôle essentiel dans cette méthode. Le
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nom n'est pas bien heureux, mais Tidée est réellement féconde : elle peut être appliquée, et de la manière la plus variée, à d'autres questions qu'à celle qui nous occupe actuellement (*).
Briol et Bouquet et M. Méray en France ont simplifié notablement les démonstrations de Cauchj fondées sur le Calcul des limites, et, en Allemagne, M. Weierstrass a fait usage aussi des mêmes principes d'une manière différente.
Nous allons suivre Briot et Bouquet dans l'exposition de la démonstration (2). Prenons d'abord une seule équation
La fonction fi^x^y) est supposée liolomorphe dans le voisinage de Xq etj)^o- O" peut supposer évidemment, en faisant un changement de variable, que XQ^y^^^o, La fonction y(:r,)) sera donc holomorphe par rapport à j; et à y quand x Giy seront respectivement à l'intérieur des cercles C et C décrits des points :c = o et jK= o comme centres avec les rayons a et 6, et on la supposécontinue sur les circonférences elles-mêmes. Nous appellerons M le module maximum de la fonction y* dans ce domaine.
Si l'équation (5) admet une intégrale holomorphe dans le voisinage de j: = o et s'annulanl pour cette valeur de la variable, elle sera unique et Ton pourra obtenir, au moyen de l'éqnalion différentielle elle-même, les valeurs des dérivées successives ~-> 77^' •" pour j? = o. Il suffit de différenlier l'équation (5), d'abord unefois, pour avoir -~» et de substituer dans le second membre j:==o,
y = o) en (liflérentiant une nouvelle fois, on aura -j^ et ainsi de suilc. Nous pourrons donc former le développement
(«) Dans les Œuvres complètes de Cauchy, i'* série, t. VII, on trouvera un grand nombre d^arlicles des Comptes rendus se rapportant au Calcul des limites.
(») Briot et Bouquet, Journal de V École Polytechnique, t. XXI, et Traite des fonctions elliptiques, p. 3a5.
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Le point essentiel, dans la démonstration, consiste à faire voir que le développement ainsi obtenu converge si j: a un module saffisamment petit. Ce point une fois établi, il est bien clair que la fonction^' ainsi définie satisfaite Téquation différentielle, puisque les deux fonctions de x
ont, diaprés la manière même dont y a été obtenu, la même valeur pour a: = o ainsi que leurs dérivées de tout ordre ; elles coïncident donc, c'est-à-dire que Téquation (5) est vérifiée.
C'est en comparant Téquation proposée à une autre que nous allons pouvoir établir la convergence de la série (6), et l'idée d'une telle comparaison forme ce qu'il y a de réellement intéressant et fécond dans ce que Cauchy appelait le Calcul des limites.
Rappelons que, étant donnée la fonction f{x^ y)^ on peut trouver une fonction V{x^y) holomorphe dans les mêmes cercles G et F et dont les dérivées partielles, toutes positives pour œ ^=y = o, sont telles que
dx" Oj'P
c'est ce que nous avons vu (Cliap. IX. p. 'ïig)\ entre autres déterminations de F, nous avons indiqué
Ceci posé, considérons l'équation différentielle auxiliaire
Admettons qu'il existe une intégrale Y de cette équation, holomorphe dans le voisinage de x = o, et s'annulant pour x = o. On aura, pour Y, le développement
«r -+- Aj-c' -T- . . . .
Les coefficients des puissances de x dans ce développement sont
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positifs, et, d'après les inégalités (a), od aura visiblement
Le développement (6) sera donc certainement convergent dans le champ où converge le développement (7). Or il est facile de démontrer directement l'existence de la fonction Y. Ecrivons Téquation
dY _ M
sous la forme
/ _ Y\ d\ _ M \ b) (Jx X
Si la fonction Y existe, les doux membres sont respectivement les dérivées de
Y* Y— -^ Cl
Malos(,_f)
Nous prendrons la détermination du logarithme s'annulant pour X = o, détermination holomorphe dans le cercle de rajon a. Comme Y s'annule pour j: = o, on devra avoir
Y-2^=-Malog(.-î) et, par conséquent,
en donnant au radical la détermination -f- 1 pour œ -=.0,
La fonction Y, ainsi définie, satisfait àTéquation -j— =:F(a:, Y);
elle s'annule pour x = o, et elle est holomorphe à l'intérieur d'un cercle ayant l'origine pour centre, et un rayon p annulant la quantité placée sous le radical, c'est-à-dire donné par l'équation
ce qui donne
ioS CHAPITRE XI.
Nous sommes donc assure que le développement (-j) converge à rintérieur du cercle de ravon s; il en est donc de même du développement (6), et, par suile, nous pouvons affirmer que /Vq nation (5) admet une intégrale holomorphe dans le cercle dt* rayon p ayant V origine pour centre, et s' annulant pour x=^*). (^ello intégrale holomorphe est unique.
On remarquera qu'à Tinlérleur du cercle de rayon o on a certainement
on a donc, par conséquent,
il rintérieur du même cercle.
11. L'anaivse précédente s'étend sans modification au cas de /> é(|ualions
dx
= A(^yyijJ'ly '":J'n).
-jj: =fn{jr,yuyt y»)-
On suppose que les/" sont holomorphes par rapport à a: et aux y dans les cercles de rayon a el b décrits respectivement de I'ori«;ine comme centre dans le plan de x et des^'. Si, de plus, M désigne encore le module jnaxiuuim des y, on comparera ce système au suivant
en posant
¥{x. Y,, Yj, . . ., Y„) =
Les \ s'annulant tous pour x^=o sont identiques, et Ton n'a à considérer que Tunique équation
dri_ M
dx ~ / x\/ Y \ «
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Le rajon p du cercle, dans lequel la convergence des développements est assurée, sera ici
o^aii — c''"-^''^").
12. Revenons un moment à la première méthode de Cauchy, el hornons-nous à une seule équation. Quand la fonction /(a:, >') est une fonction holomorphe, on peut encore appliquer cette méthode. La comparaison des résultats fournis par les deux méthodes est intéressante. Nous supposerons que les valeurs initiales sont (^Oï^o) au lîeu de (0,0).
Voici d'abord quelques remarques préliminaires. La dérivée y'yi^yy) est holomorphe à l'intérieur des cercles C et C; elle n'est pas nécessairement définie sur les circonférences ellesmêmes, mais il n'y a aucun inconvénient à le supposer, car on peut remplacer les cercles de rayon a cl b par les cercles de rayon ri — s et b — 71 (s et 7| étant fixes, mais aussi petits que l'on voudra), et la conclusion à laquelle nous arriverons n'en serait pas changée. Soit donc k le maximum du module de /'y(x,y) dans les cercles C et C.
En désignant par^i et j^2 deux valeurs quelconques dey à Tintérieur de C, on a
/•(x, j5 ) —/(x, 7, ) = Xo( jj — 71 )/; [ Jp, 7, + 0(7j — 7, )] , I >o I ^ I .
en appliquant le théorème des accroissements finis tel qu'il a été étendu par M. Darboux aux fonctions d'une variable complexe (*) (l. I, p. 35). De l'égalité précédente on conclut
l/{^,r2)-/(^»7i)|^^*iri~7il-
( * ) A la vérité, nous n'avons démontré ( t. I, p. 36) la formule généralisée des acrroissements finis que pour une fonction complexe d'une variable réelle, mais le cas d'une fonction analytique d'une variable complexe se ramène immédiatement au précédent. Soit /{z) une fonction analytique de z holomorphe dans un certain domaine comprenant deux points z^y z^ et tous les points de la droite qui les joint. Soit z un point variable sur la droite z^z^; en désignant par a Targument de -» — -., on a
soit d la valeur de p correspondant à ;;,. Par suite, nous aurons
/(^<,+ pe'')=F(p);
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De pins, la continuité de la fonction/' jt. y est oniforme i Tintrieur des cercles C et C oa plas exactement à rîntérieiir des cercles de rajon a — -et^ — t. que nous pouvons, pour la même raison que plus haut, supposer être les cercles C et C eux-mêmes.
Cela poséy soit A une quantit<^ p>sîti%e telle qu'on ait à la fois
et envisageons dans le plan des x le cercle avant x« pour centre et A pour ravon : on trace un ra von de ce cercle. En appliquant la première méthode de Ouchv. on %erra. sans changer en rien les raisonnements, que l'équation différentielle détermine sur if rayon tracé une fonction de x (dans les diverses inégalités que nous avons eu à écrire, ce sera le module qui remplacera la \aleur absolue). De plus, on démontrera ici. comme plus haut, querint^^ale continue sur un ravon et prenant en x« la valeur ^y*^ est nécessairement unique.
13. Pour chaque point x à Tintérieur du cercle de rajon A. nous déterminons ainsi une valeur pour y*, relative en quelque sorte au chemin rectiligne x^x.
Le rayon A est, comme on a \u, la plus petite des quantités
h a et ^.
11 ne [>eut être admis, sans plus d'explications, que la succession des valeurs ainsi trouvées pour j- donne une fonction analytique de x, holomorphe dans le cercle de rayon A : cest ce que nous nous proposons maintenant d^établir.
P(p) étant ooe fonction complexe de la variable réelle s. Nous avons d'après It* théorème généralisé des accroissements Gnis
8 étant compris entre zéro et d. On reconnaît de suite que cette formule peut s'écrire
Ç étant un point de la droite joignant z^ à ^, : on a toujours I À I \ i. C'est dr cette formule que nous faisons usage dans le texte.
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Il est tout d^abord évidenl qu'à rîntérieur du cercle de rajon
la succession des valeurs trouvées pour j^ représente une fonction analytique holomorphe/car cette succession de valeurs doit nécessairement coïncider avec celle que donne le développement en série de Briot et Bouquet. 11 faut montrer que les valeurs trouvées pour y en dehors de ce cercle sont le prolongement analytique de ce développement.
La remarque suivante nous sera encore indispensable. Je considère les cercles C| et C\ de rayon a — £ et b — r^, en désignant par e et 7| des quantités fixes, d'ailleurs aussi petites que Ton voudra. Soit Xt et^i un système de valeurs de x et^ à l'intérieur
Fig. 35.
de ces cercles; la fonction /(j:,j') sera holomorphe à l'intérieur de cercles ayant respectivement pour centre x^ et j^i et pour rayon s et T,. Donc, à l'intérieur du cercle ayant x^ pour centre et pour rayon
Téquation différentielle donnera un développement convergent. Ceci dit, je considère le cercle F ayant pour centre Xq et un rayon égal à
A l'intérieur de ce cercle nous avons, d'après Briot et Bouquet, un développement convergent procédant suivant les puissances croissantes de x — Xq] la valeur de y correspondant à une valeur quelconque de x donnera dans le plan des j^ un point à l'intérieur du cercle C,. Cherchons à étendre le développement précédent
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en dehors du cercle F; nous prendrons à cet eflet un point j-| à rinlérieur de F, mais aussi rapproché que l'on voudra de la circonférence du cercle. Nous pourrons, d'après ce qui précède, obtenir un développement convergent à l'intérieur d'une circonférence Tt de rayon p, ayant jc, pour centre; le cercle Fi sortira du cercle F et nous aurons ainsi un prolongement de la fonction hors du cercle. En prenant ainsi une succession de points j:,, toujours à la même distance de Xo» nous aurons une succession de circonférences F|, et l'intégrale, dont nous sommes parti en x©, sera manifestement holomorphe dans l'enveloppe extérieure F' de ces circonférences. Pour que cette extension présente de l'intérêt, il faut que nous puissions raisonner sur V comme nous avons raisonné sur F, 11 faut donc que, pour tous les points de la couronne annulaire entre F et F', la valeur correspondante dey soit à l'intérieur du cercle C\ de rayon b — r, ; or je vais montrer qu'il en est ainsi, si le rayon du cercle F' est infiTieur à la plus petite des quantités
(8) n^i et -^^.
Le fait, qui est loin d'être évident si l'on reste dans l'ordre d'idées de Briot et Bouquet, est immédiatement mis en évidence, quand on se reporte à la première méthode de Cauchy. On peut toujours, en effet, supposer que l'on va du point Xq à un point x du cercle F' par le chemin recliligne, et calculer la valeur dey par la méthode précédente; la valeur de^, ainsi calculée, sera telle que
Nous raisonnerons donc sur le cercle F' comme sur le cercle F, la valeur de p restant toujours la même. Du cercle F', nous passerons à un troisième cercle F'' et ainsi de suite, jusqu'à ce que le rayon de ces cercles successifs devienne égal à la plus petite des quantités (8). Mais, puisque e et tj sont deux quantités indépendantes, aussi petites que l'on voudra, nous pouvons affirmer que l'intégrale de l'équation différentielle qui, pour X = Xqj prend la valeur yo est holomorphe à l'intérieur du cercle ayant pour rayon la plus petite des quantités
b (9) « et ^j.
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Il est bien aisé de voir que, dans tous les cas, ce nouveau ra^on ^e convergence, pour ia série de Ta^lor représentant l'intégrale,
supérieur à l'expression a\\ — e ^^/. La chose est évidente ^» o ^sta la plus petite des expressions (y). Dans le cas où ce so-
'*^* •^ .., nous avons à vériiier que
«(i-e"^)<^, '^^ ^^ ui revient à voir que, pour x positif, on a
^^^[alité manifestement vérifire.
insi on peut certainement fixer pour le domaine de converce de l'intégrale un champ plus grand que celui auquel a été conduit par le Calcul des limites (*), et ce résultai l^end immédiatement à un nombre quelconque d'équations.
IV. - Dôtermination unique d'un système d'intégrales
par les valeurs initiales.
It. Reprenons le système des n équations
Mous avons vu que, si les /étaient holomorphes dans le voisi- ^ge de J^Oî^o^'î, • • • y y^nt ^^ y savait un système unique d'inléw^les holomorphes dans le voisinage de Xq et prenant pour celle ^leur les valeurs respectives y", y^, . . . , y^.
(') E. Picard, Sur la convergence des séries représentant les intégrales des 'ouations différentielles {Bulletin des Sciences mathématiques, 1888).
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Existe-t'il un autre système d^ intégrales non holoniorphes prenant les mêmes valeurs pour x = Xq'^ Par un tel système nous entendons un système d'intégrales r,, ^'2, . . .,^« jouissant de la propriété suivante.
On imagine qu'autour de XoîJ'J. •••>.)'« on décrive des cercles de rayons très petits, et Ton suppose que, x restant à Tintérieur du premier en suivant un arc de courbe C aboutissant au point Xq, les valeurs correspondantes des r restent respectivement à l'intérieur des autres cercles; de plus, quand, x restant sur C tend vers jr©, lesj^ tendent respeclivemeut vers les j'®. Avant ainsi bien défini ce que nous entendons par intégrales prenant des valeurs données pour X = Xqj nous pouvons chercher à établir que le système d'intégrales holomorphes est le seul jouissant de la propriété précédente.
Dans le Mémoire que nous avons déjà cité, Briot et Bouquet établissent ce théorème en se bornant au cas de /i ;= 1 , et leur méthode ne s'applique pas au cas de n quelconque. De plus, et c'est le point sur lequel je veux insister, leur démonstration suppose implicitement que x tend vers Xq en suU'ant un arc de longueur finie. Si l'on admet cette restriction, la démonstration pour le cas de n quelconque peut se faire en suivant la marche que j'ai indiquée dans le cas où x est réel (§ 6). En effet, toutes les considérations développées dans la première Section de ce Chapitre peuvent être étendues au cas où l'on admet que x reste sur un arc Jîni aboutissant en Xq, Nous nous placerons maintenant à un point de vue un peu différent pour ne pas introduire d'hypothèse supplémentaire dans la démonstration, et nous parviendrons facilement au théorème cherché en nous appuyant sur le théorème fondamental relatif à l'existence des intégrales dans la théorie des équations aux dérivées partielles.
Soit d'abord l'équation unique
(E) f- =fir,y).
Nous considérons l'équation aux dérivées partielles
àx •' ^ ày
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II y a une inGnilé de fonctions F(x,y) des deux variables indépendantes X et y, vérifiant cette équation. Si, comme nous le supposons, /(x,^) est holomorpfae dans le voisinage de x^y yo^ nous établirons dans un moment qu'on peut trouver une fonction V^Xjy) holomorphe dans le voisinage de (jro>^o)> satisfaisant à cette équation et se réduisant pour x = Xokune fonction arbitraire, donnée à l'avance, f (y), holomorphe autour dej'o- Nous admettons ce théorème fondamental qui sera démontré dans la Section suivante.
Ceci dit, soit F(x,y) une telle intégrale; nous supposerons
seulement, comme il est possible, que F s'annule, tandis que — ne s'annule pas, pour x = Xq^ yz=:yQ [il suffit de prendre <f{y) telle que '^(j^'y) = oet «p'(j>'o) ^ o]» Si l'on substitue dans F (j:,j^^), à la place dey, une intégrale quelconque de l'équation (E), on aura
C étant une constante indépendante de :r; on a, en effet,
dF dF dy dF ôF ^,
Si maintenant nous revenons à une intégrale y^ définie comme au paragraphe précédent, et prenant pour Xq la valeur yo^ on devra nécessairement avoir
puisque F(xQ,yQ) = o. Toute intégrale y satisfera donc à l'équation précédente. Or, si nous nous reportons au théorème de Weierstrass (Ghap. IX, §8), nous savons que l'on peut écrire,
puisque (g)^^o,
^i^^y) ne s'annulant pas dans le voisinage de {xo,yo) et P(^)
étant holomorphe. L'intégrale j^, que nous éludions, vérifie donc
la relation
Elle coïncide avec l'intégrale holomorphe (*).
(*) On voit qu'il est utile pour la théorie des équations différentielles de ne pas établir Tcxistence des fonctions implicites en s'appuyant sur les théorèmes
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16. La démonstration sVtend d'elle-même à un système d'équations différentiel les
on devra ici considérer Téquation aux dérivées partielles
ÙV ^ dV . dV
ox -^ /H-, -^ Oyn
Nous admettons, comme nous Tavons fait plus haut, qu'il existe une fonction F des n -\- i variables x,yi, V2? . . .,^/i satisfaisant à cette équation et se réduisant pour x = Xo k une fonction arbitraire donnée à l'avance 'f{y^'^y2^ •••>JK//) holomorplie dans le
voisinage de ^rî^r^ ••» >'«•
Si dans une telle fonction F(^, J^i, j)'2, • . ., J'/i) on remplace
J'mJ'-m •••» JOi par "n système d'intégrales des équations propt)-
sées, on aura
(J étant une constante indépendante de x,
Prenons alors n fonctions F, que nous désignerons par F|, F2, . . ., F,,; elles seront déterminées par les fonctions ^1, ^2» •••» '^„ (|iii sont leurs valeurs pour x=:Xq» Nous supposons que
et (|ue le déterminant fonctionnel ne s'annule pas pour j^J, j^-", ..., jj.
relatifs à l'exislcnce des intégrales. Ce n'est pas, d'ailleurs, la seule fois où nous trouverons profit à avoir établi Tcxistcnce des fonctions implicites à Taidc du théorème de Weierstrass.
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Un système quelconque d'intégrales j>'i,j'2> • • •» J'/o prenant |>ourxo les valeurs respectives ^pi'J, •.., J'JI? satisfera aux équat-îons
F/i(^,ri»7î» •'",yn) =o.
Or, d'après ce que nous avons vu (Chap. IX, § 11), les valeurs <Jes y, satisfaisant à ces équations, restant dans le voisinage de «"^îî J^î» • • •» J'/lî quand x reste lui-môme dans le voisinage de Xq^ ^t prenant pour x =^ Xq les valeurs y^-i y\^ . • ., J^,^, sont des fonctions holomorphes de x. Nous arrivons donc encore à la conclu- >>ion : il ny a pas (T autre système d^ intégrales satisfaisant aux conditions requises que le système liolomorphe,
17. J'ai insisté sur l'existence unique du système d'intégrales dans le cas général où les équations ne présentent aucune circonstance singulière; c'est, en effet, une proposition tout à fait fondamentale et la base même de l'emploi des équations différentielles dans toutes les applications. 11 semble de plus, à lire certaines phrases d'un Mémoire de M. Fuchs ('), que ce théorème puisse être mis en doute. Je ne puis partager le scepticisme de rillustre géomètre. Sans doute, on peut faire une légère critique à la démonstration de Briot et Bouquet, mais la proposition ellemême n'en subsiste pas moins, comme je viens de le montrer, si Ton précise bien l'énoncé. Prenons, en le simplifiant, un exemple cité par M. Fuchs : soit l'équation
^ =— ^, dx X
dont l'intégrale générale est visiblement
logx
C étant une constante arbitraire. Soit Xq yé o, lorsque x part du voisinage de x^ et y revient après avoir tourné un très grand
C) Fuchs, Sitzungsberichte der Derliner Akademie, i886.
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nombre de fois autour de l'origine, une intégrale quelco une valeur de plus en plus petite, mais il est bien clair ne peut pas dire qu'on a là une intégrale s'annulant pour au sens que nous avons spécifié au § li.
V. — Existence des intégrales des systèmes d'équations
aux dérivées partielles.
18. Nous nous sommes appuyé, dans la Section pn sur un théorème relatif à Texistence des intégrales d'ui tion linéaire aux dérivées partielles. Nous aurons plusi encore, dans la théorie des équations différentielles ordi l'employer; aussi allons-nous établir de suite ce théorèr prenant sous sa forme la plus générale.
Les propositions relatives à l'existence des intégrales c tions aux dérivées partielles ont été démontrées, pour la fois, par Cauchy, à Taide du Calcul des limites (* ). On a t de différentes manières, les démonstrations de Cauch> devons citer, en particulier, M. Darboux, M. Méray et waleski. Le Mémoire de l'éminente analyste sur ce sujc venu classique (^); c'est ce travail que nous prendrons pc dans Texposé de la démonstration. Démontrons d'abord rème préliminaire.
On considère le système d'équations aux dérivées p
(K) / àx Z^ '^ oxk \
Ox Zd ^' dxk
t)ù les A, U, ..., L représentent des fonctions holomor seules lettres //|, u* iim dans le voisinage de z/^, u\^
(•) OEuvres de Cauchr (/oc. cit.).
(M SopiUK K0WALE8KY, Journal de Creile. i. ^1.
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On se donne d'autre part m fonctions de Xi, x^^ . . ., Xp
holomorphes dans le voisinage de j;J, x?^, . . ., x^ et se réduisant respeclivemenl à w", w", ..., u^ pour ces valeurs des variables
•X. I • oC 2 ) * * * ) 17 *
Ceci posé, nous allons établir qu'on peut trouver m fondions tii^ //2, . . ., ///n desp H- I variables indépendantes x, Xi , Xa, . . ., Xp satisfaisant au système (E) et se réduisant respectivenient pour x = x° àçi, cpa, ..., Ç;„.
Nous faisons d'abord la remarque évidente qu'on peut supposer nulles les constantes initiales m®, a:®, x\. Si les fonctions satisfaisant au\ conditions de Ténoncé existent, on pourra, à Taidc des équations (E), effectuer leurs développements suivant les puissances de x. On aura, en effet, les valeurs de toutes les dérivées partielles des u pour j; = Xi = . . . = j;^ = o. Gela est évident pour les dérivées où x ne figure pas, puisque les valeurs des u sont données pour a: = o. Quant aux autres dérivées partielles, on les aura de proche en proche; ainsi les dérivées, où la dérivation est faite une fois seulement par rapport à x, seront données par les équations (E) différentiées un nombre quelconque de fois par rapport à x^^ x^y ...,^y>. On dérivera ensuite les équations (E) par rapport à x, et, en s'appujant sur le calcul des dérivées précédentes, on aura les dérivées partielles où la dérivation est faite deux fois par rapport à x^ et ainsi de suite.
On aura donc les développements
Ui=z Pi -I- Pja:-h...-i- Pj,a7« h-...,
où les P sont des fonctions connues holomorphes de J7|, Xj, . . ., Xp, Si ces développements sont convergents, ils satisferont au système (E); cela résulte de la manière même dont ils ont été obtenus.
Le point capital de la démonstration est la convergence des séries précédentes dans un certain domaine autour des valeurs initiales. On reconnaît, dans tout ce que nous venons de faire, l'analogie la plus complète avec ce que nous avons fait dans le cas d'une équation différentielle ordinaire. La démonstration de la convergence va encore résulter d'une comparaison avec un sys-
tcnie convenable; c'est toujours Tidée fondamentale du CaJ^^ des limites de Cauchy.
Soit M le module maximum des A, B, . . ., L, quand les u r^"^^' lent dans leurs plans respectifs, à l'intérieur d'un cercle de rayo
D'après ce que nous avons vu (Chap. IX, p. 240), la foneti
INl
«1 -i- Mî -+-. . .-+- U
peut être prise pour fonction do comparaison (*), c'est-à-dire quV dérivée partielle quelconque de F pour Ui = 1/2 ^ , . . = //^ = est positive et supérieure au module de la dérivée corresponda" des fonctions A, B, ..., L.
Nous allons comparer le syslùme (E) au système
àV, _0l\ _ _ ^ M V ^^ '
àx ax Ox Li -4- lu -h. . . - V„, À^ OTi
Soit d'autre part N le module maximum des fonctL '^(:r,, Tj, . . ., Xp) (qui s'annulent pour .r« = j:2 = . . . = Jr^ = quand les x restent respectivement à l'intérieur d'un cercl rayon p. Aux fonctions cp nous allons substituer, comme val^?' -w initiales des U dans (E'), la fonction de comparaison
D'après les propriétés des dérivées des fonctions de coixs J3araison, il est bien clair qu'en développant les U en séries à P a*^ ide du système (E'), comme on a développé les u à l'aide du sysl& J»e (E), on trouve des coefficients positifs et supérieurs au mocM t//e du coefficient correspondant dans U. 11 suffit donc de démon C'er la convergence des séries tirées du système (E'). Or les U, atysiot même valeur ^ pour x = Oj seront identiques, et le svstème C^') se réduit a l'unique équation
^ _ _^! /ii_ / f>ll âV dV \
Ox ~~ m\}\ Oxx dxt ' dXp )
(*) Cette fonction de comparaison est employée depuis longtemps par M. Wcierslrass.
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>C|ue <^ ne dépend que de oTi -4- ^2 -f~ . . . -h Xp^ nous pouvons >iimer que U ne dépendra que de celte somme. Refj^ardons c: U comme fonction de x et de
^lation précédente devient alors
ô\j _ Mmp dis àx m [j dz
nous avons à considérer Tintégrale U de celle équation qui, irx = o, se réduit à
Téqualion (m) exprime que les deux expressioj.s
U l'i ( 1 ;— 1 w -h M mpx
:it fonctions l'une de Tautre. On doit donc avoir
( I ;- ) 5 -t- M mpx = •{/( U \
Comment doit-on déterminer la fonction arbitmire i ? Nous ulons que, pour x = o.
aura donc
on
pose
La fonction •}(/) est donc complètement dcterminëe, et lu rehi D donnant U sera nécessairement de la forme
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(^est une équalion du second degré en Lî : pour j? = 5 = o,el*^ ^
une racine nulle el une autre éerale à — • La seule qui noQSÎ*^^**~
resse est la racine nulle : elle est liolomorphe dans le voisid^B^ de x=^z = o; c'est donc aussi une fonction holomorphc d^ -*^- ^,, X2^ . . ., ^/, dans le voisinage de
•iv — •* I • • • • — tt ' '
I^e système (E') ayant une intégrale liolomorphe, il en sera *!<' même, d'après ce qui a été expliqué, pour le système E qui adMTnel (lès lors un système d'intégrales satisfaisant aux coodilions i"e- (]uises.
19. Du théorème précédent, nous pouvons conclure un tim ^orème plus général, en supposant dans le système (E) que les A, B, ..., L ne dépendent pas seulement des £/, mais aussi d^^ ^, .ri, X2^ . • M JCp. Le théorème qui vient d'être établi subsiste di. ans ces nouvelles conditions.
Pour l'établir, nous considérerons le système des iw -|-/> — r-ï équations
()ui v^ . , , , âui
T - X j '-'t'A' ' " ! • . . . , M //; , .ÎT , iîr I , . . . , JT^f ) y
àx\ _ Ox
àx' ox
Ce système est de la forme de celui qui a été étudié au paragr^f^"^ précédent. On peut se donner pour ^7 = 0 les valeurs initiale^ "^ //i, Wj^ ..., Um qui seront les fonctions '^, et aussi les valeurs ^^ x', x\^ . . ., x' pour .r = o; pour ces dernières valeurs, nouspr^*'"
drons
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H— I dernières équations montrent que Ton doit avoir alors •*■ — j , u I — •*' 1 » • • • » I* — '^ pi
I* suite, nous avons démontré /'existence des intégrales stéme
'^thn _ V T / \ ^"'
. — X j '•'i.A' "l> • • • » "/«» '^> ♦''il . . • . *''^) -j —
^fil poui' X ^= o les valeurs 'f i.'fj
• Ainsi, en particulier, et c'est le théorème sur lequel nous
sommes appuyé (§ io), l'équation
f)u -, Ott
l^^on suppose /(d:,j*) holomorplie dans le voisinage de ^o? J'o] eilra une intégrale // holomorphe dans le voisinage de jrr = a:©, ^'0 se réduisant, pour or = x©, à une fonction donnée cp(,y) ^orplie dans le voisinage de y = J'o»
i.reillement, Téquation
^w . . au ^ , ^ du
ày,n
eltra une intégrale u se réduisant, pour x = Xq, à une foncdonnée de )'i, j'o, . . .-, ym-
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Ql ELQLES APPLICATIONS DES THÉORÈMES GÉNÉRAUX
I. — Cas où le coeffîcient différentiel devient infini. Théorème de M. Painlevé sur les fonctions définies par une équation du premier ordre.
l. Nous a\ons vu, daus le Cliap'ilre pn^cdcnl, quelle était la nature de Tinlr^ralc de rc({uatiou
devenant égale à >o pour jr = jCq^ quand/^ur, y) est holoraorplie dans le voisinage de (xo,^'o)- D'autres circonstances pourront se présenter, et nous aurons à les étudier en détail. Considérons seulement en ce moment le cas trrs simple où y* deviendrait infini pour X r= jTy, )'=j^„i mais de telle manière que son inverse, s'aniiulant en (.ro,^'oV
liil lioloniorplie dans le voisinage de ce système de \aleursder cl V'. (^ue pouvons-nous dire des intégrales do I équation (i) prenant pour .r,, la valeur Vo*'
On ramènera facilement ce cas à celui pn'cédemment étudié, en considérant x comme fonction de y. Kcrivons alors IVquation >ous la forme
Le second membre est liolomorplic dans le voisinage de (.ro,^i*j,},
onule pour x = Xq, y =j*oî supposons d'une manière généque toutes ses dérivées partielles, jusqu'au rang m exclusi- ;iit, s'annulent pour ces valeurs (m est au moins égale à n. rès le théorème fondamental, il y aura une intégrale de Téîon (q) prenant pour )•= lo '^ valeur j'oî on aura
résulte (Chap. IV, § 9) que ) peut se mettre sous la fornie e série ordonnée suivant les puissances croissantes de
'€mier terme du développement contenant l'expression précéeà la première puissance. L'intégrale de l'équation (i), prenant * Xq la valeur de r©, a donc au point ^o f'f^ point critiqiu' *brique, c'est-à-<lire un point autour duquel se permutent rses valeurs de la fonction. Ces valeurs sont ici en nombre
ans la suite, nous dirons toujours qu'une fonction ^ de ^ a % un point critique algébrique, quand elle prend une valeur rminée (finie ou infinie), en jr,,, et (ju'elle a autour de ce point lombre fini de valeurs distinctes se permutant les unes dans lutres quand x tourne autour de x^.
est évident que l'on obtient ainsi toutes les intégrales de l'élion (i) prenant pour x = Xq la valeur Voi puisque nous avons tontré précédemment que la seule intégrale de (9.) prenant la urde j^o, quand j^ tend d'une manière quelconque vers j^o? ^sl aisément fournie par le développement holomorphe (3).
. L'équation diflerentielle (1) définit une fonction analj'tique, nd on s'est donné les valeurs initiales (j'o» J'o)« E" supposant / amorphe dans le voisinage de (j^o? J'o)^ on aura un premier cloppement en série qui définira y dans le voisinage de j^„. xtension de la fonction en dehors de cette première région d«' vergence se fera en se plaçant au même point de vue que s la théorie des séries entières (Chap. II, p. G8). Si l'on a tracé rc déterminé allant de Xq en X, on efiectuera, s'il est possible. Succession de développements de proche en proche pour
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alleindre le poiiil \. mais il est clair que Toq pourra élre arréiô 1^ >i l'on renconlre des système» de valeurs de (XjV) qui soient des >vslèmes de valeurs sinf^uiières pour la fonclîoDy(x,^K).
Sans insister sur ces généralités peu instructives^ arrétons-noas sur un cas particulier qui nous conduira à un théorème fort important. Prenons Téqualion
y est une fonction rationnelle par rapport à r, et elle est uniforniP par rapport à x quand cette variable reste dans une certaine région R. On suppose de plus que pour une valeur fixe, d^aillet^rs arbitraire, donnée à v, la fonction y de x puisse avoir dansR soU des pôles, soit des points singuliers essentiels isolés; il estévid^^^ que ces derniers ne pourront pas ici varier avec i% puisqii^*** doivent élre nécessairement des points singuliers essentiels po**^ un au moins des coeflicients des diverses puissances de ^aui^*' mérateur et au dénominateur de y. 11 n'en sera pas de mémeC^^^ pôles qui, en général, dépendront de la valeur de ^'. Désigner ^* par (a) Tensemble des points singuliers essentiels et des pôles ne dépendraient pas Aq y.
11 arrivera, en général, que la fonction y(j:", >*) deviendra//! terminée pour un certain nombre de systèmes de valeurs de (x, } ) ces systèmes seront les racines communes aux. deux équati (|u'on obtient en égalant à zéro le numérateur et le dénomina (le/. Soit (^) Tcnsemble correspondant des valeurs de x dans 1^
Enfin, si dans l'équation (E)on pose^= — > on a«ra une éqi
lion de même forme
uni
où y, est rationnelle en ji, el il pourra arriver que pour ceri systèmes de valeurs (v, o) de (x, j'i) la fonction y devienne lodéterminée; nous appellerons (y) l'ensemble des valeurs cor ^k^'pondanles de x. Ceci posé, nous allons démontrer qu'e/i dehors (kf points (a), ( j^:i), (y) V équation (E) n'a d autres points singu Sitn (fuc des pôles ou des points critiques algébriques,
iSous supposons que l'on parte d'un point Xq avec la v»cttr
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e yoi ia fonction / étant holomorphe dans le voisinage o>^o)- On mène par Xq un arc de courl)e C ne passant pas S points (a), (P), (y). Cherchons à nous rendre compte des "S de rintégrale le long de cet arc. On avancera de proche en e sur C en employant successivement les développements en fournis par le théorème fondamental, mais il pourra arriver ;s rayons de convergence de ces développements tendent vers ît qu'on ne puisse dépasser un certain point X de Tare C. devons nous demander quelle sera la nature du point X pour l^aie que nous étudions.
st, a priori, évident que trois circonstances peuvent seulese présenter. En prehiier lieu, quand x tend vers X en suivant Z,y peut tendre vers une valeur Y telle que
tction — sera alors holomorphe dans le voisinage de
), puisque X est distincte par hypothèse des points (a), (P);
Al/ X est alors un point critique algébrique.
second lieu,^^ peut augmenter indéfiniment; la fonction
une valeur (finie ou infinie) parfaitement déterminée pour L, j^i = o, puisque X n'appartient pas aux points (y), il en e encore que X sera ou un pôle ou un point critique alque.
troisième lieu, on pourrait faire Thypothèse que j^ n'a pas lite quand x tend vers X; mais nous allons voir que cela est isible. Marquons, en effet, dans le plan y les différentes ra- Y»de l'équation (4), Y|, Y2, . . ., Y^l, et considérons de plus ce plan le point 00. Si x reste à l'intérieur d'un cercle de très petit p décrit autour de X, les racines y de l'équation
ont dans le voisinage de Yi, . . . , Yjj.. Nous pouvons donc déautour de ces derniers points des courbes très petites (si p li-méme très petit) yo 72? • • • ? Ypi à l'intérieur desquelles
resteront les racines de TéqualioD précëdenle. Décrivons ensuit toujours dans le plan des y^ un cercle F de rajon très grand.
Ceci posé, revenons à Téquation (E); si l'on prend comme v leur initiale de x un point à l'intérieur du cercle de rayon p Ira plus haut, et pour valeur initiale de y un point erxtérieur a courbes y et intérieur à F, on aura une intégrale iioiomorphe d un certain champ autour de la valeur choisie de x. Quand on f< varier d'une manière continue les valeurs initiales de x cl j^, rayon de ce champ variera d'une manière continue, et ii aura nifestement un minimum X différent de zéro quand x ely dé ront Fensemble des domaines où ils doivent rester.
Ces préliminaires bien compris, supposons maintenant notre intégrale y ne tende vers aucune limite quand j: se r proche indéfiniment de X. Il est impossible que j^ reste cens
ment à rintérieur d'une courbe y ou à l'extérieur de F, car d. ce cas^ aurait pour limite un des Y/ ou Finfini. Il arrivera d que y, pour certaines valeurs de x aussi rapprochées q voudra de X, sera à l'extérieur des courbes v et à Fintéiîeur d m Or nous avons dit que, pour des valeurs initiales de or et ^ sa. faisant à ces conditions, le rayon de convergence autour du poisi est au moins égal à un nombre fixe X; il y aura donc un monra où le cercle de convergence du développement enveloppe point X, et celui-ci ne pourra pas être alors un point d*indê mination. La contradiction à laquelle nous arriverons démo i donc bien (|u'cn dehors des points (a), (^), (y) l'équation d'dutres points singuliers que des /tôles ou des points algébriques.
MIC
on F.
snl
le
er-
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3. Ce théorème a été démontré par JVI. Painievé, et même le cas plus général où f serait une fonction uniforme quelco A(t y dans le plan de la variable >• (').
Il s'étend aux équations qui ne seraient pas du premier c3
en -T • Ainsi l'équation
dx
ans
gff
( ) P. Painlevê, Sur les lignes singulières des fonction» ancUytique^ nales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1888).
An-
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a[g(-bi'iqtie eny el -^ n'a, en dehors d'un rcrtain nombre de points fixes, que l'on peut marquer à l'avance dans le plan, que des pûles el des points critiques algébriques; c'est un point sur lequel nous reviendrons itprès l'étude des fonctions algébriques.
On peut énoncer le même résultat sous une forme un peu dilTérente. Si nous appelons singulariit- essentielle d'une intégralitoute singularité autre que les pôles et les points critiques algébriques, nous pouvons dire que les singularités essentielles des intégrales de l'équation (5) sont Jixes, c'est-à-dire ne varieiil pas avec la constante arbitraire figurant dans l'intégrale générale. On le voit bien pour notre équation (4) *>ù les singularités essentielles ne peuvent être autres que les points (a), O), (y).
Ce théorème a été souvent implicitement admis, mais on se rendra compte qu'une démonstration rigoureuse était d'autant plus nécessaire que des circonstances toutes différentes peuvent se présenter pour les équations d'ordre supérieur au premier. Là les singularités essentielles peuvent dépendre des constantes d'intégration. Ainsi, soit
en éliminanl i'.f et Cj entre r, -,— et 'y- . on aura une équation i\lfjébrique
lU les singularités essentielles di's intégrales dépendent ei/demmenl de lu constante Cj.
II. — Équation de Riccati et équation linéaire du premier ordre, l. Itevcnons à notre équation (K)
/étaiil rationnelle en^'. Les singularités essentielles, comme nous venons de le voir, sont fixe.s, mais, en général, les pôles cl les points critiques algébriques sont variables d'une intégrale à l'autre. I^aissons de côté les pùlcs, et demandons-nous quelle forme doit
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avoir l'équation pour (jue les points critiques algébriques soie, indépendants de la constante d^ intégration.
Tout d'abord y devra être un polynôme entier en y^ car, si W avait
ut
P et (^ étant deux polynômes en r, qu'on peut supposer n'avcc=^^ ir pas de facteur commun quand x est quelconque, il suffirait po"' -^mxv .r^=Xo, Xq étant quelconque, de prendre comme valeur initia^^^^-le de V une racine j^o ^^ Téquation
L'intégrale de Téquation (li), devenant égale a y^ po ^ui* x::=^x^^ aurait en ce point un point critique algébrique, puisq^^^"- ***
-j- est infinie pour (xo^Vo). On voit donc que Xo serait un poi ^^**
critique algébrique pour une certaine intégrale, et nous avons p Xq arbitrairement.
Ainsi / est un polynôme en y. Nous allons voir qu'il ne pe être de degré supérieur à deux. C'est ce que montre de suite V
quation transformée obtenue en changeant j»* en --• Si le degré '"
de / est supérieur à deux, cette é(|uation transformée sera de '"
forme
y*! étant un polynôme en y^ ne sannulant pas, quel que soit pour :>-, rz_ o. L'intégrale de cette équation, qui s'annule pour u valeur arbitraire Xq de x^ aura en Xq un point critique alg brique, car nous sommes encore dans le cas du coefficient difTi rentiel devenant infini.
En définitive, notre équation (E) doit être de la forme
((•») -ji' - IM «-+-()!-;- H.
dx '^
P, Q, R ne dépendant que de x. D'ailleurs, dans toute région J. plan où P, Q, R sont uniformes, les points critiques des intégral ne peuvent être que les points singuliers (a) (pôles ou points sii
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jliers essentiels) de ces coeflicients : ceci résulte du ihéorème ^montré au paragraphe précédent. L'intégrale j^ a unç valeur dérminée (finie ou infinie) en tout point distinct des points (a); m qu'elle reste finie, elle ne cessera pas d'être holomorphe, et, elle devient infinie, son inverse restera holomorphe, puisque
^uation (6) garde la même forme quand on change^' en - •
5. Nous avions déjà rencontré l'équation (6), qui est connue »us le nom adéquation de Riccati (t. I, p. 4'")- ^^ peul, comme >nséquence du fait capital que les points critiques de l'intégrale înérale sont fixes, trouver a priori de quelle manière la conante figure dans l'intégrale générale.
Soient deux points Xq et x distincts des points critiques; joilons-les par un arc de courbe déterminé ne passant pas par les )int3 critiques. Désignons par j'o I21 valeur initiale d'une inté- •ale en x^, et soit j^^ la valeur de cette intégrale quand la variable i de Xq k X par le chemin tracé. Quand j'o est donné, la valeur i y s'ensuit; y est donc fonction Ac y^ et c'est la nature de cette nction que nous cherchons (').
On voit d'abord que y est une fonction analeptique uniforme î j'o, car, pour étendre de proche en proche l'intégrale à partir ; Xq^ en suivant l'arc tracé, on partage celui-ci en un nombre ffisamment grand de parties, el Ton a alors une succession de
rcles dans lesquels y ou — est holomorphe. Les valeurs succès-
ves de l'intégrale sont donc des fonctions analytiques de j^q ^^ *' I est, par suite, de même pour la valeur finale j^. Quelle que soit valeur finie ou infinie donnée ky^^yy aura toujours une valeur irfaitement déterminée qui sera également finie ou infinie; ceci ffit pour que nous puissions affirmer que y est une /onction itionnelle de y^. En eflel, la fonction uniforme^ ne pourra alors oir de singularités essenlielles; ayant seulement des pôles à disnce finie et à l'infini, elle se réduit donc à une fraction rationîlle (Chap. V, p. 123).
(') Nous généraliserons plus tard le raisonncmenl qui va être fait, quand nous udicrons avec M. Fuchs et M. Poincaré les équations algébriques du premier dre à points critiques fixes.
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Mais nous pouvons aller plus loin : y sera de la même manière une fonction ralionnelle de Vç^ car on peut aller de x en jr^ eu sui\anl en sens inverse le chemin trace, et le même raisonnement s^applique. Il en résulte que i* sera nécessairement une /onction linéa ire d e i •« , so i l
C -.-Drô
les A, B. (*, D sont, bien entendu, à considérer comme des fonrlions de x^ fonctions indépendantes de la valeur initiale y^ di* l'intégrale. Nous pouvons donc dire que In constante arbiirairf V4, entre linéairement dans i^intés^raie générale.
Il n'est peut-être pas inutile de souligner le point de cette démonstration où nous avons besoin de nous appuver sur ce fait qii«* les points critiques de l'intégrale sont iî\es, car on pourrait être tenté d'appliquer le même raisonnement à toute équation de hi forme* (E). Nous ne pourrions pas regarder i* comme fonction «le Vç, si les points critiques des intégrales étaient mobiles: en eflet, en faisant varier i'^. il arri\erait un moment où ces points critiques, variables avec i*©, rencontreraient Tare tracé de .r„ en jr, et, à ce moment alors, y cesserait d'avoir un sens bien défini.
Nous venons de dire que la constante arbitraire, si elle est con- \enablement choisie, entre lin<*airemenl dans l'intég^rale général»* «le l'équation de Riccati. En fait, nous avions déjà obtenu ce résultat par une voie élémentaire, <]uand nous a\ons démontré (/<>f\ r/V.) que le rapport anharmonique de «piatre solutions de l'équation précédente est une constante. En désignant par v la solution générale et par i',, r^. J'j trois fonctions déterminées satisfaisant à l'équation, nous avons
Vi — V* 11— V.
a riant une constante. En lésoUant jwir 1 apport à i*, on a bien pour celle-ci une expression «le la forme \ 7 ♦, où. à la place de i\,, <e trouve la constante arbitraire z.
0. LU cas parliculier très simple de léquation de Riccati est
;iui de Téquation linéaire du premier ordre
) £ = Qr-R.
ji correspond à P = o.
On peut remarquer que les intégrales de cette équation ont non îulement leurs points critiques fixes, mais aussi leurs pôles fixes. .D effet, un point Xq du plan, qui n^est pas un point singulier de Q u de R, ne peut être un pôle d'une intégrale; car, si Ton change
en — > Téquation devient
une intégrale de cette équation s'annulant en x^ est identiqueent nulle, puisque >'i = o est une solution et que la solution est lique d'après le théorème fondamental.
On peut intégrer par des quadratures l'équation (8). Posons
élaiit la nouvelle fonction et v représentant pour le moment une notion quelconque de x\ on aura
r/i' du I.
u—, — \- V -f- = Q la' -H \\.
(ix dx
Or choisissons r de manière que
ui donne
Il prenant arbitrairi^ment la constante d'intégration. L'équation
» réduit alors à
du
dx On a donc
u = flXe-^Q^^dXy i l'équation linéaire du premier ordre est intégrée.
A IVquaûon < 8 ) se rallache une classe un peu plus générale qui .>*v ramène immédialemenl ; c'est Téqualion
dv il suffit de poser
Téqualion à laquelle satisfait Vx est une équation linéaire du premier ordre.
III. — Inversion de l'intégrale elliptique. Fonctions entières
associées aux fonctions elliptiques.
7. Le problème célèbre de l'inversion de l'intégrale elliptique va nous fournir Toccasion d*appliquer encore les théorèmes g«:iirraux du (Chapitre précédent. Partons de l'intégrale elliptique
(lU
du
OÙ r/, b, r, d sont quatre constantes distinctes. Nous avons étudié en détail les propriétés de cette intégrale, nous avons défini ses deux périodes et montré que leur rapport est nécessairement imaginaire (p. 'X'Xii ).
Cette fonction de // est complètement définie quand on a choisi la valeur initiale, |)Our// = //o, du radical qui figure au dénomiiialeur (w„ étant distinct de «, 6, r, r/), et qu'on s'est donné le chemin d'intégration. C'est la fonction irwerse qui va maintenant nous occuper, c'est-à-dire la fonction // de z obtenue en posant
/•" du
. / /Â ( // — a){u — b){u — CHU — d)
Cette fonction // de z satisfait manifestement à l'équation différentielle
(9) \^) = H^^ — <^)(u — b)(u—r)yu — d)\
. du , 11. • .
pour z = o^ on a u = //© et ^ a pour valeur la détermination
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►îsîe du radical pour u = u^. D'après le théorème fondamental, u 1 une fonction holomorphe de z dans le voisinage de ^ = o ; nous lions montrer que u est une fonction, uniforme dans tout le /i, n^ ayant d^ autres points singuliers que des pôles, *Ln étendant de proche en proche la fonction, le théorème fonaental cessera d'être applicable quand la variable z arrivera en point où u prendra une des valeurs a, t, c, d et oo. Supposons bord que, pour 2 = a, // prenne la valeur a; nous allons voir ? u ne cessera pas d'être holomorphe dans le voisinage de ;; = a. nffit, en effet, de poser
^équation
du ri j — 7-
îent
»o second membre est holomorphe dans le voisinage de u'= o, =>ar suite, les intégrales de cette équation (suivant qu'on prendra e ou l'autre détermination du radical pour u'= o), s'annulant 1* 3 = a, seront holomorphes dans le voisinage de ce point, rriême raisonnement s'applique à 6, c, d,
Mpposons maintenant que, pour 3 = a, u devienne infini, on ^ra alors
cquatioii deviendra
-j- = /A(i — ap)(i — ôv)(i — cv)(i — dv). dz
second membre étant holomorphe pour i^ = o, on en conclut t s; est holomorphe dans le voisinage de a. La fonction u est le uniforme autour de a, admettant simplement ce point comme e.
De ce que, quelque valeur ( Tmie ou infinie) que l'on donne à u en
point a, l'intégrale correspondante de (9) est uniforme dans le
isinage de ce point, on conclut souvent, sans plus d'explications,
e toute intégrale de cette équation est une fonction uniforme
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dans tout le plan de la variable complexe 5 (*). Une telle manière de raisonner pourrait conduire^ pour des équations d*ordre supérieur au premier, à des résultats inexacts. Nous avons supposé implicitement plus haut que Tinlégrale, étendue de proche en proche, prenait en chaque point du plan une valeur déterminée. Or il pourrait en être autrement, s'il était possible, par exemple, que cette intégrale eût des points singuliers essentiels.
Quelques mots d^explication seront ici suffisants pour rendre la démonstration rigoureuse, mais il est indispensable de les dire.
Nous allons montrer que, d'un point arbitraire wq comme centre, on peut toujours décrire un cercle d'w/î rayon fixe p, tel qu'à l'intérieur de ce cercle l'intégrale u soit uniforme. Ceci étant prouvé, il est manifeste (pie l'extension de la fonction pourrase faire de proche en proche a Taide d'un cercle de rayon invariable ; la fonction pourra donc s'étendre dans tout le plan, et ne cessera pas d'être uniforme.
Pour démontrer l'existence de ce nombre p, considérons le plan de la quantité complexe u. Traçons autour des points a^ 6, c, d des cercles C de rayons suffisamment petits, qui vont rester fixes, et de l'origine comme centre décrivons un cercle F d'un rayon assez grand, qui, lui aussi, restera invariable. Tant que u est intérieur à r et extérieur aux cercles C, on a un rayon de convergence déterminé par le développement de l'intégrale de l'équation (9). Ce rayon de convergence a, quand u varie dans la région Indiquée, un certain minimum différent de zéro. Supposons maintenant que u soit dans un cercle C!, on posera u=z a -V- w'', et l'on a, comme nous l'avons vu, une écpiation en u\ à laquelle on peut appliquer le théorème fondamental. Tant que u' restera dans un certain cercle C, transformé de C, le ra^on de convergence de la série donnant u' restera encore supérieur à une certaine limite. Nous avons donc notre minimum p, tant que// reste dans le cercle F.
Si // est extérieur à ce cercle, on pose u = -t et nous avons l'é-
(') Il en est ainsi, par exemple» dans le Trailé classique de Briot et Bouquet. J'ai insisté {Bulletin des Sciences mathématiques t 1890) sur rinsuffisance de ce raisonnement et montré comment on peut rendre la démonstration complètement rigoureuse.
(jiialion
(-r:) =(' —av){i — ùi')(i — cv'){i — dv)\
v restera compris à rinlérieiir d'un cercle F', transformé de f. (^uand i' reste dans le cercle F', on a un certain rayon de conver- {^cnce pour Tinlrgrale f, et ce rayon a un minimum différent de zéro. Nous avons donc, en résumé, en prenant le plus petit des différents minima trou\és, un rayon p tel que l'intégrale «, qui prend en un point arbitraire z^ une valeur arbitraire, finie ou infinie, est certainement définie et uniforme à l'intérieur du cercle ayant z^ pour centre et un rayon égal à p. La démonstration est donc complétée.
IO
OÙ R(w) est un polynôme du quatrième degré dont les racines sont distinctes, est donc une fonction uniforme de z dans tout le plan. Remarquons de suite qu'il en est de même quand K(2/) est lin polynôme du troisième degré à racines distinctes : nous avons vu, en effet, qu'on passe d'une intégrale à l'autre au moyen d'une substitution linéaire (t. 1, p. 4^)* On peut l'établir aussi directement par les raisonnements du paragraphe précédent, auitquels il faut cependant apporter une petite modification. Dans le cas où u devient infinie, il faut poser
et l'on peut appliquer le théorème fondamental à Téquation en v. Une remarque importante découle de là; les pôles de u sont, dans le cas où R(w) est du troisième degré, des pôles doubles,
La propriété capitale de la fonction inverse est la double périodicité. Nous avons rappelé que Tintégrale avait deux, périodes distinctes (o et cj'; ceci veut dire qu'à une même valeur de u correspondent, en choisissant convenablement le chemin d'intégration, une infinité de déterminations de l'intégrale rentrant dans la
formule
^ -r- mtu -H m'co',
z désignant Tune de ces déterminations, m et m' représenlant deux entiers quelconques. Si donc nous posons
on aura, quels que soient les entiers m et m' positifs ou négatifs,
A ( ;; 4- m to -h m'to' ) = X( z).
La /onction 5^(5) est donc doublement périodique.
Rappelons encore que le rapport — est nécessairement iiiiagi-
naire.
9. On peut représenter géomélriquement sur le plan de la variable:» la double périodicité de la fonction \{z). Marquons d'une parties points co, 2o>, 3(o, ... et d'autre part les points co', 2co', 3(o', .... Les premiers -sont situés sur une droite Oa (O étant l'origine) et à égale distance les uns des autres, et de même les seconds sur une droite 06; par les premiers points menons des parallèles à 06 et par les seconds des parallèles à Oa. Ces deux séries de parallèles di\isent le plan en parallélogrammes égaux, et leurs points d'intersection sont les points mo>-|- m' tù' homologues (le l'origine. La double périodicité consiste en ce que la fonction reprend la même valeur aux points homologues de ces divers parallélogrammes. Il est clair que ce réseau de parallélogrammes n'est pas entièrement déterminé; l'origine O est un point arbitraire du plan et l'on peut, par consécjuent, déplacer le réseau parallèlement à lui-même.
En se reportant à la forme précédemment donnée (Cliap. VIII, p. 2i2)desdélerminations multiplesdel'intégrale(io),nous voyons (pi'à une valeur arbitraire de u correspondent deux valeurs distinctes de z^ c'est-à-dire deux valeurs qui ne diffèrent pas d'une somme de multiples des périodes. On peut encore énoncer ce résultat en disant que l'équation
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Liinl une conslanle quelconque (finie ou infinie), admet deux 7 /nés dans un parallélogramme de périodes, E¥i particulier, la fonction )»(:?) a deux pôles dans chaque paral- >gramme de périodes; dans le cas où le polynôme R(w) est du îsième degré, ces deux pôles coïncident et l'on a dans chaque 'aJlélogrammc des périodes un seul pôle, mais il est double.
iO. Une remarque sur les pôles de a( 3) va nous être utile dans Jnomcnt. Écris ons explicitement Téquation diflerenlielle
^ €i un pôle dans un parallélogramme de périodes. Dans le voi- •ge de a^ la fonction // peut se mettre sous la forme
Z — IX
-ulculons les deux premiers coefficients a et ^. Eu substituai) ^^veloppement dans Téquation différentielle, on aura
■Nous devons égaler les coefficients des diverses puissances de ^~ a. On a ainsi, en prenant les coefficients de (r — flf) * et de
î-=Aaî,
Ainsi, nous trouvons pour a deux valeurs égales et de signe» ^ntraire; elles correspondent aux deux pôles distincts de la fonc- ^n dont les résidus sont, par conséquent, égaux et de signe con- *aire. Au contraire, le second coefficient ^ n'a qu'une valeur.
H. La fonction \i^z) peut bien facilement être représentée par n développement en série, et, quoique ce résultat ne soit pas *un grand intérêt pour le développement de la théorie des foncions elliptiques, nous y reviendrons un moment, puisque nous
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avons déjà eu l'occasion de Findiqucr sommairement dans l«* Tome I (p. 273).
Nous pouvons supposer que Tune des deux périodes est tnzi; il suffit pour cela de remplacer z par kz, k étant une constante convenable. Appelons donc (o et 271/ les deux périodes; la partie réelle de w n'est pas nulle, et pour fixer les idées nous la supposerons positive.
Soient a et a' les pôles de la fonction dans un parallélogramme de périodes. Je forme la série
tn ---Hao
Cette série est convergente pour toute valeur de z comme nous allons le montrer; on doit siMiIcmenl n'inarquer que si :; est de Tune ou l'autre forme
p tl q étant entiers, il y aura dans la série un terme devenant infini, et il faut entendre alors que la série est convergente quanfl on a laissé ce terme de côté.
La démonstration s'appuie seulement sur les règles élémentaires relatives aux séries. Prenons d'abord la partie de la série où //i est positif. Pour m suffisamment grand, chaque terme est comparable à e''^^, et, puisque la partie réelle de w est positive, cette partie de la série est convergente. Pour la seconde moitié de la série (m <C o), le terme de rang m pour m très grand est comparable à e'"***, et la convergence est encore évidente.
Ainsi, sans qu'il soit besoin d'insister davantage, la série représente une fonction /{z) uniforme dans tout le plan et admettant comme pôles les points des suites (1 1). Elle admet d'ailleurs évidemment les deux périodes 2izi et w. La chose est évidente pour la première période, puisque chaque terme admet cette période: quant à la seconde, elle résulte de ce que la série ne change évidemment pas quand on remplace m par m -+- i.
On voit de suite que les résidus de /(z) relatifs aux pôles a et a' et leurs homologues sont égaux et de signe contraire; ils sont res-
ctivement
r et : .
ga _ ga çff
T.D multipliant /{s) par une constante convenable H, nous uvons faire que les deux fonctions 5»(:î) et h /(z) aient les i^mes résidus; la difierence
^9, donc une fonction doublement périodique, qui n'a pas de pôle ^^3 un parallélogramme de périodes. Son module reste donc, ^'^s ce parallélogramme et par conséquent dans tout le plan, in- '^leur à un nombre fixe : elle se réduit donc à une constante ^I>rès le théorème de Liou ville. On peut donc exprimer la ^^^ction y^{z) à l'aide de notre série /(z),
* 2. D'après le théorème de M. Welcrstrass (Chap. V, p. i44)' ^^ ^'^ction 'k{z) doit pouvoir se mettre sous la forme d'un quotient
^s deux fonctions G[z) et G, (2) étant des fonctions entières de 2, ^ ayant pas de racines communes. On peut évidemment mettre i'une infinité de manières une fonction, telle que ^(2), sous cette forme, puisque Ton peut multiplier les deux termes de la fraction |)are''***, R étantune fonction entière. Parmi les fonctions entières, ^ont le quotient donne "^{z), il en est d'extrêmement intéressantes <]ui jouent un rôle fondamental dans la théorie des fonctions elliptiques. Les considérations suivantes vont nous y conduire très simplement.
Considérons l'expression
I ttZ I (/////* -4 pil) dz
I il) e* '• •^ =• ,
m et p désignant deux constantes, et u étant toujours la fonction doublement périodique de z définie par l'équation
1^1 -z Am»^- B/f»-»- C£/2-!- Dm — E.
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Nous voulons montrer qu'on peut choisir les deux constant* et p de telle sorte que r expression (\ 2) soit une fonction en> de z.
Les pôles de u sont les points singuliers de la fonction (i?. "^^^J première intégration
/ (mu^-i- pu)dz
donnera en général un logarithme. Voyons si nous pouvons cl^^ m et p de manière que Tintégration ne donne pas de terme M rithmiquc. En reprenant les notations du § 10, nous avons
vl Ton voit que, si
nous n'aurons pas de terme on ^ : il n'y aura doncr
de logarithme aj)rùs la première intégration, cl cela pour f «-* n l'autre pôle, puisque ^ a la même valeur — , .- pour les deux | "> «^1 Nous avons donc la première relation
La seconde intégration se réduit alors à
et, par suite, elle introduit le terme logarithmique
— m%' Io{;(5 — a} -f- . . . .
Or, pour Tun et Tautre pôle, a- a la même valeur -r-> î»i donc
m a* = — I ou //i = — A,
l'expression (12) sera holomorphe dans le voisinage de z^tr* ^^ admettra a comme racine simple.
Il résulte du calcul précédent que l'on doit prendre
La fonction
rsst une fonction entière ; elle a pour racines simples tous les ^ôles de u et n^en a pas d'autres.
Si, maintenant, nous considérons le produit
lîous voyons que ce sera une fonction entière G|(5), puisque les pôles de X(z) sont racines de G{z). De plus, G(;:)etG« (z) n'ont pas de racines communes, G{z) n'ayant d'autres racines que les pôles de À(^).
Nous avons donc
13. Les fondions entières G cl G| jouissent de propriétés "cmarquables. D'après la définition même de G(z), on a
Vous avons donc
G^(.g-^co) _ G'(z)
X5 + (i) (ma* -T- pu)dz.
Or le second membre ne dépend pas de :;, puisque mu^ -^pu idmet o> comme période, et que d'ailleurs les résidus relatifs aux pôles de cette dernière fonction sont nuls. En désignant par [jl la valeur constante du second membre, nous aurons donc en intégrant
(i3) G(z-{-txi) = elA=-^-vG(-),
V étant, comme [jl, une constante.
On aura de la même manière l'identité
(i4) G(5-}- to') = e!^'-+v'G(5),
ul' et v' étant encore des constantes.
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Les idenlités (i3) et (i4) expriment une propriété fondant taie de la fonction G (3). Nous sommes donc ainsi conduit à fonctions entières que Briot et Bouquet (*) appellent fonciC intermédiaires^ et dont Télude a été faite par M. Hermite ses lettres à Jacobi en i844 (^)* '^^ fonction G|(5) satisfait demment aux mêmes relations.
lin \ »
(j^j -n-^^)..- UUC-y
du
It = O, -— = I .
4K, ?.iK\
en adoptant les notations précédemmenl employées, [..es pôles
sn5 sont ( loc. cit.)
iW ci !>-K-hiK',
et toutes les valeurs qui sV*n déduisent par addition de multipl de périodes. De plus, du changement de variable eficcli
( » ) Briot el Bouquet, Tliéorie des fonctions elliptiques, p. a36.
(') Voir le Cours lilhographic de M. Hermite (Paris, HermanD, 1891).
(ic
H. Arrélons-nous sur la forme canonique, qu^ont re célèbre les travaux d'Abel ri de Jacobi; Téquation différent m ^\\q se réduit dans ce cas à
La fonction // est complètement définir par la condition que, ^:^ oiir
rz: o
Nous désignerons, suivant Tusage, par
u = su j,
cette fonction elliptique, sn v étant l'abréviation de sinam^. C^^^^^^ fonction est impaire, c'est-à-dire que sn( — ^) = — sn>j, puis l'intégrale elliptique donnant :; en fonction de u change de si quand on change u en — u.
Si l'on se rappelle les résultats obtenus (Chap. VII, p. aai), voit de suite que les périodes sont ici
ne
hap. VIII, p. 32^), on conclut
sn(z~- IK' ) — .
A- sn 5
Cherchons, à l'aide de celte formule, la valeur du résidu de z correspondant au pôle / K'. Nous devons obtenir la limite du
>duit
( z — /K' ) sn-,
ir :; = /K', ou, en posant z = / K' -h s, la valeur du produit
£ sn ( / K' -1- c ),
ir e = o. Or ce produit peut s'écrire
k snz
it la limile est manifestement y > puisque (—rr') ='• I-c î du correspondant au pôle 'aK -\- /K' est — j-
Lo. Que devient, dans le cas [>articulier que nous examinons, "onction G{z) du § 13? On a alors, en prenant ^o = <>?
-A« i dz I sn'zfiz
luette fonction entière a été d'abord considérée par M. Weier- ISS (Journal de Crelle, i856) qui la désigne par Al(z) (*). :te fonction, étant une fonction entière, peut être développée en ; série toujours convergente ordonnée suivant les puissances z. Les coefficients de ce développement peuvent se calculer llement de proche en proche, en se servant de l'équation diffélielle qui défînit sn^. On reconnaît ainsi immédiatement que coefficients des diverses puissances de z sont des polynômes A". Ce développement est convergent pour toute valeur de z ot ir toute valeur de k. Si l'on pose G| (z) = Al^ (3), le dévelopnent de A/, (3) jouira de la même propriété que le développent de Al(z),
) Briot et Bouquet, Théorie des fonctions elliptiques^ p. 465.
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16. Terminons en indiquant un système remarquable de deui équations différentielles auxquelles satisfont A /(c) et A /| (:;). Soil
et posons, pour abréger,
Nous allons former deux é(|uations auxquelles satisfont ces fonctions. La fonction u satisfait aux deux équations
la seconde iTclant autre que la première écpialion dérivée. Dances é<|ualions, substituons
on 0 ainsi
(Vli^_rl'l)'=Vv-(i4-Âi)L'*V*-4-ÂïUS (tz dz I
tiz- dz' dz dz ^ dz J '
De ces deux équations, on lire de suite, en remplaçant dans la
dV\ d\_
dz dz
di 1 . d\} d\ •,11 • ,
e le produit .^ -jj lire de la première,
-[^S-v.-(fj>-[vS-m:.-(S:)'].
Les fonctions U et V étant premières entre elles (c'est-à-dire n'ayant pas de racine commune ), on déduit de là
V{z) étant une fonction entière.
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Or, en désignant par w et w' les périodes de sn5, nous savons ue les fonctions U et V se reproduisent multipliées par des cxonentielles de la forme et"+^ et e^'^"^^' quand on change z en 4- w et 5 4- co'. Dans ces conditions le quotient
f/z* \ dz ) ' (l /U'\
îra une fonction doublement périodique. On en conclut que Irr mction P(2) est une fonction doublement périodique entii'ie , par suite, une constante.
La valeur de cette constante est facile à calculer; il suflit de re ^ = o, dans la seconde équation. Or, puisque
— A* / //: / *iiî; é/z
I a, pour :? = o,
az az^
ir conséquent Vf z) ^= o. I^es deux équations cherchées sont donc
..d^V ... /dV\^
fiZ^
[fl\ î
Nous n insisterons pas davantage sur les fonctions elliptiqur*;». >us n'avons pas \oulu en ce moment faire leur étude, mais prénter simplement quelques applications des théorèmes généraux ! la théorie des fonctions. Après avoir étudié les fonctions albriques, nous reviendrons plus longuement sur les fonction*^ tublement périodiques.
(iÉNÉRALlTÉS SUR LES FONCTIONS ALGEBRIQUES DTNE VARIABLE. - THÉORÈME DE M. NŒTIIER. — SURFACES DE RIEMANN.
I. — Déflnition des fonctions algébriques; développement
dans le voisinage d'un point.
1. Nous avons déjà considéré, dans un cas 1res parlîculîer, une fonction algébrique : c'est le cas (Chap. V^, § 18) où la relation entre ii et z est de la forme
Il étant un polynôme en z. Il est in(lis|)ensable que nous approfondissions l'étude générale des fonctions algébriques. Parlons donc de la relation
y étant un polynôme en u (ti z irréductible, c'est-à-dire ne pouvant être décomposé en un produit de polynômes de degré moindre. Le polynôme est supposé de degré m en u pour une valeur arbitraire de z. Pour une telle valeur de 5, nous avons donc m valeurs distinctes de w; d'après le théorème général sur la décomposition en facteurs des fonctions de plusieurs variables (Chap. IX, §7), il existera ni développements holomorphes dans le voisinage de Zq et se réduisant respectivement pour z = z^^ aux m racines de l'équation y(w, z^) =^ o. Si donc on part en Zq avec une des racines Uq de cette équation, on pourra suivre de proche en proche la racine choisie, pourvu que le chemin ne passe pas par
FONCTIONS ALGÊBKIQIKS ULNE VARIABLE. 349
*in point où plusieurs racines de (i ) deviennent égales, c'esl-à-dire par un point critique, '^€ cas où une racine et une seule deviendrait infinie ne présente
«'icunc difficulté; on pose dans r<'*(jnatiou (i) ^/ == et Ton a l'éî'iation
cetto équation a alors une racine nulle simple.
^ rà peut remarquer que dans toute portion du plan ne contenant a»! en 1:1 de ces points critiques, le prolongement analytique de la lonction (on de son inverse, si u devient infinie) se fait toujours * ■ ^îde d'un cercle dont le rayon ne descend pas au-dessous d'un -^rtsiin minimum, et nous concluons de là que, nne fois choisie la ■^^ii^e en un point Zq de Taire limitée par un contour simple ne '^^^^prenant à son intérieur aucun point critique, l'équation (i) ^^iinit une fonction uniforme dans cette aire.
^- Nous avons jusqu'ici laissé de côté les points critiques, D'a-
P^ès un théorème déjà établi (Cliap. IX, §7), nous savons que,
^^ Celte équation a, pour z = %, n racines égales à P, elle aura,
pOur s voisin de a, n racines et n seulement voisines de p. Soient,
^^^ ^1 voisin de a.
Ces n valeurs. Si nous parlons de Zt avec la détermination 1/4 et ^ue z tournant autour de a revienne en z^J u, qui n'a pu varier <]ue très peu, sera resté voisin de ^ et se retrouvera alors en Zi avec une des déterminations (2). Si l'on retrouve ;/|, la racine considérée sera holomorphe dans le voisinage de a. Soit, dans l'hypothèse contraire, U2 la détermination trouvée; en tournant une nouvelle fois on obtiendra, soit i/|, soit une des autres déterminations {/j, ..., Un,' Dans le premier cas, on aura deux racines //| et Us se permutant autour de a; dans le second, on continuera de la même manière, et finalement on arrivera à n' racines
a,, wj, Un (ft' ^n)
se permutant circulairement autour de a. On dit que ces n' ra-
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cilles, qui pour z = ol prennenl loules la valeur ^, rormeDl un système circulaire. Si Ton pose
la l'onction ti considérée comme fonction de z' sera hoiomorplie dans le voisinage de z'= o, puisque z fait n' tours autour cle a. quand z' fait un tour autour de l'origine, l/équalioti
aura donc une racine liolomorplie autour de Torigine, et. prenant
pour z' =: o la valeur [5, on peut la développer en une sérir
entirre
Si maintenant nous revenons à la variable; z, nous auxoiis le développement
Aux /Indéterminations de[z — t.)"' correspondent n valeurs de u: ve sont les n' racines qui se permutent circulairement. Nous arrivons donc à cette conclusion :
Les racines qui pour z =i ol f/auennent égales à ^ furinenl un ou plusieurs systèmes circulaires, et les racines d'un même système circulaire sont, dans le voisinage de a, représentées par un développement de la /orme (3).
3. Le résultat précédent pourrait suffire pour la théorie générale des fonctions algébriques et de leurs intégrales, mais, au point de vue pratique, on doit se demander comment on pourra obtenir les divers systèmes circulaires et les nombres /i' correspondants. Cette étude a fait Tobjet d'un Mémoire classique de M. Puiseux (*).
Nous pouvons supposer a=:^:=o, et nous partons donc de
( • ) PuisEUX, Mémoire sur tes fonctions algébriques ( Journal de AfatUcmtttiques, t. W; i85o).
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mettant que, pour\3 = o, l'équation ait n racines nulles. ir 5 très petit, Téqualion aura n racines elles-mêmes très s ; ce sont ces racines que nous devons étudier. t u une de ces racines : pour une valeur infiniment petite de z. es termes du premier membre de (E) sont infiniment pejtils. allons nous laisser guider par cette idée que u doit être par >rt à z d'un ordre infinitésimal déterminé. On aura alors deux îs au moins du même ordre infinitésimal, soient
A-^//? et X'z'^'ity, il que la limite de
ne quantité finie diirérentc de zéro, on conclut que u est de re de sH-, [jl élant un nombre commensurable, nécessairement leurs positif.
Ton connaissait la valeur de [jl correspondant à une certaine le, on ferait dans l'équation (E) la substitution
u = tz^,
m aurait, pour z = o, une certaine équation en l. Les racines elle équation en /, finies et différentes de zéro, donneraient acines de l'équation (E) d'ordre [x : il faut donc trouver [jl. )it
est de degré [x par rapport à c, le terme général sera d'ordre itésimal
lura toutes les valeurs possibles de y. en égalant a -h pjx à une 3 expression analogue a -f- ^'[jl, mais toutes les combinaisons ont pas acceptables. La valeur de [x donnée par l'égalité prénle doit être telle que, après avoir remplacé u par tzV- dans l'éion, les autres termes soient d'ordre au moins égal à a -f- ^[x.
Iri
IN>iii- trouver les valeurs de a, on procède de la manière suivante. Soit ;jL une valeur convenable donnée par
ji = 2'-i-3'-x
|x rt'présenlc Tinver^e du coeflicienl angulaire changé de signe de la droite joignant les deux points A et A' de coordonnées (a, ^'i el I a'. |5' ) rapportés à des axes rectangulaires Oa et 0,3. De pl«> a -h ^ifi. njprésente l'ordonnée à rorij;:ine de celte droite; jK>ur tout autre terme correspondant à
on doit n\oir
d'où Ton conclut que le point (a", Ji") doit être sur la droite A A' ou au-dessus (dans le sens des ,3 positifs).
On est ainsi conduit à la règle suivante : figurons tous les svstrmes d'exposants (a, ^3) par des points rapportés à deux axes O'JL et 0,3. Il y aura un point au moins sur Oa : soit P le point le plus rapprocht» de l'origine (,/?^''. 3()). Autour du point P, on fait tourner OP de gauche à droite, jusqu'à ce qu'on rencontre un ou
plusieurs sommets; soit A le dernier de ces sommets. Faisons tourner ensuite la droite PA, toujours dans le même sens, jiisqu^à ce qu'elle rencontre un ou plusieurs autres points; soit A' le dernier de ceux-ci. On fait tourner ensuite la droite AA' autour de A', et Ton continue ainsi jusqu'à ce qu'on arrive à l'axe Op; sur cet axe, le point ^ = n est le plus voisin de l'origine.
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Soil doQC un côté quelconque ÂÂ' dont le coefficient angulaire 9 et désignons par
termes correspondant à ce côté. On remplace u par lz\^ et Ton après suppression du facteur 5^+Pt*,
» A/P-h...4-A'rf'-t-5A(...) = o (A>o).
ur 5 = 0, nous avons l'équation en f, qui a P' — P racines difTé- Eites de zéro,
A.U côté AA' correspondent donc P' — P racines de degré infitésimal \l. En faisant la somme
K retrouve manifestement n ; donc toutes les racines sont ainsi oxivées.
4. Avant d'aller plus loin, faisons d'abord une remarque im- ^■:*tante sur l'équation (4).
Soit [X = - (la fraction ^ étant irréductible] , on a
résulte de là que p' — p est un multiple de q; d'une manière 'Vis générale, et pour la même raison, si nous avons dans l'équa-
c^n le terme
exposant P'' — p sera un multiple de q. Donc l'équation (5) est ^e équation en t*f.
Revenons maintenant à l'équation (4); en y posant
Ile devient
G) rP[.A-h... ^A'^?'-?l-i- -'^GC/, 5')--o,
P. — II. a^
X étant entier et positif et z' ne figurant qu^à des puissances entières et positives.
Si ti est une racine simple de Téquation (5), la racine / de Téquation (6), devenant égale à tt pour ^'=0, sera une fonction holomorphe de z' dans le voisinage de z' = o. Soit
et Ton aura pour u le développement
(7) u = \ei-\-az*f -hbz'f -h...Jzf.
Or ce développement a q déterminations. On voit de suite qu'il donne à la fois les valeurs de u qui correspondent aux racines
de l'équation (5) dont la puissance gr'*"** est la même. En effet, les q déterminations du développement (7), quand z tourne autour de Torigine, ne cessent d'être racines de l'équation initiale, et elles ont précisément pour parties principales
Ainsi les q valeurs de i/, correspondant à q racines simples de l'équation (5) ayant même puissance ^r'*"", forment un système circulaire représenté par le développement (7), et la séparation de ces racines est effectuée.
5. Nous devons maintenant examiner le cas des racines multiples de l'équation (5).
Si ti est une racine multiple d'ordre /• de cette équation , on aura évidemment
Posons dans l'équation (E)
u = tiZ'P-h t'.
Au lieu de Téquation entre u et Zj on aura une équation entre t' et z'. Cette équation aura, pour 5' = o, r racines nulles pour les-
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quelles Texposant correspondant est supérieur à />, puisque, pour /racines a, la partie principale est l^ z'p. Soit donc
ia fraction —, jouant le même rôle que la fraction - dans le para-
o^'aplie précédent. Si l'équation en 8, analogue à l'équation (5) ^*^ /, n'a que des racines simples, la séparation sera terminée. **Pposons qu'elle ait une racine multiple d'ordre r', on aura
^^t par suite,
gq' r S qr 1 n :
9 «t q' sont au moins égaux à un. On continuera ainsi tant que ios équations analogues à l'équation (5) auront des racines mul- ^ïples. Je dis qu'il finira par arriver un moment où cette équation *^ siura que des racines simples. Plaçons-nous en effet dans Thy- Pottèse contraire. On aurait toujours alors, à partir d'un certain **^ Ornent, des racines d'un même degré de multiplicité, et les *^Ooabres q seraient tous égaux à l'unité, condition indispensable I^^^vir que l'inégalité ci-dessus écrite soit vérifiée. Désignons par
X^remière équation à partir de laquelle cette circonstance se prêterait. Il y aurait des racines ^de cette équation que la méthode permettrait pas de séparer; en effet, une même suite de l^^'^lj'nômes en z\ de degrés indéfiniment croissants, représente- ^it la partie principale de ces racines. Mais ceci est impossible, ^^r l'ordre infinitésimal de la différence de deux racines infini- ^^«nt petites est nécessairement un nombre fini, comme le montre ^ ^médiatement la considération du dernier terme de l'équation ^Vix carrés des différences des racines; ce dernier terme est d'un ^rdre infinitésimal déterminé et la différence de deux racines est ^\i plus d'un ordre moitié moindre que celui-là. Nous sommes ^onc assuré que les racines se trouveront à la fin séparées, et elles Se trouveront divisées en systèmes circulaires, comme nous l'avions prévu a priori au § 2.
6. Donnons quelques exemples de la ihéorie précédente. Supposons qu*il y ait dans l'équation un terme en z] soit
Le polygone se composera dans ce cas d'une seule droite joigna le point a = 1 , ^ = o au point a = o, ^ = n. On aura, pour d(-^ terminer [x,
L'équation en / sera donc
X-hA'f» =o
il y aura un seul système circulaire de racines.
Sans nous arrêter au cas du point double «^ tangentes distincte prenons de suite le cas d'un point double à tangentes ronfnnHm »<
et soit jK = o celte tangente. L'équation sera de la forme
o = «* -H bz'f -h auzP -f- . . . ,
on écrivant le terme qui renferme z seul et celui qui contient //
à la première puissance.
Si 2/> < q^ la ligne polygonale aura deux côtés. Pour le pcr— -_ e-
mier,
q=p^ix ou 11 = q — p. ^
Pour le second,
y7H-|X = 2(l ou yi = p.
Les deux développements sont distincts et procèdent suivant ^ ^^^ puissances entières de x. En langage géométrique, on a là un c^crr^olact de deux branches.
Si '2p >> </, il n'y aura qu'un côté, et alors
n = 2ix OU fx = - .
On pose // = /:;*, et l'équation en t est
Suivant la parité de q, les deux racines formeront un systèiï*^ circulaire ou auront deux développements distincts.
Prenons enfin le cas où 2p = q. Il n'y a alors qu'un seul côté
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dans la ligne polygonale, et l'on a
L'équalion en t devient
t^-h at-h b = o.
Si les racines sont distinctes, nous avons un contact de deux branches. Si les deux racines sont égales, nous nous trouvons dans le cas où Féquation (E) a une racine multiple : soit donc
/> = — . Nous devons poser, d'après la théorie générale,
a = zf -h t ,
et il vient
en supposant qu'il y ait dans l'équation un terme en ^^z*"*"*. Les termes qui renfermeront /' au premier degré contiendront au moins zP'^^ , Nous effectuerons donc certainement la séparation cherchée (dans l'hypothèse c^ o) en posant
Le cas/? =2 correspond au cas classique du rebroussement de seconde espèce.
7. Arrêtons-nous un moment sur les systèmes circulaires en lesquels se trouvent partagées les différentes racines dont nous venons de faire l'étude. Le développement peut s'écrire
M = A<5"-hB5« -h... (A^o):
a est ici un entier au moins égal a l'unité, et si, comme nous le supposons, ce développement correspond à n racines, il ne pourra y avoir réduction avec un dénominateur commun moindre que n dans tous les exposants des diverses puissances de z. An lieu du développement précédent, nous pouvons écrire
w = Ar3t+ B^a+«-i-...,
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le premier coefficient A, il est essentiel de le rappeler, n'étaiMi^::*»^' pas nul. Si a est supérieur à /i, nous dirons que le cycle es d'ordre n; au contraire, si a est inférieur à /i, nous dirons quT est d'ordre a. On voit que, si Ton fait sur u et z un changemen de variables linéaire, homogène et d^ailleurs arbitraire, les dévc loppements des nouvelles variables (que nous continuerons à appeler u et :;) auront leur développement suivant les puissance: de t commençant par un terme en t^, N étant Tordre du cjcle. nombre N est donc le véritable élément à considérer au point d* vue du cycle en lui-même, indépendant du choix des variables ow du sjslème de coordonnées. Les cycles d'ordre un sont particoH lièrcment simples : dans ce cas, en prenant convenablement Tun des variables, on est assuré que la seconde variable s'exprime pj une fonction holomorphe de la première dans le voisinage de l\ rigine; pour un point simple d'une courbe, le cycle correspoi dant à la branche qui y passe est manifestement d'ordre un. Fa sons seulement encore la remarque évidente, d'après ce qw .précède, que si, pour un cycle, on a les deux développements
A et A' n'étant pas nuls tous deux, le cycle sera au pi d'ordre ^ (*)•
us
8. Nous venons d'étudier la fonclion algébrique u de s dans ^^ '^ voisinage d'une valeur particulière de z, 11 nous faut maintena^^ »^^ considérer la fonction algébrique dans tout le plan. Nous allo^^^^o"* faire voir que si l'équation
de degré m en //, est irréductible, on peut, en partant toujours » ^ °" point Zq avec une certaine détermination w© et en suivant un cMT ^ixhemin convenable, obtenir en un point arbitraire z une qu»^^^^^^^' conque des racines de V équation précédente . En d'autres term ^rmnes^
(•) Pour une élude approfondie des cycles, très intéressante aa point de "= ^"^
géométrique, mais dont nous n'aurons point à faire usage, voir V Étude sut ^ 'f ^^^ points singuliers des courbes planes, par Halphen, insérée à la suite de la CZ^^^^' métrie plane de M. Salmon.
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La fonction définie par Féquation précédente admet m valeurs en L^haque point et, par suite, Inéquation définit une seule fonction dont les m déterminations peuvent s^échanger en variant le chesnin suivi.
La démonstration de ce théorème important va résulter de suite des propositions générales établies précédemment sur les fonctions uniformes. Si la fonction avait seulement un nombre /? (/7<;/w)dedéterminatîons, toute fonction entière et symétrique de ces/> déterminations serait une fonction de z uniforme dans tout le plan et n'ayant d'autres points singuliers que des pôles (l'infini compris); elle serait donc une fonction rationnelle de z (p. 123). Les/> déterminations satisferaient donc à une équation
où (p est un polynôme en u et z^ de degré /> en i/, et, par suite, le polynôme f ne serait pas irréductible.
9. Faisons une dernière remarque sur les points à Tinfini. On peut toujours, en faisant une transformation homographique convenable, supposer que, dans la courbe algébrique
les m directions asymptotiques sont distinctes et qu'aucune d'elles fi 'est parallèle à l'axe des u. Ceci revient à dire que l'équation
^û Çot est l'ensemble des termes homogènes de degré /w, représente m droites distinctes, aucune d'elles ne coïncidant avec l'axe les u. Si alors ^i, t2, . . . , ^m désignent les m racines de
OD aura pour les m valeurs de // les développements suivants
Pi
Ui = tiZ -i- ai -h ~ -h,. . ,
Pi
Mj = /j 5 -h a, -f- i^ -h . . . ,
valables pour | z | suffisamment grand.
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J^ajoute encore que, dans la suite, il nous arrivera consta ment d^employer tantôt un langage géométrique et de parler courbe algébrique, tantôt, au contraire, de parler de la fonction de la variable complexe z. Il n'y a aucun inconvénient à le fai les expressions géométriques de courbe, de points, d'axes el Ou pourraient toujours être remplacées par un langage anal — tique, mais qui serait quelquefois plus long et rendrait moins i tuitifs les énoncés.
II. — Théorème de M. Nôther
10. On vient de voir que les singularités d'une fonction d'une courbe algébrique peuvent être très compliquées. M. Ne ther a démontré une proposition extrêmement importante sur réduction des singularités. L'objet de ce théorème est de faire vo qu'on ne diminue pas la généralité de la théorie des fonctions a gébriques en se bornant aux courbes n'ayant d'autres points si guliers que des points multiples à tangentes distinctes (*).
Soit /(a:, j^) = o une courbe algébrique de degré /w, dont l'o gine sera supposée un point multiple d'ordre n, c'est-à-dire n tangentes. On peut mettre cette équation sous la forme
et admettre que les axes des x et des y ne rencontrent la cour qu'en des points simples en dehors de l'origine, que les tangent^^ à l'origine ne coïncident pas avec les axes, et enfin que les direcr^ tions asymptotiques sont distinctes et difTérentes des axes.
Cela posé, effectuons la transformation j/- = ^- Alacourbe(E
va correspondre point par point la courbe (E'), de degré 2m — /•
(E') i F(Y,:r) = Y— «cp„(Y,i)
(< ) Le Mémoire de M. Nôther se trouve dans le tome IX des Mathematische
nalen. M. Halphen est revenu à plusieurs reprises sur le théorème de M. Nôl
on pourra consulter à ce sujet son Étude déjà citée sur les points singi
des courbes algébriques planes, qui forme un Appendice au Traité des co
^"nps de G. Salmon^ et où l'on trouvera toute une bibliographie de cette
*''^n aue je donne ici ni'a été communiquée par M. Simi
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m point multiple d'ordre n! de la courbe (E), en dehors de des X et de l'axe des y^ va correspondre évidemment un multiple d'ordre n' de la courbe (E').
ai valeur a: = o sur la première courbe correspondent n vaà^y nulles et m — n autres distinctes. A ces points corresînt, sur la seconde courbe, d'abord un point multiple d'ordre X (j: = o, Y = o), à m — n tangentes distinctes, puisque, c = o,-les m — n valeurs correspondantes de jk sont différentes elles et différentes de zéro; et ensuite n points simples ou pies de Taxe des x^ déterminés par ^«(Y, i) = o. a valeur x-=co correspondent m valeurs de Y distinctes; îurs, pour Y = oo, les m — n valeurs de x sont distinctes, is avons donc substitué à la courbe (E) une courbe (E') qui, iiors de l'axe des x^ a les points multiples de la première; qui a, au point j? = o, Y = o, un point multiple d'ordre 1, à tangentes distinctes, et, sur Taxe des Y{x = o), n points ninés par 0//(Y, i) = o qui pourront être distincts ou cons.
)posons que l'équation ^«(Y, i) = o ait une racine multiple lfi à laquelle corresponde un point multiple d'ordre n!^n. une transformation homographique arbitraire
_ gjr ~\- h y Y _ Y - ^-~^- -^
^stituera à la courbe (E') la courbe de degré (2m — n)
te courbe satisfait aux mêmes conditions que la courbe (E), directions asjmptotiques sont distinctes et différentes de Elle a, en dehors des points déterminés par 0//(Y, i) = o, », des points multiples correspondant aux points multiples .), plus un point multiple d'ordre m — nk tangentes diss provenant du point :r = o, Y = o, un autre point muld'ordrc m — n k tangentes distinctes provenant du point 0, et enfin un point multiple d'ordre m à tangentes distinctes nant du point ^7 = 00.
fera sur la courbe (E|) les mêmes transformations que sur irbe (E), jusqu'à ce qu'on ait obtenu finalement une équa-
tion, telle que Çn(Y, i) = o, dont toutes les racines soient di linctes. L opération pi^ndra fin certainement ; car supp sons qu'on ait constamment n^ =z n, La courbe (E|), de de nii = im — n^ a des points multiples correspondant à ceux de _ courbe (E), plus deux points multiples d'ordre (m — n) à tai gentes distinctes équivalant à (m — n){m — n — i) points don blés, et un point multiple d'ordre m à tangentes distinctes équiv-%
lant à — points doubles.
La courbe (E2), de degré m.i= 2m t — /i, présente, par rapp à (E|), les mêmes différences que (E|) par rapport à (E).
Finalement, en désignant par d/^ le nombre des points doub de la courbe Ea, correspondant aux points multiples à tange distinctes successivement introduits, on aura
/ V^ f/ m/ (m, — 1)1 dji= 2^ \(mi— n)(mi— n—i)-^ >-^ •
Or on a
donc
(/^.= -(m — ny -^(m — n) (2*— 1 H- A* -^^ —
La différence de ce nombre et du nombre maximum des poiMils doubles, pour une courbe irréductible de degré m*,
est
Cette différence deviendrait positive pour k suffisamment grand, ce qui est impossible (*); il faut donc que n diminue ju^*
(*) Nous admettons ici le théorème de Cramer qu'une courbe de degré m iT^
réductible ne peut avoir plus de — points doubles ou un nombre
de points multiples à tangentes distinctes équivalent à ce nombre de points doubles en regardant un point multiple d'ordre A' à tangentes distinctes cofflm^
équivalent à points doubles. On trouvera des eiplications sur ce sujet
dans le dernier Chapitre de ce volume relatif aux courbes unicarsales.
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(\uk devenir égal à Tunilé (*). 11 arrivera donc un momenl où le point multiple, à Torigine de la courbe primitive, aura élé remplacé , dans la courbe transformée , par des points multiples d'ordre moindre, et cette transformation n'a introduit par ailleurs que des points multiples à tangentes distinctes. On peut aller ainsi de proche en proche, et Von arrive ainsi à une courbe qui n a plus que des points multiples à tangentes distinctes.
11. Appelons, d'une manière générale, transformation birat tonnelle une transformation de la forme
V et Q étant des fonctions rationnelles en x et y^ et où Ton a inversement
Pi et Qi étant rationnelles en X et Y. Si la transformation (8) est susceptible de prendre la forme (9) pour tout point {x^y) du plan, nous dirons que c'est une transformation birationnelle de plan à plan ou de Cremona, Mais une autre circonstance pourra se présenter; il est possible que l'on ne puisse passer de (8) à (9) qu'en tenant compte de ce que le point {x^y) se trouve sur une certaine courbe f(^x^y)-=o. En désignant par F(X, Y) = o l'équation de la courbe transformée, on dit que les courbes y* et F se correspondent point par point; mais cette correspondance n'est pas établie par une transformation de Cremona. Ainsi, la transformation
conduit à une transformation birationnelle de courbe à courbe, pour toute courbe n'ayant aucun des axes de coordonnées, supposés rectangulaires, pour axes de symétrie.
(') On aurait pu arriver autrement à ce résultat, en montrant que la séparation des racines de l'équation primitive s'annulant pour x = o ne pourrait jamais être efTcctuée si n ne finissait par devenir égal à l'unité, ce qui serait en opposition avec les résultats de Puiseux.
On énoncera de la manière suivante le théorème de Nôther
On peut toujours, par une transformation de Cremoncr^:^ _ transformer une courbe algébrique quelconque en une autt^ ni! ayant que des points multiples à tangentes distinctes.
12. Nous allons essayer maintenant de faire un pas de plus, ^ ^
ramenant tous les points multiples à être des points doubles. Pr ^ — =>j çons à l'origine un des points multiples de notre courbe
et soient
S| = o, Sj=o, Ss=o
les équations de trois coniques quelconques uniquement assuj ties à passer à Torigine. Il est entendu, une fois pour toutes, les coefficients dans Si, S2, S3 sont des lettres arbitraires. Pos
i Y ^ hS^ml.
A la courbe proposée correspond, par la transformation C -^^)»
une courbe
11 est d'abord facile de voir que les courbes y et F se cor ■:*^spondent point par point, c'est-à-dire qu'à un point arbitraire ^^ l'une quelconque d'entre elles correspond un seul point de l'am* •-'^ et inversement. Il faut donc montrer qu'à un point arbitraire ^<* la courbe F ne correspond qu'un seul point de/. A un système "^ valeurs de (X,Y) correspondent, par les équations (2), ircp^^ points {jo,y) en outre de l'origine. Sur ces trois points, un se^--"' est sur la courbe f quand (X, Y) est arbitraire sur F. Il sufff ^y pour s'en assurer, d'envisager un cas particulier; si la chosealiV ^' dans un cas particulier, à plus forte raison aura-t-elle lieu quan^^ les coefficients de S seront arbitraires. Or prenons pour S|, Sj, S ^ trois coniques passant à Torigine et ayant deux autres points com muns A et B non situés sur f, soit
Si— <j|, Ss=9s, Si = 9a.
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i deux coniques
un système de valeurs données à X et à Y, ont, en dehors de ne, comme points communs les deux points A et B et un îme point a. Ce dernier point seul appartient à f [le (X, Y) étant, bien entendu, situé sur F]. Dans l'exemple ous venons de prendre, la transformation S est birationnelle n à plan, mais peu importe. Si Ton prend un exemple voicelui-là,
Icsignant des coniques quelconques passant à l'origine, tout ^arié très peu en passant d'un exemple à l'autre si la cône est très petite, et des trois points communs aux deux coj
( J:,-4-£J3)X — (J, -l-Sj'i ) - O,
(^3-^£Ti) Y — (j,-4- n\) = o,
) étant sur la courbe F' obtenue par la transformation (la-
diffère très peu de F), un seul sera sur le courbe /, puis- !n est ainsi pour e = o.
conséquent, pour une transformation de la forme précéà coefficients arbitralveSy nous aurons un seul des trois
(^x^y\ correspondant à un point arbitraire (X, Y) de la : transformée F, qui sera silué sur/(x, ^'). i posé, cherchons quel est le point correspondant à Tori- 3n aura, si ce point est un point multiple d'ordre q à tandistinctes, q poinls simples distincts. Les autres points mulseront restés du même ordre de multiplicité, ctleurs tangentes )nt distinctes. Mais cette transformation aura fait naître des
doubles; ils correspondront aux points distincts (-r, j^') ) dey, pour lesquels on aura
"^^^^^yJ — .5ili^'^ = S3(.r, J^)
xislera bien de tels couples de points puisqu'on a quatre DUS à quatre inconnues pour les déterminer. Il faudrait
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voir nettement que les solutions de ces équations seront simpl — et s'associeront seulement deux à deux pour former des poin doubles à tangentes distinctes en supposant bien entendu que l coefficients de S|, S21 S3 sont absolument arbitraires. La cho n'est pas douteuse, mais je ne vois guère le moyen de la metti en évidence de manière à éviter toute objection, quoique des ra sonnements par continuité, analogues à celui que nous avons fa plus hauty puissent rendre l'assertion plus que vraisemblable.
Si l'on passe sur la difficulté que nous venons de signaler, on vo -^^n^BBit que, en opérant de proche en proche, on arrivera à une courl^^i^Se n'ayant plus que des points doubles à tangentes distinctes {* ).
Au surplus, dans toutes les théories que nous allons expose r,
il importera peu que la courbe n'ait que des points doubles poum^av^^u que tous ses points multiples soient à tangentes distinctes.
13. Nous supposerons dans la suite que la courbe n'ait q des points multiples à tangentes distinctes et que les axes n'occ peut aucune position particulière par rapport à la courbe (^). Si toujours
l'équation de la courbe supposée de degré m. La fonction al|
brique jK de x définie par cette équation aura un certain noml ^ J^
de points de ramification^ c'est-à-dire qu'il y aura un certâ^B- ^n nombre de valeurs de x autour desquelles deux valeurs de^ ^^
permuteront. Ces valeurs de x sont celles pour lesquelles d^ mL^\ valeurs de y deviennent égales, abstraction faite des valeurs d^^ ^ correspondant aux points multiples, pour lesquelles, les brsi^ '■^^ ches étant distinctes, aucune permutation ne se produit. t-*^s points de ramification correspondent donc aux points de cont^^* des tangentes à la courbe parallèles à O^. Soit (a, b) un «^^' point ; l'équation de la courbe peut s'écrire
(•) Halphen, dans le Mémoire que nous avons cité, arrive à ce théorème sa»* signaler môme l'objection à laquelle nous venons de nous arrêter.
(') Rieniann ne suppose pas que Téquation f{x, y) = o soit du même de^ré en y et en x. Il n'y a pas à cela d'intérêt pour la théorie générale; il en est attirement pour certaines applications. Nous y reviendrons au Chapitre XVI (Sect. I^" )-
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A ne sera pas nul, puisque Oy occupe une posilion arbitraire par rapport à la courbe. On aura donc bien
et l'on voit clairement la permutation des deux racines qui deviennent égales à b pour x ^a. Le nombre des points de ramification sera rnanifestement égal au nombre des tangentes à la courbe parallèles à une direction arbitraire, c'est-à-dire à la classe de la courbe.
Supposons que la courbe ait a,- points multiples d'ordre i à tangentes distinctes; on sait {') que la classe sera égale à
et par suite, en appelant iv le nombre des points de ramification, on aura
la somme V étant relative aux différentes valeurs de i (i ^ 2),
III. — DeB sorfaces de Riemana
\i. Joignons un poinl arbitraire O du plan à tous les points de ramification ; nous formerons ainsi un certain nombre de lacets se suivant dans un ordre déterminé. Pour fixer les idées, numérotons-les dans l'ordre où ils se présentent de la gaucbe vers la droite. Supposons que le premier lacet, le lacet i, échange en O les deux racines a et b. Si nous suivons tous les lacets successivement en partant de O avec la valeur a, nous devons revenir à cette valeur, au moins après avoir parcouru tous les lacets, mais ceci peut arriver avant que nous arrivions au dernier lacet.
Supposons, par exemple, que le lacet 8 soit le premier qui nous ramène au point O avec la racine a. Nous avons marqué sur chaque lacet les deux racines qu'il permute. Nous allons mo-
( ■ ) Nous admettons cette formule de Plucker, qui s'éublit de •oite e quant que la courbe x>f'j,-*- ytf'y-^ *•/■ — " ^< o «" V"'*^ malliple d'ordre 1 de/, un poinl multiple d'ordre 1 — i pour lequel auciiae tanieote ne coïncide arec une tangente de/, (Xf, y,, z, éunl arbîtrains}.
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difîcr Tordre primitif des lacets. Il peut y avoir, en dehors des deux extrêmes i et 8, un certain nombre de lacets permutant a; il y en a deux dans la figure, les lacets 3 et 7. On va remplacer le lacet 8 par un autre lacet partant de O entre 1 et 2 el coupant
les lacets qui permutent a; nous figurons en pointillé ce lacet qui va remplacer 8. Quelles racines permutera le nouveau lacet ainsi obtenu? Celui-ci est équivalent a un chemin, formé d^abord des lacets a, 4» 5j 6 successivement parcourus qui ramènent manifestement la racine a quand on est parti au début avec cette même racine, et terminé par les lacets 8, 6, 5, 4? ^ qui ramènent en O la racine b. Notre nouveau lacet permute donc a et b.
On remplacera d'une manière analogue les lacets 7 et 3 qui permutent a, en les faisant passer à gauche du lacet 8, comme Tin- (liquent les traits pointillés. On voit tout de suite que ces nouveaux lacets ne permutent plus la racine a. Prenons, par exemple, le nouveau lacet 7. H sera équivalent au lacet ae, puis aux lacets am cl lie 'y or m est nécessairement difTércnt de e, car autrement 8 ne serait pas le premier lacet ramenant a. Il est alors évident que le nouveau lacet 7 revient au lacet «c parcouru deux fois, c'est-à-dire <|u'il ne permute pas a avec une autre racine.
Nous avons ainsi substitué aux lacets primitifs une nouvelle suite de lacets dont les deux premiers permutent a et 6; les autres lacets n'ont pas changé, sauf quelques-uns qui ont été remplacés par d'autres lacets ne permutant pas a.
Partant maintenant toujours avec la valeur a^ mais en commençant par le second lacet de notre nouvelle suite, nous allons faire
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némcs raisonnements que plus haut. Nous aurons alors une sième succession de lacets dont les trois premiers permuteront 6, et nous avons introduit de nouveaux lacets ne permupas a,
in continuant ainsi, il est évident que nous obtiendrons une e de lacets tracés dans un ordre tel que tous les lacets perlant a et b seront au premier rang et que tous les suivants oermuteront plus la racine a. D'ailleurs le nombre des lacets mutant ab, ainsi obtenus, sera nécessairement pair; sinon, contour partant de O, avec la valeur initiale a, ne pourrait ramener la racine a après avoir enveloppé tous les points de lification, puisque, en dehors des lacets permutant a et 6, il a plus de lacets permutant a avec une autre racine, ^ous n*allons plus maintenant modifier les lacets permutant a 6, et nous laissons entièrement de côté, pour le moment, un tain angle du plan ayant O pour sommet et les contenant. On W supposer que le premier lacet que nous rencontrons sur la îte (après les lacets ab) permute b avec une troisième racine c. 18 opérerons avec 6 et c comme nous avons opéré avec a et 6; pourra donc grouper ensemble tous les lacets permutant belc suite des lacets permutant a et 6, et ainsi de suite, inalement, nous pouvons supposer que les lacets qui joignent ^oint O à tous les points de ramification se composent, en znt de la gauche vers la droite, d^un nombre pair de lacets nuitant a et b^ d^un nombre pair de lacets permutant b , etc.j et enfin d^un nombre pair de lacets permutant k et /, désignant par a, 6, . . . , Xr, / les m racines de Téquation i^ z) =^ o quand z est en O.
5. Nous pouvons définir maintenant bien nettement la surî de Riemann correspondant à la fonction algébrique dont is faisons l'étude. Considérons d'abord les lacets A permutant l 6, soit ûi, «2» • • • » ^c {fig- 38), en les supposant au ftbre de six. Joignons-les par des lignes a^ aj, a% a^^ a^a^ de e sorte que les triangles Oa|rt,, Oa^a^^ Oa^a^ ne renferment un point critique à leur intérieur, ce qui est évidemment posie. Si Ton suppose que la variable z ne traverse pas les lignes cédantes, la racine u de réqualion/(£/, z) = o, prenant en O P. — II. 2i
la valeur cr, sera une fonction de z n'ayant qu'une valeur en tout point du plan. Tout chemin ramènera en effet la même valeur en O; la chose est évidente pour tout chemin qui n'enveloppe pas une des lignes précédentes, puisque aucun des lacets
autres que les lacets A ne permute a; quant à un chemin entourant ai a2j par exemple, il sera équivalent aux lacets a^ et a^ successivement parcourus et ramènera par suite a. Nous considérons donc un premier plan sur lequel sont tracées les sections a, ^2, ^3^49 a^a^ que nous appellerons sections A; nous désignerons ce plan sous le nom de plan a, rappelant ainsi que la fonction u^ qui prend en O la valeur a, n^a qu'une valeur dans ce ])lan quand la variable z est assujettie à ne pas traverser les sections.
Nous envisagerons de même un second plan, superposé au premier, où Ton aura tracé les mêmes sections que dans le plan a et en plus des sections B correspondant aux extrémités des lacets b permutant 6 et c jointes de deux en deux : ce sera le plan b. La fonction w, prenant en O la valeur fr, n'aura qu'une valeur dans ce plan si la variable respecte les sections A et B qui j sont tracées.
On continuera ainsi de façon à faire correspondre un plan, où sont tracées certaines sections, a chacune des racines a, 6, . . ., /. iJans le dernier plan /, il n'y aura qu'un seul système de sections comme dans le premier plan a. Pour tous les autres plans, il y aura deux systèmes de sections. Avec ces différents plans ou feuillets superposés, nous allons former une surface unique. Si l'on prend deux points m et m' de côtés différents d'une section A, infiniment rapprochés de celle-ci, et situés respectivement sur le feuillet a et le feuillet i, les deux valeurs correspondantes de u seront infiniment voisines Tune de l'autre; on obtient, en eflet, la
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même valeur au point (m, m') {fig. 3g) cd partant de O avec la valeur a et suivant le chemin C, qu'en partant de O avec la va-
Fig. 3f).
leur b et suivant le chemin C. Imaginons donc que chaque seclion A soil une ligne de croisement pour les deux feuillets a et b, c'est-à-dire que l'on passe du feuillet a au feuillet b, et inversement, chaque fois qu'on traverse une section A. Par ce passage, )a continuité de la fonction u correspondante sera respectée. Nous établirons de la même manière des lignes de croisement entre le feuillet b et le feuillet c : ce seront les sections B. On continuera ainsi en établissant successivement des lignes de croisement C, . . ., K. entre deux feuillets consécutifs; l'avant-dernier feuillet /c sera lié au dernier feuillet / par les lignes de croisement K. L'ensemble des feuillets ainsi réunis peut être regardé comme formant une surface unique : on l'appelle la sur/ace de Riemann ('), correspondant à la relation algébrique /{u, z)= o. On voit que la fonction algébrique u est uniforme sur cette sur/ace de ftiemann; à chaque point de celle-ci se trouve associée une seule valeur de u, qui est la valeur correspondante au feuillet sur lequel se trouve le point que l'on considère.
Cette surface est d'ailleurs connexe, c'est-à-dire forme un continuum unique tel que l'on peut passer d'un quelconque de ses points à un autre quelconque de ses points, car on peut passer
(<) Le Mémoire fondamental de Rieniana où U doUoq du plan recoarert de reuillets a été introduite pour la première foi* est intitulé : Théorie der abelichen Functionen (voir U» Œuiiret complètes de Riemaon). Les surfaces de Hieminn ont été surtout étudiées en Allemagne. On trouvera dans le premier Chapitre de la Thèse de M. Simart (Paris, iS8i } un exposé très complet et trèt rigoureax des théorèmes relatifs i la connexité de ces surfaces, qni poor U plapart ne sont qu'énoncés par Riemann. Nous aurons â citer dans Clebsch et M. LUroth qui ont apporté une importante contribulion i U UtAq
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d'un lacet à un autre en remontant ou descendant la chaîne que forment les feuillets successifs. Le théorème précédent, diaprés lequel les feuillets successifs d^une surface de Riemann peuvent être liés les uns aux autres de manière qu'il n'y ait de lignes de croisement qu'entre deux feuillets consécutifs, a été démontré pour la première fois par M. Luroth (Mathematische Annalen, t. IV).
16. Nous allons faire subir une transformation à la surface de Riemann que nous venons de construire. Notre but est de faire voir qu'on peut s'arranger de telle manière qu'il n'y ait qu'une seule ligue de croisement A, une seule ligne de croisement B, et ainsi de suite jusqu'à l'avant-dernier système de lignes de croisement : il y aura seulement, entre l'avant-dernier feuillet et le dernier, un certain nombre de lignes de croisement généralement supérieur à un.
Considérons six lacets consécutifs dont les quatre premiers per-
iTrà
mutent a et fr, et les deux derniers b et c. Marquons sur la figure ces six lacets {Jig' 4o)-
Nous allons d'abord faire passer au quatrième et cinquième rang le troisième et le quatrième lacet ab en les formant avec les lignes pointillées partant dans l'angle formé parles deux lacets bc. On voit immédiatement que les deux nouveaux lacets permuteront a et c.
Nous avons alors une nouvelle disposition que nous figurons de nouveau {Jig' 40* Nous y remplaçons les deux lacets ac par deux autres lacets obtenus au moyen des lignes pointillées et qui vont prendre le premier et le deuxième rang; ces deux nouveaux lacets, on le voit tout de suite, permuteront les racines b et r.
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S deui transformations, deux lacets utifs ab et deux lacets coDsécu-
ic. On voit que deux lacets consécutifs ab ont élé remplacés leux lacets consécutifs l/c. On pourra ainsi faire disparaître les systèmes de deux lacets conséculifs ab, sauf un seul. I opérera de la même manière pour ne garder qu'un sysUmp eux lacets consécutifs bc, et ainsi de suite. Il n'y aura que les deux dernières racines qu'il sera impossible de faire une lie réduction ; nous aurons alors pour ces deux dcrnit^res ra-
un nombre, qui pourra être quelconque, de deux lacets ■cutifs.
venons à la surface de Riemann, construite comme nous ns indiqué plus haut, mais en employant ces nouveaux lacets. '. clair que le premier feuillet sera seulement lié au second me seule ligne de croisement; il en sera de même pour le iémc et le troisième feuillet, et ainsi de suite; les deux derfeuillels seuls auront entre eux un certain nombre de lignes oisemenl. Nous désignerons ce nombre par/> + 1. La possî-
de former une surface de Riemann, où les feuillets sont réu- ;s uns aux autres à la manière d'une chatne, et où chaque et, sauf les deux derniers, est réuni au suivant par une seule de croisement, a été Indiquée d'abord par Clebsch (Âlathetche Annalen, t. VI).
Nous avons désigné par p + 1 le nombre des lignes de :menl unissant le (m — 1 )'■"" feuillet au m'*"". On peut exprime suite p en fonction du nombre w des points de ramifica- Nous avons un nombre de lignes de croisement égal k m — t^p + i.
Ce nombre doit représenter la moitié du nombre des points de ramification ; d'où la formule
On peut encore exprimer p en fonction du nombre des points multiples de la courbe. On a en effet, comme nous Tavons vu (13)i
On en conclut
p i lé"'—^ —
18. La surface de Riemann S est, en définitive, une surface connexe, pour laquelle à chaque point correspond un seul point de la courbe algébrique, ou, si Ton aime mieux, un seul système de valeurs de x et y satisfaisant à la relation algébrique
Il est manifeste qu'une telle surface n'est pas unique. Toute autre surface que l'on pourra faire correspondre point par point à la surface S jouira de la même propriété que cette dernière. On aura, en particulier, une telle surface en déformant la surface de Riemann regardée comme flexible et extensible, en supposant, toutefois, qu'on ne produise pas de déchirures ni de duplicatures. Dans ces conditions, on peut regarder les deux surfaces ainsi transformées comme applicables Tune sur l'autre. D est clair que l'on ne prend pas le mot applicable dans le sens de la Géométrie infinitésimale. Il ne s'agit ici que de Géométrie de situation, analysis sitiis, comme disait Riemann, et nous voulons dire que la déformation continue, qui permet de passer d'une surface à l'autre, peut être regardée comme établissant une correspondance bien déterminée entre les points des deux surfaces (*).
(^) M. Jordan a publié des recherches imporlanles sur la déformation des surfaces entendue comme il vient d'être dit {Journal de Liouville, 2* série, t. XI; 1866). Il démontre, en particulier, que deux surfaces fermées ayant le même nombre de trous sont applicables Tune sur Tautre. Voir aussi, sur des questions analogues, deux Mémoires de M. Klein {Math, Annalen, t. VII et IX).
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Nous allons donc faire subir à S une déformation qui aura le grand avantage de rendre plus objective la surface en la dilatant CD quelque sorte dans l'espace à trois dimensions (<).
Une première modification, qui ne modifie en rien le caractère de la surface de Ricraann, consiste à faire, par rapport à un point arbitraire de l'espace, une transformation par rayons vecteurs réciproques du plan sur lequel sont disposés les m feuillets. Au lieu de m feuillets plans, nous avons alors m feuillets sphériques superposés. Deux feuillets successifs de la spbère sont liés par une seule ligne de croisement, excepté les deux derniers, qui sont liés par p-i- I lignes de cette sorte.
C'csl la surface formée de ces m feuillets sphériques que nous voulons déformer. Considérons d'abord le cas simple où il y aurait seulement deux feuillets réunis par une seule ligne de croisement AB, que l'on peut supposer être une portion d'un arc de grand cercle. Nous avons alors deux feuillets, un feuillet interne et un feuillet externe. Déformons le feuillet interne en son symétrique par rapport au plan du grand cercle contenant AB; {dans cette déformation, les deux hémisphères de ce feuillet interne doivent, à un certain moment, se pénétrer l'un l'autre, mais cela a lieu sans que la continuité de l'un ou l'autre soit altérée. La modification que nous avons fait subir au feuillet interne a pour conséquence que, quand un point cheminant sur le feuillet externe rencontre la ligne de croisement, il reste du même côté de cette ligne après l'avoir traversée, la surface s'étant en quelque sorte repliée sur elle-même le long de la ligne de croisement. On aura une idée très nette de la nouvelle surface en considérant la surface de la sphère comme ayant deux cAtés, l'intérieur et l'extérieur; on passe de l'un à l'autre quand on rencontre AB, qu'on peut regarder comme une véritable section faite dans la surface. On peut agrandir le trou fait dans la surface par AB et le regarder comme formé par une courbe fermée, un
(<) C'est le géomètre angUis ClilTord qni parait aToir, le premier, remplacé la surface de Riemaan «ur le plan par une «arfaee t p trou dam l'cipace. Pour faire cette transformation, non» nous comme» servi de la méihode i|u'it » eni- ^ plojée dans un petit Mémoire, d'ane remarquable simplicité, couiêcri k cette théorie ( On tke eanorUcal form «nrf dissection ùf a Kiemann'» tur/aca (,Proceeding» of the London math*mtUicai Society, vol. VIII, a* 132}].
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cercle par exemple. Notre surface se composerait alors des côlës in terne et externe d'une calotte sphérique. Mais nous pouvons encore modifier cette surface avec un trou. Cette double calotte peut être déformée en un disque plan que Ton considérerait comme ayant deux faces, le passage de Tune à Tautre ayant lieu par le périmètre du contour. De ce disque, si Ton veut, on peut encore faire une sphère et, d'une manière plus générale, une surface sans trou. On pourrait aussi passer de la double calotte à la sphère en ramenant, d^unc manière continue, la face interne delà calotte à la zone manquant dans la sphère.
Considérons un second cas particulier. Soient, toujours sur la sphère, deux feuillets, mais avec /? -f- 1 lignes de croisement. On peut évidemment, par une déformation préalable des feuillets, supposer que ces lignes sont situées sur un même grand cercle de la sphère. Nous pouvons alors appliquer au feuillet inténVur le même procédé que tout à l'heure, c'est-à-dire le remplacer par son image par rapport au plan du grand cercle contenant les lignes de croisement. On sera alors ramené à une double surface sphérique ayant p -\- 1 trous, et Ton passe du côté externe au côlé interne de cette surface par le périmètre de chacun des trous. Un de ces trous peut être supprimé, et nous pouvons convertir notre surface en un disque plan à deux faces, disque à l'intérieur duquel il reste p trous. On peut, si l'on veut, dilater les deux faces du disque, et l'on a finalement une surface avec p trous qui est applicable sur notre surface primitive de Riemann,
Abordons enfin le cas général. Les feuillets successifs seront dans l'ordre i , 2, . . . , m en allant de l'intérieur vers l'extérieur, et c'est entre les feuillets m — i et m qu'il y a /> -+- i lignes de croisement, et l'on peut supposer que toutes les lignes de croisement sont sur des grands cercles. Nous transformerons le premier feuillet en lui substituant son image par rapport au plan du grand cercle qui contient la ligne de croisement du premier feuillet au second, et, en opérant comme précédemment, nous pouvons substituer un seul feuillet à l'ensemble des deux premiers feuillets. Le même procédé peut être appliqué une nouvelle fois, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on arrive à deux feuillets ayant/? -f-i lignes de croisement. C'est le cas étudié ci-dessus, et nous arrivons à la conclusion définitive qu'w/ie surface de Riemann, à un
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nombre quelconque de feuillets, peut être appliquée sur une surface à p trous.
19. Nous avons supposé, dans ce qui précède, conformémeat uu théorème de Clebsch, (jue chaque feuillet est lié au suivant par une seule ligne de croisement. Il est aussi facile d'éludîer le cas général où, les feuillets étant toujours liés à la manière d'une chaîne, le premier est lié au second par /c, lignes de croisement, le second au troisième par kj de ces lignes, et ainsi de suite, le (m — I )''■"" feuille tétant lié au m''"" par ^n._t lignes de croisement. On peut faire subir aux. feuillets supposés sphériqucs les mêmes déformations. La transformation du premier feuillel amènera Xi — I trous; celle du second, di — i , et ainsi de suite. On transformera la surface en une surface à
k, +/ct+...+ k„-,~(_m — i)
Irous. En désignant encore parp ce nombre de trous, on a
D'autre part, w désignant le nombre des points de ramification,
et la formule
déjà rencontrée au § 17, est donc générale.
20. Faisons quelques remarques très importantes sur les circuits qu'on peut tracer sur une surface de Biemann. Pour bien fixer les idées, nous pouvons prendre comme schéma de la surface, sur laquelle nous allons raisonner, un disque plat à deux cAtés et ayant p trous. Nous appelons circuit toute courbe fermée tracée sur la surface. Certains circuits, sur lesquels l'attention se porte d'elle-même, vont jouer dans la théorie un râle capital : ce sont les circuits qui tournent autour d'un irou et ceux qui passent à travers un trou.
Soit le disque A {Ji^- 4») ^ trois trous y, y') "f- '^° circuit autour du trou Y sera une ligne fermée C entourant une fois le trou Y- Ce circuit G, que nous avons tracé en traits plcini
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considérer comme se trouvant sur le côté supérieur du disq Un circuit à travers le trou y sera un circuit tel que D coup une fois A et y, et se fermant sur le côté inférieur du disque pa ligne marquée en pointillé sur la figure. Nous pouvons de mé autour des trous y' et ^^ tracer les circuits C et Cf, et à trav
Fig. 4a.
Fig. 43.
ces trous les circuits D' et D". Ces six circuits vont jouer le de circuits fondamentaux , c'est-à-dire que tout autre circuit U" sur la surface peut être réduit, par une déformation continu coïncider avec un chemin formé de un ou plusieurs de ces cire et d'arcs parcourus deux fois dans des sens différents. La dém stration de ce théorème est immédiate. Remarquons d'al>o:«tl qu'un circuit tel que D"' {fig» 43) qui passe à travers les trou^ 7 et y se ramène de suite par une déformation continue aux de^Ji circuits D et D' parcourus dans des sens convenables, sans par* «r des arcs parcourus dans des sens contraires. En second lieu, to"wt circuit tracé sur un seul côté du disque se ramène à une sonaï^ne de circuits C, C, C". Enfin, pour un circuit quelconque, on considérera deux points de rencontre consécutifs de ce circuit avec une des lignes A, y, y, y". En associant à cette partie du circuit une ligne sur l'autre côté de la surface, formant avec elle un circuit à travers un ou plusieurs trous, on détachera déjà du circoJf total un circuit réductible aux circuits C et D, et l'on aura alors un nouveau circuit pour lequel on continuera la réduction jusqu ^ ce que le circuit, après ces soustractions successives, reste d'un même côté du disque, et, finalement, on aura bien ramené leci^ cuit primitif à une somme de circuits C et D, abstraction fait« d'arcs parcourus deux fois en sens inverse.
liS
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Si, au lieu de trois trous, la surface avait/; trous, nous aurions évidemment/) systèmes de lignes CetD.
21. Nous arrivons maintenant au point fondamental dans la théorie des surfaces de Riemann. Donnons tout de suite une définition : une surface connexe est dite à connexion simple quand «Ile est limitée par un seul contour, c'est-à-dire un contour pouvant être parcouru d'un trait continu, et que tout circuit tracé sur la surface ne traversant pas le contour peut se réduire à un point par une déformation continue (le contour étant toujours respecté pendant la déformation).
Considérons l'ensemble des deux courbes C et D, et îmagîaons que l'on fasse (avec un canif) une section de la surface suivant chacune de ces deux lignes. Nous pouvons alors envisager chacune de celles-ci comme des lignes doubles infiniment rapprochées situées de part et d'autre de la section. L'ensemble des deux lignes doubles C et D forme alors une courbe unique, que l'on peut parcourir d'un Irait continu sans franchir jamais la section : c'est
ce qu'indique bien nettement X^fig. 44, que l'on regardera d'abord en faisant abstraction de la ligne ^f.
On désigne souvent sous le nom de rélroseclion {riickerschnitt) le contour unique, formé, comme il vient d'être dit, avec les deux bords des deux sections. Nous pourrons ainsi tracer /> rétrosectioQs sur la surface.
Joignons un point de la première de ces rétrosections à la seconde par une courbe le long de laquelle nous fendrons encore la surface, et qu'alors nous considérons encore comme une ligue double. Nous joindrons de même la deuxième à la troisième rétrosection par une ligne analogue , et enfin la (/> — i)''"" à la /J*™', les différenles lignes auxiliaires ne se coupant pas (elles pcnvrnl avoir seulement, si l'on veut, une extrémité commune).
Ainsi, on pourra prendre, si /? = 3, les deux lignes pq et rs ifig- 45).
Fig. 45.
L^ensemble des sections à deux bords, que nous venons de tracer, peut être regardé comme un contour unique et fermé K, susceptible d^étre parcouru dUtn trait continu, La fig", 44? o" nous avons figuré Tarrivéc de la section pq^ le montre d'une manière bien claire.
Le tracé du contour K n'empêche pas la surface de rester connexe, c'est-à-dire qu'on peut aller d'un point quelconque de la surface à un autre point quelconque sans traverser K. Il faut maintenant établir que tout circuit tracé sur la surface, ne rencontrant pas le tontour K^ peut se ramener à un point par une déformation continue.
Nous ferons cette démonstration , d'une manière pour ainsi dire intuitive, en reprenant le disque plat avec ses trois trous (pour fixer les idées).
Prenons comme lignes auxiliaires les deux segments pq et qs
Fig. 46.
de A {fg, 46)9 compris entre les points où les lignes D, qui sont
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simplement figurées sur cette figure par des lignes droites sur la partie supérieure du disque, rencontrent A : quant aux lignes C, ce sont ici les périmètres y, y', y" des trous. Relativement à la partie restée libre ps de A, nous pouvons sans inconvénient la supposer rectiligne. Séparons alors les parties inférieure et supérieure du disque en faisant subir à Tune d'elles une rotation de deux angles droits autour de ps. Nous aurons alors la nouvelle figure ci-dessous {fig» 47)-
Fig. 47.
La surface est alors tout entière du même côté du plan; elle est limitée par le contour extérieur, et à l'intérieur se trouvent six trous, joints par des coupures à ce contour extérieur. On voit manifestement que tout circuit tracé sur le plan, ne traversant pas les lignes y et les coupures correspondantes, se réduira à un point, La figure donne l'exemple d'un tel circuit représenté par la ligne pointillée.
22. Les résultats que nous venons d'obtenir pour la surface dilatée dans l'espace s'appliquent immédiatement à la surface primitive de Riemann des m feuillets superposés, puisque ces deux surfaces sont applicables l'une sur l'autre, au sens dont nous sommes convenus.
Prenons le cas de deux feuillets avec /? -4- 1 lignes de croisement. Gomme nous l'avons vu (§ 18), dans la transformation de la surface en un disque plat à p trous, une des lignes de croisement devient le bord extérieur du disque, et les/? autres deviennent les périmètres des trous. On voit donc de suite les circuits qui vont jouer sur la surface le rôle des lignes C et D. Autour de/> des lignes de croisement, traçons sur un des feuillets /> circuits :
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ce seront les analogues des lignes C; on obtiendra les analog^ des lignes D en traçant des circuits rencontrant chacune ^d^ lignes précédentes et traversant la (/? -H i)""* ligne de croiseme :^'^^' Il ne reste plus qu'à joindre, à la manière d'une chaîne, chaci^V-Ki^ des rétrosections ainsi formées par des h'gnes analogues de p^^^) 7*5, .... On a alors sur la surface de Riemann un conter» mik unique K, et tout circuit tracé sur la surface et ne rencontrc^rr ^\\ pas ce contour peut se réduire à un point (point à distance fi» ^ ie ou à l'infini).
Soit, comme exemple,/? = 2. Nous aurons alors trois lignes ^iJc croisement A, et l'on construit de suite les rétrosections (C, EIZ^ V (C, D') qu'on unira par la ligne (a^) {Jig. 48). Ces rétros^ ^^c.
tions sont toujours à considérer, ainsi que a^, comme des li^x:^^^ doubles, ainsi que nous l'avons expliqué plus haut.
23. Nous possédons les notions essentielles sur les surfaces ^^ Riemann. Nous n'aurons maintenant aucune difficulté à suivr-^ '^ mouvement d'un point sur une telle surface. En tout cas, en ^^^' courant à la surface percée de p trous, dont le schéma es^ ^' simple, on a une représentation extrêmement précise qui perxi^^^ de voir directement les choses sans aucun effort.
Voici encore une remarque importante pour la suite : tout circ»*'* tracé sur la surface de Riemann, rendue simplement connexe p^** le contour K, peut être regardé, abstraction faite de chemins parcourus deux fois en sens contraires, comme une somme de ci^cuits respectivement tracés sur un seul feuillet de la surface, ^^ de circuits entourant un seul point de ramification.
H suffira, pour l'établir, de considérer le cas de deux feuili^^ .
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:unis par p -\- 1 lignes de croisement. En se reportant à la S* Ajj où sont représentés les deux côtés du disque dédoublé, on 3it qu'un circuit tel que le circuit pointillé peut se ramener à ^6 somme de circuits, situés les uns à droite, les autres à gauche ^ ia droite joignant les points p et 5, et de circuits très petits îtourant les points de la droite />5 (s'il en existe) qui correspon- ^icnt à des points de ramification : c'est ce que nous voulions -onontrer.
IV. — Application des théorèmes de Cauchy aux fonctions de la variable complexe sur la surface de Riemann.
24. Nous nous sommes placé jusqu'ici uniquement au point ^ vue de la Géométrie de situation sur la surface de Riemann. OBsidérons maintenant une fonction de la variable complexe »r cette surface. Je prends d'abord une fonction uniforme dans ^c certaine région de la surface. Un point A sera un pôle pour ^c telle fonction s'il est un pôle pour la fonction considérée sur
feuillet où se trouve A, et nous n'avons aucune définition nou-
"e à donner. Une remarque doit cependant être faite pour le
s où A serait un point de ramification. Soit (a, b) ce point; on
't que y — b est développable suivant les puissances entières
■^^', en posant
^^s dirons que le point (a, b) est un pôle pour une fonction F ^^ forme dans la région considérée de la surface de Riemann, si ^O a, dans le voisinage de («, b)^ le développement suivant
Qp'm j^'/n— 1 * x't x'
^ développement représente bien une fonction uniforme sur la urface dans le voisinage de (a, b\ puisque, aux deux déterminations de \l X — a, correspondent les deux nappes de la surface. Ine sera pas inutile de chercher la valeur de l'intégrale
dx
circuits tracés sur une surface de Riemann. Quelques mots d' plication sonl nécessaires seulement pour les contours envel ^oppant un point de ramification. Pour voir, par exemple, que 1^^ intégrale prise le long du circuit C de \difig, 4g est nulle, qus=^ -nd F est une fonction uniforme et continue sur la surface à l'intéri ^cl, ur de ce contour, il suffit de reprendre l'égalité déjà écrite jt^Mus haut
et Ton est ramené dans le plan de la variable x' au théorème ordinaire de Cauchy.
Le théorème relatif aux résidus garde absolument la m^^ Mme forme; on aura soin seulement, si un point de ramification ^si un pôle, d'évaluer comme il a été dit au § 24 le résidu de ce p^^ ' ^•
Pareillement, la formule de Green s'appliquera sur le pl-sn multiple comme sur le plan simple. En un mot, toutes les fWzyrmules fondamentales de la théorie des intégrales curvilignes ^^ de celle des fonctions d'une variable complexe s'appHquero ^l sur la surface de Riemann comme sur le plan simple de Gauchi- J« si on les applique à des circuits ne traversant pas le coDtoixv* ^ qui rend la surface simplement connexe.
En particulier, nous prendrons souvent, comme circuit, le C5 treuil formé par les deux bords de la coupure K. L'aire lim î ^*^ par un tel circuit se compose alors de la surface de Riemann to^^ entière. Dans l'application des théorèmes de Gauchy à cette ai» *"^? il faudra avoir soin de considérer comment les fonctions étud î^^s se comportent au point à l'infini sur chacun des m feuillets. ^-^^ pourra d'une manière générale détacher de l'aire ces m poin 1-^ ** l'infini en traçant sur chacun des feuillets des circonférences ^^ très grand rayon, et Ton envisagera la portion de la surface ^^ Riemann limitée par Iv et ces m circonférences; il n'y aura pi ^^ qu'à faire augmenter ensuite les rayons de celles-ci indéfinime*^^*
27. Appliquons les considérations générales qui précèdent à ^^ démonstration du théorème suivant, qui est d'une applicatî^^" constante : Toute fonction uni/orme sur la sur/ace de fi^^' mann et restant toujours finie se réduit à une constante.
Nous supposons donc que, pour une fonction F n'ayant qu'u^^^
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à rÎDfini compris). Ecrivons donc
Ml -h Mj-h. . .-4- U„i = Rl(^),
int des fonctions rationnelles de x. On peut résoudre ces is du premier degré en W|, ^/o? •••^ Um\ on aura pour ces quantités, soit f/|,
rationnelle en x^ y^ , y^^ . . . , yn» De plus, cette fonction ;mment symétrique par rapport à y^^ y^^ . . . , ym» Or ces îttres sont racines de Téquation de degré m — i
\ coefficients sont fonctions rationnelles de j:ctj^|. On ic finalement
"1 = ?(^, ri)»
rationnelle en x et v'i, et, par suite, on peut écrire, en lant les indices,
pouvons donc dire que toute Jonction uniforme sur la de Riemann et n'ayant sur elle d\iu très points singule des pôles est une fonction rationnelle de x et y,
devenons à la surface de Riemann rendue simplement \ au moyen du contour que nous avons désigné par K. Nous il (§ 23) que tout circuit tracé sur la surface et ne rent pas K pouvait, abstraction faite de chemins parcourue
contraires, être regardé comme une somme de circuits îspectivement tout entiers sur un même feuillet ou de ciriveloppaol un seul point de ramification comme dans la
Il sera possible alors d'appliquer les théorèmei généraux :hj, relatifs aux intégrales prises le long d^an contour, aux — IL aS
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28. Je terminerai en démontrant une inégalité fondamen due à Riemann, qui va jouer un rôle capital dans la théorie intégrales abéliennes. Si u -^ iv représente une fonction an lique uniforme et continue sur une certaine portion de la sur£ de Riemann limitée par un circuit F, ne rencontrant toujours le contour K, on a, diaprés la formule préliminaire de Green, d écrite plus haut,
la dérivée -j- étant prise dans le sens de la normale intérie Or on a, comme nous l'avons déjà vu à diverses reprises (t.
du dn
dv ds
dv
-r désignant la dérivée de v dans le sens positif sur le contou w Nous pouvons donc écrire
rintégrale curviligne dans le premier membre élant prise d le sens positif. L'inégalité
u dv > o
(îst alors évidente : c'est elle que nous voulions établir. Elle exclut complètement Tégalité à moins que u -+- iv ne se rédaî^^ à une constante.
Nous aurons bientôt à appliquer cette inégalité au contour K, mais il faudra toujours dans ce cas, si l'on veut être complet, considérer d'abord la portion de la surface de Riemann Wmitée par K et les m circonférences C dont nous avons parlé plus haut; on fera augmenter ensuite indéfiniment le rayon de ces demièref.
I. — De la périodicité des intégrales abéliennes
1. On désigne sous le nom A^ intégrales abéliennes les inlé- ^t*ales de la forme
/ ^{x,y)da\,
^(x, ^) étant une fonction rationnelle de x ^iy. Nous avons déjà ^ail, à un point de vue élémentaire, une réduction de ces intégrales (t. I, p. 5o); c'est de leurs déterminations multiples que :iious devons maintenant nous occuper. Nous écrirons Tintégrale sous la forme
•»■#. rt
indiquant par les limites inférieure et supérieure (^oi J^o) ^^ i^^X) les points de départ et d'arrivée de la courbe d'intégration sur hi surface de Riemann.
Nous partagerons ces intégrales en deux catégories difTérenteii. 1^ fonction R(j:,^) aura nécessairement des pôles ; dans le voisinage d'un tel point a, on développera R sui\ant les puii»Aanc(;M entières de {x — a) [ou de {x — a/ si le pôle considéré était un
point de ramification]. L'intégration pourra introduire Av.% Urrtuvn en log(j: — a). Si, pour aucun pôle de R, il n'y a de terme logarithmique, et si) de plus, le point à l'infini dan« chacun de* feuillets ne donne pareillement dans l'intégration Hmiuu terme loga-
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rithmique, nous dirons que l'intégrale est de la première catégorie; elle sera de seconde catégorie si un des pôles au moins donne un terme logarithmique.
2. Plaçons-nous d'abord, pour Tétude des déterminations multiples de l'intégrale (i), dans l'hypothèse où celle-ci serait de la première catégorie. Nous reprenons sur la surface de Riemann S le contour K étudié au Chapitre précédent, au moyen duquel la surface a été rendue simplement connexe. Considérons sur S uo circuit quelconque, ne rencontrant pas K et ne passant pas par un pôle de R(j;, y). D'après ce que nous avons vu à la fin du Chapitre précédent, V intégrale prise le long de ce circuit sera nulle.
Cette remarque faite, la recherche des déterminations multiples de l'intégrale (i) supposée de la première catégorie ne présente aucune difficulté. Le contour K est formé des p systèmes de rétrosections C et D, et de /? — i lignes joignant entre elles ces systèmes de rétrosections; nous désignerons par E ces dernières lignes qui, on se le rappelle, sont, comme les C et D, des coupures ou lignes doubles. Un chemin L, tracé arbitrairement sur la surface S et joignant (^o>^o) à (^, ^), pourra rencontrer le contour K en un certain nombre de points. Cherchons la différence de la valeur de l'intégrale (i), quand on suit le chemin L, et de sa valeur quand on va de (^oj J'o) à {oc, y) sans traverser R (cette dernière valeur est entièrement déterminée). Considérons un quelconque des points de rencontre de L avec K, et désignons ce point par a et par 6, suivant que nous le regardons comme appartenant à l'un ou l'autre côté de la coupure, le point a étant le point que rencontre d'abord le chemin L. La différence que nous cherchons sera égale à la somme des intégrales prises pour chaque point (a, b) quand on va de 6 en a sans traverser K ; en effet, la seconde de nos deux intégrales peut être considérée comme obtenue en suivant le même chemin que pour la première, sauf que, au lieu d'aller de « en 6 en franchissant la coupure, on va de a en 6 sans traverser K. Il résulte de cette remarque capitale que nous avons seulement à étudier les valeurs de l'intégrale quand on va d'un point de la coupure K au point correspondant sur l'autre côté sans traverser cette coupure qui, nous le répétons,
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rend la surface simplement connexe. Tout d'abord, si le point (rt, b) est sur une ligne E, la valeur cherchée de Tintégrale sera nulle ; on le voit tout de suite en se reportant à la surface kp trous dans l'espace : on peut aller de 6 en a en restant sur le contour K, et, dans ce trajet, les éléments correspondants de K sur l'un et l'autre bord de celte coupure sont parcourus en sens inverse, puisqu'il en est ainsi pour le parcours complet sur une quelconque des rétroseclions {Jig- 5o). Supposons ensuite que le point (a, b) soit sur une ligne C.
Il suffit de suivre les flèches sur \difig, 5o pour voir que l'intégrale prise de 6 en a sera égale à l'intégrale prise le long de la se-
Fig. 5o.
conde partie D de la rétrosection, dans un sens convenable. Pareillement, si le point (a, 6) était sur D, la valeur cherchée serait égale à l'intégrale prise dans un sens convenable le long de C. Nous avons donc à introduire les valeurs de l'intégrale (i) prise le long des lignes G et D. Si Ton a fixé sur chacune des lignes C et D un sens déterminé, nous désignerons par
Cl et di
les valeurs des intégrales, prises respectivement dans ce sens, sur
D/ et C/,
de telle sorte que rf/ désigne la difiiérence des valeurs de l'intégrale quand on va, sans traverser K, d'un point arbitraire à deux points se correspondant sur l'un et l'autre bord de D/. La diffé-
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rence que nous nous proposions d'obtenir est de la forme
les /7?i et 77/ étant des entiers positifs ou négatifs. En résumé, les dh erses déterminations de r intégrale (i) diffèrent entre elles d'une somme de multiples des constantes c/ et di. On donne à ces ip constantes le nom de périodes de l'intégrale. On désigoe souvent ces périodes sous le nom Aq périodes cycliques.
3. Nous avons supposé que l'intégrale était de la première catégorie. Les mêmes considérations peuvent être employées, avec quelques modifications seulement, pour l'étude des détermioations multiples des intégrales de la seconde catégorie. Admettons donc que l'intégrale ait un certain nombre de points singuliers logarithmiques, que nous supposerons d'abord n'être pas situés en un point de ramification de la surface de Riemann S. EntouroDS chacun des points de ramification d'une courbe infiniment petite et joignons chacun de ces contours au contour K par une ligne double /. Nous obtenons ainsi sur S un nouveau contour K', formé de R et des lignes / que nous venons d'adjoindre, y compris les courbes infiniment petites autour de chacun des points singuliers logarithmiques. Nous raisonnerons sur R' comme nous avons raisonné sur R. Quand le chemin Lrenconlre une ligne /, il s'introduit dans la différence considérée plus haut, la valeur de l'intégrale prise le long de la petite courbe enveloppant le point singulier logarithmique correspondant. Aux périodes cycliques viennent donc s'ajouter des périodes d'une autre nature provenant des points singuliers logarithmiques. Si l'on désigne par Aie résidu correspondant au pôle de R(x, j^) qui donne par l'intégration un point singulier logarithmique, on aura évidemment, pour la différence cherchée de deux, déterminations de l'intégrale,
^(y??/c/-i- njdj) -\- 2TCt^/? A, 1=1 1
les p étant des entiers positifs ou négatifs. Les périodes 'xràK sont dites Aes périodes polaires.
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L*intégration le long de K' conduit à une égalité importante.
'après la remarque générale du § 2, cette intégrale est nulle; or 1 "'intégrale le long de K est manifestement nulle, puisque les élé- Yiients se détruisent deux à deux. 11 reste donc la relation fondawïientale
Ci) 2'^'"''-
4. On a supposé que les pôles de R(j:r, j) auxquels correspondent des logarithmes n'étaient pas des points de ramification. Les raisonnements précédents s'appliquent sans modification à ce cas; rappelons seulement quelle sera la signification du résidu .•orrespondant(Chap. XIU, § 2i). On a ici le développement
cr — a)
D'autre part, un contour infiniment petit autour du point do
ramification tournera deux fois autour de a dans le plan simple,
et, par suite, le résidu correspondant à ce point de ramification
devra être pris égal à aL; quand le pôle de R(:r,^) sera un point
de ramification, on devra prendre, dans l'application de Téga-
lité (3),
A —- àL.
II. — Le théorème d'Abel
5. Abel a donné sur les intégrales de difierenlielles algébriques une proposition fondamentale, sur laquelle sont revenus un grand nombre de géomètres. Nous allons, pour le moment, nous borner à la faire connaître, sous la première forme que lui a donnée le grand géomètre norvégien, dans son Mémoire célèbre sur une propriété générale d'une classe très étendue de fonctions transcendantes (*). Sous cette forme, le théorème paraît tout à fait élémentaire, et il n'y a peut-être pas, dans l'histoire de la Science, de proposition aussi importante obtenue à l'aide de considérations aussi simples.
(») Œuvres complètes d'Abel (l. I, p. i45).
Partons toujours de la relation algébrique
cl soit considérée une famille de courbes algébriques
(5) ^(ar,7,ai,aî, ...,ar) = o,
dépendant de r paramètres arbitraires ^i , a^, • • • , ar» Oq suppose que X contienne rationnellement ces paramètres. Les courbes (4) et (5) ont un certain nombre de points communs en nombre a
variables avec les arbitraires a. Les Xi, Xo, . • ., x^ sont racine^ d'une certaine équation de degré (x
(6) 0(a-, a,,ai, ...,0,.) = 0,
dont les coefficients sont rationnels par rapport aux a, et, si les axes n'occupent aucune position particulière par rapport aux deux courbes, on peut toujours admettre que la valeur correspondante de^ est donnée par
à étant rationnelle en x, «1 , . . . , Or-
Ceci posé, prenons une intégrale abélienne quelconque
, (Jr, y]
(•Tt. J'o)
et formons la somme
2/» V-»fn7n' / \{{x,y)dx.
Celte somme est déterminée, à une somme de multiples près des périodes polaires ou cycliques de l'intégrale, périodes indépendantes des a. L'objet du théorème d'Abel est de déterminer la nature de celte somme envisagée comme fonction des paramètres a. En désignant par la lellre 0 une différentielle totale par rapport à ces paramètres, nous aurons
ôS = H(x,,^,)o-ri-4-. ..-\-^{x^,y^)lx^.
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Or, en différentiant la relation (6), on calcule de suite SjTi, 3^2? ' • "f ^^\i' E^ substituant dans l'expression de SS et remplaçant les j^ par leurs valeurs ^, on aura pour coefficient de 8ai une ronction rationnelle de Xt^ ..., x^ el des a; de plus, elle sera évidemment symétrique par rapport aux x, et, par suite, le coefficient de Sai sera une fonction rationnelle des a, et il en est de même des autres coefficients. On a, par suite,
oS ^ Pi (ai, ..., a/.) 8ai-+- Pî(ai, ..., O/.) Oâtj-f- ... -h Pr(ûfi, «j, ..., Or) oa^
es P étant des fonctions rationnelles de ai, a^j . • ., a^.
L'égalité précédente constitue le théorème d'Abel sous sa ^orme primordiale : elle exprime que S est une fonction algé- ^rico-logarithmique des paramètres a. En effet, l'intégration de SI différentielle totale qui figure au second membre conduira nécessairement à une expression de la forme
Les A désignant des constantes, f et les ^ représentant des fonctions rationnelles des a.
On peut donner des formes plus précises à l'énoncé du théorème d'Abel ; nous y reviendrons à la fin de ce Chapitre.
6. Nous considérerons dans un moment, sous le nom d'intégrales de première espèce , les intégrales abéliennes
restant finies pour tout point {x^y) de la surface de Riemann. Cherchons ce que devient, pour une telle intégrale, le théorème d'Abel. La fonction algébrico-logarithmique des a qui représente S devra rester finie pour toute valeur finie ou infinie des paramètres a, puisque S reste lui-même toujours fini. Or une fonction de la forme
?(«)-+-y!AIog4>(a), où ç et les ^ représentent des fonctions rationnelles de a et les A
des constantes, ne peut rester finie pour toute valeur finie ou infinie du paramètre a que si elle se réduit à une constante. lien résulte que la somme S ne dépend pas des paramètres a.
On peut, par suite, pour les intégrales de première espèce, énoncer, sous la forme suivante, le théorème d'Abel : La somme
(•«■ii. y h)
OÙ {Xnt yn) désignent les points de rencontre, variables avec les a, des courbes {/\) et {b) ne dépend pas de ces paramètres, Klle a une valeur constante, abstraction faite, bien entendu, de sommes de multiples de certaines périodes fixes qu^on peut toujours introduire en faisant varier le chemin qui va de (j:©, y%)^ {^ri'i Vn)' Ce cas particulier du théorème d'Abel joue dans la théorie des courbes algébriques un rôle fondamental. On peut encore le mettre sous la forme suivante
les d désignant des difTérenliellcs totales par rapport aux paramètres a.
III. — Des intégrales de première espèce. Nombre de ces intégrales
linéairement indépendantes.
7. Les intégrales que nous avons désignées sous le nom dV/itégrales de la première catégorie peuvent se diviser en deux espèces. Les intégrales de première espèce sont celles qui restent finies en tout point de la surface de Kiemann. Les intégrales de seconde espèce deviennent infinies au moins en un point; elles n'ont d'ailleurs pas de points singuliers logarithmiques, et les points où elles deviennent infinies sur la surface de Rieraann sont des pôles
Nous allons nous occuper dans cette section des intégrales de première espèce. Cherchons tout d'abord la forme nécessaire d'une telle intégrale dont l'existence n'est pas évidente a priori. D'après ce que nous avons dit (t. I, p. 52), toute intégrale abélienne peut se mettre sous la forme d'une somme d'intégrales de
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la forme
Q(x,y)dx
/V{x,y)dx r \x-a)^fy J
fy
P et Q étant des pol^riômes de degré quelconque en x et y. La première intégrale pourrait devenir infinie pour x^=a\ aucune autre intégrale, dans la somme qui forme l'intégrale étudiée, ne pouvant devenir infinie pour j: = a, il n'est pas possible qu'il y ait de réduction, et, par suite, toute intégrale du type
P(ar, v) dx
se présentant dans la somme, doit rester finie pour x = a. Nous avons donc à chercher à quelles conditions l'intégrale précédente restera finie pour x = a. Enonçons tout de suite le résultat : il faut que
puisse se mettre sous la forme d'un polynôme en x et y^ en supposant, bien entendu, x ely liés par la relation /(jc,j-) =o.
Pour le démontrer, nous avons à distinguer différents cas suivant que la droite x =^ a rencontre la courbe en m points distincts, lui est tangente ou passe par un point multiple. Dans le premier cas, il est clair que le polynôme P(j?, ^) devra s'annuler pour
en désignant par j'i, ^21 •••> J^m les ordonnées des m points de rencontre de x ^= a avec la courbe /(ar, j^) = o. 11 en résulte que
peut se mettre sous la forme d'un polynôme en x et y. On peut s'en convaincre en écrivant
'ù étant un polynôme; or V{a^ y) sera divisible par
et comme, d*autre part, on a
f(^^y) = {y —ri ) . • • (7 — ^m) -<- (^ — «) 7i(^»>^) = <>,
le résultat énoncé devient évident. On sera donc ramené à une forme analogue, où a est remplacé par a — i , et, en continuaDi ainsi de proche en proche, on sera ramené au cas où le dénominateur a disparu.
Soit maintenant la droite x=^a tangente à la courbe. Nous avons alors les ordonnées
dont la première est supposée correspondre au point de contact. On aura d^abord nécessairement
mais je dis de plus que^i doit être racine double de P(a,^^*); on voit en effet tout de suite, dans l'hypothèse contraire, que l'intégrale devient infinie pour x = a, ^ =^|. Le polynôme P(x,/) est donc divisible par
(7 — 7i )' (r —y\ ) • • • (7 —ym-\ \
et comme on peut écrire
f^^^y) = (r — ji )' {y — Jî) • • • iy — r^-i) -+- (^ — «) ^(^x,y) = o,
'} étant un polynôme, il en résulte encore que
pourra se mettre sous la forme d'un polynôme en x et j^, et Ton peut achever le raisonnement comme plus haut.
Il ne nous reste plus qu'à supposer que la droite x = a passe par un point multiple d'ordre i. Ce point est par hypothèse à tangentes distinctes, et l'on peut supposer qu'aucune d'elles n'est parallèle à Oy,
Désignons par ^i, j'o, ..., ym-i les ordonnées des points simples de rencontre de la droite x-=a avec la courbe, et soil (a, 6) le point multiple. On montrera encore que P(«, ^) s'an-
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luIe pour 6, jKi,^2> • • • > ym-i- De plus, b doit être racine mulîple d'ordre «pour P(a, y); sinon l'intégrale deviendrait infinie u point multiple, quand {x^y) se rapproche de ce point, sur me au moins des i branches qui s'y croisent. Pour le voir bien teltement, écrivons
\\ le développement de P(a,^) suivant les puissances de {y — b) le commence pas un terme de degré au moins égal à i^ il y aura :ertainement, dans un au moins des développements de V{x^y) elatifs aux diverses branches, un terme de degré moindre que i en & — a. L'intégrale deviendrait certainement alors infinie au point iiultiple pour une au moins des i branches. La démonstration ^'achève alors tout de suite en remarquant que l'équation de la -ourbe peut s'écrire
{y — by {y — vi) . . . {y —ym-i) 4- (a? — a)^(x,y) = o,
d'où il résulte que
est un polynôme en x et y^ et la réduction s'effectue de proche en proche.
En résumé, les intégrales de première espèce sont nécessaire-
^nent de la forme
^{3r,y)dx
J fy
^(^r^y) étant un polynôme,
8. Cherchons donc à quelles conditions ces dernières intégrales esteront finies sur toute la surface de Riemann. Elles pourraient levenir infinies pour les points correspondant à
^es points sont de deux sortes. Il y a d'abord les points de ramiicaiion : mais on voit tout de suite que l'intégrale restera finie en »n tel point (a, b). On a en effet, en ce point, d'après nos hypo-
/jOO CHAPITRE XIV.
ihèscs qu'il est inulile de rappeler, le développement
A étant différent de zéro; l'intégrale reste donc finie.
Il j a en second lieu les points multiples. On a ici pour chaque branche un développement de la forme
Donc Q(^,J^) devra contenir en facteur (x — «)'"• quand on
substituera -a y les i développements relatifs aux i branches. Par
suite, Q(-c,^), développée suivant les puissances.de x — a e\
y — 6, devra commencer par un terme de degré i — i ; en d'autres
termes, la courbe
aura le point {o^b) comme point multiple d'ordre i — i. Cette condition est nécessaire et suffisante pour que l'intégrale reste finie en (a, b),
11 faut maintenant considérer les points à l'infini. Nous pouvons, en nous servant de l'équation /=o, mettre Q(^,Jk) ^ous la forme
les o étant des polynômes en x de degré quelconque. Pour j: tn*» grand, nous avons d'ailleurs les développements
y = AiX -h OLi-h - — - . . . ( 4 = I o . . . , /w K
les ki étant tous différents. 11 en résulte que, pour toute branclu' de la courbe à l'infini, le produit
ne pourra pas rester fini quand x grandira indéfiniment, si o, et 3i ne sont pas identiquement nuls. A la vérité, ceci pourrait arriver pour certaines branches, mais non pour toutes, sans que o, et s* fussent nuls identiquement, puisqu'en posant ^' := A\r les coefficients des diverses puissances de x dans le développement de (71
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sont des polynômes de degré m — i en A*. Or on exprime la condliion nécessaire et suffisante pour que l'intégrale reste finie pour ^ = X), en écrivant que l'expression (7) reste elle-même finie. On doit donc avoir
les '^ étant des polynômes. En raisonnant de la même manière, on voit tout de suite que '^q doit se réduire à une constante, fpi à un polynôme du premier degré, et ainsi de suite. Par conséquent, Q(j:, j^) est un polynôme de degré m — 3 en j: et j^
En résumé, la condition nécessaire et suffisante pour que l'intégrale
soit de première espèce peut être ainsi formulée : Q(^:i j>') est un polynôme de degré ni — Z en x et y et la courbe
ff pour points multiples d^ ordre i — i les points multiples d'ordre i de la courbe /.
9. Un premier point très important est relatif au nombre des intégrales de première espèce linéairement indépendantes. Que doit-on entendre d'abord par intégrales linéairement indépendantes? Soient
/-" -^^ Q^U,j2^x r^'^'-y^ q^{x.y)dx /•^•••^' (i,(x,y)dx
r intégrales de première espèce. Nous dirons qu'elles sont linéairement indépendantes si l'on n'a pas entre elles de relations
A, / Y< ^+-...-t-Arl - jr» - «J^H- A;.+.| — o,
les A étant des constantes. Ceci revient à dire que Ton n'aura pas d'identité de la forme
(S) AiQi(a",7)-f-.. .4- ArQr(>r,^v) = o.
403 CHAPITRE XIY.
(les A étant constants), pour tout point (x, ^) de la courbe/. D'ailleurs si Ton a des polynômes Q pour lesquels une idenlilr de la forme précédente ne puisse avoir lieu quand jceljr sont regardées comme des variables indépendantes, il ne pourra exister entre eux une telle identité quand le point (j^jy) sera quelconque sur la courbe/; c'est une conséquence nécessaire de l'irréductibilité de cette dernière et de ce que le degré des Q est inférieur à m. On peut donc dire que les intégrales sont linéairement indépendantes si les polynômes Q à deux variables indépendantes X et y sont linéairement indépendants, c'est-à-dire s'il n'existe pas entre eux de relations de la forme (8) où les A soient des constantes.
Cette définition posée, remarquons que : avoir un point multiple d'ordre i — i en un point donné revient pour une courbe k
conditions. Or le polynôme général de degré m — 3 renferme
(//i — i)(m — 2) ce ' ^ ^ » L coetficients, et nous avons entre eux un nombre
d'équations de conditions égal à
a/ désignant, comme précédemment, le nombre des points multiples d*ordre /. Si l'on suppose que ces conditions ne se réduisent pas à un nombre moindre, on aura
ai , c est-a-dire p
intégrales de première espèce linéairement indépendantes.
Pour énoncer la conclusion précédente, nous avons dû supposer qu'il n'y avait pas de réduction dans le nombre des coefficieDt$. En toute rigueur, nous pouvons seulement dire pour le moment que le nombre des intégrales linéairement indépendantes est nu moins égal à p.
Le résultat précédemment énoncé est cependant exact
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sans reslriclion. Il est nécessaire de le démontrer en toule rigueur : c'est ce que nous allons faire en nous servant du ihéorème d'Abel (*). Supposons qu'il y ait plus de p intégrales de première espèce linéairement indépendantes. Je prends p points arbitraires a^^ «21 •••> <^p sur la courbe /*; par ces points passe au moins une courbe Q, puisque, dans l'hjpothèse où nous nous plaçons, la courbe générale Q renferme au moins p + 1 coefficients arbitraires. Or toute courbe Q rencontre, en dehors des points multiples, la courbe/ en
m(m — 3) — ^a//(i — i) ou 2/? — 2 poi
nts.
La courbe Q passant par a^, aa, . . . , ap rencontre donc, en dehors des points multiples, /en jo — 2 points, que nous désignerons par 6,, ^2? • • • > l^p-2' Par ces derniers points, passe un faisceau F de courbes Q comprenant en particulier la courbe d'abord considérée. Appliquons le théorème d'Abel aux points de rencontre variables du faisceau F avec la courbe/. Nous aurons, en désignant ces points par
et prenant/? polynômes Qi, Q2, ..., Qp linéairement indépendants,
égalités qui expriment le théorème d'Abel pour les intégrales de première espèce. Nous tirons de là la relation
QiC^i.ri) Qi(^î,7î) ••• Qii^p^yp) Qî(^i,ri) Qî(^î»7î) ••• Qi(^pyyp)
Qpi^i^yi) Qp(^i^yt) ••• Qp(^pyyp)
Cette relation doit être identiquement vérifiée, c'est-à-dire quels que soient les points (xi,j^4), (0:2,^^2)7 > {^p^y?) sur la
( ' ) E. Picard, Sur le nombre des intégrales abéliennes de première espèce {Bulletin des Sciences mathématiques, 1890).
|04 CMAPITU IIT.
courbe; puisque, pour une certaine courbe du faisceau F, ces points coïncident avec les points arbitrairement choisis ^i, as, .-'i fip. Mais ridentité précédente exprime que les polynômes Qh Q29 • • -r Q/» ^^ ^^"^ P^^ linéairement indépendants; c'est ce que Ton voit en développant le déterminant par rapport à la premi^i^ colonne. A la vérité, ceci suppose que tous les mineurs du pr^' mier ordre qui formeront les coefficients de ce développement «^^ soient pas nuls; mais, s'il en était ainsi, on serait ramené au o^^ de/> — I polvnômes Q sur lesquels on raisonnerait de la mêc*^^ manière et finalement on arrivera à une relation homogèDe ^^ linéaire entre certains polynômes Q où tous les coefficients seront pas nuls puisque, à la fin, on aura comme mineurs les p lynômes Q eux-mêmes. Ainsi nous arrivons à la conclusion q les polynômes Q ne sont pas linéairement indépendants : cet contradiction démontre le théorème. Nous pouvons donc affirm-* cju'iV y a p intégrales de première espèce linéairement indm pendantes (*).
H. Nous désignerons dans la suite les courbes
sous le nom de courbes adjointes d'ordre m — 3 (2). D'une ms nière plus générale, une courbe sera dite une courbe adjointe à si elle a pour point multiple d'ordre 1 — i tout point multip d'ordre i Ae la courbe/. Outre les adjointes d'ordre ni — 3, noi aurons à considérer dans la suite les adjointes d'ordre m — 2. L
polynôme adjoint sera le premier membre de l'équation d'ui courbe adjointe.
Faisons la remarque importante qu'iV n'y a pas sur la courbe ^^ rn dehors des points multiples y de points communs à tout '^^
(*) On peut établir ce théorème fondamental en restant au point de vue ^ ;;él)rique; c'est ce que font MM. Brill et Nôther dans leur mémorable Mémo: Sur les fonctions algébriques {Math. Ann., t. VII). Nous donnerons encore § Vl une autre démonstration de ce même théorème.
(') Nous ne nous préoccupons nullement ici d'une question d'ordre en qu> <iuc sorte pratique, je vcu\ dire la formation effective, pour une équation doni / .- o, de ses adjointes et la détermination dans ces conditions du genre de courbe. On pourra consulter sur ce sujet un intéressant Mémoire de M. L. Rî {Afat/i. Annalen, t. WIII) cl un travail de M. Nothcr.
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les adjointes d^ ordre m — 3 (*). J'emploierai encore à cet effet le théorème d'Abel.
Prenons, sur la courbey, /? — i points arbitraires a,, aa, ..., a^_, . Par ces points, on peut faire passer au moins une courbe Q ; celle-ci, en dehors des points multiples et de ces p — i points, rencontre encore la courbe en p — i autres points parmi lesquels doivent se trouver les \ points (^]> o) que, par hypothèse, contiennent toutes les adjointes. Il reste donc p — i — X points par lesquels nous pouvons faire passer un réseau d'adjointes. Aux p — I points de rencontre variables (Ç|, r^i). . .(Ç;,_i, t\p-\) de ce faisceau avec la courbe, appliquons le théorème d'Abel pour p — I intégrales distinctes de première espèce. On en déduira immédiatement
Qi({i,T^ii) .-. Qi(Ç/»-i,TQp-i) QîC^ijTr^i) ... Qj({p-i,')/i-i)
Q/»-i({i,^i) ••• ^p-xdp-i'i'^p-ï)
et Ton aura là une identité puisque les/? — i points ($, vj) coïncident dans une position particulière avec les/> — i points a pris arbitrairement. Mais ceci est impossible, comme nous l'avons déjà dit, si les polynômes Q,, Q2, ..., Qp_i sont linéairement indépendants.
IV. — Théorèmes fondamentaux sur les intégrales de première espèce. Intégrales normales.
12. Revenons aux périodes des intégrales de première espèce. Les périodes d'une telle intégrale
peuvent être désignées par
(*) MM. Brill et Nôther démontrent {loc. cit.) ce théorème en se serrant du théorème de Riemann-Roch.
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en représentant par cj et d^ les valeurs de Tintégrale prise respectivement le long des coupures Da et Ca-
Nous avons dit que ej[ était la période correspondant à Ca et d^ la période correspondant à Da. Les sens suivant lesquels sont pris c\ et dj^ sont tout à fait arbitraires. Faisons donc seulement une convention pour fixer les idées. On forme le contour K dont nous avons déjà tant de fois parlé; ce contour se compose, outre les rétrosections, de p — i coupures joignant deux à deux, à la manière d^une chaîne, les coupures D.
Considérons une des extrémités de cette chaîne. Je fixe un sens sur Df, marquant la (lèche du côté de la coupure sur lequel ne s'insère pas la coupure auxiliaire qui joindra D| à D2. On suit alors, dans le sens indiqué, le côté considéré de D| ; on rencontre
Fig. 5i
fsn.
C| et il s^ensuit un sens pour C^, Nous continuons maintenant le contour K, et les sens dans lesquels nous parcourons respectivement Da et Ca, à l'arrivée sur la seconde rétrosection, sont ceux que nous fixons sur celle-ci pour évaluer les intégrales c* et dty et ainsi de suite.
Ces définitions posées, nous allons établir une inégalité fondamentale d'où se déduiront les conséquences les plus importantes pour les périodes des intégrales de première espèce. Considérons d'une manière générale une intégrale de première espèce
J Jy
y)dx
aux périodes Ch et c^a- Je mets l'intégrale sous la forme
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et je pose
Ch = c'n -f- ici, <^h = d), -h id%.
En appliquant le théorème démontré à la fin du Chapitre précédent (§27), nous sommes assuré que l'intégrale
étendue au contour K, est dift'érente de zéro. Elle est positive si le sens choisi sur le contour K correspond au sens positif sur les feuillets ; c'est ce que nous pouvons supposer. A la vérité, comme nous Tavons dit, une petite discussion est nécessaire, en appli- (|uant ce théorème et les théorèmes analogues établis (loc. cil,), pour les points à Tinfini et pour les points de ramification. Ici on se rend compte tout de suite que l'intégrale précédente pour un circuit infiniment grand sur un feuillet quelconque est nulle,
puisque X est fini à Tinfini et que -^ est infiniment petit comme
— , tandis que ds contient seulement p en facteur (pétant le rajon du cercle d'élément ds grandissant indéfiniment). Quant aux
points de ramification, on voit immédiatement que -j- est do
l'ordre -p> tandis que ds est de l'ordre de r, en désignant par /*
la distance du point variable au point de ramification, dislance qu'on fait tendre vers zéro.
Ecrivons donc
Nous allons évaluer cette intégrale. Les fonctions réelles X et Y admettent respectivement les périodes c^, d'^ et cj[, d^. Nous avons dit que les périodes correspondant aux coupures auxiliaires joignant les rétrosections étaient nulles (§2)^ les intégrales relatives à ces coupures sont donc nulles, leurs éléments se détruisant deux à deux. Nous pouvons, par conséquent, faire abstraction de ces coupures, et nous n'avons qu'à évaluer l'intégrale précédente sur chacune des rétrosections. Prenons, par exemple, la rétrosection (l)i. Ci); soient fn et m' deux éléments se correspondant des
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deux côtés Je la coupure D|, rélémenl m élanl sur le côlé de la
coupure auquel correspond la flèche. Nous aurons pour éléments
de l'intégrale
en m XrfY
en m' -(\->rd'^)d\ :
pour le second élément, X est en effet devenu X H- d\ et le signe a changé, les éléments m et m' étant parcourus en seas inverse. JVous aurons donc pour la somme
et il faut faire la somme de cette expression pour les éléments ///, ce qui donne immédiatement
Prenons de même deux éléments/? et/?'; on aura pour éléments de rintégrale
en/? \d\
cnp' --(X — c\)d\
dont la somme donne c\ dX qui, intégrée pour les éléments /?, conduit de suite à
La première rétrosection donne donc, comme valeur de l'intégrale cherchée,
Nous avons pat suite V inégalité Jondamenlale
h=p (lo) ^{c'^dl^cld'^)>o.
et, je le répète, cette inégalité exclut Tégalité.
Je tirerai de suite de celte inégalité une nouvelle démonstration du théorème démontré dans la Section précédente et relatif au nombre des intégrales linéairement indépendantes. Ce nombre ne peut être supérieur à /?, car, s'il en était ainsi, on pourrait former une intégrale de première espèce, ne se réduisant pas à une
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conslanle, et pour laquelle les périodes relatives aux coupures D se réduiraient à zéro; ce qui est incompatible avec l'inégalité précédente.
L'intégrale générale de première espèce est de la forme
(II) 2 (AA.-+-iBA-)lA-,
les A et B désignant des constantes réelles quelconques et les 1 représentant des intégrales linéairement indépendantes. Désignons celle intégrale par X -f- i Y ; les ip périodes de X seront
kr.p
Je dis qu'on peut choisir les ip constantes k^ et Ba de manière que ces 2/? périodes prennent telles valeurs que l'on voudra. Il sufGt pour cela de faire voir que le déterminant des coefficients de A^ et B>t dans ces ip formes linéaires ne peut être nul. Pour le mootrer, remarquons simplement que, si ce déterminant était nul, on pourrait choisir les A et B, non tous nuls, de manière à annuler toutes les périodes de X. On aurait alors une intégrale (ii) pour laquelle les parties réelles de toutes les périodes seraient nulles. Or cette circonstance ne peut se présenter pour une intégrale de première espèce ne se réduisant pas à une constante, comme le montre l'inégalité (lo) qui ne peut être vérifiée quand toutes les lettres pourvues d'un seul accent sont nulles. Ënonçons donc ce théorème :
On peut former une intégrale de première espèce pour laquelle les parties réelles des 'xp périodes ont des valeurs arbitrairement données.
Une conséquence immédiate est que les ip périodes d'une intégrale arbitraire de première espèce sont distinctes. On se rappelle la définition des périodes distinctes (p. 2i3 de ce Volume).
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Il est impossible ici qu'il existe entre les périodes d'une intégrale arbitraire de première espèce une relation homogène et linéaire à coefficients entiers puisque les parties réelles des périodes peuvent être choisies arbitrairement.
Comme nous avons eu déjà l'occasion de le remarquer (p. 216), le nombre des périodes, pour une intégrale déterminée de première espèce, peut être inférieur à 2/?, mais nous ferons la remarque que le nombre des périodes distinctes d'une intégrale de première espèce fie peut être inférieur à deux.
Supposons en effet qu'une intégrale 1 de première espèce n'ail qu'une seule période co. Considérons alors l'expression (')
Cette expression n'aura qu'une seule valeur en chaque poini (vT, r) de la surface de Riemann. D'autre part, elle reste toujours finie; elle devrait donc se réduire à une constante (Chap. XIII, j^ 27), ce qui est absurde.
14. Indiquons maintenant ce qu'on entend par intégrale normale de première espèce. Cherchons à déterminer p intégrales de première espèce J|, J2, ..., 3p pour lesquelles les périodes correspondant aux coupures D|, D,, ..., D^, forment le Tableau suivant :
Jl
Ji
On partira pour cela des p intégrales linéairement indépendantes li, I2, . . ., I/y et l'on déterminera les constantes aj, aj, ..., Xp de manière que les périodes de
(l'X) «1 I| -h aj Ij -f-. . .-h a,, ï,,
(') On reconnaîtra là sous une forme plus condensée la généralisation du raisonnement fait à la page 216.
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correspondant aux coupures D aient successivement les valeurs correspondant à ce Tableau. 'On aura ainsi à résoudre successivement/? systèmes de p équations du premier degré. Il est essentiel de remarquer que le déterminant commun de ces systèmes n^est pas nul, car, s'il en était ainsi, on pourrait choisir les a (non tous nuls) de manière que les périodes de (12) correspondant aux coupures D soient toutes nulles, ce qui est en contradiction avec l'inégalité fondamentale (10) où toutes les lettres d ne peuvent s'annuler simultanément.
Il est évident d'ailleurs que les intégrales J ainsi déterminées sont linéairement indépendantes, car aucune combinaison linéaire des J ne peut se réduire à une constante sans que les coefficients soient nuls, comme on le voit tout de suite en égalant à zéro les périodes relatives aux coupures D d'une telle combinaison.
On appelle les intégrales J les intégrales normales de première espèce. Nous désignerons par le Tableau suivant le Tal3leau des périodes des intégrales normales :
Tu
tjl
Tjj . .
ip
PI
tpt . •
'^pp
Dans chaque ligne horizontale se trouvent les périodes de l'inté grale normale correspondant à cette ligne.
15. Il existe entre les périodes de deux intégrales quelconques de première espèce une relation remarquable. Soient I et i deux telles intégrales, dont nous désignons les périodes respectivement par
c/, et dh \ ,
T/i et 0/,
Considérons l'intégrale
/i di.
On peut lui appliquer le théorème de Cauchy relativement au
contour R; elle sera nulle. La seule discussion à faire, pour s'en convaincre, est relative aux points à l'infini sur les feuillets et aux points de ramification ; elle se fait comme pour l'intégrale étudiée au paragraphe précédent. Nous avons donc
Jf \ di =i o.
Le calcul de cette intégrale est entièrement analogue à celui de
XéfY;
les périodes de I et de i remplacent seulement respectivement celles de X et de Y. Nous aurons donc
Il résulte de cette égalité que nous avons entre les périodes de/) intégrales de première espèce
relations, en l'appliquant de toutes les manières possibles à deux de ces intégrales. Ces relations prennent une forme particulièrement simple pour les intégrales normales J. Ainsi prenons J|
et J2 : on a de suite
— 'n-h'^îi = o.
D'une manière générale, il vient
Ces égalités sont fondamentales,
16. Nous terminerons cette étude des intégrales de première espèce, en indiquant une nouvelle égalité, conséquence d*ailleurs de l'inégalité fondamentale et qui joue dans la théorie des fonctions abéliennes un rôle capital. Considérons l'intégrale
nti Ji-+- /Wj J2 -h. . .-h tTip J
py
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Cl les m sont des constantes réelles quelconques, et appliquons à es périodes Tinégalité (9). En posant
tAA = '^'kh -^ ^'Ihf
m trouve, après quelques réductions très simples,
^ ffi/i rtik 'cj/i > o ( A, X: = 1 , 2, . . . , /> ). n peut donc énoncer que la forme quadratique en //«, ,
2 "^^ ^^^ '^/' ^st définie et positive.
V. — Des intégrales de seconde espèce
17. Nous avons désigné d'une manière générale sous le nom ^intégrales de seconde espèce les intégrales n'ayant sur la surace de Riemann d'autres points singuliers que des pôles. Nous lions former a priori une intégrale de seconde espèce ajant un ^eul pôle. Soit (Ç, tj) un point arbitraire de la surface de Rie- ^iiann et désignons par
Cl 3) ax -\- by -r- c = o
M 'équation de la tangente à la courbe /(j:, ^') = o au point (Ç, Tj).
J'envisage l'intégrale
où V{x^y) représente un polynôme adjoint de degré m — 1 s'annulant pour les m — a points simples de rencontre, en dehors du point de contact, de la droite (i3) avec la courbe /. Cherchons d'abord le nombre des constantes arbitraires figurant dans V{x^ y). Ce nombre sera au moins égal à
c'est-à-dire à/? + i . Mais on aperçoit de suite une famille de po-
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lynômes P(x,y) remplissant les conditions requises et dépendai de p paramètres ; elle est fournie par
Q(^> y) ^^^^^ '^ polynôme général adjoint d'ordre m — 3 qui m a joué le rôle fondamental dans la théorie des intégrales de pre^^^emière espèce. Pour une telle valeur de P, l'intégrale (i4} se r^:^^duit à une intégrale de première espèce; mais, puisque la familH 'le générale des polynômes P(x, ^'), satisfaisant aux conditions ind: Miàiquées, dépend au moins de p -\- i paramètres arbitraires, il y aur:^ Jra certainement un polynôme P(x, j^) ne contenant pas (ax-^by-^-c^ c) en facteur, et, par suite, ne s^annulant pas en (5, r^). Pour un t^^ -^el polynôme, Y intégrale (i4) ^st de seconde espèce. Il suffit, pou^i-^ur rétablir, de remarquer que cette intégrale devient infinie a .^sau point (Ç, '/)) de la surface de Riemann et en ce point seulement^ ^t- Cet infini est nécessairement un pôle; on pourrait le vérifier di rectement, mais on évitera tout calcul en remarquant qu'une in tégrale ne peut avoir un seul infini logarithmique d'après la rela tion
démontrée au § 3 de ce Chapitre. Le pôle est d'ailleurs évidemment un pôle simple.
Nous avons dit plus haut que le nombre des constantes figuran dans P était au moins/? + i, ignorant a priori si la dispositio particulière des points qui déterminent le réseau de courbes n'é lèverait pas le nombre des constantes au-dessus du nombre p H- i qui est celui que donne la numération directe. En fait, on peu voir que ce nombre sera/? -i- i : en effet, si Ton a deux polynôme Pj et Pa ne s'annulant pas en (Ç, tj), on peut choisir la constante de manière que P| — aP^ s'annule en (Ç, r,); on a alors
Donc P| ne dépend que de/? -H i constantes.
Soit n une intégrale (i4) de seconde espèce ayant lepôle(Ç,7,) il résulte de ce qui précède que toutes les intégrales de second*
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espèce ayant le pôle simple ($, ^i) seront de la forme
les I représentant/? intégrales distinctes de première espèce, a et les ^ des constantes arbitraires.
18. Nous pouvons choisir a de manière que le résidu de Tintégrale (i5) relativement au pôle (Ç, i^) soit V unité. De plus, on peut choisir les p de manière que les périodes de (i5) relatives aux coupures D soient nulles. On a alors une intégrale de seconde espèce parfaitement déterminée; nous l'appellerons V intégrale normale de seconde espèce relative au point (Ç, r^). Désignons-la par E; ses périodes seront
o ... o e^ ej ... e
Les périodes e, relatives aux coupures C, ont des valeurs extrèrnement simples que nous allons maintenant faire connaître.
Considérons à cet effet, avec Riemann, l'intégrale
ErfJ
^ù Ja est une intégrale normale de première espèce. Cette inté- 5^rale prise le long du contour K n'est plus nulle ici, comme celle :^ue nous avons considérée au § 14, puisque la fonction E a un ^ôle au point (5, rj, mais nous aurons, d'après le théorème de Cauchy étendu aux surfaces de Riemann,
: i6) rErfJ/ir=9.Tr/.R,
rîn désignant par R le résidu de
dx
Jpar rapport au pôle (Ç, vi). Calculons de suite ce résidu; le résidu <le E étant l'unité, et -t^> c'est-à-dire -^-^Vr" — > restant fini pour
dx J y
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(;,T.), on aura
en dosignani, bien entendu, par Qh{^9y) le polynôme adjoint ifordre m — 3 correspondant à l'intégrale normale J/i.
Quant au calcul de l'intégrale figurant dans le premier membre de ^ii)\ il est entièrement analogue à celui que nous avons eu à faire au § II; les périodes de E el J^ remplacent celles de I et /. On a immédiatement
Ainsi les périodes de V intégrale normale de seconde espèce reiaiive à un pôle (Ç, ^j) s^ expriment d^une manière algébrique.
lU. Prenons maintenant sur la surface p points (çi, r,,), \\^> ^ia)> • • • > (5/»> ^i/»)î qui vont rester fixes, mais à qui nous donnons une position arbitraire , el envisageons les intégrales normales de seconde espèce correspondantes E|, Ej, ..., E^. Nous aillons montrer qu'aucune combinaison linéaire à coefficients constants des ip intégrales
ne peut se réduire à une fonction rationnelle de {x^y).
Il faudrait et il suffirait pour cela que toutes les périodes de Al El 4- Aj Ej -+-. . .-h \p Ep -h Bi Ji -h. . .-+- B^ J^
fussent nulles. Pour que les périodes relatives aux D soient nulles
(m doit avoir
Bi = Bj = . . . = Bp = o.
I^cs périodes relatives aux coupures G seront nulles si Ton a
Al Q/,(5i, r^i) -h Aj Q/,({,, T,j) H-. . .-^ Ap Q/,($/,. T)^,) = o
Mais ces/> relations entraînent nécessairement
Al ^ \f ^ . . . = \p ^^ O,
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^ le délerminanl
Qi ($!,>;,) Q,($î,r,,) ... Qi(?,.,r,p)
^^^ peut être nul si les p points (Ç|, vi,), . . ., (Ç^, ti^) ont été pris ^t*l)i Irai renient (§ 10), et la combinaison formée est alors identiquement nulle.
Nous pouvons donc dire que nous aidons formé ip intégrales de />remière et de seconde espèce linéairement indépendantes , en entendant ici par intégrales linéairement indépendantes des intégrales dont aucune combinaison linéaire n^est rationnelle en (jc, y). Il \\y a aucune confusion à craindre pour les deux sens clans lesquels, suivant les cas, nous entendons les mots linéairement indépendants. Quand il sera question d'intégrales de seconde espèce, il s'agira toujours du sens que nous venons d'indi- C|uer. Il est clair que le déterminant d'ordre ip formé avec les périodes de nos 2/? intégrales n'est pas nul.
20. Toute autre intégrale de seconde espèce s'exprime linéaiï^cîment à l'aide des 9,p intégrales précédentes et d'une fonction *"alionuelle. Soit en clTet H une intégrale absolument quelconque <ie seconde espèce. Nous pouvons choiiir les constantes A et B de janière que les ip périodes de
< 17) Il-r- A, E, 4-...H- Ap Kp4-Bi J, -f-...-T- By, J
aboient nulles; d'après ce que nous avons dit plus haut, le déterinant des 2/? équations du premier degré ainsi obtenues ne sera as nul. L'expression (17) n'ayant pas de périodes et n'ayant que es pôles sera une fonction rationnelle de (j:, y)^ et nous pouons, par suite, énoncer que toutes les intégrales de seconde "espèce s'expriment à Vaide de 2/? d'entre elles, linéairement ndépendantes, et d'une fonction rationnelle de (x^y).
On pourrait démontrer le théorème précédent, qui est capital, 'une manière purement algébrique, en s'appuyant sur la réduction que nous avons donnée Tome l(p. Sa et suiv.) pour les intéf2;rales de différentielles algébriques. Du moins, on peut voir faci- P. - II. 27
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lemenl ainsi que toutes les intégrales de seconde espèce sont réductibles à ip d'entre elles et a une partie rationnelle en ( j?, >- ), mais il serait moins simple dVtablir directement que ces ip intégrales sont linéairement indépendantes. Nous n^insisterons pas sur ce genre de démonslralions.
21. De même que nous avons cherché une relation entre les périodes de deux intégrales de première espèce, on peut de la même manière trouver une relation entre les périodes d'une intégrale de première espèce et celles d'une intégrale de seconde espèce. Reprenons l'intégrale arbitraire H de seconde espèce, et soit I une certaine intégrale de première espèce; on considérera (încore Tintégrale
prise le long du contour K. Cette intégrale sera égale au produit de 2 771 par la somme des résidus relatifs aux différents pôles de la
fonction H-^-; cette somme R pourra être facilement calculée
dans chaque cas, et Ton aura par suite la relation chei*chée
Zu ^^'^ ^à —^hdh) — 2TÎ«.R,
en désignant respectivement par c/i, d/i et y^, o^ les périodes de H et 1.
VI. — Des intégrales de troisième espèce
22. L'étude des intégrales de troisième espèce se fait d'après les mêmes principes que celle des intégrales de seconde espèce. Partons ici d'une droite quelconque ax -h by + c = o, et, parmi les m points de rencontre de cette droite avec la courbe y, considérons-en deux particulièrement (51,*^),) et {\2yf\2)\ nous les désignerons simplement, pour abréger, par les points Ç, et $3. Ceci posé, formons encore l'intégrale
J {ax~r- by -{-€)//
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P(j:, y) étant un polynôme adjoint d'ordre m — 2 s*annulant pour les m — 2 points de rencontre de aa?4-6j^4-c= o avec/", distincts de Ç| et $2- Sous ces conditions, l'intégrale précédente deviendra infinie pour $| et Ç^, si le polynôme P ne s'annule pas en ces deux points. On montrera comme plus haut que le polynôme P renferme p -h i constantes arbitraires et qu'il existe un polynôme V{x,y) ne s'annulant pas pour Ç, et ^21 lous les autres étant de la forme
aiV{x,y) -^iax^by-^c){ ^j Qj -h p, Qj -h. . .-t- ^p Qp).
Li'intégrale ainsi obtenue aura les deux points \^ et Ç3 comme infiinis logarithmiques; dans le voisinage du premier, la fonction de-
'V'iendra infinie comme
Alog(j: — Ç,),
étant une constante, c'esl-à-dire qu'elle sera égale à l'expression précédente augmentée d'une fonction holomorphe dans le 'Voisinage de Ç|. Elle deviendra infinie, pour x = Ça, comme
— Alog(ar — {,)•
Les coefficients des logarithmes sont égaux et de signe contraire
d'après la relation \^ A = o du § 3.
On peut choisir la constante a de manière que A= i, et, de plus, les constantes p peuvent être déterminées de telle sorte que les périodes relatives aux coupures D de notre intégrale de troisième espèce soient toutes nulles. On a alors une intégrale de troisième espèce que nous appellerons intégrale normale de troisième espèce relative aux points Ç| et ^3. Nous la désignerons par
les parties logarithmiques de cette intégrale sont respectivement
pour Ç| et ^2
-hlog(ar— îi) et — log(ar — Ç,),
et les périodes relatives aux D sont toutes nulles. Nous allons calculer les périodes relatives aux coupures C; l'intégrale a de plus une période polaire 2'n£ relative aux points singuliers logarithmiques.
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23. Les périodes cycliques de S^^^^ relatives aux coupures C et que nous désignerons par 5|, ^a, ..., Sp, ont une forme très simple; nous allons les trouver en suivant la même voie que pour les intégrales de seconde espèce. Considérons toujours le contour K sur la surface de Riemann {Jig* 5a), puis réunissons les points Ç| et Ç2 p^i* ^^^ ligne ne rencontrant pas K et dont
nous faisons une nouvelle coupure que nous joindrons par une autre coupure a^ à un point quelconque de K. Appelons R' \e contour K modifie par cette addition, et supposons-le parcouru dans le sens des flèches de la ligure. 11 est manifeste que Tinlégrale
(18) f\l.dh
prise le long du contour K' est nulle, J/i désignant toujours une intégrale normale de première espèce. Nous aurons coniine valeur des éléments en m et m'
en m Sp t dJf,
on m' — (Sç ç H- 'n:i)dJ/t
dont la somme donne
— l'zidJft,
et, j>ar suite, la valeur de Fintégrale (18) sur les deux bords de la coupure (ii, $2) <?st
— a ri / dJ/i .
IjCs intégrales des deux bords de la coupure a^ se détruisent et il reste à évaluer Tintégrale relative au contour K. Or c'est un calcul que nous avons déjà fait à diflerentes reprises^ Tiiitégrale
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se réduit à s^ et nous avons donc
S/t = 9.Tzil dJ/t (/t = 1,2, ...,/?),
formule qui fait connaître les périodes, relatives aux C, de Tinlégraie normale de troisième espèce.
24. 11 est facile de voir (|ue toute intégrale de troisième espèce est une somme d'intégrales normales de troisième espèce et dUine intégrale de seconde espèce. Supposons que l'intégrale n considérée ait /* points singuliers logarithmiques a^ , «2» •••? «r avec les coefficients correspondants A| , A2, ..., A,. satisfaisant nécessairement ù la relation
Al -4- A j -T- ... -h A,. = o.
Formons les intégrales normales de troisième espèce
et la combinaison linéaire
On peut choisir les B de manière que cette somme devienne infinie en «1, ^2j • • • 7 ctr comme l'intégrale FI. On n*a qu'à écrire
Br-i — Br- i = Ar-1,
et ces r équations compatibles, en vertu de ^A=o, déterminent les B. Ces coefficients étant ainsi choisis, l'intégrale
n — (Bi Srtjrt, -T-. . . -+- B/._i Sfl^_jfl^)
n'aura plus de points singuliers logarithmiques : ce sera une intégrale de seconde espèce.
Démontrons maintenant le théorème important connu sous
le nom de théorème de V échange du paramètre et de V argument»
On trace sur la surface de Riemann, rendue simplement codnexe au moyen du contour K, deux coupures (Ç|, ^2) 6t(a,,a2i ne coupant pas K et ne se coupant pas entre elles. Formons alors les deux intégrales normales de troisième espèce
qui sont des fonctions uniformes sur la surface affectée des coupures indiquées. Pour avoir un contour unique, nous joindroi^Si
comme plus haut, les coupures \x ^2 ^t les coupures ai a^ au contour K : on forme avec toutes ces coupures un contour unique K'. Nous avons la relation
^Sx,a, = o,
d'après le ihéorème fondamental de Cauchj étendu aux surfaces de Riemann. La partie de Tintégrale relative au contour K sera nulle puisque les périodes relatives aux coupures D des deux fonctions S sont nulles. Il reste simplement à considérer les intégrales relatives aux coupures (Ç, ç^^ et (ai aj). La première nous donne, par un calcul tout a fait analogue à celui du § 23,
^3l,!Xt
Pour avoir la seconde, remarquons que le long d'une ligne entourant les deux points a|, a^ on a, en intégrant par parties,
I S: s «'>a. a. = — / Sj.i, </S: t ;
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or la seconde intégrale donnera de suite, pour la coupure ai a.»,
if aoç,ç, On a donc Tégalité
qui exprime le théorème de V échange du paramètre et de U argument.
26. Nous terminerons ces généralités sur les intégrales abéliennes en revenant au théorème d'Abel, sommairement étudié su § 5 de ce Chapitre, et en lui donnant pour les intégrales de troisième espèce une forme très commode pour les applications. Nous allons d'ailleurs employer encore une fois la considération d'intégrales de la forme
^{}dW,
étendues h un circuit convenable de la surface de Riemann, intégrales que ce grand géomètre a employées si heureusement pour l'étude des propriétés fondamentale^ des intégrales abéliennes des trois espèces, comme on vient de le voir dans les paragraphes précédents. Soit toujours Sç^^^ l'intégrale normale de troisième espèce correspondant aux points \s et ^2) ^t désignons par
les équations de deux courbes de degré n, La première rencontre la courbe y en ma points a,, aa, ..., ^mn c^ la seconde en mn points pi, p2i •••? ^mn- Après avoir tracé sur la surface de Riemann le contour K et la coupure Çi Ç2? nous joignons par des arcs de courbe ces points de rencontre deux à deux, en nous arrangeant de manière que les lignes
ne se coupent pas entre elles et ne coupent pas le contour K ni la coupure \% Çj. Nous allons considérer les lignes précédentes comme des coupures que nous joindrons au contour K par des
coupures auxiliaires ainsi que la coupure $| $2? el nous désignons par ¥J le contour total ainsi formé. Ces constructions faites, for-
mons rintégrale
Elle sera nulle; or il est facile de calculer sa valeur en raisonnanl comme nous Pavons déjà fait à diflTérentes reprises.
La fonction logy n'ayant pas de périodes cycliques, la partie
de rintégrale précédente relative à K sera nulle. D'autre part,
l'intégrale relative aux coupures auxiliaires est évidemment nulle. Calculons la valeur de l'intégrale pour une coupure a>i ^>^ ; nous aurons
^\lt-
Pour rintégrale relative à la coupure Çi Ça, on substituera, aprrs intégration par parties, Tinlégrale
-/sç,ç,./log|;
et, par suite, on aura
It
en désignant par (f ) la valeur de la fonction rationnelle ? au point Ç,. Il vient donc finalement
h — tnn
DES INTÉGRALES AB(^LIB^NES
C'est le théorème d^Abel pour l'intégrale normale de troisième espèce. Pour l'avoir sous une forme qui corresponde aux généralités indiquées plus haut (§ 5), il suffit de considérer une famille de courbes
\{x^yj a,, rtj, . . . , a,.) — o
dé[)endant de r paramètres arbitraires qui figurent rationnellement dans cette équation.
Supposons que la courbe ç corresponde à des valeurs numériques fixes données aux paramètres, tandis que i^ correspondra à des valeurs arbitraires de ces paramètres. On voit que le second membre sera le logarithme d'une fonction rationnelle de ces paramètres; ceci est d'accord avec le premier énoncé que nous avons donné du théorème d'Abcl (*).
27. Le théorème d'Abel pour les intégrales de première espèce se démontrera évidemment par la même voie; on aura seulement à considérer l'intégrale
log I <n,
I désignant une intégrale de première espèce. Il n'y a pas ici de points Ç| et Ç2? et l'on a de suite
J'ajoute seulement encore une remarque importante sur l'application du théorème d'Abel aux intégrales de première espèce.
Considérons un faisceau de courbes adjointes d'ordre m — 2. Ce faisceau contiendra
(m — 2)(mH-i) v^ i(i — i)
— y,°^i ; O" ^ — 2-hp
paramètres entrant d'une manière non homogène.
(*) Celte forme du théorème d'Abel, ainsi que le théorème sur l'échange du paramètre et de l'argument, ont été donnés par Clebsch et Gordan dans leur Ouvrage classique : Théorie der Abelschen Functionem (1866).
CHAPITRE XIV. — DES INTÉGRALES ABÉLIENNES
Or le nombre des points de rencontre décavée les courbes ^e ce faisceau est
m {m — '2 ) — ^ «I • ' ( * — 0 ou m — 2 -:- a/).
On pourra donc prendre m — 2 -hp points arbitrairement et les p autres s'ensuivront, leurs coordonnées étant fonctions algébriques des coordonnées des premiers. Ceci posé, nous pouvons établir que ia somme d'un nombre quelconque d'intégrales abéliennes de première espèce est égale à une somme de p intégrales dont les limites sont des fonctions algébriques des limites des premières. Nous voulons dire par là que la somme
des k intégrales
If '"'
OÙ {jCqjJ'o) est un point fixe de la courbe, peut s'exprimer par une somme de ;d intégrales
OÙ les {^\^ Tjx) sont des fonctions algébriques des (^r^, J'a)-
La démonstration est immédiate : il suffit de montrer l'exaclitude du théorème pour p -f- 1 intégrales. Or, parmi les m — 2 -:-y? points de rencontre dont nous disposons arbitrairement, supposons que p -t- i coïncident avec les limites données de nos intégrales, les autres étant des points fixes. L'application du théorème d'Abel nous permettra d'exprimer la somme des p -!- I intégrales par une somme de p intégrales dont les limites sont fonctions algébriques des p -f- i premières limites. La proposition est donc établie.
I. — Décomposition des fonctions rationnelles de 2: et
en éléments simples.
1. Les fonctions uniformes F sur la surface de Riemann, dont nous allons nous occuper dans ce Chapitre, n^onl d'autres points singuliers que des pôles; ce sont, par conséquent, des fonctions rationnelles de x et y^ en désignant toujours par
Téquation de la courbe algébrique de degré m qui définit la surface de Riemann.
Nous commencerons par définir le degré d'une fonction F, en montrant que Féquation
C étant une constante arbitraire, a toujours le même nombre [x de racines, quelle que soit la constante C; ce nombre [jl sera le degré de la fonction. Il suffit, pour l'établir, de faire voir que le nombre des racines de cette équation est égal au nombre des pôles de F. Considérons à cet effet l'intégrale
(*) Après les Mémoires déjà cités de Riemann, un travail capital sur ce sujet est celui de MM. Brill et Nother {Mathematische Annaien, t. VII) ; les questions y sont traitées à un point de vue purement algébrique.
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prise le long du contour K qui rend la surface de Riemann simplement connexe. D'après un théorème fondamental de Cauchy étendu aux surfaces de Riemann, cette intégrale sera égale à la différence entre le nombre dos racines de l'équation (i) et le nombre des pôles de F; or l'expression (2) est nulle, puisque, F étant uniforme sur la surface, les éléments se détruisent deux à deux. Le nombre des racines de (i) est donc indépendant de C : c'est ce que nous appellerons le degré de la fonction F. Il est clair que le théort*nie précédent peut êlre considéré conniiie la général isii lion du théorème fondamental de la théorie des équations. Dans le cas du plan simple de Cauchy et d'un polynôme en X de degré m. on a une fonction ayant ni pôles (un pôle multiple d'ordre /?i à l'infini); elle a donc ni racines.
2. Les intégrales normales de seconde espèce vont nous servir d'éléments simples pour décomposer une fonction F. Supposons que cette fonction ait a pôles que nous supposerons simples (*). il? ia? •••7 i(jL> 6t soient ai, aj, ..., a^ les résidus correspondants. Formons les intégrales normales de seconde espèce
correspondant à ces tx pôles. La différence
F — ( ai El -+- sj E2 -+-... -i- «(jlEji.)
n'a manifestement plus de pôle; elle doit donc se réduire à une intégrale de première espèce. Or les périodes de cette intégrale de première espèce correspondant aux coupures D sont nulles, puisque F n'a pas de périodes, et que les périodes relatives aux coupures D des intégrales normales de seconde espèce sont nulles. Mais nous savons qu'une intégrale de première espèce, pour laquelle les périodes relatives aux D sont nulles, se réduit nécessairement à une constante (§ 13, Chap. XIV). Nous avons donc V identité fondamentale
(3 ) F = a, E, -H aj E2 -h . . . -f- a|xE(i-h «jt+i,
les a étant des constantes.
(') Dans la suite, sauf dans la note de la page 43oy nous supposerons toujours que les pôles dont il sera parlé sont des pôles simples.
On voit qu'on obtient ainsi une décomposition de la fraction rationnelle dans laquelle les intégrales normales de seconde espèce jouent le rôle d'éléments simples. La formule précédente peut être considérée comme la généralisation de la décomposition des fractions rationnelles en fractions simples.
3. La fonction F étant uniforme sur la surface de Riemann, les périodes relatives aux coupures C doivent être nulles. Nous avons donc les p relations
(4) aiQA($i»T,i)-^aîQ/*($2jT^iî)-î-----^atJi-QA(lliî^HJi) = o (/i = 1,2, ...,/?).
Nous devons d'abord remarquer que l'expression (3) sera certainement une fonction rationnelle de x et y^ si les constantes a vérifient les relations (4)» car celles-ci expriment que les périodes de
«1 El -T- «2 î^î -^"• • •"♦" *(ji E||, 4- at||,-H|,
relatives aux coupures C, sont nulles; comme, d'autre part, les périodes relatives aux coupures D sont aussi nulles, l'expression précédente n'a pas de périodes, et est, par suite, une fonction uniforme.
Nous allons faire, tout à Tlieure, une étude approfondie de ces relations. Pour le moment, déduisons-en la remarque capitale, qu'fV ne peut exister de fonction rationnelle de x et y ayant ^ pôles simples arbituairemkwt donnés, si
Il suffira de le montrer pour ^ zzzzp. Les p relations précédentes entraîneraient
Qi(îi,r,,) Q, ($2,7),)
Qî(çn^l) Q2(?î,^2)
Qp($i,T,,) qpiU.rn)
Q2(;tJl,TQ{JL)
et nous avons déjà dit que ce déterminant ne pouvait être nul si les p points (ç>i, rj>i) sont arbitraires. Dans ses Leçons sur la théorie des fonctions abéliennes, qui n'ont malheureusement jamais été publiées, M, Weierslrass prend le théorème précédent comme dé-
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fioitioa du genre. Se plaçant à un poinl de vue purement algéhrique, il commence par établir qu*il y a un certain minimum audessous duquel ne peut descendre le nombre des pôles simples, supposés arbitrairement choisis, d'une fonction rationnelle de x et y. Ce nombre minimum, diminué d*une unité, est ce que M. Weierstrass désigne par la lettre p el appelle le rang- de la courbe : ce nombre p n'est autre que le nombre p de Riemano, d'après la remarque que nous venons de faire (*).
Si Ton a /> + I points arbitraires, on pourra obtenir une fooctiori F n'a vaut d^anlres pôles que ces points. Les x seront alors déterminés (ou du moins leurs rapports) par les équations écrites plus haut.
11 est facile de former effectivement une fonction ayant p -f- 1 pôles arbitraires. On peut, en effet, faire passer par /? -\- i points arbitrairement donnés une adjointe d'ordre m — 2, soit P(x, y)]
(' ; A la vérité, M. Weierstrass donne une définition un peu différente dans la forme, rar il suppose que les points sont confondus et considère alors les fonctions rationnelles de x ei ^ ayant en un point arbitraire un pôle multiple d'ordre {x et n'ayant pas d'autres pôles : le nombre p. a un minimum qui est p + 1. Il est clair que ce cas n'est qu'un cas limite de celui que nous avons étudié dans le texte; il suffit de supposer que les p. points coïncident. Au point de vue où nous sommes placé, la démonstration pourrait être faite en détail, en remarquant que l'intégrale normale E correspondant au point \ est une fonction de ^; la formula; (3), s'il s'agit d'un pôle d'ordre (i, se remplace immédiatement par la suivante
dE Les périodes de --zi,-t • • seront les dérivées successives des périodes de E par
rapport à ^, et Ton verra tout de suite que si une fonction F a comme pôle unique un pôle multiple d'ordre p en ^, on doit avoir
Q. DQ. D'Q, ... DMQ, Q. DQ, D'Q. ... Dr-Q,
Q, DQ, I>"Qp ••• DP-Q,
les D désignant les dérivées successives de Q(^, t^) considérée comme fonction de ^ [on a, bien entendu, /( ^, ti) = 0]. Or la relation précédente, où par hypothèse ^ est arbitraire, entraîne nécessairement une relation homogène et linéaire entre Q,i Q,, .••; Q.> ce qui est impossible, puisque ces polynômes adjoints sont linéairement indépendants. Il ne peut donc y avoir de fonction F ayant un pôle unique arbitraire d'ordre inférieur à /> -h i.
DES FONCTIONS UNIFORMES SUR UNE SURFACE DE RIEMANN. l\^1
elle rencontrera la courbe, en dehors de ces points et des points
multiples, en
autres points. Par ces derniers, on peut au moins faire passer deux adjointes distinctes d'ordre/// — 2, comme le montre de suite le dénombrement des conditions. Prenons Tadjointe P(j:,y) pour l'une d'elles, et désignons par )}^{x^y) la seconde, le quotient
il pour pôles les/? 4- I points primitivement donnés.
II. — Théorème de Riemann-Roch. Des fonctions spéciales
-i. Nous allons maintenant approfondir Tétude des relations (4) pour résoudre le problème suivant, qui est fondamental dans la théorie des fonctions algébriques :
Etant donnés u. points sur une surface de Rieniann, de combien de constantes arbitraires dépendent les fonctions rationnelles qui nont d'autres pôles (supposés tous simples) que ces [JL points ou quelques-uns d'entre eux?
La recherche de ce nombre reviendra à la discussion des équations (4), que j'écris de nouveau
Si les premiers membres de ces p relations, regardés comme fonctions linéaires et homogènes de ai, a2, . . ., cl^, sont linéairement indépendants, on pourra tirer de ces équations p des lettres a en fonction des [jl — p autres, et, par suite, l'expression générale (3) de F renfermera
constantes arbitraires. Ce résultat est dû à Riemann ; il convient en quelque sorte au cas général. Il est facile de le compléter, de manière à avoir un énoncé applicable à tous les cas, comme l'a indiqué Roch (*).
(') Rocu, Journal de Creile, l. 64.
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Supposons que, parmi les polynômes (4) du premier degré en a|, a2, . . . • X|i, il V en ait seulement p — a* linéairement indépendants. On pourra exprimer alors a* d'entre eux en fonction des p — 7 autres : soit les o- derniers en fonction des/> — cr premiers. On aura ainsi les identités
les constantes X, jx, . . . , v ne changeant pas avec A'.
Or ces relations montrent que les a* courbes adjointes d'ordre m — 3,
Ri (-r, 7 ) = Qp_a-Hi(ar, ^') — ^i Qi( J^,r > - • • •— X/»-<r Q/»-(r( J^, >*), •• ••••••• -•• • ■......•f
R(r( -r* j ) = Q/^J^» r) — ''1 Qi ( -r, r )—••• — ''/» -T Q/ -7(^, r)»
passent par les «x points considérés de la surface de Riemann. Ces 7 polynômes adjoints sont d'ailleurs bien évidemment, par leur forme même, linéairement indépendants. On voit donc qu'il y aura n polynômes adjoints d'ordre m — 3 linéairement indépendants s'annulant pour les u. points. Il n'y en aura pas davantage, car, dans celte hypothèse, on aurait un polynôme
Bi Ri — . . . -r- B<r R<r — Aj Qj — . , . -f- Ap_<y Q^-^,
où les constantes A ne seraient pas toutes nulles, qui s'annulerait pour (5,, r,, ), . . . , (5jjL, Tjjx). Il s'ensuivrait
On conclut de là qu'un des polynômes Q, , Q2, . . . , Q;,_<t pour (^A, *^ia), soit par exemple le dernier, s'exprimerait, quel que soit A', par une même combinaison linéaire des autres. Les expressions
pour A = 1, 2, . . . , [JL, s'exprimeraient par des combinaisons linéaires de
Qi(Ça:, ïIa), •.., Qii-<7-l(ÏA»ï;*),
et, par suile, il y aurait moins de /? — t polynômes (4) linéairement indépendants.
Nous arrivons donc à la conclusion suivante : Si, parles [jl points donnés, on peut faire passer un faisceau de courbes adjointes d'ordre m — 3 renfermant (d'une manière homogène) o- constantes arbitraires, les équations (4) se réduiront k p — a* d'entre elles, et, par suite, parmi les constantes
p — T pourront s'exprimer à l'aide des [autres. Le nombre des constantes arbitraires figurant dans F sera donc
[X — (/> — î)-}-l ou p. — /> -h IH- J,
en tenant compte de la constante ol^j^^ • cest le théorème gênéralement désigné sous le nom de théorème de Riemann-Roch. On remarquera que, parmi les constantes a, il peut y en avoir de nécessairement nulles, comme conséquence des équations (4). La fonction dont nous venons de trouver l'expression générale et de dénombrer les constantes arbitraires aura alors moins de [X pôles; aussi avons-nous eu soin d'indiquer dans l'énoncé du problème de Riemann-Roch que la fonction cherchée avait pour pôles les [JL points donnés ou quelques-uns d'entre eux.
5. Lorsque le nombre a* n'est pas nul, le nombre [jl des points est évidemment au plus égal à
puisqu'une adjointe Q d'ordre m — 3 rencontre la courbe / seulement en 2/? — 1 points en dehors des points multiples. Le degré de la fonction est alors au plus égal à ip — 2. Quand <t est différent de zéro, nous dirons que la fonction F est une fonction spéciale.
Nous allons établir que toute fonction spéciale peut se mettre
sous la forme -^-, Q et Qi étant deux polynômes adjoints d'ordre
Soit, en effet, C){x,y) un polynôme adjoint d'ordre m — 3 s'annulant pour les pôles de la fonction F. Envisageons l'inté-
P. - II. aH
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grale
le produit QF reste fini pour les pôles de F; d'autre part, pour le point à rinfini sur cliacuo des feuillets, il est infini de Tordre de x"*~^. On voit donc que l'intégrale précédente restera finie sur toute la surface de Riemann. On a par suite
Qi étant encore un polynôme adjoint d'ordre m — 3. Cette démonstration si simple est due à M. Klein ('). Il est bien clair que, inversement, tout quotient de deux polyjiômes adjoints d'ordre m — 3 est une fonction spéciale, puisque, pour ce quotient, ^ est au moins égal à l'unité.
6. MM. Brill et Nother ont complété le lliéorème de Riemann- Rocli en indiquant une loi de réciprocité, relative au cas où 7 n'est pas nul, que nous allons maintenant faire connaître ('). Considérons une fonction spéciale avec les pôles
par ces [jl points passent 7 courbes Q linéairement indépendantes,
soient
Qij Qî» •••? Q<j'
Une de ces courbes, la première par exemple, rencontrera, en dehors des points multiples, /en (jl' autres points
Formons le quotien
r , Oi -4- r« Q, -'-... -- r^Qfj^
(') Voir les Leçons de M. Klein sur la théorie des /onctions elliptiques modulaires, t. I. Le troisième Chapitre est consacré à un exposé général de la théorie des fonctions algébriques; Télude de cette large esquisse ne saurait être trop recommandée.
(') BuiLL et NoTiiER, Math, Annalen, t. VII.
OÙ les c sont des constantes arbitraires. Cette fonction (p ne peut devenir infinie qu^aux points 2^. Or la fonction uniforme la plus générale ne pouvant devenir infinie qu'aux points 2^ contient, d'après le théorème de Riemann-Roch,
constantes arbitraires, en désignant par (t' le nombre des courbes adjointes d'ordre m — 3 linéairement indépendantes passant par les points 2^. On a donc, puisque (p contient <t arbitraires,
Mais, en partant des points 2^, on pourrait raisonner comme nous l'avons fait en partant des points Ç, en considérant la fonction
^ Qi
et en désignant par Qi, Qjj, ..., Q^. les (t' polynômes adjoints d'ordre m — 3 s'annulant aux points ÎJ. On aurait alors
(6) ^' '^ l^ — p-hl-'rd.
Des deux inégalités précédentes, on conclut
11 faut donc que les deux inégalités (5) et (6) soient des égalités, et, par suite,
<j'— fx — /)-+- <j -h r, ce qui revient à l'unique relation
C^est la loi de réciprocité de Brill et Nôther.
Des relations ainsi obtenues, on peut déduire le théorème démontré dans le paragraphe précédent. La relation
montre que la fonction o' est la fonction la plus générale ayant
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poor pAles les points i oo one partie d^entre eux : toute fonction spéciale est donc bien un quotient de deux polynômes adjoints d'ordre m — 3.
7. Le degré d'une fonction spéciale est au plus égal à 2/7 — 2. Il n'est pas inutile de montrer qu il peut effectwement atteindre cette limite. Ceci re\ient à dire qu'il n'j a pas, en dehors des points multiples, de points par lesquels passent toutes les adjointes d'ordre m — 3 : ce que nous avons vu précédemment (Chap. XIV, §11).
III. — Des transformations birationnelles des oourbes
en elles-mêmes.
8. Avant d'étudier les transformations birationnelles d^une courbe en une autre courbe, comme nous le ferons dans la seC' tion suivante, arrélons-nous sur les transformations birationneU^^ d'une courbe en elle-même. Une courbe
admettra une transformation birationnelle en elle-même si, p^^^' sant
P et R étant des fonctions rationnelles de x et j^, le point lx\ _ _ décrit la courbe / quand (a:, y) la décrit lui-même et que, plus, on puisse tirer de ces deux équations
Pi et R| étant encore rationnelles, en tenant compte, s'il est cessaire, des relations /(^,^) = o eif{x'^y') = o.
Un cas intéressant est celui où la transformation précédei dépend d'un paramètre arbitraire. M. Schwarz a montré (*) (^^l les courbes du genre zéro et du genre un sont les seules (^^i
(') ScuwARZ, Journal de Crelle, t. I.XXXVII.
puissent être transformées en elles-mêmes par une substitution birationnelle renfermant un paramètre arbitraire.
Je vais démontrer le théorème de M. Schwarz en suivant la voie qui mV servi à établir une proposition analogue pour les surfaces algébriques (*). Soit
la transformation birationnelle où nous mettons en évidence le paramètre / dont P el R sont des fonctions analytiques d^ailleurs quelconques. Considérons p intégrales distinctes de première espèce
J J'y ' ••" J—Ty ^'^'^^
en supposant la courbe de genre supérieur à un. L'élément
Jy'
quand on remplace x^ ci y par leurs valeurs (8) en x ely^ prendra
la forme
Qi(x,y)dx Qp(x,y)dx
A\ tt; -r . . . -t- Ap ^77 >
J) Jy
puisqu'une intégrale de première espèce doit nécessairement, après la transformation, rester encore une intégrale de première espèce. Écrivons donc
, , ^x{T\y)dx' Q,(x.y)dx Q^(x,y)dx
(9) ^, —Al -; h... -H A,, -p
Jy' Jy Jy
Les coefficients A, qui sont des constantes par rapport à a; et^, pourraient a priori être des fonctions du paramètre t, mais nous allons montrer qu'ils n'en dépendent pas. On le verra tout de suite par la considération des périodes. Donnons en effet à t une valeur arbitraire, mais fixe, et faisons décrire un cycle au point (x, y)^ auquel correspondent pour les p intégrales envisagées
(•) E. Picard, Mémoire sur la théorie des fonctions algébriques de deux variables indépendantes {Journal de Mathématiques, Chap. III, i88g, et Comptes rendus, iS86).
les périodes
le point (x', y) décrira aussi un cycle, et soit tù\ la période correspondante évidemment indépendante de t. On aura donc
(o'i = A| (Oi-f- Aj (Oj-h. . .-f- Ap lùp.
En faisant décrire à {^jy) (p — i) autres cjxles, nous obtiendrons p — 1 autres équations de cette forme, et, comme on peut toujours supposer les p cycles tellement choisis que le déterminant des périodes correspondant à ces p cycles soit différent de zéro (on pourra prendre par exemple les cycles correspondant aux périodes relatives aux coupures C), on voit que les quantités A se trouvent complètement déterminées par des relations où ne figure pas le paramètre t : elles sont donc indépendantes de ce paramètre.
On aura de même
r.n^ Qi(x\y)dx' Qi(x,y)dx . Qp(a:,y)dx
Jy' Jy Jy
les coefficients B étant aussi indépendants de t. De (9)et(io), on conclut
Qi(^',/) BiQi(^,r)--...-r-B;,Qp(ar,^)*
Or une telle égalité amène à une contradiction, car elle établit entre (^, ^) et (x'jy) une relation où ne Jigure pas de paramètre arbitraire, A tout point (^,^) de la courbe ne pourrait correspondre alors qu'un nombre limité de points (x'y y) de cette même courbe, tandis que, parles relations (8), le point {x\y') varie d'une manière continue avec /, quand {x^y) reste fixe. L'hypothèse /? > i est donc impossible, et le théorème est établi. On pourrait établir que les A ne dépendent pas de t sans recourir aux périodes, mais je me contenterai de renvoyer pour ce point à mon Mémoire cité plus haut.
9. La démonstration qui vient d'être donnée du théorème de M. Schwarz permet d'établir immédiatement une proposition énoncée, je crois, pour la première fois par M. Klein : Peut-il
arriver qu'une courbe de genre supérieur à Tunilé admette une infinité discontinue (*) de transformations birationnelles en ellemême? La réponse est encore négative, et on peut la légitimer en adoptant la voie que j'ai suivie pour établir {loc. cit.) un théorème analogue relatif aux surfaces. Supposons que nous ayons une courbe admettant une infinité de transformations birationnelles en elle-même. Prenant une quelconque de ces transformations
y=P(ar,^)
et opérant comme plus haut, nous serons conduit à une relation de la forme (i i). Toutes les transformations qui transforment la courbe en elle-même doivent donc être données par une relation de cette forme où Ton donne aux constantes A et B des valeurs convenables. Or, partant a priori de cette équation (ii), nous pouvons chercher à quelles conditions elle définira une correspondance birationnelle entre {x^y) ei{x'^y'). Ces conditions établissent évidemment un certain nombre de relations algébriques enfre les A et les B. Alors, de deux choses Tune : ou bien ces relations déterminent un uomhva Jini de valeurs de A et B, et il n^y a dans ce cas qu'un nombre limité de transformations de la courbe en elle-même; ou bien une ou plusieurs des quantités A et B restent arbitraires, et alors la courbe admet une transformation birationnelle renfermant un paramètre arbitraire. Or cette dernière circonstance est impossible si le genre est supérieur à un. Il ne peut donc y avoir pour les courbes de genre supérieur à un qu'un nombre limité de transformations birationnelles de la courbe en elle-même (^).
10. Il est facile de voir que les courbes de genre zéro et un admettent une suite continue de transformations birationnelles en elle-même. La chose est évidente pour les courbes de genre
( * ) Nous entendons, par une infinité discontinue, des transformations en nombre infini ne dépendant pas de paramètres arbitraires.
(') Pour l'étude des courbes de genre supérieur à Tunité admettant un nombre fini de transformations birationnelles en elle-même, on lira l'intéressant Mémoire de M. Hurwitz {Gôttinger Nachrichteny 1887).
zéro pour lesquclJcs on peut, comme on sail(*), exprimer x el^en fonction rationnelle d'un paramètre 0 et de telle manière qu'à un point arbitraire de la courbe ne corresponde qu'une valeur de 0. Soient donc
en remplaçant 0 par —^ — ,» où «, 6, r, d sont des constantes ([uelconques, nous aurons
et il est manifeste qu'il y aura entre {x^y) et {x^^y) une correspondance birationnelle dépendant de trois paramètres arbitraires. Passons aux courbes de genre un. Cette courbe, supposée de
degré /?i, a alors
points doubles. Marquons sur la courbe m — 2 points A en dehors des points doubles (^). Par ceux-ci et les points A, on peul faire passer un faisceau d'adjointes d'ordre m — 2 dépendant d'un paramètre arbitraire, puisque
m( m — 3 ) (m — oM m -^-\^ m — x = I.
Soit (li) P,-hXP, =o
l'équation de ce faisceau oii X est un paramètre arbitraire. Le nombre des points de rencontre variables des courbes de ce faisceau avec la courbe est
\m{m — 2) — m{m — 3) — (m — 2), c'est-à-dirc 2.
Ces points sont certainement tous deux mobiles avec \. L'un de ces points peut en effet être choisi arbitrairement puisqu'on peul
(') Ce théorème élémentaire sera établi au Chapitre XVII.
(') Nous faisons Thypothèse que la courbe a seulement des points doubles uniquement pour simplifier les calculs.
iioisîr X de telle manière que la courbe (12) passe en un point irbîtraîre, et le second point ne peut pas être indépendant de X, ;ar alors la courbe serait unicursale.
Cette remarque faite, les deux points {x^y) et (^', ^') de ren- ;ontre variables avec X se correspondent uniformément, et cette correspondance définit par suite une transformation birationnelle le la courbe en elle-même. Or cette transformation dépend de a position des points A bases du faisceau (i^). Supposons que 3armi ces points un seul varie, soit Ai ; on voit de suite que la correspondance entre {x^y) et {x'^y) varie aussi, sinon nous mrions un faisceau de courbes d'ordre m — 2, passant par les )oints fixes {x^y), (-^'j J^') ^^ '^s points A2, . . . , Aot_2> c[ui aurait e seul point de rencontre mobile A|, et la courbe serait unicur- »ale.
Nous avons donc formé, pour la courbe de genre un considérée, me transformation birationnelle dépendant d'un paramètre arbiraire. Ajoutons quelques remarques importantes. J'écris la transormation sous la forme
aissant en évidence les coordonnées (xt^yt) du point que nous ivons désigné par A|. En prenant {x\^y\) à la place de (^i, J'O' >n aura
;t de ces deux transformations résulte une transformation birajonnelle entre (x'^ y) et (x'^, y^). On peut la regarder comme jne transformation dépendant d'un paramètre arbitraire {x\^y\)^ ;t, pour une certaine valeur de ce paramètre (x\ = Xtj y\ =yi)j îlle se réduit à la substitution identique. Nous pouvons donc, supprimant maintenant un accent, former une transformation birationnelle de notre courbe
.3. i ar'=P(:r,^,0,
dépendant d'un paramètre arbitraire t et se réduisant, pour une
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certaine valeur de t, soit Ùq^ à la substitution identique
Or prenons l'intégrale de première espèce : en raisonnant comme plus haut, nous avons
q(x.y)dx __ Q(x\y)dx'
A ne dépendant pas de t. Or, pour f = ^o? on a x'=^x^ y=y\ donc A = I ; nous pouvons donc écrire
q(x,y)dx _ Q(T'.y')dx'
Jy " fy '
et la transformation (i3) donne Tintégrale générale de cette équation différentielle, t étant le paramètre arbitraire. On peut encore dire que la relation algébrique (i3) équivaut à la relation transcendante
''^ q{x,y)dx _ (^""-y Q(x\y)dx' _^ ^^
011 h est une constante arbitraire. Dans le cas de l'intégrale elliptique, Téquation différentielle que nous venons ainsi d'intégrer est la célèbre équation d'Euler.
IV. — Des classes de courbes algébriques. Courbes normales
H. Riemann a introduit dans la Science l'importante notion (le classes de courbes algébriques.
Deux courbes algébriques,
sont dites appartenir à la même classe quand elles se correspondent point par point, c'est-à-dire, comme nous avons déjà eu l'occasion de l'indiquer, quand on a entre les points des deux courbes la correspondance
x'=^(x,y), R et R| étant rationnelles en x et y, et qu'inversement ces rela-
lions peuvent s'écrire, en tenant compte des équations des courbes,
P et P| étant encore rationnelles en x' et y.
Faisons d'abord la remarque capitale que toutes les courbes d'une même classe sont de même genre. On le démontrera tout de suite en considérant que toute intégrale de première espèce de F se transforme en une intégrale de première espèce de / et inversement; le nombre de ces intégrales linéairement indépendantes est donc le même pour les deux courbes, ce qui revient à dire qu'elles sont du même genre.
On a cherché les courbes les plus simples que l'on puisse considérer comme les représentants d'une classe de courbes algébriques. Le problème n'est évidemment pas déterminé (tout dépend de l'idée que l'on veut se faire de la simplicité d'une courbe), aussi a-t-il été traité dans des directions différentes. Nous commencerons par la transformation, étudiée d'abord, quoique d'une manière trop sommaire, par Clebsch et Gordan (').
Nous partons de la courbe algébrique
de degré m et de genre p au moins égal à trois. Prenons sur elle p — 3 points arbitraires ; on pourra faire passer par ces points un réseau
( i4 ) «1 Qi -^ a, Q, -h aa Qj = o
de courbes adjointes d'ordre m — 3, puisqu'une adjointe de cet ordre est déterminée par/> — i points arbitraires. Faisons alors la transformation
1 Q,(ar, V)'
(*) Clbbsch et Gordan, Théorie der Abelschen Functionen, p. 65.
A la courbe /va correspondre une courbe
Ces courbes, en général, se correspondront point par point. Dans quels cas pourrait-il en être autrement? Il faudrait qu^à tout point (X, Y) de F correspondissent au moins deux points de/, et, par suite, que les deux adjointes
XQi(^,r)-Q2(^,7) = o, YQi(^,7)-Qi(^».r) = o,
où X et Y désignent des constantes, aient, dès qu'elles ont un point commun avec / au moins un autre point commun (en dehors des points multiples et des p — 3 points bases du réseau).
Ceci revient à dire que toutes les adjointes du réseau (i4)> qui passent par un point d^ailleurs arbitraire de / ont nécessairement au moins un autre point commun sur /. Nous verrons dans un moment que cette circonstance ne peut se rencontrer que pour une famille particulière parfaitement caractérisée de courbes de {îcnre/? que Ton appelle courbes hyperelliptiques. Sous le bénéfice de ce résultat supposé acquis, nous pouvons dire que les courbes / et F se correspondent point par point, si la courbe /* n'est pas hvperelliplique.
Cherchons quel sera le degré de la courbe F. Les intersections d'une droite quelconque
AX^BY^C r=o
correspondront aux points de rencontre de la courbe
A Qj(x, y\ — B Q,< X. ,v^ — C Q,< x, v> = o
avec/ en laissant de cùlé les points multiples et les/> — 3 points base du réseau. Nous aurons donc un nombre de points égal à
%p — î — (/> — 3^ ou p — I.
Lt df^frr tte la courbe F esi donc égal à p -^i. On peut donc faire correspondre point par point toute courbe de genre p à une courbe de degré/) -r 1% sauf le cas exceplionnel réservé.
La courbe F aura des points doubles provenant des solutions distinctes (^, ^), {x'^y) des deux équations
Qi(^',y) Qi(^',/) Q3(^',y)*
L'étude de ces deux équations ne présente pas de difficultés, mais il est inutile de la faire; carie nombre des points doubles est immédiatement déterminé, puisque le genre de F est égal à />, les deux courbes / et F se correspondant point par point. Le nombre 8 de ces points doubles sera donc donné par Féquation
pip — i) ^ j p(p — 'i) J—L. o = p ou ô = •
13. Nous devons maintenant faire Tétude approfondie du cas exceptionnel où la transformation (i5) n'est pas birationnelle. Dans ce cas, toute courbe du réseau (i4) qui passe par un point de y passera nécessairement par un ou plusieurs autres points; ou bien encore, toutes les adjointes passant par/? — 2 points arbitrairement choisis sur y, rencontreront encore cette courbe en un ou plusieurs autres points fixes (sans parler, bien entendu, des points multiples).
Soient A| , Aj, . . . , A.p_2 les p — 2 points arbitrairement choisis. Plusieurs circonstances pourraient, a priori, se présenter (*). Admettons d'abord que toutes les adjointes passant par les A aient encore un point fixe commun B; les coordonnées de ce point unique B seront des fonctions rationnelles des coordonnées de Ai, A2, . . ., Ajt,_2> et la position de B dépendra de tous les points A; car, si elle dépendait seulement de quelques-uns d'entre eux, soit [JL, les adjointes considérées auraient plus d'un point fixe commun (elles en auraient autant qu'il y a de combinaisons de p — 2 lettres jjl à [jl). On aura donc, en désignant par (X, Y) les
(*) On n'a jamais pris, que je sache, la peine de faire la discussion que nous croyons indispensable d'effectuer pour être complètement rigoureux. Il semble qu'on ait toujours admis a priori que, dans le cas où la réduction à une courbe normale d'ordre /? + 1 n'est pas possible, toute adjointe d'ordre m — 3 passant par un point passe nécessairement par un ou plusieurs autres. {Voir^ par exemple, BaiLL et NôTHBR, Math. Annalen, t. VII, p. a86.)
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coordonnées de B,
X = P{X„ Xl, Xty JTt, ...y Xp^t, yP'i)j
Y = h{xi,jriyXt,yt, .. .,Xp^f, yp-t),
V et R étant rationnelles, et a:/, yi désignant les coordonnées de Ai.
11 y a d'ailleurs évidemment réciprocité, c'est-à-dire que Ton
aura
xi = P(X,Y,x,,^„ ...,Xp-t,yp-t)f V| = R(X, Y,x„^',, ...,Xp^t,yp-i).
En considérant Xj. — , J^p-t comme des paramètres variables, nous avons donc une transformation birationnelle entre
(Jr„^,) et (X,Y>
La courbe admettra donc une transformation birationnelle dépendant de paramètres arbitraires, ce qui est impossible diaprés ce que nous avons vu dans la Section précédente. L'hvpotbèse faite du point unique B est donc à écarter.
Supposons donc que nos adjointes passent par A: points (A'>> i). Les positions de ces k points ne pourront pas toutes dépendre à la fois des positions des A; car, si Ton fait passer une adjointe par p — 1 points z arbitraires, on aurait, en considérant successivement cette adjointe comme passant par les p — i groupes de p — 2 points formés par les a,
fHyinis iiisiîncis par lesquels elle devrait passer, ce qui est impossible* puisque Â\> i , Les k points se partagent donc nécessairement on groujvcs de A' jK^ints dépendant des positions d'un certain nombiv Vv /. ^^/> — j ^ de points A. Ainsi, nous sommes amené à rhvpothèse que toutes les adjointes passant par 1 points V^\/» — -> de /'auraient en commun encore k' points, qui tous dèjH^ndcnt des V (H>ints considérés. Or considérons encore, comme plus h^ut. p — I piUQts ai arbitraine^menl choisis et une adjointe |^v»ss4ut jv»r ces points, on aun, en regardant successivement cette âdjv^into comme {vAssdint par les groupes de À points formés
par les a,
points distincts (*) par lesquels elle devra passer. En y ajoutant les/? — I points a, on devra avoir
^ ■■....X ^p-ié^p-^;
or cette inégalité ne peut avoir lieu que si
Ces relations sont capitales pour nous. Elles montrent que, dans le cas exceptionnel dont nous faisons l'étude, toutes les adjointes d^ ordre m — 3 passant par un point passent nécessairement par un autre point, puisque à chacun des points A correspond un point dont la position dépend de ce point seulement. Le nombre désigné plus haut par k est manifestement égal à
14. Nous pouvons maintenant caractériser très nettement la classe de courbes pour lesquelles la réduction à une courbe de degré />-+-! d'après la méthode du § 12 est impossible. Si C désigne une telle courbe, prenons, sur G, /? — 2 points Gxes d'ailleurs arbitraires; toutes les adjointes passant par ces points passent par p — 2 autres points fixes d'après ce que nous venons de dire : il restera donc seulement deux points mobiles de rencontre. Soit
{16) Qi-+->^Qî = o
l'équation du faisceau considéré des adjointes. Les coordonnées jr et y des points de rencontre seront données par une équation du second degré; on aura, par suite, pour x et y des expressions de la forme
ir = R[X,v/P(X)], r = R,[X,v/P{r)],
(*) Ils sont distiacts, puisque les a sont arbitraires et que chaque groupe de A'' points dépend de tous les X points qui le définissent.
R et R| étant des fonctions rationnelles de X et de ^/^(X), en désignant par P(a) un polynôme en ). qu'on peut supposer n'avoir que des racines simples, après avoir fait sortir du radical les racines multiples. Les deux déterminations du radical correspondent aux deux points de rencontre de la courbe proposée / avec le faisceau (i6). Il en résulte qu'à un point arbitraire {ji^^j) de/
correspond une valeur de X et de y/P(X); nous pouvons donc dire que la courbe f correspond point par point à une courbe entre \ et ^ de la forme
On donne à une telle courbe le nom de courbe hyperelliptiqae; aussi la classe de courbes qui nous occupe peut-elle prendre ce nom.
lo. Nous avions fait, dans le Tome I (p. 42), l'étude des intégrales abéliennes relatives à une courbe
On a vu que les cas où V{x) est de degré 2/> +2 et 2/> -H i se ramènent immédiatement l'un à Taulre. En supposant que P(x) soit de degré 2/? -h i, nous avons montré qu'il y avait /> intégrales de première espèce pour la courbe (17); ce sont les intégrales
^ ^^ il X
Nous pouvons donc dire que la courbe (17) est de genre p. Si nous revenons à la relation
du paragraphe précédent, nous pouvons déterminer tout de suite le degré de P(a). La courbe /et la courbe précédente se correspondant point par point, les courbes seront du même genre, et le degré de P().) (dont toutes les racines sont simples) sera égal à 2/? 4- I ou à 2/? 4- 2.
Il est facile de vérifier, pour la courbe (17), la propriété des adjointes, dont nous avons parlé plus haut, relative aux courbes
hypereliipliques. Les courbes qui remplacent ici les adjointes d'ordre m — 3 sont les /? — i droites représentées par Téqualion
Aq xp-^ -+-... -I- Ap_t = o>
les A étant des-constantes arbitraires, comme le montre la forme ci-dessus des intégrales de première espèce. Les ip — 2 points de rencontre mobiles d'une adjointe avec la courbe, qui jouent dans la théorie le rôle essentiel, sont les points de rencontre des p — I droites précédentes avec la courbe. On voit que les points se correspondent deux à deux, puisqu'à un point de rencontre {x^y) correspond nécessairement le point (j7, — y).
La courbe hyperellip tique
de degré ip -\-i ou ?./> -h 2, que nous veaons de faire correspondre uniformément à la courbe / de la classe hyperelliptique, n'est pas la courbe du plus bas degré que nous puissions indiquer. Les adjointes d'ordre m — 3 ne pouvant conduire, dans ce cas, à une transformation birationnelle, employons des adjointes d'ordre m — 2 : ces courbes ont avec/
m-H ip — 1
points de rencontre, en dehors des points multiples. Si nous les assujettissons à passer par m -\- p — 4 points pris arbitrairement sur la courbe, nous aurons un réseau à trois paramètres
(18) a, P, (x, y) ■+- «2 P,(x, y) -+- aj Pa(a7, y) = o,
et les points de rencontre mobiles seront au nombre de
Posons alors
La courbe f se transformera en une courbe F, et les deux courbes se correspondront point par point. Pour établir en toute p. — II. 29
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rigueur celle correspondance biralionnelle entre f el F, il faul monlrer que toutes les adjointes d'ordre m — 2 passant par in-\- p — 3 points quelconques ne passent pas par un ou plusieurs autres points.
Or cela est impossible; car prenons /> -h i pojnts arbitraires A|, Aa, ..., Ap^i, et faisons passer par ceux-ci une adjointe d'ordre m — 2 ; elle rencontrera la courbe en dehors de ces points et des points multiples en /w -h/> — 3 autres points, que nous désignerons par B. Si toutes les adjointes dWdre m — 2 passant par lefi B passent par un ou plusieurs autres points fixes, ceux-ci devront être compris nécessairement parmi les points A, et, en prenant alors une adjointe Pi {x^y) distincte de l'adjointe P(jr,/) dont nous sommes parti, le quotient
n'aura pas pour pôles tous les points A, mais seulement quelquesuns d'entre eux. On aurait donc une fonction ayant moins de p -h I pôles arbitrairement choisis, ce qui est impossible.
Le degré de la courbe F est égal à /? -h 2, puisque le réseau (18) rencontre la courbe en/> -4- 2 points mobiles.
Nous n'avons pas supposé jusqu'ici, dans ce paragraphe, que la courbe fût hyperelUptique. Si nous revenons à cette hypothèse, nous obtiendrons une courbe particulièrement remarquable en procédant de la manière suivante. On prend m — 2 des m -i-p — 4 points bases du réseau (18) en ligne droite. Parles/? — 2 autres points on peut faire passer deux adjointes distinctes Qi et Q2 d'ordre m — 3, et ces courbes du réseau Qi -i-)^Q2 =0 ont seulement deux points de rencontre mobiles avec X. Posons alors
^li^y y) = (ax -hby-^c) Q, (Xy y), ^ii^y y) = (ax -^by-hc) Q,(ar, y\
en désignant par ax -h by 4- c = o la droite des m — 2 points. Parmi les/? + 2 valeurs de (x^y) correspondant à X, deux seulement varient avec X, et les valeurs de Y correspondant aux J5 autres sont infinies. Il ne correspond ainsi que deux valeurs finies de Y à une valeur arbitraire de X. Notre courbe de degré /?-!-»
a donc un point multiple d'ordre p à l'infini. Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant :
Toute courbe de genre p hyperelliplique correspond point par point à une courbe de degré p -{- 1 ayant un point multiple d* ordre p.
On peut d'ailleurs vérifier que, inversement, toute courbe de degré /? -h a, avec un point multiple d'ordre p à tangentes distinctes, est de genre/? et du Ijpe hyperelliptique.
Le genre de notre courbe sera donc
- — — ou p.
Les adjointes d'ordre/? 4-2 — 3 ou/? — 1 seront ici des courbes d'ordre/? — i, ayant le point multiple O d'ordre/? de la courbe comme point multiple d'ordre p — i : elles sont donc formées de p — I droites arbitraires passant par O. La courbe est hyperelliptique, car toute adjointe d'ordre p — i passant par un point A de la courbe va nécessairement passer par un autre point qui est le point (en dehors de A et O) où la droite AO rencontre la courbe.
17. Nous avons fait correspondre, avec Clebsch et Gordan , une courbe arbitraire de genre/? à une courbe normale de degré /> + 1 . On peut encore obtenir des courbes normales de degré moindre, comme l'ont indiqué MM. Brîll et Nother dans le Mémoire que nous avons déjà plusieurs fois cité (*). Sans entrer dans une discussion approfondie de cette question, qui ne me parait pas d'ailleurs avoir été jamais faite complètement, indiquons au moins les considérations qui peuvent conduire à ces courbes normales de degré inférieur à /> -f- i . Nous trouverons là l'occasion d'appliquer le théorème de Riemann-Roch et le théorème de réciprocité de MM. Brill et Nother.
Soient considérés jx points {x^^y^), . . (j^ji, jKji) sur une courbe algébrique y. Cherchons à déterminer ces points de manière qu'il leur corresponde un nombre o- différent de zéro {voir § 4), c'est-
(*) Brill et NOther, yfath. Annalen, t. VII. Voir le § 9 iotilulc : Dos Problem der Special-Gruppen, et les paragraphes suivants.
à-dire qu'on puisse faire passer par eux t courbes adjointes Q linéairement indépendantes. On aura les |x équations
fh Ql(iFA, rA)-i-«J Qt(^/n y h) -4-...^ ap (ip{Xh, y h) = O (/l = 1,2, .. , Jl).
Ces jx équations entre les a doivent se réduire kp — TclWre elles, et l'on aura, par suite, entre (xi, y\)- - -{^^j y^) "n nombre d'équations de condition égal à
(il — /?-i-ff)T.
Ces équations (E) devront être vérifiées pourque, parles ;jl points, ((ue je désigne par A, on puisse faire passer des adjointes Q dépendant de 0- paramètres arbitraires. Prenons une de ces adjointes ; elle rencontrera (en dehors des points multiples) /en ;jl' autres points que nous désignerons par B, et Ton a
Aux points B correspond un nombre o^, et nous avons établi les relations, revenant d'ailleurs à une seule,
;x' — p -H ff'-h I = J.
Parles points B, on peut faire passer des adjointes Q dépendant de a paramètres arbitraires. Ces adjointes rencontrent / en |JL points auxquels correspond le nombre primitifs. Ces jjl points satisfont donc aux équations ( E), et, parmi eux, il j en a cr' — i d'arbitraires; mais, d'autre part, le nombre des points satisfaisant aux équations (E) et restant arbitraires est au moins
11 faut donc que Ton ail Tinégalilé
De cette inégalité fondamentale nous déduisons, en nous servant des relations écrites plus haut,
Un cas particulièrement intéressant est celui où<t'=:z 3; on
aura alors par suite,
fl^2(7 -f- l),
d'où, en remplaçant o- par sa valeur en [jl et/?,
et enfin
(19) fi^?(^--3).
18. Nous arrivons maintenant à la recherche des courbes normales. Pour que l'on puisse avoir o^= 3, la plus petite valeur que ' puisse prendre jx est donnée par l'inégalité précédente. En suivant la marche du paragraphe précédent, on prendra alors des points B, en nombre jx', obtenus comme il a été dit, et par ces points passera un réseau d'adjointes
qui auront jx points de rencontre mobiles avec y*. En posant
on fera la transformation de f en une courbe F qui sera de degré [x. Nous nous contenterons de dire que cette transformalion sera birationnelle si la courbe / n'est pas spéciale; il en esl bien certainement ainsi, mais on n'a pas approfondi l'étude des cas exceptionnels qui pourraient se présenter.
I^ point intéressant est d* avoir la plus petite valeur possible pour [X. Reportons-nous, à cet effet, à l'inégalité (19). On peut
avoir
Dans les trois cas, le minimum de l'entier ix satisfaisant à l'inégalité (19) est
Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant :
Une courbe arbitraire de genre p correspond point par point
à une courbe de degré
en posant p = Sir, ou Sir-h i, ou 3t -f- 2.
19. Terminons celle Section sur la transformation birationnelle (les courbes par quelques remarques.
Etant donnée une courbe
et la substitution simplement rationnelle
Quand {x^y) décrit la courbe /, le point (X, Y) décrit une
courbe
On voit immédialement que le genre ^ de F est au plus égal au genre/? de/: en effet, à chaque intégrale de première espèce de F correspond une intégrale de première espèce de f^ et, par suite, le nombre des intégrales de première espèce distinctes de/ est au moins égal au nombre des intégrales de première espèce de F. On a donc bien
Examinons le cas où
On peut établir alors que la transjormation est nécessairement birationnelle (*).
Considérons, en effet, les intégrales de première espèce
fy
des courbes F et/. On aura
P,(X,Y)rfX_ Qy(x.y)dx , Qi(x,y)dx ^ q^{x.y)dx'
^Y fy Jy fy
(') Ce théorème a été démontré pour la première fois par M. Weber {Journal de Borchardty t. 76).
les a étant des coastantes, et, par suite, en supposant ^ > i, on
aura
Pi(X, Y) ^ qiQt(3^i>^)-^->-.-HqpQ/»(a^,r)
P,(X,Y) 6,Q,(x,^)-t-...-T-6pQp(ar,^)' les a et 6 étant des constantes. Aux points de F pour lesquels
Pi(X,Y) = o, correspondront des points pour lesquels
oi Qi(a7, j^) -+-. . .H- flp Q/,(ar, y) = o.
Si à un point arbitraire de F correspondent [x points de /, il faudra donc que
et, par suite, si/> = qr >► i, on aura nécessairement
c'est-à-dire que la transformation est birationnelle : c^est le théorème de M. Weber.
Dans le cas où ^ = i , les choses se passent d'une manière entièrement différente. On trouvera d'important» développements sur les transformations simplement rationnelles des courbes avec des applications à la théorie des équations différentielles dans le Mémoire de M. Painlevé sur les équations différentielles du premier ordre (*).
V. — Des courbes de genre deux
20. Dans tout ce qui précède, on a supposé/?^ 3. Quelquesunes des considérations précédentes s'appliquent toutefois au ca» de/> = 2. Dans ce cas, la courbe est hyper elliptique. Le raisonnement fait au § 14 peut, en effet, être emplojé ici. On a un faisceau
Q,H-XQ, = o
d'adjointes d'ordre m — 3 avec le seul paramètre X. Les courbes de ce faisceau ne rencontrent y qu'en deux points variables; par
(•) P. Painleyé, Annales de l'École Normale supérieure^ 1891-92.
suilc, la courbe f correspond point par point à une certaine courbe liyperclliptique
et, d'après ce que nous avons dit (§ 14), le degré du polynôme PÇk), qui n'a que des racines simples, est cinq ou six.
On peut encore employer, pour faire la transformation, des adjointes d'ordre m — si, et la courbe de degré/? 4- 2 avec un poinl multiple d'ordre p devient ici une courbe du quatrième degré avec un point double. Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant :
Toute courbe de genre deux correspond point par point à une courbe du quatrième degré ayant un point double,
I.cs remarques qui précèdent épuisent la question de la représentation paramétrique des courbes de genre deux; mais il n'est pas sans intérêt de montrer d'une manière purement algébrique que le degré du polynôme P()v) dans l'équation (20) est au plus égal à six; c'est ce que nous allons faire en supposant, pour simplifier, que la courbe y n'ait que des points doubles. Changeons seulement un peu les notations; soit, pour éviter les indices,
le faisceau des adjointes d'ordre m — 3 de la courbe de genre deux
X et V sont des fonctions rationnelles de \ et y/P(X), en désignant par P(À) un polynôme qui est supposé n'avoir que des racines simples. C'est le degré de P(A) que Ton se propose d'é>'aluer. 1/équation du second degré donnant x sera de la forme
A, H, C étant des polynômes en ).. 1/équation en x aura des racines doubles pour les valeurs de a annulant
B«— VC = o.
Cos racines sont de deux sortes : ou bien elles correspondent aux
valeurs a de X pour lesquelles deux points de rencontre de la courbe correspondante avec y sont distinctes et sur une même parallèle à O^, ou bien elles correspondent aux valeurs ^ de )» pour lesquelles la courbe correspondante du faisceau est tangente à/.
Dans le premier cas, y aura deux valeurs distinctes, c'està-dire que j^, dans le voisinage de X = a, sera uniforme; x le sera donc également (puisque x peut s'exprimer rationnellement en j^ et X, si, comme on peut le supposer, la courbe et le faisceau n'occupent aucune position particulière par rapport aux axes). Par suite, X=a sera certainement une racine de degré pair de B^ — AC, et elle ne figure pas alors parmi les racines de P(X).
Le degré de P(X) est donc égal au nombre des courbes du faisceau
tangentes à/ : calculons ce nombre. Nous avons les équations
f(x,y) = o, Q - À II --. «>,
q; -^ A r; _ q; -t-xr;
et nous devons, par suite, chercher les points de rencontre des deux courbes
fix^y) = o, /;(Q,. R - RxP) -/;(Qr R - R; Q) = o.
Evaluons le nombre des points de rencontre de ces deux courbes en supprimant les solutions étrangères au problème. La seconde courbe est d'ordre
Il est facile de vérifier que les points doubles de y* sont des points doubles de la seconde courbe avec les mêmes tangentes. Pour le voir, mettons le point double à Torigine avec Ox et Oy comme tangentes^ on aura
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on a donc, poar la seconde courbe.
Fensemble des termes du second degré est donc xy.
Nous allons voir, de plus, que les m points à Tinfîni de /appartiennent à la courbe de degré 3m — 8. On a, en effet, comme terme de degré 3 m — 8,
en désignant par <f , q, r l'ensemble des termes homogènes du plus haut degré dans/, Q, R.
Si Ton remplace q et r par xq'j. -\-yqy et xr'j, -hyr^.^ on aura
donc '^{Xjy) sera bien en fadeur.
Les solutions que nous venons de trouver sont manifestemenl rlrangères au problème. En les laissant de côté, il reste pour le problème proposé un nombre de solutions égal à
(3;^^8)^f)P^'^^ ^^--i1— ;;,^ c'cst-à-dire six.
Le polynôme P()^) est donc du sixième degré.
THÉORÈMES GÉNÉRAUX RELATIFS A L'EXISTENCE DES FONCTIONS SUR UNE SURFACE DE RIEMANN.
I. — Position de la question; théorèmes préliminaires
1. Nous avons jusqu'ici considéré une surface de Riemann définie en partant d'une certaine relation algébrique
Nous avons alors étudié sur la surface certaines fonctions, intégrales des diverses espèces ou fonctions uniformes.
Nous allons nous proposer maintenant des problèmes en quelque sorte inverses. On peut concevoir une surface de Riemann définie a priori et d'une manière purement géométrique : ce seront m feuillets réunis les uns aux autres par un certain nombre de lignes de croisement et formant une surface connexe. Il s'agit d'établir qu'à une telle surface correspond une classe de courbes algébriques et de démontrer a priori l'existence de ces fonctions dont nous parlions plus haut. Nous rentrerons ainsi dans la pensée profonde de Riemann, dont nous nous sommes écarté dans les Chapitres précédents en faisant l'étude des intégrales de différentielles algébriques relatives à une courbe. Les deux études doivent, d'ailleurs, évidemment être faites l'une et l'autre; jusqu'ici nous sommes parti de la courbe ou de la relation algébrique, nous prenons maintenant pour point de départ le concept de la surface riemannienne à m feuillets.
Malheureusement la méthode si simple de Riemann pour établir les théorèmes généraux d'existence ne présente pas la rigueur
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qu'oQ exige aujourd'hui dans la théorie des fonctions. Elle repose sur la considération du minimum de certaines intégrales tout à fait analogues à celles que nous avons déjà étudiées dans le problème de Dirichlet (p. 3G) et on lui a adressé les mêmes objections. Il a donc fallu chercher dans une autre voie : M. Neumann et M. Schwarz y sont parvenus chacun de son côté. La méthode (le M. Neumann est exposée dans son grand Ouvrage sur la théorie des fonctions abéliennes (*); j'y renverrai le lecteur. M. Schwarz, à la suite de ses recherches sur le procédé alterné el le problrme de Dirichlet, ajoute que Ton ])eut par ce procédé arriver aux théorèmes généraux d'existence. Dans une lettre à M. Klein, que nous aurons à citer dans un moment, il revient rapidement sur la question. On peut avec ces données restituer complètement la méthode de M. Schwarz, et je ne crois pas dans les pages qui suivent m'écarler de la pensée deTillustre géomètre.
2. Nous allons avoir à compléter Tétude des conditions d'existence d^une fonction harmonique. Quelques théorèmes préliminaires nous .seront indispensables. Nous avons déjj'i exposé (p. --') le procédé alterné; il va jouer dans la suite un rôle capital. Nous Tavons, en particulier, appliqué dans le cas d'une aire limitée par deux contours C et C (p. 8si) et nous généraliserons d'abord la recherche faite à cet endroit.
Reprenons donc, avec M. Schwarz (2), l'aire limitée par les deux contours C et G, Traçons la ligne mn joignant un point de C à un point de C, et donnons-nous sur chacune des deux courbes une succession de valeurs que nous supposerons, en général, continue (il pourrait y avoir des points en nombre fini pour lesquels il y aurait un saut brusque d'une valeur à une autre).
Nous traçons une courbe nin joignant un point de C à un point de C (,/?^. 5 5 ); désignons par mn'^ le bord droit de cette coupure (ît par mn~ son bord gauche. Nous allons chercher à déterminer une fonction harmonique a, continue dans l'aire limitée par C, C
(») Nkumann, Vorlesungen iiber liiemann's Théorie der Abelschen Intégrale {2" Aufl.; 1884 ).
(') ScnwAnz, Aiiszug aus einem Driefe an Herrn F. Klein {Œuvres cornplates, l. II, p. 3o3 ).
et niriy prenant des valeurs données sur G et C, et pouvant se prolonger analjliquement des deux côtés de mn^ de telle sorte que le prolongement analjti({ue de u~ soit égal à
h étant une constante donnée, en représentant par u" et //"*" les valeurs de la fonction dans le voisinage de la coupure à gauche et à droite.
Nous appellerons A Taire limitée par C, C, mr&y mn"] traçant alors une seconde coupure /?(/, appelons B Taire limitée par C, C,
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pq"^, pq~' Nous allons d'abord former une première fonction harmonique £/<, déGnie dans Taire A, prenant les valeurs données sur C et C, puis des valeurs arbitrairement choisies sur mnr et les mêmes valeurs augmentées de h sur m/i"**. La fonction u^ prendra certaines valeurs sur pq. Nous formons alors une fonction harmonique i'ï déterminée dans Taire B, prenant sur pq"^ les valeurs de u^ et sur pq~ les mêmes valeurs diminuées de A; de plus, r^ prend sur les arcs a et P de G et C' les valeurs de Ut diminuées de A, et sur le reste des courbes G et G' les mêmes valeurs que Ut : la fonction ^^ est ainsi complètement déterminée. On va continuer ainsi indéfiniment : la fonction U2 sera la fonction harmonique déterminée dans A prenant sur mn" les valeurs de i', et sur mn'^ les mêmes valeurs augmentées de h, et égale à Ut sur G et G'. On formera ^2 en partant de W2, comme on a formé ^'i en partant de Uiy et ainsi de suite. Les fonctions Un et ^/i ont respectivement deux limites u et r, comme nous Tétablirons sans peine. Or on a
u„=Vn {sur pq^),
Uft — ^'n-i (sur m/j-).
D'ailleurs tous les ii et v ont même valeur sur les arcs C — a et G' — (3. Il en résulte que
sur le contour formé par ces deux arcs et m/i~, pq"^', il en est donc de même à Tinlérieur de ce contour. Pareillement, on a
Vn— Un— h (sur pq-), r,i_i=M,j — h (sur /n/i-'-).
On a donc, dans Taire limitée par a, [i, mit^^ pq",
Or la fonction ç> n'a pas mn pour coupure ; nous allons donc pouvoir, avec les résultats précédents, étudier immédiatement le prolongement analytique de // quand on traverse de gauche à droite la coupure mn. Puisque, à droite de celle-ci, on a
tandis qu'à gauche
le prolongement analytique de u~ sera donc égal à W*" — /*, comme nous l'avons dit dans l'énoncé. Il est clair que semblablement le prolongement analytique de W^ est égal à ir -f- h, La fonction u prend sur C et C les valeurs données ; il est clair que, si l'on traverse la coupure mn, les valeurs de it sur ces deux courbes augmenteront ou diminueront de h, suivant le sens dans lequel la coupure aura été traversée (*).
3. Nous avons admis l'existence de limites pour //„ et i^„, La démonstration est la même qu'au § 2 du Chapitre III, et il suffira de faire ressortir brièvement l'analogie entre les deux cas. Nous pouvons dresser le Tableau
pq^
mn -
Ui
Ut
Un
(0 Si la succession donnée des valeurs sur C et G' admet la période h^ on pourra regarder la fonction comme parfaitement déterminée en m et n sur le bord droit et sur le bord gauche de la coupure. Dans le cas contraire, la fonction n'aura pas, à proprement parler, de valeurs en ces points.
qui rappelle que m„ et Vn prennent les mêmes valeurs sur pq^j tandis que ii„ et r„_, prennent les mêmes valeurs sur mn~. Tous les u prennent les mêmes valeurs sur les arcs C et C, et il en est de même pour les p, ces valeurs n'étant d'ailleurs les mêmes pour les u et les v que sur les arcs C — a et C — ^. Remarquons maintenant que
U3 — Ui=Vi — vi (sur mw-).
Or v'2 — i'i est nulle sur C et C, et l'on a
Çi — Vi= Ui — Ml (sur pq-^).
On en conclut de suite, en raisonnant comme à la page 80,
|"3— wtl :7V (sur mn-),
en d(^signant par g le maximum de | M2 — ''1 [ sur mn^\ pour la définition du nombre y <; i , on se reportera au Chapitre III et particulièrement à la page 83. On a^ d'une manière générale,
I Un— Un-i I < <jr2^«-*'^ (sur mn-),
et la convergence des Un vers une limite s'en déduit immédiatement; on raisonne de même pour les Vn-
4. Les considérations précédentes s'étendent d'elles-mêmes. Si, au lieu d'une aire limitée par deux contours, nous avons une aire limitée par une courbe extérieure C et par p courbes intérieures
C|, C2, ..-, C^, nous tracerons/; coupures m|/i|,/W2^2> •••, '^P^/ïi joignant C à C|, Ca, ..., Cp. On pourra former une fonction
harmonique continue dans l'aire limitée par les C, les //m"*" et les /?i/i~, prenant des valeurs données sur les C et pouvant se prolonger analytiquement au delà de m/W/ (1 = 1, 2, •..,/?), de telle sorte que le prolongement analytique de u~ soit égal à
/ii étant une constante donnée.
Il n'est pas besoin d'insister sur ce cas général; la question étant traitée pour le cas de deux contours, on traitera le cas de trois contours en s'appuyant sur le cas précédent, c'est-à-dire en
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suivante, quoique peu approchée, nous suffira : c'est celle que nous avons donnée (p. 17). On a
en désignant par g la valeur absolue maxima de la fonction sur la circonférence de rayon 11.
II. — Existence des fonctions harmoniques sur une surface
de Riemann ouverte.
6. Nous allons d'abord considérer une surface de Riemann ouverte : voici ce que nous entendons par là. On tracera sur un des feuillets une courbe fermée v (fu'on prendra généralement très petite. La surface de Riemann ouverte est la surface dont on a enlevé Taire limitée par y; on peut dire de la surface ouverte qu'elle a un bord y.
Nous traçons sur la surface de Riemann les rétrosections (C/i, D/i). Ces rétrosections limitent avec y une aire T. Nous allons d'abord nous proposer de trouver une fonction harmonique bien déterminée et continue sur T, et prenant sur y et les deux bords des rétrosections des valeurs données.
Il importe de prévenir tout de suite une première difficulté relative aux points de ramification. Désignons par :; la variable complexe sur la surface de Riemann, et soit a un point de ramification. En posant
nous transformons le voisinage du point de ramification a sur la surface de Riemann dans le voisinage du point z'= o sur le plan simple ^'[nous avons déjà fait, d'ailleurs (p. 383), cette transformation]. En posant
z ~ X -^ iy et z' =■ j;'-+- iy\ l'équation
se transforme en
P. - II. 3o
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et nous sommes ramené alors à une aire située sur un plan simple (*).
Quant au point à Tinfini sur chacun des feuillets, on fera pour eux la transformation habituelle
et il n'y a de ce côté aucune difficulté.
Revenons au problème proposé. Nous pouvons considérer Taire T comme limitée par/? 4- i contours, à savoir y et les p réiroseclions (C, D). D'après le § 4, on sait résoudre le problème de Dirichlet pour une telle aire quand on peut le résoudre pour cette aire rendue simplement connexe par/> coupures; on prendra ici pour ces coupures des lignes, ne se coupant pas, joignant un point de chaque rétrosection à un point de y (celui-ci joue ici le rôle de contour extérieur C du § i, et tous les h sont nuls) (-). Or, pour l'aire simplement connexe que nous venons de définir, il n'y a aucune difficulté. On décomposera, comme dans la méthode de Schwarz pour la solution du problème ordinaire de Dirichlet (p. 289), Taire en un nombre limité d'aires partielles empiétant les unes sur les autres de manière à pouvoir appliquer le procédé alterné. Cette décomposition est indispensable, à cause des points de ramification; on s'arrangera de nianitT^* qu'un certain nombre des aires partielles contiennent chacune un point de ramification, et Ton pourra les supposer assez petites pour faire la transformation indiquée plus haut.
7. Abordons maintenant le problème fondamental. Nous voulons former une fonction harmonique bien déterminée et continue dans l'aire ï, prenant sur v des valeurs données et ad-
(•) II faut remarquer seulement que la fonction u continue, ainsi que ses dérivées dans le plan simple (x', v') autour de x' — jk'= o, n'aura pas ses déi*ivée> continues pour le point d'affixc a quand on reviendra à la surface de Riemann.
Les dérivées -— et -r- deviendront, en général, infinies de l'ordre de - ♦ en dé- Ox ôy ^ ^/j.
signant par r la distance de {x.v) au point d'affixe a.
(') C'est pour ce point du ruisonnement (ju'il est indispensable que la surfan*
soit ouverte.
mettant les périodicités Ch et dh relativement à C/i et D/i {A = 1 , 2, ...,/?). Nous entendons par là qu'après avoir marqué sur les rélrosections C et D un bord positif et un bord négatif (conformément, par exemple, aux conventions faites au § 12 du Chapitre XIV), le prolongement analytique de la fonction, considérée du côté négatif d'une coupure C>i, coïncidera avec la fonction, considérée du côté positif, à — c^ près, ce que nous exprimons, comme plus haut (§ â), par
et pareillement pour toutes les autres parties des rétrosections.
Donnons d'abord la solution, dans l'hjpothèse où /? = i. Suivant notre habitude, faisons dans l'espace le schéma de la surface de Riemann correspondante ; ce sera un tore, sur lequel nous traçons un parallèle C et un méridien D {Jig» 56), et nous désigne-
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rons parc et d les périodes qui doivent leur correspondre; figurons aussi la courbe y rendant la surface ouverte.
Nous allons, en premier lieu, former une fonction harmonique prenant sur les deux bords de C des valeurs données, ainsi que sur y, et admettant la périodicité d par rapport à D. Pour éviter toute difficulté relative aux points (géométriquement confondus)/// et n des deux côtés de C, nous supposerons que les valeurs données sur les deux bords de C aient aussi d pour période (*). Pour résoudre ce premier problème, traçons une coupure auxiliaire D' et raisonnons absolument comme au § 4, en partant d'une fonction harmonique prenant sur les deux bords de C et sur y les valeurs données, et sur les deux bords de D des valeurs arbitraires
C) Voir la Note au § 2.
d'un côté et les mêmes valeurs augmentées de h de Tautre côté (D et D' remplacent les coupures mn et pq du paragraphe cité). La fonction u^ prend certaines valeurs sur D'"*"; nous formons alors une fonction v^ égale à w, sur D'"*" ainsi que sur les portions des deux bords de G comprises entre D'+ et D" et enfin sur y, tandis qu'elle est égale à u^ — rfsur D'", et sur les portions de Ccomprises entre D"*" et D'~. On formera de la sorte une suite indéfinie de fonctions u, ^, et la limite des fonctions u résout le problème posé; il me paraît inutile d'insister, l'analogie étant complète avec le cas traité au § 4.
Ce premier problème résolu, nous considérons maintenanl, outre Ci et D, un second parallèle C {fi g' S^). Ce sont mainle-
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nant C cl C qui vont jouer le rôle de mn et de pq^ et toutes les fonctions harmoniques que l'on va considérer auront la périodicité cl par rapport à D et prendront les valeurs données sur y- On partira d'une fonction it^ prenant des valeurs arbitraires sur G' (sauf la périodicité d correspondant au passage par D) et les mêmes valeurs augmentées de c sur C"^; cette fonction prendra sur C'"^ certaines valeurs. On formera la fonction (^1, prenant ces valeurs sur C'"^ et les mêmes valeurs diminuées de c sur C", cl Ton continuera ainsi indéfiniment, dirigeant toujours opérations et raisonnements comme au § 4. La limite des u sera la fonction cherchée; elle prendra sur y les valeurs données, sera continue sur toute la surface de Riemanny et admettra les périodicités données c et d relativement à C et à D.
8. Après avoir traité le cas de /? = i , il n'y a aucune difficulté à traiter le cas général. La marche est la même que pour
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passer d'une aire limitée par deux contours à une aire limitée par p -f- 1 contours. Soient, par exemple, /? = 2 et les deux rétrosectious (C|,D|), (C2,D2) et le contour y. En nous donnant des valeurs sur les deux bords de C^ et D, ainsi que sur y, nous pouvons d'abord, d'après ce qui précède, déterminer une fonction harmonique prenant sur C| et D| ainsi que sur y les valeurs données, et ayant les périodicités C2 et rfo relativement à C2 et D,. N'employant alors comme fonctions approchées u et v que des fonctions ayant cette périodicité, nous obtiendrons, par un nouvel emploi du procédé alterné, relativement à C| et D,, la fonction cherchée.
Le raisonnement est général, et nous avons ainsi complètement résolu le problème proposé pour une surface ouverte. Nous avons formé une fonction harmonique continue sur la surface de Riemann limitée par y et les p rétrosections (C, D); celle fonction prend sur y des valeurs données el admet des périodicités données relativement aux C e^ D.
III. — Existence des fonctions harmoniques sur la surface
de Riemann fermée.
9. Le problème que nous venons de traiter dans la Section précédente n'est qu'un problème préliminaire. Nous avons maintenant à étudier le cas de la surface fermée, et nous chercherons d'abord à démoptrer l'existence d'une fonction harmonique bien déterminée et continue sur la surface de Riemann considérée avec les rétrosections C et D, et ayant des périodicités données q et dh correspondant aux ip coupures C/i et D>i (/r = i , 2, . . . , /?). Nous entendons toujours de la même manière le mr)l périodicité. Nous répétons que la fonction pourra être prolongée analytiquement au delà des C et D, et cela de telle manière qu'en désignant par «+ et u~ la valeur de la fonction à droite et à gauche dans le voisinage d'une coupure, soit Ca, on ait, comme prolongement analytique de z/"^,
et de même pour toutes les autres coupures. Dans ces conditions, la fonction m, qui reste toujours finie, aura sur la surface de Rie-
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inann, débarrassée des rélroseclions, une infinité de déterminations qui rentreront dans le type
u -f- V (m/, Ch -+- nh dh),
les niH et nn étant des entiers positifs ou négatifs^ et u désignan*^ une de ses déterminations.
10. Nous allons encore employer le procédé alterné, mais dans des conditions différentes de celles où nous l'avons employé jusqu'ici (*). Prenons sur un des feuillets deux cercles concentriques r et Y de rayon 11 et /•. Nous allons former une succession de fonctions harmoniques u et i'. Les fonctions v seront définies et bien déterminées sur la portion de la surface de Riemann, munie des rétroseclions C et D, extérieure à y, et elles admeltronl les périodicités données à ces rélrosections ; quant aux fonctions w," elles seront déterminées à l'intérieur du cercle F.
Ceci posé, donnons sur Y une succession de valeurs arbitraires. Nous formerons une fonction u^ prenant ces valeurs sur F; cette fonction prendra certaines valeurs sur y. On formera une fonction i'i prenant les mêmes valeurs que ii^ sur y (nous savons, traprcs la Section précédente, former une telle fonction). Nous considérerons ensuite la fonction Wa prenant sur F les mêmes \alcurs que r^ , cl Ton continuera ainsi indéfiniment. Nous avons donc deux suites de fonctions
"^ Y Mi , Wj, . . . , U,t^ . . . ,
Si Fon admet que //„ et i',i ont des limites u et r, il est clair que ces deux fonctions coïncident dans la couronne annulaire com- |)rise entre y et F, puisqu^on a
Un — «n-i (sur T\ it:, = v„ (sur Y^»
C') Los passages dos Mémoires de M. Schwarz, qui se rapportent à la question qui nous occupe actuellement, sont aux pages i68, 189 et 3o6 du tome II {Gesammcttc mathcmadsche Abhandlungen^ von H. -A. Schwarz).
d'oii résulte Tégalilé ii=: i^ sur F et sur y et, par suite, dans Taire limitée par ces deux courbes. Ainsi, la fonction i^ pourra se prolonger analytiquemcnt à Tintérieur du cercle y, et ce prolongement analytique n*aura aucune singularité à Tintérieur de ce cercle. Nous obtenons donc bien la fonction cherchée.
11. Nous avons à démontrer que Un et Vn ont des limites. La démonstration sera moins simple que dans les cas analogues rencontrés jusqu'ici, et nous devons d'abord faire plusieurs remarques. Montrons, en premier lieu, que les moyennes des valeurs de toutes les fonctions Un et Vn sur les circonférences y et F sont les mêmes. Il est d'abord bien clair que les valeurs moyennes de //i sur F et de i'i sur y sont les mêmes, puisque Ui = v^ sur y. Prenons alors une circonférence G de rayon p comprise entre F et y, et considérons la fonction ^i à l'extérieur de G; si nous traçons le contour K sur la surface de Riemann, nous aurons, par la formule de Green,
Jf -7-^ ds -h I -7-^ ds = o.
Or la première intégrale est nulle ; les éléments s'y détruisent, en effet, deux à deux, puisque les dérivées de v^ ont une périodicité nulle relativement aux rélrosections. Il reste donc
ce qui peut s'écrire, la ligne G étant un cercle,
''^ dv,
do = o.
dp • '
et, par suite, l'intégrale
est indépendante de p. Ceci veut bien dire que la valeur moyenne de la fonction Ti sur la circonférence y est égale à celle de Ma sur la circonférence F.
Or déjà la moyenne de ^i sur y est, comme nous l'avons dit,
égale à celle de Ut sur F; on a donc bien
et ainsi de suite. Tous les u ont même moyenne sur F et ont, par suite, même valeur au centre O de cette circonférence.
Considérons, en second lieu , deux fonctions harmoniques U el V continues dans F et prenant dans cette circonférence des valeurs ayant même moyenne. II en résulte évidemment que ces fonctions ont même valeur au centre; ceci va nous permettre de trouver une limite de | U^ — V^ | pour un point A quelconque du cercle y. Reportons-nous à Finégalité rappelée au § 5 de ce Chapitre. Appliquons-la à la fonction U — Vqui est nulle au centre. En appelant M le maximum de |U — V| sur la circonférence F. on aura
I Ua - Va |< — ^-^ ^^*
Or supposons -5 assez petit pour que l'on ait
4Rr
(/ étant un nombre fixe inférieur à l'unité. Dans ces conditions, Finégalité précédente pourra s'écrire
IUa-VaK^M,
inégalité fondamentale entre les maxima de | U — V | sur les circonférences F et y; elle suppose essentiellement que les valeurs moyennes de U et V sur F soient les mêmes.
12. Nous pouvons aborder maintenant la démonstration de l'existence de la limite pour //„ et r„. Grâce aux remarques précédentes, nous nous trouvons dans les mêmes conditions que précédemment. On a
U3— Ui =Vi — vt (surl^).
Or la fonction i'a — Vt est une fonction bien déterminée à Fextérieur de y, sans périodicité (la périodicité des r disparaissant dans la soustraction); le maximum de [ca — c^ | sur F est donc an
plus égal au maximum de | ç^2 — ^i ! sur y, mais
Vf — vi = Ui — Ui (sur y).
Le maximum de ] ^^2 — ^i | sur y est donc moindre que le produit par q du maximum de \u2 — U\\ sur T. En combinant ces résultats, nous avons
maximum de | Mj — Wj | < ^.maximum de | Mj — Ui \ (sur T ),
L'existence d'une limite vers laquelle converge uniformément m„ sur r est alors évidente, et Texistence des limites a et v est établie. Le problème posé au § 9 est donc complètement résolu,
La fonction trouvée prend au point O, centre de F. une valeur égale à la moyenne des valeurs initiales données au début sur F. La valeur de la fonction cherchée en O et les périodicités la déterminent d'ailleurs nécessairement d'une manière unique; car, dans le cas contraire, la différence de deux telles fonctions serait nulle en O et n'aurait pas de périodicité. Or nous savons qu'une fonction harmonique uniforme et continue sur la surface de Riemann tout entière se réduit nécessairement à une constante (Ghap. XIII, § 27).
Appelons yb/ic^/o/i harmonique de première espèce une fonction harmonique de la nature de celle que nous venons d'étudier, continue sur la surface de Riemann. Il existe a/? fonctions harmoniques de première espèce linéairement indépendantes. On peut, en effet, se donner arbitrairement les np périodes de ces fonctions, et il est clair qu'entre 2p fonctions à périodes arbitraires ne peut exister de relation linéaire à coefficients constants. Réciproquement, toute autre fonction harmonique de première espèce sera une combinaison linéaire de ces 2p fonctions; il suffit de choisir les coefficients de manière que la combinaison ait les mêmes périodes que la fonction proposée.
13. 11 est facile de traiter le cas où la fonction harmonique aurait une singularité de la nature suivante :
Proposons-nous de rechercher une fonction harmonique admettant des périodicités données et continue sur la surface, sauf au point O, dans le voisinage duquel elle sera de la forme (le point O
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élanl |»ri> pour origine des coordonnées polaires r el 6),
cosQ ,.
U étant continue en O, et nécessairement harmonique (comme
Ou \a suivre la même marche que précédemment. La seule différence sera que les fonctions i/|, . . . , w^, au lieu d'être continues dans le cercle F, deviendront infinies en O comme • On
formera donc une première fonction W|, prenant des valeurs données sur r et continue dans F, sauf au point O où elle devient
infinie comme — ^ ; elle s'obtiendra tout de suite en posant
et en déterminant la fonction U| continue dans le cercle F tout
entier, et prenant sur sa circonférence les valeurs W| ^*
Nous formerons donc de la même manière nos deux suites
Toutes les inégalités fondamentales subsistent, et les valeurs mo\ -*nnes des fonctions sur " et sur F sont toutes égales à la vale I-. movenne de la fonction initiale Ui sur F, puisque la valeur
iiiovenne de — ^— est évidemment nulle.
\ous poiiK'ons donc former une fonction harmonique c/etrnant infinie en O comme
< au sens indiqué plus haut » et admettant des périodicités données. Cette fonction sera déterminée à une constante près variant avec la movenne des valeurs initiales sur la circonférence F. Nous la dirons une fonction harmonique de seconde espèce.
IV. — Des fonctions de la variable complexe sur la surface
de Riemann.
14. Nous pouvons aborder maintenant Tétude des fonctions d^une variable complexe sur une surface de Ricraann. A chaque solution u de Téquation
lu = o
correspond, en effet, une fonction (^ déterminée par la formule (p. 6)
/••'' au , du ,
et // -f- ii^ est une fonction analytique de x -\- iy.
A chaque fonction harmonique u de première espèce va correspondre une fonction (^ qui sera aussi de première espèce. Pour s'en assurer, il n'y a qu'à examiner les cas où (x^y) est en un point de ramification ou à l'infini. Dans le premier cas, nous
avons dit (voir la note de la p. 466) ^^^ J~ ^^ J" ^^^^ ^^ Tordre
de -p> /• désignant la distance de (x,j^)au point de ramification :
i' reste donc finie. Si le point (x^ y) est à l'infini sur un des
feuillets, on fera le changement de variable x' -\- iy' ^ r->
X •+- ly
u devient une fonction de {x\y') régulière à l'origine, et la formule
t' = / -, dy' — ~—, dx'
Jy y àx' -^ dy
montre que v est finie pour x' = J^ = o.
Soient donc deux fonctions harmoniques associées u et r de
première espèce; elles seront linéairement indépendantes. Si l'on
avait, en effet, une relation, à coefficients constants a, b, c, de la
forme
au -h bv =: Cy
a cl b n'étant pas nuls tous deux, on en déduirait
du , dv du , dv
dx dx dy dy
OLàPtTmi XTI.
ît ^ ifuoa-îiùf? i .-^iiise des relations
ft v au dv
x^ ~ nr «/r àx
K 'Mi«îLf> .ur 'rrniirrtf r'oaction Hi de première espèce, el
.«. ■• il >îAacîrr. T o^ i>a:re une fonclion harmonique Wj . -—IV oa- ur '.•inuiaiâii*>n intfaiiv de W| el {\, Soil Tj Tas- ^ •tvuir».*u> inv c> maire to action s
-^... i. il.- •i^'.ft :i*;»-f»tnaaiiie<. Dîin?> avp^thèse contraire, on
,^** >< t.auir<tii i me c*jo>Ciate. «Jr .:e*:e expression est la partir • Ci*e *t.* .a toactiuQ iaai>'.:«|iie
■Il — 'Ô t- — k ■ — t. .0^ 2^ — lV« ».
Il ^ ou>uil >)ue la combinai <«? a
— ')■ *l. — z . — '• «: — tt-'i
>< ' auii »a>>i t iJD»f •.'•.•n-îtac*.- . ♦ '.i -'.i ::a»:i:it que
V, cu>l.aiii. et comm*? '/^ «^t ^ ^ r-» r»fuv.?at être nuls à la fois
.v..>44uc aulreuienl u, er v. i.»^ ^-^rii-fr: cj-^ in«]'^pendants), il en vx«4.tti<À»î que «^ e-jl un- oomLiniis:- .iz-^jin? Je «i et i*i, ce qui
sç .v'ijac noire hvpolh-**i:.
• hi oaiiuuor:! Je li m^rr*': rnànî» r*. «rr^ rrenantune fonction u^ ^^. »x vxu: IMS une comKin^i^on lintiir^ ie u,, v,, f/^, i... : en ad- ^. »»^.av i «.t ^v>a a'i> KM -e i ;. f>n anri s.jr réactions linéairement -w<^*vaviaaU*N. La Jn luonstralion >^ f^our^uit Je proche en proche,
V 'xv,.>> '^i ii'^^^*'^**^s finalement fi 2p f:'n::::ns harmoniques d*'
w%^* * <C%*h4" .»s<jf\HvV'r.'Ç el linéairement indépendantes. Elles
forment un système de ip fonctions harmoniques de première espèce, avec lesquelles on peut former toutes les autres.
16. Portons maintenant notre attention sur les p fonctions analytiques de x -h ly = 3,
( 3) Wi -+- ivi Ui -h «rj, . . . , M/, -+- ivp.
On peut les appeler des fondions analytiques de première espèce de la variable complexe z sur la surface de Riemann, Ces p fonctions sont linéairement indépendantes, car autrement les u et r ne le seraient pas; elles sont continues sur toute la surface et admettent certaines périodicités au sens déjà tant de fois indiqué. D'autre part, il n'existe pas sur la surface de Riemann de fonction de :;, uniforme et continue dans le voisinage de chaque point et admettant des périodicités, qui ne se réduise à une combinaison linéaire de ces fonctions.
On peut répéter, sans y rien changer, à propos des fonctions (3), tout ce que nous avons dit des périodes des intégrales de première espèce (Chap. XIV). L'inégalité fondamentale provenant de la formule de Green peut, en effet, être appliquée ici. On pourra notamment, avec les fonctions (3), former un système de fonctions normales.
17. Passons aux fonctions analytiques de seconde espèce. Nous partirons pour cela d'une fonction harmonique de seconde espèce (§ 13) devenant infinie en un point O, pris un moment pour origine des coordonnées, comme
cosO
qui est la partie réelle de -> en posant z = re'^. La fonction associée v deviendra infinie comme
— sinO
et, par suite, u -r zV se mettra dans le voisinage Ae z =z o, sous
la forme
P étant holomorphe. Donc x; = o est un pôle simple de 1/ 4- iV. le résidu étant un.
Nous formons donc ainsi une fonction u -h w de z ayant pour pôle le point O avec un pour résidu; cette fonction est continue pour tout autre point et elle admet des périodicités relativement aux rétrosections de la surface de Riemann.
Parmi les fonctions analytiques de seconde espèce, il en est de particulièrement remarquables : ce sont celles qui n'ont pas de périodes. On peut obtenir une telle fonction en partant d'un nombre suffisant k de fonctions de seconde espèce
lïi, Hj, ..., H/, avec les pôles simples respectifs 0| , Oj, . . ., 0^. Formons la combinaison linéaire
AiH, -4- AjHjH-. ..-i- AaHa. ♦
Si k est supérieur à a/?, on pourra certainement annuler toutes les périodes, sans que les A soient tous nuls. La fonction ainsi obtenue ne se réduira d'ailleurs certainement pas aune constante, puisque, tous les A n'étant pas nuls, la fonction admet au moins un pôle. Nous aurons ainsi une fohclion analytique l uniforme sur toute la surface de Riemann et n^ ayant que des pôles,
18. Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théorème fondamental de ce Chapiire :
A une surface de Riemann arbitrairement donnée correspond une clause de courbes algébriques.
A cet eflet, cherchons d'abord quelle sera la nature de la fonction U du paragraphe précédent. Si l'on considère le plan simple sur lequel sont placés les feuillets, nous voyons qu'à chaque valeur de l'affixe :; sur ce plan correspondent m valeurs de la fonction U, à savoir les valeurs de la fonction U aux m
points de la surface de Riemann qui correspondent à la même valeur de z. Il est essentiel de remarquer que nous pouvons choisir U de telle manière que ces m valeurs soient distinctes pour une valeur arbitraire de z. En effet, les k pôles de U sont arbitraires (k étant suffîsamment grand). L'équation U = oo a donc A* racines qui sont k points arbitrairement choisis de la surface de Riemann et qu'on peut, par suite, supposer ne pas correspondre à la même valeur de z. L'équation U = A, qui a aussi k racines variant avec A, d'une manière continue (Chap. XV, § 1) n'aura donc pas, en général, de racines correspondant à des points de la surface de Riemann ayant même z : ceci ne pourrait arriver que pour des valeurs particulières de A. Il en résulte que, z étant arbitraire, les m valeurs de U aux m points de la surface de Riemann, correspondant à cette valeur de 5, sont distinctes.
Ceci posé, cherchons quelle sera la nature de U considérée comme fonction de z sur le plan simple P. Cette fonction a m valeurs en chaque point; d'autre part, elle n'a que des pôles et des points critiques algébriques (correspondant aux points de ramification) : elle est donc une fonction algébrique de z, et l'on a
/ étant un polynôme de degré m en U. A une valeur arbitraire de z correspondent, avons-nous dit, m valeurs distinctes de U. La relation précédente est irréductible, puisque les m valeurs peuvent s'échanger en passant d'un feuillet à l'autre de la surface de Riemann.
Nous pointons donc regarder la courbe algébrique (4) comme correspondant à la sur/ace à m feuillets donnée; à un point arbitraire de cette dernière correspond un seul point (U, z) de la courbe, et inversement, à un point arbitraire de la courbe correspond un seul point de la surface de Riemann. Nous avons donc atteint, dans celle question des existences, le but essentiel de notre recherche, qui était de montrer qu'à une surface donnée de Riemann on peut faire correspondre une relation algébrique, A la fonction U on peut évidemment substituer une fonction rationnelle quelconque de U et ^, soit
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Sauf pour des formes particulières de R, la fonction V aura m valeurs différentes pour une valeur arbitraire de z. La fonction V a les mêmes points de ramification que la fonction U; elle est ramifiée comme U, suivant l'expression de Riemann. Inversement d'ailleurs, V pourra se mettre sous la forme d'une fonction rationnelle de U et de z. On peut donc dire qu'il y a une classe de fonctions algébriques, ramifiées de la même manière, correspondant à une surface arbitrairement donnée de Riemann.
J'ajoute encore que deux surfaces de Riemann, S et Si, seront dites se correspondre point par point quand les deux, relations algébriques
qu'on peut associer à chacune d'elles auront enlre elles une correspondance biralionnelle. Nous dirons aussi que les surfaces qui se correspondent ainsi point par point forment une classe de surfaces.
19. La relation (4) est de degré m en U; quant à son degré en z^ il est égal à A*, puisqu'à une valeur arbitraire de U correspondent A* valeurs de z. Nous avons donc une relation
/(U,iî) = o,
de degré m en U et de degré k en z, Riemann, comme nous l'avons déjà dit (p. 366), suppose, dans sa théorie des fonctions algébriques, que les degrés du polynôme y* ne sont pas les mêmes en U et z. Cette forme plus générale amène bien peu de modifications avec les hypothèses que nous avons faites dans les Chapitres précédents. Il n'est pas inutile, cependant, d'en dire un mol. En désignant toujours par \v le nombre des points de ramification de la fonction U de z, où l'on suppose encore que deux racines seulement se permutent, on aura nécessairement, comme précédemment,
relation purement géométrique. On admet, comme cela a lieu dans l'exemple qui nous occupe ici, que les points à l'infini sur chaque feuillet ne sont pas des points de ramification. L'élimina-
TBfiOBÈllES GÉXtRACX SUR UNE SURFACE DE RIESANN. 4^1
lion de U entre les équations
conduit à une équation A =::= o, de degré
en z, puisque le discriminant d'une équation de degré m est du degré 2 (m — i) par rapport aux coefficients de cette équation, et que ces coefficients sont ici de degré k en z.
L'équation A = o admettra, comme racines simples, les w points de ramification ; mais elle admettra aussi d'autres racines correspondant aux points multiples de la courbe qui ne sont pas, par hypothèse, des points de ramification. Ces dernières racines seront d'un degré pair de multiplicité; ainsi, par exemple, un point multiple d'ordre /(à tangentes distinctes), donne, pour A = o, une racine d'ordre i{l — 1). En désignant donc par 2r le nombre des racines de A ne provenant pas des points de ramification, on aura
20. Je termine par une remarque générale relative aux surfaces de Riemann. Quand nous avons étudié ces surfaces au Chapitre XIII, nous avons pu supposer, conformément au théorème de Lùroth, que les m feuillets de la surface étaient liés à la manière d'une chaîne, le premier feuillet étant seulement lié au second, le second au troisième, et ainsi de suite. Nous sommes, dans ces conditions, arrivé à la formule générale {voir, en particulier, le § 19 du Chapitre XIII)
Dans les théorèmes d'existence que nous venons d'établir, nous n'avons besoin de faire aucune hypothèse particulière sur la surface. Les points de ramification étant seulement toujours supposés simples, les feuillets peuvent être réunis les uns aux autres d'une manière quelconque par des lignes de croisement. Quelle est alors, dans ce cas, la signification du nombre /?? Nous pouvons y arriver de suite en recourant à la relation algébrique
qui correspond uniformément à la surface. En raisonnant sur la P. - II. 3f
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fonction U comme nous l'avons fait pour établir le théorème de Lûroth, on pourra transformer la surface de Riemann en une autre où les feuillets seront liés à la manière d'une chaîne, ce qui revient à joindre autrement les points de ramification pour former les lignes de croisement. Dans cette transformation, le nombre des points de ramification ne change pas, et nous avons toujours la même formule pour le nombre /?, c'est-à-dire pour le nombre des trous de la surface dilatée dans l'espace.
V. — Modules d'une classe de courbes algébriques
21. Une des applications les plus intéressantes du théorème général d'existence des fonctions algébriques correspondant à une surface de Riemann est la recherche du nombre des modules des fonctions algébriques d'un genre donné p.
Commençons par une remarque préliminaire. Si l'on se donne dans le plan de la variable z les
points de ramification d'une surface de Riemann à m feuillets, on peut se demander quel sera le nombre des surfaces, ayant ce nombre de feuillets, qu'il sera possible de former. Nous voulons seulement faire observer que ce nombre sera fini ; la recherche de ce nombre sera une question de Géométrie de situation et d'Ana- Ijse combinatoire. La fonction qui le représente est sans doule une fonction compliquée de m et de p, M. Hurwitz, qui s'est occupé avec succès de cette recherche, l'a déterminée pour les valeurs les plus simples de m ('); nous renverrons à son Mémoire. Il nous suffit de savoir que ce nombre est fini.
22. Nous voulons chercher de combien de paramètres arbitraires dépend essentiellement une classe de surfaces de Riemann d'un genre donné p. Par le mot essentiellement, nous entendons que toutes les surfaces de cette classe pourront être ramenées à l'une d'elles, qui se trouvera définie par certaines valeurs de ces paramètres, et quUn versement à des valeurs arbitrairement don*nées de ces paramètres correspondra seulement une classe ou un
(') HuuwiTZ, Mathematische Annalen, Bd. 39.
nombre limilc de classes de surfaces. Ces paramètres ont été appelés par Riemann les modules. Ils jouissent évidemment d'un caractère d'invariance relativement aux transformations uniformes.
Nous ferons connaître successivement les deux méthodes employées par Riemann (*). Voici, en précisant seulement quelques détails, la première de ces méthodes.
Tout d'abord, étant donnée une surface de Riemann (w, c), nous pouvons la transformer en une autre (jui lui corresponde point par point, et où le nombre \x. des feuillets soit supérieur à Si/? — 2; ceci est évident, puisqu'on peut prendre tx arbitrairement (pourvu qu'il soit supérieur à/? -i-i) en prenant pour nouvelle variable une fonction rationnelle de ii et z ayant a pôles (p. 43o).
Nous supposons donc que les surfaces de Riemann de genre /?, dont nous voulons étudier l'ensemble, ont [jl feuillets; u va rester fixe et est d'ailleurs un nombre quelconque supérieur à 2/? — 2 (on verra dans un moment pourquoi nous faisons celte dernière hypothèse).
Le nombre des points de ramification de notre surface sera alors
Nous pouvons nous donner arbitrairement ces points de ramification; donc, le nombre des surfaces étant fini pour des positions données de ces points, nous pouvons dire que nous avons une
surface dépendant de
2 jn- 2/? — 2
constantes arbitraires. Mais toutes ces surfaces ne sont pas distinctes : je veux dire qu'il y en a parmi elles qui se correspondent point par point; en désignant par (;/, :;) un point de la surface, nous pouvons remplacer la variable z par une autre variable
zx^- R(w, x;),
R étant une fonction rationnelle ayant |jl pôles, de façon que m, considérée comme fonction de Z\^ soit une fonction à [x valeurs. De combien de constantes arbitraires dépendra R? D'abord ses jx pôles peuvent être pris arbitrairement sur notre surface; en-
(*) KoiV, dans les Œuvres de Riemann, le § 12 de la Théorie des Fonctions abéliennes.
suite, d'après le théorème de Riemann-Roch, elle contiendra
constantes arbitraires. Nous n'avons pas à nous préoccuper ici du nombre o", puisque nous avons supposé [jl Z> 2/? — 2. Par suite, il y aura dans R
constantes arbitraires. On peut donc, en général, s'arranger de manière que 2 jjl — /> + 1 points de ramification aient des positions données que Ton regarderait comme numériques ; il reste alors
2;ji-T-2/> — a— (2fA — />-+-!)= 3/> — 3
autres points de ramification arbitraires. Nous pouvons donc dire que notre classe de surfaces de Riemann de genre p dépend de
constantes essentielles arbitraires ; ce sont les modules de la surface. A chaque système de valeurs de ces modules correspondra seulement une classe ou un nombre limité de classes de courbes algébriques.
On a admis, dans ce qui précède, qu'on pouvait choisir les 2[ji — />-l-i constantes arbitraires figurant dans R, de manière que, dans la surface transformée, 2ul — p -\- \ points de ramification aient des positions données. Dans quel cas pourrait-il en être autrement? Ceci ne pourra arriver que si une transformation
ou restent des arbitraires, conduit à des surfaces ayant les mêmes points de ramification. Or ces surfaces sont en nombre fini; il y en aura donc nécessairement parmi elles qui pourront se transformer uniformément en elle-même à Taide d'une transformation dépendant de ces arbitraires. Réciproquement, d'ailleurs, si la surface admet une telle transformation avec p paramètres arbitraires, le nombre des modules sera augmenté de p; en efiet, le nombre des constantes figurant dans la fonction R considérée plus haut devra être diminué de p, puisque, parmi les im — /> -h I arbitraires entrant dans R, on peut considérer que p d'entre elles correspondent seulement à la transformation de la
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surface en elle-même. On a donc alors à faire la différence
ce qui conduit d 3p — 3 + p modules (* ). Cette formule générale s'applique alors, même aux cas de /? = o et /> = i . Quand /? > i , on a p = o, d'après le théorème de Schwarz, ce qui donne les ip — 3 modules de Riemann. Pour ^ = i , on a p = i , comme nous l'avons dit (Chap. XV, § 10) en étudiant les transformations en elles-mêmes des courbes du genre w/i ; il y a donc, dans ce cas, un seul module, comme nous le démontrerons d'ailleurs bien facilement d'une manière directe en étudiant, dans le Chapitre suivant, les courbes de genre un. Enfin, pour p = o, nous avons vu (loc, cit,) que p = 3; il n'y a pas, dans ce cas, de module, résultat évident a priori^ puisque la surface de Riemann peut être ramenée alors au plan simple de Cauchy.
23. J'ai dit que Riemann avait donné une seconde méthode pour trouver le nombre des modules. Cette méthode est trop intéressante pour que nous la passions sous silence; elle va nous conduire au premier exemple de représentation conforme d'une surface de Riemann sur un polygone, représentation qui, dans les travaux récents de M. Poincaré et de M. Klein, joue un rôle si important. C'est au moyen d'une intégrale de première espèce que Riemann effectue cette représentation. Prenant une intégrale de première espèce, posons
Quand le point (x,y) parcourt la surface sur laquelle on a iracé les coupures C et D, le point z décrit dans son plan un certain polygone, se recouvrant partiellement lui-même, et dont les côtés (correspondant aux deux bords de chaque coupure) se correspondent deux à deux, de telle sorte qu'on passe du premier au second par l'addition d'une période à z. Ce polygone se recouvrira partiellement lui-même, puisque, en regardant x comme
(«) iM. Klein a, le premier, appelé raltenlion sur celle formule. Voir le Chapitre III de son Ouvrage déjà cilé : Ueber liiemanii's Théorie der algebraischen Functionen.
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fonclion de z,on a nécessaircmenl pour celte variable 'ip — apolnls (le rainificalion qui correspondent aux 2/? — 2 racines de Téquation (en dehors des points multiples)
A chacune des p rétrosecllons correspond un parallélogramme curviligne. On peut donc concevoir, à titre schématique, le poljgone comme formé de/? parallélogrammes distincts dont les plans seraient superposés, le passage de l'un à Tautre avant lieu au moyen de lignes de croisement se terminant aux (2/? — 2) poinls de ramification. Quanta la nature des côtés du polygone, elle esl évidemment indéterminée, comme les rétrosections elles-mêmes, et Ton peut, si Ton vcul, les supposer rectilignes. Inversement, si Ton a une lelle surface polygonale, il résulte des théorèmes d'exislence qu'on peut lui faire correspondre une classe de courbes algébriques. On peut, en effet, démontrer l'existence de fondions harmoniques uniformes sur la surface polygonale multiple, qui prennent les mêmes valeurs aux points correspondants de deux côtés opposés et qui se comportent comme les fondions étudiées au § 7, la périodicité étant nulle. Il suffit d'employer pour cela les mêmes méthodes qui nous ont permis d'établir l'existence des fonctions uniformes sur une surface de Riemann; nous nous arrêterons dans un moment sur le cas particulier le plus simple de /? = 1. Ce point étant établi, voyons de combien de constantes dépend la surface polygonale. La position du point de rencontre (l'une ligne G et d'une ligne D dans chaque rétrosection est arbitraire sur la surface 5 nous n'avons donc pas à compter comme constantes arbitraires les paramètres définissant les positions d'un sommet de chaque parallélogramme. Les arbitraires, définissant réellement Taire polygonale qui nous occupe, sont les 2/> périodes et les positions des points de ramification, ce qui nous donne
arbitraires. Mais l'intégrale de première espèce dont on est parti est arbitraire. On a
On peut choisir les coDslantcs C de manière que/? des périodes
aient des valeurs numériques données, et, si /?> i, on peul, de
plus, choisir C^^i de manière qu'un des points de ramification ait
une position donnée. II reste donc alors un nombre de constantes
essentielles égal à
Zp — 3 :
ce sont les 3p — 3 modules.
Quand /? = i, il n'y a pas de points de ramification^ on peul choisir la constante C| de manière qu'une des périodes ait une valeur donnée. L'autre période sera le seul arbitraire restant. On aura, dans ce cas, un module (*).
2i. Le point essentiel, dans la démonstration précédente, csl le fait de l'existence d'une classe de fonctions algébriques correspondant à la surface polygonale multiple. Il suffira d'examiner le cas de p = i] la question une fois traitée dans ce cas, on passera au cas général, comme on l'a fait pour tous les théorèmes d'existence, en raisonnant toujours de la même manière de proche en proche.
Nous partirons donc d'un parallélogramme ABCD (^/ig' 58), et
nous voulons, en définitive, démontrer directement et a priori l'existence d'une classe de fonctions algébriques correspondant à ce parallélogramme. Nous avons pour cela à démontrer l'existence d'une fonction harmonique de seconde espèce, devenant infinie en
(') On trouvera dans le § 14 du Mémoire de Brill et N()ther {Math. Annal., t. VII) une interprétation géométrique des modules regardés comme rapports anharmoniques. Si intéressantes que soient ces considérations, elles ne sont pas si rigoureuses que les méthodes s'appuyant sur les théorèmes d'existence.
O (pris comme origine des coordonnées polaires r et 8), comme
, admettant, relativement à AB et CD, la périodicité A, et,
relativement à AD et BC, la périodicité Ar; nous entendons par là que le prolongement analytique de la fonction au delà de DC esl égal à la valeur de la fonction dans le voisinage de AB, augmentée de la constante A, et pareillement avec la constante k pour les deux autres côtés. L'analogie va être complète avec les méthodes employées dans la Section précédente. Nous formerons d'abord une fonction harmonique prenant des valeurs arbitrairement données sur AD et BC (on suppose seulement que les valeurs en D et A d'une part, en C et B d'autre part, difTèrent de A), et ayant la périodicité A par rapport à AB et CD. A cet effet, on prendra A'B' parallèle à AB, et CD' parallèle à CD, de manière que les deux parallélogrammes ABCD et A'B'C'iy soient identiques. Toutes les fonctions harmoniques qu'on va considérer deviendront infînies en O de la manière indiquée : les u seront définis dans ABCD et les ^ dans A'B'C'D'. On part d'une première fonction u^ prenant sur AD et BC les valeurs données, prenant sur AB des valeurs arbitraires, et sur DC les mêmes valeurs augmentées de A. La fonction u^ prendra certaines valeurs sur A'B'; nous formons une fonction i\ prenant ces valeurs sur A'B', les mêmes valeurs augmentées de A sur D'C, sur A'D et B'C les mêmes valeurs que W|, et sur DD' et CC les valeurs de u% respectivement en AA' et BB' augmentées de A. On formera ensuite i/j, prenant sur DC les valeurs de v^ , sur AB ces valeurs diminuées de A, et sur AD et BC les mêmes valeurs que W|. On continuera ainsi indéfiniment, formant deux suites de fonctions
'^li ''î» • • • » ^n^ • • • 1 ^1> ^2» • • • î ^/i» . • • •
On démontrera, toujours par les mêmes raisonnements, l'existence d'une limite u pour les fonctions de la première ligne, et d'une limite i> pour celles de la seconde. On a
W/i -- 1'» (sur A'B'), "/»-«-t - *'/! (sur DC).
Tous les u ei V prennent d'ailleurs les mêmes valeurs sur A'D
et B'C. On a donc
dans le parallélogramme A'B'CD. D'autre part, v,t prend sur D'C les mêmes valeurs que u„ sur A'B', mais avec addition de la constante /i; pareillement, u„^i prend sur AB les mêmes valeurs que i'/i sur DC, mais avec diminution de h. 11 en résulte que les valeurs de u sur le périmètre du parallélogramme ABA'B', augmentées de /i, seront égales aux valeurs de v sur le périmètre du parallélogramme DCiyC. Il est clair alors que le prolongement analytique de u au delà de DC, pour lequel on peut se servir de la fonction i^. remplit bien les conditions requises.
D'une fonction harmonique de seconde espèce, on passera à une fonction analytique de seconde espèce. L'analogie est maintenant complète avec la démonstriation de l'existence de la classe de fonctions algébriques correspondant à une surface de Riemann.
On voit aussi que les considérations précédentes démontrent a priori l'existence des fonctions doublement périodiques correspondant à un réseau donné de parallélogrammes.
VI. — Des théorèmes d'existence pour l'équation de Beltrami correspondant à une surface quelconque.
25. Nous avons déjà indiqué (p. 8) comment M. Beltrami a généralisé l'équation de Laplace pour une surface quelconque. Voulant nous placer ici dans les circonstances les plus simples, quoique suffisamment générales, nous allons supposer que l'on considère une surface fermée sans lignes multiples, ayant un nombre fini de trous, et telle que, dans une région suffisamment petite tracée autour d'un point quelconque de la surface, on puisse représenter les coordonnées ^, y, z par des fonctions analytiques de deux paramètres p et y, ce que nous pouvons exprimer en disant que la surface fermée est régulièrement analytique. Un tore fournit un exemple simple correspondant au cas d'un seul trou.
jNous avons défini {loc, cit,) ce que l'on doit entendre par Jonction complexe u -+- iv d'un point mobile sur la surface. L'élément d'arc de celle-ci étant représenté par
ds^ = Edp^-x-i¥ dpdq-\-Odq^,
on a pour u et r les deux équations
dv _ ôp àq
et la fonction u satisfait par suite à l'équation
' <^/> \ v/EG- F« / ''7 \ /EG — F»
Il est important de remarquer que cette équation a un caractère invariant par rapport à ds^^ c'est-à-dire que, si l'on prend à la place de/? et y de nouvelles variables, la nouvelle équation se déduira du ds^ transformé, comme la première se déduit du ds^ primitif. Ceci résulte de la manière même dont Téquation a été obtenue.
26. D'après nos hypothèses sur la nature analytique de la surface, on peut, dans le voisinage d'un point quelconque A de celle-ci, exprimer/? et q par des fonctions analytiques de X et Y (le manière à avoir la carte de la portion de surface voisine de A sur le plan (X, Y), celte carte étant faite avec conservation des angles {^voir le t. I, p. 45a). On aura
Si maintenant on considère u et v non plus comme fonctions de /;, <7, mais comme fonctions de X et Y, on conclut, de Téqualion précédente et de l'équation (p. 8 de ce Volume)
du'^- ds>^^ l(E dp^ 2F dp dq -r- G dq^),
que les équations (a) deviennent
du
dv -ÔY'
du
ÔY
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el, par suilc, Téqualion (P) se transforme en Téquation de Laplace
II résulte de là que, sî l'on se borne à une aîre suffisamment pelitc sur la surface, Téquation de Bellrami peot, au moyen de la Carte géographique indiquée, être transformée en Téquation de [^aplace. Les problèmes d'existence que nous avons résolus pour cette dernière sont, par suite, résolus pour l'équation (P).
Il serait sans intérêt de se borner à une portion suffisamment petite de la surface, mais le procédé alterné peut évidemment être appliqué à l'équation (P), qui jouit, d'après ce que nous venons de dire, des propriétés essentielles de l'équation de Laplace. Aucune explication n'est alors nécessaire pour voir que l'on pourra considérer sur la surface non plus seulement une aire suffisamment petite, mais une aire quelconque. Tous les problèmes traités dans les Sections précédentes peuvent donc être posés et résolus de la même manière.
Si nous appelons yb/îC//o/i potentielle sur la surface toute solution de l'équation (3), nous pourrons former, après ai'oir tracé des rétrosections C ^/ D sur notre surface, une fonction potentielle de première espèce admettant des périodicités données, La signification de cet énoncé est immédiate et a été déjà rencontrée en remplaçant seulement potentielle par harmonique, La fonction potentielle dont nous parlons sera continue sur toute la surface; elle admet une périodicité h par rapport à une coupure C, si son prolongement analytique au delà de la coupure est identique à la valeur qu'elle a de l'autre côté de cette coupure augmentée de ±: h suivant le sens dans lequel la coupure est traversée.
Des fonctions potentielles de première espèce, on passera, en considérant la fonction associée i*, aux fonctions complexes
u -T- ivy
d'un point variable sur la surface. On aura ainsi la notion de fonctions complexes de première espèce y continues sur toute la surface, et admettant des périodes dont la partie réelle peut être arbitrairement choisie. Il n'y a pas à insister sur tous ces points;
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l'analogie est complète avec le cas où, au lieu d'envisager une surface quelconque^ nous avions affaire à Téquation de Laplace el aux feuillets multiples d'une surface de Riemann. On aura aussi p fonctions complexes de première espèce linéairement indépendantes, et/? seulement; c'est, comme précédemment, une consé- (|uence de ce que, le long du contour K, dont il a été tant de fois |>arlé, on a
1 udvy- o,
rintégrale étant prise dans un sens convenable.
Quant à la démonstration de cette inégalité, elle est immédiate en décomposant la surface en portions assez petites. On a pour chacune d'elles l'inégalité précédente avec l'aide de la carte de cette petite portion, et il suffit d'ajouter les inégalités.
27. On obtiendra de la même manière les yb/ic^/o/25 complexes * de seconde espèce, mais il faut définir un pôle d'une fonction complexe de seconde espèce. Un point de la surface sera un pôle pour la fonction complexe u + /V, si dans la carte géographique, relative au voisinage de ce point, sur le plan (X, Y), la fonction u 4- *V qui devient une fonction analytique ordinaire de X -j-iY a pour pôle le point correspondant au point donné de la surface. Nous arriverons enfin, suivant toujours la même marche que dans la Section III, à des fonctions complexes u -— /V, uniformes sur toute la surface et n'ayant que des pôles.
Relativement à une fonction complexe F = w 4- iv^ nous pouvons établir le même théorème qu'à la page 427 : L'équation
Va étant une constante arbitraire, a toujours le même nombre de racines sur la surface. On pourrait encore employer ici une rormule analogue à celle de Cauchy pour trouver le nombre des racines, mais il suffit de remarquer qu'il n'est pas possible que le nombre des racines diminue (les racines étant comptées avec jour degré de multiplicité) quand C varie d'une manière continue. On pourrait seulement craindre que des racines ne dispa- I MiiMent au moment où deux ou plusieurs racines deviennent égales, \\\t^\li ceci est impossible si l'on se reporte à la carte géographique
pour laquelle on sait, en appliquant les théorèmes classiques, que les racines d'une fonction d'une variable complexe ne peuvent pas disparaître en devenant égales.
Considérons maintenant deux fonctions complexes
u -r- iv et Ml -f- ivx
sur la surface, fonctions uniformes et n'ayant que des pôles. Si l'on donne à w -f- «V une valeur arbitraire, il y aura un certain nombre m de points de la surface correspondant à cette valeur de u 4- iV, et si la seconde fonction U\ 4- iv\ a été prise arbitrairement, elle aura m valeurs distinctes. Or nous savons (p. 8) que, si
l'on pose
F = M -+- *V, Fi = M, -:- iVi,
Fi est une fonction analytique ordinaire de F. Quelle sera la nature de cette fonction ? A une valeur de F correspond un nombre fini de valeurs de Fi ; d'autre part, F| est une fonction de F qui ne peut avoir d'autres points singuliers que des pôles et des points critiques algébriques. Il y a donc entre F et F| une relation algébrique
/(F, Fj) = o,
et à un point arbitraire de la surface correspond un seulpoint (F, F|) de cette courbe.
Nous avons donc établi ce théorème fondamental (*) :
A la surface S donnée dans Uespace et ayant p trous correspond uniformément une courbe algébrique de genre p.
(^) Ce théorème a été énoncé par M. Klein dans son Ouvrage déjà bien des fois cité sur la Théorie des sur/aces de Riemann. Le mode de démonstration de M. Klein est extrêmement intéressant, quoiiju'il ne prétende pas à être rigoureux au point de vue analytique. C'est à une expérience électrique fictive faite sur la surface que l'illustre auteur emprunte les éléments de ses démonstrations. L'existence des fonctions potentielles avec leurs singularités diverses se trouve ainsi démontrée en quelque sorte expérimentalement. On vient de voir que les considérations employées pour les surfaces de Riemann et l'équation de Laplacc s'étendent sans peine à l'équutiun de Beltrami et à une surface quelconque. Relativement ù celle-ci, nous avons seulement fait l'hypothèse qu'elle était régulièrement analytique; on pourrait traiter, je crois, de la même manière, des cas moins simples, ceux notamment où la surface a des arêtes, mais je ne veux pas ici approfondir cette question.
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Nous disons que le genre de la courbe/ est égal au nombre/) des trous de la surface S; ce qui résulte immédiatement de ce qu'il y a /? fonctions complexes de première espèce sur la surface linéairement indépendantes (§ 26).
29. Nous avons encore à faire une remarque importante. Envisageons la surface S de Riemann à m feuillets représentative de la fonction algébrique F| de F. Nous avons dit que S et 2 se correspondaient point par point; mais, de plus, la relation
dii^ — dv^ = l(E dp^ -^ iF dp dq -^ G dq^ )
montre que cette correspondance a lieu avec conservation des angles. On peut donc dire que Ton a une carie géographique de la surface S sur la surface de Riemann S.
30. Appliquons au tore Tes généralités qui précèdent. Désignons par r le rayon du cercle générateur et par R la distance de son centre à Taxe (r<C R)- On pourra représenter le tore par les
équations
j" = ( R — r cos o ) cos ^,
1* = (R — r cos3> sin6.
z — rsino.
où la signification géométrique des angles o et i, qui varient de o à 27:, se voit immédiatement. On aura donc pour l'élément d'arc de la surface
d$^ = dx*- - </> 2 - dz*' - rî d^^ - ^ R — / coso r- </••.« que Ton peut écrire
ou, enfin, en posant,
ds*' = V R r cos 9 »* [</Xi — d\^ ] .
Celte dernière formule nous donne tout de suite la carte géographique, avec conservation des angles, de la surface du tore sur la
surface d^un rectangle. Eq effet, quand '^ et ^ varient de o à 27r, le point (X, Y) décrit dans son plan Taire d'un rectangle dont les quatre côtés sont
Y = 0, \rrrir.,
A = O, \rr / —
./ft K — rcos^
Que sont ici les fonctions complexes w 4- iV uniformes sur le tore? Ce sont nécessairement des fonctions analytiques deX-f-iY; elles admettront les périodes
'>.r,i et / , '-
cuso
Les fonctions doublement périodiques ayant ces deux périodes définissent une classe de courbes algébriques (*) : c'est la classe correspondant au tore,
• 31. Indiquons un exemple d'une surface ayant p trous, auquel on puisse appliquer les considérations générales que nous venons de développer. Je considère, comme au Chapitre XIII, un disque plan à p trous, limité par une courbe extérieure C et/? courbes intérieures C|, ..., Ctpj et tracé dans le plan {x^y).
Toutes ces lignes sont supposées régulièrement analytiques. On peut concevoir une fonction analytique /"(x,^) des deux variables réelles x et y s'annulant, en changeant de signe, quand {x^y) traverse les courbes C, C|, . .., C;,, et étant positive et différente de zéro dans l'aire A limitée par ces courbes. Si, par exemple, les courbes sont des cercles, f{x, y) sera le produit pris avec un signe convenable des premiers membres des équations de ces cercles. J'envisage maintenant la surface
Cette surface sera symétrique par rapport au plan des {x^y)^ elle passera par les courbes considérées et aura visiblement p trous. Elle sera régulièrement analytique. On le voit de suite
(^) Ce point a été démontré à la fin de la Section précédente. Noos le retrouverons d'une manière plus élémentaire au Chapitre suivant.
pour tout point {x, y) de l'intérieur de l'aire A; la chose est moins immédiate pour un point d'une courbe limite. Pour le voir, (xq, yo) étant un tel point, posons
3t étant une quantité très petite. Pour x = Xoj a = o, nous avons une racine simple y =^yo- Nous pouvons donc développer^ suivant les puissances de x et a, dans le voisinage de x = Xq et a= o; soit ^{x, a) ce développement. On aura alors la surface définie par les équations
ce qui montre que la surface est analytique dans le voisinage du point (^0,^0» O)- On a supposé seulement qu'en (^oj^o) la tangente à la courbe limite n'est pas parallèle à Oy^ mais^ s'il en était ainsi, on intervertirait j: et^ dans les raisonnements. Nous avons donc bien un exemple d*une surface à p trous régulièrement analytique dans toute son étendue. Â cette surface correspond, d'après le théorème général, une classe de courbes algébriques.
32. Un cas limite de la surface précédente est extrémemenl intéressant. Je considère la surface
où £ est une constante positive. Supposons que e lende vers zéro; nous aurons une surface se rapprochant de plus en plus des deux côtés du disque plan. La classe de courbes algébriques correspondant à notre surface deviendra pour £ =: o une certaine classe limite, et Ton est ainsi conduit au théorème suivant :
A tout disque plan à p trous on peut faire correspondre une classe de courbes algébriques.
Il y a une correspondance uniforme entre les points d'une courbe algébrique de cette classe et les points du disque considéré comme ayant deux faces. Le remarquable théorème qui pré-
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cède est dû à M. Schotlkj ('), qûî y est arrivé par une tout autre voie, en rai tachant la question au principe classique de Diriclilet.
Le résultat précédent est très important pour Tétude de la représentation conforme des aires limitées par plusieurs contours. J'Jant donnés deux disques plans ayant le même nombre p de Irons, peut-on faire une représentation conforme de ces deux disques V un sur r autre, de manière qu\i un point du premier disque ne corresponde qu un point du second et inversement? La question était difficile, mais nous sommes maintenant <'n mesure d'y répondre en quelques lignes. Nous pouvons faire la carte géographique de chaque disque (pris avec ses deux hords) sur une surface de Kiemann convenable^ cette surface de Riemann est relative à une courbe quelconque' de la classe correspondant au disque. Si l'on peut faire, de la manière indiquée, la représentation conforme des deux disques l'un sur l'autre, les <leu\ surfaces de Riemann cl, par suite, les deux courbes se correspondront point j)ar point. On voit donc que la représentation conforme des deux disquesestengénéralimpossible; les conditions rexiennent à l'identité des deux classes de courbes algébriques correspondant à Vun et Vautre disque. Je me borne sur ce point à ces vues, peut-être un peu rapides, en renvoyant au Mémoire de M. Schottky pour l'étude de la représentation conforme des aires multiplement connexes.
(') Nous avons déjà eu roccasion de citer (p. q85) le beau travail de M. Schottky; c'est un Mémoire fondamental à plus d'un titre.
498 CHAPITRE XVIf.
I. — Des courbes unicursales
1. Nous terminerons ce Volume^ par une élude des propriétés essentielles des courbes de genre zéro et des courbes de genre un. Commençons par les courbes correspondant à /> = o, qu'on appelle courbes unicursales (*).
D'après la formule générale (p. 3^4)
on aura pour les courbes unicursales
Vi(i — i) (m — i)(m — 1) a/ = .
Telle est la condition nécessaire et suffisante pour que le genre soit nul. Il n'y aura pas dans ce cas de courbe adjointe d'ordre m — 3.
Les courbes unicursales jouissent d'une remarquable propriété:
on peut exprimer les coordonnées (x, y) d'un quelconque de leurs points en/onctions rationnelles d'un paramètre.
Pour le démontrer, considérons une adjointe d'ordre m — 2; elle dépend d'une manière non homogène de m — 2 constantes {-). Nous pouvons donc former un réseau
( * ) I^cs mois de courbes unicursales ont été employés pour la première fois par M. Caylcy {voir Cayley, Comptes rendus, t. LXII).
(*) On a vu dans un Chapitre antérieur que le nombre de ces constantes est, pour/; quelconque, m — 2 -r- p. La numération est d'ailleurs immédiate.
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d'adjoiDtes d'ordre m — 2 passant, quel que soit X, par m — 3 points choisis arbitrairement sur la courbe. Combien y aura-t-il de points de rencontre variables avec X? On a déjà un nombre de points de rencontre fixes représenté par
\ «/£*(« — \)-\-m — 3 ou ni{^m — 2) — i.
Il reste donc un seul point de rencontre mobile, et. par suite, ses coordonnées j: et^ sont des fonctions rationnelles de X.
Considérons inversement une courbe définie par deux équations
(I) a: = R()0, J'=Ri(X),
R et Ri étant des fonctions rationnelles d'un paramètre X. Cette courbe sera de genre zéro.
Si le genre n'était pas nul, la courbe aurait une intégrale de première espèce
Qix. y) dx.
Or, en remplaçant j: et ^ par les expressions (i), on aurait une intégrale portant sur une fraction rationnelle P(X)
qui devrait rester finie pour toute valeur, finie ou infinie, de X, ce qui est impossible.
2. Nous avons exprimé plus haut les coordonnées x ^\.y d'un point arbitraire de la courbe en fonctions rationnelles d'un paramètre. Poui^ trouver ces expressions, il a fallu introduire en général certaines irrationnelles par rapport aux coefficients de la courbe, puisqu'on doit prendre m — 3 points sur la courbe. On peut se demander comment on pourrait faire la représentation paramétrique pour une courbe unicursale, en introduisant le moins possible à! irrationalités par rapport aux coefficients de l'équation de la courbe unicursale. Pour répondre à cette question, M. Nother procède très élégamment de la manière suivante (*).
( * ) NOther, Math. Annalen^ t. III.
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Prenons trois adjointes arbitraires d'ordre m — 2, ce qui peul se faire sans introduire aucune irrationalité par rapport aui coefficients; soient P,(:r,j'), ^^{x^y)^ ^^{x^y) les trois poljnômes adjoints correspondants. Je pose
A la courbe unicursale proposée
va correspondre une courbe
et, si les trois polynômes adjoints d'ordre m — 2 sont arbitraires, les deux courbes se correspondront point par point. Cherchons le degré de la courbe F; il est égal au nombre des points de rencontre, avec y, du réseau
en dehors des points multiples, c'est-à-dire à
m{m — 1) — y aii{i^i) ou m — >.,
Nous avons donc transforme la courbe en une courbe d'ordre m — 2. On peut continuer ainsi de proche en proche. Si m est impair, on arrivera à une cubique ; si m est pair, à une conique.
Dans le premier cas (m impair), les coordonnées de la cubique unicursale, qui a un seul point double, peuvent être exprimées en fonctions rationnelles d'un paramètre, sans introduction d'aucune irrationalité par rapport aux coefficients de son équation, qui sont eux mêmes des fonctions rationnelles des coefficients de la courbe proposée. Donc, pour une courbe unicursale d'ordre impair, on peut n'introduire aucune irrationalité par rapport aux coefficients dans la représentation paramétrique.
Il n'en va pas de même pour m pair. Nous sommes ramené dans ce cas à une conique, et, en général, nous ne pouvons pas faire la recherche des expressions des coordonnées en fonctions rationnelles d'un paramètre, sans introduire une irrationalité qui
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sera une racine carrée (V une fonction rationnelle des coefficients. Il en sera donc de même pour la courbe unicursale proposée.
3. Dans la représentation paramétrique donnée au § 1, nous avons pour une courbe unicursale
ar--^R(X), 7 = R,(X),
et, d*aprés la manière même dont nous avons procédé, on a pour A
P une fonction rationnelle — p^ dej;et^. A un poini arbitraire de
la courbe ne correspond donc qu'une seule valeur de X. Il y a des points particuliers pour lesquels il en est autrement : ce sont les points multiples. En un point multiple d'ordre /, les deux polynômes adjoints P| et P2 sont nuls, et il y a / valeurs pour X correspondant aux / branches de la courbe au point multiple.
Imaginons qu'on ait une seconde représentation paramétrique
de telle sorte aussi que 6 soit fonction rationnelle de x et y. La nature de la dépendance entre X et 6 s'aperçoit immédiatement; à une valeur arbitraire de X ne correspondra qu'une valeur de 0 et inversement. La relation est d-ailleurs algébrique. Donc X est une fonction rationnelle de 6, et 0 est une fonction rationnelle de X ; on doit, par suite, avoir
a, 6, c, d étant des constantes. On peut donc dire que, abstraction faite d'une substitution linéaire sur le paramètre, il n'y a qu'une seule représentation paramétrique, de la nature indiquée, pour une courbe unicursale (^).
Je n'insisterai pas davantage sur les courbes unicursales. Une
(0 On pourrait avoir une représentation paramétrique rationnelle telle qu'à un point arbitraire {XjX) ^c la courbe correspondissent plusieurs valeurs de \. On verra (LiJiioTH, Math. Annalen, 1. 1\) comment on peut, par un calcul régulier, introduire un autre paramètre, de façon à avoir une nouvelle représentation qui soit du type étudié plus haut.
étude très complète en a été faite par Clebsch dans nn Mémoire auquel nous renverrons (* ).
II. — Des courbes de genre un
4. Les courbes de genre un sont particulièrement intéressanles à cause de leurs rapports avec la théorie des fonctions doublement périodiques. Pour/?= i, on aura
OLi =
On a ici un seul polynôme adjoint d'ordre m — 3 et, par suile, une seule intégrale de première espèce (à un facteur constant près).
Nous commencerons par chercher si les adjointes d'ordre m — 2 ne peuvent pas, comme pour les courbes unicursales, conduire à une représentation paramétrique intéressante. Les courbes adjointes d'ordre m — 2 dépendent ici, d'une manière non linéaire, de m — ] paramètres entrant d'une manière non homogène. On peut donc former un faisceau d'adjointes d'ordre m — 9.
(a) P,H-XP, = o
passant par m — 2 points arbitrairement choisis sur la courbe/. Le nombre des points de rencontre variables avec X sera
ou
Nous n'aurons donc, pour déterminer x eij- en fonction de \ qu'à résoudre une équalion du second degré. On aura, par suite,
y cl ç élant des fonctions rationnelles de A et de y^(X), en désignant par R(X) im polynôme en X qu'on peut supposer n'avoir que des racines simples (le facteur de puissance paire, pour le> racines muhiples, étant sorti du radical).
(») Clebsch, L'eber diejeni^en ebenen Curvrn deren Coordinaten rationale Functionen eines Purameters sind {Journal de Crelicy t. 64).
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A une valeur de a correspondent deux points (j^,^) à cause des deux déterminations du radical. A un point arbitraire {x^ y) de la courbe J correspondra une seule valeur de X, ce qui est évident d'après {'à)\ il correspondra aussi une seule valeur de y/R(X), l'autre délerminalion du radical donnant le second point de rencontre do l'adjointe (2) avec y.
Lne (|uestion 1res intéressante se ])résente : Quel est le degré du polynôme R(â)? On peut, pour y répondre, suivre deux voies difTérentcs, entièrement analogues à celles que nous avons suivies en étudiant les courbes du ^^enre deux (p. 455 )•
Je dis que le degré de li(A) ne pourra être que trois ou quatre. En eiïel, d'après ce que nous venons de dire, les deux courbes
se correspondent point par point, puisqu'à un point arbitraire (A, [jl) de la seconde courbe ne correspond qu'un point (x^y) <Iey, et inversement. Les deux courbes sont donc du même genre, c'est-à-dire du genre un, et, par suite, le degré du polynôme Il (a) sera nécessairement égal à trois ou à quatre, les deux cas se ramenant d'ailleurs, comme nous l'avons vu autrefois, l'un A l'autre.
La seconde démonstration est plus directe, mais plus longue. On procédera comme nous l'avons fait dans l'étude des courbes de genre deux (p. 456). Le nombre clierclié sera égal au nombre (les courbes du faisceau
langentes à la courbe y*. Après avoir supprimé les mêmes solutions rlrangères, il restera quatre courbes de ce faisceau tangentes à y, et le degré du polynôme R(a) est, par suite, égal à quatre. On a donc le théorème suivant :
Les coordonnées d\in point quelconque d'une courbe de genre un sont des fonctions rationnelles d'un paramètre et de la racine carrée d'un polynôme du quatrième degré par rapport à ce paramètre (').
(•) Ce ihcorcine est dû à CIcsbcli. Voir son Mémoire : Veber diejenigen Curven dcren Coordinaten sich aïs elliptische Functionen eines Parameter darstellen lasscn {Journal de C relie, t. 64).
5. On peut donner une autre forme h l'imporlant ihéorèmequl précède. Si Ton pose
nous avons vu (p. 334) q"c cette relation définit une fonction doublement périodique de z, soit
et Ton a évidemment
Il en résulte que a: ely sont des fondions doublement périodiques du paramétre z; de plus, à un point arbitraire (*r, jk) et, par suite, à une valeur de A et de y/R()v), ne correspondra qu'une valeur de Zj abstraction faite de multiples de périodes. Nous pouvons alors énoncer le théorème suivant :
Dans une courbe de genre un, les coordonnées x et y peuvent s' exprimer en fonctions doublement périodiques dUm paramètre 5, et cela de telle manière quà un point arbitraire de la courbe ne corresponde qu^une valeur de Zy abstraction faite de multiples des périodes.
G. Nous aurons bientôt à étudier une sorte de réciproque du ihéorrme précédent; mais, pour le moment, proposons -nous dt* retrouver le même théorème en nous plaçant à un autre point de vue que le point de vue alj^ébrique du § 4. Nous allons considérer, à cet ellel, l'intégrale de première espèce relative à la courbe de f;enre un^ et clierclier la nature de la fonction obtenue en faisant rinversion de cette intégrale. Soit donc la relation
équivalente à l'équation différentielle
Q( .r. y) dr ,
Les conditions initiales étant x=^Xoj ^>' =^>'o pour :; == ^o , quelle sera la nature de la fonction x de z ainsi définie? Nous
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voulons montrer que x est une fonction, uniforme dans tout le plan, n ayant d'autres points singuliers que des pôles.
En supposant que (jTq, Iq) ne soit pas un point de ramification ou un point multiple de la courbe, la fonction x sera une fonction holomorphe de :; dans le voisinage de z = Zq^ d'après le théorème fondamental (p. 3o4) sur l'existence de l'intégrale des équations différentielles. En étendant de proche en proche la fonction, le théorème fondamental cessera d'être applicable quand la variable z atteindra une valeur pour laquelle Q(jr, ^)=o; mais cette circonstance ne peut se présenter pour un point simple de la courbe, puisque l'adjointe d'ordre m — 3, dans les courbes du genre un, ne rencontre la courbe qu'aux points multiples. jNous devons maintenant examiner le cas où le point correspondant [x^y) de la courbe serait un point multiple ou bien un point de ramification, ou serait à l'infini. Il n'y a aucune difficulté dans le cas du point multiple, car, lorsque {x^y) se rapproche d'un point multiple sur une branche déterminée, le quotient
-^ — -'j^ — reste une fonction holomorphe de x ne s'annulant pas en
ce point, puisque la courbe Q = o ne peut avoir aucune tangente commune avec / en un point multiple [sinon, le nombre des points de rencontre dey et de Q s'élèveraitau-dessusdem(/7i — 3)]; X restera donc fonction holomorphe de z.
Pour le cas du point de ramification (a, 6), on posera
et Ton aura alors, pour -j-» une fonction holomorphe de x' dans
le voisinage de j:'---o; il en résulte que x\ et par suite x^ resteront des fonctions holomorphes de ;;, dans le voisinage de la valeur de z pour laquelle x --^ a.
Enfin, si, pour z - a, x devient infinie, le point {x, y) s'éloignant à l'infini sur une des branches de courbe, on posera
dx' et l'on voit encore de suite que -r: sera une fonction holomorphe de x' dans le voisinage de j:'= o; aucun point critique ne peut encore apparaître.
5o6 CHAnTRE XYll.
Nous pouvons ici faire les mêmes observations qu'à la page 336; les remarques précédentes ne suffisent pas à établir que x est une fonction uniforme de z dans tout le plan ; mais il n'j a qu'à procéder comme à Pendroit cité pour rendre la démonstration rigoureuse. En isolant les points de ramification et les points à rinfini, on prouvera, sans rien changer aux raisonnements, que l'extension de la fonction pourra se faire de proche en proche à Vaide dUin cercle de rayon p invariable^ de telle sorte que la fonction ou son inverse soit holomorphe à l'intérieur d'un cercle ajanl pour centre un point quelconque du plan et un rajon égal à p. Il en résulte que x est alors une fonction, uniforme dans tout le plan, n'ayant pour points singuliers que des pôles.
Le même raisonnement s'applique sans modification à y^ qui sera aussi une fonction uniforme de z,
7. Il est facile de se rendre compte de la nature des fonctions uniformes x Qly de z que nous venons de rencontrer. Leur propriété capitale est la double périodicité.
Rappelons-nous, en effet, que l'intégrale
a deux périodes lo et tu' (Chap. XiV^). En posant
w = c'-T- ic" s w' ~ d - id'^
on a l'inégalité fondamentale (p. 4o8)
c'd - c''dl> o,
inégalité qui exclut l'égalité. Il en résulte que le rapport des périodes
est nécessairement imaginaire.
On voit alors qu'à une même valeur de x correspondent, en choisissant convenablement le chemin allant de jr© à j?, une infinité de déterminations de l'intégrale différant de sommes de multiples des périodes lo et w'. On aura donc, pour x et y^ des fonctions doublement périodiques de z : c'est le théorème auquel nous étions déjà arrivé par une autre voie. A un point arbitraire
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{x^y) de la courbe ne correspond manifestement, d'après la relation (3), qu'une seule valeur de ^, abstraction faite de sommes des multiples des périodes (*).
8. Je réserve, pour une autre partie de cet Ouvrage, l'inversion effective de l'intégrale de première espèce pour laquelle il est nécessaire d'introduire les transcendantes de Jacobi. Nous avons montré, au § 12 du Chapitre XII, comment, dans le cas de l'intégrale elliptique, on peut former certaines fonctions entières jouissant, par rapport aux périodes, d'une propriété remarquable. On peut ici former une combinaison analogue que je me contenterai d'indiquer (2) ; il est facile de former une fonction
de degré m — 1 en ;r et j*, et lellc que la combinaison
soit une fonction entière de z. Cette fonction entière joue ici le même rôle que la fonction Al (5) de M. Weierstrass.
9. Nous aurons encore à signaler plus tard certaines propriétés des courbes de genres zéro et un. Ainsi l'on peut faire, avec M. Hermite ('), la remarque que les courbes de genre zéro el un sont les seules pour lesquelles l'inversion de l'intégrale abélienne
/ >.(x, y)dx = z
(X étant rationnelle en x ci y) donne, pour x et j', des fonctions uniformes de z. Ce sont des questions qui trouveront leur place dans l'étude des équations différentielles de Briot etBoliquet. J'ai même
(*) Si l'on veut reprendre le point de vue auquel nous nous sommes placé, avec Hiemann, au § 23 du Chapitre \VI, on dira que l'inversion de l'intégrale de ppemièrc espèce permet, pour/? = i, de faire d'une manière uniforme la représentation conforme de la surface de Riemann sur la surface d'un parallélogramme.
(') Voir le § 10 du Chapitre III de mon Mémoire Sur les fonctions algébriques de deux variables.
(') Hermite, Cours lithographie de l'École Polytechnique, 1873.
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montré (*), d'une manière plus générale, que les courbes des genres zéro et un sont les seules pour lesquelles l'inversion d'une expression
( i ) j eJ ' dj--z
(X étant rationnelle en x cl j') donne pour x et y des fonctions uniformes de z,
III. — Généralités sur les fonctions doublement périodiques
10. Nous avons déjà parlé des fonctions doublement périodiques (Chap. Xil). Les généralités sur ces fonctions, œuvre de Liouville et surtout de M. Hermite, sont devenues si classiques, et ont été tant de fois exposées {^) que nous ne croyons pas devoir reprendre ce qui a été déjà si bien dit. Supposant donc connus les théorèmes fondamentaux, je vais seulement faire (juelques remarques qui auront trait aux courbes de genre zéro ou un.
Considérons deux fonctions doublement périodiques aux mêmes périodes
Tout d'abord il existe entre elles une relation algébrique, comme l'ont remarqué simultanément Briot et Bouquet et M. Méray. La démonstration de ce résultat est immédiate. A une valeur arbitraire de x correspond, dans chaque parallélogramme de périodes, un nombre limité (toujours le même) de valeurs de :;. La fonction y de x n'a donc qu'un nombre limité de valeurs pour chaque valeur dex; elle n'a d'autre part évidemment que des pôles ou des points critiques algébriques. On en conclut que j* est une fonction algébrique de x. Nous aurons donc
( ' ) Voir le Chapitre VI de mon Mémoire cité plus haut. J'y étudie incidemment d'une manière très sommaire les expressions (4) dont M. Appell faisait à la même époque une étude très approfondie dans son grand Mémoire Sur les intégrales des fonctions à multiplicateurs {Acta mathematica, t. XIII).
(*) Consulter, en particulier, le Cours lithographie de M. Hermite, le Traite sur les fonctions elliptiques de Briot et Bouquet et le Traité d'Analyse de M. Camille Jordan.
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Ceci pose, montrons que le genre de la courbe f est au plus *''gal à C unité. Si la courbe était de genre supérieur à un, on aurait deux intégrales distinctes de première espèce
Q, iT.r) flr r 0,(.T, y)(f.r
La première de ces intégrales peut s'écrire
-r- (iZ.
En substituant à :ir et ^ les expressions (5), le multiplicateur (le dz^ sous le signe d'intégration,
Q,(j^, v^ dx
est une fonction doublement périodique de z. Il faut que cette fonction se réduise à une constante; sinon elle aurait des pôles, et rintégralc deviendrait infinie. On aura donc
0,r.r, vO dx
et, de même,
Qî(j- r) dx
fy d^ (ix et «2 étant des constantes. Des deux identités précédentes, on conclut
égalité impossible, puisque les deux intégrales de première espèce ont été supposées linéairement indépendantes. Le théorème est donc établi (*).
11. 11 peut arriver que le genre de la courbe soit égal à zéro ou à un. Faisons la remarque importante que, si à un point r/rftitrairc {x^ y) de /ne correspond (\\x'une seule valeur de :; dans un parallélogramme de périodes, le genre de la courbe sera certainement égal à l' unité. En effet, dans le cas contraire, la courbe serait unicursale, et Ton aurait
(') J'ai donné pour la première fois la démonstration précédente avec un tliéurèiue analogue pour les surfaces algébriques au t. \CII des Compt. rend.j p. 1^9).
R et Kl étant rationnelles en 0, et 0 pouvant se mettre soas la forme d'une fonction rationnelle de x et y. On aurait donc
F(5) étant une fonction doublement périodique de z, A un point arbiU^aire {x^ y) correspond une seule valeur de 6; les valeurs de z correspondant a un point arbitraire {x^y) seraient donc les racines de Téquation (6). Mais, pour une valeur arbitraire donnée à 0, correspondent au moins deux racines de (6) dans un parallélogramme. L'hypothèse faite que la courbe est unicursale est donc inadmissible.
12. Plaçons-nous dans le cas où à un point arbitraire {x^y) ne correspondrait qu'une seule valeur de 5, abstraction faite de sommes des multiples de périodes, et considérons une fonction doublement périodique quelconque W de 5, aux mêmes périodes que i et 4>. A chaque point {x^y) de la surface de Riemann relative à la courbe / ne correspondra qu'une seule valeur de ^'. Cette fonction sera donc une fonction uniforme sur la surface de Riemann; elle n'a nécessairement que des pôles; elle est donc une fonction rationnelle de x ely (p. 385). Toute fonction doublement périodique de z sera donc une fonction rationnelle de ^{z) et ^{z). Ce théorème est dû à Liouville.
13. Nous avons vu (p. 44^) ^"6 les courbes de genre un admettent une transformation birationnelle en elle-même dépendant d'un paramètre arbitraire. 11 est facile de retrouver d'une autre manière ce résultat. Considérons les équations
x--^iz\ y r 0(5),
h étant une constante arbitraire; X et Y sont des fonctions doublement périodiques de z. On aura donc, d'après le paragraphe précédent,
R et Ri étant rationnelles en x et jk, et évidemment d^ailleurs, pour la même raison, x el y sont des fonctions rationnelles de
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\ Cl Y. Nous voyons donc bien que la courbe f admettra une transformation birationnelle en elle-même dépendant du paramètre arbitraire A. 11 n'est pas inutile de rappeler ici le résultai obtenu (p. 41^) relatif à Téquation différentielle
Of.r. >-W/.r 0(\. Y)^X
Q('^'J^) ^^31"^ 'c polynôme adjoint figurant dans l'intégrale de première espèce relative à/. L'intégrale générale de cette équation, qu'on peut appeler Téquation d'Kuler, est algébrique et est précisément fournie par les équations (7) avec la constante arbitraire h,
11. Terminons par l'examen du cas particulier où l'on aurait ^V étant la dérivée de ^>. Kcrivons la relation
(Quelle que soit la fonction doublement périodique ^(^z)^ on peut affirmer que le genre de f sera égal à V unité. Il faut montrer ([u'à un point arbitraire (j^, J') ne correspondra qu'une valeur de z dans un parallélogramme. Dans le cas contraire, nous pourrions prendre un couple de points Cq, Zx dans un même paralléloj;ramme correspondant à un même point simple de la courbe. En ^0 et v|, la fonction <[> et sa dérivée ^' auraient respectivement les mêmes valeurs; d'après l'équation différentielle, il en serait de même de toutes les dérivées de 4>. Donc le développement de <ï>(3) dans le voisinage de Zq suivant les puissances de z — Zq et le développement de ^{z) dans le voisinage de Zs suivant les [)uissances de z — C| auraient les mêmes coefficients. 11 en résulte que Zq — Zx serait une période de 4>, ce qui est absurde. Nous reprendrons bientôt l'étude des équations de la forme
fU i^
dz) - "
(|ui ont fait l'objet d'un travail mémorable de Briot et Bouquet. Pour le moment, nous nous contenterons d'indiquer la forme de
'n*. cjiArirne xvii. — courbes des liENREs zéro et r>.
rvilr rrlatioii. «<i Ton ;i
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