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DE LA SECONDE ÉDITION
Le plan de cette seconde édition ne diffère pas de celui de la première ; mais, dans certains Chapitres, un assez grand nombre de modifications et d^additions ont été faites. Citons en particulier quelques pages sur des intégrales considérées par Kronecker, une étude plus complète sur les résidus des intégrales doubles, et des remarques sur le point de départ de Weierstrass dans la théorie des fonctions algébriques d'une variable.
Le Chapitre relatif aux théorèmes généraux sur les équations différentielles a été complètement remanié. Enfin, j'ai ajouté un Chapitre sur les courbes gauches algébriques.
Je dois remercier mon ami M. Georges Simart, qui m'avait rendu tant de services dans la rédaction de la première édition, pour Taide qu'il m'a prêtée dans la correction des épreuves.
INTRODUCTION
DE LA PRExMlÉRE ÉDITION.
Ce éecond Volume contient les Leçons que j'ai faites à la Sorbonne pendant ces deux dernières années. Il est principalement consacré aux fonctions harmoniques et aux fonctions analytiques. Sans négliger le point de vue de Cauchy dans la théorie de ces dernières fonctions, je me suis surtout attaché à une étude approfondie des fonctions harmoniques, c'est-à-dire de l'équation de Laplace ; une grande partie de ce Volume est consacrée à cette équation célèbre, dont dépend toute la théorie des fonctions analytiques. Je me suis arrêté longuement sur le principe de Dirichlet, qui joue un si grand rôle dans les travaux de Riemann, et qui est aussi important pour la Physique mathématique que pour l'Analyse;
Parmi les fonctions particulières que j'étudie, je signalerai les fonctions algébriques et les intégrales abéliennes. Un Chapitre traite des surfaces de Riemann, dont l'étude a été laisvsée un peu trop de côté en France; on peut, par une représentation géométrique convenable, rendre intuitifs les
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VIII INTRODUCTION DE .LA PRBMifeRE ÉDITION.
principaux résultats de cette théorie. Cette vue claire de la surface de Riemann une fois obtenue, toutes les applications se déroulent avec la même facilité que dans la théorie classique de Cauchy relative au plan simple. Mais il importe de juger à sa véritable valeur la belle conception de Riemann. (]e serait une vue incomplète que de la regarder seulement comme une méthode simplificative pour présenter la théorie des fonctions algébriques. Si importante que soit la simplification apportée dans cette étude par la considération de la surface à plusieurs feuillets, ce n'est pas là ce qui fait le grand intérêt des idées de Riemann. Le point essentiel de sa théorie est dans la conception a priori de la surface connexe formée d'un nombre limité de feuillets plans, et dans , le fait qu'à une telle surface conçue dans toute sa généralité correspond une classe de courbes algébriques. Nous n'avons donc pas voulu mutiler la pensée profonde de Riemann, et nous avons consacré un Chapitre à la question difficile et capitale de l'existence des fonctions analytiques sur une surface de Riemann arbitrairement donnée; le problème même est susceptible de se généraliser, si l'on prend une surface fermée arbitraire dans l'espace et qu'on considère l'équation de Beltrami qui lui correspond.
J'avais 'annoncé dans le premier Volume que je comptais m'occuper surtout d)?ns ce Traité de la théorie des équations diflFérentielles. On trouvera ici un seul (Chapitre consacré à cette théorie telle qu'on l'entend ordinairement dans les Ouvrages classiques. Je pourrais prétexter que l'équation de Laplace est une équation diflerentielle ; j'aime mieux avouer que mon plan s'est un peu élargi. Je m'occuperai particulièrement, dans le Tome III, de l'étude des équations
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diirérentielles, mais je n'oserais pas affirmer cependant que je n'aurai pas encore plusieurs parenthèses à ouvrir.
M. Simart m'a continué son précieux concours. Je lui dois plus encore pour ce second Volume que pour le premier; je lui adresse mes affectueux remercîments pour les conseils qu'il m'a donnés en relisant mon manuscrit et pour la peine qu'il a prise à la correction des épreuves.
Em. picard.
Paris, le 19 mars 1893.
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ERRATA ET OBSERVATIONS
Page ]58, ligne i3 en descendant, lire « pour que, à partir de cette valeur de rif ». Il est essentiel de rétablir les mots en italique, pour la définition exacte de la convergence uniforme.
Page i6i. Se reporter à la Note I à la fin du Volume.
Page 25 1. Voir Note II à la fin du Volume.
Page 552. Dans l'inégalité relative à | ^« — y„_i l, /ercMA:'»-' au lieu de k".
Page 355. Se reporter à la Note III à la fin du Volume.
Page 358. Se reporter à la Note IV à la fin du Volume.
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TOME IL
FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE. - PROBLÈMES FONDAMENTAUX RELATIFS A L'ÉQUATION DE LAPLACE DANS LE PLAN.
I. — Définition des fonctions d'une variable complexe. Dérivée. Intégrale. Fonction harmonique.
1. Désignons par u ei i^ deux fonctions réelles continues, ainsi que leurs dérivées partielles du premier ordre, des deux variables réelles x et y^ et formons la combinaison
où 1 représente le sjmbole ordinaire des imaginaires. Cette combinaison peut être regardée comme une fonction de la variable complexe
ce qui revient simplement à dire qu'à un système de valeurs de x et y correspondent une valeur de m H- tV, et par suite des valeurs de 1/ et p. Il est clair que la considération d'une telle fonction de ^ 4- iy ne peut présenter aucun intérêt particulier : il n'y a là P. - II. I
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qu'une question de mois, et la liaison par le symbole i de deux fonctions quelconques u et v est absolument inutile. Mais on peut ne pas laisser complètement arbitraires les fonctions u et ç^ et chercher si cette fonction Ae x -\- iy ne pourrait avoir des caractères qui la rapprocheraient d'une fonction d'une variable réelle. C'est ce qu'a fait Caucliy, en cherchant les conditions pour que cette fonction ait une dérivée unique.
Quand la variable x -f- iy reçoit un accroissement
dx -r- idy^
la fonction u -f- fV éprouve un accroissement du -f- idv, La limite du rapport
du j du . .fdv, ôv , \
du-\-idv _0t dy "^ \dx dy "^ /
dx -^ idy ^ dx -T-idy
quand dx -\r i dy tend vers zéro, sera, en désignant par |jl la
du ,/dv dv \
limite de -7^1 dx
du dx
elle dépendra de }x. La fonction w -+- tV de j; -i- iy a donc pour chaque valeur de la variable une infinité de dérivées, dépendant de la manière dont dx -\- i dy tend vers zéro.
Cherchons à quelle condition celte dérivée sera unique. Le rapport (i) ne devra pas dépendre de [jl; par suite, on a
du dx
.dv dx
du
,dv dy
/ du \ 'di'
dç
i du
dv dx'
Si 1/ et p satisfont à ces deux identités, la fonction u + iif a, en chaque point, une dérivée unique. On dit qu'elle représente une fonction analytique de x 4- iy-
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â. Rappelons d'abord que nous avons déjà rencontré ces deux équations dans un important problème de Géométrie (t. I, p. 454)» En cherchant à déterminer u et v par la condition que
du'^ -h «^p* = X ( dx^ -\-dy^),
A ne dépendant pas des ditFérentielIes et étant seulement fonction tie jc eX y^ nous avons obtenu le système S et celui qui s'en déduit par le changement de i' en — v. Ce résultat pouvait immédiatement s'obtenir en écrivant l'identité précédente sous la forme
{ du -^ i dv) { du — idv) — \{dx -^ idy){dc - idY)\
les deux facteurs du premier membre étant des formes linéaires en dx et dy^ on doit nécessairement avoir
du -\- idv du — i du
suit -j —j- = [JL, soit —. . , —V,
dx -\-idy ^ dx -^ i dy
!JL et V ne dépendant que de x et y\ c'est-à-dire que w -h fV ou u — eV est une fonction analytique de j? -|- iy.
Voici encore, relativement au système S, une remarque aussi simple qu'importante. Soient u-^is? et u -^ iv^ deux fonctions analytiques de x-k-iy. On pourra regarder u'-+-ii^' comme une fonction de u -f- i^'y je dis que cette fonction sera une fonction analyti(|ue. On a en effet
du-^idv __ du'-^idv' _ ,
dx -r- i dy dx -h i dy ^ '
jjL et jx' ne dépendant que de x et y^ ou, si Ton veul, de u et v. On en conclut
du' -h i dv' __ \l' ^ du -i- i dv "" |JL '
le second membre ne dépend que de u et t», ce qui démontre que //' -r «V est une fonction analytique de a -f- iv. Cette propriété du système (S) est digne de remarque; on peut la prendre comme point de départ pour chercher à généraliser la théorie des fonctions d'une variable complexe : c'est un point sur lequel nous aurons à revenir.
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Nous pouvons poser
en désignant par z la variable x -h îy. Les fonctions u et i> admettant des dérivées premières sont continues dans une certaine étendue; on dira qu'il en est de même de la fonction f{z)^ et l'on en conclut immédiatement qu'on pourra donner à la quantité complexe h un module assez petit r^ pour que l'on ait, quelque petite que soit la quantité positive e,
|/(z-+- A) -/(«)!<£, pour |/ii<r„
le signe | | représentant maintenant le module de la quantité complexe.
Nous avons dit que f{z) avait une dérivée unique. En la désignant par /' ( 3), on a
du .dv
f'(z)= ^H-i~ = ^^*^, dx dx i
Passons à la notion à^ intégrale pour une fonction analytique f{z). On suppose que la fonction f{z) et sa dérivée f'{z) soient des fonctions bien déterminées et continues (*) pour tout point (:r,^) situé dans une certaine région du plan à contour simple. On entend par l'intégrale définie
f(.^)dz,
prise le long d'une courbe C située dans cette région et allant du point Zq au point Z|, Tinlégrale curviligne prise suivant cette courbe
/ {u-\-iv){dx-^idy), Je c'est-à-dire
J' {udx — vdy) -i- i I (vdx -^ udy). c •^c
Un théorème fondamental de Caucliy est que cette intégrale est indépendante du chemin suivi pour aller de Zq en Zi,
(*) Nous verrons au Chapitre V' que ces hypothèses ne sont pas distinctes.
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La démonslralion est immédiate, si l'on se reporte aux propriétés fondamentales des intégrales curvilignes (t. I, p. 82). Les conditions pour que ces deu& intégrales soient indépendantes du chemin suivi s'expriment en effet par les relations
au
dx
du
qui ne sont antre chose que les équations du système (S).
-4. Considérons la limite supérieure z^ comme variable, et désignons-la par :;. L'intégrale
F(z)r=J''/(z)dz
sera une fonction de z. C'est une fonction analytique; écrivons-la en eOet sous la forme
f (udx — vd/) -r- i j (vdx-^ucty).
En désignant par P et Q les deux intégrales qui figurent dans l'expression précédente, on a
àP dq
dP âq_
~ôy '~ ^ dx " '
Les deux équations -r- = 3-^> :;- = — -^ sont donc vérifiées. T dx dy dy dx
La dérivée de F (5) est égale à
à^ ,dq , :. j.
-j ^'tt^» c est-à-dire u-hiv,
et nous avons par suite le théorème fondamental, tout à fait analogue à celui qui se présente dès le début du Calcul intégral pour une fonction d'une variable réelle, et qui est exprimé par l'égalité
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5. Les diverses remarques failes à projïos des intégrales curvilignes, dans le cas où la condition d'intégrabililé est remplie, s'étendent aux intégrales d'une fonction analytique. Ainsi l'intégral e
prise le long d'un chemin fermé situé dans une région du plan, limitée par plusieurs contours, à l'intérieur de laquelle la fonction /{z) est bien déterminée et continue, ne change pas de valeur quand le contour se déforme sans traverser aucun des contours limites.
Reprenons les équations du système (S
du _ dv du _ dv
dx ~ dy dy dx
et supposons que, outre les dérivées du premier ordre, les fonctions u et (' aient des dérivées du second ordre elles-mêmes continues (*). On tire des deux équations précédentes
et, par suite.
et la fonction v satisfait à la même équation.
Réciproquement, soit une fonction u{x^y') satisfaisant à l'équation ' , , d^u d'-u
On pourra déterminer une fonction^telle que u-i- iv soit une fonction analytique de a: -h iy. La fonction v est donnée par l'intégrale curviligne
r**'^' du ^ du ^
d^u dx-'
d^v d^u ' dy dx ' dy'^
d^u d^u dx^-^dyi^^""'
d^v dx dy
(*) Nous établirons plus tard que Texisience des dérivées partielles de tout ordre pour les fonctions u ei ç est une conséquence de l'existence des dérivées du premier ordre.
intégrale où la condition d'intégrabililé est satisfaite, puisque Téqualion (2) est supposée vérifiée. La fonction i^ est déterminée à une constante près, puisque la limite inférieure {xq, yo) est arbitraire.
Le résultat précédent est extrêmement important. Il montre que Télude des fonctions d'une variable complexe se ramène à l'étude de l'équation
c'est-à-dire à l'équation de Laplace pour le cas de deux variables. Suivant une désignation introduite par les géomètres anglais, nous appellerons/o/ic^^o/i harmonique toute fonction satisfaisant à l'équation précédente.
Dans les écrits de Cauchy et de la plupart de ses disciples, l'équation précédente intervient peu, et l'on raisonne sur la fonction complexe elle-même /(^z) de la variable z. La simplicité et Tuniformité des raisonnements font de cette théorie une des plus attrayantes et des plus parfaites de l'Analyse mathématique (*). A la suite d'un Mémoire fondamental de Riemann (2) l'étude des fonctions d'une variable complexe a été ramenée de nouveau à sa véritable origine, à savoir l'étude de l'équation de Laplace ou du système (S). Ce point de vue est assurément plus philosophique; il a le grand avantage de laisser de côté lout symbole, et la théorie des fonctions d'une variable complexe est, en définitive, l'étude de deux fonctions associées u et v de deux variables réelles x ety satisfaisant aux deux équations
/«:\ au _ dv du _ dv
dx~~ dy* dy " àx
il ne faudrait cependant pas être exclusif. Le symbolisme a, dans certains cas, ses avantages, et bien des résultats extrêmement simples deviendraient d'un énoncé compliqué si l'on voulait
(>] Le Traité classique de Briot et Bouquet sur les fonctions elliptiques, dont la première moitié est un exposé de la théorie générale des fonctions, est fait systématiquement à ce point de vue.
( ' ) Grundlagen fur eine aligemeine Théorie der Functionen einer verander lichen complexen Grosse {Œuvres complètes).
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9 CAâPITRB I.
ne jamais introdaire de quantités complexes. Après avoir donc fait Tétade de Téquation de Laplace, que noas allons tont d^abord entreprendre, nous reviendrons ensuite à la fonction complexe
7. Il ne sera pas sans intérêt d*indiqaer, dès à présent, une première généralisation du système (S), qui est de M. Beltrami ('). Considérons une surface S pour laquelle le carré de Télément d^arc ds est exprimé, à i*aide des variables p et q^ par la formule
E, F, G étant des fonctions de/7 et ^ (l. 1, p. 44^)- Soient uei v deux fonctions de/» et ^ telles que
A ne dépendant pas des différentiel les.
En changeant, s'il est nécessaire, i' en — t? et remarquant que Edp^-^ i¥ dp dq -^ G dq^
où
H = /EG- F*, on aura
du -*- i dv = \i.\ v/Ë dp -i — — dq 1 ,
et, par suite,
du ,dv /-
du .dv F-^iU
d*où l'on conclut, en éliminant [x,
^\du .r^"| rc -itir*^" •^''1
p ) E. Beltrami, Délie variabili complesse sopra una superficie qualunque {Annali di Afathematica, i* série, i. 1 ^
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ce qui revient à
aq dp dp
oq dp dp
relations que nous metlrons sous la forme
^ dp dq
dv __ àp dq
KG — F
Tel est le système (S') qu'on peut regarder comme une généralisation du système (S). La combinaison u H- is> peut être appelée une fonction complexe du point (p, q) sur la sur/ace S.
La fonction u satisfait évidemment à Téquation
d^l ^"" ^ ) d^( ^~" ^ )_ dp \ /EG - F* / "*" (^y \ v/EG — F* / - ^•
Cette équation est sur la sur/ace S l'analogue de l'équation de Laplace sur le plan. On reconnaît d'ailleurs immédiatement que la fonction s? satisfait à la même équation.
Il existe une dépendance très simple entre deux fonctions complexes u -h «V et a' H- W sur une surface S. Des relations
du!
on conclut
du -^ i dç = Il I /E dp H — — dq ,
^^^Edp^-^dq^^
du' ■+■ idv' = —idu-^ i dv ),
c'est-à-dire que a' -f- fV est une fonction analytique de u-i- «V ( ').
(>) On consultera avec grand intérêt sur ce sujet le Volume de M. Klein intitalé : Ueber Biemann*s Théorie der algebraischen Functionen und ihrer Intégrale; Leipzig, 1882.
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II. — Formule fondamentale. Les fonctions harmoniques sont analytiques. Détermination unique des fonctions harmoniques par leurs valeurs sur un contour fermé.
8. I.a formule de Green établie dans le cas de Tespace (t. I, p. i54) 81 son analogue dans le plan. Soient U et V deux fonctions continues de :c et jk ainsi que leurs dérivées du premier et du second ordre à l'intérieur d*un contour C; formons l'intégrah; double, étendue à Taire que limite cetle courbe,
J J Idx dx &y ày \ -^ En se servant de IMdentité
dx ~ dx\ dxj (
à^ày_à_ /^ à\\ _ ^j d^y dx âx ~~ dx\ âxj âx^
on a de suite
et pareillement
et, par conséquent, ou
la dérivée ,- étant prise dans le sens de la normale intérieure A an ^
la courbe.
Cette formule nous sera très utile. La formule de Green s'obtiendra en permutant U et V dans le second membre, ce qui ne change pas le premier. On en conclut
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En particulier, si Ton fait U = i , on aura
Une remarque est ici nécessaire, relativement à la dérivée -3-
prîse dans le sens de la normale intérieure. Et, d'abord, comment définir d^1ne manière générale la normale intérieure? Nous avons défini (t. I, p. 90) le sens positif sur un contour C, en nous servant d'une petite circonférence (y) décrite dans le sens de Ox vers Gy par rapport à son cenire P. Cette circonférence (y), transportée dans le voisinage et à Yintérieur du contour C, de manière à être langenlc en un point A du contour, fixe sur celui-ci la direction de la normale intérieure, qui est celle qui va du point A au point P.
Celte direction fait un angle -f- 7 avec la direction positive de
la tangente, mais elle est absolument déterminée, quelle que soit la disposition des axes O^, Oy, il en est de même des cosinus des angles que la normale intérieure fait avec les axes de coordonnées, de telle sorte que la dérivée
-r- = — cos(j^./i) -T- T— cos(/./i), an dar ôy "^
|>rise dans le sens de la normale intérieure, a bien, comme on devait s'j attendre, une signification déterminée indépendante du sens qui se trouvera être le sens positif sur le contour.
Xd\ U -,— ds. Dans
une pareille intégrale, on considère ds comme un élément essentiellement positif; elle est complètement déterminée par ce fait
dV que -^ est prise dans le sens de la normale intérieure, et, dès
lors, il n'y a pas lieu de. parler du sens dans lequel on effectue l'intégration sur le contour.
9. Indiquons, comme applications de la relation (3), quel(|ues problèmes de Physique mathématique où intervient l'équation AV:=o.
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Un de ces problèmes est relatif à la distribution de la température dans une plaque isotrope en équilibre caloriGque. Nous n^avons pas à rappeler ici comment Fourier, dans sa Théorie mathématique de la chaleur, a été conduit à montrer que la quantité de chaleur qui, dans le temps dt^ passe à travers un arc ds du plan est représentée par
an
-r- désignant la dérivée de la température V dans le sens de la
normale à l'arc ds et K un coefficient constant. L'équilibre calorifique étant supposé établi, la température V ne dépendra que de X et y. Considérons une courbe fermée C; la quantité de chaleur passant, dans l'unité de temps, à travers cette courbe C, sera représentée par l'intégrale
-i— as.
Or, cette quantité de chaleur devra être nulle; dans le cas contraire, en efiet, la chaleur s'accumulerait à l'intérieur de C et la température varierait avec le temps. On doit donc avoir, pour toute courbe fermée,
—r- ds = o, du
ce qui entraîne, d'après la formule (3),
Ç f\\dxdy = o,
pour une aire quelconque. On doit donc avoir identiquement
AV=o.
En transportant, comme Ta fait Ohm, de la chaleur à l'électricité les principes de Fourier, on aura la même équation pour le potentiel électrique V dans une plaque conductrice traversée par des courants permanents.
Un troisième exemple nous sera fourni par le mouvement permanent sur un plan d'un fluide incompressible et homogène. Soient u(x,y) et i^{x^y) les projections sur Ox et Oy de la vitesse de la molécule fluide coïncidant, à un certain moment,
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avec le point {x,y). Considérons un élément, que nous pouvons supposer rectiligne ds^ et qui passe par (5;, y); nous allons évaluer la masse du fluide passant pendant le temps dt par cet élément. Cette masse sera sensiblement celle d'un parallélogramme de base ds^ et dont l'autre côté a pour projections sur les axes udt elv dt. Si cosa et cos^ désignent les cosinus directeurs de la normale à 6^^, la masse sera alors
p ( M cos CL -^ V co%^) dt ds
p désignant la densité superficielle du fluide.
Or, la masse contenue à l'intérieur d'une courbe fermée C ne peut changer pendant la durée du mouvement^ puisque le fluide est incompressible et homogène; on aura donc
/ ( M COS 1-^- V COS ^)ds — o.
Or, supposons que u et v soient les dérivées partielles d'une fonction ^{oc^y)^ ce qui correspond au cas où il n'y a pas de tourbillons dans le fluide. On aura alors
ou bien
do ,
-ri- as = o.
^dn
On en conclut que la fonction o, appelée potentiel des vitesses (*), satisfait à l'équation
Ao = G.
Les considérations précédentes, relatives au mouvement d'un fluide sur un plan, peuvent être étendues au mouvement permanent d'un fluide sur une surface; c'est ce qu'a fait M. Klein dans l'Ouvrage que nous avons déjà cité, et auquel nous renverrons (p. 9). On retombe ainsi sur les équations de M. Beltrami indiquées dans la Section précédente.
( ' ) Pour tout ce qui concerne les applications de la théorie de l'équation de Laplace à la Mécanique des fluides, on étudiera surtout l'admirable Traité de Kirchhoff : Vorlesungen ûber mathematiache Physik.
GoogI(
l4 CHAPrTRE I.
Nous allons maintenant, relativement à l'équation à deu
lermes
AV = o,
développer une théorie toute seml)lable à celle que nous avons étudiée (t. I, p. i5t)) pour Téquation à trois termes. La seule différence va consister en ce que nous nous sommes servi précédemment de la solution particulière U -- - > tandis que, maintenant, c'est la fonction de /*, représentée par log/', qui sera prise comme solution particulière [/* désignant toujours la distance d'un point variable (^,y) à un |)oint (a, 6)].
Si U et V sont deux fonctions harmoniques continues ainsi que leurs dérivées partielles des deux premiers ordres dans un contour C, on a, d'après la formule de Grcen,
dn dn /
Nous supposons la dérivée prise dans le sens de la normale intérieure à l'aire.
Une remarque est indispensable. Pour pouvoir appliquer en toute sécurité cette formule, on devra le plus souvent supposer que, non seulement les fonctions U et V sont continues dans l'aire limitée par G et sur C lai-même^ mais qu'il en est de même des dérivées partielles du premier ordre de U et de V; dans ces
conditions, on est assuré que -j- et -r- ont un sens bien déter-
T dn dn
miné, et l'application de la formule ne prête à aucune difficulté. Ceci posé, V étant une fonction jouissant des propriétés indiquées, prenons
U = logr, où
En supposant le point A(a, b) à l'intérieur de l'aire, décrivons, de A comme centre, avec un rayon p, un cercle F, et appliquons la formule de Green aux deux fonctions V et logr pour Taire limitée par les courbes C et F. Il vient ainsi
Cl, dS ^,d\offr\^
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l'intégrale élant prise le long du conlour total. Les dérivées sui- 'A'^ant les normales, qui figurent dans cetle intégrale, sont prises suivant la normale intérieure à Taire. Si donc on veut considérer, pour la courbe F comme pour la courbe C, les normales intérieures à la courbe géométrique elle-même, on devra écrire
Celte dernière intégrale est facile à calculer. La première partie
est nulle d'après la relation (3). D'aulre part
dlosr \ dr \ , s
—-j = - -T~ = cos(r, n),
an r an r
en employant les mêmes notations qu'au Tome I, p. la^ : or, sur
la circonférence,
cos(/', /i) = i;
donc l'intégrale du second membre se réduit à
- f\ds.
Elle doit être indépendante du rayon p du cercle F : or, pour p très petit, elle diffère très peu de
V(a, b) désignant la valeur de V eu A; elle est donc rigoureusement égale à cetle quantité, et l'on a la formule fondamentale
11. Dans le cas où le contour C se réduit à un cercle, on peut transformer l'intégrale donnant V(a, b) en une autre, qui ne contienne plus que V. C'est la même transformation que nous avons faite (t. I, p. i6i). Employant les mêmes notations, nous aurons
GoogI(
l6 CHAPITRE I.
les deux relations
v«-.')-ijrKS-v^)''-
Il suffira de retrancher ces deux formules pour avoir
puisque — est constant pour tous les points du cercle. Des deux relations {loc. cit.)
/î — R«_h /'« — '^Rr costp, /} = RÎ-+- r| — îRriCOS©!,
on lire de suite la valeur de
dXo^rx dXo^r dn dn
c'est-à-dire de
COSCp COSÇi
en se rappelant que
On trouve ainsi
//j = R» et
V(R»— /«)rfs
formule qui donne, dans le cas du cercle, la valeur de la fonction V en un point (a, b) quelconque du cercle en fonction de ses valeurs sur la circonférence.
Si nous introduisons les coordonnées polaires (r, ©) du point (a, b) (on fera attention que r etcp n'ont pas la même signification que précédemment et que r notamment remplace /), la formule précédente pourra s'écrire
(4) V(a,6) = -j^ R»^.Rrcos(^-y;-.r»^^'
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Nous avons déjà étudié l'intégrale précédente (t. I, p. 268) sous le nom AHntégrale de Poisson; nous avons seulement fait R = I , ce qui, à cause du degré zéro d'homogénéité de l'intégrale en R el r, n'a aucune importance.
IS. De l'expression (4) de la fonction V on conclut d'abord que, si une fonction harmonique bien déterminée et continue pour toute valeur de ^ et j^ reste toujours moindre, en valeur absolue,
qu^une quantité fixe M, elle doit nécessairement se réduire à une constante. On a, en effet, en désignant par Vo la valeur de la fonction à l'origine, el quel que soit le rayon R > r du cercle G,
^ '^t^Jq r*— 2rRcos(4' — ç)
Or 5-; 5 — T 1^ X : esl moindre en valeur absolue que
(R-ry
• On aura donc
\\T/ u\ \j \ ^ ^ r I vi^''(*^-^'')^i ^ 2r(R-4-r |V(a,ô)-Vo|<- / IVI ^^_^^, ^^.<-^^_—
Or R est aussi grand que l'on veut; par suite, la quantité fixe I V(a, b) — Vo I est rigoureusement nulle.
Nous retrouverons plus tard cette propriété, sous le nom de théorème de Liouçille, à propos des fonctions d'une variable complexe.
13. Une autre propriété très importante de la fonction harmonique résulte encore de l'intégrale précédente.
P. — IL
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Définissons seulement auparavant ce que nous entendons par fonction analytique de deux variables réelles x et y. Nous dirons qu'une fonction réelle et bien déterminée /(j:, ^) des deux variables réelles x el y est analytique dans une certaine région du plan, quand, dans le voisinage de tout point (^o^JKo) ^^ cette région, on peut représenter la fonction par un développement en série
/(^, y) = ?o-+- «piC^, r) ■+-•••-+- ?/n(ar, ^) -r-
rfm désignant un polynôme homogène de degré m en ;r — ^o et y — ^oj ce développement étant valable pour toutes les valeurs Ae X et y pour lesquelles
\x — Xo\ et |r~-rol<pî
p étant une quantité suffisamment petite, et si, de plus, la série ne cesse pas d*être convergente quand on remplace, dans tous les polynômes ^, chaque terme par sa valeur absolue.
Il est aisé de démontrer que la dérivée d'un ordre quelconque de la fonction f{x^y) peut se représenter par la série formée avec les dérivées du même ordre des fonctions <p; c'est une conséquence immédiate des propriétés des séries entières d'une variable étudiées précédemment (t. I, p. 211), puisque, l'ordre des termes étant indifférent, on pourra, avant chaque différentiation, ordonner la série suivant les puissances de la variable par rapport à laquelle on intègre. Ajoutons que, les coefficients du développement représentant, à un facteur binomial près, les valeurs des dérivées partielles de la fonction pour ^ = e , y = a, un tel développement ne peut être identiquement nul sans que toutes les fonctions <p soient identiquement nulles.
14. Cette définition bien comprise, nous allons montrer que toute fonction \ satisfaisant à V équation AV=o, continue ainsi que ses dérivées partielles des deux premiers ordres dans une certaine aire, est une fonction analytique.
Soit un point quelconque de l'aire que nous allons prendre pour origine, décrivons de ce point comme centre un cercle de rayon R. Reportons-nous à la formule (4) qui détermine V(a, b)
en un point quelconque (a, b) de ce cercle. On a
R*— aR/cosO-f-r* R-_^e*0 R_,.e-*e' or
R_rc'« ^R ^ ^ R« ^R«R_re/e'
avec une idenlilé analogue en changeant i en — ^*. On aura donc
Rî — r« \y r'^ / , x
R^^aRrcos(4.-^?)^r«='-^"2iR^^"^^(^~^)
"*" R« [r — re't'l'^-?^ "^ R — rc-^i'î'-Ç'J '
En substituant dans Tintégrale, et remarquant que le reste tend vers zéro^ puisque ^r est plus petit que Tunité, on obtient la relation
V(a, ^) = Y "^ 2 (s) [^«<^^s/i(p -f-6«sin/icp],
en posant
f(ày désignant la valeur de V sur le contour.
Le développement précédent a pour terme général un polynôme homogène et de degré n en a el b; en eflet,
a = rcosçp, 6 = rsinçp, (a -+- ib)^=^ r^cos/K» h- iV'» sin/icp :
donc /""cosncp et r'^sinnv sont des polynômes homogènes de degré n.
Nous avons donc pour V(ûr, b) un développement de la forme
?o-+-?i(a, 6)-4-...-ho,n(a, ^)-+-
Or, si dans ©/»(«? b) on remplace chaque terme par sa valeur
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absolue, l'expressioo trouvée sera moindre que
en désignant par M la limite supérieure, évidemment existante, des valeurs absolues des coefficients an et bn- Or soit
|a|<p, I^Kp:
le terme général de la série, chaque terme particulier ayant été remplacé par sa valeur absolue, sera inférieur à
si donc p < -> la nouvelle série sera encore convergente. Nous
sommes donc assuré que, pour
la série qui représente V(a, b) converge de là manière indiquée dans notre définition d'une fonction analytique. La fonction V est donc analytique.
Le théorème précédent pourrait encore se déduire de la formule fondamentale du paragraphe 10, en s'appuyant sur ce que, pour une valeur donnée de x et^, l'expression
est une fonction analytique de a et 6 dans le voisinage de tout système de valeurs distinct de {x^y). Sans insister, contentonsnous de dire que, dans la formule fondamentale, tous les éléments sont des fonctions analytiques de a et 6, et qu'il en est alors de même de l'intégrale, c'est-à-dire de V(a, b),
IS. En désignant maintenant par x^y au lieu de a, b les deux variables, nous avons dans le voisinage de tout point (a;©, Xo) le développement
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Chacune des fonctions homogènes 'o satisfera à Téq nation de Laplace.
De ce développement on peut conclure que la fonction V ne peut avoir en un point (^©j y^) ^i maximum ni minimum. Soil, en effet, dans le voisinage de ce point,
V(ir, r) = <?oH- <P/n(ar — aro, J^ — ^o) -+- . . . (m> i),
la fonction ^«(a? — x^i y — ^o) devra, dans le voisinage de (•^oj y%)^ garder un signe invariable. Or, cela est impossible, puisque, en posant,
X — a?o=rcos^, y — ^o=''sin®, on a
?/n= /""(«/n cosm(p -*- 6;„ sin/nsp),
et que l'équation a,„cosmy -h 6msin/n(p = o a toujours des racines qui sont simples.
Le même théorème peut s'établir en suivant la même marche que Gauss pour le cas de trois variables (t. I, p. i6o). Nous avons vu, en effet, en établissant la formule fondamentale (§ 10), que
r étant un cercle de rayon p ayant A pour centre.
Si le point A correspondait à un maximum de la fonction, on aurait sur la circonférence F, pour p suffisamment petit,
V<Va.
d'où
c'est-à-dire
-^ fv,ds<yx,
ce qui est en opposition avec l'égalité écrite plus haut.
Nous allons tirer immédiatement une conséquence impor
GoogI(
tanle du ihéorème établi au paragraphe précédent. Étant donné un contour fermé G, montrons qu'tV ne peut y avoir plus (Tune fonction harmonique continue ainsi que ses dérivées partielles des deux premiers ordres dans l'aire limitée par C, et prenant en tous les points de ce contour une succession donnée de valeurs.
Nous supposons, tout au moins pour le moment, que la succession des valeurs données sur le contour forme une suite continue. Désignant, d'une manière générale, par V^i, celte série de valeurs en un point quelconque m du contour, nous entendons par fonction V, prenant ces valeurs sur le contour, une fonction V(a:,^) qui tend vers V„t quand le point {x,y) tend vers le point m d'une manière quelconque, en restant à l'intérieur du contour (*).
Ceci posé, s'il existait deux fonctions jouissant des propriétés précédentes, leur différence U satisferait encore à l'équation de Laplace et s'annulerait en tous les points du contour. Dans ces conditions, elle devrait avoir au moins un maximum oii un minimum pour un point situé à l'intérieur du contour, mais cela est impossible, d'après ce que nous avons vu précédemment. La fonction U est donc identiquement nulle, ce qui démontre le théorème.
17. Donnons, du théorème précédent, une autre démonstration où nous aurons à considérer une intégrale double qui a joué un rôle important dans celte théorie. Faisons, dans la formule préliminaire de Green, V= U, elle deviendra
Supposons maintenant que U soit la fonction du paragraphe précédent, s'annulant en tous les points de G, la formule se réduira à
(^) On trouvera dans un important Mémoire de M. Painlevc {Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. II, p. 19) des remarques intéressantes relatives à cette notion de fonction prenant une valeur donnée sur un arc de courbe.
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et Ton devra avoir, pour tous les points de l'intérieur de l'aire, dV dV
par suite, la fonction U est constante à l'intérieur de l'aire^ nulle sur le bord, elle est donc nulle aussi à l'intérieur.
Il est important de remarquer que, dans le calcul précédent, on fait implicitement une hypothèse dont nous n'avions pas eu besoin dans la première démonstration. Pour que l'intégrale curviligne
{] -=—ds
soit nulle, il faut supposer, en général, que -j- ^^ devienne pas
infini. Aussi, dans cette seconde démonstration, on doit se borner aux intégrales qui restent continues à l'intérieur du contour et sur le contour, ainsi que leurs dérivées partielles du premier ordre.
III. — Extension à Téquation linéaire générale du second ordre de quelques-uns des résultats obtenus pour Féquation de Laplace.
18. Quittons maintenant, pour un instant, Téquation particulière
Aa = o,
et cherchons s'il est possible d'étendre à des équations plus générales quelques-uns des résultats précédents (*). Nous prendrons d'abord l'équation
d^u d*u ,du du
dx^ dy^ dx ày -^ *
OÙ rf, e, / sont des fonctions continues quelconques de x et y.
Supposons qu'il existe deux intégrales de cette équation, continues dans une aire A limitée par un contour C et prenant
(*) E. Picard, Comptes rendus, i888, et Journat de Mathématiques, 1890.
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les mêmes valeurs sur ce contour. Nous supposons de plus que leurs dérivées partielles du premier ordre restent continues sur le contour. Leur différence, que nous désignons par U, s^annulera sur C. Formons l'intégrale double
étendue à l'aire A; cette intégrale sera évidemment nulle, puisque la quantité entre crochets est nulle. Donc, en intégrant par parties et se rappelant que U = o sur le bord, on a immédiatement
Un premier résultat apparaît aussitôt. Si, dans l'aire A, on a pour tout point {x^ y)
dd de . ^
l'intégrale précédente ne pourra être nulle que si l'on a en tous les points de l'aire
Ainsi, en particulier, l'équation
satisfera à la condition précédente dans toute région du plan où / est négatif.
19. L'artifice suivant va nous permettre d'aller plus loin. Gardons toujours pour U la même signification que plus haut. Si B et B' sont deux fonctions continues quelconques de x et y, on aura
puisque U = o est nul sur le bord..
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Nous pouvons donc écrire, en ajoutant (5) et (6),
..B'ug*U.(.*gH-f)].fc4..o, en posant
dx dy '^
Or la quantité entre crochets sous le signe cl*intégration est une forme quadratique en U, ^ et -j-» Elle peut s'écrire
(g-")'-(f-»'")'-"-(-ë*f-B-B-> Elle sera toujours positive si
,;) B«+B'.-e<g-Hg:.
Si donc on peut trouver deux fonctions B et B' de x et j^, continues dans l'aire A et vérifiant l'inégalité précédeqte, on sera assuré que U est nulle en tous les points de l'aire, si elle est nulle en tous les points du contour. De là peut se déduire une conséquence intéressante.
Nous allons faire voir que, quelle que soit la fonction continue 0(:r, j^), on peut déterminer deux fonctions B et B' satisfaisant à l'inégalité (7), et continues dans une aire, si celle-ci satisfait à une certaine condition.
Pour le montrer, remplaçons — 0 par sa plus grande valeur absolue -f- m^, quand {x^y) reste dans une certaine région du plan. Nous aurons à satisfaire à l'inégalité
dx dy
et cette dernière inégalité entraînera évidemment la précédente.
Or faisons B'= o et prenons B, fonction de x seul, satisfaisant à la relation
q6 chapitre I.
m^ étant une constante supérieure à m^. On aura
B = mi tang(wia:-h C),
C étant une constante.
En choisissant convenablement cette constante, la fonction B reste continue dans tout intervalle donné compris entre deux parallèles à l'axe des y et dont la distance est moindre que -^—*
Puisque m^ diffère aussi peu qu'on veut de m, on peut dire que, pour toute aire comprise dans une bande parallèle à l'axe des^ et
de largeur moindre que — > on se trouve dans les conditions d'application du théorème. D'autre part, en faisant une transformation de coordonnées rectangulaires, on aura, pour chaque direction nouvelle de l'axe Oy, un nombre m. En désignant par m le plus grand d'entre eux, et posant
nous pouvons énoncer le théorème suivant :
Pour tout contour situé dans la région considérée du plan, il ne peut y avoir plus d^une intégrale continue prenant des valeurs données sur le contour, pourvu que le contour se trouve compris entre deux droites parallèles dont la distance ne dépasse pas d.
Il est d'ailleurs nécessaire de sous-entendre toujours la condition de continuité sur le contour pour les dérivées partielles du premier ordre.
En particulier, on est assuré de se trouver dans les conditions d'application du théorème si le contour est suffisamment petit,
20. Prenons comme application l'équation où k^ représente une constante positive.
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On aura ici 6 = — ât-* et, par suite, on peut prendre m^= k^. Comme d'autre part, si l'on fait une transformation de coordonnées rectangulaires, IVquation ne change pas de forme, on en conclut que l'équalion précédente aura au plus une solution prenant des valeurs données sur un contour, si ce contour se trouve compris entre deux droites parallèles dont la distance ne dépasse
Il est aisé de voir que cette propriété ne subsiste pas pour tout contour. Il peut arriver qu'une intégrale de l'équation précédente soit nulle sur un contour sans être nulle à l'intérieur. C'est ce que nous allons montrer sur un exemple : l'expression
, k . k u = sin -— iT siïi — = ^
vérifie l'équation précédente, et elle s'annule sur les côtés du carré ayant pour côtés
Au lieu de prendre Téquation
d*u d^u .du du ^
âx^ à/* dx dy *^
on eût pu prendre l'équation plus générale
, - d*u , d^u d*u ,du du j.
Il est, en effet, facile par un changement de variables de ramener l'un des cas à l'autre.
Faisons le changement de variables
L'équation (a) prendra la forme d* u d*u ^du
d* u d*u r.du ^du ^
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si les deux fonctions X et Y satisfont aux équations
\àx / dx dy \ày ) ~ \àx / dx dy \ày )
dx dx \ôy dx dx dy ) dy dy ~ '
On peut remarquer, et cela est intéressant pour la recherche effective de X et Y, que ces équations sont celles que l'on obtient en écrivant que la forme quadratique
c dx^ — ib dx dy -^ a dy^
se réduit, à un facteur près, à
rfX«-f-rfY«.
Il résulte de cette remarque, d'après ce que nous avons vu (t. I, p. 453), que, pour trouver deux fonctions X et Y de ^ et^ satisfaisant aux deux équations trouvées, il suffira d'intégrer une équation différentielle ordinaire du premier ordre.
Ceci posé, nous pouvons étendre à l'équation (a) le théorème fondamental du § 19 dans le cas où la transformation à employer est réelle, c'est-à-dire si le point (x,^) est dans une région du plan où
6* — ac <^ o.
On peut alors énoncer que, dans cette région du plan, il ne peut y avoir plus d'une intégrale prenant une succession donnée de valeurs sur un contour, si ce contour est suffisamment petit.
22. Les méthodes employées dans les précédents paragraphes supposent que les fonctions étudiées soient continues sur le contour ainsi que leurs dérivées du premier ordre. Elles correspondent à la deuxième démonstration donnée (§ 17) de l'impossibilité d'un maximum ou d'un minimum pour les fonctions satisfaisant à l'équation de Laplace. Nous n'avons pas eu besoin de ces hypothèses dans la première démonstration qui reposait essentiellement sur la propriété de la fonction harmonique d'être analytique. Dans le cas de l'équation (a) du §21 on peut, en précisant la na-
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lure des cbefficients, démontrer que les fonctions qui y satisfont sont analytiques, et il est intéressant de rechercher si les résultats obtenus pour l'équation de Laplace, en partant de cette hypothèse, sont susceptibles de généralisation. C'est ce que nous allons montrer.
Nous supposons que dans Téquation (a) du §21 les coefficients a, è, c, rf, e, /soient des fonctions analytiques de a: et j' dans la région considérée du plan. On suppose de plus expressément
6' — ac < o
dans cette région : a et c, qui sont alors de même signe, peuvent être supposés positifs.
On peut établir que toute intégrale de cette équation bien déterminée et continue dans la région considérée du plan ainsi que ses dérivées partielles des deux premiers ordres est ellemême une fonction analytique ( * ).
Nous admettrons pour lé moment ce résultat, et nous allons seulement en poursuivre quelques conséquences, en raisonnant comme nous l'avons fait au § IS pour l'équation de Laplace. Considérons d'abord le cas où / est identiquement nul, c'est-à-dire où l'équation se réduit à
d^u i, ^*" ^*" . //^" du ^
dx^ àxày ày^ àx ^«K ~" '
Je dis qu'une intégrale u de cette équation ne pourra admettre ni maximum ni minimum.
Soit, en effet, (^o? JKo) un point dans le voisinage duquel u et ses dérivées partielles des deux premiers ordres sont continues; la fonction u^ étant analytique, peut être développée en série de Taylor
les y désignant des polynômes homogènes en x — Xq el y — r© ;
(') E. Picard, 5a/' la détermination des intégrales de certaines équations par leurs valeurs le long d'un contour fermé [Journal de l'Ecole Polytechnique, 1890, et Acla mathematica, t. XXV).
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ço représente une constante, et si (^oj^o) correspond à un maximum ou à un minimum, on a /7^2. Substituons cette \aleur de u dans Téquation (8) et égalons à zéro l'ensemble des termes homogènes de moindre degré. On aura nécessairement
en désignant par «o» ^o? Cq les valeurs de a, è, c pour j: = a:o,
Le polynôme '^/z satisfait à une équation analogue à celle de Laplace; on peut le ramener à cette équation par un changement de variables réel
X = a(a: — jTo) H- ?(7 — ^0 ), Y = YCar—Xo) -4-8(7— ^'o).
Il suffit de suivre la méthode du §21, et, par conséquent, de chercher la substitution précédente transformant
en
Or c'est un problème d'Algèbre élémentaire que de chercher la substitution linéaire
d\ = a rfa? -i- p dy, d\ = ^dx-\-^ dy,
transformant les deux formes Tune dans l'autre. La substitution sera réelle puisque b\ — ao^'o< o, et «o > o»
©« considérée comme fonction de X et Y satisfait donc à l'équation
La fonction ^n pourra donc s'annuler en changeant de signe dans le voisinage de X = o, Y =: o et, par suite, dans le voisinage de J? = Xo, y =yo- Il est donc impossible que u ait un maximum ou un minimum pour x = Xq, y =yo-
On en conclut de suite, en répétant le raisonnement fait pour l'équation de Laplace, qu'iV ne peut y avoir deux intégrales de
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Inéquation {%) prenant une succession donnée de valeurs sur un contour C.
On voit que l'équation (8) jouit, au poînl de vue qui nous occupe, des mêmes propriétés que l'équation de Laplace.
Revenons maintenant à l'équation générale
, . d^u , â^u d^u .du du
^ ' âx' àxdy dy^ dx ày ''
en supposant toujours que lé point (^, J^) reste dans la région R dn plan où b^ — ac est négatif, et les hypothèses sur les coefficients a, 6, c, rf, e^ f restant les mêmes. Soit A un point quelconque de cette région R. Il existe certainement une intégrale z de cette équation ne s'annulant pas au point A et gardant par conséquent un signe invariable dans un certain domaine D autour de ce point.
Faisons dans l'équation le changement de fonction
L'équation en q sera du même type que l'équation (8), elle n'aura pas de terme en v. Elle sera de la forme
ox^ dx oy oy^ dx oy
Puisque z ne s'annule pas, par hypothèse, dans D, nous pouvons appliquer les résultats du paragraphe précédent. Il ne pourra y avoir deux, intégrales de cette équation prenant la même succession de valeurs sur un contour C contenu dans D. ,
Nous pouvons par suite énoncer pour l'équation (a) le théorème suivant :
Autour d^un point quelconque de la région R, on peut délimiter un domaine D, dans lequel le problème de la détermination d'une intégrale par ses valeurs sur un contour quelconque contenu dans D ne pourra as^oir plus d^une solution.
C*est le théorème que nous avons obtenu aux § 19 et 21. On voit que nous n'avons pas eu besoin ici, dans les raisonnements employés, de faire intervenir les valeurs des dérivées partielles du
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premier ordre sur le contour. Le résultat est en ce sens plus précis^ mais nous avons par contre Tinconvénient de démonlrer seulement Texistence de ce domaine suffisamment petit D, sans indiquer aucune possibilité de trouver eflectivement un tel domaine, ce que notre première méthode (§ 19) nous avait au contraire permis de faire. 11 resterait à rechercher si, pour les domaines trouvés dans la première méthode, on ne pourrait arriver à se débarrasser de Phypothèse supplémentaire relative aux dérivées du premier ordre. Cette discussion trouvera sa place dans une autre partie de cet Ouvrage.
24. Terminons ces généralités en considérant encore l'équation
d*M , â^u d^u .du du .
ox^ àx oy &y* dx dy
et supposant que, dans la région R où
6* — ac < o, a > o, on ait de plusy<; o.
Nous allons montrer que dans ces nouvelles conditions il ne pourra y avoir plus d^une intégrale de V équation prenant sur tout contour fermé contenu dans R une succession continue donnée de valeurs.
Si deux intégrales prennent les mêmes valeurs le long d'un contour, on aura une intégrale qui s'annulera le long de ce contour. Considérons donc une telle intégrale u de l'équation précédente; elle gardera un signe invariable dans le contour; ou bien elle s'annulera le long de certaines lignes; dans le second cas, l'aire se trouvera partagée en plusieurs aires partielles, sur le périmètre desquelles l'intégrale s'annulera, en gardant à l'intérieur un signe invariable.
Prenons Tune d'elles, et supposons u positif à l'intérieur. Pour un point au moins (^ojJKo) à l'intérieur, u devra passer par un maximum; soit «o > o la valeur de u pour (d?oj J^o)-
Développons u en série
u = Mo-+-«/i(a: — a?o, ^— ^o)-H..., /i, qui est plus grand que un, doit être nécessairement égal à
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deux; car, dans le cas contraire, l'ensemble des termes constants dans Téquation se réduirait à /oUoy en désignant par /o 1^ valeur de / pour (^oj J^o)î o" devrait donc avoir i/^= o, ce qui est impossible si la fonction n'est pas restée constamment nulle à l'intérieur de l'aire. Nous avons donc /i = 2; soit
Puisque (^o^^o) correspond à un maximum, a<o, Y<o, p«— aY<o.
D'autre part, en substituant dans l'équation diflerentielle la valeur de a, on trouve de suite
(9) 2(aoa-H-26oP-i-CoY)-f-/oao = o,
en désignant par ao, bot Cq les valeurs de a, 6, c pour (xoî^'o)- On a d'ailleurs
ao > o, Co > o, bl— aoCo <,o. Or de l'inégalité évidente
(ao«-^CoY)»> 4«oCoaT,
nous concluons successivement, en nous reportant aux inégalités
écrites plus liant,
(aoa-i-CoY)*> 4aoCo?*,
La valeur absolue de aoa + c^y est donc supérieure à celle de 260?- Or OoOi-h Cq'^ est négatif; donc
aox-i- ibo^ ■+- CoY
est certainement négatif. D'ailleurs /oW» est aussi négatif, puisque Wo > o, /o< o. Nous sommes ainsi conduits à une contradiction, car la relation (9) devient, dans ces conditions, manifestement impossible. L'hjpo thèse faite est donc inadmissible : une intégrale nulle sur le contour sera nécessairement nulle à l'intérieur, ce qui démontre le théorème.
Comme exemple, citons l'équation
F. - II
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Il ne pourra y avoir plus d'une Intégrale de cette équation prenant sur un contour quelconque une succession donnée de valeurs.
2o. Nous avons, dans les paragraphes précédents, déduit nos conclusions de ce que les intégrales étaient nécessairement des fonctions analytiques. Dans sa Thèse (*), M. Paraf a montré qu'on pouvait arriver bien simplement aux mêmes conclusions, sans s*appuyer sur aucun résultat antérieur, ce qui dispense même de l'hypothèse que les coefficients soient des fonctions analytiques. Partons de l'équation
d^u d^ii du , du
ôx* oy^ àx oy
On suppose que, dans une aire A limitée par un contour C, le coefficient c soit constamment négatif (et non nul). Nous voulons montrer qu'il ne pourra y avoir deux intégrales de l'équation, bien déterminées et continues ainsi que leurs dérivées partielles des deux premiers ordres, prenant sur C les mêmes valeurs. Considérons, en effet, la différence a de deux telles intégrales, qui s'annule sur C. Nous allons voir qu'elle ne peut prendre aucune valeur positive dans A. Si, en effet, elle devient positive, elle aurait une limite supérieure qu'elle atteindrait au moias pour un point (^o»yo) de l'intérieur de Taire. Donnons alors à j^ la valeur fixe yo e^ considérons la fonction w(j:,jKo)« H est clair que \-T-) est nul; d'autre part la formule de Taylor, arrêtée au second terme,
{x — x^Y\d^u(^x,yii)'\
montre que ("j-7) doit être négatif ou nul, car, dans le cas contraire, le second terme du second membre serait positif pour x voisin de a:o> ce qui conduirait à «(^, jKo) >• «^(^o^^o)- Ainsi donc, pour
x — x^, y=yo,
(*) A. Paraf, Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, l. VI, 1892.
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on aura
du
du
et
et pareillement tandis que
Ces égaillés el inégalités sont incompatibles avec Téquation différenlielle. 11 est donc établi qu'aucune intégrale ne peut avoir dans A un maximum positif^ elle ne peut non plus avoir un minimum négatif, comme on le voit en changeant u en — u. Il en résulte que, si la fonction u est nulle sur le contour, elle sera nulle à V intérieur,
26. La démonstration précédente suppose que c ne s'annule pas dans la région considérée. Le théorème est cependant exact sous la seule condition que c ne soit pas' négatif. Nous allons ramener, en effet, ce cas au précédent. Faisons le changement de fonction
u = ZVy
z étant une fonction, pour le moment indéterminée, de x el y. L'équation en (> a la même forme que l'équation en u^ et le coefficient de ç est
en posant
„, ^ d^z d^z dz j dz
^ ' dx^ dy^ dx dy
Si donc, dans la région considérée, on peut trouver une fonction 5 de a: et ^ vérifiant les deux inégalités
-3 > o, F(z)<o (les égalités étant exclues),
on se trouvera, pour l'équation en i^, dans le cas précédent, et le théorème sera établi.
Nous allons pouvoir déterminer une fonction z Ae x seul remplissant les conditions voulues. On devra avoir
d'^z dz
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Comme c est négatif ou nul, il suffit de satisfaire aux deux
inégalités
d^z dz ^
Soit -;- = U, nous voulons avoir
ce qui revient à
^ h rt U < o,
ox
^ -+-MU-h(a--M)U<o, ox
M étant une constante supérieure à la valeur absolue maxima de a
dans l'aire donnée.
Or si Ton prend
cette inégalité sera certainement vérifiée; on en lire
En supposant que l'ordonnée x =^ x^ soit à gauche de l'aire, toutes les conditions demandées sont vérifiées, et le théorème est par suite établi.
IV. — Problème de Dirichlet. Recherche de la fonction harmonique prenant des valeurs données sur un contour. Méthode de M. Neumann.
27. Nous avons maintenant à chercher si, étant donnée une succession continue de valeurs sur un contour, il exisle une fonction harmonique continue à l'intérieur de l'aire limitée par le contour et prenant sur celui-ci les valeurs données.
Dans sa célèbre dissertation inaugurale, Riemann a donné de ce problème, qu*il appelle Xq principe de Dirichletj une démonstration extrêmement simple. Quoique cette démonstration ne présente pas une rigueur suffisante, nous devons l'exposer; elle rend en effet tout au moins très vraisemblable le théorème en question et elle est le type d'un genre de raisonnement fréquem-
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ment employé en Physique mathématique, et dont, faute de mieux, on doit souvent se contenter.
Commençons par démontrer le théorème suivant
Considérons une fonction harmonique u continue ainsi que ses dérivées partielles des deux premiers ordres dans l'aire limitée par un contour C, et supposons que sur le contour luimême u et ses dérivées partielles du premier ordre soient continues.
On forme l'intégrale
V représentant une fonction quelconque satisfaisant aux mêmes conditions de continuité que u et prenant sur le contour les mêmes valeurs. Dans ces conditions, V intégrale précédente sera minima pour v = u.
Soit, en effet, v — u = /i\ la fonction h sera nulle sur le contour et l'on aura
- //[(ë)'-(l)>*-',/"/(ëS-ll)-*
Or la seconde intégrale est nulle d'après la formule préliminaire de Green qui peut s'écrire
L'intégrale I est donc moindre pour i^ = u que pour toute autre fonction v prenant les mêmes valeurs sur le contour.
A. ce théorème, nous pouvons joindre une réciproque. Les conditions de continuité restant toujours les mêmes pour les fonctions considérées et celles-ci prenant de plus, toutes, les mêmes valeurs sur le contour, si r intégrale I est minima quand on met à la
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place de v une certaine fonction m, celle-ci satisfait à C équation
Aa = o.
Posons '
a désignant une constante et h une fonction àe x et y s*annulant sur C. Pour cette fonction, on aura
Or, le coefficient de a peut s'écrire
Si ce coefficient n'est pas nul, la somme des deux derniers termes dans l'expression de I sera certainement négative si l'on prend a suffisamment petit et d'un signe convenable. Puisque, par hypothèse, l'intégrale 1 est minima pour ç'= «, il faut nécessairement que
(lo) / I h\udxdy = o.
Or la fonction h n'est assujettie qu'à la condition de s'annuler sur C et d'être continue ainsi que ses dérivées partielles des deux premiers ordres. Supposons qu'en un point (^oî^o) ^ Tintérieur de Taire, Hu ne soit pas nul : il sera d'un signe invariable dans le voisinage, soit à l'intérieur d'un cercle F de rayon p ajant (:ro»J^o) pour centre. Définissons alors h par la condition qu'elle soit nulle entre C et F, et que, à l'intérieur de F,
A = [pî- (îP -a'o)*-(r-ro )']"*•
Si l'entier m est supérieur à deux, la fonction ainsi définie s'annulera sur C et sera continue ainsi que ses dérivées partielles des deux premiers ordres. Mais, pour une telle fonction, l'intégrale (lo) ne pourra évidemment pas être nulle. Il en résulte qu'en
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tous les points de Taire
comme nous voulions Tétablir.
29. Les deux théorèmes précédents sont à l'abri de toute objection. Il n'en est pas de même de la fin du raisonnement par lequel Riemann établit Texistence d'une fonction harmonique u prenant des valeurs données sur un contour.
Considérons toujours l'intégrale
V désignant une fonction quelconque assujettie seulement, sauf les conditions indiquées de continuité, à prendre la succession de valeurs données sur le contour. Cette intégrale est nécessairement positive; il j a donc une limite inférieure au-dessous de laquelle elle ne peut descendre. Désignons par u la fonction pour laquelle ^intégrale atteindra son minimum; la fonction «, diaprés le théorème précédent, sera harmonique et le problème de Dirichlet se trouve ainsi résolu.
J'ai souligné le point défectueux dans la déduction précédente. On ne peut être certain a /?/'ior/ qu'il existe une fonction m, satisfaisant aux conditions de continuité, pour laquelle l'intégrale atteigne effectivement sa limite inférieure. C'est là une objection capitale et M. Weierstrass (* ) a montré sur un exemple très simple le danger de ce mode de raisonnement. Prenons, avec l'illustre géomètre, l'intégrale
et envisageons les fonctions j^ de x continues ainsi que leurs dérivées premières de — i à -h i et prenant pour a? = — i et a: = + i respectivement les valeurs a et 6 (en supposant essentiellement a différent de b). Nous allons voir que, parmi ces fonctions, il en est qui rendentl'intégrale J aussi voisine de zéro que l'on voudra;
(*) Weikrstkass, Ueber dos sogennante Dirichlet* sche Princip {Mathematische Werke, t. II, p. 49)-
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la limite inférieure de rintégrale est donc zéro pour les fonctions^ considérées. D'autre part, il n'existe évidemment pas de fonction répondant aux conditions indiquées, et rendant l'intégrale nulle. Il faudrait, en effet, que cette fonction fût constante, ce qui est impossible puisque a est différent de b.
En désignant par $ une constante positive, Weierstrass envisage la fonction
arctnns 7
arctang r-
Yarctang qui ligure dans cette expression étant compris entre
etn-;-^; cette fonction satisfait aux conditions indiquées plus
haut
Voyons ce que devient J, quand on meta la place de j/- la fonction précédente. On trouve de suite
arc tan g ^
Donc J sera aussi petit que l'on voudra, si $ est pris lui-ménie assez petit; la limite inférieure de l'intégrale est donc bien nulle. D'autre part, comme nous l'avons dit, il ne peut exister de fonction continue donnant à l'intégrale sa valeur minima. On voit donc combien il faut se méfîer d'un mode de raisonnement dans lequel on admet a /?r/ort l'existence d'une fonction continue donnant à l'intégrale sa valeur minima.
On se demandera tout naturellement ce que devient la fonction jquand Ç tend vers zéro. On voit que l'on a la limite
y = a pour X > o, y = b pour j» < o.
Pour j: = o, la limite est C'est cette fonction discon-
tinue qui donne à l'intégrale la valeur minima zéro,
il n'est pas inutile d'indiquer l'origine de l'expression (E) qui
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a joué un rôle essenllel dans les raisonnements précédents. Envisageons l'intégrale
^ étant une constante positive. Le problème de trouver la fonction conlinviey de x, prenant pour x = i et :c = -+- i respectivement les valeurs a et 6, et rendant l'intégrale minimum, admet une solution parfaitement déterminée, el c'est précisément la fonction (E).
Pour ta trouver, il suffit d'employer une méthode loule semblable à celle du paragraphe 28. On remplace y par ^ -h Aa, en désignant par a une constante et h une fonction qui s*annule pour X = ±i. Le coefficient de a est ici
et, en intégrant par parties et se rappelant que h s'annule aux limites^ on peut le remplacer par
Si la fondions rend l'intégrale I minimum, le coefficient de h devra être identiquement nul. On aura donc
En intégrant cette équation avec les <onditions aux limites, on
trouve
.r , , arctan£? v
arctang r-
c'est Texpression (E).
30. Le problème proposé, que nous avons déjà donné dans le cas du cercle (p. i6), a été traité rigoureusement par M. C. Neumann dans le cas d'un contour convexe. M. Schwarz a montré
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ensuite comment on pouvait, dans des cas étendus, passer d'un contour convexe à un contour plus compliqué, ce qui lui a permis de traiter la question dans le cas d'un contour limité par des arcs réguliers de courbes analytiques. Enfin M. Poincaré a donné du problème de Dirichlet une méthode extrêmement originale et qui diffère complètement par le point de départ des méthodes précédentes. Nous nous bornerons dans ce Chapitre à développer la méthode de M. Neumann, qui nous servira en même temps à établir quelques propriétés importantes de la fonction harmonique. Les méthodes de MM. Schwarz et Poincaré seront développées dans d'autres Chapitres.
Nous avons déjà donné, dans le cas de l'espace, la méthode de M. Neumann, modifiée en mettant à profit une idée de Kirchhoff : nous suivrons absolument la même voie dans le cas du plan.
Nous avons supposé que la surface considérée était convexe et avait en chaque point un plan tangent déterminé. Nous garderons pour le contour plan, que nous avons maintenant à considérer, les mêmes hypothèses, sauf toutefois que le contour, toujours convexe, pourra avoir un nombre limité de pointes. En ces derniers points, le contour aura deux tangentes.
31. Une intégrale analogue à celle de Gauss (t. l, p. i34) nous sera fournie par l'intégrale
étendue à une courbe fermée C, r désignant la distance d'un point fixe A à un point M de l'élément d'arc variable di de la courbe, et l'angle cp représentant l'angle de la direction MA avec la normale intérieure à la courbe au point M.
La signification géométrique de cette intégrale est immédiate ; elle représente la somme des angles, pris avec un signe, sous lesquels du point A on voit les éléments rfcr de la courbe. L'intégrale (i i) sera donc égale à stî quand le point A sera à l'intérieur de la courbe C, elle sera nulle quand le point sera extérieur à la courbe, et elle sera égale à ir quand le point sera en un point ordinaire de la courbe. Si enfin le point A est une pointe de contour, l'intégrale sera égale à l'angle a que font les tangentes aux deux
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courbes qui forment la pointe. Dans Thjpothèse où nous sommes d'un contour convexe, a sera inférieur à tz.
Nous pouvons généraliser l'intégrale précédente, comme nous l^avons fait (l. I, p. 167). Désignant par a, b les coordonnées de A, nous formons Tintégrale
où p. désigne une fonction continue du paramètre qui fixe la position d'un point sur la courbe. Cette intégrale, considérée comme fonction de (a, 6), est une fonction continue, ainsi que ses dérivées partielles quand le point A esta l'intérieur ou à l'extérieur de la surface. De plus, elle satisfait à l'équation de Laplace; c'est ce qu'on voit de suite en mettant l'intégrale sous la forme
rflogr
car -7- = — coscp (t. I, p. i56).
Or pour un point {x^ y) du contour C, logr considéré comme fonction de (a, b) satisfait à l'équation de Laplace, et il en est
par suite de même de
d\o^r dn
ce qui entraîne la même conclusion pour l'intégrale.
La fonction V (a, b) éprouve une discontinuité pour le passage par la courbe C. Pour étudier celte discontinuité, il n'y a qu'à suivre, sans y rien changer, le mode de raisonnement employé pour l'espace (t. I, p. 168). La seule différence sera que t: sera
partout remplacé par — dans les formules, puisque la circonférence
de rayon un est égale à 211, tandis que Taire de la sphère de rayon un est égale à 4"^^. Prenant un point fixe s sur la courbe C, et désignant par [Xj la valeur de [Ji en ce point, on montrera que
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esl une fonclion continue de (a, 6), au point s ^ c^esl-k-dive qu^eWe tend vers la même valeur, de quelque manière que le point (a, b) tende vers 5. En conservant les mêmes notations, on aura donc
Ces formules supposent que le point s ne soit pas une pointe sur le contour. S'il en était ainsi, a désignant l'angle des tangentes, on aurait, en écrivant toujours que W («, b) est continue au point s^
32. On établira encore une remarque analogue à celle du § 10 (t. 1, p. 169). On partage la courbe G en deux parties a et j3, et soient s et s' deux points quelconques de la courbe. Désignons d'une manière générale par IJ l'intégrale
'rf.
relative au point s et étendue à une portion y de la courbe. On peut trouver un membre X compris entre zéro et un, tel que Ton ait
quel/es que soient les positions de s et s' sur la courbe.
Je ferai seulement une remarque sur la démonstration, remarque que nous n'avions pas eu l'occasion de faire pour les surfaces convexes, leur supposant toujours en chaque point un plan tangent unique. Il est un cas où la somme
peut atteindre zéro. Il faut pour cela que chacun des deux termes s'annule; la partie a devra donc se composer de deux droites dont s est le point de rencontre, et il en est de même de ^, qui se composera de deux droites se rencontrant en s'. La courbe convexe, que nous considérons, se réduira alors nécessairement à un triangle ou à un quadrilatère. Ce sont les seuls cas où n'existe pas ce nombre X, dilTérent de zéro. Ces deux courbes sont donc exclues pour l'application de la méthode.
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On établira enfin une dernière propriété de Tintégrale
prise pour un point s de la courbe G. Il n'y a, je le répète, qu'à
changer tz en ^ dans tous les raisonnements et calculs ( 1. 1, p. 171 ).
En désignant par M et m le maximum et le minimum de [jl sur la courbe, on a, pour deux points quelconques s elSt d<; G,
où le nombre p (qui est égal à i — A) est une constante positive comprise entre zéro et un.
En particulier, si M| et m, désignent le maximum et le minimum de V^ sur G, on a
Ml— m,l(M — //î)p.
34. Il suffira maintenant d'indiquer l'énoncé de la solution du principe de Diriclilet; on se reportera pour la démonstration au Tome I, p. 172.
Soit une fonction continue U définie sur la courbe G*, en désignant toujours par U.» la valeur d'une fonction U au point 5, je forme l'intégrale
Quand le point (a, b) est en 5, elle a une valeur parfaitement déterminée U j . L'ensemble de ces valeurs, quand le point s se déplace sur la courbe G, définit une fonction U* sur cette courbe. Formons de même l'intégrale
qui permettra de définir une nouvelle fonction U*'^ sur G; et ainsi de suite, en ajant d'une manière générale
iT. 1,, r
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La série
U-h-Ui-t-U*-
est convergente sur la courbe C, et ^intégrale
îir ^^ r
résout le problème de Dirichlet, c'est-à-dire qu'elle satisfait à l'équation de Laplace, et que V (a, 6) tend vers U,, quand le point (a, b) intérieur à C tend vers le point s de cette courbe.
3o. Dans ce qui précède, nous avons supposé que la succession des valeurs données sur le contour était une fonction continue. Il est intéressant, pour diverses applications, d'examiner le cas où la fonction U, donnée sur le contour, tout en étant en générai continue, aurait un certain nombre de points de disconiinuité où elle passerait brusquement d'une valeur finie à une autre valeur finie. Supposons, par exemple, qu'il y ait sur le contour deux tels points A et B (Jig' 2), et soient, quand on parcourt le contour
dans le sens positif, a et 6 les valeurs correspondantes des discontinuités, de telle sorte que, si Ua+e désigne la valeur de Um quand le point variable M tend vers A en marchant dans le sens de la flèche, et si XJx^e, désigne la valeur limite de U^ quand M tend vers A dans le sens inverse, on ait
et, de même.
Ua-£ — Ua+s = a Ub— 2 — UB-f-5 = b.
Pour résoudre, dans ce cas, le problème de Dirichlel, on pourrait suivre la méthode précédente en commençant par discuter
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l'intégrale généralisée de Gauss, quand la fonction a éprouve des discontinuités de la nature indiquée. M. Schwarz a montré que le cas où la fonction U est discontinue peut se ramener immédiatement au cas où la succession des valeurs données sur le contour est continue (•). Concevons, en effet, la fonction tJ prenant sur le contour la succession, discontinue en A et B, de valeurs données; si l'on désigne par (a, a') et ([î, P') les coordonnées de A et B, la fonction
- arc tang 1 — arc tan<; ^
est parfaitement déterminée dans l'aire limitée par C, quand on a une fois choisi, en un point, la détermination que l'on veut adopter pour les arc tang; de plus cette fonction est une fonction harmonique. Enfin, quand le point (^,y) tend vers A en suivant le contour, d'abord dans le sens positif, puis ensuite dans le sens négatif, la différence des deux valeurs limites est manifestement égale à a, si, comme nous le supposons, A n'est pas une pointe. La différence analogue pour B est égale à b. Or formons maintenant l'expression
ir ïT « Y — ^'b y — B'
V = U arc tang 1 — arc tang ^ ^ •
i: ^ X — fx 71 ^ X — ^
La différence des deux valeurs limites que prend cette fonction quand (^, y), sur le contour C, se rapproche de A d'un côté ou de l'autre, sera égale à zéro, et il en sera de même pour B. Admettons que cette expression qui, à proprement parler, n'a pas de valeur en A, ait pour valeur la limite précédente relative à ce point, et de même pour B; nous pourrons dire alors que la fonction V prend une suite continue de valeurs sur le contour C et nous pourrons l'obtenir comme il a été vu plus haut. On en déduira la valeur de U par la formule
u = V H — arc tang-:^^ ^ _ arc tang ^ •
(*) M. Jules Riemaim a tiré très heureusement parti de la même idée dans le cas des aires limitées par plusieurs contours. Voir sa Thèse sur le problème de Dirichlet {Annales de l'École Normale, x888).
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36. Les considérations précédentes nous permettent de déterminer une fonction harmonique U qui, en dehors des points A et B, prend sur le contour une succession continue de valeurs données. U n'est pas certain, d'après ce qui a été vu jusqu'ici, que cette fonction soit unique. Le résultat est cependant exact si l'on ajoute l'hypothèse que la fonction reste, en valeur absolue, inférieure à un nombre fixe dans le voisinage des points de discontinuité.
Il faut, pour établir ce théorème, montrer qu'une fonction harmonique U prenant sur C la valeur zéro, sauf en certains points A et B dans le voisinage desquels on suppose qu*elle reste finie, est nécessairement nulle identiquement.
Nous démontrerons ce résultat en suppo^ant que le contour C se réduise à un cercle. Ce ne sera pas restreindre la généralité du théorème si l'on admet, comme il sera démontré plus tard, qu'on peut faire la représentation conforme de l'aire considérée sur un cercle (Chapitre X).
Nous considérons donc une circonférence C du rajon R et de centre O et deux points A et B sur celte courbe. Nous donnant d'abord un nombre r, fixe, mais aussi petit (ju'on voudra, nous traçons deux angles a et ^ d'ouverture 2 7^ et de sommet O, ayant respectivement OA et OB pour bissectrices. On peut, d'autre part, trouver un cercle R| (R| < R) tel que, sur la portion de cette circonférence extérieure aux angles a et ^, les valeurs absolues de U soient moindres que e, en désignant par e une seconde quantité donnée à l'avance aussi petite qu'on voudra. Sur les arcs de la circonférence R, correspondant aux angles a et ^, on aura, d'après
riiypothèse faite,
M étant une constante fixe.
Nous pouvons déterminer la fonction haimonicpte U en nous
servant de la formule de Poisson relativement à la circonférence R, .
On voit alors que, pour un point quelconque P, intérieur à cette
circonférence, on a
|Up|</.£4- \xr^,
A et u étant deux quantités finies indépendantes de £ et r, : c'est ce
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qui résulte de suite de la déconiposilion de Tintégrale en deux parties. Or e et t^ sont deux constanles aussi petites que l'on veut. Il est donc bien établi que la fonction harmonique U est rigoureusement nulle.
Il est facile de donner un exemple d'une fonction harmonique s'annuiant en tous les points d'une circonférence, sauf un seul, continue d'ailleurs à l'intérieur et n'étant pas identiquement nulle. II suffit de prendre
a étant une constante. Celte fonction s'annule sur la circonférence représentée par l'équalion
sauf à l'origine ; son module ne restant pas au-dessous d'une limite iixe M, le théorème précédent n'est pas applicable.
37. Il est intéressant de rechercher quelle est la limite des valeurs que prend U(x, y) quand le point {x^y) tend vers un point A du contour où la succession des valeurs données est disconlinue. On y parvient de suite, en se reportant à la formule
U = V H- ^ - arc tang
V a, en chaque point de discontinuité, une valeur déterminée. Supposons, en premier lieu, que le point {jo^y) se rapproche du point A, en restant sur le contour C et en marchant d'abord dans Je sens positif et ensuite dans le sens négatif. En écrivant U sous la forme
LI = VVH arc tang -
Tc ^ X — a
W étant comme V parfaitement déterminée en A, on aura successivement les valeurs limites
(?) WA-f-|(6-it),
h désignant l'angle que fait avec Ox la tangente à la courbe en A P. — II. 4
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menée dans le sens négatif. On aura donc, quand le point {x^y) tend vers Â, en étant à l^intérieur de la courbe,
0' correspondant à la direction limite suivant laquelle {jo^y) tend
vers A, et l'on a
Texpression (y) est comprise entre (a) et (p).
En faisant varier 0' on obtiendra toutes les valeurs comprises entre les deux valeurs extrêmes (a) et (j3). Ce résultat est bien d'accord avec ce que nous avions trouvé dans le cas particulier du cercle (t. I, p. 272).
Supposons, en particulier, que la succession des valeurs données soit zéro sur une partie de la courbe et un sur Tau ire. Soit toujours A un des points de discontinuité. 11 résulte de ce qui précède que si {x^y) tend vers A en restant sur une courbe qui ne soit pas tangente à la courbe C en A, la limite des valeurs que prend U(:r, y) est un nombre \ plus petit que P unité. Nous aurons plus lard à faire usage de ce cas particulier.
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DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES ET PROLONGEMENT ANALYTIQUE DES FONCTIONS HARMONIQUES ET DES FONCTIONS DUNE VARIABLE COMPLEXE.
I. — Développements en séries et extension des fonctions harmoniques.
1. Nous avons déjà indiqué (Chap. I, § 14) un développement en série d'une fonction harmonique, il nous faut reprendre avec plus de détail l'étude des développements de celte forme. En parlant de Tintégrale
^ iTzJ^ R«—-2Rrcos(i^ — ©)-+-/•» ^'
où ret cp désignent les coordonnées polaires du point A dont x et y désigneront les coordonnées rectangulaires, nous avons obtenu le développement
V(a7,7)= ^ "+" 2 (r) ^^fn^os^m^ -^ b,n^\ïim-:>),
ou
Ce développement converge pour tous les points intérieurs nu cercle de rayon R. On a vu aussi que le terme de rang m dans la série était un polynôme homogène et de degré m en :f et^.
2. Ceci rappelé, proposons-nous une question inverse en consi-
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déranl a priori une série de la forme
Fn = 00
(i) Ao-f- ^ r'"(A,„ cosmtp -h B„| sinwo),
OT = l
les A el B désignant des conslantes. J'envisage les deux séries ^A,„r'« et ^B,,,/'".
Ce sont deux séries ordonnées suivant les puissances croissantes de r. Elles ont donc chacune un certain champ de convergence (l. 1, p. 22o); prenons le plus petit de ces deux champs de convergence, soit rintervalle ( — L, 4-L). La série (i) sera uniformément convergente quand le point {x^ y)^ (.r = /coscp, jK = rsincp) sera à l'intérieur du cercle de rayon L — e, e étant une quantité fixe aussi petite qu'on voudra; les deux séries
2|A,«|/"« et 2]l^^'"i'*'"
sont, en effet, convergentes pour /-< L.
Nous appellerons cercle de convergence At la série (i) le cercle de rayon L (*). Cherchons quelques propriétés de la fonction de /* et de (p, ou de x ety, ainsi définie dans ce cercle. Soit
r"» cosmo = u,„(x^ y)j /-"* sin/no = ^/«(ir, y) :
Um et Vn^j nous l'avons déjà dit, sont des polynômes homogènes et de degré m en ^ et y, et Ton a
Nous avons donc la fonction V(^-,^) définie, dans le cercle de rayon L, par le développement
(') Il n'est pas impossible que la série converge en dehors de ce cercle, mais nous ne nous occupons de la série qu'a rintérieur de ce que nous appelons le cercle de convergence.
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Montrons d'abord que la fonction V(a7, y) aura des dérivées partielles de tout ordre et qu'on pourra les obtenir en faisant la somme des dérivées correspondantes des termes de la série. Il suffira de démontrer le même théorème pour la série (i) considérée comme fonction de /• et de cp: soit donc
IK/-, ç) = Âo-f- 7_^ r"*(A,;tCosmç -+- Bfnsinmtf). ' m = l
Nous allons supposer r^lJ, L'étant une quantité plus petite que L mais qui en est aussi voisine qu'on voudra. Les deux séries
2lA,„|L''« et ^\B,„\L'^n sont convergentes ainsi que les séries
On aura d'abord évidemment, d'après les propriétés des séries entières,
= \ mr'«-* ( A,;i cos m ^ H- B,« si n m ç).
Prenons maintenant la série des dérivées par rapport à cp
\ m/-'" ( — A,„ sin m(p -4- B,n cos m o ).
Cette série sera convergente, et de plus, si on la considère comme fonction de cp, elle sera uniformément convergente, cp variant de o à 27Î. Donc, d'après un théorème fondamental (t. I,
p. 21 3), elle représentera — • Le théorème démontré pour les
dérivées du premier ordre, qui sont des séries de même forme que la proposée, s'étend aux dérivées de tout ordre.
Ainsi la série (i), considérée comme fonction de ret de cp, a des dérivées partielles du premier ordre qui s'obtiennent en formant la série des dérivées des termes successifs. Par suite, on aura le même théorème pour la fonction V considérée comme fonction
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de X et J^ Remarquons de plus que V a des dérivées partielles de tout ordre qui se trouvent représentées par des séries de mémo forme. Ainsi
dx
donc
ou
W/;i-H«V;„=(ar-+-/»«S
du,n .àVfn ,
Par conséquent
dx ='^""»-»' "dF ='"''"'-*•
Nous avons donc une série de même forme. Prenons maintenant les dérivées secondes
et puisque
on aura
dx'^
^u,„ = o, Ap,„ = o.
Ainsi ta /onction V(x, y) représentée par /a série, est, comme chacun de ses termes, une fonction harmonique et continue à V intérieur du cercle de rayon L.
Cette proposition est, en quelque sorte, Tinverse de celle que nous rappelions au Paragraphe précédent. Il est clair que, si dans les expressions précédentes nous remplaçons x par x — x^ et y par y — y^j nous aurons des fonctions définies dans des cercles ajant pour centre (^oj .^'o)«
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3. Reprenons une fonction harmonique V(:r, y), continue à l'inlërieur d'un cercle C de rayon R ayant l'origine pour centre. On suppose qu'on ne sache rien de la nature de la fonction sur la circonférence elle-même. Pour effectuer le développement en série <le la fonction, on doit prendre une circonférence de rayon R', moindre que R, et le développement déjà rappelé au § 1 de ce Chapitre, nous donne à l'intérieur du cercle de rayon R'
(•2) V(a?, j^) r= Ao-+- \] r^'CA/rtCosmo -4-B/„sin/n«p).
On peut se demander si ce développement est indépendant de R'. 11 est aisé de voir que A„, et B;„ ne dépendent pas de R'; soit, en effet, pourR'<R' un autre développement de V(a7, y); en faisant la différence de ces deux séries, on aurait une identité de la forme
o = «o-t- ^ /""'(«/« cosmtp -4- p,« sinmo) (r < R').
La série ordonnée suivant les puissances croissantes de r, qui figure dans le second membre, ne peut être identiquement nulle
que si
OLfn cosmç -4- p„t sin/no = o»
quel que soit çp, c'est-à-dire que a;,i= [3,»=: o, et les coefficients des deux développements supposés sont identiques. La série (a) définit donc la fonction pour tous les points intérieurs au cercle C de rayon R.
Ceci posé, prenons à l'intérieur de ce cercle un point arbitraire (Xo, y 9) autre que Torigine. Du point (^o^.Xo) comme centre, décrivons le cercle (y) tangent intérieurement au cercle C; la fonction V(a?, ^) à l'intérieur de ce cercle pourra être développée en une série de la forme
les P et Q étant des constantes.
Une remarque capitale est à faire sur celle dernière série. Son
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cercle de convergence a un rayon au moins égal à celui du cercle (y), mais il ne lui est pas nécessairement égal. Siiil F {/ig'. 3) ce cercle de convergence; supposons son rayon plus grand que
celui de (y). On voit que la fonction V(jr, y) se trouve maintenant définie dans une région où elle n'était pas déterminée par le premier développement en série, à savoir la partie ombrée dans la figure intérieure à F et extérieure à C. Ce fait est extrêmement important; on dit alors que Von a effectué le prolongement analytique de la fonction V au delà de Varc a^ de la. circonférence G (a et p désignant les points de rencontre des circonférences C et F).
On pourrait, de la même manière, chercher à eil'ectuer le prolongement analytique de la fonction au delà d^un arc de la circonférence F, et ainsi de suite, de proche en proche.
Les circonstances les plus variées peuvent se produire dans la recherche de ce prolongement analytique. On pourrait tout d'abord être arrêté dès le début, c'est-à-dire qu'il pourrait arriver que, quel que soit (^o> ^o)> '^ cercle F fût le cercle v; alors le prolongement analytique de la fonction au delà du cercle i\ est impossible. Dans d'autres cas, en prenant pour les circonférences F une succession de centres situés sur un arc de courbe joignant le point O à un point A du plan, on pourra atteindre le point A; il pourra arriver aussi qu'on n'atteigne pas ce point. Enfin, en allant du point O à ce même point A par deux chemins dillérents, on pourra ne pas trouver la même valeur à l'arrivée : la fonction prolongée présentera alors quelque singularité dans l'aire limitée par les deux chemins.
GoogI(
DÉVELOPPEMENTS KN SÉRIES. 67
t. Il est facile de citer des exemples d'une fonction ne pouvant être prolongée au delà d'un cercle C. Reprenons, en effet, Tinléf^rale de Poisson
qui définil une fonction harmonique V(jr, j^) prenant sur le cercle C de ravon R, a^ant l'origine pour centre, la succession des valeurs données par la fonction /*(•];). Si la fonction peut être prolongée au delà d'un certain arc a^ de la circonférence C, il faudra nécessairement qwe/(ij;) soit une fonction analytique de ^ sur cet arc; en effet, V(j', j^) sera alors une fonction analytique de x et r dans une certaine aire comprenant l'arc a^ à son intérieur, et comme -r et r, qui sont égaux à R cosA et R sin»]^ sur le cercle, Sont des fonctions analytiques de A, il en résulte que V(ar, y) sera une fonction analytique de 'o sur l'arc a^. Or nous pouvons prendre pour /*('}) une fonction continue qui ne soit pas une l'onction analytique de •} : telles seraient, par exemple, les fonctîonsy(^) et »(/) continues de ^= o à /== i, que nous avons considérées au Tome 1, page 'a'x. On prendrait pour la fonction actuelle y('i) la fonction
continue a lois de •!/ = o à «i = air. Elle n'admet pas la période 2 7r, mais la fonction harmonique V(^, y) n'en est pas moins bien définie dans le cercle C, et ne peut être prolongée au delà de la circonférence.
o. Nous allons faire deux remarques générales sur les fonctions harmoniques, qui nous seront plus tard utiles et où nous aurons à invoquer la notion de prolongement analytique qui vient d'être ëliidîée dans les Paragraphes précédents.
La première remarque est relative à une fonction harmonique, bien déterminée et continue dans une aire A, et que l'on suppose constante dans une aire B, intérieure à A, et d'ailleurs aussi petite qu'on vent. La fonction sera constante dans A; en effet, pour faire le prolongement analytique de l'expression en dehors de B,
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on aura à employer des séries de la forme de celles considérées au §2,
Ao -f- ^ r"« ( A,„ cos mo -hBf„s\nmo).
Tous Jes coefficients, sauf le premier, doivent être nuls, puisque pour r assez petit, correspondant à des points dans B, la fonction se réduit à une constante. En étendant donc ainsi la fonction de proche en proche, on voit qu'elle sera constante dans toute l'étendue de A.
La seconde remarque est relative aux valeurs d'une fonction harmonique U à l'intérieur d'un contour C sur lequel elle prend une succession de valeurs, lin supposant d'abord cette succession continue, soient M et m le maximum et le minimum de la fonction sur le contour. Je dis que, pour tout point à l'intérieur, on
aura
a;i < U < M (on suppose M ^ m),
chaque inégalité excluant l'égalité. La fonction ne peut évidemment prendre de valeurs supérieures à M ou inférieures à /?i, car autrement elle aurait, à l'inférieur, un maximum ou un minimum. De plus, il est impossible qu'en un point a de Tinlérieur on ait
car, si Ton décrit, autour de a comme centre, un cercle F de rayon arbitraire p, on aurait (Chap. I, § 10)
inégalité impossible, puisque, sur F, U ne peut être constamment égal à M.
Si l'on suppose que les valeurs de U sur le contour soient discontinues, comme au Chapitre I (§ 3o), désignons toujours par M et m le maximum et le minimum de ces valeurs (pour les points limites, on considérera la valeur comme double, en prenant les deux limites). Les inégalités
m < U < M subsistent, pour tout point intérieur. En eflel, quand {x^y) tend
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vers un poiut de dîscontinuilc, la valeur limite de U est comprise entre M el in (Chap. I, § 37); il n'j a donc rien à changer an raisonnement précédent.
6- Nous terminerons ces généralités en démontrant un théorème dû à M. Harnack (*). Considérons d'abord, dans un lemme préliminaire, la suite
ao, Wi, ttî, ..., Un, ...
de fonctions harmoniques à l'intérieur d'un contour G. On suppose que, sur le contour, la série
(3) Uo-hU,-t-...4-U«-h...
des valeurs de ces fonctions soit uniformément convergente. Je dis que la série
Mo -H 1/1 -t- . - . -h W« -H . . .
sera uniformément convergente à [^intérieur de Caire et représentera une fonction harmonique.
D'après la définition donnée (t. 1, p. 2 1 1 ) de la convergence uniforme, on pourra prendre n assez grand, s étant donné à l'avance, pour que, en tout point du contour, on ait, quel que soit/?,
|U«H- U«^,-h...-hU,n.p| <e.
Or, d'après les propriétés des fonctions harmoniques,
à rîntérîeur de l'aire, est inférieure au maximum de
|U«-4-U„^,-h...-+-U,,-H/i| sur le contour; il en résulte immédiatement que la série
Wo -*" Ml -»-.•.-+- M/i H- .. .
est uniformément convergente à l'intérieur de l'aire.
Montrons maintenant que cette série représente une fonction
( « ) Voir l'Ouvrage déjà cité de M. Harnack : Die Grundlagen der Théorie des iogariihmischen Potentiales, p. 67 ; 1887.
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harmonique. Nous considérons, à cet effet, une circonférence C à l'intérieur de Taire; soient
Vo, V,, ..., V„, ...
les valeurs des u sur cette circonférence. La série
(4) Vo-+-Vi-+-...-i-V„-f-...
sera évidemment uniformément convergente sur (L Prenant alors pour le cercle rinlégrale de Poisson
et appelant p^ le reste de la série (4) correspondant au rang /i, nous pourrons, pour les points de l'intérieur du cercle, écrire cette intégrale sous la forme
Or|p,i|-<e pour tous les points du contour; par conséquent, la série
wo -•- "i -^- .••-+-"/*-*-•• .
est représentée par l'intégrale (5) à l'intérieur du cercle; elle représente donc une fonction harmonique. D'ailleurs, d'après ce qui précède, il est bien évident que cette série tend vers la série des U quand {oc^ y) se rapproche d'un point du contour.
Nous pouvons maintenant démontrer le théorème suivant : Soit une série
de fonctions harmoniques toutes positives à V intérieur de Caire limitée par un contour C. Si cette série converge en un point O de ^intérieur de Caire, elle convergera en tous les points de C intérieur de Caire et représentera une fonction harmonique.
Soit V une fonction harmonique positive définie le long d'un cercle r de centre O et de ravon R ; on a
Vo - -^ / V d^.
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Pour lin point A de l'intérieur du cercle, on a
AM
en désîg;nanl par /-la dislance OA, et AM représentant la distance de A au point variable M correspondant à Tangle i sur la circonférence. Il est clair que
Donc, puisque les V sont positifs,
Ceci dît, décrivons, du point Ode l'énoncé précédent, un cercle qui soit intérieur à Taire, la série
«oH- wi-»-. . .-h M«-h. . .
convergera pour loul point intérieur à ce cercle. On a, en effet, quels que soient les entiers n et m,
les M® et les u^ désignant, d'une manière générale, les valeurs de u en O et en A. La série convergente pour le point O convergera donc pour le point A. Il est évident qu'elle convergera uniformément sur toute circonférence intérieure à la circonférence primitivement tracée; d'après le lemme, elle représente, à l'intérieur de celle-là, une l'onction harntoni(jue. En allant de proche en proche, on peut atteindre, en considérant une suite de circonférences, tout point de l'intérieur de Taire, et le théorème se trouve, par suite, établi. On remarquera que la série sera uniformément convergente à l'intérieur de toute aire comprise dans l'aire que limite O et n'ayant aucun point commun avec cette courbe.
II. — Fonctions harmoniques à llnâiii. Problème de Dirichlet pour l'extérieur d'une aire.
7. Nous avons toujours considéré, jusqu'ici, des fonctions harmoniques pour des valeurs finies de x ety. On étudiera les fonctions harmoniques dans le cas où le point (x, y") s'éloignera indéfiniment, en s'appuyant sur la propriété suivante de la transformation par rayons vecteurs réciproques. On sait que cette transformation, quand Torigine .est le centre de la transformation, s'exprime analyliquement par les formules
X = —r ri Y = -- — =^ ik étant une constante),
ou les formules équivalentes
X»H-Y«' -^ XÎ-+-Y* Ceci posé, si^i^x^y) désigne une fonction harmonique,
\x^-^y^ x^-^-y^J sera encore une fonction harmonique.
Ce théorème, que vérifierait immédiatement un calcul direct, peut encore s'établir en se rappelant (t. 1, p. 456) que, si la transformation
conserve les angles, Téquation
dx^ "^ ày^ "" ^ devient, après le changement de variables,
Jxt^Jy^=^-
Du théorème précédent, ou conclut que l'étude de la fonction harmonique V(a', y)^ pour de grandes valeurs de x et dej^, re-
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vient à Tëtude de la fonciion harmonique de X et Y,
\^X*-h Y» X*H-YV' dans le voisinage de X = o, Y = o.
8. Nous pouvons définir mainlenanl ce qu'on doit entendre par fonction harmonique régu/ière à Vinjini, Soit une fonciion harmonique V(j:,y), uniforme et continue à Textérieur d'un cercle F avant Torigine pour centre, pour toute valeur finie de x et y. En faisant la transformation précédente, nous avons à considérer la fonction
(7) ^^^'^'^^ = ^(xrrY-«'xr:rTO*
W(X, Y) est une fonction harmonique, bien déterminée et continue, pour tous les points (X, Y) de l'intérieur du cercle F' transformé de F par rajons vecteurs réciproques, sauf peut-être pour l'origine X = o, Y = o. Si ce dernier point est aussi un point ordinaire pour la fonction W(X, Y), on dira que la fonction V(^, y^ est régulière à V infini.
Indiquons une forme remarquable pour le développement de V'(ar, y) à l'extérieur de F. Nous avons vu qu'à l'intérieur de F' on a, pour W(X, Y),
tv,„(X, Y) désignant un polynôme harmonique homogène et de degré m en X et Y. On a, par suite,
m = to m= 0
^'m{^^ y) désignant un polynôme harmonique, homogène et de degré m en x ely.
Cette forme de développement à l'extérieur d'un cercle est d'ailleurs caractéristique pour une fonction régulière à l'infini, car on remonte immédiatement du développement (9) au développement (8).
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9. Posons-nous maintenant le problème de Dirichlet pour la partie du plan extérieur à un contour donné C. L'énoncé sera alors le suivant :
Trouver une fonction harmonique, continue et uniforme dans l'espace extérieur à C, régulière à Vinfiniy et prenant sur G une succession donnée de valeurs,
(^e problème se ramène immédiatement au cas du problème relatif à l'intérieur d'une aire. Transformons, en effet, la figure par ravons vecteurs réciproques, en prenant pour centre de transformation un point intérieur à C. Le contour C se transformera en un contour C, et la fonction que nous cherchons V(x,j') deviendra une fonction W(X, Y), uniforme et continue pour tous les points intérieurs à G' et prenant sur G' la succession donnée de valeurs. Le problème extérieur est donc ramené au problème intérieur, et l'on voit bien que c'est l'hypothèse faite, que la fonction V(j:,j^)est régulière à l'infini, qui nous permet d'affirmer que la fonction W(X, Y) n'a pas le point X = o, Y == o comme point singulier.
10. Dans le cas de l'espace, nous n'avons pas parlé au Tome I du problème extérieur. Il y a, à cet égard, une grande différence entre le cas du plan et celui de l'espace, et l'on se tromperait gravement en posant le problème de la même manière dans les deux, cas.
Gonsidérons encore la transformation par rayons vecteurs réciproques
A = — : \ j 1 = — : '- 7 > iii =
On peut vérifier avec Sir William Thomson (*), que, si la fonction V(^, y^ z) est harmonique, la fonction
^""^ ^-^i^yt^^i \x^^y^-^z^' x^'^y^--^z^-' x^^y^^z^j
sera encore une fonction harmonique. G'est ce que vérifie sans difficulté un calcul direct.
(') Journal de Liouville, l. \ll (extraits de Lettres adressées à M. Liouviile).
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Il en résulte qu'une fonction V(x, j^, 5) harmonique et continue dans le voisinage de l'origine conduit, au moyen de l'expression (10), à une fonction harmonique bien déterminée, quand le point (x, y^ z) est suffisamment éloigné de l'origine, et qui s'annule à l'infini.
Cette remarque montre immédiatement comment le problème extérieur doit être posé dans le cas de l'espace. Ce problème consiste à trouver une fonction harmonique continue à l'extérieur d'une surface, prenant sur cette surface des valeurs données et s'annulent à l'infini.
m. — Développement en série des fonctions analytiques d'une variable complexe. Théorème de Cauchy. Fonctions élémentaires.
11. Les séries ordonnées suivant les puissances entières et croissantes d'une variable
jouent dans la théorie des fonctions analytiques un rôle essentiel. Nous avons déjà fait leur étude (t. I, p. 219) quand le coefificient a et la variable z sont réels. Il y a simplement à remplacer le mot valeur absolue par module pour avoir le théorème suivant entièrement analogue à celui qui a été démontré (t. I, p. 219).
S^i, pour une valeur s© de 5, on a, quel que soit n,
M étant un nombre fixe, la série sera convergente pour toute valeur de z de module inférieur à | x;©!-
En particulier, si la série converge pour une valeur ^0» elle convergera pour toutes les valeurs de z de module moindre. Il en résulte que la courbe séparant les parties du plan où la série converge de celles où la série diverge ne peut être qu'une circonférence ayant son centre à l'origine. Ce cercle est ce qu'on appelle le cercle de convergence de la série.
12. Et d'abord il est essentiel de montrer que la série précé- P. — II. 5
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dente est bien une fonclion analytique de la variable complexe z. En efiel, elle rentre dans les séries que nous venons d'étudier. Pour le voir, posons
a,i= aa-^ iàn, 5" = /-'(cos/iO -h i sin/i6), la série (i i) devient
>^r'»(artCos/iO — 6„sin/i0)-+- t ^r«(6«cos/iO -+- a» sin/i6).
Soit ( — L, + L) le domaine de convergence commun aux deux séries
(1-2) 2 ««'•'* et ^bnr'^.
Le cercle de convergence de la série (11) sera le cercle de rayon L. En effet, pour une valeur de r supérieure à L, Tune au moins des deux sériées (12) est divergente. Or, pour 9 = o, la série (11) se réduit à
Le rayon de son cercle de convergence ne peut donc dépasser L. Ceci posé, les propriétés de la fonction définie par la série (i i) à l'intérieur du cercle de rayon L résultent immédiatement des propriétés établies au § 2. Cette fonction peut s'écrire
^(anUn— bn Vu ) "H « ^ ^« "" "^ ^" *"« )*
C'est une fonction analytique de 5, car
puisque
àu„ ___ ôv^ àUn __ _ dVn
ôx à y dy ~~ àx
Il résulte encore, des règles de dérivation établies (§ 2), que la série (1 1) a une dérivée qui sera représentée par la série
DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES. 6j
d'où Ton conclut encore Texislence des dérivées de tout ordre à rinlérîeur du cercle de convergence.
13. Nous venons de voir qu'une série telle que(i i) représente, à l'intérieur de son cercle de convergence, une fonction analytique uniforme et continue. Nous allons maintenant établir la réciproque, qui constitue un théorème fondamental dû à Cauchy et qui s'énonce de la manière suivante :
Si une fonction analytique /(z) est uni/orme et continue à teinté rieur d'un cercle ayant V origine pour centre, on peut, à r intérieur de ce cercle, la représenter par une série ordonnée suivant les puissances entières et croissantes de la variable z.
Soit
f{z) = a-h tV.
D'après le théorème établi pour les fonctions harmoniques, on a
Or, ridenlilé
du ^ àif dx ~~ dy
est ici satisfaite; elle nous donne
ou encore
ce qui exige que
Si donc nous formons/(-s), il vient
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puisque
Ufti -H iv,n = '•"* ( cos m <p -h i sin m cp ) = z'«.
Le développement (i3) constitue le théorème de Cauchy. Si, au lieu d'avoir l'origine pour centre, le cercle avait son centre en a, la série procéderait suivant les puissances croissantes de z — a. On aurait ainsi le développement
convergent à l'intérieur d'un certain cercle ayant pour centre a. C'est la formule de Taylor, car, en différentiant m fois d'après la règle du § 12, et faisant :; = a, on a
Faisons, à propos de ce développement, une remarque qui nous sera utile dans la buite. Soient (C) {fig- 4) '^ cercle de con-
vergence de la fonction /(^), z Ql z -\- h deux, points à l'intérieur de ce cercle. Considérons la différence
dans laquelle nous supposons z fixe et II variable. Ce sera encore une fonction analytique de h qui sera certainement développable en une série convergente si le point z -\- h est à l'intérieur du cercle (y), ayant pour centre le point z et tangent intérieurement au cercle de convergence (C). On aura donc, pour tout point z -\- h intérieur au cercle (y).
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Cette série est toujours convergente dans le cercle y, et nous verrons que, dans bien des cas, elle peut converger au delà.
14. Donnons quelques applications des généralités qui précèdent, et proposons-nous tout d'abord le problème suivant :
Trouver une série ordonnée suivant les puissances croissantes de z
satisfaisant à la condition
La série considérée est convergente à Tinlérieur d'un certain cercle (R), dans lequel nous supposons situés le point z et le point t] nous prenons, en outre, le point t tel que
c'est-à-dire de manière que f{^-\' t) soit certainement développable suivant les puissances de t.
On devra avoir alors l'identité
(«0 -H a, ^ +. . .-^ a,;,r'«-h . . .)/(-) d'où l'on conclut les égalités
«0=1, OL,nAz)= ; ' ^f^'"Kz) (/'*=1,2, ...),
et, en changeant m en m — i , et dérivant,
On en déduit la relation récurrente
et, par suite,
GoogI(
La série jouissant de la propriété demandée sera donc, si elle existe, de la forme
On vérifie immédiatement qu'elle est convergente dans tout le plan, c'est-à-dire que son rajon de convergence est infini, et elle est bien telle que
15. La série précédente, dans le cas où a et 5 sont réels, représente e**. Faisons, en particulier, a=:i, nous obtenons la série
que nous prenons comme définition de e^ quand z est une quantité complexe, et il y a bien accord avec les résultats connus. On a, quels que soient z et /,
La fonction e^ est uniforme et continue dans tout le plan; sa dérivée est la fonction e^ elle-même.
16. De même qu'on définit e* par une série, pareillement, lorsque z sera imaginaire, cos>3etsin2 seront définis par les séries
COS5 == I
sin5 =
ss
Le rayon de convergence de ces séries est infini. La dérivée de sinz est COS5, et la dérivée de cos5 est — sin^.
Les trois transcendantes e^, cosz, sin^ ne forment pas trois transcendantes distinctes. C'est un résultat bien connu dû à Euler, et que je ne ferai que rappeler. En remplaçant z par zi dans e^, on obtient immédiatement les relations suivantes
e^^ = cos^ -+- i si 115, c-s'= cos-5 — i sin^,
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d'où Ton conclut
ezi^ e-zi
cos-5 = ,
ezi—e-zi
Il est facile ensuite de vérifier les formules fondamentales
cos(2 -h t)=. cos-3 cos^ — sinz sin^,
sin {z-\-t)-= sin z co%t -+- sin t cos>5,
I = cos*zH-sin*-5.
17. Une conséquence des formules d'Euler sur laquelle j'insisterai un peu plus est relative à la périodicité de/(>3).
D'une manière générale, on dit qu'une fonction uniforme d'une variable complexe z est périodique s'il existe une constante a telle qu'on ail
et cela quelle que soit la valeur attribuée à la variable z, La fonction e^ admet la période ^Tzi\ on a, en effet,
L*addition d'une demi-période Ta change e* en — e^
Terminons en rappelant que, si a et 6 sont réels, on a
^a-^/t -- ea(cos6 -h /sin 6),
et que, par suite, le module de e**"*"'* est e^^ et que son argument est 6 à un multiple près de 2?:.
18. La notion de Textension analytique d'une fonction représentée par une série entière
/(5) = ao-H a, a-f-...-Ha««"-f-...
repose sur la même idée que pour les fonctions harmoniques (§ 3). Soit ( /ig- 3) (C) le cercle de convergence de la série précédente. Si l'on considère le point (^o^jKo)) on pourra, dans le voi-
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sinage de ce point, développer la fonclioD suivant les puissances de (z — a), (a = Xo-h iyo)-, et nous avons vu que ce développement était certainement possible, du moment que le point z élait
à Tintérieur du cercle (y) décrit du point (a) comme centre, tangent intérieurement au cercle de convergence (C). Mais il se peut que le cercle de convergence (T) de la nouvelle série
soit plus grand que (y) et sorte du cercle (C). On aura réalisé alors l'extension analytique de la fonction le long de l'arc aj3. C'est ce qui arrive d'ailleurs pour la plupart des fonctions. Considérons, par exemple, la série
Elle est convergenle pour |;;|<.i et divergente pour |5|>i; donc son cercle de convergence est le cercle de rayon un décrit de l'origine comme centre. A l'intérieur de ce cercle, la série
représente la fonction
Effectuons le développement de celte fonction, autour d'un point a intérieur au cercle C, par la formule de Tajlor ; on obtient
\ — z ■{ — al I — a \\ — a / \ v — a / \
La série entre crochets est convergente pour
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c'est-à-dire lorsque z sera à l'intérieur d'un cercle (F) décrit du point a comme centre avec un rayon a B égal à 1 1 — « |. Le point z pourra donc sorlir du cercle (C) {Jig' (3), et, en continuant de
proche en proche, on effectuera successivement le prolongement analytique de la fonction sur tout le plan.
Voici maintenant un exemple simple d'une fonction analytique ne pouvant être étendue au delà de la circonférence de convergence. 11 est dû à M. Weierstrass.
Considérons la série
h désignant un nombre positif et c un entier positif.
Cette série est convergente à Tintérieur du cercle de rayon un et elle converge sur le cercle lui-même si 6 < i; elle diverge, au contraire, à Texlérieurde ce cercle, puisque le rapport d'un terme au précédent étant
augmente indéHniment si | w | >> i .
Le cercle de rayon un est donc le cercle de convergence de la série précédente. M. Weierstrass a montré que la fonction ne pouvait pas être étendue analytiquement au delà de ce cercle. Voici une démonstration très simple de ce théorème que Ton trouve dans la Thèse de M. Hadamard. Nous allons montrer que, si l'extension analytique de la fonction est possible le long d'un arc déterminé a^ de la circonférence de rayon a/i, elle est possible pour tout arc de la circonférence. En effet, remplaçons, dans
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la série, z par
ze ''•
k et h étant des enliers positifs; la série ne changera pas à partir du rang A. Or on peut prendre k et h assez grand pour que
-^ soit aussi voisin que l'on voudra de tout nombre positif; par
suile, au point z de la circonférence correspond, par cette transformation, un point aussi voisin que l'on veut de tout point de la circonférence. Si donc la fonction peut s'étendre le long d'un arc, si petit qu'il soit, de la circonférence, V extension sera possible pour la circonférence tout entière. Mais alors la fonction serait certainement uniforme et continue à Tintérieur d'un cercle de rayon plus grand que un; la série devrait converger à l'extérieur de son cercle de convergence, ce qui est absurde.
Dans l'exemple précédent, la série dont l'extension est impossible est convergente sur sa circonférence de convergence si 6 a un module inférieur à un y mais la série des dérivées des termes successifs ne converge pas. M. Freedholm a indiqué un exemple très simple dans lequel la série et toutes ses dérivées sont convergentes sur le cercle de convergence, el où l'extension est d'ailleurs impossible. Cet exemple est fourni par la série très simple
OÙ a est une quantité positive inférieure à l'unité. Le cercle de convergence de celte série est le cercle de rayon un; la série et toutes ses dérivées convergent sur ce cercle. Je me bornerai à affirmer que cette fonction ne peut s'étendre au delà du cercle de rayon un, renvoyant, pour la démonslralion, à la Note de M. Freedholm (*).
Un résultat très général dans cet ordre d'idées a été obtenu par M. Borel (•^), qui a montré que la série
(') Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, a4 mars 1890. (') E. Borel, Journal de Mathématiques, 1896.
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dans laquelle les exposants c„ sont des entiers croissants et les coejficients an des nombres quelconques, ne peut être prolongée au delà de son cercle de convergence si le rapport
est, à partir d*un certain rang, supérieur à un nombre fixe.
Ce ihëorème est évidemment applicable à la série de M. Freedliolm. La considération de certains produits convergents et de divers développements en séries nous permettra bientôt d'indiquer d'autres exemples de fondions holomorphes dans un cercle et ne pouvant être prolongés au delà de ce cercle.
19- Nous avons fait connaître (T. 1, p. aSi) un théorème de Cauchj et de M. Hadamard relatif au domaine de convergence d'une série entière. Il n'y a qu'à remplacer les valeurs absolues par les modules pour avoir une proposition applicable aux séries que nous étudions maintenant. Soit donc une série entière
(i5) ao-+- «i-s H-. . .4- a/j^^-T-
Nous envisageons la suite à termes positifs
|ai|» /|«i|, ..., V|«m|,
Si cette suite contient des termes augmentant indéfiniment, la série donnée n'est jamais convergente, sauf pour 5 = 0. Car il existera toujours des valeurs de m en nombre infini pour chacune desquelles on aura
et le terme correspondant a^z"*^ ayant un module supérieur à un^ la série ne pourra être convergente. Tous les termes de la suite précédente restant compris entre deux quantités fixes, nous pouvons définir un nombre a correspondant à celte suite (T. I, p. 232), et, par conséquent, le rayon du cercle de convergence
sera égal à -•
Un cas particulier intéressant est celui où a = o. Puisque,
d'après la dénnition même de a, on peul, élanl donné s aussi petit qu'on voudra, déterminer m assez grand pour que tous les termes de la suite à partir du rang m soient inférieurs à a-|- e, il en résulte que \^\ a m \ aura zéro pour limite, et nous pouvons énoncer le théorème suivant : La condition nécessaire et suffis santé pour que le rayon du cercle de convergence de la série (1 5) soit infini est
lim Vl «/« I = o-
20. L'étude de la série (1 5), sur son cercle de convergence, présente de grandes difficultés. On trouvera, sur ce sujet, d'intéressantes propositions générales dans la Thèse de M. Hadamard (^), qui s'est proposé de trouver les points singuliers de la fonction sur son cercle de convergence. Dans son Mémoire sur la théorie générale des séries (^), M. O. Bonnet a utilisé autrefois les rapports entre la théorie des séries entières et celle des séries trigonométriques; citons encore le beau Mémoire de M. Darboux (') sur l'approximation des fonctions de grands nombres où la nature des points singuliers supposés connus sur le cercle de convergence est utilisée pour la recherche d'une valeur approchée des coeffîcients.
Nous nous bornerons à renvoyer à ces Mémoires, et nous nous contenterons de montrer comment le théorème démontré (T. I, p. 221), dans le cas où les coefficients et la variable sont réels, peut être étendu au cas actuel.
Soit Zo un point du cercle de convergence, et supposons que la série (i5) converge pour 5 = Zq\ on peut déduire immédiatement, comme l'a fait Abel, du théorème cité, que la limite des valeurs que prend la série quand ;; tend vers Zq^ en suivant le rayon allant de Vorigine au point z^^ est égale à la valeur même de la série pour z = ^o« Mais, comme nous l'allons voir, on peut aller
(') Essai sur l'étude des fonctions données par leur développement de Taylor {Journal de Mat/iématiques, 1892).
(») Mémoire sur la théorie générale des séries {Mémoires des Savants étrangers publiés par l'Académie de Belgique, t.XXIII).
(') Mémoire sur l'approximation des fonctions de très grands nombres {Journal de Liouville, 1877 ).
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UD peu plus loin en montrant que le théorème subsiste, quand z (restant bien entendu à l'intérieur du cercle) tend vers -3 o suivant une courbe qui n'est pas tangente en Zq au cercle de convergence. Il n'y a d'ailleurs presque rien à changer au raisonnement d'Abel. Nous supposerons, comme il est évidemment permis, grâce à une rotation préalable d'axes, que Zq est réel et positif.
La série
ao -h rti >5 -f- . . . -h a« s" -h . . .
étant convergente pour z-=Zq^ on peut prendre n assez grand pour que les sommes suivantes
Sp=anZ'l+,
aient, quel que soit /?, leur module compris enlre — e et -h e, e étant une quantité donnée à l'avance aussi petite que Ton voudra. Ceci posé, on peut écrire
-an'-r.][-'*(#>--'-(r.rV"ar
On aura, par conséquent, en posant
: p, I — — = r(cosa-f- e sina),
et remarquant que p est inférieur à e//i,
or, quand z tend vers Sq, r tend vers zéro et p tend vers l'unité, et, comme on a
p»= (i — rcosa)2-+- r^ sin'a = i — ar cosa -H r^ ,
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il en résulte
I — p 1 cosa — r
Or l'angle a représente l'angle fait par la droite {zZq) avec le rayon allant en ^o; donc, d'après Thypothèse faite, cosa ne tend
pas vers zéro, par suite reste fini. La démonstration s'achève
maintenant bien aisément. Il résulte de l'inégalité ci-dessus que le reste de la série, correspondant au rang n, sera, quel que soit 5, de module moindre que Me, M étant un nombre fixe. D'autre part, la somme des n premiers termes, étant un polynôme, est une fonction continue de 5; si donc :; est suffisamment voisin de 5o, la différence des valeurs de ce polynôme en z et en Zo aura un module moindre que e. Les deux séries pour z et Zq différeront donc d'une quantité dont le module n'atteindra pas
ce qui revient à dire, puisque e est une quantité donnée à l'avance aussi petite qu'on voudra, que la limite des valeurs de la série, quand z tend vers Zq^ est égale à la valeur môme de la série pour
21. Examinons, comme exemple de l'étude d'une série sur son cercle de convergence, le cas particulier assez étendu suivant : On suppose que, dans la série entière
«0 -H 3ti 5 -f- as 3' -+- . . . -h art-3"-f-. . ., les coefficients a©, a,, . .•, a„, ... soient tous réels, positifs, et aillent en décroissant, que la limite de -^^ soit l'unité, et la
limite de a«, zéro.
Remarquons de suite que, si la série était à terme alternativement positifs et négatifs et que, si les coefficients satisfaisaient en valeur absolue aux conditions précédentes, il suffirait de changer 5 en — z pour obtenir une série à termes positifs de la nature de celles que nous avons en vue.
Le rayon de convergence de la série précédente est évidemment
V unité, puisque la limite de 5^^^* 3 est z.
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Cela élant, nous allons démontrer que : La série entière considérée est convergente pour tous les points du cercle de convergence, sauf peut-être pour le point c = i .
Pour un point quelconque du cercle de convergence (R = i), on a
z = cos6 -h /sin 0.
La série que nous avons à étudier est donc de la forme, en séparant la partie réelle et la partie imaginaire,
A -h t B •= ao -f- aicosô -+- a2cos>-0 -h. . .4- a„cosAi6 -f-, . . H- e[xisin6 -f- ajsin -iO -f-. . .-h a^sin /i8 -h. . .].
Or nous avons vu (t. I, p. 25 1) que les deux séries A et 6 étaient convergentes pour toutes les valeurs de 9, sauf peut-être pour 9 = ikTZ] notre proposition est donc démontrée.
22. Deux séries importantes rentrent dans le type précédent. Considérons d'abord la série
Lorsque z est réel et compris entre — i et -f- i, elle représente log(i -4- z). Ses coefficients satisfont aux conditions précédentes : le rayon de son cercle de convergence est un et elle est convergente pour tous les points de ce cercle, sauf peut-être pour le point 5 =: — I qu'il y a lieu de considérer en particulier. En ce point on a la série harmonique qui est divergente.
23. Considérons en second lieu la série m m {m — i) m{m — \),, Am — n-hi)
dans laquelle nous supposerons m réel. Cette série représente (i-h^)'" lorsque z est réel et compris entre — i et -f- i : son cercle de convergence a pour rayon l'unité.
Cherchons dans quel cas la série des coefficients
m{m'—\) /n ( m — I ) . . . ( /n — /i -«- I ) i-h/nH î^ ' -4-... H ^ î^ -+-...
satisfait aux conditions précédentes.
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8o CHAPITRE II. — DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES.
Nous avons déjà étudié celte série (t. 1, p. 222).
Si /n -4- I < o, les coefficients iront certainement en croissant à partir d'une certaine limite. On ne peut donc pas appliquer à la série (16) les conclusions qui précèdent. Elle sera divergente sur lout le cercle de convergence.
Si au contraire on a m -f- 1 !> «, la série des coefficients est convergente, et ses trrmes à partir d'une valeur suffisamment grande de m seront alternativement positifs et négatifs. La série proposée (16) est donc convergente sur tout le cercle de convergence, sauf peut-être pour le point 5 = — 1. En ce point même elle sera convergente si m est positif.
On trouvera des exemples plus étendus dans le Mémoire de M. Weierstrass [ Ueber die Théorie der analytisclien Facultàten {Journal de Cretle^ Band ol)].
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DE LA MÉTHODE ALTERNÉE. Si
DE LA MÉTHODE ALTERNÉE
Procédé alterné de M. Schwarz.
l. GoiTime nous l'avons dit (Cliap. 1, § 30), on peul, dans des cas étendus, passer, pour le problème de Dirichlel, d'un contour convexe à un contour plus compliqué. C'est ce qu'a montré M- Schwarz en faisant usage d'une méthode que nous allons exposer (*).
Un lemme préliminaire nous sera nécessaire. Étant donné un
contour aCbG et une courbe adb rencontrant le contour en a et b sans lui être tangent, nous avons considéré {Jig» 7) la fonc-
fC)
lion u harmonique prenant sur aCb la valeur zéro et sur aC b la valeur un. Nous avons vu que cette fonction tend vers une quantité comprise entre 5e>o et un quand (^, y) tend vers a ou 6 sur la
courbe adb. D'autre part (Chap. II, § 0), pour tout point de l'intérieur de Taire, u n'atteint pas la valeur un\ il en résulte que la
(») Schwarz, Monatsberichte, 1S70, et Œuvres complètes, t. II, p. 157. Voir aussi une Lettre du même auteur à M. Klein {Œuvres complètes^ t. II, p. 3o3) P. — U. 6
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fonclion sur l'arc adb est inférieure à un nombre q plus petit que un. Nous avons donc
u<,q (sur Tare aû?6),
q étant plus petit que Tunité.
De cette remarque, on déduit une conséquence qui va jouer, dans la suite, un rôle fondamental. Désignons par v une fonction harmonique, prenant sur aC6 la valeur zéro et sur aC b des valeurs dont le module (valeur absolue) ne dépasse pas ff. La fonction
sera nulle sur aCb et positive sur aC'b, Donc, pour tout point de l'intérieur de l'aire
mais nous pouvons écrire celte inégalité sous la forme
et, puisque sur adb, u<Ciq^ il faut nécessairement que
^ -^ /Ç"^ > o (surarfô).
De même, on a
— gu -f- p < o
à l'intérieur de l'aire, et l'on en conclut
^f — gq<o (sur adb).
On a donc, sur l'arc adb^
l^Kê^q-
c'est l'inégalité fondamentale que nous voulions obtenir.
2. Nous abordons maintenant l'étude du procédé alterné de M. Scliwarz, et, pour plus de netteté dans l'exposition, plaçonsnous dans les circonstances les plus simples.
Nous considérons deux contours limitant deux aires qui ont une partie commune. Appelons a la portion du premier contour extérieure au second, et a la portion intérieure à ce second contour. De même 6 et ^ désigneront respectivement les portions du
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second contour extérieure et intérieure au premier. On suppose que Ton sache résoudre le problème de Dirichlet pour le contour (a a) et pour le contour (bp); nous allons montrer qu'on pourra résoudre le problème pour le contour (ab).
Nous supposons donnée une succession continue de valeurs sur
(ab); on désignera par g le maximum de leur valeur absolue. D'autre part, à Tare ^ considéré par rapport au contour (a a), correspond un nombre plus petit que un^ d'après le paragraphe précédent, et de même pour Tare a considéré par rapport au contour (6^) correspond un autre nombre plus petit que l'unité; soit q le plus grand de ces deux nombres.
Formons une (onction iiarmonique Ui défînie dans le contour (aa)y prenant sur a la succession donnée de valeurs et sur a une succession continue de valeurs uniquement assujettie à la condition de prendre en m et n les mêmes valeurs que la première. Cette fonction aura certaines valeurs sur j3. Nous formons alors une fonction t^i définie dans (6^), prenant sur b la succession donnée de valeurs et sur p les mêmes valeurs que Ui. La fonction i'i prend certaines valeurs sur a; on formera une fonction «a, définie dans (aa), prenant sur a la succession donnée de valeurs et sur a les mêmes valeurs que t^i et Ton continue ainsi indéfiniment. On obtient, de cette manière, deux suites de fonctions
définies respectivement dans (aa) et dans (b^). Les u prennent sur a les valeurs données et les v prennent aussi sur b les valeurs données; Ua et i>, prennent les mêmes valeurs sur ^, tandis que Un et i^,i-i prennent les mêmes valeurs sur a : c'est ce que nous
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indiquons, pour plus de facilité dans la suite des raisonnements, par les flèches placées à gauche des deux suites. Nous allons établir le théorème suivant :
Les fonctions UnCt v» fendent chacune vers une limite quand n augmente indéfiniment. Ces limites représentent deux fonctions harmoniques qui coïncident dans l'aire comprise entre a et },
Remarquons que
f/3 — Ui~ v^ — t'i (sur l'arc a ).
Or, K'2 — V\ est nul sur 6, et Ton a
(ij — pj — Mj— «1 (sur l'arc p).
Donc, sur Tare a, | c'a — ^\ \ est moindre que le maximum de I «2— W| I sur p multiplié par q. Si, d'autre part, on remarque que «2 — Ui s'annule sur </, on voit que le maximum de 1 1/2 — Wi | sur ^ sera moindre que le maximum de | ^/o — '^1 | sur a, multiplié par q\ on aura donc, d'après ces inégalités successives,
I iH— "s I < ^*.( maximum de| Wj— m ,| ) (sur l'arc a;.
Le raisonnement est général; on a, de même,
I Un — W/i-1 I C q^'i maximum de | Un-\ — ««-j |) (sur l'arc a).
Si donc Ton pose : maximum de ] Ma — Ui\=^ g sur l'arc a, on aura
I Un -Un-x I < g^^»-^^g (sur l'arc a). Or
l/« = Ml -r- ( Mî— Ml ) -^- . . . -r- ( M„— M«_, ).
11 en résulte que u,t tend vers une limite déterminée en tous les points de Tare a; de plus, pour tous ces points, u,t tend uniformément vers sa limite.
La série
M, -f ( Mi — M, )-+-...-+-( M« — Un-i ) -r- . . .
formée avec des fonctions harmoniques, étant uniformément convergente sur le contour (a, a), est donc convergente à l'intérieur de ce contour, d'après le théorème de M. Harnack (Chap. II, § 6), et
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représente une fonction harmonique que nous désignerons par w. La ronclion ii prend sur a la succession donnée des valeurs. Des raisonnements tout semblables montrent que Vn a pour limite une fonction harmonique t^, définie pour le contour (6 [3), et prenant sur b les valeurs données. Or, sur p, u,i = p„ et sur a, u,, = v„_i. Par conséquent, sur l'arc a et sur l'arc ^, on a
Ces deux fonctions harmoniques, prenant la même succession continue de valeurs sur les arcs a et ^, coïncident nécessairement dans l'aire limitée par ces deux courbes. Une conséquence immédiate en découle; la fonction v est le prolongement analj'tique de la fonction u au delà de l'arc a. L'ensemble des deux fonctions u et V sert donc à définir une même fonction harmonique à l'intérieur de l'aire limitée par a el b; k l'intérieur de la courbe (aa), on se servira de u pour avoir la valeur de cette fonction, et l'on se servira de (^ pour avoir sa valeur à l'intérieur de la courbe (b^). L'unique fonction ainsi définie prend sur a et 6 la succession donnée de valeurs, et le problème de Dirichlet est^ par suite, résolu pour l'aire limitée par ces deux courbes.
3. Nous nous sommes placé, dans l'exposé précédent, dans des circonstances particulièrement simples. Les deux courbes considérées avaient seulement deux points communs m et p. D'autres cas pourraient se présenter, un peu plus compliqués, mais où la méthode s'appliquerait pour ainsi dire sans modification. Ainsi, par exemple ( /ig. 9), dans le cas où les deux courbes auraient
quatre points communs /n, /i, /?, 9, si l'on sait résoudre le problème de Dirichlet pour chacune des deux courbes, on pourra le résoudre pour la courbe extérieure à chacune des deux aires considérées. Les arcs appelés, tout à l'heure, a et 3 seront ici formés
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chacun de deux arcs distincts, ce qui n'entraîne aucune difi^rence dans la suite des raisonnements.
Indiquons encore un cas un peu dîHerent où Ton pourrait employer le procédé alterné. Je suppose que Ton sache résoudre le problème de Dirichlet pour toute aire limitée par un seul contour; nous voulons montrer que le procédé alterné permet de le résoudre pour une aire limitée par un nombre quelconque de contours. Il suffîra de considérer une aire limitée par deux contours C et CJ {/ig- lo).
Nous traçons deux courbes m/i, pq ne se coupant pas et reliant,
Fig. 10.
l'une et l'autre, un point de C à un point de C. Si Ton considère la courbe mn comme une courbe ayant deux bords, on peut dire que les courbes C, C et mn limitent une aire A, et, par hypothèse, on sait résoudre le problème de Dirichlet pour une telle aire. De la même manière, la cowrhe pq avec les courbes C et C limitera aussi une aire B qui n'a qu'un contour. Ceci posé, donnons-nous sur les deux bords de mn une succession continue, d'ailleurs arbitraire, de valeurs; nous supposons seulement que ces valeurs, en m et /{, coïncident avec les valeurs données sur C et C. On résoudra le problème de Dirichlet, pour l'aire A, en prenant ces valeurs sur mn et les valeurs données sur C et C; on obtiendra ainsi une fonction u^ prenant certaines valeurs sur pq. Considérant alors l'aire B, nous résolvons |)Our celte aire le problème de Dirichlet, en prenant sur C et C'ies valeurs données, et sur les deux bords de pq les valeurs de U\ ; on obtient ainsi la fonction v^. On continue ainsi indéfiniment, en considérant alternativement les aires A et B. Les fonctions u,i et Vn ont respectivement deux limites u et p, qui prennent les mêmes valeurs le long de mn et le long de pq. Les deux fonctions u eiv coïncident donc pour tous les points de l'aire limitée par C et C^
Les valeurs de w, de part et d'autre de /w/i, pourraient n'être
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pas le prolongement analytique les unes des autres, et, pour la
fonction t^, la coupure pourrait être pq. Mais, puisque m = ç' en
tous les points de l'aire, il s'ensuit que ni mn^ ni pq ne sont des
coupures et que la fonction représentée par u ou par v résout le
problème de Dirichlet pour l'aire limitée par C et C.
Quant à la démonstration des résultats précédents, ils résultent
de ce que le lemme § 1 est ici applicable. Si l'on considère uoe
fonction définie dans Taire Â, prenant sur C et Çl la valeur zéro
et sur les deux bords de mn la valeur c//i, on aura évidemment, en
lous les points de pq^
q étant inférieur à l'unité, et c'est cette remarque qui a joué le rôle essentiel dans l'exposition de la méthode alternée.
4. Faisons une application importante du procédé alterné. Nous avons démontré plus haut la possibilité de résoudre le problème de Dirichlet pour tout polygone convexe, à l'exclusion seulement du quadrilatère et du triangle. Tl est clair que le procédé alterné nous permet de considérer ces deux cas. Soit, en effet, le triangle abc {fig^ 1 1). Nous pouvons tracer le pentagone ca^y^
Fig. II.
et le pentagone ab-^'^'cL^, Pour ces deux pentagones, on peut résoudre le problème, et par suite le procédé alterné nous conduira, en prenant ces deux polygones, au triangle abc.
Montrons maintenant que le problème pourra être résolu pour tout polygone, qu'il soit ou non convexe. 11 suffira de prendre le quadrilatère concave abcd {Jig. 12); en prolongeant ad et de nous avons les deux triangles aba' et bcd', et, par suite, nous pouvons passer, à l'aide de ces deux triangles, au quadrilatère abcd.
GoogI(
CHAPITRE III. — DE LA MÉTHODE ALTERNÉE
Il est inutile d'insister pour montrer que, dans un polygone ayant un certain nombre n d'angles rentrants, on peut résoudre le pro-
Fig. 12.
blême si Ton suppose qu'il ait été résolu pour un polygone ayant seulement n — i angles rentrants.
En définitive, nous savons maintenant résoudre le problème de Dirichlet /^oar une aire limitée par une ou plusieurs lignes polygonales fermées absolument quelconques. Pour le cas des aires limitées par plus d'une ligne polygonale, on emploiera des lignes droites comme coupures m/z, pq du paragraphe précédent.
GoogI(
I. Propriétés fondamentales du potentiel logarithmique
1- Avant d'exposer la méthode de M. Poincaré, nous devons faire connaître les propriétés fondamentales de la fonction connue bOiis le nom Ag potentiel logarithmique.
Le potentiel logarithmique est, pour le cas du plan, l'analogue du potentiel ordinaire que nous avons étudié au Tome I pour le cas de Tespace. Dans Tespace, la loi de l'attraction était la loi de la raison inverse du carré de la distance. Dans le plan, on suppose t|ue les points s'attirent en raison inverse de la dislance : les composantes de l'attraction exercée par un point A (a, 6) de masse m sur un point M (:r, y) de masse w/i, seront alors
m{a-x) ni{b—y)
OÙ /•- = (x — a)' -h {y — b)'K En posant
V = /n log-* on aura
ox ày
et V sera dit le potentiel logarithmique.
Si Ton a des masses remplissant d'une manière continue une certaine aire, avec une densité p fonction continue de (a, 6),
90 CHAPITRK IV.
on a
les intégrales étant étendues aux masses agissantes. Dans tout ce qui suit, p sera une quantité essentiellement positive, comme nous Pavons d'ailleurs supposé dans la théorie de Fattraction pour le cas de l'espace. Le potentiel V sera défini par l'intégrale double
V= r f p\o^-^dadb.
. 2. L'étude de cette fonction V est entièrement semblable à l'étude de la fonction désignée par la même lettre, que nous avons étudiée au Tome I (p. 177 et suiv.). Nous ne croyons pas utile d'insister sur les démonstrations, el il nous suffira d'énoncer les résultats.
Le potentiel logarithmique est une fonction continue de ^ et y dans tout le plan, ainsi que ses dérivées partielles du premier ordre, et l'on a pour tout point {oc^y)
dx dy
L'étude des dérivées secondes se fait (voir loc, cil.) en supposant que p ait des dérivées partielles du premier ordre pour tous les points intérieurs à la masse.
Des raisonnements analogues montrent encore que les dérivées secondes sont aussi continues à l'intérieur et à l'extérieur des masses agissantes, mais elles sont discontinues pour la courbe de séparation.
Pour tout point extérieur aux masses, la fonction V est harmonique; pour tout point (a:, y) intérieur, on a, au contraire,
p désignant la densité au point {x,y).
Ajoutons que la fonction V ne s'annule pas à Tinfini et qu'elle peut avoir un signe quelconque; ces deux circonstances sont fort importantes et, dans les applications, elles rendent souvent plus
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difficiles les questions concernant le cas de deux dimensions. En eflet, pour l'espace, V est toujours posilif et s'annule à Tinfini.
3. Nous venons de considérer le cas où la distribution des masses est superficielle ; nous aurons à co.nsidérer tout à l'heure des masses dont la distribution est linéaire, de telle sorte qu'on a alors
V = y p log i ds,
rintégrale étant étendue à la courbe sur laquelle est étalée la couche attirante de densité linéaire p. Dans ce cas V est encore une fonction continue dans tout le plan, mais les dérivées du premier ordre éprouvent une discontinuité en traversant les courbes attirantes. C'est ce que nous avons rencontré pour les surfaces attirantes (t. I, p. 191); les démonstrations sont entièrement analogues dans les deux cas.
4. Développons davantage deux propriétés du potentiel logarithmique qui vont jouer un rôle essentiel dans la méthode de M. Poincaré.
La première est relative à la substitution aux points attirants à l'intérieur d'un cercle d'une couche linéaire placée sur sa circonférence.
Soient un cercle de centre O et de ravon R, A un point extérieur et P un point intérieur.
La quantité log^rp» dans laquelle nous considérons le point A
comme fixe et P comme variable, est une fonction des coordonnées de P, harmonique dans tout le cercle. En tout point M de la circonférence, elle prend la valeur log ttï" O" 2i"ra donc
Ar J AM .^^j^ Mp
d'après la formule de Poisson qui résout le problème de Dirichlet pour le cas du cercle. Nous savons, d'autre part, d'après la même formule, que
(2) 1= / z=^ds.
R.MP
la masse totale de cette couche sera égale à l'unité [d'après la formule (2)], et le potentiel de cetle couche, sur un point* extérieur A, sera le même que si toute la masse était concentrée en P. Cherchons maintenant ce que devient le potentiel de la couche quand le point A est intérieur au cercle. Le potentiel est toujours donné par la même intégrale, mais l'égalité (i) n'a pas lieu quand A est intérieur; elle a encore lieu quand A est sur la circonférence, à cause de la conlinuilé du potentiel. Or, la différence
l«îî-rp ~ / ^^'S vvï =^^^
^^ ^ '^^^ '27rR.MP
est une fonction haroionique des coordonnées de A; elle est continue à l'intérieur de la circonférence sauf quand A est en P, et dans ce cas elle est égale à + 00. Etant nulle sur la circonférence, elle sera donc positive pour tous les points de l'intérieur. On a donc, en tout point A intérieur.
I R'-OP ^ ^, I
Nous avons donc démontré le théorème suivant : Quand une masse égale à l'unité est placée en un point P de l'intérieur d'un cercle, si l'on répartit cette masse sur toute la circonférence, de manière que la densité en un point quelconque M de celle-ci soit inversement proportionnelle au carré de MP, la couche circulaire ainsi obtenue aura même potentiel que la masse primitive en tout point extérieur et un potentiel plus petit en tout point intérieur.
Si, ail lieu d'un seul point, on en a plusieurs ou bien une couche, soit linéaire, soit superficielle, on pourra substituer aux points attirants à l'intérieur du cercle une couche linéaire placée
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sur sa circonférence; celle couche aura même potentiel pour les points extérieurs et un potentiel plus petit pour les points intérieurs.
o. La seconde propriété que nous avons à développer est relative à la moyenne du potentiel logarithmique le long d'une circonférence.
Soit une circonférence C de centre O et de rayon R; si un point attirant P est extérieur à la circonférence, le potentiel
V — m log - »
r désignant la distance de(j:, y)k P, sera harmonique et continue dans C, et par conséquent, d'après un théorème établi au dél)ut de l'étude des fonctions harmoniques, la moyenne de V sur le cercle, c'est-à-dire
sera égale à la valeur au centre, c'est-à-dire à ni\o^jrp' On a donc
OTL . V = m log — rj (Ole . V = luovenne de V sur la circonférence ).
Si le point attirant P est à l'intérieur de la circonférence, cette formule n'est plus applicable. Pour obtenir la moyenne de V, nous procéderons de la manière suivante : décrivons des points O
Fig. i3.
et P des circonférences V et F de rayons y' et y, suffisamment petits pour qu'elles soient intérieures à C et extérieures Tune par rapport à l'autre, et désignons par r' la distance du point attiré
M(jc,y) au point 0(y?^. i3j. On a, en posant V== m log -7* et
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en appliquant la formule de Green à la surface limitée par les trois courbes C, F et f,
Jç^ \ an an I */ p \ «'* "'* /
les dérivées étant prises suivant les normales aux courbes géomé- Iriques.
Les deux intégrales qui forment le second membre de celle égalité sont égales et de signe contraire, car, puisque la grandeur du rayon de la circonférence sur laquelle on intègre est indifférente, on passe de l'une à l'autre en permutant r et r' et en changeant le signe. On a donc
donc
m iog ï;^^""d I y ds = o
^c ou
/c D'au Ire part, on a
ou
DTL\ = mlog^.
D'une manière générale, en désignant par m les masses extérieures et par [jl les masses intérieures, on aura
OU V = 2 fw loff i -4- Iog ;^ 2 ^'
r désignant la distance du point de masse m au centre de la circonférence. On a supposé les masses isolées; la formule s'étend d'elle-même à des masses continues, linéaires ou superficielles, et elle conserve sa signification si les masses attirantes rencontrent
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la circonférence C : les sommes N^ sont, bien entendu, à remplacer par des intégrales.
6. De celte valeur de la moyenne, on conclut que le potentiel logarithmique V provenant de masses positives n'est pas susceptible de minimum. Il suffit pour cela de démontrer que, quel que soit le point B considéré sur le plan, on ne peut avoir
V>Vb,
pour tout point d'un cercle, concentrique au point B, ayant un rayon R assez petit. On a, en effet, les notations étant les mêmes que précédemment,
d'autre part,
VB=2/niogi -t-^uiogi,
d'où, en retranchant,
3n.v-VB=2K(iog^-iogi)-2f^'°«(R)-
Or log^ est négatif, les masses y. sont positives, donc
OII.V<Vb,
et ceci est en contradiction avec l'hypothèse du minimum qui
entraînerait
OTIV>Vb.
Plus généralement, on pourrait démontrer que, quel que soit le signe des masses superficielles attirantes, la fonction V n'est pas susceptible de minimum dans les régions du plan qui appartiennent à des masses positives et qu'elle n'est pas susceptible de maximum dans les régions du plan qui appartiennent à des masses négatives.
7. Terminons par une dernière remarque qui trouvera aussi son application. Supposons tracé sur le plan un contour simple ou multiple pour lequel on sache résoudre le problème de Dirichlet,
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la fonction V étant d'ailleurs supposée provenir uniquement de masses positives. Désignons par 10 la fonction, harmonique à l'intérieur du contour, et qui prend sur ce contour les mêmes valeurs que V. Comme, pour tout point inlérieur B, on a OPlu) = tOg, il en résulte que la fonction V — w n'est pas susceptible de minimum; or elle est nulle sur le contour : donc elle est posilive à l'intérieur.
II. — Méthode de M. Poincaré (M
8. Nous partons d'une aire quelconque S limitée par un ou plusieurs contours s. Je dis tout d'abord que l'on peut toujours trouver des cercles C/ tout entiers intérieurs à ^^ formant une suite indéfinie à indices entiers positifs
Cl, Gï, . . . , C/i, . . .,
et tels que tout point intérieur à S soit intérieur au moins à Vun de ces cercles.
Pour le faire voir, considérons dans S une région R dont tous les points soient à une distance des supérieure à une quantité 0. Soit S' une longueur plus petite que 8; traçons une série de paral-
lèles aux axes de coordonnées, ayant entre elles la distance— =•
Nous formons ainsi une infinité de carrés dont la diagonale est o'. Nous ne retiendrons parmi eux que ceux qui sont en totalité ou en partie intérieurs à R : soit n le nombre de ces carrés. Tout point de R est alors intérieur à un de ces n carrés ou sur son contour. Ceux mêmes de ces carrés qui sont partiellement extérieurs à R sont encore intérieurs à S, puisque leur plus grande dimension ô' est inférieure à 5.
(') M. Poincaré a développé sa méthode dans son Mémoire de V American Journal of Mathematics (t. IX ) en considéranl le cas de l'espace à trois dimensions. Pour le principe de la méthode, il n'y a aucune différence entre le cas de l'espace et celui du plan; il n'en est pas tout à fait de môme des démonstrations qui doivent être assez notablement modifiées. Dans sa Thèse M. Paraf a exposé, pour le plan, la méthode de M. Poincaré; nous avons tiré grand parti, pour notre rédaction, de ce travail fait avec beaucoup de soin.
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SoicDlOi, O2, ..., Orties centres de ces carrés : de chacun de ces
points comme centre, avec un rajon intermédiaire entre - et - ,
décrivons une circonférence. Chaque carré est alors tout entier intérieur au cercle correspondant, lequel est toujours intérieur à S; chaque point de R est alors intérieur à l'un de ces n cercles. Imaginons alors une série de longueurs ô|, Sj, 5,,, ... décroissant et tendant vers zéro. Appelons Rq la région formée par Tensemble des points de S dont la distance à s est supérieure à S|, puis, d'une manière générale, appelons R,* l'ensemble des points de S dont la distance à s est comprise entre S/ et o/^|. Ces diverses régions ne seront d'ailleurs pas nécessairement connexes, mais cela n'est pas utile. Construisons dans Ro les cercles
Ci, Gj, ..., C/i„, comme plus haut, puis dans R| les cercles
et ainsi de suite indéfiniment. L'ensemble de tous ces cercles forme une suite
Cl, Gj, . . . , G,;, . . . ,
qui remplit manifestement les conditions énoncées.
9. Après avoir construit dans S la famille des courbes C,-, traçons encore une courbe fermée L qui contienne dans son intérieur l'aire S; nous pouvons supposer que ce soit une circonférence L d'un rajon suffisamment grand. Désignons par T la partie du plan intérieure à L.
On se donne par hypothèse sur la courbe 5, qui limite S, une succession continue U de valeurs.
Admettons que l'on puisse trouver une fonction Vo(:r, y)y continue ainsi que ses dérivées partielles des trois premiers ordres dansT, et se réduisant à U sur 5. C'est en partant de cette fonction Vo (j:,jk), prise en quelque sorte comme première approximation, que nous vouloos arriver à la solution du problème de Dirichlet.
Supposons d'abord que AVq soit constamment négatif dans T. P. — II. 7
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Si alors on pose
AVo
p sera une fonction positive dans T. Imaginons une niasse répandue d'une manière continue sur T et dont la densité en chaque point soit justement la fonction p. Cette masse aura un potentiel Wo, et l'on aura dans toute la région T
AWo = — 2 7cp = AVo, donc A(Wo— Vo) = o.
La différence Wq — VoCst donc une fonction harmonique; elle est parfaitement déterminée, puisque nous connaissons Wo et Vo pour tous les points de T. En posant Wo — /Vo= 6, on aura sur le contour s
e=:Wo— u,
et la fonction 0 sera harmonique.
Les masses qui donnent naissance au potentiel Wo sont toutes positives, et une partie d'entre elles est intérieure à S. Envisageons en particulier celles qui sont intérieures au cercle C, ; nous avons appris à former sur le cercle une couche équivalente à ces masses. Ayant à répéter souvent cetle opération, nous l'appellerons, pour abréger, le balayage du cercle C,-. On peut dire alors que le balajage du cercle C,* ne change pas le potegtiel en un point quelconque extérieur à G,, mais le diminue en tout point intérieur. Cette opération n'introduit d'ailleurs jamais de masses négatives.
Balayons d'abord successivement tous les cercles, dans un ordre tel que chacun d'eux soit balayé un nombre infini de fois. Il suffira pour cela de les balayer dans l'ordre
on ne tiendra aucun compte de ceux qui ne contiendront plus aucune masse quand viendra leur tour d'être balayé.
Appelons enfin W* ce que devient le potentiel après la /r'ème opération; nous allons comparer entre elles les valeurs des différentes fonctions W^t en un même point A de T et démontrer qu'en chacun de ces points W* tend vers une valeur déterminée.
iO. Il est évident que, si A est extérieur au cercle balayé à la
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^itme opération, on aura
Dans le cas contraire, on aura
Wa<W^.-.i.
Donc, dans tous les cas,
et remarquons que, pour tous les points à l'extérieur de S, on a
W*= Wo.
■ Ainsi Wa ne va jamais en croissant quand l'indice augmente. D'autre part, en vertu de la propriété du potentiel logarithmique dû à des masses positives, établie au § 7, Wa est, en chaque point, supérieur à la valeur de la fonction harmonique (o, qui prend sur la circonférence T, ou sur toute autre circonférence comprenant S à son intérieur, les mêmes valeurs que W©. Donc W* lend vers une limite bien déterminée W en chaque point A de T.
11. Nous allons démontrer maintenant que cette limite W, bien déterminée en chaque point A de S, tend vers
quand A tend vers le point a- du contour (^ ). La même propriété (§ 7) va encore nous servir. Nous allons considérer comme résolu le problème de Dirichiet dans le cas d'un contour formé de deux circonférences concentriques et dans celui d'un contour formé par une ellipse et la portion de droite qui unit les deux foyers,' considérée comme droite double (*).
(*) La démonstration dans le cas de Tespace est beaucoup plus simple que dans le cas du plan et Ton n'a pas besoin d^employer les artifices auxquels nous avons dû recourir.
(^) Le cas de deux cercles sera traité à la fin de ce Chapitre et le cas de deux ellipses homofocales au Chapitre X.
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Cela posé, considérons d*abord les points o- du contour s qui admettent une tangente bien déterminée. Nous pouvons construire un premier cercle tangent en o- au contour s et tout entier extérieur à S, et ensuite un second cercle concentrique au premier, contenu tout entier dans T et comprenant S à son intérieur, ce qui est possible, si la région T a été prise assez grande et si le rayon du premier cercle est assez petit. Soit co la l'onction harmonique entre les deux cercles, et prenant sur ces cercles les mêmes valeurs que W©, on aura, pour tout point A de S,
WA.>Wla>.
Imaginons maintenant que le point A tende vers o*; W„ et co tendent tous deux vers la valeur de Wo en o- : donc W tend aussi vers cette valeur, qui est
Lorsque la tangente en o- est complètement extérieure à S, nous aurions pu, au lieu des deux circonférences précédentes, n'en considérer qu'une tangente en o- à 5 et comprenant S à son intérieur, et cette construction s'applique même au cas où le point oserait une pointe, pourvu qu'on puisse, par ce point, mener une droite complètement extérieure à S.
En général, lorsque le point t est une pointe, telle que A, par exemple {fig* i4)i on ne pourra pas tracer toujours une ou deux
circonférences, remplissant les conditions précédentes, mais si l'on peut mener par A un petit segment de droite AA' extérieur à l'aire S, on prendra alors pour déterminer co le contour formé par une ellipse extérieure à S, ajant pour foyers A et A', et par la portion de droite AA' considérée comme droite double.
La méthode précédente ne s'appliquerait pas si Ton avait au
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point A une pointe rentrante formant un rebroussement de seconde espèce. Une discussion plus approfondie est alors nécessaire; on la trouvera dans le travail déjà cité de M. Paraf.
12. Nous avons constaté dans les paragraphes précédents l'existence d'une fonction W(jc, j^) définie dans l'intérieur de S, et tendant vers l'expression (3) quand le point (j^^J^) se rapproche d'un point quelconque <t du contour. Nous allons maintenant établir que cette fonction est harmonique.
Envisageons un des cercles Ca par exemple, et supposons que ce cercle soit balayé aux opérations a^ a2, . . ., a„, Après chacune de ces opérations, le cercle Ca ne contient plus aucune masse. On a donc à l'intérieur de ce cercle
AWa,= o; or les fonctions
W«., Wa., ..., W«„, ...
sont des fonctions harmoniques décroissantes, et ayant W pour limite. La série
W«,+ (Wa,-W«.)+...^rWa„-W«,_.) + ...
a donc tous ses termes positifs, sauf peut-être le premier. Tous ces termes sont harmoniques, et la série converge évidemment. Elle définit donc une fonction harmonique dans Ca, d'après le théorème de Harnack (Chap. II, § 6); or la limite de la série étant W, il en résulte que cette fonction est harmonique dans C» et, par suite, dans toute l'aire S.
Si l'on forme alors la fonction
on aura une fonction harmonique dans S et prenant la valeur U sur le contour s. Le problème de Dirichlet est donc résolu.
Dans la méthode précédente, on part d'une fonction quelconque Wo, assujettie seulement à prendre les valeurs données sur le contour. Nous avons dû faire quelques restrictions sur cette fonction; nous allons les lever dans un moment. Mais on voit dès
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inaintenant combien la méthode de M. Poincaré esl originale. Tandis que, dans la méthode de Neumann et de Schwarz, on part toujours d'une fonction harmonique, et que les approximations successives, qui doivent faire approcher de plus en plus de la fonction cherchée, sont toujours des fonctions harmoniques, il en est tout autrement chez M. Poincaré. Ici, on part d'une fonction quelconque, prenant les valeurs données sur le contour, et l'on forme une succession de fonctions qui ne sont pas harmoniques dans toute l'aire S; c'est seulement leur limite qui donne une fonction harmonique dans cette aire tout entière.
13. On a supposé, dans la démonstration précédente, que AVo conserverait un signe constant. S*il en était autrement, on pourrait toujours partager T en deux régions T| et T2, la première contenant tous les points pour lesquels ;— ^ est positif, la deuxième
tous ceux pour lesquels la même quantité est négative. Driinissons alors des fonctions pi et p2 par les conditions suivantes
pi = p dans T|, p^= o dans Tj, Pj=o dans T|, pj = -p dans Tj.
Ces deux fonctions sont continues dans toute l'étendue de T, et elles sont positives ou nulles. De plus, on a
P = pi-?j.
Considérons alors deux systèmes de masses ayant des densités pi et P2; elles engendreront deux potentiels W* et WJ, qui, dans toute l'étendue de T, donneront lieu aux relations
Donc
et, par suite, On a donc
A(W»-Wii) , , ,
A(VVJ— WJ^-Vo)-o.
WJ~WJ-Vo=<
0 étant harmonique dans T et complètement connu. Les raison-
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nements précédents s'appliquent aux deux fonctions W^ et Wj. Elles engendrent respectivement deux fonctions W* et W* harmoniques dans S et prenant sur le contour les mêmes valeurs que W* et WJ. La fonction W* — W^ — 6 résout donc le problème.
14. La méthode qu'on vient de lire suppose qu'on a déterminé une fonction Vo(j:, ^), continue dans T, ainsi que ses dérivées partielles des trois premiers ordres, et prenant sur la courbe s la succession continue donnée des valeurs représentée par U. On pourra évidemment, pour une infinité de fonctions U sur 5, trouver une fonction Vo(j:,^) satisfaisant aux conditions requises. Toutefois, certaines conditions seront nécessaires : ainsi U devra sur le contour admettre aussi des dérivées des trois premiers ordres. Si donc on ne veut faire sur U d'autres hjpothèses que la continuité, il est indispensable de compléter la méthode.
15. Examinons donc le cas général où la succession donnée des valeurs U sur s satisfait à Tunique condition d'être continue. M. Paraf a montré de la manière suivante que ce cas général pouvait être ramené au cas particulier que nous venons de Irai 1er.
On peut toujours, et d'une infinité de manières, construire une
fonction «K^,^), continue dans la région T et prenant sur 5 les
valeurs données U. Ceci fait, nous allons construire une infinité
de polynômes
Fi, F,, ..., Frt, ...,
croissant et tendant uniformément vers ^ dans la région T.
Appelons
les valeurs de ces polynômes sur s; ces fonctions U// sont croissantes et tendent uniformément vers U. Sachant résoudre maintenant le problème de Dirichlet pour chacune des valeurs
données sur le contour, nous aurons une suite de fonctions harmoniques dans S
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Nous montrerons que ces fonctions V„ tendent vers une limite V qui est la fonction cherchée.
16. D'après ce que nous avons démontré (t. I, p. 279), on peut toujours trouver un poljnome F(x,^) qui représente, avec une erreur moindre qu'un nombre e donné à l'avance, une fonction ^{^^y)y arbitrairement définie dans une aire T et assujettie à la seule condition d'être continue.
Soit^(^,^) une telle fonction prenant sur s la succession de valeurs U; nous pouvons la supposer positive; car, dans la solution du problème de Dirichlel, on peut toujours ajouter une constante à U. Désignons par
Ai, Aj. . . . , An,
une succession de nombres positifs croissants, tendant vers Tunité. On suppose que
conditions qui peuvent être réalisées d'une infinité de mahières,
par exemple avec X/= i — — ^•
Considérons enfin la suite des fonctions continues, positives, croissantes et tendant vers ^,
En appelant m la limite inférieure de ^ dans T, je construis le polynôme F/(,r,j^), qui représente X/J; avec une erreur moindre
que -O/TW. Ces polynômes F/ forment une suite croissante, car
on a
donc
F/-K, — F/ > X/^_i ^ — li^— -( ùi-{- o,H-, )/?i
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et cette suite croissante tend uniformément vers à. Si donc on appelle U/ la valeur de F/ sur 5, les U/ forment aussi une suite croissante tendant uniformément vers U.
Maintenant nous savons, au moyen de chaque fonction F/, construire une fonction V/ harmonique dans S et se réduisant à U| sur s. Ces fonctions V/ forment une suite croissante, puisque la différence V/^.1 — V/ prend sur s des valeurs positives; d'ailleurs V,- est toujours inférieur à la limite supérieure M de 'I/, puisqu'il en est de même de U/.
Les fonctions V, ont donc une limite V; je dis que V est la fonction cherchée. Considérons en effet la série convergente
V=V,-f-(V,-Vt) + ... + (V„-V„-,)H-....
Chaque terme de la série est harmonique dans S, et le terme générai V,i — V«_| tend vers U,, — U«_i quand le point mobile s'approche du contour. D'ailleurs la série de ces valeurs sur le contour s
U,-i-(U,-Ui)H-...-f-(U„-U«-i)-f-...
converge uniformément vers U sur tout le contour; donc, d'après le théorème de Harhack, la fonction V est harmonique dans S et prend la valeur U sur s.
17. Nous terminerons ce Chapitre par l'examen du cas particulier dont nous avons eu besoin au § 11, où le contour se compose de deux cercles concentriques.
Soient donc C et C les deux cercles, R et R' leurs rayons, r et cp les coordonnées polaires d'un point de la couronne
Nous vouions trouver une l'onction /(/-, cp), harmonique dans la couronne (S), se réduisant à des fonctions données U(cp) sur (C), V(cp) sur (C), quand le point (/•, cp) tend vers C ou vers C par un chemin quelconque.
Nous supposerons seulement que ces deux fonctions de cp satisfont aux conditions de Dirichlet, et forment sur le contour une
I06 GflAPITRE IV.
suite continue. Nous pouvons donc poser
OÙ U,„ et V;„ désignent, par abréviation,
li/rt= a,„cosmcp-+- p,„sinm<p, V,„ = a;„ cos m o -+- p',„ s'inmo,
et ces deux séries sont uniformément convergentes sur les contours respectifs (C) et (C) (t. I, p. 247)-
Supposons d^abord que les valeurs de U et V données sur les contours C et G se réduisent respectivement à i et o, ou à o et i . La solution est immédiate : ce sont les fonctions harmoniques
log^ log-^
Soit, en second lieu, cosmcp et o, ou o et cosmcp les valeurs de U et V données sur les contours C et C. Les solutions apparaissent encore d'elles-mêmes. Ce sont les fonctions harmoniques
(^T"-(f)"' œMzT
En remplaçant cosmtp par sinm<p, on a les solutions correspondantes aux valeurs o et sinmi^ sur les contours.
Cela posé, la solution générale va s'obtenir bien facilement. Posons, d'une part,
'"S- iZ7_-Uv_,T < ^
'"^R (rJ -[w]
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el, d*autre pari,
on obtient ainsi deux suites de fonctions harmoniques dans la couronne (S)
I/o, Ml, Mf, . . ., U,nf . . . , VQi ^U «'îi ^my ...
Sur le contour C, la série des valeurs que prennent ces deux suites sont respectivement U('f) et o; et sur le contour C, o el V(<p).
Donc, en appliquant le théorème de M. Harnack (Chap. II, § 6), chacune des deux séries
u(r,o)= Wo-H Mi-+- ttj-f-. . .-f- M„|-h. . .,
v{r, o) = vq-^v^ -ht;, -+-. ..^- v„^^.,,
sera uniformément convergente à l'intérieur de l'aire (S) et représentera une fonction harmonique. La première tend vers U(ç) ou vers o, quand le point (r, <p) se rapproche de C ou G par un chemin quelconque. La seconde tend vers o ou vers V(<p) dans les mêmes conditions.
La somme de ces deux séries
répond à la question proposée. C'est une fonction harmonique uniformément convergente à l'intérieur de (S) et qui tend vers V(f) ou vers V(tp), suivant que le point (/*, o) se rapproche de C ou de G'.
On peut lui donner encore une autre forme en récrivant de la manière suivante
/('•,?)= -^^«olog— -+-ailog^j
log^
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et, par suite,
log
^R ""=' L\w) "[wj j
puisque chacune des séries sous le signet] est évidemment absolument convergente.
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I. — Théorème fondamental de Cauchy; démonstration de M. Goursat.
1. Nous avons, au Chapitre I, établi les théorèmes fondamentaux de la théorie des fonctions analeptiques, en les déduisant des propriétés générales des fonctions harmoniques. Nous allons reprendre d'une autre manière les démonstrations, en insistant sur les hypothèses qu'il est nécessaire de faire. Pour établir quQ l'intégrale
' f{z)dz
prise le long d'un contour est nulle, nous avons supposé que la fonction /{z) était bien déterminée et continue, et qu'elle avait en chaque point une dérivée bien déterminée et aussi continue. On s'est longtemps demandé si l'hypothèse relative à la continuité de la dérivée était nécessaire pour établir le théorème fondamental de Cauchy. On doit à M. Goursat d'avoir montré quon pouvait prendre pour point de départ de la théorie des fonctions analytiques la seule hypothèse de /'existence de la dérivée, sans supposer la continuité de la dérivée. Nous allons reproduire la démonstration du savanl géomètre (^).
(') E. Goursat, Acta nxathematica, Tome IV, et Transactions of the Ame^ rican Society, 1900.
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2. Désignant par f{z) notre fonction continue et bien déterminée, nous allons définir d^abord une expression qui facilitera le langage. Soit A une portion du plan limitée par un contour fermé C, et f{z) une fonction continue et admettant une dérivée pour chaque point de l'aire A et du contour G; soit, d'autre part, e un nombre positif. Nous dirons que le contour C satisfait à La condition (a) relativement au nombre e, s'il est possible de trouver à l'intérieur ou sur le contour C un point fixe z' tel que l'on ait
lorsque z décrit le contour C.
Établissons alprs le lemme préliminaire suivant :
Soient /(z) une /onction continue et admettant une dérivée pour tous les points d^une aire A limitée par un contour fermé G et de ce contour lui-même, et t un nombre positif arbitraire. On peut toujours décomposer Vaire A en parties assez petites pour que le contour de chacune de ces portions satisfasse à la condition (a) relativement au nombre e.
Pour fixer les idées, supposons que l'on décompose l'aire A en parties plus petites par deux séries de droites parallèles à l'axe réel, d'une part, à ta perpendiculaire, d'autre part, la distance de deux parallèles voisines étant constante. Admettons que la décomposition de l'aire A en parties plus petites satisfaisant à la condition (a) ne soit pas possible, il y aura au moins une des aires partielles A< qui n'y satisfera pas non plus. En subdivisant cette aire A| par le même procédé, on en déduira une aire plus petite A^, et ainsi de suite. Le procédé pouvant se continuer indéfiniment, on a une suite d'aires
-^1» Aj, . . . , A;i,
dont chacune est comprise dans la précédente, et dont les deux dimensions tendent vers zéro, lorsque n augmente indéfiniment. Il y a donc un point limite ^o intérieur à A ou situé sur le contour G. Puisque, par hypothèse, la fonction /(s) admet une dérivée /'(^o) pour 5 = 5o, on peut trouver un nombre t^ tel que Ton ait
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pourvu que
Soit c le cercle de rayon 7^ décrit du point Zq comme centre. A partir d'une valeur de n assez grande, Taire A„ sera intérieure au cercle c, et Ton aura pour tous les points du contour de Taire A„
D'ailleurs il est clair que le point Zq est à Tintérieur de A^ ou sur le coDtour; cette aire devrait donc satisfaire à la condition (a) relativement à e. Nous sommes, par conséquent, conduit à une contradiction en admettant que le lemme n*est pas exact.
3. Ce lemme établi, abordons la démonstration du théorème de Cauchy. Nous partons de ce fait immédiat que, le long d'un contour fermé C, les deux intégrales ( *)
I dz et l zdz
sont nulles. Étant donné alors un nombre e, nous partageons, conformément au lemme, Taire limitée par le contour C en aires partielles répondant à la condition (a) pour le nombre e. Ces aires partielles sont de deux sortes : les unes sont des carrés, les autres sont terminées en partie par des lignes droites, en partie par des arcs du contour C.
(*) La chose est évidente pour la première intégrale, diaprés la définition même de rintégrale définie. Pour la seconde, rappelons-nous seulement que l'intégrale de a en 6 le long d'un arc F est la limite, soit de la somme
soit de la somme
quand 2|, ^2, .>., 'Sn étant sur Tare F, les intervalles a^,, ...| z^z.^^^ ..., z^b tendent tous vers zéro, n augmentant indéfiniment. Or
1 f zdz = b^-a}.
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Considérons d'abord un carré, on aura le long du contour
|y, I étant moindre que e, et JJ étant le point correspondant au lemine. Donc, le long du périmètre du carré,
Les deux premières intégrales sont nulles; quant à la dernière, son module est moindre que
en désignant par l le côté du carré.
Pour la partie irrégulière, en désignant par A l'arc de C compris dans le carré, le module de l'intégrale
)dz
est moindre, comme on le voit de suite, que
On a donc, en faisant la somme de toutes les intégrales le long des diverses aires partielles, comme valeur de l'intégrale cherchée, une expression dont le module est moindre que
dans celte expression A désigne^/^ pour les différents carrés,
c'esl-à-dire la somme des aires de ces carrés, il est donc moindre qu'un nombre fixe et est d'autant plus rapproché de l'aire limitée par C que les carrés ont un côté plus petit; quant à S, c'est le périmètre de C. Or s a été pris aussi petit que l'on veut; il en résulte que
c'est le théorème fondamental de Cauchv.
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II. — Théorèmes généraux de Cauchy sur les fonctions d'une variable complexe.
4. Soit f{oc) une fonction analytique uniforme et continue à l'intérieur de Taire limitée par un contour C (formé d'une ou de plusieurs courbes distinctes) (*); nous allons montrer que Von a
rintégrale étant prise le long d'un contour C dans le sens positif, X désignant un point quelconque de l'intérieur de l'aire. Pour démontrer cette formule, décrivons de x comme centre un cercle y, de rajon p, intérieur à l'aire. La fonction
est continue dans l'aire intérieure à C et extérieure à y : on a donc
Jç^Z — X J^z— X
le sens d'intégration étant positif sur y comme sur C. La seconde intégrale ne dépend pas du rayon p ; prenons ce rayon p assez petit pour que l'on ait, z étant sur y,
/(s)=y(a:)-hr„
|tj I étant moindre qu'une quantité positive e, donnée à l'avance, aussi petite que l'on voudra. On aura
Jç^Z—X JyZ^X J^Z — i
or, dans le second membre, nous avons d'abord l'intégrale
(*) Nous appellerons souvent /onc^io/i holomorphe dans une aire une fonction analytique uniforme et continue dans cette aire.
P. - IL
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Si Ton pose
on a
r dz _ r^'^pie^fdB _ ^.
La première partie du second membre esl^onc* 2Tzi/(x); d'autre part
le module de ce(te dernière intégrale est donc moindre que 2-e, mais elle est indépendante de p, puisqu'elle est la différence de deux expressions qui ne dépendent pas de cette grandeur; la seconde partie du second membre est donc rigoureusement nulle, et Von a par suite la formule fondamentale
5. Il n'est pas sans intérêt de remarquer que celte formule n^est autre chose qu'une forme particulière de la formule fondamentale de Green
(., v,.,*,..l;/(„„.^-vl^)^,
démontrée au Chapitre I (§ 10). Il est facile de s'en assurer. Dési-
gnons le point x par z\ ))our éviter toute confusion, et posons
f{z) = ttH- tV,
u et V étant deux fonctions harmoniques qui satisfont aux équa-
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lions
du _ dv du _ ds?
ôx dy dy dx
On vérifie sans peine que, pour tout point du contour C, en désignant par ^ l'arc de courbe, les relations précédentes prennent la forme
du _^ dv du _ dv
ds " dn' dn~ ds'
Exprimons les deux fonctions e/ et (^ au mojen de la formule (2), et ajoutons les résultats après avoir multiplié la seconde par i\ on obtient
ou, en vertu des relations (3),
(]ette intégrale se réduit donc à
Désignons par a et 'f les angles que l'élément ds fait respectiveent avei relations
ment avec l'axe des x et la direction z' z] on trouve de suite les
dz = ds.e^^, -7- — cos(p, — -j- = sinç, z — z'= /'gia-çî*
et l'on en déduit, en substituant dans (4) la formule fondamentale de Cauchj,
V f{u-^iv)dz -f^^^-V^iJ^ z^z'
6. Les expressions des dérivées successives de f{x) résultent immédiatement de la formule (i). En donnant à x Taccroissement
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ÙlX, on aura
f^.^^)^fi.^=^J^f^.)^—^--^^)
dz.
Divisons par Ax, et remarquons que
■ X — Arr
est, pour tix = o, égale à la dérivée de -33— par rapport à x^
c'est-à-dire r^» ce rapport tendant d'ailleurs uniformément
vers celle limite quand z décrit le contour G. Il en résulte
f'^x)=^. f ^^'\dz, et d'une manière générale, en continuanl de la même manière,
Il n'est pas sans intérêt de remarquer que l'établissement de la formule (i) suppose seulement que la fonction analytique /'(2) ait une dérivée du premier ordre, c'est-à-dire qu'en posant
P et Q ont des dérivées continues et bien déterminées du premier ordre, satisfaisant d'ailleurs aux deux relations tant de fois écrites. La formule générale (5) montre que f{^) a des dérivées de tout ordre; ainsi l'existence de la dératée première, pour une fonction analytique, entraîne l'existence des dérivées de tout ordre.
7. Une conséquence de la formule (5) nous sera plus lard très utile. Supposons que la courbe G se réduise à un cercle de rayon R ayant l'origine pour centre, et que x = o : on aura, en posant
/'''' M = l^^^ f''' /(Re^^)e--^'
rfe.
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Soît M le module maximum de /(s) sur le cercle, il vient
|/''Uo)|<il^M.
Nous en concluons facilement qu'on peut construire une fonction uniforme et continue à l'intérieur du cercle de rayon R ayant pour centre l'origine, dont toutes les dérivées soient positives pour ^ = G et égales, pour chaque valeur de ai, à la limite que nous venons de trouver pour 1/^"^ (o) |. Il suffit, en effet, de prendre la fonction
qui est bien telle que
8. De la formule fondamentale (i), Cauchy a déduit le développement d'une fonction uniforme et continue à l'intérieur d'un cercle en série de Maclaurin. Soit un cercle C de rayon R, ayant l'origine pour centre; on a, x étant à l'intérieur de ce cercle,
or on a l'identité
et, par suite,
l'KiJç, ^«+» 27:1 J^, z -x\z/
On voit que f{x) est représenté par un polynôme de degré n, augmenté d'un terme complémentaire. Si donc celui-ci tend vers zéro pour n infini, nous aurons un développement de f{x) en série entière, c'est-à-dire en série ordonnée suivant les puissances positives entières et croissantes de la variable x. Or, lorsque 5 dé-
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crît le cercle C, ^ a un module qui ne dépasse pas une cerlaine limite M; si donc on pose
on aura
i.^i(fri<"(Rr'
Par conséquent le module du terme complémentaire sera moindre que le produit de M f ^ j par la longueur de Tare d'intégration, c'est-à-dire que
■^ j 27cR ou ^TzrM l-^ j >
expression qui tend bien vers zéro puisque r< R. On a donc la série
Ce développement n'est d'ailleurs autre chose que la série de Maclaurin, puisque, d'après la formule (5),
•^ ^ ^ . 2Trt J^, z»^^
Le théorème que nous venons d'établir joue dans la théorie des fonctions un rôle capital. Nous l'avions déjà établi (Chap. II, § 13), en développant séparément la partie réelle et la partie imaginaire de /(x). Les deux méthodes ne sont d'ailleurs distinctes qu'en apparence; dans les deux cas, on fait au fond usage de la même formule, puisque la formule fondamentale de Cauchy n'est qu'une forme de la formule de Green, comme nous venons de le voir (§ 5).
9. Nous dirons quelquefois, pour abréger, qu'un point est, pour une fonction, un point ordinaire si l'on peut, dans le voisinage de ce point, développer la fonction par la formule de Ta^lor, ou encore si elle est holomorphe dans le voisinage de ce point.
Si tous les points de l'intérieur d'une aire A et de son périmètre sont des points ordinaires pour une fonction, on pourra pourcha-
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cun d'eux, d'après la définition précédenle, trouver une quantité p telle que la fonction soit développable dans ui> cercle de rayon p autour de ce point. Il est clair que, pour l'ensemble de ces points, p aura un minimum différent de zéro. Nous allons établir qu'une fonction satisfaisant aux conditions précédentes, à l'intérieur et sur le périmètre d'une aire A, ne peut avoir dans cette région qu'un nombre limilé de racines.
Faisons d'atord la remarque suivante : une. série /(5), ordonnée suivant les puissances croissantes de z — a et s'annulant pour ^ = a, ne s'annule pour aucun autre point à l'intérieur d'un cercle de centre a et d'un rayon p' suffisamment petit. On a, en effet, /{z) s'annulant pour 2 = a, une puissance entière et finie de {z — a) en facteur, et, par suite,
/(^) = (^ — a)"•[Ao-^-A,(;î — a)-h...],
Ao n'étant pas nul. Si donc \z — a | est inférieur à un nombre p' suffisamment petit, la quantité entre parenthèses sera différente de zéro.
Pour toutes les racines, ce rayon p' est différent de zéro; il a donc un minimum qui n'est pas nul. Ceci suffit à établir que les racines sont en nombre limité dans la région indiquée.
10. L'analyse de Cauchy a été généralisée en i843 par le commandant Laurent, qui a considéré une fonction /(;r) holomorphe entre deux circonférences concentriques C et C. Supposons que l'origine soit le centre commun et désignons par R et R' les rayons de C et C'(R>R'). L'application de la formule fondamentale donne
•^ 11ZlJ^,Z — X ITZlJ^.Z — X
Nous prenons la seconde intégrale avec le signe moins, parce que nous la prenons dans le même sens géométrique que la première.
Développons en série chacune des deux intégrales; pour la première, nous n'avons qu'à appliquer ce que nous avons dit au paragraphe précédent. Mais la seconde donne naissance à un développement en série d'une forme différente. En effet, puisque
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sur la circonférence (7 le module de z est inférieur à celui de x^ nous partirons de Tidenlité
Nous avons donc
On montrera, comme précédemment, que le terme complémentaire tend vers ^^/o quand n augmente indéfiniment; la seconde intégrale est donc développée en une série entière par rapport
à -• II en résulte que la fonction / (x) se ti^ouve développée en
une somme de deux séries ordonnées, la première par rapport aux puissances croissanteset entières de x, la seconde par rapport aux puissances croissantes de - •
La première de ces séries est convergente pour tout point t/itérieur au cercle C, la seconde série converge pour tout point extérieur au cercle O , L'ensemble des deux séries sera convergent dans la couronne comprise entre les deux circonférences.
Il pourra arriver que la seconde circonférence ait un rayon mil, on aura alors un développement de la fonction valable pour tous les points du cercle G, à l'exception de l'origine. Ainsi, si l'on a une fonction f{z)^ uniforme à l'intérieur d'un cercle G ayant l'origine pour centre, et continue pour tous les points de ce cercle, sauf pour le centre, on peut développer f{z) en série de
la forme
p = — 00 p=zO
H. Les développements précédents permettent d'établir facilement quelques résultats généraux relatifs aux fonctions uniformes. Gonsidérons une fonction f{z)^ uniforme et continue dans tout le plan de la variable z\ on suppose de plus que son module reste
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toujours inférieur à une quanliléfîxe M, quelque grand que soit.:?. Nous allons montrer, avec Liouville, que la fonction doit se réduire nécessairement à une constante. Nous pouvons en eflet développer y(^) en série entière
/(5) = Ao-+- A,;5 -h. . .-4- A,„^"»-h. . .,
et cette série sera convergente à l'intérieur d'un cercle C, ayant Torigine pour centre et un rayon arbitraire R. Or on a (§ 8)
el, puisque sur le cercle
1/(5) KM, on a (§7)
Or R est aussi grand qu'on voudra, par suite la quantité fixe k^ est rigoureusement nulle (sauf pour m = o), et la fonction J{z) se réduit à la constante Aq.
Nous avions déjà rencontré ce théorème de Liouville, car il n'est pas distinct du théorème établi (Chap. I, § 12) et relatif aux fonctions harmoniques. Nous avons vu, en effet, que si une telle fonction, bien déterminée et continue pour toute valeur de X et j^, restait toujours moindre en valeur absolue qu'une quantité fixe, elle devait nécessairement se réduire à une constante. Or, en posant ici
on aura évidemment, si |/(^) | < M, les deux inégalités
|P|<M, IQKM, et, par suite, P et Q seront des constantes.
12. Le théorème de Liouville se généralise immédiatement, en supposant non plus que le module de f{z) reste toujours inférieur à M, mais que, pour des valeurs de | c | supérieures à une .quantité déterminée, on ait
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m étant un entier positif déterminé. En prenant toujours le développement de f{z)y on a, p étant un entier positif arbitraire et en intégrant le long du cercle de rayon R,
'■'"*p- ^TiJ z«'+p+i et, par suite,
et Ton en conclut, R étant aussi grand qu^on voudra,
La fonction f{z) se réduit donc à un polynôme de degré m.
III. — Pôles et points singuliers essentiels d'une fonction uniforme,
13. Nous avons jusqu^ici supposé que la fonction f{z) était holomorphe dans la région considérée. Soit dans cette région un point a, pour lequel la fonction cesse d'être continue; on suppose que si de a comme centre on décrit un cercle C d\in rayon assez petit, la fonction f{z) est uniforme dans ce cercle et continue pour tous les points, sauf le point a. Dans ces conditions nous avons (§ 10) le développement
Si les termes B^ sont en nombre limité, on dira que le point a est un pôle. On aura donc, dans ce cas,
(6) /(.) = ^"L_^...^^^2Ap(^-«)^
ce développement étant valable pour les points d'uu cercle d'un rayon sufGsamment petit décrit autour du point a. On aurait pu prendre la possibilité de ce développement comme définition du pôle. Le pôle a est dit un pôle d^ordre m, si — m est la plus petite puissance de ;: — a qui figure dans le développement. On
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voit que le produit
est uniforme et continu dans le voisinage de z =: a^ et prend pour z = a une valeur finie et différente de zéro.
D'après la définition même du pôle, il est clair que, si une fonction uniforme n'a, dans Tintérieur d'une aire et sur son contour, d'autres points singuliers que des pôles, ceux-ci sont en nombre fini. On doit pouvoir, en effet, autour de chaque point de ce domaine, tracer un cercle de rayon déterminé et différent de zéro, à l'intérieur duquel la fonction sera développable soit par la formule de Taylor, soit par la formule (6).
14. Parmi les coefficients B, il en est un particulièrement important : c'est le coefficient B| que Cauchy a appelé résidu de la fonction relatif au pôle a. L'importance de ce coefficient va apparaître dans la recherche de l'intégrale
(7) ff{z)dz.
Sj-
prise le long d'un contour simple entourant le pôle a. Nous pouvons substituer au contour C une circonférence F a^ant son centre en a et un rayon assez petit pour que la fonction puisse être dans ce cercle représentée par l'expression (6). On aura alors
Or on a
dz
comme on le voit de suite, en posant
^ = a -h p e^' et faisant l'intégration de 0 = o à 6 == ar. On a de même
dz
Nous avons donc
f{z)dz= >.T.i,Viy,
GoogI(
124 CHAPITRB V.
Si Ton suppose d'une manière plus générale que le contour simple C entoure un nombre quelconque de pôles a, è, ..-,/, on aura en ajoutant les résultats partiels dus à chaque pôle
Jf{z)dz = 'nzi^^,
\^R désignant la somme des résidus relatifs aux différents pôles
situés à l'intérieur de C.
Nous pouvons donc énoncer le théorème fondamental suivant, dont Cauchy a fait d'innombrables applications :
V intégrale d^une fonction uniforme prise le long d'un contour simple est égale au produit de ^ni par la somme des résidus de la fonction relatifs aux pôles situés à ^intérieur du contour,
15. Les fonctions uniformes peuvent présenter d'autres points singuliers que les pôles. Nous dirons d'une manière générale qu'un point O qui n'est pour une fonction uniforme f{z) ni un pôle, ni un point ordinaire, est un point singulier essentiel isolé pour cette fonction, si, à l'intérieur d'un cercle ayant O pour centre, la fonction est uniforme, et si, en dehors de O, elle ne possède dans ce cercle d'autres points singuliers que des pôles.
Ainsi, par exemple, la fonction e* a au point 3 = 0 un point singulier essentiel isolé. Ce point n'est en effet pour la fonction ni un pôle, ni un point ordinaire. L'élude de cette fonction si simple va nous montrer de suite l'indétermination d'une fonction dans le voisinage d'un point singulier essentiel. Considérons en effet l'équation
A étant une constante quelconque différente de zéro. Il est facile d'avoir ses racines. Soit en effet
A = Re«' et
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on aura
Le module du premier membre est égal à eP et son argument k q\ on a donc
6/»= R ou p = logR,
ce logarithme étant le logarithme arithmétique, et
<7 = a -f- Qt/rir,
logR H- (a -h ikTz)i*
k étant un entier arbitraire positif ou négatif.
Quand k augmente indéfiniment, ces valeurs de z tendent vers zéro. On en conclut que Téquation
a une infinité de racines dans le voisinage de -s = o, c'est-à-dire que, quelque petit que soit le rayon d'un cercle décrit de Vorigine comme centre, il y aura toujours une infinité de racines de cette équation contenues à l'intérieur de ce cercle. Cet exemple montre combien est profonde l'indétermination d'une fonction dans le voisinage d'un point singulier essentiel.
16. C'est M. Weierstrass qui a fait le premier, d'une manière systématique, l'étude des points singuliers essentiels (*). L'illustre auteur a montré que, dans le voisinage d'un point essentiel, la fonction f{z) s'approche autant qu'on veut de toute valeur donnée^ c'est-à-dire que, étant donné un nombre e aussi petit qu'on voudra et un nombre quelconque A, il y aura toujours, à l'intérieur d'un cercle ayant a pour centre et un rayon si petit qu'il soit, des points z où
M. Weierstrass déduit cette proposition.de ses théorèmes géné-
(') K. Weierstrass, Mémoire sur les fondions uniformes d'une variable {Mémoires de l'Académie de Berlin, 1876).
raux sur les fonctions uniformes. Nous en donnerons une démonstration différente (*).
Tout d'abord remarquons que, dans le voisinage d\in point singulier essentiel, la fonction peut admettre une infmité de pôles. Ainsi la fonction
a pour point singulier essentiel 3 = o, et elle admet les pôles en
nombre infini ^ z= — (A* entier).
Pour établir le théorème général qui vient d'être énoncé, considérons la fonction
Deux cas pourront se présenter. I^a fonction (8) pourra avoir une infinité de pôles dans le voisinage du point singulier essentiel a ; dans ce cas, Téquation
aura une infinité de racines dans le voisinage de a, et le théorème est alors évident : la fonction non seulement s'approche autant qu'on veut de A, mais lui devient rigoureusement égale.
En second lieu, la fonction (8) n'a pas une infinité de pôles dans le voisinage de a. On peut alors dans ce voisinage se servir de la formule de Laurent, et l'on a, dans l'intérieur d'un certain cercle C,
j— ^ = Ao-hA,(5 — a)-T-...
La première série sera convergente à l'intérieur du cercle C, la seconde est convergente dans tout le plan, sauf au point a. Or,
si l'on pose — - — = x^ nous savons qu'on peut choisir x de mo-
( ' ) J'ai donné pour la première fois celle démonsiration dans mon Cours lilhographié de i886.
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diile supérieur à toul nombre donné R, de façon que le module de
Bix -^ 822:* -h. ..
f soit lui-même supérieur à telle quantité positive qu'on voudra
donnée à l'avance. A cette valeur de a: correspond un point z aussi rapproché qu'on veut de a, pour lequel le module de y(w) — A est inférieur à tout nombre e, si petit qu'il soit, ce qui démontre le théorème.
17. La proposition précédente ne nous upprend rien sur les racines de l'équation
dans le voisinage du pointa. Bornons-nous à énoncer un théorème sur lequel nous reviendrons plus tard ( ' ) :
U équation précédente a en général une infinité de racines dans le voisinage de a. Il peut arriver cependant qu^il n^ en soit pas ainsi pour certaines valeurs exceptionnelles de la constante A, mais il ne peut exister plus de deux valeurs exceptionnelles.
Dans cet énoncé la valeur A= oo est à considérer comme une valeur que rien ne distingue des autres.
De ce théorème résulte une classification pour les points singuliers essentiels isolés d'une fonction uniforme f{z). On peut les partager en trois classes :
I" La fonction /(-s) peut prendre sans exception toutes les valeurs que Ton voudra dans le voisinage de a; on peut dire que c'est le cas général.
2** Il peut y avoir une valeur exceptionnelle que la fonction ne prendra pas dans le voisinage de a. Ainsi, par exemple, la fonction
(') E. Picard, Mémoire sur les fonctions entières [Annales de V École Normale, 1880).
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ne devient pas nulle dans le voisinage de z = o. Nous avons ici Tunique valeur exceptionnelle A= o.
3" Deux valeurs exceptionnelles peuvent enfin se rencontrer.
La fonction e^ en offre un exemple ; l'équation
n'aura pas de racines dans le voisinage de Torigine si A== o et si
18. Nous avons toujours supposé jusquMci que le point, dans le voisinage duquel on faisait Tétude de la fonction, est à distance finie. Dans la théorie des fonctions d'une variable complexe, on considère les valeurs de z d'un module infiniment grand comme formant un point; on le désigne sous le nom de point à V infini,
11 suffît de poser
pour que le point à l'infini dans le plan des :; soit ramené à l'origine dans le plan des z^ .
Les définitions et les théorèmes qui enrésullent s'étendent donc sans difficulté au point à l'infini. Celui-ci, par exemple, sera un pôle pour la fonction /(s), si la fonction
admet comme pôle le point -g' = o : on aura alors
A,„ . , Al
G(2') étant holomorphe dans le voisinage de ;;'= o : donc
G( - j étant une série entière en - > convergente quand | <s | est suffisamment grand.
Si nous considérons en particulier un polj^nome d'ordre m, nous pouvons le regarder comme une fonction de z ajant, pour
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toute singularité, le point à Tinfini comme pôle d'ordre m, La réciproque est vraie, c'est-à-dire qu'a/ie fonction uniforme dans tout le plan, ayant comme seule singularité le point à Vin fini supposé pôle d^ ordre m, se réduit à un polynôme de degré m. 11 est clair en effet, que, dans ce cas,
reste, à partir d'une certaine valeur de | <3 |, inférieur à un nombre fixe; par conséquent, d'après le théorème de Liouville généralisé (§ 12), la fonction enlière/(3) doit se réduire à un poljnome qui devra être nécessairement de degré m, puisque le point à Tinfini est un pôle d'ordre m.
Ce théorème peut se généraliser. Une (onction rationnelle est une fonction uniforme qui n^a dans tout le plan, y compris le point à l'infini, d'autres points singuliers que des pôles. La réciproque est exacte et se déduit de suite du théorème précédent. Soient en eOet a, 6, . . ., / les pôles de notre fonction y (^), à distance finie et de degrés de multiplicité a, ^, . . .<, A. Formons le produit
il n'aura plus de pôle à distance finie, et le point à Tinfini ne pourra être qu'un pôle ou qu'un point ordinaire. Ce produit est donc un polynôme ou une constante et il est bien établi que/(z) est une fraction rationnelle.
IV. — Fonctions analytiques élémentaires d'une variable complexe.
19. Nous avons déjà, à propos de la théorie des séries entières (Chap. II), défini les fonctions élémentaires e^, sin.3 et coss, qui sont uniformes et continues dans tout le plan. Nous nous occuperons dans ce paragraphe des fonctions élémentaires qui admettent des points singuliers et de celles qui ne sont pas uniformes.
20. Les fonctions tang j et cot^ sont définies par les quotients P. - II. 9
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et-r-^- La foDction cos5 s^annulant pour certaines valeurs
de Zj tang^ deviendra infini. Cherchons les racines de cos^, on devra avoir «
ou
donc, en posant 5 = a -f- /^,
Or, — I ayant Tunité pour module et son argument pouvant être pris égal à tt, on aura
■2a = t: 4- 2kTZ,
Par conséquent, les racines z sont données par la formule
z = h A'TT,
k étant un entier positif ou négatif. Ces points sont des pôles simples de tang^.
On verra de la même manière que les pôles de cot^ sont donnés
par
z = Anr.
Ainsi, tandis que les fonctions é^, sin^ et cos^ sont des fonctions entières f les fonctions tangs et cot3, qui sont aussi uniformes dans tout le plan, ont un nombre infini de pôles.
Nous verrons dans le Chapitre suivant comment on peut les développer en séries de fractions rationnelles.
21. Nous n^avons considéré jusqu'ici que des fonctions uniformes, c'est-à-dire n'ayant qu'une valeur pour chaque valeur de z. Prenons maintenant l'expression
pour une valeur de :;, a a deux déterminations, mais on ne doit pas considérer ces deux déterminations comme représentant deux fonctions distinctes de z. En efiet, partons d'une valeur Zi^{z^r^à)^ et soit Mo "ne des déterminations du radical y/s^ — a. Traçons
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dans le plan de la variable z un chemin allant de Sq à un point G| et ne passant pas par a; suivons par continuité la valeur de u k partir de la détermination choisie Uo pour z = Zq^ c'est-à-dire prenons, pour z voisin de Zq^ la valeur de u voisine de Uq et ainsi de suite de proche en proche. Nous arrivons ainsi au point z^ avec une valeur déterminée pour u. Deux chemins différents allant de ^0 à Zi donneront, à l'arrivée en ^i, la même valeur pour Uy si le point a n'est pas compris dans l'aire limitée par l'ensemble des deux chemins. En effet, en posant
z — a = p(cosO -f- isin 6), prenons pour Uq la détermination
^Zq — a = ^Po ( cos h « sin --- j
et pour valeur générale de y/s — a
^z — a = /p ( cos — h i sin -- J •
En faisant varier p et 0 d'une manière continue depuis (po? ^o) <^orrespondant à Zq, jusqu'à (pi, 0|) correspondant à z^ , l'argument Q| est bien le même, que l'on ail suivi l'un ou l'autre chemin, si le point a est extérieur à l'aire limitée par les deux chemins. U en est autrement si l'on a deux chemins C et C formant la limite d'une aire comprenant le point a {^g- i6). Si l'on part de Zo
Fig. i6.
avec l'argument 0© pour 5,, — a, et si 0| désigne encore Targument obtenu en arrivant en 5| par le chemin C, il est clair que le chemin C nous conduira en S| avec l'argument 0| — a're : nous trouverons donc, par le chemin C, la valeur
M, = /p, I COS h « sin — j
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et par le chemin C ,
a\ =— vpi ( cos H * sin— !•
Les deux déterminations de la fonction ne forment donc pas des fonctions distinctes. Ainsi, en particulier, si l'on part de Zo avec une certaine détermination, on reviendra en ce point avec Taulre détermination si l'on tourne une fois autour de l'origine.
Ces remarques sont bien simples; elles n'en ont pas moins joué un rôle considérable dans la Science, en appelant l'attention sur les fonctions non uniformes. On a considéré longtemps les deux valeurs de
u = yz — a
comme formant deux fonctions distinctes de z\ c'est qu'on ne s'attachait pas à l'idée de continuité pour définir au juste ce que l'on entendait par fonction. Nous venons de voir que c'est en suivant par continuité la succession des valeurs de u sur un chemin donné, que la valeur finale se déduit sans ambiguïté de la valeur initiale.
22. Un autre exemple de fonction non uniforme va nous être fourni par la fonction logarithmique. Cherchons les racines de
l'équation en u
z étant une quantité donnée; u esl par définition le logarithme de z. En posant
M = X-+-iY, -s = r(cosa -+- I sina), o*n a
donc
/• =z e^^ Y = a ^- 'iXr et, par suite,
(9) u = Logr + (a-h2A7r)i,
Log/- désignant le logarithme arithmétique de r: k est un entier arbitraire. Ces valeurs en nombre infini sont les déterminations multiples de log:;.
Si maintenant nous voulons considérer u comme fonction de c,
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nous partirons d'un poinl Zq avec une de ces déterminations et nous suivrons par continuité, comme nous l^avons fait au paragraphe précédent. On voit ainsi que la fonction log^ reprend la même valeur quand z revient au point de départ sans avoir tourné autour de l'origine. Au contraire, si le chemin partant de Zq revient en ce point après avoir tourné une fois dans le sens direct autour de l'origine, ao augmentera de 21c et, par suite, log2 reprendra sa valeur initiale augmentée de mzi.
La fonction log^ a donc une irifinhé de déterminations qui peuvent s'échanger les unes dans le^ autres en tournant autour de l'origine qui est un point singulier.
Cette fonction a une dérivée qu'il est facile de calculer; on a
Donc
ou
et, par suite, Ainsi
eu(e^'*—i)=z \z e« Aw ( iH h . . . ) = A5
,. lu 1 I
lim — = — = - .
As e'* z
du __ I liz " ~z'
Il en résulte que logs est bien une fonction analytique de z. On aurait pu le voir en partant de l'expression (9) et remarquant que Logr et a 4- 2^71 satisfont bien aux relations fondamentales
du _ dv du _ dv
dx ~ dy ày ^ dx
23. Considérons maintenant la fonction log(i -h z). Elle admet comme poinl critique le point 5 =: — 1 . Soit (C) {fig- 1 7) le cercle qui a pour centre l'origine et qui passe par ce point singulier A. A Tintérieur de (C), l'une quelconque des déterminations multiples delà fonction log(i +^) est uniforme et continue. Si l'on choisit celle qui s'annule avec ^, on reconnaît facilement que sa détermination est logAP-i-fa, a désignant l'angle des deux directions Ax et AP.
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D'après le ihéorème de Caiichy, cette détermination est développable en série entière relativement à z, pour tous les points iniérieurs à G et Ton obtient
Z «* 5" loc(l-4-Z) = h... -h (—1 )"-+-> h
Nous avons déjà étudié ce développement (Chap.II, §22). Nous avons vu qu'elle coïncide avec celui que l'on obtient pour z réel.
Cette série est convergente dans tous les points de C sauf au point A; elle représente donc log(i + z) pour tous ces points, et peut être prolongée analjtiquement dans tout le plan. En allant du point P à un point F extérieur par deux chemins différents, on obtiendra pour log(iH-5) la même valeur, pourvu que ces chemins ne contiennent pas dans leur intérieur le point A. Soit M(i , 0) un point du cercle de convergence
On a
et
js = cos6 -h *sin6.
l0g(l -t- 5) = l0g2| COS 7) ^- « 7
, , ^ cos6-f-isin6 (cosO -h 1 sinB)*
ce développement étant valable pour toutes les valeurs de 6, sauf 6 = lii 71. On en conclut les deux développements
et
Iog(.C05^^)-=^
cos6 COS26
cos36
8 sin6 sin'iO sin'iO
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Nous avons vu plus haut que la fonction u ^= logz a pour dérivée -; elle peut donc être représentée par l'intégrale curviligne
•'dz
r'di
le chemin qui va Ae z^k z élant dooné. Si l'on va du point A(2o) au point 8(5) {Jig- 18) par deux chemins qui ne comprennent
Fig. 18.
pas l'origine, le résultat sera le même. Mais si Ton va de A en B par deux chemins qui comprennent l'origine, tels que AMB et AM'B, on aura
AM'B ^ *^A1I'A *^A1IB
Or la première intégrale est égale k iItz : donc on a, en désignant par u^ la seconde détermination de </,
m' = a -4- 2 1 ir.
Si le contour AM'B faisait k fois le tour de O, on aurait
m'= w -4- ikliz.
Nous retrouvons bien de la sorle les déterminations eu nombre infini de la fonction \o^z,
24. La définition de la fonction z'*^ se déduit de celle de logs, en posant
qui donne un sens à 5"*, quel que soit m. On voit que la fonction z^ a comme point critique le point 5 = 0, et, quand z tourne
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autour de l'origine, la fonction se reproduit multipliée par e-'"^', puisque logz s'augmente de 2Tzi,
Considérons en particulier la fonction (i -f- s)'". Elle est développable en série convergente en tout point intérieur au cercle qui a pour centre l'origine et qui passe par le point singulier ^ = — I. Considérons celle des déterminations de (i H- 5)'^ qui devient égale à i pour s= o. Elle sera, d'après le théorème de Cauchy, représentée par la série
m m (m — 1) . m(m — i)...(m — AI-+-1) ^
que nous avons déjà étudiée précédemment (Chap. II, §23). De sorte que cette série, qui représente (i -t- z)'^ lorsque z est réel, le représente encore quand :; est imaginaire et de module inférieur à un» Sur la circonférence de convergence nous savons que le développement est ou n'est pas convergent suivant la valeur de m.
Le développement de l'irrationnelle
/i — 2aa7 -h a*
suivant les puissances de a se rattache à la question précédente. Bornons-nous au cas où x est réel. Cette irrationnelle est une fonction algébrique de a qui a deux déterminations. Choisissons celle qui, pour a=o, est égale à -f- i . Le rayon du cercle de convergence de son développement suivant les puissances entières de a est évidemment égal au module de la racine du polynôme I — 20LX -h a^ qui est la plus voisine de l'origine.
Si I :r I < I , les deux racines x ± i^ i — x^ sont imaginaires et leur module, indépendant de x, est égal à un. Le rayon du cercle de convergence est donc aussi égal à un quel que soit \x\. Si I j: I > I , les deux racines sont réelles et le rayon du cercle de convergence variable avec \x\. Dans les deux cas, on aura, pour tout point A pris à l'intérieur de ce cercle, un développement convergent de la forme
r^ = Xo -4- X, a H- Xa a* -h . . . -f- X,, a« H- . . .
/ 1 — ÀQ
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Lscs coefficients X„ sont connus sous le nom de polynômes de Legendre; X„ est de degré n en x.
Cherchons d'abord une relation de récurrence qui existe entre trois coefficients X„ successifs. En posant
on déduit, en dérivant par rapport à a,
dv (11) --- (i — 'lax -4- a*) = j'(r — a).
Prenons la dérivée /î.'^™" par rapport à a des deux membres de cette égalité. En appliquant la formule bien connue qui donne la dérivée d'un produit de deux facteurs, et en faisant a := o, on obtient
D'ailleurs, on a
et finalement la formule de récurrence cherchée est
ivx) (/i-+-i)X„^, — (2/i-hi)a™X„-f- AiX„_,= o.
On en déduit que X„ est un polynôme de degré n en x : les deux
premiers sont
Xo=i, X, = x.
Pour jc = 4- I , on a X„ = i . Pour x ^= — i , on a X,/ = dz i , suivant que n est pair ou impair.
Ces polynômes jouissent de toutes les propriétés des fonctions de Sturm, comme on le reconnaît immédiatement. Pour j; = — i, la suite des polynômes Xo, X|, . . ., X/, présente manifestement n variations. Pour j? := + j , elle n'en a plus; donc, x croissant de — I à + I, la suite a perdu n variations; donc X,| a passé au moins par n racines; et comme ce polynôme est de degré n^ ses n racines sont comprises entre — i et + i .
Pour établir maintenant l'identité, à un facteur près, des polynômes X/, avec les polynômes que nous avons déjà étudiés (t. I,
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p. 28), il suffira de démontrer que l'inlégrale
est nulle lorsque /{x) est un poljnome arbitraire de degré au plus égal an — i . Nous nous servirons à cet effet d'une seconde relation obtenue en dérivant par rapport à x les deux membres
de (10). On a
ây
~-(i — 2aa7 H- a*) = ay
et, en comparant avec (1 1), d'où la relation cherchée
(i3) xx;,— x'„_i = /ix,j.
Multipliant les deux membres parar'"rfjr et intégrant de — i à -4-i, il vient
d*où, en intégrant par partie,
nj X'nX„dx=[T'^{xX„-Xn-t)]t\
— ( m -+- 1 ) / x"^Xndx ~\- ni j x^-^ X„-| dx.
Or {xX.n — X,|_|) est nul pour les limites -h i et — 1 : donc finalement
(14) f X^Xndx= ~ f^ X'n-^X„^,dx.
On a d'ailleurs
/ Xodx==i, I Xndx=:o (n^\).
Le résultat est maintenant immédiat : si /?? est </ï — i, l'inté-
GoogI(
FONCTIONS d'une VARIABLE COMPLEXE. I Sq
graie (i4) se ramène à une intégrale de la forme
^ndx in>i)
et est nulle. Il en est de même de Tintégrale
J /(T)X„dxy
où /{x) est un poljnome arbitraire de degré ^/i — i. Donc K„ satisfait à l'identité
OÙ A est une constante dont on trouve facilement la valeur
26. Parlons enfin, pour achever Ténumération des fonctions élémentaires, des fonctions circulaires inverses. La fonclion
u = arc tanp: z
sera définie par Téquation
tanga = z.
On peut trouver aisément l'expression générale de u, en remplaçant tang;/ par sa valeur en fonction d'exponentielles
_ sîn M _ gM/— -e-M/ ^ e»"^--i donc
I — Zl l-ir z
et enfin
I , * — Z ir I , z — i
a = — . log -r- = - H ; lag :•
La fonction arc tang^ se ramène donc à la fonction logarithmique. Ses points singuliers sont 5 = + î et 5 = — i. On définira d'une manière analogue la fonction
u = arc sin^
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qui donne
ou
et, par suite,
d'où se conclut
sin w = ^,
«**' = zi-h ^i — z^ , u — -rlogizi-h v^i — z^)
La fonction arc sin s s'exprime donc a l'aide de la fonction logarithmique.
27. Nous ne nous sommes occupé jusqu'à présent que des développements suivant les puissances entières de la variable. On peut, dans certains cas, par un simple changement de variable, développer une fonction sous une forme différente. L'exemple suivant est relatif au développement d'une fonction eu série d'exponentielles.
Soit /(5) une fonction uniforme et continue de 5 à l'intérieur d'une aire définie par deux parallèles à Oy» On suppose que cette fonction est périodique, l'amplitude de la période étant 27t«',
/{z-^^niTz) = f{z), de sorte que la valeur de la fonction au point A (/îg. 19) est la
même qu'au point B, si le segment AB parallèle à Oy est égal à 2/i7t, n étant un entier quelconque.
Posons
et cherchons quelle est, dans le plan des z' {/ig. 20), la région
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qui correspond à la bande, indéfinie dans les deux sens, comprise entre les parallèles MP etNQ. Soil x = a l'équation de la droite AB; Taffixe d'un quelconque de ses points est
z = a-h iy, et le point correspondant du plan des z' est
c^csl-à-dire qu'à la droite AB correspond dans le plan des z' une circonférence de ra^^on e" et de centre O'. Il s'ensuit qu'à l'aire
MNPQ correspond l'aire limitée par les deux circonférences concenlriques qui correspondent aux parallèles MP et NQ.
La fonction /(:;) va devenir une certaine fonction o{z') uniforme et continue dans l'espace annulaire compris entre ces deux circonférences. Elle sera par conséquent développable dans cette région par la formule de Laurent
Par suite /{z) sera représentée dans toute la bande MNPQ par la série
Si, au lieu de supposer la période égale à 211:, on supposait son amplitude égale à o, et que Taire soit limitée par deux droites parallèles à celle qui joint le point z au point z -h a, on obtiendrait
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l'expression
imiitz
V. — Sur les produits convergents
28. Quoique nous devions faire peu d'usage de la représentation des fonctions sous forme de produit, il ne sera pas inutile d'indiquer quelques propositions générales relatives aux produits convergents. La théorie des produits convergents ne présente d'ailleurs aucune idée nouvelle, puisque la convergence d'un tel produit se ramène toujours à la convergence d'une série.
Nous commencerons par démontrer le théorème suivant :
Le produit
(n-ai)(i-f-ai)...(n-a«)...
sera convergent si la série
est convergente.
Nous pouvons supposer que lawl < i, quel que soit «, puisque nous pouvons laisser de côté des facteurs nécessairement en nombre limité où cette condition ne serait pas remplie.
Ceci dit, supposons d'abord les a réels. Le produit sera convergent, si la série
logu -h a,)-4- log(i -f- a,)-4-. . .-f- log(i -f- a^j-h. . .
est convergente. Désignons par b les termes positifs et par — c les termes négatifs parmi les a. La série
log(i -h bi )-+- Iog(i -H 6j)-+-. . .-H Iog(i 4- 6;»)-+-. . .
sera convergente, car log(i -h ^)<; ^ quand x est positif. Pareillement, la série
l0g(l — c, )-4-. . .-H log(l - C«)-i-. . .
sera convergente, car on a
iog(i-c«)=- fzrb;' o<e<i,
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or le facteur r — tend vers un : la série convergera donc
I — ec„ ^
puisque la série de terme général Cn est convergente.
Passons maintenant à la série
(i-H w,)(i-ha,)...(r-+-art)...,
les u étant complexes. Soit u,i= a„-\- b,ti; les séries S|a;i| et 2|6/|| sont convergentes par hypothèse. Le carré du module de
(i 4- W|,) est
(n-an)*-+-6J ou l-h'laa■^a}^-^ b%.
La série de terme général
converge évidemment; par suite le module du produit tend vers une limite. Passons à Targument ; celui-ci est pour i + u„
v/(i-4.a„)«-ÔJ
et il faut montrer que la somme des arguments a une limite déterminée. Or cet arcsin est comparable à 6,„ ce qui rend évident le résultat que Ton veut établir.
29. Passons maintenant aux produits convergents représentant une fonction de s. On considère le produit
les fonctions /i( 5), .. ., fn{^)^ • • • sont des fonctions uniformes et continues dans le même cercle C de convergence. On suppose de plus, en représentant d'une manière générale par
la série obtenue en remplaçant dans fi{z) chaque terme par son module, que la série
Fi(Z)-+- F,(Z)-h. . . -h F«(Z)-+-. . .
converge quand Z est inférieur au rayon du cercle C.
Dans ces conditions nous voulons montrer que le produit (i5) représente une fonction holomorphe de z à l'intérieur de C.
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Considérons d'abord le produit convergent
Soit P,/Z) le produit des n premiers facteurs; nous pourrons mettre P//(Z.) sous la forme
P„(Z) = AS-+-AïZ-f-...-hAS,Z'«H-...,
A'', étant une constante positive. OrP„(Z) est plus petit que P(Z);
donc tous les ternies
sont moindres que P(Z). Mais quand /{ augmente indéfiniment (m restant fixe) les A^, augmentent. Par suite A,", pour /? =: 30, lend vers une limite que nous désignerons par A,«. Ceci dit, remarquons que l'on a
p^(Z)>As-4-A7Z-h...-+-A;}.Z'«
(en ne prenant que m termes); donc, m restant fixe et n augmentant indéfiniment, P(Z) est au moins égal à
Ao-+- A,Z-H...-h A^^Z^.
Puisque la somme des m premiers termes de la série
(£) Ao-4-A,Z-f-...-hA,„Z'«^-...
est moindre que P(Z), on en conclut que cette série (2) est convergente et a au plus P(Z) pour limite. D'aulre part, on a
P„(Z)< Ao-f- A|Z -h. ..-+- A„,Z'« -+-... .
On a donc les inégalités
P«(Z)<Ao-4-...-+-A,„Z'«^...<P(Z),
ce qui établit que la série (S) a P(Z) pour limite.
Nous allons maintenant achever aisément la démonstration. En prenant le produit des n premiers facteurs dans le produit (i5),
on a
<in{^) = aï H- ay z H- . . .-4- a;;, ^'" -f-. . . :
a^, est une somme de termes complexes; pour n = QO, c'est la somme des termes d'une série pour laquelle la série des modules est convergente; nous aurons donc une limite pour a^,, soit a„i.
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La série
convergera manifestement, ei (f(z) coïncide avec la valeur Q(«) du produit convergent (i 5); on le voit de suite en remarquant que
or le second membre de celte inégalité tend vers zéro. Il en résulte bien que f{z) est égal à la Hmile de Qn{z)^ c'est-à-dire à Q_{z), Ce produit convergent est donc mis sous la forme d'une série entière dans le cercle C et la proposition énoncée est complè(emenl établie.
VI. — Décomposition en facteurs des fonctions uniformes
30. La décomposition d'un polj^nome en un produit de facteurs linéaires est la proposition fondamentale de l'Algèbre. Considérant une fonction G{z), uniforme et continue dans tout le plan, on a cherché pareillement à décomposer G{z) en un produit de facteurs qui mette en évidence les racines de cette fonction. Cauchy y est arrivé dans des cas étendus, mais sans pouvoir toutefois traiter la question dans toute sa généralité. C'est à M. Weierstrass que Ton doit d'avoir étendu aux fonctions G{z)j que nous appellerons avec lui yb/ic^/o/15 entières, le théorème fondamental de TAIgèbre. Cet admirable résultat est le point capital du Mémoire de l'illustre auteur que nous avons cité plus haut (*).
Soit une suite de quantités
«1, aj, ..., Un, ..., rangées par ordre croissant de leurs modules et telles que
iim — =- o.
Si plusieurs de ces quantités ont même module, on rangera les quantités de même module dans un ordre arbitraire. D'après la
(*) On trouvera une traductioa de ce Mémoire dans les Annales de l'École Aormaie supérieure (1879).
GoogI(
l46 CHAPITRE V.
défini lion même du mot limite, il csl clair qu'élant donné un nombre quelconque R il n'y a qu'un nombre limité de valeurs des a donl le module soit inférieur à R.
Ceci posr, nous allons montrer qu'on joewi/o/mer une fonction entière G (5) ayant pour racines les quantités a et celles-là seulement. Si plusieurs quantités a sont égales, la racine sera d'un degré de multiplicité égal au nombre de fois que figure cette quantité.
31. Une remarque préliminaire nous sera indispensable. Soit une série
dont les termes sonl des séries entières convergentes dans un cercle C de rayon R ayant l'origine pour centre. Désignons par
la série obtenue en remplaçant dans fn{z) chaque terme par son module. On suppose que la série à termes positifs
(17) Fo(Z)-+-F,(Z)-f-...-hF«(Z)-h...
soit convergente pour Z<C R. Dans ces conditions, il est manifeste que la série (16) sera convergente dans le cercle C, et sera susceptible de se mettre sous la forme d'une série entière convergente dans ce même cercle; on peut, en effet, dans la série (16), modifier l'ordre des termes, puisque la série des modules de tous les termes, représentée par (17) est, par hypothèse, convergente.
32. Ceci posé, laissons de côté celles des quantités a qui pourraient être égales à zéro, et considérons l'expression
Si l'on suppose que \z\ soit inférieur à |av|, nous pouvons envisager
log«.^log(._-^-)+^^^^i(±)V...^-^(^)
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Iog( I —] représentant une fonclion uniforme el continue dans
le àercle de rajon \a^\ et s^annulant pour ^ = o. On aura, par suite,
d^où Ton conclut
Nous voulons maintenant montrer que le produit infini
(18) UiUt,,.Uy..,
est convergent et représente une fonction entière de z s'annulant
pour
ai, aj, ..., av, ...,
y étant un entier quelconque. A cet effet, montrons que le produit (18) représente une fonction uniforme et continue de z dans le cercle de rayon a^. Laissant de côté les facteurs en nombre liuiité correspondant à des valeurs des a de module moindre que av, nous avons
La convergence du produit sera rétablie, si nous montrons que la série
II = V
est convergente pour [^ | < |av|.
Nous avons là une série dont chaque terme est lui-même une série ordonnée suivant les puissances de ^; or on a
n\an\ n-hi\an\ Nous devons montrer, pour pouvoir appliquer le lemrae du para-
n an
an
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graphe précédent, que la série dont le terme général est
an
\an\
est convergente. Il en est ainsi, car le rapport d'un terme au précédent est
qui tend vers zéro à cause du facteur
Nous sommes donc assuré que la série (19) roprésente une fonction holomorphe dans le cercle de rayon |av|. Le produit (18) représente donc une fonction de z holomorphe dans ce cercle; cette fonction s^annule pour
«Il «îi •••• «VI
et elle n'a pas d'autres racines dans ce cercle.
L'entier v est d'ailleurs absolument arbitraire. On en conclut donc bien que le produit
U1U2 . . . li. . ..
représente une fonction entière de z ayant pour zéros les valeurs données et celles-jà seulement. Les facteurs u ont été appelés par M. Weiersiraiss facteurs primaires ; on voit que, outre le facteur
linéaire ( 1 ]> le facteur primaire Wy contient une exponentielle. C'est la présence de cette exponentielle qui rend possible la convergence du produit infini formé avec les facteurs u. Dans le cas où -2 = o devrait être racine multiple d'ordre X, on mettrait z^ en facteur devant le produit trouvé.
33. Nous venons de nous placer dans le cas le plus général. Dans certains cas particuliers, il sera possible d'employer des facteurs primaires un peu plus simples. Ainsi, supposons que la
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série de terme général
p étant un entier déterminé, soit convergente. On pourra prendre
pour i/y
On le voit de suite, en se reportant à Tanaljse précédente : la série dont on a alors à montrer la convergence se réduit à la série de terme général
p la« I ^
dont la convergence est évidente d'après l'hypothèse faite plus haut.
34. Une première conséquence bien remarquable déduite par M. Weierstrass du théorème précédent est relative à la forme d'une fonction y(.3) uniforme dans tout le plan et n'ayant à distance finie que des pôles.
On peut, en effet, former une fonction entière G(2) ayant pour racines les pôles de /(2) et avec le même degré de multiplicité;
le produit
sera alors une fonction entière G| (z), et l'on aura par suite
f{z) peut donc se mettre sous la forme d* un quotient de deux fonctions entières. On remarquera que les fonctions G et G|, obtenues par les considérations précédentes, n'ont pas de racines communes, car les racines de G (2) donnent au produit y(2;G(2) des valeurs finies et différentes de zéro.
3o. Si, au lieu d'une succession de points
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s'éloignant à l'infini, on a des points pour lesquels
iiin Un — a,
on pourra former une fonction ayant pour point singulier essentiel
le point a et les racines ût,, a^ ««* ... H n'y a en effet qu'à
prendre pour facteur primaire
et il n'y a rien à changer au raisonnement fait plus haut pour établir que le produit converge pour toute valeur de z différente de a. On suppose, bien entendu, les a disposés dans un ordre tel que \an — cl\ ne croisse pas avec n, La fonction ainsi trouvée sera
une fonction entière de > et, en désignant d'une manière
générale par G(^) une fonction entière de z, on obtient de cette manière une fonction
ayant comme unique singularité le point essentiel a et les zéros donnés par la série (20).
36. On peut bien aisément généraliser le résultat précédent (*), en l'étendant aux fonctions uniformes', continues pour tous les points du plan, à l'exception de ceux qui sont situés sur une circonférence C de rayon R et dont le centre est à l'origine.
Soit une suite de quantités
(21) Al, Ai, ..., A„, ...
telles que, en posant An= p//^'*", p« étant le module et a,, l'argument, on ait
et de plus
lim pn = R.
( ' ) E. Picard, Sur la décomposition en fadeurs primaires des fonctions uniformes ayant une ligne de points singuliers essentiels {Comptes rendus, 21 mars 1881).
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Nous allons montrer qu'on peut former une expression, dépendant de 2, uniforme et continue dans tout le plan en dehors de la circonférence, qui représentera une fonction analytique de -2 à Tin teneur et à l'extérieur de la circonférence et s'annulera pour tous les termes de la suite (21).
A la suite (21) associons une seconde suite
Bi, Bï, ..., Brt, ...
représentant des points situés sur la circonférence G et telle que
lim(A„— B„) = 0.
n=:ae
Ce choix peut être fait d'une inGnité de manières; il en est une îminédiate obtenue en faisant
B„= Re^ot».
Ceci posé, on prendra la fonction
en posant
La démonstration de la convergence de ce produit infini est immédiate. Écrivons, en eflTet, le facteur primaire sous la forme
-=(-xS^)'*'
Pour un point donné z qui n'est pas sur la circonférence, nous considérons les facteurs primaires à partir du rang v tel que
ce qui est possible, puisque le second membre de cette inégalité tend vers zéro avec -• On peut alors mettre u^ sous la forme
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loiit à fait analogue à celle que nous avons obti^nue dans le cas du seul poinl singulier a. Il ne reste plus qu^à montrer que la série
(Vi)
représente une fonction analytique de z dans Tune et l'autre région du plan où
On pourra prendre pour une de ces régions l'intérieur d'un cercle F décrit de l'origine comme centre, dont le rayon convenablement choisi sera moindre que R, et pour l'autre l'extérieur d'un cercle F' dont le rayon sera supérieur à R. Ces deux circonférences sont d'ailleurs bien évidemment d'autant plus rapprochées de la circonférence C que V est plus grand.
H nous suffira de supposer z dans le cercle F. Chaque terme de la série (22) est une fonction analytique continué dans ce cercle. De plus, développons le terme général
suivant les puissances de z et voyons ce que devient ce développement quand on remplace chaque terme par son module. Or, quand on développe en série un terme quelconque de la suite précédente, et qu'on remplace chaque terme par son module, on obtient le développement de ce ternie où A„ — B;,) ^ et B„ ont été remplacés par leurs modules. On a donc, en employant les notations du lemme (§ 31)
et, par suite.
(R-Z) Il n'y a plus rien à changer à la suite du raisonnement : on voit
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de suite que la série de terme général F„(Z) est convergente, et, par suite, d'après le lemme, l'expression (22) est une fonction analytique dans le cercle F. On verrait de la même manière qu'elle jouit de la même propriété à l'intérieur du cercle V,
D'ailleurs, comme nous l'avons dit, ces deux cercles, si l'on prend v assez grand, sont aussi rapprochés que Ton veut du cercle C. Le produit convergent G {z) représente donc une fonction analytique et continue de z à l'intérieur et à l'extérieur du cercle C; il a de plus pour racines les points de la suite (21).
Il est clair que si la série de terme général
p étant un entier fixe, est convergente, on pourra prendre comme facteur primaire
en posant
On remarquera qu'en général l'expression précédente représentera deux fonctions analytiques distinctes à l'intérieur et à l'extérieur de C, c'est-à-dire que les deux fonctions ne seront pas le prolongement analytique l'une de l'autre (Chap. II, § 18). La circonférence pourra être pour la fonction une ligne de points singuliers essentiels. Nous sommes ainsi conduit au type de fonctions, dont nous avons déjà indiqué quelques exemples (Chap. Il, § 18), pour lesquels le prolongement analytique n'est pas possible au delà d'une certaine courbe.
37. Indiquons deux exemples très simples : Soit R =1 j ; posons A„=(i--^)€"^ [A: = o,i, ...,(n-i)].
On aura, sur le cercle de rayon i > /i points A formant les
sommets d'un polygone régulier. Quand n augmente indéfiniment, 00 a ainsi une suite de points tendant vers la circonférence de rayon un. Nous prendrons, comme point B,, correspondant à A,|,
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le terme A,, — B^ sera donc
ikin
n et, par suite,
et il ne faut pas oublier que n racines de même module correspondent à rîndice n. Cherchons s'il y a une puissance p telle que la série
soit convergente. Cette série peut s'écrire
puisqu^il j A n termes pour lesquels | A„ — B,^ | a la môme valeur — • On pourra donc prendre
/> = 3, et le facteur primaire sera
La fonction représentée par le produit de ces facteurs ne pourra certainement pas s^ étendre au delà du cercle de rayon un, car dans le voisinage de tout point du cercle elle a une infinité de racines, ce qui est incompatible avec la possibilité d'une extension analytique.
Je donnerai un second exemple où le choix des quantités B sera
fait d'une manière différente. Supposons que Texpression générale
des racines soit
a, 6, c, d étant quatre entiers réels satisfaisant à la relation ad — 6c = I ^ on a ici R = I .
Nous prendrons B = ^ — j-.; le point B est bien sur la circonférence de rayon un et l'on aura
v/(6»-i-rf«)(a«-H6»-hc«-t-rf»-Hî)
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La série niuUipIe dont le terme général est | A — B(^, a, 6, c, d
pouvant prendre toutes les valeurs entières possibles satisfaisant
à la relation
ad — 6c = 1,
est convergente : c^est ce que Ton reconnaît en considérant à la place de la série une intégrale triple convenable dont la valeur reste finie quand les limites deviennent infinies. On pourra, par conséquent, poser
le signe 1 1 indiquant le produit de tous ces facteurs correspondant à toutes les valeurs entières de a, b^ c, d qui satisfont à la relation ad — 6c = i .
38. Revenons à la décomposition d'une fonction entière en facteurs primaires. Nous nous sommes donné les racines, et nous avons obtenu une fonction entière G(3) ayant ces racines. Toute autre fonction entière Gj i^z) ayant les mêmes racines avec le même degré de multiplicité sera telle que
sera une fonction entière <p(^) ne s'annulant pas. Or, dans ces conditions, • , , sera encore une fonction entière; donc
H(z) représentant une fonction entière. Par suite on a
Gj(«) = G(^)<5»<-'.
Dans la pratique, pour une fonction donnée G|(^), la recherche de la fonction H(5) et l'étude de ses propriétés pourra présenter des difficultés. Ainsi, soit la fonction sin.3; ses racines sont données par
AITT
n étant un entier positif ou négatif. Nous pouvons former une
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fonction G{z) ayant ces racines; ce sera
le produit II étant étendu aux valeurs entières positives et négatives de /i, à l'exclusion de /i =^ o. On peut, dans le cas actuel, simplifier beaucoup en groupant deux à deux les facteurs corres-pondant à des valeurs de n égales et de signe contraire. Ce groupement est d'ailleurs celui auquel conduit l'application de la méthode, puisque, les racines étant rangées par ordre croissant de modules, les deux racines -t- nn et — mz se suivent nécessairement. On obtient ainsi
nml
il en résulte que
sin4J = G(x)c"").
Quanta la détermination de la fonction entière H(2), elle ne peut résulter de la théorie précédente. Nous verrons dans le Chapitre suivant que H (s) = o.
39. De la décomposition de la fonction désignée d'une manière générale par G{z), on conclut un développement de la dérivée
logarithmique
Cy'(z) G(z)'
on a
( z ) ^à \^z — Ov av \«v/ J
Nous obtenons donc ainsi un développement de -^r: — r en une
série de termes rationnels en z. Cette fonction a pour pôles simples les points
ai, «j, ..., Ov» •••»
et le résidu correspondant à chacun de ces pôles est 4- i •
Ce résultat conduit à se poser une question plus générale. En se donnant les points singuliers (pôles et points singuliers essen-
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lîels isolés)
«i, «t, ..., an, ..., limart=«,
el pour chaque point singulier a,, la portion
(G/i étant une fonction entière donnée) qui, dans le voisinage de z = a«, ne sera pas holomorphe, peut-on former une fonctiony*( z) ayant les points a comme points singuliers, et telle que
/(^)-«"(ri^)
soit holomorphe dans le voisinage de anf II en est bien ainsi, comme Ta montré M. Mittag-Leffler ; nous nous contenterons d'énoncer ce beau théorème, renvoyant pour la démonstration au Cours d'Analyse de M. Hermite (4^ édition, Hermann; 1891) où Ton en trouvera de nombreuses applications.
La décomposition en facteurs primaires d'une fonction, pouvant avoir une ligne de points singuliers essentiels, dont j'ai donné le premier exemple en traitant le cas de la circonférence, conduisait à une question analogue relativement au cas où les points singuliers peuvent tendre vers les points d'une ou plusieurs lignes. M. Mittag-Leffler, s'inspirant toujours de la même idée, a traité ce genre de questions dans toute sa «généralité; nous renverrons à son remarquable Mémoire où l'on trouvera le développement complet de celte théorie (* ).
VII. — Sur quelques développements en séries; séries de polynômes.
40. Nous ferons maintenant quelques remarques sur certains développements en séries. Voici tout d'abord une remarque, qui
( * ) G. Mittao-Lkffler, Sur la représentation analytique des fonctions monogènes uni/ormes d'une variable indépendante {Acta mathematica, t. IV; i884). Pour toutes ces questions on consultera aussi les Leçons de M. Borel : Sur la théorie des fonctions.
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paraît due à Weierstrass, et qui généralise la propriété fondamentale des séries entières. Soit une série
(S) Mx) -hftKw) -T-. . .-f-/n(a7) H-. . .
dont le terme général fn{^) est une fonclion analytique uniforme et continue de x dans une aire A limitée par un contour simple C (*). On suppose, de plus, que la série formée par les f est uniformément convergente dans toute aire A' intérieure à A. On va démontrer que la somme F(:r) de la série représente une fonction analytique de x dans l'aire A.
Nous rappelons que la série (S) est dite uniformément convergente dans une aire A' limitée par un contour C, quand, un nombre e étant donné à Fuvance, on peut prendre n assez grand pour que le reste de la série ait un module inférieur à s, quel que soit le point x dans A! ou sur C.
La démonstration du théorème énoncé est immédiate, en se servant de l'intégrale de Cauchy. Prenons un contour fermé F situé entre C et C et n'ayant aucun point commun avec l'un et l'autre. En désignant par x uu point de l'aire A', on a
Par suite
dz.
Or, d'après nos hypothèses, la série (S) est uniformément convergente sur r. Donc, en prenant n assez grand, on a, pour un nombre e donné à l'avance,
/l(2)-H/t(5)-h...-h/«(4!) = F(2)-hp„,
I pn I étant moindre que e, quel que soit z sur T. Nous aurons donc, pour tout points situé dans A' (ou sur G'),
^ / X r / X r / ' r F{Z)dz I r prt C
(*) Nous supposons que le contour est simple uniquement pour abréger.
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Le module du second terme dans le second membre est moindre que
^rj 1
ds
ds étant Télément d'arc de la courbe F, et est par conséquent très petit si e est lui-même très petit. On en conclut que la série
/i(-^)-»-/î(ar) -h. . .-f-/„(a7) -f-. . .
a pour somme
-¥(z)dz
L'égalité qui vient d'être établie
démontre manifestement que F(:r) est une fonction analytique de X dans l'aire A' et, par suite, dans tout l'intérieur de l'aire A.
41. Prenons, comme application, une série considérée par M. Pringsheim et que nous avons déjà envisagée pour un autre objet (p. 27 du t. I, en note). Soit
^^^ ^ 1.2. ..V i-+-a»v;pj'
où nous supposons que a et X sont des constantes réelles avec |a I > 1 . On peut appliquer à cette série le théorème précédent. La série converge pour tout point dont Taffixe n'est pas de la forme
'—^ (v entier positif),
et elle converge uniformément dans toute aire qui ne comprend pas de tels points à son intérieur ou sur sa frontière. La fonction F(j:) est donc une fonction analytique uniforme de x dans tout le plan de la variable complexe x\ elle a pour pôles les points en nombre infini
Ces points sont sur l'axe des quantités complexes, et ont pour
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iîinite l'origine qui est un point singulier essentiel de la fonction. Nous avons indiqué (note citée) que la série de Maclaurin formée avec les dérivées de la fonction précédente pour x = o était
Si X est négatif, la série converge, comme on le voit de suite, pour toute valeur de x. Mais la fonction entière ^(x) est distincte de F(^), qui a, à l'origine, un point singulier essentiel; le résultat énoncé {loc. cit.) est donc immédiat, quand on se place au point de vue de la théorie des fonctions d'une variahle complexe.
42. Les développements d'une fonction en série de polynômes appellent nécessairement l'attention. C'est un sujet dont nous nous sommes déjà occupé au Tome I de cet Ouvrage (p 2^5), mais il s'agissait alors de fonction d*une variable réelle. Prenons maintenant une fonction holomorphe d'une variable complexe x dans une aire A. M. Runge (*) a le premier établi (\u*une telle fonction peut être développée en une série de polynômes uniformément convergente dans toute aire h! intérieure à A. Nous allons suivre son analyse, dont le principe est extrêmement simple.
Nous partons d'une fonctiony*(:r) holomorphe dans une aire A limitée par le contour C et sur le contour de cette aire, de telle sorte que nous avons la formule de Cauchy, pour un point x intérieur à A,
•' ^ iLTZlJ^Z—X
En prenant des points 21,^2» • • • > ^n-i Zn^\ = ^i sur le contour C, on aura, d'après le théorème fondamental relatif à l'existence de l'intégrale définie
f(x) = -—. lim y
Zi — X
(*) c. RuNQE, Zur Théorie der eindeutigen analytUcfiên Functionen {Acta mathematica, l. VI, i885).
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quand toutes les différences s/^, — zt tendent vers zéro, leur nombre augmentant indéfiniment. Posons
On sait que, pour une valeur donnée de x^ on peut prendre les intervalles ^z^, — zi assez petits et n assez grand pour que Q/i(^) diffère de/(:c) d'aussi peu que Ton veut. Avec plus de précision, en se donnant t^ à l'avance, on peut déterminer 8 et N de telle sorte que Ton ait
l/(ar)-Q„(ar)|<E„,
quand on aura tcjs les \zij^% — Zi\ inférieurs à 2 et n supérieur ou égal à N. De plus, il suffit de se reporter à la démonstration de ce théorème fondamental (par exemple, t. I, p. 3) pour reconnaître que ces approximations sont indépendantes de x^ pourvu que X reste dans une aire A' intérieure à A.
Nous concluons de là que Ton peut, dans l'aire A', représenter /{x) par une fonction rationnelle
avec une approximation supérieure à £/,, et cela quel que soit x dans A'. Les pôles de cette fonction rationnelle, qui sont les points Zi^ sont extérieurs à A^ D'autre part, étant donnée une fonction Q/i(^) dont les pôles sont extérieurs à A', on peut déterminer un polynôme P/i(^) tel que
1 P/.(ar) — Cla{x) \<y\n ( dans l'aire A'),
y\n étant un nombre donné à l'avance. Cette remarque est évidente, puisqu'elle est manifestement exacte pour une fonction
rationnelle
On aura donc, par suite,
I/(ar) — P«(ar)|<e«-f-r,„= a«
ou encore, en d'autres termes, on peut, étant donné un nombre
positif aussi petit que l'on veut, a^^, déterminer un polynôme en x^
P. - n. Il
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Pft(x)j tel que
pour tous les points de l'aire A'.
La dëmoostration s'achève maintenant, comme pour le théorème de Weierstrass dans le cas d'une variable réelle (t. I, p. 279), et nous pouvons conclure que toute fonction holomorphe dans X peut être développée en une série de polynômes uniformément convergente dans toute aire A' intérieure à A.
43. Dans le cas où le contour C limitant l'aire A est convexe, M. Painlevé (*) démontre le théorème précédent de la manière suivante, en admettant de plus qu'on puisse en chaque point M de ce contour tracer un cercle tangent en M au contour et le comprenant à son intérieur; la position de ce cercle variera d'une manière continue, sauf aux points anguleux, s'il y en a. On vérifie sans peine que la construction de ces cercles est possible si, en chaque point d'un contour convexe C, la courbe a un contact simple avec sa tangente. M étant donc un point quelconque du contour, soit F le cercle tangent à C en M. Désignons par z Taffixe de M, par a l'affixe du centre de F; nous aurons, a; étant intérieur à S,
= ^ -, ; -f-...-+- -r TTT -+-...= A (-3).
Faisons parcourir au point M la courbe C, a variant avec z d'une manière continue (sauf aux points anguleux de C). La
série A(z) converge sur G uniformément et représente • En
remplaçant donc _ par ce développement dans la formule de Cauchy, il vient
„, . » "V r l(^}(-r--ay»dz v*_ . ^
Prt(x) désignant un polynôme en x de degré n. Nous sommes (*) p. Painlsvê, Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1888.
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doDC aiosi conduit au ihéorème du paragraphe précédenl pour le cas d^une aire convexe ( * ).
44. Je ne puis songer a cilcr lous les travaux intéressants se rapportant aux développements des fonctions en séries de pol}^nomes. Mentionnons seulement un Mémoire où M. Hilbert (6rô7^. Nachr., 1897) démontre par une autre voie le théorème de M. RuDge et une Note de M. Paiulevé sur le même s\i]ei {Comptes rendus, 1898). Les travaux de M. Mittag-Leffler se rapportent à un ordre d*idées un peu différent {Acta mathematica, t. XXIII et suivants). Nous allons en dire un mot, en nous plaçant au point de vue adopté par M. Borel dans cette question (').
Considérant Texpression
UOU5 allons admettre que Ton peut développer cette fonction en une série de polynômes
Pi(«*)-+-Pj(w)-+-----H-P/i(")+...
qui soit uniformément convergente dans toute aire finie n'ayant aucun point commun avec le prolongement (1, +00) de la droite joignant l'origine au point k/z, qui va de ce dernier point à Pinfini. La possibilité d'un tel développement peut se démontrer de diverses manières; devant le déduire, au Chapitre XI, d'une remarque générale sur les équations différentielles, nous l'admettroos pour le moment. Nous désignerons par A le plan de la variable u où Ton a tracé la coupure (+1 1 oc). Ceci posé, définissons ce que M. Mittag-Leffler appelle Vétoile correspondant à une série entière
a9-\-aiZ -h. . .H- a,„«'«-H.. ..
Cette série, nous le supposons, a un certain cercle de conver-
( ■ ) Voir, dans an ordre d'idées analogues, 1« Mémoire de M. Appell Sur te* déCeloppemenU en séries dans des aires t imitées par des arcs de cercte (Acta malhematica, t. I).
(») E. Borel, Mémoire sur les séries divergentes {Annales de V École Normaie, 1899).
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gence; effectuons son prolongement analytique le long d'un rayon déterminé, c'est-à-dire en prenant sur ce rayon les centres des circonférences servant à faire le prolongement. On pourra, en opérant ainsi, aller jusqu'à l'infini ou être arrêté en un certain point M, qu'on ne pourra pas dépasser. Si l'on opère ainsi pour tous les rayons de la circonférence, on aura une succession de points M (qui pourront être, en totalité ou en partie, à l'infini); l'ensemble des rayons compris entre l'origine et chaque point M formera une aire qui est l'étoile E que nous voulons définir. On a dans l'étoile une fonction holomorphe, qui est le prolongement de la série entière donnée. Le théorème de M. Miltag-Leffler consiste en ce que cette fonction peut être développée en une série de polynômes uniformément convergente dans toute aire intérieure à V étoile, les coefficients de ces polynômes s' exprimant linéairement à Vaide des a et de quantités numériques.
Pour démontrer ce théorème partons, avec M. Borel, de l'intégrale de Cauchy
'^ ITZlJ 37 — ,
Désignons par C, dans le plan de la variable complexe 3, une courbe limitant une aire intérieure à l'étoile E; c'est sur cette courbe qu'est prise l'intégrale ci-dessus. Posons
Donnons à x une valeur variable mobile sur la frontière de Tétoile et à z une valeur fixe, quelconque d'ailleurs, à l'intérieur de l'étoile, le point u se déplacera dans A sans traverser la coupure (i, Qo); car, si u devenait réel et supérieur à iz/i, l'égalité
montre que le point z serait sur le rayon allant de l'origine à a: et au delà de ce point, il serait donc extérieur à l'étoile. Nous concluons de là que, si x décrit un contour C suffisamment rapproché de Id frontière de l'étoile, z étant toujours intérieur à l'étoile, le point u restera dans une aire A' intérieure à A.
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Supposons que, dans rintégrale que j'écrîs sous la forme
■dx .
le contour G soît celui dont il vient d'êlre parlé-, on peut développer
en série de polynômes, comme il a été dit,
A cause de la convergence uniforme de celte série, on pourra intégrer terme à terme, et l'on aura ainsi
Les termes de cette série sont manifestement des polynômes en ;;, remplissant les conditions énoncées; le théorème de Aï. Alittag'Lejffler est établi.
Nous dirons encore au Chapitre X quelques mots sur cette question du développement en série de polynômes, quand nous aurons étudié le problème de la représentation conforme.
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APPLICATIONS DES THÉORÈMES GÉNÉRAUX DE CAUCHY SUR LES FONCTIONS D'UNE VARIADLE COMPLEXE.
I. — Recherches de quelques intégrales définies. Développement en sériés de fractions rationnelles.
1. Cauchy a donné de nombreux exemples de recherches d'in- Ifégrales définies effectuées à l'aide de ses théorèmes généraux, l>articulièrement du théorème sur les résidus.
Prenons tout d'abord le cas très simple de l'intégrale
P et Q désignant des polynômes. On sait que cette intégrale aura un sens si le polynôme Q_{x) n'a pas de racines réelles, et si le degré de P est inférieur d'au moins deux unités à celui de Q.
Dans le plan de la variable complexe z = x -^yi, considérons la partie supérieure correspondant à j^ > o, et traçons dans ce demiplan une demi-circonférence de très grand rayon / ayant l'origine pour centre. Cetle demi-circonférence, avec son diamètre, limite une certaine aire; nous pouvons appliquer le théorème des résidus à l'intégrale
PU
en a ainsi
dz,
./_/ Q(-^) Je Q(^) £R désignant la somme des résidus relatifs aux différents pôles de
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^ry-T conlenus dans la parlie supérieure du plan. Or, quand /
augmente, indéfiniment, la seconde de ces intégrales tend vers zéro, puisque, enposant 3 = pc^', le degré de P( 3) rf^ en p est inférieur d'au moins une unité à celui de Q(3). On aura donc
îl suffira de calculer les résidus deTYTT correspondant aux différents
pôles situés au-dessus de Ox,
Voici un second exemple tout aussi élémentaire. Soit à calculer l^intégrale
/(sina?, cosa-) dx^
y étant une fonction rationnelle de sin^ et coso:. Si Ton remplace sin^ et coso: par leurs valeurs
sina:= : y cosa* =
Il 1
et si Ton pose
on aura l'intégrale
j¥{z)dz,
F(:;) étant une certaine fonction rationnelle de z. Quand x varie de o à 27C, le point z décrit la circonférence de rayon un\ IMntégrale précédente doit donc être effectuée le long du cercle de rayon un. On aura sa valeur en appliquant le théorème des résidus.
Soit, par exemple, à calculer par cette méthode
dx
J C0SJ7 -+-rt ^
En posant co^x = — — et <?'•*■= g, elle se réduit à
2 r dz
dz
Des deux racines de -s^-f- 2a5 -f- 1, une seule z = — a -\-^a* — i est comprise à l'intérieur du cercle C de rayon égal à un, et le résidu correspondant à celte racine est
d'où Ton conclut
J^ cosarH-a [t îy^a» — ij v^^ï^^^
2. Les intégrales précédentes se calculent de suite par des méthodes élémentaires. Voici d'autres cas où la recherche directe de l'intégrale est plus difficile.
Prenons l'intégrale
Jr* sînar .
que nous avons déjà étudiée (t. I, p. 38). On peut la remplacer par l'intégrale
dx.
dont la valeur est évidemment double.
Or, considérons l'intégrale
' c'- dz
eiTecluée le long du contour suivant. On trace dans le demi-plan supérieur un demi-cercle y d'un très petit rajon OB et un demi-
cercle r d'un très grand rayon OA (Jig- 21). On intègre le long du contour formé par A'B' le demi-cercle y, la droite BA et le demi-cercle F. Cette intégrale est nulle, puisque la fonction ^ esl
GoogI(
APPLICATIONS DRS THÉOBÈMES DK CAUGHT. 169
continue à Tîntérieur de l'aire. Quand le rayon de F augmente
indéfiniment, l'intégrale correspondante à ce demi-cercle tend vers
zéro, car, en posant
z = R(co86 4- isinO),
et l'on voit que l'intégrale est nulle pour R = oc, puisque sin 8 > o. Prenons maintenant l'intégrale le long du demi-cercle y* On aura
et pour R = o, celte intégrale sera égale à — ni.
Il reste les intégrales le long de A'B' et le long de BA : les parties réelles se détruisent. Finalement on obtient, en passant à la limite,
{ sinâ7
■dx — 7c/ = 0,
d'oii se conclut
%\ïïx dx _^ ir X ""2
Soit encore à calculer l'intégrale ' x^inmx
dx (m > o, a > o),
qui est une généralisation de la précédente. On va considérer l'intégrale
dz
z*-ha'i
effectuée le long du périmètre d'un demi-cercle tracé dans le demiplan. On voit, comme plus haut, que l'intégrale le long de la demi-circonférence tend vers zéro quand le rayon augmente indéfiniment, et il reste comme valeur de l'intégrale le long du contour
. r xsmmx , i I __ ^dx.
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D'antre pari, dans le demi-plan supérieur, existe le seul pôle z = ai, dont le résidu est
On a donc la formule
d.r = TT «-«'«.
qui, pour a = o, donne le résultat du paragraphe précédent.
4. L'intégration de la fonction e~'* le long d'un contour convenable conduit à des résultats intéressants.
Fig. 21.
Menons {/ig. 22) au-dessus de l'axe des x la demi-droile OB, faisant avec Ox un angle a inférieur h .y> et décrivons avec un
rajon OA l'arc de cercle AB. On a
e~=* dz = o,
l'intégration étant faite le long de OABO. Or, quand le rayon du
cercle augmente indéfiniment, l'intégrale le long de AB tend vers zéro; en eifet, en posant
z = R(cosO -r- « sinO), cette intégrale prend la forme
or le produit
(1) Re-R'c«.te,
6 variant de oà a, (a < t)» tend vers zéro quand R augmente iudc-
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finîment. On aura donc
dans la première intégrale j; va de o à oo sur l^axe réel, dans la seconde 3 va de o à a> en suivant la deml-droile OB. Or, le
premier membre est égal (t. I, p. ii6) à - y/ir : par suite on a I e-p»<eotî«+«.iiiîa)(cosa-+- i s\n%) dp = -v^. Celte relation, qu'on peut mettre sous la forme (i) I c— P*^"'*[cos(p* sînaa) — isin(p'sin2a)l(cosa -4- isina)£/p = - v^» fait connaître les valeurs des deux intégrales (3) f c-p'eo«««cos(p*sin2a)é/p, j «-?•«»•«« sin (p« sin 2a) û?p :
je ne m'arrête pas à les écrire. Le cas le plus intéressant est le cas limite de a= 7; a priori il n'est pas rigoureux de faire
directement dans la formule (2) oL=jy cette formule n'ayant
été établie que pour a < t> puisque pour ^ = j l'expression ( 1 )
ne tend pas vers zéro pour R infiniment grand.
Le résultat est cependant exact, et la raison en est que les deux intégrales (3) sont des fonctions continues de a quand a est in/é-
)u egai courbe
rieur ou égal à -• C'est ce que l'on peut établir en considérant la y = e— *'<^®*»* sin(a?' sinax)
qui se compose d'une infinité de branches alternativement au-dessus et au-dessous de Ox^ de sorte que la seconde des intégrales (3) se trouve représentée par une séxie à termes alternativement positifs et négatifs : c'est ce que nous avions déjà vu (t. I, p. 38)
pour le cas de a= -• Or le reste, dans une telle série, est moindre
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en valeur absolue que le dernfer terme conservé et ce terme est évidemment une fonction continue de a, pour a inférieur ou égal
à 7- Par suite, la série est elle-même une fonction continue de a
dans les mêmes conditions. On raisonnerait de même pour la première des intégrales (3).
Faisons donc a=: -r» dans la formule (2) : il vient ainsi
5. Une application d^un caractère plus général du théorème des résidus nous sera fournie par la méthode de Cauchy pour le développement d'une /onction en une somme d'une infinité de termes rationnels,
So\if{z) une fonction uniforme dans toute l'étendue du plan^ et n^ayant pour points singuliers que des pôles. On considère un contour fermé C, qui va s'étendre indéfiniment dans tous les sens. L'intégrale
•ITUJ Z—X
prise le long de C, x désignant un point quelconque à l'intérieur, sera égale à
/(a7) + 2R(ar),
R(:c) désignant les résidus de { _ par rapport aux différents
pôles de f{z) contenus dans C.
Remarquons d'abord que ces résidus sont des fonctions rationnelles de j: : car, dans l'entourage du p"ôle z = a, f{z) étant représenté par un développement de la forme
le résidu de _^ ^'^ relatif à ce pôle, est
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Cela posé, eflecluonsle développement de ——— en nous arrêtant au premier terme : Pintégrale (4) pourra s'écrire sous la forme
e tendant vers zéro quand \z\ augmente indéfiniment, et finalement ou aura l'égalité
le signe ^ ei^primant la somme des résidus R(^), relatifs aux
pôles contenus dans C.
Supposons maintenant que l'on puisse étendre indéfiniment le contour C dans tous les sens, de façon que, sur les contours successifs
Cl, Ci; ..., Cfl, ...,
le module /(>s) reste toujours moindre qu'un nombre fixe M. Dans ces conditions, la deuxième intégrale, dans le second membre de (5), tend nécessairement vers zéro quand on prend un contour Cn suffisamment grand. Il suffit, en efiet, de supposer, comme il arrive en général, que la longueur S/i du contour de C/, soit du même ordre que la distance minima R/^ de l'origine au contour; le module du terme considéré est alors moindre que
X\ MS
Or, -g^ restant fini par hypothèse, ce terme tend vers zéro avec -•
Deux cas pourront alors se présenter. Supposons, en premier lieu, que Tîntégrale
fi^dz
ait une limite; ce sera une constante A qui ne dépendra pas de x^ et l'on aura, moyennant ces diverses hypothèses,
/■(ar) = A — SR(ar).
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Les termes R sont en général en nombre infini; Tordre dans lequel ils sont écrits est déterminé par la succession des contours C|, Ca, ..., C„, .... On obtient donc, de celte manière, le développement de/(j") en une somme d'une infinité de termes rationnels.
Eu second lieu, il se peut que l'intégrale
n*ait pas de limite : la série SR(a:) est alors certainement divergente. Dans ce cas, on peut encore représenter /(j?) par une série convergente, mais à la condition de retrancher de chaque terme de la série divergente 2!R(â;) une constante convenable.
Pour le montrer, supposons d'abord que le point j? = o soit un point ordinaire àe f{x). L'égalité (5) donne, en faisant x = o,
d'où
et, en passant à la limite,
(6) n^)=^no)^^[K{x)^?.{o)\,
Les R(o) ont une valeur finie puisque le point ^ = o est un point ordinaire. La série qui forme le second membre est convergente.
Si le point 5 = o était un pôle, en sorte que, dans l'entourage de ce point, on ait
il suffirait, dans les calculs précédents, de substituer à f{z) la fonction
(5. Le raisonnement que nous venons de faire repose sur ce que
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/e iundiile de f{z) reste toujours inférieur à un nombre fixe M sur les contours successifs C|, ..., G,|. 11 se peut que celte con-
dilion, n'élant pas satisfaite pour f(^z)^ puisse l'être pour ^^^ -
Nous effectuerons alors le développement de jusqu'au terme
en ^J^^ ; d'où Tégalité
) ^^ rmd,^^ r/(.)(.-.e) ^y
Nous supposons d'ailleurs que 3 = 0 n'est pas un pôle de /(5). Or coosidérons l'une des intégrales
2frJ^,^ z^ -^
Elle est égale à la somme des résidus ta de la fonction -=^-^ > relatifs
aux pôles àe^ f(z) contenus dans le contour G/, et au point ^ = o; en sorte que l'on a
Réunissant ensemble tous les résidus relatifs au même pôle, Fégalité (7) se transforme ainsi dans la suivante
—^{^i^) — ri — r,ar— . . . — o^+iar/'J
_^^^ /^/(^)(i-he) d'où l'on conclut
/(*) =/(0) + f /'(0)+.. .+ -J-£f-JJ /iSi
— 2[R(*) — '1— ria- — . . .— rp+iar/»]
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En passant à la limite, l'intégrale qui entre dans le second membre tend nécessairement vers zéro, et l'on a
/(^)=/(o) + y/'(o)+...^.j-^/iJ)
7. Un cas intéressant à considérer est celui où F(^), désignant une fonction uniforme et continue dans tout le plan, dont les racines rangées par ordre de module sont
aj, ai, ..., a,«, ..., on pose
avec l'hypothèse
j— j < M, sur les contours successifs C/|.
Supposons, en outre, pour plus de simplicité, que les racines soient simples et que le point z = o n'en fasse pas partie.
Le résidu de *^ relatif au pôle am est — ' — > celui de *^ f ^
est —J- et Ton trouve, en appliquant la formule (8),
D'où, en intégrant entre les limites o et ar, et en posant aA='^ — ^ >
et, en prenant les exponentielles.
Nous obtenons ainsi la décomposition de F(^) en facteurs pri-
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maires daDS le cas particulier où cette fonction satisfait à la condition
F{z)zP
sur les contours d, et cette méthode nous donne en même temps la fonction H (2) dont il a été parlé dans le Chapitre précédent (§ 34). On voit que l'on obtient ainsi la décomposition de la fonction en facteurs primaires. A la vérité, nous avons dû faire une hypothèse très particulière sur F(^), mais nous avons l'avantage de déterminer te facteur exponentiel qui reste inconnu dans la théorie de M. Weierslrass.
8. Bornons-nous, comme application, au développement de la fonction cot^. Cette fonction a une infinité de pôles simples, donnés par la formule
^ = /lit (/l = o, ±1, ±2, ...)
et qui sont les racines de sin^;. On va prendre comme contour d'intégration C/i un carré tel que BCB'C {fig» aS) dont le centre
Fig. q3.
-ïHa'
est à l'origine, et dont les côtés, parallèles aux axes, ont pour demilongueur
OA = mz -h ~ = a„,
de telle sorte qu'aucun pôle ne se trouve sur ce contour. Cela P. — II. la
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posé, le carré du module de col^ esl
(z = X -^ ly).
Sur les côrés CB et CB', on a cos2X = — i : le module est donc toujours inférieur à un.
Sur les côtés BB' et C'C ce module est inférieur à
ï H_ e-iy |t
Cette expression reste finie, lorsque y augmente indéfiniment.
Donc cot^ satisfait bien à la condition que nous avons imposée à J(z); son module reste sur le contour d moindre qu'un nombre fixe M, quelque grand que soit /{.
Le résidu de pour^ = mz est > et par suite on a
(9) R(a,) = ___ (,1 = 0, zti, ±2, ...).
Or la série ^ -— - est divergente. Nous devons donc employer
le second procédé de calcul, et, comme le point ^ = o est un pôle simple, nous substituerons à la fonction cot^ la fonction
qui admet les mêmes pôles, sauf ;; = o. Les résidus de cette fonction sont encore donnés par la formule (9), en supprimant n = o. Finalement, en appliquant la relation (6), on trouve
cota: = — lira > ( ),
c« ou
colj:= - -hVf ' ^ —] (/i =±i, ±2, ...).
Du développement précédent on peut déduire la formule de dé-
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composition de sino: en facteurs primaires. On a en effet
d . sinr V? F ^ i / v d x 1
dx ^ X ^Idx ^ ^ dx nr.]
Multipliant les deux membres de cette égalité par dx, et intégrant de o à J?, on trouve
d'où
sina7 = a?JJ[c^n— ^j (/*=±i, ±2, ...),
€t, en groupant deux à deux les facteurs correspondant à des valeurs de x égales et de signe contraire,
sin^ = ^J](,-^.).
Nous avons déjà obtenu cette formule, mais affectée d\in facteur e"<-^^ (Chap. V, § 34) qui était resté indéterminé.
n. • Méthode de Cauohy pour obtenir la série de Fourier et des séries analog^ues.
9. Une des applications les plus remarquables que Gauchy ait faites du calcul des résidus est relative à certaines séries comprenant en particulier la série de Fourier. Nous allons traiter avec quelques détails de cette belle méthode (*).
Soit ^(z) une fonction analytique ajant, à l'intérieur d'un cercle de centre O et de rayon r, un certain nombre de pôles; on aura
<io) -!-. rj{z)ds^I,R,
(*) Oo trouvera plusieurs Mémoires sur ce sujet daos le Tume VII (2* série) des Œuvres compiète* de Cauchy; voir particuliéremenl : Sur les résidus des /onctions exprimées par des intégrales définies (p. BgS). Nous avons cherché à coubler quelques lacunes dans les démonstrations de Tillustre géomètre.
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rinté^ale étant prise le long du cercle et la sommation du second membre s'élendant aux résidus R des pôles situés dans le cercle. En posant
z = re¥, l'égalité (lo) s'écrit
-^r 1 â(re9i)e¥ rfcp = 2 R,
qui peut encore prendre la forme
. î las
OU, enGn, en changeant dans la seconde intégrale ^ en <9 + tt,
Ceci posé, attribuons à r une suite de valeurs r^^ /'a, ..., r^, ..., augmentant indéfiniment, et supposons que, n augmentant indéfiniment, le produit
(11) f [i(^)-i(-^)] ou ^e?/[i(r„e?0'-i(-'-««?0]
tende uniformément vers une limite F indépendante de o, quand
cet argument est compris entre et -» c'est-à-dire quand z
augmente indéfiniment, sa partie réelle n'étant pas négative. On en conclut
F = SR
le second membre étant une sommation indéfinie étendue au3L résidus de tous les pôles de la fonction S{z),
On pourra, en particulier, appliquer la formule (12), si le produit zS{z) tend uniformément vers une limite fixe F indépendante de o (variant de o à 27î), auquel cas l'expression (i i) aura précisément cette valeur F comme limite. On peut aussi supposer que les produits zS{z) et ( — -3)4" ( — -3) tendent séparément et
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uniformément vers deux limites différentes quand z augmente indéfiniment, sa partie réelle n^étant pas négative.
Enfin la formule précédente (12) subsistera si Ton fait Thypothèse que, pour un nombre limité de directions 90 de q, Texpression (11) n*a pas F pour limite, pourvu que cette expression reste finie dans le voisinage de çpo» On pourra en effet isoler un certain nombre d'intervalles angulaires (©0 — s, o© H- e), e étant aussi petit que Ton voudra : la part de ces intervalles, dans Tintégration (10), tendant vers zéro avec e, la formule (12) subsistera.
10. Appliquons les considérations générales qui précèdent au cas où *
Tt(Z)
X étant un paramètre qui va être supposé réel; les fonctions <J^, ir, /"sont des fonctions holomorphes de z.
S'il existe ici une limite F, cette limite dépendra généralement de x\ nous la désignerons par F(::é), et la formule (12) deviendra
la sommation dans le second membre étant étendue aux racines X de l'équation
C'est de la formule (i3) que Cauchy a déduit divers développements intéressants, en particulier le développement de Fourier. Nous allons approfondir les conditions dans lesquelles ces développements sont légitimes, en particularisant la fonction /(2, a*).
Nous prenons pour/(5, x) la fonction
/{]».) désigne une fonction de tx satisfaisant aux conditions que nous avons appelées conditions de Dirichlet dans l'étude de la série de Fourier (t. I, p. 235).
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Nous devons d'abord éUidîer l'expression (i i) qui devient ici
Il faut chercher la limite de cette expression, quand z augmente indéfiniment de telle manière que sa partie réelle ne soit pas négative et que son module reste dans la suite r,, Tj, ..., r/,, —
Supposons que 3L-_ — l tende, dans ces conditions, vers une limite c, à l'exception peut-être seulement de certaines directions q» en nombre limité, pour lesquelles d'ailleurs le quotient précédent aura un module inférieur à une quantité déterminée; ce que nous
exprimons en disant que ri,\ a, en général, c pour limite. Oa suppose pareillement que
tend en général vers zéro.
Remarquons d'abord que le produit
reste fini. Il suffit évidemment de le montrer pour l'intégrale
dans laquelle on suppose e assez petit pour quc/(tji) varie dans le même sens, par exemple en décroissant, de x^^ k x^'\- e. Or, en posant
nous avons à étudier les intégrales
P/(,i)rflx et / Q/{ix)6?HL.
Bornons-nous à la première; elle peut s'écrire, d'après le second
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ihéorème de la moyenne (t. I, p. 9)
/■(a-o) f ' PrfiJL (o<r,<e).
Or rinlégraie figurant dans ce produit est la partie réelle de
elle reste donc finie.
Ces diverses hypothèses faites, nous pouvons trouver la limite de Texpression (i4)* ^^ premier terme de celte expression peut s'écrire
il tendra donc vers zéro. Le second tend vers
en supposant que cette dernière limite existe. Nous allons voir qu'il en est ainsi et qu^elle se réduit précisément à /{x). Il esl évident d'abord que
1 e-*^-"l^/([A)rfji = 0 (6>0),
quand z s'éloigne indéfiniment dans une autre direction que l'axe des^. Nous pouvons donc nous borner à étudier l'intégrale
or elle peut s'écrire
le premier terme se réduit à
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Daos le second, en supposant e assez petit, la difTérence
variera dans le même sens, puisque la fonction n^a pas un nombre infini de maxima et de minima; supposons, pour fixer les idées, qu^elle aille en décroissant quaùd ;jl variera de :r — e à x. Si nous posons
l'intégrale que nous discutons ici devient
ou bien, d'après le second théorème de la moyenne,
Ç et Ç' étant compris entre x — e et x. Or chacune des intégrales figurant dans la parenthèse a, quel que soit z^ une valeur finie : ainsi la première est la partie réelle de
expression finie, quel que soit z^ sa partie réelle n'étant pas supposée négative.
La quantité e étant aussi petite que l'on veut, il en résulte que le second membre de (i5) a zéro pour limite quand ^ augmente indéfiniment, et le premier a f{x) pour limite, si toutefois z ne s'éloigne pas à l'infini dans la direction de l'axe des y. Dans ce dernier cas, on ne peut pas affirmer que l'expression
-s(jr-
^f(<\^)dlL
a/(a:) pour limite, mais seulement qu'elle reste finie, comme on le voit par un calcul analogue où l'on applique le théorème de la moj^enne.
En résumé, la fonction F(a:) du paragraphe précédent se réduit
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ici à
Les direcUoDS singulières appelées plus hautcpo, pour lesquelles
il n'y a pas la limite F, sont ici et H — > mais nous sommes
dans les conditions où la formule (12) n'en sera pas moins applicable, comme il résulte de la remarque faite à la lin du paragraphe 9.
Nous avons donc la formule
(a) - i cf{x) = 2 -J jxj £'e^^-P/( IX) dy. {X > Xo),
la sommation dans le second membre étant étendue aux racines X de l'équation «().) = o.
Si la fonctiop /(^) n'était pas continue pour la valeur considérée de :r, mais éprouvait, en passant par cette valeur, un saut brusque fini, il y aurait simplement à remplacer dans la conclusion précédente — {cf{x) par
— -c/(a7— Ti),
/"(x — T|) désignant la limite des valeurs que prend la fonction quand Invariable tend vers x en lui étant inférieure; c'est d'ailleurs la notation dont nous nous sommes servi jadis dans la théorie des séries Irigonométriques.
11. La formule précédente ne conduit pas à un développement simple, les termes étant des fonctions compliquées de x. Nous allons établir une seconde formule, qui, jointe à la précédente, nous donnera un développement remarquahle.
Dans la formule du paragraphe 10, posons
et soit Nous supposons que ^y^ tend, en général, vers une limite C,
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z augmentant toujours indéfiniment dans les mêmes conditions. De plus, nous admettons que
tend, en général, vers zéro. Ces deux hypothèses sont parallèles à celles que nous avons faites au paragraphe 10. On établira encore, par des raisonnements entièrement analogues à ceux qui ont été employés [)lus haut, que
reste fini et que
tend vers/(j?), et l'on arrive alors à la formule
qui présente la plus grande analogie avec la formule (a).
Dans le cas où x serait un point de discontinuité, on aurait à
remplacer — f{x) par
12. Des formules (a) et (jî) nous allons déduire un nouveau développement. Supposons que
on aura nécessairement alors en cfTel
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Ainsi la qiianlité désignée par C doit élre égale à l'unité. On voit de la même manière que c = i.
Nous avons donc, en supposant x compris entre j^q ^^ ^17 '^^ deux formules
Or
nous aurons, par suite, en retranchant,
(ï) fi^')=-'^^^e'>^-f\-^l^/(^)diJi [7:(X) = oL
développement remarquable dont les termes sont des exponentielles. Cette formule ne sera évidemment légitime que si les diverses hypothèses faites sur les fonctions ^(5) et 7^(5) sont vérifiées.
Un exemple très intéressant est obtenu en faisant
Les racines de l'équation
gaz _ I = o sont données par
z = ~ (X: entier positif ou négatif).
La succession des rajons /'i, r», ..., r,/, ... sera obtenue en faisant
de telle sorte que les circonférences successives ne passeront pas par les pôles.
Nous devons d'abord constater que -^^7 — ^ a une limite, qui, si
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elle existe, doit être égale à Tunité. Or
7î(— -5) e-as_i'
Par suite, en général,
Si 2 est sur l'axe des quantités imaginaires, le quotient ZT^"^»
qui est infini pour les pôles z = > reste, au contraire, fini et
égal à 5, quand on donne à z les valeurs •
Il faut ensuite montrer que îi^i— e«(-^-*«> a zéro pour limite. Or cette expression se réduit à
gaz — I c"*** — I
Si donc x<Cxo-^ ay ce quotient tend en général vers zéro; il reste fini pour la direction singulière de Taxe des quantités complexes, le point z restant, bien entendu, sur les circonférences de rayon T/,.
Il faut encore vérifier les conditions relatives à la fonction y^{z). Celle-ci est définie par l'égalité
et, par suite.
Nous aurons
Tz\z) "" c'*-— I ~ I — c-«- '
Sa limite sera donc un en général. De plus
et sa limite sera en général zéro si
Xi — X — a <C.Oy
et, pour la direction de Taxe des quantités complexes. Tune et l'autre expressions précédentes resteront finies.
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Nous arrivons ainsi à la formule (y) qui devient ici
sous la condition que
Xi — a < ar < aro -h «.
Prenons, en particulier,
^^0 = 0, cpi ^ a.
Nous aurons, pour ar compris entre o et a,
En réunissant les termes correspondant à des valeurs de A* égales et de signes contraires, on obtient le développement
c est-à-dire le développement en série de Fourier.
Dans le cas où, pour la valeur considérée de 2?, la fonction /(j?) serait discontinue, il suffit de se reporter aux deux développements d'où nous avons tiré la formule précédente pour voir que /(x) devra être remplacé par
Remarquons encore que la série de Fourier est démontrée, par la méthode précédente, pour toute valeur de x comprise entre o et «, mais à rexclusion de ces valeurs. On peut trouver facilement la valeur de la série pour ^ = o et a: = a. Considérons la série (16) comme définissant une fonction àe x\ ce sera donc, si Ton veut, notre fonction primitive f{x)^ prolongée en dehors de l'intervalle (o, a) d'une manière périodique. Appelons o{x) la fonction représentée par la série : c'est une fonction ajant a pour
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période. Pour x =: o et x = a^ elle n'a pour nous aucun sens ; mais, d'après la définition même de ^ , on a
Ceci posé, développons ^{x) en série de Fourier, dans Tintervalle ( , -h — j; on aura
(17) 9(x) ^ — I <?(hi) û^l^t-*- 7. - / cos 'ix ^ ii)o{iK)diL.
Mais la fonction (p, dans l'intervalle de à o, est égale à la fonction / dans l'intervalle de - à «; il en résulte que le développement (17) est identique, terme à terme, au développement (16). Donc la série (16), pour ^ = 0, aura la même valeur que la série (17); or la valeur de cette dernière série est égale à
! rvii : îi •
la valeur de la série (16) pour a: = o et pour x =^ a est donc donnée par la demi-somme précédente.
TA--Z
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D'autre pari
qui lend vers zéro, si x <[ a?© -f~ 2«.
On vérifiera de même que les conditions requises sont remplies pour la fonction y^(^). On a
la limite sera zéro si
ûCi — ar— 2a<o ou a: > ar, — 2 a.
Ceci posé, nous avons à étudier Péquation 7^(5) = o. Il est d'abord manifeste que celle équation ne peut avoir des racines réelles, sauf ^ = o, car
sont de mêmes signes quant z est réel, et d*aulre part h est po> silif.
Je dis que toutes les racines de Téquation sont de la forme z = a/, X étant réel.
Pour le voir posons, dans celle équation, a z=zx -hîy^ En séparant les parties réelles el les parties imaginaires on oblient les deux équations
ka:(e'- e-^) ^ (e'+ e-') (i - -^^) = o ( V^'^i^V'
\ tangj/ ;
Pour X 7^0, les rapports Ax ^_ _^> kx-^ — - sonl positifs :
par suite A-y tangy et "^ seraient de signes contraires, ce qui
est impossible. Il faut donc faire x=^o\ la première équation est alors satisfaite quel que soit j^, el la seconde se réduit à Téqualion
ky -h langy = o.
Il est d'ailleurs très aisé de montrer que cette équation a une infinité de racines réelles. Il suffit pour cela de construire les deux
courbes
a7 = tang^, a; = '-Ay,
el l'on voit de suite qu'elles ont une infinité de points de rencontre. En définitive, l'équation tz{z) = o a une infinité de racines de la forme z = "ki, A étant réel; en faisant cette substitution, l'équation devient
(18) X cos(aX)-4- /j sin(aX) = o.
On a
>/^ '\ r/ /\ "i "i • -ï 1 sinîîaX — ia\ it (A«) = 2[(c-+- a/i)cosaA — AasinaA] = : ^^ ,
d'où, par suite, le développement
la sommation étant étendue aux racines de l'équation (18).
En groupant les valeurs de X égales et de signe contraire, il vient
la sommation s'étendant seulement aux valeurs positives de X. Si, en particulier, on prend Xq^= — a, 57| = -!-«, on aura le développement d'une fonction y*(x) définie entre — a et -H a.
15. Il ne sera pas sans intérêt d'indiquer dans quel problème Fourier a rencontré pour la première fois le développement précédent, mais sans traiter rigoureusement de sa convergence, comme permet de le faire la méthode de Cauchy. Partons de ce résultat fondamental, dû à l'illustre auteur, que, dans un corps isotrope, l'équation à laquelle satisfait la température Y d'un point est
k étant une constante. Supposons que l'on ait un solide terminé par une surface S; on donne l'état calorifique initial du solide
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pour ^ = o, c'est-à-dire la valeur de la fonction V(j:, ^, z, t) pour ^ = o. De plus, nous avons une condition à la surface, eu écrivant que la loi de la déperdition à la surface est la loi de Newton ; si Ton suppose que le milieu ambiant soit à la température zéro, cette condition, qui doit être vérifiée pour toute valeur de /, peut s'écrire
^^h\=o (/i>o), an
-T- désignant la dérivée de V dans le sens de la normale extérieure
à la surface S (*). Prenons maintenant le cas particulier d'une sphère de rayon R, ayant son centre à l'origine, et supposons que la température soit fonction seulement de t et de r
L'équation (19) se réduit alors à
àV , /â^\ 2 dV\
et la condition à la surface devient
(21) _H-AV = o (pourr=R),
et cela quel que soit t. Nous avons, d'autre part, pour ^=0, lii donnée
relative à l'état initial; F(r) est une fonction arbitrairement donnée de r = o à r = R.
L'équation (ao) se simplifie immédiatement, si l'on pose
on a alors, pour j^^ l'équation
dt ' dr* '
(*) Voir FouRiBR, Théorie analytique de la chaleur (Œuvres de Fourier, publiées par les soins de M. G. Darboux).
P. - II. i3
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Fourier commence par chercher ce qu'il appelle une solution simple de celle équation. En posant
u étant une fonction de r, Téqualion devient
ma = A- -7-r- •
En posant alors m = — Avi-, n étant une constante arbitraire, on obtient la solution
y = c-*"*'(A cosn/* -+- B sin/ir) et, par suite,
g -Art»/
V= (A ros/i/--4- B sin nr).
Comme nous voulons avoir une solution restant finie à Tintérieur de la sphère, nous devons prendre seulement la solution
La constante n jusqu'ici est arbitraire; mais, si nous voulons que celte solution particulière satisfasse à Téquation à la surface, nous
aurons
nr cos/ir -4- (Ar — i)sin/i/* = o, pour /• = R,
(23) tang/iR-^ hi\-}. "^ ^'
Nous allons supposer, pour ne pas avoir à sortir du cas examiné plus haut, que hl\ — i est positif; nK satisfait à une équation transcendante de la nature de celle que nous avons étudiée. Soient /II, /i2j ••• l<îs valeurs de n en nombre infini satisfaisant à cette condition, la série
A i-t/Sin/iir . , ,,sinn«r r r
si elle est convergente, satisfera à Téquation (20) et a la condition limite (21). On voit quel problème fort intéressant se pose alors : peut-on déterminer les coej/îcients A, de façon que la série
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converge et représente ¥{r)poiir t = o, c'est-à-dire soit telle que <a4) rF(/*) = Aisin/iiTH- Aîsin/iir-+-. . ..
Il s'agit donc du développement d'une fonction définie entre o et R en une série procédant suivant des sinus dont les argument sont de la forme nx, les x étant racines d'une équation transcendante. Or, si nous considérons une fonction o(/') définie de — R à 4- R, égale à rF(r) de o à R et prenant de o à — R des valeurs égales et de signes contraires, on peut développer o(/'), en série de la forme (paragraphe précédent)
la sommation étant étendue aux racines positives de Téqualion
tangRX -h — = o,
équation qui coïncidera avec (a3) si Ton pose 77 = . ^ _ «
D'ailleurs, d'après la définition même de ©(/•), le développement de cette fonction ne renfermera que des termes en sinus, les termes en cosinus ayant des coefficients nuls. Nous obtiendrons donc ainsi le développement (24) dont nous avons besoin, et la solution du problème est donnée par la formule
V(r, 0 = Al L_e-X/iî/^ A, i-e-*«2 -4-. . . ,
les n étant les racines positives de l'équation (23).
III. — Nombre des racines d'une équation contenues dans un contour. Théorie des indices.
16. Nous ferons encore une application du théorème des résidus en recherchant le nombre des racines d'une équation
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contenues dans un contour C, à l'intérieur duquel f{z) est une fonction holomorphe.
Considérons, en effet, Tiotégrale
Je A')
Les pôles de la fonction
sont les racines de la fonction f{z). Or, si a désigne une racine d'ordre m, on aura
le résidu correspondant est donc égal à m. Par suite, en désignant par N le nombre des racines de l'équation contenues dans C, comptées avec leur degré de multiplicité, il vient
17. On peut donner une autre forme au résultat précédent^ rintégrale précédente est égale à la variation de
log/(^),
quand z décrit le contour. Or
logy(«) = Log[mod/(«)] H- targ/(^),
et Log[mod/(z)], qui est un logarithme arithmétique, reprend la même valeur quand z revient au point de départ. La variation de log/(5) est donc égale à la variation de son argument multiplié par i. La variation de arg/(5) sera de la forme
n étant un entier, et Ton aura
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18. Prenons, comme application, le cas d'un poljnome/(5) de degré m, 11 résulte de ce que nous avons vu (Chap. V, § 15) que, à Pextérieur d'un cercle d'un rajon suffisamment grand, on a le développement
fJdl - ^ ^ ^ o-
nz) - z-^ z^ ^••-
celle série étant ordonnée suivant les puissances croissantes de ^ •
11 est clair d'ailleurs que Ai = m, comme on le voit en multipliant par z les deux membres de celle identité et faisant ;; = oo.
Le calcul de l'intégrale
le long d'un cercle G de très grand rajon, est maintenant immédial; on aura
Je. J{^) Je -
^c puisque
dz
r dz Je ZP
fc ZP ^^ ^
On en conclut donc
c'est-à-dire k\\i un poly nome de degré ma m racines.
19. Considérons particulièrement, avec Caucliy, le cas où le contour G, à l'intérieur duquel on veut calculer le nombre des racines de l'équation
f{z) étant un polynôme, serait formé de segments de courbes unicursales. On peut alors, par un calcul régulier, trouver le nombre des racines, et Gauchy a donné à ce sujet des développements extrèmemenl intéressants. Soit le segment F de courbe unicursale obtenu en faisant varier le paramètre /, dont dépendent rationnellement X et ^, depuis t=^a jusqu'à t^^b{a<ib)\ on a, pour cet arc,
'-> i/M-'V'^-'^<-^sjm
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en posant
P el Q étant deux pol^^nomes en t faciles à former.
L'intégrale qui figure dans le second membre doit être calculée; c'est elle qui nous intéresse.
L'intégrale indéfinie est
arc tangF(/).
On peut partir d'une détermination quelconque de cet arc lang pour ^ = a, et il faut suivre d'une manière continue (voir t. I, j). 9) la détermination choisie depuis la valeur initiale t = a jusqu'à la valeur finale t=b.
On remarquera d'abord que l'intégrale
' ¥'{t)dt
a un sens déterminé même quand F(/) devient infinie. Supposons en effet P et Q premiers entre eux; l'intégrale pouvant s'écrire
'PQ'-P'^rf,
sera finie pour toute racine t du polynôme P.
Ceci posé, en désignant par arc langF(a) l'arc ayant F(a) pour tangente el compris entre ^ et -+- -. on aura, sans ambiguïté,
i T^l^H^t) ^ ^^^ ^»nS^(0 — arc tangF(a),
tant que ^ en variant d'une manière continue ne passe pas par une valeur rendant F infinie. Dans cette formule, arc langF(/) représente toujours l'arc compris entre — -^ et H — • Mais supposons
que t en croissant d'une manière continue passe par une valeur /< rendant infinie la fonction rationnelle F. Si F(t) passe de -h 00 à
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— 00, on pourra écrire pour t un peu supérieur à t^
^^^li^t) ^ ^^^ 'angF(0 — arc langF(a) H- ir,
arctangF(^) élant toujours l'arc compris entre — ■;- et H- -• En effet, une fois que t a dépassé tt , c'est
arc tangF(;) -h ir
que l'on doit prendre pour suivre l'arc choisi d'une manière continue. Si, au contraire, la fonction F(f) avait passé de — ooà+cO) on aurait eu, après t^= ti,
^_^p,.^. = arc tangF( O — arc tangF(a) - t„
Lorsque t varie de a à 6, on aura donc
/•* Y'(t)dt ^, ' „,,,
les arc tang étant toujours compris entre — - et -j- - el /i désignant l'excès du nombre de fois pour lesquelles F(^) a passé de -i-oo à — 00 sur celui pour lesquelles cette fonction a passé de
— 00 à -i- 00 quand t varie de a à 6. Cauchy a appelé ce nombre indice de la fonction entre a et b; nous poserons
20. Montrons maintenant, en suivant toujours Cauchy, comment on peut trouver, par un calcul régulier, Tindice d'une fraction rationnelle entre deux limites a et b.
Une première remarque sera très utile dans cette recherche; elle a pour objet de chercher une relation avec
I5[F(0] et lii(F^):
on a
/ 75^^i^ = ai-ctangF(a)-arctangF(6) + .rIâ[F(0], .
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et, en changeanl F(/) en pw~ >
/•* ¥'(t)dt I I r/ r » 1
par suite, en addilionnant, o = arc tang F(a) + arc tang ^ — -
- arc tangF(6) - arc ^^^Sy^^ + ^ j Iâ[ F(0] "^ 'S [p^J ( • II en résulte que, si l'^(a) et F(6) sont de même signe,
Si F(a)>o, F(6)<o, on aura
l2(F)+Jâ(l)=-i.
Si F(a) < o, F(6) > o, on a, au contraire,
Ii(F)-f-I2(p)=-+-i.
Tout ceci résulte immédiatement de ce que
arc tangâ7 4- arc tang - = d: - i X 2
suivant que x est positif ou négatif.
Nous posons donc
et Ton a
e=o pour F(a) F(ft) > o,
Faisons encore la remarque évidente que deux fonctions rationnelles, dont la diJOTérence est un poljnome, ont même indice,
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et que deux fonctions égales et de signes contraires ont des indices égBWTL et de signes contraires. Cela posé, soit
V et Vj étant deux polvnomes premiers entre eux, on peut supposer que le degré de V est supérieur au degré de V|. Effectuons sur V et V| les opérations que Ton fait sur le polynôme et sa dérivée dans l'application du théorème de Sturm; soit donc
0*aulre part,
on aura, en supprimant les indices a et b,
■Cvi)-(;:)=".
les e étant égaux à o, -f-i? — i et étant déterminés d'après la r^g]e indiquée plus haut.
Ko additionnant ces égalités et tenant compte des précédentes, il vient
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Le calcul de r indice de la fraction r^ peut donc être complètement effectué par de simples opérations algébriques.
Nous pouvons trouver facilement, d'après ce qui précède, le nombre des racines de l'équation algébrique
dans un contour formé de segments de courbes unicursales; il suffira de calculer Tindice d'une fonction rationnelle convenable pour chacun de ces segments. D'après la formule
et en se reportant à la formule (20), on voit que le nombre cherché sera égal à la demi-somme de ces indices.
On peut, dans beaucoup d'autres cas, trouver par un calcul régulier le nombre des racines de l'équation y( >3) = o, contenues dans un contour : c'est un sujet sur lequel nous reviendrons au Chapitre suivant.
21. Nous allons terminer ce Chapitre en démontrant le théorème fondamental relatif à la continuité des racines d'une équation algébrique. Cauchy énonce ce théorème de la manière suivante. Soit
une équation algébrique avec les deux variables x et y. Si, pour a: = Oj l'équation
a p racines nulles, l'équation (26) aura, pour x voisin de zéro, p racines et p seulement voisines de zéro ,
La démonstration précisera complètement ce qui reste d'un peu vague dans cet énoncé. Écrivons le polynôme /{x^y) sous la forme
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les A sont des polynômes en x^ et l'on a (^7) Ao= Ai = .. .= Ay,_i = o pour ar = o,
tandis que Kp ne s'annule pas pour x = o. On peut écrire
en posant
y" Ay,
Décrivons autour de j; = o, y=o comme centres, dans les plans respectifs des variables x eiy, deux circonférences C et F de rayons r et p. On peut prendre /• et p suffisamment petits pour que les deux conditions suivantes soient vérifiées.
On veut d'abord que, les points a? et j^ étant quelconques à l'intérieur des deux cercles précédents, on ait
En second lieu, on veut que, y étant sur la circonférence F, et X quelconque à l'intérieur du cercle C, on ait
Pour la première condition, aucune explication n'est nécessaire. Pour la seconde, 11 sufïït de remarquer que
ivi<^
et, d'après les équations (a^), si r est assez petit, il est clair que lV|<i.
Ceci posé, nous pouvons aisément trouver le nombre des racines de l'équation en^
contenues dans le cercle F, x étant un point quelconque à l'intérieur de C. Le nombre de ces racines est en effet égal au quotient
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par 2 7t de la variation de Targumenl de
quand y parcourt la circonférence F. Or, puisque |U|<^-^
I V I < i, Targumenl de
redevient Je même quand y revient au point de départ. L'argument Ae yP di augmenté de ipT.-^ par suite, le nombre des racines que nous cherchons est égal à p. C'est dans ce résultat fondamental que consiste le théorème de la continuité des racines d'une équation algébrique. Nous verrons bientôt comment ce théorème peut s'éiendre à une fonction f{oo^y) holomorphe par rapport à :i: et à j^.
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I. — Les intégrales de Kronecker
i. Nous nous sommes déjà occupé (t. I, p. i36) du nombre des racines communes à plusieurs équations. Dans celle élude, nous avons posé, a priori, une certaine intégrale, considérée par Kronecker. Il est intéressant de montrer comment Tilluslre géomètre y a été conduit, c^esl par quoi nous allons commencer.
En posant
celle intégrale triple étant étendue à un certain volume, limité par une surface 2, dans Tespace (a, b, c), on a vu que ce potentiel V, qui est une fonclion de Ç, r, et s? satisfait à la relation (t. I, Chap. VII)
suivanl que le point (Ç, 7|, Q est extérieur ou intérieur aux masses attirantes.
Considérons mainlenanl trois fonctions continues /*, ^, ^, et posons
?/ if il
dx dy dz
àx dy dz
dx dy dz
Nous formons Tîntégrale triple
étendue au volume Hmité par une surface S. La fonction V est une fonction de (Ç, t^, Ç)» que nous allons étudier au voisinage de
Si dans S (et sur S) il n'y a pas de valeurs pour lesquelles f= o, o = o, 'i = o, on aura
AV(o) = o,
en entendant par AV(o) la valeur de AV =: -^ -+• -j-^ H- -r^ pour
(Ç = 7i = C = o). Ceci est évident, puisque l'élément de l'intégrale reste fini et satisfait d'ailleurs à l'équation de Laplace.
Supposons maintenant qu'il y ait dans S des points pour lesquels
ces racines étant d'ailleurs simples, c'est-à-dire que D y est différent de zéro. Isolons ces points au moyen de petites surfaces fermées S. La part de l'intégrale (2) provenant des éléments extérieurs aux surfaces S sera nulle, pour les raisons dites plus haut. Pour évaluer la part provenant d'un volume limité par une surface S, faisons le cbangement de variable
c =ii^{x,y,z).
Le signe de D est invariable à l'intérieur de S et, de plus, on
peut supposer la surface S assez petite pour que, des équations
précédentes, on puisse tirer sans ambiguïté x, y, z en fonction
bien déterminée de a, b, c autour de a = o, 6 = o, c = o. Par ce
changement de variable, l'intégrale (2) devient l'intégrale (i) si
D>o, et cette intégrale changée de signe si D est négatif. On
aura donc
AV(o)=ip4Tï, suivant que D^o.
En général, on aura
AV(o) = — 47cZs,
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la somme S s'étendanl aux racines communes à y, cp et ^{^ situées à l'intérieur de S. On a s = 1 pour une racine où D > o, et s = — i pour une racine où D <; o. On peut encore écrire
aV(o) =— 4"^/^,
m étant la différence entre le nombre des racines pour lesquelles D est positif et le nombre des racines pour lesquelles D est négatif,
2. Nous allons maintenant montrer que AV(o) peut s'exprimer par une intégrale double étendue à la surface S.
Le volume limité par S peut se partager en régions-où D a le même signe; on isolera seulement des volumes très petits contenant les points de la surface D = o. De plus, chacune des régions, où D a un même signe, peut se fractionner en régions plus petites où le changement de variables
se fera d'une manière uniforme de l'espace (a, 6, c) à l'espace
Soit une telle région E où D soit positif. Le changement de variable fait correspondre à E une région F de l'espace (a, 6, c), et l'on a
_ r r r da db de
l'intégrale étant étendue à E, pour la part de V relative à E. On a (t. I, p. i83)
a cos a H- 6 cos p H- c cos y , - ai
(a, 3, Y correspondant à la normale intérieure).
Que va devenir cette intégrale de surface dans l'espace (x, y, z)?
Concevons x, y, z et, par suite, a, 6, c comme des fonctions sur les surfaces limitant E et F de deux paramètres u et if. On a,
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pour la surface limitant F,
. i)(b,c) , , cos ada = ^^ ' du dv,
cos
3 a<T = r>:-^—{ du dvy
, D(ayb), , cos Y rf(j = -7 f du dv.
Or, on a aisément
'D(u,i^) 'D(a:,j^) D(a,i;) Dc^', ^) D(a, i;) D{z,x) l>{u,9)'
D^ailleurs, pour la surface limitant E dans Tespace {x^y^ z)^ on aura, pour une direction convenable de la normale,
^^^^dudsf = co^>id^\
^^J^dudi^^co^ldri',
VTT du dv = cos u rfff ,
D{UyV) '
rfy désignant l'élément de surface, et X, [jl, v correspondant à la normale. A quelle direction sur la normale correspondent cosX, cos[x, cosv. La direction (a, P, y) correspondait à l'intérieur de F. Or, on peut réduire /, o, ^ à leurs termes du premier degré, et, par déformation continue, à
a = x, b =z y^ c=::z (puisque D >o).
Donc la direction (X, [jl, v) correspond à l'intérieur de E.
Si D < o, ce serait le contraire, mais alors le signe de V serait changé dans la transformation de (2) en (1); il y a donc compensation.
En résumé, on a, dans tous les cas, pour la part de AV(o) correspondant à E,
(A cosX -+- B cosfx -+- C cosv) c?<j', en posant
A_ryD(y.'î') , D(4'./) ,xD(/.?)1
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ce qui devient, en réduisant,
"^ dy dz ^ ây dz
On a de la même manière
et
J dz ôx
d^ do
* Oz àx
^ dz dx
•^ Ox Oy
de? do
* dx dy
^ Ox Oy
(/*-hç*"4-4^«)*
(yi-^cpt-i-^î)î
La pari de AV(o) correspondant à E est donc l'intégrale double (prise vers rinlérieur)
/ I Ady dz-hBdzdx-hCdx dy,
étendue à la surface qui limite E.
En ajoutant tous les résultats relatifs aux portions E dans lesquelles on a décomposé le volume donné de l'espace (x,^, ^) limité par la surface S, on aura
/ I kdydz -i-B dzdx-hCdxdy s=-^ ^Tzm,
rintégrale double étant prise (vers l'intérieur) sur la surface S et m ayant la signification du Paragraphe précédent. Nous avons (l. I, p. i36) considéré a priori l'intégrale double qui précède, et démontré ensuite qu'elle était égale à — 4'^m,
P. - Il lA
^10 CHAPITRE YII.
3. Kronecker a généralisé le résullat précédenl, en considérant ail lieu de Tinlégrale (2) l'intégrale étendue au volume limité par S
où p est une fonction de x^ y et z.
Envisageant toujours V comme fonction de $, r^, J^, on trouve de suile, en raisonnant comme au paragraphe 1,
en désignant par {-x^i, yi, zi) les racines communes aux trois
équations
/ = o, vp = o, ^ = 0
comprises dans S et la sommation 21 étant étendue à ces racines.
Il s'agit maintenant de voir comment se modifie l'analyse du paragraphe 2.
Reprenons toujours les portions E et F; on a dans l'espace (a, b, c), en se reportant au Tome 1 (p. i83),
b cosfi -h c cosy )
r f ^ __ r /* p(a cosa -h 6> cosp -^
AW(o)= / / Y^-'-—^----v-^--^'^i^^^
-ni
do , dp d'j
^ '± p-dadbdc.
Nous avons ici une intégrale triple que nous n'avions pas tout à l'heure. L'intégrale double donne l'intégrale analogue à celle considérée plus haut
/ l p{k dy dz -^ B dz dx -^ Q dx dy )^
où A, B, G ont la même signification.
Il reste à ramener l'intégrale triple
(3) III — "-^L.-^dadbdc
à l'espace (^,JK, ^).
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dp __ dp dx dp dy dp dz da ~ dx da dy da dz du
et de méine pour 37- et -—•
Eu (lifTérentiant les relations relatives au changement de variable
on trouve facilement, par la résolution d'équations du premier degré,
dx __ l>{y,z) da~ D
et des expressions analogues pour j- et -- On obtient alors
en posant
dp dp dp
dx dy Oz
f àl dl dl
" dx dy dz
d'j^ <^cp ()cp
^ dx dy dz
dx dy dz
et l'intégrale triple (3) devient alors, dans l'espace (-f, J', ^),
P dx dy dz
fff
(/*-Ho«-hi^«)«
Finalement, on a la formule
[ ffp(Xdydz-^Bdzdx^Cdxdy)^rff ^^^^^^^^
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Telle est la formule généralisant celle que nous avons obtenue à la fin du paragraphe précédent, et qui coïncide avec elle pour 0 = constante. L^inlégrrale double est étendue à la surface inté- Heure S et l'intégrale triple au volume limité par S.
4. J^ai montré (t. I, p. i4o) comment on pouvait, de la première formule de Kronecker, tirer une formule donnant le nombre des racines communes à deux équations
contenues dans un contour, en reproduisant ^analyse de mon Mémoire du Journal de Mathématiques (1892) sur le nombre des racines communes à plusieurs équations simultanées : je passais par Tintermédiaire d'un espace à trois dimensions. Guidé par la forme du résultat que j'avais trouvé, M. Walther Djck a montré très élégamment (Comptes rendus, décembre 1894) comment, sans passer par un espace à trois dimensions, mais en se servant de la seconde formule de Kronecker (pour le cas d'un plan), on pouvait parvenir aux formules que j'avais données.
Écrivons d'abord la formule analogue à (4)) mais relative au plan. Une analyse toute semblable donne
/et © étant deux fonctions de x et j^, ainsi que p. On a posé
dx
D(x, y) est le déterminant fonctionnel /- t^ — -/^ -^ et l'on dé-
^ ' •^ ' f)x ôy Oy ox
signe par {xi^ yi) les racines communes aux équations (6) /=o, (p = o
contenues dans le contour C. On a enfin posé
dy ày
dx
àx
J An/» *i*c
dx
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rinlcgrale curviligne qui figure dans le second membre est prise dans le sens positif.
Ceci dit, cherchons une fonction ?(^,JK) quî soit égale à + i aux points (xj, yi) où D est positif, et égale à — i aux points (^i, yi) où D est négatif. On peut prendre
De
en désignant par e une constante positive, et le radical étant pris avec le signe plus.
En substituant cette valeur de p dans la formule (5), on trouve la valeur que nous avons donnée (t. I, p. ijs) pour le nombre des racines des équations (6) contenues dans C.
Toutes ces considérations sont susceptibles de s^appliquer à un nombre quelconque dV^quations^ mais nous renverrons pour cet objet à mon Mémoire déjà cité et à l'article de M. W. Dyck.
o. Faisons quelques remarques sur le résultat trouvé à la page 142 du Tome 1, où l'on est prié de se reporter pour les notations. La formule que j'ai donnée, pour exprimer le nombre des racines communes à deux équations, dépend en apparence du nombre t : les deux cas limites e = o et £ = 00 appellent nécessairement l'attention.
Faisons tendre d'abord e vers zéro, l'intégrale (a) tendra vers zéro. Quant à l'intégrale (p), elle se présente sous une forme indéterminée qui rappelle entièrement ce que nous avons trouvé pour le cas d'une seule équation (n^ 3); nous pouvons dire que le nombre cherché est la limite de l'expression
quand t tend vers zéro. Il est clair que pour e = o tous les éléments de l'intégrale sont nuls, sauf celui qui correspond à une racine commune aux deux équations y= o, o =: o, et c'est de là que provient la forme indéterminée. Nous chercherons tout à rheiire comment on pourrait calculer cette limite pour quelques contours particuliers et en supposant que / et ^ soient des polynômes.
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Faisons mainlenant augmenter indéfiniment t dans les intégrales (a) et (P). On voit immédiatement que la première tend vers
[D] désignant la valeur absolue de D.
Cette intégrale est à rapprocher de l'intégrale
faisant connaître la différence entre le nombre des racines contenues dans C, pour lesquelles le déterminant fonctionnel D est positif, et celles pour lesquelles il est négatif. Les éléments de ces deux intégrales ne peuvent que différer par le signe sur certaines parties du contour.
Quant à rinlégrale (j3), elle se réduit, en posant e = --^» à
r R dT dv
[D«-^r,(/»-i-oî)]*
dont on doit chercher la limite pour r^ = o. Il y aura ici, pour 7^=0, une suite d'éléments indéterminés correspondant aux valeurs de X et y^ pour lesquelles
Si D ne s'annule pas à l'intérieur de C, celte limite est nulle et Ton n'a qu'à prendre l'intégrale curviligne, ce qui est d'accord avec le résultat trouvé précédemment. Remarquons en terminant que tous les résultats précédents peuvent être étendus à des systèmes de n fonctions de n variables indépendantes, mais je ne crois pas utile d'insister sur ces extensions qui n'exigent aucun prii)cipe nouveau (*).
(*) On pourra consulter sur ces questions un intéressant travail de M. C. Marenghi dans les Comptes rendus de l'Institut Lombard (1901). Je citerai encore deux Notes de MM. Davidoglou et Tzilzéica {Comptes rendus de l'Académie des Sciences, décembre 1901), où ces auteurs envisagent le cas des racines multiples.
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II. — Nombres des racines communes à deux équations pour quelques contours particuliers.
6. Appliquons les considérations précédenles au cas où le contour considéré se réduit à un carré dont les côtés peuvent être supposés parallèles aux axes et où les deux fonctions f{x^y) et ?(^7 J^) sont des poljnonies. On peut, dans ce cas, écrire les deux ëqnatîons simuhanées
sous la forme
V — F(ir)=o,
y(jr) et ^{x) représentant deux polynômes (puisqu'on suppose qu'il n'y a que des racines simples). Le polynôme / (a:) n'aura aussi que des racines simples.
Il s^agît de trouver le nombre des racines (^, j'), communes à ces deux équations, pour lesquelles
On suppose qu'aucune des racines des deux équations ne se trouve sur une .des droites limites.
Le déterminant fonctionnel D se réduit ici à /'(^), et l'on a
Nous devons donc considérer l'intéorrale
-ff
t(f^-ff')dxdy
étendue à l'aire du rectangle, et faire tendre e vers zéro.
En eOectuant l'intégration par rapport à j>^, cette intégrale devient
t(d-F)(/'t~/r)dx
t(c-F)(/'*-.//')dx ]
(/»-!-eV'»)[(c- F)» +/«+ î'/']* j
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Quand e tend vers zéro, les seuls élémenls de l'intégrale
^p^^ifi)[id-vy-^P+t\n]i
ne tendant pas vers zéro, sont ceux qui correspondent aux valeurs de X racines de f{x). Au lieu de l'intégrale précédente,
nous pouvons donc nous borner à la suivante [en développant — par la formule de Taylor |
ce qui nous conduit, pour s = o, à
1* désignant l'indice entre a et b, au sens de Caiicliy, de la fonc-
lion rationnelle ^ , • ; et l'on aura, par conséquent, pour le
nombre des racines,
7. Ce résultat est facile à vérifier directement. Quand x, en croissant, passe par une racine de /(^), le quotient
passe de 4-oo à — oo si c — F est négalif, c'est à-dire si le point (^7^) ^st au-dessus delà droite j^ = c. De même, ce quotient passera de — oo à -foo si le point correspondant {x^y) est audessOus de la droite y=^c. Eu désignant donc par n et n! le nombre des racines de nos deux équations (comprises entre les droites x = a, :r = i), situées respectivement au-dessus et audessous de la droite yz=c^ on a
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liii remplaçant c parrf et désignant par N etN' les nombres correspondants, on a de même
Or sî nous désignons par v le nombre des racines comprises clans le rectangle, on a
donc
Par conséquent
i/esl le résultat que nous voulions vérifier (*).
8. D'une manière plus générale on peut indiquer une marche régulîcre de calcul pour trouver la limite de l'intégrale
quand le contour est forme de segments de courbes unicursales • Cette intégrale double est, en effet, égale à l'intégrale curviligne
prise dans le sens positif le long du contour C.
Partageons cette intégrale en différentes parties correspondant aux différents segments de courbes unicursalesqui, par hypothèse, forment le contour C. Soit Tun d'eux correspondant aux valeurs ^o et /| du paramètre t dont sont fonctions rationnelles x et y. La valeur correspondante de l'intégrale sera, pour e = o, en raison-
( ■ ) Le cas du rectangle avait été déjà Iraité, sous une autre forme, par M. Hermite dans une Communication faite à l'Académie [Remarques sur le théorème de Ai. Slurm ( Comptes rendus, t. XXWf , p. 29) )].
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nant comme au numéro précédent,
Le quotient (r-JV ^^^^ .j^g fonction rationnelle de t, et roii
n^aura qu'à en prendre l'indice de ^o ^ ^i- En additionnant tous les résultats ainsi obtenus, on aura le nombre cherché.
9. Il y a beaucoup d'autres cas où l'on peut facilement trouver le nombre des racines communes à deux équations
(f et cp étant deux polynômes) contenues dans un contour convonable C. Comme au § 6, nous écrivons toujours ces deux équations sous la forme
f et F étant deux polynômes.
Supposons que le contour G soit défini par la relation algébrique
X étant un polynôme, et que les poinls à l'intérieur du contour coiTcspondent à
Nous avons donc à chercher le nombre des racines communes aux équations (5) pour lesquelles l'inégalité précédente est vérifiée, ce qui revient à chercher le nombre des racines x de l'équation
/(x) = o, pour lesquelles
en désignant par R(^) le polynôme À[j:, F(x)]. Or cette question n'est visiblement qu'un cas particulier de celui qui a été traité au §7.
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On prendra Tindice entre — oo à -+- oo de la fraction rationnelle
En désignant, respectivement, parn et n' le nombre des racines de y = o, pour lesquelles R(x) est négatif ou positif, on a
On connaît d'antre part, au moyen du théorème de Sturm, la somme n -\- n' qui peut d'ailleurs s'écrire
On aura par suite le nombre cherché n.
10. Ce résultat est bien facile à généraliser. Supposons que le contour G soit défini par deux inégalités
X et [X étant des polynômes.
Nous serons conduit à rechercher le nombre n des racines de Téqualion
pour lesquelles on a simultanément
R(ar)<o, R,(x)<o, .en posant
l{{x) = \{x,F), R,(:r) = fx(^,F).
Soit N le nombre des racines pour lesquelles R(ar)<o, Ri(a:)>o,
et N' le nombre des racines pour lesquelles
On pourra trouver la somme N-î-N', puisque ce nombre repré-
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senle le nombre des racines pour lesquelles
R(ar)R,(a?)<o.
Désignons de même par n et /i' le nombre des racines pour lesquelles on a respeclivement
RCa:») < o, R,(j7)<o (pour /2) R(iP)>o, R|(ir)>o (pour /i').
On pourra calculer les sommes
Ti-h N et TU- N',
qui correspondent respectivement aux racines pour lesquelles R(^) < o, et aux racines pour lesquelles U| [x) < o. Ajant calculé les trois sommes
N-l-N', AIH-N, 72 4- N',
nous en déduisons de suite le nombre cherché n.
11 est clair qu'on n'aura pas plus de difficultés à calculer le nombre des racines de l'équation f{x) pour lesquelles on aura à
la fois
i étant un entier quelconque. On peut donc par suite trouver, par un calcul algébrique régulier , le nombre des racines des deux équations
(f et o étant deux polynômes) contenues dans un contour défini par les n inégalités
h{x,y)<o (i= I, 2, .... n), les X étant des polynômes.
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1. Nous avons déjà étudié (t. I, p. 4^) la réduclion algébrique <les ÏDlégrales byperelliptiques. Considérons parliculièrement les intégrales du type
/(x) étant un polynôme; soient [jl le degré du poljnome R(x) et ai, a2j -'.•, ci^ ses jx racines qui sont supposées toutes distinctes. Nous nous proposons d^tudier les déterminations diverses de i*in-
légrale (I)
f{x)dx
quand on va du point Xq au point x par différents chemins, la détermination initiale de )JK{x) pour x = o étant toujours la même.
2. Commençons par étudier les différents chemins allant du point Xq à un point x. Pour l'objet que nous avons en vue, deux chemins seront évidemment à considérer comme identiques si Ton peut les ramener Tun à l'autre par une déformation continue sans traverser aucun des points a. Or considérons {Jîg. ^4) |a courbes partant de x^ et y revenant en entourant, respectivement chacune, un des points a. La forme de ces courbes est indifférente; pour bien préciser, nous prenons pour chaque point a la courbe suivante : on joint x^ à un point très voisin de a, on décrit autour
de a un cercle très petit et l'on revient au point Xq par le même chemin qu'à l'aller. Un tel clieniin est dit un lacet.
Ceci posé, tout chemin allant de Xq à un point x se ramène évidemment à un chemin allant de Xq à Xq, suivi d'un chemin déter-
Fig. aî-
miné allant de Xq à x] il suflîl, en effet, d'ajouter au chemin considéré le chemin délenniné xx^^ que l'on fait suivre du chemin (le sens inverse XqX. 11 faut donc envisager les différents chemins partant de Xq et y revenant. Or je dis que tous ces ch'^niins retiennent aux différents lacets parcourus successivement et dans un ordre quelconque.
Pour le voir bien nettement, on suivra le chemin G jusqu'à la rencontre en a avec un lacet; on quittera alors G pour suivre le lacet jusqu^en x^, ce qui donne visiblement une somme de lacets ( les lacets a^ et ag); puis on rétrograde de Xq en a, et en a on reprend le chemin G jusqu'à ce que celui-ci rencontre un nouveau lacet, soit p ce point de rencontre. En ^ on quitte de nouveau G pour suivre de [li en Xq le lacet rencontré. Ou a mis en évidence de nouveau, par le chemin Xoafi^,,, une nouvelle somme de lacets (celle somme peut se réduire à zéro, comme il arrive dans le cas de la ligure). On rétrograde alors de x^ en p, et en ^ on reprend le chemin G et l'on continue ainsi jusqu'à ce que l'on ait parcouru tout le chemin. Le chemin G se présente alors de la manière la plus nette comme équivalant aune somme de lacets. Dans le cas de la figure, le chemin G est équivalent aux lacets ai, a^, a^ successivement parcourus.
3. La remarque fondamentale qui précède va nous permettre d'étudier sans peine les diverses valeurs de l'intégrale (i). Suppo-
sons d'abord que Ton considère seulement des cliemins partant de jTq cl y revenant. Les valeurs de l'intégrale le long des lacets vonl jouer le principal rôle : soit, par exemple, le lacet a,. La valeur de Tintégraie sur le lacet se compose de deux parties, Tune est relative à Taller et l'autre au retour; quant à l'intégrale sur le cercle infiniment petit, elle tend vers zéro avec le rayon de ce cercle. Il peut sembler au premier abord que les deux intégrales se détruisent puisque les dx à l'aller et au retour sont égaux et de signes contraires; mais y/R(a:), ayant tourné autour du point «i, n'a plus la même détermination au retour qu'à l'aller, et, par suite, les éléments s'ajoutent au lieu de se détruire. Soit A| la valeur de l'intégrale
""' fix)dx
quand on suit le cbemin tracé pour le lacet, et que l'on prend pour v^^(^o) une de ses déterminations que nous désignerons par^^; la valeur de l'intégrale correspondant au lacet tout entier sera, d'après ce que nous venons de dire, 2 A,. Soient de même
les valeurs de l'intégrale correspondant aux autres lacets, la détermination initiale de )Jï\{x), quand on parcourt chacun de ces lacets, étant toujours supposée égale à y^.
Tout cliemin, ayant Xq comme points de départ et d'arrivée, se ramenant à une somme de lacets, nous n'avons aucune difficulté à avoir maintenant la valeur de l'intégrale correspondante. Supposons que le chemin équivaille aux lacets
<i>.„ ax„ ..., a^ (^1» ^^*' •••' ^/^ = »» 2, ..., \L)
successivement parcourus; nous aurons comme valeur de l'intégrale
(2) !iAx^— 2Ax,4-2Ax, —
On remarquera que les signes plus et moins alternent dans cette somme ; c'est que, après avoir parcouru le premier lacet ax,, nous revenons en x^ avec la détermination — yQ du radical, et la valeur du second lacet est alors — 2Ax, au lieu de H-aA^, que nous
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aurions trouvé si nous avions décrit le lacet a\^ avec la déterminalion initiale +j'o pour le radical. Pour le troisième lacet, au contraire, nous avons au début, après deux changements de stg^ne, retrouvé la détermination initiale^^ et par suite nous avons + 2 A>.. et ralternance des signes est, après ces explications, bien manifeste.
Deux cas sont à distinguer suivant que p est pair ou impair. Si p est pair, Texpression (2) pourra se mettre sous la forme
(3) 2m|ti)i-4-2miti)iH-...-i-2mj4_icojji_t»
les m étant des entiers positifs ou négatifs, en posant
ci)i = A| — Aj, cot=Ai — A3, ..., b)j|,.|=:A| — Ajj..
On peut d^ailleurs choisir un chemin tel que Ton trouve pour valeur de l'intégrale l'expression (3) : il suffira de décrire m^ fois l'ensemble des lacets a\ et ^2, puis m2 fois l'ensemble des lacets a 1 et as, et ainsi de suite.
Si p est impair, en ajoutant à l'expression (2) — 2A|-h2A,, on la mettra sous la formç
(4) 2/7iia>i-i-. . .-4- 2mn_iWn_i-h 2A|.
Nous avons donc représenté par (3) et (4) toutes les déterminations possibles de V intégrale pour un chemin partant de Xq et y revenant. On donne aux quantités aco le nom de périodes de Vintégrale hyperelliptique.
Il est important de remarquer que ces périodes ne dépendent pas du choix du point x^. Ainsi, par exemple, la période
2A1 — 2At
n'est autre chose que Tintégrale prise le long d'un contour contenant à son intérieur les deux points a^ et a^^ contour que l'on peut déformer d'une manière continue sans changer la valeur du résultat de l'intégration.
4. Considérons maintenant un chemin particulier c allant de x^ en x\ soit I la valeur de l'intégrale pour ce chemin, la valeur initiale pour le radical étant toujours ^g. Comme nous l'avons déjà
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dû, tout chemin L allant de Xq en x se ramène à un chemin C revenant à a:©, suivi du chemin c. Si G équivaut à un nombre pair de lacets, la valeur de l'intégrale sur L sera de la forme
Si C équivaut à un nombre impair de lacets, on aura 2/Wia>i-i-. . .-i- 2/n|x_tï0{|._i-h 2 Al — î,
car, quand on reviendra en x^ après avoir décrit C, on aura pour le radical la détermination —^y^ et, par suite, le chemin c, qu'il reste à décrire, donnera — 1.
On peut dire que r intégrale (i) a, au point x, deux déterminations de types distincts
I cl 2 A . — r ;
les autres déterminations s'obtiennent en ajoutant à celles-ci des sommes de multiples des périodes a w..
La notion de la périodicité des intégrales, rapidement indiquée par Cauchy, a été particulièrement approfondie par Puiseux dans son Mémoire sur les fonctions algébriques (Journal de Mathématiques, i85o).
II. — Des intégrales de première espèce : réduction du nombre des périodes. Intégrale elliptique.
o. Parmi les intégrales de la forme
\f{x)dT
oik/^jc) est un polynôme, on désigne sous le nom A"* intégrales de première espèce celles qui restent finies quand x augmente indéfiniment. Ces intégrales restent donc finies pour toute valeur finie ou infinie de la variable [voir t. I, p. 54).
Quand le degré jji de R(x) est impair, soit [jl=:2/> + i, l'intégrale sera de première espèce si le degré de f{x) est au plus égal à p — I . Il y a /> intégrales de première espèce linéairement indépendantes*
Quand p. est pair et égal à 2/?, le degré de f{x) ne doit pas P. — II. i5
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dépasser p — 2 et il y a alors p — 1 intégrales de première espèce linéairement indépendantes.
Évaluons le nombre des périodes de l'intégrale. Pour [jl = 2^ -h i , il y aura ip périodes et Ton ne peut pas, du moins en général, faire subir de réduction à ce nombre.
Pour [JL= 2/>, nous trouvons, en appliquant la théorie du paragraphe précédent, un nombre de périodes égal à 2,p — i, mais une réduction immédiate se présente, qui va diminuer ce nombre d'une unité. Envisageons, en effet, l'ensemble des lacets autour du point Xq : l'intégrale prise le long de ces lacets sera nulle. En effet, le point à l'infini est un point ordinaire pour l'intégrale : l'intégrale prise le long des lacets a donc la même valeur que si elle est prise le long d'un cercle de très grand rayon et est, par conséquent, nulle. On a donc, les lacets se suivant dans l'ordre i , 2, . . ., [x.
Al — A j -t- A3 — ... — ApL = o, qui peut s'écrire sous la forme
(1)1 (iJj -h . . . -t- (0(4-1 = O.
On voit donc que l'une des périodes (0|a_,, par exemple, est une combinaison linéaire à coefficients entiers de (0|, 0)2, . . ., <«>|a.2-
6. Faisons maintenant une remarque importante sur la réduction du nombre des périodes. Les périodes seront dites distinctes s'il n'existe entre elles aucune relation homogène et linéaire à coefficients entiers; il peut arriver qu'entre les périodes trouvées o> existe une ou plusieurs relations de cette nature.
Soient
les périodes que nous venons de trouver; on suppose que l'on ait les relations, en nombre X,
/WlWl-h msb>t + . . .-+- nin^n— o, ^iw, -4- yjcu, H-...-h ^«a>„ = o,
Ti a>i -h Tj (Dt H- ... H- r» (Drt = o,
les m, q^ r étant entiers. De plus ces relations peuvent être sup* posées algébriquement distinctes, c'est-à-dire que Ton peut en tirer
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les valeurs de A des quantités (i> en fonction des autres. Ceci revient à partir de l'hypothèse que
les [X étant rationnels.
Toute période est de la forme
12 = M|(Oi-H MjWî-h.. .-H MnCt>n,
les M étant entiers, et, en remplaçant a>m+i, . .., co;, par leurs valeurs (5), on aura une expression homogène et linéaire en Wj, u>2, . . ., îOm à coefiicients rationnels. Aucun de ces coefficients ne peut s'approcher, quelque choix qu'on fasse des entiers M, autant que l'on veut de zéro sans devenir rigoureusement nul, puisque les [X sont rationnels. Ces coefficients ont donc, en dehors de zéro, un minimum pour leurs valeurs absolues.
La période Q étant écrite sons la forme
^1 O), H- /?, Wj -H . . . H- pm W/n,
et X désignant un des nombres i, 2, ..., m, considérons toutes les périodes Q pour lesquelles
oip^-^i si p<X, o = />p si p>X.
Il y a manifestement de telles périodes, puisqu'il suffit de prendre û = co^. Parmi toutes ces périodes qui, d'après la remarque faite, sont en nombre limité, il y en a une pour laquelle le coef(îcient/?x a la valeur minima. Désignons par /?'j^^, ..., p^^^ les valeurs des coefficients/? correspondants.
En faisant successivement ). = i, 2, . .., m nous aurons les périodes
i2,=/>îa>i,
i2j=:/>îw, -f-/?|tDî. J
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Toute période peut s'exprimer en fonction linéaire de û|, Û2, . . ., ûflt : nous allons montrer que les coefficients sont entiers. Soit
une période, les P étant rationnels.
On peut écrire Pm sous la forme
Vto étant un entier et P^^ étant positif et inférieur à /?^|. On pourra ensuite déterminer un entier V;,i_, tel que
Pm-f étant positif et inférieur à /^^ij.
On continuera ainsi, et Ja dernière égalité sera
Pi = vi />} -+- v,/>î -h . . .-f- v,„K' -+• P'n
avec oS P'^ </>!i 'es v étant tous des entiers positifs ou négatifs. La période ù est alors de la forme
Or les m premiers termes étant des périodes, il en résulte que
(6) ?>,-+- p>,+...-f-p;„tu,„
est une période. Mais nous avons
o^P'i</>l. o<Pi</?|, ..., o<P',„</,;«.
Dans ces conditions, l'expression (6) ne peut être une période que si les P' sont tous nuls : cela résulte de Ja définition même des quantités/?], pl^ ..., />^J. En effet, si F,„ n'était pas nul, pour que l'expression (6) fût une période, il devrait être au moins égal ^ Pnif ^^ '' ^^^ inférieur à p^, donc P';,j=.o ; et de proche en proche on démontre pareillement que tous les P' sont nuls. On a donc finalement
(7) i2 = Vii2,-4-v,liî-T-...-hv,„û,,„
les vêtant des entiers. Remarquons encore qu'entre û,, û^» •••9 ^m
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il n'existera pas de relation homogène et linéaire à coefficients entiers, car on aurait dans ce cas une telle relation entre coi, <02, ..., (Om et nous n'aurions pas fait usage de toutes les relations entre les o).
Nous arrivons donc en résumé au théorème suivant (*) :
On peut déterminer m périodes distinctes û<, ûa, • • •» û^, dont toutes les autres sont des sommes de multiples, de telle sorte que toute période û est de la forme (7).
Revenons à l'intégrale de première espèce
R(^) étant, pour fixer les idées, de degré [jl = 2/?-|-i elf{x) étant alors de degré p — i . Nous avons trouvé ay? périodes pour cette intégrale. Nous démontrerons plus tard que, si le polynôme f{x) de degré p — 1 est pris arbitrairement, les ip périodes sont distinctes. Dans certains cas particuliers, les périodes distinctes peuvent être en nombre moindre, mais nous allons établir qu'tV doit y avoir au moins deux périodes distinctes.
Supposons, en effet, que l'intégrale u n'ait qu'une période co. Pour chaque point x^ cette intégrale aura les deux systèmes de va
leurs (§ 4)
a-hXu), 2 Al — a -i- fJL(j>,
X et p. étant deux entiers.
Si donc on considère la fonction de x
cette fonction sera uniforme : l'addition k u de multiples de co et la substitution i 2/ de 2 A| — u ne changent pas, en effet, la valeur
(*) Le mode de démonstration que nous venons de suivre a été employé par M. Weierstrass pour établir un théorème plus général; so'xt Monatsberichte, 1875 {Neuer Beweis eines Haupsatzes der Théorie der periodischen Functionen von mehreren Veràndlichen). On pourra aussi consulter, sur des questions analogues, un article de M. Kronecker dans les Sitzungsberichte der Berliner Akademie {i%S!i).
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de cette expression. D'autre part, u reste finie pour toute valeur finie ou infinie de x) la fonction précédente est donc partout holomorphe même à Tinfini, elle se réduit donc à une constante d'après le théorème de Lîouville. Mais ce résultat est manifestement absurde; l'expression précédente est une fonction rationnelle de
tltin
qui ne peut être constante que si u est lui-même constant. // est donc impossible d'admettre que u n'ait qu'une période.
8. U est facile d'indiquer un exemple très simple d'intégrale de première espèce où une réduction se produit dans le nombre des périodes. Prenons pour R(a:) le polynôme du sixième degré pair
R(ar) = {x^~a\){x^—a\){x^— a\).
Les deux intégrales de première espèce
/dx r xdx
7TO ^^ j 7^)
se ramenant, en prenant x- pour variable, à des intégrales elliptiques, n'ont que deux périodes.
D'une manière générale, on peut ramener une intégrale où figure rationnellement la racine carrée d'un polynôme du sixième degré à une intégrale de même nature où le polynôme est du cinquième degré; soit par exemple le radical
^J{x — ax){x — at){x ^ a'i).,,{x — «ç ). En posant
a«-4-p L*^ Oj— a, (a, — a,)(a, — as)J
on a le radical portant sur un polynôme du cinquième degré
yJt{\ — t)K\ — at)\^\ — bi){\ — et ),
en écrivant
(a, — «4)(a,— aa)'
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or, SI le polynôme du sixième degré ne renferme que des puissances paires de la variable, on aura
et l'on voit que dans ce cas
c = ab,
• On est donc conduit à ce résultat indiqué autrefois par Jacobi
(Journal de C relie, t. 8) que deux intégrales de première espèce, relatives au radical portant sur un polynôme du cinquième degré,
/jr(i — T)(i — ax){\ — bx){\ — abx)^
a et b étant deux constantes arbitraires, ont seulement deux périodes (»).
Indiquons un second exemple de réduction donné par M. Hermite {Annales de la Société scientifique de Bruxelles, 1876).
Si Ton pose
K{z) = {z^—a){%z^-'&az—b),
a et b étant deux constantes quelconques, on aura, comme le montre un calcul facile,
dx
(lax — b)(x^ — a )
en posant
iz*—-3az
On aura aussi
sjy^— Zay ~b'
(*) On trouvera quelques théorèmes généraux relatifs à la réduction du nombre des périodes dans les Mémoires suivants :
E. Picard, Sur la réduction du nombre des périodes des intégrales abéliennes {Bulletin de la Société mathématique, t. X; i883).
H. PoiNCARB, Sur la réduction des intégrales abéliennes (Bulletin de la Société mathématique, t. XII; 1884 )•
S. K0WALK8K1, Ueber die Beduction einer bestimmten Klasse abelscher Intégrale auf elliptische Intégrale {Acta mathematica^ t. IV; i884).
GoDRSAT, Sur la réduction des intégrales hyperellip tiques {Bulletin de la Société mathématique, t. XIII, i885).
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en posant
3(5t-a) Il en résulte que les deux intégrales
r^ et r^
n'ont que deux périodes.
9. L'application à l'intégrale elliptique du ihéorème démontré au n° 7 est particulièrement intéressante. Soit l'intégrale elliptique de première espèce
J ^{,T — (I )(^ — b )(.r —^c){x — cl)
«, 6, c, d étant quatre quantités distinctes. Nous venons de voir que les deux périodes de cette intégrale étaient distinctes. On peut aller plus loin et montrer que leur rapport est nécessairement imaginaire. Si ce rapport était réel, il sérail incommensurable. Or à la place de a mettons l'indéterminée z\ le rapport des périodes de l'intégrale
dx
sera une fonction holomorphe <p(^)de^ dans le voisinage de >s = a: les deux périodes 2(B — D), 2(C — D) seront, en effet, fonctions bolomorphes de z puisque les intégrales B, C, D, correspondant aux lacets qui aboutissent aux racines b, c, d^ sont elles-mêmes bolomorphes, leurs éléments jouissant manifestement de cette propriété. Nous supposons que pour ^ = a, 0(5) se réduise à un nombre réel [x; or l'équation
si l'on prend \k' suffisamment voisin de [x, a au moins une racine voisine de a (*). Mais nous pouvons prendre pour [x' une quantité
(^) Mous nous appuyons ici sur le théorème fondamental relatif à la continuité des racines d'une équation, théorème qui sera démontré au chapitre suivant.
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réelle commensurable aussi rapprochée qu'on voudra de |jl et nous aurons alors une valeur de z correspondante très voisine de a et, par conséquent, distincte de &, c, d] nous serions donc ramené au tas dont nous avons démontré l'impossibilité (par. 7). Nous avons ainsi démonlré le théorème suivant qui est fort important (*) :
Le rapport des deux périodes de l'intégrale elliptique (8) est imaginaire, les quatre racines a, 6, c, d étant distinctes.
10. Arrêtons-nous un moment sur la forme canonique, dont ont fait usage Abel et Jacobi, pour l'intégrale elliptique de première espèce,
dx
et considérons le cas, particulièrement intéressant pour les applications^ où k est une constante positive inférieure à l'unité.
Nous avons dans ce cas les quatre points critiques i, t> — i,
— T- Le premier lacet sera relatif au point i et sera obtenu en.
joignant Torigine à ce point par une droite; le second lacet sera
obtenu enjoignant l'origine au point j par un segment de droite,
en évitant seulement le point i par un demi-cercle infiniment petit situé au-dessus de l'axe des quantités réelles.
Les troisième et quatrième lacets seront respectivement les symétriques des deux premiers par rapport à l'origine. On va supposer qu'on parte de l'origine avec la valeur -f- i pour le radical, nous poserons
j, _ r^ dx
Calculons la valeur de l'intégrale prise de o à x» le point i élanl évité comme il a été dir. Nous aurons d'abord K en allant
(*) J'ai donné, pour lu première fuis, la démonstration précédente dans mon Cours en 18S7. ■
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de o à i; il faut voir ce que deviendra le radical quand x va décrire le segment de droite f i, t j- Si nous posons
X allant de o à i, nous pourrons prendre 6 = o et faire varier p de 1 à o; p restant fixe et très petit, le point x décrira le demicercle indiqué autour du point i, si Ton fait varier 0 de o à — t,\ par suite, y/i — x doit être remplacé, quand x sera plus grand que w/i, par
^x — I e 'ou — i^x — 1 ; donc, de i à T' nous aurons l'intégrale
dx
/(ar»— i)(i — A-J:r«)
que nous désignerons par îYJy la constante K' étant comme K essentiellement positive. De o à y* nous avons donc l'intégrale
Il est important de calculer la valeur de l'intégrale
dx
/(i — ar2)(i — A-îj-*)
Cette intégrale n'a de sens bien déterminé que si l'on fixe le chemin suivi ; nous supposerons qu'on suive l'axe réel positif, en
évitant seulement les points i et t à l'aide de deux demi-cercles
infiniment petits décrits au-dessus de l'axe réel. Nous avons d'abord
C^) K-hiK'
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pour le trajet de o à t* Quand x est supérieur à t' on voit, en raisonnant comme plus haut, que Télément devient
— dx
et nous aurons l'intégrale cherchée en ajoutant à l'expression (9)
l'intégrale
;_ f" ___àx
Or cette intégrale se calcule de suite, en faisant le changement de variable
kx =z —,
et l'on voit immédiatement que la dernière intégrale est égale à — R. Nous avons donc
r dx ^.^,
J^ v/(i-.rî)(i-/r«a7*) Pintégrale étant prise dans les conditions indiquées.
III. — Quelques théorèmes généraux sur les approximations. Théorème de Jacobi sur l'impossibilité d'une fonction uniforme à trois périodes.
12. Nous avons parlé dans la Section précédente de la réduction du nombre des périodes; au même ordre d'idées se rattache l'étude de la résolution approchée, au moyen de nombres entiers , de certaines équations linéaires. Cette question importante trouve des applications dans plusieurs questions d'Analyse, et doit son origine au travail de Jacobi sur l'impossibilité d'une fonction uniforme d'une variable à trois périodes distinctes. Il ne sera pas inutile de lui consacrer quelques pages.
13. Soient tout d'abord w, w', w" trois nombres complexes tels que l'on ne puisse satisfaire à la relation
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avec des entiers réels m, m', m"', sans que ces entiers soient nuls. Nous allons établir que l'on peut trouver des entiers m, m', m' (non tous nuls) tels que l'on ait
I mw -H m'(i)'-h m'o)* I < g,
t étant une quantité positive donnée à l'avance, aussi petite que Ton voudra.
Soient
Nous allons montrer qu'on peut choisir les entiers m, m', m", /îow ^ott5 /iw&, tels que
I /wa -h m'a'-h m'a'l et | m6 -f- m'6'H- m'^'l
soient inférieurs à un nombre positif donné à l'avance, aussi petit que l'on voudra.
Nous suivrons un mode de démonstration, dont le principe est dû à Dirichlet, et qui a été utilisé par Kronecker dans des circonstances très générales {voir l'article cité au § 6 de ce Chapitre). Soit t un entier positif arbitraire; considérons la suite des 2i^+ I entiers
et donnons à m, m', m" des valeurs comprises dans cette suite. En les substituant dans
ma -h m'a'-f- ma!' et mh -h m'b'-\- m'b',
nous aurons (a^^+i)' systèmes de valeurs. Ces sytèmes des valeurs seront distincts; sinon, pour deux systèmes différents des m, soient [jl, [jl', [jl" etv, v', v", on aurait
fji a H- fx' a' -4- {JL'a'= va -h v'a'-4- v'a', ^h -+- fx' 6' -h jx'ô' = V 6 -f- v'6'-h v'6',
sans que l'on ait à la fois [x = v, ul'= v', [jl"= v". On en conclurait, en posant
jA — v = 'îr, jx'— v'=':t', {x'— v'=7r',
les relations impossibles
ira H- 7:'rt'-M:''a''=o, rô H- r'ô'-i- it'6'= o.
Ceci posé, considérons le rectangle ayant dans un plan, où sont tracés deux axes rectangulaires Ox et Oy, son centre à l'origine et pour côtés respectivement
2(|-a|4-|a'|-4-|a'|)^« et 2(| 6 | -f- 1 6' | -4- | 6' |)/«.
Nous partageons chaque côté de ce rectangle en t^ parties égales , et nous obtenons ainsi t^ rectangles partiels. Tous les points de coordonnées
ma -h m' a' -\- m' a' et mb -^ m' b' -h m" b'
sont situés dans le grand rectangle. Or, nous avons (2^^4-1)' points distincts de cette sorte, tandis qu'il y a seulement /* rectangles partiels. Par suite, il y a un rectangle partiel qui contient deux des points. Faisons alors les différences des x et des^ de ces deux points; ces différences seront de la forme
j)a-^p'a' -^ p'a', pb ->r p' b' -^ p" b" , Pt p'y p" n'étant pas nuls à la fois. On aura donc
|;>aH-;>'a'^/>'a'|<"'"'-^'";.'-^'"''^^' = '^-^'"'^':''"'"''^
Or t est un entier aussi grand que Ton veut, et le théorème est par suite établi.
14. Jacobi a déduit du théorème précédent qu'une fonction uniforme ne pouvait avoir plus de deux périodes distinctes. Supposons en effet qu'une fonction uniforme y*(^) n'ayant dans tout le plan que des pôles, le seul pointa l'infini étant un point singulier essentiel, ait trois périodes distinctes
(I), Ci)', to'.
On aura, quels que soient les entiers m, ni\ ni"^ /{z -h ma) -H /ii'w'h- m'to') = /(z).
Or, considérons un point déterminé, d'ailleurs quelconque, Zo.
du plan et soit
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L'équation
admet la racine Zq^ et Ton peut tracer une circonférence C de centre Zq, telle que l'équation précédente admette dans ce cercle la seule racine Zq ; ceci est une conséquence de ce que l'équation
peut s'écrire
/(^)~/(«o) = o ou
la fonction ^(z) holomorphe autour de Zq étant différente de zéro pour z = Zo-
Faisons maintenant intervenir la condition que /{z) admet les trois périodes indiquées. On pourra choisir les ip, de telle sorle que
Zq -4- //icu -h m' tù' -h m" (»/
soit aussi rapproché que Ton voudra de Zq, sans coïncider avec lui.
L'équation
Az) = a
aurait donc une infinité de racines dans le voisinage de z^^ ce qui ne peut être. Cette contradiction démontre le théorème.
15. Le théorème du n** 13 peut être généralisé. Soit un tableau
de nombres réels
ai, aj, ..., ajp4-i,
^1, Oj, ..., Ôi/j-hi,
OÙ il y a 2/> H- I colonnes, et ip lignes. On suppose qu'il ne soit pas possible de satisfaire aux ip équations
mi ai -H mj aj -f- . . . -f- m^p^x ^s^h-i = o, /ni h\ -h /Tij 6î -h . . . -f- /yii/»-f-i ci\p-»r\ = o,
m\ Il -+- mi /j -h . . . -f- /njjt>-f-i ^tp-hi = o
par des entiers m qui ne soient pas tous nuls. Nous allons montrer qu'on peut choisir les entiers m de manière que les premiers
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membres des équations précédentes soient en valeur absolue moindres qu'un nombre donné, si petit qu'il soit (*).
On peut reprendre le mode de démonstration du paragraphe 13. Donnons aux m les valeurs
— /*/*, ..., o, I, -2, ..., t^P (^ entier positif)
en nombre 2/^^4-1. Nous aurons ainsi des systèmes d'expressions
niili -h ... -H fn^fH-i l%p-hi en nombre
Ces systèmes seront distincts, car autrement, pour certaines valeurs de /n, les expressious seraient nulles à la fois. Partageons maintenant les 2p intervalles
en t^P"^* parties égales. On aura dans l'espace à 2p dimensions un grand /?5^i/rfo-parallélépipède dont les 2p dimensions seront les intervalles (I) dans le sens de chaque axe de coordonnées, le centre de parallélépipède étant à l'origine. Après la division, on aura partagé le parallélépipède en
itp{tp-hi)
parallélépipèdes élémentaires. Ce nombre est moindre que le
nombre
{•it^p-hi)*p-*-^
des systèmes d'expressions écrits plus haut. Deux points de i^espace à 2/> dimensions correspondant à deux systèmes d'expres-
/ ' ) Ce théorème a été démontré pour la première fois par M. Hermite dans sa anatriètnc letire à Jacobi Sur différents objets de la théorie des nombres (OpitsculcL Mathematica de Jacobi, t. II et Journal de Crelle, t. 40). M. Hermite otil>s^*^> dans sa démonstration, ses théorèmes généraux sur la réduction ri tfam^ tique des formes quadratiques définies.
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sions seront dans le parallélépipède élémentaire. On en conclul que, pour cerlaines valeurs des entiers [a (non toutes nulles), on a
\ l^l^i-h IXiOt-h . . .-^ llip^t^^tp+l I < — ^ ^ ! f y
I H^l ^1 -+- f^2 ^J -^ • . • -^ [J-tp-hl Up-hl I
Donc^ t étant aussi grand qu^on voudra, on en conclut le théorème énoncé.
De ce théorème peut se conclure facilement qu*i7 ne peut exister de fonction uniforme de p variables ayant plus de ip périodes simultanées, proposition(*)qui généralise celle de Jacobi, mais nous ne pouvons pour le moment insister sur ce point, qui concerne la théorie des fonctions de plusieurs variables.
16. Le mode de démonstration dont nous venons de faire usage peut être utilisé dans diverses questions d'approximation numérique. Donnons-en encore un exemple intéressant, quoiqu'il ne se rattache pas direclemenl à l'objet de ce Chapitre.
Soit d'abord a un nombre positif incommensurable. Considérons
l'expression
où nous donnons à^ successivement les valeurs entières o, I, x^ ..., t (/ entier positil).
t)n peut évidemment choisir, pour une valeur donnée de y, Tenlier x de telle sorte que l'on ait
Or, partageons l'intervalle (o, i)en r parties égales; nous obtenons ainsi t intervalles partiels. Les t H- i valeurs trouvées pour X — ay seront donc telles qu'il y en aura deux dans l'un de ces
(') Celle proposition a été indiquée par M. Hermite dans une des lettres à Jacobi cilées plus haut.
GoogI(
intervalles partiels. La différence de ces deux valeurs, soit m — a/i, sera donc moindre en valeur absolue que -•
On a donc des entiers m et /?, non nuls tous deux, tels que
an\< y
On a d'ailleurs /? < ^, par suite
nt
c'est le résultat auquel conduit la théorie des fractions continues. Ces considérations sont susceptibles de généralisation. Soient a et b deux nombres qui ne sont pas tous deux commensuiables. Donnons à l'entier positifs successivement les valeurs
o, 1, 2, ..., <» ( ^ entier positif ),
et associons-lui les entiers x ely tels que
0 < JT — a^ < I , o<y — ùz < I.
On obtient ainsi r-+i systèmes de valeurs x — az et y — bz. Marquons sur plan aux axes OÇ, Ot^ les points de coordonnées
i = x-^az, r,=:j—ùz.
Si nous partageons les intervalles (o, i) sur l'axe des ç et sur l'axe de 7| en t parties égales, le carré construit sur ces deux longueurs se trouve partagé en t'^ carrés partiels. On aura donc deux points ($, 7j) dans un même carré. On peut donc trouver des valeurs entières ui, v, m telles que
1 ji — am I < > |v _6//i|<i;
en y joignant l'inégalité m <C ^^, on voit que l'on aura
m yjm
II
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Ainsi étant donnés deux nombres a et 6, on peut les représenter
par deux fractions — et ~ de même dénominateur m, Terreur ^ ni m
étant moindre que
Si au lieu de deux nombres on avait k nombres
on pourrait les représenter par les fractions de même dénominateur ,
Terreur étant moindre que
Ay— -
ni ^i
On le voit, par un raisonnement analogue, qu'il est inutile de développer.
Ces résultais ont été obtenus par M. Hermite dans les lettres à Jacobi déjà citées, au moyen d'une analyse, d*ailleurs tout autre, se rattachant à la théorie arithmétique des formes quadratiques.
§ IV. Exemple de fonction non uniforme représentée par des intégrales. Série hypergéométrique. Rapport des périodes de Tinté grale elliptique comme fonction du module.
17. Nous allons nous arrêter sur un exemple très intéressant de fonction non uniforme représentée par une intégrale définie. En
posant
nous considérons les intégrales définies
Uo = / ^(w) du,
U« = / o(u)dUj
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I/o désigne une constante distincte de o et i. Pour une valeur déterminée de x^ ces intégrales ont un sens parfaitement déter-
Fig. 25.
miné, si l'on a fixé le chemin allanf de u^ aux points o, i et oo, et si, bien entendu, on a
Marquons sur le plan des ;/ le point Uç^ et les points o, i, j? (/'o • ^5) et traçons les lignes
MqO, Mo^î "o'j Mo^î
ces lignes se suivant autour de u^ dans l'ordre qui vient d'être indiqué. Introduisons encore l'intégrale
Les U peuvent être considérés comme des fonctions de x : les différences
sont donc des fonctions de x. Ce sont ces fonctions de x que nous voulons étudier; elles ont été envisagées par Gauss dans un Mémoire célèbre (*), et nous aurons à revenir sur l'équation différentielle linéaire du second ordre à laquelle elles satisfont. Nous voulons les regarder en ce moment comme des Jonctions
(1) Gauss, Œuvres complètes, t. TH.
GoogI(
non uniformes de x^ et chercher quelle est la nature de leurs déterminations multiples ( * ).
18. Tout d'abord, considérons dans le plan les lignes UqO^ Uq\^ UqCO comme des coupures, c'est-à-dire que nous astreignons, pour le moment, :r à ne pas franchir ces lignes : les U sont alors des fonctions bien déterminées de x. On suppose que Ton ait choisi, une fois pour toutes, une détermination pour
Mî(»o-iy'("o-^)\
et l'on n'a pas à changer cette détermination une fois choisie, puisque x ne tourne pas autour de Uq s'il ne franchit pas les coupures. Ajoutons encore que, quelle que soit la position du point x, la ligne UqX part toujours de «o en étant comprise dans l'angle 1 Uqo; c'est moyennant ces conditions que nous pouvons dire que les U sont des fonctions uniformes de x.
On trouve de suite une relation entre les U : en eflet, en intégrant le long du contour formé par les coupures considérées comme lignes doubles, on obtient la relation
Les facteurs exponentiels proviennent des rotations sur des cercles infiniment petits décrits autour des points critiques. Pour le point à Tinfini, comme nous Tavons déjà expliqué, un tel cercle est remplacé par un cercle de rayon infiniment grand.
Ceci posé, nous voulons chercher quelles relations il y a entre les valeurs des fonctions coi et tù2 quand le point x est d'abord sur le bord gauche de la coupure ^oO et ensuite sur le bord droit de cette même coupure. Désignons par
^o> ^xi l^n ^«,
. (^) Cette recherche a été faite d'abord par M. Schiâffli (Afathemat. Ann.ilen, t. III), et, dans sa remarqable Thèse {Annales de l'École Normale, iSSi), M. Coursât a fait l'étude approfondie des relations qui existent entre ces difiérentes intégrales. La méthode suivie dans le texte est celle que j'ai indiquée dans le Bulletin des Sciences mathématiques (i885).
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les valeurs de U quand x est en x^ sur le bord droit de la coupure. On doit considérer que :r et ^' sont deux points géométri-
quement confondus : l'un est sur le bord gauche, l'autre sur le droit {^fig* 2i6). On aura évidemment *
le passage de j? à x^ n'a aucune influence sur la valeur de ces intégrales. Il en est autrement pour Uo et U^ et le point essentiel est de trouver 0^ en fonction des U ; or on y parvient de suile par le raisonnement suivant. On a
Uo=U^-4-(Uo-Ux).
Quand j: passe en x\ tous les éléments de l'intégrale U© — Uj. sont multipliés par e~^'^^, puisque (^u — x^ se trouve multiplié par e~2'^^, le point u étant à Tinlérieur du contour .que décrit x dans un sens supposé négatif. On a donc
Ce point bien compris, il n'y a plus aucune difficulté. L'équation (lo) et l'équation analogue relative aux U' nous donnent par soustraction
X-*es équations écrites nous permettent d'avoir les U' en fonction des U et, par conséquent, en posant
Oi;= L', -U'o et wi= \ 'j,— y\,
les valeurs des o)' en fonction des o>. On trouve ainsi
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Nous pouvons maintenant énoncer sous une forme un peu différente le résultat que nous venons d^obtenir. Concevons que l'on supprime la coupure ^/qO, et que x^ partant d'un point d'ailleurs arbitraire, revienne en ce point après avoir tourné une fois autour de o dans le sens négatif; coi et iù^ ne reviennent pas au point de départ avec les mêmes valeurs, mais avec des valeurs iii\ et co^ liées à Wi et Wj par les formules (S,). On peut dire {]\\à une circulation autour du point zéro correspond la substitution (S,).
La même méthode nous donne, sans presque y rien changer, la substitution qui correspond à une circulation autour du point un. Pour la trouver, nous supposerons cette fois le point x d'abord
sur le bord droit de la coupure u^i et ensuite sur le bord gauche de cette même coupure {fi g. 27). Désignons par
II" II" n* V
les valeurs des U quand x est en x" sur le bord gauche de la coupure. Nous aurons
et l'on a, en opérant comme plus haut,
équations d'où nous tirons
en posant
toi = ^"x- ^\. ^\ = Ui- ^"i-
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La substitution S2 correspond à une circulation autour du point I .
19. Nous venons de voir commenl se modiGent (i>| et (02 quand la variable x tourne autour du point zéro et autour du point un. Pour la substitution S| la circulation correspond à une circulation dans le sens négatif, et S2 est relatif au sens positif. Les substitutions inverses de S| et S2 donneront manifestement les nouvelles valeurs de la fonction pour des circulations respectivement de sens contraires.
Les substitutions (S|) et (S2) permettent de trouver toutes les valeurs possibles de la fonction. En effet, les fonctions w, et (1)2 n'ont d'autres points singuliers que les points zéro et un. Pour le voir bien nettement, remarquons que Uo, Ui, U, ont pour points singuliers à distance finie
a: = o, vT = I , X — Uqj
car si l'on considère tout autre point ^Tq et si l'on suppose, comme il est permis, que les coupures ne passent pas par ce point, les intégrales Uo, Ui, U« seront des fonctions holomorphes de x dans le voisinage de Xq comme la fonction sous le signe somme
\]x s'exprimant linéairement en fonction de Uo, U|, U„ aura les mêmes points singuliers x = 0^ a; = i , x =z Uq. Revenons maintenant aux différences (1)4 et (1)2, elles n'admettront pas u^ comme point singulier; elles ne dépendent pas, en effet, de a©, puisqu'on peut écrire
a)i= / <f(u)duy a)j= / o(u)du.
ces intégrales étant prises, suivant la détermination que l'on considère, le long d'un chemiu ou d'un autre allant respectivement de o à jr et de i à X : elles se trouvent, par suite, définies indépendamment de Uo- Il n'y a donc pas de troisième point singulier à distance finie.
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Les fonctions iù^et iù^ de la variable x sont des fonctions holomorphes de x dans le voisinage de tout point, sauf pour X = o, a? = I et x=^(x>.
11 en résulte que coi el tù^ désignant un système de déterminations de ces fonctions en un point arbitraire x^ on obtiendra tous les autres en efTectuant sur coi et (O2 les substitutions
s*sPsf S§'...,
les a et P étant des entiers positifs ou négatifs (^voir t. I, p. 464? pour les définitions relatives aux substitutions).
20. Parmi les différences d'intégrales du type de celles que nous venons de considérer, il en est une conduisant à un développement en série très remarquable; c'est la différence U, — U| ou
f=f u'^iu- i)^(u — x)>'du.
Supposons que l'on intègre de i à 00, en suivant la partie positive de l'axe réel el que | :r | < i .
Posons, pour avoir les notations de Gauss,
Les inégalités, supposées remplies pour que l'intégrale ait un sens, sont Y > |3, ^ > o.
Nous allons dévelop|)er l'intégrale y en série; on peut écrire
or, puisque | «/ 1 > 1 et | x | < i ; on a
X a(a -h I). . .(a -H/> — i) tp
u i.-2...y> uP
f se trouve donc développé en série entière, et le terme général est
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Parlons de l'idenlilé
= (V -*-p — i)u-y-p(u — i)Y-P-i-h(— /?— ? H- i)u-y-p-^^(u - i)ï-?-S ce qui donne, en intégrant,
Jr U-r-P (t€—l )Y-P-Ï é/w = ^-^.^ L r M -Y-^-Hl f M — I )Y-P-1 ^M,
et enfin
/* w-Y P(u -i)y-?-^ du
V".-Y(.-^OY-M
On en conclut qne/*, abstraction faite du facteur constant
se réduit à la série
g(g-hg...(a-h/? — I) 30-4-1). ..(^-^ y? — I)
ïCy-^O-'-^y-^/^ — '^
arp-
Celle série remarquable est connue sous le nom de série hyper^ géométrique. Si on la considère, a priori, on peut donner aux coDStantes a, P, y des valeurs quelconques, exception faite seulement d'un entier négatif pour y. Le cercle de convergence de la série est le cercle de rayon ;//?•
Examinons en particulier le cas où
La sifi^nîfîcâ^îûn de (i>| et co^ est alors remarquable; ce sont deux demi-périodes distinctes de l'intégrale elliptique •
du
^u{u -\){h—x) Nous oonsidérons ici ces périodes comme fonctions de x. Les
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subslLlutions S| et S2 du § 18 sont alors
iû\ = (1)1-+- awj,
W j = CDj.
' On aura donc toutes Jes déterminations possibles de a>i et «Oj en combinant les substitutions S| et Sa et leurs puissances. Ces déterminations seront de la forme
/?lCOi-î- /l(02,
m, n, /?, q désignant des entiers, et l'on aura, comme pour les substitutions composantes,
mq — np — \.
Or nous avons \u (§ 13) que le rapport
X étant différent de zéro et un, ne peut devenir égal à un nombre réel ou, en d'autres termes, que le coefficient de i{i=::s^/ — i\ dans ce rapport garde un signe invariable, puisqu'il ne peut pas s'annuler. Ce résultat est relatif aux déterminations de tOf et o>2 entendues telles que nous les avons considérées d'abord au § 18, c'est-à-dire en supposant que x ne franchisse pas les coupures primitivement tracées dans le plan; mais il subsiste quand on a levé toute restriction, car alors le rapport précédent a pour valeur
wtot -h rni)f
{ma — np = i),
ptUi-*- qoit
et, dans ce rapport, le signe du coefficient de i est le même que dans —•
En résumé, le rapport
est une fonction analytique de x n ayant d'autre point sin-
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giilier que x=^o^ x=i, et :r = oo. Quel que soit le chemin suivi par la variable^ le coefficient de i garde un signe invariable.
AjoulODs encore que v sera une fonction holomorphe de x pour loute valeur distincte des points critiques, car, si v devenait infini, c'est qu'on aurait
/?ti)i-h ^a>i= o,"
et nous savons qu'une telle relation e^t impossible; pour la même raison, v ne peut s'annuler.
22. On peut se servir de la fonction v(^) pour établir le premier théorème que j'ai donné autrefois sur les fonctions entières (*).
Désignons d'une manière générale par G(5) une fonction entière, c'est-à-dire une fonction holomorphe dans tout le plan. Il peut arriver qu'une telle fonction ne puisse, pour aucune valeur finie de z^ prendre une certaine valeur finie a. L'expression ef^^)^a, où /(z) est une fonction entière, ne devient jamais égale à a. La circonstance qui se présente à l'égard de a peutelle se présenter pour une autre grandeur 6? Peut-il, en d'autres termes, arriver que les équations
n'aient pas de racines? Nous allons montrer (\xx' une fonction entière G{z) qui ne deviendrait jamais égale niàa^ ni à 6, serait nécessairement une constante.
On peut tout d'abord supposer que a = o et 6 = i ; considérons, en effet, la fonction . _"~"^; elle ne deviendra, d'après nos hypothèses, jamais égale ni à zéro, ni à l'unité. Nous allons donc raisonner sur une fonction G(^)ne devenant égale ni à zéro ni à un.
Posons X = (j{z); la fonction y{z) du paragraphe précédent de viendra une fonction de z que nous allons étudier. A une valeur Xq de X correspondent une infinité de déterminations de v; choisissons l'une d'elles Vq, soit, pour z = Zq, Xq= G(zo) : ladétermi-
(•) Mémoire sur les fonctions entières {Annales de l'École Normale, i88o).
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nation de la fonction
est alors définie pour z = Zq. Supposons que z décrive un chemin quelconque C partant de Zq et y revenant, x décrit alors dans son plan une courbe fermée partant de Xq et revenant à ce point. Pour le cas où cette courbe se couperait elle-même, désignons par G le contour extérieijr de Taire qu'elle limite. La courbe C ne comprend à son intérieur ni le point zéro ni le point un. Déformons en eflet la courbe C sans cesser de la faire passer en z^ ; nous pouvons la réduire à ce point. Il est clair que, par ces déformations continues de C, nous réduirons G au point Xq sans qu'elle traverse jamais aucun des points o et i, puisque, par hypothèse, G{z) ne prend jamais ces valeurs. Il résulte de là que la fonction v[G(z)] reprendra en Zq sa valeur initiale V0 quand z reviendra en Zq après avoir décrit la courbe C. De là se conclut bien aisément que cette fonction est une fonction uniforme de z dans tout le plan. Considérons, en effet, deux chemins ZoCtZi, z^bz^ allant de Zq à un point quelconque Zi du plan. Soit v, la valeur qu'acquiert v quand on suit le chemin z^az^ ; en continuant suivant Zybz^j on ramène la* valeur initiale Vo. Si maintenant on rétrograde suivant Zf^bz^^ la fonction repassera par la même valeur en chaque point et, par conséquent, elle acquerra en z^ la valeur Vq oblenue précédemment. Nous arrivons donc à la conclusion que la fonction
est une fonction uniforme dans tout le plan; comme elle reste d'ailleurs toujours finie, &est une fonction entière.
C'est ici qu'une impossibilité va apparaître. On se rappelle que dans V le coefficient de i a un signe invariable; nous pouvons le supposer positif, puisque autrement on raisonnerait sur — v. Nous avons donc une fonction entière f{z) dans laquelle le coefficient de i est positif. Je dis que /(s) ne peut être qu'une constante. Envisageons, en effet, la fonction
c'est une fonction entière dont le module est e""^, si l'on pose /(i;) = X + «Y; mais, puisque Y > o, le module de e'/^*^ sera toujours moindre que un. Il en résulte, d'après le théorème de
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Lîouville, que e'/^*^ et, par suite, f{z) doivent se réduire à des constantes. Notre fonction v[G(^)] se réduisant à une constante, G (5) devra elle-même être constante, puisque v(^) est une véritable fonction de x. Le théorème est donc démontré.
23. Au lieu d'une fonction entière, considérons maintenant une fonction uniforme f{z) n'ayant dans toute l'étendue du plan que des pôles. Je dis qu'i//?e peut y avoir plus de deux valeurs Jinies a et b que ne puisse prendre une telle fonction pour une valeur finie de la variable.
Nous avons vu, comme conséquence de la théorie des facteurs primaires, que Ton peut mettre f{z) sous la forme
G| et G 2 étant deux fonctions entières n'ayant pas de racine commune. Cherchons d'abord l'expression d'une fonction /(s) ne devenant égale mk a ïï\ k b. Dans ce cas,
ne pourra s'annuler pour aucune valeur de z. On aura, par suite,
Gi(5) — aGj(;;) = <?P'-), P(3) étant une fonction entière. De même, on aura
Q(w) étant une fonction entière. De ces relations se tirent G, et G2 et l'on peut écrire
C\iZ, _ gl'lï)
Nous allons voir maintenant que cette fonction peut prendre une valeur finie quelconque c différente de a et b. L'équation
peut, en effet, s'écrire
gQ(5)-P(*,_- li r.
a — c La constante du second membre n'est ni nulle ni infinie. Or l'é-
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qualîon
a certainement une infinité de racines, car il ne peut y avoir, d'après le paragraphe précédent, plus d'une valeur finie que ne puisse prendre la fonction entière Q{z) — P(^); ^>r le logaritlime a une infinité de déterminations, de sorte que, si pour une de ces déterminations l'équation n'avait pas de racines, elle en aurait certainement pour les autres. Ce raisonnement suppose que Q(2) — P(^) ne se réduise pas à une constante, mais on voit immédiatement dans ce cas que f{z) serait elle-même une constante.
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DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES
I. — Généralités sur les fonctions de plusieurs variables complexes.
1. Nous avons, jusqu'ici, considéré seulement des fonctions analytiques d'une variable complexe; on peut de même envisager des fonctions de plusieurs variables complexes. Il s'en faut de beaucoup que la théorie des fonctions de plusieurs variables soit aussi avancée que celle d'une variable. Dans les généralités qui vont suivre, la plupart des résultats seront applicables à un nombre quelconque de variables, du moins avec des modifications insignifiantes : nous simplifierons l'écriture et l'exposition en nous bornant à deux.
2. Soit /(w, i') une fonction analytique des deux variables complexes u et V. Posons
on a, par définition,
/(a, i^) = V{x, y, z, t) -4- iQ(ar,7, 5, 0, P et Q étant des fonctions réelles des quatre variables réelles Xjy^
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j3, t. On aura manifestement entre P et Q les quatre relations
dV
àq
dx
dP
dQ
ôy —
dP
dQ
dz -
di'
dP
dq
dt
Cherchons à quelles équations satisfera la fonction P. En groupant de toutes les manières possibles ces équations deux à deux, on obtient par deux difierentiations convenables une relation à laquelle satisfait P. Les deux premières donnent
la première et la troisième
Ox dt dz dy
puis ensuite
dxdz ~ dtdy
dy dt ~~ dz dx
ôf dz ~ dt dx
d^P d^P Oz^-^ dt^ =^
On voit que ces six équations se réduisent à quatre. La fonction P(:r, y^ Zj t) satisfait donc aux quatre équations
dx^ "^ dy^ ■" ^* dx dt dz dy " ^'
dxdz dtdy ' ds« dt^
Réciproquement, d^ailleurs, si Ton a une fonction P satisfaisant à ces quatre équations, on pourra trouver une fonction Q(.r, j-, z^ ()
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vérifiant les équations (E), puisque les conditions trouvées expriment précisément les conditions nécessaires et suffisantes pour que Ton puisse obtenir une telle fonction Q(^,^, s, t)-
On voit de suite la différence profonde qui doit séparer la théorie des fonctions de deux variables de celle d'une variable. Dans celle-ci, la partie réelle P doit satisfaire à Tunique équation de Laplace; dans celle-là, au contraire, nous trouvons quatre équations pour cette seule partie réelle P. Il ne semble guère possible d'étudier ce sjrstème de quatre équations comme on a étudié l'équation de Laplace; aussi devrons-nous ici considérer la fonction P-h /Q dans son ensemble sans étudier séparément P et Q.
3. La série de Tajlor s'étend immédiatement aux cas de deux variables. Soit une fonction analytique /(^,y) des deux variables complexes ^ et^; cette fonction est supposée uniforme et continue quand le point x est à l'intérieur d'un cercle C ayant Xo pour centre et r pour rayon, et le point ^ dans un cercle C de centre j^q et de rayon r.
Nous n'avons qu'à répéter la démonstration faite pour le cas des variables réelles. Supposons que les points Xq-^ h et ^o +- ^' soient à l'intérieur des deux cercles que nous venons de définir; on pose
/{x.y) peut être regardée comme une fonction de la variable complexe /, uniforme et continue à l'intérieur du cercle ayant l'origine pour centre et l'unité pour rayon, puisque, quand t reste dans cette région, le point {x^y) reste à l'intérieur des cercles C et C. On doit même remarquer que la fonction de f, que représente y(j?,jK)» sera uniforme et contenue dans un cercle de rayon supérieur à i; nous pourrons donc faire, sans incertitude, f = 1, dans le développement que nous allons obtenir. Ce développement n'est autre chose que le développement de Taylor, pour la fonction de t
/{xq-^ ht, yQ-\-kt)\ on a donc
" = - t'lh4ir^ \ ôx
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où, comme on sait, TexpressioD \^aZ.^ ^4-} ^sl symbolique,
les puissances devant être remplacées par les dérivées. On a alorà pour tr=z I
entièrement analogue, comme forme, à ce qui a été vu dans la théorie élémentaire des fonctions de deux variables réelles.
4. Dans le développement précédent, le coefficient de hPhi est
/ ànf
1,1. ..p, 1.1,, .g \àxP*dy<i ) x..y
Il est très intéressant d^avoir une limite supérieure du module de ce coefficient. Cette limite peut être obtenue en fonction du module maximum M de la fonction f{x^ y) à l'intérieur des cercles C et C.
Considérons d'abord la fonction f{x^y) comme fonction de la seule variable x, nous aurons, diaprés une formule établie antérieurement (Chap. V, § 8),
\dxPjx^x. ir.rP J^ -^^ ° '-^^
Prenons maintenant la dérivée ^**">« des deux membres par rapport à^ et faisons j'=^o- Nous devons différenlier g fois sous le signe d'intégration par rapport à jK) or, en appliquant la même formule, on a
Il vient donc finalement
\dxP df^r J jr=x, ntrP.nzrV J^ J^ -" ' -^
De cette formule se tire de'suite la limite cherchée : en remplaçant par M le coefficient de d^d^' sous le signe d'intégration,
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on a une limite de module et, par conséquent,
5. Si les cercles C et G ont pour centres l'origine, on a, en faisant ;ro=jo=o et h = x, k=zy^ le développement de Maclaurin
" = - (ar/- -+-7/ )«-o
(I) A^.y)=2à " — i.a..>/i — =2rfV'/^''.r^-
Le coefficient A^^^ de xPy^ est, d'après ce que nous avons dit
plus haut,
I / dp-^^f \
duP àvV/u-Q
0/2 awra donc l'inégalité très importante
De là nous concluons une propriété essentielle du développement (i); la série, formée avec les modules des termes de la série
est convergente, quand x et y sont respectivement à l'intérieur des cercles C et G. On le voit de suite, puisque, en remplaçant I Ap,y I par sa limite supérieure, on a
el cette série est convergente quand -; <^ 1 , \-j
La fonction représentée par la série (2) s'obtient d'ailleurs immédiatement sous forme finie; ce n*est autre chose que
a6o CHAPITRE IX. .
comme le montrent les développements de et ; et Tap-
I « . rL.
plication de la règle de multiplication des séries.
Nous ferons plus tard grand usage de la fonction G(a:,^). Diaprés la manière même dont elle a été obtenue, on peut dire que ses dérivées partielles, toutes positives pour x = o, ^ = o, sont, pour ces valeurs des variables, supérieui*es aux modules de la dérivée correspondante de f{x^y) : on a les inégalités
dP-^^G
XdxPày
ÙP^*lf
oxP ôy'i
On peut trouver bien d^autres fonctions jouissant de la même propriété que Cf{x^y), Citons la suivante dont nous aurons aussi à faire usage
Le coefficient de xPy^y dans le développement de cette fonction, étant
se trouve supérieur à la limite trouvée pour les modules des
coefficients f{Xj y),
6. Nous nous sommes borné au cas de deux variables : tous ces calculs s'étendent à un nombre quelconque de variables. Pour une fonction
uniforme et continue à l'intérieur des cercles C<, Cj, . . ., C« de centre O et de rayons r^^ r.^, . . ., /'//, on a le déveloj)pemenl
cl l'inégalité I
I ^PlPi"'Pn I <1
rÇ.rÇ....//;-
conduit à des conséquences analogues à celles que nous avo&s obtenues pour le cas de deux variables.
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II. — Décomposition en facteurs d'une fonction de plusieurs variables. Fonctions implicites.
7. Ladécomposîlion en facteurs d'une fonclion d'une variable, qui permet de mettre en évidence les racines de cette fonction, n'est pas susceptible de s'étendre sous la même forme à une fonction de deux ou plusieurs variables. Ici, en effet, l'ensemble des valeurs des variables qui annulent la fonction forme une suite continue. On peut cependant, dans une certaine mesure, réaliser une décomposition qui mette en évidence la partie d'une fonction susceptible de s'annuler dans le voisinage d'un système déterminé de valeurs des variables.
Avant d'a-border ce point, commençons par montrer comment le théorème de Gauchy, démontré (Chap. VI, § 21) pour les polynômes, est susceptible de s'étendre à une fonction holomorphe quelconque. Nous nous bornons toujours, uniquement pour abréger, à une fonction de deux variables.
Soit donc une fonction F (x, y) holomorphe dans le voisinage de j7== o, j'=: o, c'est-à-dire dans les cercles de rayon ç^ et R. • On suppose que ¥{x^y) s'annule pour x=:o, y = oet que F (o, ^) ne soit pas identiquement nul.
Écrivons F(a:, y) sous la forme
les Â étant des fonctions holomorphes de x dans le voisinage de x=zo.
En désignant par M le module maximum de /{^^ y), on a
On suppose que
Ao(") = At(o) =...= A«_,(oi = o et A„(o) y^ o. Nous voulons chercher le nombre des racines de l'équation en^.j
voisines de zéro, pour x suffisamment voisin de zéro
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Écrivons
en posant
" \nr' A„j.«-i ' ••• ' Xny
Soit B le module minimum de À;,, x restant à l'intérieur d^un certain cercle dans lequel A^ ne s^annule pas et que nous supposerons être le cercle de ra^^on po« On aura, en désignant par /* le module de r,
Si donc on prend r assez petit, on aura
mod Q < - >
lorsque le point (x, y) est quelconque à l'intérieur des cercles de rajon p© pour x, et de rayon r pour y.
On aura, d'autre part, pour P, quand y reste sur le cercle de rayon r, en appelant A le module maximum de Aq, A,, . . ., A,,.. ,
"«°dP<w(i^7^.-^-+7-)'
et comme A©, A< , . . ., A„_4 s'annulent pour x = o, on aura, si l'on prend pour domaine de x un cercle d'un ra^on p <C po assez petit, A aussi petit qu'on voudra. Prenons p assez petit pour que
alors on aura
mod P < - 9
X restant dans le cercle de rayon p et ^ sur la circonférence de rayon r.
Il est facile maintenant d'avoir le nombre des racines de l'équation en y
Ykt^ y) =0
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(a? ayant une valeur fixe dans le cercle de rayon p) contenues dans le cercle de rayon r. Il suffit d'étudier la variation de l'argumenl de F(j7, y) quand y décrit la circonférence de rayon r; or le module de P + Q étant inférieur à uriy l'argument de
reprend la même valeur. La variation de l'argument sera donc imzi et y par suite, le nombre des racines sera égal à n.
8. Cherchons quelle forme on peut donner à la fonction V^x^y). A cet effet, x ayant une valeur fixe dans le cercle de rayon p, effectuons, sur le cercle de rayon r dans le plan des y^ l'intégrale
il
y désignant un point quelconque à Tinlérieur de (r). En développant — ——7 suivant les puissances entières de^', on voit immédiatement que celte intégrale est de la forme
les G étant des fonctions holomorphes de x. D'autre part, en désignant par
yu ytj .-., y H
les n racines de F^x^y) = o, contenues dans le cercle de rayon r, cette intégrale est aussi égale à la somme des résidus de la fonction
sous le signe d'intégration, relatifs aux pAles^,, ^2 y„ et r ,
c'esl-à-dire à
àF ^
ày ] I I
^ / y=y yx—y y il
On a donc, en remplaçante^ P^ir j^, et posant
/(y) = (y -yi)(y -r» > • • • (y ->•«).
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dF ^ iL
H(j7,^) étant une fonction holomorphe de x et y, lorsque ces points sont respectivement à rintérieur des cercles de rayon p et r.
D'ailleurs /{y) est un poljnome en y
dont les coefficients sont des fonctions holomorphes de x, l*oiir le voir, effectuons encore sur le cercle (/•) l'intégrale
C'est une fonction holomorphe de x, qui est identiquement égale à la somme
^i' -t- rî-^- •••-+- jS
des résidus de la fonction intégrée, c'est-à-dire que les sommes des puissances semblables Aq y^^ . .,,yn sont des fonctions holomorphes de X, el, par suite, enfin les coefficicnis a. Nous pouvons donc écrire
F{x,y)==/(x,y)Ce^*i^^^y\
^ti^^y) étant encore holomorphe, et C une constante par rapport à yj c'est-à-dire une fonction de x qu'il est facile de déterminer : en faisant y =yo^ y a étant sur le cercle de rayon r, on aura
or F(j7,j^o) et /(^5 ^o) i^e s'annulent pas quand x est à l'intérieur du cercle p. Il en résulte que nous pouvons écrire
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K(x,^) étant une fonction holomorphe qui ne s^ annule pas quand x et y sont à V intérieur des cercles p et r; de plus, fi^ty) est un polynôme en y dont le premier coefficient est V unité et dont les autres coefficients sont des fonctions holomorphes en ^ (*).
On voit que celte décomposition met^ en quelque sorte, en évidence la partie de la fonction V{x^y) qui s^ annule dans te voisinage de x^^r:: o, y = o.
9. Une conséquence très importante peut se déduire du théorème précédent, relativement à l'existence des fonctions implicites. Considérons l'équation
F( J7, y) étant holomorphe dans le voisinage de j: = o, j^ = o. Je
(/in* \ j-j ne soit pas nulle, c'est-à-dire que le nombre
n du paragraphe précédent soit égal à un.
On aura donc
^(^,y) = [y'^ci,(x)]K{x,y),
a, étant holomorphe en x et s'annuiant pour x = o. L'ensemble des valeurs de ;r et j^ voisines de zéro et satisfaisant à Téqualion
FU,y) = o doit nécessairement vérifier la relation
puisque K(x,y) ne s'annule pas dans le voisinage de x = o^ y = o.
L^ existence de la fonction implicite y de x est ainsi démontrée. Sous la condition indiquée, l'équation F=o définit une fonction holomorphe de x dans le voisinage de j? == o.
(•) Ce théorème a été, depuis i86o, enseigné par M. Weierstrass dans ses Leçons de rUniversité de Berlin. Voir Ab/iandlungen aus der Functionenlehre von K, Weierstrass (Berlin, i886). La démonstration qu'on vient de lire est due à M. Simart.
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Soit, en parliciilier, Téquation
G(^) élanl holomorphe dans le voisinage de ^' = o et s^anniilant pour celte valeur. Si G'(o)7^o, Téquation précédente di^finJra une fonction j^ de x holomorphe dans le voisinage de Tori^cine. Il est facile d'étudier le cas où l'on aurait
G'(o) ^ G''(o^=...= G/'~«(o) = o, G''(o) n'élant pas nul. On a, en eflet,
r = j'/'( A -h B K -t-. . . ), A 7^ o, et, par suite, en posant ^'x'=^ x\
x' = jy'i^\~-^ H V -+-.,. .
Or, la fonction sous le radical ne s'annulant pas pour y = o, la détermination choisie pour le radical sera holomorphe dans le voisinage de l'origine et l'on se trouvera ramené au cas précédent ^ par suite, y se mettra sous la forme d'une série ordonnée suivant les puissances de x\ c'est-à-dire de [/x. La fonction y a donc p déterminations qui se permutent autour de l'origine.
10. L'analyse qui vient d'être développée s'étend d'elle-même à un nombre quelconque de variables indépendantes. Soit une fonction
des n -f- I variables indépendantes y^ Xt, Xj, . . ., x,,^ s'annulanl pour y = Xi=: , .. = x„ = o. Si, pour Xi = X2= -- - = x,t= o, le développement de
commence par un terme en^^, on pourra écrire
Fiy, xu JTi, ...,cr;.) = (j'f-^ ^i J''"* 4-. ..-^a,,) K(y, Xu ^i. . . ., a-„),
la fonction holomorphe K ne s'annulant pas dans le voisinage de y = Xi=r ,,. r^ x„^= o et les a étant des fondions holomorphes
QC X \ ^ X-2^ ••«7 Xfi ■
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11. De ce résultat noii« pouvons conclure Texîstence et la nature des fonctions implicites définies par le système d'équations
Nous supposons que les fonctions F s'annulent pour
a-, ^ J-, = . . . -^ Trt = ^1 = . . . :=r ^,, = O
et que pour ces valeurs le déterminant fonctionnel
ne soit pas nul. Dans ces conditions, nous allons montrer que CCS équations définissent, pour j^<, y^j •••i J*^» d^** fonctions holomorphes dans le voisinage de o^i = ^^ = . . . = jj/i = o.
Pour l'établir, supposons la proposition démontrée, n étant quelconque, jusqu'à un nombre p — i d'équations. Nous allons montrer comment on peut passer de p — i à p. Remarquons d'abord que les dérivées partielles du premier ordre
OFi âFj àFj^
ôyi' àyt* ■*■' Oyp
ne s'annulent pas toutes quand les x et les y sont simultanément nuls. Soit, par exemple, la dernière de ces dérivées différentes de zéro : nous pourrons écrire
rti étant holomorphe en j?,, a;^, • . ., Xp, ^i, ^j, . . ., yp-i et K n'étant pas susceptible de s'annuler quand les x et les y sont suffisamment petits. Nous pouvons donc remplacer la première équation par
et, par suite, en remplaçante^ par — ai, dans les équations suivantes, nous sommes ramené au cas de p — i équations. Il est facile de voir que le déterminant, correspondant à ces p — i équa-
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tion^, ne sera ]
as nul ; nous avons d'abord, en effel^ le déterminant
oFj uFf 'iy\ àyl
ô¥_p oFf,
Octi
<iy,,-i
ov
àyp
diffërenl de zéro quand les x et les y sont nuls. D*autre part, le déterminant fonctionnel de
considérées comme fonctions de ^i, y^^ . . . , Vp_i, quand on a remplacé ^^ par — a^ n'est autre chose que
oF, o¥t àax ayx OYp dyx
ÔF,
àyp-i
*^yp '^yp-y
iiF,, OFp ùax '{ri 'b'p ^yi
oF„ 'irp-t
oFp dax àyp àyp^i
et ce déterminant est au signe près identique au précédent, comme le montre l'application des ihrorèmes les plus élémentaires sur les déterminants.
Le théorème relatif à l'existence et à la nature des Jonctions implicites est donc complètement établi. Sous la condition Indiquée relative au déterminant fonctionnel, les équations (4) définissent poury,, Va? - - '^Xp ^^^ fonctions liolomorphes dans le voisinage de J^|= j'a^ . . . = j?,i= o.
III. — Des intégrales multiples de fonctions de plusieurs variables complexes. Extension du théorème de Cauchy, d'après M. Poincaré.
12. Avant d'arriver au sujet qui fera le principal objet de cette Section, il est nécessaire que nous généralisions l'étude faite précédemment (t. I, p. iî3) des intégrales de surface.
Soient j-, , .r.j, . . ., Xm des variables en nombre m; nous consi-
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dérons Tintégrale double
expression purement symbolique, jusqu'à ce que nous lui ayons donné un sens, et dans laquelle, d'après les définitions qui vont suivre, Tordre des deux facteurs dxidxk n'est pas indifférent^ les A représentent des fonctions de X\^ x^^ ..., j?,«. Nous convenons
que
A/A = — Aai,
ce qui entraîne A/,=:o; les indices if et A: prennent toutes les valeurs de i à m. L'intégrale (I) n'aura de sens que quand nous aurons fixé dans Tcspace à m dimensions (j7|, ^7^, . . . , J7m) la surface d'intégration. Concevons, à cet effet, que Ton prenne pour Xj, X'x^ . . ., x„i des fonctions de deux variables // et v^ cl soit une certaine aire Â dans le plan des deux variables u et r. Â l'aîre A du plan (w, i^) correspond dans l'espace à m dimensions {xx^ X2j ..., X/n) «ne certaine portion de surface, et l'intégrale (1) étendue à cette portion de surface sevA^ par définit ion y l'intégrale double ordinaire
f.fi^"'-mi'-'"
étendue à l'aire A. Comme précédemment, nous posons
D(ir/, :r;t) _ dar,- dx^ ôxi âx/- D(«,<^) ~~ au Ov ôv Ou
On voit que, à cause de la relation A|*=: — A^/, les deux termes qui correspondent aux deux couples ik et A*/ s'ajoutent. Remarquons encore que, si l'on permute u et i^, l'intégrale précédente change de signe; nous pouvons dire alors, conformément à ce qui se passait dans l'espace à trois dimensions, que l'intégrale est prise sur l'autre côté dé la suface (voir loc. cit,, p. 126).
13. Nous devons nous poser pour l'intégrale (I) une question analogue à celle qui a été étudiée pour les intégrales de surface. A quelles conditions cette intégrale ne dépendra-t-elle que du contour de la surface d* intégration? Pour bien préciser la
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question, nous pouvons supposer qu'on se donne arbilrairemenl une aire Â dans le plan (u, v) et que les expressions de x^, X2, ••-^ Xmy 6n fonction de u et v^ dépendent en plus d'un paramètre arbitraire et cela de telle manière que Xty X2f • • •* x,n aient le long du contour de A des valeurs indépendantes de ce paramètre : dans ces conditions on veut que la valeur de (l) ne dépende pas de ce paramètre.
Avant d'aborder cette question, commençons par supposer que les X soient des fonctions d'ailleurs arbitraires de trois variables X,
Y, Z, soit
L'intégrale (1) va alors devenir une intégrale de surface dans l'espace ordinaire à trois dimensions, et, si l'on conçoit X, Y, Z exprimées en fonction de deux paramètres u et v, on aura, comme le montre un calcul immédiat,
L'intégrale pourra donc s'écrire
c'est sous cette forme que nous avons précédemment écrit les intégrales de surface.
Cette intégrale ne dépendra que du contour de la surface d'intégration, si l'on a
oZlZ^'" D{X,\)\^0\[2é^'' D(Y,Z)J
Développons cette relation. Les termes en A,'jt disparaissent d'eux-mêmes, en vertu de l'identité facile à vérifier
àZ D(X,Y) '*'<;X D(Y, Z) "^ oY D{Z, X) ~
GoogI(
DES FO.NCTIOMS DK PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES. 27 1
Il resle alors
^ V ^(fi^f^"^ / V ^ ^\ -
^^ D(Z,X) \^dx„ d\)~''
OU, en réunissant tous les termes dans une sommation triple,
... X? {à^ik , àXun ■ àAni\ D(/i,/k,A) _ ^
■ ' ZrfV^a7A dxi dxk ) D(X,Y, Z) ~ "
Celte sommation est étendue à toutes les combinaisons trois à trois /, Âr, h des chiffres 1,2, . . ., m. On remarquera que le terme correspondant à la combinaison i^ A', h reste le même, quel que soit Tordre dans lequel on prenne ces trois lettres.
14. Revenons maintenante la question posée au début du paragraphe précédent : nous allons de suite trouver des conditions nécessaires. Considérons, en effet, seulement comme variables trois des lettres x, soient j?/, x^, Xh, les antres étant des constantes arbitraires. Dans l'espace à trois dimensions (^/, x*, Xh) la condition que nous venons de rappeler doit être remplie; on aura donc
dx/i dxi àxk
et cela quels que soient les valeurs des x. Nous obtenons ainsi autant d'identités nécessaires qu'il y a de combinaisons de m lettres trois à trois. U faut montrer maintenant que ces conditions sont :>ufii santés.
Nous devons concevoir que les x aient été exprimés en fonction de deux paramètres 2/ et (^ et d'une constante arbitraire e
jr/=^/(M, p, e) (t = 1, 2, ..., m),
e variant entre certaines limites, et l'on suppose que les valeurs des ^ ne dépendent pas de e quand le point (i/, r) est sur le contour Â dont nous avons parlé plus haut. // faut montrer que V intégrale (I) ^^ dépend pas de s.
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Posons
Noire intégrale va alors devenir une intégrale de surface dans l'espace à trois dimensions (X, Y, Z) et, les conditions (6) étant remplies, rintégrale le long de toute surface fermée de cet espace sera nulle.
Pour e = o, l'intégrale (l) sera étendue à l'aire A du plan des (X, Y); pour s arbitraire, elle sera étendue à l'aire B, section par le plan Z = s du cylindre dont A est la section droite (/ig'' 28).
Fig. a8.
Nous devons établir l'égalité de ces deux intégrales, en les supposant, bien entendu, prises dans le même sens, c'est-à-dire pour une même direction de normales, soit les z positifs.
Or le cylindre et les aires A et B limitent un volume L'intégrale prise le long de la surface totale de ce volume cylindrique esl nulle, puisque les relations (6) sont vérifiées; le résultat que nous avons en vue sera donc établi, si nous montrons que l'intégrale prise sur la surface latérale du cylindre est nulle. Or il en est bien ainsi; en effet, les x ne dépendant pas par hypothèse de e quand le point (u, r) esl sur le contour A, les déterminanls fonctionnels
seront nuls sur la surface latérale, et, par suite, l'intégrale relative à celle surface sera égale à zéro. Les conditions trouvées comme nécessaires sont donc suffisantes.
Nous avons, dans tout ce qui précède, supposé implicitement que les A étaient des fonctions bien déterminées et continues des or pour les systèmes de valeurs que nous avions à considérer. En
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parliculier, Tinlégrale étendue à une surface que l'on déforme, en laissant ses bords invariables, ne gardera la même valeur que si cette surface, en se déformant, ne rencontre pas des systèmes de valeurs des X pour lesquelles les A deviendraient infinies ou mal déterminées. Tout cela est entièrement analogue à ce que nous avons dit longuement au Tome I pour le cas de trois dimensions; il est inutile d'insister.
15. Nous pouvons maintenant nous occuper des intégrales multiples de plusieurs variables complexes.
Nous nous limiterons aux cas de deux variables complexes x et y, M. Poincaré a étendu aux intégrales doubles le théorème fondamental de Cauchj (*); c'est ce que nous allons montrer.
Q^ue doit-on entendre par V intégrale double
(J) j JY(x,y)dxdy}
Cette expression n'a en elle-même aucun sens, mais il n'y a aucune hésitation à avoir sur la définition à adopter. Posons
ar = Xi -h m:,, ^ = j-j -h «jr^,
et considérons, comme plus haut, X|, x^, X3, Xi^ comme fonctions Je deux paramètres u et r : soit A une certaine aire dans le plan (w, i'). L'intégrale
sera, par définition, la valeur de l'intégrale (J) étendue à la porlion de la surface de l'espace à quatre dimensions (^1,^2, a?s, ^4) qui correspond à Taire A du plan (e/, (?). On voit qu'on peut permuter X et ^; on aura une seconde intégrale égale et de signe contraire; on peut dire qu'elle est étendue à l'autre côté de la surface.
Mettons en évidence la partie réelle et la partie imaginaire de
(^) PoiNGARB, Sur les résidus des intégrales doubles {Acta malhematica, 1. IX).
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l'intégrale; en remplaçant x et y par leurs valeurs et posant F = P 4- /Q, on obtient
l D(ii,v) D(u,v) ]]
Nous avons donc respectivement comme parties réelle et imaginaire
r r\ry[^(f:u_^) D(^»ar»)i ^[dcxj.x^) ix^i.^i^v ^._,.,
J J rLDe^.»') " D(«,P) J"^*^L D(«,.) -^ D(./,.)Jr^^^'
que Ton peut écrire, sous forme plus abrégée, en se reportant aux définitions,
/ / P{dxi dx^ — dxt dxi,) — Q(^î dx^ H- dxx dx^ ), / / Q ( dxi dxz — dxf dxi, ) -4- P {dx^ dx-i -^ dxi dx^ ),
intégrales de même forme que celles qui ont été étudiées au paragraphe précédent.
Tout ceci étant bien compris, il est facile de décider si Ton peut étendre à ces intégrales doubles le théorème fondamental de Cauchy. En d'autres termes, l'intégrale double ci-dessiis restet-elle invariable quand on dé/orme la sur/ace d'intégration en la faisant toujours passer par le même contour?
Nous allons voir que les conditions trouvées au paragraphe précédent sont vérifiées. Prenons la première de ces intégrales
/ / P{dxi dxi — dxf dxi, ) — Q{dxi dx^ -i- dxi dx^ ). Si nous l'écrivons comme plus haut sous la forme
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on doit poser
A 13 = — Aji = -- »
Ai; = — A41 = - — ,
les autres Â sont nuls.
Or nous avons l'cf à vérifier quatre conditions, puisque quatre est le nombre des combinaisons de 4 lettres trois à trois. Soit d^abord la condition
elle se réduit à Soit encore elle se réduit à
dXi dxx dxn
dxi dxt ~
ÙXxn <^A.i4 (^Al«
OX^ Ox* OXi
dx,^ dxn
Les deux relations entre P et Q que nous venons de trouver sont vérifiées; ce sont, en effet, deux des relations exprimant que P+iQ est une fonction analytique de x^ -H 1X2 et OTs-f- iXi, On s'assurera de la même manière que les deux conditions restantes, relatives à l'intégrale considérée, sont vérifiées pour la même raison. Il en est aussi de même des conditions relatives à la seconde intégrale : nous pouvons donc affirmer que le théorème de Cauchy s^ étend aiix intégrales doubles,
16. Le théorème qui vient d'être établi peut, comme dans le cas d'une seule variable, s'énoncer sous une autre forme. Considérons, dans l'espace à quatre dimensions (oti, x^^ x%^ ;r.|), une surface fermée; une telle surface, par exemple, pourra être obtenue en prenant
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les <p étant des fonctions de u et p, périodiques par rapport à m et par rapport à v. Nous pouvons énoncer le théorème suivant, qui n'est qu'une autre forme de la proposition du paragraphe précédent :
L'intégrale
F{x,y)dxdj,
Jp
prise le long dUine sur/ace fermée, sera nulle.
On sous-entend dans cet énoncé que la surface peut, par une déformation continue, se réduire à un point ou à une courbe, de telle manière que, pour l'ensemble des valeurs de :r et j^ rencontrées par la surface pendant cette déformation, la fonction F ne cesse d'être bien déterminée et continue. La démonstration est immédiate; en eifet, on pourra alors réduire la surface à un point ou à une courbe par une déformation continue et, pendant cette déformation, la valeur de l'intégrale ne changera pas :. or la valeur de rintégrale double ne peut être que zéro, puisque l'aire de la surface d'intégration tend vers zcro.
IV. — Des résidus des intégrales doubles de fonctions rationnelles (*).
17. Si une sur/ace fermée ne peut être réduite à un point ou à une courbe, par une déformation continue, sans rencontrer des systèmes de valeurs de j? et de ^, pour lesquelles F (a;, y) devienne infinie ou indéterminée, la valeur de l'intégrale pourra être différente de zéro : on appelle alors celle valeur un résidu de l'inlégrale double. Dans ce qui va suivre, nous nous bornerons au cas où le continnum d'intésrration reste tout entier à distance finie.
(^) La notion de résidu des intégrales doubles de fonctions rationnelles est duo à M. Poincaré [Sur les résidus des intégrales doubles { Acta Malhematica, t. I.X.)]. Le point de vue auquel nous nous plaçons ici est celui que j'ai adopté dans mon Mémoire sur les fonctions algébriques de deux variables {Journal de Mathématiques, 1889), et dans une Note du Tome CXXIV des Comptes rendus.
Nous supposons, dans celte section, que le lecteur connaît la théorie des inlégrales abéltennes; celte théorie sera développée dans un Chapitre suivant.
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PrenoQS d'abord un exemple très simple; soit (^intégrale
P{x, y) étant une fonction holomorphe de x et y dans le voisinage de x = o, y = o. 5e considère la surface définie par les deux équations
les paramètres réels u et i^ variant de o à S'n : c'est une surface fermée. La valeur de l'intégrale sur cette surface est
-/ / P(Re«sRVO^ttrfi',
dont la valeur est manifestement
— î:tîP(o,o).
On aurait pu prendre, comme surface d'intégration, l'ensemble de deux courbes fermées C et C entourant une fois l'origine dans les plans respectifs des variables x e\. y. Le résultat aurait été le même. Suivant le sens d'intégration sur les deux courbes C et C, on peut obtenir des résultats de signes diflTorents.
L'intégrale double
J J j""y' -^ nous donne, dans les mêmes conditions,
el, en développant ^{x^y) suivant les puissances de x et y, restera simplement, comme valeur de l'intégrale,
4 7:^ / a^-»-n-îp \
18. Présentons immédiatement quelques considérations générales. Soit l'intégrale
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P et A étanl deux, polynômes en x et y y réductibles ou irréductibles. Pour une valeur donnée à y^ Téquation en x
a un certain nombre de racines. Traçons dans le plan de la variable X un contour fermé C contenant. à son intérieur un certain nombre de racines
de Téquation précédente. Quand j' varie d'une manière continue, les X varient d'une manière continue; déformons en même temps d'une manière continue le contour C de façon que les racines X\^ x-i-, . . ., J7a restent toujours à son intérieur et que les racines deTéquation A, primitivement extérieures à C, lui restent toujours extérieures. Supposons que la variable y décrive alors dans son plan un contour fermé F lel que, quand elle revient au point de départ, les racines j:,, ar-j, .. ., x^l reprennent la même valeur ou soient seulement permutées entre elles, et que le contour C puisse à l'arrivée reprendre la même position qu'au départ. Dans ces conditions, l'ensemble des courbes C, correspondant aux divers points de F, peut être regardé comme formant un continuum fermé à deux dimensions dans l'espace à quatre dimensions. La fonction rationnelle
reste finie pour tous les points de cette surface, et la valeur correspondante de Fintégrale double est en général différente de zéro.
19. Faisons une première application de ces généralités. Nous envisageons l'intégrale
Q et K étant deux polynômes, et nous supposons que le point d? = o, j' = o soit un point simple de rencontre des deux courbes Q = o et R = o. Pour une valeur de^ voisine de zéro, Féquation Q = o a une racine Xx voisine de zéro, et l'équation R = o une
GoogI(
DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES. 279
racine x^ voisine de zéro, de lelle sorte que
Q(^i,r) = o> ^{xt,y) = 0.
Prenons comme courbe C une courbe dans le plan des J7 enlou-
Fig. 29.
ranl^Tf et laissant ^^2 à son extérieur. Quand la variable j^ décrit autour de l'origine une courbe fermée F suffisamment petite, les points Xi et x^ reviennent à la fin à leur position initiale, et si C, en se déformant, reste suffisamment rapproché de J7|, il laissera toujours x^ à son extérieur. On peut par exemple supposer, si Ton veut, que C est un cercle de rayon assez petit, ayant x^ pour centre.
Cherchons la valeur de l'intégrale prise le long de la surface fermée correspondant à F et à l'ensemble des courbes C. Laissant d'abord y constant, nous avons à prendre, dans le plan des j?, Fintégrale
Il faut donc calculer le résidu par rapport à x^ de la fonction rationnelle
Nous avons, pour valeur de cette première intégrale,
«t il faut prendre maintenant dans le plan des jk
VpQx(^i,r)R(^i,r)^
Au dénominateur, B,{Xi^y) est une fonction de ^' s*annulant pour y = o. Or, le résidu pour j' = o de la fonction sous le signe
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d'inlégralion est
Or
dxi
On trouve donc, pour la valeur de Tinlégrale,
/dh. àQ_dH. àQ\ \0y dr àx ày ) x=
Il esl aisé de vérifier que, sî Ton avait pris un contour C enveloppant les deux racines Xx et^^^ 'a valeur de Tintégrale aurait été nulle.
20. Un cas présentant une grande analogie avec celui qui vient de nous occuper est celui où Ton aurait l'intégrale
Lr-m^'^-
la courbe A(j?, j') = o ajanl un point double à l'origine. Nous avons pour y voisin de zéro deux racines x^ et x^\ nous considérons les mêmes courbes que plus haut. On a alors à calculer
iy \A^uy) Le résidu de la fonction sous le signe d'intégration esl
Or, pour J)' = <), —A satisfait à l'équation du second degré
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el l'on trouve alors de suite pour valeur de l'intégrale :
[v/^\xv)'-A>A;Or:=o
Ceci suppose que l'on n'a pas un point derebroussement. Dans ce cas, les deux racines x^ et X2 se permutent quand y tourne autour de l'origine, et pour que la sur/ace considérée soit fermée, il faut que y tourne deux fois autour de l'origine. On a alors à prendre l'intégrale
-nxuy)
"fi
le long d'une courbe entourant deux fois l'origine, et l'intégrale est nécessairement nulle.
21. Après ces exemples, revenons aux considérations générales du § 18. Le cas le plus simple serait celui où le contour C ne contiendrait qu'une seule racine x^ à son intérieur; il faudrait alors que le contour F du plan des y fût un cycle pour la racine X\ de l'équation
de telle sorte que X\ revienne à sa valeur initiale quand y décrit F. En intégrant d'abord, en laissant jk constant, nous avons
e't rintégrale cherchée est égale à
Jyk'^iXuy) ^
Elle est donc égale à une période d^une intégrale /ibélien ne relative à la courbe A.(x, y) = o ou à une de ses courbes composantes, dans le cas où A serait réductible.
Soit maintenant d'une manière générale
Xi, Xf, ..., Xx
un ehsemble de racines situées dans C et se permutant les unes dans les autres quand j^ décrit F. Nous pouvons substituer à C un
certain nombre de courbes fermées de telle sorte que chacune d'elles ne contienne que des racines se permutant circulairement les unes dans les autres, et notre surface primitive sera ainsi remplacée par un certain nombre de surfaces plus simples. Il suffira de considérer l'une d'elles, et de supposer par conséquent que C ne renferme que a?i, x^j . . • , ^ji, en admettant que celles-ci se permutent circulairement. Nous aurons comme valeur de l'intégrale
Or, d'autre part, la courbe F parcourue |ji fois formera évidemment un cycle pour la racine Xx\ formons alors l'intégrale
le long du cycle ainsi défini. La valeur de cette intégrale sera égale à l'expression (2), les différents termes de cette expression correspondant aux différents tours faits sur la courbe F. Nous retrouvons donc encore y comme plus haut y une période d* intégrale abélienne.
Prenons, comme application, l'intégrale double
On formera l'intégrale simple
dy
xjd r dy 3 J x^
X étant lié à y par la relation
Les deux périodes de cette intégrale elliptique de première espèce seront les résidus de l'intégrale double (3).
22. Nous venons d'indiquer une classe très étendue de surfaces fermées pour lesquelles la valeur correspondante de l'intégrale double se ramène à une période, polaire ou cyclique, d'une intégrale abélienne. On peut se demander si la valeur de V intégrale
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double d^ une fraction rationnelle
dxdy.
prise suis;>ant une surface fermée arbitraire, tout entière à distance finie, assujettie seulement à ne pas rencontrer le continuum défini par l'équation
se ramènera à une somme de multiples des valeurs que nous venons de trouver, La réponse est affirmative, et c'est ce théorème que nous allons établir.
Si l'on pose x = iTi -h ix^t y ^yt-h iy-i^ toute surface à deux dimensions sera représentée par deux relations entre
•2™i7 ^j, y\y yt-
Nous supposons que le champ d'intégration ne corresponde pas à X arbitraire, y restant constant, auquel cas l'intégrale serait nulle. Nous admettons aussi que le polj'nome A(Xjy) et ses divers facteurs irréductibles (s'il est réductible) contiennent simu lia Dément X et^, comme on peut toujours le supposer, en avant fait préalablement une substitution linéaire.
Pour une valeur donnée à j^j? l'équation
ou, ce qui revient au même, les deux équations
définissent un ensemble de valeurs de Xi, x^^ ^l'que l'on peut regarder comme représentant un certain nombre de courbes gauches a dans l'espace à trois dimensions (â?i, x^^ y\). Chaque plan
y^ = coiisl.
rencontre les courbes a en un certain nombre de points toujours en même nombre, à savoir le nombre des racines de Téquation A(j:, J') = o pour une valeur arbitraire donnée à y. Sauf pour certaines valeurs de^'^ en nombre fini, l'ensemble des courbes a
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ne présenle pas de points multiples; les valeurs de j^^ pour lesquelles cet ensemble a un point multiple, correspondent aux coefficients de î dans les valeurs de y pour lesquelles Téquation A(Xy y)= o a une racine multiple.
Ceci posé, revenons à notre surface fermée S d'intégration conçue tout à fait d-une manière générale. La suriace étant tout entière à distance finie, il n'y aura de points de la surface que pour des valeurs de y2 comprises entre deux certaines limites at et a^ (a^ <C ft'j)- Quand y2 en croissant devient égale à a^^ une courbe corres|)ondante commence h paraître sur S. Deux cas peuvent se présenter : ou bien cette courbe se réduit à un point, ou elle est la limite de deux courbes qui sont venues se confondre; dans tonte autre hypothèse la surface ne serait pas fermée. La courbe ne peut d'ailleurs, pour j^2=ai, se réduire à un point si l'on veut que rintégrale soit différente de zéro, car pour j'j arbitraire la courbe correspondante, extension de ce point, ne tournerait pas autour des courbes a, et l'on pourrait, par une déformation continue, réduire à zéro, sans rencontrer aucune singularité, une portion fermée de la surface. Nous avons donc pour j^2= ai une certaine courbe, enveloppant quelques-unes des lignes a; quand y^ croît, cette courbe se dédouble, et l'on a ainsi pour y^ arbitraire des couples de courbes qui, pendant la variation continué de r^, ne peuvent disparaître que deux par deux en venant à coïncider. Nous désignerons par C une de ces courbes correspondant à une valeur d'ailleurs quelconque de ^'j.
Considérons alors une courbe C et les lignes a qui correspondent à la même valeur de y. 2- Par cette courbe C faisons passer une surface S ayant C pour contour. Celte surface renconlrera une ou plusieurs lignes a; soient M ces points de rencontre. Une ({(''formation continue de C permettra, en supprimant des lignes parcourues deux fois en sens inverse, de la réduire à de petites courbes entourant les points M. On pourra ensuite déplacer ces dernières courbes de manière qu'elles soient chacune dans un plan
yi = consi.,
toutes ces réductions et tous ces déplacements s'effectuant d'ailleurs sans traverser les lignes a. , De cette façon nous avons remplacé la surface initiale S par
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un certain nombre de surfaces engendrées par une petile courhr située dans un plan
Kétant une constante, qui varie avec ^2 suivant une loi en grande partie arbitraire. Chacune de nos nouvelles surfaces rentre dans le type des surfaces étudiées au paragraphe précédent; rensemble des valeurs de y^ et de y\ donne sur le plan de la vaiiable y une courbe fermée, et à chaque point de cette courbe fermée correspond une petite courbe dans le plan de la variable x. Le théorème est donc établi.
Il est donc démon Iré que tout résidu de l'intégrale double
ff
\(jr.y)
peut être regardé comme une période logarithmique ou cyclique d^une intégrale abélienne,
23. Considérons, comme application, une intégrale double étudiée il j a longtemps déjà par Didon [Sur une formule de Calcul intégral (Annales de l'École Normale, iSjS)]. Ce géomètre, guidé sans doute par la pensée de trouver le nombre des racines communes à deux équations simultanées
racines pour lesquelles Vx fût compris dans un certain contour il du plan des x, tandis que Vy devait être à l'intérieur d*un contour C du plan des y^ considéra Tintégrale double
A dx dy
oùA=3^:r»- — -7- -r-i la variable x décrivant C el la variable y
dx oy dy ox -^
décrivante. On suppose, bien entendu, qu'il n'y a pas de système (x^y) annulant soit/, soit <p pour lequel x soit sur C et / sur C. Celte intégrale offre évidemment une certaine analogie avec l'intéi(rale de Cauchy
dx ,
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qui est égale au produit par 27:1 du nombre des racines contenues dans C.
Didon démontre que Tintégrale (4) est égale au produit de (^Tziy par un nombre entier, mais ici ce nombre entier n'a, en général, aucune relation avec le nombre des racines communes aux deux équations. Au point de vue où nous sommes placé, le résultat de Didon devient évident, et Ton peut même lui donner une forme plus générale en considérant l'intégrale double
tidx dy
étendue à une surface fermée quelconque à deux dimensions S de l'espace à quatre dimensions, pourvu que sur cette surface fo^ soit toujours différent de zéro. Posons
à la surface S de Pespace à quatre dimensions {x^ y) correspond une surface fermée 2 de l'espace (X, Y); on a donc à considérer l'intégrale double
Or tous les résidus de cette intégrale double sont égaux à un multiple de (aui)*; on a donc pour valeur de l'intégrale (4) une expression nécessairement de la forme
p étant un entier positif ou négatif.
11 serait facile de démontrer directement ce résultat sans recourir à aucune théorie sur les intégrales de fonctions de deux variables complexes; c'est ce que fait Didon. Considérons d*abord
l'intégrale
df d^ dx dy
If-
Désignons par Xq etj^o ^^s valeurs initiales d'intégration sur C et C; prenons une détermination initiale de
\og/{xo,yo),
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el, dans la suite, log/(x,y) désignera la délerminalion obtenue du logarithme, quand x el^onl marché respectivement sur C et C depuis Xq et^o dans le sens positif. En intégrant par parties, ou a
Iog/(j?^,^') indique la valeur de iog/(x,y) quand x revieni en Xo; la diflerence des logarithmes qui figurent dans l'intégrale double du second membre est donc égale à 27ri/n, m étant un entier. On a de la même manière
et la valeur de log/( j?, j^'^) — logf{x,jo) est égale à 2um, n étant un entier. La valeur de l'intégrale (4) se met alors sous la forme
L J^.o{x^,y) " Je ?i^*yo) J
or on a évidemment
f ^ IjLJ. dy = 7,T. i . n\ I ^ — dx ^-xT.i.m ,
m' et n' étant des entiers; nous arrivons donc à — 4'ï^*( mn - m' n)y
qui est bien de la forme voulue. La signification des entiers ni et /i est d'ailleurs immédiate, mais le coefficient de — 4^^^ peut avoir une valeur absolue différente du nombre des racines des équations /= o, » = o, pour lesquelles Vx est compris dans G el Vjr dans C.
C'est par une tout autre voie qu'on pourrait obtenir le nombre
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des racines des deux équations
pour lesquelles Vx est contenu dans le contour C, et 1^ conleim dans le contour C. On sait, en effet, qu'on peut représenter (*) par une intégrale triple le nombre des racines des deux équations précédentes contenu à Tintérieur d'un continuum fermé Sa trois dimensions situé dans Tespace à quatre dimensions {x,y)] cette intégrale triple est étendue à ce continuum S. Il suffira ici de prendre pour continuum S la somme du continuum obtenu en donnant à x une position quelconque à Fintérieur de C tandis que y reste sur C, et du continuum analogue qui correspond à x restant sur C tandis que y occupe une position quelconque à Tiatérieur de C. La solution du problème proposé est donc fournie par une intégration triple, et non par une intégrale double,
24. Faisons, en terminant, une remarque importante (*), qui accuse une différence profonde entre la théorie des intégrales doubles de deux variables complexes et celle des intégrales simples d'une variable complexe. Dans cette dernière théorie on ne peut faire passer le chemin d'intégration par un point où la fonction devient infinie : bornons-nous aux intégrales de fractions rationnelles; l'intégrale
n*a aucun sens, si le chemin d'intégration passe par une racine du poljnome Q(5). Il peut en être autrement dans le cas des intégrales doubles; soit l'intégrale
dx et y.
Elle pourra avoir un sens bien déterminé si la surface d'intégration S rencontre le continuum défini par l'équation
(») On peut coQsulter le Chapitre VU de ce Volume, où sont exposés les travaux de Kronecker et de M. Picard sur ces questions.
(') Cette remarque a été faite par M. Poincaré dans le Mémoire déjà cité {Acta maikematica, t. I\, p. 368).
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Il en sera ainsi si les points de rencontre des continuum S et Q ne forment pas une ligne, c'est-à-dire sont des points isolés, et si
en ces points le quotient ^ devient infini seulement du premier
ordre. On sait, en effet, qu^une intégrale double ordinaire a un sens, quand l'élément devient infini en un point A, pourvu que la
fonction sous le signe d'intégration soit de l'ordre -> en désignant
par p la distance du point variable au point Â. Prenons, comme exemple, l'intégrale
%x->rby -^
le rapport -r n'étant pas réel. Supposons que la surface S d'inté-
^'ration corresponde à un ensemble de valeurs réelles de x et r, parmi lesquelles se trouvent x=^y=o. L'intégrale aura un sens, quoique la fonction sous le si<;ne d'intégration devienne infinie pour j? = o, jK = o [nous supposons P(o, o) ^ o]. Nous pouvons, en effet, sur S, poser
a7=pcos6, ^ = psin6, p ta 9 étant réels : nous avons alors l'intégrale
r rP(pcos9,psine)^^^^
J J acosO-h o sin8 '
Avec l'hjpolhèse faite sur le quotient -ry le dénominateur ne
peut s'annuler pour une valeur réelle de Q, et l'intégrale a, par suite, une valeur parfaitement déterminée. Le conlingum d'intégration et le continuum
ax -{- by =. o
ont ici, comme seul point de rencontre, Torigine. Les circonstances seraient autres si -r était réel ; il y aurait alors une courbe
de rencontre entre les deux continuum et l'intégrale n'aurait aucun sens.
Revenons au cas général de l'intégrale
r,, : dx dy,
p. - II. 19
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et supposons que la surface d^'ntégralion S rencontre en un point le continuuni Q. On déforme la surface S en lui laissant le même contour. Le point de rencontre (^, j) avec Q va se déplacer; il va passer de la position A| de coordonnées (^o^O ^ '^ position A2 de coordonnées (^r^, y^)- La valeur de l'intégrale ne restera pas constante, comme dans le cas où S ne rencontrait pas Q; il est facile de trouver la diflférence des valeurs finale et initiale de rintégrale. Cette différence sera égale à la valeur de Tintégrale prise le long de la surface engendrée par une courbe infiniment petite entourant le point J7, racine de Téquation
quand {x^y) se déplace de (j7| , y^) à {x^t y^)\ elle sera donc égale à l'intégrale simple
<'"''«> V{Tj_y)_^^^
Qx(^,r)
comme on le voit de suite, en faisant des calculs analogues à ceux du §21.
IV. ~ Formule de Lagrange pour une et deux équations
25. Nous terminerons ce Chapitre en démontrant une formule célèbre due à Lagrange. Cette formule établie par le grand géomètre pour le cas d'une seule équation a été étendue par Laplace à deux ou plusieurs équations. On peut traiter les deux cas par une méthode analogue; aussi, pour ne pas les séparer, avonsnous placé ici l'étude de cette importante série.
La série de Lagrange a pour objet d'obtenir l'une des racines
de l'équation
5 ^a — af(z) = o,
développée suivant les puissances de a, ou, plus généralement, le développement d'une fonction holomorphe quelconque de celle racine. Nous allons suivre la même marche que M. Hermite dans son Cours lithographie de la Faculté des Sciences (4* édition, p. 182); nous renverrons aussi à cet Ouvrage pour la bibliographie de la question.
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Nous démontrerons d'abord un lemme préliminaire. Soient F et ^ deux fonctions holomorphes; les équations
ont le même nombre de racines comprises dans un contour fermé S, sous la condition que, tout le long de ce contour, on ait constamment
La diflTérence entre le nombre des racines de ces deux équations comprises à l'intérieur de S est, en effet,
-1-. fd\og{F-^^)-^ fdio^F,
qui peut s'écrire
et, puisque
^.yrfiog(.+|),
pr <; I tout le long de S, il en résulte que cette intégrale est nulle.
Appliquons ce résultat à l'équation
z — a — 0Lf(z)'z= o.
On suppose que a représente un point situé à l'intérieur d'un contour S, et que la constante a soit assez petite pour que l'on ait sur ce contour
ce qui peut évidemment être réalisé. Alors l'équation proposée aura, à l'intérieur du contour, le même nombre de racines que Téquation 2 = a, c'est-à-dire une seule : c'est cette racine que nous allons envisager dans la suite.
Soit donc ^ la racine, contenue dans S, de l'équation
en posant F(-s) = 5 — a — «/(s).
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En désignant par 11(2) une fonclion holomorphe quelconque de 2, on aura
ncç) _ I rn(z)dz
F(0 iTziJ^ F{z)
Or on peul développer ■=- — en série suivant les puissances de a
série qui converge d'après Tinégalité (8). Nous aurons donc le développement
pi|5=Jo4.aJ,4....+ a^J«-^..., ou J.= — J^(,_;^...^^-
Pour être entièremenl rigoureux, il eût fallu considérer le reste dans le développement (9), et montrer que son intégrale tendait
vers zéro avec -; mais il est inutile de s'arrêter sur ce point qui
se traite de la même manière que dans la démonstration de la série de Taylor d'après Cauclij.
L'expression du coefficient J,| est facile à trouver. Nous avons vu, en effet, que l'on a d'une manière générale
Dg»(a) ^ 1 r 4>{z)dz 1.2.../1 "" 2iTi\/. {z — a)»^^'
ce qui donne
On a donc le développement
F(c)"~2- — r^rrn^i — ('* = o, 1,2, ...k
De ce développement, on peut en déduire un second, en posant
n(2) = *(3) r{z) = *(5)ti - 0Lf'{z)i
^{z) étant une fonction holomorphe arbitraire de ;;. Il vient
GoogI(
DBS FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES. 298
el, en groupant les termes qui correspondent à une même puissance de a, on a, après des réductions immédiates,
Pour les applications de cette formule, nous renverrons au Cours de M. Hermite, où Ton trouvera, en particulier, une étude approfondie de l'équation connue en Astronomie sous le nom adéquation de Kepler.
â7. Comme nous l'avons dit plus haut, Laplace a généralisé la formule de Lagrange en considérant deux équations
Nous supposons que f eX, o soient des fonctions holomorphes de X el y {^).
Il importe d'abord de bien préciser le système de racines que no us allons envisager. On suppose que x el y restent respectivement à l'intérieur de deux contours C et C; a est à l'intérieur du contour C et 6 à l'intérieur du contour C. Quand y a une valeur arbitraire à l'intérieur de C, si l'on choisit la constante x assez petite pour que
(lO)
X décrivant le contour C, on est assuré que l'équation en x
X— a — a/(Xyy) = o
a une racine et une seule à l'intérieur de C, et, d'après le théorème général sur les fonctions implicites, cette racine x sera fonction holomorphe de a ety.
Nous la substituons dans l'équation
y— b — ?©(ar, y) z=o\
(<) Comparer avec le § 5 du Mémoire de M. Puiacaré, intitulé : Méthode de M. StieUJes,
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si P est assez petit pour que
X étant quelconque à Fintérieur de C, ely décrivant le contour C, cette équation en y aura une seule racine contenue dans C Ainsi, moyennant les deux inégalités (lo) et (i i), on est assuré que les deux équations proposées ont un système de racines {Xy y) et un seul, pour lequel x el y sont respectivement à l'intérieur des courbes C et C. Nous désignerons par ($, •t\) ces racines.
Nous avons calculé (§ 18) la valeur de l'intégrale
¥(x^ y) dxdy
P(^,^)Q(^.jr)'
en prenant une certaine surface d'intégration. Posons ici
Q.(Xyy) —y — b — p<p(a:, y).
Considérant toujours les deux contours C et C du paragraphe précédent, voyons si les conditions du § 19, sous lesquelles nous avons fait le calcul de l'intégrale, sont vérifiées.
Tout d'abord nous avons à vérifier que ni l'une ni l'autre des fonctions P et Q ne s'annule (|uand x ei y sont respectivement sur G et CI, Or il en est bien ainsi, puisque
quand x et y sont respectivement sur C et C. En second lieu, et pour la même raison, Téquation en x
x — a — 'xfi^x, y) = o
aura une racine à l'intérieur de C, j^ étant sur C. Enfin l'équation en X
n'aura pas de racine à l'intérieur de C, y étant toujours sur C\ puisque, d'après nos hypothèses, x étant quelconque à l'intérieur
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de C et y sur C, on a
Ainsi, en prenant comme sur/ace d'intégration les courbes C et G parcourues positivement, nous avons
7 7 (^-a-«/)(7-*-p<p)'^''-^- fDfP,
rD(p.Q)] '
(Ç, 7)) désignant, comme il a élé dit, la racine commune à P =: o, Q = o.
Nous allons maintenant suivre absolument la même inarche que dans le cas d'une seule variable. Nous pouvons développer en série les deux fonctions
puisque
on a ainsi
et
<i et
{x — a — 'xf){y — b — p«p) ^ (x — «)'«-»"»(>' — b)»-*-^ ' Nous avons donc la formule
rD(p,Q)i — =2''""'* P'
ou
celte intégrale double étant prise dans les mêmes conditions que rintégrale dont nous sommes parti. Or nous avons déjà calculé la valeur de cette intégrale; on a
da»^ db"
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et i*on a enfin )a formule
[D(P, Q)1 ~'^i.à...m.i.jL.,.n fia»* db'^
qui rappelle complètement la première forme de la formule de Lagrange pour une variable.
D\ine manière toute semblable, on obtiendrait une seconde formule, donnant le développement de la fonction 4>($, 7\), en posant
Nous n'écrirons pas ce développement dont les coefficients sont moins simples que dans le cas d'une variable.
I. — Quelques remarques générales. Arcs anal3rtiques
1. Nous avons déjà indiqué (t. [, p. 4^4) ^^s propriétés élémentaires de la représentation conforme; nous voulons maintenant nous occuper particulièrement de la représentation conforme d'une aire donnée sur une autre aire également donnée. Mais, avant d'aborder ce problème, faisons quelques remarques générales.
Soit
f{z) étant une fonction holomorphe dans le voisinage de z = a el f'{a) étant différent de zéro; en posant /(a) = 6, d'après le théorème démontré (Chap. IX, § 9), on peut, autour de a et 6 comme centres, décrire, dans les plans respectifs des variables z et Z, des cercles y et F tels que, pour une valeur de Z contenue dans F, l'équation (i) n'ait qu'une seule racine z contenue dans y; de plu?5, la fonction implicite z est une fonction holomorphe de Z dans F. Aux points 5 de Y pourront correspondre des points Z en dehors de F; réduisons alors la région dans le plan ^, en prenant un cercle yi concentrique à y, tel qu'à tout point de l'intérieur de yi corresponde un point Z situé dans F. Ceci posé, si à l'intérieur de yi on décrit une courbe fermée c, ne se coupant pas elle-même, il lui correspondra dans le plan F une courbe fermée C et l'on aura une représentation conforme Tune sur l'autre des deux aires limitées par c et C. Cette représentation sera telle qu'à chaque: point de l'une quelconque des deux aires correspondra un seul point de l'autre, La chose est évidente, puisque, d'après ce qui
a élé dit, à deux points différents z ne peut correspondre la même valeur de Z.
2. Il nous faut maintenant définir ce qu'on appelle un arc decourbe analytique. Supposons qu'une courbe soit telle que les coordonnées x ety d'un point arbitraire soient des fonctions analytiques d'un paramètre t
/(f) et çp(/) sont supposées des fondions holomorphes de t dans le voisinage de la valeur réelle t == t^^ les coefficients du développement en série suivant les puissances de t — /© étant, bien entendu, réels. Nous dirons que cet arc est analytique; de plus, cet arc analytique sera régulier au point correspondant à 0 = 1^^ si l'on a pu choisir le paramètre t, dont dépendent analytiquemeui jr eiy, de telle sorte que
'/'{to) et <p'(^o)
ne soient pas nuls à la fois. Un arc déterminé a^ sera dit régulier, s'il est régulier en tous ses points.
La notion d'arc régulier joue un rôle important dans les questions relatives à l'extension des fonctions harmoniques. Ainsi, soit un contour fermé C, et admettons qu'une portion a^ de ce contour forme un arc régulier de ligne analytique. On se donne sur le contour une succession de valeurs, et Ton suppose que l'ensemble des valeurs données le long de l'arc a^ forme une fonction analytique du paramètre t. Dans ces conditions, nous allons démontrer le théorème suivant dû à M. Schwarz :
La fonction harmonique prenant les valeurs données sur le contour peut se prolonger analytiquement au delà de l'arc ol^,
3. Nous établirons d'abord deux cas particuliers de ce théorème. Supposons que Tare a^ se réduise à un segment de l'axe des X, et que les valeurs données le long de ap se réduisent à -s^ro. D'un point Xq de a^ décrivons une demi-circonférence y contenue dans l'intérieur de l'aire {fig. 3o). La fonction harmonique n que nous étudions prend certaines valeurs le long de y. Or corn-
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piétons la demi-circonférence y par la demi-circonférence •/ s^mélrique par rapport à Ox. Formons maintenant la fonction har-
monique ç', continue à l'intérieur du cercle limité par y et y', prenant sur y les mêmes valeurs que u et prenant, en chaque point de y', une valeur égale et de signe contraire à la valeur de u au point symétrique par rapport à Or qui lui correspond sur y. Il est aisé de voir que la fonction {^ ainsi définie s^annule sur le diamètre O^; c'est ce que montre la formule de Poisson
puisque, diaprés nos hypothèses
La fonction {> et la fonction u prennent donc les mêmes valeurs sur la demi-circonférence y et sur son diamètre Ox. La fonction u coïncide donc avec v] v est une fonction harmonique définie dans tout le cercle limité par y et y'. Il en résulte que u peut se prolonger analytiquement au delà de Oo:, comme nous voulions l'établir.
Examinons maintenant le cas moins particulier où, Tare a|^ étant toujours un segment de Taxe de x^ les valeurs données le long de a^ forment une fonction analytique de x. Soit, dans le voisinage de Xq^
f{x) = ao-+- a, (37 — xo) -4- v-iix — a7o)'-H. . . la valeur de cette fonction. La fonction
/(-) = ao-f- a,(^ — Xo) -+• at(5 — a:o)*4-. . . sera une fonction holomorphe de z dans le voisinage de z=±Xq.
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Mettons-la sous la Torme
Soît, d^autre part, notre fonction harmonique u{x^y) satisfaisant au problème proposé. La différence
sera une fonction harmonique s^annulant sur l'axe des x dans le voisinage de Xq. On pourra donc, d'après ce qui vient d'êlre établi, la prolonger anaiytiquement au delà de l'axe des x. Or P(j:, y) est définie des deux côtés de cet axe ; il en est, par suite, de même de u{Xyy) dont le prolongement analytique devient dès lors évident.
Nous arrivons enfin au cas général qui va se ramener au cas précédent. Nous avons, pour définir Tare a^ dans le voisinage d'un de ses points (^o? J^o),
X = Xo-ha(t — /o) H- «'(^— 'o )*-+-•• •»
y=yo-^à{t — to)-^b'{t -^o)*-*-....
les coefficients a et 6 n'étant pas nuls tous deux. On peut effectuer une transformation conforme qui transforme une petite aire, autour du point (^O)^o) dans la figure proposée, en une autre où la courbe correspondant à l'arc a^ sera un segment de l'axe des quantités réelles. Il suffit, en effet, de faire la transformation conforme entre z et T représentée par
z = X0-+- iyo-^ {a -h ià){T — Iq) -^ {a' -h ib'){T — t^)* -i-
Le coefficient a H- ib n'étant pas nul, nous sommes assuré qu'à une petite région du plan z = x -{- iy (autour du point s© = a;© + y'o)% traversée par Tare a^, correspondra, dans le plan de la variable complexe T, une région autour du point ^^ situé sur l'axe réel, et cet axe réel correspondra à l'arc a^. Nous sommes donc ramené au second cas particulier que nous avons examiné ci-dessus. La fonction harmonique de x ety que nous étudions se transforme en une fonction harmonique de / et /', en posant T = ^ H- «V^ les valeurs qu'elle prend sur le segment de l'axe des ^, où nous avons à la considérer, forment une fonction analytique de ^ : on peut donc étendre ana-
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lylîquement la foncllon au delà de l'axe des ^, et, par suite, en revenant à la figure primitive, au delà de Tare a^.
4. Un cas particulièrement simple et intéressant est celui d'un contour fermé C qui, pris dans son ensemble, forme un seul arc régulier de ligne analytique : tel est le cas d'un cercle ou d'une ellipse. Si les valeurs données sur ce contour donnent, dans le voisinage de chaque point, une fonction analytique du paramètre, en fonction duquel on peut exprimer les coordonnées d'un point (le la courbe, la fonction harmonique prenant ces valeurs sur le contour pourra être étendue au delà de cet(e courbe et sera nécessairement déterminée dans un certain contour C comprenant à son intérieur le contour C et en étant suffisamment rapproché.
Un contour C peut être formé de plusieurs arcs réguliers de lignes analytiques, comme par exemple un contour polygonal. Les sommets, c'est -à-dire les points communs à deux de ces lignes analytiques, sont des points autour desquels on n'est pas assuré de pouvoir faire le prolongement analytique de la fonction; il arrivera même, en général, qne ce prolongement analytique sera impossible. Ainsi, dans le cas actuel, le prolongement analytique de la fonction harmonique est possible en tous les points du cont o u r , sauf aux sommets.
II. — Représentation conforme d'une aire simple sur un cercle.
5. Une des applications les plus intéressantes que Riemann ait faites du principe de Dirichlet est relative à la représentation conforme d'une aire limitée par un seul contour (ou simple) sur la surface d'un cercle ('). Ainsi, étant donnée une aire simple A limitée par un contour C, dans le plan de la variable z^ et un cercle dans le plan de la variable Z, nous allons montrer qu'on peut trouver une fonction analytique uniforme
telle qu'à chaque point de A corresponde un point du cercle et
(*) RiBHANN, Dissertation inaugurale {^Œuvres complètes, p. 4o)'
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qii'inversenienl à chaque point du cercle corresponde un point et UD seul de A.
Admettons Texislence de la fonction précédente : nous supposons que le cercle ait Forigine pour centre et l'unité pour rajon, et de plus que le centre du cercle corresponde au point Zo de
Taire A, c'est-à-dire que
Zo étant une racine simple de celte équation.
De la définition même de la représentation conforme résulte quey*(^) n'a pas d'autre racine à l'intérieur de l'aire A et sur son contour C ; par suite, cette fonction est nécessairement de la forme
H(z) étant une fonction holomorphe à l'intérieur de l'aire A, qu'il s'agit de déterminer. Posons
H(^)=P-4-tQ et z — Z9=rei9;
on peut alors écrire /(z) sous la forme
/(«)= cLof/M-P-H/(Q-+-9)^
où Logr désigne le logarithme arithmétique de r ou de | s — Zq\, Pour qu'à chaque point du contour C, dans le plan des z^ corresponde un point de la circonférence de rajon un dans le plan des Z, il faut que la fonction Logr -f- P s'annule sur le contour C. Donc P est une fonction harmonique uniforme et continue dans route l'aire A et prenant sur C la succession de valeurs indiquée par la fonction
— ï-og'-.
Nous pouvons, d'après le principe de Dirichlet, former une fonction harmonique ainsi définie, et la fonction Q, qui est la fonction associée de P, est alors déterminée par l'intégrale
où Y désigne une constante arbitraire.
Nous connaissons donc, une fois fîxé le point Zq de A qui
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doit correspondre au centre du cercle, la forme nécessaire de la fonclîon H(>3) el, par suite, de la Fonction de transformation.
Parlant maintenant a /;/*o/'i de l'expression précédente, monirons qu'elle donne bien la transformation cherchée. Soit
U =P-+-Logr,
on suppose qu'on donne une valeur déterminée à la constante arbitraire Y qui entre dans l'expression de Q.
La fonction harmonique U sera nulle sur C, égale à — oo au point Zo et continue en tout autre point de l'aire; elle sera donc négative pour tous les points de A. Les courbes
(i) V{x,jr) = a (a<o)
seront des courbes fermées ne se coupant pas elles-mêmes et séparant la région de l'aire A où U > a de celle où U < a; elles comprennent Zq à leur intérieur. Tout cela résulte des propriétés des fonctions harmoniques : la courbe (2) contient ^0 ^ son intérieur, sinon la fonction U, constante sur la courbe, serait constante à son intérieur et, par suite, dans toute l'aire; pour la même raison également la courbe ne se coupe pas elle-même. A la courbe (2) correspond, par la transformation
dans le plan Z, la circonférence du rayon e^ ayant l'origine pour centre. Nous allons voir qu'à un point de cette circonférence correspond un point et un seul de la courbe (2). Des deux relations
dx ~~ ôy " dy ^ dx^ on déduit, relativement à une courbe fermée quelconque,
dn ~~ ds ' la dérivée pétant prise dans le sens de la normale intérieure et
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-,— représentant la dérivée de V considéré comme fonction de as *^
l'arc s de la courbe, cet arc étant compté positivement dans le sens direct. Or, sur la courbe (2), ^— est constamment négatif, par suite
-T- est toujours positif. La fonction \{x^y) va donc constamment
en croissant quand le point {x^ y) marche sur la courbe (2) dans le sens positif, et puisque, dans l'expression
o a augmenté de iiz après le tour complet, il en est de même de V. Il en résulte que le point Z correspondant à z décrit d'une manière continue, toujours dans le même sens, le cercle de rajon e". A un point Z de cette circonférence correspond donc un point et un seul de la courbe (2). Nous voyons maintenant bien nettement qu'à un point Z du cercle de rajon ////, dans le plan de la variable Z, correspond un point z et un seul dans Taire A. A un point Z correspond, en effet, une valeur déterminée de a : c'est
celle pour laquelle *
On a alors dans le plan z une courbe (2) et sur celle-ci, comme nous venons de le dire, un point et un seul correspond à Z. On voit qu'il reste dans la fonction employée pour la transformation une indéterminée réelle, la constante y; elle sera déterminée si Ton se donne le. point du contour C qui duvra correspondre à un point de la circonférence.
7. Le problème de la représentation conforme de l'aire A sur un cercle est complètement résolu par la formule
c'est-à-dire qu'à chaque point de l'intérieur d'une quelconque de ces deux aires correspond un point et un seul de l'intérieur de l'autre. Relativement aux points du contour C et de la circonférence du cercle, une difficulté se présente dont Riemann ne paraît pas s'être préoccupé. Revenons, en effet, aux deux fonctions P et Q qui ont joué le rôle essentiel. La fonction P(x, y) est définie à l'intérieur de l'aire A et sur le contour C lui-même,
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mais il n'en est pas de même de la fonction associée Q. Celle-ci est, en effet, définie par l'intégrale
''^dP^ dP .
^ ^. dx -^ dy
et nous ne savons rien, du moins en général, sur les valeurs de
-T- et-T- sur le contour C. En s'en tenant aux raisonnements des àx dy
précédents paragraphes, on ne peut donc rien affirmer sur la correspondance des points des contours limitant les deux aires.
Dans un cas particulier, d'ailleurs très étendu, la difficulté se lève immédiatement. Supposons d'abord que le contour C soit formé tout entier d'un seul arc régulier de ligne analytique (une ellipse, par exemple). Comme la succession des valeurs donnée par
— Log r,
que prend P(a?, y) sur C, est une fonction analytique de x et y, elle est aussi une fonction analytique du paramètre avec lequel on exprime analytiquement les coordonnées d'un point de C. Noua pouvons donc faire usage de la remarque du § 4; la fonction P(^,y) peut s'étendre un peu au delà de C : les dérivées
j- et -r- sont, par suite, déterminées pour tous les points de C, et
il en est alors de même de Q(j?,^). La difficulté est levée; nous sommes assuré de la correspondance unique entre les points du contour C et de la circonférence.
Si Ton a un contour formé de plusieurs arcs réguliers de ligne analytique, la question est un peu moins simple. La fonction V{x^y) pourra bien s'étendre au delà de tous les points du contour, mais à l'exclusion des sommets (*). Nous allons montrer encore que les différents points de C correspondent à des points différents de la circonférence. Il suffira de considérer un contour C présentant une pointe unique A. Envisageons les courbes
(M On ne doit pas oublier qu'un point du contour, où se rencontrent deux lignes analytiques diflférenies tangentes entre elles, est, dans nos raisonnements, 4 considérer comme un sommet.
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el leurs trajecloîres orthogonales partant de deux points a et ^ de C situés de part et d'autre de A. Pour une valeur de a négative et très petite, nous aurons une courbe voisine de A, qui rencontrera en a' et ^' les deux trajectoires orthogonales.
Considérons alors, au lieu du contour C {fig- 3i), celui qu'on
obtient en remplaçant Tare aA^ par les arcs aa', a'^', ^'^. Les fonctions P et Q et, par suite, U et V, sont parfaitement définies en tous les points de ce contour, ainsi que leurs dérivées du premier ordre. Dans le plan Z va correspondre à ce contour une portion déterminée de la circonférence de rayon un et un arc intérieur. Or, en se servant toujours de la relation
dn ~~ ds
et en remarquant que, sur aCp,3'a'a, ^ est toujours négatif ou
nul (cette dérivée est nulle sur les portions aa', p^' des trajectoires orthogonales), on voit que les points Z de la circonférence de rayon un^ correspondant aux différents points de l'arc aC^ de C, sont eux-mêmes différents : ils forment un arc F. Faisons tendre maintenant a et ^ vers A; l'drc F ira toujours en grandissant à mesure que a et ^ se rapprocheront respectivement de A. Nous allons montrer que la limite de F formera la circonférence tout entière, c'est-à-dire qu'il ne peut pas arriver que la limite de F soit un arc dont les extrémités a el 6 ne coïncident pas. En effet, dans ce cas, un certain arc ab de la circonférence de rayon un correspondrait au point A : en d'autres termes, z considérée comme fonction de Z serait une fonction holomorphe à l'intérieur du cercle de rayon un et, quand Z tend vers un point quelconque
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de Tare ab^ z tendrait toujours vers la même constante. Or ceci est impossible : nous le montrerons bien nettement en nous reportant aux théorèmes généraux établis au commencement de ce Chapitre. Si l'on pose, en effet,
les deux fonctions harmoniques cp et J/ prenant des valeurs constantes en tous les points de ab pourront se prolonger analytiquement au delà de ab (§ 3); la fonction ^ de Z pourra donc se prolonger analytiquement au delà de Tare ab, mais comme elle est, par hypothèse, constante en tous les points de a6, elle devra être constante dans toute la région où elle est définie, ce qui est absurde. On voit donc qu'au point A de C correspond un seul point de la circonférence de rayon un. Il y a donc bien correspondance unique entre les points des deux contours (*).
M. Painlevé (2) s'est occupé, dans l'étude de la représentation conforme pour les points du contour, du cas où celui-ci n'est pas formé de lignes analytiques. Nous renverrons à l'intéressant article du savant géomètre; les considérations délicates dont il fait usage nous entraîneraient trop loin.
m. — Quelques exemples de représentation conforme. Méthode de M. Schwarz pour le principe de Dirichlet.
8. Indiquons quelques exemples de représentation conforme, où nous pourrons effectuer la transformation à l'aide de fonctions déjà étudiées.
Il sera généralement plus simple de considérer, au lieu d'un cercle, un demi-plan, c'est-à-dire la portion d'un plan située du même côté d'une droite indéfinie. Ces deux aires se ramènent immédiatement l'une à l'autre; nous avons vu, en effet (t. I, p. 462), qu'une transformation
{}) J'ai donné pour la première fois la démonstration précédente dans mon Cours en 1888.
(') Paul Painlevé, Comptes rendus^ t. GXK, 1891.
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transforme une circonférence en une circonférence, et, par conséquent, une ligne droite en une circonférence. Les points d'un demi-plan, dans le plan des 2, correspondront donc aux points d*im cercle dans le |)lan des Z.
Cherchons à eflecluer sur un demi-plan la représentation conforme d'une aire A limitée par deux arcs de cercle. Soient Zq et 5^ les deux sommets de cette aire, et air Tangle des deux tangentes
en ^0 ^^ ^i '
La transformation
va nous permettre de faire la représentation conforme de Faire A sur un demi-plan. Nous supposerons, pour simplifîer, que Zq et z^ soient réelles; z étant à Tinlérieur de l'aire, nous pouvons prendre pour argument de ♦
Tangle ZqZZ^ com))té de Zq en Zx (cet angle sera compris entre o et TC quand z sera au-dessus de Oxj et il sera compris entre it et 21:, si z est au-dessous de celte même ligne). On voit de suite qu'à chacun des deux arcs de cercle limitant A correspond dans le plan Z une demi-droile issue de l'origine, puisque l'angle Z^ZZ\ est constant sur chacune de ces deux lignes. De plus, la différence des arguments de (4) sur chacune de ces deux lignes sera égale à l'angle des deux circonférences, c'esl-à-dire à ait. Les deux demidroites feront donc entre elles un angle égal à ir, c'est-à-dire qu'elles seront sur le prolongement l'une de Tautre. Il est alors évident que l'aire A correspond à Tun des deux demi-plans déterminés par cette. droite indéfinie.
En particulier, considérons un demi-cercle; on aura a = - et la transformation cherchée sera réalisée p^r la formule
Considérons encore l'aire d'un secteur et cherchons à en faire la représentation conforme sur un demi-plan. Il suffira de transformer d'abord le secteur en un demi-cercle, ce qui se réalisera par
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la formule
si OLTZ désigne Touverlure d'angle du secteur.
9. Faisons mainlenanl une remarque générale avant d'aborder des cas un peu moins simples. Soit Z = f(^z) une fonclion holomorphe à Tinlérieur de l'aire limitée par un contour simple (c) sur le plan des ^, et supposons que, sur ce contour, la fonction prenne une série de valeurs toutes différentes et formant une suite continue. Au contour (c) correspond alors, dans le plan des Z, un contour simple (C) ne se coupant pas, et tel, par conséquent, que la variation de l'argument de Z — U soit nulle ou égale à 217, suivant que le point TJ est extérieur ou intérieur à ce contour, lorsque le point Z décrit le contour (C).
Cela posé, soit 3' un point de Taire limitée par le contour (c) et Z' = /(5') le point correspondant dans le plan des Z : lorsque le point z décrit le contour (c), le point Z décrit le contour (C), et l'argument de la fonction /(s) — /(^') est, à chaque instant, identique à l'argument de Z — Z'. Par suite, la variation de l'argument de /(s) — /(5') ne peut être égale qu'à zéro ou à an. Or elle est différente de zéro puisque le point z = z' est une racine de la fonclion y*( 5) — /{^') • donc elle est rigoureusement égale à 27t. On en conclut immédiatement qu'à tout point z' pris à l'intérieur de (c) correspond un point Z' intérieur au contour (C) et un seul, ci que, réciproquement, à tout point Z' intérieur au contour (C ) rorrespond un point 3' intérieur au contour (c) et un seul.
10. Un exemple intéressant sera fourni par la considération de rinlégrale elliptique
^0 /(i- 5ÎM1— A-»;;*)'
/« étant réel et compris entre o et i, et la détermination initiale du radical étant +i* Envisageons, dans le plan de la variable z, le demi-plan situé au-dessus de O^, et évitons les points critiques
±: I, db T au moyen de demi-circonférences infiniment petites dé-
GoogI(
3lO CIIAPITRK X.
crites au-dessus de Ox. Cherchons, dans ces conditions, quelle va être Taire du plan Z correspondant à ce demi-plan : z allant de o à I , en étant réel, Z décrira la droite allant de Torigine au point K;
ensuite, quand ^ va de i à -r > en ayant évité le point i par une demicirconférence située au-dessus de Ox^ le point Z décrit la droite allant de K à /K'-f- K; enfin, z allant de t à +00, Z suit la droite
allant de £K'+ Kà iKJ. En faisant allers de o à — oo, on voit de la même manière que Z décrit un contour symétrique du premier par rapport à OY(Z = X -f- lY). Il en résulte qu'à Taxe des x dans le plan des z correspond dans le plan Z le périmètre d'un rectangle R de côté 2K et de hauteur K!.
Il nous suffît maintenant de remarquer qu'aux différents points de Taxe réel et au point à Tinfini du demi-plan correspondent des valeurs de Z toutes différentes. On peut alors appliquer au problème actuel la remarque du paragraphe précédent, puisque la fonction Z est holomorphe à l'intérieur du contour simple formé par Taxe réel, par les demi-circonférences infîniment petites décrites au-dessus de Ox pour éviter les points critiques, et par une circonférence de rayon infiniment grand. Nous pouvons donc conclure que la formule (5) permet de faire la représentation conforme du demi-plan sur le rectangle B.
H. Cherchons encore à représenter d'une manière conforme un triangle sur un demi-plan. Nous partons à cet effet de l'intégrale
Z= r (^ — a)a-»(z — 6)P-«(« — c)Y-«rf« (a<b<:c);
a, 6, c désignent trois constantes réelles, les quantités a, p, y sont des quantités positives telles que
a-i-P-hY = i;
enfin Zq est une constante dans laquelle le coefficient de i esl^ positif. On considère, dans le plan de la variable z, le demi-plan situé au-dessus de l'axe des ^. L'intégration est faite dans ce demi-plan, et, quand on intègre le long de l'axe réel, on évite les points cri-
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tiques a, 6, c par des demî-circonférences infiniment petites situées au-dessus de Ox.
Dans ces conditions, cherchons quelle est la portion du plan Z correspondant au demi-plan. Quand z varie entre deux des points critiques, soit, par exemple, a et 6, en suivant l'axe des j?, l'intégrale
(5 — a)«-K'5 — 6)P-» (;; — c)y-« dz
aura visiblement un argument invariable, c'est-à-dire que le point Z décrira un segment de droite AB, et, z marchant dans le même sens de a à fr, le point Z marchera aussi dans le même sens de A en B, puisque la dérivée de Z ne peut s'annuler quand z est compris entre a et 6. Ce que nous venons de dire de a à 6 s'applique à l'intervalle de 6 à c, auquel correspond BC; mais, quand z décrit un demi-cercle infiniment petit autour de 6, l'argument de (« — 6)P~* a diminué de
les deux directions BA et BC font donc un angle égal à ^ic; avec plus de précision, une rotation de ^tï dans le sens négatif amène la direction BA sur la direction BC. Si maintenant :; va de c à -hoo, Z décrira un segment de droite CC, partant de C et faisant avec lui un angle -pr et CC est tellement placé que la direction CB coïncide avec CC par une rotation de yTt dans le sens négatif. Remarquons maintenant que, de quelque manière que z aille à l'infini dans le demi-plan, Z tend toujours vers C; de plus, en appelant [x' l'affixe de C, on a pour z très grand le développement
conséquence immédiate de la relation a -|- ^ -|- y = i . L'argument de Z — [x' augmente donc de — ir quand z passe de -H oo à — oo, et il en résulte que, z variant de — oo à a, le point Z décrit le segment rectiligne CA qui est le prolongement de CC. Nous arrivons ainsi à la conclusion suivante : Le périmètre du triangle ABC correspond à l'axe réel du plan z.
Nous n'avons plus maintenant qu'à appliquer la remarque du § 9 pour en conclure que le demi-plan correspond uniformément
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à Taire du irîangle ABC au moyen de la transformation
Nous savons donc faire la représentation conforme sur un demiplan d'un certain triangle dont les angles sont égaux à ûltz, ^tc et y-n. Tout triangle étant semblable à un tel triangle pour des valeurs convenables de a, p, y, il en résulte que le problème de la représentation conforme d^in triangle sur un demi-plan est complètement résolu.
12. On peut d'une manière plus générale considérer la transformation
Z= r (z — a)<^-Hz — b)i^-K . .{z -- l)>>-^ ds,
OÙ a, 6, . . . , / sont m constantes réelles; a, p, . . . , X sont des quantités positives telles que
et Zq est encore une constante dans laquelle le coefficient de i est positif. Quelle sera la portion du plan Z correspondant au demiplan supérieur du plan des z? On verra, comme dans le cas du triangle, qu'à l'axe Ox correspond une ligne polygonale fermée, et les angles, comptés comme précédemment, que font entre eux les divers côtés de cette ligne sont respectivement air, p-ïT, . . . , Xir.
La ligne polygonale fermée limitera une certaine aire. Celle-ci
sera nécessairement connexe comme celle du demi-plan. C'està-dire qu'on pourra passer d'un point à un autre de l'aire en res-
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lant à son intérieur; en d'autres termes encore, Taire limitée par la ligne brisée ne pourra se fractionner en plusieurs autres aires polygonales n'ayant que des sommets communs. Ainsi, pour le cas de m = 4, on ne pourra avoir, la configuration ci-contre représentée par ABCDA {fig. Sa).
Il est important de remarquer, et c'est ici une différence avec le cas du triangle, qu'à une valeur de Z ne correspond pas d*une manière nécessaire une seule valeur de z ou, en d'autres termes, que la série des valeurs que prend la fonction Z sur l'axe réel et à l'infini ne forme pas nécessairement une suite de valeurs toutes différentes. L'aire polygonale peut, en effet, se recouvrir partiellement elle-même ; c'est ce qu'indique la fig. 33. L'aire limitée
Fig. 33.
par la ligne polygonale ABCDEFGH se recouvre partiellement elle-ra^me; on voit bien en effet que la partie ombrée appartient deux fois à l'aire polygonale. A une valeur de Z répondant à un point de cette partie ombrée correspondront deux valeurs de z. Nous n'insisterons pas davantage sur cette question de la repré- •sentation conforme d'un polygone rectiligne sur un demi-plan. La forme de la fonction à employer pour cette représentation conforme et dont nous venons de faire usage a été obtenue par M. Schwarz et par M. Christoffel. Quant à la détermination effective des constantes a, 6, . . . , / pour un polygone donné, elle n'est pas sans présenter quelques difficultés; nous y reviendrons dans la théorie des équations aux dérivées partielles (*). Nous
(') On consultera, sur ce sujet, un Mémoire de M. Schlaffli : Zur Théorie der conformen Abbildung {Journal de C relie, t. 78).
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aurons à étudier aussi plus tard la représentation des aires limitées par des arcs de cercle, qui se rattache à la théorie des équations linéaires du second ordre (*).
13. Je terminerai ce qui a trait à la représentation conforme en considérant un cas très simple relatif à deux aires limitées par plusieurs contours. Deux aires A et A' limitées chacune par un seul contour peuvent être représentées d'une manière conforme Fune sur l'autre : on peut, en ellet, faire la représentation conforme de chacune d'elles sur une circonférence et cet intermédiaire permet de réaliser la transformation cherchée. Des circonstances toutes différentes se présentent pour les aires limitées par plusieurs contours; deux aires A et A', Umilées chacune par un même nombre de contours, ne peuvent pas, en général, être représentées d^une manière conforme l'une sur l'autre. L'étude approfondie de ce nouveau problème a été faite par M. Schottky dans un beau et important Mémoire (•*); celte intéressante question se rattache étroitement à l'étude de la correspondance entre les points de deux courbes algébriques, et nous nous en occuperons à la fin de ce Volume quand nous aurons tous les éléments nécessaires pour la résoudre.
En ce moment, je ne prends qu'un cas extrêmement particulier, sur lequel nous nous sommes appuyé au Chapitre IV.
Établissons entre le plan des z et le plan des Z la correspondance
c désignant une constante positive. A une valeur de z correspond une seule valeur de Z; mais à une valeur de Z correspondent les deux valeurs
(M Voir, sur ces questions, le Tome II des Mémoires de M. Schwarz, où Ton trouvera encore beaucoup d'aulrcs exemples de représenlatton conforme. On lira aussi dans le Tome I des Leçons de M. Darboux le Chapitre qu'il consacre à celte théorie.
(') Schottky, Conforme Abbildung mehrfach zusammenhangender ebener Flàchen (.Journal de Crelle, t. 83).
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entre lesquelles existe la relation z^ z^=- c*. Considérons le cercle (C) {fig- 33) décrit de l'origine comme centre avec c pour rayon;
Fig. 34.
on peut, en choisissant pour le radical y/Z^ — c^ une détermination convenable, supposer que le point z' est extérieur à la circonférence (C); le point z" est alors intérieur à cette circonférence, et on l'obtient en prenant l'inverse du symétrique du point z' par rapport à l'axe des x relativement à la circonférence (C).
Supposons que le point z décrive dans le plan des z une circonférence de rayon /• et de centre O, et cherchons la ligne que le
point Z va décrire dans son plan ijig» 34). On aura, en posant
r = e'>, •2(X-f- i\) = lr-\ — '\ coso -h ilr — j sinîp,
et, par suite, la courbe décrite par le point Z sera l'ellipse
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dont les foyers F et F' sont les points -h cet — c dans le plan des Z. Donc à la série des cercles ayant l'origine pour centre dans le plan (les z correspond une série d'ellipses homofocales dans le plan des Z et inversement. Mais, tandis qu'à un cercle dans le plan des z correspond une seule ellipse dans le plan des Z, à une ellipse £ dans le plan des Z correspondent deux cercles (C) et (C) dans le plan des 2, dont les rayons sont liés par la relation r'r*:= c^ : l'un est par conséquent extérieur au cercle (C) et Taulre intérieur. Lorsque le point Z décrit Tellipse E, les points s' et z'^ décrivent simullanément ces deux cercles en sens inverse, avec des arguments à chaque instant égaux et de signe contraire.
Lorsque r partant de zéro augmente jusqu'à c, l'ellipse E parlant de l'infini balaye tout le plan des Z en s'aplatissant et se réduisant pour /• = c à la droite double FF'. Si l'on continue ensuite à faire varier r de c à l'infîni, on balaye de nouveau tout le plan des Zen repassant par la même série d'ellipses dont les dimensions vont sans cesse en augmentant. Donc au plan Z tout entier correspond, d'une part la portion du plan des ^ extérieure à la circonférence Cet d'autre part la portion du plan des z intérieure à cette circonférence.
Bornons-nous, pour fixer les idées, à la partie du plan z extérieure à G; nous partirons de la correspondance
On suppose tracée dans le plan Z la coupure ( — c, -h c) que Z ne devra pas franchir; la fonction y/Z^ — c- est alors uniforme et on la suppose positive quand Z est réel et supérieur à c. La formule précédente fait correspondre le plan Z, où est tracée la coupure ( — c, +c), à la partie du plan 5 extérieure à C. En particulier, l'aire comprise entre deux ellipses homofocales de foyer ( — c, -f- c) se trouve transformée en une aire limitée par deux circonférences. 11 en résulte que le problème de Dirichlet peut être facilement résolu pour deux ellipses homofocales, puisqu'il se résout très simplement pour deux circonférences concentriques. L'une des ellipses homofocales peut se réduire à la droite joignant les deux foyers; c'est de ce cas particulier que nous avons fait usage en exposant la méthode de M. Poincaré (p. 99).
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It. On peut, du mode de correspondance précédent, déduire, à l'aide du théorème de Laurent, une forme de développement en série pour une fonction de f{z) holomorphe dans Taire comprise entre deux ellipses homofocaies. Il suffira d'énoncer les résultats que le lecteur démontrera sans peine. On aura d'abord de suite le
développement
les a étant des constantes. Un cas particulier intéressant est celui où la fonction f{z) est holomorphe à l'intérieur d'une ellipse de foyers ( — c, -h c); on peut facilement montrer que Ton a dans ce cas
et Ton trouvera alors le développement
Pm(5) désignant le polvnome d'ordre m
Pm (^) = ( ^ -^ y/^^^^^)"" + ( 5 - v/^nr7i)'«.
Une fonction holomorphe, à l'intérieur d'aune ellipse, se trouve ainsi développée en une série de polynômes. Pour c== o, on retombe sur le développement de Taylor.
15. Nous reviendrons une dernière fois, en terminant ce Chapitre, sur le problème de Dirichlel, qui nous a déjà occupé dans cet Ouvrage, pour indiquer la méthode de M. Schwarz ( ' ). En fait, une partie de cette méthode a été exposée quand nous avons parlé du procédé alterné (p. 8i); nous allons avoir à en faire usage. M. Schwarz ramène la solution au problème de la représentation conforme; on sait, en effet, résoudre le problème de Dirichlet pour toute aire dont on a fait la représentation conforme sur un cercle.
Nous nous bornerons au cas où le contour serait formé d'arcs
(*) Tome 11 des Œuvres complètes de M. Schwarz (p. ih4).
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réguliers de lignes analeptiques faisant entre eux des angles diflTérents de zéro (*). 11 suffit évidemment de montrer que nous pouvons décomposer Taire S limitée par ces arcs en un nombre limité d'aires partielles représentables sur le cercle et empiétant les unes sur les autres, car alors le procédé alterné donnera la solution.
Sur un arc régulier de ligne analytique nous pouvons prendre un arc assez petit a^ pour qu'une représentation conforme (§ 3) transforme a|3 en segment de droite a'^' dans le plan de la variable z\ En joignant t! et P' par un arc de cercle, on aura dans le plan z une aire limitée par la courbe a^ et par un certain arc ne la coupant pas sous un angle nul, et l'on pourra manifestement en faire la représentation conforme sur un cercle. Ceci posé, on pourra fractionner l'arc analytique AMB en un certain nombre d'arcs suffisamment petits et tels que deux arcs conséculifs empiètent l'un sur l'autre. On joindra deux à deux les extrémités de ces arcs par des lignes situées dans S et telles qu'elles limitent, avec l'arc correspondant, des aires dont on puisse faire, comme il vient d'être dit, la représentation conforme sur un cercle. L'ensemble de ces aires formera une nouvelle aire limitée par l'arc AB et un arc APB situé dans S, et, pour cette aire, on saura résoudre le principe de Dirichlet par l'emploi du procédé alterné. On peut supposer que l'arc APB coupe Tare AB sous des angles différents de zéro. Nous répéterons la même construction pour tous les côtés du contour.
En chaque sommet S nous placerons le centre d'un secteur circulaire intérieur à S et empiétant sur les deux aires limitrophes que nous venons de construire. Ceci sera toujours possible, puisque ces aires ont, aux sommets, des angles différents de zéro et que l'angle du contour en chaque sommet est différent de zéro.
Enfin nous tracerons une série de cercles tout entiers intérieurs à S et qui ne soient jamais tangents entre eux ni aux contours des aires auxiliaires, et en assez grand nombre pour que tout point en S soit intérieur à un de ces cercles ou à l'une des aires auxiliaires. Il suffira évidemment pour cela d'un nombre limité de cercles. La décomposition de l'aire S en aires partielles empiétant les unes
( ' ) On trouvera dans le Mémoire de M. Schwarz l'exameQ du cas où Tangle est nul; certaines hypothèses sont alors à faire relativement à l'ordre de contact des deux arcs.
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sur les autres, pour lesquelles on sail résoudre le problème de Dirichlet, est donc effectuée, et la question est dès lors résolue.
16. Il ne sera pas inutile de rappeler que nous avons en défînilive fait connaître dans ce Livre trois méthodes essentiellement distinctes pour la solution du problème de Dirichlet. Ce sont la méthode de M. Neumann (p. 44) s'appliquant aux contours convexes, celle de M. Poincaré (p. 89) qui est absolument générale, et enfin celle de M. Schwarz qui s'est trouvée présentée en deux fois, d^abord (p. 81) et ensuite au paragraphe précédent. On trouvera une quatrième méthode dans le Livre déjà cité de M. Harnack sur le potentiel logarithmique, mais nous nous contenterons d'y renvoyer le lecteur.
IV. — Sur un déTeloppement en séries de polynômes déduit de la représentation conforme.
17. Nous avons déduit (§ 14) de la représentation conforme d'une aire elliptique un développement d'une fonction en série de polynômes. D'une manière générale, pour un contour régulièrement analytique, on peut avoir des développements analogues avec des polynômes qui dépendent uniquement du contour; c'est ce que nous allons établir avec M. G. Faber (*).
Soit donc S une aire, située tout entière à distance finie dans le plan de la variable 2, limitée par le contour C régulièrement analytique; désignons par A l'aire extérieure à C. D'après ce que nous avons vu dans ce Chapitre, on peut faire une représentation conforme de l'aire A sur l'intérieur du cercle F de rayon w/i, dans le plan d'une variable complexe /, et cela de telle manière que le point 2 = 00 corresponde au point ^=0. On aura, pour cette représentation conforme,
et la fonction /('f) sera holomorphe dans le cercle de rayon un^
( » ) G. Faber, Ueber polynomische Entwickelungen {Math, Annalen, t. LVII^ igoS).
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sauf au point ^ = o, qui sera pour elle un pôle simple. La fonction précédente sera aussi holomorphe sur la circonférence et un peu au delà, puisque C est régulièrement analytique. Soit maintenant une circonférence Fi extérieure et concentrique à F, et de rajon très peu différent, de manière que /(^) soit encore holomorphe sur F<. La transformation (2) fera correspondre à F< une courbe C< intérieure à C, et qui sera 1res voisine de cette dernière.
Ceci posé, le point x étant à l'intérieur de C|, nous avons, d'après la formule de Cauchy,
F(x)= , Ç -A^L dz
l'KlJçZ—X
si I' (^) est une fonction holomorphe dans C. En faisant le changement de variable
nous aurons
Cette formule va nous donner très aisément un développement de ¥{x) en série de polynômes, ceux-ci dépendant uniquement du contour C et nullement de la fonction F(:r) que l'on développe.
Considérons l'expression
At)-x
en supposant t à l'intérieur de la circonférence F| ou sur cette circonférence. Cette expression sera holomorphe dans cette circonférence, sauf au point / = o qui sera visiblement un pôle, avec résidu égala — i. Si l'on développe suivant les puissances de ^, on aura
An
et l'on voit aisément que P/i(^) est un polynôme en x de degré /i. Soit, en effet,
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Q élaDt uDe série entière; on aura
fit) ^ ""7^ +Q'(0 ^ ^ ^a^t^Q'(t)
7 a->rtÇl{l)— tx
En développant le second terme suivant les puissances positives de f, il apparaît de suite que le coefficient de t'^ est un polynôme de degré /i + 1 en a:.
Si nous revenons maintenant à la formule
on aura un développement de la forme
F(ar) = ao-f-aiP|(x)-f-.. .-h a«Prt(a7)-t-. . .,
OÙ les a sont des constantes : c^est le développement cherché.
Les polynômes P(^) ne dépendent que du contour C; les coefficients a sont donnés par des intégrales définies. Ainsi, on a
La série précédente généralise manifestement la série de Taylor, avec laquelle elle se confond, si le contour G est une circonférence. On pourrait, à l'occasion des séries de la forme
ao-+-aiPi(a7)-i-...-f-a„Prt(ar)-i-...,
développer une théorie analogue à celle des séries entières; mais il nous suffira d'avoir indiqué un mode de développements en séries de polynômes, de nature différente de celui qui nous avait antérieurement occupé.
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I. — Méthode de Cauchy-Lipschitz relative à l'existence des intégrales.
1. Nous commencerons par donner la première démonstration de Cauchy relative à Texistence des intégrales d^uD système d^équations différentielles ordinaires du premier ordre
-;^=/m(ar,^„^,, ...,J^m).
Cette démonstration nous est seulement connue par les leçons du grand géomètre publiées en i844 par M. Moigno; elle concerne spécialement le cas où les fonctions / et les variables sont réelles. Son point de départ, aussi naturel que possible, consiste à regarder les équations différentielles comme limites d'une succession d'équations aux différences. Lipschitz (*) a simplifié notablement la démonstration de Cauchy et a bien mis en évidence les hypothèses fondamentales nécessaires pour la démonstration.
(') Lipschitz, Lehrbuch der Analysis, p. 5o4.
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Pour simplifier l'exposition et éviter des indices itiultiples, nous nous bornerons au cas d'une seule équation; la méthode s'étendra d'elle-même aux m équations écrites plus haut. Partons donc de V équation différentielle du premier ordre
Nous faisons sxxr f[x^y) les hypothèses suivantes. Dans le voisinage d'un certain système de valeurs {x^^y^)^ correspondant à
(i) \x — Xo\<a, 1^ — ^J<6,
la fonction réelle f{x^y) des deux variables réelles x et y est continue, c'est-à-dire que, étant donnée une quantité \ aussi petite qu'on voudra, on pourra déterminer 8 lel que pour
|Aar|<8, |A^|<5,
on ait
|/(a: -^ Aj:, 7 -h Aj) — /(ar, 7) 1< X,
les points (:r,/), {x -h \x^ y -H A^) étant dans la région définie par les inégalités (i).
De plus, et c'est l'hypothèse bien mise en évidence par Lipschitz, il sera nécessaire de supposer qu'il existe une quantité positive k telle que
|/(^,r«)-/(^»ri)l<^lrî~ril-
Cette hypothèse est manifestement d'un caractère très général ; elle est vérifiée, d'après le théorème des accroissements finis, si f a, par rapport à y^ une dérivée partielle qui reste finie.
Ceci posé, soit A une quantité positive satisfaisant aux inégalités
A la, AMS6,
en appelant M la valeur absolue maxima àe f{^x,y) pour les points du domaine (i).
Nous allons montrer qu'// existe une fonction continue y de x satisfaisant à Véquation différentielle
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définie pour toute valeur de x telle que
|ar — iToK A.
et prenant pour x = Xo la valeur y©.
C'est le théorème fondamental de la théorie des équations différentielles ordinaires.
2. Notre point de départ sera le même que pour arriver à la notion de l'intégrale définie au début du Tome I de ce Traité. Considérons une valeur x pour laquelle
\x — Xq\ < a
(nous pouvons supposer x>Xo). On partage l'inlervalle x^x
en intervalles
a?oXi, a^ia^t, ..., x,i \T.
Formons alors les équations aux différences
qui détermineront successivement les quantités yi, y2i • • • -» J'/i-ii y- On dx)it remarquer que chacune des valeurs trouvées pour les y^ soit pour y/, est telle que
\yi—yo\<à.
On a, en effet, d'abord |)Our yi,
Iri — rol<M(a:i — :ro).<AM<6;
pour y 2 on aura
donc
I yi—yo I < ^{xt-xo) < MA < é>, et ainsi de suite.
La valeur finale y est donc une expression parfaitement déterminée dépendant de a: et des points de subdivision J7i, x^y ..., a?«_|. Par analogie avec la question que nous avons traitée dans le cas
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de Téquation très simple (t. I, p. 2)
nous devons nous demander si cette expression y tend vers une limite déterminée, quand, x restant fixe, tous les inten^alles tendent vers zéro, leur nombre augmentant indéfiniment.
Nous allons montrer qu'il y a bien une limite, et celle-ci est la fonction de x que nous cherchons.
3. Nous considérerons d'abord une première loi de subdivision telle que Ton passe d'un mode d'intervalles au suivant en fractionnant chacun des intervalles précédents. Nous allons établir que, pour une telle loi de subdivision, y tend vers une limite.
Soit
le premier mode de subdivision; nous marquerons par un accent le second mode de subdivision, et pareillement les valeurs de y auront des lettres accentuées. Soient l'intervalle XaiXa^% et
les valeurs intermédiaires des x\
On aura
iym-y/|<(^;«-^/)M<(a:a^.|-^a)M.
Nous supposons la première subdivision poussée assez loin pour que
j?a-.-i — ara<5 et (a7a+i — a:a)M < 8.
On aura par suite, S et A se correspondant d'après les notations du§i,
^E) |/(^m»y/«)-/(ar), IV)|<X.
Or on a
J^n yn- l — i^a — ^n-i)/(^'a-ij yn-i)'f
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donc, en faisant la somme et se servant des inégalités (E),
y'n-yt = (a^a-Hi-a-a; [/{;r;, y,) ^- ex j | e |< i.
D'ailleurs on en conclut
/« — ra-f-i = r/ — Ja-+- (a-a-f-i — ^^a) [/(a:'/, y)) — /(^a, 7«) -H eX J ;
mais :r^= :ra; nous avons donc, en nous servant de la seconde hypothèse faite sur/,
inégalité fondame nia le dont nous allons tirer la démonstration de l'existence de la limite.
On voit que cette inégalité donne une limite de la différence des valeurs des lettres accentuées et non accentuées en x^^i en fonction de leur différence en ^a* ^ous sommes donc assuré, en allant de proche en proche, de trouver une limite supérieure de \y — y\ enx.
Désignons, pour abréger, par Vo^.i la difl<érence \yl^ — J^a+i |- L'inégalité précédente, à savoir
Va-f-i< Va-h(ira_».t — Ta)[AV«-+-X],
pourra s'écrire
Va-hi < Va[i -h k(XoL^i — Xa)] ■+- X(xa^-i — r^h OU
par conséquent, puisque Vo = o, Va-hi "^ ^ < X: '' "^ A-(a?, — ary)] [i -4- A-(a-j— a?i )] . . . 1 1 -h kiXg^^t — otol)].
Or, pour X positif, on a
kx < e
on en conclut
Va-f-i< vf«^^'*+' '••- l],
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Prenant le point extrême x, nous aurons, d'après ce qui précède, en désignant par^ la valeur à laquelle conduit le premier mode de subdivisions, et par y celle à laquelle conduit le second mode.
Cette inégalité obtenue, la démonstration s^ achève d^ ellemême. A partir du mode de subdivision x^ tous les autres modes de subdivisions suivants x' donnent pour y' des valeurs comprises entre
^-»- j-[g*U-jro)— ij et >'— t[c*^ 'o^— i].
Prenant alors une suite de quantités \ décroissantes et tendant vers zéro, on formera, d'après un mode de raisonnement bien connu, une suite d^ntervalles décroissants, tons compris les uns dans les autres et tendant vers zéro; la limite commune des deux extrémités de ces intervalles est la limite cherchée.
Ainsi, nous avons une limite pour y quand on adopte une loi de subdivisions de la nature indiquée. Je dis que toute autre loi conduira à la même limite. Soient deux modes quelconques de subdivisions de l'intervalle x^x^ marqués respectivement par les
lettres
X et x' \
nous désignerons par x^' la subdivision formée avec l'ensemble des deux premières. Si les intervalles x ei x' sont moindres que 8 (S correspondant, comme plus haut, à une valeur donnée de X), on aura
donc
Il en résulte bien évidemment, puisque), est pris aussi petit que
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l'on veut, que y' aura une limite si y en a une, et ces deux limites seront les mêmes.
En résumé, nous avons établi que, quel que soit le mode de subdivision^ y a une limite parfaitement déterminée. Cette limite est une fonction de x^ qui pour j? = ^o se réduit k y^,
4. 11 reste à montrer que la fonction y de x^ qui vient d'être obtenue, satisfait à l'équation différentielle
Soient, dans l'intervalle A, les trois points j^oj^i^'i et supposons, pour fixer les idées,
Soient y la valeur de la fonction précédemment trouvée en x^ el y sa valeur en x'. Pour trouver y', on peut concevoir qu'on parte de X avec la valeur y et qu'on fractionne l'intervalle xx^ en un nombre de parties grandissant indéfiniment. D'autre part, si Toii ne prend qu'un seul intervalle, on obtiendra la quantité Y' définie par
r^y^{x'-x)f{x,yy,
mais, s\\x' — jr | <C S (S correspondant toujours à une quantité X), on a, d'après le paragraphe précédent,
iV-yK^Le*»-'-'-!].
Nous pouvons écrire cette inégalité sous la forme
On aura donc
y— ^ = (a7'-.:r)/(x,j^)— -^^ [ e*U-x) „ , ] et enfin
d'où résulte (en faisant tendre x' vers x et remarquant qu^alors on
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peut prendre). de plus en plus petit)quey a une dérivée ^> et Ton a bien
ce qui achève la démonstration.
o. LiC théorème fondamental que nous venons crélablir s'étend sans modifications essentielles au cas de m équations du premier ordre
I -^ =A(ix:,yi,yt,,..,rmh
-^ =fm(a:,yuyt, ...,rm).
Oq suppose que les fonctions / soient continues pour les valeurs des :r et des^ satisfaisant aux inégalités
soit M la valeur absolue maxima des fonctions / dans ce domaine. De plus, on a, pour deux systèmes quelconques de points de ce domaine,
les k étant des constantes positives.
En remplaçant, comme plus haut, les équations différentielles par des équations aux différences, on établira, sans autre peine que quelques longueurs d'écriture, que, dans la région définie par
|ar — a?o I < A, OÙ
A < a, AM < 6,
il existe m fonctions continues y i, ys^ ..., ym de a: satisfaisant au système d'équations différentielles, et prenant respectivement pour
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X =zXq les valeurs ^J, ^J, . . ., y^. La région dans laquelle les intégrales sont définies correspond donc à un intervalle tracé de part et d'autre de x^, et dont la longueur est la plus petite des deux quantités
a el A.
6. Nous venons de trouver un système d'intégrales continues prenant des valeurs données pour x = Xo. Nous allons maintenant démontrer que ce système est unique.
Il suHira de prendre le cas d'une seule équation; le raisonnement est général (*). Soit donc l'équation
Nous avons trouvé une intégrale y, fonction continue de x et prenant pour x=^Xq la valeur ^„. Supposons qu'il existe une seconde intégrale Y jouissant des mêmes propriétés dans un certain intervalle à partir de Xo^ et soit
l'intervalle dans lequel ^ et Y sont toutes deux définies. Soit d'abord
Dans l'intervalle {x^^ ^©-f- B) la différence
a un maximum, qu'elle atteint effectivement, et que nous désignerons par e, si les deux fonctions j^ et Y ne sont pas identiques. Or on a
Or
et, par suite, dans l'intervalle considéré,
(») Nous emprunions cette démonstration au Traité d* Analyse de M. Jordan.
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Il y a donc conlradiction, puisque \y — Y| doit avoir e pour maximum.
Si B est supérieur à — r» on considère d*abord Tinlervalle
b<-Yl<X-e-L = i,
soit e le maximum de \y — Y | dans cet intervalle. On aura, dans celui-ci, d'après l'équation
- Y I ^ le
résultat qui nous conduit à la même contradiction. Il en résulte
que dans Tintervalle (•^o^o+rT:) ^^^ deux fonctions j' et Y
coïncident. On continuera ainsi de j^oH r à jroH- 2— r et ainsi de
suite jusqu'à ce qu'on ait tout l'intervalle de Xq à j?o-1-B- H est donc bien établi que les deux intégrales y et Y coïncident dans cet intervalle (*).
(*} Si dans réquution
on suppose seulement que f{x,y) est une fonction continue de x et y dans le voisinage de {x^^y^ ), sans faire aucune hypothèse relative à la condition de Lipschitz, il pourrait arriver qu'il y eût plusieurs solutions prenant pour x = x^ la valeur y,. Un exemple de ce cas a été donné par M. Peano {Math, Annalen, l. XXXVII); il est fourni par Téqualion
dy _ Ityx^ dx ^ y^-hx*'
Le second membre esL une fonction continue de x et y dans le voisinage de X = Oy y = 0j car on peut l'écrire
a ya:- 'ix -
et le second facteur a évidemment une valeur absolue inférieure à l'unité. D'autre part, l'équation rentre dans un type élémentaire classique, en regardante comme fonction de^, et Ton obtient facilement l'intégrale générale
y = C — V^G*-h X* (0 constante arbitraire). Donnons à C une valeur positive, el prenons la détermination positive du ra-
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II. — Sur une propriété importante de la méthode de Cauchy-Lipschitz.
7. Avant d'indiquer une propriété importante de la méthode de Cauchy, faisons une remarque préliminaire relative à la continuité de rintégrale. Nous avons considéré l'intégrale de Téquation
prenant pour x=Xo la valeur ^o- S» ''o" prend comme valeur initiale une valeur y,, très voisine dey©, on aura une intégrale très voisine de la précédente. La chose est presque évidente; pour le démontrer, cherchons d'abord la différence des valeurs obtenues, quand on a partagé, comme plus haut, l'intervalle x^x par les points de subdivision
Xot Xi, JTj. ..., Xfi-ly ^î
en prenant successivement pour valeurs initiales ^o^^ J^o* On a les deux systèmes successifs d'équations
avec
ri - /i = (a?« — ar, )/(a?,. y, ),
y — /i,-i = (^ — ^/.-l)/(a?«-i,r«-^)• On a donc
7 — y = yn-l — r«-i -r- (^ — ^n-l)[/{^n-U ^n-i ) — /(^«-l» y'n-l)
et, pnr suite,
\y — y\<\ yn-i - //,-! 1 [l -H Ar(a: — a?«-., )].
dical. Quelle que soit la quantité posiiive C, riniégrale y s*annule poura? = o. L'équation difîérentielle ci-dessus a donc une infinité d'intégrales s'annulant pour X = 0* La condition de Lipschitz n'est pas remplie ici dans un domaine (~a, -+-a), (—6, -h b) comprenant x — o, >' = o.
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On a de même
I Jn-I — y'n-x \ < I yn-t— fn-t I l' "+- k(Xn-i— Tn-l)]y
el ainsi de suile. En multipliant ces diverses inégalités membre à membre, on a
Soient, d*autre part, Y et Y' les deux intégrales de Féquation prenant respectivement pour a: = j:© '^s valeurs y^ ^^y'o' D'après ce qui a été vu au paragraphe 3, on a, A ayant la signification de ce paragraphe,
el
|Y'-yi<^[e*t^-'.^-i].
On a donc
I Y - Y' |< I ro - /o I <^^*^-'^ -^ X [ '''''"''' - * ] •
Or, A est aussi petit que l'on veut, si la subdivision a été poussée suffisamment loin. Donc, si |jKo — >^i | est pris suffisamment petit, on voit que | Y — Y' | sera aussi petit que Ton voudra, ce qui établit la continuité annoncée des deux intégrales Y et Y' correspondant aux valeurs initiales ^q et y^,
8. Nous sommes maintenant en mesure d'indiquer une propriété (*) de la méthode de Cauchy, presque évidente en ellemême, mais qui présente un certain intérêt, surtout quand on la rapproche de quelques travaux récents sur les développements en séries de diverses fonctions. Soit toujours l'équation
et considérons l'intégrale Y prenant pour x = Xq la valeur y^. Supposons que, x croissant à partir de .ro, Y soit continue tant
(>) J'ai indiqué cette propriété dans une Note Sur les développements en séries des intégrales des équations différentielles par la méthode de Cauchy {Comptes rendus, 5 juia 1899). M. Painlevé avait, de son côté, fait la même remarque, comme il Ta indiqué dans les Comptes rendus (19 juin 1899).
que X ne dépasse pas x^->r A, et que, de plus, pour ch<icune des valeurs (j?, Y) correspondant à notre intégrale, la fonction f ne cesse, pour un petit domaine autour de (jr, Y), de remplir les conditions de Lipschitz indiquées au paragraphe 1. Dans cette hypothèse, prenons un point x entre ^o et ^o-+- A et partageons rintervalle x^^x par les points x,, x^^ ..., ^«-i, de manière à avoir la suite
^0, a^i, ^t, ..., a?fl_i, X,
Soit d'une manière générale Y^ la valeur de notre intégrale pour x-=^Xi\ on peut, d'après nos hypothèses, prendre les intervalles assez petits pour que dans chacun des intervalles
la méthode de Cauchy soit applicable et que Tintégrale de l'équation prenant la valeur Y, pour x = Xi puisse être donnée par cette méthode. Ces conditions remplies, les intervalles précédents vont rester fixes.
Imaginons alors que Ton fractionne chacun des intervalles précédents; rintervalle {^x^x) sera alors partagé par des subdivisions comprenant les Xi et d'autres points de subdivision, et soit désigné par x^ ce mode de subdivision. Pour cette subdivision, formons directement les équations aux différences, dont l'emploi caractérise la méthode de Cauchy, et cela depuis ^o jusqu'à x. On se rend compte aisément que les valeurs des^ auxquelles conduiront les différences successives resteront dans le champ où/(a7, y") est définie, si la subdivision x a tous ses inten^alles assez petits. En effet, tout d'abord en Xi, on trouve une valeur Y^ très peu différente de Y< ; ensuite, quand on arrive en X2, on trouve une valeur très peu difl'érente de l'intégrale de Téquation qui prend en Xi la valeur Y'^ et, par suite, très peu différente (d'après le paragraphe précédent) de l'intégrale qui prend en x^ la valeur Y|, c'est-à-dire de Y^. On peut aller ainsi de proche en proche (/i étant fini), et finalement, quand on arrive en x, la valeur donnée au moyen des équations successives aux différences, diffère très peu de la valeur Y de notre intégrale, cela, bien entendu, sous la condition que tous \eS intervalles correspondant aux x' soient suffi-
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samment petits. Écrivons la subdivision
il résulte de ce qui précède que les équations successives
y -yn'-x={^ — ^;.'-i)/(a?;'_i,r«'-i)
donnent pourj^' une valeur très peu différente de Y. La méthode de Cauchy est donc valable dans tout V intervalle x^^x^ ou l'intégrale est continue, avec la condition imposée en plus ci-dessus àf{x^y). Elle donne dans cet intervalle une valeur approchée de l'intégrale, et il est clair que \y — Y| est inférieur à tel nombre que l'on voudra, si chacun des intervalles x' est assez petit, cela d'ailleurs quel que soit x dans l'intervalle (^o ^o+ A')? ^^ ^' ^^^ inférieur au nombre h dont il a été parlé plus haut.
Supposons, par exemple, que l'intervalle (^q, x) ait été partagé en n parties égales. Pour n assez grand, les équations aux différences conduisent à une expression
et l'on peut prendre [jl assez grand pour que dans tout l'intervalle (a:©, Xfi-^ h') on ait, pour /i ^ [x,
e étant une quantité donnée à l'avance, aussi petite que l'on voudra.
Arrivé à ce point, nous pouvons, si nous voulons, représenter notre intégrale Y par une série. Reprenons en effet l'expression P^(a?), et donnons à /i© une valeur fixe suffisamment grande.
Posons alors
La série
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est uniformément convergente dans V intervalle (xoj x^-^-h'). En efl'et, la somme de ses n — n© 4-i premiers termes est égale à V,t{x)j et, par suite, pour /i^|jl, cette somme différera de Y de moins de £, et cela dans l'intervalle considéré; ce qui établit la convergence uniforme.
9. Les résultats précédents s'appliquent manifestement au cas d'un système d'équations
la fonction F,- satisfaisant aux conditions de Lipschitz, comme il a été dit au paragraphe 5.
10. Arrêtons-nous un moment sur un cas particulier. Soient les p équations simultanées du premier ordre
(3) -^ —XiiXuTt, ...,0?,,) (* = 1,2, ...,/?),
où les X sont des polynômes en x, et considérons les intégrales prenant pour t = o les valeurs x% x®, . . ., x^.
Les conditions de Lipschitz sont évidemment vérifiées ici, tant que tes valeurs absolues des x restent moindres qu'un nombre fixe. D'ailleurs, les équations aux différences de la méthode de Cauchy donneront de proche en proche, si nous partageons l'intervalle
en n parties égales, des polynômes en t. Donc les x pourront être représentés par des séries dont les termes seront des polynômes en t. Ces développements seront convergents tant que les intégrales ar correspondant aux conditions initiales J7®, a:J, ..., x* (pour / = o) seront des fonctions continues de /. On peut ajouter que les termes de ces séries sont aussi des poljnomes en or^, a?2, . . ., Xp.
Le résultat précédent est intéressant, mais, malheureusement, il n'a, en général, qu'un intérêt théorique, car il semble bien
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difficile de déduire de ces développements quelques renseignements sur le champ de la variable t, où les intégrales restent continues. Dans certains cas particuliers cependant, on peut tirer parti très utilement des remarques précédentes; nous allons en donner quelques exemples simples.
11. Supposons que, pour les équations de la forme (3), quelque considération soit susceptible d'apprendre que les \x\ restent toujours inférieurs à un nombre fixe. Sous cette condition, les intégrales considérées se trouvent définies autour de toute valeur de t dans un champ Jixe, et Ton a alors des développements en séries de polynômes valables pour toute valeur de t.
Un exemple intéressant de la circonstance précédente sera fourni par les équations du mouvement d'un cor|)s solide pesant mobile autour de l'origine O. Les équations classiques de ce problème peuvent s'écrire
(4) { Bg=(C-A)r/>-+-MA'(^oY -arof), S-=^^~''V.
dr dy'
G^ =(A — B)/?^-*-M^(a-9T' — roT)» dt"^^^~f'^''
où p^ q^ r désignent les composantes de la rotation instantanée sur les axes d'inertie du point O, et y, y', y" les cosinus directeurs de ces axes avec la verticale; A, B, C sont les moments d^inertie, (•^oî^Oî ^o) représentent les coordonnées du centre de gravité par rapport aux axes d'inertie et M^ est le poids du corps. Nous avons là six équations différentiel les du premier ordre en />, <jr, r, v, y', y. On a d'abord l'intégrale première
y' -h y'"*- y'* = const.
Dans le problème qui nous occupe, la constante doit être prise égale à un\ écrivons donc
Une seconde intégrale première est fournie par le théorème
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des forces vives et s'écrit
h étant une constante arbitraire. Des deux équations précédentes, il résulte de suite que, pour des conditions initiales données (évidemment réelles), les valeurs absolues
Ipl. I9l. l*-!. lïl. Iy'I. W\
restent moindres qu'un nombre fixe. Nous pouvons donc appliquer ce qui vient d'être dit, et nous arrivons à la conclusion que, pour le système (4), on peut développer /?, q^ r, y, "^ et*/ en séries de polynômes convergentes pour toute valeur du temps t.
12. Un exemple plus général sera fourni par un tjpe d'équations dont M. Volterra (*) a montré l'intérêt dans certains problèmes de Dynamique. Ce sont les équations
r— n kz=m
^'=2 ^<''^P'^P'^ (1 = 1,2, ...,n), OÙ les constantes a satisfont aux conditions
On a alors l'intégrale première
/?} -+-/>!-*-... -h />2 = const.
Il en résulte que les p restent moindres qu'un nombre fixe. Par suite, on aura encore des développements des intégrales en séries de polynômes, valables pour toute valeur du temps.
13. Dans les exemples des deux paragraphes précédents, les seconds membres étaient des polynômes. Notre remarque peut s'appliquer encore dans d'autres cas. Soient, plus générale*
( * ) VoLTXRRA, Sopra una cUuse di equalioni dinamiche ( AUi deUa R, Accademia di Torino, 1898).
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ment, les équations
les F étant des fonctions définies pour toutes valeurs des x. Supposons que Ton ait pu démontrer que, pour un système d'intégrales déterminé par certaines conditions initiales, les valeurs absolues des F restent toujours moindres qu'un nombre fixe, quand à la place des x on met les fonctions de t correspondant à ce système. Admettons de plus que,
çi) Si) •••> \p
désignant ce système d'intégrales, on puisse déterminer une quantité fixe (c'est-à-dire indépendante de t) 6, telle que les fonctions des x
P/(^i,a7i, ...,a?j,) (« = i,a, ...,/?) restent moindres qu'un nombre fixe M, quand
Ç/— 6 <xi<\i-^b (t = 1,2, ...,/?),
et satisfassent à la condition de Lipschitz*
On sera assuré, dans ces conditions, que le sj^stème d'intégrales envisagé est défini autour de toute valeur de t dans un champ fixe
de longueur -jrr' et par suite, en allant de proche en proche, le
système d'intégrales est défini pour toute valeur de t,
La remarque générale faite plus haut sur la méthode de Cauchy- Lipschitz, appliquée dans l'intervalle (o, ^) partagé en n parties égales, nous donne le sj^stème d'intégrales prenant, pour ^ = o, les valeurs j:®, xJ, .. ., a?®, sous la forme de séries convergentes pour toute valeur de t\ ces développements seront uniformément convergents dans tout champ fini de la variable t.
Comme application, considérons p points se repoussant deux à deux en raison inverse de la [x**™* puissance de la dislance ([J«.>' i); ce problème a été examiné, à un autre point de vue, par M. Vollerra . En désignant par mi la masse du point M^, nous avons les équations
"sr^"^'' -éû^-flà — -?^^ — (t = 1,2,. ..,/,),
en désignant par r/^A '& distance des points Mj et Ma, et /étant
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un coefficient positif, avec des équations analogues pour les y et les z. Or le théorème des forces vives donne
- ^ rni{x'i^^Y'i'^->rz'i'^)-\ ^ — y y ^^mT." = C (G étant une constante).
Il résulte de là que, pour des conditions initiales données et, par suite, pour une valeur de la constante C, les \x'^ |, les | i*^- | et les I z'( I restent inférieurs à un nombre fixe, et les r^,* supérieurs à un nombre fixe. Toutes les conditions, postulées ci-dessus, sont vérifiées; car, les points M/etMyi restantàune distance supérieure à un nombre fixe, on peut trouver un nombre fixe b répondant à la seconde condition. Les seconds membres des équations resteront donc moindres qu'un nombre fixe M. Donc, les équations diffé^ rentielles du problème de p points se repoussant en raison inverse de la [x**"**' puissance de la distance (u > i) s'intègrent par des séries convergentes pour toute valeur de t.
III. - Démonstration de l'existence de l'intégrale par une méthode d'approximations successives.
14. Indiquons une autre méthode pour établir Pexislence des intégrales des équations dîfi'érentiellcs ordinaires (*). Nous envisageons, comme plus haut, en changeant seulement un peu les notations, le système des n équations du premier ordre
du
dw . . .
dx
Les fonctions / sont des fonctions continues réelles des quantités réelles ar, m, t», . . ., cv dans le voisinage de x^^ u^^ v^^ . . ., ppo-
(*) J'ai indiqué pour la première fois ces considérations dans mon Mémoire du Journal de Mathématiques (1890). — Voir aussi E. Lindklôff, Comptes rendus, 26 février 189^, et Bbndixon, Académie de Stockholm, novembre 1898.
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£lles sont définies quand x^ u^ c, . .., w restent respectivement compris dans les intervalles
a et 6 étant deux constantes positives.
De plus, on suppose que l'on puisse déterminer n quantités positives A, B, ..., L, telles que
< A I w'— M I -hB I v'— p I H-. . .4- L I iv'— w I,
X ainsi que les 2/, p, ..., (v restant dans les intervalles indiqués. On voit que ces hypothèses sont celles que nous avons faites en étudiant la démonstration de Cauchjr.
15. Ceci |)Osé, nous allons procéder par approximations successives.
Considérons d'abord le système
dui dwy ^ .
nous en tirons, par quadratures, les fonctions u^^ p^, ..., w^, en les déterminant de manière qu'elles prennent pour x^ les valeurs Wo, i'o? • • î «'o' On forme ensuite les équations
-^ = Ai^.fh.Vu .••,«'l), -..1 -^ =/n(^,Ui,Vi, ...^W^i),
et l'on détermine i/2> ^i^ •• •> <^2 parla condition qu'elles prennent i respectivement pour Xq les valeurs Mqj ^o? • • •? <^o- On continue
ainsi indéfiniment. Les fonctions Um^t, <^m-o •••} ^"^m^s seront liées aux suivantes Um, i^ni-, ..., Wm par les relations
dw
dx
= fn(j^i '*/«-! j t^ //»-!, . • . , «'„i_t),
el, pour a: = Xo, on a
"/n=Wo, t'^„=(»Oï ...7 «',„=tVo.
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Nous allons établir que, m augmentant indéfiniment, Um^ Vmt — 9 Wm tendent vers des limites qui représentent les intégrales cherchées, pourvu que x reste suffisamment voisin de x^.
Soit M la valeur absolue maxîma des fonctions /, quand les variables dont elles dépendent restent dans les limites indiquées. Désignons par p une quantité au plus égale ka : s\ x reste dans l'intervalle (iCo — p> ^0+ p)> ^^ ^^^^
|«i — i««|<Mp, ..., |iVi--tva|<Mp.
Par suite, si Mp<;6, les quantités e/|, i^i, ..., pP| resteront dans les limites voulues^ et il est évident qu'alors il en sera de même pour tous les autres systèmes de valeurs a, v^ ..., w. Désignant par S une quantité au plus égale à p, nous allons supposer que x reste dans l'intervalle {xq — 8, iCo-f- S).
En posant
on peut écrire (5) [ } (m = a, ...,«).
Or on a tout d'abord
|mi— Mo |<M| 37 — 370 I, ..., Kl— Wo|< M|ar — a7o|, comme le montrent les relations
rf(M, — Mo) ^, .
gj =A(^,Wo, ..mW^o),
5J = /»(^ï Mo, ... , Wo),
Il en résultera, d'après les équations (5), pour m = 2, |wt— WiK / 1^ — i^o|M(A^-B-^-...-^L)rfa^
et cette limite convient aussi pour \ç2 — ^i\j • • • j | ^^2 — Wi I .
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Les équations (5), pour m = 3, donnent alors £n continuant ainsi, on a d'une manière générale
) I Un-Un^i |< M(A H- B H-. . .-H L)»-' ' ^ "^ ^ J »
Or la série de terme général
est convergente. Par suile, la série
sera uniformément convergente dans l'intervalle
8 étant la plus petite des deux quantités
et l'on a des résultats analogues pour les lettres (^, . . ., (f^. On a d'ailleurs
el puisque les a^, Vn^ .., vvn convergent uniformément vers leurs limites
on peut passer à la limite, et l'on a
it= / /,(a:, w, P, ...,«')c£r-^
On arrive donc enfin à l'équation du
Uq.
dx
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et de même pour les autres équations. Les fonctions w, r, . . , sv sont donc les intégrales cherchées ; elles sont définies dans V intervalle (7).
16. En modifiant un peu les raisonnements précédents, M. E. Lindelr!ff(*) a montré qu'on pouvait avoir, dans certains cas, une [imite plus étendue comme domaine assuré pour IMntégrale.
En effet, l'intervalle convenable autour de Xo, dans lequel doit rester la variable x^ se trouve uniquement assujetti à la condition que les valeurs des u, i^, . . . , sv^ déduites des approximations successives, soient comprises respectivement dans les intervalles
Or, en reprenant les calculs qui nous ont conduit à l'intégrale (6) du paragraphe précédent, on voit immédiatement que, dans ces calculs, M peut être remplacé par M©, en désignant par Mo la plus grande valeur absolue des fonctions de x
quand x reste dans l'intervalle {x^ — a,jCo-+-a). Écrivons donc
I Un- Un-r I < IVlo( A ^. B -^. . . + L)«-i l^~^^°J"- On en déduit l'inégalité
en posant
I M/i — WO I < Mo ] 37 — OTo I -H Mo K
K^ A-4- B4-... +-L, ce que Ton peut encore écrire
Si donc
( • ) E. LiNDELciFP, Sur Inapplication des méthodes d'approximations successives à l'étude des intégrales réelles des équations différentielles ordinaires {Journal de Afal/iématiques, 1894).
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l^-^o|<^log(l4-|^)
Un sera compris dans l'intervalle (mq — 6, Wo-+-è), et il en sera de même pour v„^ . .., w^. Par suite, le système des intégrales /^, r, . . -, w 5era certainement défini dans l'intervalle
e/i désignant par 8' la plus petite des deux quantités
Nous avons ici un intervalle distinct de celui de tout à Pheure, qui était
8 désignant la plus petite des deux quantités
b a et ^.
Il est clair que, dans certains cas, o' peut être supérieur à ô. Par suite, dans l'hypothèse, qui peut être réalisée, où l'on a
la limite 8' est intéressante, et Ton a avec elle un champ plus grand qu'avec la limite 8 trouvée plus haut.
17. Arrêtons-nous un moment sur un cas particulier, où la méthode d'approximations successives qui précède sera d'un emploi très simple. Admettons que les fonctions / soient finies et bien déterminées, quand x reste dans un certain intervalle I, et quand j^i, y^^ ...^ yn varient entre — oo et H-oo. De plus, les dépistées partielles du premier ordre, dont nous admettons maintenant Vexistence,
-J^ (i, A =1,2, ...,n), restent, je le suppose, toujours moindres en valeur absolue
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qu'un nombre fixe N, quand x reste dans I, et quand les y varient entre — c» c^ H- c».
Dans la détermination de Fintervalle dans lequel doit rester x^ nous n'avons pas ici à considérer la seconde expression (soit 8, soit 8'). En eflet, celle-ci s'est introduite dans la méthode des approximations successives, par la nécessité que les y ne sortent pas du champ dans lequel les fonctions /sont déHnies; or, ici ce champ est illimité. D'autre part, les nombres désignés plus haut par Â, ..., L sont actuellement tous moindres que N, quels que soient les^. Par suite, tout système d^intégrales^ prenant, pour la valeur Xq de V intervalle 1, des valeurs finies quelconques y^t yh • • -î y»» reste certainement fini et bien déterminé dans tout l'intervalle I.
Pour citer un exemple, prenons l'équation du second ordre
^ = V{x)y -f. Q(x) sinj. -f- K{x),
où P, Q, R sont des fonctions continues de J7 dans un intervalle I; on peut affirmer que toutes les intégrales de cette équation sont déterminées et restent finies dans I. L'équation précédente est en effet équivalente au système
^ = y, ^' = ^{x)y H- Q(ar) sin^ ^- R(a7), qui rentre évidemment dans les conditions ci-dessus.
IV. — Cas où les équations sont analytiques; sur le calcul des limites de Cauchy.
18. Les méthodes développées jusqu'ici ne font que des hypo-thèses très générales sur la nature des fonctions / supposées réelles. En supposant que ces fonctions sont des fonctions analytiques des lettres dont elles dépendent, Cauchy a indiqué un type de démonstration dont nous allons maintenant nous occuper. L'illustre géomètre a donné le nom de Calcul des limites au principe fondamental de comparaison qui joue le rôle essentiel dans cette méthode. Le nom n*est pas bien heureux, mais l'idée est réellement féconde : elle peut être appliquée, et de la manière
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la pins variée, à d'autres questions qu'à celle qui nous occupe actuellement (*).
Brîot et Bouquet et M. Méray en France ont simplifié notablement les démonstrations de Cauchy fondées sur le Calcul des limites, et, en Allemagne, M. Weierstrass a fait usage aussi des mêmes principes d'une manière un peu différente.
19. Nous allons suivre Briot et Bouquet dans l'exposition de la démonstration (*). Prenons d'abord une seule équation
La fonction f{x^ y) est supposée holomorphe dans le voisinage de Xo et ^0. On peut supposer évidemment, en faisant un changement de variable, que Xo = yQ= o. La fonction /"(a?, y) sera donc holomorphe par rapport à x et à ^ quand xeiy seront respectivement à l'intérieur des cercles C et C décrits des points x = o et ^ = o comme centres avec les rayons a et 6, et on la suppose contioue sur les circonférences elles-mêmes. Nous appellerons M le module maximum de la fonction y dans ce domaine.
Si Péquation (5) admet une intégrale holomorphe dans le voisinage de 2? = o et s'annulant pour cette valeur de la variable, elle sera unique et Ton pourra obtenir, au moyen de l'équation
différentielle elle-même, les valeurs des dérivées successives ^>
-j~> • • • pour a? == o. Il suffit de différentier l'équation (5), d'abord
une fois, pour avoir ^-!^« et de substituer dans le second membre
07 = 0, ^' = o; en différentiant une nouvelle fois, on aura^-^ et ainsi de suite. Nous pourrons donc former le développement
( * ) Dans les Œuvres complètes de Cauchy, i^ série, l. VII, on trouvera un grand nombre d'articles des Comptes rendus se rapportant au Calcul des limites.
(») Briot et Bouquet, Journal de V École Polytechnique, t. XXI et Traite des fonctions elliptiques, p. 325.
348 CHAPITKE 11.
Le poinl essentiel, dans la démonstration, consiste à faire voir que le développement ainsi obtenu converge si x a un module suffisamment petit. Ce point une fois établi, il est bien clair que la fonction^ ainsi définie satisfait à Péquation dilTérentielle, puisque les deux fonctions de x
-^ el fix.y)
ont, d'apr^*s la manière même dont y a été obtenu, la même valeur pour X = o ainsi que leurs dérivées de tout ordre; elles coïncident donc, c^est-à-dire que l'équation (8) est vérifiée.
C'est en comparant l'équation proposée à une autre que nous allons pouvoir établir la convergence de la série (9), et Tidéa d'une lelle comparaison forme ce qu'il y a de réellement intéressant et fécond dans ce que Caucliv appelait le Calcul des limites.
Rappelons que, élanl donnée la ronction/( x, j'), on peut trouver une fonction V(x^y) holomorphe dans les mêmes cercles C et F et dont les dérivées partielles, toutes positives pour j; = j^ = o, sont telles que
c'est ce que nous avons vu (Chap. IX, p. sSp); entre autres déterminations de F, nous avons indiqué
Ceci posé, considérons Téqnation difierentielle auxiliaire
admettons qu'il existe une intégrale Y de celte équation, holomorphe dans le voisinage de j; = o, et s'annulant pour a: = o. On aura, pour Y, le développement
(10) Y = ( -7- ) ^ H ( -r— ] a->-h...= A,rrH- AjT'-t-
Les coefiicieiils des puissances dex dans ce développement sont
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positifs, el, d'après les inégalités (a), on aura visiblement
Le développement (9) sera donc certainement convergent dans le champ où converge le développement (10). Or il est facile de démontrer directement l'existence de la fonction Y. Écrivons Féquation
(Pi M
sous la forme
\ b ) dx "" X
Si la fonction Y existe, les deux membres sont respectivement les dérivées de
V_l- et -M«log(,-r).
Nous prendrons la détermination du logarithme s'annulant pour x= Oj détermination holomorphe dans le cercle de rayon a. Comme Y s'annule pour a; = o, on devra avoir
Y-L;^_Malog(.-î)
et, par conséquent,
v-'-V-^'oH-î)'
en donnant au radical la détermination -f- i pour or = o.
La fonction Y, ainsi définie, satisfait à l'équation ^ = ¥{Xy Y);
elle s'annule pour j: = o, et elle est holomorphe à l'intérieur d'un cercle ayant l'origine pour centre, et un rayon p annulant la quantité placée sous le radical, c'est-à-dire donné par l'équation
2 Ma
ce qui donne
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Nous sommes donc assuré que le développement (lo) converge à l'intérieur du cercle de rayon p ; il en est donc de même du développement (9), et, par suite, nous pouvons affirmer que V équation (8) admet une intégrale holomorphe dans le cercle de rayon p ayant V origine pour centre^ et s' annulant pour x = o. Cette intégrale holomorphe est unique.
On remarquera qu'à l'intérieur du cercle de. rayon p on a certainement
on a donc, par conséquent,
à l'intérieur du même cercle.
20. L'analyse précédente s'étend sans modification au cas de n équations
-^ =M^,yuXi, ...,r«)-
On suppose que les /sont holomorphes par rapporta x et auxj^ dans les cercles de rayon a et 6 décrits respectivement à l'origine comme centre dans le plan des x et des^. Si, de plus, M désigne encore le module maximum des fy on comparera ce système au suivant
■Sx =:rfF=-"=-^ = ^(^'^"^ •^'•^'
en posant
F(x,Yi,Y., ...,Y„;= ^
Les Y s'annulant tous pour x=^o sont identiques, et Ton n*a à considérer que l'unique équation
dx l x\( Y\«
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Le rayon p du cercle, dans lequel la convergence des développements est assurée, sera ici
On le voit en raisonnant comme plus haut.
V. — Extension de la méthode des approximations successiTOs et de la méthode de Cauchy-Lipschitz an cas des Tariables complexes. Sur l'étoile correspondant à certaines équations différentieUes (0-
21. La méthode des approximations successives est susceptible de s^étendre au cas des équations analytiques et elle va nous donner un champ assuré de convergence, plus grand que celui qui vient d'être fourni par le calcul des limites. Il n'y a presque rien en effet à changer à l'analyse du paragraphe 14. Bornons-nous, pour simplifier l'écriture, à une seule équation
lc{f(x,y) est holomorphe par rapport aux deux variables complexes X et y^ quand x reste dans son plan à l'intérieur d'une circonférence G ayant Xq pour centre et le rayon a (et sur cette circonférence même) et que ^ reste dans son plan à l'intérieur d'une circonférence G ayant^o pour centre et le rayon 6 (et aussi sur cette circonférence). Désignons par k le maximum du module de
dans les cercles G et G'. En désignant par y^ et y^ deux valeurs quelconques de y à l'intérieur de G', on a
en appliquant le théorème des accroissements finis, tel qu'il a été
(*) J'ai dé?eloppé les considérations qui suivent dans le Bulletin des Sciences mathématique», i888, et dans les Comptes rendus {26 février 1894). Voir aussi ma Note déjà citée {Comptes rendus^ 5 juin 1899).
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étendu par M. Darboux aux fonctions d'une variable complexe (t. 1, p. 48). De l'égalité précédente ou conclut
Désignons encore par M le module maximum à^ f{x^ y) dans et sur C et C.
Toutes les déductions du paragraphe 14 sont alors applicables au cas qui nous occupe. En considérant, comme précédemment, les équations successives
nous obtenons la série
Le lerme général de cette série est une fonction holomorphe dans le cercle F de rayon 8, en désignant par 8 la plus petite des
deux quantités
b ^ et x»>
et, en raisonnant comme plus haut, on a à l'intérieur de ce cercle
\yn-yn^,\< ^^ ^
Dans ces conditions, la série S, dont chaque lerme est holomorphe dans le cercle F, représentera une fonction holomorphe dans ce cercle, comme il résulte d'une remarque générale faite précédemment (p. i58).
L'équation proposée
admet donc une intégrale prenant pour x = Xq la valeur y^^ et holomorphe dans le cercle dont le rayon est la plus petite des deux quantités
et — • M
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11 est bien aîsé de voir que ce nouveau rayon de convergence assurée, pour la série de Taylor représentant l'intégrale holomorphe, sera supérieur à l'expression
que nous a donnée le calcul des limites. La chose est évidente, si c'est a la plus petite des expressions a ei ■^' Dans le cas où ce serait rr» nous avons à vérifier l'inégalité
jvr
ce qui revient à voir que, pour a? positif, on a
inégalité manifestement vérifiée.
22. La méthode de Cauchy-Lipschitz est susceptible aussi de s'étendre aux équations analytiques et aux fonctions de variables complexes. L'analyse du paragraphe 3 s'étend, sans modifications sensibles, en substituant seulement aux valeurs absolues les modules. Il est inutile de reprendre les calculs. La conclusion est la suivante : Considérons, dans le plan de la variable x, le cercle F ayant pour centre x^ et un rayon égal à la plus petite
des deux quantités
h a et ^.
Soit un rayon parlant du point x^ ; on peut, en cheminant sur ce rayon, former les équations successives aux différences, et, sur ce rayon, on obtient une intégrale de l'équation
prenant pour a?o la valeur y^. Pour chaque point x à l'intérieur de r, nous déterminons ainsi une valeur pour y^ relative en quelque sorte au chemin rectiligne XqX, La succession des valeurs ainsi trouvées pour y coïncide- t-e lie avec la fonction holomorphe trouvée au paragraphe précédent? C'est ce que
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nous allons facilement établir. En effet, sur un rayon déterminé, l'analyse du n® 6 relative à Vunicité de la solution est encore applicable; l'équation différentielle
sur un rayon déterminé, a donc une seule intégrale prenant pour j: = ^0 la valeur jKo» H en résulte bien que la méthode de Cauchy- Lipschitz nous donne la même intégrale que la méthode des approximations successives.
23. La remarque fondamentale du paragraphe 8 est aussi applicable au cas actuel. Sur une droite déterminée partant d'un point Xq^ la méthode de C a uchy- Lipschitz est applicable à l'intégrale prenant en Xq la valeur yQ tant que cette intégrale ne cesse pas d'être holomorphe.
Prenons, en particulier, les équations considérées au paragraphe 10
dxi _, \ / • \
-^ = X/(a:i,Xj, ...,a-,,) (e = i, «2, . . ., /?),
où les X sont des polynômes en x.
Envisageons le système d'intégrales prenant pour t = to les valeurs x^^J xl, . . . , Xp, En joignant le point to au point variable t, et partageant l'intervalle t^t en n parties égales, on arrivera, comme plus haut, à représenter les intégrales x par des séries dont les termes sont des polynômes en t (et aussi en icj, xj, . . . , Xp),
Quelle sera la région de convergence de ces séries? Elles convergeront, tant que les intégrales envisagées resteront holomorphes sur le rayon allant de to en /. Elles seront donc convergentes dans le domaine que M, Mittag-Lejfler appelle une étoile, et dont nous avons déjà parlé (p. i63). On voit que, dans le cas des équations différentielles de la forme précédente, les développements de M. Mittag-Leffler se déduisent tout naturellement du procédé élémentaire et classique de Gauchy pour démontrer Texistence des intégrales.
24. On pourra souvent obtenir de cette manière des développements de fonctions en séries de polynômes. Prenons comme
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exemple la fonction
Elle satisraitjà l'équalion diUerentielle
dx -^
Donc, d'après ce qui précède, la fonction précédente /?ea/ être développée en une série dis polynômes
Pi(^)-+-Pî(^)-H...H-P/.(ar)-h...,
uniformément convergente à Vintérieur de rétoile relative à cette fonction.
Or l'étoile relative à la fonction
est manifestement le plan tout entier à l'exception de la coupure (+1, -i-oo) sur l'axe des quantités réelles. Nous avon» donc un développement uniformément convergent dans toute aire finie, n'ayant aucun point commun avec la coupure précédente. Ainsi se trouve établi le résultat sur lequel nous nous sommes appuyé (p. i63) pour démontrer le théorème relatif à l'étoile de M. Mitlag-Leffler (').
VI. — Détermination unique d'un système d'intégrales par les valeurs initiales,
2o. Reprenons le système de n équations
■^ =fi{^^yuyt. "",yn),
-^ =Mx,yuyi, ''',yn).
( *) Beaucoup d'autres méthodes ont été proposées pour obtenir le développement de dans son étoile; une des plus élémentaires est celle de M. Goursal
{Bulletin des Sciences mathématiques, 1908).
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Nous avons vu que, si les f étaient holoniorphes dans le voisinage de J7oî y\^ y\ ^rtj il y avait un système unique d'intégrales holomorphes dans le voisinage de a:© et prenant pour cette valeur les valeurs respectives y\^ y\^ . . . , jkS*
Existe-t'il un autre système d'intégrales non holomorphes prenant les mêmes valeurs pour x ^m x^f Par un tel système nous entendons un système d'inlégrales y^^y^y ,, .^ y„ jouissant de la propriété suivante :
On imagine qu'autour de a:©, J'J, . . ., j^J on décrive des cercles de rayons très petits, et Ton suppose que, x restant à l'intérieur du premier en suivant un arc de courbe C aboutissant au point x^^ les valeurs correspondantes des y restent respectivement à Tintérieur des autres cercles; de plus, quand x restant sur C tend vers 5?0î les y tendent respectivement vers les y^ . Ayant ainsi bien défini ce que nous entendons par intégrales prenant des valeurs données pour x = Xq» nous pouvons chercher à établir que le système d'intégrales holomorphes est le seul jouissant de la propriété précédente.
Dans le Mémoire que nous avons déjà cité, Briot et Bouquet établissent ce théorème en se bornant d'ailleurs au cas de n = i . De plus, et c'est le point sur lequel je veux insister, leur démonstration suppose implicitement que x tend vers Xq en suii^ant un arc de longueur finie. Si l'on admet cette restriction, la démonstration pour le cas de n quelconque peut se faire en suivant la marche indiquée dans le cas où x est réel (§ 6). En effet, toutes les considérations développées dans la première Section de ce Chapitre peuvent être étendues au cas où l'on admet que x reste sur un dite fini aboutissant en x^. Nous nous placerons maintenant à un point de vue différent sans faire aucune hypothèse restrictive dans la démonstration ; nous parviendrons au théorème cherché en nous appuyant sur le théorème fondamental relatif à l'existence des intégrales dans la théorie des équations aux dérivées partielles (*).
(*) J'ai donné plusieurs fois dans mon Cours la démonstration qui suit, et je Tai publiée pour la première fois dans la première édition de cet Oavrage, en i8g3.
26. Soit d'abord Téquation unique Nous considérons l'équation aux dérivées parlielles
Il j a uae infinité de fonctions F (j:,^) des deux variables indépendantes X et y, vérifiant cette équation. Si, comme nous le supposons, /{x, y) est holomorphe dans le voisinage de Xq^ jv'o) nous établirons dans un moment qu'on peut trouver une fonction F(ar,j/') holomorphe dans le voisinage de (xo^yo), satisfaisante cetle équation et se réduisant pour x = Xo k une fonction arbitraire, donnée à l'avance, <f{y), holomorphe autour de j^o» Nous admettons ce théorème fondamental qui sera démontré dans la Section suivante.
Ceci dit, soit F(x^y) une telle intégrale; nous supposerons
seulement, comme il est possible, que F s'annule, tandis que -r-
ne s'annule pas, pour x = Xq, y =yQ [il suffit de prendre 'f{y) telle que cp(^o) = o et f'{yo)^o]. Si l'on substitue dans F(x, y), a la place de y^ une intégrale quelconque de l'équation (E), on aura
C étant une constante indépendante de x; on a, eii effet,
àV dF dy dF dF ^,
dx dy dx ôx dy -^ ^ ^ -^ ^
Si maintenant nous revenons à une intégrale^, définie comme au paragraphe précédent, et prenant pour o^o la valeur ^oj on devra
nécessairement avoir
puisque F(:ro,^o) = o. Toute intégrale y satisfera donc à l'équation précédente. Or, si nous nous reportons au théorème de Weierstrass (Chap. IX, §8), nous savons que l'on peut écrire,
puisque (5^)„^o,
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'^{x,j')ne s'annulant pas dans le voisinage de (j^o? J'o) et P{x) étant holomorphe. L'intégrale j^^, que nous éludions, vérifie donc la relation
Elle coïncide açec F intégrale holomorphe (*).
27. La démonstration s'étend d'elle-même à un système d'équations différenti elles
on devra ici considérer l'équation aux dérivées partielles
dx -^'dy^ -^ àya
Nous admettons, comme nous l'avons fait plus haut, qu'il existe une fonction F des n 4- i variables ^, ^i , J'2) • • m J^/i satisfaisant à cette équation et se réduisant pour x = Xq à une fonction arbitraire donnée à l'avance f(^i,^2j •••7»X«) holomorphe dans le
voisinage de jrî,7Sj ---^ JkJ.
Si, dans une telle fonction F(a7, y^^ y^^ . . ., yn), on remplace ^i,^„ , .,^ yn par un système d'intégrales des équations proposées, on aura
G étant une constante indépendante dex.
Prenons alors n fonctions F, que nous désignerons par F|, F2, . . . , F„ ; elles seront déterminées par les fonctions cpi , cpj, . . . ,
(*) On voit qu'il est utile pour la théorie des équations différentielles de ne pas établir Texislence des fonctions implicites en s^appuyant sur les théorèmes relatifs à Fexistence des intégrales. Ajoutons que la théorie des fonctions implicites peut être présentée très simplement en se servant d'une méthode d'approximations successives, comme l'a fait M. Goursat (Bulletin de la Société mathématique, 1903 ).
GoogI(
THÉORÈMES GÉNÉRAUX SUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 3oC)
^n qui sonl leurs valeurs pour x = Xo. Nous supposons que
TiC^î^rî» ..•,rS) = o (t' = i,2, ...,n), et que le déterminant fonctionnel
ne s'annule pas pour y®, y?^, ..., ^J.
Un système quelconque d'intégrales yt, y^, ..., yn, prenant pour Xo les valeurs respeclives y% yl^ .. ., y^, satisfera aux équations
^i{^,yi,yi, '••,yn) = o,
F/i(^iJ^i, J^t» ...,j^«) = o.
Or, d'après ce que nous avons vu (Chap. IX, § 11), les valeurs des y, satisfaisant à ces équations, restant dans le voisinage de J^i î yîj • • j yli T"3i"<l ^ resle lui-même dans le voisinage de Xo, et prenant pour x-=Xq les valeurs j^J, yl, . . ,, y®, sont des fonctions holomoiphes de x. Nous arrivons donc encore à la conclusion : il n'y a pas d'autre système d'intégrales satisfaisant aux conditions requises que le système holomorphe,
28. J'ai insisté sur l'existence unique du système d'intégrales dans le cas général où les équations ne présentent aucune circonstance singulière; c'est, en effet, une proposition tout à fait fondamentale et la base même de l'emploi des équations différentielles dans toutes les applications. Il semble de plus, à lire certaines phrases d'un Mémoire de M. Fuchs (*), que ce théorème puisse être mis en doute. Je ne puis partager le scepticisme de l'illustre géomètre. Sans doute, on peut faire une critique à la démonstration de Briot et Bouquet qui suppose fini le chemin considéré,
(*) FuGHS, Sitzungsberichte der Berliner Akademie, 1886. On retrouve un écho de l'opinion de M. Fuchs dans un Traité récent. J'ai insisté à nouveau sur cette question importante {Proceedings of the London Mathematical Society , t. XXW). M. Painlevé a donné récemment une seconde démonstration {Bulietin de la Société mathématique, 1900).
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mais la proposition elle-même n'en subsiste pas moins, comme je viens de le montrer, si Ton précise bien Ténoncé. Prenons, en le simplifiant, un exemple cité par M. Fuchs : soit l'équation
dy ^_ y^ dx X
dont l'intégrale générale est visiblement
C étant une constante arbitraire. Soit x^^o'^ lorsque x part du voisinage de Xq et y revient après avoir tourné un très grand nombre de fois autour de l'origine, une intégrale quelconque y a une valeur de plus en plus petite, mais il est bien clair que l'on ne peut pas dire qu'on a là une intégrale s'annulant pour x = x©, au sens que nous avons spécifié au § 25.
VII. — Existence des intégrales des systèmes d'équations linéaires aux dérivées partielles.
29. Nous nous sommes appuyé, dans la Section précédente, sur un théorème relatif à l'existence des intégrales d'une équation linéaire aux dérivées partielles. Nous aurons plusieurs fois encore, dans la théorie des équations différentielles ordinaires, à l'employer; aussi allons-nous établir de suite ce théorème en le prenant sous sa forme la plus générale.
Les propositions relatives à l'existence des intégrales des équations aux dérivées partielles ont été démontrées, pour la première fois, par Cauchy, à l'aide du Calcul des limites (*). On a simplifié, de différentes manières, les démonstrations de Cauchy et nous devons citer, en particulier, M. Darboux, M. Méray el \(mc Kowaleski. Le Mémoire de Téminente analyste sur ce sujet est devenu classique (^); c'est ce travail que nous prendrons pour guide dans l'exposé de la démonstration. Démontrons d'abord un théorème préliminaire.
(*) Œuvres de Cauchy {loc, cit.),
( ' ) Sophie Kowaleski, Journal de C relie, t. 80.
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On considère le système d'équations aux dérivées partielles
dui __ ^ » àui
i,k àut ^ ôui
àx
OÙ les A, B, . .., L représentent des fonctions hoiomorphes des seules lettres «i, Wj? •••»«/» dans le voisinage de wj, mJ, . .., aj,. On se donne d'autre part m fonctions de Xt, X2, . . ., a:^
^iixi,Xij...,Xp), ©j(ari,a?j, .. .,3-;,), .... ?/m(^i,^2, • • .7 ^/>)i
hoiomorphes dans le voisinage de a^J, j^J, . .., a:^ et se réduisant respectivement à m®, mJ, ..., wj,, pour ces valeurs des variables
Ceci posé, nous allons établir qu'o/î yoew/ trouver m fonctions Uij U2, ' ..^ Um des p -4- I variables indépendantes x, x^ , x^y . . . , :rj, satisfaisant au système (E) e^ se réduisant respectivement pour x = x^ k Ç)|,<p2, ..., ?/«.
Nous faisons d'abord la remarque évidente qu'on peut supposer nulles les constantes initiales u^x^^x^. Si les fonctions satisfaisant aux conditions de l'énoncé existent, on pourra, à l'aide des équations (E), effectuer leurs développements suivant les puissances de x. On aura, en eflFet, les valeurs de toutes les dérivées partielles des u pour j:- = j:, =. . .= :f^= o. Cela est évident pour les dérivées où x nr figure pas, puisque les valeurs des u sont données pour x = o. Quant aux autres dérivées partielles, on les aura de proche en proche; ainsi les dérivées, où la dérivation est faite une fois seulement par rapport à a?, seront données par les équations (E) différentiées un nombre quelconque de fois par rapport à ^1, ^2? • • '^* Xp. On dérivera ensuite les équations (E) par rapport à x^ et, en s'appuyant sur le calcul des dérivées précédentes, on aura les dérivées partielles où la dérivation est faite deux fois par rapport à x^ et ainsi de suite.
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On aura donc les dëveloppemenls
M,= Pj-^P';a:-f-...-+-P;,jr/«4-...,
où les P sonl des fonctions connues hoiomorphes de oti, X2, • •-? a:p. Si CCS développements sont convergents, ils satisferont au système (E); cela résulte de la manière même dont ils ont été obtenus.
Le point capital de la démonstration est la convergence des séries, précédentes dans un certain domaine autour des valeurs initiales. On reconnaît, dans tout ce que nous venons de faire, l'analogie la plus complète avec ce que nous avons fait dans le cas d'une équation différentielle ordinaire. La démonstration de la convergence va encore résulter d'une comparaison avec un système convenable; c'est toujours l'idée fondamentale du Calcul des limites de Gauchy.
Soit M le module maximum des A, B, ..., L, quand les u restent dans leurs plans respectifs, à l'intérieur d'un cercle de rayon r.
D'après ce que nous avons vu (Chap. IX, p. 260), la fonction
Ml -4- Mj -4- .
peut être prise pour fonction de comparaison, c'est-à-dire qu'une dérivée partielle quelconque de F pour «,= ^2 = - • •== Wot= o est positive et supérieure au module de la dérivée correspondante des fonctions A, B, ... L.
Nous allons comparer le système (E) au système
^ ^ âx dx dx \}x-\-\}t-\-..,-^\}„,2ddXk'
Soit, d'autre part, N le module maximum des fonctions cp(:ri, .^2, . ,., a:^) (qui s'annulent pour ^1 = ^:2=. . .= ar^= o) quand 1^ x restent respeclivement à l'inténnir d'un cercle de rayon p. Aux fonctions ^ nous allons substituer, comme valeurs initiales des U dans (E'), la fonction de comparaison
arj -t- arj -+-... -h Xp
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D'aprèà les propriétés des dérivées des fonctions de comparaison, il est bien clair qu'en développant les U en séries à l'aide du système (E'), comme on a développé les u à l'aide du syslème (E), on trouve des coefficienls positifs et supérieurs au module du coefficient correspondant dans U. Il suffit donc de démontrer la convergence des séries tirées du système (E'). Or les U, ayant même valeur ^ pour j? = o, seront identiques, et le système ('E') se réduit à l'unique équation
d\} Um /dU d\}
dx m
u \ dxi dXi ' ' ' dXp )
Puisque ^ ne dépend que de jti -|-a:2-f-. . .4-^/?, nous pouvons présumer que U ne dépendra que de cette somme. Regardons donc U comme fonction de x et de
Z ^= Xx-r- Xi-\- , . ,-V- Xp\
l'équation précédente devient alors
d\} __ Mmp d\]
(lO)
àx mil dz
et nous avons à considérer l'intégrale U de celte équation qui, pour a: = o, se réduit à
P Or Téquation (lo) exprime que les deux expressions
U et fi jz-^Mmpx
sont fonctions l'une de l'autre. On doit donc avoir
( I— ^^ )s -h Mmpx = ^{{]).
Comment doit-on déterminer la fonction arbitraire J/? Nous
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voulons que, pour x = o,
on aura donc
H^.) = (-Tf^)
ou
si Ton pose
La fonction ij{t) est donc complètement déterminée, et la relation donnant U sera nécessairement de la forme
C'est une équation du second degré en U : pour j: = ^ = o, elle a une racine nulle et une autre égale à — • La seule qui nous intéresse est la racine nulle : elle est holomorphe dans le voisinage dea: = s=o; c^est donc aussi une fonction holomorphe de x, jjj, a?2, ,.., Xp dans le voisinage de
j* = 371 = . . . = Xp = O.
Le système (E') ajant une intégrale holomorphe, il en sera de même, d'après ce qui a été expliqué, pour le système (E) qui admet dès lors un système d'intégrales satisfaisant aux conditions requises.
30. Du théorème précédent, nous pouvons conclure un théorème plus général, en supposant dans le système (E) que les A, B, ..., L ne dépendent pas seulement des u, mais aussi de :r, X|, X2j . .., Xp. Le théorème qui vient d'être établi subsiste dans ces nouvelles conditions.
Pour l'établir, nous considérerons le système des m+p-\- i
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é'qtialions
àUm V^ I / , _/ , ^àUi
dxr- ''
dXp dx
Ce système est de la forme de celui qui a été étudié au paragraphe précédent. On peut se donner pour ;r = o les valeurs initiales de f£|, 1/27 • ' "I Um qui seront les fonctions ^, et aussi les valeurs de jc'j x\^ ..., x'p pour a: = o; pour ces dernières valeurs, nous prendrons
x'=o, t\ = Xx, ..., jr^p=iXp.
Les p + I dernières équations montrent que Ton doit avoir alors a? = ar, x^ = a?!, • • • 7 ^p = 3?^,
et, par suite, nous avons démontré r existence des intégrales du système
— =^A/,A(a,, .,,,Um,X,Xx, •••î^/^)^^»
prenant pour x = o les valeurs <pi, ©a? • • -, ?/«•
31. Ainsi, en particulier, et c'est le théorème sur lequel nous nous sommes appujé (§ 15), l'équation
du ., , du
[où l*on suppose /(a:, y) hoIomorpUe dans le voisinage de ^o»^o] admettra une inlégraie u holomorphe dans le voisinage de x =ûCoj y=yQ se réduisant, pour x = Xq^ à une fonction donnée <p(j') holomorphe dans le voisinage de y = Vo- Pareillement, Téqualion
au j. , .du ^ , .du
admettra une intégrale u se réduisant, pour x = Xq^ à une fonction holomorphe donnée de y^y y^^ ym-
GoogI(
QURLQUES APPLICATIONS DES TUÉORÈMKS GÉNÉRAUX. 867
I. — Cas où le coefficient différentiel devient infini. Théorème de M. Painlevé sur les fonctions définies par une équation du premier ordre.
i. Nous avons vu, dans le Chapitre précédenl, quelle était la nature de l'intégrale de l'équation
devenant égale à yo pour x = x^, quand /{x^ y) est holomorphe dans le voisinage de (^O)^o)- D'autres circonstances pourront se présenter, et nous aurons à les étudier en détail. Considérons seulement en ce moment le cas très simple où /* deviendrait infini pour ^ = ^07 ^=^0) mais de telle manière que son inverse, s'annulant en (^o? J'o)j
fi^.y)
fût holomorphe dans le voisinage de ce système de valeurs de x et y. Que pouvons-nous dire des intégrales de Téquation (i) prenant pour Xq la valeur y^ ?
On ramènera facilement ce cas à celui précédemment étudié, en considérant x comme fonction de y^ Écrivons alors Téquation sous la forme
Le second membre est holomorphe dans le voisinage de (xo, J^©)»
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il s*annule pour x = jjq, y =k y^ ; supposoas d'une manière générale que toutes ses dérivées partielles, jusqu'au rang m exclusivement, s'annulent pour ces valeurs (m est au moins égale à i). D'après le théorème fondamental, il y aura une intégrale de l'équation-(2) prenant pour y=yQ la valeur de Xq'j on aura
(3) 37 — j7o=A,(^-^o)'"-^>-f-A,(7-^o)'»-*-«-+-... (Ai^o).
Il en résulte que y peut se mettre sous la forme d'une série ordonnée suivant les puissances croissantes de
le premier terme du développement contenant l'expression précédente à la première puissance. L*intégrale de l'équation (i), prenant pour Xq la valeur de y©? a donc au point Xq un point critique algébrique, c'est-à-dire un point autour duquel se permutent diverses valeurs de la fonction. Ces valeurs sont ici en nombre m -h 1 .
Dans la suite, nous dirons toujours qu'une fonction y de x n en Xq un point critique algébrique, quand elle prend une valeur déterminée (finie ou infinie), en Xq, et qu'elle a autour de ce point un nombre fini de valeurs distinctes se permutant les unes dans les autres quand x tourne autour de Xq,
Il est évident que l'on obtient ainsi toutes les intégrales de l'équation (i) prenant pour x = Xq la valeur ^0, puisque nous avons démontré précédemment que la seule intégrale de (2) prenant la valeur de Xq^ quand ^ tend d'une, manière quelconque vers yoj est précisément fournie par le développement liolomorplie (3).
2. L'équation difTérentielle (1) définit une fonction analytique, quand on s'est donné les valeurs initiales (xo^yo). En supposant / holoniorphe dans le voisinage de (^0^0)? on aura un premier développement en série qui définira y dans le voisinage de x^. L'extension de la fonction en dehors de cetle première région de convergence se fera en se plaçant au même point de vue que dans la théorie des séries entières (Chap. II, p. 68). Si l'on a tracé un arc déterminé allant de Xq en X, on eflectuera, s'il est possible,
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une succession de développements de proche en proche pour atteindre le point X, mais il est clair que Ton pourra être arrêté si l'on rencontre des systèmes de valeurs de (a?, y) qui soient des systèmes de valeurs singulières pour la fonction f{x^ y).
Sans insister sur ces généralités peu instructives, arrétons-nous sur un cas particulier qui nous conduira à un théorème fort important. Prenons Téquation
y est une fonction rationnelle par rapport à y^ et elle est uniforme par rapport à x quand cette variable reste dans une certaine région R. Ou suppose de plus que pour une valeur fixe, d^ailleurs arbitraire, donnée à y y la fonction / de x puisse avoir dans R soit des pôles, soit des points singuliers essentiels isolés; il est évident que ces derniers ne pourront pas ici varier avec y, puisqu'ils doivent être nécessairement des points singuliers essentiels pour un au moins des coefficients des diverses puissances de y au numérateur et au dénominateur de /. 11 n'en sera pas de même des pôles qui, en général, dépendront de la valeur de y. Désignons par (a) l'ensemble des points singuliers essentiels et des pôles qui ne dépendraient pas de y.
Il arrivera, en général, que la fonction /{x,y) deviendra indéterminée pour un certain nombre de systèmes de valeurs de (a?, y) ; ces systèmes seront les racines communes aux deux équations qu*on obtient en égalant à zéro le numérateur et le dénominateur dey. Soit (^) Tensemble correspondant des valeurs de x dans R.
Enfin, si, dans l'équalion (E), on pose j^ = — » on aura une équation de même forme
où/i est rationnelle en j^^, et il pourra arriver que pour certains systèmes de valeurs (y, o) de (:r,jKi)la fonction^ devienne indéterminée; nous appellerons (y) l'ensemble des valeurs correspondantes de X. Ceci posé, nous allons démontrer qu'^Ai dehors des points (a), (P), (y) l'équation (E) n'a d'autres points singuliers que des pôles ou des points critiques algébriques, P. — II. a4
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Nous supposons que l'on parte d'un point Xo avec la valeur initiale yo, la fonction / étant holomorphe dans le voisinage de (xof yn)> On mène parj^o un arc de courbe C ne passant pas par les points (a), (P), (y). Cherchons à nous rendre compte des valeurs de l'intégrale le long de cet arc. On avancera de proche en proche sur C en employant successivement les développements en série fournis par le ihéorème fondamental, mais il pourra arriver que les rayons de convergence de ces développements tendent vers zéro et qu'on ne puisse dépasser un certain point X de Tare C. Nous devons nous demander quelle sera la nature du point X pour l'intégrale que nous étudions.
Il est, a priori, évident que trois circonstances peuvent seulement se présenter. En premier lii^u, quand x tend vers X en suivant l'arc G, y peut tendre vers une valeur Y telle que
la fonction -^ r sera alors holomorphe dans le voisinage de
(X,Y), puisque X est distinct par hypothèse des points (a), O); le point X est alors un point critique algébrique.
En second lieu, y peut augmenter indéfiniment, la fonction
ayant une valeur (finie ou infinie) parfaitement déterminée pour :r=X, yi=zOy puisque X n'appartient pas aux points (y), il en résulte encore que X sera ou un pôle ou un point critique algébrique.
En troisième lieu, on pourrait faire l'hypothèse que y n'a pas de limite quand x tend vers X; mais nous allons voir que cela est impossible. Marquons, en effet, dans le plan y les différentes racines Y de l'équation (4), Y <, Ya, ..., Ypt, et considérons de plus dans ce plan le point oo. Si ar reste à Tintérieur d'un cercle de rayon très petit p décrit autour de X, les racines jk de l'équation
resteront dans le voisinage de Y|, ..., Y^, Nous pouvons donc
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décrire autour de ces derniers points des courbes très petiles (si p est lui-même très petit) v,, yj, . . ., y^, à rînlérieur desquelles resteront les racines de Téquation précédente. Décrivons ensuite, toujours dans le plan des y^ un cercle F de rayon très grand.
Ceci posé, revenons à inéquation (E); si l'on prend comme valeur initiale de x un point à l'intérieur du cercle de rayon p tracé plus haut, et pour valeur initiale de y un point extérieur aux courbes y el intérieur à F, on aura une intégrale holomorphe dans un certain champ autour de la valeur choisie de x. Quand on fera varier d'une manière continue les valeurs initiales de x et j^, le rayon de ce champ variera d'une manière conlinur, et il aura inaDifeslement un minimum \ différent de zéro quand x ^X. y décriront Tensemble des domaines où ils doivent rester.
Ces préliminaires bien compris, supposons maintenant que notre intégrale y ne tende vers aucune limite quand x se rapproche indéfiniment de X. Il est impossible que y reste constammeii l à l'intérieur d'une courbe y ou à l'exlérieur de F, car, dans ce cas, y aurait pour limite un des Y/ ou l'infini. Il arrivera donc que j', pour certaines valeurs de ^ aussi rapprochées qu'on voudra de X, sera à l'extérieur des courbes y et à l'intérieur de F. Or nous avons dit que, pour des valeurs initiales de J? et jk satisfaisant à ces conditions, le rayon de convergence autour du points; est au moins égal à un nombre fixe X; il y aura donc un moment où le cercle de convergence du développement enveloppera le point X, et celui-ci ne pourra pas être alors un point d'indétermination. La contradiction à laquelle nous arriverons démontre donc bien qu'en dehors des points (a), (^), (y), Véquation n^a d* autres points singuliers que des pôles ou des points critiques dlgébriques,
3. Ce théorème a été démontré par M. Painlevé, et même dans le cas plus général où f serait une fonction uniforme quelconque de y dans le plan de la variable ^ ( ' ).
li s'étend aux équations qui ne seraient pas du premier degré
( • ) p. Painlevk, Sur les lignes singulières des fonctions analytiques {Annales de ta Faculté des Sciences de Toulouse, 1888).
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algébrique en ^ et -j-» n*a, en dehors d'un certain nombre de
points fixes, que l'on peut marquer à l'avance dans le plan, que des pôles et des points critiques algébriques; c'est un point sur lequel nous reviendrons après l'étude des fonctions algébriques.
On peut énoncer le môme résultat sous une forme un peu différente. Si nous appelons singularité supérieure d'une intégrale toute singularité autre que les pôles et les points critiques algébriques, nous pouvons dire que les singularités supérieures des intégrales de l'équation (5) sont fixes, c'est-à-dire ne varient pas a{fec la constante arbitraire figurant dans l'intégrale générale. On le voit bien pour notre équation (4) où les singularités supérieures ne peuvent être autres que les points (a), O), (y)-
Ce théorème a été souvent implicitement admis, mais on se rendra compte qu'une démonstration rigoureuse était d'autant plus nécessaire que des circonstances toutes différentes peuvent se présenter pour les équations d'ordre supérieur au premier. Là les singularités supérieures peuvent dépendre des constantes d'intégration (*). Ainsi, soit
en éliminant Ci et G2 entre y^ -^ et -j^y on aura une équation algébrique
et les singularités essentielles x^^O^ des intégrales dépendent de la constante Cj.
(*) J'ai appelé Tattcntioa sur cette circonstance dans les Comptes rendus (1886-1887) et avec plus de développements dans mon Mémoire Sur la théorie des /onctions algébriques de deux variables (Journal de Mathématiques, 1889).
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II. — Équation de Riccati et équation linéaire du premier ordre* 4. Revenons à notre équation (Ë)
y étant rationnelle en y. Les singularités supérieures, comme nous venons de le voir, sont fixes, mais, en général, les pôles et les points critiques algébriques sont variables d'une intégrale à Fautre. Laissons de côté les pôles, et demandons-nous quelle forme doit avoir Féq nation pour que les points critiques algébriques soient indépendants de la constante d'intégration.
Tout d'abord y devra être un polynôme entier en y; car, si l'on avait
P et Q étant deux polynômes en y, (ju'on peut supposer n'avoir pas de facteur commun quand x est quelconque, il suffirait pour :r = ar«, Xo étant quelconque, de prendre comme valeur initiale de y une racine yQ de l'équation
Q(^o,ro) = o-
L'intégrale de l'équation (E), devenant égale à y^ pour x = Xo^
, dy
aurait en ce point un point critique algébrique, puisque ^ est
infinie pour (:ro,^o)- ^" voit donc que Xq serait un point critique algébrique pour une certaine intégrale, et nous avons pris ^o arbitrairement.
Ainsi / est un polynôme en y. Nous allons voir qu'il ne peut être de degré supérieur à deux. C'est ce que montre de suite
l'équation transformée obtenue en changeant y en «Si le
degré m de / est supérieur à deux, cette équation transformée sera de la forme
dx yT"^ y, étant lin polynôme en yt ne s'annulant pas, (juel que soit jr,
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pour y^ = o. L'intégrale de celle équalion, qui s'annule pour une valeur arbitraire x^ de a?, aura en Xq un point critique algébrique, car nous sommes encore dans le cas du coefficient différentiel devenant infbii.
En définitive, notre équation (E) doit être de la forme
P, Q, R ne dépendant que de x. D'ailhnirs, dans toute région du plan où P, Q, R sont uniformes, les points critiques des intégrales ne peuvent être que les points singuliers (a) (pôles ou points singuliers essentiels) de ces coefficients : ceci résulte du théorème drmontré au paragraphe précédent. L'intégrale j^ a une valeur déterminée (finie ou infinie) en tout point distinct des points (a); tant qu'elle reste finie, elle ne cessera pas d'être holomorphe, et, si elle devient infinie, son inverse restera holomorphe, puisque
l'équation (6) garde la même forme quand on change y en —-
S. Nous avions déjà rencontré l'équation (6), qui est connue sous le nom adéquation de Biccati (i. 1, p. 436). On peut, comme conséquence du fait capital que les points critiques de l'intégrale générale sont fixes, trouver a priori de quelle manière la constante figure dans l'intégrale générale.
Soient deux points Xq et x distincts des points critiques ; joignons-les par un arc de courbe déterminé ne passant pas par les points critiques. Désignons par^o 'a valeur initiale d'nne intégrale en Xq^ et soitj^ la valeur de cett^^ intégrale quand la variable va de Xq à X par le chemin tracé. Quand y^ est donné, la valeur de y s'ensuit; y est donc fonction de^o et c'est la nature de celte fonction que nous cherchons (•).
On voit d'abord que y est une fonction analytique uniforme ^^ yoj car, pour étendre de proche en proche l'intégrale à partir de Xof en suivant l'arc tracé, on partage celui-ci en un nombre
(*) Nous généraliserons plus tard le raisonnement qui va être fait, quand nous étudierons avec M. Fuchs et M. Poincaré les équations algébriques du premier ordre à points critiques fixes.
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suffisamment grand de parties, et l'on a alors une succession de cercles dans lesquels j^ ou — est holomorphe. Les valeurs successives de rintégrale sont donc des fonctions analytiques dej^o ^^ î' en est, par suite, de même pour la valeur finale^. Quelle que soit la valeur finie ou infinie donnée à j^qj y ^"*'* toujours une valeur parfaitement déterminée qui sera également finie ou infinie; ceci suffit pour que nous puissions affirmer que y est une fonction rationnelle de y^. En effet, la fonction uniforme y ne pourra alors ^oir de singularités essentielles; ayant seulement des pôles à distance finie et à l'infini, elle se réduit donc à une fraction rationnelle (Ghap. V, p. 129).
Mais nous pouvons aller plus loin : j^o sera de la même manière une fonction rationnelle de y^ car on peut aller de x en Xq en suivant en sens inverse le chemin tracé, et le même raisonnement s'applique. Il en résulte que ^ sera nécessairement une fonction linéaire de^©» soit
les A, B, C, D sont, bien entendu, à considérer comme des fonctions de j?, fonctions indépendantes de la valeur initiale j^q ^^ ^ î"~ tégrale. Nous pouvons donc dire que la constante arbitraire y^ entre linéairement dans l* intégrale générale.
Il n'est peut-être pas inutile de souligner le point de cette démonstration où nous avons besoin de nous appuyer suree fait que les points critiques de l'intégrale sont fixes, car on pourrait être tenté d'appliquer le même raisonnement à toute équation de la forme (E). Nous ne pourrions pas regarder y comme fonction de j^07 si les points critiques des intégrales étaient mobiles; eu effet, en faisant varier j^o» il arriverait un moment où ces points critiques, variables avec y^^ rencontreraient l'arc tracé de x^ en x^ et, à ce moment alors, y cesserait d'avoir un sens bien défini.
Nous venons de dire que la constante arbitraire, si elle est convenablement choisie, entre linéairement dans l'intégrale générale de l'équation de Riccati. En fait, nous avions déjà obtenu ce résultat par une voie élémentaire, quand nous avons démontré
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(loc. cit.) que le rapport anharmonique de quatre solutions de l'équation précédente est une constante. En désignant par y la solution générale et par ^i, JKaj^s trois fonctions déterminées satisfaisant à Féquation, nous avons
a étant une constante. En résolvant par rapport à y, on a bien pour celle-ci une expression de la forme (7), où, à la place de^©? se trouve la constante arbitraire a.
6. Un cas particulier très simple de Téquation de Riccali est celui de Féquation linéaire du premier ordre
qui correspond à P = o.
On peut remarquer que les intégrales de cette équation ont non seulement leurs points critiques fixes, mais aussi leurs pôles fixes. En effet, un point j^q du plan, qui n'est pas un point singulier de Q ou de R, ne peut être un pôle d'une intégrale; car, si
l'on change ^ en — > l'équation devient
et une intégrale de celte équation s'annulant en j^q <^st identiquement nulle, puisque y^ = o est une solution et que la solution est unique d'après le théorème fondamental.
On peut intégrer par des quadratures l'équation (8). Posons
u étant là nouvelle fonction et {> représentant pour le moment une fonction quelconque de ;r: on aura
dv du ^ ^
UiMf t/LJu
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Or choisissons v de manière que
ce qui donne
en prenant arbitrairement la constante d'intégration. L'équation se réduit alors à
dx ~~
On a donc
etTéqualion linéaire du premier ordre est intégrée.
A Féquation (8) se rattache une classe un peu plus générale qui s'y ramène immédiatement; c'est Téquation
il suffit de poser
l'équation à laquelle satisfait Vi est une équation linéaire du premier ordre.
III. — Inversion de l'intégrale elliptique. Fonctions entières associées aux fonctions elliptiques.
7. Le problème célèbre de l'inversion de l'intégrale elliptique va nous fournir l'occasion d'appliquer encore les théorèmes généraux du Chapitre précédent. Partons de l'intégrale elliptique
du
ou a, b, Cj d sont quatre constantes distinctes. Nous avons étudié en détail les propriétés de cette intégrale, nous avons défini ses deux périodes et montré que leur rapport est nécessairement imaginaire (p. 233).
Cette fonction de u est complètement définie quand on a choisi
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la valeur ÎDitiale, pour u = Ug, du radical qui figure au dénominateur (tto étant distinct de a, 6, c, rf), et qu'on s'est donné le chemin dMntégration. C'est la /onction inverse qui va maintenant nous occuper, c*est-à-dire la fonction u de z obtenue en posant
du
Cette fonction u de z satisfait manifestement à l'équation difierentielle
(9) ^^y=A(a-a)(a-.6)(a — c)(u-rf);
pour zz=Oj on a u = u^ et -r- a pour valeur la détermination
choisie du radical pour i/=i/o- D'après le théorème fondamental, u sera une fonction holomorphe de z dans le voisinage de 2 = 0 ; nous voulons montrer que u est une fonction, uni/orme dans tout le plan, n'ayant d'autres points singuliers que despotes.
En étendant de proche en proche la fonction, le théorème fondamental cessera d'être applicable quand la variable z arrivera en un point où u prendra une des valeurs a, 6, c, d et o). Supposons d'abord que, pour 5 = a, « prenne la valeur a; nous allons voir que u ne cessera pas d'être holomorphe dans le voisinage de z = x. Il suffît, en effet, de poser
u = a -^ m'*, et l'équation
devient
az
Le second membre est holomorphe dans le voisinage de u' = o, et, par suite, les intégrales de cette équation (suivant qu'on prendra l'une ou l'autre détermination du radical pour u' = o), s'annulant pour z = 0Lj seront holomorphes dans le voisinage de ce point. Le même raisonnement s'applique à b, c, d.
Supposons maintenant que, pour ^ = a, a devienne infini, on
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posera alors
et Féqiiation deviendra dv
-j- = v/A(i— av){\ — bv){\ — cv){\ — dv). dz
Le second membre élanl holomorphe pour p = o, on en conclut que V est holomorphe dans le voisioage de a. La fonction u est donc uniforme autour de a, admettant simplement ce point comme pôle.
De ce que, quelque valeur (finie ou infinie) que l'on donne à m en un point a, Tinlégrale correspondante de (9) est uniforme dans le voisinage de ce point, on conclut souvent, sans plus d'explications, que toute intégrale de cetle équation est une fonction uniforme dans tout le plan de la variable complexe ^ (* )• Une telle manière de raisonner pourrait conduire, pour des équations d'ordre supérieur au premier, à des résultats inexacts. Nous avons supposé implicitement plus haut que l'intégrale, étendue de proche en proche, prenait en chaque point du plan une valeur déterminée. Or il pourrait en être autrement, s'il était possible, par exemple, que cette intégrale eût des points singuliers essentiels.
Quelques mots d'explication seront ici suffisants pour rendre la démonstration rigoureuse, mais il est indispensable de les dire.
Nous allons montrer que, d*un point arbitraire 5© comme centre, on peut toujours décrire un cercle d'«/i rayon fixe p, tel qu'à l'intérieur de ce cercle l'intégrale u soit uniforme. Ceci étant prouvé, il est manifeste que l'extension analytique de la fonction pourra se faire de proche en proche à l'aid»* d'un cercle de rayon invariable; la fonction pourra donc s'étendre dans tout le plan, et ne cessera pas d'être uniforme.
Pour démontrer l'existence de ce nombre p, considérons le plan de la quantité complexe u. Traçons autour des points a, 6, c, d des cercles C de rayons suffisamment petits, qui vont rester fixes,
(') Il eo est ainsi, par exemple, dans le Traité classique de Briot et Bouquet. J'ai insisté {Bulletin des Sciences mathématiques, 1890) sur l'insuffisance de ce raisonnement et montré comment on peut rendre la démonstration complètement rigoureuse.
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et de l'origine comme cenlre décrivons un cercle T d'un rayon assez grand, qui, lui aussi, restera invariable. Tant que u est intérieur à r et extérieur aux cercles C, on a un rayon de convergence déterminé par le développement de l'intégrale de l'équation (9). Ce rayon de convergence a, quand u varie dans la région indiquée, un certain minimum différent de zéro. Supposons maintenant que u soit dans un cercle C, on posera u = a -^ a'*^, et l'on a, comme nous l'avons vu, une équation en u\ à laquelle on peut appliquer le théorème fondamental. Tant que 1/' restera dans un certain cercle C\ transformé de C, le rayon de convergence de la série donnant u' restera encore supérieur à une certaine limite. Nous avons donc notre minimum p, tant que 1/ reste dans le cercle F.
Si u est extérieur à ce cercle, on pose u = -* et nous avons l'équation
-j^j =^(i-'au)(i-bi>)(\—cv){i—dv);
V restera compris à l'intérieur d'un cercle F', transformé de F. Quand r reste dans le cercle F', on a un certain rayon de convergence pour l'intégrale v^ et ce rayon a un minimum différent de zéro. Nous avons donc, en résumé, en prenant le plus petit des différents mini ma trouvés, un rayon p tel que l'intégrale a, qui prend en un point arbitraire Zq une valeur arbitraire, finie ou infinie, est certainement définie et uniforme à Tintérieur du cercle ayant z© pour centre et un rayon égal à p. La démonstration est donc com/flétée.
La fonction inverse w de 5 définie par
du
OÙ R (m) est un polynôme du quatrième degré dont les racines sont distinctes, est donc une fonction uniforme de z dans tout le plan. Remarquons de suite qu'il en est de même quand R (u) est un polynôme du troisième degré à racines distinctes : nous avons vu, en effet, qu'on passe d'une intégrale à l'autre au moyen d'une substitution linéaire. On peut l'établir aussi directement par les
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raisonnements du paragraphe précédent, auxquels il faut cependant apporter une petite modification. Dans le cas oi!i u devient infinie,
il faut poser
et l'on peut appliquer le théorème fondamental à Téquation en v. Une remarque importante découle de là; les pôles de u sont, dans le cas où R (a) est du troisième degré, des pôles doubles.
La propriété capitale de la fonction inverse est la double périodicité. Nous avons rappelé que l'intégrale avait deux périodes distinctes o) et co' ; ceci veut dire qu'à une même valeur de u correspondent, en choisissant convenablement le chemin d'intégration, une infinité de déterminations de l'intégrale rentrant dans la formule
z -f- mu) -H /n'a)',
z désignant l'une de ces déterminations, m et m' représentant deux entiers quelconques. Si donc nous posons
on aura, quels que soient les entiers m et m' positifs ou négatifs,
X (-S -h moi H- m'a)') = X (z).
La /onction X(3) est donc doublement périodique. Rappelons encore que le rapport -7 est nécessairement imaginaire.
9. On peut représenter géométriquement sur le plan de la variable z la double périodicité de la fonction X (2). Marquons d'une part les points co, 2(o, 3(o, . . . et d'autre part les points o)', 2 a>', 3co', .... Les premiers sont situés sur une droite Oa (O étant l\irigine) et à égale distance les uns des autres, et de même les seconds sur une droite 06; par les premiers points menons des parallèles à Ob et par les seconds des parallèles à Oa. Ces deux séries de parallèles divisent le plan en parallélogrammes égaux, et leurs points d'intersection sont les points m a> -1- m' a>' homologues
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de Torigine. La double périodicité consiste en ce que la fonction reprend la même valeur aux points homologues de ces divers parallélogrammes. Il est clair que ce réseau de parallélogrammes n'est pas entièrement déterminé; Torigine O est un point arbitraire du plan et Ton peut, par conséquent, déplacer le réseau parallèlement à lui même.
En se reportant à la forme précédemment donnée (Chap. VIII, p. 223) des déterminations multiples de l'intégrale (i o), nous voyons qu'à une valeur arbitraire de u correspondent deux valeurs distinctes de z. c'est-à-dire deux valeurs qui ne diffèrent pas d'une somme de multiples des périodes. On peut encore énoncer ce résultat en disant queTéquation
a étant une constante quelconque (finie ou infinie), admet deux racines dans un parallélogramme de périodes.
£n particulier, la fonction A (z) a deux pôles dans chaque parallélogramme de périodes; dans le cas où le polvnome R {u) est du troisième degré, ces deux pôles coïncident et l'on a dans chaque parallélogramme des périodes un seul pôle, mais il est double.
10. Une remarque sur les pôles de X [z) va nous être utile dans un moment, écrivons explicitement l'équation différentielle
(t)' = Au*H-BM3H-Ga»-4-Da-hE.
Soit a un pôle dans un parallélogramme de périodes. Dans le voisinage de a, la fonction u peut se mettre sous la forme
u = hB-}-Y(^ — a)-h
Calculons les deux premiers coefficients a et ^. En substituant le développement dans l'équation différentielle, on aura
Nous devons égaler les coefficients des diverses puissances de
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>s — a. On a ainsi, en prenant les coefficients de (z — a)^* et de
Ainsi, nous trouvons pour a deux valeurs égales et de signe contraire; elles correspondent aux deux pôles distincts de la fonction dont les résidus sont, par conséquent, égaux et de signe contraire. Au contraire, le second coefficient ^ n'a qu'une valeur.
H. La fonction X (-s) peut bien facilement être représentée par un développement en série, et, quoique ce résultat ne soit pas d'un grand intérêt pour le développement de la théorie des fonctions elliptiques, nous y reviendrons un moment, puisque nous avons déjà eu l'occasion d'étudier au Tome I (p. 296) des expressions analogues.
Nous pouvons supposer que l'une des deux périodes est Atzi; il suffit pour cela de remplacer z par Ara, k étant une constante convenable. Appelons donc lo ei 2Tti les deux périodes ; la partie réelle de eu n'est pas nulle, et pour fixer les idées nous la supposerons positive.
Soient a et a' les pôles de la fonction dans un parallélogramme de périodes. Je forme la série
Celte série est convergente pour toute valeur de z comme nous allons le montrer; on doit seulement emarquer que, si z est de l'une ou l'autre forme
(11) an- piM) -4- 'ÀÇTii, a! -+- />w -h iq-Ki^
p el q étant entiers, il y aura dans la série un terme devenant infini, et il faut entendre alors que la série est convergente quand on a laissé ce terme de côté.
La démonstration s'appuie seulement sur les règles élémentaires relatives aux séries. Prenons d'abord la partie de la série où m est positif. Pour m suffisamment grand, chaque terme est comparable
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à e~'"^^ et, puisque la partie réelle de w est positive, cette partie de la série est convergente. Pour la seconde moitié de la série (m < o), le terme de rang m pour m très grand est comparable à e"'***, et la convergence est encore évidente.
Ainsi, sans qu'il soit besoin d'insister davantage, la série représente une fonction y*(z) uniforme dans tout le plan et admettant comme pôles les points des suites (i i)- Elle admet d'ailleurs évidemment les deux périodes 211;/ et w. La chose est évidente pour la première période, puisque chaque terme admet cette période ; quant à la seconde, elle résulte de ce que la série ne change évidemment pas quand on remplace m par m -|- i.
On voit de suite que les résidus dey(z) relatifs aux pôles a et a' et leurs homologues sont égaux et de signe contraire ; ils sont respectivement
et
ga — g«' ga' — ga
En multipliant / (z) par une constante convenable H, nous pouvons faire que les deux fonctions X (z) et H/ (z) aient les mêmes résidus; la différence
Xiz)-Hf(z)
est donc une fonction doublement périodique, qui n'a pas de pôle dans un parallélogramme de périodes. Son module reste donc, dans un parallélogramme et par conséquent dans tout le plan, inférieur à un nombre fixe : elle se réduit donc à une constante d'après le théorème de Liouville. On peut donc exprimer la fonction \{z) à Vaide de notre série f{z),
12. D'après le théorème de Weierstrass (Ghap. V, p. 149)1 la fonction \{z) doit pouvoir se mettre sous la forme d'un quotient
les deux fonctions G ( z) et G| {z) étant des fonctions entières de z, n'ayant pas de racines communes. On peut évidemment mettre d'une infinité de manières une fonction, telle que X(z), sous cette forme, puisque l'on peut multiplier les deux termes de la fraction
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par^*'*', R étant une fonction entière. Parmi les fondions entières, dont le quotient donne \ (5), il en est d'extrêmement intéressantes qui jouent un rôle fondamental dans la théorie des fonctions elliptiques. Les considérations suivantes vont nous y conduire très simplement.
Considérons l'expression
/ dz I [mu*-^-pii)dz
m et p désignant deu\ constantes, et u étant toujours la fonction doublement périodique de z définie par Téquation
/^y = AM*-hBa3-hGa»-hDM-hE.
Nous voulons montrer qu'on peut choisir les deux constantes m et p de telle sorte que Vexpression (12) soit une fonction entière de z.
Les pôles de u sont les points singuliers de la fonction ( 12). La première intégration
/ ( ma* -h pu ) dz
donnera en général un logarithme. Voyons si nous pouvons choisir m et /? de manière que l'intégration ne donne pas de terme logarithmique. En reprenant les notations du § 10, nous avons
el l'on voit que, si
nous n'aurons pas de terme en -— — ; il n'y aura donc pas de logarithme après la première intégration, et cela pour l'un et l'autre pôle, puisque ^ a la même valeur — -r-r pour les deux pôles. Nous avons donc la première relation
— /nB -h 'z/jA = o.
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La seconde intégration se réduit alors à
et, par suile, elle introduit le terme logarithmique
— ma* log(-5 — a) -h
Or, pour l'un et l'autre pôle, a*^ a la même valeur -j-; si donc
/na* = — I ou m = — A,
l'expression (12) sera holomorphe dans le voisinage de s = a, et admettra a comme racine simple.
Il résulte du calcul précédent que l'on doit prendre
La fonction
est une fonction entière; elle a pour racines simples tous les pôles de u et n'en a pas d'autres.
Si, maintenant, nous considérons le produit
nous voyons que ce sera une fonction entière G|(^), puisque les pôles de X(z) sont racines de G(z). De plus, G(5) et G, {z) n'ont pas de racines communes, (j{z) n'ayant d'autres racines que les pôles de \{z).
Nous avons donc
Gx{z)
13. Les fonctions entières G et G| jouissent de propriétés remarquables. D'après la définition même de G(z), on a
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Nous avons donc
Or le second membre ne dépend pas de z, puisque mu^-\-pu admet eu comme période, et que d'ailleurs les résidus relatifs aux pôles de cette dernière fonction sont nuls. En désignant par [jl la valeur constante du second membre, nous aurons donc en intégrant
<i3 ) G(« -4- w) = eV'^^'^Giz),
V étant, comme [x, une constante.
On aura de la même manière Tid entité
(i4) G(z-h (o') = el^'x-»-v G(^),
{jl' et v' étant encore des constantes.
Les identités (i3) et (i4) expriment une propriété fondamentale de la fonction G{z). Nous sommes donc ainsi conduits à ces fonctions entières que Briot et Bouquet (*) appellent /o/ic^/o/i5 intermédiaires, et dont Tétude a été faite par M. Hermite dans ses lettres à Jacobi en i844- La fonction Gi (z) satisfait évidemment aux mêmes relations.
14. Arrêtons-nous sur la forme canonique, qu'ont rendue célèbre les travaux d'Abel et de Jacobi; l'équation différentielle se réduit dans ce cas à
La fonction u est complètement définie par la condition que, pour
du
Nous désignerons, suivant l'usage, par
(*) Briot et Bouquet, Théorie des fondions elliptiques, p. 236.
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cette fonction elliptique, sn-s étant l'abréviation de sinanus. Cette fonction est impaire, c'est-à-dire que sn( — z) = — sns, puisque rintégrale elliptique donnant z en fonction de u change de signe quand on change u en — u.
Si Ton se rappelle les résultats obtenus (Chap. VIII, p. 233), on vbit de suite que les périodes sont ici
en adoptant les notations précédemment employées. Les pôles de
sn^ sont {loc. cit.)
iK' et îK-t-iK',
et toutes les valeurs qui s'en déduisent par addition de multiples de périodes. De plus, du changement de variable efTectué (Chap. VIII, p. 233), on conclut
sn(z-hiK')= '
A-sn^
Cherchons, à l'aide de cette formule, la valeur du résidu de snz correspondant au pôle /K'. Nous devons obtenir la limite du
produit
{Z'-iK')snz,
pour z = iK', ou, en posante = iK'-h e, la valeur du produit
esn(tK'-+- 6), pour e = o. Or ce produit peut s'écrire
Arsne' dont la limite est manifestement t> puisque (— V-^) =i. Le résidu correspondant au pôle 2K -h iK' est — -r*
15. Que devient, dans le cas particulier que nous examiDOns, la fonction G{z) du § 13? On a alors, en prenant Zq= g,
-*» I dz I «n's Hz
Celte fonction entière a été d*abord considérée par M. Weierslrass {Journal de Crelle, i856) qui la désigne par PlI{z) (*). Celte fonction, étant une fonction entière, peut être développée en une série toujours convergente ordonnée suivant les puissances de z. Les coefficients de ce développement peuvent se calculer facilement de proche en proche, en se servant de l'équation différentielle qui définit sn^. On reconnaît ainsi immédiatement que les coefficients des diverses puissances de z sont des polynômes en k. Ce développement est convergent pour toute valeur de z et pour toute valeur de A*. Si l'on pose G| (5) = A/| (2), le développement de Kl{{z) jouira de la même propriété que le développement de PlI{z).
Terminons en indiquant un système remarquable de deux
équations différentielles auxquelles satisfont PlI{z) et Â/|(^).
Soit
u = sn z
et posons, pour abréger,
Nous allons former deux équations auxquelles satisfont ces fonctions. La fonction u satisfait aux deux équations
la seconde n'étant autre que la première équation dérivée. Dans
ces équations, substituons
on a ainsi
( * ; Briot et Bouquet, Théorie des fonctions elliptiques, p. 465.
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De ces deux équations, on tire de suite, en remplaçant dans la seconde le produit -7- -7- tiré de la première,
Les fonctions U et V étant premières entre elles (c'est-à-dire n*ayant pas de racine commune), on déduit de là
P(^) étant une fonction entière.
Or, en désignant par eu et (o' les périodes de snz, nous savons que les fonctions U et V se reproduisent multipliées par des exponentielles de la forme eH^+^ et et*'*+^' quand on change z en -3 -h eu et >3 -t- eu'. Dans ces conditions le quotient
dz^ Kdzl d /V
u» "" dz
sera une fonction doublement périodique. On en conclut que la fonction P(z) est une fonction doublement périodique entière et y par suite, une constante,
La valeur de cette constante est facile à calculer; il suffit de faire >2 = o, dans la seconde équation. Or, puisque
-X» / dz I «n'z dz
V = e ^' ^° ■ , U=Vsn«,
on a, pour z = o,
par conséqueni P{z) = o. Les deux équations cherchées sont donc vg.*...-(^^)-.o.
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Nous n'insisterons pas davantage sur les fonctions elliptiques. Nous n'avons pas voulu en ce moment faire leur étude, mais présenter simplement quelques applications des théorèmes généraux de la théorie des fonctions. Après avoir étudié les fonctions algébriques, nous reviendrons plus longuement sur les fonctions doublement périodiques.
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GÉNÉRALITÉS SUR LES FONCTIONS ALGÉBRIQUES D'UNE VARIABLE. - THÉORÈME DE M. NŒTHER. - SURFACES DE RIEMANN.
I. — Définition des fonctions algébriques; développement dans le voisinage d'un point.
1. Nous avons déjà considéré, dans un cas très particulier, une fonction algébrique : c'est le cas (Chap. V) où la relation entre u et z est de la forme
R étant un pol^'nome en z. Il esl indispensable que nous approfondissions Tétude générale des fonctions algébriques. Partons donc de la relation ♦
y étant un polynôme en a et .3 irréductible, c'est-à-dire ne pouvant être décomposé en iin produit de polynômes de degré moindre. Le polynôme est supposé de degré m en u pour une valeur arbitraire de z. Pour une telle valeur de 5, nous avons donc m valeurs distinctes de u; d'après le théorème général sur la décomposition en facteurs des fonctions de plusieurs variables (Chap. IX, § 9), il existera m développements holomorphes dans le voisinage de Zq et se réduisant respectivement pour z = Zo aux m racines de l'équation /(w, Zo)^= o. Si donc on part en s© avec une des racines Uq de cette équation, on pourra suivre de proche en proche la racine choisie, pourvu que le chemin ne passe pas par
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un point où plusieurs racines de (i) deviennent égales, c'est-à-dire par un point critique.
Le cas où une racine et une seule deviendrait infinie ne présente
aucune difficulté; on pose dans l'équation (i) w = 7 et Ton a
Téquation
cette équation a alors une racine nulle simple.
On peut remarquer que dans toute portion du plan ne contenant aucun de ces points critiques, le prolongement analytique de la fonction (ou de son inverse, si u devient infinie) se fait toujours à l'aide d'un cercle dont le rayon ne descend pas au-dessous d'un certain minimum, et nous concluons de là que, une fois choisie la racine en un point Zq de l'aire limitée par nn contour simple ne comprenant à son intérieur aucun point critique, l'équation (i) définit une fonction uniforme dans cette aire.
2. Nous avons jusqu'ici laissé de côté les points critiques. D'après un théorème déjà établi (Chap. IX, § 7), nous savons que, si cette équation a, pour ^ = a, /i racines égales à ^, elle aura, pour z voisin de a, n racines et n seulement voisines de p. Soient, en Z{ voisin de a,
(2) Ml, l*î, ..,, Un
ces n valeurs. Si nous partons de z^ avec la détermination u^ et que z tournant autour de a revienne en ^4, ?/, qui n'a pu varier que très peu, sera resté voisin de p et se retrouvera alors en z^ avec une des déterminations (2). Si l'on retrouve «i, la racine considérée sera holomorphe dans le voisinage de a. Soit, dans l'hypothèse contraire, Wa la détermination trouvée; en tournant une nouvelle fois on obtiendra, soit u^, soit une des autres déterminations M3, . . . , Un- Dans le premier cas, on aura deux racines u^ et U2 se permutant autour de a; dans le second, on continuera de la même manière, et finalement on arrivera à n* racines
tt,, Mj, ..., Un' (n'in) se permutant circulairement autour de a. On dit que ces n' racines,
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qui pour5 = a prennent toutes la valeur 3, forment un système
circulaire. Si l'on pose
la foociion u considérée comme fonction de z' sera holomorphe dans le voisinage de «' = o, puisque z fait n! tours autour de a, quand z' fait un tour autour de Torigine. UéquatioD
aura donc une racine holomorphe autour de l'origine, et, prenant pour z'= o la valeur p, on peut la développer en une série entière
Si maintenant nous revenons à la variable z, nous aurons le développement
(3) i*= pH- A(2 — a)'*'^-B(^-aK-f.....
j_ Aux n' déterminations de (z — a)"' correspondent n' valeurs de u : ce sont les n! racines qui se permutent circulairement. Nous arrivons donc à cette conclusion :
Les racines qui pour z^= cl deviennent égales à p forment un ou plusieurs systèmes circulaires, et les racines d'un même système circulaire sont, dans le s^oisinage de a, représentées par un développement de la forme (3).
3. Le résultat précédent pourrait suffire pour la théorie générale des fonctions algébriques et de leurs intégrales, mais, au point de vue pratique, on doit se demander comment on pourra obtenir les divers systèmes circulaires et les nombres /i' correspondants. Cette étude a fait l'objet d'un Mémoire classique de Puiseux(*).
Nous pouvons supposer a = ^ = o, et nous partons donc de
(*) PuisEUx, Mémoire sur les fondions algébriques {Journal de Mathématiques t. XV; iS5o).
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réquation
en admettant que, pour z = o, l'équation ait n racines nulles.
Pour z très petit, Péquation aura n racines elles-mêmes très petites; ce sont ces racines que nous devons étudier.
Soit u une de ces racines : pour une valeur infiniment petite de z, tous les termes du premier membre de (Ë) sont infiniment petits. Nous allons nous laisser guider par cette idée que u doit être par rapport à z d^un ordre infinitésimal déterminé. On aura alors deux termes au moins du même ordre infinitésimal, soient
A<»«mP et A'-sa'aP'.
De ce que la limite de
est une quantité finie différente de zéro, on conclut que u est de Tordre de zH-, ^ étant un nombre commensurable, nécessairement d'ailleurs positif.
Si l'on connaissait la valeur de [x correspondant à une certaine racine, on ferait dans l'équation (E) la substitution
u = tzl»-,
et l'on aurait, pour >3 = o, une certaine équation en t. Les racines de cette équation en t^ finies et différentes de zéro, donneraient les racines de l'équation (E) d'ordre |jl : il faut donc trouver |jl. Soit
f(u,z)=^Aai,^z^U?.
Si u est de degré p. par rapport à z, le terme général sera d'ordre infinitésimal
On aura toutes les valeurs possibles de [x en égalant a 4- ^ix à une autre expression analogue a' + ^'[jl, mais toutes les combinaisons ne sont pas acceptables. La valeur de ^L donnée par l'égalité pré* cédente doit être telle que, après avoir remplacé u par tz\^ dans l'équation, les autres termes soient d'ordre au moins égal à a -|- pjx.
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Pour trouver les valeurs de [jl, on procède de la manière suivanle. Soit [jl une valeur convenable donnée par
[JL représente l'inverse du coefficient angulaire changé de signe de la droite joignant les deux points A et A' de coordonnées (a, P) et («', P') rapportés à des axes rectangulaires Oa et Op. De plus a -h P|JL représente l'abscisse à l'origine de cette droite; pour tout autre ternie correspondant à
on doit avoir
d'où l'on conclut que le point (a'', ^'^) doit être sur la droite AA' ou au-dessus (dans le sens des ^ positifs).
On est ainsi conduit à la règle suivante : figurons tous les sj^stèmes d'exposants (a, p) par des points rapportés à deux axes O a et Op. Il y aura un point au moins sur Oa : soit P le point le plus rapproché de l'origine {^g- 36). Autour du point P, on fait tourner OP de gauche à droite, jusqu'à ce qu'on rencontre un ou
Fig. 36.
plusieurs sommets; soit A le dernier de ces sommets. Faisons tourner ensuite la droite PA, toujours dans le même sens, jusqu'à ce qu'elle rencontre un ou plusieurs autres .points; soît A' le dernier de ceux-ci. On fait tourner ensuite la droite AA' autour de A', et Ton continue ainsi jusqu'à ce qu'on arrive à l'axe O^; sur cet axe, le point ^ = n est le plus voisin de l'origine.
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Soit donc un côté quelconque AA' dont le coefficient angulaire est > et désignons par
les termes correspondant à ce côté. On remplace u par tz^ et l'on a, après suppression du facteur 2<*+Pt*,
(4> A«?-i-...-f.A'rP'-f.^A(...^=:o (/i>o).
Pour s = o, nous avons Téquation en ^, qui a p' — ^ racines différentes de zéro,
Au côté AA' correspondent donc ^' — ^ racines de degré infinitésimal jjL. En faisant la somme
on retrouve manifestement n; donc toutes les racines sont ainsi trouvées.
4. Avant d'aller plus loin, faisons d'abord une remarque importante sur Téquation (4)*
Soit |Ji. = - (la fraction - étant irréductible), on a
11 résulte de là que p' — ^ est un multiple de q] d'une manière plus générale, et pour la même raison, si nous avons dans Téqua-
lion le terme
A'rf'-?,
Texposant ^" — ^ sera un multiple de q. Donc réq nation (5) est une équation en t^.
Revenons maintenant à Téquation (4); en ^ posant
elle devient
(6) fP[A -+-. . .-+- A'/fJ -P] -+- z^G{t, z') = o,
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X étant entier et positif et z^ ne figurant qu'à des puissances entières et positives.
Si ^1 est une racine simple de Téqualion (5), la racine t de l'équation (6), devenant égale à ^i pourj5'=o, sera une fonction holomorphe de z^ dans le voisinage de z'= o. Soit
/ = f, -f. az' -h 6 «'* H- . . . , et Ton aura pour u le développement
(7) w = V, -4- az^-f- 6 «s*/ •+-.../-«'/.
Or ce développement a q déterminations. On voit de suite qu'il donne à la fois les valeurs de u qui correspondent aux racines
<i, <j, . . ., tq
de l'équation (5) dont la puissance qr**"* est la même. En effet, les q déterminations du développement (7), quand z tourne autour de l'origine, ne cessent d'être racines de l'équation initiale, et elles ont précisément pour parties principales
Ainsi les q valeurs de u^ correspondant à q racines simples de l'équation (5) ayant même puissance ^**"»«, forment un système circulaire représenté par le développement (7), et la séparation de ces racines est effectuée.
5. Nous devons maintenant examiner le cas des racines multiples de l'équation (5).
Si ^1 est une racine multiple d'ordre r de cette équation, on aura évidemment
qr^ n.
Posons dans l'équation (E)
U = ti Z'P -(- t'.
Au lieu de l'équation entre u et 5, on aura une équation entre /' et z\ Cette équation aura, pour s'= o, r racines nulles pour les-
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quelles Texposant correspondant est supérieur à /?, puisque, pour r racines w, la partie principale est t^ z^p. Soit donc
PL
la fraction ^ jouant le même rôle que la fraction - dans le paragraphe précédent. Si l'équation en 6, analogue à Téquation (5) en t^ n'a que des racines simples, la séparation sera terminée. Supposons qu'elle ait une racine multiple d'ordre /•', on aura
r'g'ir et, par snile,
q et q^ sont au moins égaux à un. On continuera ainsi tant que les équations analogues à l'équation (5) auront des racines multiples. Je dis qu'il finira par arriver un moment où cette équation n'aura que des racines simples. Plaçons-nous en effet dans l'hypothèse contraire. On aurait toujours alors, à partir d'un certain moment, des racines d'un même degré de multiplicité, et les nombres q seraient tous égaux à l'unité, condition indispensable pour que l'inégalité ci-dessus écrite soit vérifiée. Désignons par
la première équation à partir de laquelle cette circonstance se présenterait. Il y aurait des racines /' de cette équation que la méthode ne permettrait pas de séparer ; en etfet, une même suite de polynômes en z\ de degrés indéfiniment croissants, représenterait la partie principale de ces racines. Mais ceci est impossible, car l'ordre infinitésimal de la différence de deux racines infiniment petites est nécessairement un nombre fini, comme le montre immédiatement la considération du dernier terme de l'équation aux carrés des différences des racines; ce dernier terme est d'un ordre infinitésimal déterminé et la différence de deux racines est au plus d'un ordre moitié moindre que' celui-là. Nous sommes donc assuré que les racines se trouveront à la fin séparées, et elles se trouveront divisées en svstèmes circulaires, comme nous l'avions prévu a priori au § 2.
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6. Donnons quelques exemples de la théorie précédente. Supposons quMl }' ait dans Téquation un terme en 2; soit
Le polygone se composera dans ce cas d'une seule droite joignant le point a=i, p = o au point 3t = o, ^ = n. On aura, pour déterminer [jl,
I = /IfX.
L'équation en / sera donc
il y aura un seul système circulaire de racines.
Sans nous arrêter au cas du point double à tangentes distinctes, prenons de suite le cas d'un point double à tangentes confondues, et soit ^ = o celte tangente. L'équation sera de la forme
en écrivant le terme qui renferme z seul et celui qui conlient u à la première puissance.
Si 2/? < q, la ligne polygonale aura deux côtés. Pour le premier,
q=p -¥■[>. ou ii = g—p.
Pour le second,
/>-4-|i=:2fjL ou H^=/>.
Les deux développements sont distincts et procèdent suivant les puissances entières de x. En langage géométrique, on a là un contact de deux branches.
Si 2/? > q^ il n'y aura qu'un côté, et alors
q=2[>. ou l^=f-
On pose u = /-*, et l'équation en t est
Suivant la parité de q^ les deux racines formeront nn système circulaire ou auront deux développements distincts.
Prenons enfin le cas où 2p = q. Il n'y a alors qu'un seul côté
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dans la ligne polygonale, et Ton a L^ équation en t devient
Si les racines sont distinctes, nous avons un contact de deux branches. Si les deux racines sont égales, nous nous trouvons dans le cas pu l'équation (E) a une racine multiple : soit donc
b = -j-' Nous devons poser, d'après la théorie générale,
u = ZP-\' t ,
et il vient
en supposant qu'il y ait dans Téqualion un terme en 5^/'+*. Les termes qui renfermeront l^ au premier degré contiendront au moins zP'^*, Nous effectuerons donc certainement la séparation cherchée (dans l'hypothèse cjéo) en posant
Le cas p = 2 correspond au cas classique du rèbroussement de seconde espèce.
7. Arrêtons-nous un moment sur les systèmes circulaires en lesquels se trouvent partagées les différentes racines dont nous venons de faire l'étude. Le développement peut s'écrire
u = Xz"-hBz " -h... (A^o);
a est ici un entier au moins égal à l'unité, et si, comme nous le supposons, ce développement correspond à /t racines, il ne pourra y avoir réduction avec un dénominateur commun moindre que n dans tous les exposants des diverses puissances de z. Au lieu du développement précédent, nous pouvons écrire
z = t\ P. — II. a6
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le premier coefficient A; il est essentiel de le rappeler, n'étant pas nul. Si a est supérieur à n, nous dirons que le cycle est d*ordre /i; au conlraire, si a est inférieur à n, nous dirons qu'il est d^ ordre a. On voit que, si l'on fait sur </ et ^ un changement de variables linéaire, homogène et d'ailleurs arbitraire, les développements des nouvelles variables (que nous continuerons à appeler u et z) auront leur développement suivant les puissances de t commençant par un terme en ^^, N étant l'ordre du cycle. Ce nombre N est donc le véritable élément à considérer au point de vue du cycle en lui-même, indépendant du choix des vaViables ou du système de coordonnées. Les cycles d'ordre un sont particulièrement simples : dans ce cas, en prenant convenablement Tune des variables, on est assuré que la seconde variable s'exprime par une fonction holomorphe de la première dans le voisinage de l'origine; pour un point simple d'une courbe, le cycle correspondant à la branche qui y passe est manifestement d'ordre un. Faisons seulement encore la remarque évidente, d'après ce qui précède, que si, pour un cycle, on a les deux développements
A et A' n'étant pas nuls tous deux, le cycle sera au plus d'ordre /i ( * ).
8. Nous venons d'étudier la fonction algébrique u à^ z dans le voisinage d'une valeur particulière de z. Il nous faut maintenant considérer la fonction algébrique dans tout le plan. Nous allons faire voir que si l'équation
de degré m en w, est irréductible, on peut, en partant toujours du point 5o avec une certaine détermination Wo et en suivant un chemin convenable, obtenir en un point arbitraire z une quel-conque des racines de Inéquation précédente. En d'autres termes,
(*) Pour une étude approfondie des cycles, très intéressante au point de vue géométrique, mais dont nous n'aurons point à faire usage, voir V Étude sur tes points singuliers des courbes planes, par Halphen, insérée à la suite de la Géo^ métrie plane de M. Salmon.
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la fonction définie par Téquation précédente admet m valeurs en chaque point et, par suite, l'équation définit une seule fonction dont les m déterminations peuvent s'échanger en variant le chemin suivi.
La démonstration de ce théorème important va résulter de suite des propositions générales établies précédemment sur les fonctions uniformes. Si la fonction avait seulement un nombre p(p < m) de déterminations, toute fonction entière et symétrique de ces p déterminations serait une fonction de z uniforme dans tout le plan et n'ayant d'autres points singuliers que des pôles (l'infini compris); elle serait donc une fonction rationnelle de z (p. 1 28). Les p déterminations satisferaient donc à une équation
où ^ est un polynôme en u et ^, de degré p en a, et, par suite, le polynôme /ne serait pas irréductible.
9. Faisons une dernière remarque sur les points à l'infini. On peut toujours, en faisant une transformation homographique convenable, supposer que, dans la courbe algébrique
les m directions asymptotiques sont distinctes et qu'aucune d'elles n'est parallèle à l'axe des u. Ceci revient à dire que l'équation
OÙ (pm est Tensemble des termes homogènes de degré m, représente m droites distinctes, aucune d'elles ne coïncidant avec l'axe des u. Si alors ^1, ^2, . . •, tm désignent les ni racines de
on aura pour les m valeurs de u les développements suivants
Pi
m = tiz H- ai -h -^ -h...,
m = t^Z -h OLi -^ i- -h...,
valables pour | z | suffisamment grand.
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J'ajoute encore que, dans la suite, il nous arrivera constamment d'employer tantôt un langage géométrique et de parler de courbe algébrique, tantôt, au contraire, de parler de la fonction u de la variable complexe z. II iCy a aucun inconvénient à le faire : les expressions géométriques de courbe, de points, d'axes O^ elOu pourraient toujours être remplacées par un langage analytique, mais qui serait quelquefois plus long et rendrait moins intuitifs les énoncés.
II. — Théorème de M. Nôther
10. On vient de voir que les singularités d'une fonction ou d'une courbe algébrique peuvent être très compliquées. M. Nôther a démontré une proposition extrêmement importante sur la réduction des singularités. L'objet de ce théorème est de faire voir qu'on ne diminue pas la généralité de la théorie des fonctions algébriques en se bornant aux courbes n'ayant d'autres points singuliers que des points multiples à tangentes distinctes (*).
Soit /(a:, j/-) = o une courbe algébrique de degré m, dont l'origine sera supposée un point multiple d'ordre /i, c'est-à-dire à n tangentes. On peut mettre cette équation sous la forme
et admettre que les axes des x et des y ne rencontrent la courbe qu'en des points simples en dehors de l'origine, que les tangentes à l'origine ne coïncident pas avec les axes, et enfin que les directions asjmptotiques sont distinctes et difTérenles des axes.
Cela posé, effectuons la transformation^ = y. A la courbe (E)
va correspondre point par point la courbe (E'), de degré 2 m — /i,
F(Y,ar) = Y'«-«o„(Y, I)
(' ) Le Mémoire de M. Nôther se trouve dans le Tome IX des Malhemaiische Annalen, M. Halphen est revenu à plusieurs reprises sur le théorème de M. Nôther ; on pourra consulter à ce sujet son Étude déjà citée sur les points singuliers des courbes algébriques planes, qui forme un Appendice au Traité des courtes planes de G. Salmon, et où l'on trouvera toute une bibliographie de cette théorie. La démonstration que je donne ici m'a été communiquée par M. Simart.
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A un point multiple d'ordre n! de la courbe (E), en dehors de l'axe des x et de l'axe des y^ va correspondre évidemment un point multiple d'ordre n! de la courbe (E').
A la valeur x = osur la première courbe correspondent n valeurs dey nulles et m — n autres distinctes. A ces points correspondent, sur la seconde courbe, d'abord un point multiple d'ordre m — n {x^o, Y = o), à m — n tangentes distinctes, puisque, pourx = o, les m — n valeurs correspondantes dey sont différentes entre elles et différentes de zéro; et ensuite n points singles ou multiples de l'axe des x^ déterminés par ©«(Y, i) = o.
A la valeur x=.co correspondent m valeurs de Y distinctes; d'ailleurs, pour Y = oo, les m — n valeurs de x sont distinctes.
Nous avons donc substitué à la courbe (E) une courbe (E') qui, en dehors de l'axe des x^ a les points multiples de la première; mais qui a, au point a? = o, Y = o, un point multiple d'ordre m — /i, à tangentes distinctes, et, sur l'axe des Y(^ = o), n points déterminés par <p/i(Y, i) = o qui pourront être distincts ou confondus.
Supposons que l'équation <p/i(Y, i) = o ait une racine multiple Y = Y| à laquelle corresponde un point multiple d'ordre /l'^/i.
Par une transformation homographique arbitraire
^ _ ax'-^ by Y — Y = 0''^'-^^'y
on substituera à la courbe (E^) la courbe de degré (2 /n — n)
(Eo cpi^rp', y) + cp;.^x'(^'» y) +•.•-+- ?im-«(^', y) = o.
Cette courbe satisfait aux mêmes conditions que la courbe (E), et ses directions asymptotiques sont distinctes et différentes de zéro. Elle a, en dehors des points déterminés par 0/i(Y, i) = o, j; = o, des points multiples correspondant aux points multiples de (E), plus un point multiple d'ordre m — n à tangentes distinctes provenant du point j7 = o, Y = o, un autre point multiple d'ordre m — n k tangentes distinctes provenant du point Y = 00, et enfin un point multiple d'ordre /n à tangentes distinctes provenant du point :f = 00.
On fera sur la courbe (E|)les mêmes transformations que sur la courbe (E), jusqu'à ce qu'on ait obtenu finalement une équation,
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telle que Ç/i(Y, i) = o, dont toutes les racines soient distinctes. V opération prendra fin certainement; car supposons qu'on ait constamment /i'= n, La courbe (Ei), de degré mi = 2/n — n, a des points multiples correspondant à ceux de la courbe (E), plus deux points multiples d'ordre (m — n) à tangentes distinctes équivalant à (m — /i) (m — n — i) points doubles, et un point
multiple d'ordre m à tangentes distinctes équivalant à —
points doubles.
La courbe (E2), de degré m2= a/Wf — n, présente, par rapport à (E|), les mêmes différences que (E|) par rapport à (E).
Finalement, en désignant par dx le nombre des points doubles d€ la courbe Ea, correspondant aux points multiples à tangentes distinctes successivement introduits, on aura
Or on a
donc
dk = -(/'»- '0*(^-5;rr7 j H- (m — /i) — ^^ — (2^— I) -¥ k — ^ — i.
La différence de ce nombre et du nombre maximum des points doubles, pour une courbe irréductible de degré m^,
(mx— i)(mA:— a) est
Cette différence {deviendrait positive pour k suffisamment grand, ce qui est impossible (*); il faut donc que n diminue jus-
( ' ) Nous admettons ici le théorème de Cramer qu'une courbe de degré m irré>
ductible ne peut avoir plus de — points doubles ou un nombre de
points multiples à tangentes distinctes équivalent à ce nombre de points doubles en regardant un point multiple d'ordre A' à tangentes distinctes comme équivalent
à — i L points doubles. On trouvera des explications sur ce sujet dans le
dernier Chapitre de ce volume relatif aux courbes unicursales.
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qu'à devenir égal à l'unité (*). Il arrivera donc un moment où le point multiple, à l'origine de la courbe primitive, aura été remplacé, dans la courbe transformée, par des points multiples d^ordre moindre y et cette transformation n'a introduit par ailleurs que des points multiples à tangentes distinctes. On peut aller ainsi de proche en proche, et Von arrive ainsi à une courbe gui n'a plus que des points multiples à tangentes distinctes.
H. Appelons, d'une manière générale, transformation birationnelle une transformation de la forme
P et Q étant des fonctions rationnelles en x Qt y^ et où l'on a inversement
Pi et Q, étant rationnelles en X et Y. Si la transformation (8) est susceptible de prendre la forme (9) pour tout point {x^y) du plan, nous dirons que c'est une transformation birationnelle de plan à plan ou de Cremona, Mais une autre circonstance pourra se présenter; il est possible que l'on ne puisse passer de (8) à (9) qu'en tenant compte de ce que le point (a?, y) se trouve sur une certaine courbe f(xyy) = o. En désignant par F(X, Y) = o l'équation de la courbe transformée, on dit que les courbes y et F se correspondent point par point; mais cette correspondance n'est pas établie par une transformation de Cremona. Ainsi, la transformation
X = arS y=y^
conduit à une transformation birationnelle de courbe à courbe, pour toute courbe n'ayant aucun des axes de coordonnées, supposés rectangulaires, pour axes de symétrie.
(I) On aurait pu arriver autrement à ce résultat, en montrant que la séparation des racines de réquation primitive s*annulant pour â;=so ne pourrait jamais être effectuée si n ne finissait par devenir égal à l'unité, ce qui serait en opposi. tion avec les résultats de Puiseux.
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On énoncera de la manière suivante le théorème de Nolher :
On peut toujours y par une transformation de Cremona, transformer une courbe algébrique quelconque en une autre n! ayant que des points multiples à tangentes distinctes,
12. Nous allons maintenant faire un pas de plus, en ramenant tous les points multiples à être des points doubles, cela d'ailleurs au moyen d'une transformation birationnelle de courbe à courbe et non de plan à plan.
Désignons par O, 0{, • • . , Or les différents points multiples à tangentes distinctes de notre courbe F représentée par Téquation
Nous emploierons une méthode indiquée par M. Bertini (*) :
désignons par
ui{x,y\ Wi(ar, ^), Uz{x,y)
les trois cubiques indépendantes d'un réseau déterminé par le point O et six points arbitraires B|, B2, • . ., Bc du plan. Nous nous appuyons sur ce résultat bien élémentaire que sept points pris arbitrairement dans un plan déterminent un réseau de courbes
du troisième degré
X| W| -t- Xj i/i -h X3 M3 = o.
Nous supposons, comme il est manifestement permis, que, si l'on envisage cinq quelconques des points B, soient Bf, B2, ...jB^, le sixième Bq soit extérieur aux quatre lieux géométriques suivants : L,, L2, L3, L4.
J'appelle L| le lieu du neuvième point, base d'un faisceau de cubiques dont les huit autres points bases sont O, B|, • • ., B5 et deux points de F, dont Fun est un point fixe C pris arbitrairement et dont l'autre C| est variable. Le lieu Lj est le lieu du neuvième point, base d'un faisceau de cubiques qui passent par O, B,,
(^) E. Bertini, Transformazione di una curva algebrica in im'altra cou soli punti doppi {Mathematische Annalen, t. XLIV). On trouvera une autre démonstration du même théorème dans une Note de M. Simart [Comptes rendus, 8 mai 1898 {Sur un théorème relatif à la transformation des courbes algébriques)].
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Bj, ...,85 et touchent T en un point variable. Le lieu Lj est coDStitué par les r cubiques, dont chacune est décrite par le neuvième point, base d^in faisceau de cubiques passant par O, B|, ..., B5 et tangente en 0/ (/= 1, 2, . . . , r) à une droite pivotant autour de Oi. Enfin le lieu L4 est composé de r courbes, dont chacune est engendrée par le neuvième point d'un faisceau de cubiques passant par 0,84, . . ., B5, 0/ et par un point variable de F. Ceci posé, faisons la transformation
Avec cette transformation, la courbe / se trouve transformée en une courbe F. A un point arbitraire (X, Y) de F correspond un seul point de/. Soit, en effet, (X, \) un point arbitraire de F, les deux cubiques en {^,y)
Xui{x, y) — ut{x, y) = o, YMi(:r, y) — uz{x,y) = o
ont un seul point commun (or, y) appartenant à / (en dehors de O), car si les deux points de rencontre mobiles communs à ces deuxpubiques étaient toujours sur/[(X, Y) se déplaçant sur F], il arriverait en particulier à un certain moment que Fun de ces points serait C et l'autre un point C|, et par suite il faudrait que B5 fût sur le lieu L|. Les deux courbes f et F se correspond dent donc point par point.
La courbe F ne peut pas avoir de points de rebroussement, puisque Be n'est pas sur le lieu L2. Elle possède un certain nombre de points doubles provenant des points {x^y) et (x'^y) pour lesquels on a
ut(x,y) ^ Ui(x\y') ^^ ih(x, y) ^ Ws(£^y). WiC-^,^) ui(x',y') ui{^,y) ut{x',yy
La courbe possédera aussi des singularités correspondant à 0|, O2, . . ., O^; ces points seront de même nature dans /et dans F. II ne pourra, en effet, y avoir de tangentes confondues, puisque B^ n'est pas sur L3. Enfin le degré de multiplicité ne sera pas élevé, puisque Bc n'est pas sur Li.
Nous avons ainsi transformé notre courbe / en une courbe F
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n^ayant que des points doubles à tangentes distinctes. Nous avons donc la proposition suivante :
Toute courbe algébrique peut, par une transformation birationnelle de courbe à courbe^ être transformée en une courbe ayant seulement des points doubles à tangentes distinctes.
Ici on n'opère pas, en général, avec une transformation de Cremona (c'est-à-dire une transformation birationnelle de plan à plan)j mais avec une transformation birationnelle de courbe à courbe,
13. Nous supposerons dans la suite que la courbe n'ait que des points multiples à tangentes distinctes et que les axes n'occupent aucune position particulière par rapport à la courbe (*). Soit toujours
l'équation de la courbe supposée de degré m. La fonction algébrique y de X définie par cette équation aura un certain nombre de points de ramification, c'est-à-dire qu'il y aura un certain nombre de valeurs de x autour desquelles deux valeurs de y se permuteront. Ces valeurs de x sont celles pour lesquelles^deux valeurs de y deviennent égales, abstraction faite des valeurs de x correspondant aux points multiples, pour lesquelles, les branches étant distinctes, aucune permutation ne se produit. Les points de ramification correspondent donc aux points de contact des tangentes à la courbe parallèles à Oy. Soit («, 6) un tel point; l'équation de la courbe peut s'écrire
A ne sera pas nul, puisque Oy occupe une position arbitraire par rapport à la courbe. On aura donc bien
y — ô = a y/a? — a H- . . . {ol ^ o), et l'on voit clairement la permutation des deux racines qui de-
(*) Ricmann ne suppose pas que l'équation f{Xj y) = o soit du môme degré en y et en x, 11 n'y a pas à cela d'intérêt pour la théorie générale; il en est autrement pour certaines applications. Nous y reviendrons au Chapitre XVI(Sect. IV).
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Viennent égales à b pour ^ = a. Le nombre des points de ramification sera manifestement égal au nombre des tangentes à la courbe parallèles à une direction arbitraire, c'est-à-dire à la classe de la courbe.
Supposons que la courbe ait a/ points multiples d'ordre i à tangentes distinctes; on sait (*) que la classe sera égale à
et par suite, en appelant w le nombre des points de ramification, on aura
la somme 2 ^tant relative aux difi^éren les valeurs de i (« = 2).
III. — Des surfaces de Riemann
14. Joignons un point arbitraire O du plan à tous les points de ramification ; nous formerons ainsi un certain nombre de lacets se suivant dans un ordre déterminé. Pour fixer les idées, numérotons-les dans Tordre où ils se présentent de la gauche vers la droite. Supposons que le premier lacet, le lacet i, échange en O les deun racines a et b. Si nous suivons tous les lacets successivement en partant de O avec la valeur a, nous devons revenir à cette valeur, au moins après avoir parcouru tous les lacets, mais ceci peut arriver avant que nous arrivions au dernier lacet.
Supposons, par exemple, que le lacet 8 soit le premier qui nous ramène au point O avec la racine a. Nous avons marqué sur chaque lacet les deux racines qu'il permute. Nous allons modifier Tordre primitif des lacets. Il peut y avoir, en deliors des deux extrêmes 1 et 8, un certain nombre de lacets permutant a\ il y en a deux dans la figure, les lacets 3 et ^. On va remplacer
(*) Nous admettons cette formule de Plucker, qui s'établit de suite en remarquant que la courbe a?,/^-i- y^fy-^^^f^ = o a, en un point multiple d*ordre 1 de /, un point multiple d'ordre i — \ pour lequel aucune tangente ne coïncide avec une tangente de/, (a?,, y^^ z^ étant arbitraires).
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le lacet 8 par un autre lacet partant de O entre i et 2 et coupant les lacets qui permutent a; nous figurons en pointillé ce lacet qui va remplacer 8. Quelles racines permutera le nouveau lacet ainsi obtenu? Celui-ci est équivalent à un chemin, formé d'abord des lacets 2, 4? 5, 6 successivement parcourus qui ramènent ma-
nifestement la racine a quand on est parti au début avec cette même racine, et terminé par les lacets 8, 6, 5, 4> 2 qui ramènent en O la racine b. Notre nouveau lacet permute donc a et h.
On remplacera d'une manière analogue les lacets 7 et 3 qui permutent a, en les faisant passer à gauche du lacet 8, comme Tiadiquent les traits pointillés. On voit tout de suite que ces nouveaux lacets ne permutent plus la racine a. Prenons, par exemple, le nouveau lacet 7. Il sera équivalent au lacet ae, puis aux lacets am et ae; or m est nécessairement différent de e, car autrement 8 ne serait pas le premier lacet ramenant a. Il est alors évident que le nouveau lacet 7 revient au lacet ae parcouru deux fois, c'est-à-dire qu'il ne permute pas a avec une autre racine.
Nous avons ainsi substitué aux lacets primitifs une nouvelle suite de lacets dont les deux premiers permutent a et b; les autres lacets n'ont pas changé, sauf quelques-uns qui ont été remplacés par d'autres lacets ne permutant pas a.
Partant maintenant toujours avec la valeur a, mais en commençant par le second lacet de notre nouvelle suite, nous allons faire les mêmes raisonnements que plus haut. Nous aurons alors une troisième succession de lacets dont les trois premiers permuteront a et 6, et nous avons introduit de nouveaux lacets ne permutant pas a.
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En continuant ainsi, il est évident que nous obtiendrons une suite de lacets tracés dans un ordre tel que tous les lacets permutant a et h seront au premier rang et que tous les suivants ne permuteront plus la racine a. D'ailleurs le nombre des lacets permutant aft, ainsi obtenus, sera nécessairement pair, sinon, un contour partant de O, avec la valeur initiale a, ne pourrait pas ramener la racine a après avoir enveloppé tous les points de ramification, puisque, en dehors des lacets permutant a et 6, il Tiy a plus de lacets permutant a avec une autre racine.
Nous n'allons plus maintenant modifier les lacets permutant a et 6, et nous laissons entièrement de côté, pour le moment, un certain angle du plan ayant O pour sommet et les contenant. On peut supposer que le premier lacet que nous rencontrons sur la droite (après les lacets ab) permute b avec une troisième racine c. Nous opérerons avec 6 et c comme nous avons opéré avec a et 6; on pourra donc grouper ensemble tous les lacets permutant 6 et c à la suite des lacets permutante et 6, et ainsi de suite.
Finalement, nous pouvons supposer que les lacets qui joignent le point O à tous les points de ramification se composent, en allant de la gauche vers la droite, d^un nombre pair de lacets permutant a et 6, d^un nombre pair de lacets permutant b et c, etc., et enfin d'un nombre pair de lacets permutant ket /, en désignant par a, 6, . • . , A:, Z les m racines de Téquation /{u^z) = o quand 5 est en O.
15. Nous pouvons définir maintenant bien nettement la surface de Riemann correspondant à la fonction algébrique dont nous faisons Télude. Considérons d'abord les lacets A permutant a et b, soit ai, «a, ..., a^ {fig- 38), en les supposant au nombre de six. Joignons-les par des lignes a^ a^^ a^ a^, a^ a^ de telle sorte que les triangles Oaxa2^ Oa^a^^ Oa^a^ ne renferment aucun point critique à leur intérieur, ce qui est évidemment possible. Si Ton suppose que la variable z ne traverse pas les lignes précédentes, la racine u de Téquation /{u, z) = o, prenant en O la valeur a, sera une fonction de z n'ayant qu'une valeur en tout point du plan. Tout chemin ramènera en effet la même valeur en O; la chose est évidente pour tout chemin qui n'enveloppe pas une des lignes précédentes, puisque aucun des lacets
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autres que les lacets A ne permute a] quant à un chemin entourant at a^, par exemple, il sera équivalent aux lacets ai et a^ successivement parcourus et ramènera par suite a. Nous considérons donc un premier plan sur lequel sont tracées les sections
«i«2î ^3^ij ûfs^a que nous appellerons sections A; nous désignerons ce plan sous le nom de plan a, rappelant ainsi que la fonction m, qui prend en O la valeur a, n'a qu'une valeur dans ce plan quand la variable z est assujettie à ne pas traverser les sections.
Nous envisagerons de même un second plan, superposé au premier, où Ton aura tracé les mêmes sections que dans le plan a et en plus des sections B correspondant aux extrémités des lacets b permutant 6 et c jointes de deux en deux : ce sera le plan 6. La fonction «, prenant en O la valeur b, n'aura qu'une valeur dans ce plan si la variable respecte les sectious A et B qui y sont tracées.
On continuera ainsi de façon à faire correspondre un plan, où sont tracées certaines sections, à chacune des racines a, 6, ...,/. Dans le dernier plan /, il n'y aura qu'un seul système de sections comme dans le premier plan a. Pour tous les autres plans, il y aura deux systèmes de sections. Avec ces différents plans ou feuillets superposés, nous allons former une surface unique. Si l'on prend deux points m et m' de côtés différents d'une section A, infiniment rapprochés de celle-ci, et situés respectivement sur le feuillet a et le feuillet 6, les deux valeurs correspondantes de u seront infiniment voisines l'une de l'autre; on obtient, en effet, la même valeur au point (m, m') {Jig* Sg) en partant de O avec la valeur a et suivant le chemin C, qu'en partant de O avec la valeur b et suivant le chemin C. Imaginons donc que chaque section A soit une ligne de croisement pour les deux feuillets a
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et 6, c'est-à-dire que l'on passe du feuillet a au feuillet 6, et inversement, chaque fois qu'on traverse une section A. Par ce passage, la continuité de la fonction u correspondante sera respectée. Nous établirons de la même manière des lignes de croisement entre le
Fig. 39.
feuillet b et le feuillet c : ce seront les sections B. On continuera ainsi en établissant successivement des lignes de croisement C, . .•, K entre deux feuillets consécutifs; Tavant-dernier feuillet k sera lié au dernier feuillet / par les lignes de croisement K. L'ensemble des feuillets ainsi réunis peut être regardé comme formant une surface unique : on l'appelle la surface de Riemann(*)^ correspondant à la relation algébrique /(«/, z) = o. On voit que la fonction algébrique u est uni/orme sur cette surface de Riemann; à chaque point de celle-ci se trouve associée une seule valeur de u, qui est la valeur correspondante au feuillet sur lequel se trouve le point que Ton considère.
Cette surface est d'ailleurs connexe^ c'est-à-dire forme un continuum unique tel que l'on peut passer d'un quelconque de ses points à un autre quelconque de ses points, car on peut passer d'un lacet à un autre en remontant ou descendant la chaîne que forment les feuillets successifs. Le théorème précédent, d'après lequel les feuillets successifs d'une surface de Riemann peuvent être liés les uns aux autres de manière qu'il n'y ait de lignes de
(^) Le Mémoire fondamental de Riemann où la notion du plan recouvert de feuillets a été introduite pour la première fois est intitulé : Théorie der abelschen Functionen {voir les Œuvres complètes de Riemann). Les surfaces de Riemann ont été surtout étudiées en Allemagne. On trouvera dans le premier Chapitre de la Thèse de M. Simart (Paris, 1882) un exposé très complet et très rigoureux des théorèmes relatifs à la connexité de ces surfaces, qui pour la plupart ne sont qu'énoncés par Riemann. Nous aurons à citer dans un moment Clebsch et M. Liiroth qui ont apporté une importante contribution à la théorie.
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croisement qu'entre deux feuillets consécutifs, a été démontré pour la première fois par M. Liirolh {Mathematische Annalen, t. IV).
16. Nous allons faire subir une transformation à la surface de Riemann que nous venons de construire. Notre but est de faire voir qu'on peut s'arranger de telle manière qu'il n'y ait qu'une seule ligne de croisement A, une seule ligne de croisement B, et ainsi de suite jusqu'à l'avant-dernier système de lignes de croisement : îl y aura seulement, entre l'avant-dernier feuillet et le dernier, un certain nombre de lignes de croisement généralement supérieur à un.
Considérons six lacets consécutifs dont les quatre premiers permutent a et ft, et les deux derniers b et c. Marquons sur la figure
ces six lacets {Jig- 4o)-
Fig. 4o.
Nous allons d'abord faire passer au quatrième et cinquième rang le troisième et le quatrième lacet ab en les formant avec les lignes pointillées partant dans l'angle formé par les deux lacets 6c. On voit immédiatement que les deux nouveaux lacets permuteront a et c.
Nous avons alors une nouvelle disposition que nous figurons de nouveau {Jig- 40* Nous y remplaçons les deux lacets ac par deux autres lacets obtenus au moyen des lignes pointillées et qui vont prendre le premier et le deuxième rang; ces deux nouveaux lacets, on le voit tout de suite, permuteront les racines b et c.
Nous aurons donc, après ces deux transformations, deux lacets consécutifs 6c, deux lacets consécutifs ab et deux lacets consécutifs bc. On voit que deux lacets consécutifs ab ont été remplacés par deux lacets consécutifs bc. On pourra ainsi faire disparaître tous les systèmes de deux lacets consécutifs aby sauf un seul.
FONCTIONS ALGÉBRIQUES D^UNE VARIABLE. ^ly
On opérera de la même manière pour ne garder qu'un système de deux lacels consécutifs 6c, et ainsi de suite. II n'y aura que pour les deux dernières racines qu'il sera impossible de faire une pareille réduction; nous aurons alors pour ces deux dernières
Fig. 4i.
racines un nombre, qui pourra être quelconque, de deux lacets consécutifs.
Revenons à la surface de Riemann, construite comme nous l'avons indiqué plus haut, mais en employant ces nouveaux lacets. Il est clair que le premier feuillet sera seulement lié au second par une seule ligne de croisement; il en sera de même pour le deuxième et le troisième feuillet, et ainsi de suite; les deux derniers feuillets seuls auront entre eux un certain nombre de lignes de croisement. Nous désignerons ce nombre par p + \. La possibilité de former une surface de Riemann, où les feuillets sont réunis les uns aux autres à la manière d'une chaîne, et où chaque feuillet, sauf les deux derniers, est réuni au suivant par une seule ligne de croisement, a été indiquée d'abord par Clebsch (Afal/ie^ malische Annalen, t. VI).
17. Nous avons désigné par p-\-\\e nombre des lignes de croisement unissant le {m — !)*«"»« feuillet au m**^'"'*. On peut exprimer de suite /? en fonction du nombre (v des points de ramification. Nous avons un nombre de lignes de croisement égal u
m — 2 -4-/? -hi.
Ce nombre doit représenter la moitié du nombre des points de ramification; d*où la formule
W = 2(/7l-HjP — i),
GoogI(
4l8 CHAPITRE Xlll.
On peut encore exprimer p en fonction du nombre des points multiples de la courbe. On a en effet, comme nous Tavons
vu (§ 13),
On en conclut
18. La surface de RIemann S est, en définitive, une surface connexe, pour laquelle à chaque point correspond un seul point de la courbe algébrique, ou, si l'on aime mieux, un seul système de valeurs de J7 et y satisfaisant a la relation algébrique
11 est manifeste qu'une telle surface n'est pas unique. Toute autre surface que l'on pourra faire correspondre point par point à la surface S jouira de la même propriété que cette dernière. On aura, en particulier, une telle surface en déformant la surface de Riemann regardée comme flexible et extensible, en supposant, toutefois, qu'on ne produise pas de déchirures ni de duplicatures. Dans ces conditions, on peut regarder les deux surfaces ainsi transformées comme applicables l'une sur l'autre. 11 est clair que l'on ne prend pas le mot applicable dans le sens de la Géométrie infinitésimale. 11 ne s'agit ici que de Géométrie de situation, analysis situs, comme disait Riemann, et nous voulons dire que la déformation continue, qui permet de passer d'une surface à l'autre, peut être regardée comme établissant une correspondance bien déterminée entre les points des deux surfaces (*).
Nous allons donc faire subir à S une déformation qui aura le grand avantage de rendre plus objective la surface en la dilatant en quelque sorte dans l'espace à trois dimensions (^).
(*) M. Jordan a publié des recherches imporlantes sur la déformation des sur> faces enlendue comme il vient d'être dit {^Journal de Liouville, 2» série, t. XI; i866). Il démontre, en particulier, que deux surfaces fermées ayant le même nombre de trous sont applicables l'une sur l'autre. Voir aussi, sur des questions analogues, deux Mémoires de M. Klein {Math. Annalen, t. VII et IX).
(^) Pour faire cette transformation nous nous sommes servi de la méthode employée par le géomètre anglais ClilTord dans un petit Mémoire, d'uoe remar- ,
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Une première modification, qui ne modifie en rien le caractère de la surface de Kiemann, consiste à faire, par rapport à un point arbitraire de l'espace, une transformation par rayons vecteurs réciproques du plan sur lequel sont disposés les m feuillets. Au lieu de m feuillets plans, nous avons alors m feuillets sphériques superposés. Deux feuillets successifs de la sphère sont liés par une seule ligne de croisement, excepté les deux derniers, qui sont liés par p -h 1 lignes de cette sorte.
C'est la surface formée de ces m feuillets sphériques que nous voulons déformer. Considérons d'abord le cas simple où il y aurait seulement deux feuillets réunis par une seule ligne de croisement AB, que l'on peut supposer être une portion d'un arc de grand cercle. Nous avons alors deux feuillets, un feuillet interne et un feuillet externe. Déformons le feuillet interne en son symétrique par rapport au plan du grand cercle contenant A6; dans cette déformation, les deux hémisphères de ce feuillet interne doivent, à un certain moment, se pénétrer l'un l'autre, mais cela a lieu sans que la continuité de Tun ou l'autre soit altérée. La modification que nous avons fait subir au feuillet interne a pour conséquence que, quand un point cheminant sur le feuillet externe rencontre la ligne de croisement, il reste du même côté de cette ligne après l'avoir traversée, la surface s' étant en quelque sorte repliée sur elle-même le long de la ligne de croisement. On aura une idée très nette de la nouvelle surface en considérant la surface de la sphère comme ayant deux côtés, l'intérieur et l'extérieur; on passe de l'un à l'autre quand on rencontre AB, qu'on peut regarder comme une véritable section faite dans la surface. On peut agrandir le trou fait dans la surface par AB et le regarder comme formé par une courbe fermée, un cercle par exemple. Notre surface se composerait alors des côtés interne et externe d'une calotte sphérique. Mais nous pouvons encore modifier cette surface avec un trou. Cette double calotte peut être déformée
quabie simplicité, consacré à cette théorie [On the canonical forni and dissection of a Riemann's surface ( Proceedings of the London matheniaticai 5ociety, vol. VIII, n" 122)]. D'après une indication de M. Klein {Math, Annalen, t. XLV, p. 142 ), M. Tonelli avait antérieurement déjà considéré des surfaces à p trous dans Tespacc {Atti dei Lincei, t. II, série II), au point de vue de VAnalysis situs.
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en un disque plan que Ton considérerait comme ayant deux faces, le passage de Tune à Tautre ayant lieu par le périmètre du contour. De ce disque, si l'on veut, on peut encore faire une sphère et, d'une manière plus générale, une surface sans trou. On pourrait aussi passer de la double calotte à la sphère en ramenant, d'une manière continue, la face interne de la calotte à la zone manquant dans la sphère.
Considérons un second cas* particulier. Soient, toujours sur la sphère, deux feuillets, mais avec p -f- i lignes de croisement. On peut évidemment, par une déformation préalable des feuillets, supposer que ces lignes sont situées sur un même grand cercle de la sphère. Nous pouvons alors appliquer au feuillet intérieur le même procédé que tout à l'heure, c'est-à-dire le remplacer par son image par rapport au plan du grand cercle contenant les lignes de croisement. On sera alors ramené à une double surface sphérique ayant p -i- i trous, et Ton passe du côté externe au côté interne de cette surface par le périmètre de chacun des trous. Un de ces trous peut être supprimé, et nous pouvons convertir notre surface en un disque plan à deux faces, disque à l'intérieur duquel il reste p trous. On peut, si l'on veut, dilater les deux faces du disque, et l'on a finalement une surface avec p trous qui est applicable sur notre surface primitive de Riemann.
Abordons enfin le cas général. Les feuillets successifs seront dans Tordre i, 2, . . ., m en allant de l'intérieur vers l'extérieur, et c'est entre les feuillets m — i et m qu'il y a /> -f- 1 lignes de croisement, et l'on peut supposer que toutes les lignes de croisement sont sur des grands cercles. Nous transformerons le premier feuillet en lui substituant son image par rapport au plan du grand cercle qui contient la ligne de croisement du premier feuillet au second, et, en opérant comme précédemment, nous pouvons substituer un seul feuillet à l'ensemble des deux premiers feuillets. Le même procédé peut être appliqué une nouvelle fois, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on arrive à deux feuillets ayant p 4- i lignes de croisement. C'est le cas étudié ci-dessus, et nous arrivons à la conclusion définitive qu'w/ie surface de Riemann, à un nombre quelconque de feuillets, peut être appliquée sur une surface à p trous.
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19. Nous avons supposé, dans ce qui précède, conformément au théorème de Clebsch, que chaque feuillet est lié au suivant par une seule ligne de croisement. Il est aussi facile d'étudier le cas général où, les feuillets étant toujours liés à la manière d'une chaîne, le premier est lié au second par k^ lignes de croisement, le second au troisième par k^ de ces lignes, et ainsi de suite, le {m — i)**"® feuillet élant lié au /n'*'""* par km-\ lignes de croisement. On peut faire subir aux feuillets supposés sphériques les mêmes déformations. La transformation du premier feuillet amènera A'i — 1 trous; celle du second, k2 — i, et ainsi de suite. On transformera la surface en une surface à
A'i -4- A-t -4- . . . -h k,n-\ — ( m — i) trous. En désignant encore par/> ce nombre de trous, on a /> -h m — I = A"! -H . . . -h k,n-\'
D'autre part, w désignant le nombre des points de ramification, on aura
et la formule
déjà rencontrée au § 17, est donc générale.
20. Faisons quelques remarques très importantes sur les circuits qu'on peut tracer sur une surface de Riemann. Pour bien fixer les idées, nous pouvons prendre comme schéma de la surface, sur laquelle nous allons raisonner, un disque plat à deux côtés et ayant /> trous. Nous appelons circuit toute courbe y<?rmée tracée sur la surface. Certains circuits, sur lesquels l'attention se porte d'elle-même, vont jouer dans la théorie un rôle capital : ce sont les circuits qui tournent autour d'un trou et ceux qui passent à travers un trou.
Soit le disque A {Jig. 4^) à trois trous y, y', y"* Un circuit autour du trou y sera une ligne fermée C entourant une fois le trou y. Ce circuit C, que nous avons tracé en traits pleins, est à considérer comme se trouvant sur le côté supérieur du disque. Un circuit à travers le trou y sera un circuit tel que D coupant
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une fois A et y, et se fermant sur le côté inférieur du disque par la ligne marquée en pointillé sur la figure. Nous pouvons de même, autour des trous y' et y, tracer les circuits C et C, et à travers ces trous les circuits D' et D''. Ces six circuits vont jouer le rôle de circuits fondamentaux, c'est-à-dire que tout autre circuit tracé
sur la surface peut être réduit, par une déformation continue, à coïncider avec un chemin formé de un ou plusieurs de ces circuits et d*arcs parcourus deux fois dans des sens différents. La démonstration de ce théorème est immédiate. Remarquons d'abord qu'un circuit tel que D'" (Jig. 43) qui passe à travers les trous y et y se ramène de suite par une déformation continue aux deux circuits D et D' parcourus dans des sens convenables, sans parler des arcs parcourus dans des sens contraires. En second lieu, tout circuit tracé sur un seul côté du disque se ramène à une somme de circuits C, C, C". Enfin, pour un circuit quelconque, on considérera deux points de rencontre consécutifs de ce circuit avec une des lignes A, y, y', Y'- En associant à cette partie du circuit une ligne sur l'autre côté de la surface, formant avec elle un circuit à travers un ou plusieurs trous, on détachera déjà du circuit total un circuit réductible aux circuits C et D, et l'on aura alors un nouveau circuit pour lequel on continuera la réduction jusqu'à ce que le circuit, après ces soustractions successives, reste d'un même côté du disque, et, finalement, on aura bien ramené le circuit primitif à une somme de circuits G et D, abstraction faite d'arcs parcourus deux fois en sens inverse.
Si, au lieu de trois trous, la surface avait /> trous, nous aurions évidemment/? systèmes de lignes C et D.
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21. Nous arrivons maintenant au point fondamenlal dans la théorie des surfaces de Riemann. Donnons tout de suite une définition : une surface connexe est dite à connexion simple quand elle est limitée par un seul contour, c'est-à-dire un contour pouvant être parcouru d'un trait continu, et que tout circuit tracé sur la surface ne traversant pas le contour peut se réduire à un point par une déformation continue (le contour étant toujours respecté pendant la déformation ).
Considérons l'ensemble des deux courbes Cet D, et imaginons que l'on fasse (avec un canif) une section de la surface suivant chacune de ces deux lignes. Nous pouvons alors envisager chacune de celles-ci comme des lignes doubles infiniment rapprt)chées situées de part et d'autre de la section. L'ensemble des deux lignes doubles C et D forme alors une courbe unique, que l'on peut
parcourir d'un trait continu sans franchir jamais la section : c'est ce qu'indique bien uettement la figure 44? que l'on regardera d'abord en faisant abstraction de la ligne pq.
On désigne souvent sous le nom de rétrosection (riickerschniu) le contour unique, formé, comme il vient d'être dit, avec les deux bords des deux sections. Nous pourrons ainsi tracer p rétroseclîons sur la surface.
Joignons un point de la première de ces rétrosectîons à la seconde par une courbe le long de laquelle nous fendrons encore la surface, et qu'alors nous considérons encore comme une ligne double. Nous joindrons de même la deuxième à la troisième rétrosection par une ligne analogue, et enfin la (p — lyème ^ |j^ p'^ème^ les différentes lignes auxiliaires ne se coupant pas (elles peuvent avoir seulement, si l'on veut, une extrémité commune).
Ainsi, on pouiTa prendre, si ^ = 3, les deux lignes pq et rs
ifig' 45).
L'ensemble des sections à deux bords, que nous venons de tra-
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cer, peut être regardé comme un contour unique et fermé R, susceptible d'être parcouru d'un trait continu. La figure 44» où nous avons figuré l'arrivée de la section pq^ le montre d'une manière bien claire.
Le tracé du contour K n'empêche pas la surface de rester connexe, c'est-à-dire qu'on peut aller d'un point quelconque de la surface à un autre point quelconque sans traverser K. II faut maintenant établir que tout circuit tracé sur la surface, ne rencontrant pas le contour K, peut se ramener à un point par une déformation continue.
Nous ferons cette démonstration, d'une manière pour ainsi dire intuitive, en reprenant le disque plat avec ses trois trous (pour fixer les idées).
Prenons comme lignes auxiliaires les deux segments pq et qs de A {fig' 46), compris entre les points où les lignes D, qui sont
Fig. 46.
simplement figurées sur cette figure par des lignes droites sur la partie supérieure du disque, rencontrent A : quant aux lignes C, ce sont ici les périmètres y, y', y" des trous. Relativement à la
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partie restée libre ps de A, nous pouvons sans inconvénient la supposer rectiligne. Séparons alors les parties inférieure et supérieure du disque en faisant subir à Tune d'elles une rotation de deux angles droits autour dé ps. Nous aurons alors la nouvelle figure ci-dessous {/ig» 47)-
Fig. 47.
La surface est alors tout entière du même côté du plan; elle est limitée par le contour extérieur, et à l'intérieur se trouvent six trous, joints par des coupures à ce contour extérieur. On voit manifestement que tout circuit tracé sur le plan, ne trai>ersant pas les lignes y et les coupures correspondantes , se réduira à un point. La figure donne l'exemple d'un tel circuit représenté par la ligne pointillée.
22. Les résultats que nous venons d'obtenir pour la surface dilatée dans l'espace s'appliquent immédiatement à la surface primitive de Riemann des m feuillets superposés, puisque ces deux surfaces sont applicables l'une sur l'autre, au sens dont nous sommes convenus.
Prenons le cas de deux feuillets avec p -\- i lignes de croisement. Comme nous l'avons vu (§ 18), dans la transformation de la surface>en un disque plat k p trous, une des lignes de croisement devient le bord extérieur du disque, et les p autres deviennent les périmètres des trous. On voit donc de suite les circuits qui vont jouer sur la surface le rôle des lignes C et D. Autour de p des lignes de croisement, traçons sur un des feuillets p circuits : ce seront les analogues des lignes C; on obtiendra les analogues des lignes D en traçant des circuits rencontrant chacune des
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lignes précédenles el traversant la (p -+- 1)*^"»* ligne de croisenrienl. 11 ne reste plus qu'à joindre, à la manière d'une chaîne, chacune des rétrosections ainsi formées par des lignes analogues de pq^ /\v, .... On a alors sur la surface de Riemann un contour unique K, et tout circuit tracé sur la sur/ace et ne rencontrant pas ce contour peut se réduire à un point (point à distance finie ou à l'infini).
Soit, comme exemple, p = 2, Nous aurons alors trois lignes do croisement A, et l'on construit de suite les rétrosections (C, D), (C, D') qu'on unira par la ligne (a^) (Jig' 48). Ces rétrosec-
tions sont toujours à considérer, ainsi que a^, comme des lignes doubles, ainsi que nous l'avons eitpliqué plus haut.
23. Nous possédons les notions essentielles sur les surfaces de Riemann. Nous n'aurons maintenant aucune difficulté à suivre le mouvement d'un point sur une telle surface. En tout cas, en recourant à la surface percée de p trous, dont le schéma est si simple, on a une représentation extrêmement précise qui permet de voir directement les choses sans aucun effort.
Voici encore une remarque importante pour la suite ; tout circuit tracé sur la surface de Riemann, rendue simplement connexe par le contour K, peut être regardé, abstraction faite de chemins parcourus deux fois en sens contraires, comme une somme de circuits respectivement tracés sur un seul feuillet de la sur/ace^ et de circuits entourant un seul point de ramification.
Il suffira, pour l'établir, de considérer le cas de deux feuillets réunis par p ■+- 1 lignes de croisement. Eu se reportant à la figure 47, où sont représentés les deux côtés du disque dédoublé,
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on voit qu'un circuit lel que le circuit pointillé peut se ramener à une somme de circuits, situés les uns à droite, les autres à gauche de la droite joignant les points p et 5, et de circuits très petits entourant les points de la droile/?^ (s'il en existe) qui correspondraient à des points de ramification : c'est ce que nous voulions démontrer.
rv. — Application des théorèmes de Cauchy aux fonctions de la variable complexe sur la surface de Riemann.
24. Nous nous sommes placé jusqu'ici uniquement au point de vue de la Géométrie de situation sur la surface de Riemann. Considérons maintenant une fonction de la variable complexe sur cette surface. Je prends d'abord une fonction uniforme dans une certaine région de la surface. Un point A sera un pôle pour une telle fonction s'il est un pôle pour la fonction considérée sur le feuillet où se trouve A, et nous n'avons aucune définition nouvelle à donner. Une remarque doit cependant être faite pour le cas où A serait un point de ramification. Soit (a, 6) ce point; on sait que ^ — h est développable suivant les puissances entières de x\ en posant
:r'= }Jx — a.
Nous dirons que le point (a, 6) est un pôle pour une fonction F uniforme dans la région considérée de la surface de Riemann, si l'on a, dans le voisinage de (a, 6), le développement suivant
A Al A;;|-2 A;;|-t
Ce développement représente bien une fonction uniforme sur la surface dans le voisinage de (a, i), puisque, aux deux déterminations de >Jx — a, correspondent les deux nappes de la surface. Il ne sera pas inutile de chercher la valeur de l'intégrale
^ dx
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le long d*un circuit C entourant («, 6), Ce circuit aura la forme ci-dessons {fig- 49)*
Dans le plan de la variable x\ le circuit précédent revient à un circuit entourant deux fois le point a;'= o, et comme on a
¥ dx = 1 I Fx' dx\ rintégrale cherchée prise dans le sens positif sera égale à
On voit donc que c'est le coefficient doublé de dans le dé-
veloppement de F qui jouera le rôle analogue au résidu.
2o. Ceci posé, considérons une fonction F n'ayant en tout point de la surface de Riemann qu'une seule valeur et n'ayant d'autres singularités que des pôles. Un exemple d'une telle fonction est donné par les fonctions rationnelles de x et y. Nous voulons montrer qu'il n'y en a pas d'autres.
Désignons par u une telle fonction , elle aura nécessairement, pour chaque valeur de J7, m valeurs it^, w^, ..., //m? et soient aussi yi , y^i • • • » y m les différentes valeurs de^ correspondant à celte valeur de x (ui eiyi correspondant à un même feuillet). Les expressions
yij'i-^Uîyt'^"'-^ ihny,n,
ihyT~' H- Miri""' +• • .-^ ihny'!,\-'
seront des fonctions uniformes de x et, par suite, seront des fonctions rationnelles de celte variable (Chap. V, § 18) puisqu'elles ne peuvent avoir d'autres points singuliers que des pôles
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(le point à l'infini compris). Écrivons donc
les R étant des fonctions rationnelles de x. On peut résoudre ces équations du premier degré en {/«, U2j ..., Um', on aura pour Tune de ces quantités, soit 2/|,
Wt=F(jr, ^i,^„^3, ...,7,„),
F étant rationnelle en ^, J^mJK2î • • •jynf De plus, cette fonction est évidemment symétrique par rapport à jKai y 2^ ...» J'/». Or ces m — 1 lettres sont racines de l'équation de degré m — i
dont les coefficients sont fonctions rationnelles de x etj^f. On aura donc finalement
© étant rationnelle en ^ et ^<, et, par suite, on peut écrire, en supprimant les indices.
Nous pouvons donc dire que toute fonction uni/orme sur la sur/ace de Rieniann et n^ ayant sur elle d^ autres points singuliers que des pôles est une fonction rationnelle de x et y,
26. Revenons à la surface de Riemann rendue simplement connexe au moyen du contour que nous avons désigné par K. Nous avons dit (§ 23) que toul circuit tracé sur la surface et ne rencontrant pas K pouvait, abstraction faite de chemins parcourus en sens contraires, être r^ardé comme une somme de circuits situés respectivement tout entiers sur un même feuillet ou de circuits enveloppant un seul point de ramification comme dans la figure 49. Il sera possible alors d'appliquer les théorèmes généraux de Cauchy^ relatifs aux intégrales prises le long d'un contour, aux
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circuits Iracés sur une surface de Riemann. Quelques mots d'explication sont nécessaires seulement pour les contours enveloppant un point de ramification. Pour voir, par exemple, que l'intégrale prise le long du circuit C de la figure 49 est nulle, quand F est une fonction uniforme et continue sur la surface àTintérieur de ce contour, il suffit de reprendre Tégalité déjà écrite plus haut
et Ton est ramené dans le plan de la variable x^ au théorème ordinaire de Cauchy.
Le théorème relatif aux résidus garde absolument la même forme; on aura soin seulement, si un point de ramification est un pôle, d'évaluer comme il a été dit au paragraphe 24 le résidu de ce pôle.
Pareillement, la formule de Green s'appliquera sur le plan multiple comme sur le plan simple. En un mot, toutes les formules fondamentales de la théorie des intégrales curvilignes el de celle des fonctions d'une variable complexe s'appliqueront sur la surface de Riemann comme sur le plan simple de Cauchv, si on les applique à des circuits ne traversant pas le contour K qui rend la surface simplement connexe.
En particulier, nous prendrons souvent, comme circuit, le circuit formé par les deux bords de la coupure K. L'aire limitée par un tel circuit se compose alors de la surface de Riemann tout entière. Dans L'application des théorèmes de Cauchy à cette aire, il faudra avoir soin de considérer comment les fonctions étudiées se comportent au point à l'infini sur chacun des m feuillets. On pourra d'une manière générale détacher de l'aire ces m points à l'infini en traçant sur chacun des feuillets des circonférences de très grand rayon, et l'on envisagera la portion de la surface de Riemann limitée par K et ces m circonférences; il n'y aura plus qu'à faire augmenter ensuite les rayons de celles-ci indéfiniment.
27. Appliquons les considérations générales qui précèdent à la démonstration du théorème suivant, qui est d'une application constante : Toute fonction uniforme sur la surface de Rie^ mann et restant toujours finie se réduit à une constante.
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Nous supposons donc que, pour une fonction F n'ajant qu'une seule valeur en chaque point de la surface, tous les points de celle-ci soient des points ordinaires (y compris les points à Tinfini). Posons
et appliquons la formule préliminaire de Green (Ghap. I, § 8),
en y faisant
et en l'étendant à Taire, dont j'ai parlé plus haut, limitée par K et les m circonférences de 1res grand rayon, dont nous désignerons l'ensemble par G. Nous avons ainsi
Or la première des intégrales du second membre est manifestement nulle, puisque les dérivées -^-y pour les éléments correspondants ds sur l'un et l'autre bord de la coupure K, étant de signes contraires, et u ayant la même valeur, les éléments de l'intégrale se détruisent deux à deux. Quant à la seconde intégrale, elle tendra vers zéro quand les rayons des circonférences augmenteront indéfiniment. On a, en effet, pour z très grand sur un certain feuillet (nous appelons ici z la variable complexe et nous posons z = X -h iy': aucune confusion n'est à craindre avec les notations des paragraphes précédents)
a H- tp = A H h
Il en résulte que les dérivées premières de u et ^', et par suite -^, sont, pour z très grand et de module p, des infiniment petits comparables à —• Or ds contient seulement p en facteur; il en résulte que la seconde intégrale tendra vers zéro avec -• Par suite,
l'intégrale étant étendue à toute la surface. La fonction u et, par suite, la fonction ç^ sont des constantes; ce qui démontre le théorème.
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28. Je terminerai en démontrant une inégalité fondamentale due à Riemann, qui va jouer un rôle capital dans la théorie des intégrales abéliennes. Si u-t-îv représente une fonction analytique uniforme et continue sur une certaine portion de la surface de Riemann limitée par un circuit F, ne rencontrant toujours pas le contour K, on a, diaprés la formule préliminaire de Green, déjà écrite plus haut,
la dérivée -j- étant prise dans le sens de la normale intérieure.
Or, on a, comme nous l'avons déjà vu à diverses reprises (Chap.X, §6),
du _ dv
dn ~ ds
-r désignant la dérivée de p dans le sens positif sur le contour F. Nous pouvons donc écrire
l'intégrale curviligne dans le premier membre étant prise dans le sens positif. L'inégalité
est alors évidente : c'est elle que nous voulions établir. £Ile exclut complètement l'égalité à moins que u -f- iV ne se réduise à une constante.
Nous aurons bientôt à appliquer cette inégalité au contour K, mais il faudra toujours dans ce cas, si l'on veut être complet , considérer d'abord la portion de la surface de Riemann limitée par K et les m circonférences G dont nous avons parlé plus haut; on fera augmenter ensuite indéfiniment le rayon de ces dernières.
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DES INTÉGRALES ABÉLIENNES.
I. — De la périodicité des intégrales abéliennes
i. On désigne sous le nom à^ intégrales abéliennes les îniégrales de la forme
j ^{x,y)dx,
K{x^y) étant une fonction rationnelle àexeiy. Nous avons déjà fait, à ce point de vue élémentaire, une réduction de ces intégrales (t. I, p. 5o); c'est de leurs déterminations multiples que nous devons maintenant nous occuper. Nous écrirons l'intégrale sous la forme
(I) f ' ^{x,y)dx,
indiquant par les limites inférieure et supérieure (^oj^o) ^^ i^ty) les points de départ et d'arrivée de la courbe d'intégration sur la surface de Riemann.
Nous partagerons ces intégrales en deux catégories différentes. La fonction R(x, y) aura nécessairement des pôles ; dans le voisinage d'un tel point «, on développera R suivant les puissances
entières de {x — a) [ou de {x — a)'^ si le pôle considéré était un
point de ramification]. L'intégration pourra introduire des termes en log(57 — rt). Si, pour aucun pôle de R, il n'y a de terme logarithmique, et si, de plus, le point à l'infini dans chacun des feuillets ne donne pareillement dans l'intégration aucun terme loga- P -II. a8
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rilhmiquey nous dirons que l'intégrale est de la première catégorie ; elle sera de la seconde catégorie si un des pôles au moins donne un terme logarithmique.
2. Plaçons-nous d'abord, pour l'étude des déterminations multiples de l'intégrale (i), dans l'hypothèse où celle-ci serait de la première catégorie. Nous reprenons sur la surface de Riemann S le contour K étudié au Chapitre précédent, au moyen duquel la surface a été rendue simplement connexe. Considérons sur S un circuit quelconque, ne rencontrant pas K et ne passant pas par un pôle de R(ar,y). D'après ce que nous avons vu à la fin du Chapitre précédent, V intégrale prise le long de ce circuit sera nulle.
Cette remarque faite, la recherche des déterminations multiples de rintégrale (i) supposée de la première catégorie ne présente aucune difficulté. Le contour K est formé des/> systèmes de rétrosections C et D, et de /> — i lignes joignant entre elles ces systèmes de rétrosections; nous désignerons par E ces dernières lignes qui, on se le rappelle, sont, comme les C et D, des coupures ou lignes doubles. Un chemin L, tracé arbitrairement sur 1^ surface S et joignant (^ojo) à (^, j), pourra rencontrer le contour K en un certain nombre de points. Cherchons la différence de la valeur de l'intégrale (i), quand on suit le chemin L, et de sa valeur quand on va de {x^^y^) à (x, y) sans traverser K (cette dernière valeur est entièrement déterminée). Considérons un quelconque des points de rencontre de L avec K, et désignons ce point para et par 6, suivant que nous le regardons comme appartenant à l'un ou l'autre côté de la coupure, le point a étant le point que rencontre d'abord le chemin L. La différence que nous cherchons sera égale à la somme des intégrales prises pour chaque point (a, b) quand on va de 6 en a sans traverser K; en effet, la seconde de nos deux intégrales peut être considérée comme obtenue en suivant le même chemin que pour la première, sauf que, au lieu d'aller de a en 6 en franchissant la coupure, on va de a en 6 sans traverser K. Il résulte de celte remarque capitale que nous avons seulement à étudier les valeurs de l'intégrale quand on va d'un point de la coupure K au point correspondant stir l'autre côté sans traverser celte coupure qui, nous le répétons,
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rend la surface simplement connexe. Tout d'abord, si le point (a, b) est sur une ligne E, la valeur cherchée de l'intégrale sera nulle; on le voit tout de suite en se reportant à la surface à/? trous dans l'espace : on peut aller de 6 en a en restant sur le contour K, et, dans ce trajet, les éléments correspondants de K sur l'un et l'autre bord de cette coupure sont parcourus en sens inverse, puisqu'il en est ainsi pour le parcours complet sur une quelconque des rétrosections (^g 5o). Supposons ensuite que le point (a, b) soit sur une ligne C.
Il suffît de suivre les flèches sur la figure 5o pour voir que l'intégrale prise de 6 en a sera égale à l'intégrale prise le long de la
Fig. 5o.
seconde partie D de la rétrosection, dans un sens convenable. Pareillement, si le point (a, b) était sur D, la valeur cherchée serait égale à l'intégrale prise dans un sens convenable le long de G. Nous avons donc à introduire les valeurs de l'intégrale (i) prise le long des lignes C et D. Si l'on a fixé sur chacune des lignes C etD un sens déterminé, nous désignerons par
Ci et di
les valeurs des intégrales, prises respectivement dans ce sens, sur
Di et Ci,
de telle sorte que di désigne la différeuce des valeurs de l'intégrale quand on va, sans traverser K, d'un point arbitraire à deux points se correspondant sur l'un et l'autre bord de D/. La difTé-
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rence que nous nous proposions d'obtenir est de la forme
(2) ^{miCi-^njdi),
les nii et /i/ étant des entiers positifs ou négatifs. En résumé, les diverses déterminations de V intégrale (i) diffèrent entre elles d^une somme de multiples des constantes ci et di. On donne à ces p./> constantes le nom de périodes de l'intégrale. On désigne souvent ces périodes sous le nom de périodes cycliques.
3. Nous avons supposé que l'intégrale était de la première catégorie. Les mêmes considérations peuvent être employées, avec quelques modifications seulement, pourTétude des déterminations multiples des intégrales de la seconde catégorie. Admettons donc que rintégrale ait un certain nombre de points singuliers logarithmiques, que nous supposerons d'abord n'être pas situés en un point de ramification de la surface de Riemann S. Entourons chacun des points de ramification d'une courbe infiniment petite et joignons chacun de ces contours au contour K par une ligne double L Nous obtenons ainsi sur S un nouveau contour K', formé de K et des lignes l que nous venons d'adjoindre, y compris les courbes infiniment petites autour de chacun des points singuliers logarithmiques. Nous raisonnerons sur K' comme nous avons raisonné sur K. Quand le chemin L rencontre une ligne /, il s'introduit, dans la différence considérée plus haut, la valeur de Tintégrale prise le long de la petite courbe enveloppant le point singulier logarithmique correspondant. Aux périodes cycliques viennent donc s'ajouter des périodes d'une autre nature provenant des points singuliers logarithmiques. Si l'on désigne par A le résidu correspondant au pôle de R {x^ y) qui donne par l'intégration un point singulier logarithmique, on aura évidemment, pour la différence cherchée de deux déterminations de l'intégrale.
^(m/C/-f-7itfl?/) + a7ct^/?A,
les/? étant des entiers positifs ou négatifs. Les périodes 27:* A sont dites des périodes polaires.
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UlntégralioD le long de K' conduit à une égalité importante. D'après la remarque générale du § 2, cette intégrale est nulle; or l'intégrale le long de K est manifestement nulle, puisque les éléments se détruisent deux à deux. 11 reste donc la relation fondamentale
4. On a supposé que les pôles de R(a?,^) auxquels correspondent des logarithmes n'étaient pas des points de ramification. Les raisonnements précédents s'appliquent sans modification à ce cas; rappelons seulement quelle sera la signification du résidu correspondant (Chap. XIII, § 24). On a ici le développement
D'autre part, un contour infiniment petit autour du point de ramification tournera deux fois autour de a dans le plan simple, et, par suite, le résidu correspondant à ce point de ramification devra être pris égal à 2L; quand le pôle de R(:r, jk) sera un point de ramification, on devra prendre, dans l'application de l'égalité (3),
II. — Le théorème d'Abel
5. Abel a donné sur les intégrales de difi*érentielles algébriques une proposition fondamentale, sur laquelle sont revenus un grand nombre de géomètres. Nous allons, pour le moment, nous borner à la faire connaître, sous la première forme que lui a donnée le grand géomètre norvégien, dans son Mémoire célèbre sur une propriété générale d'une classe très étendue de fonctions transcendantes (*). Sous cette forme, le théorème paraît tout à fait élémentaire, et il n'y a peut-être pas, dans l'histoire de la Science, de proposition aussi importante obtenue à l'aide de considérations aussi simples.
(*) Œuvres complètes d'Abel, t. I, p. i45.
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Partons toujours de la relation algébrique
et soit considérée une famille de courbes algébriques
(5) * X(a7, 7, a,,aj, ...,a,.) = o,
dépendant de r paramètres arbitraires «i , a^, . . . , cir- On suppose que X contienne rationnellement ces paramètres. Les courbes (4) et (5) ont un certain nombre de points communs en nombre |jl
variables avec les arbitraires a. Les X\^ ^2? • v., a^ji sont racines d'une certaine équation de degré ix
(6) 0(37, ai, «j, ...,ar) = o,
dont les coefficients sont rationnels par rapport aux a, et, si les axes n'occupent aucune position particulière par rapport aux deux courbes, on peut toujours admettre que la valeur correspondante de y est donnée par
4 étant rationnelle en a:, «i, . . . , ût,..
Ceci posé, prenons une intégrale abélienne quelconque
et formons la somme
S=y / Rix,y)dT.
Cette somme est déterminée, à une somme de multiples près des périodes polaires ou cycliques de l'intégrale, périodes indépendantes des a. L'objet du théorème d'Abel est de déterminer la nature de cette somme envisagée comme fonction des paramètres a. En désignant par la lettre 8 une différentielle totale par rapport à ces paramètres, nous aurons
5S = R{xu 7i ) ô:r, H-. . . -f- R(x^, y^,.) èx^.
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Or, en différentiant la relation (6), on calcule de suite 8xi, oj?2) • • • } ^^\L' £n substituant dans l'expression de 8S et remplaçant les j' par leurs valeurs ^^ on aura pour coefficient de 8ai une fonction rationnelle de x^, . .., Xji. et des a; de plus, elle sera évidemment symétrique par rapport aux j:, et, par suite, le coefficient de 8^1 sera une fonction rationnelle des a, et il en est de même des autres coefficients. On a, par suite,
8S = Pi (ai, ..., ar)ûai-i-Pi(ai,...,a,.)S«î-H---i-Pr(ai, «s, ...,ar)^ar,
les P étant des fonctions rationnelles de a^, ^2. . . .^ ar.
L'égalité précédente constitue le théorème d'Abel sous sa forme primordiale : elle exprime que S est une fonction algébricO'logarithmique des paramètres a. En effet, l'intégration de la différentielle totale qui figure au second membre conduira nécessairement à une expression de la forme
<p-+-^ Alog*,
les A désignant des constantes, © et les * représentant des fonctions rationnelles des a.
On peut donner des formes plus précises à Ténoncé du théorème d'Abel; nous y reviendrons à la fin de ce Chapitre.
6. Nous considérerons dans un moment, sous le nom dUntécraies de première espèce, les intégrales abéliennes
I R(x,y)dx
restant finies pour tout point (^, y) de la surface de Riemann. Cherchons ce que devient, pour une telle intégrale, le théorème d'Abel. La fonction algébrico-Iogarithmique des a qui représente S devra rester finie pour toute valeur finie ou infinie des paramètres a, puisque S reste lui-même toujours fini. Or une fonction de la forme
où o et les ^ représentent des fonctions rationnelles de a et les A
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des constantes, ne peut rester finie pour toute valeur finie ou infinie du paramètre a que si elle se réduit à une constante. Il en résulte que la somme S ne dépend pas des paramètres «.
On peut, par suite, pour les intégrales de première espèce, énoncer, sous la forme suivante, le théorème d'Abel : La somme
où (x/if yn) désignent les points de rencontre, variables avec les a, des courbes {^) et {^) ne dépend pas de ces paramètres. Elle a une valeur constante, abstraction faite, bien entendu, de sommes de multiples de certaines périodes fixes qu'on peut toujours introduire en faisant varier le chemin qui va de (x©, y^) à (^/ij yn)' Ce cas particulier du théorème d'Abel joue dans la théorie des courbes algébriques un rôle fondamental. On peut encore le mettre sous la forme suivante
R(^i» 7i) rfxi -h . . . -+- R(a?pt, J^|i) dxy, = o,
les d désignant des difi^érentielles totales par rapport aux paramètres a.
III. — Des intégrales de première espèce. Nombre de ces intégrales linéairement indépendantes.
7. Les intégrales que nous avons désignées sous le nom d'//itégrales de la première catégorie peuvent se diviser en deux espèces. Les intégrales de première espèce sont celles qui restent finies en tout point de la surface de Riemann. Les intégrales de seconde espèce deviennent infinies au moins en un point; elles n'ont d'ailleurs pas de points singuliers logarithmiques, et les points où elles deviennent infinies sur la surface de Riemann sont des pôles.
Nous allons nous occuper dans celte section des intégrales de première espèce. Cherchons tout d'abord la forme nécessaire d'une telle intégrale dont l'existence n'est pas évidente a priori. D'après ce que nous avons dit (t. I, p. 62), toute intégrale abélienne peut se mettre sous la forme d'une somme d'intégrales de
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la forme
r V{x,y)dx rQ(x,y)d.T
P et Q étant des polynômes de degré quelconque en x et y. La première intégrale pourrait devenir infinie pour x^=a; aucune autre intégrale, dans la somme qui forme l'intégrale étudiée, ne pouvant devenir infinie pour;r = a, il n'est pas possible qu'il y ait de réduction, et, par suite, toute intégrale du type
F(x,jr)dx
se présentant dans la somme, doit rester finie pour x = a. Nous avons donc à chercher à quelles conditions l'intégrale précédente restera finie pour a?= a. Énonçons tout de suite le résultat : il faut que
puisse se mettre sous la forme d'un polynôme en x et y, en supposant, bien entendu, x et j/- liés par la relation f{xj y) = o.
Pour le démontrer, nous avons à distinguer différents cas suivant que la droite x = a rencontre la courbe en m points distincts, lui est tangente ou passe par un point multiple. Dans le premier cas, il est clair que le polynôme P(^, y) devra s'annuler pour
en désignant par yi, y>i^ . . . , y m les ordonnées des m points de rencontre de x = a avec la courbe y(j7, y) = o. Il en résulte que
peut se mettre sous la forme d'un polynôme en x et y. On peut s'en convaincre en écrivant
o étant un polynôme; or P(rt, y) sera divisible par
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et comme, d'autre part, on a
fi^y y) ^{y — y\)- • -(r — y m) -h (a? — «) ^1(3-, y) = o,
le résultat énoncé devient évident. On sera donc ramené à une forme analogue^ où a est remplacé par a — i , et, en continuant ainsi de proche en proche, on sera ramené au cas où le dénominateur a disparu.
Soit maintenant la droite x = a tangente à la courbe. Nous avons alors les ordonnées
y\i yt, -.•» ym-\i
dont la première est supposée correspondre au point de contact. On aura d'abord nécessairement
mais je dis de plus que y^ doit être racine double de P(«, y)] on voit en effet tout de suite, dans l'hypothèse contraire, que l'intégrale devient infinie pour a: = a, y = j^|. Le polynôme P(^, y) est donc divisible par
{y—y\Y{y — yt)- - ^iy — ym-x ), et comme on peut écrire
/(^» y) = {y- yOHy — yi)-- -{y — ym^x ) h- (a^ — «) 'K^, y) = o, if étant un polynôme, il en résulte encore que
pourra se mettre sous la forme d'un polynôme en x et y^ et l'on peut achever le raisonnement comme plus haut.
11 ne nous reste plus qu'à supposer que la droite x^=a passe par un point multiple d'ordre i. Ce point est par hypothèse à tangentes distinctes, et l'on peut supposer qu'aucune d'elles n'est parallèle à Oy.
Désignons par ^,, ^2, ..., ym^i les ordonnées des points simples de rencontre de la droite x=^a avec la courbe, et soit (a, 6) le point multiple. On montrera encore que P(a, y) s'an-
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nule pour t, j^,, ^2? . • •? ym-h De plus, 6 doit être racine multiple d'ordre «pour P(a, y)\ sinon l'intégrale deviendrait infinie au point multiple, quand (^, y) se rapproche de ce paint, sur une au moins des i branches qui s^y croisent. Pour le voir bien nettement, écrivons
P(a7, y) = P(a, y) -h (a? — a) x(ar, y^
Si le développement de P(«, y) suivant les puissances de (y — b) ne commence pas un terme de degré au moins égal à e, il y aura certainement, dans un au moins des développements de V{x^y) relatifs aux diverses branches, un terme de degré moindre que ^ en X — a. L'intégrale deviendrait certainement alors infinie au point multiple pour une au moins des i branches. La démonstration s'achève alors tout de suite en remarquant que l'équation de la courbe peut s'écrire
(7 — ^y iy —yi ) • • -(r — y^n-i) h- (a? — a) ^{x, y) = o ;
d'où il résulte que
est un polynôme en x et y, et la réduction s'effectue de proche en proche.
En résumé, les intégrales de première espèce sont nécessairement de la forme
^Q(x,y)dT
Q(a7,y) étant un polynôme.
8. Cherchons donc à quelles conditions ces dernières Intégrales resteront finies sur toute la surface de Riemann. Elles pourraient devenir infinies pour les points correspondant à
Ces points sont de deux sortes. Il y a d'abord les points de ramification : mais on voit tout de suite que l'intégrale restera finie en un tel point (a, b). On a en effet, en ce point, d'après nos hypo-
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thèses qu'il est inutile de rappeler, le développement
A étant différent de zéro; l'intégrale reste donc finie.
Il y a en second lieu les points multiples. On a ici pour chaque branche un développement de la forme
Donc Q{Xyy) devra contenir en facteur {x — a)'"* quand on substituera à y\es /développements relatifs aux i branches. Par suite, Q{x^y)j développée suivant les puissances de x — a et y — 6, devra commencer par un terme de degré i — i ; en d'autres termes, la courbe
aura le point (a, b) comme point multiple d'ordre i — i. Cette condition est nécessaire et suffisante pour que l'intégrale reste finie en (a,è).
Il faut maintenant considérer les points à l'infini. Nous pouvons, en nous servant de l'équation /= o, mettre Q(^,^) sous la forme
les o étant des polynômes en x de degré quelconque. Pour x très grand, nous avons d'ailleurs les développements
les ki étant tous différents. Il en' résulte que, pour toute branche de la courbe à l'infini, le produit
ne pourra pas rester fini quand x grandira indéfiniment, si o, et cp^ ne sont pas identiquement nuls. A la vérité, ceci pourrait arriver pour certaines branches, mais non pour toutes, sans que 9| et p^ fussent nuls identiquement, puisqu'en posant y = A\r les coefficients des diverses puissances de x dans le développement de (7)
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sont des polynômes de degré m — i en A*. Or on exprime la condition nécessaire et suffisante pour que l'intégrale reste finie pour a: = QO, en écrivant que l'expression (7) reste elle-même finie. On doit donc avoir
les o étant des polynômes. En raisonnant de la même manière, on voit tout de suite que Oq doit se réduire à une constante, fi à un polynôme du premier degré, et ainsi de suite. Par conséquent, Q(a7, y) est un polynôme de degré m — 3 en a: et ^.
En résumé, la condition nécessaire et suffisante pour que Tintégrale
fy
soit de première espèce peut être ainsi formulée : Q(^, y) est un polynôme de degré m — i en x et y et la courbe
a pour points multiples d'ordre i — i les points multiples d^ ordre i de la courbe J.
9. Un premier point très important est relatif au nombre des intégrales de première espèce linéairement indépendantes. Que doit-on entendre d'abord par intégrales linéairement indépendantes? Soient
''^''''Qx{x.y)dx r^^'^'^ q,{x,y)dx r^^^' Qr(T,y)dx
fy
r"'Qx{x,y)dx r'^'''Q,{x,y)dx ^ Z*-'^'
r intégrales de première espèce. Nous dirons qu'elles sont linéairement indépendantes si Ton n'a pas entre elles de relations
•^(^.,r.) '^y •^(jc-o.ro) ^y
les A étant des constantes. Ceci revient à dire que l'on n'aura pas d'identité de la forme
(8) AiQi(a-, y) -+-. . .-^XrQri^y y) = o,
(les A étant constants), pour tout point (x, y) de la courbe /.
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D'ailleurs si Ton a des polynômes Q pour lesquels une identité de la forme précédente ne puisse avoir lieu quand x e,l y sont regardées comme des variables indépendantes, il ne pourra exister entre eux une telle identité quand le point (:r,jK) sera quelconque sur la courbe f\ c'est une conséquence nécessaire de l'irréductibilité de cette dernière et de ce que le degré des Q est inférieur à ni. On peut donc dire que les intégrales sont linéairement indépendantes si les polynômes Q à deux variables indépendantes X et y sont linéairement indépendants, c'est-à-dire s'il n'existe pas entre eux de relations de la forme (8) où les A soient des constantes.
Cette définition posée, remarquons que : avoir un point multiple d'ordre i — i en un point donné revient pour une courbe à
Mf — i)
conditions. Or le polynôme général de degré m — 3 renferme
5^ coefficients, et nous avons entre eux un nombre
d'équations de conditions égal à
a/ désignant, comme précédemment, le nombre des points multiples d'ordre i. Si l'on suppose que ces conditions ne se réduisent pas à un nombre moindre, on aura
(m — i)(m— -2) '^^i i{i — \) , , ,. > a, -^ -' , c est-à-dire p
intégrales de première espèce linéairement indépendantes.
Pour énoncer la conclusion précédente, nous avons dû supposer qu'il n'y avait pas de réduction dans le nombre des coefficients. En toute rigueur, nous pouvons seulement dire pour le moment que le nombre des intégrales linéairement indépendantes est au moins égal à /?.
10. Le résultat précédemment énoncé est cependant exact sans restriction. Il est nécessaire de le démontrer en toute rigueur : c'est ce que nous allons faire en nous servant du théo-
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rème d'Abel (*). Supposons qu'il y ail plus de p intégrales de première espèce linéairement indépendantes. Je prends p points arbitraires «i, a%^ . , ,^ ap sur Ja courbe J] par ces points passe au moins une courbe Q, puisque, dans Thypothèse où nous nous plaçons, la courbe générale Q renferme au moins p + i coefficients arbitraires. Or toute courbe Q rencontre, en dehors des points multiples, la courbe f en
m{m — 3 ) — ^ x/ î ( i — I ) ou ip — a points.
La courbe Q passant par «i, «2? * .^-^ap rencontre donc, en dehors des points multiples, fcnp — 2 points, que nous désignerons par b^^ b^i • . ., 6p.2- P^i* ^^^ derniers points, passe un faisceau F de courbes Q comprenant en particulier la courbe d'abord considérée. Appliquons le théorème d'Abel aux points de rencontre variables du faisceau F avec la courbe /. Nous aurons, en désignant ces points par
et prenant p polynômes Q^, Q2, . . ., Q/> linéairement indépendants,
égalités qui expriment le théorème d'Âbel pour les intégrales de première espèce. Nous tirons de là la relation
Qï(^i, .Ti) Qt(a?î.r2) ... ^i{xp,yp)
Cette relation doit être identiquement vérifiée, c'est-à-dire quels que soient les points (^^yO^ (^27^2)7 ...» {^pt yp) sur la courbe, puisque, pour une certaine courbe du faisceau F, ces points coïncident avec les points arbitrairement choisis (2|, ^2, ...,
( » ) E. Picard, Sur le nombre des intégrales abéliennes de première espèce ( Bulletin des Sciences mathématiques, 1890 ).
GoogI(
a^. Mais Tidenlilé précédente exprime que les polynômes Qi, Q2» • • • 9 Qp 1^6 sont pas linéairement indépendants; c^est ce que l'on voit en développant le déterminant par rapport à la première colonne. A la vérité, ceci suppose que tous les mineurs du premier ordre qui formeront les coefficients de ce développement ne soient pas nuls; mais, s'il en était ainsi, on serait ramené au cas de p — I polynômes Q sur lesquels on raisonnerait de la même manière et finalement on arrivera à une relation homogène et linéaire entre certains polynômes Q où tous les coefficienls ne seront pas nuls, puisque, à la fin, on aura comme mineurs les polynômes Q eux-mêmes. Ainsi nous arrivons à la conclusion que les polynômes Q ne sont pas linéairement indépendants : cette contradiction démontre le théorème. Nous pouvons donc affirmer qu'iY y a p intégrales de première espèce linéairement indépendantes (*).
Nous désignerons dans la suite les courbes
sous le nom de courbes adjointes d'ordre m — 3 (^). D'une manière plus générale, une courbe sera dite une courbe adjointe à f si elle a pour point multiple d'ordre i — i tout point multiple d'ordre i de la courbe f. Outre les adjointes d'ordre m — 3, nous aurons à considérer dans la suite les adjointes d'ordre m — 2. Un polynôme adjoint sera le premier membre de l'équation d'une courbe adjointe.
Faisons la remarque importante qu'// n^y a pas sur la courbe /", en dehors des points multiples, de points communs à toutes
( ' ) On peut établir ce théorème foodamental en restant au point de vue algébrique; c'est ce que font MM. Brill et Nôther dans leur mémorable Mémoire Sur les fondions algébriques {Math, Ann., t. VII); on trouvera un exposé des travaux de MM. Brill et Nôther concernant la Géométrie sur une courbe algébrique dans le Chapitre II du Tome II de la Théorie des fonctions algébriques de deuœ variables de MM. Picard et Simart. Nous donnerons encore au paragraphe 12 une autre démonstration de ce môme théorème.
(') Nous ne nous préoccupons nullement ici d'une question d'ordre en quelque sorte pratique, je veux dire la formation eiïective, pour une équation donnée f = Oj de ses adjointes et la détermination dans ces conditions du genre de la courbe. On pourra consulter sur ce sujet un intéressant Mémoire de M. L. RaflTy ( Afath. Annalen, t. XXIII ) et un travail de M. Nôther.
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les adjointes d^ ordre m — 3 (*). J'emploierai encore à cet elTet le théorème d'Abel.
Prenons, sur la courbe f,p — i points arbitraires ai, aj, . . ., »/»-<. Par ces points, on peut faire passer au moins une courbe Q; celle-ci, en dehors des points multiples et de ces p — i points, rencontre encore la courbe en/? — i autres points parmi lesquels doivent se trouver les X points (X >> o) que, par hypothèse, contiennent toutes les adjointes. Il reste donc p — i — X points par lesquels nous pouvons faire passer un réseau d^adjointes. Aux p — I points de rencontre variables (?«, r^i )...(?/>_<, '1/»-«) ^® ^® faisceau avec la courbe, appliquons le théorème d'Abel pour p — I intégrales distinctes de première espèce. On en déduira immédiatement
Qi(îi,TQ,) ... Qi(5p_,,r^;,-,)
Q/ï-i(îij^i) ••• Qi»~i(î/»-i>^p-i)
et l'on aura là une identité puisque les /? — i points ($, vi) coïncident dans une position particulière avec les /> — i points a pris arbitrairement. Mais ceci est impossible, comme nous l'avons déjà dit, si les polynômes Qi, Qo, . . ., Q^_< sont linéairement indépendants.
IV. — Théorèmes fondamentaux sur les intégrales de première espèce. Intégrales normales.
12. Revenons aux périodes des intégrales de première espèce. Les périodes d'une telle intégrale
peuvent être désignées par
4*, di (A = 1,2, ...,;?),
(') MM. Brill et Nôther démoatrcat {^loc, cU,) ce théorème en se servant du théorème de Riemann-HocU.
p. - II. 29
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en représentant par cj et d\ les valeurs de l'intégrale prise respectivement le long des coupures D^ et C^.
Nous avons dit que c'j^ était la période correspondant k Chet cf^ la période correspondant à Da* Les sens suivant lesquels sont pris c\ et d^ sont tout à fait arbitraires. Faisons donc seulement une convention pour fixer les idées. On forme le contour K dont nous avons déjà tant de fois parlé; ce contour se compose, outre les rétrosections, de p — i coupures joignant deux à deux, à la manière d'une chaîne, les coupures D.
Considérons une des extrémités de cette chaîne. Je fixe un sens sur D|, marquant la ilèche du côté de la coupure sur lequel ne s'insère pas la coupure auxiliaire qui joindra D^ à D^. On suit alors, dans le sens indiqué, le côté considéré de D| ; on rencontre
C^ et il s'ensuit un sens pour C^, Nous continuons maintenant le contour K, et les sens dans lesquels nous parcourons respectivement Da et C2, à l'arrivée sur la seconde rétrosectîon, sont ceux que nous fixons sur celle-ci pour évaluer les intégrales c* et rfj et ainsi de suite.
Ce& définitions posées, nous allons établir une inégalité fondamentale d'où se déduiront les conséquences les plus importantes pour les périodes des intégrales de première espèce. Considérons d'une manière générale une intégrale de première espèce
Q(T,y)dT
aux périodes c/t et d/^. Je mets l'intégrale sous la forme
X-+.IÏ
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et je pose
C/i — c'f, -\- ic1^, d/^ = d/^ "h i dl .
En appliquant le théorème démontré à la fin du Chapitre précédent (§ 27), nous sommes assuré que l'intégrale
dY,
étendue au contour K, est différente de zéro. Elle est positive si le sens choisi sur le contour K correspond au sens positif sur les feuillets; c'est ce que nous pouvons supposer. A la vérité, comme nous l'avons dit, une petite discussion est nécessaire, en appliquant ce théorème et les théorèmes analogues établis (toc. c*V.), pour les points à l'infini et pour les points de ramification. Ici on se rend compte tout*de suite que l'intégrale précédente pour un circuit infiniment grand sur un feuillet quelconque est nulle,
puisque X est fini à l'infini et que -j- est infiniment petit comme
— * tandis que ds contient seulement p en facteur (p étant le rayon
du cercle d'élément ds grandissant indéfiniment). Quant aux
points de ramification, on voit immédiatement que -r- est de Tordre —, tandis que ds est de Tordre de r, en désignant par r
la distance du point variable au point de ramification, distance qu'on fait tendre vers zéro.
Écrivons donc
XdY>o.
Nous allons évaluer celte intégrale. Les fonctions réelles X et Y admettent respecûvement les périodes c^, rfj^ et c^, rf^. Nous avons dit que les périodes correspondant aux coupures auxiliaires joignant les rétrosections étaient nulles (§2); les intégrales relatives à ces coupures sont donc nulles, leurs éléments se détruisant deux à deux. Nous pouvons, par conséquent, faire abstraction de ces coupures, et nous n'avons qu'à évaluer l'intégrale précédente sur chacune des rétrosections. Prenons, par exemple, la rétrosection (Di, C|); soient m et m' deux éléments se correspondant des
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deux côtés de la coupure D^, rélément m étant sur le côté de la coupure auquel correspond la flèche. Nous aurons pour éléments de l'intégrale
en m \d\
en m' —(X -f- rf; ) rfY;
pour le second élément, X est en effet devenu X 4- d\ et le signe a changé, les éléments m et m' étant parcourus en sens inverse. Nous aurons donc pour la somme
- d\ dY,
et il faut faire la somme de cette expression pour les éléments /??, ce qui donne immédiatement
Prenons de même deux éléments p et />'; on aura pour éléments de l'intégrale
en jD X dY
en p' —(X — c;)cn^
dont la somme donne c\ dY qui, intégrée pour les éléments /?,
conduit de suite à
La première rétrosection donne donc, comme valeur de l'intégrale cherchée.
Nous avons par suite P inégalité fondamentale
h=p (10) ^{c'udl-cld'n)>o,
cl, je le répète, celte inégalité exclut l'égalité.
Je tirerai de suite de cette inégalité une nouvelle démonstration du théorème démontré dans la section précédente et relatif au nombre des intégrales linéairement indépendantes. Ce nombre ne peut être supérieur à p, car,. s'il en était ainsi, on pourrait former une intégrale de première espèce ne se réduisant pas à une con-
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stanle, et pour laquelle les périodes relatives aux coupures D se réduiraient à zéro; ce qui est incompatible avec l'inégalité précédente.
L'intégrale générale de première espèce est de la forme
(II) ^{XA.-^iBA.)h'f
les A et B désignant des constantes réelles quelconques et les I représentant des intégrales linéairement indépendantes. Désignons celte intégrale par X -f- iY; les 2/? périodes de X seront
Je dis qu'on peut choisir les 2/? constantes A^ et B^ de manière que ces 2/? périodes prennent telles valeurs que l'on voudra. Il suffit pour cela de faire voir que le déterminant des coefficients A^ et B;t dans ces 2// formes linéaires ne peut être nul. Pour le montrer, remarquons simplement que, si ce déterminant était nul, on pourrait choisir les A et B, non tous nuls, de manière à annuler toutes les périodes de X. On aurait alors une intégrale (11) pour laquelle les parties réelles de toutes les périodes seraient nulles. Or cette circonstance ne peut se présenter pour une intégrale de première espèce ne se réduisant pas à une constante, comme le montre Tinégalité (10) qui ne peut être vérifiée quand toutes les lettres pourvues d'un seul accent sont nulles. Énonçons donc ce théorème :
On peut former une intégrale de première espèce pour laquelle les parties réelles des ip périodes ont des valeurs arbitrairement données.
Une conséquence immédiate est que les 2/? périodes d'une intégrale arbitraire de première espèce sont distinctes. On se rappelle la définition des périodes distinctes (p. 226 de ce Volume).
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Il est impossible ici qu'il existe entre les périodes d'une intégrale arbitraire de première espèce une relation homogène et linéaire à coefficients entiers, puisque les parties réelles des périodes peuvent être choisies arbitrairement.
Comme nous avons eu déjà l'occasion de le remarquer (p. 229) le nombre des périodes, pour une intégrale déterminée de première espèce, peut êlre inférieur à 2/?, mais nous ferons la remarque que le nombre des périodes distinctes d'une intégrale de première espèce ne peut être inférieur à deux.
Supposons en effet qu'une intégrale I de première espèce n'ait qu'une seule période w. Considérons alors l'expression (*)
Cette expression n'aura qu'une seule valeur en chaque point [x, y) de la surface de Riemann. D'autre part, elle reste toujours finie; elle devrait donc se réduire à une constante (Chap. XIII, § 27), ce qui est absurde.
14. Indiquons maintenant ce qu'on entend par intégrale normale de première espèce. Cherchons à déterriiiner p intégrales de première espèce J|, J2J . • -i J/? pour lesquelles les périodes correspondant aux coupures D4, D2, . . *, D^, forment le Tableau suivant :
Jl
ip
On partira pour cela des p intégrales linéairement indépendantes Ii, I2, . . ., I/> et l'on déterminera les constantes ai, aa, . . ., a^ de manière que les périodes de
(la) aiJi-f-a2lt-f-...-i-a,>ï,,
(^) On reconnaîtra là sous une forme plus condensée la généralisation du raisonnement fait à la page 239.
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correspondant aux coupures D aient successivement les valeurs correspondant à ce Tableau. On aura ainsi à résoudre successivement/? systèmes de /? équations du premier degré. II est essentiel de remarquer que le déterminant commun de ces systèmes vUest pas nuly car, s'il en était ainsi, on pourrait choisir les a (non tous nuls) de manière que les périodes de (12) correspondant aux coupures D soient toutes nulles, ce qui est en contradiction avec l'inégalité fondamentale (10) où toutes les lettres d nç peuvent s'annuler simultanément.
Il est évident d'ailleurs que les intégrales J ainsi déterminées sont linéairement indépendantes, car aucune combinaison linéaire des J ne peut se réduire à une constante sans que les coefficients soient nuls, comme on le voit tout de suite en égalant à zéro les périodes relatives aux coupures D d'une telle combinaison.
On appelle les intégrales J les intégrales normales de première espèce. Nous désignerons par le Tableau suivant le Tableau des périodes des intégrales normales :
Di
Jl
•îii
Jt
"^îi
-Cîï
'^iP
'^Pt
"^pp
Dans chaque ligne horizontale se trouvent les périodes de l'intégrale normale correspondant à cette ligne.
io. Il existe entre les périodes de deux intégrales quelconques de première espèce une relation remarquable. Soient I et / deux telles intégrales, dont nous désignons les périodes respectivement par
</« et dh )
•//« et oa ) Considérons l'intégrale
fi<ii.
On peut lui appliquer le théorème de Cauchy relativement au
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contour K ; elle sera nulle. La seule discussion à Taire, pour s^en convaincre, est relative aux points à l'infini sur les feuillets et aux points de ramification; elle se fait comme pour l'intégrale étudiée au paragraphe précédent. Nous avons donc
I di = ().
Le calcul de cette intégrale est entièrement analogue à celui de
les périodes de I et de i remplacent seulement respectivement celles de X et de Y. Nous aurons donc
Il résulte de cette égalité que nous avons entre les périodes de /> intégrales de première espèce
relations, en l'appliquant de toutes les manières possibles à deux de ces intégrales. (]es relations prennent une forme particulièrement simple pour les intégrales normales J. Ainsi prenons J| et J2 : on a de suite
— ':i2H-t:ïi = 0.
D'une manière générale, il vient
Ces égalités sont fondamentales,
16. Nous terminerons cette étude des intégrales de première espèce, en indiquant une nouvelle égalité, conséquence d'ailleurs de l'inégalité fondamentale et qui joue dans la théorie des fonctions abéliennes un rôle capital. Considérons l'intégrale
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OÙ les ni sont des constantes réelles quelconques, et appliquons à ses périodes l'inégalité (9). En posant
on trouve, après quelques réductions très simples, ^nihmkz%h> o (A,/: = 1,2, ...,/?)•
On peut donc énoncer que la forme quadratique en nii^ ni2j . . ., nip
est définie et positive.
V. — Des intégrales de deuxième espèce
17. Nous avons désigné d'une manière générale sous le nom à"^ intégrales de deuxième espèce les intégrales n'ayant sur la surface de Riemann d'autres points singuliers que des pôles. Nous allons former a priori une intégrale de deuxième espèce ayant un seul pôle. Soit (^, t^) un point arbitraire de la surface de Riemann et désignons par
(i3) ax -^ by -^^ c = o
Téquation de la tangente à la courbe y(^, j^) == o au point (Ç, r,). J'envisage l'intégrale
^•^'^'' V{x,y)dx
où P(^, y) représente un polynôme adjoint de degré m — 2 s'annulant pour les m — 2 points simples de rencontre, en dehors du point de contact, de la droite (i3) avec la courbe /, Cherchons d'abord le nombre des constantes arbitraires figurant dans P(Xyy). Ce nombre sera au moins égal à
(m — i)m '^ 1(1 — 1) c'est-à-dire à /> 4- i . Mais on aperçoit de suite une famille de po-
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Ijnomes V{x^y) remplissant les conditions requises et dépendant de p paramètres ; elle est fournie par
Q(iC, j^) étant le polynôme général adjoint d'ordre m — 3 qui a joué le rôle fondamental dans la théorie des intégrales de première espèce. Pour une telle valeurdeP, l'intégrale (i4) se réduite une intégrale de première espèce; mais, puisque la famille générale des polynômes P(x, y), satisfaisant aux conditions indiquées, dépend au moins de /> -h 1 paramètres arbitraires, il y aura certainement un polynôme P{x^y) ne contenant pas (ax -^ by -\- c) en facteur, et, par suite, ne s'annulant pas en (5,7^). Pour un tel polynôme, Vintégrale (i4) ^st de deuxième espèce. Il suffit, pour l'établir, de remarquer que cette intégrale devient infinie au point (^, Tt) de la surface de Riemann et en ce point seulement. Cet infini est nécessairement un pôle; on pourrait le vérifier directement, mais on évitera tout calcul en remarquant qu'une intégrale ne peut avoir un seul infini logarithmique d'après la relation
démontrée au § 3 de ce Chapitre. Le pôle est d'ailleurs évidemment un pôle simple.
Nous avons dit plus haut que le nombre des constantes figurant dans P était au moins /> + i, ignorant a priori si la disposition particulière des points qui déterminent le réseau de courbes n'élèverait pas le nombre des constantes au-dessus du nombre p + i qui est celui que donne la numération directe. En fait, on peut voir que ce nombre sera /? + i : en effet, si l'on a deux polynômes P< et P2 ne s'annulant pas en (Ç, Tj), on peut choisir la constante a de manière que P< — aP2 s'annule en (S, "ïi); on a alors
Pi— aP, = {ax -^by-^ c) Q(ar,^).
Donc P| ne dépend que Ae p -\-\ constantes.
Soit H une intégrale (i4) de deuxième espèce ayant le pôle (Ç, 7i); il résulte de ce qui précède que toutes les intégrales de
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deuxième espèce ayant le pôle simple (5, t,) seront de la forme
(i5) aHH-p,I,-hp2l,-h...-hP„I;„
les I représentant p intégrales dîslinctes de première espèce, a et les p des constantes arbitraires.
18. Nous pouvons choisir a de manière que le résidu de l'intégrale (i5) relativement au pôle (Ç, t^) soit V unité. Déplus, on peut choisir les ^ de manière que les périodes de (i5) relatives aux coupures D soient nulles. On a alors une intégrale de deuxième espèce parfaitement déterminée; nous l'appellerons V intégrale normale de deuxième espèce relative au point (i, vi). Désignons-la par E; ses périodes seront
Di Dj ... Dp Cl Cj ... C,,
Les périodes e, relatives aux coupures C, ont des valeurs extrêmement simples que nous allons maintenant faire connaître. Considérons à cet effet, avec Riemann, l'intégrale
f^dhn
où Jjk est une intégrale normale de première espèce. Cette intégrale prise le long du contour K n'est plus nulle ici, comme celle que nous avons considérée au § 14, puisque la fonction E a un pôle au point (Ç,Yj), mais nous aurons, d'après le théorème de Cauchy étendu aux surfaces de Riemann,
(i6) fEdJh='nzl.n,
en désignant par R le résidu de
par rapport au pôle (i, 7^). Calculons de suite ce résidu ; le résidu
de E étant l'unité, et -j^f c'est-à-dire ^^* J'*^ > restant fini pour ' dx fy ^
GoogI(
46o CHAPITRE Xir.
(5, y,), on aura
en désignant, bien entendu, par QaC^j^") 'e polynôme adjoint d'ordre m — 3 correspondant à l'intégrale normale J>i.
Quant au calcul de l'intégrale figurant dans le premier membre de (i6), il est entièrement analogue à celui que nous avons eu à faire au § 14; les périodes de E et J^ remplacent celles de 1 et i. On a immédiatement
Ainsi les périodes de Y intégrale normale de deuxième espèce relative à un pôle (i, vj) s* expriment d'une manière algébrique,
19. Prenons maintenant sur la surface p points ($i,vii), (52? '^12)) •••1 (i/?î ^/>)j q"î vont rester fixes, mais à qui nous donnons une position arbitraire, et envisageons les intégrales normales de deuxit-me espèce correspondantes E|, E2, . . ., E^. Nous allons montrer qu'aucune combinaison linéaire à coefficients constants des np intégrales
ne peut se réduire à une fonction rationnelle de (or, y).
Il faudrait et il suffirait pour cela que toutes les périodes de
Al El 4- AjEtH-...-!- A;,E^-i-BiJi-T-...-+-B,J,,
fussent nulles. Pour que les périodes relatives aux D soient nulles on doit avoir
Bi= B8 = ...= B;, = 0.
Les périodes relatives aux coupures C seront nulles si l'on a
AiQa(Îi, t,i) + A,Qa(Î,, 71,) -+-• . .-+- A,,Q/i(îp, fip) = o (/t = I,2, ...,/?).
Mais ces p relations entraînent nécessairement • Al = Aj = . . . = A,, = o,
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car le déterminant
ne peut être nul si les p points (Ç|, Tj,), ..., (i/?,^)^) ont été pris arbitrairement (§ 10), et la combinaison formée est alors identiquement nulle.
Nous pouvons donc dire que nous avons formé ip intégrales de première et de deuxième espèce linéairement indépendantes, en entendant ici par intégrales linéairement indépendantes des intégrales dont aucune combinaison linéaire n^est rationnelle en {x^y). Il n'y a aucune confusion à craindre pour les deux sens dans lesquels, suivant les cas, nous entendons les mois linéairement indépendants. Quand il sera question d^intégrales de deuxième espèce, il s^agira toujours du sens que nous venons d'indiquer. Il est clair que le déterminant d'ordre 2/? formé avec les périodes de nos a/? intégrales n'est pas nul.
20. Toute autre intégrale de deuxième espèce s'exprime linéairement à l'aide des a/? intégrales précédentes et d'une fonction rationnelle. Soit en effet H une intégrale absolument quelconque de deuxième espèce. Nous pouvons choisir les constantes A et B de manière que les ip périodes de
(17) H + A,E,4-...-HApEp-f-BiJ,H-...-f-B,,J;,
soient nulles; d'après ce que nous avons dit plus haut, le déterminant des a/7 équations du premier degré ainsi obtenues ne sera pas nul. L'expression (17) n'ayant pas de périodes et n'ayant que des pôles sera une fonction rationnelle de (j:,^), et nous pouvons, par suite, énoncer que toutes les intégrales de deuxième espèce s^expriment à Vaide de p d'entre elles, linéairement indépendantes, et d'une fonction rationnelle de (x,y). ' On pourrait démontrer le théorème précédent, qui est capital, d'une manière purement algébrique, en s'appuyant sur la réduction que nous avons donnée (t. I, p. 62 et suiv.) pour les intégrales de différentielles algébriques. Du moins, on peut voir faci-
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lement ainsi que toutes les intégrales de deuxième espèce sont réductibles à ip d'entre elles et à une partie rationnelle en (x,y), mais il serait moins simple d'établir directement que ces ip inté* grales sont linéairement indépendantes. Nous n'insisterons pas sur ce genre de démonstrations.
21. De même que nous avons cherché une relation entre les périodes de deux intégrales de première espèce, on peut, de la même manière, trouver une relation entre les périodes d'une intégrale de première espèce et celles d'une intégrale de deuxième espèce. Reprenons l'intégrale arbitraire H de deuxième espèce, et soit I une certaine intégrale de première espèce; on considérera encore l'intégrale
prise le long du contour K. Cette intégrale sera égale au produit de 277£ par la somme des résidus relatifs aux différents pôles de
la fonction H ^; cette somme R pourra être facilement calculée
dans chaque cas, et l'on aura par suite la relation cherchée
^(C/iO/,— Y/i^/,) = 2711. R,
en désignant respectivement par ca, dh, et y^j Sa les périodes de H et I.
VI. — Des intégrales de troisième espèce
22. L'étude des intégrales de troisième espèce se fait d'après les mêmes principes que celle des intégrales de deuxième espèce. Partons ici d'une droite quelconque ax 4- by -f-c = o, et, parmi les ni points de rencontre de celle droite avec la courbe y, considérons-en deux particulièrement (Çi,^^,) et (Ça, v^a); nous les désignerons simplement, pour abréger, par les points Ç| et Ça- Ceci posé, formons encore l'intégrale
Vi^x,y)dx
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P(x^y) étant un poljnome adjoint d'ordre m — 2 s'annulant pour les m — 2 points de rencontre de ax -H by + c = o avec y, distincts de Ç| et ^2» Sous ces conditions, l'intégrale précédente deviendra infinie pour Ç| et ^27 sî 1^ polynôme P ne s'annule pas en ces deux points. On montrera comme plus haut que le polynôme P renferme /> -4- 1 constantes arbitraires et qu'il existe un polynôme V(x^y) ne s'annulant pas pour $1 et $2? tous les autres étant de la forme
aP(a:,j')-4-(ajr^-ôj.^-c)(PiQi-hP,Q,^-...-f-P;,Qp).
L'intégrale ainsi obtenue aura les deux points Çi et ^2 comme infinis logarithmiques; dans le voisinage du premier, la fonction deviendra infinie comme
Alog(a: — 5,),
A étant une constante, c'est-à-dire qu'elle sera égale à l'expression précédente augmentée d'une fonction holomorphe dans le voisinage de Çi. Elle deviendra infinie, pour x = ^2, comme
— Alog(ar— î,).
Les coefficients des logarithmes sont égaux et de signe contraire
d'après la relation V A = o du paragraphe 3.
On peut choisir la constante a de manière que A= i, et, de plus, les constantes ^ peuvent être déterminées de telle sorte que les périodes relatives aux coupures D de notre intégrale de troisième espèce soient toutes nulles. On a alors une intégrale de troisième espèce que nous appellerons intégrale normale de troisième espèce relative aux points ii et ^2- Nous la désignerons
les parties logarithmiques de cette intégrale sont respectivement pour Ç| et $2
H-log(x — $,) et _log(ar — Ç,),
et les périodes relatives aux D sont toutes nulles. Nous allons calculer les périodes relatives aux coupures C; l'intégrale a de plus une période polaire 2tu relative aux points singuliers logarithmiques.
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23. Les périodes cycliques de Sç^ç^, relatives aux coupures G et que nous désignerons par 5|, 53, . .., Sp^ ont une forme 1res simple; nous allons les trouver en suivant la même voie que pour les intégrales de seconde espèce. Considérons toujours le contour K sur la surface de Riemann (Jig. Sa), puis réunissons les points ^1 et ^o par une ligne ne rencontrant pas K et dont
Fig. 52.
nous faisons une nouvelle coupure que nous joindrons par une autre coupure a^ à un point quelconque de K. Appelons K' le contour K modifié par cette addition, et supposons*le parcouru dans le sens des flèches de la figure. Il est manifeste que l'intégrale
prise le long du contour K! est nulle, J^ désignant toujours une intégrale normale de première espèce. Nous aurons comme valeur des éléments en m et m'
en m .
en m'
dont la somme donne
ITÙdi/i^
et, par suite, la valeur de l'intégrale (18) sur les deux bords de la coupure (Ç^Ço) est
— ^TÛ I dJ/i.
Les intégrales des deux bords de la coupure a^ se détruisent et il reste à évaluer l'intégrale relative au contour K. Or c'est un calcul que nous avons déjà fait à différentes reprises; l'intégrale
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se réduit à 5a et nous avons donc
5/4=2TCt/ dJ/t (/l = I,2, p),
formule qui fait connaître les périodes, relatives aux G, de l'inlégrale normale de troisième espèce.
24. Il est facile de voir que toute intégrale de troisième espèce est une somme dHntégrales normales de troisième espèce et dUine intégrale de seconde espèce. Supposons que l'intégrale II considérée ail r points singuliers logarithmiques «i, a^, ..., ar avec les coefficients correspondants A|, A2, ..., A^ satisfaisant nécessairement à la relation
Al -H Aj-i-. . .-h Ar = o.
Formons les intégrales normales de troisième espèce
et la combinaison linéaire
On peut choisir les B de manière que cette somme devienne infinie en «1, «oj . . .j «r comme l'intégrale H. On n*a qu'à écrire
Bi = A„ B,~B,= A„
B/— 1 — Br-j = Ar-i , — Br-t = Ar,
et ces r équations compatibles, en vertu de V A = o, déterminent les B. Ces coefficients étant ainsi choisis, l'intégrale
n — (BiSrtjrt,-^.. --*- B;^iSfl,_j/,^)
n'aura plus de points singuliers logarithmiques : ce sera une intég^rale de seconde espèce.
25. Démontrons maintenant le théorème important connu sous P. - II. 3o
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le nom de théorème de l'échange du paramètre et de V argument.
On trace sur la surface de Riemann, rendue simplement connexe au moyen du contour K, deux coupures (Çi, Ça) et (ai, aj) ne coupant pas K et ne se coupant pas entre elles. Formons alors les deux intégrales normales de troisième espèce
Sç»Ç, et Sa,a„
qui sont des fonctions uniformes sur la surface affectée des coupures indiquées. Pour avoir un contour unique, nous joindrons,
Fig. 53.
comme plus haut, les coupures ii Ç2 ^^ les coupures ai a2 au contour K : on forme avec toutes ces coupures un contour unique K'. Nous avons la relation
diaprés le théorème fondamental de Cauchy étendu aux surfaces de Riemann. La partie de l'intégrale relative au contour K sera nulle puisque les périodes relatives aux coupures D des deux fonctions S sont nulles. Il reste simplement à considérer les intégrales relatives aux coupures (Ç, $2) et (ai aj). La première nous donne, par un calcul tout à fait analogue à celui du paragraphe 23,
Pour avoir la seconde, remarquons que le long d'une ligne entourant les deux points ai, aj on a, en intégrant par parties.
J S5, ç, dSa, «. = — y Sa, a, d^i, ç, ;
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or la seconde intégrale donnera de suite, pour la coupure ai a^,
-h 27:1 On a donc Tégalité
et.
J dSoL,OL,=J rfSç.Ç,,
qui exprime le théorème de V échange du paramètre et de l'argument.
26. Nous terminerons ces généralités sur les intégrales abéliennes en revenant au théorème d^Abel, sommairement étudié au paragraphe 5 de ce Chapitre, et en lui donnant pour les intégrales de troisième espèce une forme très commode pour les applications. Nous allons d'ailleurs employer encore une fois la considération dUntégrales de la forme
étendues à un circuit convenable de la surface de Riemann, intégrales que ce grand géomètre a employées si heureusement pour l'élude des propriétés fondamentales des intégrales abélieunes des trois espèces, comme on vient de le voir dans les paragraphes précédents. Soit toujours Sç^ç, l'intégrale normale de troisième espèce correspondant aux points Çi et Sa, et désignons par
les équations de deux courbes de degré n. La première rencontre la courbe / en mn points a,, aa, ..., cumn et la seconde en mn points Pi, p2i •••? P^/i- Après avoir tracé sur la surface de Riemann le contour K et la coupure l^ I2, nous joignons par des arcs de courbe. ces points de rencontre deux à deux, en nous arrangeant de manière que les lignes
ne se coupent pas entre elles et ne coupent pas le contour K ni la coupure 5i Sa. Nous allons considérer les lignes précédentes comme des coupures que nous joindrons au contour K par des
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coupures auxiliaires ainsi que la coupure ^i ^29 et nous désignons par K' le contour total ainsi formé. Ces constructions faites, formons rintégrale
Elle sera nulle; or il est facile de calculer sa valeur en raisonnant comme nous Pavons déjà fait à différentes reprises.
La fonction log-j- n'ayant pas de périodes cycliques, la partie
de l'intégrale précédente relative à K sera nulle. D'autre part,
l'intégrale relative aux coupures auxiliaires est évidemment nulle . Calculons la valeur de l'intégrale pour une coupure a^ ^a l nous aurons
Pour l'intégrale relative à la coupure Si ^2^ on substituera, après intégration par parties, l'intégrale
-/S;.ç,rflog|;
et, par suite, on aura
Y'.logl ou -.-logdXX?).
en désignant par i-^ la valeur de la fonction rationnelle ^ au point ii. Il vient donc finalement
h = mn A
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DES INTÉGRALES ABÉLIENNES. 4^9
C^est le théorème d'Abel pour l'intégrale normale de troisième espèce. Pour l'avoir sous une forme qui corresponde aux généralités indiquées plus haut (§ 5), il suffit de considérer une famille de courbes
\{x, y, ai, ai, ...,ar) = o
dépendant de /* paramètres arbitraires qui figurent rationnellement dans cette équation.
Supposons que la courbe o corresponde à des valeurs numériques fixes données aux paramètres, tandis que ^ correspondra à des valeurs arbitraires de ces paramètres. On voit que le second membre sera le logarithme d'une fonction rationnelle de ces paramètres; ceci est d'accord avec le piremier énoncé que nous avons donné du théorème d'Abel (*).
27. Le théorème d'Abel pour les intégrales de première espèce se démontrera évidemment par la même voie; on aura seulement à considérer l'intégrale
log.Jrfl,
I désignant une intégrale de première espèce. Il n'y a pas ici de points ^1 et ^29 6t l'on a de suite
A=:/yi/l Q
dl=zO.
J'ajoute seulement encore* une remarque importante sur l'application du théorème d'Abel aux intégrales de première espèce.
Considérons un faisceau de courbes adjointes d'ordre m — 2. Ce faisceau contiendra
>a/ ou m — 2 -h/?
paramètres entrant d'une manière non homogène.
(*) Celte forme du théorème d*Abel, ainsi que le thébrème sur rechange du paramètre et de l'argument, ont été donnés par Clebsch et Gordan dans leur Ouvrage classique : Théorie der Abelschen Functionem (1866 )•
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O CHAPITRE XIV. — DES INTÉGRALES ABÉLIEXNES
Or le nombre des points de rencontre de / avec les courbes de ce faisceau est
ni{ni^i) — \a/.i(t — 0 ou m — 'x-^o.p.
On pourra donc prendre m — i-\-p points arbitrairement et les p autres s'ensuivront, leurs coordonnées étant fonctions algébriques des coordonnées des premiers. Ceci posé, nous pouvons établir que la somme d^un nombre quelconque d* intégrales abéliennes de première espèce est égale à une somme de p intégrales dont les limites sont des fonctions algébriques des limites des premières. Nous voulons dire par là que la somme des A* intégrales
XhYh
_, *^J^«ro
où (^oiJKo) est un point fixe de la courbe, peut s'exprimer par une somme de/> intégrales
où les ($xi 'f\\) sont des fonctions algébriques des (x/,^ yh)-
La démonstration est immédiate : il suffit de montrer Texactitude du théorème pour p + i intégrales. Or, parmi les m — 2 -{-/? points de rencontre dont nous disposons arbitrairement, supposons que p + 1 coïncident avec les limites données de nos intégrales, les autres étant des points fixes. L'application du théorème d'Abel nous permettra d'exprimer la somme des /? -f- 1 intégrales par une somme de/? intégrales dont les limites ^sont fonctions algébriques des/? -|- i premières limites. La proposition est donc établie.
I. — Décomposition des fonctions rationnelles de rr et j^ en éléments simples.
1. Les fonctions uniformes F sur la surface de Riemann, dont nous allons nous occuper dans ce Chapitre, n'ont d'autres points singuliers que des pôles; ce sont, par conséquent, des fonctions rationnelles de x et y^ en désignant toujours par
Téquation de la courbe algébrique de degré m qui définit la surface de Riemann.
Nous commencerons par définir le degré d'une fonction F, en montrant que l'équation
C étant une constante arbitraire, a toujours le même nombre [x de racines, quelle que soit la constante C; ce nombre [x sera le degré de la fonction. Il suffit, pour l'établir, de faire voir que le nombre des racines de cette équation est égal au nombre des pôles de F. Considérons à cet effet l'intégrale
(') Après les Mémoires déjà cités de Riemann, un travail capital sur ce sujet est celui de MM. Brill et Nôther {Mathemaiische Annalen, t. VII); les questions y sont traitées à un point de vue purement algébrique.
prise le long du contour K qui rend la surface de Riemann simplement connexe. D'après un théorème fondamental de Cauchy étendu aux surfaces de Riemann, cette intégrale sera égale à la différence entre le nombre des racines de Téquation (i) et le nombre des pôles de F; or l'expression (â) est nulle, puisque, F étant uniforme sur la surface, les éléments se détruisent deux à deux. Le nombre des racines de (i) est donc indépendant de C : c'est ce que nous appellerons le degré de la fonction F. H est clair que le théorème précédent peut être considéré comme la généralisation du théorème fondamental de la théorie des équations. Dans le cas du plan simple de Cauchy et d'un polynôme en x de degré m, on a une fonction ayant m pôles (un pôle multiple d'ordre m à l'infini); elle a donc m racines.
2. Les intégrales normales de seconde espèce vont nous servir d'éléments simples pour décomposer une fonction F. Supposons que cette fonction ait [x pôles que nous supposerons simples (*), 5«» ^2? •••7 Ç|i) et soient a,, a2, ..•, a^ les résidus correspondants. Formons les intégrales normales de seconde espèce
Ej, Ex, ..., Eji.
correspondant à ces [x pôles. La diiTérence
F — (aiE,-+- a,E,-r. . .-h HjjlE^)
n'a manifestement plus de pôle; elle doit donc se réduire à une intégrale de première espèce. Or les périodes de cette intégrale de première espèce correspondant aux coupures D sont nulles, puisque F n'a pas de périodes, et que les périodes relatives aux coupures D des intégrales normales de seconde espèce sont nulles. Mais nous savons qu'une intégrale de première espèce, pour laquelle les périodes relatives aux D sont nulles, se réduit nécessairement à une constante (§ 13, Chap. XIV). Nous avons donc V identité fondamentale
(3) F = a|Ei-f-a,E,H-...-hajjLE,jL-t-*jjL-4-i,
les a étant des constantes.
(^) Dans la suite, nous supposerons toujours que les p6Ies dont il sera parlé sont des pôles simples.
GoogI(
PONCTIONS UNIFOBMES SUR UNE SURFACE DE RIEMANN. t\''jZ
On voit qu'on obtient ainsi une décomposition de la fraction rationnelle dans laquelle les inté^^ales normales de seconde espèce jouent le rôle d^éléments simples. La formule précédente peut être considérée comme la généralisation de la décomposition des fractions rationnelles en fractions simples.
3. La fonction F étant uniforme sur la surface de Riemann, les périodes relatives aux coupures G doivent être nulles. Nous avons donc les/7 relations
Nous devons d'abord remarquer que l'expression (3) sera certainement une fonction rationnelle de x et y, si les constantes a vérifient les relations (4), car celles-ci expriment que les périodes de
relatives aux coupures C, sont nulles; comme, d'autre part, les périodes relatives aux coupures D sont aussi nulles^ l'expression précédente n'a pas de périodes, et esl, par suite, une fonction uniforme.
Nous allons faire, tout à l'heure, une étude approfondie de ces relations. Pour le moment, déduisons-en la remarque capitale, qu'iY ne peut exister de fonction rationnelle de x et y ayant jx pôles simples arbitraiiiement donnés, si
Il suffira de le montrer pour [jl=/?. Les p relations précédentes entraîneraient
Qi(5i,^i) Qi(5i,^t) ... Qi(ï^,T)j,) Qj(Çi,iii) Qî(eî,^î) ... Qi($pL,v)
et nous avons déjà dit que ce déterminant ne pouvait être nul si les p points (Ç>i, yja) sont arbitraires. Dans ses Leçons sur la théorie des fonctions abéliennes, M. Weierslrass prend le théo-
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rème précédent comme défini lion du genre. Se plaçant à un point de vue purement algébrique, il commence par établir qu'il y a un certain minimum au-dessous duquel ne peut descendre le nombre des pôles simples, supposés arbitrairement choisis, d'une fonction rationnelle de x et ^. Ce nombre minimum, diminué d'une unité, est ce que M. Weierstrass désigne par la lettre p et appelle le rang de la courbe : ce nombre p n'est autre que le nombre/? de Riemann, d'après la remarque que nous venons de faire. J'indiquerai, dans la dernière section de ce Chapitre, comment Weierstrass établit l'existence de ce minimum.
Si l'on a /? + I points arbitraires, on pourra obtenir une fonction F n'ayant d'autres pôles que ces points. Les a seront alors déterminés (ou du moins leurs rapports) par les équations écrites plus haut.
Il est facile à^ former effectif ement une fonction ayant p -i- i
pôles arbitraires. On peut, en effet, faire passer par/? -h i points
arbitrairement donnés une adjointe d'ordre m — 2, soit P(j?, ^);
elle rencontrera la courbe, en dehors de ces points et des points
multiples, en
m -hp — 3
autres points. Par ces derniers, on peut au moins faire passer deux adjointes distinctes d'ordre m — 2, comme le montre de suite le dénombrement des conditions. Prenons l'adjointe P(^, y) pour l'une d'elles, et désignons par Pi (a:, y) la seconde, le quotient
a pour^pôles les /? + i points primitivement donnés.
II. — Théorème de Hiemaxm-Roch. Des fonctions spéoiales
4. Nous allons maintenant approfondir l'étude des relations (4) pour résoudre le problème suivant, qui est fondamental dans la théorie des fonctions algébriques :
JE tant donnés ^points sur une su? face de Riemann, de combien de constantes arbitraires dépendent les fonctions ration-
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nelles qui nont d*autres pôles {supposés tous simples) que ces \k points ou quelques-uns d'entre eux?
La recherche de ce nombre reviendra à la discussion des équations (4), que j'écris de nouveau
Si les premiers membres de ces p relations, regardés comme fonctions linéaires et homogènes de a,, a^, . . ., a^i,, sont linéairement indépendants, on pourra tirer de ces équations p des lettres a en fonction des jjl — p autres, et, par suite, l'expression générale (3) de F renfermera
constantes arbitraires. Ce résultat est dû à Riemann; il convient en quelque sorte au cas général. Il est facile de le compléter, de manière à avoir un énoncé applicable à tous les cas, comme l'a indiqué Roch (*).
Supposons que, parmi les polynômes (4) du premier degré en «1 , aj, . . • , ajjt, il y en ait seulement/? — a linéairement indépendants. On pourra exprimer alors a d'entre eux en fonction des p — or autres : soit les o* derniers en fonction des p — o* premiers. On aura ainsi les identités
Qp-<J-fi(ÎA-, -nk) = Xi Qi (U, -Tik) -*-... -H y^p-a Q/»-<j(U» -ru) \
Q/»-(t+s(5a-, -rik) = [M Qi(Ça, tQa) -♦-...-h iif^aQp-viU-y m) ( //. _ , ^ ,,.
OÙ X, [A, . . ., y sont des constantes ne changeant pas avec k.
Or ces relations montrent que les a- courbes adjointes d'ordre m — 3,
Ri (^, y) = Q/»-<r+i (a^i y) — XiQi(^, r) — • • .— >'a>-<tQ/^-<t(^, 7)» »
R(T(a:, r) = Qpi^y y) — ^'i Qi (^» r ) — • • • - vp-<jQp-a(^, y)i passent par les [a points considérés de la surface de Riemann. Ces
( » ) Roch, Journal de Crelle, l. 6i.
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T polynômes adjoints sont d^ailleurs bien évidemment, par leur forme même, linéairement indépendants. On voit donc qu'il y aura o- polynômes adjoints d'ordre m — 3 linéairement indépendants s'annulant pour les [jl points. Il n'y en aura pas davantage, car, dans cette hypothèse, on aurait un polynôme
B, R,H-. . .-+- BaRff-h A,Q,-f-. . .-h A;,-.<jQ^a,
où les constantes A ne seraient pas toutes nulles, qui s'annulerait pour (il, r,,), ..., (ijj.» T^»ti). Il s'ensuivrait
On conclut de là qu'un des polynômes Q,, Qa, . . ., Q/,_ff pour (^Aj t\k\ soit par exemple le dernier, s'exprimerait, quel que soit A:, par une même combinaison linéaire des autres. Les expressions
pour /r = i, 2, ..., [JL, s'exprimeraient par des combinaisons linéaires de
et, par suite, il y aurait moins de /> — a- polynômes (4) linéairement indépendants.
Nous arrivons donc à la conclusion suivante : Si, par les {x points donnés, on peut faire passer un faisceau de courbes adjointes d'ordre m — 3 renfermant (d'une manière homogène) t constantes arbitraires, les équations (4) se réduiront à /? — a d'entre elles, et, par suite, parmi les constantes
p — 0" pourront s'exprimer à Paide des autres. Le nombre des constantes arbitraires figurant dans F sera donc
\L — (j[>_(j)-i-i ou fi— />-+-! 4- <i,
en tenant compte de la constante ol^^^ : c'est le théorème généralement désigné sous le nom de théorème de Riemann-Roch.
On remarquera que, parmi les constantes a, il peut y en avoir de nécessairement nulles, comme conséquence des équations (4)* La fonction, dont nous venons de trouver l'expression générale
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et de dénombrer les constantes arbitraires, aura alors moins de y. pôles; aussi avons-nous eu soin d'indiquer dans Ténoncé du problème de RIemann-Roch que la fonction cherchée avait pour pôles les [JL points donnés ou quelques-uns d'entre eux.
5. Lorsque le nombre a- n'est pas nul, le nombre [x des points est évidemment au plus égal à
puisqu'une adjointe Q d'ordre m — 3 rencontre la courbe / seulement en 2p — 2 points en dehors des points multiples. Le degré de la fonction est alors au plus égal à 2/> — 2. Qi]jind o- est différent de zéro, nous dirons que la fonction F est une fonction spéciale.
Nous allons établir que toute fonction spéciale peut se mettre
sous la forme ^> Q etQi étant deux polynômes adjoints d'ordre
Soit, en effet, Q(^, ^) un polynôme adjoint d'ordre m — 3 s' annulant pour les pôles de la fonction F. Envisageons l'intégrale
le produit QF reste fini pour les pôles de F; d'autre part, pour le point à l'infini sur chacun des feuillets, il est infini de l'ordre de x'""'. On voit donc que l'intégrale précédente restera finie sur toute la surface de Riemann. On a par suite
QF = Qi,
Qi élant encore un polynôme adjoint d'ordre m — 3. Cette démonstration si simple est due à M. Klein (*). Il est bien clair que, inversement, tout quotient de deux polynômes adjoints d'ordre m — 3 est une fonction spéciale, puisque, pour ce quotient, ^ est au moins égal à l'unité.
(*) Voir les Leçons de M. Klein sur la théorie des fonctions elliptiques modulcUres, t. I. Le troisième Chapitre est consacré k un exposé général de la théorie des fonctions algébriques; l'étude de cette large esquisse ne saurait être trop recommandée.
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6. MM. Brill et Nulher ont complété le théorème de Riemann- Roch en indiquant une loi de réciprocité, relative au cas où t n^est pas nul, que nous allons maintenant faire connaître ( ' ). Considérons une fonction spéciale avec les pôles
par ces [jl points passent o- courbes Q linéairement indépendantes, soient
Qi, Qî, ..., Qd.
Une de ces courbes, la première par exemple, rencontrera, en dehors des points multiples, / en jx' autres points
Formons le quotient
où les c sont des constantes arbitraires. Cette fonction o ne peut devenir infinie qu'aux points J^. Or la fonction uniforme la plus générale ne pouvant devenir infinie qu'aux points Ç contient, d'après le théorème de Riemann-Roch,
constantes arbitraires, en désignant par a-' le nombre des courbes adjointes d'ordre m — 3 linéairement indépendantes passant par les points Ç. On a donc, puisque » contient <t arbitraires,
(5) (j^|jt'_jt?-H(x'-Hi.
Mais, en partant des points 2^, on pourrait raisonner comme nous l'avons fait en partant des points ^, en considérant la fonction
Qi
et en désignant par Qi, Q^, . . ., QV les «j' polynômes adjoints d'ordre m — 3 s'annulant aux points Ç. On aurait alors
(6) (j'< jx— /?H-H- <T.
( * ) Brill et Nôtuer, Math. Annalen, t. VII.
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Des deux inégalités précédentes, on conclut
a -f- a'£ a -h ex'.
Il faut donc que les deux inégalités (5) et (6) soient des égalités, et, par suite,
a' = |x — /? 4- ff -+- 1 , ce qui revient à Tunique relation
C'est ta loi de réciprocité de Brill et Nôtlier.
Des relations ainsi obtenues, on peut déduire le théorème démontré dans le paragraphe précédent. La relation
montre que la fonction <p' est la fonction la plus générale a^^anl pour pôles les points \ ou une partie d'entre eux : toute fonction spéciale est donc bien un quotient de deux polynômes adjoints d'ordre m — 3.
7. Le degré d'une fonction spéciale est au plus égal à *ip — 2. Il n*est pas inutile de montrer <\\\Hl peut effectivement atteindre cette limite. Geci revient à dire qu'il n'y a pas, en dehors des points multiples, de points par lesquels passent toutes les adjointes d'ordre m — 3 : ce que nous avons vu précédemment (Chap.XlV, §11).
III. — Des transformations birationnelles des courbes en elles-mômes.
8. Avant d'étudier les transformations birationnelles d'une courbe en une autre courbe, comme nous le ferons dans la section suivante, arrêtons-nous sur les transformations birationnelles d'une courbe en elle-même. Une courbe
admettra une transformation birationnelle en elle-même si, po-
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sant
P ei R élant des fonctions ralionnelles de x et y, le point (x\ y) décrit la courbe / quand {x,y) la décrit lui-même et que, de plus, on puisse tirer de ces deux équations
Vi et R| étant encore rationnelles, en tenant compte, s'il est nécessaire, des relations /{x, y) = o et /(x', y) = o.
Un cas intéressant est celui où la transformation précédente dépend d'un paramètre arbitraire. M. Schwarz a montré (*) que les courbes du genre zéro et du genre u« sont tes seules qui puissent être transformées en elles-mêmes par une substitution birationnelle renfermant un paramètre arbitraire.
Je vais démontrer le théorème de M. Schwarz en suivant la voie qui m'a servi à établir une proposition analogue pour les surfaces algébriques (^). Soit
la transformation birationnelle où nous mettons en évidence le paramètre t dont P et R sont des fonctions analytiques d'ailleurs quelconques. Considérons p intégrales distinctes de première espèce
r^x(x,y)dx r(i.p{^.y)dx
en supposant la courbe de genre supérieur à un. L'élément
Q,(x',y)rfx'
Ty
quand on remplace x' et y par leurs valeurs (8) en x eiy^ prendra
(») Schwarz, Journal de Crelle, t. 87.
(*) E. Picard, Mémoire sur la théorie des fonctions algébriques de deux variables indépendantes {Journal de Mathématiques, Chap. III, 1889, et Comptes rendus, 1886).
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la forme
Qi(x,y)dx ^ Qp(x,y)dx
At j-, h . . . -i- A|, 77 ,
Jy Jy
puisqu'une intégrale de première espèce doit nécessairement, après la transformation, rester encore une intégrale de première espèce. Ecrivons donc
/^. ^\{^\y')dx' ^\{x,y)dx Qp{x,y)dx
(9) -p = Al j-, h...+ A/,
Jy' Jy Jy
Les coefficients A, qui sont des constantes par rapport k x et y,
pourraient a priori être des fonctions du paramètre t, mais nous
allons montrer qu'ils n'en dépendent pas. On le verra tout de
suite par la considération des périodes. Donnons en effet à t une
valeur arbitraire, mais fixe, et faisons décrire un cjcle au point
(x,y), auquel correspondent pour les p intégrales envisagées les
périodes
toj, (Oj, ..., a>y,;
le point (x'^y) décrira aussi un cycle, et soit iù\ la période correspondante évidemment indépendante de t. On aura donc
w ', = A 1 0)1 -f- Aj a>2 -h . . . -1- Ay, (Oy, .
En faisant décrire à {oc^y){p — i) autres cycles, nous obtiendrons/? — I autres équations de cette forme, et, comme on peut toujours supposer les p cycles tellement cboisis que le déterminant des périodes correspondant à ces p cycles soit différent de zéro (on pourra prendre par exemple les cycles correspondant aux périodes relatives aux coupures C), on voit que les quantités A se trouvent complètement déterminées par des relations où ne figure pas le paramètre / : elles sont donc indépendantes de ce paramètre.
On aura de même
, , (it{x\y)dx' Q^(x,y)dx , Q„(x,y)dx
Jy' Jy Jy
les coefficients B étant aussi indépendants de t. De (9) et (10), on conclut
. . Qi^fV/) _ AiQi(a:, r) -^-' • •-»- A;,Q;,(g, y)
p. - II. 3f
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Or une telle égalité amène à une contradiction, car elle établit entre {x, y) el ( j:', y') une relation où ne figure pas de paramètre arbitraire, A tout point {x^y) de la courbe ne pourrait correspondre alors qu'un nombre limité de points (x',^) de celte même courbe, tandis que, par les relations (8), le point (^', >^) varie d'une manière continue avec t^ quand (j:,^) reste fixe. L'hypothèse p > i est donc impossible, et le théorème est établi.
Le point capital dans la démonstration précédente a été de montrer que les coefficients A ne dépendent pas de t : c'est ce que nous avons montré plus haut, en considérant les périodes. On peut y parvenir par une autre voie.
Reprenons la substitution
Les coefficients figurant dans les fonctions rationnelles V{x^y) et R(x, j^) sont, avons-nous supposé, des fonctions d'un paramètre; mais, d'autre part, ces coefficients seront nécessairement des fonctions algébriques d'un ou de plusieurs d'entre eux restant arbitraires; désignons ceux-ci par la lettre Q. Dans ces conditions, reprenons l'équation
q^{x\y)dx' _ Qi(x,y)(/x QfAx,y)dx
T77- — Al — h. . .-^ A,j — : jr, :
^.> Jy Jy
les A vont être des fonctions algébriques des quantités Q. Or je dis que ces fonctions doivent être des constantes. Écrivons, en effet, la relation précédente sous la forme
^x:,y: Jy' f^^ ^U,r.
Sy
k^\^y\) correspondant à (^o^JKo). Ceci posé, laissons i^x^y) fixe ainsi que {x^^y^)\ le second membre va être une fonction algébrique des 6; si celte fonction ne se réduit pas à une constante, elle deviendra infinie pour certaines valeurs des 8; or cela est impossible, car le premier membre est une intégrale de première espèce, et, de plus, x^ el y^ étant aussi des fonctions algébriques des 9, le point analytique {x^^y') ne décrit pas une infinité de cycles avant d'arriver aux limites de l'intégration correspondant
GoogI(
à des valeurs des 6 qui rendraient inGni le second membre. L'expression
ne dépend donc pas de 6; c'est donc une intégrale fixe de première espèce, attachée à la courbe
par suite les coefficients A doivent eux-mêmes séparément être indépendants de 6; ce qui nous donne de nouveau le résultat annoncé.
9. La démonstration qui vient d'être donnée du théorème de M. Schwarz permet d'établir immédiatement une proposition énoncée, je crois, pour la première fois par M. Klein : Peut-il arriver qu'une courbe de genre supérieur à l'unité admette une infinité discontinue (*) de transformations birationnelles en ellemême? La réponse est encore négative, et l'on peut la légitimer en adoptant la voie que j'ai suivie pour établir (foc. cii^ un théorème analogue relatif aux surfaces (2). Supposons que nous ajons une courbe admettant une infinité de transformations birationnelles en elle-même. Prenant une quelconque de ces transformations
et opérant comme plus haut, nous serons conduit à une relation de la forme (11). Toutes les transformations qui transforment la courbe en elle-même doivent donc être données par une relation de cette forme où l'on donne aux constantes A et B des valeurs convenables. Or, partant a priori de cette équation (11), nous pouvons chercher à quelles conditions elle définira une correspondance birationnelle entre {x^ y) et (x', y'). Ces conditions
(') Nous entendons, par une infinité discontinue, des transformations en nombre infini ne dépendant pas de paramètres arbitraires.
{•) Voir aussi E. Picard, Sur les transformations birationnelles des courbes algébriques en elles-mêmes {Bulletin de la Société mathématique, t. XXI).
GoogI(
établissent évidemment un certain nombre de relations algébriques entre les A et les B. Alors, de deux choses Tune : ou bien ces relations déterminent un nombre Jini de valeurs de A et B, et il n'y a dans ce cas qu'un nombre limité de transformations de la courbe en elle-même; ou bien une ou plusieurs des quantités A et B restent arbitraires, el alors la courbe admet une transformation birationnelle renfermant un paramètre arbitraire. Or cette dernière circonstance est impossible si le genre est supérieur à un. Il ne peut donc y avoir pour les courbes de genre supérieur à un qu'un nombre limité de transformations birationnelles de la courbe en elle-même (*).
10. Il est facile de voir que les courbes de genre zéro et un admettent une suite continue de transformations birationnelles en elle-mêmes. La chose est évidente pour les courbes de genre zéro pour lesquelles on peut, comme on sait (^), exprimer x et ven fonction rationnelle d'un paramètre 0 et de telle manière qu'à un point arbitraire de la courbe ne corresponde qu'une valeur de 8. Soient donc
en remplaçant 6 par ^ ,> où a, 6, c, d sont des constantes quelconques, nous aurons
et il est manifeste qu'il y aura entre (x^y) et (x, y') une correspondance birationnelle dépendant de trois paramètres arbitraires. Passons aux courbes de genre un. Cette courbe, supposée de
degré m, a alors
points doubles. Marquons sur la courbe m — 2 points A en dehors
(^) L'élude des courbes de genre supérieur à Funilé admeltant un nombre fini de transformations birationnelles en elle-roômes a clé faite d'une manière très complète par M. Hurwitz {Math, Annalen, t. XLI).
(') Ce théorème élémentaire sera établi au Chapitre XVII.
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des points doubles ('). Par ceux-ci et les points A, on peut faire passer un faisceau d'adjointes d'ordre m — 2 dépendant d'un paramètre arbitraire, puisque
m(in — 3) (m — 2)(/7i-4-i)
Soit
(la) Pi-i-XP, = o
Féquation de ce faisceau où X est un paramètre arbitraire. Le nombre des points de rencontre variables des courbes de ce faisceau avec la courbe est
m{m — a) — m{m — 3) — (m — 2), c'est-à-dire 2.
Ces points sont certainement tous deux mobiles avec X. L'un de ces points peut en effet être choisi airbitrairement puisqu'on peut choisir X de telle manière que la courbe (12) passe en un point arbitraire, et le second point ne peut pas être indépendant de \j car alors la courbe serait unicursale.
Cette remarque faite, les deux points (^, y) et (j;', y) de rencontre variables avec \ se correspondent uniformément, et cette correspondance définit par suite une transformation birationnelle de la courbe en elle-même. Or cette transformation dépend de la position des points A bases du faisceau (12). Supposons que parmi ces points un seul varie, soit A| ; on voit de suite que la correspondance entre (^, y)^ {x'^ y) varie aussi, sinon nous aurions un faisceau de courbes d'ordre m — 2, passant par les points fixes {x^ y)^ (x\y) et les points Aa, ..., A,„_2» q"i aurait le seul point de rencontre mobile A|, et la courbe serait unicursale.
Nous avons donc formé, pour la courbe de genre un considérée, une transformation birationnelle dépendant d'un paramètre arbitraire. Ajoutons quelques remarques importantes. J'écris la transformation sous la forme
x'= P{:r,y,xi,yi).
( * ) Nous faisons l'hypothèse que la courbe a seulement des points doubles uniquement pour simplifier les calculs.
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laissant en évidence les coordonnées (xi^yt) du point que nous avons désigné par A|. En prenant {x\y y\) à la place de (^i,yi), on aura
et de ces deux transformations résulte une transformation birationnelle entre (x', y) et (.2/', y). On peut la regarder comme une transformation dépendant d'un paramètre arbitraire (x\, y',), et, pour une certaine valeur de ce paramètre {x\ = Xt, y^ =JKOj elle se réduit à la substitution identique. Nous pouvons donc, supprimant maintenant un accent, former une transformation birationnelle de notre courbe
dépendant d'un paramètre arbitraire t et se réduisant, pour une certaine valeur de t, soit t^, à la substitution identique
Or prenons l'intégrale de première espèce : en raisonnant comme plus haut, nous avons
q{x,y)dx _ , q(x',y)dx'
A ne dépendant pas de t. Or, pour t = t^^ on a x'= x^ y=y^ /donc A = I ; nous pouvons donc écrire
Q(x,y)dx _ Q(x\y)dx'
et la transformation (i3) donne l'inlégrale générale de cette équation différentielle, t étant le paramètre arbitraire. On peut encore dire que la relation algébrique (i3) équivaut à la relation transcendante
-''''' Q{x, y) dx __ r'''^'Q{x\y)dx'
OÙ h est une constante arbitraire. Dans le cas de l'intégrale elliptique, l'équation différentielle que nous venons ainsi d'intégrer est la célèbre équation d'Euler.
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IV. — Des classes de courbes algébriques. Courbes normales
11. Riemann a introduit dans la Science Pimportante notion de classes de courbes algébriques.
Deux courbes algébriques,
sont dites appartenir à la même classe quand elles se correspondent point par point, c'est-à-dire, comme nous avons déjà eu Toccasion de l'indiquer, quand on a entre les points des deux courbes la correspondance
R et R| étant rationnelles eu x et y, et qu'inversement ces relations peuvent s'écrire, en tenant compte des équations des
courbes,
P et P| étant encore rationnelles en x' et^'.
Faisons d'abord la remarque capitale que toutes les courbes d^une même classe sont de même genre. On le démontrera tout de suite en considérant que toute intégrale de première espèce de F se transforme en une intégrale de première espèce de / et inversement; le nombre de ces intégrales linéairement indépendantes est donc le même pour les deux courbes, ce qui revient à dire qu'elles sont du même genre.
On a cherché les courbes les plus simples que l'on puisse considérer comme les représentants d'une classe de courbes algébriques. Le ))roblème n'est évidemment pas déterminé (tout dépend de l'idée que Ton veut se faire de la simplicité d'une courbe), aussi a-t-il été traité dans des directions différentes. Nous commencerons par la transformation, étudiée d'abord, quoique d'une manière trop sommaire, par Clebscli et Gordan (*).
(') Clebsch et Gordan, Théorie der Abelscken Functionen, p» 65,
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Nous parlons de la courbe algébrique
de degré m et de genre p au moins égal à trois. Prenons sur elle p — 3 points arbitraires; on pourra faire passer par ces points un réseau
(i4) aiQi-+-aîQîH-ajQ3=o
de courbes adjointes d'ordre m — 3, puisqu'une adjointe de cet ordre est déterminée par/? — i points arbitraires. Faisons alors la transformation
A la courbe y va correspondre une courbe
Ces courbes, en général, se correspondront point par point. Dans quels cas pourrait-il en être autrement? Il faudrait qu'à tout point (X, Y) de F correspondissent au moins deux points de /", et, par suite, que les deux adjointes
XQi(:r,j)-Q,(:r,^) = o,
OÙ X et Y désignent des constantes, aient, dès qu'elles ont un point commun avec /*, au moins un autre point commun (en dehors des points multiples et des/; — 3 points bases du réseau).
Ceci revient à dire que toutes les adjointes du réseau (i4) qui passent par un point d'ailleurs arbitraire de / ont nécessairement au moins un autre point commun sur f. Nous verrons dans un moment que cette circonstance ne peut se rencontrer que pour une famille particulière parfaitement caractérisée de courbes de genre/? que l'on appelle courbes hyper elliptiques. Sous le bénéfice de ce résultat supposé acquis, nous pouvons dire que les courbes y et F se correspondent point par point, si la courbe/" n'est {)as hyperelliptique.
Cherchons quel sera le degré de la courbe F. Les intersections
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d'une droite quelconque
AX-hBY-+-G = o correspondront aux points de rencontre de la courbe
AQ,(a7,^) -+- BQ,(a7, 7) ^ GQi(a:, j) = o
avec/*, en laissant de côté les points multiples et les /? — 3 points base du réseau. Nous aurons donc un nombre de points égal à
ip — 2 — {p — 3) ou p-r-\.
Le degré de la courbe F est donc égal à p -{- \. On peut donc faire correspondre point par point toute courbe de genre p à une courbe de degré /? + i , sauf le cas exceptionnel réservé.
La courbe F aura des points doubles provenant des solutions distinctes (^, r), {^'^y') des deux équations
Q.(^',/) QîC^'iy) QiC^',/)'
L'étude de ces deux équations ne présente pas de difficultés, mais il est inutile de la faire; car le nombre des points doubles est immédiatement déterminé, puis(|uc le genre de F est égal à/?, les deux courbes y et F se correspondant point par point. Le nombre o de ces points doubles sera donc donné par Téquation
13. Nous devons maintenant faire Tétude approfondie du cas exceptionnel où la transformation (i5) n^est pas birationnelle. Dans ce cas, toute courbe du réseau (i4) qui passe par un point de /passera nécessairement par un ou plusieurs autres points; ou bien encore, toutes les adjointes passant par p — 2 points arbitrairement choisis sur / rencontreront encore cette courbe en un ou plusieurs autres points fixes (sans parler, bien entendu, des points multiples).
Soient A|, Ao, . . . , Ay,_2 les/? — 2 points arbitrairement choi-
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sis. Plusieurs circonstances pourraient, a priori, se présenter (• ). Admettons d'abord que toutes les adjointes passant parles A aient encore un point fixe commun B; les coordonnées de ce point unique B seront des fonctions rationnelles des coordonnées de A|, A2, . . ., A^_2, et la position de B dépendra de tous les points A; car, si elle dépendait seulement de quelques-uns d'entre eux, soit u, les adjointes considérées auraient plus d'un point fixe commun (elles en auraient autant qu^il y a de combinaisons de p — 2 lettres jx à jx). On aura donc, en désignant par (X, Y) les coordonnées de B,
P et R étant rationnelles, el jt/, yi désignant les coordonnées
de A/.
Il y a d'ailleurs évidemment réciprocité, c'esl-à-dire que Ton
aura
En considérant x^^ . . . , Xp_^ comme des paramètres variables, nous avons donc une transformation birationnelle entre
(^i,ri) et (X, Y).
La courbe admettra donc une transformation birationnelle dépendant de paramètres arbitraires, ce qui est impossible d'aprrs ce que nous avons vu dans la Section précédente. L'hypothèse faite du point unique B est donc à écarter.
Supposons donc que nos adjointes passent par k points (A:> i). Les positions de ces k points ne pourront pas toutes dépendre à la fois des positions des A ; car, si Ton fait passer une adjointe par p — I points a arbitraires, on aurait, en considérant successive-
(') On n'a jamais pris, que je sache, la pctnc de faire la discassion que nous croyons indispensable d'eflectuer pour être complètement rigoureux. Il semble qu'on ait toujours admis a priori que, dans le cas où la réduction à une courbe normale d'ordre p H- i n'est pas possible, toute adjointe d'ordre m — 3 passant par un point passe nécessairement par un ou plusieurs autres. ( Voir^ par exemple, Brill et NôTHBH, Math, Annalen, t. VII, p. 286.)
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ment cette adjointe comme passant par les p — i groupes de p — 2 points formés par les a,
points distincts par lesquels elle devrait passer, ce qui est impossible, puisque A' ^ i . Les A* points se partagent donc nécessairement en groupes de k' points dépendant des positions d'un certain nombre X()v<;/; — 2) de points A. Ainsi, nous sommes amené à l'hypothèse que toutes les adjointes passant par \ points (X </> — 2) dey auraient en commun encore k' points, qui tous dépendent des X points considérés. Or envisageons encore, comme plus haut, p — I points a arbitrairement choisis et une adjointe passant par ces points, on aura, en regardant successivement cette adjointe comme passant par les groupes de X points formés par les a,
points distincts (*) par lesquels elle devra passer. En y ajoutant les /? — I points a, on devra avoir
or cette inégalité ne peut avoir lieu que si
Ces relations sont capitales pour nous. Elles montrent que, dans le cas exceptionnel dont nous faisons l'étude, toutes les adjointes d^ ordre m — 3 passant par un point passent nécessairement par un autre point, puisque à chacun des points A correspond un point dont la position dépend de ce point seulement. Le nombre désigné plus haut par k est manifestement égal à /? — 2.
14. Nous pouvons maintenant caractériser très nettement la classe de courbes pour lesquelles la réduction à une courbe de
(') Ils sont distincts, puisque les a sont arbitraires et que chaque groupe de k' points dépend de tous les X points qui le définissent.
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degré/? H- 1 d'après la méthode du n** 12 est impossible. Si C désigne une telle courbe, prenons, sur C, /> — 2 points fixes d'ailleurs arbitraires; toutes les adjointes passant par ces points passent par p — 2 autres points fixes d'après ce que nous venons de dire : il restera donc seulement deux points mobiles de rencontre. Soit
(16) Qi-+-XQ,= o
l'équation du faisceau considéré des adjointes. Les coordonnées x et y des points de rencontre seront données par une équation du second degré; on aura, par suite, pour x et y des expressions de la forme
ar=R [X,v/ÏMT)],
R et R| étant des fonctions rationnelles de X et de y^P(X), en désignant par P(X) un polynôme en X qu'on peut supposer n'avoir que des racines simples, après avoir fait sortir du radical les racines multiples. Les deux déterminations du radical correspondent aux deux points de rencontre de la courbe proposée/ avec le faisceau (16). Il en résulte qu'à un point arbitraire (x^ y) de f correspond une valeur de \ et de \/P(X); nous pouvons donc dire que la courbe f correspond point par point à une courbe entre \ et ^ de la forme
On donne à une telle courbe le nom de courbe hy per elliptique ; aussi la classe de courbes qui nous occupe peut-elle prendre ce nom.
15. Nous avions fait, dans le Tome I (p. 54), l'étude des intégrales abéliennes relatives à une courbe
(17) ^«=P(ar).
On a vu que les cas où P(a:) est de degré 2/? -+- 2 et 2/? 4- i se ramènent immédiatement Tun à l'autre. En supposant que P(:r) soit de degré 2/? 4- i, nous avons montré qu'il y avait p intégrales
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de première espèce pour la courbe (17); ce sont les intégrales
x^dx
/x'^'dx 7^
Nous pouvons donc dire que Ja courbe (17) est de genre p. Si nous revenons à la relation
du paragraphe précédent, nous pouvons déterminer tout de suite Je degré de P()^). La courbe f et la courbe précédente se correspondant point par point, les courbes seront du même genre, et le degré de P(X) (dont toutes les racines sont simples) sera égal à 2/> -h i ou à 2/> -I- 2.
Il est facile de vérifier, pour la courbe (17), la propriété des adjointes, dont nous avons parlé plus haut, relative aux courbes hyperelliptiques. Les courbes qui remplacent ici les adjointes d'ordre m — 3 sont \e% p — i droites représentées par l'équation
Ao^r/'-i-H.. .-h A^,_i = o,
les A étant des constantes arbitraires, comme le montre la forme ci-dessus des intégrales de première espèce. Les 2/> — 2 points de rencontre mobiles d'une adjointe avec la courbe, qui jouent dans la théorie le rôle essentiel, sont les points de rencontre des p — 1 droites précédentes avec la courbe. On voit que les points se correspondent deux à deux, puisque à un point de rencontre {x^y) correspond nécessairement le point (^, — y).
HL*=P(X
de degré 2/> + i ou 2/? -h 2, que nous venons de faire correspondre uniformément à la courbe /de la classe hyperelliptique, n'est pas la courbe du plus bas degré que nous puissions indiquer. Les adjointes d'ordre m — 3 ne pouvant conduire, dans ce cas, à une transformation birationuelle, employons des adjointes d'ordre m — 2 ; ces courbes ont avec f
m-\-ip — 9,
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points de rencontre, en dehors des points multiples. Si nous les assujettissons à passer par m-\- p — 4 points pris arbitrairement sur la courbe, nous aurons un réseau à trois paramètres
(i8) «iPiCa:, j^)-ha,P,(2r,^)H-a,P3(ar,^)=o,
et les points de rencontre mobiles seront au nombre de
Posons alors
La courbe f se transformera en une courbe F, et les deux courbes se correspondront point par point. Pour établir en toute rigueur cette correspondance birationnelle entre f et F, il faut montrer que toutes les adjointes d'ordre m — a passant par m-{- p — 3 points quelconques ne passent pas par un ou plusieurs autres points.
Or cela est impossible; car prenons /? -f- 1 points arbitraires A,, Aa, .. ., A;,^.!, et faisons |)asser par ceux-ci une adjointe d'ordre m — 2; elle rencontrera la courbe en dehors de ces points et des points multiples en m ~{- p — 3 autres points, que nous désignerons par B. Si toutes les adjointes d'ordre m — 2 passant par les B passent par un ou plusieurs autres points fixes, ceux-ci devront être compris nécessairement parmi les points A, et, en prenant alors une adjointe P» (^, y) distincte de l'adjointe P(^, y) dont nous sommes parti, le quotient
n'aura pas pour pôles tous les points A, mais seulement quelquesuns d'entre eux. On aurait donc une fonction ayant moins de p 4- I pôles arbitrairement choisis, ce qui est impossible.
Le degré de la courbe F est égal à />-|- 2, puisque le réseau (18) rencontre la courbe en /? -h 2 points mobiles.
Nous n'avons pas supposé jusqu'ici, dans ce paragraphe, que la courbe fût hyperelliptique. Si nous revenons à cette hypothèse, nous obtiendrons une courbe particulièrement remarquable en pro-
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cédant de la manière suivante. On prend m — 2 des m-^ p — 4 points bases du réseau (18) en ligne droite. Parles p — 2 autres points on peut faire passer deux adjointes distinctes Q, et Q2 d'ordre m — 3, et ces courbes du réseau Qi ~h XQ2= o ont seulement deux points de rencontre mobiles avec X. Posons alors
P| (^, y) = (ax-^by-^c) Q, {x, y), Pj(^, Y)=^{ax-\-by^c) Q,(a7, y),
en désignant par ax + by -^0^=0 la droite des m — 2 points. Parmi les /> 4- 2 valeurs de (^, y) correspondant à X, deux seulement varient avec X, et les valeurs de Y correspondant aux/> autres sont infinies. Il ne correspond ainsi que deux valeurs finies de Y à une valeur arbitraire de X. Notre courbe de degré /> -+- 2 a donc un point multiple d'ordre p à l'infini. Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant :
Toute courbe de genre p hypevellip tique correspond point par point à une courbe de degré /? -I- 2 ayant un point mul^ tiple d* ordre p.
On peut d'ailleurs vérifier que, inversement, toute courbe de degré/? H- 2, avec un point multiple d'ordre p à tangentes distinctes, est de genre jD et du type hjperelliptique.
Le genre de notre courbe sera donc
pip-\-\) p(p — i)
^—^ ^—^ ou p.
Les adjointes d'ordre />4-2 — 3 ou/) — i seront ici des courbes d'ordre p — i, ayant le point multiple O d'ordre p de la courbe comme point multiple d'ordre/? — i : elles sont donc formées de p — I droites arbitraires passant par O. La courbe est hyperelliptique, car toute adjointe d'ordre p — i passant par un point A de la courbe va nécessairement passer par un autre point qui est le point (en dehors de A et O) où la droite AO rencontre la courbe.
17. Nous avons fait correspondre, avec Glebsch et Gordan, une courbe arbitraire de genre p à une courbe normale de degré /) -H I . On peut encore obtenir des courbes normales de degré moindre, comme Tont indiqué MM. Brill et Nolher dans le Mé-
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moîre que nous avons déjà plusieurs fois cilé (*). Sans entrer dans une discussion approfondie de cette question, qui ne me paraît pas d'ailleurs avoir été jamais faite complètement, indiquons au moins les considérations qui peuvent conduire à ces courbes normales de degré inférieur à /; -4- i. Nous trouverons là l'occasion d'appliquer le théorème de Riemann-Roch et le théorème de réciprocité de MM. Brill et Nolher.
Soient considérés |Ji points (jC|, j^i). . -(^pi, J^tt) sur une courbe algébrique /. Cherchons à déterminer ces points de manière qu'il leur corresponde un nombre t différent de zéro (voir § 4), c'està-dire qu'on puisse faire passer par eux 7 courbes adjointes Q linéairement indépendantes. On aura les [Ji équations
«iQi(^/o7/»)-Ha,Q,(a:/„^A)H-...-i-apQp(arA,j'/,) = o (A = f,2, ..., yi).
Ces |JL équations entre les a doivent se réduire k p — <r d'entre elles, et l'on aura, par suite, entre (X{ , ^i ). • «(^pi, ^|a), nn nombre d'équations de condition égal à
(il — p -h <J)<T,
Ces équations (E) devront être vérifiées pour que, par les [jL points que je désigne par A, on puisse faire passer des adjointes Q dépendant de t paramètres arbitraires. Prenons une de ces adjointes; elle rencontrera (en dehors des points multiples) y en [ji' autres points que nous désignerons par 6, et Ton a
JX -f- [Jl' = 2/? — 2.
Aux points B correspond un nombre t', et nous avons établi les relations, revenant d'ailleurs à une seule,
;ji — /? -h (I -f- 1 = a',
II' — /? -H a' 4- I = j.
Par les points B, on peut faire passer des adjointes Q dépendant de t' paramètres arbitraires. Ces adjointes rencontrent / en [JL points auxquels correspond le nombre primitif t. Ces jx points satisfont donc aux équations (E), et, parmi eux, il y en a d' — i
(') BiULL et NôTHBR, Math, Annalen, t. VII. Voir le n» 9 intitulé : Dca Problem der Special-Gruppen, et les paragraphes suivants.'
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d^arbitraires; mais, d'autre part, le nombre des points satisfaisant aux équations (E) et restant arbitraires est au moins
Il faut donc que l'on ait l'inégalité
De cette inégalité fondamentale nous déduisons, en nous servant des relations écrites plus haut,
Un cas particulièrement intéressant est celui oà<r'=3; on aura alors
par suite,
|a>2(cr-hi),
d'où, en remplaçant o* par sa valeur en jjl et/>,
et enfin
18. Nous arrivons maintenant à la recherche des courbes normales. Pour que l'on puisse avoir cr'^ 3, la plus petite valeur que puisse prendre y. est donnée par l'inégalité précédente. En suivant la marche du paragraphe précédent, on prendra alors des points B, en nombre [jl', obtenus comme il a été dit, et par ces points passera un réseau d'adjointes
aiQiH-ajQî+ a3Q3 = o, qui auront ;jl points de rencontre mobiles avec f. En p osant
^. Qi(^.r)
on fera la transformation de f en une courbe F qui sera de degré yf.. Nous nous contenterons de dire que cette transformation
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sera birationnelle si la courbe / n'est pas spéciale; îl en est bien
certainement ainsi, mais on n^a pas approfondi Tétude des cas
exceptionnels qui pourraient se présenter.
Le point intéressant est d'avoir la plus petite valeur possible
pour jJi. Reportons-nous, à cet effet, à l'inégalité (19). On peut
avoir
/> = 3ir, 3tc-hi, 3ir-ha.
Dans les trois cas, le minimum de l'entier [jl satisfaisant à l'inégalité (19) est
p — -îr + 2.
Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant :
Une courbe arbitraire de genre p correspond point par point à une courbe de degré
p — 'IZ-\-2,
en posant p = Stî, ou Stc + i , ou Stt + 2.
19. Terminons cette Section sur la transformation biration* nelle des courbes par quelques remarques. Élant donnée une courbe
et la substitution simplement rationnelle
quand {x^y) décrit la courbe /, le point (X, Y) décrit une
courbe
On voit immédiatement que le genre ^ de F est au plus égal au genre /> de /: en effet, à chaque intégrale de première espèce de F correspond une intégrale de première espèce de y, et, par suite, le nombre des intégrales de première espèce distinctes dey est au moins égal au nombre des intégrales de première espèce de F. On a donc bien
q'iP' Examinons le cas où
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On peut établir alors que la transformation est nécessairement birationnelle (*).
Considérons, en effet, les intégrales de première espèce
rF(X,Y)d\ ^^ roifiZ
»/ Fi J /y
des courbes F et /. On aura
P^(X,Y)rfX_^ Q,(x,y)dx . ^ Q,(x,y)dx . . ^ qp(x,y)dx -j — «1 jj h at Tî h ...-+- ap 7:7 ,
r\ Jy Jy Jy
lésa étant des constantes, et, par suite, en supposant 9 >> i, on aura
P,(X,Y) 6,Q,(ar,^)-i-...-+-ô;,Qp(ar,j^)'
les a ei b étant des constantes. Aux points de F pour lesquels
correspondront des points pour lesquels
Si à un point arbitraire de F correspondent [l points de /, il faudra donc que
et, par suite, si /? = ^ }> i , on aura nécessairement
c'est-à-dire que la transformation est birationnelle : c'est le théorème de M. Weber.
Dans le cas où/? = 1, les choses se passent d'une manière entièrement différente. On trouvera d'importants développements sur les transformations simplement rationnelles des courbes avec des applications à la théorie des équations différentielles dans le
( » ) Ce théorème a été démontré pour la première fois par M. Weber (Journal de Borchardt, i. 76).
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Mémoire de M. Painlevé sur les équations différenlielles du premier ordre ( * ).
V. — Des courbes de genre deux
20. Dans tout ce qui précède, on a supposé p^3. Quelquesunes des considérations précédentes s'appliquent toutefois au cas de p = 2. Dans ce cas, la courbe est kyperelliptiqae. Le raisonnement fait au § 14 peut, en effet, être employé ici. On a un
faisceau
Q,-hXQ,= o
d'adjointes d'ordre m — 3 avec le seul paramètre \. Les courbes de ce faisceau ne rencontrent f qu'en deux points variables; par suite, la courbe y correspond point par point à une certaine courbe hyperelliptique
(20) fl'=P(>l),
et, 'd'après ce que nous avons dit (§14), le degré du polynôme P()v), qui n!a que des racines simples, est cinq ou six. On peut encore employer, pour faire la transformation, des adjointes d'ordre m — a, et la courbe de degré /> 4- a avec un point multiple d'ordre p devient ici une courbe du quatrième degré avec un point double. Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant :
Toute courbe de genre deux correspond point par point à une courbe du quatrième degré ayant un point double.
Les remarques qui précèdent épuisent la question de la représentation paramétrique des courbes de genre deux; mais il n'est pas sans intérêt de montrer d'une manière purement algébrique que le degré du polynôme P(X) dans l'équation (20) est au plus égal à six; c'est ce que nous allons faire en supposant, pour simplifier, que la courbe/* n'ait que des points doubles. Changeons seulement un peu les notations; soit, pour éviter les indices,
O-hXR = o
(') P. Painlevé, Annales de l'École Normale supérieure, 1891-92.
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le faisceau des adjointes d'ordre m — 3 de la courbe de genre deux
X et j^ sont des fonctions rationnelles de \ et y/P(X), en désignant par P(X) un.polj^nome qui est supposé n'avoir que des racines simples. C'est le degré de P(X) que l'on se propose d'évaluer. L'équation du second degré donnant x sera de la forme
A(X)ar2-h2B(X)a?-i-C(X) = o,
A, B, C étant des polynômes en X. L'équation en x aura des racines doubles pour les valeurs de \ annulant
B*— AG= o.
Ces racines sont de deux sortes : ou bien elles correspondent aux valeurs a de X pour lesquelles deux points de rencontre de la courbe correspondante avec f sont distincts et sur une même parallèle à Oy, ou bien elles correspondent aux valeurs ^ de \ pour lesquelles la courbe correspondante du faisceau est tangente
Dans le premier cas, ^ aura deux valeurs distinctes, c'est-à-dire que y^ dans le voisinage de X = a, sera uniforme; x le sera donc également (puisque x peut s'exprimer rationnellement en y et X, si, comme on peut le supposer, la courbe et le faisceau n'occupent aucune position particulière par rapport aux axes). Par suite, X = a sera certainement une racine de degré pair àe B^ — AC, et elle ne figure pas alors parmi les racines de P(X).
Le degré de P(X) est donc égal au nombre des courbes du faisceau
Q-i-XR = o
tangentes à / : calculons ce nombre. Nous avons les équations
f{x,y) = o, Q-hXR = o,
Jx Jy
et nous devons, par suite, chercher les points de rencontre des
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deux courbes
/(^,^) = o, /;(QiR-RiP)-/i(Q'j.R-Ri.Q) = o.
Evaluons le nombre des points de rencontre de ces deux courbes en supprimanl les solutions étrangères au problème. La seconde courbe est d'ordre
Il est facile de vérifier que les points doubles de / sont des points doubles de la seconde courbe avec les mêmes tangentes. Pour le voir, mettons le point double à l'origine avec O j: et Oy comme tangentes; on aura I
Çi{x,y)=^ ax ^ by -f-...,
R(^j j') = «'^-^ ^'y -+■•■.; on a donc, pour la seconde courbe,
Far -+- ^ -f-. . .1 [a(,a'x H- 6» — a'{ax + by)-h.. .]
-\y-^^-^'"][à{a'x-hby)-b'{ax-^by)-h...] = o;
l'ensemble des termes du second degré est donc xy.
Nous allons voir, de plus, que les m points à l'infini de/ appartiennent à la courbe de degré 3 m — 8. On a, en effet, comme terme de degré 3 m — 8,
en désignant par ç, y, r l'ensemble des termes homogènes du plus haut degré dans /, Q, R.
Si Ton remplace q et r par ^qjc-hyq'y et xr'^-hy^'y, on aura
donc ?(^î^) sera bien en facteur.
Les solutions que nous venons de trouver sont manifestement
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étrangères au problème. En les laissant de côté, il reste pour le problème proposé un nombre de solutions égal à
m(3/ii — 8)— 6 — ^ — ^ — 1 — w, c'est-à-dire six.
Le polynôme P()^) est donc du sixième degré.
VI. — Du genre des courbes algébriques d'après "Weierstrass; aperçu sur sa théorie.
21. J'ai fait allusion (§3 de ce Chapitre) à la manière dont Weierslrass introduit le genre dans la théorie des courbes algébriques. Voici la méthode qu'il suit pour arriver à cette notion capitale {*) : soit
Péquation de la courbe irréductible envisagée et qui a des singularités quelconques, et posons
/(^, y) =/o(^Xr"-H/i(ar)j^«-»H-. . .H-/„(x),
OÙ les //(a?) sont des polynômes en œ au plus de degré m.
Désignons par [x' ^ y') un point pris arbitrairement sur la courbe, et soient de plus
m — I constantes arbitrairement choisies. Nous formons la fonction du point analytique {x^y)
Il est facile de trouver pour quels points de la courbe elle devient infinie. Tout d'abord elle reste certainement finie pour :r = oo. Remarquons que l'on peut écrire
(^) K. Weierstrass, Mathematische Werke (vierter Band, zweiles Kapitcl).
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R deviendra donc infinie pour x:=x'y y = j^, mais restera finie aux n — I autres points de rencontre de la courbe avec la droite x = a?'. De plus le résidu de R pour le pôle simple (^',^) sera, on le voit de suile,
ày-'
puisque, pour y =^ et x=^x', l'expression (21) se réduit
La fonction R a d'autres pôles que a: = a?', y=,y\ elle a
encore, comme pôles simples, les points en nombre
qui sont à l'intersection de la courbe avec les droites x = a', x-=aP^ . . ., J7 = af'»"'*^
Désignons ces / points par A,, A2, . . ., A/ et disons, une fois pour toutes, qu'il ne s'agira dans la suite que de fonctions ajant des pôles simples.
Supposons qu'il existe une fonction rationnelle du point (x,^), ayant seulement comme pôles les points A ou quelques-uns d'entre eux. Soit, par exemple, une fonction ayant comme pôle A| (et quelques-uns des autres). On pourra retrancher cette fonction multipliée par une constante convenable de R, de manière à faire disparaître le pôle A|. Supposons alors qu'il existe une fonction rationnelle ayant seulement pour pôles les points
Aï, Aj, ..., A/
ou quelques-uns d'entre eux. En opérant de même, on fera disparaître un de ces pôles, et ainsi de suite tant que l'opération sera possible. Finalement, nous obtiendrons une fonction de (^,y)
devenant infinie en {x'^y) et en un certain nombre p de nos points A que nous pouvons désigner par
Bi, Bi, ..., B
De plus, et c'est là le point capital, puisque par hypothèse l'opération précédemment indiquée ne peut alors se continuer, il
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n'existe pas de fonction rationnelle de {x^y) devenant seulement infinie aux points B ou pour quelques-uns d'entre eux.
22. Le nombre p que nous venons d'obtenir se présente dans_ des circonstances particulières, puisque les points B ne sont pas nécessairement indépendants les uns des aulres. Supposons maintenant qu'il existe une fonction rationnelle
devenant seulement infinie en (or', y) et en d points
que nous appellerons C|, C2, .•., C(y (ils sont d'ailleurs choisis arbitrairement et sont distincts des points B), tandis quUl n'existe pas de fonctions rationnelles de (Xj y) devenant seulement infinies aux points C. Nous voulons montrer que <r =: p.
On peut supposer, après une multiplication convenable, que ^ a le même résidu que F en (j/, y) ; alors la dilTérence
ne devient plus infinie en (x-^y). Envisageons la fonction
F(^,r; ci,û?,).
Elle devient infinie en (C{, dt) et nous pouvons par suite disposer de la constante Yi de manière que
*(^,r; ^\y') — ^(i^{xyyi ci,rfi)
ne soit plus infinie en (C|, r/|). En continuant ainsi, on déterminera les constantes ^o Y^j • • • » y^ de manière que l'expression
(2-i) \ *(^»rî x\y) — ^{x,y\ ^',y) — YiF(ar,jK; Ciydi)
( — TîP(^»^; c„c?j)— ... — Y(xF(a?, j^; c^,d^)
ne soit infinie ni en {x',y)^ ni en d, C2, ..., C(y. Mais alors l'expression (22) ne pourrait être infinie qu'en B|, B2, ..., Bp, ce qui est impossible. Elle se réduira donc à une constante.
Dans ces conditions, les points B ne seront pas des pôles pour la fonction (22); or, désignons par
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les résidus respectifs de la fonction ¥{x^y; x\y^ par rapport à B,, Ba, ..., Bp; ce sont des fonctions rationnelles de {x^y). On aura' les relations, qui expriment que les B ne sont pas pôles ^de (22):
>^î^^'i y) -t- Ti>^îic,, rfi) -h. . .-h Y<,Xs(Cff, rfff) = o, • •••• .....j
\(^'j y') H- Ti>^p(ci, rfi ) -f-. . .-h Y(TXp(c<x, d^) = o.
23. Si Ton a o* < p, on ne peut satisfaire par des constantes y à ces relations, si les points G sont arbitraires, car on déduit de ces équations une ou plusieurs relations entre (C|, d^). ..(c^j, rf<y) et (^', y). Il est donc impossible que o* soit inférieur à p.
Si Von a a-=p, les équations précédentes déterminent les y, car le déterminant de ces lettres n'est pas nul, les points (c, d) étant arbitrairement choisis.
// reste à examiner V hypothèse a->p. Prenons dans ce cas, a priori, Texpression (22) avec les indéterminées y. En assujettissant ces lettres aux relations (28), nous écrivons que l'expression (22) n'a pas les points B pour pôles. Elle n'a pas non plus le pôle {x\y)^ et par suite n'a que les pôles G. Or dans les équations (23), puisque o- > p et que les (c, d) sont arbitraires sur la courbe, un ou plusieurs y restent arbitraires, les autres s'en déduisant. Supposons, par exemple, que yi reste arbitraire; on peut le choisir de manière que l'expression (22) ait en (C|, rf|) un pôle avec un résidu déterminé dij[férent de zéro. Dans ces conditions l'expression (22) n'aurait que les pôles G, et d'autre part elle ne se réduirait pas à une constante, puisqu'elle aurait efTectivcment le pôle G| ; nous arrivons donc à une contradiction.
Par suite, il est établi que <7 = p. Ge nombre p est tel qu'il n'existe pas de fonction rationnelle ayant seulement p pôles simples arbitraires, tandis qu'il existe une fonction rationnelle ayant seulement p -I- I pôles simples arbitraires. G'est ce que Weierstrass appelle le rang d'une courbe algébrique. Il est évidemment invariant d'après sa définition même; comme nous l'avons vu (§ 3), c'est le genre p de Riemann.
24. Nous ne pouvons songer à suivre Weierstrass dans le déve-
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loppement de sa théorie. Un élément essentiel de celle-ci est la fonction rationnelle de x,y^ xf et y, qu'il appelle
Considérée comme fonction de x\ y*^ elle devient infinie du premier ordre aux p + i points
(ai, 6,), («1,^0, ..., («p, *p), (^',y)
et s'annule au point («o, 60) > pour x^=x'^ y =y' son résidu est égal à — I . Les conditions précédentes déterminent manifestement la fonction, et cela d'une manière complète. Weierstrass la détermine par un calcul régulier et sans rien supposer connu de la théorie (comme nous l'avons fait au § 3). Prenons le pôle (a», 6a)î on peut développer dans le voisinage de «« la fonction sous la forme
H(x, y; x-, y') = Yl{x', y)»jé^^ + 2 "'"(^'' •>'')«(^ " ''«)'•
Les fonctions rationnelles de x' et y'
H(:r',y)a et H(i)(^',y)a (a = i, 2, . . ., p)
jouent dans la théorie de Weierstrass un rôle très important. Un théorème fondamental est qu'entre les
n'existe pas de relation homogène et linéaire à coefficients constants (c'est-à-dire indépendants de x' et y). On établit ensuite que les p intégrales
llix,y)adx (a = 1,2, ...,p)
sont les p intégrales de première espèce et que les p intégrales
*mKx,y)o^dx
sont de seconde espèce; l'ensemble de ces 2p intégrales forme un système d'intégrales distinctes de seconde espèce. On se trouve ainsi transporté par une voie tout élémentaire au cœur de la théorie des intégrales abéliennes.
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THÉORÈMES GÉNÉRAUX RELATIFS A L'EXISTENCE DES FONCTIONS SUR UNE SURFACE DE RIEMANN.
I. — Position de la question; théorèmes préliminaires
1. Nous avons jusquMci considéré une surface de Riemann définie en partant d'une certaine relation algébrique
Nous avons alors étudié sur la surface certaines fonctions, intégrales des diverses espèces ou fonctions uniformes.
Nous allons nous proposer maintenant des problèmes en quelque sorte inverses. On peut^concevoir une surface de Riemann définie a priori et d^une manière purement géométrique : ce seront m feuillets réunis les uns aux autres par un certain nombre de lignes de croisement et formant une surface connexe. II s'agit d'établir qu'à une telle surface correspond une classe de courbes algébriques et de démontrer a /?r/o// l'existence de ces fonctions dont nous parlions plus haut. Nous rentrerons ainsi dans la pensée profonde de Riemann, dont nous nous sommes écarté dans les Chapitres précédents en faisant l'étude des intégrales de différentielles algébriques relatives à une courbe. Les études doivent, d'ailleurs, évidemment être faites Tune et l'autre; jusqu'ici nous sommes parti de la courbe ou de la relation algébrique, nous prenons maintenant pour point de départ le concept de la surface riemannienne à m feuillets.
Malheureusement la méthode si simple de Riemann pour établir les théorèmes généraux d'existence ne présente pas la rigueur
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qu'on exige aujourd'hui dans la théorie des fonctions. Elle repose sur la considération du minimum de certaines intégrales tout à fait analogues à celles que nous avons déjà étudiées dans le problème de Dirichlet (p. 87) et on lui a adressé les mêmes objections. 11 a donc fallu chercher dans une autre voie : M. Neumann et M. Schwarz y sont parvenus chacun de son côté. La méthode de M. Neumann est exposée dans son grand Ouvrage sur la théorie des fonctions abéliennes (*); j'y renverrai le lecteur. M. Schwarz, à la suite de ses recherches sur le procédé alterné et le problème de Dirichlet, ajoute que l'on peut par ce procédé arriver aux théorèmes généraux d'existence. Dans une lettre à M. Klein, que nous aurons à citer dans un moment, il revient rapidement sur la question. On peut avec ces données restituer complètement la méthode de M. Schwarz, et je ne crois pas dan* les pages qui suivent m'écarter de la pensée de l'illustre géomètre.
2. Nous allons avoir à compléter l'étude des conditions d'existence d'une fonction harmonique. Quelques théorèmes préliminaires nous seront indispensables. Nous avons déjà exposé (p. 81) le procédé alterné; il va jouer dans la suite un rôle capital. Nous l'avons, en particulier, appliqué dans le cas d'une aire limitée par deux contours C et C (p. 86) et nous généraliserons d'abord la recherche faite à cet endroit.
Reprenons donc, avec M. Schwarz (-) , Taire limitée par les deux contours G et C. Traçons la ligne mn joignant un point de C à un point de C, et donnons-nous sur chacune des deux courbes une succession de valeurs que nous supposerons, en général, continue (il pourrait y avoir des points en nombre fini pour lesquels il y aurait un saut brusque d'une valeur à une autre).
Nous traçons une courbe m/i joignant un point de Cà un point de C {fig* 55); désignons par mn'^ le bord droit de celte coupure et par mnr son bord gauche. Nous allons chercher à déterminer une fonction harmonique w, continue dans l'aire limitée parC, C
(*) Neumann, Vorlesungen ùber Rlenia:i?i s Théorie der Abelschen Intégrale (2"Aun.; i88i).
(*) ScDWARz, Ainzug aus eine/n Brie/e an Herrn F , Klein {Œuvres complètes, t. II, p. 3o3).
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et mrij prenant des valeurs données sur C et C, et pouvant se prolonger analytiquement des deux côtés de ntrij de telle sorte que le prolongement analytique de w~ soit égal à
h étant une constante donnée, en représentant par u" et W^ les valeurs de la fonction dans le voisinage de la coupure à gauche et à droite.
Nous appellerons A Taire limitée par G, G', /n/i+, m/i"; traçant alors une seconde coupure /7^, appelcvnsB Taire limitée par G, G',
Fig. 55.
pq'^^ pq". Nous allons d'abord fofmer une première fonction harmonique ^1, définie dans Taire A, prenant les valeurs données sur G et G', puis des valeurs arbitrairement choisies sur mn" et les mêmes valeurs augmentées de h sur mn"*". La fonction </« prendra certaines valeurs sur /7^. Nous formons alors une fonction harmo> nique v^ déterminée dans Taire B, prenant sur pq"^ les valeurs de «I et sur pq^ les mêmes valeurs diminuées de A; de plus, r, prend sur les arcs a et ^ de G et G' les valeurs de Ui diminuées de h, et sur le reste des courbes G et G' les mêmes valeurs que u^ : la fonction v^ est ainsi complètement déterminée. On va continuer ainsi indéfiniment : la fonction U2 sera la fonction harmonique déterminée dans A prenant sur mn~ les valeurs de \\ et sur mrf^ les mêmes valeurs augmentées de A, et égale à U{ sur G et G'. On formera ^2 en partant de u^, comme on a formé Pf en partant de Ui, et ainsi de suite. Les fonctions Un et ç„ ont respectivement deux limites u et v, comme nous Tétablirons sans peine. Or on a
Un=Vn-i (sur mn-).
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D'ailleurs tous les u et i^ ont même valeur sur les arcs G — a et C — p. Il en résulte que
sur le contour formé par ces deux arcs et m/i", pq^] il en est donc lie même à l'intérieur de ce contour. Pareillement, on a
Vn=^Un—h (sur pq-)j Çf^^ = Un — h (sur mn-^).
On a donc, dans l'aire limitée par a, p, m/i"*", pq~^
Or la fonction ç n'a pas mn pour coupure; nous allons donc pouvoir, avec les résultats précédents, étudier immédiatement le prolongement analytique de u quand on traverse de gauche à droite la coupure mn. Puisque, à droite de celle-ci^ on a
tandis qu'à gauche
le prolongement analytique de u~ sera donc égal à w"*" — A, comme nous l'avons dit dans l'énoncé. Il est clair que semblablement le prolongement analytique de w*" est égal à w~-|- A. La fonction u prend sur C et C^ les valeurs données; il est clair que, si l'on traverse la coupure mn, les valeurs de u sur ces deux courbes augmenteront ou diminueront de A, suivant le sens dans lequel la coupure aura été traversée (*).
3. Nous avons admis l'existence de limites pour u» et i^/j. La démonstration est la même qu'au § 2 du Chapitre III, et il suffira de faire ressortir brièvement l'analogie entre les deux cas. Nous pouvons dresser le Tableau
/ Ui Ut ... Un ...
/ V^ Vt ... Vn ...
(*) Si la succession donnée des valeurs sur C et C admet la période A, on pourra regarder la fonction comme parfaitement déterminée en m et n sur le bord droit et sur le bord gaucbe de la coupure. Dans le cas contraire, la fonction n'aura pas, à proprement parier, de valeurs en ces points.
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qui rappelle que «,< et i^„ prennent les mêmes valeurs sur pq^^ tandis que Un et r„_i prennent les mêmes valeurs sur mn~. Tous les u prennent les mêmes valeurs sur les arcs C et C, et il en est de même pour les <^, ces valeurs n'étant d'ailleurs les mêmes pour les u et les v que sur les arcs C — a et C — p. Remarquons maintenant que
«3— 1*2=1?,— p, (sur m/i-).
Or ^2 — ^'i est nulle sur G et C, et l'on a
r,— p,= M,— Ml {suvpq^).
On en conclut de suite, en raisonnant comme à la page 84^
I "3— Wi i <q^g (sur m/i-),
en désignant par g le maximum de | u^ — Ux | sur mitr\ pour la définition du nombre q^^ii on se reportera au Chapitre III et particulièrement à la page 87. On a, d'une manière générale,
I Un— Un^i I < ^«t«-«^ (sur m/i"),
et la convergence des u,i vers une limite s'en déduit immédiatement; on raisonne de même pour les r„.
4. Les considérations précédentes s'étendent d'elles-mêmes. Si, au lieu d'une aire limitée par deuK contours, nous avons une aire limitée par une courbe extérieure C et par/? courbes intérieures C|, C2, ..., C;,, nous tracerons /? coupures m|/i|, m2/i2, ..., niptipy joignant G à Gj, G2, • .., G^,. On pourra former une fonction harmonique continue dans l'aire limitée par les C, les m/i+ et les mn~^, prenant des valeurs données sur les G et pouvant se prolonger analj^tiquemenlau delà de /7Z|/i/ (/= i, 2, ... ,/?), de telle sorte que le prolongement analytique de u~ soit égal à
hi étant une constante donnée.
Il n'est pas besoin d'insister sur ce cas général; la question étant traitée pour le cas de deux contours, on traitera le cas de trois contours en s'appuyant sur le cas précédent, c'est-à-dire en
GoogI(
THÉORÈMES GÉNÉRAUX SUR UNB SURFAGR DB RIEMANN. 5l3
prenant comme fonctions successives u et v des fonctions ayant la périodicité donnée par une des courbes intérieures. Aucune difficulté ne pourra provenir de ce que les uelv ont déjà des périodes, car la différence de deux fonctions u ou de deux fonctions i^, sur laquelle porte seulement le raisonnement, n'aura plus de période : cette remarque évidente fait le succès de la méthode et permet de l'étendre de proche en proche de façon à traiter, comme nous venons de l'énoncer, le cas général d'une aire limitée par/^ + i contours (*). Un cas particulier très important est celui où tous les h seraient nuls, et où, par suite, la fonction est uniforme dans l'aire après la suppression des coupures.
5. Rappelons encore, pour terminer ces préliminaires, une proposition fondamentale relative aux fonctions harmoniques. Pour une telle fonction, la valeur au centre d'une circonférence est égale à la moyenne des valeurs sur la circonférence, ce qui s'exprime en prenant le centre comme origine des coordonnées polaires r et cp et désignant la fonction par {/(r, cp), au moyen de l'égalité
I /•*'' a(o)=— ^ a(r,o)rf9,
^^(o) désignant la valeur au centre.
Nous aurons encore besoin d'avoir une limite de l'expression
On peut trouver diverses limites de l'expression précédente. La
(^) On pourrait traiter bien plus simplement la question précédente, comme l'a fait remarquer M. Jules Riemann dans sa Thèse déjà citée (p. 47)* Si nous désignons par (a,-, a'^) un point situé à l'intérieur du contour C^ {i = i, a, ..., p)^ la fonction harmonique
jouit évidemment de la propriété cherchée, et, par suite, la diiïércnce u — U n'aura plus de périodes. Le problème se ramène donc au cas où lous les h^ sont nuls, c'est-à-dire au problème de Dirichlet sous sa forme classique. Nous avons dû cependant exposer la méthode qu'on a lue dans le texte, car nous nous trouverons bientôt dans des circonstances où nous ne pourrons pas faire usage de la remarque qui précède et où nous devrons recourir au procédé alterné. P: — II. 33
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suivante, quoique peu approchée, dous suffira : c^est celle que nous avons donnée (p. 17). On a
en désignant par g la valeur absolue maxima de la fonction sur la circonférence de rayon R.
II. — Existence des fonctions harmoniques sur une surface de Riemann ouverte.
6. Nous allons d'abord considérer une surface de Riemann ouverte : voici ce que nous entendons par là. On tracera sur un des feuillets une courbe fermée y qu'on prendra généralement très petite. La surface de Riemann ouverte est la surface dont on a enlevé l'aire limitée par y; on peut dire de la surface ouverte qu'elle a un hord y.
Nous traçons sur la surface de Riemann les rétroseclions (Ga, Da). Ces rétroseclions limitent avec y une aire T. Nous allons d'abord nous proposer de trouver une fonction harmonique bien déterminée et continue sur T, et prenant sur y et sur les deux bords des rétrosections des valeurs données.
Il importe de prévenir tout de suite une première difficulté relative aux points de ramification. Désignons par z la variable complexe sur la surface de Riemann, et soit a un point de ramification. En posant
nous transformons le voisinage du point de ramification a sur la surface de Riemann dans le voisinage du point ^'=0 sur le plan simple z' [nous avons déjà fait, d'ailleurs (p. 4^7), cette Iransformation]. En posant
z =^ X -h ij^ et z'=ix'-hiy, l'équation
se transforme en
dx'*
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et nous sommes ramené alors à une aire siluée sur un plan simple (*).
Quant au point à l'Infini sur chacun des feuillets, on fera pour lui la transformation habituelle
et il n'y a de ce côté aucune difficulté.
Revenons au problème proposé. Nous pouvons considérer l'aire T comme limitée par p + i contours, à savoir y et les p ré- Irosections (C, D). D'après le § 4, on sait résoudre le problème de Dirichlet pour une telle aire quand on peut le résoudre pour cette aire rendue simplement connexe par y? coupures; on prendra ici pour ces coupures des lignes, ne se coupant pas, joignant un point de chaque rétrosection à un point de y (celui-ci joue ici le rôle de contour extérieur C du § 4, et tous les h sont nuls) (^). Or, pour l'aire simplement connexe que nous venons de définir, il n'y a aucune difficulté. On décomposera, comme dans la méthode de Schwarz pour la solution du pioblème ordinaire de Dirichlet (p. 3i8), Faire en un nombre limité d'aires partielles empiétant les unes sur les autres de manière à pouvoir appliquer le procédé alterné. Cette décomposition est indispensable, à cause des points de ramification; on s'arrangera de manière qu'un certain nombre des aires partielles contiennent chacune un point de ramification, et l'on pourra les supposer assez petites pour faire la transformation indiquée plus haut.
7. Abordons maintenant le problème fondamental. Nous voulons former une fonction harmonique bien déterminée et continue dans Vaire ï, prenant sur y des valeurs données et ad-
(*) Il faut remarquer seulement que la fonclion u continue, ainsi que ses dérivées dans le plan simple (a?', y') autour de x' = y' = o, n'aura pas ses dérivées continues pour le point d'affixe a quand on reviendra à la surface de Hiemann.
Les dérivées — et -r— deviendront, en général, infinies de l'ordre de — -i en dédx dy " y/;.
signant par /' lu distance de {x^ y) au point d'affixe a.
(') C'est pour ce point du raisonnement qu'il est indispensable que la surface
soit ouverte.
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mettant les périodicités c^ et dh relativement à Ca et D^i (A = 1 , 2, . . ., /?). Nous entendons par là qu'après avoir marqué sur les rétrosecllons G et D un bord positif et un bord négatif (conformément, par exemple, aux conventions faites au § 12 du Chapitre XIV), le prolongement analytique de la fonction, considérée du côté négatif d'une coupure C^, coïncidera avec la fonction, considérée du côté positif, à — Ch près, ce que nous exprimons, comme plus haut (§ 2), par
et pareillement pour toutes les autres parties des rétrosections.
Donnons d'abord la solution, dans l'hypothèse où /? = i. Suivant notre habitude, faisons dans l'espace le schéma de la surface de Biemann correspondante : ce sera un tore, sur lequel nous traçons un parallèle G et un méridien D (^g. 56), et nous dési-
gnerons par c et d les périodes qui doivent leur correspondre; iSgurons aussi la courbe y rendant la surface ouverte.
Nous allons, en premier lieu, former une fonction harmonique prenant sur les deux bords de G des valeurs données, ainsi que sur y, et admettant la périodicité d par rapport à D. Pour éviter toute difficulté relative aux points (géométriquement confondus) m et n des deux côtés de G, nous supposerons que les valeurs données sur les deux bords de G aient aussi d pour période (*). Pour résoudre ce premier problème, traçons une coupure auxiliaire D' et raisonnons absolument comme au § 4, en partant d'une fonction harmonique prenant sur les deux bords de G et sur y les valeurs données, et sur les deux bords deD des valeurs arbitraires
( » ) Voir la note du § 2.
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d*iin côté el les mêmes valeurs augmentées de h de l'autre côlé (D et D' remplacent les coupures mn et pq du paragraphe cité). JLa fonction Us prend certaines valeurs sur D'"**; nous formons alors une fonction (^, égale à u^ sur D'+ ainsi que sur les portions des deux bords de C comprises entre D'"*" et D~ et enfin sur y, tandis qu'elle est égale à i/, — d sur D'~, et sur les portions de C comprises entre D+ et D'~. On formera de la sorte une suite indéfinie de fonctions «/, r, et la limite des fonctions u résout le problème posé; il me paraît inutile d'insister, l'analogie étant complèle avec le cas traité au § 4.
Ce premier problème résolu, nous considérons maintenant, outre C et D, un second parallèle C {/ig- 57). Ce sont mainte-
Fig. 57.
nant C et C qui vont jouer le rôle de mn et de pq^ et toutes les fonctions harmoniques que l'on va considérer auront la périodicité rfpar rapport à D et prendront les valeurs données sur y. On partira d'une fonction u^ prenant des valeurs arbitraires sur C" (sauf la périodicité d correspondant au passage par D) et les mêmes valeurs augmentées de c sur C"^; cette fonction prendra sur C'"*" certaines valeurs. On formera la fonction ç'j, prenant ces valeurs sur C'"** et les mêmes valeurs diminuées de c sur C'~, el l'on continuera ainsi indéfiniment, dirigeant toujours opérations el raisonnements comme au § 4. La limite des u sera la fonction cherchée; elle prendra sur y les valeurs données, sera continue sur toute la surface de Riemann; et admettra les périodicités données c et d relativement àC et àH.
8. Après avoir traité le cas de /> = i, il n'y a aucune difficulté à traiter le cas général. La marche est la même que pour passer
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d'une aire limitée par deux conlours à une aire limitée par p-\-i conronrs. Soient, par exemple, p = 2 el les deux rétrosections (C|, D|), (Ca, Dj) el le conlour y. En nous donnant des valeurs sur les deux bords de C| el D| ainsi que sur y, nous pouvons d'abord, d'après ce qui précède, déterminer une fonction harmonique prenant sur Ci et D| ainsi que sur y les valeurs données, et ajant les périodicités c^ et d^ relativement à Co et D^. N'employant alors comme fonctions approchées u et v que des fonctions ayant cette périodicité, nous obtiendrons, par un nouvel emploi du procédé alterné, relativement à d et D|, la fonction cherchée.
Le raisonnement est général, et nous avons ainsi complètement résolu le problème proposé pour une surface ouverte. Nous avons formé une fonction harmonique continue sur la surface de Riemann limitée par y et les p rétrosections (C, D); cette /onction prend sur y des valeurs données et admet des périodicités données relativement aux C ^^ D.
III. — Existence des fonctions harmoniques sur la surface de Riemann fermée.
9. Le problème que nous venons de traiter dans la Section précédente n'est qu'un problème préliminaire. Nous avons maintenant à étudier le cas de la surface fermée, et nous chercherons d'abord à démontrer l'existence d'une fonction harmonique bien déterminée et continue sur la surface de Riemann considérée avec les rétrosections C et D, et ayant des périodicités données c, et dh correspondant aux 2.p coupures Ca et D>i (A = i, 2, .. .,/?). Nous entendons toujours de la même manière le mot périodicité. Nous répétons que la fonction pourra être prolongée analyiiquement au delà des C et D, et cela de telle manière qu'en désignant par u"^ et u" la valeur de la fonction à droite et à gauche dans le voisinage d'une coupure, soit G>i, on ait, comme prolongement
analytique de m"^,
u- -h en,
et de même pour toutes les autres coupures. Dans ces conditions, la fonction c/, qui reste toujours Gnie, aura sur la surface de Rie-
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mann, débarrassée des rétrosectîons, une infinité de déterminations qui rentreront dans le t^pe
les nifi et tik étant des entiers positifs ou négatifs, et u désignant une de ses déterminations.
10. Nous allons encore employer le procédé alterné, mais dans des conditions différentes de celles où nous l'avons employé jusqu'ici (*). Prenons sur un des feuillets deux cercles concentriques r et Y de rayon R et r. Nous allons former une succession de fonctions harmoniques u et {>. Les fonctions v seront définies et bien déterminées sur la portion de la surface de Riemann, munie des rétrosections G et D, extérieure à y, et elles admettront les périodicités données à ces rétrosections; quant aux fonctions w, elles seront déterminées à l'intérieur du cercle F.
Ceci posé, donnons sur F une succession de valeurs arbitraires. Nous formerons une fonction u^ prenant ces valeurs sur F; cette fonction prendra certaines valeurs sur y. On formera une fonction ç^ prenant les mêmes valeurs que U\ sur y (nous savons, d'après la Section précédente, former une telle fonction). Nous considérerons ensuite la fonction u^ prenant sur F les mêmes valeurs que v^^ et Ton continuera ainsi indéfiniment. Nous avons donc deux suites de fonctions
\ /f a,, Ut, ..., Un, ...,
I / Vu Vi, ..., Vn, ....
Si l'on admet que Un et Vn ont des limites u et ç, il est clair que ces deux fonctions coïncident dans la couronne annulaire comprise entre y et F, puisqu'on a
Un=^9n-\ (sur F),
Un=Va (sur y),
(*) Les passages des Mémoires de M. Schwarz, qui se rapportent à la question qui nous occupe actuellement, sont aux pages i68, 189 et 3o6 du Tome II (Gesammelte mathematische Abhandlungen, von H,- A. Schwarz).
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d'où résulte Tégalité a = r sur F et sur y et, par suite, dans Taire limilée par ces deux courbes. Ainsi, la fonction v pourra se prolonger analy tiquement à l'intérieur du cercle y, et ce prolongement analytique n'aura aucune singularité à l'intérieur de ce cercle. Nous obtenons donc bien la fonction cherchée.
H. Nous avons à démontrer que Un et p« ont des limites. La démonstration sera moins simple que dans les cas analogues rencontrés jusqu'ici, et nous devons d'abord faire plusieurs remarques. Montrons, en premier lieu, que les moyennes des valeurs de toutes les fonctions Un et i^n sur les circonférences y et F sont les mêmes. Il est d'abord bien clair que les valeurs moyennes de Mj sur F et de v^ sur y sont les mêmes, puisque W| = Vi sur y. Prenons alors une circonférence G de rayon p comprise entre F et y, et considérons la fonction Vi à l'extérieur de G; si nous traçons le contour K sur la surface de Riemann, nous aurons, par la formule de Green,
f -j— ds -^ I -j- ds^ = o.
K ^'^ Jg ^^
Or la première intégrale est nulle; les éléments s'y détruisent, en effet, deux à deux, puisque les dérivées de v^ ont une périodicité nulle relativement aux rétrosections. Il reste donc
ce qui peut s'écrire, la ligne G étant un cercle,
et, par suite, l'intégrale
est indépendante de p. Ceci veut bien dire que la valeur moyenne de la fonction V\ sur la circonférence y est égale à celle de u^ sur la circonférence F.
Or déjà la fnoyenne de v^ sur y est, comme nous l'avons dît.
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égale à celle de f^rsur F; on a donc bien
J^in pin
i Wi(R,Q>)â?0= / M2(R,ç)t/9,
et ainsi de suite. Tous les u ont même moyenne sur F et ont, par suite, même valeur au centre O de cette circonférence.
Considérons, en second lieu, deux fonctions harmoniques U et V continues dans F et prenant sur cetle circonférence des valeurs ayant même moyenne. Il en résulte évidemment que ces fonctions ont même valeur au centre; ceci va nous permettre de trouver une limite de | U^ — V^l pour un point A quelconque du cercle y- Reportons-nous à l'inégalité rappelée au § o de ce Chapitre. Appliquons-la à la fonction U — V qui est nulle ati centre. En appelant M le maximum de | U — V | sur la circonférence F, on aura
Or supposons -^ assez petit pour que l'on ait
4Rr
q étant un nombre fixe inférieur à Funité. Dans ces conditions, Finégalité précédente pourra s'écrire
|Ua-Va|<7M,
inégalité fondamentale entre les maxima de | U — V| sur les circonférences F et y; elle suppose essentiellement que les valeurs moyennes de U et V sur F soient les mêmes.
12. Nous pouvons aborder maintenant la démonstration de l'existence de la limite pour Un et ç^;,. Grâce aux remarques précédentes, nous nous trouvons dans les mêmes conditions que précédemment. On a
«3— Mj=p, — pj (sur r).
Or la fonction v^ — v^ est une fonction bien déterminée à l'extérieur de Y, sans périodicité (la périodicité des v disparaissant dans la soustraction) ; le maximum de \v^ — ^i | sur F est donc au
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plus égal au maximum de | r^ — Ci | sur y, i^^aîs vj— Pi=Mi— Ml (sur Y).
Le maximum de j Va — ^\ \ sur y est donc moindre que le produit par q du maximum de \u2 — Ui\ sur F. En combinant ces résultats, nous avons
maximum de | Wj— Wj | < ^.maximum de [ Wi — Ui \ (sur T).
L'existence d'une limite vers laquelle converge uniformément u,, sur r est alors évidente, et l'existence des limites u et v est établie. Le problème posé au § 9 est donc complètement résolu.
La fonction trouvée prend au point O, centre de F, une valeur égale à la moj^enne des valeurs initiales données au début sur F. La valeur de la fonction cherchée en O et les périodicités la déterminent d'ailleurs nécessairement d'une manière unique; car, dans le cas contraire, la difTérence de deux telles fonctions serait nulle en O et n'aurait pas de périodicité. Or nous savons qu'une fonction harmonique uniforme et continue sur la surface de Riemann tout entière se réduit nécessairement à une constante (Chap. XIII, §27).
Appelons /onc^/o/i harmonique de première espèce une fonction harmonique de la nature de celle que nous venons d'étudier, continue sur la surface de Riemann. Il existe 2p fonctions harmoniques de première espèce linéairement indépendantes. On peut, en effet, se donner arbitrairement les 2p périodes de ces fonctions, et il est clair qu'entre a/? fonctions à périodes arbitraires ne peut exister de relation linéaire à coefficients constants. Réciproquement, toute autre fonction harmonique de première espèce sera une combinaison linéaire de ces 2/? fonctions; il suffit de choisir les coefficients de manière que la combinaison ait les mêmes périodes que la fonction proposée.
13. Il est facile de traiter le cas où la fonction harmonique aurait une singularité de la nature suivante :
Proposons-nous de rechercher une fonction harmonique admettant des périodicités données et continue sur la surface, sauf au point O, dans le voisinage duquel elle sera de la forme (le point O
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étant pris pour origine des coordonnées polaires r et 6),
cosO ,,
U étant continue en O, et nécessairement harmonique (comme
cos6\
On va suivre la même marche que précédemment. La seule différence sera que les fonctions M|, . . ., w,,, au lieu d'être continues
dans le cercle F, deviendront infinies en O comme — — • On for-
mera donc une première fonction u^, prenant des valeurs données sur r et continue dans F, sauf au point O où elle devient infinie
comme — —; elle s'obtiendra tout de suile en posant
oosO 1/,=-= —j^ -^ IJ,
et en déterminant la fonction U« continue dans le cercle F tout
entier, et prenant sur sa circonférence les valeurs W| -j^-« Nous
formerons donc de la même manière nos deux suites
Hl, lU, ..., Uny ..., Vi, Vf, ..., Çn
Toutes les inégalités fondamentales subsistent, et les valeurs moyennes des fonctions sur v et sur F sont toutes égales à la valeur moyenne de la fonction initiale u^ sur F, puisque la valeur
moyenne de — '— est évidemment nulle.
Nous pouvons donc former une fonction harmonique devenant infinie en O comme
cosO
(au sens indiqué plus haut) et admettant des périodicités don-' nées. Cette fonction sera déterminée à une constante près variant avec la moyenne des valeurs initiales sur la circonférence F. Nous la dirons une fonction harmonique de seconde espèce.
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Nous pouvons aborder maintenant l'étude des fonctions
d'une variable complexe sur une surface de Riemann. A chaque
solution u de Téquation
Aa = o •
correspond, en effet, une fonction v déterminée par la formule
/*'*'' du , dM ,
et u + iV est une fonction analytique de j? -h îy.
A chaque fonction harmonique u de première espèce va correspondre une fonction v qui sera aussi de première espèce. Pour s'en assurer, il n'y a qu'à examiner les cas où (x^y) est en un point de ramlGcation ou à l'infini. Dans le premier cas, nous avons
dit (voir la note de la page 5i5) que 3- «t j- sont de Tordre
de — 9 r désignant la distance de (Xj y) au point de ramification :
V reste donc finie. Si le point {x^y) est à l'infini sur un des
feuillets, on fera le changement de variable xf -^ iy' =z r-.
u devient une fonction de (j?', y) régulière à l'origine, et la formule
/• ' '-' du , , du , , = I — , a y , dx
montre que v est finie pour x' = y = o.
Soient donc deux fonctions harmoniques associées u et v de première espèce; elles seront linéairement indépendantes. Si l'on avait, en effet, une relation, à coefficients constants a, 6, c, de la
forme
au -H 6p = r,
a et 6 n'étant pas nuls tous deux, on en déduirait
du , dv du , dv
dx dx dy dy
GoogI(
ce qui est impossible à cause des relations
du dv du dv
dx ~~ dy dy dx
\o. Partons d'une première fonction w, de première espèce, et soit (^f la fonction associée. J'envisage une fonction harmonique u^ qui ne soit pas une combinaison linéaire de Us et V\, Soit v^ Tassociée de u^ ; montrons que les quatre fonctions
W|, Vu Uls Pj
sont linéairement indépendantes. Dans l'hypothèse contraire, on aurait une combinaison
(l) aiMl-*- ^lCl4-ajMi-f- ^jPj
qui se réduirait à une constante. Or cette expression est la partie réelle de la fonction analytique
( ax — ibi ) ( Ml H- «Vi ) -;- («j — ibt ) ( e^i -h ivt ).
Il s'ensuit que la combinaison
(2) — 6iMt-+-ai«'i--6,M2-Ha,t't
se réduit aussi à une constante. On en conclut que
(ai a, — 61 6t) Ml + ( bx ai — ai 6j)i'i -r- ( af 4- 6 J ) m,
est constant, et comme a2 et 62 ne peuvent être nuls à la fois (puisque autrement u^ et i^i ne seraient pas indépendants), il en résulterait que U2 est une combinaison linéaire de Ui et (^^ , ce qui est contre notre hypothèse.
On continuera de la même manière, en prenant une fonction u^ qui ne soit pas une combinaison linéaire de Ut . f'i , ^2 , v.2 ; en adjoignant à M3 son associée t^s? on aura six fonctions linéairement indépendantes. La démonstration se poursuit de proche en proche, et nous arriérons finalement à 7.p fonctions harmoniques de première espèce
Uu ^U "il ^U •••> "/'» *"/>»
deux à deux associées et linéairement indépendantes. Elles
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forment un système àe ^ p fonctions harmoniques de première espèce, avec lesquelles on peut former toutes les autres.
16. Portons maintenant notre attention sur les/? fonctions analytiques de a: + iy = z^
(3) w,-i-iV,, Ui-\-Wt, ..., Up-^ivp,
On peut les appeler des fondions analytiques de première espèce de la variable complexe z sur la surface de Riemann. Ces p fonctions sont linéairement indépendantes, car autrement les u et (* ne le seraient pas; elles sont continues sur toute la surface et admettent certaines périodicités au sens déjà tant de fois indiqué. D'autre part, il n^existe pas sur la surface de Riemann de fonction de ^, uniforme et continue dans le voisinage de chaque point et admettant des périodicités, qui ne se réduise à une combinaison linéaire de ces fonctions.
On peut répéter, sans y rien changer, à propos des fonctions (3), tout ce que nous avons dit des périodes des intégrales de première espèce (Chap. XIV), L'inégalité fondamentale provenant de la foE^mule de Green peut, en ell'et, être appliquée ici. On pourra notamment, avec les fonctions (3), former un système de fonctions normales.
17. Passons aux fonctions analytiques de seconde espèce. Nous partirons pour cela d'une fonction harmonique de seconde espèce (§ 13) devenant infinie en un point O, pris un moment pour origine des coordonnées, comme
cosô
qui est la partie réelle de -» en posant z = re^^, La fonction associée v deviendra infinie comme
et, par suite, u + iv se mettra dans le voisinage de ^ = o, sous
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la forme
P élant holomorphe. Donc z=:o est un pôle simple de a -h îV, le résidu élant un.
Nous formons donc ainsi une fonction u + iv de z a^^ant pour pôle le point O avec un pour résidu; celte fonction est continue pour tout autre point et elle admet des périodicités relativement aux rétrosections de la surface de Rieraann.
Parmi les fonctions analytiques de seconde espèce, il en est de particulièrement remarquables : ce sont celles qui n'ont pas de périodes. On peut obtenir une telle fonction en parlant d'un nombre suffisant k de fonctions de seconde espèce
Hi, Hj, .... Ha-
avec les pôles simples respectifs 0|, Oo, . . ., O^.
Formons la combinaison linéaire
A,H,-t-A,H,-f-...-t-A,.HA.
Si k est supérieur à 2/>, on pourra certainement annuler toutes les périodes, sans que les À soient tous nuls. La fonction ainsi obtenue ne se réduira d'ailleurs certainement pas à une constante, puisque, tous les A n'étant pas nuls, la fonction admet au moins un pôle. Nous aurons ainsi une fonction analytique U uni^ forme sur toute la surface de Riemann et n!ayant que des pôles,
18. Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théorème fondamental de ce Chapitre :
A une surface de Riemann arbitrairement donnée correspond une classe de courbes algébriques,
k cet eflet, cherchons d'abord quelle sera la nature de la fonction U du paragraphe précédent. Si l'on considère le plan simple sur lequel sont placés les feuillets, nous voyons qu'à chaque valeur de Taffixe z sur ce plan correspondent m valeurs de la fonction U, à savoir les valeurs de la fonction U aux m
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points de la surface de Rîemann qui correspondent à la même valeur de z. Il est essentiel de remarquer que nous pouvons choisir U de telle manière que ces m valeurs soient distinctes pour une valeur arbitraire de z. En effet, les k pôles de U sont arbitraires (k étant suffisamment grand). L^équation U = oo a donc k racines qui sont k points arbitrairement choisis de la surface de Riemann et qu^on peut, par suite, supposer ne pas correspondre à la même valeur de z. L^équation U= A, qui a aussi k racines variant avec A d'une manière continue (Chap. XV, § 1), n'aura donc pas, en général, de racines correspondant à des points de la surface de Riemann ayant même z : ceci ne pourrait arriver que pour des valeurs particulières de A. Il en résulte que, z étant arbitraire, les m valeurs de U aux m points de la surface de Riemann, correspondant à celte valeur de 2, sont distinctes.
Ceci posé, cherchons quelle sera la nature de U considérée comme fonction de z sur le plan simple P. Cette fonction a m valeurs en chaque point; d'autre part, elle n'a que des pôles et des points critiques algébriques (correspondan^t aux points de ramification) : elle est donc une fonction algébrique de 2, et l'on a
/ étant un polynôme de degré m en U. A une valeur arbitraire de z correspondent, avons-nous dit, m valeurs distinctes de U. La relation précédente est irréductible, puisque les m valeurs peuvent s'échanger en passant d'un feuillet à l'autre de la surface de Riemann.
Nous pouvons donc regarder la courbe algébrique (4 ) comme correspondant à la surface à m feuillets donnée; à un point arbitraire de cette dernière correspond un seul point (U, z) de la courbe, et inversement, à un point arbitraire de la courbe correspond un seul point de la surface de Riemann. Nous avons donc atteint, dans cette question des existences, le but essentiel de notre recherche, qui était de montrer qu'à une surface donnée de Riemann on peut faire correspondre une relation algébrique, A la fonction U on peut évidemment substituer une fonction rationnelle quelconque de U et 5, soit
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Sauf pour des formes particulières de R, la fonclion V aura m valeurs différentes pour une valeur arbitraire de z, La fonction V a les mêmes points de ramification que la fonclion U; elle est ramifiée comme U, suivant l'expression de Riemann. Inversement, d'ailleurs, V pourra se mettre sous la forme d'une fonction rationnelle de U et àe z. On peut donc dire qu*il y a une classe de fonctions algébriques, ramifiées de la même manière, correspondant à une surface arbitrairement donnée de Riemann.
J'ajoute encore que deux surfaces de Riemann, S et S<, seront dites se correspondre point par point quand les deux relations algébriques
(S,) /i(Ui,^i) = o,
qu'on peut associer à chacune d'elles auront entre elles une cor* respondance biralionnelle. Nous dirons aussi que les surfaces qui se correspondent ainsi point par point forment une classe de surfaces.
19. La relation (4) est de degré m en U; quant à son degré en z^ il est égal à A*, puisqu'à une valeur arbitraire de U correspondent k valeurs de z. Nous avons donc une relation
de degré /w en U et de degré k en z. Riemann, comme nous l'avons déjà dit (p. 4^0)? suppose, dans sa théorie des fonctions algébriques, que les degrés du polynôme / ne sont pas les mêmes en U et z. Cette forme plus générale amène bien peu de modifications avec les hypothèses que nous avons faites dans les Chapitres précédents. Il n'est pas inutile, cependant, d'en dire un mot. En désignant toujours par cv le nombre des points de ramification de la fonction U de z, où Ton suppose encore que deux racines seulement se permutent, on aura nécessairement, comme
précédemment
relation purement géométrique. On admet, comme cela a lieu dans l'exemple qui nous occupe ici, que les points à l'infini sur • P. - II. 34
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chaque feuillet ne sont pas des points de ramification. L'élimination de U entre les équations
conduit à une équation A = o, de degré
en z^ puisque le discriminant d'une équation de degré m est du degré 2 (m — i) par rapport aux coefficients de cette équation, et que ces coefficients sont ici de degré k en z.
L'équation A= o admettra, comme racines simples, les w points de ramification; mais elle admettra aussi d'autres racines correspondant aux points multiples de la courbe qui ne sont pas, par hj^pothèse, des points de ramification. Ces dernières racines seront d'un degré pair de multiplicité; ainsi, par exemple, un point multiple d'ordres (à tangenles distinctes), donne, pour A = o, une racine d'ordre i{i — i). En désignant donc par ar le nombre des racines de A ne provenant pas des points de ramification, on aura
w -{-ir — 'i{m — \)k.
20. Je termine par une remarque générale relative aux surfaces de Riemann. Quand nous avons étudié ces surfaces au Chapitré XIII, nous avons pu supposer, conformément au théorème de Lùroth, que les m feuillets de la surface étaient liés à la manière d'une chaîne, le premier feuillet étant seulement lié au deuxième, le deuxième au troisième, et ainsi de suite. Nous sommes, dans ces conditions, arrivé à la formule générale {voir, en particulier, le n** 19 du Chapitre XIII)
Dans les théorèmes d'existence que nous venons d'établir, nous n'avons besoin de faire aucune hypothèse particulière sur la surface. Les points de ramification étant seulement toujours supposés simples, les feuillets peuvent être réunis les uns aux autres d'une manière quelconque par des lignes de croisement. Quelle est alors, daqs cecas, la signification du nombre/?? Nous pouvons
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y arriver de suite en recourant à la relation algébrique
qui correspond uniformément à la surface. En raisonnant sur la fonction U comme nous l'avons fait pour établir le théorème de Lûrolh, on pourra transformer la surface de Riemann en une autre où les feuillets seront liés à la manière d'une chaîne, ce qui revient à joindre autrement les points de ramification pour former les lignes de croisement. Dans cette transformation, le nombre des points de ramiGcation ne change pas, et nous avons toujours la même formule pour le nombre />, c'est-à-dire pour le nombre des trous de la surface dilatée dans Tespace.
V. — Modules d'une classe de courbes algébriques
21. Une des applications les plus intéressantes du théorème général d'existence des fonctions algébriques correspondant à une surface de Riemann est la recherche du nombre des modules des fonctions algéb.riques d'un genre donné p.
Commençons par une remarque préliminaire. Si Ton se donné dans le plan de la variable z les
points de ramification d'une surface de Riemann à m feuillets, on peut se demander quel sera le nombre des surfaces, ayant ce nombre de feuillets, qu'il sera possible de former. Nous voulons seulement faire observer que ce nombre sera fini ; la recherche de ce nombre sera une question de Géométrie de situation et d'Analyse combinatoire. La fonction qui le représente est sans doute une fonction compliquée de m et de p. M. Hurwitz, qui s'est occupé avec succès de* cette recherche, l'a déterminée pour les valeurs les plus simples de m (*); nous renverrons à son Mémoire, il nous suffit de savoir que ce nombre est fini.
22. Nous voulons chercher de combien de paramètres arbi- ( ' ) HuRWiTZ, Mathematische Annalen, Bd. 39.
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iraires dépend essentiellement utie classe de surfaces de Riemann d'un genre donné/?. Par le mot essentiellement, nous entendons que toutes les surfaces de cette classe pourront être ramenées k l'une d'elles, qui se trouvera définie par certaines valeurs de ces paramètres, et (\\x' inversement à des valeurs arbitrairement données de ces paramètres correspondra seulement une classe ou un nombre limité de classes de surfaces. Ces paramètres ont été appelés par Riemann les modules. Ils jouissent évidemment d'un caractère d'invariance relativement aux transformations uniformes.
Nous ferons connaître successivement les deux méthodes employées par Riemann (*). Voici, en précisant seulement quelques détails, la première de ces méthodes*
Tout d'abord, étant donnée une surface de Riemann (a, z)j nous pouvons la transformer en une autre qui lui corresponde point par point, et où le nombre [x des feuillets soit supérieur à 2/? — 2 ; ceci est évident, puisqu'on peut prendre [x arbitrairement (pourvu qu'il soit supérieur à /> -|- i) en prenant pour nouvelle variable une fonction rationnelle de i^ et ^ ayant (ji pôles (p. 473).
Nous supposons donc que les surfaces de Riemann de genre py dont nous voulons étudier l'ensemble, ont [jl feuillets; [jl va rester fixe et est d'ailleurs un nombre quelconque supérieur à a/? — 2 (on verra dans un moment pourquoi nous faisons cette dernière hypothèse).
Le nombre des points de ramification de notre surface sera alors
W = 2(fX -H/? — l).
Nous pouvons nous donner arbitrairement ces points de ramification ; donc, le nombre des surfaces étant fini pour des positions données de ces points, nous pouvons dire que nous avons une
surface dépendant de
constantes arbitraires. Mais toutes ces surfaces ne sont pas distinctes : je veux dire qu'il y en a parmi elles qui se correspondent point par point; en désignant par (w, z) un point de la surface,
(») Voir, dans les Œuvres de Riemann, le § 12 de la Théorie des fonctions abétiennes.
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nous pouvons remplacer la variable z par une autre variable
R étant une fonction rationnelle ayant {/. pôles, de façon que u,' considérée comme fonction de ^i, soit une fonction à tx valeurs. De combien de constantes arbitraires dépendra R? D*abord ses ]x pôles peuvent être pris arbitrairement sur notre surface; ensuite^ d'après le théorème de Riemann-Roch, elle contiendra
constantes arbitraires. Nous n'avons pas à nous préoccuper ici du nombre ff, puisque nous avons supposé (jl > ap — 2. Par suite^ il y aura dans R
constantes arbitraires. On peut donc, en général, s'arranger de manière que 2 a — /> + i points de ramification aient des positions données que l'on regarderait comme numériques; il reste alors
2fX-i-2/? — 2 — (2|JL — /? -hl) = 3/? — 3
autres points de ramification arbitraires. N'ous pouvons donc dire que notre classe de surfaces de Riemann de genre p dépend de
constantes essentielles arbitraires; ce sont les modules de la surface. A chaque système de valeurs de ces modules correspondra seulement une classe ou un nombre limité de classes de courbes algébriques.
On a admis, dans ce qui précède, qu'on pouvait choisir les 2|i. — /?-+-! constantes arbitraires figurant dans R, de manière que, dans la surface transformée, 2[jl — /? + 1 points de ramification aient des positions données. Dans quel cas pourrait-il en être autrement ? Ceci ne pourra arriver que si une transformation
OÙ restent des arbitraires, conduit à des surfaces ayant les mêmes points de ramification. Or ces surfaces sont en nombre fini; il y en aura donc nécessairement parmi elles qui pourront se transformer uniformément en elles-mêmes à l'aide d'une trans-
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formation dépendant de ces arbitraires. Réciproquement, d'ailleurs, si la surface admet une telle transformation avec p paramètres arbitraires, le nombre des modules sera augmenté de p; en effet, le nombre des constantes Ggurant dans la fonction R considérée plus haut devra être diminué de p, puisque, parmi les 2 m — p H- I arbitraires entrant dans R, on peut considérer que p d'entre elles coiTCspondent seulement à la transformation de la surface en elle-même. On a donc alors à faire la différence
2([1 -4-/? — I) — (2fX — /; -h I — p),
ce qui conduit à 3/? — 3 4- p modules (* ). Cette formule générale s'applique alors, même aux cas de /> = o et /? = i . Quand /> > i , on a p = o, d'après le théorème de Schwarz, ce qui donne les 3/? — 3 modules de Riemann. Pour />= i, on a p= i, comme nous l'avons dit (Chap. XV, n** 10) en étudiant les transformations en elles-mêmes des courbes du genre «/i; il y a donc, dans ce cas, un seul module, comme nous le démontrerons d'ailleurs bien facilement d'une manière directe en étudiant, dans le Chapitre suivant, les courbes de genre un. EnGn, pour /> = o, nous avons vu (/oc. cit.) que p = 3; il n'y a pas, dans ce cas, de module, résultat évident a priori, puisque la surface de Riemann peut être ramenée alors au plan simple de Cauchy.
23. J'ai dit que Riemann avait donné une seconde méthode pour trouver le nombre des modules. Cette méthode est trop intéressante pour que nous la passions sous silence; elle va nous conduire au premier exemple de représentatiop conforme d'une surface de Riemann sur un polygone, représentation qui, dans les travaux récents de M. Poincaré et de M. Klein, joue un rôle si important. C'est au moyen d'une intégrale de première espèce que Riemann effectue cette représentation. Prenant une intégrale de première espèce, posons
"^'^'QJT, Y)d.r ~~fy
(*) M. Klein a, le premier, appelé l'attention sur cette formule. Voir le Chapitre III de son Ouvrage déjà cité : Ueber Hiemann's Théorie der aigebraischen FuncUonen.
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Quand le point (x^y) parcourt la surface sur laquelle on a tracé les coupures C et D, le point z décrit dans son plan un certain polygone, se recouvrant partiellement lui-même, et dont les côtés (correspondant aux deux bords de chaque coupure) se correspondent deux à deux, de telle sorte qu'on passe du premier au second par l'addition d'une période à z. Ce polygone se recouvrira partiellement lui-même, puisque, en regardante; comme fonction de 5, on a nécessairement pour cette variable 2p — 2 points de ramification qui correspondent aux 2/? — 2 racines de l'équation (en dehors des points multiples)
A chacune des/> rétrosections correspond un parallélogramme curviligne. On peut donc concevoir, à titre schématique, le polygone comme formé âe p parallélogrammes distincts dont les plans seraient superposés, le passage de l'un à l'autre ayant lieu au moyen de lignes de croisement se terminant aux (2/? — 2) points de ramification. Quant à la nature des côtés du polygone, elle est évidemment indéterminée, comme les rétrosections elles-mêmes, et l'on peut, si l'on veut, les supposer rectilignes. Inversement, si l'on a une telle surface polygonale, il résulte des théorèmes d'existence qu'on peut lui faire correspondre une classe de courbes algébriques. On peut, en effet, démontrer l'existence de fonctions harmoniques uniformes sur la surface polygonale multiple, qui prennent les mêmes valeurs aux points correspondants de deux côtés opposés et qui se comportent comme les fonctions étudiées au § 7, la périodicité étant nulle. Il suffit d'employer pour cela les mêmes méthodes qui nous ont permis d'établir l'existence des fonctions uniformes sur une surface de Riemann; nous nous arrêterons dans un moment sur le cas particulier le plus simple de p= i . Ce point étant établi, voyons de combien de constantes dépend la surface polygonale. La position du point de rencontre d'une ligne C et d'une ligne D dans chaque rélrosectiou est arbitraire sur la surface ; nous n'avons donc pas à compter comme constantes arbitraires les paramètres définissant les positions d'un sommet de chaque parallélogramme. Les arbitraires, définissant réellement l'aire polygonale qui nous occupe, sont les ay? périodes
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elles positions des points de ramification, ce qui nous donne
arbitraires. Mais Pintëgrale de première espèce dont on est parti est arbitraire. On ^
J —Jy =^V Ty -^••-^^^; J, --^^^'
On peut choisir les constantes C de manière que/? des périodes
aient des valeurs numériques données, et, si/7>»i, on peut, de
plus, choisir C*p^\ de manière qu'un des points de ramification ait
une position donnée. Il reste donc alors un nombre de constantes
essentielles égal à
ce sont les Zp — 3 modules.
Quand /> = !, il liy a pas de points de ramification; on peut choisir la constante C| de manière qu'une des périodes ait une valeur donnée. L'autre période sera le seul arbitraire restant. On aura, dans ce cas, un module (*).
24. Le point essentiel, dans la démonstration précédente, est le fait de l'existence d'une classe de fonctions algébriques correspondant à la surface polygonale multiple. Il suffira d*examinerle cas de /> = i; la question une fois traitée dans ce cas, on passera au cas général, comme on Ta fait pour tous les théorèmes d*existence, en raisonnant toujours de la même manière de proche en proche.
Nous partirons donc d'un parallélogramme ABCD {fig* 58), et nous voulons, en définitive, démontrer directement et a priori l'existence d^une classe de fonctions algébriques correspondant à ce parallélogramme. Nous avons pour cela à démontrer Texistence d^une fonction harmonique de seconde espèce, devenant infinie en O (pris comme origine des coordonnées polaires r et 6), comme
(') On trouvera dans le § 14 du Mémoire de Brill et Nôther {Math. Ann., t. VII) une interprétation géométrique des modules regardes comme rapports anharmoniques. Si intéressantes que soient ces considérations, elles ne sont pas si rigoureuses que les méthodes s'appuyant sur les théorèmes d'existence.
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9 admelUnt, relalivement à AB et CD, la périodicité A, et,
relativement à AD et BC, la périodicité k; nous entendons par là que le prolongement analytique de la fonction au delà de DC est égal à la valeur de la fonction dans le voisinage de AB, augmentée de la constante h, et pareillement avec la constante k pour les deux autres côtés. L'analogie va être complète avec les méthodes employées dans la Section précédente. Nous formerons d'abord une fonction harmonique prenant des valeurs arbitrairement
données sur AD et BC (on suppose seulement que les valeurs en D et A d'une part, en C et B d'autre part, diffèrent de A), et ayant la périodicité h par rapport à AB et CD. A cet effet, on prendra A'B' parallèle à AB, et CD' parallèle à CD, de manière que les deux parallélogrammes ABCD et A'B'C'D' soient identiques. Toutes les fonctions harmoniques qu'on va considérer deviendront infinies en O de la manière indiquée : les u seront définis dans ABCD et les (^ dans A'B'C'D'. On part d'une première fonction W| prenant sur AD et BC les valeurs données, prenant sur AB des valeurs arbitraires, et sur DC les mêmes valeurs augmentées de h, La fonction ii^ prendra certaines valeurs sur A'B'; nous formons une fonction Vi prenant ces valeurs sur A'B', les mêmes valeurs augmentées de // sur D'C, sur A'D et B'C les mêmes valeurs que tt|, et sur DD' et CC les valeurs de W| respectivement en AA' et BB' augmentées de h. On formera ensuite U2, prenant sur DC les valeurs de ^j, sur AB ces valeurs diminuées de A, et sur AD et BC les mêmes valeurs que W|. On continuera ainsi indéfiniment, formant deux suites de fonctions
M,, Ui. ..., Wrt, ...,
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On démontrera, toujours par les mêmes raisonnements, Texîslence d'une limite u pour les fonctions de la première ligne, et d'une limite ç pour celles de la seconde. On a
Un — Vn (sur A'B'), Un^x=Vn (sur DG;.
Tous les II et (^ prennent d'ailleurs les mêmes valeurs sur A'D et B'C. On a donc
dans le parallélogramme A' B' CD. D'autre part, Vn prend sur D'C les mêmes valeurs que Un sur A'B', mais avec addition de la constante A; pareillement, Un^\ prend sur AB les mêmes valeurs que Vn sur DC, mais avec diminution de /t. Il en résulte que les valeurs de u sur le périmètre du parallélogramme ABA'B', augmentées de A, seront égales aux valeurs de v sur le périmètre du parallélogramme DCD'C II est clair alors que le prolongement analv tique de u au delà de DC, pour lequel on peut se servir de la fonction v^ remplit bien les conditions requises.
D'une fonction harmonique de seconde espèce on passera à une fonction analytique de seconde espèce. L'analogie est maintenant complète avec la démonstration de l'existence de la classe de fonctions algébriques correspondant à une surface de Riemann.
On voit aussi que les considérations précédentes démontrent a priori l'existence des fonctions doublement périodiques correspondant à un réseau donné de parallélogrammes.
VI. — Des théorèmes d'existence pour l'équation de Beltrami correspondant à une surface quelconque.
25. Nous avons déjà indiqué (p. 8) comment M. Bellramî a généralisé l'équation de Laplace pour une surface quelconque. Voulant nous placer ici dans les circonstances les plus simples, quoique suffisamment générales, nous allons supposer que l'on considère une surface fermée sans lignes multiples, ayant un nombre fini de trous, et telle que, dans une région suffisamment petite tracée autour d'un point quelconque de la surface, on puisse représenter les coordonnées x^ y^ z par des fonctions
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analytiques de deux paramètres p et q^ ce que nous pouvons exprimer en disant que la surface fermée est régulièrement analytique. Un tore fournit un exemple simple correspondant au cas d*un seul trou.
Nous avons défini {loc. cit.) ce que Ton doit entendre par /o/iction complexe u + iv d'un point mobile de la surface. L'élément d'arc de celle-ci étant représenté par
ds^ = E dp*-h iF dp dq -^ G dq^, on a pour u et ç les deux équations
ov __ dp dq
dp
•EGàp
dq
àq ~ /ËG^^Fï ' et la fonction u satisfait par suite à l'équation
Il est important de remarquer que cette équation a un caractère invariant par rapport à rf^*, c'est-à-dire que, si l'on prend à la place de/? et ^ de nouvelles variables, la nouvelle équation se déduira du ds^ transformé, comme la première se déduit du ds^ primitif. Ceci résulte de la manière même dont l'équation a été obtenue.
26. D'après nos hypothèses sur la nature analytique rfe la surface, on peut, dans le voisinage d'un point quelconque A de celle-ci, exprimer p el q par des fonctions analytiques de X et Y de manière à avoir la carte de la portion de surface voisine de A sur le plan (X, Y), cette carte étant faite avec conservation des angles {voir t. I, p. 4^4)- On aura
Edp^-^7.Tdp dq -H G dq^ = a {d\.^ -\- d\^) ,
Si maintenant on considère u et ç non plus comme fonctions de/?, y, mais comme fonctions de X et Y, on conclut, de l'équa-
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lion précédente et de Téquation (p. 8 de ce Volume) ^a«H- dv^ = X(E d>>*-4- 2F dp dq-\- G dq^\
que les équations (a) deviennent
du __ dv
du __ dv
et, par suite, Téquation (^) se transforme en Téquation de Laplace
Il résulte de là que, si Ton se borne à une aire suffisamment petite sur la surface, Péquation de Beltrami peut, au moyen de la Carte géographique indiquée, être transformée en Téquation de Laplace. Les problèmes d^existence que nous avons résolus pour cette dernière sont^ par suite, résolus pour Téquation (^).
Il sérail sans intérêt de se borner à une portion suffisamment petite de la surface, mais le procédé alterné peut évidemment être appliqué à Téqualion (^), qui jouit, d'après ce que nous venons de dire, des propriétés essentielles de Téquation de Laplace. Aucune explication n'est alors nécessaire pour voir que Ton pourra considérer sur la surface non plus seulement une aire suffisamment petite, mais une aire quelconque. Tous les problèmes traités dans les Sections précédentes peuvent donc être posés et résolus de la même manière.
Si nous appelons fonction potentielle sur la surface toute solution de Téquation (P), nous pourrons former, après avoir tracé des rétroscctions C e^ D sur notre surface, une fonction potentielle de première espèce admettant des périodicités données, La signification de cet énoncé est immédiate et a été déjà rencontrée en remplaçant seulement potentielle par harmonique. La fonction potentielle dont nous parlons sera continue sur^toute la surface; elle admet une périodicité h par rapport à une coupure C, si son prolongement analytique au delà de la coupure est identique à la valeur qu'elle a de l'autre côté de cette coupure augmentée àe ±h suivant le sens dans lequel la coupure est traversée.
Des fonctions potentielles de première espèce, on passera, en considérant la fonction associée r, aux fonctions complexes
d'un point variable sur la surface. On aura ainsi la notion de fonctions complexes de première espèce, continues sur toute la surface, et admettant des périodes dont la partie réelle peut être arbitrairement choisie. II n'y a pas à insister sur tous ces points; l'analogie est complète avec le cas où, au lieu d'envisager une surface quelconque, nous avions affaire à Téquation de Laplace et aux feuillets multiples d'une surface de Riemann. On aura aussi p fonctions complexes de première espèce linéairement indépendantes, elp seulement; c'est, comme précédemment, une conséquence de ce que, le long du contour K, dont il a été tant de fois parlé, on a
l'intégrale étant prise dans un sens convenable.
Quant à la démonstration de cette inégalité, elle est immédiate en décomposant la surface en portions assez petites. On a pour chaciine d'elles l'inégalité précédente avec l'aide de la carte de cette petite portion, et il suffit d'ajouter les inégalités.
27. On obtiendra de la même manière les fonctions complexes de seconde espèce, mais il faut définir un pôle d'une fonction complexe de seconde espèce. Un point de la surface sera un pôle pour la fonction complexe u + fV, si dans la carte géographique, relative au voisinage de ce point, sur le plan (X, Y), la fonction w-}- iV qui devient une fonction analytique ordinaire de X -f- iY a pour pôle le point correspondant au point donné de la surface. Nous arriverons enfin, suivant toujours la même marche que dans la Section lll, à des fonctions complexes u + «V, uniformes sur toute la surface et n^ ayant que des pôles.
Relativement à une fonction complexe F = w-f- /r, nous pouvons établir le même théorème qu'à la page 471 • V équation
Fc=:C,
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C étant une constante arbitraire^ a toujours le même nombre de racines sur la surface» On pourrait encore employer ici une formule analogue à celle de Cauchy pour trouver le nombre des racines, mais il suffit de remarquer quUl n'est pas possible que le nombre des racines diminue (les racines étant comptées avec leur degré de multiplicité) quand C varie d'une manière continue. On pourrait seulement craindre que des racines ne disparussent au moment où deux ou plusieurs racines deviennent égales, mais ceci est impossible si Ton se reporte à la carte géographique pour laquelle on sait, en appliquant les théorèmes classiques, que les racines d'une fonction d'une variable complexe ne peuvent pas disparaître en devenant égales.
Considérons maintenant deux fonctions complexes
u -r- «V et Mi -h iVi
sur la surface, fonctions uniformes et n'ayant que des pôles. Si l'on donne à w -h iV une valeur arbitraire, il y aura un certain nombre m de points de la surface correspondant à cette valeur de u 4- fV, et si la seconde fonction u^ -\- iv^ a été prise arbitrairement, elle aura m valeurs distinctes. Or nous savons (p. 8) que,
si l'on pose
F = M 4- iV, Fi = i/j -{- iV,,
F| est une fonction analytique ordinaire de F. Quelle sera la nature de cette fonction? A une valeur de F correspond un nombre fini de valeurs de Y^ ; d'autre part, F, est une fonction de F qui ne peut avoir d'autres points singuliers que des pôles et des points critiques algébriques. Ily a donc entre F et F, une relation al--
gébrique
et *d un point arbitraire de la surface correspond un seul point (F, F,) de cette courbe.
Nous avons donc établi ce théorème fondamental (') :
(^) Ce théorème a été énoncé par M. Klein dans son Ouvrage déjà bien des fois cité sur la Théorie des surfaces de Riemann. Le mode de démonstration de M. Klein est extrêmement intéressant, quoiqu'il ne prétende pas à être rigou-
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A la sur/ace S donnée dans l'espace et ayant p trous corres^ pond unijormément une courbe algébrique de genre p.
Nous disons que le genre de la courbe/ est égal au nombre p des trous de la surface S; ce qui résulte immédiatement de ce qu'il y a/? fonctions complexes de première espèce sur la surface linéairement indépendantes (§ 26).
29. Nous avons encore à faire une remarque importante. Envisageons la surface 2! de Riemann à m feuillets représentative de la fonction algébrique F, de F. Nous avons dit que S et S se correspondaient point par point; mais, de plus, la relation
du"'-^ dv^ = X(E «?/?2-h 9.F dp dq -+- Gc^<7«)
montre que cette correspondance a lieu avec conservation des angles. On peut donc dire que l'on a une carie géographique de la surface S sur la surface de Riemann S.
30. Appliquons au tore les généralités qui précèdent. Désignons par r le ra)^on du cercle générateur et par R la distance de son centre à Taxe (/'< R). On pourra représenter le tore par les
équations
4? = ( R — r coso) cos^,
^ = ( R — r coso) sin <}/, z = r sino^
OÙ la signification géométrique des angles o et<{/, qui varient deo à 2 7C, se voit immédiatement. On aura donc pour l'élément d'arc de la surface
ds-== dx^-^ dy^-+-dz^= r«<i<p»-f- (R — rcos<p)'c;4;*,
reux au peint de vue analytique. C'est à une expérience électrique fictive faite sur la surface que Tillustre auteur emprunte les éléments de ses démonstrations. L'existence des fonctions potentielles avec leurs singularités diverses se trouve ainsi démontrée en quelque sorte expérimentalement. On vient de voir que les considérations employées pour les surfaces de Riemann et Téquation de Laplace s'étendent sans peine à Téq nation de Beltrami et à une surface quelconque. Relativenfent à celle-cif nous avons seulement fait l'hypothèse qu'elle était régulièrement analytique; on pourrait traiter, je crois, de la même manière, des cas moins simples, ceux notamment où la surface a des arêtes, mais je ne veux pas ici approfondir cette question.
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que Ton peut écrire
ds'={R — rcosoy- \—-!—^ -4-^6*1,
' ^ L(U — rcoso;* ^ J'
ou, enfin, en posant
/' do
• rcos©
Celte dernière, formule nous donne tout de suite la carte géographique avec conservation des angles, de la surface du tore sur ia surface d'un rectangle. En eflfet, quand cp et ^ varient de o à 271, le point (X, Y) décrit dans son plan Taire d'un rectangle dont les quatre côtés sont
•'^ -do
,/ H — r cos o
Que sont ici les fondions complexes u -\- iif uniformes sur le tore? Ce sont nécessairement des fonctions analytiques de X4- /Y; elles admettront les périodes
r do aici et
Les fonctions doublement périodiques ayant ces deux périodes définissent une classe de courbes algébriques (*) : c^est la classe correspondant au tore,
31. Indiquons un exemple d'une surface ayant /? trous, auquel on puisse appliquer les considérations générales que nous venons de développer. Je considère, comme au Chapitre XIII, un disque plan kp trous, limité par une courbe extérieure C et/? courbes intérieures C|, . . ., C;,, et tracé dans le plan {x^y).
Toutes ces lignes sont supposées régulièrement analytiques. On peut concevoir une fonction analytique f{x^ y) des deux variables
(*) Ce point a élc dcin.onlré à la fin de la Section précédente. Nous le retrouverons d'une manière plus élémentaire au Chapitre suivant.
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réelles et x ely s^annulant, en changeant de signe, quand (x, y) traverse les courbes C, C|, . • ., Cpj et étant positive et différente de zéro dans Faire A limitée par ces courbes. Si, par exemple, les courbes sont des cercles, /(:c,^) sera le produit pris avec un signe convenable des premiers membres des équations de ces cercles. J'envisage maintenant la surface
Celte surface sera symétrique par rapport au plan des (x, y)^ elle passera par les courbes considérées et aura visiblement p trous. Elle sera régulièrement analytique. On le voit de suite pour tout point (a:, j^) de l'intérieur de Taire A; la chose est moins immédiate pour un point d'une courbe limite. Pour le voir, (^O)JKo) étant un tel point, posons
a étant une quantité très petite. Pour x = x^^ a = o, nous avons une racine simple y =^o« Nous pouvons donc développer^ suivant les puissances de x et a, dans le voisinage de x = Xq et a=:^o; soit ^{x^ cl) ce développement. On aura alors la surface définie par les équations
ce qui montre que la surface est analytique dans le voisinage du point (a:o, jKo? O). On a supposé seulement qu'en (xo, ^o) la tangente à la courbe limite n'est pas parallèle à Oy^ mais, s'il en était ainsi, on intervertirait x eiy dans les raisonnements. Nous avons donc bien un exemple d'une surface à p trous régulièrement analytique dans toute son étendue. A cette surface correspond, d'après le théorème général, une classe de courbes algébriques.
32. Un cas limite de la surface précédente est extrêmement intéressant. Je considère la surface
où e est une constante positive. Supposons que £ tende vers zéro ;
nous aurons une surface se rapprochant de plus en plus des deux
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côtés du disque plan. La classe de courbes algébriques correspond daot à notre surface deviendra pour e = o une certaine classe limite, et l'on est ainsi conduit au théorème suivant :
A tout disque plan à p trous on peut faire correspondre une classe de courbes algébriques.
Il y a une correspondance uniforme entre les points d'une courbe algébrique de cette classe et les points du disque consi> déré comme ayant deux faces. Le remarquable théorème qui précède est dû à M. Schotlky (*), qui y est arrivé par une lout autre voie, en rattacliant la question au principe classique de Dirichlet.
Le résultat précédent est très important pour l'étude de la représentation conforme des aires limitées par plusieurs contours. Étant donnés deux disques plans ayant le même nombre p de trous, peut-on faire une représentation conforme de ces deux disques l'un sur l'autre, de manière qu^à un point du premier disque ne corresponde qu'un point du second et inçersement ? h2i question était difficile, mais nous sommes maintenant en mesure d'y répondre en quelques lignes. Nous pouvons faire la carte géographique de chaque disque (pris avec ses deux bords) sur une surface de Riemann convenable; cette surface de Riemann esl relative à une courbe quelconque de la classe correspondant au disque. Si Ton peut faire, de la manière indiquée, la représentation conforme des deux disques l'un sur Tautre, les deux surfaces de Riemann et, par suite, les deux courbes se correspondront point par point. On voit donc que la représentation conforme des deux disques est, en général, impossible; les conditions reviennent à l'identité des deux classes de courbes algébriques correspondant à l'un et l'autre disque. Je me borne sur ce point à ces vues, peut-être un peu rapides, en renvoyant au Mémoire de M. Schottky pour l'étude de la représentation conforme des aires multiplement connexes.
(1) Nous avons déjà eu roccasion de citer (p. 3i4) le beau travail de M. Schotlky; c'est un Mémoire fondamental à plus d'un titre.
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I. — Des courbes unicursales
1. Nous nous proposons, dans ce Chapitre, de faire une étude des propriétés essentielles des courbes de genre zéro et des courbes de genre un. Commençons par les courbes correspondant à /?^ o, qu'on appelle courbes unicursales (* }.
D'après la formule générale (Chap. XIII, n** 17)
(m—\){ni — 'x) v^ I ( e — I >
p = ^ 2-" -li —
on aura pour les courbes unicursales
Telle est la condition nécessaire et suffisante pour que le genre soit nul. Il n'y aura pas dans ce cas de courbe adjointe d'ordre n\ — 3.
Les courbes unicursales jouissent d'une remarquable propriété :
on peut exprimer les coordonnées {x,y) d'un quelconque de leurs points en fonctions rationnelles d'un paramétre.
Pour le démontrer, considérons une adjointe d'ordre m — a; elle dépend d'une manière non homogène de m — a constantes {^).
(*) Les mots de courbes unicursales ont été employés pour la première fois par M. Cayley {voir Cayley, Comptes rendus, i. LXII).
(') On a vu dans un Chapitre antérieur que le nombre de ces constantes est, pour p quelconque, m — 2 + /?. La numération est d'ailleurs immédiate.
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Nous pouvons donc former tin réseau
P,-4-XP, = o
d'adjointes d'ordre m — 2 passant, quel que soit X, par m — 3 points choisis arbitrairement sur la courbe. Combien y aura-l-îl de points de rencontre variables avec X? On a déjà un nombre de points de rencontre fixes représenté par
^a/«(* — I )-+-/« — 3 ou m (m — 2) — 1.
Il reste donc un seul point de rencontre mobile, et, par suite, ses coordonnées x ç^\.y sont des fonctions rationnelles de X.
Considérons inversement une courbe définie par deux équa> tions
R et R| étant des fonctions rationnelles d'un paramètre).. Cette courbe sera de genre zéro.
Si le genre n'était pas nul, la courbe aurait une intégrale de première espèce
'QCr, v)^X
Or, en remplaçant a? et y par les expressions (i), on aurait une intégrale portant sur une fraction rationnelle P( a)
qui devrait rester finie pour toute valeur, finie ou infinie, de a, ce qui est impossible.
2. Nous avons exprimé plus haut les coordonnées x et y d'un point arbitraire de la courbe en fonctions rationnelles d'un paramètre. Pour trouver ces expressions, il a fallu introduire en général certaines irrationnelles par rapport aux coefficients de la courbe, puisqu'on doit prendre m — 3 points sur la courbe. On peut se demander comment on pourrait faire la représentation paramétrique pour une courbe unicursale, en introduisant le moins possible A'' irrationalités par rapport aux coefficients de
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Téqualion de la courbe uDÎcursale. Cette question s'est présentée à M. Nôther dans une recherche relative à certaines surfaces algébriques (*). Pour y répondre, M. Nother procède très élégamment de la manière suivante.
Prenons trois adjointes arbitraires d'ordre m — 2, ce qui peut se faire sans introduire aucune irrationalité par rapport aux coefficients; soient P,(a;, jk)> P2(^j^)? ^zi^^y) 'es trois polynômes adjoints correspondants. Je pose
A la courbe unicursale proposée
va correspondre une courbe
et, si les trois polynômes adjoints d'ordre m — 2 sont arbitraires, les deux courbes se correspondront point par point. Cherchons le degré de la courbe F; il est égal au nombre des points de rencontre, avec/, du réseau
«1 Pi(^,r ) -*- «iPzCa:, y) -i- aa ?z{x, y) --^ o,
en dehors des points multiples, c'est-à-dire à
Nous avons donc transformé la courbe en une courbe d'ordre m — 2. On peut continuer ainsi de proche en proche. Si m est impair, on arrivera à une cubique; si m est pair, à une conique.
Dans le premier cas (m impair), les coordonnées de la cubique unicursale, qui a un seul point double, peuvent être exprimées en fonctions rationnelles d'un paramètre, sans introduction d'au-
(M NôTHKR, Ueber Flàchen, welche Schaaren rationaler Curven besitzen {Math, Annalen,t. III).
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cune irrationalité par rapport aux coerficienls de son équation, qui sont eux-mêmes des fonctions rationnelles des coefficients de la courbe proposée. Donc, pour une courbe unicursale d'ordre impair y on peut n' introduire aucune irrationalité par rapport aux coefficients dans la représentation paramétrique.
11 n'en va pas de même pour m pair. Nous sommes ramené dans ce cas à une conique, et, en générai, nous ne pouvons pas faire la recherche des expressions des coordonnées en fonctions rationnelles d'un paramètre, sans introduire une irrationalité qui sera une racine carrée d'une fonction rationnelle des coefficients. Il en sera donc de même pour la courbe unicursale proposée.
Nous pouvons maintenant établir un intéressant théorème de M. Nother sur une classe de surfaces algébriques. Prenons une surface algébrique, jouissant de la propriété suivante : elle possède un faisceau linéaire de courbes unicursales, qui peuvent être obtenues par Tintersection de la surface donnée
avec le faisceau de surfaces
P-r-XQ=o,
où P et Q sont des polynômes en x^ y, z. Il est supposé que le faisceau précédent coupe la surface suivant une seule courbe F variable avec )v, et que cette courbe est unicursale. Nous nous proposons d'établir que la sur/ace est unicursale^ c'est-à-dire qu'on peut exprimer les coordonnées d'un point arbitraire de la surface en fonctions rationnelles de deux paramètres. Considérons le faisceau de plans
A -+- X B = o (A et B étant du premier degré).
et faisons la perspective V de la courbe T (correspondant à la même valeur X du paramètre) sur ce plan, en prenant un point de vue fixe mais arbitraire. Notre surface / correspond ainsi point par point à une surface f lieu des courbes F', et, en général, la droite (A = o, 8 = o) sera une droite multiple de /'. Le théorème énoncé est donc à démontrer pour la surface/', qui a une certaine droite multiple (A, B), et qui est telle que tout plan
passant par cette droite la coupe en outre suivant une seule courbe unicursale (qui est la courbe F'); désignons par m le degré de T\
Prenons, dans le plan
m — 4 points arbitraires déterminés rationnellement en X. Ces points déterminent trois adjointes d'ordre m — 2 avec lesquelles nous faisons la transformation indiquée plus haut. Nous sommes par suite ramené à une surface analogue à/', mais où m est remplacé par m — 2. On peut continuer ainsi de proche en proche.
Si m est impair on est ramené à une surface a^ant une droite multiple, et telle que tout plan passant par la ligne multiple la coupe suivant une droite (en dehors de la droite multiple); la surface est alors évidemment unicursale.
Si m est pair, la question est moins simple, et Ton a une surface avec une droite multiple, et tout plan passant par celle-ci coupe la surface suivant une conique (en dehors de la droite multiple). Suivons ici une autre marche (M que M. Nolher. La droite (A, B) étant supposée à Tinfini dans la direction du plan des (.r, y)^ Téquation de la surface peut prendre la forme
ax^-T-b xy -f- cy^ = i ,
où a, 6 etc sont des fonctions rationnelles de z» Nous allons voir que l'on peut satisfaire identiquement à l'équation précédente, en prenant pour x e\, y des fonctions rationnelles de z, La question revient évidemment à faire voir, étant donnée une expression
où Â, B, C sont des polynômes de degré pair 2m, que l'on peut déterminer des polynômes u et \? en z^ de telle sorte que l'expression devienne le carré d'nn polynôme en 5, Or soit |x le degré de u et (^; le nombre des constantes (non homogènes) est 2(jL-f- i pour ces deux polynômes. Or, en substituant, on a un polynôme de degré 2/7i-|-3[^; le nombre des conditions, pour qu'il soit un
( ^ ) Ë. Picard, Sur la résolution de certaines équations à deux variables, et Sur un théorème de M» NÔther {Bulletin des Sciences mathématiques, 1901).
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carré parfait, est m -f- [ji. Or on a
2 ^ H- 1 ^ m -f- jjL,
à partir d'une certaine valeur de (x. Par suite, on pourra déterminer u et i^ de manière que
Au«-hB«p-4- Ct>« soit un carré parfait. En revenant à notre équation ci-dessus
on y satisfera en prenant pour x et y des fractions rationnelles de z.
Pour une valeur donnée de z, on peut donc obtenir rationnellement un point de cette conique et, par suite, exprimera? ety en fonction rationnelle de z et d'un autre paramètre. La surface est donc unicursale,
3. Dans la représentation paramétrique donnée au § 1, nous avons pour une courbe unicursale
et, d'après la manière même dont nous avons procédé, on a pour X
P une fonction rationnelle — — de ^ et j^. A un point arbitraire de
la courbe ne correspond donc qu'une seule valeur de X. Il y a des points particuliers pour lesquels il en est autrement : ce sont les points multiples. En un point multiple d'ordre i, les deux polynômes adjoints P| et Pj sont nuls, et il y a i valeurs pour \ correspondant aux /branches de la courbe au point multiple.
Imaginons qu'on ait une seconde représentation paramétrique
de telle sorte aussi que 6 soit fonction rationnelle de x et y. La nature de la dépendance entre X et 0 s'aperçoit immédiatement; à une valeur arbitraire de Â ne correspondra qu'une valeur de 6 et inversement. La relation est d'ailleurs algébrique. Donc X est une 'fonction rationnelle de 0, et 0 est une fonction rationnelle de X;
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on doit, par suUe, avoir
«, bj Cj é^ étant des conslanles. On peut donc dire que, abstraction faite d\ine substitution linéaire sur le paramètre, il n'y a qu^une seule représentation paramétrique, de la nature indiquée, pour une courbe unicursale (').
Je n'insisterai pas davantage sur les courbes unicursales. Une étude très complète en a été faite par Clebsch dans un Mémoire auquel nous renverrons (2).
II. — Des courbes de genre un
4. Les courbes de genre un sont particulièrement intéressantes à cause de leurs rapports avec la théorie des fonctions doublement périodiques. Pour/>= i, on aura
2iCt — 1) m(m— 3) 01/ =^ • •2 1
On a ici un seul polynôme adjoint d'ordre m — 3 et, par suite, une seule intégrale de première espèce (à un facteur constant près).
Nous commencerons par chercher si les adjointes d'ordre m — 2 ne peuvent pas, comme pour les courbes unicursales, conduire à une représentation paramétrique intéressante. Les courbes adjointes d'ordre m — 2 dépendent ici, d'une manière non linéaire, de m — I paramètres entrant d'une manière non homogène. On peut donc former un faisceau d'adjointes d'ordre m — 2
passant par m — 2 points arbitrairement choisis sur la courbe/.
(^) On pourrait avoir une représentation paramétrique rationnelle telle qu'à un point arbitraire {x^y) de la courbe correspondissent plusieurs valeurs de X. On verra (Luroth, Math, Annalen, t. IX) comment on peut, par un calcul régulier, introduire un autre paramétre, de façon À avoir une nouvelle représentation qui soit du type étudié plus haut.
(2) Clebsch, Ueber diejenigen ebenen Curven deren Coordinaten rationale Functionen eines Parameters sind {Journal de C relie, l* 64).
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Le nombre des points de rencontre variables avec 7w sera
ni{m — a) — (m — a) — Na|t(« — i) ou 2.
Nous n^aurons donc, pour déterminer x et y en fonction de A, qu'à résoudre une équation du second degré. On aura, par suite,
/et o étant des fonctions rationnelles de X et de y/K(X), en désignant par R ()w) un polynôme en X qu'on peut supposer n'avoir que des racines siniples (le facteur de puissance paire, pour les racines multiples, étant sorti du radical).
A une valeur de X correspondent deux points {x,y) à cause des deux déterminations du radical. A un point arbitraire (x^y) de la courbe / correspondra une seule valeur de X, ce qui est évident d'après (2); il correspondra aussi une seule valeur de v/R(X), l'autre détermination du radical donnant le second point de rencontre de l'adjointe (2) avec /.
Une question très intéressante se présente : Quel est le degré du polynôme R(X)? On peut, pour y répondre, suivre deux voies différentes, entièrement analogues à celles que nous avons suivies en étudiant les courbes du genre deux (p. 5oo).
Je dis que le degré de R(a) ne pourra être que trois ou quatre. En effet, d'après ce que nous venons de dire, les deux courbes
se correspondent point par point, puisque à un point arbitraire (X, |x) de la seconde courbe ne correspond qu'un point {oc^y) de /, et inversement. Les deux courbes sont donc du même genre, c'est-à-dire du genre un, et, par suite, le degré du polynôme R(X) sera nécessairement égal à trois ou à quatre, les deux cas se ramenant d'ailleurs, comme nous l'avons vu autrefois, l'un à l'autre.
La seconde démonstration est plus directe, mais plus longue. On procédera comme nous l'avons fait dans l'étude des courbes de genre deux (p. 5oo). Le nombre cherché sera égal au nombre
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des courbes du faisceau
P,-4-XP4=0
tangentes à la courbe/. Après avoir supprimé les mêmes solutions étrangères, il restera quatre courbes de ce faisceau tangentes à/, et le degré du polynôme R (X) est, par suite, égal à quatre. On a donc le théorème suivant :
Les coordonnées d^un point quelconque d^une courbe de genre un sont des fonctions rationnelles d^un paramètre et de la racine carrée d\in polynôme du quatrième degré par rapport à ce paramètre (* ).
5. On peut donner une autre forme à l'important théorème qui précède. Si Ton pose
r'- dk
nous avons vu (Chap. XII, n**7) que cette relation définit une fonction doublement périodique de z, soit
et l'on a évidemment
^^ -?'(.) = /Ko).
Il en résulte que x qI y sont des fonctions doublement périodiques du paramètre >s; de plus, à un point arbitraire {x^y) et, par suite, à une valeur de X et de y/K(^Â), ne correspondra qu'une valeur de z, abstration faite de multiples de périodes. Nous pouvons alors énoncer le théorème suivant :
Dans une courbe de genre un, les coordonnées x et y peuvent s^ exprimer en fonctions doublement périodiques d'un paramètre Zj et cela de telle manière qu'à un point arbitraire de la courbe ne corresponde qu'une valeur de ^, abstraction faite de multiples des périodes.
( ^ ) Ce Ihéorème est dû à Clebsch. Voir son Mémoire : Ueb&' diejenigen Curven deren Coordinaten sich als élliptische Functionen eines Pararneter darstellen lassen {Journal de C relie, t. G4).
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6. Nous donnerons dans la Section suivante une sorte de réciproque du théorème précédent; mais, pour le moment, proposonsnous de retrouver le même théorème en nous plaçant à un autre point de vue que le point de vue algébrique du § 4. Nous allons considérer, à cet effet, rinli'^grale de première espèce relative à la courbe de genre un, et chercher la nature de la fonction obtenue en faisant Finversion de cette intég^rale. Soit donc la relation
équivalente à Téqualion différentielle
Q(nr,y)dT ^ ^^
Les conditions initiales étant :r = Xq, y=yQ pour ;; = 5o, quelle sera la nature de la fonction x Ae z ainsi définie? Nous voulons montrer que x est une fonction, uniforme dans tout le plan, n! ayant (T autres points singuliers que des pôles.
En supposant que {xq^ yg) ne soit pas un point de ramification ou un point multiple de la courbe, la fonction x sera une fonction holomorphe de z dans le voisinage de ^ =: Zq, diaprés le théorème fondamental (p. 346) sur Texistence de l'intégrale des équations différentielles. En étendant de proche en proche la fonction, le théorème fondamental cessera d'être applicable quand la variable z atteindra une valeur pour laquelle Q(^,JK) = o» mais celte circonstance ne peut se présenter pour un point simple de la courbe, puisque l'adjointe d'ordre m — 3, dans les courbes du genre un, ne rencontre la courbe qu'aux points multiples. Nous devons maintenant examiner le cas où le point correspondant (x^y) de la courbe serait un point multiple ou bien un point de ramification, ou serait à l'infini. 11 n'y a aucune difficulté dans le cas du point multiple, car, lorsque {Xy y) se rapproche d'un point multiple sur une branche déterminée, le
quotient ■ J,-^ reste une fonction holomorphe de x ne s'annu-
lant pas en ce point, puisque la courbe Q = o ne peut avoir aucune tangente commune avec / en un point multiple [sinon, le nombre des poiuts de rencontre de /et de Q s'élèverait au-dessus de m{m — 3)] ; x restera donc fonction holomorphe de z.
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Pour le cas du point de ramificalion (a, ^), on posera
dx' et l'on aura alors, pour ^, une fonclion holomorphe de a?' dans
le voisinage de a?'= o; il en résulte que x\ et par suite x, resteront des fonctions holomorphes de -s, dans le voisinage de la valeur de z pour laquelle X'=-a.
Enfin, si, pour 5 = a, ^ devient infinie, le point {x^y) s'éloignant à l'infini sur une des branches de courbe, on posera
et l'on voit encore de suite que -j^ sera une fonction holomorphe
de 0?' dans le voisinage de :p^=o; aucun point crilique ne peut encore apparaître.
Nous pouvons ici faire les mêmes observations qu'à la page 3^9; les remarques précédentes ne suffisent pas à établir que x est une fonction uniforme de z dans tout le plan; mais il n'y a qu'à procéder comme à l'endroit cité pour rendre la démonstration rigoureuse. En isolant les points de ramification et les points à l'infini, on prouvera, sans rien changer aux raisonnements, que l'ftxtension de la fonction pourra se faire de proche en proche à Vaide d^un cercle de rayon 0 invariable, de telle sorte que la fonction ou son inverse soit holomorphe à Tintérieur d'un cercle ajant pour centre un point quelconque du plan et un rayon égal à p. Il en résulte que x est alors une fonction, uniforme dans tout le plan, n^cyant pour points singuliers que des pôles.
Le même ralsonnemenl s'applique sans modification à y^ qui sera aussi une fonction uniforme de z,
7. Il est facile de se rendre compte de la nature des fondions uniformes ^ et j^ de ;; que nous venons de rencontrer. Leur proprié té capitale est la double périodicité.
Rappelons-nous, en effet, que l'intégrale
-^'•^ Q(.r, y)dx
GoogI(
558 CHAPITRE XYII.
a deux périodes co el co' (Chap. XIV). En posant on a rinégalité fondamentale (p. 4^^)
inégalité qui exclut l'égalité. Il en résulte que le rapport des pé-
riodes
est nécessairement imaginaire.
On voit alors qu'à une même valeur de x correspondent, en clioisissant convenablement le chemin allant de x^ à x^ une infinité de déterminations de l'intégrale diflerant de sommes de multiples des périodes co et w'. On aura donc, pour x et y y des fonctions doublement périodiques de z : c'est le théorème auquel nous étions déjà arrivé par une autre voie. A un point arbitraire (x,^) de la courbe ne correspond manifestement, d'après la relation (3), qu'une seule valeur de z, abstraction faite de sommes des multiples des périodes (').
8, Je réserve, pour une autre partie de cet Ouvrage, l'inversion effective de l'intégrale de première espèce pour laquelle il est nécessaire d'introduire les transcendantes de Jacobi. Nous avons montré, au § 12 du Chapitre XII, comment, dans le cas de l'intégrale elliptique, on peut former certaines fonctions entières jouissant, par rapport aux périodes, d'une propriété remarquable. On peut ici former une combinaison analogue que je me contenterai d'indiquer (-); il est facile de former une fonction
(*) Si l'on veut reprendre le point de vue auquel nous nous sommes placé, avec Riemann, aii § 23 du Chapitre XVI, on dira que Tinversion de Tintégrale de première espèce permet, pour p = i^ de faire d'une manière uniforme la représentation conforme de la surface de Riemann sur la surface d'un parallélogramme.
(') Voir le § 10 du Chapitre III de mon Mémoire Sur les /onctions algébriques de deux variables.
GoogI(
COURBES DES GENRES ZÉRO ET UN. SoQ
de degré m — i en j? et ^, et telle que la combinaison
soit une fonction entière dez. Cette fonction entière joue ici le même rôle que la fonction Al (5) de M. Weierstrass.
9. Nous aurons encore à signaler plus tard certaines propriétés des courbes de genres zéro et un. Ainsi l'on peut faire, avec M. Hermite (*), la remarque que les courbes de genre zéro et un sont les seules pour lesquelles Tinversion de l'intégrale abélienne
\(x^y) dx = s
(à étant rationnelle en x et y) donne, pour x et y, des fonctions uniformes de z. Ce sont des questions qui trouveront leur place dans l'étude des équations différentielles de Briot et Bouquet. J'ai même montré (^), d'une manière plus générale, que les courbes des genres zéro et un sont les seules pour lesquelles l'inversion d'une expression
(\ étant rationnelle en x et y) donne pour x ei y des fonctions uniformes de z.
(*) Hermite, Cours lithographie de r École Polytechnique, 1873.
(') Voir le Chapitre VI de mon Mémoire cité plus haut; j'y étudie incidemment d'une manière très sommaire les expressions (4) dont M. Appel! faisait à la môme époque une étude très approfondie dans son Mémoire Sur les intégrales des fonctions à multiplicateurs {Acta Âfatheniatica, t. XIII). Relativement à la représentation paramétrique des coordonnées d*un point d'une courbe algébrique, on peut remarquer que les courbes des genres ze'ro et un sont les seule» pour lesquelles on puisse exprimer a? et y en fonctions uniformes d'un paramètre, n'ayant que des points singuliers essentiels isolés, comme il résulte d'un théorème général que j'ai établi {Acta Mathematica, l. XI). On peut exprimer les coordonnées d'un point d'une courbe algébrique de genre supérieur à un, au moyen des fonctions fuchsiennes de M. Poincaré, mais alors les points singulier» essentiels de ces transcendantes ne sont pas isolés.
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m. — Généralités sur les fonctions doublement périodiques.
10. Nous avons déjà parlé des fonctîoos doublement périodiques (Chap. XII). Les généralités sur ces fonctions, œuvre de Liouville et de M. Hermile, sont devenues si classiques, et ont été tant de fois exposées (<) que nous ne crojons pas devoir nous y arrêter longuement. Je vais seulement faire quelques remarques qui auront trait aux courbes de genre zéro ou un.
Considérons deux fonctions doublement périodiques aux mêmes périodes
Tout d^abord il existe entre elles une relation algébrique., comme l'ont remarqué simultanément Briot et Bouquet et M. Méray. La démonstration de ce résultat est immédiate, â une valeur arbitraire de x correspond, dans chaque parallélogramme de périodes, un nombre limité (toujours le même) de valeurs de z, La fonction j^ de J7 n'a donc qu'un nombre limité de valeurs pour chaque valeur de x; elle n'a d'autre part évidemment que des pôles ou des points critiques algébriques. On en conclut que y est une fonction algébrique de x. Nous aurons donc
On aurait pu arriver au même résultat par une autre voie plus élémentaire. En faisant sur x ety une substitution linéaire, nous pouvons supposer que x et y aient les mêmes pôles simples, en nombre |x, dans chaque parallélogramme de périodes.
Prenons un polynôme /{x^y) de degré ;//, à coefficients indéterminés, mais sans terme indépendant de x ety.
Quand on substitue k x ely dans / les deux fonctions doublement périodiques, on a une fonction doublement périodique qui
(*) Consulter, en particulier, le Cours lithographie de M. Hermitc, le Traité sur les /onctions elliptiques de Briot et Bouquei, le Traité d* Analyse de M. Camille Jordan, le grand Traité de Halphen, TOuvrage de MM. Tannery et Molk, et celui de MM. Appell et Lacour. Au point de vue élcmcntaire et pratique, le Précis de M. Lucien Lévy doit être recommandé.
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a muL pôles, en tenant compte des degrés de multiplicités; il ne faudra pas plus de m[JL — i conditions, pour écrire que ces pôles disparaissent. Or, si l'on prend m de manière que
on pourra choisir (et au moyen d'équations linéaires et homogènes du premier degré) les coefficients de y, de manière que les pôles disparaissent. On aura donc alors
/(^»J'^ = C (C étant une constante),
ce qui donnera une relation algébrique entrer et y, ne se réduisant pas à une identité, puisque / n'a pas de terme indépendant de x et y. Cette relation pourra n'être pas irréductible, mais parmi les relations irréductibles auxquelles elle donnera alors lieu, une certainement sera vérifiée identiquement quand, à la place de x et y, on met les deux fonctions doublement périodiques de z.
Ceci posé, montrons que le genre de la courbe f est au plus égal à l'unité. Si la courbe était de genre supérieur à un, on aurait deux intégrales distinctes de première espèce
rQi(^,y)dx rQ.t{x,y)dx
l^a première de ces intégrales peut s'écrire
En substituant ^a x el y les expressions (5), le multiplicateur de rf5, sous le signe d'intégration,
Q.\{x,y) dx
fy dz'
est une fonction doublement périodique de z. Il faut que cette fonction se réduise à une constante; sinon elle aurait des pôles, et l'intégrale deviendrait infinie. On aura donc
et, de même,
J'y dz
(iiix^Y) dx
— ai
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ai et ^2 étant des constantes. Des deux identités précédentes, on conclut
égalité impossible, puisque les deux intégrales de première espèce ont été supposées linéairement indépendantes. Le théorème est donc établi (*).
11. Il peut arriver que le genre de la courbe soit égal à zéro ou à un. Faisons la remarque importante que, si à un point arbitraire {x^y) de / ne correspond (\\i^une seule valeur de z dans un parallélogramme de périodes, le genre de la courbe sera certainement égal à l^ unité. En effet, dans le cas contraire, la courbe serait unicursale, et Ton aurait
ar=R(e), ^ = R,(e),
R et R| étant rationnelles en 6, et 6 pouvant se mettre sous la forme d'une fonction rationnelle de x et y. On aurait donc
F(;s) étant une fonction doublement périodique de z. A un point arbitraire {x ^ y) correspond une seule valeur de 6; les valeurs de z correspondant à un point arbitraire {x^y) seraient donc les racines de Téquation (6). Mais, pour une valeur arbitraire donnée à 6, correspondent au moins deux racines de (6) dans un parallélogramme. L'hypothèse faite que la courbe est unicursale est donc inadmissible.
12. Plaçons-nous dans le cas où à un point arbitraire ( j?, y) ne correspondrait qu'une seule valeur de c, abstraction faite de sommes des multiples de périodes, et considérons une fonction doublement périodique quelconque W de ;;, aux mêmes périodes que (p et 4>..A chaque point {x,y) de la surface de Riemann relative à la courbe / ne correspondra qu'une seule valeur ^e W,
(') J'ai donné pour la première fois la démonstration précédente avec un ihcorêmc analogue pour les surfaces algébriques auTomeXCII des Comptes rendus de V Académie des Sciences (p. i^qS).
GoogI(
Cette fonction sera donc une fonction uniforme sur la surface de Riemann; elle n*a nécessairement que des pôles; elle est donc une fonction rationnelle de x eXy (p. 428). Toute fonction doU" blement périodique de z sera donc une fonction rationnelle de o{z) et ^{z). Ce théorème est dû à Liouville.
13. Nous avons vu (p. 4^4) que les courbes de genre un admettent une transformation birationnelle en elle-même dépendant d'un paramètre arbitraire. 11 est facile de retrouver d'une autre manière ce résultat. Considérons les équations
h étant une constante arbitraire; X et Y sont des fonctions dou^ blement périodiques Ae z. On aura donc, d'après le paragraphe précédent,
X = R {x.yji).
R et R, élant rationnelles en x ely^ et évidemment d'ailleurs, pour la même raison, x et y sont des fonctions rationnelles de X et Y. Nous voyons donc bien que la courbe J admettra une transformation birationnelle en elle-même dépendant du paramètre arbitraire h. Il n'est pas inutile de rappeler ici le résultat obtenu (p. 4^6) relatif à l'équation différentiel le
()(x,jr)ffx _ Q(X,Y)rfX
/; - fi '
Q(j7,jk) étant le polynôme adjoint figurant dans l'intégrale de première espèce relative à /. L'intégrale générale de cette équation, qu'on peut appeler Véquation d^Euler, est algébrique et est précisément fournie par les équations (7) avec la constante arbitraire A.
li. Terminons par l'examen du cas particulier où l'on aurait
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4>' étant la dérivée de <I>. Écrivons la relation
Quelle que soit la fonction doublement périodique 4>(3), on peut affirmer que le genre de f sera égal à Vanité, Il faut montrer qu'à un point arbitraire (^, y) ne correspondra qu'une valeur de z dans un parallélagramme. Dans le cas contraire, nous pourrions prendre un couple de points Zq^ z^ dans un même parallélogramme correspondant à un même point simple de la courbe. En xïo et >3|, la fonction <I> et sa dérivée 4>' auraient respectivement les mêmes valeurs; d'après l'équation différentielle, il en serait de même de toutes les dérivées de <I>. Donc le développement de ^{z) dans le voisinage de Zq suivant les puissances de z — Zq et le développement de ^(^) dans le voisinage de z^ suivant les puissances de z — ^1 auraient les mêmes coefficients. Il en résulte que Zq — Zs serait une période de ^, ce qui est absurde. Nous reprendrons bientôt l'étude des équations de la forme
qui ont fait l'objet d'un travail mémorable de Briot et Bouquet. Pour le moment, nous nous contenterons d'indiquer la forme de celte relation, si l'on a
^{z) étant une fonction doublement périodique ayant deux pôles simples dans un parallélogramme de périodes. Dans ce cas, Téqua-
tion sera du second degré en -j-y puisque à une valeur de x correspondent deux valeurs de z dans un parallélogramme. De plus,
dx les deux valeurs de -r- sont égales et de signes contraires. Soit,
en effet, l'équation
a étant une constante arbitraire; désignons par a et ^ ses deux racines dans un parallélogramme. Les résidus de la fonction doublement périodique
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par rapport à a et ^ sont, d'après un théorème général, égaux et de signes contraires. On en conclut que
*'(a) et *'(?) sont égaux et de signes contraires. On a donc nécessairement
R(:r) étant une fonction rationnelle de x. Celte fonction rationnelle devra être un poljrnome, car -j^ est nécessairement fini
quand x est fini. Enfin ce poljnome doit être du quatrième degré, car, s*il était d'un autre degré, les pôles ne pourraient pas être du même ordre dans les deux membres.
On a donc finalement une relation de la forme
(dx\^ -j-j = Aa?*-i-Bx8-f-Car«-4-Da7 4-E,
les coefficients étant des constantes.
Notre fonction <> (2) résulte donc de Tinversion de l'intégrale elliptique de première espèce
dx
/Aa7*-hBa?3H-Ga?«-H Da; -t- È
inversion que nous avons étudiée dans un Chapitre antérieur (p. 38o).
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QUELQUES GÉNÉRALITÉS SUR LES COURBES GAUCHES ALGÉBRIQUES
I. — Sur une représentation paramétrique des courbes gauches.
1. Nous terminerons ce Volume par quelques remarques relatives aux courbes gauches algébriques sans points multiples. Elles se présenteront simplement comme applications des théorèmes établis sur les courbes planes; il ne peut être question ici d'approfondir la théorie extrêmement difficile des courbes gauches algébriques (*).
Soit donnée une courbe algébrique ou une surface de Riemann
/(?,>3) = o, de genre/?.
Si Ton prend trois fonctions x^ y^ z uniformes sur cette surface de Riemann et ayant seulement des pôles, on aura défini une courbe algébrique, en général gauche. Supposons que ces trois fonctions aient [jl pôles simples communs. La courbe gauche sera, en général, de degré [jl. Soit, en effet, le plan
(*) Les Mémoires fondamentaux sur ce sujet sont le Mémoire de MM. Brill et NÔTHER {Mathemat. Annalen, t. Vil), le Mémoire d'HALPHEN [Classification des courbes gauches algébriques {Journal de V École Polytechnique^ lU* Cahier. 1883)] et le Mémoire de M. Nuthkr {^Académie des Sciences de Berlin^ 1882). Dans la Théorie des fonctions algébriques de deux variables de MM. Picard et Simart, on trouve divers développements sur les courbes ' gauches. (Tome I, Chapitre VIII et Tome II, Chapitre II, Section V.)
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En remplaçant x^ y, z par leurs valeurs, le premier membre devient une fonclîon de (^, tj) du degré u, qui a, par suite, p. racines. On peut décomposer x^ y^ z en éléments simples, comme il a été expliqué au Chapitre XV (p. 473)* Soient
X = A -h «1 El -f- aj Ej -+- . . . -f- otjiEii.,
j^ = B-+-p,Ei-r- -+-P|iE^.,
« = C -f- YiEi -4- ->- ï|iiE|x,
on a les relations {J,oc. cit.)
et les relations analogues avec le ^ et les y.
En général, on tirera p de^ a en fonction des \i — p autres, et
de même pour les ^ et les y.
Si Ton a
on aura une relation linéaire entre ar, y, z^ et la courbe sera plane [à moins que les points (i, 7^) ne soient particuliers, auquel cas il pourrait y avoir plus de [x — p lettres a arbitraires]. Nous en parlerons plus bas.
Quand on a
(I) \^-pl^
on peut faire ainsi correspondre, point par point, à la courbe de genre/? une courbe gauche de degré (jl.
Le nombre des points doubles apparents (*) de cette courbe
(^) Nous avons déjà parlé (Tome I, page 373) des points doubles apparents d'une courbe gauche. II est à peu près évident que la perspective d'une courbe gauche sans points singuliers, prise d*un point de vue arbitraire, n*a que des points doubles. Pour qu'il en fût autrennent, il faudrait que par tout point de l'espace passât au moins une sécante triple. Ceci entraîne que toute sécante double soit triple, et il est aisé de voir que ceci n'est possible que pour une courbe plane. Soit en eiïet une courbe pour laquelle toute sécante double serait triple; partons de deux points arbitraires B et G de la courbe. Par hypothèse, la droite BG rencontre encore la courbe en un point A. Considérons le cône ayant A pour sommet et passant par la courbe; les tangentes en B et G à la courbe sont dans le plan tangent à ce cône le long de la droite ABC. D'où la conclusion que les tangentes en deux points arbitraires B et G de notre courbe se rencon-
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gauche est manifestement égal au nombre des points doubles de /, puisqu'une perspective arbitraire de la courbe gauche sur un plan quelconque et la courbe f sont deux courbes planes de même degré [jl, et se correspondent point par point. Nous désignerons par h ce nombre de points doubles apparents. L'inégalité (i) revient à
Dans ce cas, pour chaque degré [jl et chaque nombre A, on peut regarder les courbes comme formant une seule famille, correspondant à l'ensemble' des courbes planes de degré [jl avec h points doubles. Le nombre des constantes de cette famille est facile à calculer. Il y a les 3/? — 3 modules dans /, les [jl pôles (Ç, 7)), les 3([x — />) constantes a, p, y puis A, B, G, ce qui donne
3/> — 3-+- [JL-T-3([JL— />)-f- 3 ou 4fA. Ce nombre 4l^ est, fait bien remarquable, indépendant de h,
Arrivons au cas où
la question est singulièrement plus complexe. Comme on veut que les équations permettent de prendre arbitrairement trois des quantités a, il faut que les ($, tj) forment un groupe spécial àe points au sens du Chapitre XV. Plaçons-nous dans le cas où les modules de f sont quelconques, comme nous l'avons fait dans ce Chapitre.
Soit, pour les équations (E), a- le nombre correspondant au théorème de Riemann-Roch, c'est-à-dire que p — o- désigne le nombre des équations (E) linéairement indépendantes. On pourra
trent. Gela implique que toutes les tangentes rencontrent une droite fixe (car on peut supposer le point G fixe). Or il est manifeste qu^une courbe dont toutes les tangentes rencontrent une droite fixe est une courbe plane, car, si la droite fixe est l'axe Oz^ on aura
dy _y
d'où se conclut y = G^;, G étant une constante.
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donc prendre arbitrairement
des quantités a. Ce nombre devra être au moins égal à trois pour que la courbe ne soit pas plane; donc
Or nous avons vu (Chap. VI, n° 17) que
î^^dx— /)-4-a)(<JH i).
On a donc à la fois
La première inégalité est donc vérifiée pour <t = 3 -f-/> — [x, ce qui donne
Donc, quand cette condition est remplie {les modules étant quelconques), on aura une courbe gauche correspondant à f.
3. Évaluons le nombre des constantes pour les courbes gauches envisagées au numéro précédent. Nous avons d'abord les
3/> — i modules de la courbe, puis les pôles restant arbitraires en nombre
et ensuite les
quantités a, ^, y et enfin les trois constantes A, B, C; le tout
donne
4 |JL -t- <j(/? -+- 3 — a — [xV
Si Ton prend o- tel que
[JL— /?-i-<J=3,
on aura le nombre 4 Y" ^^ nombre 4 ^ est ici le maximum, puisque
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Or les familles correspondant à des valeurs de <t, telles que (x> 3 -+-/>— II, sont visiblement des cas particuliers de celles où
<T = 3 -f- /? — fJL.
Nous avons donc encore 4[a arbitraires, quand
les modules de la courbe algébrique étant d'ailleurs arbitraires. Ce résultat remarquable est dû à M. Nôther (/oc. cit.). Nous retrouvons le même nombre que pour les courbes du numéro 1.
4. Revenons, pour terminer ces considérations, sur les courbes du numéro 1, c'est-à-dire sur le cas où
Il est facile de voir que toute courbe plane de degré \l ayant h points doubles {la condition précédente étant remplie) est la perspective d'une courbe gauche de degré [jl.
Soit en effet
la courbe plane. Prenons comme pôles les [x points de la courbe à l^infini; écrivons
z = G-h YiEi-{-...-|-YjjlE|a.
Comme [jL^/?-h3, on peut certainement trouver une fonction z qui n'est pas une fonction linéaire de x et y^ comme il résulte du théorème de Riemann-Roch. On a donc, pour les équations précédentes, une courbe gauche, dont la courbe plane / est la perspective.
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II . — Représentation des courbes gauches au moyen des monoldes.
5. On peut emploj^er, pour les courbes gauches, un autre mode de représentation. Les axes de coordonnées ayant une position arbitraire par rapport à la courbe, projetons, sur le plan des xy^ la courbe parallèlement à Taxe des z\ on aura ainsi (en désignant maintenant par d le degré de la courbe gauche) la courbe plane
avec h points doubles, si h est le nombre de points doubles apparents de la courbe gauche. A un point arbitraire de cette courbe plane correspondra un seul point de la courbe gauche; on aura donc, pour z^ une fonction rationnelle de x et j^, et la courbe gauche sera représentée par les équations
(2) is^ii^iZi.
La courbe x(^î J^) = ^ passe par les points doubles de <p, ainsi que la courbe 4 := o.
Pour les h points doubles de ^, on a deux valeurs pour z. Il faut que <{/ s'annule pour les points communs à y^ et à o, afin que
^ reste finie pour tout point à distance finie de o = o; car notre
courbe gauche n'a pas de point à Tinfini dans la direction de Taxe Oz (les axes ayant été arbitrairement choisis).
Enfin, en faisant une transformation homographique, on peut supposer que ^ est de degré v et ^ de degré v + 1 (v étant un nombre qui, a priori, peut être quelconque).
Les deux équations (2), en fait, définissent non seulement la courbe gauche, mais, en outre, un certain nombre de droites parallèles à O^, qui correspondent aux solutions communes aux trois équations
?(^,^)=o, ^{x,y)^o,, x(^,y)=o. On se rappellera que, des trois courbes précédentes, la première
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est de degré d (degré de la courbe gauche) avec h points doubles, les deux autres sont de degré v -f- 1 et v ; la courbe y passe par les points doubles de cp, et la courbe ^ passe par les points communs aux deux autres. M. Cayley appelait monoïde la surface représentée par l'équation
cette monoïde est de degré v + 1 avec un point multiple d'ordre v à l'infini dans la direction de Taxe O^.
6. Halphen, dans ses célèbres travaux sur les courbes gauches, s'est beaucoup servi de la représentation précédente. Celle-ci peut être faite de bien des manières. En effet, si i/^ et y j sont deux polynômes en x et y^ tels que
soit divisible par ^ , on aura évidemment
comme nouvelle représentation de la courbe gauche. Voici, à ce sujet, un théorème fondamental :
Soit yj{xyy) un polynôme s' annulant aux points doubles de ©, on pourra trouver un polynôme i/x correspondant, tel que la courbe soit donnée par
Pour l'établir, envisageons le résultant R(^) provenant de l'élimination de y entre les deux équations
on aura
R(ar)=Mç-^Nx,
M et N étant des polynômes en x et y. On en déduit (3) B(^).*.Xi = AxH-B7,
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A et B étant encore des poljnomes en x et y. Nous allons montrer que Â et B sont divisibles par R(^), et la proposition énoncée sera établie.
Parmi les points de rencontre de ^ et y^ se trouvent les points doubles de cp et des points simples. Soit d'abord (a, 6) un de ces derniers points; supposons que (.r, y^ se déplace sur la courbe y; il résulte de l'identité (3), puisque le quotient
reste fini en (a. h), que le quotient
restera fini aussi en (a, 6). Ceci aura lieu pour les d points de rencontre (qu'on peut supposer distincts) de la droite x=^a avec la courbe <p. Il en résulte (') que Ton peut mettre A(a:,j>^) sons la forme
(4) A(ar, j') = (a? — a)Al^- çBi (Ai et B} polynômes).
En substituant dans l'identité (3), il en résulte que {x — a) est nécessairement eu facteur dans les deux membres, et nous avons une identité analogue, mais où R(^) ne contient plus le facteur X — a. £n allant ainsi de proche en proche, on fera disparaître tous les facteurs x — a correspondant aux points de rencontre de o et de y, qui sont points simples de ^.
Supposons maintenant que (a, b) soit un point double de cp. Reprenons (:r, y) sur la courbe q; l'identité (3) nous montre que
, , , Âr^vr )
s'annule quand (x,y) tend . vers (a, b) sur l'une ou l'autre branche de la courbe; ceci résulte de ce que yj s'annule en (a, b) et que
( ' ) Nous avons rencontré ce genre de question dans le problème de la Réduclion des intégrales abéliennes (t. I, p. 66 et suiv., a* édition ).
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reste finie en (a, 6). D'ailleurs, pour les {d — a) autres points simples de rencontre de la droite x = a avec 'f, le quotient (5) reste fini; il résulte encore de tout cela (voir le passage cité en note) que \{x^y) est susceptible de la forme (4)^ les mêmes conclusions suivent comme plus haut. On pourra finalement faire disparaître R(^) et Tidentité (3) aura la forme
^-^^ = K/ 4- Lo (K et L polynômes en x^ y). Donc, quand on a ©(a:,^)= o, on a
i - ii
X " Xt
et, par suite, on a une représentation avec le dénominateur y,, comme nous l'avons énoncé.
7. Nous avons démontré plus haut (n** 4, où le degré de la courbe était désigné par [x) qu'une courbe plane de degré d avec h points doubles, pour laquelle
est la perspective d'une courbe gauche de degré d sans point singulier. Nous pouvons retrouver ce résultat, en nous servant de la représentation de Cayley. On peut prendre pour dénominateur y,
dans l'équation de la monoïde, le polynôme -^-y puisqu'il s'annule pour les points doubles de o.
La courbe -î = o a avec <p, en dehors des points doubles, d{d — \) — ih
points communs. Par les points doubles, et ces derniers points, le tout étant en nombre
nous pouvons faire passer une courbe de degré rf, et celte courbe sera distincte de o et ne se composera pas de -^ et d'une droite. En effet, le nombre des constantes dans cette courbe est
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et ce nombre est supérieur à trois, car Tinégalité
revient à
inégalité qui est vérifiée. Désignons donc par ^ la courbe générale de degré d passant par les d{d — i) — h points indiqués, nous avons les deux équations
ôx
qui représentent une courbe gauche, dont p est la perspective; c'est ce que nous voulions montrer.
8. Il est facile d'avoir le nombre des constantes figurant dans la famille précédente de courbes gauches. Dans o le nombre des constantes est
— h (courbe de degré d avec h points doubles).
Dans if nous avons
La somme de ces deux nombres est égale à ^d\ c'est le résultat trouvé au n® 1.
9. Faisons encore, avec Halphen, quelques remarques sur la représentation des courbes gauches avec les monoïdes. J'écrirai les équations sous la forme
o est toujours de degré d avec h points doubles. Le poljnome u^ est d'un certain degré v^-i, et le polynôme Uq de degré v. La courbe Uo=o passe simplement par les points doubles de o = o,
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et la courbe Ui = o passe en chaque point commun aux courbes Uq et o. Dans ces conditions, on a évidemment
Les points communs à Uq et o (en dehors des points doubles) sont
au nombre de
yd — uA.
11 y a donc sur o
vûf — ih-^- h ou vt/ — h
points communs à a, et à {/q. Donc
vrf — Aâv(v-i-i).
Ainsi, on a les deux inégalités On aura donc
Il y a, nous l'avons dit, une infinité de représentations d'une courbe gauche donnée avec des monoïdes. Le minimum du nombre v joue un rôle important dans la classification d^Halphen ; désignons-le parn. Par les h points doubles, on ne doit pas pouvoir faire passer une courbe de degré n — i . Donc
c'est-à-dire
10. On a trouvé, au numéro précédent, que n est au moins égal
\\ I . Soit dpair, et examinons si cette limite peut être atteinte
ofiectivement. Supposons qu'il en soit ainsi, et désignons par
la représentation correspondante. Puisque Ux s'annule au point
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double, on peut avoir une aulre représentation où Ui sera le dénominaleur, soit
if = —î [ t/t ^tant de degré — hij, et nécessairement
■ U\ UoUf
est divisible par f. L'expression u] — U0U2 ne peut être nulle, quels que soient x et y (car Ui et Uq auraient un facteur commun, et nous n'aurions pas le degré minimum). On a donc, en tenant compte des degrés,
le facteur constant pouvant être supposé égal à un dans le second membre. Pareillement, il y aura une représentation où le dénominateur sera U2] soit 1/3 (de degré - -h i ) le numéraleur correspondant. L'expression
UiUf — UqUz
est divisible par cp et l'on a
u%Ui — UoUi= a.ff (a étant du premier degré en x tt jy), Eq éliminant cp entre les identités
on a
Mi(mi— aui) = Mo(wj — auf).
Donc
Us — aut= buo,
b élant un polynôme du second degré en x tly.
Cette équation nous donne un résultat très remarquable. Puisque
Uo Uq
on aura
z* — az — 6 = 0.
La courbe considérée est donc sur une surface du second degré. Ainsi une courbe, pour laquelle le minimum n de v atteint la
valeur 1, est située nécessairement sur une surface du second
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degré. Elle est rintersection complète des deux surfaces z^ — az — 0 = 0. z = — ,
doDl l'une est du second degré, l'autre de degré 1 .
La réciproque est éifidenle* Sî l'on a une surface de degré
aeux et une surface de degré ^ i {d étant pair bien entendu),
on aura une courbe que l'on pourra mettre sous la forme de Cayley, avec la monoïde de degré ^ 1
y^ étant de degré i, et ^ de degré -•
Nous n'examinerons pas le cas oà d est impair, qui est plus compliqué.
11. Une étude plus complète de la représentation des courbes gauches algébriques m'entraînerait trop loin, et j'énoncerai seulement en terminant quelques résultats dont on trouvera la démonstration dans les Mémoires cités plus haut. Un des plus beaux théorèmes de Halphen est relatif au minimum du nombre h des points doubles apparents d'une courbe gauche de degré d sans points multiples. Ce nombre est le plus grand entier contenu dans
Ce minimum peut être effectivement atteint, eV alors la courbe est sur une surface du second degré. Les courbes de degré d ayant le nombre minimum de points doubles apparents s'obtiennent de la manière suivante. Si t/=2A, il suffira de considérer l'intersection complète d'une surface du second degré avec une surface de degré ).. Si rf = 2X-I-1, on considère une quadrique et une surface de degré X -j- i passant par une droite de la quadrique. Il y a, en dehors de la droite, une courbe d'intersection de degré 2X -h 1, qui est la courbe cherchée.
M. Castelnuovo a généralisé le résultat d'Halphen, relatif au
GoogI(
GÉNÉRAUTÉS SUR LES COURBES GAUCHES ALGÉBRIQUES
nombre f j > en faisant connaître une formule plus générale,
relative au maximum du genre d'une courbe gauche de degré donné, ajant ou non des points multiples efiectifs. [Rendiconti diPalermo, t. VII.) Je l'ai reproduite dans le Tome II (p. 43) de ma Théorie des fonctions algébriques de deux variables.
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NOTE
Nous avons, page iGo, démontré le théorème de M. Runge, d'après lequel toute fonction holomorphe dans une aire À limitée par un contour simple C est développable en une série de polynômes. Il y a un point de la démonstration sur lequel nous n'avons pas insisté, et qui n'est cependant pas aussi évident que le texte pourrait le faire supposer. Il est dit (p. iGi, ligne 7 en remontant) que, a étant extérieur à À, la fonction
peut être développée dans À en une série de polynômes.
Ce point est évident, si Ton peut tracer un cercle comprenant A à son intérieur, et auquel a soit extérieur; car il suffira alors de se servir du développement de Taylor, en y prenant un nombre limité de termes, pour avoir, par un polynôme, l'approximation cherchée.
Les choses sont moins simples dans le cas général. Voici comment M. Runge {loc, cit.) ramène le cas général à ce cas particulier. Soit b un autre point, d'ailleurs quelconque, extérieur à A; on va montrer qu'on peut former une fonction rationnelle n'ayant de pôle qu'en 6, et qui,
dans A, représentera ^ avec l'approximation que Ton voudra. A
cet effet, nous allons aller de a en 6 de proche en proche. Soit ai un point assez voisin de a pour que
ax — a
quand x est dans A ou sur le contour C. Prenons l'expression
F=r^«L'~(x-^rir7J J («entier positif);
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elle devient infinie seulement en ai, et diffère très peu dans A de
si n est pris assez grand. Nous sommes donc ramené à une fonction rationnelle n'ayant que le pôle ai ; on continuera ainsi de proche en proche, et l'on arrivera, au bout d'un nombre limité d'opérations, à une fonction
rationnelle n'ayant que le pôle 6, qui, dans A, différera de r^ d'aussi
peu que l'on voudra (l'erreur étant représentée par la somme des erreurs partielles, en nombre limité, elles-mêmes aussi petites que l'on veut). II suffît maintenant d'avoir pris le point b assez loin de l'aire A, pour être dans le cas immédiat mentionné au début.
Nous avons établi, page 25 1, qu'une fonction entière G(^), qui ne devient jamais égale ni à a ni à 6, est nécessairement une constante, La démonstration s'appuie sur les propriétés de la fonction y{x) qui trouve son origine dans la théorie des fonctions elliptiques. M. Borel donna en 1896 une démonstration ne faisant intervenir que les propositions élémentaires de la théorie des fonctions (Comptes rendus , 1896), et il a reproduit son analyse dans ses Leçons sur les /onctions entières. Tout récemment, M. Landau vient de donner une généralisation du théorème précédent, dans un ordre d'idées tout nouveau [Ueber eine Verallgemeinerung des Picardschen Satzes (Sitzungsùerichte der Preussischen Akademie der Wissenschajten^ ai juillet 1904)]. Énonçons le théorème de M. Landau :
Soit une fonction entière
G(a?) = ao-4- aiar-4- a^x^-\- ... -h a,nX^^-\- ,..^
pour laquelle
«oT^o, ao?^ I, «i/^o;
on peut trouver un cercle d^un rayon
R = R(ao,at)
dépendant seulement de a^ et ai (et non des autres coefficients o^, «j> . • . , Cl/m ".), à l ^intérieur duquel la fonction Q(x) prend au moins une fois la valeur zéro ou la valeur un.
M. Landau démontre ce théorème d'abord directement, ensuite en recourant à la théorie des fonctions elliptiques modulaires.
NOTE
Nous avons, page 355, parlé saccinctement du développement de
en série de polynômes dans son étoile; formons plus explicitement les polynômes dont il a été question. A l'équation
dx -^
on substitue, d'après la théorie générale que j'ai développée, une équation aux différences. Soit x un point qui ne soit pas sur la coupure (-hi, -^ oc). Nous partageons le segment rectiligne allant de l'origine kx, en /i parties, et nous avons
jî— ri= ^rî>
On tirera de là un polynôme ^^ en x\ cherchons le degré pn, de ce pohnome. On a manifestement, en désignant par pi, />2, ...,/>» les degrés respectifs de^,,^,, ...,^1,,
De là se tire de suite
Une approximation de dans toute aire intérieure à l'étoile, aussi
grande que Ton voudra, peut donc être obtenue à l'aide d'un polynôme fn{x) de degré 2"— i (en prenant n suffisamment grand).
Dans la note de la page 358, nous avons indiqué que Texistence des fonctions implicites pouvait être établie^ en se servant de méthodes d'approximations successives si fécondes dans la théorie des équations diiïérentielles. En nous bornant à une seule équation, suivons pour cet objet l'exposition citée de M. Goursat. Nous établirons d'abord un résultat préliminaire.
i. Soit /(x, y) une fonction continue des deux variables réelles x et y dans le voisinage de (a7o» ^0)7 c'est-à-dire dans le domaine {xq — a, Xq-\- a), (yo— by ^0-+- b)' I^e plus
/(a^o,ro) = o,
et enfin la fonction /satisfait dans le domaine à la condition de Lipschitz
oà nous supposons \k\ < i .
Ceci posé, on considère l'équation
On veut montrer qu'iY y a une racine et une seule de cette équation en y y çui, pour x = a?©, prend la valeur yQ,
Supposons, pour simplifier l'écriture, â7o= Vo= o. Nous avons l'équation
On part de zéro, et l'on forme la suite des approximations j^i, . . .,^n au moyen des relations
yi =A^yO),
yn=A^,yn-i)-
Or
\A^.y)\<\yt\-^^\y\'
Comme yi s'annule pour a? = o, on peut prendre
\x\<a'<a, tel que
\yiix)\<b{i--k).
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Si donc I ^ I < 6, on aura, x étant compris entre — a' et h- a',
\nx,y)\<b{x^k)-^bk = b.
Donc, dans ces conditions, tous les y seront compris entre — 6 et -i- 5. On voit alors facilement que^^ tend vers une limite. On a en effet
I yn — yn-\ \<k\ yn^i —yn^t l
La série
y=yi-^(yt—yt)-^----^(yn—yn--t)-h'"
converge donc comme une progression géométrique décroissante; la fonction ^„ converge uniformément vers la limite^, et de l'égalité
il résulte que^ satisfait à Téquation
y=A^yy)'
L'existence d'une racine de cette équation est donc établie. Il n'y a pas d'autre racine de l'équation (i) s'annulant pour :r = o. Soit en effet Y une racine s'annulant pour â? = o, on aurait
En rapprochant cette relation de
yn=f{x,yn^i),
on aura
Donc, de proche en proche,
\^-yn\<kn\\-y,\, et, puisque | /: | < i , il est manifeste que Y coïncide avec y,
2. De ce lemme on passe de suite au théorème classique. Soit l'équation
d¥ F étant continue et ayant une dérivée partielle -p > autour de la position
(xo,^o) pour laquelle on a
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Ici la fonction f(x,y) du lemme précédent est
et la dérivée -p s'annule pour (aro, ^o)î el^e est donc inférieure à un en
valeur absolue. Le lemme est donc applicable, et Inexistence de la fonction y définie par (2) est établie.
Tout ceci est bien évidemment applicable au cas où Fi^x^y) est une fonction holomorphe autour de (a?©, j'o), et, avec peu de modifications, un résultat analogue s'étend à un nombre quelconque d'équations implicites.
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