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I. — Préliminaires
Une équation différenlielle esl une relation entre une ou plusieurs variables, une ou plusieurs fonctions inconnues de ces variables et leurs dérivées ou leurs difTérenliclles.
Il y a trois espèces d'équations différentielles :
!*• Les équations différentielles ordinaires, qui ont lieu entre une ou plusieurs fonctions d'une seule variable et leurs dérivées ; l'ordre d'une équation différentielle ordinaire est /?, quand elle contient des dérivées d'ordre n sans contenir de dérivées d'un ordre plus élevé.
2° Les équations aux dérivées partielles, qui ont lieu entre une ou plusieurs fonctions de plusieurs variables et leurs dérivées; l'ordre d'une équation aux dérivées partielles est n L. — Traité d'Analyse, V. i
quand olk- contient îles dérivées d'ordre n sans contenir de dérivées d'un ordre plus élevé.
3° Les équations aux différentielles totales, qui ont lieu entre uiic ou plusieurs fonctions de plusieurs variables, les dilTérentielles des variables et les difTérentielles totales des fonctions. L'ordre d'une équation aux difTérentielles totales est n quand elle contient des différentielles d'ordre n, sans en contenir d'un ordre plus élevé.
Intégrer, ou résoudre une équation différentielle, ou un svslème d'équations difTérentielles, c'est trouver la forme qu'il faut attribuer aux fonctions contenues dans cette équation ou dans ce système, pour que cette équation ou ce système d'équations se réduise à une identité ou à un système d'identités.
Nous démontrerons que les équations difTérentielles ordinaires et aux dérivées partielles admettent ordinairement des solutions, et même en général des solutions en nombre infini. Au contraire, les équations aux difTérentielles totales n'en admettent que si elles satisfont à certaines conditions.
Quoi qu'il en soit, on peut voir immédiatement que si une équation peut être ramenée à la forme
c^U désignant une différentielle exacte, elle admettra la solution unique U = const. C'est souvent en ramenant une équation à cette forme que l'on parvient à l'intégrer, c'est souvent une équation de celte forme que l'on clierche à déduire d'équations données pour en découvrir une solution (').
II. — Théorème fondamental
Soient t une variable réelle et x,\\, z, . . . un système de V fonctions inconnues de t. Si les fonctions cp, y, ^, . . .
(') Le lecteur pourra passer tout de suite au Ctiap. Il s'il voit le Calcul inlégrii! pnnr in première fois, en admettant pour le moment que toute érjualion dillcrcntieilc à une inconnue a une solution renfermant autant de constantes arbitraires qu'il y a d'unités dans son ordre.
dx
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de X, y, z, ..., t restent finies et continues, ainsi que leurs dérivées, quand x, y, z. . . . , t varient dans le voisinage de Xo, jKoi ^05 • • • î ^o> fc^ équations différentielles
admettront une solution telle que, pour t = t^, on aura x = Xo,y = Jo, ^ = -0, • • ■ •
La première démonstration de ce théorème a été donnée par Caiichy : elle se trouve exposée dans le Calcul différentiel et intégral de l'abbé Moigno; la seconde, fondée sur l'emploi des séries, a été également donnée par Cauchy ; elle se trouve également consignée dans l'Ouvrage cité et dans \e?, Nouveaux Exercices d'Analyse et de Physique mathématiciue.
Dans la démonstration qui va suivre, je désignerai par la
lettre H une quantité comprise entre — i et -ri, la même
lettre h pouvant désigner des quantités très difTérentes : en
d'autres termes, la notation B« représentera une quantité
comprise entre — a et -h a, en sorte que l'on aura par
exemple
a -^ Oa = 20(7.
Nous dirons que les variables x, y^z, . . . , t sont comprises dans le domaine L si i varie entre ?o — /'' et ^o + /•', et si en même temps x varie entre Xq — a et ^o H- ^, J' entre j'o — ■ h etJJ'o-H b, etc.
Enfinjnous supposerons que, les variables restant comprises dans le domaine L, les fonctions cp, '/,'!>, ... et
restent finies et continues. Posons maintenant, en appelant II
/| CnAPITUE I.
une qiianlilé 1res pclile, /, = /q + /' et
(3-1 = 370-+-/ o(xo, yo, . . ., t)dt, (I)
di.
appelons M le maximum de o pris en valeur absolue dans le domaine L, N le maximum de y, etc. ; il est clair que l'on aura
si donc h est suffisamment |)etit, a'jjy,,^,, . . . seront compris dans le domaine L. Supposons qu'il en soit ainsi et posons t., = ti'i- h et
[oro = Xi-{- ^{xi, yi, ..., t)dt,
on aura
X2 = xi->r- a/iM, /2 = JKi-i- 0/iN,
et, par suile
a"2 = 3•o-^ aOAM, ^^2 = J'o-i- sO/i N, ...;
donc, si h est assez petit, ^2, y-ii "27 • • • seront également compris dans le domaine L. En continuant ainsi, on posera enfin
l \z=Xn-\-\- / (a(.r„_i, jo,-i, ...,t)dl, ' Y = y„_,-H / 7(37„_i, i'„_i, ..., 0^^^
J'/j-I-H / X^Xa-\,yn-i, ...,0«
el l'on aura
X^a-o+nOAM, Y = jo -*- «OA N,
et, si h est suffisamment petit, X, Y, Z, . . . seront compris dans le domaine L. Il suffira évidemment pour cela que l'on ait en valeur absolue
7iOAM<a, nOAN<6, ou, en observant que nh = T — <o?
Il résulte de là que l'on peut toujours choisir T assez voisin de ?o pour que, quelque grand que soit /?, les quantités T, X, Y, ... soient contenues dans le domaine L. Ajoutons les formules (i), (2), . . ., (/i); nous aurons
On simplifiera un peu ces équations en appelant ç une fonction de t assujettie à rester égale à Xq quand t varie de to à ^), à rester égale à j'i quand t varie de ^, à ^o, - . , en appelant •/) une fonction assujettie à rester égale à y,y quand t varie de t^ a tf, à rester égale àj>^, quand t varie de ^, à ^2? • • • et alors en effet les formules (a) s'écriront
X=Xo-^ f 'f(^,r., ..., t)dt.
Cela posé, je suppose que T soit une valeur fixe de t contenue dans le domaine L : je dis qu'en faisant croître indéfiniment le nombre n les quantités X, Y, Z, ... tendront
vers des limites finies fonctions de T. En cfTet, comparons d'ahord les valeurs Çb) avec celles-ci
Xo^.Xo-J o{xo, yo, ..., t)clt,
nous aurons
t)]dt
— Xo= f [(;— ^o)?i(^o-^Of — a^Oi/o-T-Gr, — ^0, •••, 0 + ---]«^^-
Appelons alors a une quantité plus grande que la plus grande des quantités o, y, , . . , 'fi, 'fo? • • • i '/j 5 '/a? • • • ! dans le domaine L, observons ensuite que, ^ — Xf^ étant une des quantités, Xi — Xq est de la forme ///OM ou n/iOM ou même n/iO[ji. ; la formule précédente deviendra
X — X"=: f wn/if)'y-cn = {T — to)ni/iOix^
^ In
ou encore, en observant que nli ^ T — t^,
X — \o = Ov-x2(T - tof, Y - Y» = Ov|jl2(T - fo)^
Ces formules nous font connaître les différences qui existent entre les valeurs de X, Y, . . ., calculées en subdivisant et sans subdiviser l'intervalle T — t^.
Partageons maintenant l'intervalle T — t^ en n- parties égales, en partageant en n parties égales les intervalles tt — to, t-, — t,, .... T — t,t_t et appelons X-, Y^, Z-, ... les valeurs de X, Y, Z, ... correspondant à ce mode de division : la différence entre X etX- sera une somme de n quantités de
la forme Ovii.'- ( j ; elle sera donc elle-même de la forme
(T — /(,)-. Partageons l'intervalle T — ^0 en n^ parties
égales, en subdivisant en n parties égales chacun des nouveaux
intervalles, et appelons X^, Y-', L^ . ... les nouvelles valeurs de X, Y. Z, . . . , la différence entre X- etX^ sera de la forme
— j- (T — ^o)'> et ainsi de suite ; on a donc
X-Xo=0v|jl2(T-?o)2, X2_X = 0v !^(T-^o
X/^ — X/'-i = Ov -^— i T — ^0 Y
et, en ajoutant,
riP-
Dans cette formule, la lettre H désigne des quantités différentes, mais toutes compi'ises entre — i et -f- 1 et bien déterminées ; la quantité écrite entre parenthèses est, pour p =i yz, une série convergente et, par suite, X'' a une limite pour/» = gc, ou, si l'on veut, X, Y, Z, . . . ont des limites bien déterminées pour /z=oc. (Cauchy démontre que cette limite reste la même quelle que soit la manière dont on fait croître le nombre /i, mais ceci est inutile pour le but que nous nous proposons.)
Supposons donc n --=--yi et calculons les dérivées des fonctions X, Y. . . . , données par les formules (b). On a
,t-!-At AX =
= f ?(;, ^, •••, t)dt-
la quantité placée sous le signe / diffère infiniment peu de
'j(X, Y. .... T ) ; on peut donc poser, en appelant s un infiniment petit,
AX = AT['f(X, Y. ..., T)-^£l
et
AT
^ = c; r X Y TV
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quel que soit n ; donc, pour n = x el AT = o,
donc :
i" Les quantités X, Y, .... calculées comme il vient d'être expliqué, satisfont aux équations difTérenlielles (o).
2" Pour T = tn, il est évident qu'elles se réduisent à Xq, yo, Zfi, ... respectivement : notre théorème est donc démontré.
Le théorème précédent établit l'existence d'w/ie solution des équations (o) se réduisant pour t = t^ à ^ = Xo, j'=:jj'o, • . ., mais il n'établit en aucune façon que cette solution est unique : ce point reste donc à éclaircir.
Il n'établit l'existence de la solution qu'autant que dans le domaine Lies fonctions cp, y, '}, ... et leurs dérivées restent finies et continues; donc, si, en se donnant un domaine L, quelque petits que soient h, a, b, c, . . . , les fonctions '^, -/j •|, ... ou leurs dérivées pouvaient y devenir infinies, ou indéterminées, ou discontinues, la solution que nous avons trouvée pourrait disparaître. Je dis pourrait, parce que, dans bien des cas, l'expérience a démontré qu'il existe une solution telle que pour t = t(, on ait a: = x^, y = yo^ • • • ? bien que le domaine L dont nous avons parlé n'existe pas.
La démonstration que nous venons de donner est au fond celle de Cauchj simplifiée dans quelques-unes de ses parties.
III. — Continuité des solutions
Supposons inainl(Mi;int que les fonctions o, y, '}, ... contiennent un paramètre a : je dis que les solutions des équations
, , dx dy dz .
( I ) -= es . — -- = V . — = y/ . ...
^ ' dl ^' dt ^-' dt ''
dont nous avons démontré l'existence, et ([ui pour ^ r= /^ se
réduisent à Xq, J'o, ^o- • • -i sont continues par rapport à à. En effet, faisons varier a de la quantité ,^, et appelons o', y',
•y, ... les dérivées — > -f- j -^j • • •: jr,, )'i, ^i , ... croîtront
Oz- ôor- rJx- '' -^1'^^'" -■'■
de A, , A", , /( , ... ; o^o? JK2> ^2» • • • croîtront de Ao, /«'i, /a» • • • ? et même, pour plus de généralité, si l'on suppose Xq, y^, . . . fonctions de a, on pourra supposer que ces quantités ellesmêmes varient de /^o, /«"o? hi ■ • • ; on aura
Xi=x^i^l cp(aro,Jo, t)dt,
cci-\- hi = Xq— /io~ I o{xo-hho, ....t)dt,
Jl = Jo + . . • , JKl -î- ^'l = yo -r- /to + • . . ,
et par suite
hi=ho-r- f\ /io'f,(^\, + 0/*o, ...,a + 0^- ^)
^o'(:ro-f-0/to, ...,a + e^, 0]^^,
En appelant alors M une quantité plus grande que '^j , Oo» • • • i 'j'; y,, y 2, . . . , y', . . ., dans le domaine L, aucune d'elles n'étant supposée infinie, en appelant de plus Hq une quantité supérieure à la plus grande des quantités g, ho, Ao, • • • , prise en valeur absolue, H, une quantité plus grande que la plus grande des quantités g, ht, ki, . . ., prise en valeur absolue, etc., on aura
ii, = 0[iio-^(«i-^o)M(v + r)ii,] ou, en posant t = ^i — t,yz= t., — /| = . . . , II,= OII,[i---:.M(v + i)];
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de même
et, par suite, ou
ou enfin
II,- 01Ii[i^TMfv-+-i)],
H„=OIIo[i-tM(v-i)]«
n„=OHor
H„ = OHoe"'^+i"'f-'»'
Si donc g est infiniment petit, Hq le sera, par suite II« le sera aussi, et il en sera de même de A,<, A„, /„, ... et de leurs limites, ce qui prouve bien la continuité des fonctions X, y^ z, . . . , par rapport à a et en particulier par rapport à •^05 yai -^oi • • • •
Maintenant supposons que, a variant de la quantité g, on représente les accroissements de x, y^ z, ... par x' g, y' g, z' g, . . . , les équations (i) deviendront
d{x~gx') ,
-^ =^{x-^ gx , ...,t\
équations qui, combinées avec (i), donnent dgx'
dt ou bien
'ii^-^gx', ■■■, t)—o{x, ..., t), dx'
dt
a; çp, -H j. (32 -»- . . . 4- cp -T- ^ W,
(■i) < dv' ,
oi, rn, . . . désignant des fonctions finies de x, r, • • ., x', y, .... y., g. Supposons maintenant dans ces équations (2) x,y^ z, . . . fonctions de / données par les formules (i) : ces équations définissent un système de valeurs de x',y\ z', . . . , devenant x'„, j '„, . . . pour t = t^ (et un seul comme on le verra plus loin), dans un domaine convenablement choisi.
Ces valeurs sont continues par rapport au paramètre o^; donc, quand g tend vers o, les solutions tendent vers celles du
système
dv' , ,
dy
cela revient à dire que, pour g = o, les quantités J?', jk', • • , ont des limites et que, par suite :
Les solutions des équations (i) ont des dérivées par rapport à y. et, en particulier, par rapport à j^o? yo-, ^o> • • • •
IV. — Propriétés des solutions d'un système d'équations différentielles du premier ordre.
Nous venons de démontrer que le système de v équations dx dv dz
^'^ -dï = '^^ -di^'-- Tt='-^^ •••'
'^, y, •!/, ... désignant v fonctions de x, y^ z, . . . , t, admettait une solution renfermant v constantes arbitraires qui sont les valeurs de ^, J', z. • • • , pour t = ûq, l^ désignant une valeur arbitraire de t.
Toute solution des équations ^i) renfermant v constantes arbiti'aires distinctes s'appelle une intégrale générale du système (i) ou une solution générale de ce système.
V constantes sont considérées comme distinctes quand on peut les choisir de telle sorte que, pour ^= ^o, les fonctions x^ y, z, ... reçoivent des valeurs données arbitrairement; ainsi les v constantes qui entrent dans une intégrale générale doivent être telles qu'on puisse les choisir de telle sorte que, pour ^= Iq, X, y, z. ... prennent des valeurs données à
l'avance .ro,jo, -o
Soit
(2) IIi = o, llo— o, ..., nv = o
un syslcrne d'équations contenant les v constantes arbitraires r/,, r/o, .... a./^ pour que ces constantes soient distinctes, il faut (lu'cn V faisant ^ = /„, x ^= x^^ y ■=^ y^, ... on |)uisse résoudre ces équations par rapport à «,, «o, ... r/v; il faut et il siiflit donc, pour que les constantes en question soient disliriclcs, que l'on n'ait pas (t. T, p. ifjj)
(j(n,, Ha Hy) _
Ceci pose, supposons que l'on résolve les équations (2) par rapport à a^, a^, ... ; on obtiendra des résultats de la forme
(3) «] — Toi, «2=^2. ..., «v = ^Vi
ra,, TTTo, . • - désignant des fonctions de x,y^z^ ...,;. Chacune de ces équations (3) est alors ce que l'on appelle une intégrale de système (i) et, en général, toute équation en x, y, z^ . . . ^ t^ renfermant une constante arbitraire, conséquence de (i), et concourant à former la solution générale, est ce que l'on appelle une intégrale.
Théorèaie J. — Si, entre les équations (2) qui forment une intégrale générale du système (i) et leurs dérivées relatives à t, on élimine «j, «o, . . . , a>^, on trouve les équations (\)ou un système équivalent, c'est-à-dire fournissant
doc d'Y les mêmes valeurs de -7-3 -^-j • • • en x, y., z, . . . , t.
En effet, par livpolhèse, si l'on tire x, r, ;:, ... de (2) pour portt-r leurs valeurs dans (i), celles-ci deviennent des identités, c'est-à-dire sont satisfaites, quel que soit /, et aussi quels (juc soient a,, «o, ..., a^', cela revient à dire
que, si l'on dilTérenlie les équations (2), afin d'en tirer -jy, -~-i •••> ce qui (louno des équations que j'appellerai (E), et si de (E) et de (2) on tire x, y, . . . cl —, -^ , • ■ • , pour les
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porter dans (i), celles-ci deviennent identiques; les équations (i) sont donc des conséquences nécessaires des équations (2) et (E) ne contenant plus a,, a-2, . . ., «vî par définition même, ce sont les résultats de l'élimination de a entre les équations (2) et leurs dérivées. c. q. f. d.
Corollaire. — Si l'on se donne v équations entre x,y, z, . . ., t renfermant v constantes arbitraires et si l'on élimine les constantes entre les équations données et leurs dérivées relatives à i, en considérant x^ y. . . . , comme des fonctions de t, on obtiendra des équations difj'érentielies qui auront pour intégrale générale le système des équations proposées.
Les équations difierentielles ainsi obtenues seront en effet des conséquences nécessaires des équations proposées, c'està-dire seront satisfaites pour les valeurs de j:, r, z. . . . tirées de ces équations.
Théorème II. — La condition nécessaire et suffisante pour que
(4) ra = a,
m désignant une fonction de x, y., z, . . ., t et a une constante arbitraire, soit une intégrale du système {i) est que l'on ait identiquement, c'est-à-dire quels que soient x, y,
dm dns dm <)m ,
^ ^ dt dx ' ôy '■ Oz '
En efl'et, dire que (4) est une intégrale de (i), c'est dire qu'il existe v — i autres équations
(6j mi= ai, m^^ cil, •••^ ^v-i=^v-i)
cî, , rryo, ... désignant des fonctions de x, y, z, . . . , t et a, , cij, . . . des constantes arbitraires, formant avec (4) une intégrale générale de (i).
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Si l'on différentie les équations (4), (6), ce qui donne
/ dm dm dx dm dy
\ di "^ ~dx ~di '^ dy lîi ~^ °'
(7) / dm\ dm^ dx dm^ dy _
j lït "^ ~dx ~di "^ ~dv dl~ ^'
dm
dm
dm
~di
~dx
(Jttt,
dm)
dm.
dt
dx
dy
et si de (4), (<>), (7) o" t'^'e ^,JK, • . ., -^7 ^> •• • pour les
porter dans (i), ces formules deviennent identiques, c'està-dire ont lieu quel que soit t et aussi quels que soient a^, rto, ... ; en d'autres termes, si entre (4), {C)), (7), (i) on éli-
dy* fi'X^ • • • ' •
mine x^y. ...,-,-> / 5 • • • > on obtient des identités. Elimi-
doc dv nons d'abord -7-> -37» • • •; nous aurons dt dt
Ces formules doivent devenir des identités en y remplaçant .r, y, ... par leurs valeurs tirées de (4) et (6); mais, supposant cette substitution faite, elles ont lieu quelles que soient d'ailleurs les valeurs attribuées à a, «4, a^, • . • • Or on peut cboisir a, «,, «o? ... de telle sorte que x^ y, c, . . . aient des valeurs données arbitraires; les formules précédentes (8) ont donc lieu pour des valeurs arbitraires de x, y, ... ; ce sont donc des identités, même avant la substitution à x, y^ ... de leurs valeurs tirées de (4) el(()); donc, en j)arliculier, la formule (5) est bien une identité.
Réciproquement, si la formule (5) est une identité, la foi'mule
, . dm dm dx dm dy
<9^ j^ ^ dx lï^dj lu ^- •■ = '''
que l'on obtient eu y remplaçant cp, y, ... par leurs valeurs
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tirées de (i), sera une conséquence de (i) : elle pourra même
remplacer l'une des équations (i); or cette formule (9) peut
s'écrire
dm =0 ou w = const.
On en conclut que 75 = const. , ou w = « est une conséquence de (i) et concourt à former son intégrale générale : c'est donc une intégrale de (i).
Corollaire. — Les résultats précédents peuvent s'énoncer d'une manière un peu différente. Dire que (5) est une identité, c'est dire que m est une intégrale de l'équation en u aux dérivées partielles
. . du du du
On peut donc dire que :
La condition nécessaire et suffisante pour que cr = const. soit une intégrale de (i), c'est que ttj soit une intégrale de V équation (10) aux dérivées partielles.
Remarque. — Les constantes «, «», ... sur lesquelles nous avons raisonné doivent être arbitraires ; ainsi rn = o, par exemple, pourrait être une solution de (i), plus exactement pourrait concourir à former une solution de (1), sans que ts fût solution de l'équation (10); nos raisonnements supposent essentiellement que la constante a peut être choisie égale à tel nombre que l'on voudra, sans que rsr= a cesse d'être une intégrale de (i).
V. - Classification des solutions des équations différentielles.
Théorème L — Lin système de v équations différentielles du premier ordre
, , dx dy dz
(') ^==^' i='/' -dt-"^^ ■•■
n'a qu une seule intégrale générale.
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Kn d'au 1res ternies, il n'existe qu'une solution de ces équations renfermant v constantes, pouvant être choisies de telle sorte que, pour t = to, oc, j, z, . . . prennent des valeurs
données a^ojj'o» ^oi •-••
Considérons en effet une solution renfermant v constantes distinctes a,, rto, . .., n^, cette solution se présentera sous la forme
(2) ni = o, 112 = 0, ..., nv = o,
n,, ilo, . . . désignant des ronclions de x,y^ z^ . . ., /, «i, rto, . . . , «V Or, quelle que soit une solution du système (i), on peut toujours la présenter sous la forme (2), as^ a-^^ • ■ ■ , (h ne désignant plus des constantes, mais bien cette fois des fonctions convenables de^; pour déterminer ces fonctions, il suffit, après avoir remplacé, dans (2), x,y, z, ... par leurs valeurs en fonction de t, de résoudre les équations (2) par
rapport à «1, «2^ • • ■ -, ct^^-
Dideren lions les formules (2) et représentons par la nota-
cin .
lion —r la (luanlite dt '
du dn dx dVi dy
dt dx dt ôy dt
nous obtiendrons les formules suivantes :
dUx dWi da\ dWx da^ _
dt Oui dt duz dt ' ' ' '
(3) \ rm, du., da^ dU-, da^ _
dt da, dt da^ dl ' ' ' '
Pcnir (juc les formules (2) constituent une intégrale du sys-
doo d'Y
tème (i), il faut que les valeurs de x^ )', c, . . . , -^> -^ » • • - >
tirées de (2) et (3), satisfassent à (i); or les valeurs de ces (piaiililés tirées de (2) et de
f/n, r/ri, rfHv
rendent les équations (i) identiques, c'est-à-dire que ces équations ont lieu, quels que soient les a et, par conséquent, quelles que soient les fonctions de t par lesquelles on remplace les a. Il en résulte que, réciproquement, si l'on remplace
dans les formules (4) ^'777' * * ' P^'^ 'i-> '/,' ■ • • ^^ ^^ y-, • • • par leur valeurs tirées de (i) et (2), elles deviennent identiques; les formules (3), quand on y suppose x, y, ... remplacées par leurs valeurs tirées de (i) et (2), deviendront également identiques, en sorte que l'on a
dUi dax dUi da^ ôW^ da~, _
da^ dt dcii dt • • • ' ^)^^ ^if^ '
\ dai dt da^ dt ' ' ' ' da<, dt '
telles sont les équations qui détermineront a,, a^-, On en tire, en général,
dai da^i das,
11 ~^' ~~dt~^' *■" ~dt
ce qui donne tii = const., «2= const., ... et l'on retombe sur la solution générale d'où l'on était parti; mais on peut encore satisfaire aux équations (0) en supposant
(6) ^^(n,, n, Hy)
0{ai, ao, ..., av)
Cette équation détermine l'une des quantités a en fonction des V — I autres : les équations (5) se réduisent à v — i distinctes; elles sont différentielles et du premier ordre et font connaître avec (6) les' quantités «,, «2? •••> «v On peut encore satisfaire aux équations (5) en annulant non plus seulementleur déterminant, mais ses mineurs, ce qui revient à annuler deux de ses mineurs ; on a alors deux équations qui, jointes aux v — 2 auxquelles se réduisent les équations (5), L. — Traité d'Analyse, V. 2
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feronl encore connaître les valeurs de «), «o, . . , et ainsi de suite :
i" Supposons que le système (i) se réduise à une seule équation, et son intégrale générale à n| = o, contenant la constante a, il pourra exister en outre la solution 04 = 0 dans
laquelle a sera tiré de l'équation — !• ^ o, à laquelle, dans ce
cas, se réduit le système ( o 1, si cette équation — = o a une ' •' \ /' n ()a^
solution. Le système (i) réduit à une équation unique n'aura
donc qu'une solution renfermant une constnnte arbiti'aire, en
un mot, qu'une solution générale.
2° Supposons le système (1) composé de deux équations :
soient fl, = o, 112 = 0 sa solution générale, renfermant les
constantes «, etaoî il pourra avoir une autre solution donnée
par les formules
o(ai, a»)
t^IIi da\ dlli dai _ Oa^ dt ' Oa-î dt
ou par les formules
an, dn^
uai oai
En aucun cas, ces solutions, fournies au plus par une équation dififérentielle, ne pourront renfermer plus d'une constante arbitraire.
3" Si le système (i) renferme trois équations, outre la solution générale, il pourra en exister d'autres, données au plus par deux équations difTcrenticlles et ne pouvant |)as par suite contenir plus de deux constantes arbitraires, et ainsi de stiile.
Donc, enfin, un système de v équations du premier ordre ne peut avoir plus d'une intégrale contenant v constantes arbitraires, c. Q. F. D.
Mais la démonstration précédente met en évidence une
foule d'autres solutions qui ne rentrent pas dans l'intégrale générale, c'est-à-dire que l'on ne peut pas en déduire en donnant aux constantes des valeurs numériques particulières : on appelle ces solutions intégrales singulières, en réservant le nom à^ intégrales particulières ( ' ) à celles que l'on déduit de l'intégrale générale en attribuant des valeurs numériques déterminées aux constantes arbitraires qu'elle contient.
VI. — Des solutions singulières
En résumé, nous venons de voir que le système des v équations différentielles du premier ordre
, . dx dy dz ,
<'^ ^=?' ^=^/-' -dt='^^ ■■■
avait :
1° Une solution, son intégrale générale, composée de v équations
(2) ni=o, 112 = 0, .... Dv = o,
renfermant V constantes arbitraires distinctes, a,, a.2, . . . , «vî 2" une solution singulière donnée par l'équation
et V ^ — I des équations
OUi dai c)ni da-j _
âai dt Ocu, dt '
tïtlv da\ dW~i da^i _
dai dt ' ' ' da~, dt '
OÙ x^ y, ... sont censés remplacés par leurs valeurs tirées
(') Quelques auteurs désigoent sous le nom de solutions particulières celles que nous appelons singulières.
de (:i) cl où 11 désigne le délerniinant
d(Tlu 112 Hy)
d(ai, a^, • • . , «v)
Celle solulion pourra ne pas exister : c'eslce qui arriverait si le système (3), (4) présentait quelque incompatibilité. S** Une solulion singulière donnée par deux des équations
dïi OR
Oai dao
et par v — 2 des équations (4); cette solution pourra de même ne pas exister, et ainsi de suite.
Toutes ces solutions pourront ne pas exister : ainsi, par exemple, si R = o était une équation absurde, telle que I = o par exemple, il n'y aurait pas de solution singulière. En aucun cas, les solutions singulières ne seront en nombre infini, car R ne peul être identiquemeiU nul, sans quoi les constantes «(, «05 . . • , «v ne seraient pas dislincles (p. 12).
Indépendamment de ces solutions singulières que l'on peut déduire de l'intégrale générale et que nous appellerons, pour abréger, solutions de première espèce, il peut exister une seconde espèce de solutions singulières, et, en effet, nous avons admis tacitement dans nos raisonnements que les fonctions 'j, y, 6, ... et leurs dérivées étaient finies, continues et bien déterminées quand on supposait t=ztQ, X = Xq, y =yo, .... Quand ces hypothèses ne se trouvent pas vérifiées, nos raisonnements sont en défaut et les conclusions que nous en avons tirées peuvent être inexactes. L'expérience prouve efFectivemeat que l'on peut trouver des solutions singulières en écrivant que <p, y, 'J>, ... ou leurs dérivées relatives à x, y, :;, ... sont infinies ou indéterminées.
Enfin nous avons supposé les équations dinéretilielles pro-
dx ~di
posées résolues (théoriquement au moins) par rapport à -^->
— ■> •••; si elles ne pouvaient pas fournir des valeurs bien
déterminées pour ces quantités, nos conclusions tomberaient en défaut.
Remarque. — Lorsque l'intégrale générale se présente sous la forme
CTl := O, 7ÏT2 ^ O, • ' • i '^y ^^ O,
les fonctions TTT, , vs-,, . . . ne renfermant chacune qu'une seule constante arbitraire, les solutions singulières prennent une forme simple à remarquer. Si, par exemple, rn, ne contient que
ni,n
cit. SI T57., ne contient que ao, ... le déterminant -^, =
se réduit
au produit
àcii
dm.
Oa,i
de sorte que l'on peut obtenir des solutions singulières en tirant quelques-unes des quantités «), «o, ... ou toutes ces quantités des équations
dai ' ôa2 '
Leibnitz en 1694? Taylor en 1710, et surtout Clairaut {Mémoires de l'Académie des Sciences, 1734) paraissent être les premiers qui aient remarqué les solutions singulières. Euler s'est occupé à plusieurs reprises de la question des solutions singulières {^Exposition de quelques paradoxes de Calcul intégral, Acad. de Berlin, \-^^^. — Mechanica, t. II, art. 268, 303, 33o. — 1*=' Vol. de Calcul intégral). Laplace, en 1772, a inséré un Mémoire dans le Recueil de l'Académie des Sciences, Sur les solutions particulières des équations différentielles. — Condorcet, Mémoires de Turin, t. IV.
Lagrange est un de ceux, qui ont le plus approfondi la théorie des solutions singulières (voir ses OEinres complètes).
Citons encore un Mémoire de Poisson {Journal de V Ecole Polytechnique, t. XIII), de M. Catalan (Com/>/(?5 rendus, t. LXI, 11^^70), de M. Darboux [ibid., 1870; reproduit dans le Bulletin en iSjS), de M. J.-A. Serret [Journal deLiom-ille, x^" série, t. XVIII).
Mais la théorie exacte et complète des solutions singulières ne pouvait être solidement établie qu'à la suite d'une démonstration rigoureuse de l'existence des intégrales des équations difTérenliclles ; la théorie des solutions singulières devait résulter de la discussion de cette démonstration, et l'on peut dire que c'est à Cauchy que l'on doit la véritable théorie des solutions singulières; on n'a ajouté que fort peu de chose à ce que l'illustre auteur a fait connaître sur cette matière. (Voir le Calcul différentiel et intégral de l'abbé Moigno, où sont résumés les travaux de Cauchj.)
VII. — Recherche directe des solutions singulières
Pour trouver les intégrales singulières de première espèce, nous sommes parti d'une intégrale générale
(i) n,=^o, 02 = 0, .... nv = o,
et nous y avons remplacé a,, «o, . . . , a^ par des fonctions telles que les valeurs de ^, j', ... tirées de (i) satisfaisaient encore aux équations différentielles à intégrer. Or on peut choisir rt, , o-^. ... constants et tels que, pour t = t^. I\r, Vy, le :;,... de l'intégrale générale soient les mêmes que Yx, l'j-,
le c:, . . . d'une inléirrale sinîrulièrc; mais alors, en calculant - , >
' .00' ' (Il
-'r-, • • • au moyen des formules (1), soit en y regardant les a comme des constantes, soit en les regardant comme des va-
riables, ils auront les mêmes valeurs, puisque l'on a
dn, dai dUi dao
dai dt dai <^^ '
pour la solution singulière aussi bien que pour la solution
, , 1 dx dy 1 1. 1)
générale, et que -^7 -^-7 ••• seront dans J un et 1 autre cas
donnés par les formules (i) et
dt ' dt ' dt '
où les a et les x, y, j, . . . , f ont les mêmes valeurs numériques ; il en résulte que :
Une intégrale singulière de première espèce a les mêmes
dx dy dz n • , 1 ' ■ 1 1 11 ,1
-TTi -T-j -^fi • ' • (jue l intégrale générale avec lac^uelle elle
coïncide.
De là un moven de se procurer les intégrales singulières de première espèce, sans qu'il soit besoin de connaître l'intégrale générale. Elles se composeront des valeurs de .TjJK, ^, . . . pour lesquelles -t-> -j-j -^j • • • seront susceptibles de deux systèmes de valeurs égales ; en d'autres termes, les équations
différentielles qui donnent —j-j -t--> ■•• devront avoir une * dt dt
solution double. Soient
(2) F, = 0, F, = 0, ..., Fv = o
ces équations, F,, Fo, . . . désignant des fonctions de x^y^
, dx , dv ni) 11 1 •
z, . . . , t, x= -j- , y = -j-f • • • ; 1 X, ly, ... de la solution
singulière satisferont à l'équation
Cette équation permettra d'éliminer une des quantités x', y, x/. . . .. On n'aura plus alors qu'à intégrer un système à v équations dont V — I seulement seront différentielles : la solution
sin:,Milièro renfermera alors v — i constantes arbitraires. On j)eul trouver les autres solutions singulières d'une façon analogue : pour trouver celle qui renferme v — 2 constantes, on
égalera à zéro non seulement le déterminant -ry-^r — r'-—— '
mais ses mineurs, ce qui fera deux équations distinctes; on s'en servira pour éliminer de (2) x' cl r' par exemple; l'intégration des équations résultantes fournira la solution demandée si clic existe, bien entendu.
Remarque. — La méthode que nous venons d'indiquer conduit aux solutions singuliéi'cs de première espèce quand elles existent; mais il sera indispensable de vérifier que les résultats trouvés par cette méthode fournissent bien des intégrales de l'équation proposée : j'ajoute même que, le plus souvent, lors même qu'il existera des solutions singulières, la méthode fournira des solutions étrangères.
Et en effet, en écrivant que le système (2) admet une solution multiple, nous exprimons qu'il existe deux solutions du système (2) présentant les mêmes x',y', z' , . . ; l'ensemble
des valeurs àe x, y, z j)our lesquelles cette circonstance
se présente, peut fort bien ne pas satisfaire aux équations (2). et en effet nous avons seulement remarqué que la solution singulière de première espèce était telle que ses ce', y', z', . . . étaient les mêmes que celle de l'intégrale générale avec laquelle elle coïncide; mais la réciproque n'a pas lieu nécessairement : nous le vérifierons sur des exemples.
VIII. — Interprétation géométrique pour le cas d'une seule équation.
Considérons une seule é(|ualion différentielle
Soit
son intégrale générale; elle représente, quand on y considère X et r comme les coordonnées d'un point, l'équation d'une famille de courbes dont le paramètre a est la constante d'intégration, (i) est alors V équation différentielle de cette famille de courbes.
Reprenons la théorie des solutions singulières dans le cas particulier qui nous occupe.
Supposons que «, au lieu de désigner une constante, représente une fonction de x (ou dey); pour que l'équation (2) fournisse encore une intégrale de (i), il faudra que les valeurs
dey et de -j- tirées de (2) rendent Ci) identique, c'est-à-dire
y satisfassent quel que soit x. Or -j~ se calculera en différentiant (2\ ce qui donne
( 3 » -^ dx -i- ^ dy -^ -r- da = o.
dx dy àa
Si l'on détermine alors a par l'équation
dF (4) - =0,
l'équation (3) se réduira à
(■j) -T- dx -i- ^— dy = o,
ax dy •"
comme dans le cas où a est constant; si alors on remplace
dans (i)jK ^t -^ par leurs valeurs tirées de (2) et (5), cette
équation, étant satisfaite quelle que soit la constante a, sera encore satisfaite quand a sera fonction de x tirée de (4), puisqu'en définitive elle ne contient pas a. Ainsi (2) sera encore une solution de (i), si «, au lieu d'être constante, est fonction de x et y tirés de (4). Cela revient à dire que la
résultante des équations F = o, — = 0 est une solution singulière de (i). Cette solution singulière représente l'enveloppe des courbes (2). Ainsi :
La solution singulière de première espèce d' une écjua-
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tion (li(Jérenlielle unique du premier ordre représente L'enveloppe des courbes représentées par V intégrale générale.
Cette conclusion est soumise à des restrictions : i" si les équations (2) et (4) sont incompatibles, il n'y a ni enveloppe, ni solution singulière.
2° Si Téquation (3) et l'équation (5) sont illusoires, elles ne fournissent pas, pour la valeur de «tirée de (4), de valeur
pour -^> parce que 1 on a
il n'y a pas de raison alors pour que la résultante de (2) et (4) fournisse une solution de (i) [il pourra se faire dans quelques cas que cette résultante soit encore une solution, et il faudra dans chaque cas particulier examiner directement ce qui a lieu]; la résultante de (2) et de (4) représente encore un lieu d'' intersections successives des courbes (2), mais non plus une enveloppe proprement dite, en ce sens que cette courbe ne touche plus nécessairement les courbes intégrales. Les équations (6) ayant lieu, le point [x, y) sera sur la courbe qui représente l'intégrale générale un point singulier, en sorte
qu'en éliminant a entre F = o et -— = o, on obticndx'a le lieu
des points singuliers de la famille de courbes représentées par l'intégrale générale F = o; mais il semble que ce soit là une circonstance exceptionnelle et que la résultante de
F = o et — = o donne généralement une solution singulière Oa ° °
représentant l'enveloppe des courbes F =^ o.
D'un autre côté, on pourra trouver la solution singulière
si elle existe, en éliminant y' entre l'équation (i) et sa
dérivée -— = o, qui exprime que l'équation y= o fournit
deux valeurs égales de y'.
Mais, pour que la solution singulière existe, il faudra que
la valeur de y tirée de la résultante de /"= o et de -p> = o
satisfasse à l'équation (i) et qu'alors on ait identiquement, c'est-à-dire, quel que soit x, quand j/ sera déduit de la résul-
tante de /=o, ^ = o.
Or de l'équation
on va ûver y' :— z>(x,y) et la résultante de celte équation et
dey= o sera
Tirons-en y' ; à cet effet, différenlions-la, nous aurons
df df , dfVdo do -|
dx r)y^ do \^0x tj/ J
Mais -r^ est nul, car il est égal èi -r—, y' désignant précisément
ici la fonction o; on doit donc avoir pour Vy' de la solution
singulière
àf df ,
ôx Oy-^
ainsi l'jKctl'y'de la solution singulière devront satisfaire aux trois équations
/ X r df df ,df
(7) / = O, -^=0, -îi- -H y -f- = O.
^^ ' -' ' ôy' ' Ox -^ ôy
L'une de ces équations devra donc rentrer dans les deux autres : tout porte à croire que cela n'aura pas généralement lieu. Ainsi, d'après cette petite discussion, il semble qu'en
écrivant-—; = o on exprime que la courbe intégrale a deux
tangentes confondues, c'est-à-dire un rebroussement, et qu'en éliminant j^' on trouve le lieu de ce rebroussement et non pas une solution singulière.
Ce résultat paraît en contradiction avec celui que nous
avons trouvé tout à l'heure, qui nous porte à croire que la solution singulièi-e existe presque toujours, et, d'ailleurs, il semble étonnant que les courbes intégrales présentent ordinairement toutes des rebroussements, et l'on serait presque tenté de croire qu'effectivement les équations (^) se réduisent à deux distinctes.
C'est Clebsch qui a expliqué ce paradoxe, en faisant observer que, étant donnée l'équation intégrale F(a', y, a) — - o, l'équation diflérentielle obtenue en éliminant a entre F = o
et -1- = o n'avait pas toute sa généralité quand F(^,jk, a)
était quelconque; et qu'en donnant au contraire ■Af(^x,y^y'') toute sa généralité, a n'entrait pas d'une façon arbitraire dans F. Il y a là un piiénomène analogue à celui qui se présente dans la théorie des ligures corrélatives. La figure corrélative de la figure la plus générale de son ordre n'est pas la plus générale de sa classe, et vice versa.
Ainsi notre paradoxe s'expliquera, en admettant que les formes les plus générales de F et /ne se correspondent pas.
M. Darboux avait essayé d'expliquer ce paradoxe en admettant que toutes les équations difTérentielles n'avaient pas nécessairement une intégrale de la forme ¥{x, y, a) = o, F désignant une fonction bien déterminée, et que celles qui n'admettaient pas de solution singulière n'avaient pas la forme en question : l'explication de M. Clebsch nous paraît être la vraie.
Cherchons le lieu des points d'inflexion des courbes intégrales, c'est-à-dire le lieu des points où -j^ = -t— := o. A cet effet, différentions (i) et posons -j— = o, nous aurons
On voit donc que, si ce lieu coïncide avec le lieu des points pour lesquels -•- =: o, les écjualions (5) auront lieu en même
temps, cl la solution singulière existera. On conçoit, en efTet, que, quand sur une courbe variable de forme un point d'intlexion vient se confondre avec un rebroussement, inflexion et rebroussements disparaissent pour faire place à un point ordinaire.
P».EMAnQLiK. — Nous avons fait observer (p. a4) que la inétliode donnée pour la recbercbe directe des intégrales singulières conduisait souvent à des solutions étrangères : les considérations géométriques rendent compte de ce fait; en elTet, la résultante des équations
ôf
./(■r,y,.y) = o et ;}7=o
fera connaître, outre lenveloijpe des courbes intégrales de /"= o si elle existe, le lieu des points où deux courbes intégrales se touchent (voir Y Exercice 9, à la fin du Chapitre).
IX. — Reconnaître si une solution est particulière ou singulière.
Etant donnée une solution d'une ou plusieurs équations dillérentielles, ne renfermant pas autant de constantes qu'il doit en entrer dans la solution générale, il y a lieu de se demander si cette intégrale est singulière ou particulière.
Lorsque l'on connaît l'intégrale générale, la solution de cette question est facile : considérons, en effet, les v équations difTérenlielles
tl.r dv
(Il ' ■ (// '■
et soient, r/,, c/o, ... désii;nant les constantes d'intégration, {■}.) '!'(./■. j', ...,/; r^i. r^2- •••) = '>• \ — o, ...
les équations rpii forment l'intégrale i;énéi'alc. Si une équa- Ikiii
t.. - Traite d 'AïKih se. \ .
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entre .r, i', r /, est susccjilible de faire partie d'une
solution parliculièn-, il faudra (|ue les valtHirs de x^ y, ... tirées de (2) et portées dans (3) rendent celle-ci identique pour certaines valeurs de r/,, 0-2, •••. c'est-à-dire y satisfassent quel que soit t. Donc, si l'on élimine .2", j', :;,... entre (2) et (3), t devra disparaître de la résultante, pour certaines valeurs de <7, , r/o, .... Telle est la condition pour que E = o lasse pnrlie d'un grotqie d'écpiations coiistiluaiil uncsolulion ])articu!ière et non singulière.
La (pieslion est heaucouj) plus diflicih; à trancher quand on ne connaît pas l'intégrale générale du système (1). N'oici (pielques généralités à cet égard.
D'abord, si une équation donnée E = o renlermc une constante arbitraire a, on la résoudra par rapport à cette constante a et on la mettra sous la forme
si alors n = y. est suscpjtliblc de faire partie de lintt'grale générale, nous avons \u que l'on devait avoir ideiitiqiicmciil
<)u àii ()ii
et coiiiiiK" (I ai Ile lus
au
Ou
,ïK ,)\^
— - ^rz ~
ôt
ÙT.
ùr à'Ji
on pourra r(Mii|)la('ei' celte identité par récpiation
qui (l('\ra (leveiiii ideiilnpic |)ar rélimiiiation de a au mo\eu de E = o, si E =1^ o peut concourir à former l'intégrale générale. Si cela n'a pas lieu, E = o fait partie d'une solution particulière ou d'une solution singulière.
Considérons maiulenant une intégrale avec ou sans constante arbitraire, et supposons (pn* l'on en ail tiré les valeurs de x,y^ z sous la forme
:r, y, ... donnent
(5) x = \{ai,ao, ..
Posons
dt~ ^'' Tt
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supposons que les équations (2) résolues par rapport à
jK = M(ai, ..., O,
dt '
nous tirerons de(4)et(5) les valeurs de -r^ ? -~-> • • • 5 et nous
les porterons dans (i). Ces équations devant être satisfaites, on aura
X' = o(>v, a, . . ., f), [Ji'= /(X, [X, . .., 0, •••,
et par suite, par soustraction,
A'_À'=o(A,M, ...,t)-'^a,xs., ...,t), ou
A'—).' _ o(\, Al, ..., n — ocx, ijL 0
et, en intégrant de ^0 à t,
Maintenant on peut disposer des constantes a,, <7o, ... de telle sorte que A(^o) = ^-(^0); si la dérivée de c3()>, . . ., t) relative à X pour t^= to n'est pas infinie, le second membre de la formule précédente sera fini. Il en sera de même du premier, ce qui exige que, d'après la manière dont ont été choisies les constantes, on ait
doncj si les dérivées partielles -t^> y^> ••• ne sont pas infinies, pour les valeurs de x^ y^ ... tirées de la solution donnée, cette solution ne sera pas singulière.
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Supposons maintenant la quantité placée sous le signe /
flans la formule (6) infinie pour t = to '. on pourra supposer t très voisin de ^o 5 il est clair alors que, si les intégrales définies singulières
''ç>(A. :\i n — cp(À, [j. o
A — X sont nulles, les intégrales
•'o(A, ...)-cp(X, ...)
dt,
dt.
seront finies et l'on aura A( t)^=X(t) pour les valeurs des constantes, telles que A(;o'^ = ^'(^o)- Ainsi :
Pour reconnatlre si une intégrale est particulière ou singulière, il suffira de discuter les intégrales définies singulières, telles que ('-).
Cette méthode a été indiquée par Cauchy (Moigko, Calcul différentiel et intégral); elle ne lève pas, comme l'on voit, toutes les difficultés; d'ailleurs cp, y, ... ont été supposés bien déterminés.
Les recherches exposées dans ce paragraphe ne sont pas inutiles, car il arrive souvent qu'une solution trouvée par les procédés applicables à la recherche des solutions singulières est une intégrale particulière : cela arrive quand, dans une équation du premier ordre par exemple, les courbes intégrales ont Tune d'elles pour enveloppe.
X. — Cas où la variable est imaginaire
Pour démontrer l'existence des solutions du système . d.v dy
nous avons supposé x^y, . . ., t, o, y, ... réels. Supposons mainlcnanl que ces quantités soient imaginaires, et faisons
varier t le long d'un chemin ^(,T bien déterminé. Pour cela, on fera
7 et T désignant des fonctions canvenablement choisies d'un paramètre 9, par exemple ; x,j)-, . . deviendront des fonctions
X[-rOC2\ — i0^i~~J^2V — '' • • ^^ r» '/,' ••• des expressions de la forme cp, — cp^ V — ' ' '/j ~^ '/^ V^"" ' ? . . . , et les équations (i) seront remplacées par
dx\ -;- dxo s/ — 1 - , , / \/ / \
(^' + -^'v/^')(zt-7.2/-i),
Ces V équations se décomposeront en 2v équations différentielles par rapport aux 2v fonctions ^,, Xo, j,, j .,, ... de Q admettant une solution se réduisant à a;", :r!I, j", . . . pour 0 := ()", ce qui revient à dire que les équations (i) ont une solution se réduisant à ^o? ya-i • • • pour t = to quand on fait suivre à la variable t un chemin bien déterminé.
Lorsque la variable t se rend de ^o à T par un chemin indéterminé, les valeurs de J:", J', ^, ... peuvent être ellesmêmes indéterminées, comme nous l'avons déjà observé sur l'équation
qui donne pour j: 1 intégrale / y i^/k/^, dont la valeur dépend
du contour d'intégration suivi pour aller de ^o en t; mais, pour un chemin donné, les équations (i) admettront en général des solutions bien déterminées.
L'élude du cas où la variable passe par des valeurs imaginaires présente des difficultés particulières; toutefois la synecticité des fonctions intégrales peut être établie pour certaines limites, à l'aide du procédé imaginé par Cauchy et L. — Traité d'Analyse, W 3
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nerfeclionné par INI M. liriol el Bouquet, que nous avons exposé à la page 12- du lonic I\ .
XI. — Équations d'ordre supérieur au premier
LU système adéquations différentielles dont une partie ou la totalité est d'ordre supérieur au premier peut être ramené à un système d'équations du premier ordre.
En effet, considérons le système
(1) Fi = 0, r.2 =^0, — • Fv = 0
et supposons qu'il contienne des dérivées au plus d'ordre m jiar rapport à x, d'ordre n par rapport à j^, etc. Posons, en appelant / la variable indépendante,
clx „ dx , , rfa7''"-"
' ■'•' - -fiJ' ^' - ~cl7' ■ ' " '^ " " ' dt
les équations (i), (2) formeront un système d'équations du premier ordre par rapport à x, jr', .... .r""~'\ j', j', . . ., j^f"~'J, . . . .L'intégrale générale d'un pareil systèmerenfermera
constantes arbitraires.
En particulier, si l'on considère une équation unique d'ordre/», son intégrale renfermera m constantes arbitraires.
11 résulte do là que :
Si, entre les équations qui constituent l' intégrale générale d'un système d'équations différentielles et leurs dérivées d'un ordre suffisamment élevé, on élimine les constantes, on doit retomber sur les équations différentielles proposées.
Des rquatio/is di [/'ércntieltcs n'ont tjuune seule inté-
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grale générale ; elles peuvent avoir en outre des solutions singulières renfermant moins de constantes arbitraires que l'intégrale générale.
Lorsque v équations entre les y fonctions x, y, :;,... et la variable t renferment m -}- /? -f- ... constantes arbitraires et que les valeurs de x^ y, z, . . . tirées de ces équations satisfont identiquement aux équations (i), ces équations constituent l'intégrale générale du système (i).
On appelle intégrale du système (i) toute intégrale du système (i), (2). Ainsi, si l'on suppose le système (i), (2) intégré complètement et résolu par rapport aux constantes d'intégration, une des équations
ainsi obtenues est une intégrale de système (i). Et en effet, la connaissance de toutes ces intégrales élémentaires équivaut évidemment à la connaissance de l'intégrale générale des équations (i).
Ce que nous venons de dire s'ap|)liquerait au cas où parmi les équations (1) il v aurait des équations d'ordre zéro, c'està-dire ne contenant pas de dérivées.
Les équations d'ordre supérieur peuvent évidemment avoir des solutions singulières que l'on trouvera aisément en convertissant ces équations en équations du premier ordre par l'introduction des nouvelles fonctions x', x", . . . , r', y", . . . comme nous venons de l'indiquer.
Supposons, par exemple, que l'on se donne l'équation unique
^r'-^' dx' dx^
et que, l'ayant remplacée par
_/ , dY'\ , dy
on ait trouvé les intégrales
fii^y y^y\ a, b) = o, fi
a ci b désignant des constantes arbitraires; les équations
difuf,)
<ij\ f^n _^ rifi^ db _ 'oïl ^1 ~ 'ôU ^ ~
pourront fournir une solution singidièrc, et il en sera de même des équations
-^— = o, -V = o. Oa Ob
Enfin l'équation proposée pourra, indépendamment de ces solutions de première espèce, en avoir de seconde espèce.
Nous terminerons ces considérations en faisant connaître une formule générale pour le cliangement de variables; souvent, en effet, on parvient à intégrer les équations difl'érentielles en leur faisant subir un changement de variable pouvant anicner des simplifications dans leur forme.
XII. — Changement de variable dans les équations différentielles.
lly a souvent avantage, quand on ^eutintégrerdes équations différentielles, à les simplifier au moyen d'un changement de variable : ce cliangement pourra se faire à l'aide des méthodes exposées dans le Calcul différentiel^ mais nous crovons devoir faire connaître une formule générale remplissant ce but et due à Wronski.
Considérons la fonction r=J\.v) et proposons-nous de
calculery"(.r) ou y-^,- j en prenant une nouvelle \ariable quelconque /; à cet effet, observons (pie
K désignant une quantité lime [jour 3 ^^ .v, et par suite
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■étant égal à (x — s)'*"^' R, s'annulera pour x = z-, ainsi que ses n premières dérivées prises non seulement par rapport à X, mais aussi par rapport à f , ainsi que le prouve ra[)plicalion de la formule de Leibnitz à la différentiation du produit
on aura donc, en différentiant par rapport à / et en remplaçant/(j;) par T,
d'\y d" dt"^ dt"
on tire de là
d" dt"
N et D dési£:nant les déterminants
dt"^^-^'^
d" ^ dt'^^'-
^ix-z) dt '
dt
dt
dy dt
d'^y df'
dt
d" dt"
Si dans le déterminant Non développe {x — z)-,( x — :;)^, . . ., en combinant les colonnes on aura, au signe près, en négligeant les facteurs dt,
dx o o ... dy
Si dans D on observe ([ue
= i\[cl{x — z)Y= il{dxy\ d'-^J(x— z)' = o,
lous les termes situf's au-dessus de la diagonale seront nuls, et l'on aura, au signe près,
D = I ! '. : . . . rt ! f/.r -^ ; la l'ormule (i) devient alors
dx
• dy
\ .iW. . . . n\ dx
Cette formule ayant lieu quel que soit ^, on peut, si l'on veut, y remplacer z par x et Ion a alors
di^y _ n\
dx"^ ~ I ! 2 ! ... n
dx
■■ dy \
rf" x^ .
dx
Telle est la formule que nous voulions établir : elle donne
pour 11 = 1
d-y dx d- y — dv d- x dx- ~ dx^
formule déjà établie dans le Calcul dillcrcnticl.
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EXERCICES ET NOTES
L'équation
ab s/a- — b'^y'
^—yy= , -^
yja'-y'^^b"-
est l'équation dill'érentielle de toutes les courbes parallèles à relli])se dont l'équation est
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elle n'a pas de solution singulière, mais il existe pour les courbes intégrales un lieu de points de rebroussements qui est la développée de l'ellipse.
L'équation
admet une intégrale singulière : la trouver directement.
0. L'équation des cercles doublement tangents à une même ellipse et ayant leurs centres sur l'axe des x est
x-^-y^ — 2a7(\r —yy') — A{x -^ yy' f ^- B — o,
si l'on élimine y' entre cette équation et sa dérivée, on trouve : 1° l'ellipse enveloppe des cercles en question qui est la solution singulière; 0° le grand axe, lieu <l(>« |)oinls où deux cercles se touchent.
L'équation
y- y'- — 'i(iy -r- y- — o
a une solution singulière, l'élimination de ^' entre cette équation et sa dérivée fournit : 1° une solution singulière; 2° un lieu de points de rebroussements. Cette équation représente une série de cycloïdes ayant leurs rebroussements sur l'axe des x et même cercle générateur.
I. — Équations intégrables immédiatement
Théoriquement, une équation du premier ordre peut être censée résolue par rapport à la dérivée de la fonction inconnue T, prise par rapport à la variable x\ elle peut alors se présenter sons la forme
on /' désigne une fonction quelconque de x et y^ forme que l'on remplace le pins souvent par la suivante
(il Pû?:f -}- Qf// = o,
I' (>t Q désignant des fonctions données de x et i'.
l^orsque P est fonction de x seul et Q fonction de y seul, on dit que les variables sont séparées; l'équation a alors visiblement pour intégrale
I Vdx -T- I Qdy = consl.
Un grand nombre de problèmes de Géométrie se résolvent au moyen d'équations difl'érenticlles dans lesquelles les variables sont séparées ou peuvent se séparer facilement. l'>n voici quelques exemples :
PiiouLÈME l. — Tromper une courbe dans laquelle la sous-nor/nale est constante.
I 1 • fiy /Il
La sons-norniiilc ayant pour expression j'-y- (t. Il, ]). i~).
en désignant par c une constante, réquation du problème
sera
^ -^ = c, ou ydy — cdx = o\
on en conclut, en intégrant,
■- ex ^^ const.
ou
y'^ = -xcx -f- const.
équation d'une parabole. La parabole est donc la seule courbe dont la sous-normale soit constante.
Problîlme II. — Trouver Les courbes dans lesquelles la sous-tangente est constante et égale à c.
La sous-tangente ayant pour expression ; t. II, p. i7)j';t-»
ay
l'équation du problème est
dx
•^ dy
ou
dx dy
les variables sont séparées et, en intégrant, on a a désignant une constante; on en tire
ay ^ e'- ;
cette courbe est une logariilimique. Une transformation de coordonnées ramène l'équation précédente à la forme
Problème III. — Trouver une courbe dans laquelle la
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sous-tan i^eiitc est proportionnelle à une puissance donnée
de l'abscisse.
L"é<|iialion du problème est
dx
•^ dy
K et a désignant des constantes; les variables seront séparées en écrivant cette équation ainsi
dy dx
d'où l'on déduit
logr
r- r = const.;
K(a — ijar^t-i
en suivant la même méthode, on trouve, sans plus de difficulté, que la courbe dont la sous-normale est proportionnelle à l'abscisse est une conique rapportée à ses axes.
II. — Du facteur d'intégrabilité
On reconnaît souvent, à la simple inspection d'une équation
de la forme
V dx -t- Qc// = o,
que son premier membre est une diflerentiellc exacte d's\ il est clair alors que l'intégrale de cette équation est C3 = const. Loisque la solution d'une équation difîerentielle est ainsi ramenée à la recherche d'intégrales indéfinies de différentielles à une ou plusieurs variables, on dit qu'elle est ramenée aux quadratures.
L'éqiiiilion
X dy -X- y dx = o ,
par exemple, est immédiatement intégrée en observant que son premier membre est la difTérentielle de xy et que par suite clic donne, en l'intégrant ,
xy = const.
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On peut démontrer que :
Etant donnée une expression différentielle de la forme
Pdx-^Qdy,
dans laquelle P et Ç) sont des fonctions quelconques de x et de Vi on peut toujours trouver un facteur a tel que
lj.{P dx — Qdf)
soit une différentielle exacte.
En sorte que, quand ce facteur u. sera connu, il sera toujours facile d'intégrer l'équation
P dx -^ Q dy = o ,
au moven d'une quadrature.
Posons, en effet,
(i) Vdx-^Cldy = o
et soit
l'intégrale générale de (i) renfermant la constante arbitraire c. Lélimination de c entre l'équation (2) et sa dérivée
,„ d¥ dv oV
Or dx Oy
doit donner l'équation ( 1 ; ; en effet, y et -~- tirés de (2) et (3)
doivent rendre ( i) identique, c'est-à-dire doivent satisfaire à (i), quels que soient x et c; les équations (1), (2) et (3) doivent donc se réduire à deux, et (i) a lieu en même temps que (2) et (3). Or (i) ne contient pas c : donc c'est le résultat de l'élimination de c entre (2) et (3). [Nous avons déjà démontré ce théorème (p. i3) avec plus de généralité.]
Ceci posé, si l'on suppose (2J résolue par rapport à cet mise sous la forme
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on obtiendra l'équation (i) en éliminant c entre cette équation et sa dérivée; or, en prenant la dérivée, c disparaît; l'équation dérivée est donc le résultat de l'élimination de c, et l'équation
ôx dy dx ou
doit être identique à (i), c'est-à-dire fournir les mêmes valeurs de -y- pour les mêmes valeurs de .r ely; on pourra donc poser
dv _ _ '^/" . ^ _ _ P dx dx ' dy Q
et, en appelant ^ le rapport de y- à P,
1 df _ i Of on en conclut
P dx q ôy '"''
ce qui démontre l'existence du facleav d' intc^rabililé u.. 11 est essentiel d'observer que (i) et (4) ou
\}.{V dx ^ qdy ) = o
ne sont identiques que pour les valeurs dej^ satisfaisant à (3); il pourra donc se faire que certaines valeurs de )- satisfassent à (i) sans satisfaire à (4). Ces valeurs sont celles qui rendent ]x infini : en effet,
Vdx ^qdy= 'Yf- dx _ t^ dy) ; ix\dx ày -^ )
<loi)c Vdx -\- Q^dy s'annulera non seulement pour
, - dx -^ -f- dy = o, dx dy -^
mais encore pour - = o. On voit donc que - =o fournira en général une solution singulière.
La recherche du facteur u. est le plus souvent un problème difficile à résoudre; si l'on exprime en effet que
[JL P dx — ;JL Q cl y
est une différentielle exacte, on a
Oy dx
OU
oy dx ôx ôy
Cette équation en a est une équation aux dérivées partielles, et nous verrons dans un autre Chapitre que, pour la résoudre, il faut en général savoir intégrer l'équation (\).
Toutefois il v a des cas dans lesquels on peut deviner une solution de l'équation (5). et comme, évidemment, toute solution de (5) est un facteur d'intégrabilité, on pourra ramener l'intégration de ( \) aux quadratures. S'il existe, par exemple, un facteur a fonction de x seul, l'équation (5) se réduira à
^''\dx dj)~^di
ou à
I ô'x _ \_(à?_ _ fK^' \x dx Q \ dx dy ^
et, '}. devant être fonction de x seul, il faudra que le second membre de cette formule ne contienne que x\ si cela a lieu, en le désignant par '^{x), on aura
\j, dx '
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OU, en intégrant,
et a sera connu. On trouvera tout aussi facilement, quand il en existera un, un facteur d'intégrabilité fonction dey seul. Lorsqu'il existe un ("acteur d'intégrabilité de la forme XY, X désignant une fonction de x seul et \ une fonction de y seul, on peut le découvrir en observant que la formule (5) devient, pour <j. =z XY,
ou
Oy àx ^ \ Y
La quantité- y-j qui est nulle dans le cas où Pdx -h Q<^/jK
est une dilTérentiellc exacte, est donc do la forme
Qfi.T)-PF(y)
quand a est de la forme XY, y désignant une Ibnction de x seul et F une fonction de y seul, et l'on a
par suite,
logX == f/(x)d.r et logY = fv{y)dy.
Remauque 1. — L'équation (.")) a une infinité de solutions; en d'autres termes, il y a une injhiilé île facteurs <Vinlégrabililé.
En effet, soit a un facteur d'intégrabilité de ï'dx -f- Ocly ;
on aura
[x{V dx -^ Q_dy ) = df,
f désignant une fonction de x et r, et, o'{f) désignant une fonction arbitraire de/", on aura
lx'j\f)yVdx -:- ody) = ^\/)d/= d'^if),
ce qui prouve que Pdx -^ Q^dy, multiplié par ;j. 'f'(/)> ^'^^ encore une différentielle exacte <^^'f (/) et que \^'^'{f) est un facteur d'intégrabillté.
Re.aiarque 11. — Tout facteur d'intégrabillté de
Pdx-r-Qdy
est de la forme 'j.-^[f), a désignant l'un d'eux et f désignant lafonction qui a pour différentielle ]x{pdx-\-(^dy), ou, plus généralement, f désignant unefonction qui, égalée à une constante, fournit une intégrale de
Y' dx -r- Q_dy = o.
En efFet, soit M un facteur d'intégrabililé : on aura (i) 'S\{Vdx^(ldy)= d'h,
•l désignant une certaine fonction de a: et j^; on a de même (2) a(Pf/r + Q J/) = df.
Or, si l'on pose Pr/x -i- O^dy = o, on aura
d'I =0 et df = o et par suite
6 = consl., /=const.
Réciproquement, l'une des équations
i]/ = consl., y'=const. ou c/-!/ = o, c//'=o
entraînera l'autre; car elle entraînera
Vdx-{-Cldy = 0.
Ainsi / et -]> sont constantes en même temps, c'est-ù-dire qu'ils sont fonctions l'un de l'autre; de (i) et (2) on tire
et, comme ']> est fonction de y, on voit (pie — estfonctionde/: donc Al = u.':>(f). c. q. f. d.
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Rf.aiarqle III. — Si l'on connaît deux facteurs ;a et M susceptibles de rendre
\i.{V dx^Q^dy) et U{V dx -r- (^dy)
différentielles exactes, en égalant le rapport — à une con-
stante, on aura V intégrale de V équation P</x -f- Q fA^ = o, puisque, /= c étant cette intégrale, M =/|^.
Nous terminerons ce qui est relatif à la théorie du facteur d'intégrabilité en faisant connaître une méthode qui permet souvent de le découvrir : cette méthode consiste à décomposer l'expression V dx -\-Çldy en deux autres de la forme G û^M -t- H t/p ; G, H, i/, V désignant des fonctions de x et y, on est alors ramené à trouver le facteur de Qdu-^^dv; G~' est un facteur de G du, et H~' un facteur deWdv; le
facteur le plus général de (j du est ' p ? celui de Yidv est —TT-; f et F désignant des fonctions quelconques, s'il est
possible de déterminer des formes de y et F, telles que l'on
ait identiquement
f{u) _ Vis) G ~ H '
en appelant a la valeur commune de ces rapports, il est clair que jj. ( G <:/«/ -f- H dv) ou ^{l^ dx -r Q dy) sera une différentielle exacte.
Pour bien faire comprendre l'esprit de cette méthode, nous l'appliquerons à l'exemple suivant :
Intégrer Uéquation
(i) {y-\-x''-)dx-~{y''- — x)dy=o.
Cette c(pialion peut s'écrire
(/ dx — X dy)-r- (a-* dx --y-dy) = o;
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il est visible que y dx — x cly a pour facteur d'intégrabilite — :j car
Y dx — T dv , X 5 =d-;
son facteur d'intégrabilité le plus général sera donc —/(-)'
/désignant une fonction arbitraire. De même x- dx + y- dy a pour facteur d'intégrabilité un, et, comme
x^ X- dx -i- y'^ dy ^:^ d —
son facteur d'intégrabilité le plus général est une fonction arbitraire F(^^ -r- y^) de x'-^ H- J'^- Si donc ou peut disposer de /et F, de telle sorte que
tA^-'^^
IX sera un facteur d'intégrabilité du premier membre de (i). Pour satisfaire à cette équation, il faut prendre
y-¥{x^ -T- y^) devra donc être homogène et de degré o ; pour satisfaire à cette condition, il suffit de prendre
Y{x^+y^)= î ^ix^-y^y^
{x^-^ y^y et l'on a
l'intégrale de l'équation (i) est alors
'( >' -T- x-)dx -i-(j2 — ^)dy
= const.
III. — Sur une méthode propre à fournir un facteur d'intégrabilité.
Considérons l'équation (i) P dx-r- Qdr = o\
efTectuons la substitution consistant à changer a: en x -4- î X, et j' en ^' 4- sY; X et Y désignant des fonctions de x elj-, et £ un infiniment petit ou, si l'on veut, une constante indépendante de X el y que nous nous proposons de faire tendre vers zéro. L'équation (i) deviendra
on, en vertu de (i),
\()x dy ) \ ox oy ~
Supposons que 1 on puisse déterminer X et \ de telle sorte que cette équation soit identique à (i); on aura, en exprimant que CCS équations donnent les mêmes valeurs de-j-> ' ' d.v
c'est-à-dire en remplaçant dx par O, dy par — P, c'est-ù-dire
dy PX -^ QY ùx P.\ + QY
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cette é<|uation montre que . est un facteur dintégra-
hilité de P r/r -h Q ^/v. Donc :
Etant donnée V équation difféientielle
(i) V dx-^^ldy = o,
si Von peut trouver des fonctions X, ^ telles que, en remplaçant dans cette écjuation x et y par x -\- tl^ et par y -\- tY , elle ne change pas de forme {abstraction faite d'un facteur), V expression
sera un facteur d'intégrabilité. La quantité i est supposée infiniment petite.
On voit que, si P et Q sont des fonctions homogènes de même degré, la substitution àe x + tx k x el àe y -{- ty à y
n'altère pas l'équation (i): 7-— est alors un facteur d'in-
^ ^ ^ ^ Px -+- Qy
légrabilité {Lie, Abhandlungen der Gesellschaft der Wis-
scnschaften, Christiania, 1874' et aussi Gottinger Aach-
richten, i8j4; Matliematische Annalen, t. \ III).
IV. — Méthode de Liouville
Liouville, dans le tome XX de son Journal, i'" série, a fait une remarque qui permet souvent de trouver un facteur d'intégrabilité. Considérons l'équation différentielle
introduisons dans la fonction y, en la généralisant, un paramètre a, ce qui est évidemment possible d'une infinité de manières, et soit
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le ic'sullaL oblcnu en difrérenlianl lolalcinent la fonclion/cl
en y remplaçant ^ par /. Si le paramètre a a été choisi de
telle sorte que/t{x,j-) ou même 'f (/)/i (j", j) ne le contienne plus, '■:>{/) désignant une fonction quelconque de /, l'intégrale de l'équation (i) pourra être représentée ])ar
en d'autres termes, '^{f) — sera un facteur dinlégrabilité de dy — fdx.
Pour démontrer ce théorème, observons que, '^{f)f\ ne contenant plus a, on a
= o ou
c'est-à-dire
'^y'M%-fm-
ou
ôxl' -^ ' Ox\ Oy L' '^'' ' Ool\
il en résulte que
olf)'M.dy — fz(f) '-^ fix
est une difTérentiellc exacte; si donc on met l'équation proposée (i) sous la forme
dy — f dx = o,
on voit que '■p(/) -p sera un facteur d'intégrabililé.
On voit que, pour que la méthode d'intégration précédente
V. — Des équations homogènes
Lorsque P et Q sont des fonctions homogènes de même
degré,
P c?J7 -T- Q dy = o
est une équation homogène. Nous donnerons deux métliodes pour intégrer cette équation :
i" On peut poser -= z, d'où
y = zx, dy ^= z dx -\- x dz\ on a alors
(^ -^ Clz) dx -^ Çlx dz = o;
or P et Q sont à un même facteur près, que l'on peut supprimer, des fonctions de :; ; dans cette équation, les variables sont alors séparées et l'on a
dx O dz
d'où l'on tire
ou
r ad:
L'intégrale est de la forme x =z cF[z) ou x =^ cF r-j- x ely étant les coordonnées d'une courbe, - est la tangente de
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l'angle polaire 0; on peut donc écrire, en appelant /• le rayon
vccleur,
.T=c<l((i) OU r = c ~ — y-; ^ cosO
les courbes correspondant aux diverses valeurs de c sont donc honiotliétlques. Ainsi les équations homogènes représentent des familles de courbes honiothétiques.
2" On peut observer que le facteur d'intégrabilité est, comme on l'a vu § lll (Px -i- Qjk)~' : vérifions-le, on a
dx
[Px-^
Qj)-i
dx
dx
{Px^ilyY^
{Px ^dP
' dy
PQ
dy
{Px
- ^yf
il en résulte
dx Px-\-(^y dy Pa^-f-Q^
_ \ dx -^ dy) ^\ dx -^ dy ) _ /»PQ — /»QP _ - {Px^(lyf '~~"- (P^-^Qjr- -'''
m désignant le degré de l'homogénéité de P et de Q : ainsi Vx H- Qj' = o est en général une solution singulière.
Applicatio:v. — Traîner une courbe dans laquelle le rayon vecteur est moyenne proportionnelle entre la sousnormale et l'ordonnée.
L'équation du problème est
dx
<iy
ou
{x^ -\-y^)dx — j- dy = o;
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le facteur est
En l'égalant à x, on a la solution singulière
elle représente trois droites. Posons -^ = :■ ouj^= zx : nous
aurons
(x^ -+- z-x- ) dx — .r-z-(z dx -i^ x dz) = o
OU
( I -H z'-)dx — z-( z dx -h X dz } = 0,
c'est-à-dire
dr z- dz
on en tire
loga; = A log{z — a) -4- B log(.3 — Jj) -4- G log(5 — 7)-i- const.,
A, B, C désijïnant r— > — - — ni — -rr- et a, 3, Y les racines
de I 4- ■^- — :; ' = o et, par suite,
K désignant une constante.
Les équations de la forme
dy ^ p/ ax-i-by -^-c \ dx \a' X -T- b'y -\- c' /
où a, 6, . . . sont des constantes, s'intègrent comme il suit o n pose
d'où
ax -T- by -^ c = ;, a X ^ b' y -{- c' = r, ;
ab — bà
air^ — c' ) — a'i ; — c
ab — ba
dy _ bdc,-b'd\ dx a dr, — a de, '
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l'équation proposée devient alors
6 rfï) — b'd\
a dr^ — a </;
Cette équation en ç et r^ est homogène : elle poui-a donc s'intégrer par les méthodes précédentes, quand on aura chassé les dénominateurs.
Toutefois, pour que la méthode que nous venons d'indiquer réussisse, il faut que l'on n'ait pas ah' — ba' ^^ o. Mais, dans ce cas, on peut poser
a ^= pa' , b = pb' .
et l'équation à intégrer est réellement de la forme
^Z =y(p ^'^ — ^y — ^' ^ c—pc' \ dx \ àx^b'y-x-c' a' x -r- b' y -^ c )
ou
-=f(ax-by),
alors, en posant a' x -H b'v = z, ou
z — a' T dy I d^ a'
•^ ^ b' ' dx ~ b' dx b' '
l'équation à intégrer devient
b' dx ''^ ' b'
ou
dz
dx.
équation dans laquelle les variables sont séparées. Remarque. — Une équation de la forme F(r, r, dx, dy) = o, d'où Ion peut tirer, même théoriquement, -j- sous la forme
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d'une fonction homogène de degré zéro en x et _^, doit être considérée comme une équation homogène et s'intégrera en prenant — ^ z comme fonction inconnue à la place de j'.
On appelle équation linéaire du premier ordre toute équation de la forme
du premier degré en )' et en -%-» dans laquelle Pet Q désignent des fonctions de la variable x. Pour l'intégrer, on pose
dv dv du
(2) Y = uv, -7- = « -^ — ^ '^ -r ;
elle devient alors
dv du ^
u —, v — r- P uv = Q.
dx dx
Profitant alors de rindéterminatiou de a et t", on choisira f, de telle sorte que l'on ait
ce qui réduit l'équation précédente à
de (3) on tire successivement dv
— — P dx, log i> = — / P dx,
— p-S^dx
et de (/)) on lire
^ _ Q dx V
6o <: H A !• I T 11 E II.
l'oil.ml ces valeurs dans (2), on a
j^e-ZP'/»- rqeJ'i''"dx;
en écrivant P(^) au lieu tlo P et Q(^) au lieu de (}, on peut donner à cette solution la forme suivante
y = e-/P( n rf.r C Q ( 5 ) e/l'(.-) <lz ^ -
ou
(5) 7= f qiz)e^*''''''--->'^'^-'-^''-^ch.
Xq est alors la constante arbitraire d'intégration; quant aux constantes contenues dans les intégrales
J\\z)dz et J\\x)dx,
elles se détruisent. On peut d'ailleurs écrire la formule (5) ainsi
p.r I l'(tJ.irf!J.
On peut encore intégrer l'écjuation linéaire au moyen d'un facteur; en efifet, cette équation peut s'écrire
dj- -h ( l'y — q)dx = o.
Soit a un facteur d'intéiirabilité : on devra avoir
or on satisfait à cette équation en j^renant <x fonction de x seul, car elle se réduit alors à
-!- = ijiF ou a -, = <xr ax dx
ou a
^ = rdx,
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d'où l'on lire
log;i.= I P dx et ;i. = gJ'' '' '■.
e-'^''^ étant un facteur d'intégrabilité,
fW^'''dy-^{Vy - Q)e-'"P'''"c/,r] = const.
est l'intégrale cherchée; cette intégrale peut se mettre sous la forme
jgSPci.r ^ /^QeJP'/'-f/r — consl.
ou
r = e-Svd.r(^ fqeJ'^''' dx + const. V
ainsi qu'on l'a trouvé tout à l'heure. Cette méthode est peut-être plus naturelle que la précédente.
VII. — Équation de Bernoulli
L'équation suivante, dite de BenioulU, se ramène à une équation linéaire.
En divisant par j^", f»n a posant alors
dv „ ''-"dx'-'^y~"^' = '^'
u vient
ce qui est l'équation linéaire.
ExE.MPLK. — Trouver une couihe dont le rayon vecteur
6a CHAPITRE II.
soil moyenne proportionnelle entre l'abscisse et la sousnormale.
L'équation du problème est
(ly ,
ou
-|- = - -!- ^ ou -y = -:
dx y X dx X y
c'est une équation de Bernoulli ; elle peut s'écrire
dv r
.rT73-"r=-^
dx X
et, posant ^^— = v, on a
dz 9. :;
dx X
doù
= e «^ -^ / J7e '' ■* dx
lo?— ï
et
VIII. — Sur une équation plus générale que celle de Bernoulli et son application à la théorie des développées.
L'équation
OÙ P, Q, R sont dos fonctions de x seul, s'intègre quand on en connaît une solution j', ; en efifet, alors on a
retranchons (2) de (i) et posons j- — j^, ^ ^, nous aurons (3) £+(P-2QjO^--Q^^ = o,
ce qui est une équation de Bernoulli, réductible à la forme linéaire, en prenant pour fonction inconnue -j et l'on a
On rencontre l'équation que nous venons d'intégrer dans diverses circonstances et, en particulier, quand on cherche les développées des courbes gauches. Soient
(4) x = az~0L, y — bz-h^
les équations de la tangente à une courbe gauche : un plan tangent pourra être représenté par
(5) (x — az — oL)-i-l{y ~ bz — '^j )~ o.
Ce plan en se déplaçant engendre une développable dont la génératrice aura pour équations (5) et sa différentielle
(6) — z da — doi -h dl{y — bz — fj)—l{zdb-\-d^) = o;
les équations d'une parallèle à cette génératrice sont
d\ da -H 6 <^À -t- ). db a d\ — X da — X- db
Si nous exprimons que la génératrice (5), (6) est normale à la tangente, l'arête de rebroussement de la surface enveloppée par le plan (6) sera une développée, et nous aurons
rt( a d\ — X da — l'^db)-^b{da — b dl -+- X db) 4- dk = o ou bien
( 7 ) dlia"^ -i- b"^ -h i) -T- l{b db — a da) — l^adb = — bda; c'est une équation du genre de celles que nous avons appris
à intégrer. On en connaît toujours une solution : en efifet, considérons le plan tangent
exprimons qu'il est perprndiculaire à sa propre direction: nous aurons
(8) i-hV--i-{a-^bly- = o.
Il est facile de voir qu'il est aussi perpendiculaire à sa direction infiniment voisine; en efTet, quand on a
on a encore
A(\—d\)^B{B-r- clB )—C(C-^dC) = o,
car cette formule se réduit à A r/A -\- B c/B -t- C c/C = o.
Ainsi, en déterminant À au moyen de l'équation (8), le plan tangent à la courbe considérée enveloppera une développable dont la génératrice sera contenue dans deux plans normaux au plan enveloppant ; elle sera donc normale au plan enveloppant, c'est-à-dire normale à elle-même et aussi à la courbe proposée; Tarète de rebroussement de la développable considérée sera donc une développée, et ). tiré de (H) sera une solution de (-).
On tire de (8)
^ — oh ± y/i -t- a- -t- fy- \J — I i^^6^ '
61 l'on pose alors dans (^)
— ab zh v^ — I \Ui- -- h- — i i
on obtiendra une équation linéaire pour déterminer y, et le problème se résoudra parles quadratures, comme on le savait d'ailleurs (T. II, p. 38i et suivantes).
Cette solution a été donnée par M. O. Bonnet.
Nous rencontrerons une autre application importante de la théorie que nous venons d'exposer dans la reclierche des lignes asjmptotiques des surfaces gauches.
IX. — Des équations que l'on intègre en les différentiant
Un grand nombre d'équations s'intègrent en les différentiant; nous allons les passer successivement en revue : 1° L'équation
dans laquelle jk' désigne la dérivée -j~, devient, en la différentiant,
ou, en multipliant par jk',
En intégrant, on a
(2) y = J /'{/)/ dy-+- consl.;
l'élimination de y' entre cette équation et (i) donne j^ en fonction de j:; on peut donc dire que l'ensemble des équations (i) et (?-) représente l'intégrale générale de (i). 2° L'équation
s'intègre d'une manière analogue. En la différentiant, on a
df =f'{y')dy' ou
y'cix=f'{y)dy,
d'où l'on tire
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Cl, en inlégranl,
X = j ■^ y dy -r- const.;
l'élimination de r' entre (3) et (4) donne une relation entre x el^' contenant une constante : c'est l'intégrale générale de(3). Appliquons ces considérations à quelques exemples : i" Trouver une courbe dont la normale soit constante et égale à a.
L'équation du problème est
(A) Jv/i-^j'- = «
ou
en difTérentiant, on a
dy = —
ou, remplaçant dy par j' Vu:,
dx = — ady{\-^y'^) -
et, en intégrant,
c désignant une constante. L'élimination de y' entre celle équation et la proposée donne
C'est la solution générale : en éliniinanl c entre celle équation et sa dérivée par rapport à c
on a une solution singulière
•) = di a.
La solution générale représente un cercle ayant pour ravon
a et son centre placé sur Taxe des^; la solution singulière (p. i\) se compose des deux droites qui constituent l'enveloppe de ces cercles.
Il est clair que le problème que nous venons de traiter aurait pu se résoudre en tirant^)-' de l'équation (A), ce qui aurait donné
v/a2— j-2 ce qui donne sur-le-champ
2" Intégrer l'équation
(B) x = ey-^y.
En difierenliant, on a
dr = ey' dy — dy'
et, en multipliant par j'',
dy ■=y'(ey-^\)dy\ par suite
(C) }' = I y'{ey' '^i)dy' — con='[.
L'élimination de j^' entre (C) et (B) donnerait l'intégrale de (B); mais on peut se dispenser de faire cette élimination, et dire que (B) et(C) prises simultanément représentent l'intégrale de l'équation (B).
Lorsqu'une équation difTérentielle du premier ordre ne contient pas l'une des variables x, y, bien qu'on ne puisse
pas la résoudre par rapport à r'= -■-, il peut arriver qu'on
puisse l'intégrer, soit en termes finis, soit au moven de fonc-
lions elliptiques; si, par exemple, j' n'entre pas dans Téquation, on peut la supposer mise sous la forme
7'=?(-r), d'où l'on lire
= Ço{x)dx.
Si alors x et 'j(x) ou v'' sont calculables en fonction d'un même paramètre, soit rationnellement, soit en faisant intervenir rationnellement un radical carré recouvrant un polynôme du quatrième degré, K sera exprimable en termes finis, ou au movcn des fonctions elliptiques. C est ce qui arrivera si l'équation donnée représente une courbe de genre zéro ou un, en y considérant x comme une abscisse et y' comme une ordonnée.
Le cas où cette courbe est de genre zéro ne présente pas de difficulté : supposons-la de genre un, on exprimera x eiy en fonction rationnelle d'un paramètre t et d'un radical , tel que y/A -i-Bi + C/-H-D^^-!-E^',et par une transformation convenable on ramènera ce radical à la forme ^(i — W")(ï — k'-ii-); X eVy' seront alors fonctions rationnelles de u et de ce radical. On fera alors u^=^sn'o^e\. x, ainsi quc^^', deviendront fonctions rationnelles de sncs, cno, dn,i; l'expression _^<:/x se ramènera
à la forme
F(sn o,cii 'i, (In '^)cH,
F désignant une fonction rationnelle, et pourra être intégrée par les procédés connus; x et y seront alors exprimés au moyen du paramètre 'i, et il n'entrera, si l'on veut, dans leur expression, que la transcendante 6 et des logaritbmes.
Si la courbe représentée par l'équation qui lie x à y' était de genre deux, on pourrait encore exprimer x el y' et par suite X ely au moyen d'un même paramètre, explicitement, au moyen des fonctions hyperelliptiques; mais, si le genre d(* la courbe en question était supérieur à deux, il ne faudrait plus songer à obtenir un résultat e^licitc.
Par exemple, une équation du troisième degré en x cl y'
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OU en r et )'' s'intégrera toujours au moyen des fonctions elliptiques; une équation du quatrième degré également lorsque x et r' n'y entreront ni l'un ni l'autre au degré zéro ou un, etc.
X. - Équation de Clairaut
L'équation
dans laquelle y(j^') est une fonction quelconque delà dérivée
y' =z~, est connue sous le nom d'équation de Clairaut; on
peut considérer cette équation comme celle de la tangente à une certaine courbe C, exprimée au moyen de son coefficient angulaire y' . On prévoit alors que, la courbe en question devant être l'enveloppe de ses tangentes, son équation s'obtiendra en éliminant jj'' entre l'équation (i) et sa dérivée prise par rapport à r'. Le résultat que l'on obtient ainsi est évidemment une solution de l'équation (i), mais on voit moins bien quelle doit être la solution la plus générale : cette solution générale s'obtient en remplaçant y' par une constante arbitraire dans l'équation (i) elle-même. C'est ce que nous allons trouver par un calcul direct.
Pour intégrer l'équation (i), différentions-la; nous aurons
dv r,, ,.dy' ou bien
équation ([ui se décompose en
x-^f\y') = o cl -y =o ou y' — con?,[..— a.
On obtiendra la solution de (i), en éliminant j entre l'une de ces équations et (i), ce qui donne les deux solutions suivantes : i"
y = ax -^ fia),
et 2" la résultante des équations
La première solution est l'intégrale générale de (i) : c'est l'équation d'une tangente à la courbe C; la seconde solution est singulière, elle peut être représentée par les équations
et sous cette l'orme on voit qu'elle représente l'enveloppe de la droite j- := ax -\-/{a)^ c'est-à-dire la courbe elle-même.
Ainsi l'intégrale de l'équation de Clairaut s'obtient en remplaçant la dérivée de la fonction inconnue par une constante, et la solution singulière en éliminant la constante entre l'intégrale générale et sa dérivée relative à la constante.
Le problème qui a pour but de trouver une courbe connaissant sa podaire dépend d'une équation de Clairaut.
Pour trouver la podaire d'une courbe, en prenant l'origine
pour pôle, désignons par Jc,y les coordonnées d'un point
quelconque de cette courbe : l'équation de la tangente en ce
point sera
la perpendiculaire menée par l'origine aura pour équation
L'élimination de x,j- cIjk' entre ces deux équations et celle de la courbe et de sa dérivée donnerait la podaire; mais, en supposant la podaire connue, l'élimination des coordonnées X, Y entre les équations précédentes et celle de la podaire donne l'équation diflférentielle de la courbe ; soit F(X, Y) ^ o l'équation de la podaire; celle de la courbe sera donc
Cette équation résolue par rapport àj' — y'-^^ donne un résultat de la forme
c'est-à-dire une équation de Clairaut.
La courbe cherchée est représentée par la solution singulière de cette équation; l'intégrale générale de cette équation représente l'ensemble des tangentes à la courbe cherchée.
Proposons-nous, par exemple, de tromper la courbe dont la podaire est une ligne droite
L'équation différentielle de la courbe cherchée s'obtiendra en éliminant X entre les équations
c— r =/(X— jt),
X + cy' = o,
ce qui donne
c'est une équation de Clairaut. L'intégrale générale s'obtient en remplaçant jk' par une constante m, ce qui donne
l'intégrale singulière, qui est ici la solution intéressante, s'obtient en éliminant m entre cette équation et sa dérivée relative à m ;
o = .r -7- icm, ce qui donne
•^ -ic ' \ .4c-
Ainsi la courbe qui a pour podaire une droite est une parabole, résultat connu.
La recherche d'une courbe parallèle à une courbe donnée présente de l'analogie avec ce dernier problème; soit en effet
-^z=y'\ l'équation de la tangente à une courbe en fonction de son coefficient angulaire est
c'est une équation de Clairaut; léqualion d'une parallèle à cette tangente située à la distance / de cette tangente est
(i) y=yx-~-^{y')-^ls/\-^y'-^:
cette équation est encore une équation de Clairaut; son intégrale générale est l'équation d'une tangente à la parallèle à la courbe donnée, son intégrale singulière sera l'équation de l'enveloppe de la tangente (i) dans laquelle y' sera regardée comme une constante : cette enveloppe est la courbe parallèle cherchée.
Ainsi, pour trouver l'équation d'une parallèle à une courbe, il suffira de chercher l'enveloppe d'une parallèle à la tangente. L'équation tangentielle de la parallèle s'obtient facilement en éliminant j'' entre les équations suivantes, qui font connaître les coordonnées tangentielles \, r, d'une tangente quelconque :
XI. — Équation de Lagrange
L'équation connue sous le nom d'équation de Lagrange est la suivante
c'est, comme l'on voit, une équation du premier degré en:retj' contenant la dérivée >-'= -7^ d'une façon quelconque. En la diflcTcnliant, on a
dy = dxf{y') ^ x/'{y') dy' -^ ¥'{y')dy\
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en remplaçant <:/)■ pnv j' dx, elle devient
cette équation, linéaire par rapport à ,r, pourra être intégrée au moven de quadratures et, en éliminant jk' entre son intégrale et (i), on aura l'intégrale générale de l'équation (i).
Plus généralement, supposons qu'une équation différentielle puisse être résolue par rapport à l'une des variables )•. et mise sous la forme
la différentiation donnera
si 1 on peut intégrer cette équation en x et r'. dans laquelle dx et d}' n'entrent que sous forme linéaire, l'élimination de -)-' entre lintégrale générale de cette équation et y = F( j:, y) donnera l'intégrale générale de l'équation proposée.
XII. — Généralisation des théories précédentes
Quand une équation différentielle est rebelle à toutes les méthodes exposées jusqu'à présent, on peut essayer de l'intégrer en la différentiant. En combinant alors l'équation proposée avec celle que l'on a obtenue parla différentiation , il peut arriver que l'on parvienne à former une équation intégrable; l'élimination de v' entre le résultat de l'intégration et l'équation |)roposi'e donne alors l'intégrale générale de cette équation.
Le succès de la méthode que nous venons d'indiquer ne doit jamais être considéré comme assuré ; il dépend beaucoup delà sagacité du calculateur, et nous en ferons bien connaître l'esprit en l'appliquant à quelques exemples.
1° Trouver une courbe dont la normale partage en
C II A P I T R E
deux parties égales V angle des rayons vecleurs issus de deux poin ts fixes .
L'équaliondifTérenlielledu problème est, en posant-^ ^^ et en appelant 2C la distance des points fixes,
en différcntiant cette équation par rapport à j", on a ( y. ) y" ( lyy' x — y"- ~ x''- -^ c-\ -^ y'^ x — y y' - -^ xy' — y = o ; en éliminant j- — x- — c- entre (i) et (2), on trouve
y' {y- — 1)3^' -^y"*x — yy"^ -^y'-x — yy — o et, en divisant par i +J''-,
y"xy -+- xy'-^ —yy' = o.
Divisant par xyy\ on a
y y X ou bien
log-»-'— log>' — logjr = logconst. = log^, d'où
XY = lix = — - x:
en éliminant j'' entre cette équation et la proposée, on trouve
en supposant bien entendu c- :=<'/- — h'-, ainsi qu'on devait s'y attendre.
2" Un chien court après son maître d'un mouvement uniforme, le maitre parcourt aussi d'un mouvement uniforme uns ligne droite, la vitesse du chien rencontre constamment le maître, ou, si l'on veut, la tangente à la courbe que décrit le chien rencontre sans cesse le maître, quelle est la courbe décrite par le chien?
Prenons la trajectoire du maître pour axe des y et une perpendiculaire à cette droite pour axe des x.
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Au bout du temps t, l'ordonnée du maître pourra être représentée par at^ la tangente à la courbe décrite par le chien est représentée par l'équation
Y-,. = (X-,.)|, et, comme elle passe par le maître, on a
mais, en appelant b la vitesse du chien, on a
ds = b dt ou s ^= bt.
s désignant l'arc du chemin parcouru parle chien; on tire de là /, et, en le portant dans (i), on a
as dy
b ^ dx
Pour intégrer cette équation, il faut d'abord la différenlicr, ce qui donne
dv^\'- d^y
b \ dx- 1 "" dx-
1 • dy ,
ou bien, en posant -j^ ^=. y ^
a, ,,,J dy'
ou
a dx _ dy'
b X y/, -Jt-y'-i
en intégrant, on a
— |log^-^ loge = log(r'4-v/|^j'0.
c désignant une constante. Nous ferons — .== |j. ; nous aurons
alors
, cx\^ -+- c-^x-V-
Y = —7 rH--^' -, x^-V- -+- const.
j6 CIIAIMTUE II.
La courbe en queslion porle le nom de courbe de poursuite.
En général, quand, dans un problème de Géométrie, l'arc enlre comme donnée, la recherche de celte courbe dépend d'une équation qu'il convient de difiérentier. Voici un exemple :
3° Trouver une courbe clo/it l'arc soit une fonction de l'ordonnée.
En appelant s l'arc, x, y les coordonnées d'un point de la courbe, on a
et, en diflerenliant,
MIT
dx' on en conclut
et
dx = dy /['f'(rjp — 1, lorsque es'- sera de la forme
ay"^ -f- hy -+- c
«, b. c. m, n désignant des constantes, ou
^/ay^ -r- by -T- c
my ^ Il
On pourra obtenir x sous forme finie en fonction àe y] nous examinerons les cas suivants :
2° O = av,
3° Ci = a logj-,
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i'^ 'j = a donne x =J' \' — i 4- c : ainsi les courbes dont l'arc est de longueur constante sont les droites isotropes.
2° '^ = ay donne x ^y \Ja'- — i -h const. : ainsi les lignes droites sont les seules lignes dont l'arc soit proportionnel à l'ordonnée.
3° Prenons -o =^ a log)', nous aurons
Nous poserons j)/ =: acosu] nous aurons alors
/ai^'in- u du fada f , = / — / « du cos u cos« J cos« J
ou
4° Prenons -j z= 2a \^j-; nous aurons ou bien
dy
Nous transformerons les coordonnées et nous poserons
a- = 2/-, v=j>'i-r-/-; nous aurons alors
_ /•,> — .T'i)f/ii
J A-— Jf et, par suite, en changeant ji en_)',
X =^ r arc sin =^ — ^ y//--- — y- ~ const.
En posant
y = rsinç, celte formule donne
X = ro ■+- r cos o ;
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on reconnaît les équations de la cycloïde, et mieux, en remplaçant cp par - H- cp, y par /• — )-, et x par - ^ jc,
■ y z= r{i — coso), X = /-('f -t- sincp).
XIII. — Équation de Jacobi
Jacobi a donné le moyen d'intégrer les équations de la forme
Ldx -~- M dy -j- ^ {y dx — x dy ) = o,
où L, M, N désignent des fonctions linéaires de x etj-. Nous généraliserons cette équation, et nous la présenterons sous une forme un peu différente. Nous introduirons une variable z^ afin de rendre les formules homogènes, et nous supposerons cette variable égale à i , après avoir effectué les diff'érentia-
tions indiquées. Nous remplacerons ainsij' et x par =r ^t - ' dy
, , , )- zdv — rdz , zdx — xdz sera remplace par a - ou par — — ^ , dx par —^ ;
de sorte que l'équalion proposée prendra la forme
(I) \^{zdy —ydz) \\(xdz — zdx)-r Siydx — J^dy) = o.
Quand on fait ^ = i , cette équation se réduit à la j)roposée, à cela près que L y est remplacé par — M et M par L. Nous nous occuperons spécialement de l'équation (i) et nous sup- |)Oserons d'abord que L, INI, N sont des fonctions entières homogènes de degré quelconque ni.
Les fonctions L, M, N sont homogènes, et, tout en leur conservant leur homogénéité, on n'altère pas l'écpiation en les remplaçant par L + Ax, M + A>', N 4- Az, A désignant une fonction homogène de degré moins élevé d'une unité que L, M et N.
Pour la commodité du hmgage, nous considérerons .r, )', z^
comme représentant les coordonnées liomogènes d'un point. Nous pouvons écrire Téquation (i)
(Mz — 'Sy)dx-^('Sx —- Lz) dy -r-(Ly ■—yix)dz = 0,
et l'on voit que les points pour lesquels on a
(2) M^ — \^ = o, Nx — L^ = o, Ly — 'S\x = o,
sont des points où les rapports dx '. dy '. dz seront indéterminés : on donne à ces points le nom de points singuliers ; la tangente de la courbe intégrale y est indéterminée.
L, M, N étant entiers et de degré /«, Une saurait y avoir plus dem-\- i points singuliers en ligne droite.
Sans quoi deux des courbes (2) auraient plus de ni--- 1 points en ligne droite, ce qui est absurde, puisqu'elles sont de degrés m -^ i .
Si m -+- I points singuliers sont en ligne droite, i équation de la droite qui les contient est une intégrale de V équation (1).
En effet, prenons cette droite pour axe des x\ en faisant a: = o dans (2), on doit avoir m ~ i solutions ; donc
L^ = 0, Lj' = 0
doivent avoir m 4- i solutions quand on y suppose ^ z= o ; donc L est un polynôme de degré ni possédant ni -f- 1 racines, ce qui est absurde, à moins qu'il ne soit identiquement nul pour jc = o, ce qui exige que L contienne x en facteur; mais alors l'équation (i) est satisfaite pour jc = o : donc l'équation de la droite en question est bien une intégrale de l'équation.
Lorsque les polynômes L, M, N sont du premier degré, et c'est le cas examiné par Jacobi, m -\- \ := 1 et les droites passant par deux des points singuliers sont des solutions.
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Les équations (2), dans le cas où L, M, N sont du premier degré, ont trois solutions finies. Prenons les droites qui joignent les trois points singuliers correspondants pour axes de référence; l'équation (1) devra être satisfaite pour x = o, ce qui exige que L contienne x en facteur; de même M doit contenir y, et N doit contenir z : donc on doit supposer L = ax, M =^ 6 )', N = ce, a^ b^ c désignant des constantes, et l'équation devient
{b — c )yz dx 'T-{c — a)zx dy -^{a — b)xydz =0 ou
dx -\ dy -^ dz = 0.
d'où l'on tire
Xb-cyc-a-a-b — const.
Telle est l'intégrale de l'équation de Jacobi : il faudra, bien entendu, y remplacer x, y, :; par leurs valeurs en fonction des variables primitives.
Encore un mot avant d'abandonner ce sujet.
Pour que y (x, j', ;;)::= o soit une solution de (1), y' désignant une fonction homogène, il faut que l'équalion
-^ dx -+- f- dy ^ -^ dz = o ox dy -^ Oz
fournisse pour les rapports r/]- ; dx '. dz, '- , '- des valeurs
satisfaisant à (i). Mais on peut présenter cette condition sous un autre aspect : on a, en elTct,
Ox dy -^ dz
d'où l'on tire
dx ' ^^'^^ - ^'^r ) = [i- -i^dx ~ xdy) = ^ : <^xdy -y dx).
If Si l'on remplace alors ydz — zdy. . . . j)ar -7-. • • dans (i),
on a
(4) L^-^Mf + Nf = 0;
dx dy dz
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et cette équation a lieu quand (i) elf= o ont lieu en même temps; si donc/= o est une intégrale de (i), l'équation (4) sera une conséquence de f= o, et, par suite, on aura identiquement
dx dy dz ''
a désignant un polynôme de degré m — i. Réciproquement, si cette formule a lieu identiquement, /"= o sera une intégrale de (i). On pourra donc découvrir des solutions de (i) en remplaçant/par un polynôme à coefficients indéterminés et homogène et a par un polynôme de degré m — i .
Quand on connaît un certain nombre de solutions particulières de V équation (i), on peut en déduire la solution générale.
En effet, si l'on connaissait une solution de l'équation
homogène de degré zéro, en l'égalant à une constante, on aurait l'intégrale générale de (i). En effet, si l'équation (4) et la suivante ont lieu
df df ôf
Ox dy dz
on aura
^:(M^-N7)=^:(N^-Lz) = ^:(Lj^-M:r).
et par suite, en comparant avec (i),
àf , àf . df . p . ^
— fte -4- -r- «K -f- -r- rt-s = o, d ou / = const.
Ox dy -^ ôz ' •'
Cela posé, on a identiquement, en appelant o une fonction L, — Traité d'Analyse, V. 6
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de II, r, «V, , . . ,
, • , do ..do ..do do/, du du dx dy dz du \ dx dy
--'iî)
dv \ dx dy
Supposons que u, v, . . . soient des solutions particulières de (i), en sorte que
, du -, du -, du , dv ,,
(^:r dy Uz dx
en appelant a, /^, c, ... des exposants convenables et en posant o{ii, ^\ . . .) = u"i>^ . . . , la formule (5) donnera
^ do ^, do ., do . , 1 I . r^
L -T-^ -r- AI -i -i- N -i = au''-^'xuvf>. ..-,- bv'>-Ui<^2>v. . . dx dy dz
= ç(aa -i- 6|i -!- . . . (.
Si donc on peut prendre «a H- />|3 -|- . . . = o, et, en appelant les degrés de u, v, ..., [jl, v, . . . , si l'on peut prendre «UL -h 6v -r . . . = o, la fonction 'j sera homogène de degré zéro et satisfera à l'équation (4); en l'égalant à une constante on aura la solution générale de l'équation (i).
XIV. — Caractéristiques de M. Fouret
Considérons l'équation différcnlielle
ou y z= -J-. Cette équation définit une famille de courbes, el
l'on a|)pelle caractéristiques; de cette famille le nombre itde courbes pouvant passer par un point donné M, et le nombre V de ces courbes qui touclienl une droite donnée.
Nous supposerons l'équation (i) algébrique : alors le degré de celle ('quation par rapport à y' indiquera le nombre u de branches de courbe passant par le point (x,;-). Si l'on suppose y' constant dans la formule (i), cette équation représentera
le lieu des points pour lesquels les courbes de la famille qui constitue l'intégrale générale touchent une droite parallèle à une direction donnée y' .
Si l'on pose j' '^= y' x -\- c, l'équation
fera connaître le nombre v des poinls où la droite j' =y'a; -j- c touche les courbes intégrales : ce nombre est le degré de y par rapport k x el y.
Application. — L'équation générale des coniques passant
par quatre points est, en appelant s et s' deux polynômes du
second degré en x et r,
s -\- es' =^ o.
L'équation différentielle de ces coniques s'obtient en éliminant c entre
ds , ds j / ds , ds' , \
-7— dx -+- -— ay -T- c -— rfj- -h -— rfv- = o
dx t)/ \ (^^ ')y )
et 5 -h C5' = o ; cette équation est donc
\ t as , às\ I lès' f)s' ,\ _
et le lieu des points de contact de ces coniques avec une droite parallèle ky^=y'x est donné par l'équation précédente ou
i r)s I ds' , / \ ôs F ds'
s dx s dx \s dy s dy
Ce lieu est une courbe du troisième degré qui passe par les intersections des coniques données et par le point de concours des diagonales du quadrilatère inscrit à ces coniques.
11 est facile d'écrire l'équation générale des coniques inscrites dans un quadrilatère : en effet, soient X, Y, Z des fonctions linéaires (premiers membres des équations des dia-
gonalesdu quadrilatère circonscrit); on a, pour l'équation des coniques en question,
En effet, cherchons l'enveloppe de ces coniques : il faut éliminer c entre cette équation et
CX2 — (X2 4- Y2 _ Z2) = O
ce qui donne l'équation des côtés du quadrilatère :
Cherchons l'équation difTércntielle : il faudra éliminer centre (A) et sa dérivée
et l'on obtiendra une équation du sixième degré lieu des points de contact avec une parallèle à y =y' x.
Mais revenons au cas général; cherchons à résoudre le problème suivant :
Trouver le lieu des points de contact des tangentes issues d\in point M et menées à toutes les courbes de la famille dont V équation différentielle est
Soit
(2) F(.r, JK, c) = o
l'équation intégrale, les points de contact cherchés seront donnés par l'équation
a et 3 désignant les coordonnées de M; or on obtient (i) en éliminant c entre (2) et
( 4 ) -r- dx -\- -— dy = o.
^ dx Oy -^
Le lieu des points de contact cherchés s'obtient en éliminant c enlre (3) et (2); or (3) ne dififère de (4) que parce que y'
j est remplacé par ; donc le lieu cherché a pour équation
Il est, comme l'on voit, de degré jx + v, {x et v désignant les caractéristiques de la famille (i). Si l'on suppose a = o, ^ = o, les termes du degré le moins élevé de la courbe seront d'ordre a et par suite, en M, le lieu aura un point multiple d'ordre ^.
Il résulte de là que :
Pour qu'une courbe transcendante puisse faire partie d'un système aux caractéristiques ('j.^ v), il faut que les points de contact des tangentes menées d'un point M à cette courbe soient situés sur une courbe d'ordre <x + v, ayant un point multiple d'ordre !x en JM.
Cette condition est suffisante.
En effet, si elle est remplie, elle le sera en particulier quand on prendra M à l'infini dans la direction y =j''x; soit
l'équation de la courbe de degré !J. + v qui contient les points de contact des tangentes parallèles à y =y' x. L'équation (5) est une relation entre les coordonnées de la courbe transcendante donnée et le coefficient angulaire y' de sa tangente variable, quand le point M se déplace : c'est donc l'équation diff'érenlielle de cette courbe; elle définit un système aux caractéristiques ([jl, v), car, la courbe (5) ayant un point d'ordre [jl à l'infini, son degré est v en x ely; mais ce qui est curieux, c'est que la courbe transcendante ne peut faire partie que d'un seul système (|j., v).
En elfet, si elle pouvait appartenir à deux systèmes
ïC'^^, 7,yj^«- •^•^,7. 7') = o>
80 CIIAPITKE II.
les ('qualions
représenteraient la même courbe algébrique, quels que soient a et [3, et, en particulier, ':>(x, y, y') ^= o et 'i^(jc, jk> JK') = o devraient, quel que soit^', représenter la même courbe algébrique : ces équations seraient donc identiques.
/exemple. — La courbe r = losa: satisfait à -f- = - ou X ~ — I = o ; ses caractéristiques sont (i , i), et elle ne peut
satisfaire à un autre système de mêmes caractéristiques.
La sinusoïde a pour équation j^'- H-y-== «-; ses caractéristiques sont (2, 2); le lieu des points de contact des tangentes qu'on peut lui mener d'un point (a, ^) appartient à la courbe
c'est une courbe du (piatrième degré.
La théorie des caractéristiques, que nous venons d'exposer, est due à M. Fouret.
XV. — Des trajectoires orthogonales
On appelle trajectoires d'une famille de courbes une seconde famille qui coupe les courbes de la première sous certaines conditions.
Les trajectoires orthogonales d'une famille de courbes sont des courbes coupnnt celles-ci à angle droit. Soit
l'équation d'une famille de courbes, c la constante qui entre dans leur érpiulion. En éliminant c entre cette équation et sa
dérivée relative à x on obtient
-T- dx -T- -T- dy =0:
ôx oy ''
c'est l'équation difTérenlielle à laquelle conviennent toutes les courbes de la famille. Réciproquement, si l'on donne une équation différentielle
( 1 ) P <:/:r -T- Q dy = o,
sa solution étant de la ïorn\c J\x , y , c) = o, elle pourra être considérée comme l'équation d'une famille de courbes. Soit donc proposé de trouver les trajectoires de la famille de courbes représentée par l'équation (i); on en tire
dx " Q^
c'est la valeur du coefficient angulaire de l'une des courbes delà famille passant en x,y\ alors ^ sera le coefficient angulaire de la trajectoire orthogonale passant au même point et
dx P
sera son équation différentielle : il est clair que les trajectoires orthogonales forment une famille qui constitue l'intégrale de cette équation, que l'on peut écrire
P dy — Q dx = o.
Exemples. — i°
représente une famille de coniques homofocales; en différen-
tiant, on a
X dx y dy _
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en éliminant u entre ces deux équations, on trouve, en désignant par h- la difTérencc entre a- et b-,
c'est l'équation dilTérentieile de la famille en question.
Cette équation ne change pas quand on change -^ en j-;
donc elle appartient aux trajectoires orthogonales : nous l'avons d'ailleurs intégrée jdus haut.
Les courbes représentées par une équation de la forme
(dyy .. dv
en général, sont à elles-mêmes leurs propres trajectoires orthogonales.
2° Les lemniscates ayant pour foyers les points (' — c, o) et (h- c, o) ont pour équation
a désignant une constante; leur équation différentielle s'obtient par simple différentiation : elle est
{x^ -Hj)'^ -\- c-)( X dx —y dr) — 'ic-x dx = o ;
celle des trajectoires s'obtient en changeant -j- en — -^-; elle est donc
(x^ -i-JK--+- c^){x dy — y dx) — 'xc'^x dy = o ou
(i) (x^ -i-y-)(x dy —y dx) — c-{x dy ~-y dx ) = o.
Le premier terme a pour facteur d'inlégrabilité (p. 41)
, — ; r: — rî en le inullipliant par ce facteur, il devient d '-;
son facteur général est donc - — ; — ; /( — ) • L'autre terme
a pour facteur ¥(xy) : on doit donc avoir, pour facteur de l'équation (i),
, , ' . ,f(^ ) = F(xy),
d'où l'on tire
f(j^) = ^'r-p{^rh
ce qui aura lieu quand les deuK membres seront constants.
On peut donc prendre pour facteur , , ■ En appliquant ce
facteur, l'équation (i) devient
dy — y dx c-( X dy — y dx )
ou
['-^(S)"']''(ï)-''-ïè^''(^-'')=<'
et, en intégrant,
\ = const. = K
X y xy
ou
y"^ — 37- — kxy = — c- ,
c'est l'équation d'une série d'hyperboles équilatères passant en y = o, ^ = z= c,
3" Les trajectoires orthogonales d'une famille de droites j)envent toujours s'obtenir par de simples quadratures; du reste, les droites en question enveloppent une certaine courbe; leurs trajectoires orthogonales sont les développantes de cette courbe : nous allons donc avoir à notre disposition une méthode nouvelle pour trouver les développantes des courbes planes.
L'équation des droites en question est une équation de Clairaut : c'est l'équation d'une tangente à une courbe en fonction de son coefficient angulaire ('p. 6gj-, elle est de la forme
y =-yx-^fiy')
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Les trajectoires orthogonales s'obtiendront en remplaçant j'
par -; on aura alors
c'est une de ces équations qui, mise sous la forme
y-^y =Ay')^
coïncide avec l'équation de Lagrange et peut s'intégrer par de simples quadratures.
Les courbes intégrales n'ont pas en général d'enveloppe, mais Tcnveloppe est remplacée par un lieu de rebroussements (jui est la courbe elle-même.
4° Cherchons encore l'équation des trajectoires orthogonales d'une série de paraboles homofocales ayant le même axe
Leur équation difTérentielIe, obtenue en éliminant p entre cette équation et sa dérivée relative à x est
\dx on en tire d'abord jk ^~= o, puis
\di) ~
y^-Tx -■''-yiLc-y-'-'''
dy
Cette équation est telle t[U(; le produit de ses racines est — i ; donc elle est aussi celle des trajectoires orthogonales et il est inutile de l'intégrer; les paraboles en question sont donc à elles-mêmes leurs propres trajectoires.
Si cependant on tenait à intégrer ré([ualion à laquelle on est |)ar\iMiu, on poiniMil pii'ndre pour variables ./" et
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/• = ^x- -T-y- ; en effet, l'équation proposée, résolue par rapport a j-j donne
dx
dy X ±1 \J x- -5- V'
y dy = dx{x — r).
dx y
et, le changement de variable effectué, on a
/• dr — X dx = x dx z:= r dx OU
r dr ^ {IX ziz r) dx.
Cette équation (p. 55; est homogène; son intégrale est
r — X = const. ou r — x ^= p,
qui revient à la proposée.
5" Parmi les courbes orthogonales, nous signalerons encore les ovales de Descartes, représentées en coordonnées bipolaires r et /■' par les équations suivantes, où a est une constante donnée et a, |j des constantes arbitraires,
ce que l'on peut vérifier en construisant les normales aux deux courbes par la méthode de Poinsot. Les mêmes équations dans le système pôle-directrice fournissent aussi des courbes orthogonales.
6" La méthode de la transformation par rayons vecteurs réciproques n'ahère pas les angles; elle permet donc, étant données des figures orthogonales, de trouver un autre système également orthogonal.
-" Les transformations liomographiques altèrent en général les angles; on peut toutefois se demander quelles sont les lignes orthogonales qui restent telles après avoir subi une transformation homographique.
Pour répondre à cette question, on peut disposer les figures de manière qu'elles soient homologiques : cela fait, en prenant le centre d'homologie pour origine et l'axe d'Iiomo-
logie parallèle à l'axe des y, on a les formules de ti-ansforma-
tion (p. 59, t. IV)
ar
a cl // désignant des conslanles. Soient 0 et cl deux caractéristiques relatives à deux déplacements orthogonaux : on aura
SX d\ -
oYdY = 0,
0J7 dx -■-
- OJ'
dy — 0.
Or on a
dX =
ah d.r
^^. ahox
{x-hf
K^X — hf'
ady
ay dx
„^, a Zy ay ùx
X — Il {x—h)- X — h (x — hy^
(■i) donne alors
F— 7 H — 1—r \ox dx -i- 7—; oy dy
l{x-h)* {x — h)'*] (x--/iï^ -^ -^
— ( ox dy -!- oy dx )
{X — hy ou, en vertu de (3),
{x — /ifl\dx/ ] dxl{x — hf {x-hy* {x—h)'»} '
ce que l'on peut encore écrire
Si l'on remplace x — h par :c et ^ par y', on a
xy(y'^ — i) ~7'(x2 — j2 _ /,2 , -_ o.
Ou reconnaît l'équation d'une série d'ellipses et d'hyperboles homofocales : h est la demi-dislance focale, a: — h = o ou X = h est récjiialion de lotis les grands axes ([). 'j4)'
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XVI. — Méthode propre à fournir une infinité de systèmes orthogonaux.
Nous avons vu que, s\f\x +y\/ — i ) = X + Yy/ — i désignait une fonction monogène, c'est-à-dire une fonction ayant
une dérivée unique, on avait
, , d\ ÔY
dY dx
Si l'on fait décrire au point dont les coordonnées sont x eiy un certain chemin, le point X, Y décrit un autre chemin correspondant. Appelons 5 et S ces chemins : on a
/dX . àX . Y (dY . dY .
^ -^ \âx ûy dy dx j
dix. Y)
dS est donc proportionnel à ds. Il résulte de là que, si l'on considère un triangle infinitésimal de côtés ds, ds', ds" , décrit par le point (x, y), à ce triangle correspondra un triangle de côtés <^S, f/S', <:/S", décrit par le point (X, Y); les côtés du second triangle étant proportionnels à ceux du premier, ces deux triangles sont semblables; ils ont donc les angles égaux, et, par suite, à deux courbes ds, ds' décrites par le point {x,y) correspondent deux courbes dS, dS' décrites par le point (X, Y) qui se coupent sous le même angle. Nous allons maintenant étudier les conséquences de ce théorème. Supposons que le point (X, Y) décrive des droites issues de l'origine et des circonférences concentriques à l'origine : l'argument de J'(x) dans le premier cas, son module dans le second cas, resteront tour à tour constants ; les lignes décrites par le point (X, Y) sont orthogonales ; donc les lignes décrites par le point (x, y) seront aussi orthogonales.
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(^iiand le point (X, Y) décrit les cercles en question, on dit que le point {x,y) décrit les courbes d'égal module de la
fonction /(^+yv-""Oî ^uand (X, Y) décrit des droites issues de l'origine, le point {x^y) décrit les courbes d^égal argument de /(.r -\- y sj — i ) : les courbes d'égal module et d'égal argument sont orthogonales.
Clicrclions les courbes d'égal module d'une fonction rationnelle
<7, b, .... a, [3, ... désignant des quantités constantes. Faisons z =^ x -\- y\J — i ; le module de/(:;) est égal à
modCz — ^)mofl( z — h) . . .
mod(^ — a) inocl(^ — ?> • • •
or le module de ;; — a est égal à la distance /•« du point z- au point rt; les courbes d'égal module, c'est-à-dire le lieu des points pour lesquels le module dey(G) sera constant, jouiront donc de la propriété exprimée par l'équation
, , rn ri, ...ri
(2) = const.
r%rf^ . . . r\
L'argument (le/(-c) est égal à
arg( J — a) + ar-(^ — b)-r...— arg(5 — a) - arg(x: — |3 1 — ... ;
or arg(^ — a) est égal à l'angle 8^ que fait la droite allant du point a au point z avec l'axe des x\ les courbes d'égal argument de f{z), c'est-à-dire les lieux des points pour lesquels l'argument de f{z) est constant, ont pour équation
(3) Oa-j-Oi-}-...-rO/—Oa—0;i — ...-Ox= const.;
les courbes définies par les équations (2) et (3) constituent donc un système orthogonal.
Nous allons établir quelques propriétés des courbes qui nous occupent :
1" D'abord leurs tangentes se ronslruironl on ne peut j)lus
facilement j)ar la mélhode de Poinsot et, par suite, les tangentes à leurs trajectoires orthogonales (t. Il, p. 26); leurs rayons de courbure sont fournis par la méthode exposée (t. II, p. 122).
2° Elles présentent parfois des points multiples : ces points multiples sont les points où la dérivée de f{z) s'annule, cl les tangentes au nœud forment les ravons d'un polvgone régulier, résultat que j'ai donné dans ma Thèse.
3° Reprenons l'équation
l'a ri, .../'/ .
il) = const. = A.-.
ro^r^ ... n
Soient rt, et ao les coordonnées du point o, 6, et Oo celles du point 6, etc.; on aura, en appelant x, y les coordonnées d'un point de la courbe,
et, si l'on pose
Cly -r «2 \J I = «, «1 ■ — «2 \J — t = a' .
etc., on pourra écrire (i) ainsi
(z — aMz' — a'Mz — hMz'^h')...
ou, en posant, égale ày''(:;'), la fonction obtenue en changeant, dans f, a, b, . . . , z, ... en a', b'., . . ., z' ....
iNous ferons
en désignant par 'j>, 'L, 'i', -V les fonctions entières qui servent de numérateurs et de dénominateurs à /et /'; (2) s'écrira
alors
oiz) _ ^'iz') 'h( Z) ~ " o'{z')
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OU, en appelant o et oj' deux constantes,
O(z) — t0'il(z) _ /C- •y { Z' ) — Ui 'Si' ( z' ) o{Z) -r-(}j'^{Z) A-2 Cfi'iz' ) -r- at'o'{z' )
c'est-à-dire
\o(z^-^<^i>(z)][k^'yiz')-oi'o'(z')] ^ ' [o(^,)-^(o'i(x;)J[A-24/'(^')-.-wtp'(^')J ~^-
Cette équation est de même forme que (2), mais les points fixes ne sont plus les mêmes; ce sont les racines d'équations nouvelles difl'érentes de cp = o, cp' = o, 'l = 0, -V := o ; mais les nouveaux pôles ne seront pas les mêmes pour toute la série de courbes à laquelle appartenait la courbe définie par l'équation (i) pour une valeur donnée de k. Donc :
Une fonction rationnelle étant donnée, ses courbes d'ég'al module pourront être les courbes d'égal module de bien d'autres fonctions rationnelles. Cette remarque est de M. Darboux.
4" L un des nouveaux pôles pourra cire choisi arbitrairement; en elfet, on peut choisir co et w' de manière que le premier membre de (3) s'annule ou devienne infini, pour deux valeurs données, l'une de z et l'autre de z' .
5" On peut déterminer les foyers des courbes qui nous occupent de la manière suivante : formons l'équation (3) et déterminons o) et co' de manière que deux des nouveaux pôles soient confondus; léquation correspondante de la courbe sera, par exemple, de forme
l'î-ç ri,- .. ri _ ^, /•« r^...r\ '
et les points d'où émanent les ravons doubles seront évidemment des foyers.
Les courbes que nous venons d'étudier sommairement com-
prennent le cercle -" = const., la lemniscate /Vt l'i, = const. ; on peut donc dire que :
Les trajectoires orthogonales cV une série de cercles, tels que le rapport des distances de leurs points à deux points fixes soit constant se compose d' une série de cercles passant par les deux points fixes.
Les trajectoires ortJtogonales d'une série de lemniscates ayant les mêmes foyers sont des hyperboles écjuilatères qui passent par les foyers.
La théorie des imaginaires fournit encore un autre exemple de trajectoires orthogonales; ainsi les équations
^\ _ ^ d^ __àf ()x Oy dy ôx
qui expriment que les premiers membres des équations
\dy -^ Y dx — o, X dr — Y dy = o
sont des dilïérentielles exactes, expriment aussi que les courbes représentées par ces équations sont trajectoires orthogonales les unes des autres. De là une foule de systèmes dont les trajectoires orthogonales s'obtiendront par des quadratures. Quand on prend X 4- Yy/ — i = x + yy/ — i, les équations précédentes représentent des hyperboles équilatères. Quand on prend X -r Y y — i =: ( x -\- y y — \)' , on a les courbes orthogonales
x-y — — - — const., xy- = const.
XVII. Sur les connexes
Considérons une équation à six variables, homogène,
dans laquelle J", y, z sont les coordonnées d'un point et L. — Trailé d' Analyse, V. 7
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;, r,, V les coordonnc'es tangentielles d'une droite. Cette équation représente ce que Clebsch appelle un connexe. Un connexe est algébrique ou transcendant, suivant que son équation est algébrique ou transcendante.
Dans le cas où le connexe est algébrique, son ordre est le degré de /par rapport à x, j', z. Sa classe est le degré àe f par rapport à ^, r,, J^.
Clebsch appelle coïncidence l'ensemble de deux connexes on pbitot l'ensemble des valeurs :r, j^, z\ ç, y,, Ç satisfaisant à la fois aux équations de deux connexes.
Si l'on considère trois connexes, on peut entre leurs équations éliminer .r, >', z ç>\\ ç,'/-, , ^; ils peuvent donc être censés représenter un couple de courbes, l'une en coordonnées ordinaires, l'autre en coordonnées tangentielles.
Considérons un point P et une droite D appartenant an connexe (i), c'est-à-dire dont les coordonnées satisfont à l'équation du connexe; simultanément, P et D constitueront un élément du connexe.
Au point P correspond une courbe enveloppe Y (jui a pour équation (i), dans laquelle ^, y^ z sont remplacés par les coordonnées de P; de même à la droite D correspond une courbe C, dont l'équation est (i), dans laquelle ^, r,, "Q sont remplacés par les coordonnées de D, et, si le connexe est de m' '"" ordre et de /?''""' classe, m et n seront le degré et la classe des courbes F et C.
Ceci posé, soient P et D un élément du connexe (i), P étant un point de Cqui correspond à D, et D une droite tangente à r qui correspond à P. Soient ^), i',, :;i les coordonnées du point 1\ de contact de D et P; H,, r, ,, U) les coordonnées de la tangente D, à G menée par le point P; P, etD, constitueront un élément d'un nouveau connexe que l'on appelle conjugué du premier (i).
Le point (x, , r, , c, ) est à Tintersection des deux tangentes l, r,, j; et i -I- ^/^, Ti H- dfi, X.-^d'Ç: la droite Ç,, t,,, ^i joint les j)oints .r, y., z cX x -¥- dx, y -\- dy, z -\- dz, x, y, z restant constants <pi;m(l ç, y,, t reçoivent les accroissements
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<r/ç, r/7, , d"^ et H, r,, v restant constants quand x^ y, z reçoivent les accroissements dx^ dy, dz. On a donc
df , , àf df ,
( i ) —- ax -^ -— dy -i- -— «-3 = o,
dx dy -^ ()z
oç or, t>^
On a d'ailleurs
X\ Tl Z\
r^dl—l dr, ^d'^^X d\ \ dt
(^\ ?i ^ "^ii ^ ^1
j^' rf^ — ^ ^(k -2 dx — X dz xdy — y dx
et, comme conséquence de ces équations,
Xi^q -+- yiT
ij) \\X ^ r,iy -T-Çi^ - o,
( 8 ) Xi de, -+-/! dr, -r- Zi dt ~ o,
{9) ^idx-^r^idy—'tidz^o.
Si l'on remarque qu'en définitive dZ. et dz sont nuls, les formules (8), (9), (2) et (3) donneront
[ J_ àf _ ji_ ôf _ ^ âf
\ '^i dx ~ Tji dy ~ r^i dz' (fo)
\ xi d'^ ~ y; ô^, ~ T, <)t/
en éliminant entre ces équations et (i) Ç, 7,, ^, x, y, z, on aura l'équation du connexe conjugué.
Le conjugué du connexe conjugué de/= o est le connexe /= o lui-même.
En ellel, soit F(.r,, j^i? ^1 ; ^o '^15 ^ij--" ré(|uation du connexe conjugué de f=o; si, dans r<'-(|uation F ^:= o, on remplace x,,y,, ^,, ;i, r, , , î^, par leurs \aleuis proportion-
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nelles (lo), on reproduira y* à un facteur M près. Ainsi
ou, en posant pour abréger ^ =/,..., ^ =/',
F(/,, ...; /,. ...) = M/{x, ...,l .■•); or le connexe conjugué de F sera donné par 2^ ^ _ _i_ ()F _ 1 dF
2^aF_ji_dF_ic)F
■^2 à\i ~ yz àr^i ~ z, (9Çi' ~ '
ou, si Ion veut,
£dF_ _L^_ F--
OU bien encore, en observant (juc y^ o et que, par con-
sequent, —~ = M -r- ^
1 ' ni i\'Ê
1 df \ df \ df
"pr '
] Il '{/■; ^2 àf, -_, ôf,
' ^2 àf\ y., df, z, df, ' J °-
Or on a
et, par suite,
donc
nf-^f\"^-r-Ar,~~fiZ,
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Il résulte de là que
les formules (i i) donnent alors
f_ — !L — 1. ^__J1_^ ^■•2 ^ y-i "^ ^2' U " -^,2 ~ Xi'
ce qui démontre notre théorème.
Pour terminer ce que nous avons à dire du connexe conjugué, nous ferons observer qu'un connexe peut être son propre conjugué; les connexes, qui sont à eux-mêmes leurs j)ropres conjugués, sont définis par l'équation
¥ ^\[ àf.Of ôf âf
d^' dr/ rf;' dx' àj' àzj "'
dont il paraît difficile d'obtenir la solution générale, mais dont on peut avoir facilement des solutions particulières.
XVIII. — Coïncidence principale. — Connexe identique
Le connexe
(i) ar^-h/T, — ^^ = 0
estce que l'on appelle le connexe identique; au point (.r,j', z) dans ce connexe, correspondent toutes les droites passant par ce point, et à la droite (^, vi, Z,) correspondent tous les points situés sur cette droite.
Soit
l'équation d'un connexe quelconque : les équations (i), (i) représenteront ce que l'on appelle la coïncidence principale du connexe (1). Dans cette coïncidence, au point [X^y^ z)
correspondent un nombre fini de droites passant par ce point, et à une droite (i, rj, ^) correspondent un nombre fini de points situés sur cette droite.
Supposons que l'on donne à x^y, z des valeurs a, b, c\ en vertu de (2), la droite (^, r,, Z,) enveloppera une courbe F; et, en vertu de (i), (2), au point (rt, b, c) correspondra une ou plusieurs tangentes à F contenant le point («, b, c). Si Ton donne à (ç, r,, "Ç) des valeurs a, [3, y, le point (>^,y, z) se trouvera, en vertu de (2), sur une courbe C, et, en vertu de (i^ et (2), à la droite (a, ^, y) correspondront un nombre fini de points situés sur la courbe C et sur la droite (a, ^, y).
A chaque point {^x^y,z) correspondent un certain nombre fini de droites passant par ce point ou, si l'on veut, un nombre fini d'éléments clx^ dy, clz dans la direction de ces droites; entre x^y^ z eldx, dy, dz, il existe une relation que nous allons chercher, et qui définit une famille de courbes.
Quand x,y^ z croissent des quantités dx, dy^ dz, dont il vient détre question, ç, r,, ^ restent constants : on a donc, non seulement
ç^^-TQj-i- t,z =0, mais encore
^ dx -r- Ti dy -r- l dz =0
et, par conséquent,
ç ri K .
y dz — z dy z dx — x dz x dy — y dx'
portant les valeurs de ç, r,, J^ dans (2), on a
(3) f{x,y, z,ydz—zdy, z dx — x dz, x r/y — y dx) = o;
telle est l'équation différentielle qui définit la famille de courbes dont nous avons parlé et que nous appellerons les courbes connexes de /= o.
De même à chaque droite (q, r, , Ç) eorrcsjiond un certain nombre fini de points sur cette droite, et, quand (i, Tj, k) subissent des accroissements r/;, r/r,, d^^ de manière qu'elle tourne autour de l'un de ces points, il existe des relations
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entre ç, r,, '(^ qui définissent une enveloppe dont l'équation différentielle est
/(^. (i"^ — ^(frn ■■■■ ;, Ti, O -= O,
et qui sont aussi des courbes connexes dey= o.
XIX. — Rôle des connexes dans la théorie des équations différentielles du premier ordre.
Considérons maintenant une équation différentielle du premier ordre, si Ton y regarde la variable x et la fonction j- comme les coordonnées d'un point, on pourra la présenter sous la forme
et, sans nuire à la généralité, sous cette autre forme o{x, y, dx^ dy, x dy — y dx ) = o
OU enlin, en remplaçant x par - et y par -- :
( I ) <f (^, y^ ^-1 y dz — z dy ^ z dx — x dz, x dy — y dx ) = o,
'j désignant une fonction homogène par rapport à x^y, z\ dx, dy, dz.
Mais, d'après ce que l'on vient de voir, si l'on considère la C(/i'ncidence principale
ses courbes connexes auront (i) |)our équation différentielle; ainsi toute équation différentielle du premier ordre représente les courbes connexes d'une certaine coïncidence principale.
Cette remarque est féconde, elle conduit à des conclusions importantes louchant la théorie des équations différentielles.
io4 en A PI tri: II.
\l[ d'abord, ('tant donnée une coïncidence principale
algébrique de degré fn et de classe n, on peut la remplacer par
M désignanl une expression de degré ni — i cl de classe n — i et A désignant l'expression r ç -J- ir, -h ^C- ^^ ^6 change pas ainsi les courbes de coïncidence ; de là un moyen de transformer une équation différentielle en une autre qui dépendra de la forme attribuée à M et qui pourra être parfois plus facile à intégrer.
XX. — Transformation des connexes et des équations différentielles.
On peut simplifier un connexe /(a;, j)^, :;; ;. y,, Ç' — o en lui faisant subir une substitution, telle que
Vl ^2 V3
'j,, '^2, 'J3 ; '];,, -Jyo, 'i/ii désignanl dos fonctions entières de .r. y, ::; ^. y,, Ç On lui fnil alors subir ce que l'on appelle une substitulion rationne/le. On peut faire subir la même substitution à une coïncidence, et, en nous plaçant au point de vue des équations différentielles, on peut se demander :
Quelles sont les st/h.sf/fi(/ions(i). (2) r/tti IransfornienL la eoïncidence prinripalr du connexe
en une nuire coïncidence principale?
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Ces conditions exigent que
^x -^ rj' — ^z — o et ^ dx — r, dj — H^ dz = o
deviennent
^'x' -^ t/ v' — Çz' ^ o et ;' dx' — r/ dv' -r- ^' dz' — o
La première de ces formules doit donner lieu à l'identité
(4' '^r^j,-'o,'l,~'^rl,= Mf^^(Tl--yr,^z::);
la seconde peut s'écrire
Or on a
X de —y dr^ — z d1 = o,
x\ -:-jrj -5^ =o, ^/i — r/2 — -/s =0,
/i^ A" 5/3,/',, /o 5/3 désignant pour abréger^, ••••^' •••;
de ces équations on conclut pour dz,, ch^, dX^ des expressions de la forme
^ f^ ) ^; -fx dX) — \ d\, dr^ =/o f/U — -r, ^V, ^Ç =-- f^ d\} - !: d\ .
De même
^-) dx=-f\d\j' -xd\'\ dy=f'.,d{}'- yd\\ dz^/'^dlj' -^ zdW';
portant ces valeurs dans l'identité
fidx —fo.dy-f^dz -r-f\d\-f\_ dr, — /; < ^ o,
on a, toutes réductions faites,
c'est-à-dire dV ^^ — dV; car, en général, y étant donné, on
n'a pas/, /", ^- f-if ., —.A/J, - ' f>- Or l'équation (5 ), en vertu
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de (6) el ('7). devient aussi
àoi do
ou, en verlu de dU -h dV = o el de
s désignant le degré de ca,,
r P C?V -:- P' rfV") ( (p 1 -^, - CP2 J;2 ~ 03 ^3 )
P et P' désignant des polynômes entiers; cette équation peut s'écrire
Si l'on soumet l'équation (4) à l'opération
^\d'c, ()x Ox d\j ' on trouve
Pour que la coïncidence principale de f ^= o se transforme en une autre coïncidence principale, il faut qu'il existe des polynômes M', N', M", N" donnant lieu aux identités (S) et (g).
XXL — Sur le facteur d'intégrabilité.
Toute équation différentielle du premier ordre peut théori<|ncmcnt être ramenée à la ("orme
P dx -r-Qdf =o
OU, en remplaçante par - et j' par ^,
Vi^zdx — X dz)-\- Q(^ dy —y dz) = 0,
et cette forme est un cas particulier de la suivante
(i) 'Liy dz — z dy \ ^'^\{ z dx — x dz\ — '^{x dy — y dx \ — 0,
qui représente les courbes connexes delà coïncidence principale
L, M, N désignant des fonctions de x^ y, z. Cherchons le facteur d'intégrabilité |x du premier membre de (i ) ;
\x\L(y dz — z dy .-^'\\{z dx — x dz ) -t-'^{x dy — y dx ) ]
doit être une différentielle exacte; par suite, on doit avoir
dz dy
d\i.{\.y — ^\x) _ ()|jl(M^ — Nj)
dx ôz
d[j.(Mz — N j I _ dixC^x — Lz)
dy dx
Si l'on développe la première de ces formules, par exemple en désignant par m le degré des fonctions homogènes L, M, N, on trouve
\ dz dy I \ dz *^ dy J
/d?i dM\ , [ dL d\.\
-^^^\Tz---dy)^'''^'-^—^'-\:Tz-^y-dy)'-''
ou bien
dx dy dz j \ dx dy dz J
fdL dM dN ^ \ f dL dL dL\
ikx — -H ! — 2uL — \i ( X !-r- — r---— =0.
•^ ^^dx dy dz/ ' ^ \ dx -^ dy dz /
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Soit pour iiii inomcnL a le degré de [x : cette équation, en vertu du lliéorème des fonctions homogènes, deviendra
\ Ot oy Oz_
l'dh dM dn\
' \0x Oy Oz' ' '
si donc on avait
a - 2 — m ' o ou a = — m — 21. on aurait simplement
^^' dx oy dz ' \dx ây dz /
et chacune des formules (3) fournirait la formule unique (4)- Cette formule ( \) fournira un facteur d'intégrabilité du degré — m -I- 2 V
M. Darboux a remarqué que l'on )>ouvait simplifier l'équation (4) et supposer
dl. _ t)M ^ ()\ _
âx ' dy dz
en effet, en ajoutant au premier membre de (4) l'expression nulle
\[x{y dz — z dy) -+-JK( ^ dx — x dz)-^ z(x dy — y dx}\,
où A est homogène de degré m — 1 , l'expression
dL ÔM dN
âx dy dz devient
dih-'-Xx) d{M~Ay) d(M-+-Azi
àx dy dz
OU
dL dM dN
dx dy dz
•I cr, 1 1 àL dM , ^N , ,
il sutlit donc, pour annuler h -r 1 — 1^> de prendre
c/jc oy^ o*^
_/(^L dM dN\ I
dM __ dN\ dy '•' 'dz)
\ dx dy ' dz J m -r- 1
XXII. Problème des trajectoires réciproques
Le problème des trajectoires réciproques^ qui a été robjcl des recherches de Jean Bernoulll et d'Euler, peut s'énoncer comme il suit :
Trouver une courbe MN {Jig- i), telle que sa symétrique par rapport à Vaxe des y, transportée parallèlement à l'axe des y, coupe toujours cette courbe MN 50Z/5 le même angle.
Soient M' N' la symétrique de MN par rapport à l'axe des
y] M" N" cette coui'be transportée parallèlement à l'axe û.esy on devra avoir toujours
MBM"= MA M'.
Soient X l'abscisse OP et y l'ordonnée PB,
PQ=y et MAIVI' = a;
angle MBM" = a,
on devra avoir c'est-à-dire
arc tans -; h arctaiiir -j-, — a.
dy " dy
no C H \ P I T U E I I .
Or y' est une fonction connue de x; car, l'équation de la courbe primitive étant r =/(r), on aura
on aura donc
arctang -^ — - -^ arctang -^
Si l'on fait
arctang -n- — x = o(^);
on a
pour résoudre le problème, il suffira donc d'égaler à une fonction impaire quelconque arclanir-:;; a, et l'on
aura
^^ = tang[ia^<f(^)],
/(a:) = / cot - a -H o{x) dx.
XXIII. — Problème de Biot
Trouver une courbe plane telle que tous les rayons lumineux émanés cVun point fixe A, après deux réfiexions sur la courbe, viennent repasser par le point A.
Rapportons la figure à des coordonnées polaires : prenons le point A pour pôle et soient M et M' les points d'incidence du rayon lumineux émané de A; soient /", 0 les coordonnées polaires de M; /', 0' celles de M'; soient enfin u et jjl' les angles que les tangentes en M et en M' à la courbe ciierchée font avec les rayons /■ et r respectivement; il est facile de voir que l'on a
,ji — ;x' ^: 0 — 0' ou [x -- 0 = [i! -- 0' ;
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donc l'angle u. — 0 est constant, ce qui fournit l'équation
différentielle
tano;;x — tanijO
I -T- tang'x tan^tj
a désignant une constante. Cette formule donne
rdb — «?/-taniîO
dr _ I — a tans; 6 je. _ d[ a cos 0 ~ sin 0 ) /' a -H tan g 6 acosÔ-^sinô '
on en conclut
r = c{a cos 6 -h sinO i.
c désignant une constante : cette équation est l'équation générale des cercles passant par l'origine.
EXERCICES ET NOTES
Voici des exercices relatifs aux équations que l'on intègre imméfliatenient ou par des quadratures.
Intégrer
"1. Intégrer
ydx^'i.xy -r-y^ — i)— dy(2xy -t- x- — i)]
{x^yf-
3. Entre les coordonnées à l'origine «, b de la normale à une
courbe, on a la relation — = const., quelle est cette courbe? o
IMémc question en remplaçant le mot normale par le mot tangente.
4. Trouver une courbe dans laquelle la dislance d'un point fixe à la tangente est proportionnelle au rayon vecteur issu de ce point, — au carré du rayon vecteur, - - à l'inverse du rayon vecteur.
r>. Trouver une courbe dans laquelle la normale et la tangente interceptent sur une droite fixe un segment de longueur constante.
6. Trouver une courbe dans laquelle la normale, la tangente et une droite fixe forment un triangle d'aire constante.
Les questions suivantes se rapportent à la recherche du facteur d'intégrabilité.
Intégrer
d.r(x — ky)— dy^y — kx) = o:,
c'est une équation homogène; un facteur a pour valeur
{x(x — /rr I — v(r — A-r^]-' :
on propose d'en trouver un autre et d'en conclure l'intégrale générale.
dv . .
11. Pour intégrer l'équation j' =/(;r,j''), où j''= -.-> on la diffe-
rentie et l'on a
"^ dx ' Oy' dx
Prouver que le facteur À d'intégrabilité de cette dernière équation satisfait à
— ■ ( _ii — r' — X = -^, i .\lexeieff. )
dy \ dx ' I dy dx
Les exercices suivants conduisent à des équalinu'i liotnogénes ou réductibles à de telles équations.
12. Trouver une courbe ilans laquelle la normale et la tangente sont également distantes d'un point (i\e.
13. Trouver une courbe dans laquelle, le rayon Accteur étant décomposé en deux droites suivant la normale et la tangente, l'aire du rectangle de ces deux droites soit proportionnelle au carré du rajon vecteur.
ÉQUATIONS 1)L P K K M 1 K K U U U K K. Il3
li. Trouver une courbe dans laquelle le rapport des distances de la normale à deux points fixes soit constant.
io. Trouver une courbe telle que le lieu des milieux des tangentes ou des normales soit une ligne droite.
Les questions suivantes se ramènent à 1 intégration d'équations linéaires.
Intégrer
dv y dx X
dy y dx x-
Les exercices suivants sont relatifs aux équations que l'on peut intégrer en les difi'érentiant.
21. Entre les coordonnées à l'origine de la normale (ou de la tangente) d'une courbe a et b, il existe la relation
a -^ b := const. ou aO = const.;
trouver la courbe.
u/| ciiAi'iTur: II.
22. Trouver une courbe dans laquelle la portion de normale interceptée entre deux droites rectangulaires soit constante.
2Ii. Trouver une courbe dans laquelle le |)roduit des distances de la normale à deux points fixes soit constant.
24. Trouver une courbe dans laquelle la normale et la tangente interceptent sur une droite fixe des segments dont le rapport soit constant.
2a. Trouver une courbe dans laquelle la distance de la normale à un point fixe soit |)roportionnelle à l'arc. (Exprimer les coordonnées polaires de la courbe en fonction de l'arc.)
26. L'équation de Cluivaut y =^ y' x —/{y' ) est la seule que l'on intègre en y remplaçant j' par une constante. (M.vxsiox.)
27. Courbe dans laquelle la projection de la normale sur le rayon vecteur est constante.
Intégrer
( i -i- X- )y'- — 2 xyy' — ( i - r- ) -- o.
',](). Trouver la route suivie par un rayon lumineux qui traverse un milieu dans lequel l'indice de réfraction varie proportionnellement à la profondeui'.
ol. Trouver la développante de la chaînette r = { e'"-^"— e- '"•'")
en prenant pour origine de cette développante sur la courbe le point le plus bas de la chaînette. — Cette développante porte le nom de tractrice; — la tractrice est la courbe dont la tangente est constante : — c'est aussi la trajectoire orthogonale d'une série de cercles ayant leurs centres en ligne droite et le même rayon.
32. Trouver les trajectoires orthogonales d'une série de cercles tangents à deux droites quelconques.
33. On appelle trajccloii-cs oh I irj ne s û'unct famille de courbes les courbes qui coupent celles-ci sous un angle constant.
Trouver les trajectoires obliques des tangentes au cercle.
34. Trouver les trajectoires ob^ques d'une série de paraboles ayant même foyer et même a\c.
35. Trouver une courbe telle que, si sur la tangente, à partir du point de contact M, on prend une longueur constante I\1N, le lieu des points i\ soit un cercle. (Prendre des coordonnées polaires.)
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36. Trouver les trajectoires orthogonales d'une série fie cercles de rayon constant passant pai- un point fixe. — La tangente polaire de ces courhes est constante. — Trouver les développées de ces courbes.
37. Trouver les trajectoires orthogonales d'une série d'hyperboles équilatères ayant les mêmes asymptotes (hyperboles).
X-hYy^ — i = dn(.r-^j>' / — i
et si l'on suppose alternativement .r = const., j^ = const., on obtient des courbes orthogonales lieux des points X, Y, que l'on demande d'étudier.
(SiEBECK. C relie, t. ol.)
41. Trouver l'équation générale des courbes dont l'arc est égal au segment intercepté sur une droite fixe par les rayons vecteurs des extrémités de cet arc, issus d'un point fixe ( ces courbes ont été étudiées par M. iMaurice d'Ocagne).
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I. — Préliminaires
On appelle équations linéaires les éqiialions de la forme
ou, en posant, poiiraljreger, -j^. =y',
Xo7« -i- X, j«-i ~ . . . -t- X„ j = p,
dans lesquelles X„, X„_,, ..., Xo, P sont des fonctions quelconques de x', P est ce que l'on appelle le second membre de l'équation.
Nous étudierons tout d'abord les propriétés des équations sans second membre : nous allons voir en cflet que, ijuand on a intégré une écpiation privée de son second membre, il suffit d'ajouter à l'intégrale trouvée une solution de l'équation avec second membre pouroblenir la solution générale de cette équation. Nous verrons dans la suite comment on peut toujours déduire de l'intégrale de l'équation privée de son second membre une solution de l'équation avec second membre, et cela au moyen des quadratures.
Soit u la solution générale de l'écpiation
An -y- 1- Al —, r -j- . . . -y- A„ 1 = O,
(|ui n'esl autre rjuc (i), dans hicpielle on a remplacé P par
zéro; on aura itlentiquement
Soit aloi's z une solution de J'équation (i) : on aura
si alors on fait r = u + z, l'équation ( i) deviendra
/ rJ" Il \ ' ri" -
et sera identiquement satisfaite en vertu de (2") et (3). Or a renferme n constantes arbitraires, puisque c'est la solution générale de (2); donc u -f- z^ renfermant ces constantes aussi, est la solution générale de (i): donc :
THitonÉAiE. — Pour obtenir la solution générale d'une équation linéaire, il suffit d'ajouter à la solution générale de cette équation privée de second membre une solution particulière de Véciuation proposée elle-même.
II. — Forme de l'intégrale générale d'une équation linéaire sans second membre.
Théorème I. — Si y^ est une solution de l'équation
^ ' " dx"- dx»--^
que nous écrirons aussi
(I) Xo7«-X,7«-i--...-v-X„r = o.
dans laquelle Xq, X, , . . . , X„ désignent des fonctions quelconques de X, et, si c, désigne une constante arbitraire, C) j'i sera encore une solution de la même équation.
En eflet, puisque j)-, est solution de ré(|ualion (i i, on aura
Xoy'i - ^irV • -^ . . . - x« j. - o
ii8 ciiAi'iTiu: III.
et, par suite aussi, en niullipliant par C|,
XoCi7^'-î-XiCij','-i-H...~X„c,7i = o,
ce ([ui exprime queci l'i esL une solution de l'équation (i).
Théorème II. — En général, si l'on désigne par y^,
y». . . . , yi des solutions de l'équation {i) et par Ct,C2
a des constantes arbitraires, l'expression
Ciyi^Ciyi^...— Ciyi
sera encore une solution de la même équation.
En effet, si l'on remplace dans l'équation ( i ) Ja fonction y C1J1-HO272 — •••-^c/Jn
par
on trouve
■ -^ Ciy'l )
Ciri
— X„(CiJ»-, -r- C2J2 -:-...— ayi
c'est-à-dire
c.CXoj?-^ X,7'/-' ^- • ■- X„j, I c,(Xoj?-X,7r'-i-...^X„j2)
()vyi^ y.,, ■ . . étant solutions de ( ii, les coelficicnls de c,, Ci, • . •, Ci sont nuls : l'équation (i ) est donc satisfaite pour y = c,yt-i- c.2y-2 -h . . ■ -r c/ 17. c. q. f. n.
Avant d'aller plus loin, nous établirons la proposition suivante, dont nous ferons un fréquent usage.
Théorème III. — Si entre les fonctions ii, y-^ • • • ? J'« de X et leurs déri^'écs, il existe une relation de la forme
ii-i ^,'i-\
yn
on aura identiqucmenl
«1, rto' • • • 1 ^hi désignant des constantes.
En cfl'el, la formule (i) ayant lieu, il existe des quantités >.,, X.y-i ■ • • 5 '*'« qi" "6 sont pas toutes nulles et telles que
si l'on différentie ces équations, en combinant chaque équation dérivée avec celle qui la suit, par soustraction, on trouve
Des équations (2) et 1 3) on tire
Al Ao A„
et de ces dernières on conclut
Â-Ày— X})-/ = o; divisant par l'j et inté^a-ant, on a
— = const.;
appelant alors «,, «o- • • •' cin <^6s constantes, on peut poser
),,=:«,/•, À2=a2/', ..., lu — an/',
d'où l'on conclut, en vertu de (■'.),
«lj'l-^«2j'2-^- ••-^-««7/» — o. C. 0. F- D.
Si y if y-,- . • • . )'« sont des intégrales d'une équation difTérentielle linéaire d'ordre n ne satisfaisant pas à l'identité (1),
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ou, ce qui revient au même, telles qu'il n'existe pas entre elles de relation linéaire et homogène à coefficients constants, nous dirons que ces intégrales forment un système d"inl<''grales dislinctcs. (Les Allemands disent un système fondamental.)
TnÉonÈME IV. — Soient y t, jo- • ■ ■■ Vn (les inté fi raies distinctes de l'équation linéaire sans second membre
Ci, C2, . . . , Cn des constantes arbitraires;
sera l'intégrale générale de celte équation.
En effet, ce sera une intégrale, d'après ce que nous avons yu ; en second lieu, celte intégrale renfermant n constantes arbitraires sera l'intégrale générale, pourvu que les constantes C|, C2, - . ., Ca soient distinctes, c'est-à-dire (p. 1 1) pourvu
qu'on puisse les choisir de telle sorte que )-, y' ^-«-1
puissent être pris égaux à des nombres donnés pour une valeur donnée Xq de x'. or, si l'on observe que
y = C,7, -,- C, T-o -^ . . . — C„Yny' ^ C, j', ^ C.y\ --...-- Cny'a,
On voit que l'on pe pourra disposer de C| , Co, . •■ . Cn de ntanière à faire prendre « j^, j)^', ) ', . . . des valeurs données, que
si le déterminant Nriiy,, y.^. . . . ,y"~' est dilTérent de zéro,
c'est-à-dire que sij)/,,jK2? • • ■ • ,'« forment un système d'intégrales distinctes.
Remarque. — Si Ton pose
«2 = «21. ri — a.iVi -I- . . . -- a.,,, r„.
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les fonctions ?/,, u-,. .... ii,n dans lesquelles on suppose les a constants, foi'meront un système d'intégrales distinctes si le
déterminant \±: a,,, 7.00, .... a,,,, n'est pas nul, car on a
III. — Abaissement des équations linéaires
Abaisser une équation diflcrcntielle, c'est trouver une équation d'ordre moindre, dont l'intégration entraînerait celle de l'équation proposée. C'est, si l'on veut, trouver une équation d ordre moindre, telle que les intégrales de l'équation proposée se déduisent de celles de la nouvelle équation par des opérations relativement simples.
Nous allons nous occuper de l'abaissement des équations linéaires. Pour cela, nous aurons besoin du théorème suivant :
Théorème I. — L'expression
dans laquelle Xo, X,, .... X,, désignent des fonctions de la variable X ; y une fonction de cettevariableet y' ,y' , . . . JK"~' 1 j'« Iqs dérivées de y relatives à x, peut se représenter par la notation Yi y\ Si l'on pose alors
F'(jK) = nXo j"-' — ( rt — \)\iy"-- — . . . — \n-\y.
p«-i(j^, = 2.3. . . nXo^' — 1 .2.3. . . ( n — ijXj jK, F'»(7) = i.2.3.../jXoJ,
on a identiquement, en remplaçant, dans F(j'), y paryz,
F(yz) = zF(r)-^-F'(f)-^...^--^-—~^Fn(y).
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Celle proposilion se vérifie en observant c[uc
d'^izv) n , , n(n — i ) .,
dx'<- '' \ -^ I . •;! ' -^
nous appellerons dorénavanl F'(j^j, F"(j^), ... les dérivées symbuliqucs de F(j^).
Avanl d'appliquer celle formule à l'abaissenienl des équations linéaires, nous ferons observer que l'équalion linéaire F(jKj = o> si l'on \ change y en z•y^ , devient
(,) _L4ZlL^«^ ^^ZlL 5«-i_^...._-F(j,! = o;
si alors on choisit^) de telle sorte que
F«-'(j,i = o ou rtXojt'i -T-Xij)-, =o,
d'où l'on tire
JKi = e .' ^0 ,
l'équation (i) ne contiendra plus de terme en z"'^\ si l'on peut alors intégrer celle équation, on aura
y ^ze -^ ^0 ,
et l'écpiation ¥ \y) = o sera elle-même intégrée.
Théorème II. — Lorsque Von connaît une intégrale d'une équation différenlielle linéaire sans second menihi'e, on peut abaisser son ordre d' une unité.
Considérons en elfet l'équation
(1) F(7j = o ou X„7"-i-X,7"-'-f-...^X„j = o,
où X,,, X,. ... sont (onctions de x et où )', }-'', . ., v" sont
les dérivées successives de la fonction inconnue j^ de x. Soit y une intégrale de cette équation : posons
l'équation (i) deviendra
.,; ^Jjl^ .-.-■F--.(.r,) ^...^,F(K„ = 0.
ou, comme F(y,)^o, puisque y, est solution de F^'y) = o, -^^ •■ -^^ ;- . . . -r- ^ F ( y i) = o.
Si alors on pose
z' = u ou -- — / "^■'"i
Téquation précédente deviendra
et ne sera plus que de l'ordre n — ■ i; enfin on aura
y=yiz ou y =j, j udx;
l'intégration de F(j'^ est donc ramenée à l'intégration d'une équation linéaire d'ordre moindre.
Remarque. — Si l'on avait F'(j^,y =o, ¥"{yi =o, . . . , F'(yii=o, on pourrait évidemment abaisser l'équation de i H- 1 unités en posant z = f f . . iulx'; d'ailleurs l'équation (2 ) admettrait les solutions z ^= x, z ^ x-, ...,;; = x' et par suite ré<[uatioii proposée admettrait les solutions
THÉouJiMi: III. — ■ Lorsque l'on connaît i .solutions de l'équation '^{y) = o, entre lesquelles il n'existe pas de relation linéaire à coefficients constants, on peut abaisser l'ordre de cette équation de i unités.
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En eflTct, soient ri, J)'2, • • • > J7 t'es solutions de F(y) ^ o; on abaissera l'équation F(j>^) = o, en posanl y ^^ yt f udx. Soit F„_) ( u) = o l'tMjiialion en f^ d'ordre n — i : on tire de la relation
dx yj
y==yf j udx la suivante et par conséquent
dx yi
est une solution de F/,_i (m) := o; on abaissera cette équalion en posant
u = Ui I i'dx
ou
et
d II _ d 1 d y dx ui dx uj dx 7'i
d I d Vs
sera une solution de l'équation en ç que l'on pourra abaisser à son tour, et ainsi de suite; mais ceci exige qu'aucune des quanlilés j'( , ;/|,r,, ... ne soit nulle. Or j-, n'est pas nul;
si ?/, était nul, — en vertu de (0 serait constant et il existe-
rait entre y^ el yo une équation linéaire et homogène à coefficients constants. Si ^t était nul, en vertu de (a) on aurait
I d rs
— ■— = const. = a,
ui dx yi
dx yi et
— = a I iiidx — a r- o,
6 désignant une constante : par suite, J>'3 ^ (lyz -i- byx
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et il y aurait une relation linéaire et homogène entre j'i,
r2,yi
ThéorIîmk TV. — Supposons que Von connaisse une intégrale y, de F(j^ ) =z o, et qu'en posant y =yi f udx on la transforme en ¥,i_,(u i = o, que l'on connaisse une intégrale Us deF,i_i («)i=o, et qu'en posant u = u^fvdx on la transforme en F„_2(c^ ) =zo et ainsi de suite, on aura
y ^yifiiidxfi'idxfwidx. . . ., en sorte que
7i, yifuidx, yifuidxfi^idr, ...
seront des intégrales de F(^) = o : toutes ces intégrales sont distinctes si y s, u^, f) . ... ne sont pas nuls.
La démonstration se fait comme la précédente : appelons yiiy-ity-.)-, • • • les intégrales précédentes; si entre j', etj^o i^ y avait une relation homogène à coefficients constants en vertu de (i), «) serait nul; de même, si l'on avait, a, h désignant des constantes, j'3 = ay.2 -h hys, en vertu de (2) on aurait v^ ^=0, ....
IV. — Relations entre les coefficients d'une équation linéaire et ses intégrales distinctes.
Quand on se donne un système d'intégrales distinctes d'une équation linéaire, on forme immédiatement son intégrale générale et par suite l'équation elle-même; ainsi, quand on donne un svstème d'intégrales distinctes, l'équation est déterminée; il doit donc exister des relations entre les coefficients et les intégrales en question : nous allons les faire connaître.
Théorème I. — Les coefficients de l'équation linéaire
(1) Xo-r^-i-Xi-j — ^ -i-...-î-X„ y = o
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peuvent s'exprimer an moyen de n intégrales distinctes j-, ,
En cfTel, rinlcgrale générale est donnée par la formule
C), Co, . . ., c,i désignant des conslanles; réliminalion de ces constanles (p. 12) entre cette équation et ses dérivées
y = ciji — C2J2
^nj'ni
y" ^-- cij'i— C27? -r-. . .^ c„.;)-;î, doit fournir l'équation (1). Or la résultante est
yn
rtl v'* !■'*
7" 7Ï r-i ••■ 7« 1 Celte équation devant être identiqucà (i), que Ton peut écrire
Xo7«^ Xij«-' + . . .- X„ r - o,
il faudra qu'en appelant© le délerininaut qui figure dans {-i) on ait
r)e yr _ d<d _ _ d<è
On voit en particulier que, si l'on pose
on aura
dx
yi y".
7i • • • y II y\ ■■■ y'n
yn y II
Ojrll-l'
or on lire précisément des équations (3)
on en déduit et. par suite,
Xi _ OS . à&_ _ I d}.
,, dx = \o"\
Xo
Cette furniule est duc à Liouville. A est le déterminant (|iii s'annule identiquement quand les intégrales j)', , j'o, ...,>'„ ne sont pas distinctes. On voit qu'il s'annule aussi quand X„ j)asse par zéro, ou plus exactement quand la partie réelle de
/X Y^ dx est infinie et négative.
V. — Équation adjointe
Théorème. — Liant (/année une équation linéaire sans second membre
i ' ) Xo j'« ^ X, j«-i -4- . . . -^ X„7 = o,
dans laquelle y' ^ y", . . . , j-" désignent les dérivées de y prises par rapport à x et Xq, X,, . . ., X„ des fonctions données de x, il existe toujours un multiplicateur M, tel que, quelle que soit la valeur attribuée à y, l'expression
soit la dérivée exacte d'une certaine fonction de x^ y et des dérivées y', y", . . . , y"~' •
En efi'et, d'après ce que l'on a vu (t. Ilï, p. 21 5), pour que l'expression (2) soit une dérivée, quel que soit y, il faut et il suffit que M satisfasse à l'équalion dinérentielle linéaire sans
128 CIlAlMTlli; III.
second membre
MX„--^(MX„_,)^j^.(MX„..,-... = o.
Il en résulte qu'il existe non seulement un, mais une inlinité de multiplicateurs; la connaissance de l'un de ces multiplicateurs permettra d'abaisser l'équation [)roposée d'une unité. Mulliplions maintenant l'équation en M ]iar ydx et intégrons; nous aurons
Jj'd.r]^M\,. S:^— --•••]
^^ ^"-' ^ ^ dx y ~ ^^ ^"-' ^
dHMXn-:i) , ^(MX„_3) , -,-.
en dilTérentiant et en supposant quejv* satisfait à l'équation (i ),
on a
r r/(M\„_,) "l diï
Q désignant les termes qui, dans l'équation précédente, ne sont pas sous le signe / •
Il résulte de là qu'une solution de l'équation j)roposée (i) peut servir de facteur d'intégrabilité à l'c-quation du nudliplicateur; il y a donc une sorte de réciprocité entre une équation linéaire et celle de son multiplicateur.
Si l'on parvient à découvrir une solution de l'équation pioposée (i), on aura par cela même une solution de l'équation du multiplicateur par les cjuadratures; celle-ci, à son tour, j)ermettra de trouver une solution de l'équation jn-oposée, et ainsi de suite; mais on peut être arrêté dans la suite des calculs, parce cpie l'on tombe sur une solution (pii n'est pas distincte de celles que 1 on a tléj.à. L é(|iiation <lu mulliplicaleur s'appelle (piehjuefois Wuljoinle de la proposée.
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VI. — Détermination des solutions communes à deux équations
linéaires.
Lorsque deux équations linéaires
F(j) = o, G(>i-=o, dans lesquelles
F (y ) ^ Xoj'" - X , 7'" -1 -T- . . . -^ X„,7, G('v)-Z„r« — Z,r«-' -^...^Z„y,
X/ et Z/ désignant des fonctions données de .r, ont des solutions communes, on peut les trouver comme il suit. Supposons m ^j> n : on pourra toujours déterminer une fonction Q, telle que la diflerence
ne renferme plus la dérivée r'". Or toute solution commune aux équations F ^ o, G = o annulera F(j') et les dérivées de G{y), par suite elle annulera G, ; donc les solutions communes à F = o et G = o appartiennent à deux équations dont les ordres sont moins élevés que ceux de F = o et G = o et qui sont linéaires; et vice versa, les solutions communes à G, = o et G = o appartiennent à F = o et G = o. On procédera sur G et G| comme sur F et G, et ainsi de suite.
Soit Gj une fonction déduite de G et Gi comme G, Ta été de F et G, etc.; considérons la suite G, G), G^, - . ., G^. Si Ga est de la forme Hj/-, H étant indépendant de j', les équations G r=o, F =0 auront la solution commune j)^ ^= o seulement. Si au contraire on trouve o =:= G/t, l'équation Gyt_,=oaura pour solutions les solulions communes à F = o et G ^^ o.
Taules les fois que deux é(juatioiis linéaires oui une seule solution commune, celle solulion peut s'obtenir par des quadratures.
\\\\ elTet, cette solution doit ap|)iirlci]ir à une équation L. - TraiLé d' Analyse, V. ç)
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linéaire du premier ordre, cl Ton sait que loule é(|ualit)n
linéaire du premier ordre peut s'inlé<;rcr au moyen de simples
quadratures.
On peut arriver d'une autre manière aux résultats précédents.
Représentons par A(r) l'expression linéaire
par B(y) l'expression
d-y , dn-^y
etc., en sorte que A, B, ... seront des symboles opératoires sur lesquels nous allons établir quelques théorèmes.
Théorèmk t. — Etant données deux expressions symholiques ^(y)-, B(.i') d'ordi-e m et n respectivement, il est toujours possible de déterminer des expressions i), R, telles que l'on ait, quel que soit y,
(,) A(.r) = Q[BO')]-P,0').
Q étant d'ordre m — n et R d'ordre n — i .
En eflet, Q[B('.T'j] f^sl de la forme
et l'on a
Go -^ - -4- G, —, '-- -\-. . .-- G,„y.
dx'" dx'"-^ -^
Go-QoB,,
G, .- {m - «)n., ^" 4- QoB,-^ B„Q„
Si Ton ('-gale les quantités Go, (i| G/„_„ aux coelïicieuls
A,), A, . . . . , A,„_„, on aur.i m — « -j- i écpialions pour déterminer (^0, Q,, .... Q,„_«, et qui seront compatibles, parce que Hq^o; sans (|uoi B(j)') ne serait pas d'ordre n\ la quantité A(y') — Q[B(.i')] sera alors d'ordre n — i : on pcul la représciilcr |)ar R(j') et le théorème est (b'inontré.
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A est ce que Ion peut appeler le dividende, B le diviseur, Q le quotient et R le reste.
Lorsque le reste est nul, on a
A(r)-Q[BO')].
A est alors décomposé en facteurs Q etB; mais, en général, on n'a pas Q(B)^ I^' Q)* ^t les symboles linéaires ne sont pas commutatifs.
Théorème II. — Quand deux équations différeutielles
linéaires
k{y\ = o, BC>') = o
ont une solution commune, elle appartient à une équation d'ordre moindre.
On peut en effet diviser A par B, ce qui donne
si ^( y) est nul, toute solution de B(j') = o appartient à K(y)^o', sinon, toute solution commune àA(jj^) = () et B' y) -= o appartient à R'^JK) == ♦^i et toute solution commune à R(j') = oet àB(j^) = o appartient àR(j^} :^ o. Posant alors
BO-; = Q,[R(j)]-R,(v),
on est ramené à chercher les solutions communes àR(_y) = o et à R)(jk) ^ o, si R/^l') n'est pas nul, et ainsi de suite.
VII. — Équations linéaires à coefficients constants
Quand une équation linéaire a ses coeflicients constants, on l'intègre très facilement. Considérons l'équation à coeflicients constants, sans second membre,
( I ) A„ r« -^ A„_, V"-' -4- . . . — Ao V =- o ;
si l'on V posej' = e^-^, a désignant une constante, elle dc\ icnt, après la suppression du facteur r'^,
(2) A„a"-^ A„.ia"-'— ...— Ag = 0.
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Celle écjualion [2) est ce que l'on appelle ré(]uation caractérisli(jiie : nous la désignerons par F(a) = o ; elle a n racines» et, si ces racines ai, a^, . . . ,y.n sont distinctes, e^^i^, e*î*', . . . , e'^ii^ seront autant de solutions de (1); la solution générale de (i) sera donc (p. 120)
y = dc^.^ -t- CjC-'^^-f-. . .-H c„e«»^.
D'ailleurs les constantes C|, Co, ... sont distinctes, car le déterminant des dérivées des fonctions e^>'", e^^-^, ... se réduit ici, à un facteur exponentiel près, à
qui est le produit des dilTércnces des quantités a,, y..,. ... ; ainsi, quand les racines de F( a ) n^ o seront distinctes, la formule (3) représentera l'intégrale générale de (i). Quand des racines de F(a) sont égales, notre procédé tombe en défaut; il fournit bien des intégrales en aussi grand nombre qu'il y a de racines distinctes, mais ces intégrales seules ne peuvent pas concourir à former l'intégrale générale. Soit a, une racine d'ordre de multiplicité /; on a idenli(juement, en remplaçant dans {\) y par e=*-*,
fin p'xx fin — \f>i.x
A„ -^^ - + A,._, -^^^^ -....+ A..« = F(aK-. Didércntions i — 1 lois de suite |)ar rapport à a, nous aurons
si l'on fait alors a :a,, le second membre esl nul, à cause que a, esl racine d'ordre i de F(a); il doit donc en être de même du premier, donc .i-'"' c'''-^' est une solution de (1). 11 est claii- (pic .rc^i'', .r-e*i-*', . ., .r'"-e*>-^"soutégaleinenl des so-
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lutions, ainsi qu'on l'aurait prouvé en difTércntiant. une, deux, etc. fois au lieu de i — i lois. Ainsi l'intégrale générale devient
y =^ c le'J-i"^ (\ -r- a X ~- b X' — . . . — kx'-^ )— Coe^^'^-r-. . .,
«, b, c, . . . , k désignant des constantes.
Quand l'équation caractéristique a des racines imaginaires, si ces racines sont conjuguées, on est conduit à introduire des termes de la forme
dans l'expression de l'intégrale générale; mais ces termes donnent le résultat
( Ci-^ C,)eP'^ co?,qx — \/^^(G,— C2)e/'^sin^.r;
or, les constantes C) et Co étant arl)itraires, on peut poser
Cl ^ Go = A et Gi — G2 = ;
de cette façon, nos deux racines imaginaires /^ + <7 v~~ ' ^^ p — q<^ — - 1 nous donnent les deux termes réels
A eP^ cos qx -^\i eP^ sin ^.r.
Si, d'ailleurs, on pose
A = pcosA<7, B — o«inA^,
h et p désignant des constantes, l'expression précédente
deviendra
peP^ cosq{x — h ,
que l'on pourrait aussi remplacer par pe^-''sin^(x — A). Si l'équation caractéristique avait 21 racines imaginaires égales, la solution prendrait la forme
peP^ cosqx(i -r- ax -— bx^-h. . .-\- kx^-^)
-;- p' eP^%iaqx{i -+- a' x -'- b' x- H-. . .-4- k' x^-^ j -t-. ..
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Les équalions cJe la forme
\„{ax-^b)'^y'''> -r- A„_,(,aj:-T-6)"-'7<«-i)-^. ..4-Aoj = o,
clans lesquelles Ao, A,, . . . , a et ^ désignant des conslantes se ramènent à la forme linéaire à coefficients constants, en posant ax -+■ b = ae^,
dx dt ' dx''- dt^ dt ' ' * ' '
mais on peut aussi en trouver des solutions particulières en posant ^ = (rt^ -f- ^)^- Ou obtient alors une équation analogue à l'équation caractéristique, donnant en général n valeurs de jjl distinctes; quand ses racines sont égales, un artifice, analogue à celui que nous avons employé plus haut^ donne la solution.
Exemples : i" y" — 2y' -^y = o. — L'équation caracté
ristiquc est
'JL- — 'i a -+- I = o ;
les racines sont égales entre elles et à i ; l'intégrale est donc
j = Ge'^(n- ax).
2" y"x- — yx-\-y^o. — On posera }' = .ri^, on aura. en supprimant le facteur ^i^,
[x(ijL — I ^ — jj. -;- I = o ou ijL- — 2 ij. -.- I = o ;
la solution est
y = G:r(i -H a \ogx).
En posant :r = e', on aurait eu
^ ~ dt" ' ^ ~ dv^" dl '
cl, pur suite,
dt- dt
dont la solution trouvée tout îi l'heure est
y — Ge'i^i -T- at) ou
y = Cxd-T-alogx).
Ainsi, quand les coefficients de l'équation linéaire sont les puissances de x et quand l'équation caractéristique a des racines égales, la solution est de la forme
cxV-y\ — a \o^x — b\o^-x -i-. . .).
VIII. — Équations avec second membre
Quand on a la solution générale d'une équation sans second membre ¥ [y)=^ o, il suffit de connaître une seule solution de l'équation avec second membre
Pour trouver la solution générale de cette équation, si, en effet, appelant 'C. la solution connue de(i\ onposej^ = '^-x-y^ . elle devient
ou
mais, "Q étant solution de (i ), on a
et par suite
si donc j', est la solution la plus générale de cette équation, 'C,-\-y^ sera la solution générale de (i).
Toute la question pour la résolution des équations à coefficients constants se réduira donc à obtenir une solution particulière de l'équation avec second membre. Avant de donner
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une rèj^le f;;énéralc pour parvenir au résultat, nous examinerons quelques eas particuliers :
i"Si le seeond membre de l'équation linéaire à coefficients constants
est un polynôme entier, on satisfait ordinairement à cette équation par la méthode des coefficients indéterminés en
posant
y =^ a -^ bx -•- cx"^ -f- . . . ,
a, b^ c. ... désignant des constantes.
2° Si f{x) est de la forme e'^'^, on essayera la forme y 1=. ge"'^ ^ g désignant une constante.
3° Si /{x) est une somme de sinus et de cosinus, on essayera la forme
y = A1COS.T ~ Ao cos'2,?; -h. . . — Hi sin.r -^ \>ii\nix . . . .
A,, B,, ... désignant des coeflicients constants et ainsi de suite.
Exemples : i";5^ — yz=:x-. — La solution de ré([ualion sans second membre est
essayons de satisfaire à l'équation avec second membre et
posons
y — a -^ bx -^ cx^,
y = b -~ 7.CX,
l'équation deviendra
■xc — a — bx — ex- — x^.
On y satisfait en posante = — i,^=:o,rt = 2c = — 2: donc
7 = —x^ — %~ Cl ^* -^ Go e-^
est la sulution générale de ré(piati»)u j)roposée.
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2° —r~ — r ^ e^. — On essayera d'v satisfaire en posant
y ^= me^ : mais alors on trouve oz=e-^. La règle que nous avons donnée tombe en défaut; mais, si l'on résout d'abord l'équation
dx'- ^ ■
on est conduit à poser j)'= ine"^^'; on a alors
y = in\i?-e^^ et m \i.- ■ — m = i, ni ^^ ^ -)
et par suite 1' = est une solution; la solution la plus
générale est
ou
/' I \ ^ eV=<= — ex v = ( d-i ; )e^— Ce-^-.
En posant Ci -. ^ = A. on a
Faisons tendre avers i ; en laissant A constant, nous aurons. pour!j.= I, la solution de l'équation proposée
X e^ y = Ae^— Ce-''-
3° y" -i-y = xe^ . — La solution de l'équation sans second membre jk''H-,X = o dépend de l'équation caractéristique a- -J- I = o : d'où l'on tire
a = rr / — i et, par suite,
jK = A cos^ -- B %\vix.
On essayera [)our léqualion avec second membre la solution
y =z e^{^ax -k- b ,\
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on aura
y = e^'iax -— 6 ) -4- e^a, y" — e^(ax -f- 6 -r- a i-i- e^a, el, par siille, l'équation proposée donnera e-^{2ax -r- -ib -r-ia ) — xe^.
ou, en identifiant.
2a = i, -xa — ib = o, « = *, b = — \\ la solution cherchée est donc
y= - e^{x — i)-T-A C0SJ7 -i- B sina;.
IX. — Méthode de la variation des constantes
Lorsque Ton veut intégrer une équation ou un système d'équations, il y a souvent avantage à négliger certains termes : on obtient ainsi de nouvelles équations plus faciles à intégrer. Les solutions de ces nouvelles équations contiennent des constantes arbitraires, et, en remplaçant ces constantes par des fonctions indéterminées de la variable, on essaye de satisfaire aux. équations proposées en déterminant convenablement ces constantes devenues variables. Cette méthode est due à Lagrange.
La méthode précédente, dite de la variation des constantes, s'applique avec succès à la recherclie d'une solution d'équation linéaire avec second membre, quand on connaît l'intégrale générale de récjualion jirivéede sonsccond membre.
Considérons l'équation linéaire
(I) X„y" - X„_,7«-' ^. . .-^ Xoj = P
où Xq, X,, ... désignent des fonctions quelconques de la variable x et où r, r', . . . désignent la fonction inconnue et ses dérivées, et soit, en désignant par c,, c>, . . . , c„ des constantes,
(a; y ^ ciyi -T- C2yi -,-...— Cny,, == - c/ji
l'intégrale générale de l'équalion sans second membre
(3) X„j« -^ X„_, j"'-' -:-... -^ XoJ = o.
Nous pouvons essayer de satisfaire à (i) en remplaçant j/" par son expression (2 . mais en substituant à C(, Co, . . . , C/, des fonctions de jc convenablement cboisies. Nous les déterminerons en posant tout d'a])ord
(4 ) ^ c'in = 0, ^ c'ifi -^o, . . . , s c;7f-- = o,
les accents indiquant comme plus haut des dérivées relatives à X. Ces n — i équations ne déterminent pas complètement les quantités c qui sont au nombre de /i, mais elles simplifient l'expression des dérivées de la valeur dej^ tirée de (2); en effet, en différentiant cette formule, on a
. , j / = - c-,j -, j = Z afi- f" = ^ Ci y-, Si l'on porte ces valeurs dans (i), on trouve
S a ( x„x« -- x„_, jf "' - ... - x.yi) -^ 2 x„ Civr' = f ; mais,y< étant solution de (3), cette formule se réduit à
^^n - '-ly i — r
ou, en posant;^ =/(j:j,
^c\y'l-' =f{xy,
cette formule jointe à (4) achèvera de déterminer les fonctions c\, Cj, . . .< c]^, et de simples quadratures feront connaître C(, Co, . . . , c,i.
En résumé, pour intégrer l'équation avec second membre, il faudra prendre
(2) y^^ayi,
les quantités Cs^c-^, • • •, c« étant données par les formules
\ S c'iyi = 0, S Cifi = 0, . . . , S c;-7?-2 r^ o,
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Caiichv a présenté cette solution sous diverses formes que nous allons faire connaître. Et d'abord, en remplaçant, dans ('2), C), Co, ... par leurs valeurs tirées de (6), on a
dx
ou, si Ton désigne par -'|. ce que devient c) quand on y remplace X par z,
La limite inférieure x^ de Tintéi^rale est d'ailleurs arbitraire et y s'annule pour ^ = J^oî eïi veriu de (5), on aura d'ailleurs
pour les valeurs entières de l'indice k moindres que n, et l'on voit que les n — i premières dérivées de y s'annuleront encore pour x = Xq. Or, pour obtenir y), il suffira dans (6) de remplacer x par z : la valeur obtenue pour c] sera précisément y,; on peut donc dire que ^ y^ yi est la valeur de
y = 'si( z, x'), obtenue en posant y = 7 c, r/. et en déterminant les constantes c de manière que, pour x :^ z, on ait
c'est-à-dire de manière que la solution de l'équation i,ans second membre satisfasse aux relations
^=0, x' = o, ..., j«-2 r= o, ;•«-» =/(^) pour X = z.
En appelant (p(v, j:) celte valeur, on a donc, pour la solution de l'équation (1),
y = f 'j>(z, x)dz ou, ce (jui revient au même,
y — I o(xq, x)dxo.
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On arx'ive ainsi au théorème suivant :
Pour intégrer V équation (i), déterminons les constantes de la solution ^c,yi de Véquation privée de son second membre, de telle sorte que, pour x ^= x^, on ait
y =o, y = o, ..., r"-^ = o, 7"-' =f(xo).
Soit 'f{xo, oc ) la valeur de y que l'on en déduit : la formule
(7) y = I f (•^«' x)dx^
sera l'intégrale de Véquation (i) cjui s'annule, ainsi que ses n — ■ I premières dérivées, pour j- = x^.
On peut vérifier cette conclusion en observant que, pour X = Xq, on a
/ do \ / d-o
^■/.<u ' \dx-/j
en différen liant alors la formule (7), on a
— 'f(Xo, X) dx^-r- 0(X, X).
Or cp(j::o5 -^o) =0, quel que soit Xq\ donc '^(vC, vC;=o, et l'on a
y = \ -j-, 'f(^o, x)dxo, ^"^ I dxi '"^^'^"' ^''^•^"'
r' f/« , , [f/"-^'s,(xo, x)i
y" =.l^ ^ '^(^«' ^'^^"»" L — dx. — J.,=...'
Si l'on observe alors que la dérivée {/i — iy'="'e Jg 0(^0, x) pour Xu = X es\,f{x)^ et si Ton porte les valeurs précédentes de V,y'\ ■ ■ . dans (i), cette équation se trouve satisfaite.
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Applicvtioiv. - On propose cV intégrer V équation
i" Par la méthode de La grange. — On intègre l'équalion privée de son second membre, et l'on trouve
y = C\ co? nx — Cisin nx\ on pose ensuite
c\ cosnx — c', ?in nx = o.
ne. sinnx -i- ne, cosnx = -■>
d'où l'on tire
(Ix.
/sin n X
dx:
nx
|)ar suite, en désignant par C| et Co deux constantes,
7 = Cl cos/iJ" -f- C-i «in nx cos
inx /^smnx , sinnx fcn>nx ,
- — - / dx — / dx.
On pourrait se dispenser d'écrire les deux premiers termes, en su|)posanl les intégrales accompagnées de leurs constantes arbitraires.
•i." Par la méthode de Caiichy. — On déterminera C, et (].. de telle sorte que, pour .r : - Xq, on ait j)' = o, y' = - ; or on a
y— Cl cos «x -r- G» sin n a*,
y' ~ — Ci/J sinna- -i- C^n co««:r ;
(Icuîc on posera
o -- Cl ros n x^^ -T- Co !=in n x^,
— — — Cl « sin nxa -i- Co n fus « j",,
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On en déduira
_ sinn.r„ _ cosna'o
(jl = 7 Cj2 = >
r'^ /cosnxu . sinnarn \ ,
y= I smnx cos/ir «Xu,
Jj,^ \ nxo nxo )
el celle solution s'annule ainsi que sa dérivée pour .r = j"o.
X. - Théorie de Cauchy
Cauchv a fail connaître une formule qui donne explicitemenl la solution d'une équation linéaire à coefficients constants; nous pouvons représenter l'équation
d»y . rf«-' )' . .,
dx" <r/x«-i -^ J\ ■'
dans laquelle A, . . . . , A„ sont constants, par la notation
j-« — Ai^r"-'— . . . — A„jK=/0)
comme plus haut, ou svmboliquement par
en avant soin de considérer dans le polvnôme 'F(y) les exposants comme des indices de dérivation. Intégrons d'abord
el pour cela posons )' = e'-**, l'équation caractéristique prendra la forme
F( a) désignanl ce que dc-vient F(.)) fpiand on remplace ^■ par a, mais les indices |)ar de véritables exposants. On a alors
'Xi désignanl une racine de F(aj:^(); or cette valeur de t
c II A i' 1 1 m: III.
peut s ccrire
z>(z-}élanl un polyncmic enllcr arbitraire ou, ce qui revient au même,
Occupons-uoiis de l'éipialion avec second membre : à cet elTet, faisons varier les constantes; nous aurons
V c'ie^^ = o, V c',ae«'^ = o, . . . , ^ ^'r^" ' ^'^"^ =/(^). d'où l'on conclut facilement c'^e^i-^'. A cet ellet, on posera
on multipliera la première équation par ).„, la seconde par A, • . . , et l'on ajoutera : on aura
c'.e^i^l^-^^] =f(x), ou ce^i^V{0Li)=f{x\
ou
par suite
ou encore
m a donc
/-'•/([jL)p-«.[^-./;.i.
ce (pie Ton [)eiit écrire dan> le cas où I écpialion caraclérisli(pic n a pas de racines niulliples
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Je dis maintenant que la solution la plus générale de la question est
lors même que Tcquation caractéristique aurait des racines multiples. En effet, il est facile de constater directement que l'expression précédente contient le nombre voulu de constantes arbitraires ; si l'on suppose, en effet, que a soit racine
d'ordre de multiplicité m de F(x), le résidu de^^;-^ e'-^' relatif à cette racine sera, en posant F(5)= H(z' (z — y.)"',
d'ii-i (s(a)
■xx
cl-jm-ï f)( a) I .2.3. . . f//z — I)
etcette expression contient, comme l'on voit, C2(a) etses m — i premières dérivées, qui sont autant de constantes arbitraires.
XI. — Recherches de M. Fuchs
Pendant longtemps on n'a possédé sur les équations linéaires que les notions exposées précédemment; mais M. Fuchs, ayant eu l'idée d'appliquer les méthodes de Cauchy à l'étude des solutions des équations linéaires, a ouvert un champ très vaste à l'étude des géomètres; on peut reconnaître aujourd'hui si une équation linéaire a des intégrales rationnelles, algébriques, etc., et l'on peut, dans un grand nombre de cas, trouver ces solutions.
Nous ne [)ourrous, dans ce Chapitre, exposer que les travaux, les plus simples et en quelque sorte fondamentaux, qui ont été entrepris sur les équations linéaires. On a fait pour ces é([uations une étude analogue à celle qui a été entre[)rise pour les équations de la forme
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OÙ y^(.i') est une fonclion algébrique, quand on a édifié la tliéorie des fonctions abéliennes, et Ton comprend que leurs inlciirales constituent des transcendantes nouvelles irréductildes à celles que Ton a étudiées auparavant.
Nous ne considérerons, dans ce qui va suivre, que des équations linéaires sans second membre, puisque les autres se ramènent à celles-ci au moyen de quadratures.
Soit donc
une équation linéaire sans second membre, dans laquelle nous supposons le coefficient de la dérivée d'ordre le plus élevé égal à l'unité; p,, p^-, • • -, p,i sont des fonctions données de la variable .r supposées monodromes.
Pour calculer les intégrales de (i), on peut la remplacer par le système suivant d't'qnations du premier ordre
(•2) / dx
,yr,
dv
dans lequel r', y'' j" ' désignent les dérivées successives dej)'. Faisons varier x à partir d'une valeur initiale .r,,. et soient Vo, r^, ..., y'^'^ des valeurs cori-espondantes arbitraires attribuées à r, y'. . . .,jk"~'- D'après un tbéorème coniui. dt-niontri- (t. 111. p. i^-j), les fonctions j', j'', y''. . . . seront dévelo[)pables par la formule de Maclaurin suivant les puissances ascendantes de x — Xq, et le rayon de convergence R de la série sera donné par la formule connue
où A est le |>bis petit des modules de [X — Xq), {y — ^'c).
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iy' — y'o)^ ■ • ■ pour lcsqucls/>ij<""'^ 4-/?2j'^"~-^ -t- • • --r Pu cesserait d'être svnectique, et où iNI est le module maximum de cette fonction quand x, j', y , y", ... se meuvent dans des cercles de ravons A ayant leurs centres respectivement en Xo,.7'o, JVo?yo' ••• 5 cette fonction/;, T^"~'^ -r. . ne |)<)uvant évidemment cesser d'être svnecti(jiie (ju'en un point critique de l'une des fonctions /^ij/'o, ... : A ne sera autre chose que la distance du point jCu au point crllicpie de lune des fonctions f i, />2; • •• • L,es points critiques des fonctions /> sont ce que l'on appelle les points singuliers de l'équation (i ).
Si dans la formule (3) on suppose que INI ait une valeur positive finie, R a toujours une valeur finie, en sorte que y existe et reste svnectique autour de tout point qui n'est pas infiniment voisin d'un point singulier.
Soit maintenant a un point singidier de l'équation, c'està-dire un point critique de l'une des fonctions/») , /;o, . , Pn- Faisons tourner le point x autour de ce point a : soit ri, y. 2, . .. ,y,^ un système d'intégrales distinctes; lorsque le point.r aura achevé sa révolution et sera revenu au point de départ, les fonctions ),, r-j, .. , yn se seront transformées en d'autres v\, y!,, . • • ■, y,i (qui pourront n'être pas toutes différentes de ri,jK2, • • •?y")6t, comme les nouvelles valeurs en question sont toujours des intégrales de l'équation (i), on aura
a,,, ^1.25 • • • 1 ''•'■an désignant des constantes.
Il est facile de voir que /e5 //?/<^',;'/v//^,s)',,)-.j, . . . ^y„reslent dislinclesqacind elles se sont Lransf or niées eny\^y'„, . . -^yl^-
En effet, on a vu (p. i^']) que le déterminant
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étail doniK- par la formule de Liouvillc
or, />, étant monodrome, J'ptdx est de la forme
log(.r — a )^-T- <\i(x).
et A de la forme (x — a)^h{x), ^(x) étant monodrome; donc A se reproduit multiplié j)ar un facteur qui n'est pas nul, après une rotation de x autour do «; s'il n'était pas nul avant la rotation, il ne sera pas nul après.
XII. — Équation fondamentale
TiiÉonÈME. — On peu L loujoiirs traîner un système c,. Co c„ (le constantes telles, que la valeur de y
( 5 ) y — Ciy^ -.- c-iY-y -^ . . . -T- c„ya
se transforme en une autre y' liée à y par une équation de la forme
M désignant une constante, a/j/ès une rotation de x autour du point singulier a.
\Ln ofl'et, (piand x a efTectué une rotation autour de <7, v,, y.y, . ■ . ly,, se sont changés en y\ , y'.,. . . . , y]^^ et Ion a vu que
y\ -= an Vi— a,2r2-4-...^aj„j-„,
on a en onire, au lieu de i'cMpi.ilion (5),
y' = c, j'i -4- 6-2 J-; -^ . . . -r- C„y'„ ou, en vertu dos étpialions précédenlcs.
/ ^ yi{ ^1 1 c, -f- a, 1 C2 -- . . . ) -^- 72 (. 3ti2 c, -T- a22 C2 — . . . ) -^ • • • ;
pour que l'on ait r'= wj', il suffit de déterminer c,, c^, • • • , tu au moyen des équations
I ( a,i— w )Ci-4- a2iC2— ..-^a„,c„ = o, 1 a,oCi-T-( a.52 — w )c.j — . . . -4- a„oC„ = o,
L'élimination des c donne l'équation (8.) û = o,
dans laquelle
j a,,— Oi 7.21 ■ ■ ■ ^/;l
^ I ail a.)o — co . . a,,.7
Cette équation est V équation fondamentale, Q est \ii fonction fondamenta le . Lorsque l'on aura résolu l'équation Ci = o qui est de degré ti, on en déduira n valeurs de (o et n systèmes de valeurs correspondantes pour les constantes c; n intégrales jouiront alors de la propriété exprimée par l'équation (6). Il convient maintenant de soumettre l'équation Q ^ o à une discussion approfondie.
L'équation Q =; o ri a ni racine nulle ni racine infinie.
En effet, le coefficient de (o" est ( — i)"; (juant au terme indépendant de (o dans.li, il est égal au déterminant
qui, on l'a vu Tp. i-îi), n'est pas nul. Mais l'équation en question peut avoir des racines multiples.
Les racines de l'équation Q. —- o, et par suite les coefficients de cette équation, sont des invariants ; ils ne dépendent pas du choix que l'on a fait du systijnie d'intégrales distinctes y^ , r^? • • • -, yw
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1) «^st, on cfTot, le tlétcrniinanl des fonctions linéaires
si aii\ variables 1, , v>, • • . .>'« on en subslitue d autres ^i, Z--2, • • • , :•,/, fonctions linéaires et homoj^ènes de celles-ci, la nouvelle valeur de Q sera égah; à Fancienne, à un facteur [)rès, ce qui démontre la proposition énoncée.
Supposons niainlenanl que V équation Q = o ait toutes ses racines distinctes : appelons-les co, , (Oo, .... o)„, on aura alors n intégrales y,, y-^, • • -, y^, donnant lieu à des équations
y'i = fJi j'i , jK'2 =^ waja, . • • , /// = w„jK« ;
ces intégrales seront distinctes.
En effet, sil existait entre les )' une relation de la forme «iJKl — «'2j'2 -i- . . . — anyn = o,
<7, , rto, • • • désionanl des constantes, en faisant tourner le point .r autour du point singulier, on aurait successivement
rt,(o,jKi--rt2W2 r2— • • ■■^'cin^^nyit -= o.
d'où l'on conclurait
■"-1 fi" 1
ce qui ne saurait avoir lieu si Q = o n'a pas de racines égales. .Mniulrnant j)osons (o, rrr <?'-^ '''1; on aura
y\^rie^-^^-^'^., el,si I ni) coii'^idric |;i fonction Vi (x — d) '^i,olle se changera
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par une lotalion du point x autour du point singulier a en elle-même ; cette fonction est donc monodrome, et, en la désignant [)ar ':;,, on aura
les intégrales de Inéquation (i) peuvent donc se mettre, dans le voisinage du point a, sous les formes
ces intégrales sont distinctes et o^, -jo, . . . , c;,^ sont monodromes autour du point a.
XIII. — Cas où l'équation fondamentale a des racines égales
On a vu (p. 8) que les intégrales des équations différentielles sont des fonctions continues des paramètres contenus dans ces équations et que ces fonctions ont des dérivées bien déterminées, sauf en des points singuliers.
Imaginons que les coefficients de l'équation fi) renferment des paramètres variables, et que l'équation 0 = 0 ait toutes ses racines inégales pour des valeurs quelconques de ces paramètres, mais que ^^i^ devienne racine multiple de Q = o, pour des valeurs particulières de ces paramètres.
Les paramètres étant quelconques, l'équation (i) aura n intégrales distinctes qui, dans le voisinage de a, seront de la
forme
{x — a/'içi, (x — a)^'jo.2, ....
Faisons varier les paramètres de manière que ojo tende vers w, et, par suite, k-^ vers k\ : on pourra remplacer l'intégrale {x — a)*i ©2 par la suivante
(x — ny^^i'^i — { X — a )''t o I A ( J7 - « )^'i cp I la limite de cette expression est
l'intégrale qui disparaît par l'Iivpotlièse Ao=/>"i se trouve alors remplacée par l'expression précédente, ou
Si trois valeurs de A devenaient égales à A',, on adjoindrait aux deux intégrales
[dox 1
T/T ~ oi'og( J" — a)
la suivante
A^Oj (.r — /'/ )^'i lim- '
AU-, on
et ainsi de suite. Il résulte de là que :
Dans le voisinage du point singiilici- a, jxnir lequel a racines de Q ^^ o sont égales, on a ul intégrales distinctes de U équation (i) qui sont de la /orme
{x — a)^f Oq-^ 'f l'ogl -^ — «» — ... Ou. log!^(.r — «)].
c3o, '^). ... désignant fies fonctions ninnodronies en a.
Remarque. — vSi l'équation i i ) a une intégrale de la forme
(tc — a)^[oo — «pi \o^ix — a) --o.i\o<j,-{x— a ) — . . .-^o^\osy-(x — a)],
cpo, 'J( , . . , étant nionodronies en a, elle a aussi pour intégrale o^i^x — «)*, car a est alors un [)oint singulier et elle a une intégrale de la forme csi'.r — ay\ et, comme l'équation û r= c> a une racine d'ordre a, il v aura une solution de la forme cidessus dans laquelle c^y. sera égal à o.
XIV. — Démonstration d'un lemme
Soient '.5,,^,, .... cp,y. . . . des fonctions de x qui n'ont pas le point a pour pniitt critique, r,, c>, ... des constantes.
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/.-,, /,;., . . . des exposants dont les différences ne sont ni nulles ni entières, la formule suivante ne saurait avoir lieu, quel que soit x,
c<,(x — « )^"2[ou2 — Oi2 logi .7? — a)-h-. . . — ç^2 log?(:r — a)]
— Ch{x - a )*■'■[ 'fo/i — 'fiA log(.r — rt ^— . . .— '^,./, logTfa--- a)] — o.
En elFet, faisons tourner le point x h fois autour du point «; après chaque révolution, léquation précédente sera encore satisfaite, et, si les constantes c ne sont pas toutes nulles, il faudra que le déterminant de leurs coefficients dans les équations dans lesquelles se transformera l'équation précédente soitnul;or, à un facteur près de la forme '^ — a)i^, ce déterminant est un polynôme entier en \o^(x — a) dont les coefficients sont finis pour jc = «, et dont le coefficient de la plus haute puissance de log jc — a) n'est pas nul : le déterminant en question ne saurait donc être nul et la formule (a) ne saurait être identique.
XV. — Intégrales régulières
Une intégrale /■e^7//f'è/Y? en a est une intégrale de la forme
Cl (37 — «/'-.[oiji — o,, log(a7 — a)— ç-i-ilogH-r — a)-^...] -^ c^ix — a A->['Jo2 -^ 'fi-a \oç:( X — a^-^ O2i\o%-{x — a)-i-. . . |
dans laquelle r^, c^. ... sont des constantes cl csqi, '.^ii, - • . des fonctions monodromes qui n'ont pas le point a pour point essentiel; on peut alors supposer les exposants A",, /lo,- . . . , tels que les fonctions O|o, '^n- - • • ne soient pas infinies pour ^ = « et, par suite, que le point rt ne soit même pas pour elles un point critique.
Nous dirons qu'une intégrale est régulière pour le point à
l'infini, quand, en y remplaçant x par-» elle est pour le
i5'i ciiAPirui: m.
point o régulière par rapporta ré(|uation transformée obtenue
en remplaçant dans la proposée x par •
T/iiilégrale
«/'■[«„ -i-'filogCa- — a)4-. ..],
dans laquelle c3o, '-^i, ... ne sont plus infinis, ni tous nuls pour^ = «, est dite apparlenir à l'exposant le. Nous supposerons dans la suite que les coefficients ps, p-i, • • • de l'équalion différentielle n'ont pas de points essentiels et qu'ils sont monodromes : leurs seulspoints critiques seront donc des pôles, c'est-à-dire des infinis d'ordre entier et fini au point n\ on aura donc
Pi =
Vi désignant une fonction monodronic, monogène, finie et continue dans le voisinage de a, et différente de zéro pour j7 = a, et a/ désignant un exposant entier et positif.
Nous allons maintenant chercher la condition nécessaire et suffisante pour qu'une équation linéaire ait ses intégrales régulières.
En premier lieu, l'équation
dv a pour intégrale
si l'on met/?, sous la forme
0 ne devenant plus infini pour x ^^ a, on voit quejK est de la
forme
'l(j?) désignant une fonction svnectique en a. Cette intégrale
sera régulière si p^ est de la forme - — ^~ ■, P| étant fini pour
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En génér;il, soil
■Pnf
une équation qui ail ses intégrales régulières en «; />,, /?o, . . . étant censés monodromes en a et sans points essentiels. Si elle admet les intégrales rs,yy-, • • -, y m on aura, en dénotant les dérivées à la manière de Lagrange,
PO
et, par conséquent,
Ji
Pi
./ Il
" nW-1
y /t J II J II
r'i ■■■ ji
j II
yn
Les déterminants qui servent de numérateur et de dénominateur 'A Pi sont multipliés par des constantes quand x tourne autour du point a ; car cette rotation produit sur les variables cogrédientes y^ , y., . . -, y\,y'.,, .... ./, , y'.,, . . . une substitution linéaire; les déterminants en question sont donc de la forme (a; — a)^6(xi et (x — a)v-i à t ( x) , ^{x') et •y'i(x) désignant des fonctions monodromes sans points essentiels en a et, par conséquent, si l'on veut, ne devenant pas infinies pour X = a.
Mais les fonctions j-,, yo- • • sont de la forme
yi = (^ — (i/'''l'ioi— 'fi/logCa- — ai-^.. .];
si on les substitue dans les déterminants qui figurent dans l'expression (i) de /)/, les termes logarithmiques doivent disparaître; on peut donc en faire abstraction en estimant l'ordre infinitésimal de/?,; à ce point de vue, on voit que le numé-
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râleur cl le tlénoniinalcur tle pi ne différant que par une
colonne,/?/ sera d'ordre /, cl, par suite, on aura
Pi^ 7
Vi désignant une l'onction (|ui ne devient pas infinie pour X ^^ a. Ainsi :
Une équation linéaire qui a Loules ses intégrales régulières en a est de la forme
d'^y ^ Pi </"-^'jK , Po d'*-''-y ^ V„y _
dx" X — a dx"^-^ {x — af dx'^~'- {x — a)"
P,, Po, .... P// désignant des fonctions pour lesquelles le point a n'est pas critique.
XVI. — Équations dont les intégrales sont régulières
Considérons l'équallon
dx"^ X dx"-^ X- dx"-
dans laquelle 1^|, P-i. ... sont nionodronies et monogènes
autour de Torigine; nous allons voir que, si l'origine n'est
pas un point critique pour ces fonctions, l'équation (\) a
toutes ses intégrales régulières à l'origine.
Soient
I l\ = boi-.' biiX~bijx'^-+-
(■?.) ^P. = bo,-^bi.X-^b22X'--^....
Posons
('5) y ^.^ CoX^-^ Cix^+i^ c,x^+--i-
et, sans nous inquiéter pour le inomenl de la question de convergence, cssavons de satisfaire à ( i) en dc'lenninant convenal)lement r„, c,, r.j, ... et a. En portant dans (\) à la place de P,, P^, ... et de y leurs valeurs ( ■^). (3), on a,
en faisant iisaçe de la notation A"^ pour désigner le produit m ( m — \ : ... { m — /i -u i ) ,
n divisant par x'^ ", on peut encore écrire
i -^( A^"-Co- A5X^c,a7-t- A!J~^c.2:r- — . . .)(6o2-- ^12^ — ^îs^^^- — . • ■)
En égalant les coefficients des diverses puissances de x à o, on a
( A^ - kl-' 6,„ - A"-' 60-2 -..., = o,
Co^.'^a^- '^-a
ces équations (5j sont linéaires et homogènes en Co, C|, Co, ...; la première contient Cq, la seconde contient r„ et Cj, la suivante Co. C( , Co, . • • • Si donc on veut que Co, Ci , c->, ... ne soient pas nuls, il faudra déterminer a au moven de l'équation
(Gi A^-^Ar'^oi-...^6o„ = o,
laquelle est de degré 11 et fournit /^ valeurs de a, égales ou inégales; ces valeurs ne sont pas infinies, puisque le coefficient de a" est égal à un. Si l'on choisit c^ arbitrairement,
— , —y ••• seront alors déterminés de proche en proche par
les équations (5).
Il faut remarquer que le cocflicient de c, dans la seconde équation (5) se déduit du premier membre de (6), en changeant a en y. -7- i . . . . , en sorte que les équations (5) seront comp;itibles si, a étant racine de (T) i, a -r 1 , a -f- 2, ... ne sont pas racines de cette équation. Nous le supposerons.
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Alors Co, Cil • • • pourront être déterminés de manière que la valeur (3) de y satisfasse à l'érjuation ( i). Mais nos conclusions supposent essentiellement la série (3) convergente : nous allons voir ([u'elle l'est efifectivement pour des valeurs suflisamment petites du module de x.
Rejnplaçons dans P,, Po, ... les coefficients de x, x-, x^, . . . par leur module maximum 13 [)ris en signe contraire^ les modules de Cq I r, : r^ ; . . . ne pourront que croître (le module maximum B ne sera d'ailleurs pas infini, car on peut toujours supposer les rayons de convergence des séries P,, P^, ... plus grands ([uc i; s'ils ne Pétaient pas, un simple changement de x en hx amènerait celle circonstance, et l'on raisonnerait sur l'équation ainsi transformée): les équations (4) sont alors remplacées par les suivantes, où l'on peut supposer mod j" ^^ I ,
A S Co -t- A 'â_i_i c 1 :c -f- A x^.2 Co ar2 — - . . . Si l'on mulliplie j)ar i — x, cette équalion devient
(AaCo-i- A'â+iCi.r -1-. . .)(l — r)
-!- (Aa'Vo — Aa+lciar-h. . .)(6oi — B -^ /^oi^;) -i-(Ax~'co-+- A'û+\ciX-h.. .)(6o2— 1^ -T- b^,.2x) -+- =o;
en identifiant, on a
C/j-i-i \ X-j.-hp -^ b^)^ \ai-i> -r- ^02 Aa-(-/) -^ . . .)
— C/,(A'i4.,,_i-r- B -H b„iA"xlp-i-r- B -+- 6ooAa+^,_, -t-.. .);
el, SI I on [»ose
/( a) = Ax -^ /\n A'â"' -r- f^,. .\'i~- -r- . . . .
F, ^ »n— 1 art-?
(a)= .\a-iH- Aa-i-
ou a
c,>+ifi^-^P)^^ C/,[/(a-i /> — i)-i- \iF{u^p — i)];
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on en lire
c,,-h\ _ /(g -T-p~ i)-t- BF(,a — p — i) Cp ~ f{^^P)
Or /(a) et Fi a) sont des polynômes de degrés n et n -^ \\ quand leurs arguments a — /? et a -f-/? — i deviennent infinis,
—— tend vers l'unité : la série dans laquelle se développe y
Cp
quand on a changé x en hx a donc pour rayon de convergence une ligne au moins égale à l'unité. L'équation (i) admet donc une intégrale régulière à l'origine. Si/(a^ = o a des racines à différences entières, il faudra que a soit la [)lus grande de ces racines, afin que /(a + i), /'(a -\- i). ... ne soient pas nuls; si l'on effectue le changement de x en X — rt, on peut énoncer le théorème suivant :
Si P(, Pon . . . , P„ sont des fondions svnectif/ues autour du point a, l'équation
d'\y Pi d"-^y V„ _
dx'^ X— a dx"-^ ' •■•"^ (^x — ay ~
a au moins une intégrale réiiulière autour du fioint a.
XVII. — Continuation du même sujet
Nous venons de voir que léqiialion
^^' dx"- ' X dx'^-*^'" ' r""^
a une intégrale régulière à l'origine; désignons par y, celte intégrale, et essayons d'abaisser l'équation (i). On jiose pour cela
u se trouve alors être égal à -r- — > et, si « a une forme régu-
" dx yi °
j6o cil a pi IKK lli.
iirre, la valeur correspondanlc dey sera régulière. D'ailleurs // est donné par l'rfiuation
(/"-'» (ji d" '^u , _^ Q„ _
*>Ji> Q2, ••• désignant des fondions synecli(jnes autour de l'origine; niais le coefficient r„ dans y^ est différent de zéro, l'équation (2) est donc de inèine forme (|ue (1), et elle a une intégrale régulière j'o ; on l'abaissera coinine(i), et, en continuant ainsi, on voit (jue (i) a toutes ses intégrales régulières. ()ii peut donc énoncer le théorème suivant :
Poiii- (/lie r ('([iialion
dÈ^'-P'^L^^^-^-'-P"^'
ail toutes ses ititégi-ales régulières en a, il faut et il suffit que l'on ait
Pi P2 P«
P,, Po, . . . désignant des fonctions synecti<iurs autour du point a.
Pour (pi'clle ait partout ses intégrales ri'-guhères A laut alors que
'^-j{x) désignant une fonction de la forme [x — <^i }{^ - f^) ■ lorsque le point a rinfini n'est plus critique et P(, Po, . désignant des fonctions partout s}nectiques.
XVIII. — Intégration des équations à intégrales régulières
Soient
i'i-^ boi^ On{x — a)-*r- b.2i{x — a)'- —. . .,
1*2= ^02-^- biî(x — a) -^ biiix — a)2 -I-. . .,
DES ÉQUATIONS LINÉAIRES. l(il
a, hi désignant des constantes : considérons l'équation
^ ' dx'>- X — a rfx"-*
pour intégrer cette équation, on posera
y — c^(x — a)'^— c\(x — «)=«+' — Cyi'x — a)*''+2_^
L'équation (n deviendra alors, en di\isant par (j: — a)'^~",
Xlc - k''^^,c,{x - a) -^ kl^._cJx- «)2 -. . .
-- [ A'^- 'c, — AJ-'iCi ( 27 — « 1 — ...][ 6oi — 6,1 (^ — </) — ... I = ()
où A5 est le nombre des arrangements de a objets pris n à n ; en égalant alors à zéro les diverses puissances de j: — a, on a des équations qui feront connaître a, Co, '^"i ? ^2? • • • • La constante Cq est arbitraire, et a est déterminé par l'équation suivante, obtenue en égalant à zéro le terme indépendant de
A?^-Ar'6o,-A^-2 6o2-... = o
ou, en appelant /'(a) le premier membre,
Celte équation a reçu de M. Fuclis le nom ^équation fotulamentale délenninante. iNous allons en l'aire connaître les propriétés :
Théorème I. — ■ Les racines de V équation fondmnentale déterminante sont égales aux logarithmes des racines de V équation fondajnentale divisées par '.i~\J — i.
En elFet, nous avons vu que, si e-~^ ''^i, e-~v'«;, . . . étaient les racines de l'équalion fondamentale, n intégrales distinctes se mettaient sous la forme
et l'équation déterminante a précisément pour objet de déterminer a, , ao, ....
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Théorème II. — Si dans réquation proposée (i) on pose elle prend la fofnie
dx"^ ' X — a dx"-^ (x — a)"
et, quand on fait x r= a dans Q„, Q«(«) devient prccisémcnl le premier /nend^re de Véqualion déterminante.
En efTel, on trouve
Q„ — A^ -t- -\.'^~ Pi -- A5^~'P2 -f- . . . -^ P„
et par suite on a
Q„(a)= Aâ-T- A'â~'6oi-^- Aâ~"^o2-^--. = /(3')-
Il nous est impossible, dans ce Traité, de tirer des théories précédentes toutes les conclusions que l'on en a déduites : bornons-nous à faire observer que, si une équation de la forme (i) a une intégrale rationnelle, on pourra la découvrir : les équations déleriuinantcs auront alors une racine entière, et, en nuilti[)]ianf les solutions par x — a élevé à une puissance convenable, le point a cessera d'être critique pour une intégrale; on pourra ainsi, par des multiplications, par des binômes convenables, rendre une intégrale entière; d'ailleurs la méthode des coefficicTits indéterminés fera connaître la solution.
XIX. — Équations linéaires à coefficients périodiques
Si les coefficients d'une équation linéaire sont périodiques cl ont j)our période to, cette équation ne change pas quand on change x en x -\- to. Soient n l'ordre de cette équation, c',, c-ii . . ■ , c,i des constantes arbitraires : Tiiitégrale générale se présentera sous la forme
ci/i{-r)-c.f.>{x)^...'^c„f„(x);
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f\.fi. . . . désignant des Intégrales particulières, mais distinctes; mais, m désignant un entier, si/, (x) est une intégrale, fi ( X -r /«oj) sera encore une intégrale, et, par suite, on aura
et l'on pourra écrire
/l(a7-M.j) = CH/l(ar)- Ci2/2(.r) -^...— C^nfnix), /i(j: — 20J) = C2,/i(j7) -^Ci2f2{x) — . . .— C^n fni x),
flix— nw) := Cnifi(x) — Cniflix)-^. . .-hC„„f„(x),
^'hj ^12, ... désignant des constantes. On en tire
(i) fi(x)= Xifi(x-^uj)^Xi/i(.v -^im) + ...^ Anfi(x -^ noi),
A), Ao. . . . désignant des constantes. Cette conclusion serait en défaut si l'on avait \rir: c, ,, c-,-,^ • • • ; Cn,i^= o ; mais alors il V aurait une relation linéaire entre/, (:r), . . . , f„[x). Cela posé, considérons l'intégrale
^2) /(.r)= Gj/i(x)-hGi/i(3'4-oj)-f-...-^G„-i/i(.r-f- n— (w),
dans laquelle G«_,, G/,_2, . . • peuvent être nuls s'il v a une relation linéaire entre les/, {x -\- voj) : on aura
/('.r-^co)=Go/i(.r-f-io)-+-Gi/,(:r-h2w)-r-...-i-G„_i/(j7-4- nw)
mais, en vertu de (i), la formule (2) peut s'écrire
/(g)^/i(^^tu)(G,-f-G,Ai)-^...
-\- fi{x -^ n — nsi){G,i-i-^ GoA„_,)— GoA„/,(x-f- nta).
Si l'on pose alors, en appelant g une constante,
/(a7-hw) = ^/(.r), on aura, pour déterminer Gu, G,, ... et g^ les formules
Go = o (Gi-^ GoAi), G, = .^'(Gi-f- Go A2),
l6^ CHAPITRE III.
OU
I Gi-^GqAi g» -^ Go Aj GflAn^
S Go Gi G„_i
ces équations dclermlncront g et les rapports Gq I G, : ... ; ainsi, étant donnée une équation à eoefjicients périodiques, il existe une intégrale f(^x) telle que
(3) /{x -^ w ) = ff/{x),
g désignant une constante et hi la période.
Si les coefficients étaient doublement périodiques et aux périodes w, ttj, on aurait également une relation de la forme
(4) /(x-7ni=A/(^),
Ji désignant encore une constante.
Ce résultat a été établi, pour la première fois, par M, Picard [Journal de C relie, t. 90); il a en outre démontré que Von pouvait former un système distinct d'intégrales jouissant de toutes les propriétés exprimées par les formules {'6) et (4)- Pour établir cette proposition, il suffit, étant admise l'existence de la fonction f^x), de remplacer la fonction inconnue r par
7 =/(>r) / zdx;
Téqualion en z sera encore à coefficients doublement périodiques et aura aussi une intégrale f{{x) jouissant des propriétés (3), (4); d'où l'on conclut pour )■ la valeur
/(x)J /i(x)dx,
qui devieni, en changeant x en x i- to,
^i{-^)S'idx = ffffi/{x) I fi{Jr)dx,
A^)^fA
et ainsi de suite.
l'oui- iiiléyrer l'écjualion, lorsque ses intégrales sont mono-
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dronies et sans points essentiels, on peut procéder comme il suit :
M. Hermiie désigne sous le noux àe fonctions doublenirjit périodiques de seconde espèce les fonctions qui se trouvent multipliées par un facteur constant quand on augmente la variable de périodes w ou ra; il réserve le nom àe fonctions doublement périodiques de t/oisiènie espèce à celles qui, par l'addition des périodes à la variable, se trouvent, comme les fonctions auxiliaires de la théorie des fonctions elliptiques, multipliées par une exponentielle à exposant linéaire; les fonctions de première espèce sont alors les fonctions doublement périodiques ordinaires.
Cherchons d'abord l'expression générale des fonctions doublement périodiques de seconde espèce, monodromes et sans points essentiels.
Appelons 2K et 2K'y/' — i les périodes : il s'agit de trouver une fonction F(j:), monodrome et sans points essentiels, satisfaisant à la fois aux deux équations suivantes, a et [x désignant des constantes,
(i) F(:r^2K)= !xF(;r), F(.r -i- aK'y/^) = I^' F(^)- Posons
y. et ^ désignant deux constantes et H la fonction auxiliaire (jui sert de numérateur à snx. En vertu des formules
on aura
f[x-r-iKW-i}=f(x)e 1^ ■ "^
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on pciil (.létorniincr a et |j au mo}en des formules
.JL =: e-i-"^, |X =: e "^ ,
et alors on aura
si l'on considère alors le rapport " > on voit qu'il aura pour
périodes 2K et aK'y'' — ^i. Ainsi l'expression générale des fonctions de seconde espèce sera le produit de f{jc) par une fonction aux périodes aK et yK\ — i. Mais on peut ohlenir sous une forme plus simple l'expression générale de F(j:) ainsi qu'il suit :
Le produit
considéré comme fonction de :;, a pour périodes 2K et 2K\/ — I : la somme de ses résidus pris à l'intérieur duu parallélogramme des périodes est nulle; or, en appelant ^/,, a^, . . . , les infinis de F(;) et le seul infini de/(^' — :•) étant X, on a
(3) o = ^fj(z)fix--z)-^J(z)/{x~ZK
Or r /(:; — ^)F(g) est égal à
et
r ¥iz)/{x-z) = [UmV{z){z-a)],^aA-r-a)
si a est un infini simple, sinon T ¥[z)/{x — -) est de la
forme
\/(x — a)-r- B/'Cj" — a)-f-...,
en sorte que l'expression générale d'une fonction de seconde espèce sera, en vertu de (3),
A, B, C, ... désignant des constantes, et «i, a^, ■ • • les infinis contenus dans un même parallélogramme des périodes. C'est en s'appuyant sur cette formule, due à M. Ilermite (Siw quelqi/es applications des fonctions ellipticjucs, p. 5), que l'on parvient dans certains cas à intégrer les équations linéaires à coefficients périodiques : nous allons en donner un cxeznplc.
XX. — Équation de Lamé
Lamé a rencontré dans une question importante de Physique mathématique [Équilibre des tenipéralures de V ellipsoïde) une équation linéaire du second ordre qui a acqnis une grande célébrité : cette équation s'est d'abord présentée sous la forme
y est la fonction inconnue, A est la variable, g et h sont des constantes; enfin on a
fÇk) = {l -i-a2|(X-^62)(X-^c2),
a, b, c désignant de nouvelles constantes.
Nous commencerons par transformer cette équation en
posant
nous aurons alors, en faisant
0 (z) = (x;2 — aï -^ 62 |( ^2 _ «2 -t- c2),
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les Iran s formée s successives
f' r /icr^ <'y^ » ' ='- - «' ' -^ /'
é([uati<)n qui est de la forme
^'" et // désignant toujours deux constantes din'érentes de celles que l'on a désignées ainsi tout à l'heure. Si l'on pose alors
r' dz
ou
;: = sn ^,
1 équation de Lamé, en la prenant sous la forme
devient
d l dv \ 7
dz\dx) sl^{z) OU enfin
c'est surtout de l'équation
(jue les géomètres se sont occupés, n désignant alors un nombre entier.
Pour intégrer celle équation, nous changerons de variable cl nous poserons
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elle deviendra alors
Il ( n
hy = o.
Nous poserons donc
G, a, [3 désignant des constantes, j' peut se développer suivant les puissances positives et négatives de s et, en choisissant
convenablement G en le prenant égal à -rj- — - , on pourra supposer que le terme en - dans / a pour coefficient i : on aura
alors
I A| A.2I.2 ^^ Av I .'^.S. . . V
sn
r, désignant une quantité finie pour î = o et /^o, />j. • • • des
coefficients constants. Remplaçons j)^ et — — P^^' ces valeurs
dans (2), il suffira d'exprimer que, pour £ = o, le premier membre ne devient pas infini et qu'il est nul ou que les coefficients de s", £""', z~-, ... sont nuls; car ce premier membre, étant doublement jiériodique de seconde espèce, est constant s'il n'a pas d'infinis.
Remplaçons donc y et — — parleurs valeurs dans( >.), mulli-
plions par £- ; nous aurons
_ I . î A 1 2 . 3 Av 1 . 2 . 3 . . . ( V -f- 9. )
— ln{n -~ i){\ -T- Pot- -^ Pii'' -h . . .) -^ ht-] I Al , Ayi .?. . . V ,
ë ~ 1^ "^ • • • — T/^ïl ■ ■ ■ j '
en n'écrivant pas les termes inutiles. En égalant à zéro les termes en t-, z, î", . ., s~<"'+'\ on trouve
1 . 2 . 3 . . . ( V -i- 2 ) A., = 1 . 2 . ') . . . V Av « ( « -f- 1 >,
1 .2.3. . .1 V ^- i)Av_i = 1 .2.3. . .(v — I )Av-i ri( n ~-i).
V Av_.2 = I .2.3. . .(v — 2)Av-2" ( « -^ i
d'où l'on tire d'abord
ce cjui montre que n doit être entier, si l'on veut que v soit fini. On voit ensuite que Av_i ^= o, Av_:( = 0, . . . , en sorte que les dérivées deyqui entrent dansj^ sont de même parité. Enlin on a deux équations de plus qu il n'en faut pour calculer les A ; on disposera alors de a et P, de manière à satisfaire à ces équations. Quand on aura une solution de l'équation (2), il sera facile d'en avoir une autre, et l'on voit que l'équation de Lamé est intégrable parles fonctions elliptiques quand n est entier.
XXI. — Étude particulière des équations du second ordre
Les équations linéaires du second ordre, sans second membre, jouissent de propriétés curieuses qui ont été révélées surtout par Sturm, et dont nous allons faire connaître les principales.
Nous avons vu qu'en posant^ = J't ->JKi étant une solution d'une équation dilTérenticlle linéaire en y et sans second membre, l'équation s'abaissait sans perdre sa forme linéaire ; mais on peut abaisser encore autrement l'équation (juand elle est du second ordre.
Considérons, en ellet, ré(|uation siii\anto, où A, B, Csont des fonctions quelconques de .r,
(/xi dx ''
si yi est une solution de cette é(|uation, on a multipliant ( i) parj', et (2) par j', puis retranchant, on a Si alors on pose
dx^ dx
ou (p. 59)
7i ^(r —y dyx _ ,
dx
Ç'iyt p - _ Çflxi
J 71 ou
on a
ou
ou enfin
z = eJ ^ Y = Vi I —^ e '^ ^ dx.
Théorèmk t. — La fonction y déjî nie par L'équation (1) n'a que des zéros simples, si — reste fini.
En effet, réf[iiation ( 3j devient, en remplaçant :; par sa valeur,
^^^ ^ dx ^" dx
dyi dy ~ f - <ix-
Pour qup l'on eût y = o, ~ = o, il faudrait que y fût infini ou que ji ou -— le fussent.
Théorème II. — E/i général, deux solutions y et y i ne
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pourron! pas s'annuler en même temps, et leurs racines se séparent mutuellement (quand on les suppose réelles ainsi que x).
La première ])arlie de ce lliéorème est évidente, en verlu de (5) : si l'on fait alors ^ = a et r = i3, a et ,3 désignant
deux racines successives de j', ==0, -— prendra des valeurs
de signes contraires; donc, en vertu de (5), comme le second membre de cette équation est positif, il faudra que _)' prenne aussi des valeurs de signes contraires ; donc entre deux racines (\.ey^=■o, il Y en a une de y ^=0, et entre deux racines de yz=zo^ il y en a une de >-, = o. Mais cette conclusion est soumise bien entendu à des restrictions qui dépendent de la continuité des solutions considérées.
Théorème JIl. — L'équation (1) peut toujours être ramenée à la forme dite canonique
X et \ désignant des fonctions de x seul. En effet, cette équation développée est
f/j-2 '^ dx dx '^y -°^
et on l'identifiera avec (i) en posant
~dx
d'où l'on tire
X = Cl' A ^ \ — (»t' A
Théorème IV. — S il' on met en évidence un paramètre n. l'équation canonique pourra s écrire
/ • d I ^, dy\ ^,
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si L'on change n en n^, on a la nouvelle équation
dx \ dx
les fonctions y et y ^ satisfaisant à ces éciuations, donneront, en supposant la variable réelle,
/ yxy\dx=:^o,
a et 3 désignant soit deux valeurs annulant X, soit une valeur annulant y et une valeur annulant y ^.
En effet, en multipliant (^) par j'i et (8) parj', on a par soustraction
^ d^^ -^Tx—^ -('W-«.rn;\:^o
ou bien
d_ dx
[^- ^ J=(.,-«)jj,V.
En prenant pour limites d'intégration les nombres a, ^3 clioisis comme il a été dit, on a
o = (rt — «i) / yyi\ dx,
et, comme n — /?,^o, le tbéorème précédent est démontré. Théorème \ . — Entre les mêmes limites, on a encore
dx dx
En effet, multipliant (-) par n^y^ et (8) par ny^ puis soustrayant, on a
d fy- ntyidy — nydyi \ dy dy, ,
l'intégration donne la formule (ju d fallait démontrer.
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TiiF.oiiKMK ^ I. — On peut toujours ramener Inéquation linéaire du second ordre à la forme
G désignant une fonction de x seul.
En effet, considérons réquallon
si nous faisons y = /:;, nous aurons (p. lai el 122) . d'^z ( . dt ^ \ dz / , d^ t ,, dt ^ \
l'équalion sera donc ramenée à la forme voulue, si l'on dispose de /, de telle sorte que
A dt 2 A -i- -1- B ^ = o
ou que
Lorsque l'équation a la forme canonique
alors
cl il faut prendre
XXII. — Invariants des équations différentielles. Considérons une équation différculiellc linéaire donlrc /i :
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dans laquelle Y désigne la fonclion inconnue, X la variable el P|, Poj • • • 1 P« tics fonctions de X. Si l'un pose'
il est facile de voir fjue l'équalion (i) se transforme en une autre équation linéaire du même ordre
(in y d'^~iy
Nous démontrerons qu'il existe des fonctions de P,, P^, . . . et de leurs dérivées par rapport à X, telles que, l'une d'elles étant F(P,, Po, .. ., P;, P;, ...), on a
Ces fonctions F sont des invariants, et, si w = o, on a ce que l'on appelle un invariant absolu.
Le nombre des invariants distincts est nécessairement limité : en effet, une équation telle que (4) établit une relation entre les P et les p; or, quand les P, z» et <!/ sont donnés, les p sont déterminés; il ne peut donc exister entre ces quantités plus de n relations distinctes; les formules, telles que (4): sont donc au [)lus au nombre de n ■ — i et, si l'on suppose co = o, au nombre de n — -3. au plus. Ainsi le nombre des invariants absolus distincts d' une équation linéaire d'ordre n est au plus égal à n — 2, et les équations d'ordre inférieur à 3 n'ont pas d'invariants absolus.
Si l'on considère une équation linéaire du second ordre
I 5 ) z" = az' -~- 1} z,
dans laquelle z désigne la fonction inconnue, x la variable :;', s" les dérivées de ^ et «, b des fonctions données de x, et si l'on pose
(6) y^zn-^,
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on Iroiivc
, (il y
et, en coulinuant de dlirérenlier en reinplaçanl toujours g' par sa valeur tirée de (5),
^ ' dx"-
réliniinalion de c"~', .3"""'^', . . . entre ces équations iournil une équation linéaire d'ordre n en y. Il est facile de déduire ses solutions de celles de l'équation (5) : appelons en effet ^, et ^2 deux solutions distinctes de (5) ; l'équation en z sera satisfaite en prenant z=. C\:\-t- C2~■.^, Ci et Co désignant des constantes, et l'é(juation en y le sera en prenant
et, par suite, en prenant
c',, c.,, c", , c'^, ... désignant de nouvelles constantes arbitraires, et, par conséquent, en prenant y égal à l'une des quantités ^'/~', z'[~'- z-^^ ..., qui seront autant d'intégrales distinctes de cette équation; les intégrales distinctes de l'équation en j^ peuvent donc être mises sous la forme
yu y-i^yif, y-i-^y^f^, ■■■, yn^yit"-^.
Réciproquement, si une écpialion linéaire et homogène d'ordre n admet des intégrales de cette forme, elle se transforme en équation linéaire homogène du second ordre en
posanlj' :=: z"'^ ; en effet, on peut former une équal ion linéaire
et du second ordre en ^ a\anl pour solutions y)', et ^ SJ't»
cette écpiation, (piand on v posera :;""' ^^j', fouinira alors récpialion (Il )'.
Cela posé, chercher la condilion [jour qu une équaliuii d'ordre n
se transforme en une du second par la subsliuilion :;"^' = i-, ou ail ses intégrales de la forme Vi , J'i ^, J'i /-, .... c'est une seule et même question.
Or éliminons c""', z'^~'- z' . . . ., z'"'^ entre les équations (f)), (7), (8) : nous obtiendrons, comme nous l'avons fait observer, une équation d'ordre n
d" y ,Jn-\ y
Si, entre les équations qui donnent />,, />;,, . . ., />„ et leurs dérivées, on élimine «, h et leurs dérivées, on obtiendra des relations invariantes exprimant que l'équation (())a ses solutions de la forme )',, y, <, ...,)', ^""' . On peut obtenir ces relations autrement : formons Téipiation admettant les solutions distinctes j',, n,, ..., (""^y^. Soit F(j)') cette équation, on aura F()',) = o et F(^j^,):=o; donc les équations |'(r) = o et F(f)') = o ont une solution commune, et l'on peut dire que
ont chacune une solution commune avec F=:o, que nous supposerons être l'équation (9). Réciproquement, si les équations (10) ont chacune une solution commune avec F = o, celte équation aura pour solutions j',, ty^, t-y\, •••; or. pour exprimer que deux, équations ont une intégrale commune (|). \'*[))i il faut une condition; donc enfin, pour exprimer que l'équation F^o a une solution commune avec chacune des n — 1 équations (10), il faudra écrire n — 1 relations entre les coefficients p et leurs dérivées; ces relations seront d'ailleurs rationnelles. Ces relations seront évidemment invariantes; c'est-à-dire que leurs premiers membres seront des invariants; eu divisant alors, si cela est L. — Traite d'Analyse. V, 12
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nécessaire, les premiers membres de ces équations par une puissance convenable de l'un d'eux, on trouvera n — 2 invariants absolus.
Ces n — 2 invariants absolus seront distincts, car la relation qui exprime que F(y) a une intégrale commune avec F(t'y)csl évidemment distincte de celle qui exprime qu'elle a une intégrale commune avec F(tJj').
S'il fallait elTectivemenl appliquer ce procédé à la recherche des invariants, il faudrait y renoncer; car les calculs seraient d'une longueur rebutante : nous allons indiquer une autre méthode encore assez pénible à appliquer, mais plus pratique, et qui aura en outre l'avantage de bien mettre en évidence les propriétés des invariants. La méthode précédente établit le théorème suivant :
Pour qu^iiie équalion dijj'éreiiiielle linéaire puisse se ramener à une équation du second ordre par un changement de variable
il faut et il suffit que ses invariants soient nuls.
XXIII. — Équation canonique invariante
Je suppose que l'on connaisse un invariant \ de léqualion dilTérenlielIc
eirectuons la siibstilution
dx
et déterminons es et 'l de telle sorte que la lonclion r, transformée de V, soit égale à l'unité et que le coefficient />/ de
■ ^_. dans l'écpiatioii transformée soil égal à l'iinilé. Les
n — 2 invariants absolus sont des fonctions de ju. />i, . . ., Pn] donc il existe n — 3 relations entre/?,, /)o, . . . , pu et les invariants; si donc on rend/?, égal à zéro et si l'on choisit un invariant, c'est-à-dire une fonction des p égale à un, les/? seront des fonctions des invariants absolus, c'est-à-dire euxmêmes des invariants absolus.
Le même raisonnement prouve évidemment que l'on peut choisir arbitrairement deux coefficients de l'équation transformée, pourvu qu'ils ne soient pas pris égaux à des fonctions de X qui ne soient pas fonctions des invariants, et l'équation transformée aura encore pour coefficients des invariants absolus. Mais, si nous avions dit de prendre /?, = o, c'est qu'il est facile d'annuler ce coefficient et beaucoup plus difficile d'annuler les autres.
Nous voilà donc en état de calculer tous les invariants absolus, pourvu que nous ayons à notre disposition un seul invariant. Nous appellerons équation canonique invariante l'équation que nous venons d'apprendre à former et dont les coefficients sont des invariants absolus.
Lorsque tous les invariants sont constants, les coefficients de l'équation canonique sont constants; donc :
Lorsque les invariants cV une équation sont constants, elle peut se ramener à une équation à coefficients constants par un cliangement de variables.
Soient p^, /?o, ..., p,t des quantités rationnellement exprimables au moyen de a et ^j : si entre a et ^i il existe une relation y( y., |j)^o de genre [i., on dira que les quantités p forment un ensemble de genre jx [bien entendu, si l'on peut choisir a et ^ de manière quey*(a, 1^) = o soit d'un genre v différent d'e a et si v << ui., on dira que le genre de l'ensemble/?,, /?2> ••• estv].
Si l'on convient d'appeler équation difi'érentielle de genre <^ celle dont les coefficients forment un ensemble de genre [jl, on pourra énoncer le théorème suivant, dû à AL Halphen,
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ainsi que loules les considérations précédentes sur les invariants {Mémoires des Savants étrangers, iSH/j).
Pour qiC une équation différentielle linéaire soit réductible à une équation de génie jjl, il faut et il suffit que ses invariants absolus forment un ensemble de genre |Ji et, en particulier, poui- que Ion puisse rendre ses coefficients rationnels, il faut et il suffit i/ue ses invariants absolus soient rationnels.
Nous ferons une dernière remarque, c'est que tout invariant d'une équation est aussi un invariant de l'équation au multiplicateur ou de l'adjointe : cela résulte de la façon même dont se calculent les cocfficienls de ladjoinle (p. \'i~).
XXIV. — Calcul d'un invariant
M. Halphen, dans son Mémoire déjà cité et qui a remporté le grand prix de Matliémaliques, fait connaître un invariant de l'équation
fl"r d'^h- /i(n~i) d >■-'-)■
cet iiivarian l est
(I) Pl — ^^p'i — '-'PiP'i ^—■■^-KPi—'^PiPi-^-^p'l)'
pour le trouver on jieut a]q)li(picr à une équation du troisième degré le procédé général indiqué plus haut et on vérilic sans peine que cet invariant, considéré comme appartenant à une écpialion (pielconcpie, se trouve mulliplié par ['.;(.»•')]' (piand on cdccluc la substitution
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EXERCICES ET NOTES
I. 'équation
1 dx- i .A dx* " dx'-'^
n pour s<jlulioii
f* COS OLX , ; — dot. ;
oti demande de l'abaisser. I^a même expression satisfait aussi à l'équation
d-y n — i dy _
dx'^ X dx '
([ue l'on demande d'intégrer.
l. Intégrer les équations
dx^
d-y , „ dy
dx''- dx
Je e^
dx'"
■J. Intégrer
-~ (j ^ x^)-^ "inx —, !-(«-— rt)r = o,
dx'^ dx
saclianl que -; — est une solution.
dx"^-'^ i-\- x-
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(). In te g ICI'
clx- dx -^
d"-^e-^ sachant qne — ; .- est solution.
7. La (lôrivce «'""" {le(a"2 + i) -est le produit de (i — x-) - |)ar un polynôme entier P„ ; l'équation P„ = o a toutes ses racines réelles, le polynôme P„ satisfait à une équation diiïérentielle linéaire du second ordre à coefficients entiers que l'on demande de former et d'intégrer complètement.
L'équation
£/2 y I dy
dx- 2 dx
s'intégre par un changement de variable très simple. 10. Si y est solution de
d^y j, £/r ^^ ^ dx- dx • '
yc^ sera solution de
d-y „ dy
dx- dx
(Lebesgue.) 11. Intégrer
d'^y 1 dy
dx^ X dx
, sin.r , .
sachant que est une solution.
iû. Les polynômes Uo. Li, Uo, ... défini-; |iar l'équation
satisfont à l'équation
cl- y dv
ax- dx
on ilcmande d'intégrer cette équation et de prouver que
U„+i = x\},i^ nV),i-\- (Laguerre, Bulletin de la Société matliénialique, t. VU)
i;{. L'équation
d- y dy
, ■- — ax -f — h \i.av = o dx- dx
a pour solution
■i. a 'la .^ a
( Steen.)
I. — Remarques sur le calcul inverse des intégrales définies.
11 esl, en général, impossible de Iroiiver une fonction '^{jc) satisfaisant à l'équation
(i) fiJ:)= f -l/l^, z)o(z)dz.
/{:•) et 'i>(^, :•) désignant des fonctions données et a, b de> nombres donnés. En effet, si_/(.r) devient infini, ■:>[z)'}j{x, z) devient hii-mèine infini, mais l'équation
sera satisfaite, en général, pour des valeurs de x et :; variant simultanément d'une manière continue, de sorte que l'intégrale sera infinie pour des valeurs de x formant une suite continue; la fonction y(j:) sera donc infinie j)our une suite continue de valeurs de x, ce qui n'a pas lieu en général. Ainsi l'on ne saurait avoir, quel que soitx.
enelfel, pourj;^^ o, l'intégrale devant être infinie, il faut ipir <»(:;) soit infini entre — i et -j- i, et l'intégrale alors sera toujours iiifinu; : elle ne pourra donc en général représenter - •
(^uoi (ju'il en soit, si l'cf/iuition (i) admet une solution, ou, plus généralement, s' il existe une Jonction h(x, z), telle
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<Hie l'on ait
il en existera une infinité d'autres de la forme
775 désignant une fonction arbitraire.
En e(Tet, soit 0(j;, z)^-/{x, z) une autre solution (s'il n'en existe pas d'autre, y sera nul), on aura
f{x)r= f 6(x. z)dz-^ f y{x, z)rlz
(2) ^ '/{x, z)dz =0:
on y satisfait en prenant
d'ailleurs toute solution de (î) est de celte forme; car, si •/(;, x) satisfait à (2), on a identiquement
y(x, z) = y(x, z)— ^^-^ / /(x, z)dz.
II. Résolution d'un problème
PuOBLJiME ï. — Tromer une fonction '-p„(-^), telle que l'on
ait
(1) / ^{x)':^n[^)dx = 0,
^{x) désignant un polynôme arbitraire de degré n — 1. Soient '^,';'(j:), c5~^(x), ... les intégrales successives de
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^„(x), prises de manière à s'annuler pour j:" = /7 ; on a, en intégrant par parties, le premier meml)re de (i)
Celte formule avant li(Hi, (pielle que soit la fonction ^{x) de degré « — i , faisons successivement 0(x)= i , x,x'-, . . . x"'*, nous aurons
o-'(6) = o. o-2(^»)==o, .... cp-"(6)=o:
la fonction cp"" (a:) ayant toutes ses dérivées nulles pour j; = a el X ^ h, jusqu'à la (n — i^'^e inclusivement, on aura
ra-"{x) = {.r — a)"{x — b)'''l)(or).
'^{x) étant fini pour x = « cl x ^= b, et Ton voit d'ailleurs, a posteriori, que toute expression de la forme précédente satisfera à la question. On en conclut
'^"^''^= d^> [iT~a)"{x-b)n<l{x)l et, sans nuire à la généralité, on peut aussi poser
o„(x)= -, — î ^ , — \(x — a)"{.r— byi'lix)];
o„{x) est alors le coefficient de t" dans le développement de '^(^) -7-» - désignant la racine de l'équation
qui peut se développer par la formule de Lagrange (p. 35 j, t. III). Cette dernière formule donne en elTet
"^ 1.2.3... « dx'~^ L ( b — a y J '^"'
et, en difFéren liant,
(Iz d \{x — a){r — b^ , , ,1 .
-, 7 — \{x — rt)"(.r — 6)''•l(x)l-^...,
ce qui démontre la proposition énoncée.
Quand on suppose a^= — i , ^ = -h i , 'i'("P) ^ i , on a
•2 . 4 - • . i /i dx"
les fonctions c;, , 'j.o. . . . '^„. . . . , dans ce cas, sont ce que Ton appelle les polynômes de Legendre; Legendre les définissait comme étant les coefficients des diverses puissances de t dans
le développement de (i — itx + t'-^ ~ suivant les puissances de i; en effet, l'équation (2) se réduit dans le cas actuel à
d'où l'on tire
„ _ I =b y/l — ltX-^t'
dz 1
dx J
\ — itx-^ e-
il faut prendre le signe -7- devant le radical, parce que la racine que développe la série de Lagrange doit se réduire à x pour l = o, ce qui exige que dans la formule (3) on prenne le signe — ; si donc on pose
Xo-i-fXi-^...-i-^«X„-^....
on aura
_ I d'Hx''- — \Y
i dx
Celte formule est duc à O. R.odrigues.
I*Ro«LÈ.ME II. — Trouver une fonction '■p(x) ne possédant pas dans T intervalle compris entre x ■=^ a et x = b une
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iii/inilé de maxima cl de miniiud ci donnaiU lieu à la
formule
(i) / x"'^{x)dx =o
f/uel que soit n.
La fonclion '-i(.r), n'a%anl pas entre a el h une iiiliiiilé de luaxima el de minima, ne peut non j)liis avoir une infinité de zéros dans cet intervalle, à moins d'être identiquement nulle. Soit alors B(x) un polvnôme entier changeant de signe avec '^{x) : l'intégrale
I f){x)'^{x}dx
"- Il
sera différente de zéro, tous ses éléments étant positils si '^{x ) n'est pas identiquement nul, ce qui est absurde en vertu de(i); on doit donc avoir '^(.r) = o dans Tliypotlièse où nous nous plaçons.
III. — Polynômes de Legendre
D'après ce que nous avons vu, on peut définir le pois nome \„ on X„(.r) de Legendre comme le coefficient de /" dans
le développement de (i — -itx-i-l'-) ' ordonné suivant les puissances de t, et, à ce point de vue, on a
I rdz(i-izx---zn''
rinlégrale étant prise le long d'un cercle décrit de Toriginf comme centre avec un ravon moindre cpie un. le point x étant à l'intérieur de ce cercle. On a aussi, ci)minc on a vu,
et, par suite,
(3) X - ' ' /-(flul^li^f.
d'ailleurs, quel que soit le polvnùmc de degré n — i reprcsenlé par 0(x), on a
(4) f (i{x)\„dx=o.
Cliacune de ces propriétés va nous en fournir une foule d'autres.
l'^t d'abord, si nous posons
(5) y =(i~j.tx-n r') - = Xo^- Xi« -1-.. .-^.\„i!«-;-. . .,
on voit que. pour :r = i , j' se réduit à f i — /)"' , donc dans ce cas X,) = X| = X2 = . . • = ' ; ainsi :
Quand on suppose x = i, Ui fond ion X„ se réduÏL à r unité; de même, en faisant x= — i, on venait que
Si Ton fait x = o, v se réduit à (i -f- /-) ", dont le développeinent est bien connu; on en conclut que :
l^our X = o, on a X, = X:i = . . . = X^,/.,., = o,
On a, en posant x = cosv.
Cl l'on voit (}ue y sera dévcloppabic ])ar la foruiule (')); si t est moindre que l'unité, on a seulement un module moindre (pie l'unité. Tant que x sera compris entre -ri et — i, on «•onclut de la formule précédente et de la formule du binôme
r = (^i 4- - le" ''"-•r- -^ /•^'2Tv'~ + . . \ -f- •-'■•4
I go c II A I' I r H I- n .
et, par suite,
7 = 1-+-- «(eT^-^-T-e-y^)-^...
-L. fll + l ( ....
OU bien
y = 1 — l cosY -f-. . .
/ 1 . 3. . . 2/? -T- I -r 1.3...'. /< — 1 I ,wvr~r
2 /"+' I ' cos n Y -i ■ - cos n — 2 y — .
donc, en comparant avec (5),
/ 1 . 3 . 3 . . . 2 /i -^ I 1 . 3 ... 2 « — II \
A,,4-i = 2 nosnv -; ; ^ cos/i — 27-:-...
Cette valeur de X,, est évidemment maxima pour y = 0, ou pour cosv = I ; donc :
La plus grande valeur que puisse acquérir le polynôme \fi entre les limites — i et -\- \ de sa variable est égale à un.
On lire de (5)
dv - -
-^ =(l— 2/^-r/2) -{:v-ty,
ou bien, en mullipliant par (1 — itJC-r- <-),
dv -i
remplaçant "- etj)':=(i — -it.r -h /- ) ' par leurs dcvcloppoments déduits de (.")), on a
(I — 2 ^j-^r2)(X,-^ 2/ Xo-^ 3/2X3 -...) = (.r — /)(Xo-^ X,/-T-...);
en efTectuanl les produits indiques et en égalant de part et d'autre les coefficients de t" , on a
(G) (« — l)X„-Hl — (2« -7- \)\nX- -f- /iX,j_i = O.
Celte formule prouve que X,, = o a toutes ses racines réelles et que les racines de X„_, = o séparent celles de X„ = o^ toutes ces racines sont différentes et comprises entre — i et -\- i.
En effet, les polynômes Xq, X,, ..., X^ forment une suite de Sturm, puisque, X,/ s'annulant en vertu de (6), X,|^, et X«_| sont de signes contraires ; X„^| et X,, ne peuvent s'annuler en même temps, sansquoironauraitaussiX«_) =o, . . . , Xq = o ; or Xq = i . Enfin, pour X = i , la suite n'a que des pei'manences, puisque X„ = i ; pour x = — i , elle n'a que des variations, puisque X/; = ( — i)", donc, etc. c. g. F. u.
On déduit de (6)
multipliant la première formule par X//(;), la seconde par X„(j") et retranchant, on a
{•in -i-i)C-3 — ,r)X„(a;)X„(5)
— n[\,i{z)X,i^i{x)—\„{x)Xn-i{z)].
Faisons successivement ar = o, i, :>., ...,/?, et ajoutons les formules que l'on en déduit, il viendra
\\»{x)\^{z)-^-i\l{x)\i{z)-^...-^{-in-^l)\a{x)\n{z)]{Z—x)
= («^i)[X„+,(^;X„(.r)— X„(^jX„H.,(x)J ou. enfin
(;) ( ^^:^[^n+i(Z)\^{x)—\„{z)\a+xix)]
( =X„(^)Xo(^)+3X,(x)X,(^)-i-... + ('2«+i)X„(.r)X„(^j.
L'éqiialion ((3) periiiel de former les fondions X,, de proche
en proche ; on a
Xo= I, Xi = X,
et les polynômes X/^ sont allernalivemenl pairs et impairs, ce qui résulte de la simple inspection de la formule (^S), ou même de la formule (2).
La formule (2) nous montre (jue
\,„i){x)dx = o,
toutes les fois que 0(a:) est de degré /;/ — ■ 1 el, par suite, si ni est diflérenl de //,
/ y^m^ndr =0:
on peut se demander f|uelle est la valeur de l'intégrale qui entre dans cette formule, quand m = n. On trouve, en ap|)liquaiit la règle de l'intégialion par ])arlics,
(l'i(j.-i _ , y, (l,(jrî — iV
dx"
dx"
dx
d-"(T- — iV
dx-"
= ( — i)" / {x'—i)"i.i.3...i/idx\ en meltiinl j- — 1 sous la forme (.r-hi)(-/' — i ), une série
d'intégrations par parties conduira cndn à
X;-, dx = — '-^ —
On peut arriver autrement à cette formule. Élevons en effet au carré les deux membres de la formule (5) et intégrons de — I à -\- ï, nous aurons, en ayant égard à (8),
ou bien
^log^^ =...-T-r^« / \ldx
ou
en égalant les coefficients de l'-", ou trouve la formule (9).
IV. — Expression des fonctions X,, sous forme d'intégrales définies. Nous avons vu que l'on avait
■2 - /— I J ^« + 1 sj \ — 1ZX
l'intégrale étant prise le long d'un cercle de rayon R plus grand que un. Marquons les deux points critiques
ou, en posant x = cos*',
z = en*^,
pour lesquels la fonction placée sous le signe Tdovient infinie.
Soient i et i' ces deux points; soit aa' une ligne joignant 1... — Traité d'Analyse, V. i3
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deux poinls voisins de i cl i' , avec ia el Va' comme rayons : décrivons de pclils cercles p et p' aulour de i el i' : en dési-
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gnanL i)ar (G), en général, l'intégrale prise le long du contour G, on aura, en supposant mod/ << 11,
(circ.R)= -r(art')-f-(p') + («'«)-^(p) et, comme (p) et (0') sont nuls et qun {aa') = {a' a),
(oa)
on a
X„ = ^.{aa') : ?.r /— i
i" Si aa' est une droite, alors il l'uut intégrer en posani
z = x + y \'— I , r/r = y/— 1 dy, depuis y = — sj 1 — ^jusqu'à yz=-\-sJ\ — x'-^eV Ton aura
zx -H z'^ {x -+- y s/ — I )"'^
Si l'on fait alors j- = y/ 1 — x-coscp, on a
(x -I- \/a"- — I coso)"'*''
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en changeant ^ en - clans la formule (i), on a
ij V
l-ZX -r- Z^
et; en traitant cette intégrale comme la précédente, on trouve X;i = - / d':/\x ^ \J X- — icosti)".
Enfin, en prenant pour contour d'intégration aa' l'arc de cercle décrit de l'origine comme centre et limité aux points / et f', on posera z- = e^^~' et Ton aura
ou
t:/— X r.\l—\ I v/i — acosve
9V-1_(_ g2(jv'-l
'' -K)».'-rf(,
^' ^ v/2(cos6 — cosY) ou enfin
/cos(/i + ^J0rf6 /^(cosO — cosY)
V. — Développements en série de fonctions X„. Reprenons la formule (7), (p. 191)
( = Xo Zu — 3 X, Zi — . . , — ( V. « -;- 1) X„ Z„ :
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si l'on intègre les deux membres de — i à + i , on a
f~z ■ (^«+1 ^« — -^«+1 L,i)dx — 2.
Multiplions les deux membres de (1) par la fonclion continue y(;) et intégrons de — i à -|- i , nous aurons
( Z„+, \n — X„+i 'La)j\^)ch
si l'on remplace X,, et Z„ par leurs valeurs (p. 190)
- v/2(cos6 — cosy)
\ ) 'i dr\
- V^2(C0STj — COSO)
le premier membre de (3) prend la lurme
' '' ( COS ( /i -i- 2 ) 0 COS ( /J -T- I) Tj j
-f- 1)t, cos(n-T-|)6 f(z)
r'' r' { cos{n-T- 2)0 ce
/ / j — cos(n-f- !^
/o t^o ( V^(cos6 — COS 7
Y)(cosr) — coso)
dz di) dr
et sous cette forme on voit que, si la fonction f{z) est de celles (jui ont un nombre limite de maxima et de minima, cette intégrale n'a de valeur sensible pour n ^ y: que si ^ est voisin
de JT, à cause des facteurs à courte période cos(/? + -j^, cos(/î H — jr,. On peut donc dans (3) supposer c- très voisin
de X, et resserrer les limites entre .r — s et .r -h î, s désignant !ine quantité très petite et positive; on peut alors faire sortir
/{:■) de dessous le signe / > cl l'on est ramené à clierclier la
limite de
J\^) / '^ _ \ < ^./-i-^/i — X„^iZ..,)rfj,
qui, en vertu de (2), est égale à 2/{x): on a donc, en faisant n = y: dans (3),
l/(^)=^-^o/ Z„J\z)dz^...
On trouve ainsi le développement de /(x) en série de fonctions X„ : pour que cette formule ait lieu, il n'est pas nécessaire quey(:c) soit toujours continue entre les limites — i et + I : il suffit que ses discontinuités ne soient pas de nature à empêcher les intégrations que l'on a été obligé de supposer {voir la théorie développée t. III, p. Sga). Si, pour z^=x, f{z) a deux valeurs _/i et /"o, le premier membre de (4) doit
être remplacé par =— ' ^•
Si Ton pose
6n{x)=lx, Zo/(z)dz --...- ^^^"—^Xn Znf(z)dz,
le second membre de cette équation sera un polynôme 0«(x) de degré n, et, parmi tous les polynômes de degré n, ce sera celui qui s'approche le plus de f{x) ou, si l'on veut, pour être plus correct, ce sera celui qui rendra
" = / \f{X)- bn{x)\UlT
minimum. En elTet, tout polynôme ^„{x) peut se développer ainsi
^n{x) — AqXo-!- A1X1-T-. . .-f- A„\„,
A(,, A.|, ... désignant des cocfiicienls constants. Déterminons
iq8 ciiapitri: IV.
CCS coefficients de telle sorte que
u= f [/{x)— \oX^ — . . .— \,iXn]'-dx
soit luiniiiium. Pour cela, dificrcntions par rapport aux A, et soit 0 la caractéristique difFérentielle dans cette hypothèse, on aura
hi = z f [/(:r)-AoX„-...-A„X„](XooAo-^...^X„oA„)rf^.
Si l'on veut que u soit minimum, o« devra être nul, et par suite les coefficients de oAq, oA,, . . . devront l'être; remplaçant AoXfl-f-. . . + A„X„ par 0„(x), on aura alors
/ [f(x)-e„ix)\Xndx = o.
• ' - 1 / r/(x) — 0„(.r)JXo<:/^=o, d'où l'on tire, en général,
/ (■)n{x)\idx ou ;-:-^ = / X//(.r)
dx.
On en déduit, pour A/ le coefficient de X/dans le développement de/(j::). Celte propriété a été découverte par M. Plarr. Une théorie, toute semblable à celle ({ue nous venons de donner des polynômes X„, pourrait être faite pour les polynômes
î ^ \lx — aY(x — by>\\
mais, dans les intégrations, aux limites — i et -}- i il faudrait substituer a et b.
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a dx"^ Posons
prenons les dérivées logarithmiques des deux membres de celte formule; nous aurons
i dz inx
z dx X- — 1
ou
/ „ ^ dz
(x^ — I ) —, inxz = o ;
dx
en diflerentiant n + i fois de suite au moyen de la formule de Leibnitz, on trouve
fln+l - dn-¥\ - fin -
(X- I) -; -^ n -]-i)-2X —, -j- ft ( /i -i- I ) -;
^ ' dx"+-^ ' dx''-^^ ^ ' dx"-
— inx — r — inin -\- \) —, — = o.
dx'^+^ ^ dx»'
Si l'on observe que -1— ]J est égal à X,i à un facteur constant près, cette formule deviendra
en sorte que X,^ est une intégrale particulière de réqiialion
d-y dy
dx'- dx
Voilà donc un type d'équations linéaires du second ordre, que l'on sait intégrer complètement au moyen de quadratures
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quand n est entier. La formule
,. _ I dn(x- — \)"
t dx
peut se mettre sous la forme
l'inti'grale étant |)rise le long d'un cercle décrit autour du pointer comme centre. Vérifions que la valeur de X,^ mise sous cette forme (2) satisfait encore à (1); de (2) on lire
dX„ _ _i_ I r_(.
dx ~ 2« 2-i/^iV (^
/zr,v {z-xr
-Hl
dz,
portant ces valeurs dans (1), le premier membre se réduit à
'{Z^--A)"dz
X[(ft-i-i)(«-^2)(ar2— i)-i-2r(«-!-i)(;; — x) — n{n ^i}(z — x)'^\.
Si l'on remplace x- — i par :;- — i -+- ■2z(x — z) -{-{x — :;)et X par x — z + z, cette formule se réduit, à un facteur constant près, à
rduz^-.y^^n J dz l(z-xy^^-^j
c'est-à-dire à zéro. L'équation (i), ainsi qu'on devait s'y attendre, se trouve vérifiée par l'expression (2); mais la marche que nous venons de suivre pour le constater montre que Finlégrale
dx
y satisfait aussi, les calculs reslanl les mêmes, de sorte que
cette dernière intégrale est aussi une solution de (i). Elle peut d'ailleurs se mettre sous la forme
,4...2rtJ_ , Clx'^ L Z—3C J
ou bien, en intégrant par parties,
'-^' d" , , dz
an^/j rf^" z — x
dz.
OU enfin
J_ , ^ — • Nous poserons
en sorte que la solution la plus générale de (i) pourra se mettre sous la forme
ax„--bh:„,
A et B désignant des constantes arbitraires. Reprenons la formule (p. 191 )
M) {in-^\)x\n—{n -f-i;X„+i — /iX„_i = o;
divisons par 2(c — x), après y avoir changé a: en ^ et intégrons de — I à H- I : nous aurons
I , r^' zZndz . , ,_
en remplaçant z par z — :r + x et en observant que
I Z„dz = 0, «-'-1 on aura
(■ifi-r- i):£„x — {n -I- i)Z„^_i— nZ„-i = 0.
et Z,^ satisfait à la même équation ( \) que \„.
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Or il est facile de voir que Tinlégrale
do
satisfait, comme
à l'équation (4); en effet, ou a ricJentilé
\/x' — I sinho
^Z-^^ — icosho)"^' coshcp \/x'' — r
{x -r- \/x'- — I cosho/'^ \x -^ \/x'^ — I coshcp)' "^"
ou
d yx- — 1 sin h'^ x
"? {^x-^^x- — I coshcp j""^' (.r-i-y/u--^ — icoslio)""^
{x -\- \/x- — I coshcp)""^' n
{x -r- ^X- — I COS h Cp /'
et, si l'on intègre de o à oî, on a
o = (2n-M)X;,j; — (/n-i)X'„+, — rtX'„_,.
La fonction X^^ satisfait donc bien à la même équation (4) que 3/, et si l'on constate que X„ = S,,, X, = H,, on aura
X',, = 3„ ; or
^o=- = l0gl/ ,
_ I r zdz , . / 1 — -^
■ij z~x *'V iH-.r
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On a ensuile
.,0 V^-Hya;- — icoshoj V '
donc enfin X',^= H/,. On prouve de même que
^ \x — \J X- — 1 cos h o )" <r/cp .
VII. — Développement suivant les X„ et les —n
Les fonctions X,; de Legendre et les fondions conjuguées H,2 ont été appelées fonctions spliériques [Kagelfanctionen) par les géomètres allemands, pour une raison que l'on fera connaître plus loin; les X« sont alors les fonctions spliériques de première espèce, les S„ sont les fonctions spliériques de seconde espèce.
Les fonctions s_)ne(;tiques sont développables, comme nous allons voir, suivant des termes multiples des fonctions spliériques; nous allons d'abord nous occuper du développement
de » dont nous déduirons tous les autres.
Nous partirons de la formule établie (p. i(ji)
(1) --— ;(X„+,Z„— Z„+,X„) = XuZ„-h3X,Zi -^. . .-i-(9,/i— i)X„Z„,
et où Vjit désigne, pour abréger, X„(;). Multiplions les deux
membres par — dz et intégrons de — i à -h 1 . Si nous
posons 0,/ = H,„(^), nous aurons
= 0oXo + 301 X, + ... + ( 2/1 -4- i)e„X„;
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or
-'rt-^i dz «-'—1
(-^/i ^,i-f-i — L,ii ^n-^\) 'i
la première intégrale qui figure dans le second membre de celle formule se réduit à
- -7— — Xo / Zof/i: --. . .-i-(2/i — i)X„ ^ Z,k/- ,
c'est-à-dire à ; la formule (2) devient alors
I : 7( A«^.„-^] ^rtA,j-t-i; -r
= euXo-^3e,X, + ...-^(2«-i-i)0„X„.
On en conclut que 1 on aura
(3) — |-^ =eo\o-^3e,X,-^...- (2«-^I)e„\«-•••• quand on pourra poser
hm(n-f-i) I ■ clz—o (n = 3c);
remplaçons dans cette formule l'intégrale de -^ " ^ par sa
valeur; elle deviendra
linif/i-L i)(X„-Hie„ — e„4-iX„) = 0 ou, en vertu des formules (5), (p. 194 et 190)
lim(n-^i) / / ^ -\ \d-id'!^ = o.
J „ ,/ „ \t-^ /(^ — • cos h 6 /
A désignant un facteur indépendant de n. (>ctle formule aura lieu si l'on a
(x-^ Jx^ — I cos© \ 7 <• t -T- yC- — I cosli'l'/
OU
mod {x -i- /.r- — i coso) < mod(< -r- /<- — j cosho). Pour savoir quand cette formule sera satisfaite, remplaçons X par ( « -r - j et < par 7 ( i' 4- - ) ; nous transformerons cette formule en
4) mod if -i i-coso(?/ j < mod f -^ -i-cosli'^f 1 •
Remplaçons le premier membre par sa valeur maxima, le second par sa valeur minima; en désignant par [Ji le module de M, par v celui de v, par a l'argument de u et par |B celui de V, les modules des deux membres de la formule précédente seront respectivement
( [i H j (cos-a -r- sin-a cos-o)
-T- ( 'Ji. ) ( cos2 a cos- o -^ sin^ a ) — 2 ( 'ji.- ) cos o ,
-H ( V j (cos- p cos-hi!> -î- sin^ !jj-^ 2 ( v- ^ j cos h"!/
La valeur maxima du premier module, la valeur minin)a du second sont respectivement
[(:*+T,)-(!^-Jz)] "" ■^:^' [(■'-;)■'-(•'- ')l •"■ "'•
si donc [J--<v, la l'ormulc (/i)sera satisfaite, et la formule (1)
aura lieu.
Interprétons cette condition ;j^<^v. ()uand on se donne a,
X varie sur une ellipse d axes a H et u. ou a
ayant pour foyers les points — i et -h i ; rpiand on se donne v, t varie le long d'une ellipse d'axes v + - et v — ou v;
si donc on se donne v>>K, le point t restera à Textérieur d'une ellipse d'axes R -r- -.t etR — ^y» siR>- 1, et à l'intérieur
d'une ellipse d'axes 1^ + ]7 et rr — R, si R << i . Supposons maintenant que l'on ait j)Osé
et que l'on ait
mod V > inod u ou v
on aura
inulliplions par/(x)'^/x et intégrons le long de l'ellipse avant
l . I I Cl • < ■>■ ,
pour axes u H et u. ou - — 'jl. oi le point / est a 1 inle-
rieur de celte ellipse et si. à Tintérieur de celle ellipse y(^) reste fini, monodrome et monogène, on aura
■^ - v/— '/( t)=eo l Xo/ix)dx — . . .-^ ( 2 « -i- I )e„ f\nf{Jr)dx — . . .,
et f[t) sera développable en une série de Ibnclions 6; au contraire, multiplions par /[t)dl, en laissant v constant, ce qui revient à faire varier le point t sur une certaine ellipse. Si le pointer reste intérieur à cette ellipse et siy(a:) reste finie, monodrome et monogène dans cette ellipse, on aura
2- /^/(a7 ) = Xo |eo/( t)dl- .. .-r-{-2n -h 1 1\„ j^uf{t)dt-^.. . ,
et la fonction /sera développable en une série de fonctionsX,,. ( Pour plus de détails voir IIkim;, Handhiich cler Kugelfunctionen.)
VIII. — Formule de quadrature de Gauss
Supposons que l'on veuille évaluer une intégrale qui ail pour limites — i et -|- i. Cette reslriction n'est pas nécessaire
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en théorie, mais elle l'est en pratique, comme on le verra tout à riieure. D'ailleurs il est toujours facile, au uioven d'un changement de variable, de remplacer une intégrale qui a pour limites a et h par une autre qui ail j)0ur limites — i et -h I ; il suffit, si la variable est a*, de poser
a ^- h a — Il x= / ,
t désignant la nouvelle variable.
Considérons donc l'intégrale
oient «0, «I, ' •' <^«-t? t^ valeurs de x comprises entre — 1 et -T- I : nous pouvons supposer que ces ii valeurs soient précisément les racines de l'équation Xrt = o, X« désignant le polynôme de Legendre dont il a été question tout à l'heure. Soit maintenant y(j:) un polvnôme de degré in — i égal à 'f (j?) pour ^ = «0, X =^ a^, . . . ^ x = a,i_i et pour n autres valeurs de x (\ue nous laissons indétei'minées. Substituons au calcul de l'intégrale proposée celui de l'intégrale
à cet effet, divisons /(.r) parX„, soient Q le quotient de degré Il — I cl 11 le reste aussi de desrré n — i : comme
on aura
J\xydx = / q\„dx— R dx,
et, comme / Q^/,dx est nul (p. i8(j\ on aura ^ —1
f f(x)dx ^ f Rdx.
■2o8 CIIAIMTIIK IV.
Or U est clctcrniiné par n valeurs «o, «i, • • , ««_; de x et par les valeurs correspoodantes
lU«o )=/(«.)), ..., R(a,-,) = /(a„-i), et l'on a
■' ' \,i{ai){x — cii) et, par suite,
r'nx)dx= C'y J\^n v> ^"/"^^ ; ^^-^
ou même
Telle est la valeur exacte de j f{x)dx, qui est la valeur approchée de I '^{x)dx.
On voit que cette valeur est de la forme
Ao'f(ao)-H Aio(rti)-i-. . .-;- A„_,o(«„_,),
Ao, A,, ..., A„_, désignant des quantités que Ion peut calculer une fois pour toutes. On comprend maintenant pourquoi on a choisi les limites -h i et — i de 1 inlégrale que l'on avait à évaluer.
L'avantaere de la méthode de Gauss est de fournir la même approximation que la méthode de Cotes, en calculant seulement n valeurs de '-p(x), tandis que la méthode de Cotes exigerait que l'on en calculât 2n — i .
IX. — Nouvelle manière d'exposer la méthode de Gauss
Considérons la fonction vr- — et tlécomposons-la en
éléments simples, X/, désignant toujours le polvnôme de Legendre; appelons c:„, r/,. . . ., a„_i les racines de X,^ = o ;
nous aurons (p. 8, t. III) I _ I I I r
h( w) représentant '-^ — -> par suite f)((^/ ) = X'-(a). Ouand
on effectue les calculs, les termes en
.^mà (lai L 0 ( a, )( a/ — 1 i x — a J
X — ao X — ai
paraissent en vertu de l'équation (i) (p. 199)3 laquelle satislait Xrt, et l'on a
( X- — i)X;-, .i.\x — i x^\j ' ^(i{ai){af — i)(:r— m,)^' formule que Ton peut écrire
1 = -(— L_Uy_, [
\n{\ — X-) 2\X — l X — \] .^d\n-{ai)(l — af ){X — Oi)-
Intégrons les deux membres par rapport à x, en observant que
I \X-i-l ./• 1/ X — 1 .' . JC 3
et nous aurons
r^ cLc _ I r^' dz y 1
multiplions par '^{x) et prenons les résidus intégraux des deux membres, c'est-à-dire relativement à un cercle de ra^on plus grand que un décrit de l'origine comme centre. En supposant '^{x) fini dans ce cercle, nous aurons
on a donc approximativement
et l'erreur est le résidu
310 CHAPITItE IV.
[ To/'/Hermite, Cours cV Analyse de V Ecole Polytechnique, |>. 41>^ et suivantes. — Chiustoffel, Ueber die Gaussche Q uad ra t ur (Ckelle, t. 55). — Mehlkk, Bemerkungen zur Théorie der mecanischen Quadraluren (Ckei.i.e, t. 63). — Gauss a fait connaître sa métliode en i8i5 dans les Commentaires de la Société Royale de (jùttingue.]
X. — Généralisation des polynômes X
Posons
0(5) = (^-a)^(--^)?...(^-/)VG-r)",
a, jj A désignant des constantes supérieures à — i et
rt, ^, . . ., l des constantes quelconques, /i un exposant réel; posons, en outre,
0(^) = (^ — af-^^Hz — i^)3+i...(5 — a-)«^-':
on pourra écrire
iJ)'(z)=ii(z)[{cc — i)(z — b)...(z — T)-h...-\-{n-i-i)(z — a)...];
a quantité entre crochets peut se mettre sous la forme
F, F,, . . . désignant des polynômes entiers et [jl désignant le nombre des constantes a, h, . . . , /; et l'on aura
Posons encore
(z-ay^...{z-l)>-=/(z), et nous aurons
fc>'( ^ )= F(.r)fi^z K :; — ./• i" -f- F^(x}fiz)^ z — a^)"-»-' -4-. . . ;
intégrons les deux uicinhrcs entre deu\ limites qiu soient deux des quantités a, A, . . . , /; nous aiiions
U) o = F(x)J/{z)iz-x}»dz -r- Vax)p\z){z-x)"-^
^dz
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Or, si Ton fait
y =z j J\z)(z — xy^Vdz,
dy
n — [i. ) ifi z){z — x )''+!A-i dz ( — I ),
dV-y dx\>-
et, par suite, ( i) devient
, ^ =(n-^a)(n-^ 'j. — !)...(•« -4-1) ff{z){z — xYdz{—\)\>, dx\>- ' J
! Fix)p^
Cette équation difTérentielle a alors pour intégrales les quan-
tité
p\z)iz-x)"^\'-dz
dans lesquelles les limites sont deux des quantités a^ b, . . . , l; si n est entier, on aura encore une intégrale en prenant l'une des expressions (-2), mais en intégrant le long d'un contour fermé contenant le point x; cette intégrale ne sera, bien entendu, intéressante, que si n est négatif: elle se réduira alors à une dérivée de la fonction f{z).
XI. — Remarques sur les fonctions trigonométriques
Si l'on se propose de trouver un polynôme çp« (x) de degré n, tel que l'on ait
dx
/ ^){x)o,ii,x) ,—— ~ o,
poiii' tout [joiynùme f) (.r) de degré/? — i,on trouve (p. i8(j) que '^//{jc) est de la forme
CIIAPITKK IV,
»î/(jr) désignant une certaine fonction de x, cl, pour que 's„ soit un polynôme, il faut qu'à un facteur constant près on ail
'■:,„ est, à un facteur constant près, le polvnonic cos/^ arc cos^" et il satisfait à l'équation dilTérentielle
d- y cl y ^
qui a pour intégrale générale
A cos/i arccosa^ -i- B «in n arcsina-,
A et B désignant deux constantes. On constate que l'expression
ctx"
satisfait aussi à léquation ( i ) cl 1 on en conclul celte fornuilc de Jacobi
(I — .r- ) ' = sin « arccos.r.
?sous laissons au lecteur le soin de vt'nlicr ces assertions.
XII. — Polynômes de M. Hermite
Proposons-nous maintenant de trouver une fonction •::.(. r) donnant lieu aux égalités
1 '^{x )x dx = o,
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En se laissant guider par le fil des analogies, on prendra
dr"
la fonction e'^' s'annulant pour j; = ±; do un nombre de fois infini. La fonction 'o{jc) ainsi définie est le produit de (?"•*' par un polynôme entier de degré n dont les propriétés ont été étudiées par M. Hermile; on a, en efi'et,
de-''-
= — ixe
de d- e--
dx^ ~dx^
= \x-e-''' — te-"" = ( 4 -y- — 7.)e-^'', r= I — 8^'* H- I ■ix)e~-^'',
et il est évident qu'en général on pourra poser j' = e '" et
P„ désignant un polynôme entier en a: du degré //. Or on a
loçrr = — X-, f- = — ix
y dx
et, par suite,
dy
dx -^
el, en différentiant // -i- i fois,
, , rf'' + 2 jr r/' + l V ^ d"Y
^ ' dx'<^^-^ dx"+i ^ ' dx"
ou, divisant par C'',
équation qui servira à former les polynômes V de proche en proche. Le théorème de Slurm est immédiatement applicable et montre que V„=zu a toutes ses racines réelles; la for-
mule (i) peut encore s'écrire (i-y (ly
y désignant — -j—;^ ^^ * "^' ^^> P^r suite, on a
+ 'i.xe-^' ( --7-" — ixVjA -i- ^(/i -i- i)^-^'P,j = o
ou bien
Les équations (2) et
pourront donc être intégrées complètement quand n sera un nombre entier.
L'équation (3) peut s'écrire
elle est ainsi mise sous la forme canonique et l'on en conclut (p. 173) celte proj)riété des fonctions P„
/ P„,P„e-^=rfj7 = o,
pour les valeurs de m différentes de n^ ou
D'ailleurs on a aussi, en intégrant par parties, J P„, P„ e-- dx = j P„, -j^ dx
= / — -, ; dv\
I dx"> dx"-'"
, d'" e-^'- d" e-» ' dx'" dx"
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si m -< /?, ce résultat est nul ; mais, si ni = n, il est égal à
r'*'" fini p . fini p .„
/ ±-LlIi e-^- dx ; or V^ = = i . >. . 3 . . . m . 2"S donc
1 P;„e--r-f/a; = = i.9..3...m.2"'v/ï (p. i36, t. IH).
Nous ferons remarquer, en terminant cet aperçu, que l'intégrale
O^n-lnJ p.
est une autre solution de l'équation (3), en sorte que AP„^BQ„ = o
est l'intégrale générale de cette équation.
Si l'on pose
on aura
e--^'ï\,i(i{x)dx = o;
pour toutes les valeurs du pohnonie ^(.x) de degré inférieur à /?, on aura d'ailleurs
H„ =zx" x'i-^- : '- x't-^- — . ..,
1 l .JL
XIII. — Fonctions de Bessel et de Fourier. Posons
, I i .( n-^- \) i .■jL.{n-~i)(n -h ■!)
' I _^ xP
\ i .i.'S. . .p{n -hi){n ^ i) . . .{n-i- p)
2l6 CIIAPITRK I\.
nous aurons
dx I I . '2 ( /i — I )
cl, par suilc,
(IX X"-^ dx \.(ll~-l) I .^(^ -t- I)(« -H -2
Il en résnlle
jjii \ ;— \
dx 37"-' dx équation qui peut s ccriie
dx- dx
Si Ton change x ew — ^ on voit que, en posant
on a
d^Ha 9.7l-h\ r/lî„
(4) -d^-^-^lû-^'" = ''-
La fonction Bn est ce que l'on appelle là fonction de Foiirier ou de Bessel. Elle a été considérée, pour la première fois, par Fourier [Tliéorie de la Chaleur, Cliap. VI); on la rencontre dans diverses questions d'Astronomie et de Physique. Si l'on fait o,n -\-i^= ni et si Ton pose
d^C, m dC„, -
dx- X dx
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le changement de x en .r \J — i montre que la valeur de la
salisfait à
J-D,„ m dH,
dx'^ X dx
llevenons à la fonction A/, : on a
vz x^ z-
\ .1.'\. . . Il
iVlulliplions ces deux équations membre à membre, divisons par c et prenons les résidus relatifs au point o : nous aurons
-«-le V W x"' I I . "2 . 3 . . . rt — f H
donc ^ — ^f^ — ^ est le coefficient de c" dans le dévcloppemcnl
de <? ^ ^ suivant les puissances entières de c ou, ce (jui
x'^ B revient au même, — " — est le coefficient de z" dans le
i . . . 2 rt
développement de e"- '"K En résumé, les fonctions A, B,
(^^, D sont liées entre elles par les relations
C^,n{x)= G2„ + i(.r)= I5„(.rj= lîm-jfa"), D,„(^;= C,„(tv/^)= B,„-,(.rv/— i),
CHAriTRK IV
etl
l'on a
X ^'^^" dx^
d^B„ ^ dx^
aj7
d'Cn ^ dx^
d^D,„ ^ dx^
dD,„ -H m —J— dx
— X^in = O, -\- xY),„ =o.
Ces équations pouvant se transformer facilement les unes dans les autres, nous nous bornerons à étudier la dernière à laquelle satisfait la fonction D,„. Ecrivons-la ainsi :
d'^y m dy _
^ ' dx'^ X dx '^•^ ~
En vertu des théories de M. Fuchs, le seul point critique à distance finie est le point o : l'équation fondamentale déterminante est
ou
■x^ -\-{in — I ) a =: o ;
ses racines sont a = o, a = — (/« — i) ; il y a donc une intégrale monodrome et une seconde intégrale monodrome si tu est entier. La première intégrale est la fonction D„, : pour calculer l'autre, nous poserons
y = ar-''"-i'(i -+■ a^x ~r- a-ix- -f-. . .), -^ = — x-"'\{?n — \) -\- Uii m — •x)x -\- ai{m — 3)^7--+-. . .],
-~L = a7-'"'+"[(«? — i)m -H rt,(/?i — 2)(m — i).r -f-. . .],
et, portant ces valeurs dans (i), nous égalerons à zéro les <Jiverses puissances de x\ nous aurons ainsi les a et par suite
L 2. (m — 3) -L'i-ini — 'i)(ni — b) ' J'
les deux intégrales distinctes de (i) ont donc le point à rinlini pour point singulier essentiel; elles ne sauraient donc èlre racines d'équations algébriques. La fonction D,„ peut s'exprimer au moyen d'intégrales définies. En effet, on a
/ cos^' z sin'" z dz ■ 0
(m -+- ■j.){rn -h ^) . . .{m ■
— r- / sin"'^(/:;,
ainsi qu'on le vérifie bien facilement par l'intégration par parties; on en conclut, en changeant /n en m — i ,
/ C09,^' z sin'"-^ z f/z '- 0
et, par suite.
I sin
'"-^zch
Jf cos-'z sin'"-i - (fz _ 0
( rn-i-i ){/n'+-'i ) . . . i /n-\-u.i — 1 j r''^
t—i) / sin"'-izdz
Si l'on porte cette valeur dans la formule
■j.im-^1) '2.4. (//i -H i)(/«-i- 3) on Irouve
^zdz
ou J)ien
/ sin' i/o
l),„ I s\n"'-^zdz — I c.os{a;cosz) sin"^- ^zdz;
■t.f.O CIlAt'ITHK IV.
donc
(•2) / cos{x cosz)sin"'-^ z(/z,
ne difTérant de D„, (jiie par le facteur conslaiil
/ sin"'-'cf/c.
est une intégrale de l'équation (i). Cette équation peut donc être intégrée au moyen d'intégrales définies. On peut poser
cos :; = H ; la lormule (•?.) devient alors, au signe près et au facteur 2 près,
/ cosH;r(i — a- ) - du, en sorte que, si l'on pose (3) ^p— / cosux{i ~ U')P-^du,
\ p sera une intégrale particulière de
, d'y t-p dy _
dx- X dx
Les fonctions \ p sont cxpriniaMcs en termes (iuis (piand p ('Si entier. En effet, l'intégration par parties, a|)pliqucc à la foiniido (.'^), donne
r '&\nax , , „ ,
Vy,= / {\ — u-}P'-urxi> — x) (lu
Cl, en répétant celte opéralion,
\p=--J -——{x — u-'.)i>~3ir-{x[j->.){îp- \)du
;; (l -- U-)P--{ip — ■>)du,
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ce que l'on peut écrire
ip — % (2/J— •2)(2/) — 4 )
(ip — 'l){'lp— \)
' l>uu
Les fonctions \ sont, comme l'on voit, des fonctions de Slurni; d'ailleurs on a
V, = / cosuTdu= ,
y.^ = I cos iix{i — II- ) du =
sin.r — %x COS.7-
ce qui permet de calcider \ p de proche en proclie, et Ton voit que l'équation (4), et par suite (i), ont |)our m pair une intégrale exprimable en ternies finis. L'autre le sera alors au nioven de quadratures. On peut donner une autre forme aii\ fonctions \ p] si en eflet, dans la formule (3), on fait ux = v. on a
et, en intégrant |)ar jiarties, / x-i'-K'^
l'osant U„=^ —^ 1 on a
L'y, = / sinr(/-- — t- )/' --u r<A' ; «- 0
faisant ensuite r- r— //, on a
(J,, = / ^'in^uiJL- — 11)1'- -du;
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on a donc (p. i38, t. 111)
—!^ =: / / . . . sin ^ x- dx- dx- . . . ,
le nombre des intégrations étant/» — i ; donc
U:j = 4 / -^ / xsinj-rf.r-,
.ri X I X sin.r (/.r',
d'ailleurs U) = sinx.
On a donc ainsi un nouveau moyen de calculer sous forme finie l'intégrale de l'équation (i). Ces remarques sont de M. Hermite. (Consulter les Ouvrages de M. ÏNeumann, i86-. Lomel, i868, Sur les fonctions de Bessel el de Fourier, un Mémoire de M. Heine, Journal de C relie, t. 60; la Thèse de M. Nicolas, 1882, insérée dans les Annales de l'Ecole Normale.)
XIV. — Équation de Riccati
On appelle ainsi l'équation (p. ().»)
dy -, , dy , , ,
(r) -~ — r- ay- = bx'" ou ^ ~r -^ " J = ^^^•^"'■
Elle s'intègre, comme nous allons voir, à l'aide des Iranscendanlcs de Bessel. Si, en efïet, on pose u = e'"->''-^ ou
I du
ay = r— > au = A,
•^ u dx
1)11 liou\c
telle est la transformée obtenue par Euler. Posons
xP = kt, nous aurons
P- » ^d-u pin — n ^ du ^2 dt^ k dt
posant alors m=^ip — •>,p = , on a, en divisant par :c'
p- d-u p(p — 1 ) du
k-i dt^ k dt
Observant que x p ^ -^ -, p ^ j il vient
T kt ' 1
d- u m I du X - A
dt- m -r- 1 t dt p
on lera alors — ~ = : r = zt i , et 1 on sera ramené a
p^ {m-^iy-
Tune des équations
d- u m I du
—TT ,- =: « = o,
dt- m -X- t I dt
qui définissent les fonctions de Bessel ou de Fourier. Donc,
toutes les fois que sera un nombre i)air, on pourra
Intégrer par les fonctions algébriques et trigononiétriques l'équation de Riccati. Si l'on pose
n\ = in aK,
on en lire
telle est la forme que doit alTeclcr m pour que l'on puisse
intégrer en termes finis.
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()iiaii(! on counaîlra //, on auraj)' jiar la formule
1 (hi I d ,
^ a u(tx (t dx °
formule qui ne renfornîc j)lus (ju'une seule conslante aibi- Irairc. D'ailleurs l'équalion de lllccali esL une de celles que l'on sait intégrer quand on en connaît une solution (p. 62).
On ramène à l'équation de Riccali et par suite on intègre au moyen des fonctions de Bessel :
1" L'équation
-; by-x> — ax^" = o ;
dx ^
en posant c = > elle devient alors
'Jl° m. Fourel a trouvé (|ue l'équation
( A ) \ \\ ^ \.){x dy ~ y dx ) ~ M dy -h N dx — o,
où 11 est homogène de degré y> — ■ 2 et L, M, N homogènes de degré /?, se ramène à ré(|uation de Uiccati en changeante:
t I , ros6 sinO en - et V en - , ou encore en changeant x en — et y en •
()uand H = o, l'équation (A) devient linéaire par une transformation de coordonnées reclilignes en coordonnées polaires.
XV. ~ Étude des fonctions de Gauss
L'intégration de l'équation très générale, où A, lî, ... sont des constantes,
(I) ^.v^2+1}j:- + C) V^! -f-(D.z •^-E) ^ -+-Fr =0,
dx- dx
se ramène à létudc d'une série remar(|uable dont les princi-
pales propriétés ont été signalées par Gauss; nous allons nous y arrêter quelques instants.
Au moyen d'une substitution linéaire x = az -{- b^ on transforme cette équation en
M', N', P' désignant de nouvelles constantes. Or, si Ton choisit a et b de telle sorte que
A6--I- Bi -i- G = o, ka"- — - iïkab -^ ah),
sans prendre « = o, et si l'on remet j: à la place de z, léquation proposée prendra la forme
M, N, P désignant encore des constantes d'ailleurs quelconques, comme A, B, G, D, E, F.
Getle équation a pour points singuliers possibles les points o, 1 et oc : l'équation fondamentale déterminante est, pour le
point o,
a. {t. — ij-i-Xa = o
et |)Our le point i ,
nous pourrons donc développer, suivant les puissances entières et positives de j::, une intégrale de l'équation (2); le rayon de convergence sera au moins égal à un. Pour qu'il y ait une autre intégrale monodrome autour de l'origine, il faut que M soit un nombre entier : celte intégrale sera aussi monodrome autour du point i , si M est entier.
Gherchons l'intégrale monodrome autour de l'origine; à L. — Traité d'Analyse, V. 1")
cet eflet, posons
y = ao-î- aiX -T- a-2-r--\- . . . -h a„ ar" -+-... ,
rlx
-rh: — i.2 0.7-f-2.3a3 3--r-...-)-«(n — i)a„a''»-2-i-. . .:
dx-
portons ensuile ces valeurs dans l'équation (2); nous devrons avoir l'idenlité
[l .^a»-^ 2.3«3ar-h 3.4«ia:"^
-r-. . .-4-(n — i)nanX"-- .. .]{x^ — x)
^-(ai-i- 2a2:r -+-, . .-(- /?a„a;"-i + . . . )(Ma;-)- N)
En égalant à o le coefficient de a:", on a rt,iP -T- «««M -T- ( /i -1- I )a„-i_iIV -i- «(n — i)a„ — /?( n -f- i)rt„H.i = o
ou
_ P-hMrt-i-/i(«— 1) _ /i2-+-n(M — i)-hP
<^/o est d'ailleurs arbitraire. L'équation précédente peut s'écrire
_ (/H-a)(rt-i-^)
«n+l — Ufi ■ >
en posant
Si l'on fait alors a^ = o, on voit que la valeur de la série
ta,p,Y,a~)=H '-x-i 7^*^ x^-h
f..j i-ï i.2.Y(ïH-i)
1.2.3.. . «7(Y-r-i)...(Y-H« — 1) est une intégrale de l'équation
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La série (3) a reçu le nom de série h y per géométrique ; elle jouit de propriétés curieuses que nous allons étudier. Mais d'abord, pour en finir avec l'équation (4), nous ferons observer que, si F(a, ,3, v, x) est une solution,
a''-TF(i-4-a — Y) i "+" P — T' ^ — Y» ^)
est une autre solution, ainsi qu'on peut le vérifier en posant y^ x^z^ et en développant en série l'intégrale de l'équation en z. L'intégrale de (i) la plus générale est donc exprimable an moyen de deux séries.
La valeur de la série hjpergéométrique (3) peut être mise sous la forme d'une intégrale définie dans un grand nombre de cas, ce qui fournit une nouvelle forme de l'intégrale de l'équation (4).
Tous les calculs que nous allons faire supposent satisfaites certaines conditions de convergence et de continuité dont le lecteur s'apercevra sans peine, et sur lesquelles nous n'insisterons pas.
On a
^ af a— I I „ „ (i — ux)-'^ = H — ux~ u-x- -^. . .
Multiplions par uP*(i — u^'Ulu et intégrons de o à i ; nous aurons, en appelant B(y:», q) l'intégrale eulérienne de première espèce,
(i — ux)-^(] — u)^-UiP-^dii
= Bip, cj )^ -xB(p-T-i, q)-i-...
a(a-i-i)...(a-(-n — i) ,-, -^- iTOTTT;^ :v"Bip^n,g)^...;
or on a, en appelant r(^) l'intégrale eulérienne de deuxième
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espèce,.
^ '^ V{p-^ cj-~'i.) {p-i-q){p-=rq -^l) Vip-r-q)
La" formule précédente pourra alors se mettre sous la l'orme
rip)r(q)Jo ^ ^ >
ip-^q 1.2 {p-^q){p^q -^i)
a(aî-4- i). ..(a+/?— i) p(p -h i). . .( p -*- n — i)
UT
L'équalion (6) peut se mettre sous la forme canonique
éV^'-^^%Vv--
et l'on voit que, si f{x) est solution, y"(i — x) est solution aussi, en sorte que l'intégrale complète de (6) est, en désignant par A et B des constantes,
du
\/i<(l — «)(l — I — xu)
ou, en posant u ^= z-^
I XZ-)
Liouville, sous le pseudonyme de Besge, a fait connaître dans son Journal des équations remarquables qui se ramènent à la précédente. Si, en effet, dans
cm (e'-f-e-')2' on pose
Y l — x^ elle devient
laquelle se réduit à
quand on pose x = y/^ et que l'on change ensuite l en x. Si dans l'équation (a) on change t en at ou en at\J — i.
aSo CHAPITRE IV.
on volt que l'on peut intégrer les équations
dt^ ~
df^
co?,-at
et, par suite, aussi
dt- 4 sin^a^
XVI. — Intégration d'une équation remarquable par les fonctions
de Gauss.
Liouville a remarqué {Journal de L'Ecole Polytechnique, XXP Cahier, p. i85) que l'équation linéaire
d-y , ^ dy . .
^ dx^ ^ ^^ '^ "^ ^^ di -^(p^ ^^'^"^^^)y = °
pouvait se ramener à l'équation étudiée au paragraphe précédent en posant
y = ze-' • ,
z- désignant une nouvelle fonction inconnue et a, [i deux constantes. En eflectuant le changement de variable, on trouve
d*z r/ Q s T dz
sp -h rx -^ p \=o:
or on peut toujours disposer de a et [51 de manière à faire disparaître les termes en x- et en x dans le coefficient de z : l'équation se ramène alors à l'un des tvpes étudiés précédemment.
L'équation
rf* V dy
(mx^-+- nx-) -y^ -^(px^ ■+- a x) -f- — rv = o dx^ dx
se ramène au type étudié au paragraphe précédent en faisant x= -• (Liouville, loc. cit.).
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XVII. — Propriétés de la fonction F
Si dans F(a, ^, y, x) on convient d'appeler paramètres les quantités a, ^, y, et si l'on appelle fonctions contigiiës deux, fonctions ne différant entre elles que par un paramètre, ce paramètre étant dans l'une de ces fonctions égal au paramètre correspondant dans l'autre augmenté de un, on pourra énoncer le théorème suivant :
La fonction F(a, |j, y, x) et deux quelconques de ses contiguës sont liées entre elles par une relation linéaire et homogène ayant pour coejficients des polynômes du premier degré en x.
Nous établirons seulement une des quinze relations que fournit l'application directe de ce théorème. Nous aurons
-4-(a"H- 6V)F( I -H a, ,3, Y, or) = ^ x'^{pn^ -^ g n- -^rn -z- s^.
/?, q, r, s ont des valeurs indépendantes de x et /i, mais contenant a, ^, y. En annulant p^ q, r, s, on aura quatre équations pour déterminer a, a', 0, b' , c, c' ou les rapports de ces quantités; l'un d'eux sera même arbitraire, mais le calcul montre que l'on doit supposer a' = o. c. q. f. d.
On peut remarquer que
e-' = lim F ( [ , /» , i , — ) >
pour m :=: y:,
Iog(i -+- j:) = j'F(f, I, 2, X),
(I -ar)aF(a, ?, y, x,= F(^a, y - |3, y, ^T^l) '
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on vérifie également la relation
et par suite, en changeant y en y + i, y + 2, . . .,
F(ce, p, Y^^ 0 ^ (Y — ^-^'')(Y — P-H) F(a, p, Y^-2, 1) ~ (Y-')(T — ^ — 3-^"'
En multipliant ces formules membre à membre, on a
Fia, P,Y. ') ^ (y — g) ■ ■ • ( Y — gt -i- » — » )(y — r' ) • • • (ï — ^ -^ " ~ ' ) F(a, [î, Y + «, J> ~ (y+i)...(y + «)(Y — ^ — Éi^-I^••(Y-P— ^^-")
ou
r(Y -H /< -H i)r(Y — a — [b -4- /i -i- 1 j' si dans cette formule on fait n = 00, on trouve
Fra 3 Y . r(Y)r(Y-a-p)
relation remarquable entre les fonctions F et les fonctions eulériennes.
La série très générale de Gauss est un cas particulier de la suivante, dite série de Heine {Journal de d'elle, t. 3!2),
(i-y«)(i-gra+i)(,-yp)(i-^?^i) ^
On a, en effet,
cp(a, p, Y, I, a-) == F(a, p, y, -2^); on a aussi
(,_ûrX)(,_flrfJ)
-i- ^ _ — ^-— xo{x-\-\, ^-\-\,'i-\-\,q, X).
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XVIII. — Emploi des dérivées à indices quelconques
Considérons l'équation à laquelle satisfont les pol^'nômes de Legendre
fPy dy
(\ — X-) -=-^ — IX -f- -h n( ?i -h i)y = o dx- dx
et que l'on sait intégrer quand n est entier. Supposons maintenant n quelconque et posons (ui désignant un indice quelconque entier ou non)
elle deviendra
dxV-'
, dV-^^-z dV-^^ z , , dVz
Prenons la dérivée d'ordre — u. des deux membres : nous aurons (t. III, p. 493)
»s d'^ d^ , dz , .
( I — x-)—. \-n\i.x —, \M\i-+- 1)^ — nx—, — v-iii-z -^ ti(n-r- i)z =o\
' dx- ' dx ' ^ dx
on réduit cette équation à
„ d'^z dz
( 1 — x^) -r—„ -\- inx -j- = o, dx- dx
en posant
Ci) n( n -^i) — 11.2 — [j. = o ou |x = /i + 1 ,
d'où l'on tire
dz , , „
^^ = Hx^-.r,
l\ désignant une constante, et par conséquent
dx'^
L'équation (i) donne une antre valeur de [j. qui fournirait une seconde valeur dey, qui nous est d'ailleurs inutile, notre but étant seulement de montrer que la dérivée //'""^ de (x- — i)"
csl une solution de l'équation proposée même quand n cesse d'être entier, mais on ne voit pas très bien à partir de quelle limite il convient de prendre la dérivée en question; pour le voir, reportons-nous au calcul fait page 200 : nous y voyons que l'expression
j_ __L_ fy'-[y\ d.
satisfait à l'équation (1), et cela quel que soit n, pourvu que le contour d'intégration soit tel que
./ dz [(;; — ir)"+2j
soit nul : il suffit pour cela que le contour se compose de deux lacets ayant même entrée et pour points critiques x et l'un des points — 1 , ou -j- i ,
Une remarque analogue peut être faite au sujet d'un grand nombre d'autres équations : ainsi nous avons vu que le polynôme
' dx»
satisfait à l'équation (p. îi 'i) L'expression
dîy dy . .
fin i»— x'
dx"^
continuera à être une solution particulière de la même équation quand n deviendra quelconque. La valeur de la dérivée (|u'il faut prendre est, à un facteur constant près,
[)rise le long d'un lacet ayant son origine à l'infini el le [)oint X pour point critique.
XIX. — Équation de M. Moutard
M. Moutard a étudié l'équation très générale d^y r , d\o":m(x)~\ dy ,
m et \ désignant des fonctions de x et h une constante. Si l'on pose
J d-y _ - dyi dk
\ dx- dx dx
cette équation devient
dVA [ , dl0S^T3l\
et, en différentiant par rapport à x,
ly,.
dx-^
dx /
loo;TiTX dx-^
c'est-
-à-dire
dx^ '
aflogTTTA"»^
dx )
formule où
l'on a
pose
Xi =
rfMogTn).
L'équation (i) se transforme donc dans (3), qui est de même forme, par la substitution (2). Opérant sur (3) comme on a opéré sur (i), on la transformera en
d'^yi. , dyz ( d\ozm\\i\ .
-d^-^-d^V'"^ dx j--^-^^^-"'
«/MojïmXX,
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et finalement, je suppose, en
Si l'on avait A„ = o, yn s'obtiendrait au moyen d'une quadrature et la valeur de y elle-même s'obtiendrait par une suite de quadratures. (MotTARD, Comptes rendus, i8-5.)
Pour faire une application des principes précédents, nous considérerons l'équation
cl'^Y dy I rflogcX n(n -t-i) _
d^ ~^ diy- "dx^ ) ^^ •^'~'''
c désignant une constante, laquelle fournit la transformée
ou
dx^ dx et cela en posant
-Ij=°.
.ri =
on lire de là
dx
ri
Ce- 2/'^
a et G désignant des constantes; ou en déduit i'.
Le cas où \„ = o n'est pas le seul où l'équation de M. Moutard soit intégrable, et il est clair que, pour que cette équation soit intégrable, il suffit que l'une de ses transformées (5) le soit elle-mcmc.
XX. — Équations de Laplace
Nous donnerons ce nom aux équations linéaires sans second membre dont les coefficients sont fonctions linéaires
de la variable x^ parce qu'on peut les intégrer au moven d'intégrales définies, à l'aide dune méthode imaginée par Laplace.
Considérons l'équation
( I .) -j^ ( «/î a- -r- b„ ) -4- --^— ^ ( (tn-i -r -f- 6«-i j -T-. . .— 7( ao^ H- ^0 ) = «• .
dans laquelle <7o, «,, ...; Z>o, ^^t, ••• sont des constantes. Si l'on pose
cette équation prend la forme
' o(a)e^-^[a„3£" ^ a„_i a'^-' -+- . . .-^ a^]dx
en posant
cp(a)(a„a"-+- «„_i2'î-1 — . . .-i- «o)= G(a ),
celte formule devient
ou, en intégrant par parties,
/ G(a)<'''<-^-T- / [II(aj— G'iajJe^-'^/a = 0.
On satisfera à cette équation en prenant
(2) G(ai )e«.-^ = o,
(3) G(ao)<'^"^^o.
A cet eflfet, on pourra d'abord intégrer l'équation
G'(a)— H(a) = o ou
qui est linéaire et du premier ordre en 'f(a); elle donne, en posant <7„a" + , . . + «o = A, Z^„ a" -h . . . — ^o = B,
o{a) = Ce'' A,
C désignant une constante. Quant aux équations (2) et (3), on Y satisfera en prenant pour a, et a^ deux racines quelconques de l'équation A = o.
La méthode de Laplace tombera en défaut toutes les fois que l'équalion A = o sera de degré o ou i. Il va plusieurs moyens de tourner la difficulté : si A est du premier degré, on pourra prendre pour a, la racine de A = o et pour ao la valeur — oc; si A est une constante, on transformera l'équalion proposée en posant
p désignant une constante. Alors on aura
dy / d
dx
( dz \
d^y [d-'z dz \
—/- = <?P^ -7-7- -f- ap — — h p- L dx'^ \dxt' ^ d:r ' / '
^ = eP~ ( , n ^ -^ d" I •
dx"^ \dx'* I -^ dx'^~^ /-y
en substituant ces valeurs dans l'équation (^i),on obtient une transformée de la forme
^, (?«^ -^ Y") -^- ' --^ -(?o^ -^ Yo) = o,
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dans laquelle les |^ et les v sont des constantes : c'est encore une équation de Laplace à laquelle on peut appliquer les procédés que nous venons d'indiquer. ( Voir un Mémoire de M. Spitzer, inséré au Tome 5i du Journal de Crelle.)
La méthode précédente peut s'appliquer aux équations qui définissent les fonctions de Bessel et de Fourier et par suite à l'équation de Riccati modifiée.
XXI. — Emploi des dérivées à indices quelconques pour abaisser les équations linéaires.
Considérons l'équation linéaire
dans laquelle P,- désigne un polynôme entier de degré ;' en x. Essayons d'y satisfaire en posant
dV-z
ce qui la transforme en
Prenons les dérivées d'ordre — [j. des deux, membres; nous aurons
Dans cette formule on a
Ao = P
!^D> , !^(!^-+-Oiv- ^ ;i.(!x + i)...(a-4- »-i) ,
si l'on pose alors Ao = o, on aura une équation algébrique en
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•X t|ul pcrmellra d'abaisser l'équation (2) en prenant ^ pour
inconnue.
Si nous appliquons celte méthode à l'équation
d-r dy
dx^ dx
l'équation en <x se réduit ici à a 4- i = o et l'équation en c
ticvienl
d^z dz _
dx- ~^ dx '
ce qui donne
dz c . ,
-r- = — > z = c \o<ix -T- c , dx X
y = ex loga: -+- c" X,
c, c\ c" désignant des constantes.
Une légère modification de la méthode précédente permet d'intégrer l'équation
d"y , P r, d"-\r ^ ^ dx"^ I ^ dx"-^
ri) < -^ ^—^ -p"(x)-, — 4--+----
Il suffit, en elFet, de poser
d\>-z ~dxV-
cl l'on a, en difTérentiant — 'x fois,
'^" d^ '^ ^^"-' dJ^^ +. . .-^ Ao3 - o,
(p — l^>* p — [^ — i)ip — I-"- — '>-^
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si donc on prend p — a = /i ou a = /? — /?, on a
^ ' dx" 1 cte"-' '
OU
dx"^ I- ^ ^ J ' c'est-à-dire
F{x)z = cp( x),
'f{x) désignant un polynôme arbitraire de degré n — i . Il en résulte que, si rt, b, . . . , l sont les racines de F(^) = o, on pourra écrire
z = A{x — ayi~B(x~b)-^-^...~- L{x - - l) ',
A, B, . . . ,L désignant des constantes arbitraires et, par suite, en différentiant a =^/> — /' fois,
Telle est l'intégrale générale de l'équation proposée. Cette méthode est encore applicable quand F(j;) = o a des racines multiples.
La méthode précédente permet, comme on le voit, d'intégrer l'équation de Gauss au moyen d'intégrales définies.
XXII. — Intégration d'une classe particulière d'équations
La méthode que nous venons d'indiquer pour intégrer l'équation (3_) du [)aragraphe précédent n'a pas eu a|)parence une grande importance, eu égard au résultat obtenu qu'il était peut-être facile de deviner: mais elle nous permet d'aller plus loin.
Désignons, pour abréger l'écriture, par O,'^^ [F(^). y] l'expression
„, .d'"y P r.,, ,d'"-iv p(p -i)^„. . d>'i-iy
^("^ d^ -"7 ^ ("^ dx~^^-^^-i- ^^") d^-^ +•••
^ Pjp^^^.^.(p~m-.^) ^
et considérons l'équation différentielle linéaire
dans laquelle m, />...., p, q. ... désignent des constantes et F, G, ... des polvnûmes de degrés m, n. ... respectivement. Supposons les nombres m, n, p. q. . . . assujettis à satisfaire aux équations
m — /; = n ^ ^ = . . . — a ; posons
nous pourrons mettre (i) sous la forme
dx'>' ^ ^ dx" L -' J
et, si l'on suppose /;? >• /i >■ . . . , on pourra intégrer un certain nombre de fois et abaisser ainsi l'équation proposée. Supposons, par exemple, les quantités /??, Ji au nombre de deux et nt =: /? -4- I : on aura
~[Y{x)z\-^zG{x) = ^{x).
o{x) désignant un polynôme arbitraire de degré n — i : cette équation peut s'écrire
et s'intègre par des quadratures; :; une fois connu, on en déduit j'.
XXIII. — Équation de MM. Scherck et Lobatto
L'équation (de Laplace, p. 236) a été étudiée par INI. Sclicrck ( Journal de Ci elle. t. X") et
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par M. Lobalto {id., t. XVII); voici la solution deM. Lobatto : il considèi'e l'équalion plus générale
a désignant une constante, et il remarque que l'on y satisfait en posant
a désignant une racine de l'équation binôme
Or la différence de deux intégrales particulières de fa) est une intégrale de (i); donc
Q ft-ni (>cj;_ xe-^'^)dz
sera une intégrale de (i); les autres s'obtiendront en attribuant à a ses ti valeurs imaginaires, de sorte que la \aleur générale de^ sera
: V / e «+»( e=-ï— ae=^=«)r/^,
le signe ^ s'étendant à toutes les racines de l'équation
a"+' = I . ( Voir un Mémoire de Jacobi, Journal de C relie,
C II API TUF, IV
on y salisCait en posanl
et l'on est ramené à une équation de niénic forme dans laquelle l'exposant de x est diminué fl' une unité et à des quadralnres. (Le cas où m = 2 avait déjà été traité par M. Rummer dans \e Journal de C relie , t. XII, etparM. Lobatto, même Recueil, t. XVII.)
EXERCICES ET NOTES
J. On a, en appchinl X„ le polynôme de l^egenclre, 1 -f- ar \ "' I h ni -.
{m -r-i)(w. -4- 2)(m -i- 3) y ni( m — i)(m — 2)
log =i-\ Xi -^ „- X, -:- ^~ X3 -^
(B.vuEU, Journal de d'elle, t. LVl.) "1. En appelant toujours X„ le polynôme de Legendre, on a
X„-t-X„4., — Xo / Xndx-^\i I \,i-idx-i-. . .-i-Xn I Xof/.r.
(Catalan, Académie de Belgique, 1880.) ;{. Ayant mis un polynôme ^{^x) sous la forme
A,«X,„-^ A„,_,X„,_i-f-. . .-h AqXo — F(a:),
Ao, A|. ... désignant des constantes et Xo, Xi, ... des polynômes de Legendre, le nombre des racines de F(a7 ) = o égales ou supérieures à un est au plus égal au nombre des variations de la suite
A«;, A/„_i , . . . , Aq.
(Lagieiuie, Cuniplci rendus, 1881.)
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i. Soit, en a|>pelanl a^, «j, ... des coefficients constants,
an
yn
on peut trouver une fonction /(.r), telle que
( XlE.MoLLER. Zeilschrift fiir Malheinalik ittid f'/nsi/c, 187g.)
"). Si Ion forme les dérivées successives de la fonction e-^; on trouve
dx'^ ~ "~* ^ '
V« désignant un polynôme du degré n — 1 en x\ prouver que ce polynôme satisfait à une équation du second ordre linéaire et étudier cette équation. On l'intégrera même dans le cas où n n'est pas entier.
G. Si l'on veut une fonction o(ai, telle que
f{x)^ f e-«^*^^'cp(3!)û?a, il suffira de prendre
f e\. o sont ce que Gaucliy appelle ûc.^ fonctions réciproques.
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I. — Quelques règles générales
i" Quand une fonction renfermant n constantes arhltrairea satisfait à une équation d'ordre n, elle est la solution générale de cette écjuation; il en est de même de toute fonction implicite donnée par une équation non résolue renfermant n constantes arbitraires. Ce fait a été établi plus haut \ p. 12).
2" Lorsqu 'uneéquation différentielle contient seulement la variable x et des dérivées de la fonction inconnue y, sans contenir cette fonction inconnue elle-même, elle peut être remplacée par une autre d'ordre moindre.
11 suffît, en effet, d'v faire -j^ = r'etd'v considérer v'comme
nnnvello fonction inconnue : alors -rA? —r-- ... se trouveront
ax- dx'
1 ' dy' (i- y' 1 1 r 11''
renij)laces par -y--, ,\, •> • • • ; lorsque I on aura calcule }' ,
y s'obtiendra au moyen d'une quadrature.
3" [lorsqu'une équation différentielle ne contient pas explicitement la variable indépendante .r, on peut toujours la remplacer par une autre d' ordre moindre d' une unité.
En effet, considérons l'équation
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dans laquelle j^ désigne la fonction inconnue : posons
dx y ' nous aurons
cl- y _ il y' _ dy' dy dy' , dx^ dx dy dx dy '
dx^ dy\dyy )y dy^y \dy)y'
d'^y ^ d Vrpy
dx'* dy L dy- ^
d'*y d V d- y' ,„ / dy' \ - ,1 ,
on voit ainsi qu'en prenant y' [)our f'onclion inconnue et y pour variable indé|)endante, l'ordre de l'équation s'abaissera, et cette équation prendra la forme
„ / , dy' d'^-^y'\
( Huind >' sera connu en fonction de j , et que l'on aura, par exemple,
on en déduira
dy
ou
— , — = dx, nr — I _i2_
4" Lorsqa' une équation est homogène en x, y, (/.r, ily, d'-y, d'\v, . . . , on peut abaisser son ordre.
Il suffit, en effet, de poser
X ~ e', y — ze' ; on a alors
dx = e'dt, dy = dz e' -- z e' dt,
</2.r =^ e^df^, d-^y '-- d^ z et ;- i dz eUlt -\- z e' dt"-.
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Si l'on siihslilue ces valeurs dans l'équation proposée et si l'on désigne par n le degré de l'homogénéité, e"^ disparaîtra comme entrant en facteur dans tous les termes, et l'équation dans laquelle se transformera la proposée ne contiendra plus la variable indépendante i : on abaissera alors son ordre comme il a été dit tout à l'heure.
:■)" Lovsqu mie ('(jualioncst liomnnene en y, -f-, -t-^j •••' on peut la ramener à une autre (V ordre moindre.
11 suffit pour cela de poser
on a alors
dy _ fz,l.r^
dx
d-y _ /.-rfr^, ^zdx dz dx^ " dx'
Si l'on porte ces valeurs dans l'équation proposée, e'''^'^ disparaîtra comme facteur commun dans tous les termes, élevé à une puissance marquée par le degré de l'homogénéité, et. chaque dérivée de y se trouvant remplacée par une expression qui ne renferme que des dérivées de :; d'ordre moindre, on obtiendra une é(juation en z d'ordre moindre que la j)roposée.
II, — Cas où l'on connaît des solutions.
Lorsque l'on connaît des intégrales d'une équation renfermant des constantes arbitraires, on peut quelquefois en profiler jjour abaisser cette équation et essayer de satisfaire à celte équation en remplaçant les constantes |)ardes fonctions convenablement choisies (en faisant, comme l'on dit, varier les constantes). Nous ferons comprendre l'esprit de cette méthode en ra|)pliquant à une équation linéaire : soient >' la fonclion inconnnc. ./• hi variable; soient r, .).,. )■., des solu-
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lions de réquation linéaire
[ y" —Pï}'"'^ — p-if"- — ... — py^o, (.1) ! o»
I -^ dx' -^ ' dx
Jj\. p>. . ■ ■ désii^nanl des fondions données de x\ alors C\. c-2, C:i désignant des constantes arbitraires
< '^ ) y ^ c, ri — cojo — C3 j':j
sera une solulion de 1 i i. Supposons que 1 on remplace c^^ Co, C:t par des fonctions de x. et essayons de satisfaire dans cette hypothèse à l'équation 1 i •. en remplaçant y par sa valeur (^2). A cet effet, posons
Ci)
c, , c!,, cl désiirnant ~, -^, -.^ : la formule (2) différentiée ' -' 3 ^ dx dx dx • '
donnera
y' = cij'i — <^2„V2 — 03/3, y" = ^iji — (^".y'-i - - «^s/i,
et les dérivées y'", y'^, .... y" ne contiendront que les dérivées d'ordre 11 — 2 au plus des c; ainsi
En portant ces valeurs de r, j'', y". . . . dansd), on obtiendra une relation ( R) entre les c et leurs dérivées, contenant des dérivées d'ordre n — 2 au plus des c; les équations (3) différentiées donneront c.,, c'g, ainsi que leurs dérivées en fonctions linéaires de c, , c ", , . . • , si bien que la relation (R) deviendra une équation d'ordre n — ^2 (linéaire dans le cas actuel ) en c, . J'ajoute que cette équation ne contiendra pas r, liii-mémc, en sorte qu'elle jiourra être ramenée à l'ordre n — •'). vu que c^.
c-î, c-i ne paraissent pas clans l'équation (Ri, leurs coefficients étant les premiers membres de (ii, où l'on a remplacé y par
c\ une fois connu. (.3 ) donneront c, et c., ; des quadratures donnent alors c,, Co, Cj et (2 ) fera connaître y.
III. — Cas où l'on a des données sur la nature des intégrales.
Lorsque Uon sait qu'une équation dij/érentielle a des solutions communes avec une aut re équation différentielle, on peut trouver ces solutions comme il suit :
Désignons parj'', j', ... les dérivées, prises par rapport à la variable x, de la fonction inconnue, et considérons les deux équations différentielles
résolues par rapport aux dérivées d'ordre le plus élevé cle k. Si m = n en les retranchant Tune de l'autre, on aura immédiatement une équation d'ordre /;/ — i admettant les solutions communes k ( \) cl (q). Si m _> n , on différentiera m — n fois ré(|uation (2) et, en la retranchant de ( i \ on aura ainsi une équation (3), d'ordre inférieur à m, admettant les solutions communes à (i^ et (2). En opérant sur [■?_') et sur la nouvelle équation (3). comme sur f 1) cl ( 2 i, on remplacera l'une d'elles par une autre d'un ordre moindre, et ainsi de suite. Plusieurs cas j)Ourront alors se présenter :
I" On iinil par tomber sur des équations d'ordre zéro (pii par suite ne sont plus dilférentielles ; on est alors ramené à une question d'.VIgèbre : Trouver les solutions communes à deux équations algébriques ou transcendantes. Les solutions communes à (i) et (21 sont alors particulières et sans constanti's arbitraires, |)eut-étre même singulières.
■i" L'une des expiations (2 ), (3), (4^ • • • se réduit à une idcnliti'-. Supposons, pour fixer les idées, que ce soit 1 é(pia-
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tion (3) : si (i) et (2) sont de même ordre, ces équations sont identiques, c'est-à-dire ont les mêmes solutions sinon (1), et l'équation obtenue en diffcrenliant (2) /;? — n fois ont les mêmes solutions, et l'intégration de (i ) sera ramenée à celle de (2) qui est plus simple. En tout cas, les solutions communes à (i) et (2) seront les solutions d'une équation d'ordre inférieur à m.
La connaissance des solutions communes à (i) et (2) sera souventutile pour intégrer complètement (i)et, en particulier, si cette équation est linéaire.
Lorsque l'on connaît une rehilion entre les intégrales (T une équation différentielle, on peut en profiter pour décou^'iir des solutions.
En effet, soient r'= ^) y"= ^-r „■> Considérons l'équa-
■^ clx "^ dx^ ^
tion différentielle
(1) V{x,y,y',y", ...) = o; soient u et v deux solutions et
(2) cp(u, P ) = o une relation entre u et c, on aura
Si de (2) on tire u en fonction de v ])0ur le porter dans (3), cette équation prendra la forme
les équations (4 ) et (5) auront alors une solution commune ou, si l'on veut, (i) et
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aiiroiil une solution commune que l'on pourra déterminer |)ar la mélliode indiquée précédenimenl.
IV. — Applications des principes précédents
1. Trouver une courbe claies laquelle la courbure soit une fonclion donnée '^'{x) de Cabscisse.
En égalant à o' {jc) l'expression trouvée (t. II, p. ç)8) pour la courbure, on a l'équation différentielle de la courbe cherchée
celle équation ne contenant pas y, on prendra y' pour fonction inconnue, et l'on aura
ou, en appelant c une constante arbitraire,
on en déduit
V/I — (0-tC)2
ou
{^ -^ odx dy = - -^
y est alors donné au moyen d'une quadrature, et l'on a
( o -^ c) dx
/{o ~ c)dx
c' désignant une nouvelle conslanle.
:>."' Trou\'er une courbe dans lti(/ueUe le rayon do courbure soit proportionnel à la nornadr.
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Si l'on égale les expressions données (t. H, p. 98) pour le rayon de courbure et (t. II, p. 17) pour la normale, en multipliant celles-ci par la constante n, on a
ou bien
Cette équation ne contenant pas x^ on posera
et Ton aura
ou
„ _ dy' _ dy' , ^ "" ~dx ^ dv^' '
, dy' i-^y-=nyy —
y' dy' _ dy
L'intégration donne, en appelant c une constante,
ou
Iog('-+-.K'')= logcjK
si l'on diflérentie cette formule, on a
h cy' dx ^ny'dy'{i-r-y'^-y
ou
et, par suite.
c dx = n{i--y'-)- dy' zx^-n j {\-^y"'-y^ dy'.
Si le nombre n est entier, x pourra toujours s'obtenir au moyen des fonctions algébricpies ou logarithmiques (y compris l'arc tang). Nous allons examiner quelques cas intéressants :
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1" /i = I . Alors on a
en n'écrivant pas la constante, ce qui revient à transformer les coordonnées. Or (i) donne
l'élimination de r' donne
ex = log(y/c2 >'2 — I -T- cy) ou
gcx — ^c-y- — I -^ cy ; on en tire
e-<'* = cy — ^c-y^ — i , d'oîi
cy-- — 7, — ;
c'est l'équation d'une cliaînette.
II. Supposons /i = — I : alors
= — y(i-r-y2) -'ciy
ou
v' ex =
sans ajouter de constante, ce qui ne fait que transformer les coordonnées; or (i) donne
cy=.
si
l-f-jK
l'élimination dey' donne
c"- x"- ~ c'^ y"- = I, équation d'un cercle.
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.i" Si /J = 2, on a
cy — i-^y-, cdx — idy, cx — iy-. l'élimination de r' donne
c'est l'équation d'une parabole.
/{'^ Si /? = — 2, on a
cy — 7^ ■> ex = — 1 I - — ,,,., = — — — 7, — arctangv :
en faisant r':= tançj' '^, on a
cy—cos-^o, cx= — siniocosj'f — \'^
ou, posant - = 2rt,
y = la cos^ 2 'f 5 ^ = — 2« sinio cos ' ç — az, OU
j>^ = «(i -^ coso), a" = — a( siti'^ — o).
Chansreons ':> en — ■ — -^ et ^ -:- ar. en x : nous aurons
y = ad — cos'^V x = a('s — sinç):
ce sont les équations de la cvcloïde.
5" Nous ferons encore /i = 4 • alors
C7='i-T- 7-)-, cx = ^
ce sont les équations d'une courbe unicursale du quatrième degré.
III. Trouver une courbe dans laquelle le rayon de courbure soit proportionnel au cube de la normale.
L'équation du problème est, en appelant n une constante,
2Ô6 CIIAIMTIIK V,
OU
on en lire
rv' = — «;
c désignant une eouslante, on en dédull
ou
ou
X — i^zn n -r- cy-
ou enfin
X- — cy^ = rr /i
ce qui représente une conique rapportée à ses axes.
IV. Trouver les courbes dont le rayon vecteur issu d'un point fixe est égal au rayon de courbure.
Soient /■ le rayon vecteur, 0 l'angle que (ait ce ra^on avec un axe fixe passant par le point fixe. L'équation à intégrer sera (l. H, p. 1 18}
rr — 2 r - — /•'-
;•' et /•" désignant les deux dérivées de /■ prises par rapport à H; cette équation peut s'écrire
/•2( rr" -'-x r'"- — r- f = (^ r"- -- r'^ )■»
ou, en divisant par/",
Irr'—'y.r'-^ \2 / r'^X^
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Si Ton pose alors
/■' dr rr" — r'- el<x 1
cette équation deviendra
d^ cos-;i. cos-|j./ cos'"' jji
ou
Id^ _ \- _ ' \ f/0 / cos^ [j.
et, par conséquenlv
doù l'on lire
<^0 cos a
„, f/.'x cos !X
I ± cos ;x et
. r cos [X <5^;x
.] I lir cos;x'
doîi les deux solutions où l'on n'a pas mis de constante, ce qui revient à faire tourner l'axe polaire
0 = — |x + tangl ;x, (J = [j. -j- col J |x.
L'équation (i) donne alors
dr
= tangjx,
dr _ d\i. sin [X /■ I rh cos [X
et par suite
logr = logA' cos'2|^;x ou — log/: sin^ J |x,
k désignant une constante, ou, ce qui revient au même,
/- = k cos^ \ [X, ou
siii^ 2 1-"-'
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on a ainsi /■ cl 0 en fonction de u. On ne trouve pas ainsi la solution évidente r=coQsl., qui est singulière.
Si l'on avait voulu traiter la question avec des coordonnées rectilignes, on aurait obtenu une équation homogène, facile à intégrer, mais avec des calculs beaucoup plus compliqués.
III. — Recherche des courbes égales à leurs développées
Appelons R le rayon de courbure d'une courbe, a l'angle que fait ce rayon de courbure avec une droite fixe, l'axe des X par exemple. Je dis que léquation
détermine entièrement la forme de la courbe (mais non sa position); l'équation (i) devient en effet, en y remplaçant R et a par leurs valeurs exprimées en fonction des coordonnées x,,y d'un point de la courbe,
■i/(y') étant mis pour o { arctang — — j» on en lire
(i + y-)^ et, par suite,
x — Xo = 0(/), Xq désignant une constante*, on déduit de là
et l'on aura
y —yo= I F{x — xo)dx = ^{x — xo);
c'est l'équation générale des courbes ayant pour équation
Iransporlées parallèlement à elles-mêmes dans leur plan.
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Ainsi réquation (i) détermine complètement la forme d'une courbe, mais cette courbe peut être transportée parallèlement à elle-même, sans que l'équation (i) en soit altérée.
Cela pose, l'équation de la développée de la courbe (i) sera facile à trouver : en appelant R' son rayon de courbure, son ang^le de contingence sera <:/a, son élément d'arc ± dB, en sorte que l'on aura
mais l'angle a' que la normale à la développée fait avec l'axe des X est a dr ^ : donc l'équation de la développée est
ou, si 1 on veut,
(2) R = oYa=h-
Pourqueles équations (i) et (2) représentent la même courbe, il faut qu'en faisant tourner l'une des deux courbes d'un angle
). zn - elles deviennent identiques; donc
s'il avait fallu renverser sens dessus dessous l'une des courbes pour la faire coïncider avec l'autre, on aurait eu
Nous nous occuperons d'abord de cette équation qui est plus facile à intégrer que (3) : si on la difTércntie, on trouve
et, en changeant a en ). — a,
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Combinée avec (4), cette formule donne
ç(À — a) = — cp"(À — a) OU bien
cp(a) = — ^"(5t) ;
cette équation admet pour solution
o ( a ) = A cos a -1- B sin a ou
cp( a ) = A sin ( a -T- /i ).
A et II désignant deux constantes, on peut supposer h = u sans altérer la forme de la courbe ; on a alors
R = cp(a) = A sina ou bien
^^ ^, — — = A sin ( — arc tan^— )
ou
on en conclut
et, en intégrant,
(5) -arctansryH — r- = —;
on aurait de même
ou
Des formules (5) et (6), en posant _)/= tang-, on lire
A, X = — (« -4- sin {<),
y = 7 (i -^ cosu);
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SI 1 on change u en - -h «, x en ^ 4- — t: et y en — j', on
trouve
A , T = — (« — sinzf ),
JK = -7- ( I — cos «/ ),
équations d'une cycloïde.
L'équation (3) paraît beaucoup plus difficile à intégrer que l'équation (4); mais on peut en trouver un nombre illimité de solutions. Si Ton pose en effet
cp(a)= AoC^oa-i- Aie''.^^- Aoe"^^^-
o ( a -+- À ) = Ao e'»o>- e'^o ^f -i- . . . , o'(a)= «oAoe"o'^ — .. .,
on satisfera à la question en prenant
no = ± €"<>''•, rt, = =h:e"<^-, ...,
c'est-à-dire, en prenant pour /?o, /?(, n.^^ ... les racines de l'équation,
Cette équation a deux racines réelles; si l'on appelle v l'une
d'elles, on aura
o(a)= Ae''^:
donc, en remplaçant dans (i) R par sa valeur,
c'est l'équation d'une courbe égale à sa développée. Pour
intégrer cette équation, nous prendrons a pour fonction et
nous aurons
cola = -y,
(lo) devient alors
sin-'a
-, — =r= Ae-^--*
a' sinae"'^ = A ; on en conclut
/sin
ae^'^f/x = Xx
sina cosa ) e^^ = Xx -+- const.
Si l'on différentie, on a
mais
dy
_ -cola ax
dx = — langa dy,
donc
— cosoce'^^dx — Xdy,
d'où l'on tire, en intégrant,
— ( cosa H — ; sina ) e"''^= A v -i- const.
On peut, en transformant les coordonnées et en posant
v = tangp, écrire
kx = cos(a-i- P)evx^
AjK = sin(a + ^)e^3'; on en conclut
^ = lang(a-+-P),
donc a -i- [i est l'angle polaire 0 de la courbe rapportée à des coordonnées polaires. Mais on a
ÉQUATIONS d'ordre SUPÉRIEUR NON LINÉAIRES. 263
on en conclut, en faisant x- -r- y- = i'--,
A /•'- =- eî-'^'J-?) ;
la courbe cherchée est donc une spirale logarithmique, mais il est clair qu'il existera encore beaucoup d'autres courbes jouissant de la propriété énoncée.
Une analyse toute semblable à la précédente conduirait à trouver les courbes semblables à leurs développées ; il faudrait alors résoudre des équations de la forme
ou bien
cp(À — y.)= =rA-o(a).
La seconde fournit lépicycloïde, la première fournit entre autres courbes la spirale logarithmique.
V. — Équation intrinsèque d'une courbe
Je suppose que Ton demande de déterminer une courbe connaissant la relation
qui donne le rayon de courbure R en fonction de l'arc; si l'on choisit des axes de coordonnées quelconques et si l'on appelle a l'angle que la tangente fait avec l'axe des x, on pourra écrire l'équation (ij ainsi
ds
ds
= '!* ( 5 ) -1- const. = •!/ ( s ) -1- et ;
en prenant les tangentes des deux membres et en observant que tanga = y- , on a
■£. =tang[4-(s)-f-a];
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on aurait de même
clx cîy
cosaou — ^ = cosf (!/ + a 1, —"-= ?,\n\'li ^ a\ as as
et, j)ar suile,
x = Xq-^ I cos{^ -\- a)ds,
7=70+ / ^in('\>^a)ds,
^0 et j^o désignant deux constantes. Il est clair que la courbe est égale à la courbe représentée par
x= I cos{'J^ -h a) ds,
y= I s'in {'il -{- a) ds,
dont on peut écrire les équations
x= I cosa cos'\> ds — / sin« sind/ r/s,
y= \ ^macos<i^ds ^ f cosa sini{/<r/i-.
Cette courbe elle-même, en faisant tourner les axes de Tangle a, se ramène à
.r = / cos^ ds, y = I ^in<\ids;
donc l'équation R=c3(5) ne représente que des courbes égales entre elles et même elle représente toutes les courbes égales à une certaine courbe dont la lorme est caractérisée par la forme de la fonction cp. On lui donne pour celte raison le nom adéquation intrinsèque de la courbe. On devra pouvoir de celte équation déduire les propriétés intrinsèques de la courbe, c'est-à-dire les propriétés de cette courbe, considérée abstiaclion faite du monde extérieur.
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Nous allons faire une application de celte théorie à la résolution d'un problème qui pourra paraître difficile au premier abord, mais qui se résoudra simplement si l'on a égard aux considérations précédentes.
VI. — Problème inverse des roulettes
Problème. — Quelle courbe il faut-il faire rouler sur la courbe donnée B, pour qu' un point lié à la courbe C décrive la courbe A donnée.
Nous allons chercher l'équation intrinsèque de la courbe C : à cet effet, nous désignerons par p, R, R, les rayons de courbure de xA., B, C respectivement; 5 sera l'arc des courbes en contact B et C, compté sur chacune d'elles à partir d'une origine fixe jusqu'au point de contact, o- sera l'arc de la courbe A. Enfin n et 'o désigneront la dislance d'un point de la courbe A au point correspondant de contact des courbes B et C, et l'angle que fait cette distance avec la normale commune à B et C. On a trouvé (t. II, p. 1 82 et p. 1 3 1) (/2 est normale à l'arc c/t)
cos'-s — n
rJ
d. = {'^^-^Uds.
Or p est fonction de t; n et cp sont des fonctions des coordonnées du point de la courbe A et du point de contact correspondant de B et C ; donc n et 'o sont fonctions de s et o-. Enfin R est fonction de s : ainsi les deux équations précédentes contiendront 5, R,, o-; l'élimination de 7 donnera bien une relation entre R( et 5, c'est-à-dire l'équation intrinsèque de la courbe cherchée.
On peut écrire les équations (1) sous la forme
(.) («-Hp)«(i-.-j;-) = pcoscp, ^^-«(^-^)-
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Quand la base est une droite, ^ ^ o, et, en posant ^^ = A-,
on a
(n -h p)nk = 0 coso. -r- = n/c ; 'as
/», p, (5 s'expriment en fonction de t : on aura alors
(4) (« + p)^=,ocosc?, rik=^-
La première de ces équations donne s en fonction de s- ou a en fonction de 5; la seconde donne alors k en fonction de s. Supposons que la roulette doive être une droite parallèle à la base ; en prenant la base pour axe des x, on aura p = oo, n r= const. Les formules (4) donneront
dz , di
-r = costû, HK = —r- ; as ' as
jnais cos',3 = i , donc ch = ds, nk = 1 , donc A= const. ; la courbe roulante doit donc être un cercle de rayon /?. Pour avoir le point décrivant, par le point de contact on élèvera une perpendiculaire qui passera parle centre. Efl'ectivement, le centre décrit bien une droite parallèle à la base.
VII. — Équations de Liouville
I^a méthode de la variation des constantes s'applique assez bien à l'équation suivante, résolue par Liouville,
dyy
dx)
Deux méthodes peuvent servira l'mtégrer : i"on peut d'abord négliger le dernier terme; on a alors à intégrer
d^y .. . dy
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ce qui donne
C désignant une constante. Cela posé, supposant C fonction de )', difTérenlions cette équation; nous aurons
dx^-y-dj^dx W(^)Je
ou, remplaçant l'exponentielle par sa valeur,
d^_ ^dy \dC dy _ç.. ^.
dx'- ~ G dx ydy dx ^•^^'"''J'
portant dans (i) cette valeur à la place de -r4' on a
\dY\dQ,dy ^ .^ ~\ ., dy ^. J dvV
ou bien
G dy ^^''
G = C'e/^'^"^->-; (2) devient alors
dy _ r^,jFiy)Jy+ff(x)dx
dx~^^
équation dans laquelle les variables sont séparées.
2" On peut encore intégrer l'équation proposée en posant d'abord /(.r) = o et en suivant la même méthode.
VIII. — Équation de Jacobi
SI Von connaît une intégrale première de l'équation
le reste de l'intégration s'achè^'e par les quadratures.
Soil, en effet, (•2) ■^=o{t, y,c)
une intégrale première de (i) : on en tire
d'iy e)'f do ~d par suite
dx'^ dx dy '
do ào
si nous différentions par rapport à c cette formule identique,
nous trouvons
â-o ô-o do do
de dx de dy ' dy de ou bien
^_^ \ ' de ] dx\dc ) donc
do do o ^ dx r- dy
' de de -^
est une différentielle exacte. La formule (2), qui peut s'écrire
o dx — dy =: o.
do
a donc pour facteur d'intégrabilité — ^> et Ton a pour l'intégrale cherchée
rdo
IX. — Équations de Brassîne et de Malmsten
M. Brassine a démontré que Ton pouvait toujours intégrer complètement l'équation
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au moyen de quadratures, dès que Ton en connaissait une intégrale première; si l'on pose en effet
y = ze 2-' on trouve
et l'équation (i) devient
-^_--^zr-{x)--^zf{x)-'^\x,ze^ Je2 =0.
Celte équation est de la forme
elle s'intégrera par suite, en vertu du théorème de Jacobi démontré au paragraphe précédent, au moyen de quadratures, si l'on en connaît une intégrale première, ce qui aura lieu si l'on connaît une intégrale première de la proposée (i).
L'équation suivante, considérée par Malmsten, jouit des mêmes propriétés :
En effet, si l'on en connaît une intégrale première
contenant la constante arbitraire c, on pourra d'abord écrire l'équation (P)
Ox Oy dx^ . V ' ^ ^ '
et (Q) ainsi, en la différentiant,
d'^y _ ^ _ [^ Q dx'^. Ox dy
En éliminant -j^> on a
do do /()0 d^ ,\
— — I -, ( i- ^r- 'j — ' il = o
dx oy \dx ày 1
et, en différentianl par rapport à c,
():fc)c c)j^t^c ây Oc '
c'est-à-dire
donc y- est un facteur d'intégrabilité dedy — ^dx, et la solution de l'équation (P) s'achèvera par les quadratures.
On voit de même que l'équation suivante, encore citée par Malmsten :
^cp(a7, y')—y''H^>y) =0
s'intègre par quadratures quand on en connaît une intégrale première.
X. — Intégration des équations au moyen d'un facteur. Étant donnée une équation difTércntiellc
(i) F(^. jK, y,7", y") = o,
(juc nous supposons du troisième ordre pour fixer les idées, mais que l'on pourrait supposer d'un ordre suj)éricur, on pourra souvent l'intégrer en appliquant la méthode suivante. Posons
ôx ' ' ôy ' dy' ' '
on essayera si F ne pourrait pas être, quel que soity, la dcri-
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vée d'une fonction /; pour qu'il en soit ainsi, il faut que (t. III, p, 2l5)
„ dV d'-T d^Y"
dx dx^ dx^
Si cette relation est satisfaite, on calculera la fonction y et
y = const.
l'on aura une intégrale
de (i), sur laquelle on pourra opérer comme sur (i). Si la condition (2) n'est pas satisfaite, on cherchera à déterminer \ de manière que aF soit la dérivée d'une fonction f, quel que soitjKÎ alors il faudra que
Oy dx
[df J^TL^- \W/~ dx^ l^/ ^ "■
Cette équation sera du troisième ordre en A et se décomposera généralement en plusieurs autres, parce qu'elle doit avoir lieu, quels que soientj)^, j-', ^" etjK''-
Théorème. — Si une équation d'ordre n peut être mise sous la forme
(3) pdy''-^ -}-Q=o ou Pdy'^-i-^Qdx =0,
P et Q désignant des fonctions de x, j', y'^ -j-y ••-, y"' ' = -^ — -, Il existera toujours un /acteur [x, tel que
soit une différentiel^, exacte.
En effet, soit
une intégrale de (3), c désignant une constante arbitraire : en différentiant cette intégrale, on a
()o ào , do , , ih
( 4 ) -^ dx -i- -r- dy -\- ^, dv -h . . . — , ' . f/v"-" = o
^^' dx ày -^ ày -^ Oy"-^ -^
on
CIIAPITIIE V.
do do do
CcUe équation doit fournir la même valeur do y" que (3); donc on doit avoir
do do do do
—JL _i L y' _l_ _! : yll—l :
d.r dy dy"~- "^ dy"-
ct par suite l'équation (3) multipliée par le facteur pi. fournira l'équation (5) ou (4), dont le premier membre est une différenlielle exacte.
En égalant le facteur jji. à l'infini, on pourra parfois obtenir
une solution singulière.
XI. — Remarque curieuse au sujet des équations d'ordre supérieur.
Soient
y. et |îi désignant dcu\ constantes arbitraires, deux intégrales d'une équation dinérentielle d'ordre n. Lagrange a remarqué que, si l'on posait
et que l'on éliminât a et [i entre (i) et (2), on obtenait une équation
difTérentielle, admettant pour intégrale le résultat de l'élimination dcy"~* entre les équations (i);en eflet, cette résultante
étant dilTércntiée, on obtient une équation
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Ces équations (3), (4) sont équivalentes à (i) et (2); car ce sont des intégrales mises sous des formes différentes d'une même équation différentielle. Si l'on y adjoint l'équation ^(a, ,3) = o, on tombera donc par l'élimination de a et ^ surO('j, '^) = o; (3) est donc une intégrale de cette équation.
L'équation Q(cp, <|/)=:^ o a une intégrale singulière que l'on peut déduire de (3), en différentiant par rapport à a, ce qui donne
mais on a
ce qui donne
à^ d^ ~ à'^ di ^ ^'
Celle équation, combinée avec /= o et 0(a, j3) = o, donnera par Télimination de a et [^ une solution singulière de
Considérons, par exemple, l'équation générale des cercles
l'intégrale générale de cette équation est, ce qu'il est facile de vérifier,
deux autres intéf;rales s'obtiendront en différentiant cette
équation et seront
d'où l'on tire
L'élimination dey" donne
{T — c^)-hy{j— ?) = o; L. — Traité d'Analyse, V.
celle équalion, quand on suppose
est une inlégrale de
La solution singulière s'oblieul en éliminant a et [j entre
^ — ^^fif-'i^), 6(a, 13) = o, ,^_ d6 _
ce qui fournit la développante de la courbe (j(a, [i) = o. On peut ainsi former des équations intégrables, avec des solutions singulières; mais, considérée comme méthode d'intégration, la proposition que nous venons de faire connaître est plus curieuse qu'utile. (Lvgr.vivge, Fonctions analytiques; — J.-A. Serret, Journal de Liouville, i'^ série, t. XVIII.)
XII. — Remarques sur la formation des équations différentielles
Nous avons déjà fait observer (p. 12) qu'en éliminant les constantes «,, «o, (73, . . ., a„ entre l'équation
(1) f{oc,y, a,, a., ..., «„) = »
et ses n dérivées on obtenait une équation différentielle d'ordre n admettant pour intégrale générale l'équation (i); les constantes «,, «o» • • •> (hi sont les constantes d'intégration. En procédant de cette façon, on peut former un certain nombre d'écjuations différentielles qui! sérail difficile d'intégrer directement et dont on connaît a priori l'intégrale. Quand on rencontre les équations dillérenlielles que l'on a
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ainsi formées a priori, on peut avoir la solution de problèmes difficiles à résoudre directemenl.
C'est ainsi que nous avons (p. 88) pu résoudre des problèmes dont la solution était formée d'une série de courbes homofocales, que nous avons reconnues à la simple inspection de leur équation différentielle.
Une conique arbitraire peut constituer la solution d un grand nombre de problèmes : ceci nous engage à faire connaître l'équation différentielle de ces courbes, qui est du cinquième ordre, puisque l'équation d'une conique quelconque dépend de cinq constantes arbitraires.
L'équation d'une conique quelconque est réductible à la forme
y =^ mx -i- n dz \/\ x''--\- lax -k- b^
A représentant le discriminant de la courbe; en différenliant
deux fois de suite, on élimine m et n, et l'on a
_\ y = —{a- — b\){\x- -h 7.ax -T- b ) ^, d'où
(i) y"^ = (a'' — b\}~^(lx--{-Q.ax ^ b),
et par suite, en dilférentiant trois fois de suite.
Telle est l'équation différentielle des coniques, qu'il est d'ailleurs bien facile d'intégrer directement sous cette forme. Dans la parabole A = o; dans cette bvpothèse, pour éliminer les constantes, il suffit de différentier deux fois l'équation (i) et l'on a, pour l'équation différentielle des paraboles,
dx- \ dx- j En développant les équations (a) et (3), on a
i \ ) ay'i — lyy'" = o
CHAI'ITRK V,
|j()ur Icqualion des paraboles, et
( 5) ^or'"^ — 4 5/' y" r'^- -~ 9 /"^jk^ = o
pour rcqiialion des coiikjiics en «^rnéral.
On arrive encore à cette formule en partant de réquation
\x- -T- 2 B xy -+- Cy- ^ iDx -+- 1 Ey -1- F = o ;
en différentiant trois fois de suite, on élimine A, D, F et l'on a
y"(Bx + Cy -^ E) -^ ^y'(B -+- Cy')= o;
en différentiant encore, il vient
j'v(B:r + C7^-E)+ ^/"(B -4- C/)-t- 3Cy"2 = o,
puis, en différentiant encore,
yHBx-^Cy + E)-f- 5j-(B + Cj') + loC/"/' - o.
En éliminant alors Bx + Cy + E et B H- Cj^', on a léquation des coniques sous la forme
jv 5^.v ,oy"
qui se réduit à (5) quand on développe le détcrniinanl. Une méthode toute semblable conduirait à l'équation du neuvième ordre des courbes du troisième degré.
Nous allons faire quelques applications de ces formules.
PuocLi;ME I. — Trouve/- toutes les courbes te/les, que leurs diamètres présentent un point d'injlexion aux points où ils rencontrent ces courbes.
Désignons par j:,^' les coordonnées d'un point de la courbe cherchée, et par x,jK( et x-xy> les coordonnées de deux points voisins; soient jc, z= x -j- y.-r- t,X2^= x — a + ô. Si les points j", K, et X'^y-i sont sur une parallèle à la tangente, il est facile
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de voir que x — Xs et jc — x-^ seront à peu près égaux et de signes contraires, et que la différence 2 £ sera du second ordre, ce qui justifie la notation adoptée. Exprimons qu'il en est ainsi : on aura
yv = y ^{y. — t)/ ^ {'X -+- £)2 ^ H...,
donc, en vertu de (1), ou
(o = ..f^^(.^+3.^,^_(îa3.-^4^M
\ +(ai-hioa-2ï2-^ 5e*) '^ . -r- . . . .
Les coordonnées ç. r, d'un point du diamètre sont
X\-^ X-y Kl -i- Vo
— ! el "^ --^
OU
Ci.)
(4) • ^( 3a5s -4- E^*) ^^ -v-(ai-+-6a2s2 -+-£*) ^^
2^8 CliAlMTHK V.]
L'équation (2) donne, comme première approximation.
où s' est du troisième ordre au moins; en substituant cette valeur dans (2), on a
En bornant l'approximation au troisième ordre, on voit alors que s' est du quatrième ordre, et, en bornant alors l'approximation au quatrième ordre, on a
d'où l'on tire, aux termes du cinquième ordre près,
yy
donc
enfin
ey
yv" ,
io
On aura ensuite, au lieu de ( i).
si l'on forme alors 1 équation
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qui exprime que le point [x, y) a une inflexion, et, si l'on fait a = G dans le résultat, on trouve
C'est l'équation générale des coniques.
Piioblè;me II. — Troia'er une courbe qui ait en chaque point une conique ayant avec elle un contact du cinquième ordre.
En mettant le problème en équation, on tombe encore sur l'équation générale des coniques.
Problème III. — Trou^^er toutes les courbes dont les diamètres sont rectilignes.
Ce sont, d'après le problème II, des coniques; ce théorème a été démontré pour la première fois par M. Bertrand, dans le Journal de Liouville.
Problème IV. — Trouver toutes les courbes rencontrées par leurs diamètres en des points tels cjue, si l'on y mène la tangente au diamètre, cette tangente soit parallèle à une direction fixe.
L'équation différentielle du lieu est celle des paraboles.
Problème V. — Trouver une courbe dont tous les points sont des sommets.
L'équation du problème est
or, quand on cherche l'équation différentielle des cercles (:r — a)2-(-(jK— ?)-= R^
en éliminant a, ji), P», on trouve précisément l'équation (i); donc les seules courbes dont tous les points soient des sommets sont des cercles.
28o CHAPITKE V.
La tangente au diamètre d'une courbe au point P où ce diamèti'e rencontre la courbe est ce que l'on appelle Vaxe d'aberration en ce point P, l'angle H que cet axe fait avec la normale en P est donné par la formule
tangO=y- (' "^ •>'')•>'"' •
enfin le centre de la conique osculatrice en P, que l'on appelle centre d'aberration, est sur l'axe d'aberration. 9 est appelé Vaberration en P.
Si donc on demande une courbe dont l'aberration soit toujours nulle on trouvera un cercle.
XIII. — Application de la théorie des équations différentielles à la recherche des intégrales définies.
Une méthode assez féconde pour trouver la valeur des intégrales définies consiste à les considérer counne fonctions d'un paramètre, et à chercher une équation difîerenlielle facile à intégrer à laquelle elles satisfassent. Voici quelques exemples de cette méthode.
Soit
on en tire
e *^dx;
du r ~x- — ; dx
—r- = — / t' *■ — - ia, da ./„ 37-
a , a dx ,
ou, en posant - = /, — — = — dt,
du /•" -l'-T^^
-r- = ■?. I e '-dl.
|)ar conséquent
du
da
et
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c désignant une quantité indépendante de a\ on a donc
Faisant a = o, on a
Jf e~^'dx = c,
où c = -^; on a, par suite,
Considérons encore l'intégrale
'" cosQX dx
on a
d-u r^" x''- QO'iax dx
da-
r cosaxdx
r^" , r^" cosax d. = — I Q,osaxdx-\- j —
\ X dx = — / ç,o%axdx-\- I
c'esl-à-dire
d'il sm an
aa- a
Intégrons cette équation : nous aurons
C sine
M = Ae« -i- B e-" — ^« / e-« du
€"■ da,
A et B désignant deux quantités indépendantes de a. Posant na ^= z. on a
f — -^ e "dz 0 ^
sm;: 4- - , e "dz.
1 1 fiit- I
l'our a = o, // = 2 arc lang/j, et y- = o-, donc
2 arc tangn = A -i- B, o=A — B; par suite,
rna • z
sin j -, — ■^- e "az
rna • "
Supposons rt > o et faisons /? = x; nous aurons
si, au contraire, a était ^o, on aurait r.e"- : ainsi l'on a
cosax ,
dx = Tre-",
suivant que a est négatif ou positif.
La même méthode pourrait servir à la détermination d'un grand nombre d'intégrales définies, connues pour la plupart au moyen d'autres méthodes. INous n'insisterons pas davantage sur ce sujet.
EXERCICES ET NOTES
1. Trouver une courbe dont le rayon de courbure soit proportionnel au carré de la normale.
2. Trouver une courbe dans laquelle le rayon de courbure soil proportionnel à une puissance de l'ordonnée. Quelles sont les \alcurs de cette puissance pour lesquelles on peut achever les calculs?
3. Trouver une surface de révolution, qui en chacun de ses points ait deux rayons de courbure égaux et de signes contraires. (Le méridien est une chaînette.)
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4. Trouver ua conoïde, ayant en chacun de ses points deux rayons de courbure égaux et de signes contraires (hélicoïde).
3. Trouver une courbe dont le rayon de courbure soit égal à celui de sa développée ou de la développée de sa développée.
6. Trouver une courbe dont l'arc soit égal à la sous-nornnale. (S'intègre au moyen de quadratures.)
7. Trouver une courbe dont l'arc soit proportionnel à la normale {id.).
(S.' Former l'équation générale dilTérenlielle du quatrième ordre qui appartient à toutes les hyperboles équiiatères, et intégrer cette équation.
9. Former l'équation générale des coniques circonscrites à un triangle donné, et trouver l'équation différentielle de ces coniques; intégrer ensuite cette équation différentielle.
10. Trouver une courbe dans laquelle la projection du rayon de courbure sur un axe fixe soit constante.
\\. Trouver une courbe telle que la somme des projections de son rayon de courbure sur deux axes rectangulaires soit constante.
12. Trouver une courbe dont le rayon de courbure soit dans un rapport constant avec celui de sa développée.
13. Voici quelques formules utiles pour résoudre un grand nombre (le problèmes sur les rayons de courbure : soient/? la distance de l'origine des coordonnées à la tangente à une courbe au point {x, y), fis l'élément d'arc de cette courbe, R son rayon de courbure, y. l'angle que la tangente fait avec l'axe des x :
dp . dp
x—pcoiT. j-iin'x, y = p iin'x^ -j-cosT.,
p = a7Cosa -t- j' sin a,
' di d'j.'
li. Trouver une courbe dans laquelle l'arc soit proportionnel à la distance d'un point fixe à la tangente, comptée sur une droite passant par le point fixe (courbe de poursuite) {voir n" 13).
15. Soient R le rayon de courbure d'une courbe et |3 l'angle qu'il
2S4 CIIAIMTKK V.
fait avec un ave fixe; trouver une courbe, telle que F(3, R) = o;
si R = rt CCS m ( — — ? )) la courbe est une épieycloïde {voir n" 13)-
( Tisserand, Exercices.)
IG. Soient * l'arc d'une courbe, t. l'angle que la tangente fait avec l'axe des a: : déterminer cette courbe sachant que
s = a 01. donne un cercle, s =^ a langa donne une chaînette,
s = a cos ma
donne une épieycloïde (voir n° \'3). (Tisserand.)
17. Trouver une courbe telle qu'entre son rayon de courbure H et celui de sa développée R' il existe la relation {voir n° 13)
on doit trouver une épieycloïde. (TissnriAND.»
18. Trouver une courbe dans laquelle le rayon de courbure soit |)roportionnel à la distance d'un point fixe à la tangente (i'0<> n" 13).
19. Trouver une courbe dans laquelle le rayon de courbure soit proportionnel au carré de la distance d'un point fixe à la tangente {voir n" 13).
20. Trouver une courbe dans laquelle le rayon de courbure soit quadruple de la normale.
21. Trouver une courbe dans laquelle le rayon de courbure/? soit
une fonction du rayon vecteur r.
r dr On s'appuiera sur la formule p = — — > où/? est la perpendiculaire
menée de l'origine sur la tangente.
22. Trouver une courbe dans laquelle le rayon de courbure soit proportionnel au rayon vecteur {voir l'exercice précédent).
L'équation
dx- {a ^r--i.bx -r- cx-)-
<• < Czdx 11 1 • I
• intègre en posant j' = e-' ; elle devient alors
dz _ ., A
dx ( a ^ ibx -^ ex- )'-'
m en a une solution
b -^ k ^- cr
a -T- ibx — cxoii
k = \'b- — ac -r- A. ,
( LioLViLi.E, son Journal. \" série, t. IX.) l2o. L'équation
d^y m — i [ djY , .. , .,
•^ dx^ m-^i\dx 1 '
jieut s'intégrer par des quadratures, m, a, b, c étant des constantes
56. Déterminer une courbe telle que, si l'on forme sa transformée par rayons vecteurs réciproques par rapport à un point 0, son rayon «le courbure en M et le rayon de courbure de sa transformée au point correspondant M' aient un rapport constant (Concours de Licence, octobre 18-5).
:27. Si y = f{x) est une intégrale de l'équation
d^y dy dx^ dx
^era aus^i une intégrale, o, b, c désignant des constantes arbitraires.
Un système d'équalions simultanées du premier ordre peut toujours être, lliéoriquemenl au moins, résolu par rapport aux dérivées des fonctions inconnues Xf, x-y, . . .■, x„ prises par rapport à la variable indépendante .r; il peut alors être présenté sous la forme
dxi _ clx.2 _ dxn _
jsifii • • '•) fn désignant des fondions de .Ti, x-^i . . .f x„ q{ X. Rien n'empêche de poser, et cela d'une infinité de manières,
/• N, Xj . X„
X|, Xo, ..., X„ désignant des fonctions de.r,, ^2, ..., x„, X, dont l'une, par exemple X, peut être supposée égale à un ; les équations (i) prennent alors la forme plus symétrique
, , c/.r dxi dx,i
Parfois les équations simultanées du premier ordre alTeclent une forme moins simple; en combinant, en elTel, les équations (2) par voie d'addition, on peut les mettre sous la forme
P] dxi -^ I '2 dxi -f- . . . -4- P„ dx„ -k- V dx = o, Q, f/ri -;- (^-idx-x -- . . . -1- Q,, dx„ -;- Q dx — o,
ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES SIMULTANÉES 9.Sy
P,, Po, . . . , Qi, Qo, . . . désignanl toujours des fonctions de
Nous rappellerons que les systèmes équivalents, (i), (2) ou (3), admettent en général une solution (p. 1 2) renfermant 11 constantes arbitraires; ces constantes sont les valeurs que l'on peut attribuer, arbitraii^emcnt à Xx, x.y, . . ., x,ii pour une valeur arbitraire de x, auxquelles on donne quelquefois le nom de valeurs initiales des inconnues X\, x^, . • . , x„.
Les solutions des équations (i), (2) ou (3) se présentent parfois sous la forme
Uifr,, Xi, . . ., X,,, X, Cl, Cl, .... Cn)
ïl^JXi^ X-y, . . ., X„, X, Cl, Co, .... C„)
C'i, Ci, . . ., c,i désignant des constantes arbitraires, qui naturellement dépendent des valeurs initiales des inconnues. Pour que ces constantes puissent être considérées comme distinctes, il faut que l'on puisse les choisir de telle sorte que pour.r = x^ par exemple, .r" étant arbitraire, on puisse tirer des équations (4)? solutions de (i), des valeurs données arbitrairement à l'avance pour x^, x-,, . . ., x„.
Les équations (4) constituent V intégrale générale du système (i). Indépendamment de cette solution, le système (i) peut, comme on l'a vu, admettre des intégrales singulières.
Rappelons encore que, si l'on résout, théoriquement au moins, les équations (4) par rapport aux constantes, chacune des équations ainsi obtenues
Yi'
sera ce que Ton appelle une intégrale du système (1). On a vu (p. i5) que la condition nécessaire et suffisante pour que '^ = c soit une intégrale du système (i) est que cp soit une solution de l'équation aux dérivées partielles
do Oo f)z>
dx '^ -^^ ôxl '^ " ' ^ •^" dxj,
c)cp _ do d'-s
dx dxi "^ ■ ■ ■ " (fx^ ~ '
ce qui peut permettre quelquefois de découvrir des intégrales du système (i).
Enfin, pour terminer cesgénéralités, disons que l'on appelle encore intégrale du système (i) toute équation que l'on peut supposer déduite de la solution générale (4) et qui ne renferme qu'une seule constante arbitraire.
II. — Facteurs d'intégrabilité
On ne sait intégrer qu'un très petit nombre d'équations difTérentielles simultanées. Nous signalerons quelques procédés généraux, (jui malgré leur peu de puissance peuvent rendre des services au calculateur.
Voici, par exemple, un théorème remarquable dont nous ferons usage un peu plus tard :
Théorème. — Soit
un système de n — i équations différentielles entre n variables X i , x^, . . . , x„, les lettres P, , Po, . . . , Q, , Qo, . . . désignant des fonctions quelconques de ces variables; il existe n — i syslènies de facteurs X, ui, . . . , tels que W + B[jL -}-. . . soit une différentielle exacte dz>, en sorte que, si l'on peut connaître l'un de ces systèmes^ de do = o, conséquence de (i), on déduira immédiatement l'intégrale 'S = consl.
Soient, en effet,
(-2) ^i-Ci, 'J2=C.2, ..., Ç„_,= C„-,
Pidxi -+- PidXî -T-.
..-hPadXn,
ou
Qidxi-i- Q2dxz — .
..-r-Q„dx„,
ou
les intégrales de (i)', c,, c^, . . . désignant des constantes, on
en tire
l -p- dxi -T- -^ dxo M- . .
\ dxi dx\
. . -f- — ax,i = 0,
i — ^ dxi -+- -— dxi — .
1 dxi Ox-i
. .-h - — <rte„=o,
et ces équations doivent être identiques (i), c'est-à-dire fournir pour les mêmes valeurs de x^^ ^o? •••) -^n les mêmes
valeurs de -^, -^> • • • ; les formules (3) doivent donc être dxi dx\
des combinaisons linéaires des formules (i), et, par suite, on peut poser
— ^ f/j^i + -^ dx, -i- . . . -I- — ^ dx,i = À A + iJ. B -i- . . . , ÔX'i^ 0X2 ' OX,i
)., 'JL, ... désignant des facteurs convenablement choisis. Cette équation est de la forme
f/cp = À Â -+- [JL B -t- . . . ;
les formules (i) multipliées par des facteurs convenables et ajoutées doivent donc fournir des différentielles exactes. Il est clair d'ailleurs qu'il doit exister ii — i systèmes de facteurs simultanés donnant ?i différentielles exactes qui, intégrées, fournissent les n intégrales du problème.
Il y a plus, soient ).,, [jl,, v,, ... le système de facteurs qui réduit A)m + B|jl, 4-. . . à la différentielle c/'^i; loi ^i^ • • • le système de facteurs qui réduit AAj + Ba^ +. . . à la différentielle ch,, . . . , de telle sorte que
soient les intégrales du système (i). Il existera une infinité d'autres systèmes de facteurs d'intégrabilité; en effet, soit (I)(ca,, '.3.J, . . . , '^'n-s) une fonction quelconque de cp,, 'jj, ... ; l'expression
- — do 1 -f- -— <^/'f 2 -i- . . . -1- — rf'f «-1
sera une dlflerentielle exacte, et, par suile^ il en sera de même de
Où de
on a donc un nouveau svslcme de facteurs.
Quoiqu'il soit impossible de donner des règles pour la recherche des facteurs d'intégrabilité, il suffit souvent de savoir que ces facteurs existent pour en découvrir, à simple vue, quelques-uns.
III. — Équations linéaires simultanées
Des équations simultanées sont linéaires quand les inconnues et leurs dérivées n'y entrent qu'au premier degré. La forme la plus générale dun tel système est évidemment
oiî P( , Po, . . . , Q(, Qo, . . . , S, , Sj, ... sont fonctions de / seul. Pour les intégrer, multiplions chacune de ces équations, à l'exception de la première, par des facteurs pi, . . . , v et ajoutons-les; nous aurons
(Ir dy dz .t^-t, ^ ^
— (Si -I- S.> [i. -^. . .-H Î5,j v) = o.
Si nous posons alors
\ p,+ P2:x-4-...--p„v =p, (2) ^ Qi-Qi'^-^...~Q,r' = q.
\ Si -f- S2 |J- -+-..--!- S,jV = s.
L'équation précédente deviendra
du d'x d)
dt -^ dl dt ^ ^-^
et, en remplaçant x par sa valeur déduite de (2),
du d'}. di ,
c'est-à-dire du ( d]i. \ ( d'
;x-ryj-...-.-(^-pv-r)
^^ ^ pa - s - yyj-^ ^ p'i.- q )~. . .- z\-^^ - p^. - r ] = 0
Maintenant, profitant de l'indétermination de u, ..., v, posons
(i) -^j-py.-q = o. .... _-y,v-r = o;
nous aurons
du
—, 'r- pu — S = O
dt ^ OU
u = e-Z/'f/' / se-i'p'^'df.
I se-ip<
Les équations (3) feront connaître les n — i facteurs u, v, . . . , et, par suite, on connaîtra u ; n systèmes de facteurs <j., . , . , v feront connaître n valeurs de u et les formules (2) donneront n équations de la forme
X -r- [X^y -f- . . . -f- Vo
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d'où l'on conclura j', y, ...,:;. Mais les équations (3) seront, en général, difficiles à intégrer; elles sont du second degré en |JL, . . . , V et simultanées : toutefois on n'a besoin d'en connaître que n solutions isolées. La méthode que nous venons d'indiquer, duc à d'Alembert, est plus curieuse qu'utile; elle réussit cependant assez bien dans le cas où le système (i) se compose de deux équations; on n'a alors qu'un seul facteur à déterminer : le système se réduit alors à
équation que l'on sait intégrer quand on en a une solution
IV. — Équations linéaires à coefficients constants
Lorsque les équations linéaires données sont à coefficients constants et homogènes, par rapport aux dérivées et aux inconnues, il n'est pas nécessaire d'avoir recours à la méthode de d'Alembert pour les intégrer.
Considérons, par exemple, les équations à coefficients constants aij
— = «U a^l -t- ai2 .Tî H- . . . -t- Oui .Ta,
al dr-i _
-g^! = «/tl -^i -f- ««o-r, H- . . . -t- ann ^n \
pour les intégrer, on posera, y et s désignant des constantes,
( 2 ) j- , = Y 1 e-'' , .r, = 7, t'-f ' , . . . , Xn = -[n e-""' ;
les équations (i) dcviendroiil alors
, ("11 — 5)Yi-t- rti->Y2-^----i-«i«Y« =0,
' «T!2lTl-*-(«22 — •S)Y2-t-- ••— <''2«Y« = O,
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el, si l'on pciil y satisfaire, ou aura des solutions de (i). Or on les résoudra en calculant d'abord s au moyen de l'équation obtenue en éliminant les quantités y,, -'25 • • -i V«î à savoir
que nous représenterons aussi par S = o. Cette équation aura ordinairement ses racines distinctes : en les appelant Si, s-2i • ■ . , 5«, chacune d'elles, portée dans les formules (3), permettra de calculer les rapports v, : y.i I Ys '.••'. Y« ; l'une de ces quantités sera donc arbitraire ; chaque racine 5 de S = o fournira donc une solution des équations (1) renfermant une constante arbitraire, et, en ajoutant les solutions ainsi trouvées, on aura l'intégrale générale cherchée; ainsi Xi,X2, • - • sont de la forme
^i = Yi 1 e'^ t -^ Y12 e'^' — ...^ Yi/je-'n t,
^2 = Y2l^^'' "*" '{ii^'i'
les ftj désignant des constantes dont n sont arbitraires.
Mais notre théorie est sujette à des restrictions. Deux choses pourront la faire tomber en défaut : i" l'équation S = o pourrait avoir des racines égales; alors, s n'ayant plus n valeurs, on n'aura plus n svstèmes de valeurs pour les quantités y/y-; 2" il pourrait arriver que les équations donnant les v/y, à savoir les équations (3), fussent indéterminées et il semble quel'int'grale puisse contenir plus de n constantes arbitraires; mais ce fait seul, par son absurdité, laisse à penser que l'équation S = o devra avoir des racines multiples : c'est ce que l'on va vérifier. Si les équations (3) sont indéterminées, examinons le cas le plus simple, celui où tous les mineurs du premier ordre de S sont nuls, sans que tous ceux du second le soient; nous aurons
rfS dS d(au — s)
OS da,-
ds ~ éian — s) ds
daij ds
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c'esl-à-ilirc
,/S dS dS dS
fis (){aii — s) Oictii — .v) ■ 0(a„,i — s )'
il en rcsullc que -r- est nul, puisque tous ses termes le sont,
donc 8 = 03 une racine double. On verrait de même que, si l'indétermination des formules (3) était plus grande et que les déterminants du second ordre de S fussent nuls, S = o aurait une racine triple, etc. ; cela revient à dire que si deux, trois, etc., des quantités y,, Vj, ..., y^ sont arbitraires, deux, trois, etc., racines de S = o deviennent égales : il n'y a donc pas à craindre qu'il s'introduise trop de constantes arbitraires dans la solution.
Mais il pourra très bien arriver que Ton ait-r- =0, sans
que les dclerminanls mineurs de S soient tous nuls : notre méthode tombera alors en défaut; je dois faire observer seulement que, si le déterminant S est symétrique, c'est-à-dire si aij= aji, elle ne tombera pas en défaut. Dans ce cas, en effet, on a vu (p. 238, t. ï) que, si l'équation (4) a des racines doubles, les mineurs de S sont nuls, etc.
Supposons S racine d'ordre de multiplicité k de S = o, on trouvera comme il suit k solutions distinctes de (i) : en posant toujours
(2) Xi = 71 e-'^ . . . , x„ — Y« e'
écrivant
les équations (3) donneront si Ton veut, en écrivant— au
, as
leu de
0(aa — ii)'
dS
dS .
Oam'
mais on a identiquement
«1 1 ( Yi e" )--■■■ — ai„( Y„ e'i ) — ;^ (ïi «■" )
, ÔS OS dS 1
(CZll — s) • -T- rtii h. . .-f- «in
c'est-à-dire
DifTérenlions ces identités A" — i fois par rapport à s : nous aurons, en général,
Os' (Jsi dt
-^ ùs'^^ ' Os' dt '
s étant racine d'ordre k de S ^ o, on voit que S, S', .... S*~' sont nuls et que non seulement
n = Yi e•'^ X.2 = Y2 e-'^, • • • , ^11= '[n e-''
seront solutions de (i), mais qu'il en sera de même de
_ d'i^de-'f) _ d'i-^e-'^) _ d'(^{ne^')
Os' Os' Os'
pour / = 1 , 2, 3, ...,/•• — I . Nous indiquerons tout à llicure une méthode générale due à Cauchy applicable à tous les cas (Voir un Mémoire de M. Sauvage, Journal de Mathématiques pures et appliquées, 3*^ série, t. X )
V. — Extension aux équations d'ordre supérieur
La méthode précédente s'applique encore aux équations d'ordre supérieur, soit directement, soit en les remplaçant par des équations du premier ordre; considérons, par exemple, les équations
— TT = ^'Kj — TT = l<^'i
dt^ '^' dl^
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on les ramène au premier ordre en posant
dx , dx' , dt ' dt -^
dt -^ dt
Mais il vaut mieux poser immédiatement
x = ke''f, jK = Be-";
on aura alors, en portant ces valeurs dans les équations proposées
j— = aniXi-T- aniX.>+...'^ a„nXn
considérées tout à l'heure, surtout quand l'équation en >v, qu'il appelle Véqualion caractéristique, a des racines égales.
Soit
a„i a„2 . . . (t/in — ^
les solutions sont, en général, de la forme
Si, s-21 ... désignant les racines de F(5) = o; on peut donc écrire
portant ces valeurs dans (i), on voit que ces équations seront satisfaites si Ton a
p (s — CTii)Oi — «1262 — . . . — am^n ç, _ 6 Fis) ^' " '
P — a.-)i6,-4-('.<f — rt,,)6, — . . . — <7,„6„
Pour satisfaire à ces dernières équations^ il suffit de poser
(5 — rti,)Oi— «1,02 — .. .— «i„0„ = a|F(5),
a,, 7.2, ... désignant des constantes arbitraires. On tirera de ces équations des valeurs entières pour 0,, Qo? • • • ■> ^hi de la forme
^1 = ?llÙ)^l-^- 9l2(-Oa2-H. . .-+- Cpi«(.0^«) 62 = O-2\(s)0Li-h «f22(5)X2 •+- . . .-4" 0-2„{s)'X,i,
les polynômes '■5/y(.s) seront de degré n — 2 en 5, à l'exception des polynômes ©/,, où f = /, qui seront de degrés /? — 1 .
Ainsi nous avons pour toutes les formes possibles de l'équation caractéristique des solutions des équations (i)
renfermant n conslanles arbitraires a,, ao, ..., a„ ; car, s restant indéterminé, les mineurs de t(5) ne sauraient être tous nuls.
11 y a plus : pour / = o, x, , x^, . • . , ainsi déterminés, se réduisent précisément à a,, ao, .... En cfTet, (2) peuvent s'écrire
or, pour / = o,
mais, '^,0, 'j;,3, . . . étant de degré 11 — 2,
et 9,, étant de dci;ré n — i, X-^^- — sera é^ral au rapport
des coefficients des termes des degrés les plus élevés dans 'J|, et F; or ce rapport est un, donc a-, = a,, pour < = 0.
seraient des solutions de (i) se réduisant à a,, a^, . . . pour
La même méthode peut également servir à intégrer des équations d'ordre supérieur sans qu'il soit nécessaire de les remplacer, comme on l'a montré au paragraphe précédent, par des équations du premier ordre.
Considérons, par exemple, les équations suivantes
OÙ A, A', A", R, B', B' désignent des constantes; posant x^^, e^^, y = OoC^', -:; = ^36^'; x^ y, z satisferont aux équations (3) si l'on a
i(Â— 5 2)0,— B'O.— B'63^0, B"6,^(A'— «2)6,^683 =0, B'Oi-^BOs-^fA'— 52)^3 =0;
s sera déterminé par l'équalion caractéristique du sixième degré
-V (A A' — A' A"— A" A — Bî — IV^ — W'i , 52 — a = o,
A désignant le déterminant des coelficients de x, y, z dans les seconds membres de (3), et f|,, Q^j ^3 seront alors déterminés par les équations (4). Mais on peut aussi satisfaire aux équations (3) en prenant
c^i(s)est pO,ù)e^' p03(s)e«'
Of, f)o, O.t étant déduits non jilus de (4 ), mais de
on tire de là, pour 0, , Oo, O3, des valeurs qui sont entières en 5 : par exemple
'^i(i') est du quatrième degré, 'vj et 'i;. sont seulement du second degré; donc la valeur de x se réduira à
et, pour ^ = o, à
P (ai^-H?i)?(^) O F(5)
Le coefficienl de x'' dans '^{s) est i, il n'y a pas de terme en
dx
in
x"^^ donc X se réduira à a, pour l = o, -j- est égal à
donc, pour ^ = o, il se réduit à Ti,, etc. Le choix des coefficients A, B, ... permettra de vérifier les résultats pour le cas où F (5) a des racines multiples.
VII. — Équations linéaires non homogènes
Occupons-nous maintenant des équations linéaires par rapport aux fonctions inconnues et leurs dérivées mais non homogènes; elles peuvent se ramener à la forme
(l) ' ~dt ="^21-^' "^"^^S^-' ~---~ <^2"^" "^/2<^')'
\ -^ = «,,1^1 — a„2X.. — .. .-+- Cl.,nX„-\-f„(t).
Nous supposerons que Ion soit par\cnu à lrou\er n solutions distinctes de ces équations dans l'hypothèse où
/i(0=/2(0=--- = o; soient
ces solutions; soient A,, A^, ..., A„ des constantes arbitraires ;
Xi = .4,.T,, -}- Aja-ia — . ..-f- A„x,„,
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constitueront une nouvelle solution qui sera évidemment la solution générale, puisqu'elle contiendra n constantes A,, Ao, . . . , A„. Pour que les solutions (2) soient distinctes et que (3) soit réellement la solution la plus générale, il faut que, pour ^ = /", ^,, jCoj • • • puissent être choisis arbitrairement par un choix convenable des A; c'est ce qui aura lieu en vertu des formules (3), si le déterminant
/ , = -î"!! ^22 • • • ^nn
est différent de zéro pour f = i", ce que nous supposerons. Appliquons la méthode de la variation des constantes et essayons de satisfaire aux équations (i) à l'aide des formules (3), mais, en y supposant les quantités A fonctions de /, nous aurons
dxi _ dxii d.ri,, f/A, dA„
dxn _ dT„i dx„,i <^A, dkn
~dr -^'~dr^---'^^" 'dT -" ■^"' ^TT ~- • -'^ """" ~dt '
En portant ces valeurs et les valeurs (3) de a:,, Xo, . . . , x,i, dans(i), celles-ci deviennent, en observant que les ;r/y sont des solutions dans Thypothèse f^ = o,/2 = o, . . . , /*« = o,
de ces formules on tire -7-^ j -^y •••' puisque le délernii-
dt lit ' '
nant V±:j:,, >r,2 ... oc,iu n'est pas nul, et la solution
s'achève par les quadratures.
Lorsque les coefficients «/y se réduisent à des constantes, nous avons vu que l'on trouvait facilement des solutions par-
302 en AT 1 TUE VI.
ticulières dans l'hypolhèse y, =yo = , . . = o ; la méthode précédente sera donc toujours applicable à ce cas. Dans le cas où les «/y sont constants et où
nous avons trouvé avec Cauchy au paragraphe antéprécédent
P 2| On —
••^^"'■?"'cW/-V
•■-^==«'^"^cU_0
rr, -^
Si maintenant, en supposant a,, ao, . . , fonctions de /, ou essave de satisfaire aux équations (i), on trouve, en appli-
quant la méthode de la variation des constantes, que a', = -7-^»
a.,, . . . doivent satisfaire aux équations
^''■■'-F^'---"-^'"-'.'=-yV(0.
On satisfait à ces fornniics en prenant pour les dérivées a) les valeurs
car elles se réduiront, en observant (|iie o,j (s) quand i^j al de degré inférieur de deux unités à F(5), à
ou à des identités. On aura donc
• / e--«'!A-'o'/, (|jL)£/ijL-i- const.,
ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES SIMULTANÉES. 3o3
et, par suite, les solutions du système (i) sont
= — J / :^r--- ■ e^^t-V^dix,
^\ F(5) = — I / ■ ■ ■ ■ e«^'-!A' dfx
Pour t = (q, ces solutions se réduisent à zéro ; pour avoir des solutions se réduisant pour / = /q à a,, oto, . . . , il suffira d'v ajouter les solutions qui se réduiraient à ces quantités pour y, =/o ==...=: o. Ainsi ces solutions seront
ill^l -^ • • --r- (lui^n -^ flj
j — (til^l -^ • • --^ <^-2n^/l -^ JZf
dx,i _ .
J. — ^«1^1 -^ • ■ .-r- Ct,i,iXn ~^ J a
déjà considéré, on peut encore employer une autre méthode qui laisse une certaine latitude au calculateur : elle consiste à chercher les multiplicateurs du système (i). A cet elTcl, multiplions la première équation par X(, la seconde par ).o et ajoutons : nous aurons
\ \idxi-^\idxT.-i-. . .
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Pour que le premier membre de celte équation soit une difl'érenlielle exacte, il faut et il suffit que l'on ait
dxj Oxi
à^^i , -1 . . dit . ^
on satisfera à ces équations en supposant les facteurs )> fonctions de la seule variable t et en les déterminant par le moj'en des formules
-^ 4- «11 Ai — «21 Ao -^. . .-T- ««iA„ =o, (3) { dl.2 . , , _
—j — — |- «12 ''1 -r- Clvo ''2 — i~ • • • ~t~ ««2 ''« — *^>
ces équations sont linéaires et homogènes. 11 suffit, pour pouvoir trouver une intégrale de (i), d'avoir une intégrale particulière de (3); il } a plus, même en supposant y"i, fo, • • • nuls, on peut à l'intégration des équations (i) substituer celle des équations (3) qui peut être plus facile.
Lorsque /, ^/^ = . . . = 0, il est bon d'observer que de (i) et (3) on lire
Xi dxi -+- I2 dxi -h . . . -H :ri rfX| -i- rv rfXo — . . = = o
et, par suite,
Ài j"i -^ X-iX-i -4. . .-;- f^iXii = const.,
ce qui est une intégrale du système (i), (3).
IX. — Sur un système à trois fonctions inconnues
Lorsque l'on rencontre des systèmes d'équations de la
forme
dXi _-^
~dT ~^"'J ^' ^J'
(jù les rt/y désignent des quant i lés constantes, on réussit quel-
dx dt
dy dt
dz dt
= YJ"J'.
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quefois à les inlégrer en prenant pour ^,, x-i^ . . . des lonctions doublement périodiques de t de mêmes périodes.
Considérons, par exemple, le système suivant que l'on rencontre dans la théorie du mouvement des corps solides
a, ^, Y désignant trois constantes. On intègre ce système, en prenant pour x. j', :; des expressions de la forme
^ — A sn(^/ -— Il ), jK = Bcn(^/-+- /O, ^ = C iln(^^ -t- A ),
A, I), C, i?, h désignant des constantes, ainsi que le module A" des fonctions elliptiques. Nous aurons (t. I\ , p. 198)
— = kg^xi{gt^h)An{gt---h^,
dv
-Z. ^ _ \lgsn{gt^ /i)dn(gl ^/i),
^ = - CgA^- -nigt -^ h)cn{gl-^h);
en portant ces valeurs dans (i), ce système sera évidemment satisfait, si l'on détermine les constantes A, B, C au moyen des équations
('^) A^'- = 'A Bn.^^0^ C^-A-^=-Y;
on aura donc la solution générale
X = -- sn {gt -i- «),
o y= — ^ cn(gl-^ h),
z — ',- (ln(^/ " h);
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les trois constantes d'intégration sont g, h, k. Sous une autre forme, les intégrales seront, A, B, G étant déterminées par les équations (2),
/■' Xdx
-k'{gl-\-h)
X. — Intégration de quelques systèmes
r Les équations
dx _ dy
ax -^ by -^ cz -^. . .^ 1 a' x ^- b' y -r- c z ^. . -^ a!
se ramènent aux équations linéaires en égalant cette suite de rapports à dt, ce qui donne
dx ,
! suffit d'éliminer t entre les intégrales du nouveau système pour obtenir celles de l'ancien.
a° Les équations que l'on obtient en écrivant que le rayon de courbure d'une courbe plane est une fonction /{s) de l'arc s sont
, . , dx . dv • ■
on les intègre en posant -^ = cos/, -7- ^sin/, et par suite
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d- X . . di d- V . di ,
-TT =^ — sin i -5- , -j^ = cos i -r', on a alors ds^ ds ds- ds
(^)' = /(0 et i=J^jXÏ)ds,
et
x= I cos ids, y—f *''i'<^'S- 3° Les équations suivantes
dxY /dvY [ dz
ds J ' \ ds j ' \ds I - "/-(*)' fd-^xy- /d^yV- /d-^^V
s'intègrent dès que l'on en connaît une solution, x,,y,, z,. En effet, si l'on effectue une transformation de coordonnées
/ X = axi -^byi -4-c^i, (w) . y= a'xi-r-b'yi-^c'zi,
{ z = a"xi'^b"yi^c"zi,
a, b,c, ... désignant les neuf cosinus réductibles à trois, on trouve que
-rî _j_ v2 -J- -2 — r- -^ V- -i- -2
que et qi
Les formules (w) sont donc des solutions plus générales du s^'Stème proposé : ce sont les plus générales, car l'élimination de J' et X conduit à une équation en z du troisième ordre, et les solutions (o)) renferment trois constantes arbitraires.
Comme application, cherchons une courbe dont le rayon de courbure et le rayon de torsion soient constants. Les
3o8 CHAPITRE VI.
équations du problème sont
X -^ -^ y - -^ z ^ = I, x"^ -i-jK"2 -i- z'"^ = consi
X ■^ -f- J' - -r- ^ ■= =: COnSl.,
les dérivées des coordonnées x, y, z étant prises par rapport à l'arc. L'hélice satisfait à ces équations; donc l'hélice transportée d'une manière quelconque dans l'espace est la solution la plus générale.
Les équations d'une courbe tracée sur la sphère de rayon a et dont le rayon de courbure reste constant sont
.r "2 -+- y"^ -H ^"- = const.,
et Ton en conclut que le cercle seul satisfait à la question.
XI. — Solution directe de deux problèmes résolus précédemment.
Problème L — Trouver une courbe dont le rayon de courbure et le rayon de torsion soient constants.
Les équations du problème sont
les accents désignant des dérivées relatives à l'arc s. Do (i) on tire
puis, en dlflerenlianl et en tenant compte de (2), ( 5 ) X X'" 4- y y"' -^ z'z'" = - a 2 ;
en dilTércntiant (2), on a
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de (4) et (6) on lire
yz—zy' zx —xz xy —yx ^(ji
zx'"-
giy'^'"-
g{xy"-
d'où Ton lire
x' = ff(y'z"—z'y')~:c, y'=g(z'x"-x'z")-^'^, z'= g(x'y"—y'x") + -(,
a, |j, Y désignanldes constanles. On en conclul, en multipliant la première par x' , la seconde par y', la troisième par -',
sans ajouter de constanle, ce qui revient à choisir convenablement l'origine des arcs. Posons
a, ,3, Yj • • • désignant les neuf cosinus de la transformation des coordonnées. Rien n'empêche de supposer dans (7) que a, (S, Y sont trois cosinus : il suffit pour cela de remplacer 5 par /«, k désignant une constante; a, p, y seront alors liés par la relation a- + [S- + Y' = i ; mais alors (7) s'écrira
(8) ^^ = l<s, l'=A; Ç = o, et les formules (1) et (^) donneront
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OU
Si l'un fait alors ?'= (i — A-)"'cos'f , '//= (i — k-y sin», on
(1 — /i-2)(— ^ =«2, o = . 'r- const.
el enfin
;., / r- as , / ,— . «5
ç = y/ I — A-2 eus — > T, = \/ 1 — A:2 sin --=;=
En inlégranlct en posant \/i — /r^=/i, on a
;. A- . as //- as ^ ,
c = — sin -y- ) T. = cos -j- , L = Ks;
ah a h
^, r,, Z, sont, comme l'on voit, les coordonnées d'une hélice ; la courbe cherchée elle-même est donc aussi une hélice.
Problème 11. — Trouver sur la sphère une courbe dont le rayon de courbure soit constant.
Les équations du problème sont
x'^-hy'- ~ z'- = I,
en procédant comme tout à l'heure, on trouvera
mais N .rr'= o, ^^j:;"=: — V ;r'- = — i ;" on peut don(
écrire, en désignant par <^ une constante,
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et. en inlégranl,
y = g{z'x—x'z) — ''i, z = ff{xy~y'x)~'i,
a, |j, Y désignant trois constantes; on en lire
a- ^= IX — 3 j' — - Y ;;,
et Ion voit que la courl)e cherchée est plane.
XII. — Équations intrinsèques d'une courbe gauche
Des théories développées aux paragraphes précédents, il résulte qu'une courbe gauche est parfaitement déterminée de forme quand on se donne le ravon de courbure R et le rayon de torsion T en fonction de l'arc s\ ainsi les relations
déterminent sans ambiguïté la forme de la courbe; on leur donne le nom d'équations intrinsèques de la courbe.
Pour établir cette proposition, il suffit d'observer que les équations ordinaires de la courbe s'obtiendront en intégrant les équations
où x^y, z désignent les coordonnées d'un point quelconque de la courbe et où les accents servent à représenter des dérivées relatives à s. Si l'on considère .r', i', z' comme des inconnues et si X', Y', Z' désignent une solution du système (2), on a vu que la solution la plus générale était
UY
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«, ^, /", . . . désignant neuf cosinus direcleurs d'une Irans-
formalion de coordonnées rectangulaires quelconques; on en
tire
a7=aX — b\ — cX -^ Xq,
y = a'X -r- b'Y — c'Z -t-jko,
XoiXoi ^0 désignant trois constantes arbitraires. Ces équations sont les équations finies de la courbe cherchée : on voit que cette courbe est superposable à la courbe
ce qui démontre notre théorème.
Les équations intrinsèques d'une courbe gauche seront surtout utiles à considérer quand on voudra étudier les propriétés intrinsèques de la courbe, c'est-à-dire les propriétés qui ne tiennent aucun compte des relations de la courbe avec le monde extérieur.
XIII. — Théorème de Jacobi
Soient
{i) fi{^, y, ^, ....x, y, z\ ...) = o, f.i = o, f^=o
des équations différentielles simultanées,
(2) Oi(x, y, z, .. ., Cl, c-i, . ..) = o, 92=0, 'f3=o,
leurs intégrales, )■', z'. . . désignant, pour abréger, -.^ , — ^ , . . .
etC),C2, . • . des constantes. Diff('rentions les formules (i) par rapport à l'une des constantes c : nous aurons
Oy de Oz de ' ' ' '
I . dy dz
ou bien, en posant -,- =; f/, -— = t-, . . . , ^ de de
àf\ df, df, , dfx ,
Oy oz ôy dz
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celle équation cl ses analogues sont linéaires en u, i\ • . . ; u' , r', ... ; leurs intégrales sont connues, ce sont les valeurs , dy dz de de
Application. — L'équation >" =y*'(i) a pour intégrale générale
J ^■?./{y)-^e' donc
a pour intégrale ~
Vérijicalion. — En posant y" = j', on a j' = ce-^ -~- c e ^, et u = e^ est une intégrale de
d- Il
ce que 1 on savait.
XIV. — Sur une équation étudiée par Jacobi L'équation dont il s'agit est la suivante :
{xdy — ydx){a -\- bx -;- cy)
— dy{a' -\- b'x -+- c'y) -r- dx{a" -^ b" x -t- e'y) = o.
On a très simplement rattaché la solution de cette équation à celle des équations simultanées
du ,
-— = a« -^ 6f -4- ew,
dt
/ V dv , , , ,
' ' dl
dt
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Ces équations sonl faciles à intégrer. Posons
ons aurons
dx 'di ^
udv — i>du I dt u- '
dy u d(X' — «' du i d( ~ dt lû
et, par snile,
\ -j- — a -^^ 0 T -\- c y — x{a -~- bx -\- cy),
I -^ — a"-T- b" X -t- c"_r — y{(t -4- ^^ -t- cy
de ces deux équations on tire enfin, en niultiplianl la première
dy , 1 dx
par -7^1 la seconde par -,- et en soustrayant, ' dt ' «/
( X dy — y dx )ia-\-bx-^cy)
— dy {a' -i- b'x -+- c'y ) -\- dx ( a" -+- b" x~ c''y) = o.
C'est précisément l'équation fi): pour intégrer cette équation, on commencera donc par intégrer les équations (a); leurs intégrales sont de la forme
u — A e"-4- lî e't -h C K'.
A', 5', ,s"sont racines d'une équation du troisième degré facile à former. Sur les trois constantes A, A), Ao, une seule est
arbitraire; les rapjiorts -~ j - - sont déterminés; donc, dans 57= >j)^= — 7 II n entrera plus que deux constantes arbitraires. L'élimination de / fera encore disparaître une constante, comme il est facile de le prouver. En effet,
_ A, e*' 4- B, e^'t -+- C, e""' _ A, -4- Bi e'^'-^'< -t- Ci e'*'-^'< .
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... Al Bi o Cil A» Bo Q
SI 1 on pose -^ = a,, — = ,i,, —=-/,, — = a;,, -|y = jJo,
Co B C
-^ = vo, _ = |î, - = V, |îi et Y seront arbitraires, a^, j^o, yo,
a,, ,3,, ^', seront des constantes données. Si l'on fait de plus
5' — 5 = 0-, 5" — 5 := 3-', on aura
or on peut éliminer ye'^'^; en appelant a cette quantité, ^ie"^' sera ^ w'^ et, après l'élimination, il ne restera plus que la
constante —•
M. Fouret a intégré l'équation
'LlyX dy — y dx ) — M dy -f- N dx = o ,
dans laquelle L, M, N sont des fonctions homogènes de même degré, en posant
ou encore en posant
cosO sinO
dans les deux cas, l'équation devient linéaire.
XV. — Équation intégrée par Lagrange
Proposons-nous de trouver la développante de la courbe qui a pour équation
Appelons x, y les coordonnées d'un point de la développante et R le rayon du cercle oscillateur de la courbe donnée : les
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relations qui existent entre a, ^, -c, JK sont, outre l'équation (i), les suivantes (p. 96, t. II)
(2) (or-y.y--^ (^_3)5=R2,
(3) {X-'X) -^y'iy-^) =0,
(4) I-/--HJ"(JK-P) =0.
L'équation différentielle de la développante s'obtient en éliminant a et ^ entre (i), (3), (4) ou, si l'on veut, a, ^, R entre (i), (2), (3), (4) ou enfin a et R entre
(5) {x-xy--r- [j-Cp(3c)]-^= K2,
(6) {x — CL) -+-7'[j — o(a)] =0,
Or ((3) est la dérivée de (5), et (7) la dérivée de (6) prise en laissant a constant; donc la résultante ou l'équation de la développante
(8) jKH — j— = ^(^-y
doit avoir pour intégrale générale l'équation (5), et, par conséquent, on doit conclure de là que les développantes cherchées constituent une solution singulière de l'équation (8) avec une seule constante arbitraire.
Voici comment Lagrange intègre l'équation (8), dans son deuxième Mémoire sur les solutions particulières (IV*' Vol. de ses Œm-res).
Posons
il on résultera
(10) JK+ i^^ =cf(a);
ces équations étant diflférentiées donnent
ax — Y dx T. y a j. — = d%,
y dx -i- d ■ — — j— = o' ( a ) i/a ;
en multipliant la seconde par j'' et en ajoutant, on a, réductions faites,
cette équation se décompose en deux
(m) f/a = o et I -i-jK''f'(^) = o.
Examinons d'abord l'hypothèse f/a = o ou a:=c()nsl. : l'équation (lo) donne alors
[ j' — o ( a )] J-" 4- I — ^'2 = o et, en intégrant,
c désignant une constante; mais, en vertu de (()) et(io), pour X =: a, on a j' = '-2 (a) ; donc c = — a, et l'on a
ou, en intégrant et en appelant R une constante,
l'intégrale générale de l'équation (8) est donc représentée par des cercles quelconques ayant leur centre sur la courbe
Examinons maintenant la seconde équation (11)
si entre (9) et (10) on élimine j'", on a
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OU bien
c'csL-à-dire, en vertu de (12),
y — '^{:i) — (x — y.)o'(oL) = 0.
Mais a est une fonction donnée de j-'; on aura donc
celte équation est du premier ordre; son intégrale, facile à obtenir (p. 89 et suiv.), est l'équation des développantes
de? = '^(a)/
EXERCICES ET NOTES
Intégrer le système
y = x oiix', y, . . . ) + Oi(x', y, ... ), z = xyi{x\ y, ... )-f-72(^', y, ...),
I I , , dv , dz dans lequel y = -f- , z — —-, ....
' -^ dx dx
i. Trouver une courbe dont la normale principale soit parallèle à un |)lan fixe (iiélicc).
V). Trouver une courbe coupant les géncralrices d'un cône droit à base circulaire sous un angle constant (hélice cylindro-conique).
(J. Trouver deux familles de courbes orthogonales, telles qu'en
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leurs points de croisement le produit de leurs courbures soit constant, ou telles que leurs courbures soient égales.
7. Trouver sur un ellipsoïde une courbe dont le rayon de courbure soit perpendiculaire au rayon vecteur issu du centre. (Faire usage des fonctions elliptiques.)
8. Trouver sur un ellipsoïde une courbe telle que la projection de son rayon de courbure sur le plan tangent à la surface soit constante.
9. Trouver une courbe qui coupe à angle droit toutes les sections normales d'un ellipsoïde passant par un point pris sur cette surface. ( Cas où ce point est un sommet.)
Intégrer
dx _ y dy _ x
Tït ~ {x— y)"- ' TÛ ~ (x—y)^ '
(Concours de licence, juillet 1875.)
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Intégrer
dv , dz -7- = z dnr, -rdx dx
-y dnar.
15. L'équation (aM + |3N)(a: dy —ydx)—'S\ dy ^- N dx = o, dans laquelle a et p désignent des constantes et M, N des fonctions homogènes de même dei,'ré/>, a pour facteur (IMntéLn-abili té —-^tjl21ltL!^^
(FoURET, Comptes rendus, t. Cil, p. ii8.)
I. — Définitions
On appelle //"rtc/fo/? continue toute expression de la forme
bz
limitée ou illimitée. Posons (2) F'/
bv-^
bo -h F" est ce que l'on appelle la /i"""^ réduite de la fraction
continue, ,- ? t^> • • • ? 7— i • • • sont les tractions intégrantes, bx bi 0,1 "' ^
Lorsque F" tend vers une limite Unie quand n croît indéfiniment, on dit que la fraction continue est convergente, et ^0 -j- limF" est ce que l'on appelle sa valeur. Une fraction continue non convergente est divergente.
60 -i- F*, ¥1,. . . . , F^ sont ce que l'on appelle, le premier, le second, . . . , le /i"""" quotient complet.
II. — Formation des réduites
La première réduite de la fraction ( 1^, considérée au |>ara- L. — Traité d'Analyse, V. .u
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graphe précédent, est ° '"^ ' ; la seconde est
bi bi — a^
et l'on soupçonne déjà une loi de formation. Si l'on désigne, en général, par P„ le numérateur et par Q„ le dénominateur de la /i''"'*' réduite, on est porté à écrire
Cette formule se vérifie bien facilement, en montrant que, si elle a lieu pour une valeur de ii et pour toute valeur inférieure, elle aura Heu pour une valeur supérieure d'une unité. Pour démontrer cela, il suffit d'observer que l'on passe de
■^.^ à 7^^^ en changeant ^„ , , en Z>„+, + ^^^ ; on a donc, en
admettant la formule (3),
ou
Q„+2 ~ (Q«6«-+-l-|- Qn- l««+l)6„+2-r- Q„a„+2
Qrt-i-1 t'«-i-2 -^ V« ^n+2
la loi de formation se maintient donc pour l'indice /? . + i . et, comme cette loi se vérifie directement pour les indices i, ■?, 3, . • . , elle est générale.
En résumé, on a
Po=-6o,
Pi= 6o6i-^«i = Po&i
Qi = ^.,
p2 = Pi6,-^Poa2,
-Qo«2,
P/i+i = Prt^«+i -^ P« i^/i+n Q«+i — Q«6«+i -î- Q«-i««+i-
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Théorème I. — On a
( 5 ) P„+i Q„ — Q„-Hi P„ = (— I)" a, a2 . . . a^+i-
En effet, en vertu de (4), on a
P«T^iQ« — Q^+iP/i^ (^«^«-hi — P«-i«rt+i)Q/t
— {Q«6«+l — Qrt-l ««-ri ) P«
(- I )«-' «„+i «„ . . . a., ( P., Qi — Q, P, ).
Mais PoQ) — Q2Pi= — «i«o: la formule (5) est doue démontrée.
Théorème II. — On a
P«+i P« (-i)"a,rto
Cela résulte delà formule (5).
III. — Conversion des fractions continues en série
Pour voir si une fraction continue est convergente, on la convertit en série comme il suit; conservant les notations des paragraphes précédents, on a
P/iH-l P/i-Hl » /( , ' n P/i — 1 '1 1^0 Pu
Q^ ~ q;;:;; ~ q^ ^ q« ~ o^ "" " ' ■ "^ o^ ~ Oo "^ o^
ou bien
Q«+i Qo^'VQ. Qo/ ""■■■' VQW. qJ' c'est-à-dire, en vertu de (6),
, s P«-^i _ , , ^ _ '^<i^'^2 «la^as _ (— i)"qia2 ...«„+i
la réduite de rang n -\- 1 est donc la somme des n -^ 1 premiers termes d'une série : si celte série est convergente, la
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fraclioli continue elle-même seru convergente. Voici quelques théorèmes que l'on peut en déduire :
Si <7, = «2 = • • • = j:", -c désignant un nombre positif plus petit ou égal à un, et si /^j, b^. ... sont des nombres au moins égauxàl'unilé, la fraction continue sera convergente, car elle pourra être convertie en une série de la forme
Bi ' B, B„ ■•'
13,, Bo, . • • étant des nombres croissants.
En particulier, si a, :^ «2 = • • • =^ 1 1 et si 6i, b-^, . • - sont des nombres entiers positifs, la fraction continue sera convergente.
On a fait servir réciproquement la formule (^) à la conversion des séries en fractions continues; nous laissons au lecteur le soin de développer cette théorie, dont l'utilité est contestable.
IV. — Utilité des fractions continues en Arithmétique
Les fractions continues dont les numérateurs sont égaux à l'unité et dont les dénominateurs sont entiers jouent un rôle im|)ortant dans la théorie des nombres et dans la théorie des approximations numériques.
Thiïouîcme I. — l^out nombre commensurable ou incommensitrable peut être dé^-eloppé en fraction continue dont les numérateurs sont l'unité, et dont les dénominateui's sont des entiers positifs.
Le développement n'est possible que d'une seule manière; il est limité pour les nombres commensurables, illimité pour les nombres incommensurables.
En ellet, appelonsE(a:) le plusgrand entier contenu dansx : on a identiquement
THÉORIE DES FRACTIONS CONTINUES. Sa'l
j^ désignant un nombre inférieur à un, bien déterminé; or ce nombre peut être représenté par — ? Xi désignant un nombre supérieur à un. Ainsi l'on peut poser
de même
Xi, X3, . . . désignant des nombres plus grands que un. Il en
résulte
ce = E(x)-
Eixo-- —
Si x,i est entier, la fraction continue s'arrête; si, quel que soit n, jamais Xn n'est entier, la fraction continue se prolonge indéfiniment et elle est convergente : x est alors incommensurable. Il est facile, en effet, de prouver que, si x est
de la forme -, p et q étant deux entiers, le développement
se termine; en effet, dans ce cas, l'un des nombres x,i sera le plus grand commun diviseur de p et rj. On peut d'ailleurs généraliser ce théorème :
Théorème II. — La fraction conlinuc «1
dans laquelle en valeur absolue on a toujours
cl^, a-x-, . . . , ^1, .•• étant entiers, est le développement d'un nombre incommensurable : ce théorème est soumis à une exception.
En effet, appelons F, , F^, . . . , F„ les réduites successives
F, en valeur absolue est moindre que i ; comme ~ est
moindre que i et (jue «, est entier, Fo sera encore moindre que 1 en valeur absolue : on verrait de même que
donc F3 sera moindre que i et ainsi de suite. Cela ne veut pas dire que F„ n'aura pas pour limite un; mais, pour c|u'il en fût ainsi, il faudrait que
eut précisément pour limite i , et que bi = a, ~ î, de même que le quotient complet suivant eût pour limite i et que b2= a2 + Il ••.. En supposant donc que l'on n'ait pas en
valeur absolue 6, = «, + i , 60 ^ «2 -'- i la limite de la
fraction considérée ne sera pas égale à i ; encore faudrait-il
,, ^ 60 b-i b\ -yt
que 1 on eut — << o, — <; o, . . . , en supposant — -< o. JMel- ^ a, «3 ^ ^ «1
tons donc ce cas de côté, je dis que, si la fraction considérée est convergente, elle représentera un nombre incommensurable.
Désignons, en effet, la valeur de la fraction par ; si cette
valeur estcommensurable, on pourra supposer A et B entiers
et premiers entre eux. Désignons par ^ le second quotient
cojnplet; on aura
d'où
«2A — ^^oB ^ G;
on en conclut qiieC est entier : la troisième réduite pourra de
même être représentée par -^, U étant entier, et ainsi de suite.
Si donc A et B sont entiers, on voit que Ton pourra trouver des nombres entiers A, B, G, D, . . . , indéfiniment décroissants, ce qui est absurde.
Ce théorème sera utilisé plus loin dans diverses circonstances.
V. — Approximations numériques
Si l'on considère la fraction continue
bn-r
dans laquelle bt, b>, ■ . sont des entiers positifs, et que l'on désigne
désigne par j^, —^, • • les réduites successives, on aura
Q«+i Q« Qrt^/i+i donc :
Théorème I. — La dij/érence entre deux réduites consécutives tend vers zéro.
Théorème II. — La fraction est toujours comprise entre deux réduites consécutives.
En effet (p. 323), son développement en série est
Pi 1_ , _J _ _ .
Q. QiQ2"'"Q2Q3 ■•■'
les termes de cette série sont alternativement positifs et négatifs et décroissants ; les sommes des deux premiers, . . . , des n premiers donnent la deuxième, la troisième, ... la /i''™*' réduite; donc, etc. c. q. k. d.
Théorème III. — De toutes les fractions irréductibles approchant de la valeur de la fraction continue, les plus simples sont les réduites successives.
D'abord la réduite ^r 6st irréductible, car la formule
' H^l Qrt — Qn+l P« = I
montre que P« et Q„ ne sauraient avoir de diviseur commun, ce diviseur devant appartenir àP«+, Q,j — Q«+iPrt- De plus, en appelant y la valeur de la fraction, on a, par exemple,
la diflerence entre f et Tune des fractions réduites entre lesquelles elle est comprise est moindre que la différence de
ces fractions ou que „ ^ — • Soit — une fraction approchant
de /" plus que — ^ ou ""^' ; sa différence avec / devra être
moindre que p^— ^=r — ; mais sa différence avec ^ devra être
aussi moindre que -t—t^. Or
pour que cette différence soit moindre que tt-t; — ? il laut
que 7^ Q«+i '■> 1^ fraction — sera donc plus conqjliquée que
~ ou que ^'~ 1 puisqu'elle aura un dénominateur plus grand
que celui de chacune de ces fractions : le théorème se trouve donc démontré.
De là un moyen de se procurer les fractions les plus simples qui approchent d'un nombre donné commensurable ou incommensurable.
Pour bien faire saisir l'utilité de la théorie qui précède, je citerai seulement un cas dans lequel elle est appliquée. Je suppose que l'on veuille que le rapport des vitesses de deux roues d'engrenage soit a \ le rapport du nombre de dents de ces deux roues devra être a; si a est un nombre incommensurable ou seulement une fraction irréductible de dénominateur très grand, il conviendra de remplacer a par une fraction irréductible s'approcliant le plus possible de a\ cette fraction sera fournie par la théorie précédente.
AppLicATioJS. — Le nombre tï réduit en fraction continue est
Les réduites successives sont les nombres bien connus
VI. — Résolution de l'équation indéterminée du premier degré.
Supposons que a el b soient premiers entre eux : rédui-
sons -, en supposant o >a en traction continue, soit jz — b ' ' ^ Vtt-i
l'avant-dernière réduite; on aura, en observant que .-est la dernière,
Il résulte de là que, a et h étant deux nombres premiers entre eux, il existe toujours des nombres entiers, tels que
ax -^ by — 1 .
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Ceci posé, proposons-nous de résoudre en nombres entiers l'équation
(i) aa;-+-p7 = Y.
On peut supposer que l'on ait enlevé tous les facteurs communs à a, [i, y; alors a et ^, a et y, [i et y ne sauraient avoir de facteurs communs, et il sera toujours possible de trouver des nombres x' ctj^', tels que
En prenant ^ =r y^', j^ = yj^', on aura satisfait à l'équation (i). Soit iPo? JKo une solution de (i) : on aura
aa^o-f
-Pro =
et,
en
retranchant
de
ol(^x
-Pi>-
-Jo)
ou
X — Xq
lin égalant ces rapports à ^, on a
pour que x qV y soient entiers, il faut et il suffit que t soit entier; les fractions (2) ayant leurs dénominateurs premiers entre eux ne peuvent être égales qu'à cette condition.
VII. — Autre application à l'Arithmétique
Nous avons montré (T. 1\ , p. -^l7 ) q^ic, étant donnés deux nombres a, 6, il existait des entiers m et n satisfaisant à l'inégalité
a m -'■- hn < s.
On peut trouver ces entiers assez simplement comme il suit :
développons -j en fraction continue, en prenant pour numéra-
Pnb-
leurs des fractions intégrantes l'unité et, pour dénominateurs,
des entiers positifs. Soit ~ la réduite de rang /?, on aura, en
valeur absolue,
et, par conséquent,
or on peut toujours prendre n assez grand pour que Q//^.) satisfasse à l'inégalité
et alors on aura ci fortiori
P„b-^Qna<z:
on satisfera donc à l'inégalité proposée, considérée en valeur absolue, en prenant
VIII. — Développement d'une fonction rationnelle
Soient /'(x) et /t{x) deux fonctions entières de x sans facteur commun, le degré de y surpassant celui dey, ; soient a, , ao. . . . . y.,i les racines de f{x) = o. Divisons /" par /, : soient Q, (x) le quotient et — fo le reste; divisons./, par/^ • soient Q2(.r) le quotient et — y, le reste, etc. ; on aura
/ = /lQ.-/2,
= Qi-
fn 2 .
= Qn-l
fn
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On en conclut la formule
en posant --—^ = Q,i ; fn est une constante ; on voit ainsi que
l'on peut toujours réduire une fonction rationnelle en fraction continue.
Soient maintenant =-i> ^r^^ • • • les réduites successives de
la fraction continue (2) : on a d'abord les formules connues
(4) N,-^iD,--D,-^,X,=- I,
et, en particulier, comme on a t-^ = -}.■>
Ci) /D„_i-/,N„_, = 1;
mais ceci suppose, bien entendu, que/'ety, n'ont pas de facteur commun, sans quoi l'on aurait fT)„-.\ — /^iN„_t = o, d'après la tbéorie de l'élimination.
Oi| a ensuite, en vertu de (4),
donc
/ D„ D, ""Vi^-2 dJ •••"^V'J« i^«-i/
OU, en verlu de (6),
/i Ni ' 1 , '
ce qui permet de calculer -^ sans passer par les N/.
Remarque. — Les fractions ~ sont irréductibles; cela
résulte immédiatement de la formule (4). On a, en vertu des formules (i),
on en déduit
/3 = (/iQi-/;Q2-/i-/.(QiQ2-i.-/Q-2, /* = [/i(QiQ2-ij-/Q2]Q3-/iQ,-/,
=/i(QiQ2Q3-Q.-Q3'-AQ2Q3-i)
ou bien
Pour vérifier cette dernière formule, on part de
fi-^ï ~ fi Qi —fi i-
et en remplaçauty*/ par /", D,_, — /N/ , . ct/,^, par
/lL»/-2-/N/-2,
on a
ou bien
donc, en supposant la formule vraie jusqu'à l'indice /, elle se vérifie pour l'indice i -\- i : donc elle est générale. De (8) on tire
donc Y^ ne diffère de "^ que j)ar une fraction i^^' dont le
numérateur est de degré ii — i — i , et le dénominateur de degré n -^ i en supposant le degré de f\^ égal à n — i pour fixer les idées; donc :
Les développements de —^ et de ~ suivant les puissances de — ne diffèrent qu'à partit^ des ternies en —^.^
IX. — Expression des polynômes D/. On a, d'après un théorème connu, fi étant de degré n — i,
cp/ désignant le coefficient de .r""' dans fi. Or, a,, ao, . . ., ajj., ... désignant les racines de y(x)=o, ces équations pourront s'écrire
fi+x{a) ^^
mais les formules (8) donnent, pour x =^ a,
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les formules précédentes peuvent donc être remplacées par
Si alors on pose, pour un instant.
(ro)
i Dj = CqX' — Cl x'~^
les formules fp) deviendront
Cito — Ci-iti -^. . .-^ Coti = o, Cj<i-^C/^l/2 — . . .— Co^i-t-l = O,
Citi-r- Ci-j ti-i-i
Co tîi —
l'élimination des c entre ces équations et i lo) donne
tx
I to
. ti
ti+l
' tr
. . ti+i
li-i
ti
hl-l
tii-l
i ti
■ . tii
Nous poserons
fo
• ■ ti
tl
ti
. . ti^
ti
ti+l ■
alors un aura
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et, en appelant o/ le coefficient de x^ clans D,,
Les formules (8) donnent
d'où
y;-^, D,-_, -/,■ D,- = -/( D,_, N,- -- N,_, Di),
ou, en vertu de (4),
Egalant de pari et d'autre les coefficients de x",
ou, en vertu de (i3),
(ï4) (?i Ff— = 9o;
mais, en appelant qi le coefficient de x dans ()/, comme on a
en égalant les coefficients de x', on trouve
la formule (i4j devient alors
, -, ?'• To T,-
X. - Formules de M. Rouché
On a
/ o si / — k -i < o,
J I SI t - A" -r- 1 = O,
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ce qui revient à [voir formules (i3)et (8 bis)]
/ o si i — ( k — i) <o,
YD,(a)D,-,(a)/,(a) ^ \
Si l'on fait alors k — i =:y et si l'on a égard à (i 5), on trouve
ub) 2 7>] =^ '''<J^
Ce sont les formules données par M. Rouché dans le XXXVIP Cahier du Journal de V Ecole Polytechnique.
XI. — Développement d'un polynôme suivant les D
Voici une application que M. Rouché a faite de ses formules :
Soit Tsi^x') un polynôme du degré n — ( , on peut poser
( i<s j xji{x)= Âo Do(a7; ^ A]Di(a;;^. . .-T- A„_iD„ -i(.r I,
Do (.a;) désignant l'unité. On a, en particulier,
T3(a ) = AoDo(a)-f- AiD,(a) — . . .-r- A„_, D„^,(a),
d'où
>^nT(a)D,(a)/,(a) _v Do(a)D,(a)/i(a) , ^ /'(a) "-^^'0 /'(a)
c'est-à-dire, en vertu de (i6) et (17 1,
^ roù )D/(a)/i(a) _ A/
d'où 1 on tire A/, et la formule (i8j devient
(19) rn(a:,)-^^/_,D,(.r;^ Y^
XII. — Développement en fraction continue d'une série ordonnée suivant les puissances de - •
Considérons la fonction ^{x) développable comme il suit en série convergente ordonnée suivant les puissances de -
ce X^ X^ X*
et proposons-nous de trouver une fraction rationnelle
ÔqX' -T- biX^-^-i-. . .-\- bi Di{x)'
qui, développée suivant les puissances de -? ne diffère de la séi'ie (i) que par des termes de l'ordre le plus élevé que l'on pourra en -• Soit donc
N/ _ Co _ C^ , C2 ^
on aura, en chassant le dénominateur D, et remplaçant =r- par sa valeur.
aoa7'-M- rtja7'---f-. . . = ( boX' -+- bix^-^ -^ ...){— -\ l-r----)-
En égalant de part et d'autre les coefficient des diverses puissances de x, on a, en s'occupant d'abord des puissances négatives,
/ cobi~Ci bi^i-T-...— Ci 6o = o.
Ci bi - - Ci+i bi-i ~ . . . ~ c-2i^ 1 6o = o ;
THÉORIE DES FRAC IlONS CONTINUES.
la considération des puissances positives donne
Cffbf) -^ (fo.
Les équations ( ?>) sont au nombre de t + i ; mais, si l'on veut que ^0: ^1' • • • 11c soient pas nuls, il faut faire abstraction de la dernière, et alors b„, bi, . . . , ne sont déterminés qu'à un facteur constant près; quant à «oj <^)7 • • • , ils seront donnés ])ar les formules (4); O"^ voit ainsi que l'on peut se donner Co = 5oi C) = 54, . . . , c-yi = A'2o et que l'on aura d'ailleurs
Co Cl Cl Ci
Ci C/-,-!
Ci+l
Puisque l'on peut satisfaire aux formules Cq = ^o C2,= 52,,
N ■ on voit que =-^ pourra ne dlllérer de ^(x) que par les termes
d'ordre 2 i -r- i et d'ordre supérieur. Mais, pour que l'on puisse trouver des valeurs admissibles pour N/ et D/, il faut que tous les mineurs de
Si
Si .
a savoir
ds ds
Os
, , , . . , ) ne soient pas nuls.
axo oxi Oxi '
Ceci revient à supposer que la série (i) n'est |ias récurrente, et (]ue 0("P) n'est pas rationnelle. Si entre les i premières équations (3), où l'on remplace c par 5, et la formule
Dj=: bQxi-'bixi-'^-^.
bi,
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on élimine les b, on trouvera, à un facteur constant près,
Nous adopterons cette formule en prenant le facteur constant égal à G/; N/s'en déduira. On a alors, à des facteurs constants près,
D2 = X-(SoSî — Si t — x(Si 5-2 S0S3) S^Sj — S'j, ....
Supposons que l'on ait pu calculer ainsi N|, No, ... et D|^ Do, ... ; étudions les propriétés de ces polynômes. Observons
d'abord que la différence r-^ — ~ doit être de la forme ^^^^..., on peut poser
A, . . . désignant des coefficients constants; or D/D/_j.| étant de l'ordre 2î + i en x, celte égalité ne peut subsister que si N/+, D/ — D/^( N/ est indépendant de x ; nous poserons donc
Mais les N,- et D/ n'étant déterminés qu'à des facteurs constants près, rien ne nous empêche de supposer K= i ; nous aurons alors
N,+,D,-D;+iN, = i,
ce qui déterminera complètement les quantités G/, quand on se sera donné N ( et D , .
Nous savons que ^ est de la forme — : nous i^rendrons D| = — et N, = i : les quantités N^- et D/ seront alors com-
Sq
plètement déterminées.
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Cela posé, développons j-^ en fraction conlinuc, et sup-
posons i<im, en employant la méthode exposée aux paragraphes précédents. Je dis que les réduites successives seront
Y^j T-T^j •••7 et, en effet, ces réduites sont pleinement déter-
minées par les conditions suivantes :
I" ttGIy^, développés suivant les puissances de-> ont
les mêmes tei^mes en ->
3" N, = i, D,= -' Si donc on pose
les quantités Q seront Lien déterminées, et la fraction continue
Qr
dont les réduites successives seront ^> ^j • • •< représentera
la fonction ^(r), qui d'ailleurs pourra se développer en série, sous la forme
D, DjDa ' D.2D
'' ¥(vi)
'- Il
Supposons la fonction F(^) continue et finie quand ./• varie de a 'a h : si le module de x est suffisamment grand, on
pourra développer Tinlégrale
/ X — ac
suivant les puissances croissantes de - sous la forme
et l'on pourra la réduire en fraction continue par les méthodes exposées ci-dessus; on a d'ailleurs
(•2) So= I F{'X)d!X, .... Si = j OL'F y^OLjch.. ....
Soit^ la i"-'"'^ réduite de la fraction continue cherchée et
N,- _ UqX' -^ ^r- aix'—- — . . .-^ a,-] ^ Dj- boX* -r- bix'-^-!- . . .-^ bi '
ir;^ différera de ^(x ) par des ternies d'ordre 21 — i en -j en sorte que l'on aura
r' — . . .-^ bi X ■ ■ ■ ■ ' ^■•i'-i
les a et les h seront déterminés par les formules
^0 ^= boSo,
«1 = boSi — biSo,
«,-i — boSi-i — . . . -T- 6/_i ^0 • o — boSi -T-6i5,_i — ...— 6/So,
Occupons-nous surtout de ces dernières équations (3) : elles déterminent les coefficients b du polynôme D/(^.r) qui, multiplié par 0(a:), fera disparaître les termes en ->— 5» •••> -,z, j
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ail lieu de résoudre les équations (3), comme on l'a fait au |)aragraphe précédent, remplaçons les Si par leurs valeurs (2 i : nous aurons
0= / Fi y.}dxb,)y.' — ...-^6,).
c'est-à-dire
l o = / F(a )D/i x)dx,
0= F(a)D,(a)af/a,
0=1 F(a)D,(ajx<-i<^/a.
Ces équations montrent (p. 186) que l'on doit avoir
(5) F(:r)D;(jri^ ^. [(x — a)'(^ — è)''ii .r i],
'^{jo) désignant une fonction qu'il faudra choisir de telle sorte que D/ soit un polynôme entier de degré i.
On voit que, si F( ^" ) conserve le même signe entre «et b, D, aura ses «racines réelles et comprises entre a el 0; enfin les formules (4 ) montrent que, pour / <y, on a
/ F( ajDj(a;Dy( a^rfa = o.
Prenons Fi .r ,= i , a = i ^ 6 = 1 : la formule [i) donne
(3) Hx)^ f — — =.lug:^^^^,
et les équations ( i ) se réduisent à
/ Ui{x)o:--^f/-x ^ o;
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les polynômes D/ sont, à des facteurs constants près, les polynômes de Legendre; on a d'ailleurs
et (3) donne
So = 2,
Nous allons prouver que, si l'on prend F(.r)= -> les polynômes D seront précisément les X„ de Legendre, ce qui fournira l'expression des X„ sous forme de déterminants. Nous partirons à cet effet de la formule
XoZn-i- 3X|Zi--. . .-^(2«-m)X„Z„ r^ TZ.-— (Z„-viX„— X„4.iZ„); en intégrant alors de — ^ i à -r- i , nous aurons
% — { n -^ \)^,i f - "^' dz ~- (n-T-i)Xn+i 1 ~- dz
ou, en divisant par X„X«^, [n -- i).
/ ^ri+\ ^ti \ dz
r /z„4-i z„\ dz
(ft-r-l)X„X
Faisons dans cette équation /i = o, i , 2, . . . , /i et ajoutons toutes les équations ainsi obtenues; nous aurons
XoXi ' 2X1X2 ■■■ ' (Ai -1- J)X„X„+, J_j \X„ + i Jz-T
Si l'on fait // ^= co, ;r.^^^ lendra vers zéro : si comme on doit
X«-rI
le supposer, niodjc >- 1 et si :; -< 1 en valeur absolue, et l'on aura
I I I /ar-HI
Xu\, ■'. \,\-2 ' 3\2.\, ■■■ ='V ^ — '
formule équivalente à
lOî
I Sx
Si nous prenons F(xj ^= 1:^1 — -^'t nous aurons
i% TT
i/ym
et il est facile de voir que le polynôme D, est précisément le polynôme cos/arccosx. Pour s'en convaincre, il suffit de faire a = cos" et Ton a, au lieu des équations (4)<
(( COS'( }d-( = O,
/D/(^cosY icos'-' Y d'[ = o,
c'esl-à-dire, en général,
D, ( cos Y ) cos m -; d'( = o, m < /,
équations satisfaites pour D/fcos"'i:i= cos/". Ainsi les polynômes ])i sont, à des facteurs constants près, les polynômes cos /arc cos .r.
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Considérons la fraction continue
"iX --
sa valeur est donnée par la formule
•jlx — y ou
j-- — ixy -^ I — o ; d'où l'on tire
et, par suite,
IX
X±Ls/x''-~\ ^^ L
OU
X z= \Jx'^ — \ — IX
On en conclut
et, par suite,
et il est clair que c'est le signe -\- qu'il faut prendre. Si l'on forme les dénominateurs des réduites, on trouve
Qi = 2-^, Qo = 2, formules satisfaites pour x = cosy, Q„ r^ a cos/iv.
XIV. — Développement en fraction continue d'une série ordonnée suivant les puissances de x.
Considérons la l'onction /(x) définie par la fraction continue suivante, où r/,,, «i, ... sont indépendants de x,
ce
et, sans nous préoccuper, pour le moment, des conditions de
converfirence de cette fraction, désignons par .— ' =^ <7„ ~ - >
~ j ■ ■ ' 7T^' ■ ■ ■ les réduites successives. Nous aurons (p. 322 )
P, = UqUi — X,
P2 — aoaiao ~ ^"(«0 ~ "2))
Q.2 = «1 «2 — ^■ i'i) P/!t-l= P/(f<f«-l-^ Pn— I^j
(3) Q,i+-i^ Q«a«-i — Qn-1^,
et, approximativement ('p. 323),
Les polynômes Po,,, p2«+j> Qs//? Qsw+i sont de degré /?, comme il est facile de s'en convaincre à l'inspection des formules (2 ) et (3 », en obsei'vant que 1*, et P^ sont de degré 1 et que Q, et Qo sont respectivement de degrés o et i .
Observons enfin que
i)"xn-
Qn+1 M» . QraQ«-i-l
et que par conséquent la ix'duite de rang- ii donne une valeur approchée de la fraction continue qui dépend des termes d'ordre w -f- i .
Cela posé, considérons une fonction /'(^), développable en série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de X,
{ () I /(^ » = .So -^ ■Si^ — HX- — . . . — 5„a7« - . . . :
si une pareille fonction est développable en une fraction continue, telle que ( i), il faudra que l'on ait
to désignant un terme d'ordre /i -f- 1 en x. Les considérations précédentes ne sont peut-être pas d'une rigueur excessive, mais elles sont amplement suffisantes ponr montrer comment on est tout naturellement conduit à lanalyse que nous allons maintenant développer.
Supposons que la formule (^6) ait lieu à l'intérieur d'un cercle de convergence de rayon R. Posons
Ps/j d^— d^x-^. ..-^ d„x"
Q2/i %—^iX-^...— tnX"
w désignant des termes de degré supérieur à xn. Nous aurons
d^i-^ dix -- . . .-T- d,iX'^
et nous satisferons à cette égalité en prenant
dii ^~~ Sq P/i — - $1 prt— 1 -^ . . .-r- S,i po,
O = Si 3
1 (-*« "~ ■^2 pn— 1 ~ • • • ~" ^n-t-l l'-'O?
Les n dernières équations déterminent les rapports
t^O • pi • • • '• i^in
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et, comme
S:2« — pn^ ~~ p«— 1^
Po.
on en conclut que, en appelant Uo,, un polynôme qui ne diflere de Q^// que par un facteur constant, on a
en posant de même
Pg»^! _ ch-^ d^x ^. ..— d„+i x"+i Q2«+i ~ [io -t- [il ^ — . . . -^ 3„^«
et, en procédant comme tout à l'heure, on est conduit à poser I X" x"-^
OU encore
^în-i-l —
nous ferons encore
5„+2 O Son+l O
Rappelons-nous maintenant que, si l'on a
R =^— «11 «22 • • -«rtrt,
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on a l'identité (p. i6i, t. I)
d-^R dR dR ôR dR
datjdaki àccij Oa^i dan '^(ikj
et, en appliquant cette formule aux déterminants Uo,, et Usz/^-i , on a
^ 2«-r I ^2«-l ^ "^ ^2«— 1 ï'2n + l Uo/i ^2«"
Si l'on pose alors
(lO)
Cl C5
^ et n — A ^ «]
a-in =
s 2 S2 ' "2'î+l — Cl Cl
ces formules se transforment dans les suivantes
Q,„ =:rQ2„-2 — «2« Q2;j-1, Q'/i + l ^ ^Q2«— 1 ~^ (l-2n+l ^lill-
qui peuvent être remplacées par la formule unique
Q«+l = 3?Qre-l -H -^n^-l Q/t :
Qi, Qoj • • • sont alors les dénominateurs des réduites de la fraction continue
Je dis que les polynômes P„ sont les numérateurs des mêmes
réduites. En effet, appelons un instant P, , P!, P^,. • . .
ces numérateurs; on sait que
ou que
(n) P«+iQ«-P;iQ«+i = l-0'*a7«+i;
(lu 11 autre côté,
(I) ôtanl un terme d'ordre n ~~ \ en x et, par suite,
' «-t-I Qra — Qrt+i i rt
est aussi d'ordre /i -f- i ; cette quantité ne peut donc être que de la forme yx"+', y étant une constante. Or on sait que les formules (i i) déterminent les polynômes P à un facteur constant près ; donc les P sont égaux aux P', à un facteur constant près (le même pour P, et P, pour Po et P.,, . • .); or on constate directement que P, = P, ; donc :
Les a,i étant déterminés par les formules ( 1 1). la série (6) peut être remplacée par la fraction continue (i).
XV. — Formule de Gauss
Posons avec Gauss
,,, ,, a. 3 aia — 1)3(3 — 1) ,
11 est facile de voir que le cercle de convergence de cette série est i et que, par suite, la fonction F est bien déterminée pour les valeurs du module de x moindres que un, quand a, p, Y sont quelconques. Cette série peut se convertir en fraction continue comme il suit.
Il est facile de constater que l'on a
/ F(a, |3-M, Y-^i,a;)-F(a, fj, y, x)
il suffit pour cela de remplacer les fonctions F par leurs développements. Posons
FCa, 8-T-i,Y-t-i,a7) ^ ,,
divisons (i; par F(a, |j -h i , -; ~ I3 ^'1 \ elle deviendra
ou, en observant que la l'onction F ne change pas quand on change a en |3 et vice versa,
I Y — P F(3 — I, a — I, Y-T-2, ar)
«l>(a, p, Y, ^; ~ Y^ï^'i F( ^-1-1, a, Y-^i, ^) c'est-à-dire
OU
I — aj^^i—^^ *(p-^i, a, Y^i, ^)
d'où, changeant a en [j -i- i , jS en a, y en 7 -r 1 ,
«l'fp^i, a, yt-i, 37)
on tire de là
(Y-^ij(Y — 2)
Cette formule donne le développement de $ en fraction continue ; en faisant ^ = o, on a
F (a, o, Y? ^) = I et
et l'on trouve, en changeant y en y — i. F (a, I, V, x)=
bT
OU 1 on a pose
rt = - )
(a-vi)Y
fl —
XVI. — Digression sur les nombres - et e
Nous avons vu que les transcendantes de Bessel se réduisaient, dans des cas particuliers, à des facteurs près, aux intégrales successives
' xsinxdx, I x I xs\nxdx'-, .... Posons
Uo=sina:, L 1 = / X sinx dx = 1 xUodx, ....
\j ,{-(- 1 — I X \j n dx ;
on aura, en intégrant par parties,
Uo = sin j7,
Ui = — X co%x -I- sinar,
U^r^SU, -a72Uo,
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et l'on soupçonne la formule générale
(i) LI„4-i = (2/i-+-i)U,j — a;2U„_,,
que l'on vérifie en prouvant qu'elle a encore lieu quand on change n en n -^ i . A cet effet, multiplions (i) par a: et intégrons de o à a; ; nous aurons
(a) U„4-2 = ('2rn- i) Ll„^i — / x^Un-idx.
^^ Ci
/ x^ U„^ 1 (i.r = I I / X U„-i dx j X- I
— / -ixdxi I xV/i-idx
ou
Jl X^\Jfi-ldx = X'Un — 2/ xUndx^X'Un — llJn+\- 0 *^0
La formule (2) s'écrit alors
U„-,-2 = (an -^- 3)U,;+i — a;2U„.
La formule (1) est ainsi établie.
Ceci posé, il est évident que lJ,i est de la forme
U„ = CjCosa; -4- S„ sin^, Ch et S,i désignant des polynômes entiers en x, et la formule (i) peut s'écrire
C„4-iCosa7 -f- S„4-isin:r = ( 9. /i -f- i){C,iCosx -}- S„sinr; — x^{ C,i- 1 COS57 -f- S/j-isina:).
Les coefficients de cos^ et sin^ dans les deux membres de cette équation doivent être égaux; en effet, quand on a
A cosa? ~ B sina; = A'cosa: -+- B'sina7,
on en conclut
A -^^ B tanga^ — A'-t- B'tangor ou
A — A' — (B' — B j tang.r.
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Cette égalité est impossible si A, A', B, B' sont des polvnômes,
tels que B^' B'; car le second membre est inlini i)0ur jr ^ ->
qui ne peuvent pas tous annuler B' — B. Ainsi Ion
doit avoir
Cn+i = { in — i^C/t — X- C/i_i, 871+1 = (2/1 — OSrt — >r2S„_i;
on en conclut, en faisant n ^ — i r O5 • > 2, ... et en observant que, comme Uq = sinx, U, ^ — .x cosx + sin^,
Cl = — ar^C-i, Si=i — 37-5-1,
G2=3Gi — ar^Co, S.2=3Si — x-Sq,
Ces formules permettront de calculer Co, C), ... de proche en proche, et l'on voit que
Or on a
1 cosjr L._i=-j b_i=o, U-i =
U„+i = U„ ( 2 n -M j — X- Ln-
U,i-i 2ft — I I
donc
Uo x- bo-y- : bi I I
x^- Uix-i : Us
^ L'_i cosa: . cot.r ,
Or -p-^ = : sinj: = — ~; on a donc
cota" _ I X x^
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OU
langer x
OU enfin
tang:.r =
Cette équation prouve que, si x est commensurable, tangx
ne saurait l'être; donc, si -. était commensurable, tang7 = \
ne saurait l'être, ce qui est absurde; le nombre t: est donc incommensurable.
Si l'on fait .27 = .r'y — i, on aura
ce qui prouve de même que e'' est incommensurable, quand x est commensurable.
On a aussi
tan'T-î' I
donc, si X- est commensurable, — '-— ne le sera pas. raisons
X = r., on aura
donc
donc 71- pas plus que t: ne peut être commensurable ('). (Hermite, Comptes rendus, ^^~^-)
XVII. — Développement des irrationnelles algébriques et des racines de l'équation du second degré en particulier.
Soient F(x) = o une équation algébrique, a une valeur entière approchée par défaut d'une racine : si l'on lait
X ^ a -\- — > l'équation F{x) =^ o se transforme en une autre
F, (^,)=o. Soit a, une valeur approchée par défaut et entière d'une racine de cette équation : on pourra poser
x, = a,-, et ainsi de suite; on obtiendra ainsi le déve-
loppement suivant pour une i^acine
Celte méthode pour la résolution des équations a été développée par Lagrange; elle conduit, pour les équations du deuxième degré, à une conséquence remarquable. Soit
(i) fxx^--h'^x-h-( = 0
une équation du second degré à cocfficienls entiers, et sup-
(1) Depuis que ces lignes ont été écrites, MM. Hermite et Lindemann sont parvenus à dcmonlrcr que les nombres tt et e ne sauraient ùlre racines fl'une équation algébrique à coelTicienls entiers. M. Rouché a reproduit leur démonstration à la fin de la dernière édition de sa Géométrie.
posons qu'en appliquant la méthode de Lagrange on ait
trouve
«iH-
pour le développement d'une racine; a, «( ... sont alors des entiers positifs (excepté peut-être a).
Appelons 7^ • • • j^ les réduites successives de la fraction
continue, abstraction faite du terme ^«+1, on aura
portant cette valeur dans l'équation (i), on aura (2) a'a^2 + i^ p'a■„+l-^ y'= o,
formule où l'on a posé
p'=2aP„,P„_,--p(P„_iQ„4-Q„_,P„)-i-2YQ«Q„-,, Y'=aP2-4-pp„Q„--YQ;-i.
Or considérons la valeur de a'; on peut l'écrire
et, en posant
et en tenant compte de (i),
mais s est moindre que ^ ou que 7^^^ — ; donc
a < 2 aa; -i- p -f- -, — >
THÉORIE DES FRACTIONS CONTINUES. SoQ
en supposant a >> o, ce qui est permis. 11 en résulte que a' ne croît pas indéfiniment avec n ; on verrait d'une façon analogue que ^' et y' ne croissent pas non plus indéfiniment. Comme ces nombres a', ^', -^ sont entiers, ils finiront par se reproduire, et il y aura une inconnue auxiliaire Xn qui finira par être égale à l'une des inconnues auxiliaires précédentes; le dévelop])ement des racines de l'équation (i) finira par être périodique ; on a donc ce théorème de Lagrange :
Toute racine d'une équation du second degré à coefficients entiers se développe en fraction continue périodique, dont les numérateurs sont égaux à un et les dénominateurs entiers.
La démonstration précédente est de M. Charves.
Réciproquement, toute fraction continue périodicjue est racine d'une équation du second degré, qu'il est facile de former.
En efi'et, soit
La période se composant des dénominateurs ;/, v, . . . , tv,
on a
u' P-^PY y = = .^1 ^ ,
p,j)', q-i q' désignant des quantités indépendantes àe y; on voit, en chassant le dénominateur, que )' est racine de l'équation
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I. — Théorème fondamental
On peut toujours trouver une fonction
y (tu t.2, . .., i„; 3ti, 3(2, a,,,)
de ti, t.^, . . . , tn et des paramètres a, , ao, . . . , a„, qui, pour tiZ= t\, t.. =^ t\i • • • . ^rt = /)), se réduise à une fonction donnée ^^"(^-i, c-o, ..., a„j) des a, qui pour ti = t^, t.2= t[,, . . . , t,i := t'^^ se réduise à une autre fonction donnée 'f'(y.\, y-2, • ■ , y-r?i)' qui pour a, ^= a", ao ^= a", . . . , se réduise à une fonction donnée 0''(^,, /o, . . . , t„) des t et qui pour a, = a',, y..y ^ a.,, . . . , se réduise à une autre fonction donnée 0'(^,, ioi • • •) des t.
En supposant, bien entendu, y{t\, tl. ..., a», a«, ...)='f{^\, ...)=0o(/o, ...) = 0o„,
X(«'i> t'-z ^\, ^'i, ...) = cp'(aY, ...)=eo(/',, ...) = e,o,
y(?î, /S, ..., a',, a',, . . .) = cpO(a'i, ...)=e'(fO, ...)=eo„ yjt\, t'.^, ..., a',, «;, ...)= o'(3:'i, ...) = 0'(<'i, ...)=e,i.
ce théorème est presque évident, et la fonction dont il est question peut revêtir une infinité de formes diverses. Bornons-nous à en signaler une seule : posons
(ti-t1)(t, — tl)...(t„-t?,)
To
if\-n){f'2'-n)...{t'n-t;\)
rj, ^ (ti — t\)(t2 — t',)...(tn — t'„)
, ^ (ai-a',')(a.,-ag)...(a,„-aO,)
' (a;-.aî)(a',-aS). ..(«;„-«?„)'
^ («1 — a'i )(«2 — «2 ) • • • («w — «'/«) . • (aO-a',)(a'>-a',)...(a?„-a;„)'
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nous pourrons prendre
7 =T,(oO_eooAo-eo,A,)
-^To(o'— e,oAn — e,,An^- A,0o— AoO',
comme il est facile de le vérilier en faisant /, = t", ... ou ^, = /|. ... ou a, = a", ... ou a, =^ a',
II. — Variation d'une fonction
Dans un grand nombre de questions, on a besoin de comparer deux fonctions et de passer de l'une à l'autre d'une manière continue : ce passage jieut se faire en imaginant que les deux fonctions en question sont des cas particuliers d'une fonction plus générale, contenant des paramètres a,, a^, .... tels qu'en y faisant a, = a^, ao = a"^ ..., on obtienne la première fonction et qu'en y faisant a, = a', , 7.0 = a!,, ... on obtienne la seconde. En appelanty"o la première fonction,/! la seconde, la fonction plus générale en question pourra, par exemple, affecter la forme
j- (ai — aî)(3£2 — aS)-.- . («i — a, ) (aj — a', ) . .
Toute différentielle relative aux paramètres a s'appellera une variation et sera représentée par la caractéristique 0 que nous substituerons à la caractéristique d.
III. — Variation d'une intégrale
Lorsque l'on veut étudier les cbangemenls que subit une
intégrale quand on modifie la fonction placée sous le signe / ,
ainsi que les limites, on peut imaginer que ces changements s'opèrent au moyen de la variation d'un ou de plusieurs paramètres a,, a^, ... contenus dans la fonction à intégrer et
dans les limites; mais, au moyen d'un artifice que nous allons indiquer, on peut se dispenser de faire varier les limites, ce qui évite souvent des complications.
Considérons, par exemple, l'intégrale
.)dx,
dans laquelle F est une fonction quelconque de x, r, y', . . . z, z', . . . de forme donnée; j', z, . . . des fonctions de forme indéterminée de x; et y', z', y" ^ z" , . . . leurs dérivées relatives à X. On peut, si on le juge à propos, faire varier j', z, Xo, Xt , les valeurs j'q, yt de y pour x = Xq ei x = x^, ... les valeurs ;; = ^o, ^ = ^i de z pour x = Xo, x = Xi, .... Alors on imagine un changement de variable : on pose
z = <\>(t, «1, CC.2, . ..),
et Ton prend pour nouvelle variable d'intégration t. On détermine ensuite la forme des fonctions cp, y, <b, . . . de telle sorte f[ue, pour t = t^, x se réduise à Xq, y d y^, z à ^o» • • • ! que, pour t^=ti^xsc réduise à Xi, j- à j',, z à :;,; que, pour a, = a", ao = a^, ... x, y, z se réduisent à des fonctions données de i, à savoir <I>o(0' ^o{t), W^^t), . . .; que, pour a, = y.\, . . . ^ x^ y, z se réduisent à <ï>, (t), X, (l), W^ (/). Ces fonctions $o? ^o, ^oi •••; ^t^ ^n ^i 7 ••• peuvent d'ailleurs être choisies de telle sorte que, par l'élimination de ^, j' et :;, ... deviennent des fonctions données de x pour a, = a", ... et pour a, = y-\, . • • •
Les limites de l'intégrale ne contiennent pas les a après ce changement de variables, et alors la variation de l'intégrale, ou sa difTérentielle totale relative aux a pourra se prendre
simplement en différentiant sous le signe / . Nous allons maintenant développer le calcul de ou.
IV. — Première méthode
De l'équation
11= F(x, j, y, ...,z,z', ...)dT,
on tire, en observant que .ro etx,, après le changement de variable, doivent être remplacés par ^o et ^i et que dx doit
ètie remplacé par -r- dt^ mais en n'effectuant pas ce changement que l'on sous-entend
OM = / r^F <r/^ ^- Fo c^:r);
or, eh observant que o dx = ô -7- f/^ = -.- Zx dl = dox et ' ^ clt dt
en intégrant par parties, on a
ou = j Fo.r-f- / {oF dx — dFox);
or, en appelant X, Y, Y', . . . , Z, Z', . . . les dérivées partielles
de F relatives à x, j', y', . . . , z, z\ . . . , on a
ou = I Fox— I [(oydx — ox dy)Y -^(oz dx — ox dz )Z
-f- {oy'dx — ox dy)\'-i-. . . | ;
la fonction F pourrait contenir jcojJKo) ^o? • • • 1 -^ijJ'i» ^i- • • • ^ dans ce cas, il faudrait ajouter sous le signe / les termes
dF , ()F ,
dxo Oj'o
que nous n'écrivons pas pour ne pas trop compliquer. Ou
peut encore écrire l'expression précédente ainsi l oa = / F 8^
i -^ / dx[(oy^yrjx)y-^{oz — z'ox)Z-^.. .->r-(oy' —y"ox)Y'
' -^{oz' — s"oj7jZ'-f-. . .-H (oy — ^"'o:r)Y"-i-
Si nous posons alors
ui =z oy — y' ox, rn = oz — ■ z' ot, nous aurons, en différentiant par rapport à /,
<r/to = 0 dy —y'^ dx — dy'Zx ou, en observant que o dy = o[y' dx)-=^ Zy' dx -HJk'o dx,
d(x> = oy'dx — dy'ox = dx{oy' — J'" ox I ou bien
{■>.) oi' = oy' — y"ox.
Différentiant encore, on a
d'o' = oy" dx -T- y" ô dx — y'" dx ox — y" d ox
ou u
doj'=^dx{^y"—y'"cx),
c'est-à-dire
w" = oy" — y'ôx, (3)
(a) et (3) permettent d'écrire (i) comme il suit ou = I Vox-i- 1 f/.r f o) Y -f- TU Z -^ .
. -T- to' Y'
_ to'Z'-^. . .-^to"Y"-T- m"Z"-^.. .]
OU, en intégrant par parties,
ou — I (Fox^(x>\'—mZ'—... — w'Y'' — m'Z"-^ . . . — w —z h. . . )
Telle est l'expression de la variation de a; elle est de la forme
tî et n ne contenant plus une seule variation.
V. — Seconde méthode
On peut suivre une méthode plus simple pour calculer ou. Considérons toujours l'intégrale
f F(x, y. . . . )dx,
et faisons encore le changement de variable indiqué au paragraphe précédent; mais remplaçons 7' par -y , y" par
^2 -ir fijt* d^ or /xv
— -^— —i •••7 cest-à-dire substituons partout aux
dérivées prises par rapport à x les différentielles prises par rapport à ^; u prend alors la forme
u= l ¥(x,y, z, dx, dy, dz, d'^x, d^y, . . .1.
Si l'on pose alors
^ _ V ^ _ Y iL - v -^^_ _ Y' dx~ ' ày~' ôdx~ ' Ody~ '
on aura
i oa == Af = Axo:f -- Yoj - Zo- -t- X'5 dx
I ~\'r,dy — 7Jodx-^X"Zd'^x-^...).
En intégrant par parties les termes, tels queX'o dx^ . . . , on a Çx'odx = iX'dox =/ x'o^r —foxdX',
f\" 0 d'-x = f X" f/2 Zx=l X" 6 dx — TfZX" 0 rf^,
la formule (i) devient alors
l o« = / (X'oa; -}- Y' oj^ ^- . . . -i- X"o c/a- . . .)
-4- I (Xox-\-Yoy-^ZQZ — dX' ox — dY' oy — dZ'oz -^ d- X" ox-^...), et prend la forme
011= \-\- j{Aùx-^Boj ^Coz),
A, B, C désignant des fonctions de x,y, z- et de leurs différentielles. / A contient les variations de £c, y. ..., r/x, dy, . . . , aux limites ^o et x, .
VI. — Troisième méthode
Pour trouver la variation d'une intégrale définie, on peut enfin suivre une troisième méthode qui s'applique assez bien aux intégrales multiples, et sur laquelle nous aurons à revenir. On suppose que les fonctions i', z, . . . , dont il a été question aux paragraphes précédents, renferment des paramètres a,, ao, . . . , entrant dans les limites Xq, x, de l'intégrale que l'on
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veut faire varier, à savoir
F dx.
Sa variation o« ou sa différentielle totale relative aux a sera, en appliquant la règle de la différentiation sous le signe / pour le cas où les limites sont variables,
ou := I VoT — 1 dx oF OU, en observant que x ne varie pas,
ou = I F 037-1- 1 {Yoy'^Y'oy-h...)dx; l'intégration par parties donne
ou= F?.x-^j Yiy~j Yôy-/ ^ôj-i-...
'j'o '-ri) '.r,, '.l'o
mais ojK, or', 5y, . . . n'ont pas ici la même signification que dans notre première méthode. Ainsi l'on n'a pas / 3jk'= oj'^, et il est bon de savoir transformer les expressions définies qui entrent dans la formule pix'cédente. / oy est égal à la valeur que prend oy pour x = x^^ de sorte que, s\y =f[x, a),
I àa
Au contraire,
û? r ^, . , df(xo, a.) j. dfiXf), «) j .
il faudra donc l'aire usage des lorinuies
la uolaliori / y' ox étant mise ici pourj^'^oxo^ de même
d'où l'on tire
oj = 'ijo — Jo°^0,
^j' = '">j'o— ro<^-^o,
en ayant égard à ces lormules et, par suite, aux suivantes
I oj = OJi — OJ
°7o— Ji'^^i-^J'oO^o,
il est facile de voir que la méthode actuelle fournil les mêmes résultats que la première.
VII. — Simplification
Lorsqu'une intégrale doit subir des cliangements par suite des changements de forme que prennent les fonctions
placées sous le signe /, les limites restant invariables, on
peut, ce que nous avons eu l'occasion de faire déjà plusieurs fois, supposer que les fonctions en (juestion contiennent des paramètres variables et supposer que les variations de l'intégrale proviennent des variations attribuées à ces paramètres;
dans ce cas, il n'est pas nécessaire de faire de changement de variable, et de supposer que la variable x^ par rapport à laquelle on intègre, contient les païamètres, et Ton a oj: = o. Alors on a simplement
0 / Ydx = / oF dr
= f \\oy-^Y'oy-+-Y"oy-r-...-^Zoz ...)dx
et, en intégrant par parties,
Cette expression de la variation de l'intégrale est, comme l'on voit, beaucoup plus simple.
VIII. — Condition pour qu'une fonction soit une dérivée exacte.
Nous avons déjà montré comment on pouvait intégrer l'expression F (a:, y, r', . . .) sans particulariser la forme de la fonction^ quand le problème était possible; nous allons reprendre celte question; pour en donner une nouvelle solution, à l'aide du calcul des variations, et ramener le problème à l'intégration d'une différentielle exacte, on obtient de cette laçon la solution la plus nette.
Nous avons déjà fait observer (t. III, p. 210) que, si l'intégrale
' F(^,y,y\y'- ■■.)dx,
dans laquelle jK, y >y', • • • représentent une fonction de x et
de ses dérivées, avait une valeur de la (orme /(x, y, y', . . .),
quelle que soit la forme donnée à y, sa valeur ne devait pas
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changer en faisant varier la forme de y, sans changer sa valeur ou celle de ses dérivées pour x = XoQlx ^= Xt. En effet, en appelant/(^,j', jk'j • • O^^ fonction dont F(j:, j', jk', • • ) est la dérivée, la valeur de l'intégi'ale de F est
et ne varie pas si j', y', y", . . . sont donnés pour x = x^ elx = Xi', or, quand on suppose les quantités x, y, y^ . . . invariables aux limites, on a
.)dx,
I, Y , ... A désignant, pour abréger, — » y-;? • • ? -r— ? et, en intégrant par parties, il vient
Pour que la variation de notre intégrale soit nulle, quel que soit 0/, il faut que
ou que
\dx ' dy dy'
Cette condition est d'ailleurs suffisante. Supposons-la satis-
faite : faisons varier l'intégrale
/= f^Fdx; mais, en supposant la limite inférieure telle, que x. j', y'.
y soient invariables, on aura
^/ ~ / i oF f/.r -f- F 0 r/r )
= Fo^- f (oFdx — dFr^r)
= F ox ^ Ç [ Y( or dx — r,r dy ) ^ Y' ( o v' f/.r — o.r dy' ,i . . . 1
= Fojr— / [YÇcij' — r' or) -r- V'(o)-'— /'or ) — ...] </./■;
si Ton fait Zy — ■ y'^x = oi, on a vu que rjy' — y" 0 r = oj'. ...
Ainsi l'on a
o/ = F oj" — / ( o) Y — oj' Y' -f- w" Y' — . . . ) dx
«-'.r,, OU
0/" = F o:r -;- oj Y ' -^ lo' V — c>j" Y "
U) — 5 — eu — . . . — U) — ....
dx dr dx
en observant que le coefficient de oj sous le signe y est précisément le premier membre de (i), c'est-à-dire nul. Si Ion remplace alors co par sa valeur, on a
o/ = F OJ" -- ( OJ- — y' Ix) I Y' — — . . . )
(oj^-ro.r)(Y -^-..j
cette expression est de la forme
r,f— L 0 j- -r- > '■y -t- \ 01- — V or - . . . et, par suite, y est l'intégrale de la différentielle totale Uoj7 -i- Vor -H. . ..
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que l'on peut maintenant écrire sans inconvénient
U d.r -}- \ dy -4- V" dy' -i- . . . , en considérant. r,),jK'j ••• comme des variables indépendantes.
IX. — Recherche du maximum ou du minimum d'une intégrale
définie.
Problème. — F(x,jk, z^y' , z' ,y" . . . .) désig nant une fonction donnée de x, y, z- et des dérivées y' ^ -p, ^' = -^ , • • • ,
on propose de trouver les fonctions de x qui^ mises à la place de y, g, rendront maxima ou mininia l'intégrale définie
u= I Vd.r.
Pour résoudre cette question, on fera varier l'intégrale u, et l'on exprimera que ou =o. En efiet, pour exprimer que ^, z rendent u maximum ou minimum, il faudra exprimer que, quand ces fonctions changent de forme infiniment peu, quels que soient les changements de forme éprouvés par y et z, u prend toujours un accroissement de môme signe, ces changements de l'orme pouvant être censés produits par la
variation d'un ou de plusieurs paramètres a,, ao Le
problème que nous voulons traiter ne diffère pas des problèmes ordinaires de maxima et de minima; il faut donc que la différentielle totale de u relative aux a ou ou soit nulle. Il faut aussi que o'-u reste toujours positif pour qu'il y ait minimum, et négatif pour qu'il j ait maximum. Pleureusement, la plupart du temps il n'est pas nécessaire de calculer o'-u, ce qui sei'ait fort pénible, et, par la nature même de la question, il est facile de discerner le maximum et le minimum.
De quelque manière que l'on s'y prenne pour calculer om, on doit obtenir les mêmes résultats ; nous avons vu cependant
la variation oa affecter deux formes différentes (p. 363 et p. 365), à savoir
0M = / U—f (iii,J-UT^)dx,
<2) 0» = / A— r '(AojT-T- Bor — Cojj;
d'après la forme (i), pour que l'on ait o;/ r=o, il faut que l'on ait séparément
(3) / Il=o, i> = o. II=o.
En effet, o) = ov — r'ox et ^=0: — c'ojr sont arl)llraires; on peut donc les choisir tels que, si ft et II ne sont pas nuls, l'intégrale ait tous ses éléments de même signe, et de
même signe que/ H si celle quantité n'est pas nulle; et
alors ou ne sera pas nul. Ainsi les formules (3) sont les con-
/"• ditions du maximum oudu minimum; d'ailleurs, pour que/ H
•'"0 soit nul, il faut que les coefficients des variables indépendantes qu'il contient soient nuls.
Un raisonnement analogue fait sur la formule (2) montre que les conditions du maximum ou du minimum sont aussi
11 semble que l'on trouve ainsi une condition de plus; mais les conditions (4) rentrent dans les conditions (3), et, bien que l'identification des formules (3) et (4) ne soit pas une tâche au-dessus des forces de l'Analyse, on peut voir a priori que les formules (4) peuvent se réduire à un nombre moindre d'une unité.
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Les équations A = o, B=o, C;i=o sont des équations difTérenlielles dans lesquelles la variable indépendante est <; les équations Q = o, Il = o sont des équations différentielles dans lesquelles la variable indépendante estx. Dans le premier cas a:, y, z sont des fonctions à déterminer; dans le second, y et z sont seuls à déterminer et le problème est résolu. Dans le premier cas, après avoir calculé ^, y, z en fonction de i, il faut éliminer l pour avoir le résultat, de sorte que les équations Q = o, n = o sont ce que deviennent A = o, B^o, C = o quand on a éliminé t. Comme, d'ailleurs, la relation qui lier à ^ est arbitraire, les équations (4) ne nous apprennent rien de plus que les équations (3).
Dans la pratique, les équations (4) devront être préférées aux équations (3), d'abord parce qu'elles sont plus symétriques, et ensuite précisément à cause de l'indétermination de la variable indépendante, ce qui est un avantage que nous avons eu souvent l'occasion d'apprécier.
X. — Résolution de quelques problèmes
Problème I. — Trouver le plus court chemin cV un point à un autre.
Soient .To, j'o> -^0 les coordonnées de l'un des points par rapport à trois axes rectangulaires, x^^^Vk , ^i les coordonnées de l'autre; il s'agit de rendre minima l'intégrale
M — / \/dx- -:- dy- — dz-,
qui exprime la longueur de la courbe cberchée. Calculons ou pour l'égaler à o : en supposant les limites variables et en les supposant tacitement remplacées par t^ et ^,, la variable d'intégration étant t et non plus j-, on a
hi — 1 0 \J dx- -- dy^ -f- «^.3-
Zu ~ I
' '■ d.r 0 dr -+- dy o dy -~- dzod:
ds
en écrivant ds au lieu de \dx'--\-dY-^dz-. En intégrant par parties, on a alors
dy . dz
ds -^ ds
-/ v^irs''''^'^iG''y^'^'ds'')-
Pour qu'il y ait minimum, il faut donc que Ton ait , , , dx , dr , dz
( 2 ) / ( dx ox -+- dy 0 K -\- dzoz) =^ o.
Les équations (i) donnent
d.r = a ds, dy = b ds, dz ^ c ds,
a, b, c désignant trois constantes, qui se réduisent à deux si l'on prend x pour variable et si Fon écrit ces équations
d.r dv dz _ a ~ b ~ c '
d'où Ton tire,
en intégrant,
abc
Ces équations sont celles d'une droite, et le plus court chemin cherché est une droite; il reste à déterminer les constantes a, b, c, a, (3, y. Nous allons examiner les divers cas qui peuvent se présenter.
Premier cas. — Les deux points Xq^ Vo^ ^o et j^i, ),, c, sont donnés fixes. Alors oj?,, = <>> ^J'o = o, o^o = o ; ox, = o,
ciiAi'i 1 lu; VIII
^y, =o, o:;, = o, et la formule (i) est satisfaite d'elle-même. Les constantes a, ^, y, a, ^, c se déterminent en exprimant que la droite (3) passe par les points fixes donnés.
Deuxième cas. — Les deux points ^o? ,i'o> ^o '^' -^'i' .'i? '* doivent être situés sur deux surfaces
(4) ?o(-^o, Vu, -o) = o, cp,(.r,, ji, -|) = o.
Alors à la formule (>.), que Ton peut écrire
( 5 ) o^Ti fl^-r, -i- or, <y/, — o:;, f/^i — o.r^ dx^ — oj'o '^(/o — ^-o dzo = o,
il faut adjoindre les équations obtenues en différentiant (4) par rapport aux paramètres a, ce qui donne
àxi àyi dzy
éliminer deux variations entre (5) et (6), égaler à zéro les coefficients des variations restantes ou bien, en employant la méthode des multiplicateurs, poser
rfaro-^ Ao — — =o, «Yjo -i- Ao "i— ~ '5' dzo~ h -— =o, àxo oj'o dzo
d'il V t^'-^i , <^?i
ce qui donne, en éliminant les multiplicateurs Xq et a,,
dxo
dz.
\OxJ dxf
( '^?tt \
dzi
/^tpA /dyi\ /'^'■?'\ \d^,/ V^j-,/ Vd^i/
Ces équations expriment qu'un déplacement elTectué sur la droite qui est le chemin minimum est normal à chacune des
surfaces (4); la droite (3) aura donc ses constantes rt, 6, c, a, [3, V déterminées par cette condition qu'elle devra être normale aux deux surfaces.
Troisième cas. — Les deux points x^^ y^, ^o; x^,y^, 5, sont V un fixe, l'autre assujetti à demeurer sur la surface
Ce cas se traite facilement en supposant oj:, =:: ovi = o^i = o ; la droite cherchée est alors la normale menée x,, ri, ^i à la surface '^o = o.
QuATRiiiME CAS. — Lcs poiuts ^Tq, jKoî ^0 ct X, , j', , Zi sont assujettis à se trouver sur les courbes
( Ço(a"o, Jo. ^o) = o, 9i = o,
à l'équation (2)
dry oxi — dfi o>'i -^ f/:; , 0 j, — ^/j-y o.ro — dj^ Zy^ — dz^, Zz^ = o
il faudra adjoindre celles que l'on obtient en difTérentiant (7), à savoir
-— o.ro ^ . . . = o, — - o.ro — . . . = o,
- — oj7i -^ . . . — O, 037, -^ . . . = O ;
oxi Oxi
en éliminant quatre des variations ox^, oy^, ... et en égalant à zéro les coefficients des variations restantes, on aura les équations déterminant les constantes a, b, c, a., ^i, y. En faisant usage de la méthode des multiplicateurs, on a
c^Ku t^ 0
dzo -f- Ao ), -^ !-«-o ,, OZt) OZo
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et Irois autres équations obtenues en changeant l'indice 1» en I ; on en déduit
qui exprime que la direction dxo, dy^^ dz-o ou a, 6, c de la droite est normale à la direction de la tangente à la courbe ■^,^ = o,'ln^o; elle est évidemment normale à l'autre courbe. On voit sans peine cominent on traiterait le cas où l'une des extrémités du chemin cherché serait assujettie à demeurer sur une surface et l'autre sur une courbe, etc.
Problème II. — Trouver st/r une sur/ace la ligne la plus courte entre deux points.
L'intégrale à rendre minima est, comme dans la question précédente,
Il = I \/dx- — dy- — dz- ;
mais x^y el z ne sont plus indépendants les uns des autres, et l'on a entre eux une relation
qui est l'équation de la surface : on devra donc remplacer z par sa valeur tirée de (2) avant de faire varier l'intégrale; mais on peut aussi faire d'abord varier l'intégrale, puis tenir compte de la relation (2) en observant que o/*=o, ou que
(5) /,ôj~-^/oO)--r/3o:; ^o,
en posant, pour abréger,/, = -^ , /^ = -y-, /:, rr= y-; on a alors
^ Z"^' dx d ox -^ dy doy -h dz doz '''-I ^ '
en désignant dx- + dy- + dz- par <r/5-, ou
a,, _ / V— r>x + -'- or -- — ^-^ / \ ds ^ ds " ds ''" /
d.r ^ i dy ^ , j <^f~- ^.
ds ds ds
Pour que ou soit nul, il faut que la quantité placée sous
le signe / soit nulle; car, en vertu de (3), elle se réduira à la
forme Ao^ + Boj- et les coefficients de ùx, oy qui sont arbitraires devront être nuls-, ainsi l'on doit avoir
, <^'" ^ , dr ^ , dz ^
ds ds ds
En combinant cette formule avec (3) et en employant la méthode des multiplicateurs pour éliminer les variations, on a
•^ ds J - ^s ' ./ j ^g
d'où, en prenant s pour variable indépendante,
La courbe cherchée a donc sa normale principale en coïncidence avec la normale à la surface; son plan osculateur est normal à la surface. Les lignes qui jouissent de cette propriété portent le nom de géodésiques : nous les étudierons plus loin.
Si les points j:'„, roi ^o et ^'i, j)'i, ^i sont fixes, on aura rjii = o, en prenant
^^^ / [d^'''-^ds'^-^dl'')=''^
et cette équation sera satisfaite d'elle-même, oxo, ojo: • • • étant tous nuls. Pour résoudre la question, on intégrera les
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équations (4), puis on déterminera les constantes d'intégration en exprimant que la courbe passe par les points fixes
Si l'un des points Xqi J'o-, ^o était assujetti à se trouver sur une courbe fixe, l'autre étant par exemple fixe, on aurait d'abord
pour l'une des équations de cette courbe, et
o(cco, ru, ^0^ = 0 pour l'autre équation; par suite,
/i oj"o ^A V'o -^/î oso =- o,
(Ui rjXo -T- ©2 ^yo -+- ? 3 0^0 ~ O,
et (5) donnerait
clxooxo -f- c^KoOio -t- '"/-u^-û = o.
d'où
dif,o) d(f,'.) d(f,o)
dxo TT '- "Yo -. i- «-^0 -r, : = "î
^(j'o, -5o) d(z^,x„) 0{Xo. y^)
ce qui exprime que la géodésique est normale à la courbe /= o, o ^ o.
La recherche du maximum ou du minimum de l'intégrale
f 'lw/.r,
dans laquelle F désigne une fonction de x^ y^ z, . . , conduit à Tinlégralion des équations différentielles
Y — — -t- -— — dx ' dx-
, dV d^V
dx dx-
parfois fort difficiles à intégrer. (Y, Y', . . . , Z, Z', ... ont toujours les mêmes significations que plus haut : Y = — .••• j
Supposons que la fonction F ne contienne qu'une fonction inconnue j' : c'est ce qui arrivera toutes les fois que l'on aura ix rechercher une propriété de maximum relative à une courbe plane. Si la fonction y n'entre dans F que par ses dérivées, l'équation différentielle à intégrer sera
d\" cP-Y" ^'^ ^-^^-^••• = °'
et l'on aura immédiatement une intégrale première
,,, dY"
Y ; ;-...= const.
ax
Il se présente une simplification analogue quand F ne contient pas la variable x; en effet, on a alors
dF ^Y dy-^Y'dy'^...
ou
d¥={Yy^Y'y"-^...)dx-
éliminant alors Y entre cette équation et l'équation à intégrer
dx dx'^ ' ' ' ' on a, en supposant Y'"= o, \" =^ o, . . . ,
'«' = (vy - S' j ■) •'- - i^-r - ^'y ) ''-
Celte équation peut s'écrire
dY = d(Y'y)^d(Y"y"-'^y^
et s'intègre immédiatement. L'équation du problème est donc
simplement
F = Y' y -- Y" y" — —r— y -\- const.
Quand ni y ni a; n'entrent dans F non plus que les dérivées
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d'ordre supérieur à 2, les simplifications dont nous venons de parler se présentent à la fois ; d'abord, y n'entrant pas dans l'équation à intégrer, celle-ci se réduit à
(££ _ d^ \" _ dx dx-
d'oii l'on tire, en appelant a une constante,
dx
comme l'on a en outre
d^={\'y^\"f')dx, l'élimination de Y' donne
d^ = {x"f^^fyx^ady'
ou
<^F = d{\"y") -\- ady',
équation immédiatement intégrable. Faisons une application de ces principes :
Problème. — Trouver une courbe plane qui, passant par deux points fixes, soit telle que l'aire comprise entre la courbe, sa développée et ses rayons de courbure extrêmes soit un minimum.
En appelant x,y les coordonnées d'un point quelconque de la courbe 0:0,^0 6t ^),JK) les coordonnées de ses extré- \ mités, l'intégrale à rendre minima est
Y = ^l±2^, Y=o, X=o, Y"= -(n-r'2r.4 L'équation différentielle de la courbe cherchée est d —;— =d^-{i 4- j'î ) — j"J -^ady
OU
-f — —av-^b.
b désignant une nouvelle constante; ce que l'on peut écrire, en appelant R le rayon de courbure, s l'arc de la courbe
cherchée,
ds dv
dx dx
dy , , dx ds ds
Posant
= cos'-s, -^ = sinu, ds • ds
on a
dx dy
COS'-S, -Y
is ■ ds
a=/'coso:, b — r sinx,
iK — r cos(o — X) ou, en faisant tourner l'axe des a) de l'angle a,
2 R = /• coscp.
ds Or R = -j-, car ch est l'angle de contingence; on a donc
ds r
-— = - coso ao 2. '
et, par suite,
dx r . dy r .
—— — - cos^o. -j- = - sino coso ;
d'^ '1 ' ao 2 ' '
en intégrant, il vient
X = - (sino coso ~- o)-h const.,
y = - (cos2 0 -i- i") -H const. Ces équations sont évidemment celles d'une cycloïde.
Remarque. — Si l'on avait cherché le maximum ou le^/
minimum de l'intégrale
— =^ — 7— dx,
ce qui revient à cliercher la courbe qui, passant par deux points fixes, présente une courbure moyenne minima, Téquation différentielle du problème se fût réduite à une identité, et, en effet, la quantité placée sous le signe est une dérivée quel que soit y et, par suite, l'intégrale ne dépend que de x^, yoi X\i yi\ les points Xq^ y^ et Xi , yx étant fixes, elle est constante et, par suite, n'est pas susceptible de minimum.
XII. — Maximum et minimum relatifs
On a souvent à rendre une intégrale définie maxima ou minima, pendant qu'une ou plusieurs autres intégrales sont assujetties à conserver des valeurs constantes. Ces questions, qui sont dites questions de maximum ou de minimum relatif, se résolvent toujours d'après les mêmes principes.
Supposons qu'il s'agisse de rendre maxima l'intégrale
u ^= I F djT,
sachant que les intégrales
V = f V dx, w =^ f Q dx
sont assujetties à conserver des valeurs constantes.
Si l'on cherchait à résoudre ce problème par les méthodes ordinaires, on écrirait
o« = o, 01^ = o, ow = o;
mais ces équations sont incompatibles si l'on suppose que //, V, «', ... ne dépendent que d'un seul paramètre a. Aussi maginerons-nous, pour les besoins de la circonstance, que x,
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jK, ^, . - ., dépendent non seulement de ^, mais de plusieurs autres paramètres a, a', a". . . . , en nombre égal au nombre des conditions données; oU sera alors la différentielle totale
de la fonction U relative aux variables a, a', a" la variable
t restant constante.
On pourra alors trouver le maximum ou le minimum de u
en écrivant
ou — o, Of = o, ow = o.
L'application de la méthode des multiplicateurs à ces équations conduit, comme l'on sait, à rendre maxima l'expression
u -r- ÀV -7- [XW,
oij )v, {JL sont des quantités constantes que l'on détermine en écrivant que les intégrales v et w ont des valeurs données. Nous allons faire une application de cette règle au problème des isopérimètres.
Problème. — De toutes les courbes fermées, à contour simple, de même longueur, quelle est celle qui comprend la surface maxima.
Si l'on prend des coordonnées polaires r, 0 et si l'on appelle / la longueur des courbes considérées, il faudra rendre
u= f r'- dh maximum, sachant que
On rendra d'abord
' ( r"- du -+- A ^dr^ -r- r^ dr- )
maximum, en égalant à o la variation de cette intégrale; ou aura alors
/•^"Z „, , ,.„ . dr 0 dr -^ ri d(\ 0 dd -h df>^ r ùr\
X \ ^dr-^-^r^dQ* J
dr 0 dr -+- r^ dO o dd -{- rfO» r or \ \/dr-^ -f- ri db*
Traité d'Analyse, V. a5
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et, en intégrant par parties,
o = / 2 /- rtO — Â rf H — 0/-
— [irdr-f- Ad , ) oO
V s/dr^-hr'-dHy J
égalons à zéro les coefficients de or et oO, nous aurons
2 r aO — A a — -^ / /- — ,- =0, 2 r ar -r- A a — 7 = o, ds ds ds
s désignant l'arc de courbe \Ulr- -+- r'-d^'-. La seconde équation donne
o ^ r'-dO /■2 + X — -— = «2, ds
a désignant une constante : on en conclut
ou
on en tire
{a'' — r'^)dr (a^~r-^)dr
rV/X2r2 — (a2_/'2)2 ^y/(X2^- 4 a2)r2 — (a2+ r2)=î ce que l'on peut écrire en posant X'- = ).- -4- /\a'-,
a- — /•- , dr
or la denveede — r estegalea — ; donc, en intégrant,
on a
0 — Oo = arccos — ^ >
d'où Ton tire
r2 -+- Vr cos(0 — Oo) — «2 — o.
C'est l'équation d'un cercle, ainsi que l'on peut s'en assurer en revenant aux coordonnées rectilignes; )>' se détermine en écrivant que la longueur de la circonférence est égale à /. Il reste deux, constantes arbitraires dans la solution et cela doit être, car tous les cercles égaux satisfont à la question et contiennent dans leur expression deux paramètres arbitraires. La même équation difTérentielle et la même méthode conduiraient à Ja démonstration de ce théorème :
De toutes les figures de même aire le cercle a le plus petit contour.
XIII. - Cas où il existe une relation différentielle entre les fonctions qui entrent sous le signe /.
Je suppose qu'il s'agisse de rendre l'intégrale
¥ dx
maxima ou minima, sachant que, entre les fonctions inconnues j>', ;:,... dont elle dépend, il existe une ou plusieurs relations différentielles ou finies
on ramènera ce cas à celui que l'on a étudié au paragraphe précédent, en observant que les formules précédentes sont équivalentes à
/ 9J dx =0, / 11'- dx = o,
Faisons une application de ces principes au calcul du maximum de
u:-j ¥{x,y, z; dx, dy, ... 1.
sachant que
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On aura à chercher le maximum de
on posera alors
(I) J'ioF^^l/o/) = o.
Soit
la valeur que prendrait la quantité placée sous le signe /
si Ton voulait calculer ou. La quantité placée sous le signe / dans (i) sera
et l'on devra égaler à zéro les coefficients ox, oy, oz^ ce qui donnera
et les conditions du maximum s'obtiennent en éliminant A ou a).y.
On peut modifier un peu la méthode précédente. Les équations Ci z=^ o, Q' = o peuvent être remplacées par
/ 02 1>2 (/.!■ = o. / 0'2 12'2 dû: = o,
0 et 0' désignant des fonctions arbitraires : on est alors conduit à chercher le maximum ou le minimum de
A F -H À02 «»•■: H- X' 0'2 o'^ ) dx
et à déterminer A et a' de telle sorte que / 0-O-(/^ct / O'-iî'-fAr
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soient nuls. Or, si Ion pose )>f|'-Q=a, A'f)'-Q'- ^ ;j.', cela revient à rendre
inaximiuu ou minimum et à disposer de 'x et [j.' de telle sorte que Q = o, Q' = o ; mais on pourra traiter jx et ij.' comme des constantes par rapport à la caractéristique o, car les coefficients de ou et oij.', quand on fera varier l'intégrale précédente, seront ù et Q' nuls par hypothèse.
C'est ici l'occasion de signaler une erreur que l'on pourrait être tenté de commettre dans la recherche des courhes qui satisfont à certaines conditions de maximum. On ne peut |)as prendre l'arc pour variable d'intégration, et cela parce
, dx dv 1 . . • I • ^• ■ I
que les -y- et -^ ne sont pas arbitraires, mais bien lies par la
relation
dx^ _ dy^- _ ds' ds-
qui impose à -r- et à -^ la condition de rester moindres que l'unité. C'est ainsi que / y ds n'a pas de minimum en luimême, mais en acquiert un en supposant que s satisfasse à la relation qui précède. Pour trouver le minimum de j yds,
c'est-à-dire la courbe qui, par sa révolution autour de l'axe des 37, fournit la surface d'aire minima, il faut chercher le minimum de
d.r^- -T- dy^- — ds^- V.
yds-^l
ds
la variation de cette intégrale est
f[^ , ^ , ^ dxodx -h dyodY — ds8ds J \oyds^yods-2.l ^- •
( dx^ -4- dy- — ds'i )ods\
ds-^
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ou
f , •. [ dx ^ cly ^ ^ \ . / dx"- dv- , ^ 1
rv^ ^ ^ \dx , idv
-+- I \oyds — dy os — vt ox d —^ loy d — j—
f^'kdx'- Idy'-X^-}
-^v^^i^--'^-di^r\-
En égalant à zéro les coefficients de ox, o)', os, on a
, X dx , ,^ dy
d — , - = o, ds — 1 d — r— >
ds ds
1 dx"- l dv^
Laissons de côté la dernière équation, qui est la plus compliquée; les deux premières donnent
X dx a , -. dy
— ,— = -, b -\- s = ik —-, ds 1 ds
b et a désignant des constantes. A ces équations on doit joindre la suivante :
les deux premières, élevées au carré, donnent, en tenant compte de celle-ci,
al (h->- s Y- _
d'où
il en résulte, par l'élimination de ).,
on en tire
X = «log[6 — srz v/«^-^-(6 -1-*)*]-^- const.,
y — \/a--\-{b -f- 5)2 -4- const.:
éliminant .9 ou 6 -r- 5, on a
:r = a lo": — — — const.
ou, en négligeant les constantes,
- {y — \ly- — a-) = e",
-{y — \/y- — (i-) = e ", donc
La courbe cherchée est donc une chaînette. Si nous supposons les points limites fixes, oy et 0.2; sont nuls aux limites ; quant aux coefficients de oSi et o^o, on peut observer que, sous le signe de substitution, le coefficient de os a pour différentielle l'une des quantités qu'il a fallu égaler à zéro; ce coefficient est donc constant [équation(6)]; on a donc
k désignant une constante.
XIV. — Résolution de quelques problèmes
La difficulté capitale du calcul des variations réside dans l'intégration des équations auxquelles on est conduit dans toutes les questions de maximum que l'on veut résoudre. Toutefois, même dans le cas où l'on ne sait pas intégrer les équations auxquelles on est conduit, le calcul des varia-
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lions peut fournir des indications utiles. Considérons, par exemple, la question suivante :
Problïî.me. — Trouver sur une surface donnée la ligne de longueur donnée qui renferme une aire niaxima.
Soit
(i) fix, V, z) = o
l'équation de la surface donnée; soient /?:= -r^, ^ = t-- La quantité à rendre maxima est
et l'on pourra intégrer une fois, puisque ^, /?, q sont des fonctions données par (i) de x et y. Soit donc
il faut rendre
J.d.r^J.'i£ds
maximum, sachant que le périmètre de la courbe le long de laquelle l'intégrale précédente est prise est donné. Si l'on prend l'arc s de cette courbe pour variable, on sera conduit à égaler à zéro la variation de l'intégrale
V = I [vx'-i- X(y2„y2-4_ -'2__i^_ !J-/|'/*%
les accents désignant des dérivées relatives à s cl A, ijl des constantes à déterminer par la condition que le périmètre de la courbe cherchée ait une longueur donnée. On a
-)-(jl(-~ oj'-t-^o/-»--T^ocj -h7.1{x'ox'-hyoy-\-z'^z')\ ds
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OU bien
J l àr ' dr !
On doit poser, en observant que — - = y i H-/>- + çr-,
àf ^ „
az
Ce sont les équations du problème, en général impossibles à intégrer, mais on peut trouver une propriété remarquable de la courbe qu'elles représentent. Prenons en effet pour plan des xy le plan tangent en .r, j-, z^ pour axe des x la tangente à la courbe, les équations précédentes deviendront
) f ar' = o, x' — iLy" o, u. ^ a/. c" = o.
-^ ' dz
Or, en appelant to l'angle que la normale principale fait avec l'axe des y, c'est-à-dire avec le plan tangent, et p le rayon de courbure, on a
py — cosu)
et, en observant que j:'= i, la seconde des formules précédentes donnera
COSW I
— — = const.;
? ik
il en résulte que la courbe cherchée est telle que la projection de sa courbure sur le plan tangent ou, comme l'on dit, que sa courbure tangentielle est constante. Cette courbe a quelquefois reçu le nom de cercle géodésique de la surface; nous la retrouverons dans un autre Chapitre où ce nom de cercle géodésique sera justifié.
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XV. — Théorème d'Hamilton
Cherchons la variation de l'intégrale e= f V dt,
dans laquelle V représente une fonction de x^, x^, .... x„,
de leurs dérivées relatives à t, à savoir x\ , x'^ /:„ et de /,
nous aurons
ou, en appliquant l'intégration par parties,
^ ' j ^dx' J^ ^\ôx dt dx' 1
Il résulte de là que, pour que Ion ait 00 =^o, il faut que l'on ait
V'/^V d dY\^ ' ^^\ôx dt ôx /
et si les variables x ne sont liées par aucune équation de
condition
/ dV d d\ _
\ dxi dt c)x\
(3) I dV d d\ _
I dx2 dt dx^ '
La formule (i) montre que, si les ox sont nuls aux. limites et que si les formules (2) ont lieu, on aura ôO = o. Cette remarque fournit un exemple curieux de changement de variables.
Supposons que, dans l'équation (2), on veuille substituer aux variables x,, x^, ■ ■ ■ . x,i d'autres variables en nombre égal ou différent jK),J'25 • • yfi, bées ou non par des équa-
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lions de condition : V deviendra fonction des j', et l'on aura toujours 00 =.o si l'on suppose les ov nuls aux limites. Or la formule (i) est alors remplacée par
Si l'on veut que 60 = o, en supposant les o^' nuls aux limites, on voit que l'on aura
2d\df dt dy)^-^
c'est la transformée de l'équation (2). Or on peut toujours faire en sorte que les nouvelles variables j' ne soient pas liées entre elles par des équations de condition : parmi les moyens d'arriver à ces résultats, on peut prendre pour variables y, n — A" des variables x, k désignant le nombre des relations qui lient les j;, les autres variables devront alors être exprimées à l'aide de celles-ci au moven des équations de condition. 11 résulte de là que l'on pourra toujours remplacer la condition (2) par des équations telles que
d\ d àX dyi dt dy
Supposons maintenant qu'il n'existe aucune relation entre les variables x et que l'on définisse ces fonctions de l au moyen des équations différentielles du second ordre (3). Supposons enfin, ce qui est permis, que la caractéristique 0 représente une différentielle totale prise par rapport aux constantes en nombre in amenées par l'intégration des équations (3), l'équation (i) deviendra
l'indice o placé en baut d'une lettre indiquant que l'on y
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suppose /= /o- Celte équation donne
1 de
\ àxi "
(4) ' ^^' de
d\ dx\ d\
de d\
dx, ~ dx'^ ' de dW
àxl "
dr'.l dx'.^
On a d'ailleurs
de dt "
de _
TT - - — ' w '
mais on a
de
dt
de
dt
^^de ,
de
dto
_ de
" dt^
c'est-à-dire, en vertu de (4) et (5),
. . de ^ de ,
Si l'on remplace dans ces équations ;r'et x'^ par leurs valeurs tirées de (4) en fonction des v t-'t fies -—-, on aura deux équa-
^ ' dx d.r-o '
lions aux dérivées partielles auxquelles satisfera la fonclion 0.
Tel est le théorème d'Hamilton. Si l'on connaissait la fonction 0, on voit que les équations (4) seraient les intégrales des équations (3), puisqu'elles sont n relations entre les X, les x', t, et a/i constantes arbitraires x°, x^, . . . , x'^, x'°, .... Il y a donc grand intérêt à connaître cette fonction; mais on ne voit pas très bien comment on jiourrait la calculer.
Jacobi a montré que, pour avoir les intégrales des équations (3), il n'était pas nécessaire d'avoir la fonction 0 elle-même, mais seulement une solution quelconque de l'équation (6)
de ,, xTï de
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OÙ x' est lire des équations de la forme
dx dx'
pourvu que cette solution 0 renferme n constantes arbitraires a,, a^. .... a„. Les intégrales de (3) sont alors
|3,, ^2, • • • désignant n nouvelles constantes arbitraires.
Pour démontrer ce théorème, nous déduirons les équations (3) de (8) par l'élimination des a et des p, en nous appuyant sur ce que 0 est solution de (6). On a
' oe
\ àxi
dY dx\
de
dxi
dM dx\
j de
de
de dt
de
~ dt '
v^ de dx
~ 2d~dx 'di
et, en vertu de (6),
y^ de , ^de
~ ^àx '^ ^dx
dt ^^ dx .^ dx dt
et, en différentianl par rapport aux a avec la caractéristique o,
^de v^ ()v ^ 'v ^v ^ , -s^de ^ ,
j^ dx ^ dx' ^^
dt j^ dx ^^ dx' ^1^ dx
dt ' dx c'est-à-dire, en vertu de (8),
-^ de r^ dx ■^ i-^ de -^ dx ^ de ^ Zà^^ ~di ~ ^^ ^ 'dx' 2^~^ '
V^ dM ^ ^^ dY ^dx V7 / , dx\^ dY
(9) '-.-2^Tx'''-Zà-dx'''-dt-2A\'-irtY-d^''^
. de
dt
d'un autre côté, on a
de ^ V^ ^ > d-x
ou, en vertu de (8),
dY
SgS CIlAI'llliE VMI.
et, par suilc,
dt ^ r>j7' dt ^
dt dx' Retranchant cette formule de (9), on a
, /0\ d d\ \ v^ / , dx\^ ON
Aaà \ Ox dt dx I ^
dt / Ox '
mais, les oa et les ô[3 étant arbitraires, il en est de même des
ox et des 0 — ; on doit donc avoir Ox'
dS
d OY
dx
dx
dt Ox' ~ "'
ce qui montre que les équations (3) sont des conséquences de (8), en d'autres termes, que (8) sont les intégrales de (3). Nous verrons qu'il y a des cas dans lesquels il est plus simple de deviner une solution de (6) que d'intégrer les équations (3).
_ OT
, dl
mx'i
Ox'i
my'i
mz: = —
' OZi
ce qui permet d'écrire l'équation (i) de la manière suivante : ^(dT d OT \. .^
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si aux coordonnées Xt, Xo-, ... on en substitue d'autres ^,, 70, . . . on a (p. 394)
Supposons oQ = QiOÇt H- Q^oq.-, -i- . . . si les variables 7,, (72, ... ne sont pas liées entre elles, si elles sont indépendantes, cette équation se décomposera en d'autres de la forme
XVII. — Réduction à la forme canonique
C'est Lagrange qui a fait connaître les équations du mouvement avec les coordonnées q quelconques [Mécanique analytique). Hamilton passe pour les avoir mises sous la forme dite canonique (en i834, Transactions philosophiques). Mais Cauchy avait déjà fait usage de cette forme canonique en i83i, dans un Mémoire très rare publié à Turin.
Reprenons l'expression
àS_ d^à\_ , dxj _ ,
dxi dx Ox'i dx '
qui se rencontre dans les questions de Dynamique et dans un grand nombre de questions relatives au calcul des variations : supposons la fonction V homogène et de degré m par rapport aux x'/ ; on aura
mV = > Xi — r.
on en lire
cl, en différentiant avec la caractéristique 0,
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OU
Celte formule montre que, si l'on prend pour variables indéaura
pendantes ^,, ^2, •' ^« et--r =/?,,-— =/?2, on
rfa?{- ~ m — I (^^, ' c^/>,- ~ /?i — I ' m — i dx ' on aura donc
dxi~ dx dx'i ~ ~^ dxi dx ' //i — i ^j7 (//>:
Des équations de la forme
dV _ ^ ()y ^ _ ■ _ ^'j'
c'a;,- c^a; dar',- dj^/ ' ' dx
où U n'est pas fonction des x], pourront donc se mettre, en
posant
— fm — i)V^ U = 11,
sous la forme suivante, dite canonique,
ôH _ dp,- dU _ dxi dxi dx dpi dx
et que nous étudierons spécialement dans un autre Chapitre.
XVIII. Règle pour distinguer les maxima et les minima. Théorèmes préliminaires.
Théokème I. — Si y est une solution de L'équation dij/'érentielle
0) Aoy -^(A,y,-t-...+ ^(A„y«,^o,
dans Laquelle Aq, A désignent des fonctions données
de x^y et de ses dérivées successives y\ y" ^ . . . , l'expression
sera une dérivée exacte, quel que soit u, et son intégrale sera de la forme
B,, Bo, . , . désignant des fonctions de x indépendantes de u.
Ce théorème de Jacobi peut servir, comme on voit, à trouver une seconde intégrale de (i), quand on en connaît déjà une; il a été démontré comme il suit par M. Heino {Journal de Crelle, t. o4).
Posons
(2) ■aZ = Cx{u'^ydT,
A désignant une fonction de x invariable de forme, et supposons u et ses dérivées invariables aux limites de l'intégrale : nous aurons, en différentiant avec la caractéristique o,
oZ = / \ii" Iwulx et, en intégrant par parties,
/fin
Posons alors if = / k ou / = -» et nous aurons
(3) lZ = ±JyU-^^(^\un)dT.
Posons maintenant u = ty dans l'équation (2) : nous aurons
■iZ= Ç\[(ty)"YcLr= j \((y'^ -^ nt'y^-^-^ . . .-r- t"y)^dx. L. — Trai.'c d'Analyse, V. afi
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Intégrons par parties; si l'on intègre un terme de la forme AtPyf, il est clair que l'on pourra le ramener à la forme
I C(iP)-dx,
en sorte que l'on pourra écrire
aZ = f[ C„ r- - C, /'2 -^-. . . - CJ t" )-2 1 d.r,
et, en difTéren liant,
La comparaison de cette formule avec (o) montre que l'on peut écrire, en supjirimant le signe ± qui est inutile,
faisons dans celte formule successivement A = Ao, A,
et ajoutons les résultats : nous aurons
r '• 1 .T .-1 • 'j- . .A d" u" p, I d" u'' L icientilication donne immédiatement r A,, — ; — = 13,, — -
OU B« = A„y'- : d'ailleurs t est égal à ; si donc on lait it =r )', on a
donc Bu est nul si y satisfait à (i) et le théorème se trouve démontré. Lebesgue a démontré ce théorème différemment (t. VI du Journal de Lio mille, i"^ série); Delaunaj également, dans le même Volume.
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Théorème II. — La variation seconde de V intégrale (4) u=fvdx,
dans laquelle F désigne une fonction de x,j-, y' = -j- , • • • ,
y étant une fonction invariable, ainsi que ses dérivées, aux limites de l'intégrale, a pour expression
r>«=Jy-./.r[A,aj^^(A,o/)-...^^(A„or')],
A,, Ao. ... désignant des expressions indépendantes de oy, oy\ . . : d'ailleurs
La démonslralion suivante est encore de M. Heine. On a d'abord
faisons niaintenanl varier une seconde fois celle formule, mais avec une aulre caractéristique o' relative à de nouveaux paramètres supposés contenus dans j'; nous aurons
, 0,/ =J 2^ jp^p ( or 0 y' ^ 0 y oyJ)dx.
Considérons un terme du second membre
fdA ,^^,. >, ^ . , {■i) J -^^^ (or'o yJ^ 0 y'r.yJ)dT;
l'intégration par parties permettra de le ramener à la fornie
rd\ ,^.^,. .,.>., / ~T- ( V' 'j JK-' -f- 0 y' fjyJ )dx
— 1 kioy'^i oyJ ■+■ o'v'-' ' lyj)dx -t- / A(o)' o'}V+-i -t- o'j/r^jy n )dx et, par conséquent, à des termes d<i la forme (5) dans lesquels
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on pourra supposer i=j ou /^y'-hi; Jans ces derniers cas, on voit que
J\{?.y?:yi^^-^r;y>?,yi^y)dx=J\ ^ {r.yir,'yi)dx
etj par conséquent, oo' u se ramène à la forme
0 o' « = r( A 0 07 o> - A , oj^' 0 j ' -r- . . . i^ A „ V" ^^'7" ) f^-^. ou
(6) oo«=j[Ao^.'+^.A,or')-....-.^(A„ox")]o>^.
D'un autre côté, on peut mettre o'« sous la forme
o'« = / ilo'yclj-,
Ù ne contenant plus o'y, et d'ailleurs
est l'équation différentielle qui fournit le maximum ou le minimum. En différentiant avec la earaclérislique 0, on a
?. r/u= J{ 5i> O'y ^ O r: ?yy ) dx
ou, en supposant Ù = o,
oo'« = / r,iî?j'yd.C;
comparant cette formule avec (G), on en déduit
(7) 8ll = Aoo;^-l-^(A.o>.'j-^...-^-^(A„o;'").
Or on a
oa = / Lldxoy,
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eL, comme Q = o,
ou, en vertu de (7).
(8) o^» = /''[A„oj-^fA,or')-....-^(A„îj-,]ojc/r;
d'ailleurs, il est clair que
XVIII. — Application des théorèmes précédents
Conservons les notations du paragraphe précédent et proposons-nous de voir si la valeur de j^ tirée de l'équation Q = o rend l'intégrale u, dans laquelle les limites sont fixes, maximum ou minimum; à cet effet, il faudra calculer o-u et voir si la valeur de r tirée de Q = 0 rend o-u toujours négatif ou toujours positif; nous prendrons o^ii sous la forme (8) que nous venons de calculer, et nous allons lui faire subir quelques transformations destinées à mettre son signe en évidence.
Soit ùy = ç une solution de l'équation oO = o ; posons
nous aurons, au lieu de (8),
o^a=y".o'v[A„or-...^^(A„e;'«)]^et, en vertu du théorème I,
Dans cette nouvelle expression de o^u la quantité placée sous le signe / a la même forme que dans l'ancienne, mais
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elle contient un terme de moins. Quand on connaîtra une intégrale deB, o'y -h . . . + . ^^^ (^B,io'y") = o, on la simplifiera encore et on la ramènera à la forme
et ainsi de suite, jusqu'à ce que l'on arrive à une expression telle que
(10) l'^lt ^ i V al'^ydx.
Or on a (p. 4o5)
d'où l'on tire
et, finalement,
J {ày"f K^ désignant un carré parfait. Pour que l'intégrale a soit
maxima ou minima, il faudra donc que r conserve toujours
le même signe : car, Kétantarbitraire, si-- pouvait changer
de signe, on pourrait faire en sorte, en choisissant convenablement K, que t»'- u prenne un signe arbitraire.
Si les limites de l'intégrale u étaient variables, après avoir déterminé jK au moyen de l'équation Q = o,il laudrait déterminer les constantes contenues dans l'expression de^' par la méthode ordinaire des maxima.
Un mot encore avant de terminer : il reste à montrer comment on peut intégrer les équations
(11) ot> = o, ou Aooj'-f- — (Aïoy) -r-. . . = o,
(12) ij,.:y_^^^^H,8y)-i-... = o,
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L'équation Q :^ o a pour solution une expression )- de la forme
a, b,Cj . . . désignant des constantes arbitraires ; Q -f- oQ = c> sera satisfaite en prenant l'inconnue égale ày-t- o/, et oQ = o en prenant pour inconnue o/", ou
Oa Ob
8a, ùbi - . . désignant des fonctions arbitraires que l'on peut aussi désigner par a, [3, .... Ainsi l'équation (i i) peut être intégrée sans difficulté. Pour intégrer l'équation (12), on
remarque que, si oy satisfait à (11), oy' ou -^ rend constant le
premier membre de (12); mais on peut prendre
a', j3', . . . désignant de nouvelles constantes que l'on déterminera de manière que la constante à laquelle est égal le premier membre de (12) soit nulle, et ainsi de suite.
C'est Legendre [(1786), Mémoires de V Académie des Sciences^ qui a indiqué, pour la première fois, une méthode pour distinguer les maxima et les minima des intégrales définies. Lagrange est revenu sur cette question dans ses Fonctions analyticiues. Jacobi a donné ensuite (t. 111 du Journal de Liouville, i''^ série) la méthode que nous avons exposée. L'analyse de Jacobi a été ensuite perfectionnée par Delaunaj [Journal de Liou^^ille, t. VI, i"' série) et par Hesse (Jour/ial de Crelle, t. oi).
Le Calcul des variations a pris naissance en iGqG à propos du problème de la brachislochrone ou courbe de plus vite descente, posé par Jean Bernoulli dans les Acta eruditorum, et en 169-, à propos du fameux problème des isopérimètrcs
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{Journal des Savants), qui fut l'occasion d'une longue polémique entre Jean et Jacques Bernoulli. Plus lard, Euler fit connaître une méthode générale pour la recherche du maximum des intégrales dans un Ouvrage intitulé : Methodus inveniendi lineas cm vas niaximi niininiive proprietate gaudentes. Mais c'est à Lagrange que l'on doit la notation et la méthode qu'on emploie aujourd'hui, méthode qu'Euler a appelée Calcul desvarialions. [J^oir deuxMémoires d'Euler, t. X des Nouveaux Commentaires de Saint-Pétersbourg, l'yGG. — Les Œuvres de Lagrange, t. I et II. — Les A^ouveaux Exercices de Mathématiques de Cauchy, t. III. — Sarkvs, Recherches sur le Calcul des variations (Savants étrangers, t. X, 1848).] Parmi les Traités imprimés sur le Calcul des variations en français, nous citerons celui de MM. Lindelof et Moigno, publié chez Gauthier-Villars.
EXERCICES ET NOTES
1. Trouver la Hgne la plus courte que l'on puisse tracer entre deux points sur une surface développable. On montrera que la solution se ramène aux quadratures.
N.-B. On trouvera de nombreux développements sur les lignes géodésiques dans le 7^ Volume.
2. Trouver une courbe plane de longueur donnée passant j)ar deux points fixes, et qui, par sa révolution autour d'une droite donnée située dans son plan, engendre une surface minimum.
3. Si/? est différent de un, et si u est une fonction dej)'i,j>'2) • • --yiiy
, dyi dyi dy„ , , , , ,
et de -• - > -^ ) • • • ? -V- 5 homogène et de degré p par rapport a ces
dérivées, l'intégrale / u dx est maxima ou minima quand u est constant.
4. Paruii toutes les courbes de courbure constante que l'on peut faire passer par deux points, quelle est la plus courte?
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5. Parmi les courbes planes qui, tournant autour de l'axe des a:, et qui, passant par deux points fixes, engendrent une surface de révolution d'aire donnée, trouver celle pour laquelle le trapèze limité par les ordonnées de ses extrémités et par l'axe des x engendre le volume maximum.
6. Étant donnée une surface S et une courbe G tracée sur cette surface, faire passer, par deux points A et B de cette courbe, une autre courbe tracée sur la surface, telle que l'aire comprise entre cette courbe et G ait une valeur maxima. (La courbe cliercliée jouit de cette propriété que la projection de son rayon de courbure sur le plan tangent à S est constante.)
7. Trouver sur une surface le plus court cbemin d'un point à un autre, en rencontrant une courbe donnée tracée sur la surface. (Montrer que le chemin demandé est une géodésique qui se brise sur la courbe donnée en faisant des angles égaux avec cette courbe.)
8. De toutes les courbes planes passant par deux points donnés, trouver celle dont le moment d'inertie relatif à l'axe des x est minimum. (On achève la solution au moyen des fonctions elliptiques.)
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