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I. — Préliminaires
La théorie des fonctions de plusieurs variables imaginaires est loin d'être aussi avancée que la théorie des fonctions d'une seule variable; c'est à M. Weierstrass que l'on doit les premières tentatives effectuées pour édifier cette théorie.
Un ensemble de plusieurs variables indépendantes Zi^ Z2, . . », Zn constitue un point [Fine Steile (Weierstrass)]. Si nous supposons que 5|, -So, . . . , ^,2 se meuvent à l'intérieur de contours fermés simples Ci, Co, . . . , Oui nous dirons que les intérieurs de ces contours forment le domaine du point ^,, ^2, • • • . ^// {Umgebung).
Soit D un domaine du point z^^ z^^ ..., Zn\ la fonction/(:?,, Z2, . . . , ^,/)sera dite synectique dans le domaine D en question, si elle l'est par rapport à chaque variable, les autres étant censées constantes, toutes les variables restant d'ailleurs contenues dans le domaine D.
II. — Des fonctions développables en séries entières
Nous appellerons série entière une série de la forme
Po-l-Pi-i-...-l-P„-(- ...,
Po,P,,P2, ... désignant des polynômes entiers et homogènes en z^^ Z2, . . . , ^n respectivement des degrés o, i , 2, . . . une pareille série pourra encore s'écrire sous la forme
AvjjVj,... ^\
Av„v„... désignant un coefficient indépendant de s,, z^^ .... Bien que nous n'ayons pas exposé la théorie des séries triples, quadruples, etc., ce que nous avons dit des séries doubles et de la théorie de l'hyperespace suffit pour faire comprendre que la théorie des séries doubles s'applique aux séries multiples les plus générales; nous nous appuierons donc, sans autres commentaires, sur la théorie de ces séries dans ce qui va suivre.
Théorème I. — Les variables Zt^ Z2, . . ., z,i étant supposées contenues dans des cercles Gj , Co, • . .,Qm de rayons r^, ;'2, -'-y 1^11 décrits de l'origine comme centre, si les modules des termes de la série
(•) yAv.,v,,...-^(>
sont finis quand mod^i = r, , modso ^ /'o?
est convergente dans le domaine Ci, Go, . . . , G/^.
En effet, la série
dans laquelle on suppose
pi<ri, pi<r2 ... et pi>o, P2 > o, ...,
est convergente; cela peut se voir de bien des manières et en particulier en observant que la somme des p premiers groupes homogènes de la série (2) est égale au produit
[-fê)-(a'*-(r'][-(9--(r']-^'
qui tend vers une limite finie pour/? == 00.
Soit <^v„Vî,. . . le module de A^^ ^^ . . , les nombres <3^v„v,,. . f^'^l^-- étant finis par hypothèse, la série
sera convergente, et par suite la série (i), dont les modules sont les divers termes de (3), est elle-même convergente
Théorème II. — Lorsqu'une série entière est convergente dans un domaine D composé de cercles décrits de V origine comme centre, elle représente une fonction synectique dans ce domaine.
Théorème III. — Lorsqu' une fonction /(^i, z^2i • • •> ^n) est synectique dans un domaine D composé de cercles Cj, C^, •••, d,i décrits de Vori^ine comme centre avec des rayons R,, R2, ..., R/o elle est développable dans ce domaine en série entière.
En effet, considérons les points .r,, x-^^ . . ., x,i contenus dans le domaine D, la fonction de t
sera syneclique par rapport à ^ dans un cercle décrit de l'origine comme centre avec un rayon un peu supérieur à un, et l'on aura
«>(n = cs(o)-h ^J>'(o)-^. . .h o'Uo)^.. .,
et, comme l'on sait (t. I, p. i4 0'
formule symbolique dans laquelle il faut supposer ^, = o, ^2 = o, ... dans les dérivées; on en conclut le développement de '^{t)
qui, ayant lieu pour t = \ , donne
n \c)xi dx
Corollaire I. — Si une fonction /(^j, z^^ . . ., ^«) est synectique dans un domaine D composé de cercles Gj, G2, ..., G,o décrits autour des points a,, a-^, ..., «« comme centres, elle est développahle dans ce domaine en série de la forme
^ Av„v5....(^i — f^y^^^t — ci%y^. . . •
Gette condition, suffisante pour que le développement soit possible, n'est nullement nécessaire, comme on a voulu le faire dire à Gauchy et à ses disciples.
Corollaire 11. — Les coefficients du développement de f{zs^ So, . . .) peuvent se mettre sous forme d'intégrales définies, ou, ce qui revient au même, on peut mettre sous cette
forme la dérivée ^^ "â de /(xi, x^^ • • .? Xn)'-, en effet,
on a
27Zi/ — I^ *'!
/— iJ Si — ^1
, Zn)dZi . . . dz,i
^—i)"JJ {zi — xi),..{z„ — œn,)
les intégrales étant prises le long des cercles G| , Ga , . . . , C„, qui forment le domaine D et qui sont décrits des points ^1,^2, ..., ^„ comme centres avec des rayons que nous supposons égaux à R < , Ro, . . . , R^ ; on en conclut
dx^xl.., [^^^^ij JJ "'{z,-a:,r-^^{z,-x,)P^K.. a!?!... et en particulier, quand Xi = X2^= > - • = Xn = o,
(jg+p.../ ^ / I yrr fjzuz^, ...) dz.dz.^...
dx^^dxl... y-^^Z—i) J J '" z^'^'z^^K.. a!p!..r* Si Ton fait
on trouve
Cette formule nous sera utile.
Théorème IV. — Deux séries entières de la forme
^ Av„v„,...(-2l — <^l)'''(^2 — «2 )^^- . . ,
^t^i 50/2^ égales dans un domaine de dimensions finies, ont
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même domaine de convergence et représentent deux fonctions égales dans ce domaine; de plus, on a
AV,,V;,... = Bvi,V.,...'
Nous laissons au lecteur le soin de faire la démonstration.
Théorème V. — Une fonction ne peut rester synectique dans toute V étendue du plan; en d^ autres termes^ une fonction quireste monodrome, mono gène, finie et continue pour toutes les valeurs finies de ses variables^ devient nécessairement infinie pour des valeurs infinies de ses variables^ à moins de se réduire à une constante.
Ce théorème peut se démontrer directement à l'aide de la méthode déjà employée pour le cas où la fonction ne dépend que d'une seule variable; mais on peut aussi le démontrer en observant que, si la fonction /(iJi, z^^ . . . , z^) était toujours synectique même à l'infini, il en serait de même de la fonctiony(^,, «2, . . . , an) obtenue en attribuant à ;J2, ^35 - - - •> ^n des valeurs particulières a^, a^, . . . , an-, ce qui exige que la fonction y"(-^<, «2, . . ., cin) soit une constante, c'est-à-dire
soit indépendante de Zi . On a donc y^ =: o, quels cjue soient
Ziy «2? • • •» ^«j OU quels que soient ;:,, Z2, • • • ^n et, par suite, /"est indépendant de ^i. On verrait de même qu'il est indépendant des autres variables : donc il est constant.
III. — Théorème de M. Weierstrass
Soit f(Zi , Z2, . . , , Zn) une fonction synectique à l'intérieur dhin domaine D contenant le point
et nulle en ce point : si la fonction f[z^, o, . , . ,0), obtenue en faisant z 2-= z^=...=iZn=^ odansf{z^.^Z2, ..., Zn), n'est pas nulle, quel que soit z^ , il existera un domaine D' con-
tenu dans D tel que Von aura pour les points intérieurs à ce domaine
P désignant un polynôme entier en z^ à coefficients synectiques en ^2, ^3, • • •? ^n <?^ 'f une fonction synectique dans le domaine D' qui ne s^ annule pas dans ce domaine.
Posons, en effet, / = /(:;,, ^2, ---^ ^n), fo=-f{^i, o, ..., o), («) /i = /o-/;
la fonction /"o a un nombre limité de zéros dans le domaine D, puisqu'elle est synectique et qu'elle n'est pas identiquement nulle; on peut donc supposer qu'elle n'a pas de zéro autre que o dans un cercle de rayon p, décrit de l'origine comme centre. La fonction/^ en vertu de (i), est nulle pour ^2 = o^ ;;:.}== o, .... z,i = o, quel que soit ^< ; on peut donc supposer que, Zo, z-i, . . . ^ z,i restant intérieurs à un cercle de rayon p et Z\ extérieur à un cercle de rayon po<C ?? ^^ ^^^
mod/i < mod/o.
Le domaine ainsi formé par la couronne circulaire de rayons po et p, et par les cercles de rayons égaux à p, à l'intérieur desquels restent z^, ^3, • • . , z^, sera le domaine D'. Dans ce domaine on a
et, en différentiant par rapport à -G,,
df _ i df, d ^ i (f
f àzi /o dzi âzi ^ n \ fi
si l'on suppose /o de la forme
Y y^ sera de la forme ^ + ^{^\)^ ^(^0 désignant une série ordonnée suivant les puissances entières de ^i, c'est-à-dire
une fonction synectique dans le domaine D'; quant à ^> il
/o sera développable sous la forme
9 désignant une fonction synectique, ainsi que A, en sorte que 51 ~ ( T ) ^^^^ développable en une double série ordonnée suivant les puissances entières de z^ et de — à coefficients synectiques en So, ^3, .... Sa dérivée par rapport à z^ sera une série de même forme ne contenant pas —■> en sorte que la formule (2) s'écrira
(^) ig=f:-^(-)-i:Q-!-i:Q-
On voit que — -j- ^Q_v^i ^ sera la partie du développement
de ^ y^ qui procède suivant les puissances de — ; cette partie
a donc pour coefficients des fonctions synectiques de z^, ^3, . . . , z,i dans le domaine D'.
Ceci posé, en appelant a,, ao, ... les valeurs de z^ qui annulent/i et qui ont un module moindre que celui de ^,, on peut écrire (3) ainsi
i df m ai «2 / N Vrv V
/ (^^i -Si -^1 — «1 ■Zi — a2 .^^
^1, ao, ... désignant les degrés de multiplicité des zéros
a< ,7.0, . . . , et, si l'on observe que g{Zi ) + ^Qv^'J est une
fonction synectique h dans le domaine D^, et que l'on peut poser
on déduira, en intégrant la formule précédente,
Or e^^^^'^ est une fonction synectique que l'on peut appeler cp et qui ne s'annule pas dans D'; on a donc, dans le domaine D',
/=Pcp;
or P est un polynôme entier en z,, et ses coefficients sont
P' synectiques en ^o? ^35 • • • ? puisque -p se développe en une
série à coefficients m, Q_2, Q_3j • • • synectiques. Ces coefficients sont Sa, Sa-, ... ; les coefficients de P sont des fonctions entières de Sa, Sa-, ... : donc P est bien à coefficients synectiques. c. q. f. d.
Il résulte de ce théorème de M. Weierstrass que, étant données des valeurs de ^27 ^3? • • • 5 ^«j la valeur de z^^ qu'il faut y adjoindre pour annuler la fonction /(z,, z^-, . • . , z,i), dans un domaine formé de cercles décrits de l'origine comme centre, est racine d'une équation algébrique P = o à coefficients synectiques : cela suppose que f{z^, o, . . ., o) n'est pas identiquement nul, c'est-à-dire que f{z^, Zo, • . •) contient au moins un terme indépendant de ^2? •• «i ^/z î plus généralement, cela suppose qu'il y ait un terme qui ne contienne qu'une variable.
IV. — Des diviseurs des fonctions synectiques
Nous dirons que la fonction ^(^i, ^2? •••» ^/O) synectique pour Zi = Z2 = . . . ^ Zfi = o, est divisible par la fonction (j;(^|, ^2 5 • • •? ^11)1 synectique dans le même domaine, si l'on a
TTJ désignant une nouvelle fonction synectique dans ce domaine. Quand <]>(^o . . ., Zn)ne s'annule pas au point
cp est divisible par ^', dans le cas contraire, j est infini, o ne
peut pas être divisible par J>, à moins que l'on n'ait aussi cp(o, o, . . . , o)= o : ce dernier cas doit être examiné à part. Supposons donc o et ']> nuls pour ^, = ^2 = • • • = ^/j = o ; effectuons la substitution linéaire
^i = Y2I h + Y22^2 H-. . --r- "(intrn
de module différent de zéro; les fonctions cp etd/ se transformeront en d'autres f{t^, ti-, . . ., In) et ^(^o hf • • -, ^/O* Soient
on peut toujours choisir la substitution de telle sorte que/o et «Q ne soient pas nuls identiquement; alors, en vertu du théorème de M. Weierstrass, démontré au paragraphe précédent, on pourra trouver des polynômes P et Q entiers en tt et à coefficients synectiques satisfaisant aux identités
F et G désignant des fonctions synectiques dans le voisinage de l'origine. Nous supposerons
q = t'l -i-qitr' -^...^qn^
Pour que cp soit divisible par t};, il faut et il suffit que le polynôme V soit divisible par le polynôme Q.
En effet, pour que o soit divisible par tL, il faut et il suffît que /le soit par ^, ou que PF soit divisible par QG, ou enfin
que -çT p soit fini dans un domaine de dimensions finies, contenant le point ^< = ^2 = . • • = ^« = o ; or F et G ne sont pas nuls à l'origine, ni dans le voisinage de l'origine; pour que
j reste fini, il faut et il suffît que ^ reste fini, ce qui exige que P soit divisible par Q.
V. — Sur les points singuliers
Nous avons dit que l'ensemble des valeurs de z-i , Z2, . . . , ^/^ ou des points représentés par ces variables constituait dans la théorie des fonctions de plusieurs variables un point analytique. En entendant le mol point dans ce sens :
Nous appellerons point singulier ou critique d'une fonction /(z-i^ Z.2, ..., z,i) un point où cette fonction cesse d'être monodrome, monogène, finie ou continue.
Nous distinguerons deux espèces de points critiques pour les fonctions/ qui restent monodromes, c'est-à-dire qui n'ont qu'une seule valeur en chaque point. Soit ai, a^-, ...,«« un point critique-, s'il existe une fonction F(^<, z^^ . . . ^ Zn) synectique en ce point et telle que /F n'ait plus le point «1 , «2) ' » ' ^cin pour point critique, nous dirons que ce point est un point critique ordinaire de/; s'il n'existe pas de fonction synectique en a,, «2, ..., an, telle que /F n'ait plus ce point pour point critique, on dira que le point critique en question est un point essentiel pour la fonction/.
Les points critiques ordinaires peuvent être des infinis ou des points à'' indétermination. Puisqu'un point singulier ordinaire de la fonction / est un point tel qu'il existe une fonction synectique F jouissant de cette propriété que le produit cp=/F soit synectique, on en conclut que /=::=;; si
cp est difi'érent de zéro au point critique, / est infini en ce point et le point critique sera ce que l'on appelle un infini; mais, si cp et F sont nuls à la fois, il pourra arriver que cp soit divisible par F; cependant nous devons faire abstraction de ce cas : le point considéré ne serait pas singulier; cp et F pourront se mettre sous les formes Py et QG (après leur avoir fait subir une substitution linéaire, si c'est nécessaire), P et Q
désignant des polynômes entiers en z, à coefficients synectiques en z^-, ^3, ... et y, G désignant des fonctions synec-
tiques. Le rapport ^ est bien déterminé, mais le rapport -^
est, en général, indéterminé et il dépend des rapports des variables; on a alors ce que l'on appelle un point dHndétermination.
Ajoutons qu^un point à l'infini peut être singulier; si en un point les variables ^,, ^2, . . . sont infinies, le point sera dit singulier de même espèce que le points, ^i o, ^2 = o, ...
de la fonction/! ^, -, •
Théorème I. — Une série entière, c'est-à-dire dont les différents termes Y q^ Vi, . . . , Y m, . . . sont des polynômes homogènes en z^, Z2, . . . , Zn de degrés o, 1,2,..., m, . . . , respectivement et qui reste convergente pour toutes les valeurs finies de ces variables, a nécessairem,ent un point essentiel à V infini.
Posons en effet
(0 /(^i, -^2, . , ^«) = Vo+Vi + . ..+ ¥,„ + ...;
si à l'infini y(^,, ...) ne présente pas de point essentiel, ,/f ^-> -r> '"■> ^•\ n'en présentera pas non plus, en supposant nulle l'une des variables z', c'est-à-dire que/ pourra se mettre sous la forme
e^) /(^' ■■')=rVm' •••'TJ:
G et H désignant des séries entières ou, si l'on veut, des fonctions synectiques à l'origine. Or, si cela était possible, en posante, = «1 1, Z2=^ a^t, ..,Zn = an tel z){t) ^f(^a^ t^a^t, ...), (i) deviendrait
(3) cp(^) = AoH-Ai^-i-...-t- A„ji'« + ...;
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'^{t) serait synectique par rapport à ^ et présenterait en général un point essentiel pour ^ = oo (nous supposons bien entendu, ce qui est possible, les a tels que les A ne soient
pas identiquement nuls); la fonction// —? —? •••? — j, «,,
r/o, . • . n'étant pas nuls, serait également douée d'un point
essentiel à l'infini et/f — -j — -> • • •? — - ) d'un point essentiel •^ \ai^t a-it Ci lit ) ^
à l'origine. Mais cette fonction s'obtient en faisant z^ = «, /, z., =z a-it^ ... dans /(-t^ ' ' ' ) ' ^^ aurait donc
^/ 1 I \ G{ait, a^t, . . .)
ait a^t ) H(ai^, «2^) • • •)
ce qui estabsurde sil'origine est unpointessentiel, G(ai ^, ...) et H(<2, ^, . . .) étant des séries convergentes ordonnées suivant les puissances croissantes de t.
Théorème II. — Une fonction synectique en chacun de ses points, excepté à V infini, et qui n'a pas de points essentiels même à l'infini, est un polynôme entier.
Une pareille fonction, en effet, est développable par la série de Maclaurin et le développement doit avoir un nombre limité de termes; sans quoi, en vertu du précédent théorème, la fonction aurait un point essentiel à l'infini.
Théorème III. — Une fonction toujours synectique, excepté en certains points singuliers, et qui n'a pas de points essentiels même à V infini^ est une fonction rationnelle.
En effet, soit /(^t, z<^, . . ., z^^ une fonction sans points essentiels, mais synectique, excepté en certains points singuliers; si l'on donne à 5o, . . . , z,i des valeurs fixes, la fonction /se réduira à une fonction synectique de z^, excepté en certains points où elle pourra être infinie sans avoir de points
essentiels ; elle sera donc rationnelle et pourra se mettre sous la forme
J{z„z,, ...,zn)- Bo--B,^.+...+~JV4'
Ao, A,, . . . , Bo, B|, . . . désignant des fonctions de^o? • • • i^n- Si, dans cette formule, on donne à Zf des valeurs différentes en nombre égal k p -{- q -{- i, on aura p -\- q -]- i équations du premier degré en Aq, A, , . . . , Bq, B< , ... qui détermineront les rapports de ces quantités 'à l'une d'elles, ces rapports dépendront de fonctions rationnelles des valeurs de y(:;,, Z2^ . . . ^ Zn) pour les diverses valeurs de Z\ ; ce seront donc des fonctions synectiques de z.^, ...,^/,, excepté en certains points singuliers non essentiels.
Considérons l'un de ces rapports, ou, si l'on veut, l'une des quantités A, B, on verra comme tout à l'heure qu'elle est rationnelle par rapport à z^ et que ses coefficients sont synectiques par rapport à ^3, 5/,, . . ., ^„, excepté en des points singuliers non essentiels, et ainsi de suite. Donc
est rationnelle par rapport à toutes ses variables.
VI. — Sur les intégrales multiples des fonctions de variables imaginaires.
Le premier qui se soit occupé des intégrales doubles des fonctions de variables imaginaires est M. Marie (XLIV^ Cahier du Journal de V École Polytechnique. — Sa théorie des fonctions imaginaires, Comptes rendus^ i853). En 1868, j'ai fait connaître une formule analogue à celle de Cauchj et qui permet, au moyen d'une intégrale multiple, d'exprimer une fonction des solutions de plusieurs équations simultanées ; enfin, MM. Picard et Poincaré ont essayé, ce dernier surtout (Acta mathematica^ 1887), d'édifier la théorie générale des intégrales multiples des fonctions de variables imaginaires.
FONCTIONS SYNECTIQUES DE PLUSIEURS VARIABLES. l5
Nous allons analyser son Mémoire, en nous bornant au cas de deux variables.
Soi ty*(^, jk) nne fonction de deux variables imaginaires ^, j^ soit
imaginons que l'on établisse entre ç, r,, 5', t^' deux relations ou, si l'on veut, que l'on pose
^'= Cp3(5, t), 7)'= 04(5, 0-
Formons l'expression
f{x,y)dxdy =f{x,y){d'ç, -\- dr^ /— 1 ) {d^ -\- dr^' s/ — j)
=-f{x,y)[{d'^d^—dr^dT{)-^s/^^^(d^d-n'-^dr^d'c;)\\
nous appellerons intégrale double de/(^,jK) dxdy et nous désignerons parle symbole
f{x,y)dxdy l'expression
l'intégrale double en question est donc a priori susceptible d'une infinité de valeurs qui dépendent de la nature des relations établies entre ?, ^', v), r/, 5, t.
Si l'on considère le point défini dans l'hyperespace (t. TII, p. 182) par les variables ?, r,, 5', */)', établir entre ces variables deux relations, c'est les obliger à décrire une variété à deux dimensions, une surface : l'intégrale (i) sera prise le long de cette surface qu'il faudra, pour achever de définir fin tégrale(i), limiter à un certain contour que l'on se donnera au moyen de certaines inégalités entre 5 et ^; voilà donc le symbole
f{x,y)dxdy
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nettement défini, et il ne nous reste plus qu'à faire connaître ses principales propriétés.
VIL — Sur une classe particulière d'intégrales doubles.
Désignons par //y une fonction des variables ^i ^x-y^ . . . , .r qui jouira des propriétés suivantes
posons dans cette fonction
et considérons l'intégrale double
, .Ay,i
v-//i:/'vt^--
prise le long d'une certaine surface limitée par un contour fermé C, le signe \ devant s'étendre à un système de n valeurs données aux lettres i et y. On pourra encore écrire
'=fflf^''^'-^'-^'''-'
cherchons la condition pour que l'intégrale V ne dépende pas de la surface le long de laquelle on intègre quand le contour G reste invariable; à cet effet, imaginons que les x deviennent
dY fonctions d'un paramètre a et exprimons que y- est nul ; on a
dx J J ^ dxk àot, as dt
fii T-\ ^ dsdt
-"^ dxâs dt
dxi d'^Xj
Nous désignerons par A, B, G les intégrales qui figurent au second membre, en sorte que
Intégrant par parties et observant que, sur le contour limitateur de la surface, les x ne varient pas,
R C r V r f "^^""J ^""^ -u V ^-^^J ^""^ ^""^ "^^'1 ri, rit '
^^ - -j j 2àV'^ didi '^ ~^ 2à'd^, ~d7~dt ^r'"^^'
on trouve de même
et, par suite, la formule (i) devient, en observant que les termes en fij se détruisent,
r ÇS^ 1 7 C/o' \^^k àxi àxj dxk àxj dxi dxk àxj^ (^.ryl On peut encore écrire cette formule ainsi .
t J J j^ Idx/, dxi dxj \ d{(x,s,t)
et alors, pour que -y- soit nul, il faut que le coefficient de ( {x/,,Xi,Xj) j^ ^^.^^ ^^^^ ^^^^. ^^ pourrait prendre ce déter-
minant de signe contraire à son coefficient et rendre -r- négatif. Ainsi, pour que l'intégrale V soit indépendante de la surface d'intégration, il faut et il suffit que l'on ait
' oxk àxi ôxj
VIII. — Extension du théorème de Cauchy
Par définition l'intégrale double / //(^, y) dxdy est, L. — Traité d'Analyse, IV. 2
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comme nous avons vu au § VI, la valeur de l'intégrale ordinaire
ou, en remplaçant /(:?;, y) par X + Y y/ — i ,
m(x ^ Y /^) iiu;) + (X v^ - Y) ^^'
Les quantités //y sont, en posant •/ii-o, /is^o, /j3=X-^Yv/^, /,,= X/~r-Y,
/33=o, /si = o, Ai^^o;
et il est facile de voir que les relations analogues à la formule (2) du paragraphe précédent sont
()(Xs/^ — y) ()(x-f- Yv/=7)
c)(Xh-Y/=^) ^(Xv/-"T-Y)
lesquelles sont satisfaites en vertu des relations
dX_âY ^ __^
dX__dY ^ _ _ ^
On peut donc dire que :
Uin tégra le j j f{x,y)dxdyest indépendan te de la surface le long de laquelle on la prend, le contour qui limite
cette surface restant le même, pourvu que, en se déformant, la surface cV intégration ne rencontre pas de point pour lecjuel la fonction f cesserait d^être synectique.
Si nous conservons le nom de points critiques aux points de riiyperespaco ;, ç', r,, r/, pour lesquels la fonction/ cesse d'être synectique, ces points formeront une surface continue, au moins en général, car l'équation
f(x,y) = tc ou Xi H- Yi v/— 1 = o
se décompose en deux X, = o, Yi = o entre quatre variables
î- ri /
Nous bornerons à ces quelques notions la théorie des intégrales multiples, dont il n'a pas encore été fait beaucoup d'applications.
I. — De l'irréductibilité
Une fonction rationnelle de plusieurs quantités, «, ^, c, ... est le quotient de deux polynômes entiers par rapport à ces quantités; mais on donne parfois au mot rationnel un sens plus restreint : ainsi l'on dit qu'un polynôme en a^ b, c, ... est rationnel quand ses coefficients numériques sont euxmêmes des nombres rationnels.
Quand on veut étendre cette acception du mot rationnel, on dit quelquefois que l'on adjoint des quantités a, p, y, ... ; un polynôme qui n'était pas rationnel dans le sens que nous avons donné tout à l'heure devient rationnel, s'il l'est par rapport à a, ^, c, ... et par rapport aux quantités adjointes a, [i, y, ....
Par exemple, x- — 2 \J'ax -\- 1 n'est pas un polynôme rationnel, mais il devientrationnel, si l'on a<i/'o«V?^ le radical y/2.
Les quantités adjointes peuvent être en nombre infini; on peut adjoindre, par exemple, toutes les irrationnelles réelles ; on peut adjoindre tous les nombres, mais non les imaginaires ; on peut adjoindre tous les nombres, même les nombres imaginaires. On peut adjoindre à un polynôme tous ses coefficients et même leurs racines carrées, etc. Un polynôme F(^) entier en x est dit irréductible quand il n'admet pas de diviseur rationnel. Une équation algébrique F(^) = o est irréductible quand son premier membre est un polynôme irréductible.
L'irrédiiclibilité d'un polynôme ou d'une équation dépend donc de la manière dont on définit les polynômes rationnels. Tel polynôme irréductible devient immédiatement réductible par V adjonction de certaines quantités.
Par exemple, le polynôme x'^ — 2 est irréductible; mais il acquiert les diviseurs rationnels x — y/2 et .r -f- y/2, si l'on adjoint l'irrationnelle y/2.
Ainsi, toutes les fois que nous parlerons d'un polynôme ou d'une équation irréductible, il sera sous-entendu que la définition des quantités rationnelles a été donnée avec précision.
Nous commencerons par démontrer, ou par rappeler une proposition fondamentale sur les équations irréductibles.
Théorème. — Si une équation algébrique f[x) = o, dont le premier membre est un polynôme f{x) rationnel, admet une racine d'une équation irréductible ¥{x)-=. o, elle les admet toutes, et Von a
(I) f{oo)=[¥{x)Yi(l,
q désignant un nombre entier et Q un polynôme qui ne s'annule pas avec F(^).
En effet, si y = o et F = o ont une racine commune, /et F ont un diviseur commun D, qui sera nécessairement rationnel, puisqu'on pourra le trouver par la méthode du plus grand commun diviseur qui n'introduit pas d'irrationnalités autres que celles qui existent dans / et F et qui sont censées adjointes.
Ce diviseur commun ne peut être que F(^); car, si F(^) avait un diviseur autre que lui-même et rationnel, il ne serait
pas irréductible; de deux choses l'une, ou {},^ [ et F(^) n'ont
pas de diviseur commun, ou F(^) est encore ce diviseur commun, et ainsi de suite; si /(^) admet le diviseur [F(^)]^,
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f(x) , et si r^-^ — yT- n'admet plus de diviseur commun avec/(^), on
aura
Q désignant un polynôme entier, ce qui démontre la formule (i).
Le théorème en vertu duquel, si une équation à coefficients réels admet n fois a + |3 y/ — i pour racine, elle admet aussi n fois la racine a — [6 \/ — i , est un corollaire de celui-ci ; dans ce cas,
' On appelle /o/îc//o/i algébrique de plusieurs variables Xx, X2y . . ., x,i une fonction y de ces variables dont la valeur est donnée par une équation irréductible
/(^i, X,, ..., xn,y)= o,
c'est-à-dire telle que/* désigne un polynôme entier en ^,, •^2, . . . , ^/i, y n'admettant aucun diviseur rationnel par rapport à ces variables. Sont donc considérées comme adjointes toutes les quantités indépendantes de ^,, x.ji •.., x,i ety. Nous n'étudierons guère dans ce qui va suivre que les fonctions algébriques d'une seule variable; elles sont définies, d'après ce que l'on vient de dire, par des équations irréductibles de la forme
c'est-à-dire telles quey*(:r, y) désigne un polynôme qui n'admet pas de diviseur entier en x et y. Si/(^, y) admettait un tel diviseur, il pourrait se décomposer en facteurs o{x, y), '^{Xp y), . . . irréductibles, et alors chacune des équations
servirait à définir une fonction algébrique : toutes ces fonctions algébriques seraient en général distinctes.
C'est ce qui ressortira plus clairement de l'étude que nous allons faire aux paragraphes suivants. Bornons-nous à faire observer que les équations cp = o, ^ = o ne peuvent définir des valeurs dey toujours égales, quel que soit^, que si cp et di sontidentiquesàunfacteur constant près, puisque ces deux équations sont irréductibles.
Une fonction algébrique ne peut satisfaire à la fois à deux équations irréductibles différentes .
Sans quoi, ces équations auraient un facteur commun nécessairement rationnel, puisqu'il serait donné par la méthode du plus grand commun diviseur, et ne seraient pas irréductibles.
\J ordre d'une fonction algébrique est l'ordre de l'équation irréductible qui sert à la définir: cet ordre est compté ordinairement par rapport aux deux variables x ety, mais on peut l'estimer quelquefois par rapport à la seule variable y.
Une fonction algébrique, d'après ce que l'on a vu (t. III, p. 348), est continue, monodrome et monogène à l'intérieur de tout contour ne contenant pas de point pour lequel l'équation irréductible qui la définit acquiert une racine multiple ou infinie.
III. — Théorème fondamental de Gallois
Soient
une équation algébrique, Xq^ x^^ ..., Xn_^ ses racines; soit
une fonction rationnelle de ces racines qui prenne n\ valeurs distinctes quand on permute les lettres Xq, x^^ . , . , x,i-\ ; si les racines ^Tq, ^o • • • ? *^«-i -^o/i^ inégales, on pourra exprimer Xq, ^,, x^, . . . rationnellement ou moyen de V.
[La' fonction f{x) n'est pas nécessairement irréductible.] En effet, permutons dans Vies racines :ri, ^2? .••7^/?'i de toutes les manières possibles, V prendra 1.2. ..(/z — 0^=1^ valeurs distinctes Vo, Vi , . . ., \^^\ et l'équation
(V-Vo)(V-VO...(V-Vj,_0=o,
qui aura pour racines Vo, Vj, . . . , pourra se mettre sous la forme
F(V, ^0) désignant une fonction rationnelle de V et de Xq: car les coefficients de cette équation en V sont fonctions symétriques des racines x^^ X2, . • . , Xn-{ de l'équation
X — Xq
et sont rationnels en Xq. Mais, l'équation (2) ayant pour racine Vo, on a
F(Vo, xo) = o.
Donc l'équation
(3) F(Vo,^) = o
a pour racine Xq ; les équations (i) et (3) ont donc une racine commune. Je dis qu'elles n'en ont qu'une, et, en effet, si elles en avaient une autre, x^ par exemple, on aurait
F(Vo, :r,)=o,
ce qui est absurde, car on a
F(V, ^o)-(V-Vo)(V-Vi)...
et, en changeant Xq en x^ et x^ en Xq^
F(V, :rO-(V-V'o)(V-Vi)...,
V'q,V',, . . . désignant ce que deviennent Vo,Vi, . . . quand on permute Xq et x^. Ces valeurs par hypothèse sont différentes de Vq, V, , . . . , donc on ne saurait avoir F( Vo, ^i ) = o ; les équations (i), (3) n'ont donc que la seule racine commune ^o;
que l'on pourra trouver par les méthodes connues, et qui sera fonction rationnelle de Vo : on aura de même les autres racines.
Remarque. — Xq, ^, , . . . , œn-\ étant fonctions rationnelles de Vo, V, sera fonction rationnelle de Vo : on voit donc que toutes les racines de l'équation F(V, ûOq) s'expriment rationnellement au moyen de l'une d'elles.
Corollaire I. — Etant données tant de fonctions algébriques que Von voudra, on peut les considérer comme fonctions rationnelles dhine même fonction algébrique.
Si les fonctions algébriques données sont distinctes, on pourra toujours former une équation (E) réductible ou non, admettant ces fonctions algébriques pour racines et n'ayant pas de racines égales: il suffira pour cela de multiplier entre elles les équations irréductibles auxquelles satisfont les fonctions données. L'équation résultante n'aura pas de racines égales, car les équations irréductibles données n'ont pas non plus de racines doubles; sans quoi elles admettraient des diviseurs rationnels fournis par la méthode des racines égales ; les équations irréductibles en question n^ont pas non plus de racines communes, sans quoi elles ne seraient pas distinctes, et l'on n'emploiera une équation irréductible qu'une fois, quand deux des fonctions données satisferont à cette équation.
Alors, en vertu du théorème que nous venons d'établir, les racines de l'équation (E), parmi lesquelles sont nos fonctions algébriques données, pourront s'exprimer en fonction rationnelle d'une fonction des racines de (E) convenablement choisie.
IV. — Étude et classification des points critiques
On appelle point critique d' une fonction, comme l'on sait, tous ceux où cette fonction cesse d'être monodrome, monogène, finie ou continue.
Les fonctions algébriques possèdent deux espèces de points critiques : les pôles où elles deviennent infinies sans cesser d'être monodromes, et les points algébriques ou de ramification, autour desquels elles cessent d'être monodromes; un point critique peut être à la fois un pôle et un point de ramification.
La classification des points critiques des fonctions algébriques a été faite par Puiseux (t. XV du Journal de Liouville, i"^ série) à peu près comme il suit :
Considérons l'équation irréductible de degré m
Les points critiques que nous étudierons tout d'abord seront censés tels que y y reste fini; ils sont alors donnés, comme nous l'avons fait observer (t. III, p. 348), par les équations
f=o et -=^ =o
•^ ày
ou
en dénotant par /1,/0,/n, ... les dérivées ^, ^, ^2' ••*• Cette équation (2) ne saurait être identique, sans quoi (i) aurait une racine double quel que soit œ et admettrait un diviseur rationnel; elle ne serait donc pas irréductible, comme on l'a supposé.
Soit donc a, b une solution commune aux équations (i) et (2). Posons
l'équation (i) deviendra
Si l'on développe son premier membre par la formule de Ta^lor, elle prend la forme
(3) ^Aap^^viP
elle ne contiendra pas de terme indépendant de ^ et r,, car ce terme est /(a, b) = o; elle ne contiendra pas non plus de terme en r,, car le coefficient de ce terme est /^((^^ b)= o; mais elle contiendra un terme au moins indépendant de vi et un terme indépendant de Ç, sans quoi elle serait divisible par r, ou par ^; /(jo, y) serait divisible par y — b ow x — a^ et l'équation (i) ne serait pas irréductible.
Ceci posé, on sait que Fon peut, soit par la méthode (t. II, p. 149) algébrique de Minding, soit par la méthode géométrique de Newton, trouver les racines v) infiniment petites d'ordre v par rapport à S; toutes les racines t) infiniment petites par rapport à ^ sont d'ailleurs d'un ordre fini et commensurable.
Nous supposerons donc que l'équation (3) possède n^ racines d^ordre v,, 72o racines d'ordre V2, . . . , n^ racines d'ordre Vj^. Considérons en général le groupe des Ji racines d'ordre v : l'équation (3) pourra se mettre sous la forme
cp désignant un polynôme homogène en 'i\ et Ç^, et s désignant un infiniment petit d'ordre supérieur. Si l'on considère l'équation •
elle aura n racines a,, a2, . . . , ol,i, et les racines d'ordre v de l'équation (3) auront pour valeurs approchées a< ç^, ao?"^, • ^ .,
car ^ aura pour ? = o les valeurs a< , a2, ....
Si V est entier, les valeurs approchées de 'i\ seront monodromes autour du point o, et il en sera de même des valeurs
exactes ; en effet, les valeurs exactes de 7^ diffèrent infiniment
peu des valeurs approchées a ; on peut donc poser ^ = a 4- co, (-) désignant un infiniment petit, et alors on aura
Les diverses valeurs exactes différeront donc des valeurs approchées d'infiniment moins que celles-ci ne diffèrent entre elles, et, par suite, ne sauraient se permuter les unes dans les autres. Ce raisonnement toutefois tomberait en défaut si l'équation (4) avait des racines égales. Nous reviendrons sur ce cas tout à l'heure.
Si V est fractionnaire de la forme -? q el p étant premiers
entre eux, les valeurs approchées a, f', ao^^, ... ne seront
pas monodromes autour de l'origine; en effet, si l'on pose
p 5 i=z /«e^v/^i et si l'on fait varier B de 211, ^^ z= r^en ^~* sera
multiplié par e '/ ^ ^ et ne reprendra sa valeur primitive que quand le point ^ aura tourné q fois autour de l'origine (ou le points q fois autour du point a). Mais, les diverses valeurs approchées de T^ étant racines de cp(-/j, ^^) = o, il faut que ces valeurs se permutent les unes dans les autres; il en sera de même des valeurs exactes de v] , car elles ne diffèrent des valeurs approchées que de quantités infiniment moindres que celles dont elles diffèrent entre elles.
Les racines d'ordre v se partageront donc en groupes de racines se permutant les unes dans les autres, ou restant monodromes si v est entier. Cette conclusion ne tombera en défaut que si l'équation (4) a des racines égales.
Supposons donc que l'équation (4) ait des racines égales; changeons encore de variables et posons
l'équation (i) pourra s'écrire
£1 étant un infiniment petit; soit ol' une racirie multiple de
?(^', 0 = 0; posons
réqiiation précédente prendra la forme
A'^r^ désignant un coefficient constant. On discutera cette équation comme l'équation proposée.
En résumé, on voit qu'autour d'un point oii f(^x, y)= o acquiert des racines égales, les diverses valeurs de y qui deviennent égales se partagent en groupes de racines se permutant les unes dans les autres quand le point x tourne autour du point critique, un groupe pouvant d'ailleurs ne contenir qu'une seule racine, qui, par suite, est monodrome.
La discussion précédente ne s'applique pas au point situé
à l'infini ; mais, si ce point est critique, on posera x ^= — dans
l'équation f{x, jk) = o, et l'on étudiera facilement les variations de y provenant des variations de x dans le voisinage du point à l'infini en faisant varier le point .r' autour de l'origine. Il reste à examiner ce qui se passe autour d'un pôle de la fonction jK, c'est-à-dire autour d'un point qui rend cette fonction infinie; on le fera en changeant jk en —, dans l'équation
y(.r,jK)= o; les variations de jk' feront alors connaître celles dey.
V. — Des lacets
Soit a(Jig. i)un point critique d'une fonction quelconque ; autour du point a comme centre décrivons un cercle BGD de
rayon infiniment petit, imaginons que l'on enlève une portion
infiniment petite DB de la circonférence et que l'on fasse partir de B et D deux lignes infiniment rapprochées l'une de l'autre, AB et DE ne se coupant pas, la figure ainsi formée porte le nom de lacet relatif au point critique a. Le lacet ainsi formé est censé parcouru dans un certain sens : ce sens est direct si le point décrivant a l'intérieur du lacet à sa gauche; le sens est rétrograde dans le cas contraire. D'ailleurs l'aire infiniment petite du lacet ne doit contenir aucun autre point critique que le point «, le contour même étant à ce point de vue censé faire partie intégrante de l'aire. Supposons le lacet parcouru dans le sens direct par un mobile qui partira alors du point A; ce point A est V origine ou Ventrée du lacet, le point E placé vis-à-vis en est Vextrémité ou la sortie, AB et DE sont les bords du lacet. Le bord que l'on parcourt en ayant l'aire du lacet à gauche ou quand on chemine dans le sens direct est le bord droit, l'autre est le bord gauche; on dit aussi la droite et la gauche du lacet. La portion BCD est la circonférence du lacet.
VI. — Variation d'une fonction algébrique le long d'un contour quelconque.
Considérons maintenant un chemin quelconque G allant de Xç, en x^ ; donnons-nous en Xç^ la valeur initiale de la fonction algébrique y, et proposons-nous de calculer la valeur queprendra j-en^,, si l'on fait suivre à la variables le chemin donné G.
Observons à cet effet que l'on peut remplacer le chemin G par un autre G' provenant de la déformation continue du premier, pourvu que, entre deux chemins successifs conduisant de la forme G à la forme G', il n'existe aucun point critique algébrique de la fonction jk; oi^ij si l'on veut, pourvu que, dans sa déformation, le chemin ne rencontre aucun point critique algébrique, car entre ces deux chemins successifs la fonction restera monodrome.
Imaginons qu'en chaque point critique on plante un piquet
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rond et que, attachant un fil en Xq, on lui fasse suivre le contour donné G et traverser un anneau planté en Xt ; cela fait, tirons le fil en Xi de manière à le tendre; en se déformant, ce fîl figurera divers chemins conduisant à la même valeur dej>^enC, que le contour primitif ; car jamais le fil ne pourra franchir un point critique, grâce à l'action des piquets fichés en ces points; considérons alors le fil complètement tendu; il affecte la forme d'un polygone ayant ses sommets en Xq, en Xi et aux points critiques : seulement quelques cotés pourront être formés de la juxtaposition de plusieurs brins; de même les piquets plantés aux points critiques pourront être partiellement embrassés ou complètement entourés une ou plusieurs fois par le fil.
Imaginons alors que, laissant le fil libre de glisser dans l'anneau ^,, on vienne pincer chaque côté du polygone et tirer le fil de manière à l'amener en Xq ; enfin, entre le fil et chaque piquet embrassé par le fil, introduisons un piquet et tirons avec ce nouveau piquet de manière à amener le fil en Xq la nouvelle figure affectée alors par le fil constituera encore un chemin équivalent à C, mais ce chemin est évidemment composé de lacets suivis du chemin rectiligne XoXi ; donc :
Théorème. — Quand il s'agit de savoir quelle valeur prend une fonction algébrique y en un point x^ quand la variable suit un chemin Xo x^ , la valeur dey au point de départ étant y q^ on peut remplacer ce chemin par un autre f orme d' une série de lacets ayant leur origine enx^ et du chemin rectiligne Xq x^ .
11 ne reste plus qu'à étudier l'effet d'un lacet. Supposons qu'à l'entrée du lacet la valeur de la fonction y soit jKo ; lorsque la variable x, suivant le bord droit, sera arrivée sur le petit cercle /, elle y acquerra la valeur j^^ ; quand la variable x aura décrit le petit cercle et sera venue sur le bord gauche du lacet, ou bien y reprendra la valeur j-'y et le point critique sera de nul effet sur la valeur considérée de y^ ou bien y acquerra la valeur y', différente de y'^ et le long du bord
gauche du lacet j^ prendra des valeurs différentes de celles qu'il avait sur le bord droit, car le long des bords du lacet il n'existe pas de point pour lesquels la différence de deux valeurs de y soit infiniment petite; y reviendra donc en Xq avec une valeur différente de sa valeur initiale.
Dans le premier cas, on dit que le lacet est inactif; dans le second, il est actif.
Théorème. — Si l'on part du point Xq avec la valeur initiale y ^ dey, il existera toujours un contour fermé tel qu'en revenant en Xq après V avoir parcouru, y prenne une quelconque y i des valeurs y\t y-it . . • , y m racines de r équation f{xQ^ y)= o,
désignant V équation irréductible qui définit y.
En effet, supposons que jr ne puisse prendre en Xç^ que les valeurs jKnJKs? • • • ? y h ^ étant < m, lesquelles se permuteront alors exclusivement les unes dans les autres. Formons les fonctions symétriques
l'équation
définira une fonction algébrique de x de degré i < m, car A, , A2, . . . sont des fonctions rationnelles de ^; en effet, elles sont monodromes, monogènes, et n'admettent qu'un nombre limité d'infinis, qui sont ceux de y^, y^, . . .,yi. Mais ceci est absurde : en effet, l'équation irréductible (i) admettrait pour diviseur le premier membre de (2) qui est rationnel et peut se mettre sous la forme entière.
VII. — Développement d'une fonction algébrique dans le voisinage d'un point critique.
Soit ^ = a, y ^ ^ un point critique pour la fonction y algébrique définie par l'équation irréductible
les diverses valeurs dej^ autour de ce point sont les unes monodromes, les autres susceptibles de se permuter entre elles autour du point a. Les premières sont développables par la formule de Taylor, nous n'avons rien à en dire; les autres se partagent en groupes, et, dans chaque groupe, toutes les racines de ce groupe se permutent circulairement les unes dans les autres quand le point x tourne autour de a. Soient jKi, y-ij ' ' ' •) yi l^s valeurs de y qui se permutent ainsi les unes dans les autres et qui forment un groupe ; posons x — a=^t\ y^ par exemple, pourra être considéré comme fonction de t\ or, quand le point x a effectué i révolutions autour du point a,
- [x — a)' ou t a repris sa valeur initiale, ainsi que y^ ; doncy^
est fonction monodrome de t et, par suite, il est développable
suivant les puissances de t. On peut donc poser
ou
Ainsi, en général, dans le voisinage d'un point critique a, qui n'est pas un infini, la fonction algébrique est développable suivant les puissances entières d'une racine de X — a.
Le développement peut d'ailleurs servir à représenter tout un groupe de racines.
Si le point a est un infini, sans être un point critique algébrique, le développement de y pourra se faire suivant les puissances positives et négatives entières de x — a; si le L. — Traité d'Analyse^ IV. 3
point a est à la fois un pôle et un point de ramification, le développement aura lieu suivant les puissances positives et négatives d'une racine de ^ — a.
Disons enfin que, de la théorie des asymptotes, il résulte que, en général, il existe, pour ^ = 00, des développements de la fonction y sous la forme
^=G^-^Go
G, Co, G,, ... désignant des constantes, si le pointa l'infini n'est pas critique; s'il est critique, on aura les développements correspondants en changeant ^ en - et jk en - dans l'équation qui sert à définir la fonction y.
VIII. — Des cycles
Soit
A ^'« -^ B /fi + G ^T + . . .
une série ordonnée suivant les puissances entières positives et croissantes de t^ dans laquelle A et m sont différents de zéro, et où A, B, G, ... sont indépendants de t\ supposons cette série convergente dans un cercle de rayon fini ou infini décrit de l'origine comme centre, la courbe ou la portion de courbe représentée par l'équation
(i) jK — ^ = A(^ — a)«-^ B(^ — a)«H-. . .,
a, b désignant des constantes quelconques et n un entier positif, est ce que l'on appelle un cycle. Ge cycle peut aussi être représenté par les deux équations
(2) x — a = t<', jK — è = A/'«+ B/P + G/T-f-...,
et nous supposerons que les nombres /??, (ii, y, . , . , n n'ont pas de diviseur commun.
En vertu de la théorie que nous avons exposée aux para-
graphes précédenls, t pourra se développer en série ordonnée
suivant les puissances de (jk — b)'"' et, par suite, x — a aussi, en sorte que le cycle pourra de même être représenté par une équation de la forme
X — a = A'(jK— by"-\- B'(jK — b)"^-^. . .,
A', B', . . . désignant des constantes, m, n, p^ ... des entiers. Soumettons le cycle (i) à une transformation de coordonnées tout à fait générale, transportons l'origine en un point quelconque a', b' et appelons x'^y' les nouvelles coordonnées; les formules de transformation seront
x' — a' = "k ( X — a) + [J- ( J^ — b), y - b' =l\x - a)-^ ix'{y—b),
\^ (JL, V, Y-' désignant des constantes. Ces formules donnent
x'—a'=\ V^ -f- ij. A V'^ -I- . . . , y'—b'= V t>^ + [jl' a ^'« -f-
Si les formules de la transformation des coordonnées sont tout à fait générales, x' — a! et y' — b' sont développables en séries ordonnées suivant les puissances entières de t et les premiers termes de ces séries seront du même ordre par rapport à t.
Il faut conclure de là que, siles axes de coordonnées sont quelconques, les nombres m et n sont égaux et l'on a
x — a = t", ;K — 6 = Ai«-4-B^«+iH-
Effectuons encore une transformation de coordonnées ; on aura
et, si l'on détermine la transformation de manière que
X'h- jx'A =o,
le premier terme du développement àe y sera d'ordre supé-
rieur au premier terme du développement de x. L'ordre du premier terme du développement de x ne peut pas s'élever en même temps, car il faudrait qu'on pût l'abaisser par une transformation inverse, ce qui est impossible; c'est d'ailleurs ce que l'on vérifie directement en mettant à la place de 1, [jl, V, |jl' leurs valeurs en fonction des angles dont les axes ont tourné. Quoi qu'il en soit, par un choix convenable d'axes, les équations du cycle pourront être présentées sous la forme
y — h = k. t>^^^ -r- B ^«+v+i H- . . . , X — a=UV^ -(- N ^«+1 -f- . . . ,
A, B, . . ., M, N, ... désignant des constantes, ou sous la forme
(3) y — b = Q{x~-a)"^Y{ix~a) " -h... ou encore
(4) ^ — « = /", JK — 6 = A^«+''-H B^«+v+l_4_. _^
G, H, . . . , A, ... désignant toujours des constantes.
Lorsqu'un cycle est représenté par une équation de la forme (3) ou (4) (si les fractions qui servent d'exposants à X — a ne peuvent avoir de plus petit dénominateur commun que Az), le nombre n est ce que l'on appelle Vordre du cycle, le nombre v est sa classe, le point a, b est V origine du cycle.
Lorsque n^i, l'origine est un point singulier par lequel passent n branches de courbes réelles ou imaginaires^ ces
branches ont toutes avec l'axe des x un contact d'ordre -
en général fractionnaire, elles ont entre elles un contact de
même ordre au moins; exceptionnellement, le contact pourra
être d'ordre plus élevé.
Théorème. — Si Von coupe un cycle par une droite infiniment voisine de Vorigine, et non parallèle à la tangente^ elle le rencontre en un nombre de points infiniment voisins de. V origine y égal à son ordre. Si la droite
en question était parallèle à la tangente^ le nombre de points d'intersection infiniment voisins de l'origine serait égal à V ordre augmenté de la classe.
Gela résulte de la considération de l'équation (3); si les axes sont quelconques, v = o et la droite j/ = h -{- t coupe la courbe en n points infiniment voisins de <:/, b\ si l'axe des x est tangent au cycle, v > o, et la parallèle y = ^ -f- £ à la tangente coupe en /i -f- v points infiniment voisins de a, h.
IX. — Cycles des courbes algébriques
D'après la théorie des points critiques de M. Puiseux, on sait que, dans le voisinage d'un point critique, les diverses valeurs de la fonction y, définie par l'équation irréductible
(i) fi^,7) = o,
se distribuent en groupes de valeurs se permutant les unes dans les autres. Les valeurs d'un même groupe sont données par une équation de la forme
a, b désignant les coordonnées du point critique. Cette équation représente un cycle qui fait partie de la courbe (i); nous dirons que ce cycle est un cycle de la fonction j^ ou de la courbe y= o.
Soit ^{x,y) une fonction rationnelle de x et j^, le cycle (2) peut être représenté par les équations
x—a = tf^, y — b = kt'^-\-...,
si les axes de coordonnées sont quelconques, et alors on a, dans le voisinage du point <7, b,
çp(a7, jk)= cp(a-t- t'\ b-h At''-\- ...);
Zi pourra se développer suivant les puissances de ^et, par suite,
sera d'un ordre infinitésimal entier par rapport à t : c'est ce que nous appellerons Vordre de cp (qui peut être positif, nul ou négatif) par rapport au cycle considéré ; si la fonction cp contenait les dérivées de j>^, son ordre se définirait encore de la même façon : ce serait son ordre infinitésimal par rapport
ktovi'à{x — ay.
On peut donner de l'ordre de cp une autre définition : soient, pour le cj'cle considéré, JK< ? JK2? • • • > JK« les valeurs de y correspondant à une même valeur de x, la fonction
4» = cp(a7, JKOcpCa-, 72) . • • ?(^, yn)
est monodrome autour du point a^ le point a est pour elle
un zéro dont l'ordre de multiplicité (ordre par rapport à
X — a) est égal à l'ordre de cp, par rapport à ^ ou à (^ — ay ; ainsi, pour avoir l'ordre de cp, il suffit d'évaluer le degré de multiplicité du zérq de la fonction symétrique $ ('). L'ordre de cp pourra donc être représenté par l'intégrale
(3) ^ r^'(z)dz
prise autour du point a.
Théorème. — La somme des ordres d'une fonction rationnelle ^{Xj y) relatifs à tous les cycles de la courbe algébrique f^Xyy) = 0 est nulle.
En effet, cela revient à dire que le nombre des zéros, moins le nombre des infinis de la fonction rationnelle
oùjKi, J^2? • • • 5 JK/7Î sont les valeurs de j^ pour une même valeur de x^ est nul.
Théorème. — Une transformation de coordonnées n'altère pas Vordre d'une fonction par rapport à un cycle.
(') En considérant un infini comme un zéro d'ordre négatif.
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En effet, considérons le cycle
x—a=V', y —b — kt^^^^-^...
et la fonction
Effectuons la transformation de coordonnées
x' — a'= \(x — a) -H [x(jK — b),
les équations du cycle deviendront
x'~a'=^ It^-h IX. A t''--^^ -i- . . . , y — 6' = X' ^« + [x' A ^"+v -+- . . . ;
si donc on pose
les nouvelles équations du cycle seront
x'—a'=t'f^, y'—b'=Gt''^-\-...,
et l'on aura
t' est donc de même ordre que t\ or l'ordre de la fonction cp par rapport aux anciens axes est l'ordre infinitésimal de 'f (^'S A ^"+^4-. . .) par rapport à t et, par suite, par rapport à t' : c'est donc l'ordre de cp dans le nouveau système d'axes qui est quelconque; donc enfin une transformation de coordonnées n'altère pas l'ordre d'une fonction par rapport à un cycle.
X. — Intersection d'un cycle et d'une courbe
Coupons le cycle
Cl) x = t'\ jK = Ai«+^^ + ...,
rapporté à son origine et à sa tangente, par la courbe
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que nous supposerons passer très près de l'origine des coordonnées qui est l'origine du cycle. Si nous tirons x et y de (i) pour les porter dans (2), nous aurons
le nombre de solutions t infiniment petites de cette équation sera le nombre de points d'intersection de la courbe (2) avec le cycle, infiniment voisins de l'origine; or le nombre de ces solutions infiniment petites est précisément l'ordre de la fonction cp dépourvue de son terme constant. On peut donc dire que V ordre d^ une fonction ^ par rapport à un cycle G est le nombre de points confondus à l'origine de ce cycle, dans lesquels la courbe 0 = 0 coupe le cycle.
XI. — Somme des ordres de contact de deux cycles
Soient j^ et y' les ordonnées de deux cycles de même origine, nous aurons besoin de savoir évaluer la somme des ordres de contact des diverses branches de ces cycles^ la méthode consistera tout simplement à évaluer l'ordre par rapport à .r de la diff'érencejK — y' pour toutes les branches des deux cycles et à faire la somme des ordres ainsi obtenus: cela ne présente aucune difficulté quand on connaît les développements dey et ^^ y' •
Théorème I. — La somme des ordres de contact des branches de deux cycles est toujours un nombre entier.
En effet, soient
les équations des deux cycles que j'appellerai G et G'.
Gherchons d'abord la somme des ordres de contact de toutes les branches du cycle G avec l'une des branches du cycle G^; appelons jKi, JK2, ••• les diverses valeurs de l'ordonnée j^ pour une même valeur de x Gty\jy'^^ ... les diverses valeurs, correspondant à la même valeur de x, de l'ordonnée y^; ce
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qu'il faut d'abord évaluer, c'est la somme des ordres des différences y^ — y\, y^ — j''^, y^ — y\, ..., c'est l'ordre de leur produit {y^— y\){yi-- y\){yi—y\) •••; mais le produit (jKi — y){yi — y){y^ — y) ••• ^st une fonction monodrome et monog^ène de x et de y autour de l'origine du cycle; on peut la représenter par 'hi^x^y), en sorte que ce qu'il s'agit d'évaluer, c'est l'ordre infinitésimal de ^(^, y\) quand on remplace jk'^ par son développement. La somme des ordres que nous cherchons est l'ordre àe, ^ (x ^ y\) ^ (x , y\^ ... ; cette fonction est monodrome autour de l'origine des cycles : or l'ordre d'une fonction monodrome de ^est nécessairement entier par rapport à ^ ; donc, etc. c. q. f. d.
Théorème II. — Quand deux courbes passent en un pointM, elles se coupent en un certain nombre^ de points confondus ; si Von désigne par p le nombre de branches de la première courbe passant en M, par q le nombre de branches de la seconde courbe passant en M et par s la somme des ordres de contact de toutes les branches de la première courbe avec celle de la seconde, on aura
^ = pq -f-.ç.
Supposons, en effet, que l'on ait pris le point M pour origine des coordonnées ; soient alors
les équations des deux courbes; résolvons ces équations, et soient y^, y2, ... les racines de la première, y\^ y'^^ . . . celles de la seconde : la résultante des deux équations sera n(jKf — JK}) = o; l'ordre de produit n(jK/ — y'j) pour de petites valeurs de x sera le nombre des intersections des deux courbes confondues à l'origine; cet ordre sera aussi l'ordre du produit des binômes yi — y'j qui contiennent seulement les ordonnées des cycles relatifs à l'origine; or ce produit est précisément ipq -\- 5, somme des ordres de contact des cycles des deux courbes, qui sont relatifs à l'origine, diminuée de pq : ce qui démontre le théorème énoncé.
XII. — Classification des points singuliers
D'après ce que l'on vient de voir, on peut partager les points singuliers en deux catégories, les points singuliers à tangentes séparées et les points singuliers présentant des tangentes confondues.
Les points singuliers d^ ordre k à tangentes séparées peuvent être considérés comme résultant de la réunion
de — ^-; points de la courbe.
Les points singuliers d'ordre p à tangentes confondues peuvent être considérés comme résultant de la réunion de
points de la courbe, plus d'' autant de points qu il
y a dUinités dans la somme s des ordres des contacts des diverses branches, somme qui est un nombre entier. On dira qu'en un tel point la courbe se coupe elle-même
\kik-^) K.
En effet, il est naturel, par analogie avec ce qui a lieu pour l'intersection de deux courbes distinctes, de dire que le nombre des points d'intersection d'une courbe avec ellemême dans le voisinage d'un point singulier est l'ordre du produit des différences yi — yj des ordonnées de deux branches dans le voisinage du point singulier, ou, ce qui revient au même, l'ordre du produit de toutes les différences n(yf — yj) des racines de l'équation qui représente la courbe ; or l'ordre de ce produit est aussi la somme s des ordres des contacts des diverses branches qui se croisent au point singulier augmenté du nombre de combinaisons de ces
branches prises deux à deux, c'est-à-dire -— -^ h s.
Il est à remarquer qu'il arrivera souvent que ce nombre sera fractionnaire, mais son double sera entier.
Remarque. — On voit, et ceci est important pour ce qui suivra, que V ordre du premier membre de V équation aux carrés des différences des racines y de l'équation d'une courbe en un point singulier est le double du nombre de points d'intersection de la courbe avec elle-même en ce point, le nombre d'intersections étant fictivement estimé comme il vient d'être dit.
I. — Diverses méthodes de transformation
Soient X et y les coordonnées d'un point, si l'on pose deux relations telles que
ou même, plus généralement,
aux points x^ y correspondront un ou plusieurs points x\y\ et si le point (.5;, y) décrit une figure, le point correspondant {x' ^y') en décrira une autre. On dit que ces deux figures sont transformées l'une de l'autre.
Rien n'empêche de supposer que x\ y' soient des coordonnées tangentielles : alors à un point de l'une des figures correspondra une droite dans l'autre, et les deux figures seront encore des transformées l'une de l'autre.
Nous commencerons par étudier les méthodes de transformation les plus simples, qui sont aussi les plus anciennes; ce sont évidemment celles dans lesquelles les équations (i) sont du premier degré, que x' , y' représentent des coordonnées ordinaires ou des coordonnées tangentielles. Ce sont l'homographie et la corrélation, dont on doit l'idée première à Ghasles et à Poncelet.
Notre but, en écrivant cet Ouvrage, est surtout de faire connaître les propriétés analytiques des fonctions, ainsi que
nous l'avons dit dans notre Préface; ce n'est que d'une façon accessoire que nous y présentons des applications et des développements géométriques. Il ne faudra donc pas considérer les théories que nous allons exposer comme un Traité des propriétés projectives des figures : c'est à peine si l'on peut envisager les quelques pages qui vont suivre comme une introduction à l'étude de ces propriétés. Nous nous bornerons à faire connaître les parties qui sont nécessaires à l'étude des fonctions algébriques. jNous renverrons le lecteur curieux d'approfondir l'étude des transformations des ligures à la Géométrie supérieure de Chasles, à son Traité des Sections coniques, à son Aperçu historique, à ses Mémoires, au Traité des Propriétés projectiles de Poncelet, aux Ouvrages de Plûcker, de Gremona, de de Jonquières, etc. Un résumé, même succinct, des travaux de ces géomètres doublerait l'étendue de l'Ouvrage que nous écrivons.
IL — Définition des figures homographiques.
Soient Xj y les coordonnées d'un point appartenant à une première figure, x' , y' les coordonnées d'un point appartenant à une seconde ligure : si l'on a
, , ax' -\-by' ^ c a' x' -+- b' y' ■+- c'
a, b, c, a', 6', c', d' ^ b" ^ c" désignant des constantes, on dira que les deux figures sont homographiques, ou transformées l'une de l'autre homographiquement. Pour justifier cette définition, il faut montrer que x' et y' sont des fonctions de X et y rationnelles dont les numérateurs et les dénominateurs sont du premier degré; à cet effet, rendons les équations (i) homogènes et écrivons-les ainsi
a x' -Y- by -\- cz' a' x' -\~ b' y' -{- c' z' a x' H- b" y ■
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En désignant alors par - la valeur commune de ces rapports,
on a
a x' -\- h jk'h- c z' =■ tx,
a' x' -\- b' y -^- c' z' = ty, a" x' H- b" y -\- c" z' = t z;
on en conclut pour x'fy'., z' des valeurs fonctions linéaires de tx, ty^ tz et homogènes : ^,7 "^ ou x' ely' seront donc de la forme indiquée en - et -^ ou en ^ et jk-
Théorème I. — Si, x, y, z désignant les coordonnées trilinéaires d'un point M; x', y', z' celles d'un autre point M', et si, a, b, c, ... désignant des constantes, on
pose
ax' -\- by -^ cz' a' x' -+- b' y '^- c' z' a x' -^ b" y' -\- c" z'
les points M et W appartiendront à deux figures homographiques.
En effet, entre les coordonnées rectilignes ordinaires de M et de M' il existera deux relations permettant d'exprimer les coordonnées de M en fonction des coordonnées de M', sous la forme de fractions ayant même dénominateur du premier degré et des numérateurs du premier degré aussi.
Je rappelle que le rapport anharmonique de quatre points a<, a^i «3, «4 en ligne droite est le rapport
et que le rapport anharmonique de quatre droites concourantes, oa^, oao, 0^3, oa^ est le rapport
^ma^oa^ ^ sin«4oai sina2 0«3 * smai^oa^
qui d'ailleurs est égal au rapport anharmonique des quatre
points <2,, <7o, «3, «i d'intersection des droites en question avec une transversale quelconque.
Si l'on désigne par P et Q^ deux fonctions linéaires distinctes des coordonnées courantes (rectilignes ordinaires, homogènes ou trilinéaires)^ les droites concourantes représentées par les équations
(i) P — XiQ=o, P — XoQ^o, P — XaQ^o, P^X4Q = o
auront pour rapport anharmonique
k.-\, . X, - Xi X.-X3 • X.-X^'
En effet, prenons les droites P =: o, Q = o pour axes des coordonnées, les équations (i) prendront la forme
k désignant un rapport indépendant de x et y et de )h, )^2? I3, A4. Coupons les droites que représentent ces équations par la droite x = const. = a, les ordonnées des points d'intersection kX^a, k'ko^: k'k^a, kX'^a seront quatre segments dont les extrémités seront quatre points en ligne droite, ayant pour rapport anharmonique le rapport cherché; ce rapport
est
ka\<i — ka\\ kaXi^ — kaXx
rest-à-dire
kaXi — ka\^ ' kali, — kaX^ X2 — Xi ^ X4— Xi
comme nous l'avions annoncé.
Lorsque le rapport anharmonique de quatre points est égal à — I, ces points forment une division harmonique j lorsque le rapport anharmonique de quatre droites est égal à — I , ces droites forment \\n faisceau harmonique ; d'après cela, les droites représentées par les équations
forment un faisceau harmonique.
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Car elles donnent lieu à des segments o, co, Aa, — ka qui, écrits dans l'ordre — ka, oc, ka^ o, donnent pour rapport anharmonique — i .
III. — Propriétés fondamentales des figures homographiques
Théorème I. — Deux figures homographiques sont deux figurées de même degré.
Cela résulte de ce que, si l'on considère l'équation homogène d'une ligne, pour obtenir la figure homographique, il faut remplacer les coordonnées courantes par des fonctions linéaires de ces mêmes coordonnées.
Corollaire. — Donc la figure homographique d'une droite est une droite.
Cette conclusion, toutefois, ne sera entièrement exacte que si l'on considère les points à l'infini, z = o, comme formant une ligne droite, la droite de Vinfini. A cette droite de l'infini pourra correspondre, ou la droite de l'infini dans la figure homographique, ou une droite située à distance finie d' x' + ¥ y' -h c"^'= o.
Théorème II. — A quatre points en ligne droite, ou à quatre droites concourantes, correspondent dans la figure homo graphique quatre points en ligne droite ou quatre droites concourantes ayant le même rapport anharmonique.
Il suffit évidemment de prouver que deux faisceaux de quatre droites homographiques ont même rapport anharmonique, car une division formée par quatre points sur une droite a même rapport anharmonique qu'un faisceau de quatre droites passant par ces points.
Or tout faisceau de quatre droites peut être représenté par des équations de la forme
(i)P — XiQ = o, P — X2Q=o, P — X3Q=:o, P — X^Q=o,
l* el Q désignant des fonctions linéaires des coordonnées courantes x, y. La figure homographique sera représentée par les équations
où P', Q' désignent des fonctions linéaires des coordonnées courantes x' ely'; or le faisceau (i) et le faisceau (2), d'après ce que l'on a vu au paragraphe précédent, ont même rapport
an harmonique -^ — r-î : -^ — .— ; donc, etc. c.q.f.d.
Pour effectuer la transformation homographique donnée
par les formules du paragraphe précédent,
ax' -T- by' -7- cz' a' x' -\- b' y' -r- c' z' ci' x' -- b" y' -i- c" z'
sur une figure donnée par son équation, on peut rendre cette équation homogène, la présenter sous la forme
où /désigne une fonction homogène, et faire la substitution linéaire
/ X r- ax' -^ by' -:- cz',
La théorie de l'homographie est, à ce point de vue, l'interprétation géométrique de la théorie des substitutions linéaires. Quand on suppose les formules (3) résolues par rapport à x-',y\ z'y on peut les mettre sous la forme
/ x' -- %x ~i-3jK -^Y-^
( z' =: a"x--^"y-^,~Y'^- (Considérons une courbe représentée par l'équation Iiomo-
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sa transformée aura pour équation
f{ax'-- hy -- cz\ rt'ip'-T-. . .) = o ; l'expression
xf-HYf.-Z^ àx dy dz
est un covariant et même un covariant absolu. Il en est de même de ses puissances symboliques; de là découlent les conditions suivantes :
Théorème III. — La iangenle à une courbe G a pour transformée homo graphique la tangente à la transformée de la courbe G.
Et ce théorème ne souffrira pas d'exception, si l'on convient de considérer les asymptotes des courbes comme des tangentes à l'infini.
Théorème IV. — Les polaires des différents ordres d^ une courbe G ont pour transformées homo graphiques les polaires de même ordre de la transformée de G.
Théorème V. — La liessienne d' une courbe G a pour transformée homographique la hessienne de la transformée de G.
Gar le hessien d'une fonction est un covariant.
Théorème VI. — Quand une courbe C présente un point singulier M, sa transformée homographique a aussi pour point singulier le point M! qui correspond à M; les deux points M et M! ont des singularités analogues.
En effet, si la courbe G présente en M, dont les coordonnées sont ^, jK} ^, un point multiple d'ordre />, les émanants
. , /? — I ; les éma-
Oy
sont identiquement nuls pour
nants
àf ,
dy' '
correspondants seront donc aussi identiquement nuls; la transformée G' de G aura donc en M' un point multiple d'ordre/?. Les tangentes en M et M' aux nœuds auront respectivement pour équations
si donc le nœud M présente deux tangentes confondues, le premier membre de (6) contiendra un facteur carré, il devra en être de même de (7) et, par suite, le nœud M' présentera aussi deux tangentes confondues, etc.
Théorème VII. — U ordre du contact de deux courbes n'est pas altéré par une transformation ho mo graphique.
En effet, deux courbes ont un contact d'ordre n, quand leurs dérivées, jusqu'à l'ordre n, sont proportionnelles, c'està-dire quand leurs émanants jusqu'au /i"^°^® inclusivement sont proportionnels quels que soient X, Y, Z, et alors leurs transformées ont aussi leurs émanants proportionnels j usqu'au /i'*""" inclusivement, et par suite ont un contact d'ordre n.
IV. — Sur une méthode particulière pour effectuer les transformations homographiques.
Soient x^ y, z les coordonnées trilinéaires d'un point rapporté à un triangle de référence T, dont le côté s = o peut être, si l'on veut, la droite de l'infini; soient x' , y', z' les coordonnées trilinéaires d'un autre point rapporté à un autre triangle de référence T'.
Si le point x, y, z décrit une certaine figure F, le point x\ y\ z' ayant des coordonnées proportionnelles à X, y, z décrira une figure F' homo graphique de F et^ réciproquement, deux figures étant homo graphiques ^ on peut toujours supposer les figures rapportées à des triangles de
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référence, tels que les coo/'données d'un point de l'une soient proportionnelles aux coordonnées du point correspondant de Vautre.
En effet, rapportons les deux triangles T et T' à un même système d'axes rectangulaires, Oç, Or,; on aura
rt, ^, . . ., a, [^, . . . désignant des constantes déterminées. Si Ton pose alors
on aura entre les coordonnées \, r, et ^', r/ des points correspondants les relations
si le déterminant SzhajS'y" n'est pas nul, c'est-à-dire si le triangle T' est un véritable triangle à surface finie ^', y/ et l'unité seront des fonctions du premier degré de ; et r, multipliées par p et, par suite, ^ et r/ seront de la forme
/o^ f' - -A^ -i-_B^^jC^ , _ AJ-_BV^- G'
A, B, . . . désignant des constantes, el vice versa. Réciproquement, si l'on pose
^'= a^'- p.r/- Y, /== a'^'- :i'r/- /, ces formules (2) donneront
•^ " Â''l-^B"ri-t-G"' " ~ F"n^B"ri--G"'
M, N, . . . désignant des constantes, d'où Ton déduira
•^_ ^ JK ^ i
.r, j-, z étant des fonctions linéaires de q et 'f] et, par suite, des coordonnées trilinéaires relatives à un nouveau triangle de référence.
Cette proposition est importante : elle rend évidents les ihéorèmes énoncés au paragraphe précédent, elle permet en outre d'établir les théorèmes suivants :
Théorème I. — La figure ho mo graphique dUin cycle est un cycle de même ordre et de même classe.
TnÉoiiÈME II. — Deux cycles homo graphiques sont tels que deux branches ont entre elles le même ordre de contact que leurs correspondantes.
En effet, étant donnée l'équation de l'un des cycles, cette équation sera aussi l'équation du cycle homographique : les coordonnées seront seulement rapportées à un autre triangle de référence-, l'ordre et la classe d'un cycle ne dépendant que de la forme de l'équation de ce cycle, le premier théorème est démontré. L'ordre du contact de deux courbes ne dépend que de l'ordre infinitésimal de la différence de deux coordonnées de même nom, les autres coordonnées étant les mêmes; par suite, l'ordre du contact de deux branches de courbes ne saurait être altéré par une transformation homographique, cet ordre fût-il fractionnaire ou incommensurable. Celte démonstration ne fait pas double emploi avec celle du théorème VII du paragraphe précédent, qui supposait essentiellement l'ordre du contact entier.
V. - Utilité de l'homographie
Le but de l'homographie est de généraliser les propriétés lies figures. Etant donnée une propriété d'une figure, en la
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transformant homographiquement, on en déduit une propriété de la figure transformée.
En se plaçant à ce point de vue, une propriété d'une figure est exprimée analytiquement par une relation entre les coordonnées des divers points de cette figure; cette relation, transformée à l'aide des formules de l'homographie, fournit alors une autre relation qui est ordinairement une propriété plus générale d'une autre figure : je dis « plus générale » puisque la nouvelle relation contient tous les paramètres arbitraires qui entrent dans les formules de transformation. Si la transformation que l'on a fait subir à la figure est telle que les paramètres de la transformation soient tout à fait arbitraires, une nouvelle transformation homographique appliquée à la transformée ne fournira pas de résultat nouveau.
Il peut arriver qu'une propriété d'une figure soit exprimée par une équation qui ne contient que des covariants ; la figure transformée jouit alors exactement de la même propriété que la figure primitive, et cette propriété, que l'on ne saurait généraliser par l'homographie, est alors ce que Ton appelle une ^YO^Yiéiéprojective. Les propriétés projectives sont donc les plus importantes, puisque les autres en sont pour ainsi dire des cas particuliers.
Pour ne faire qu'une application de l'homographie, considérons deux droites parallèles A, A'; coupons-les par une série de droites parallèles entre elles, B, B', B'^, . . ., nous formerons une série de parallélogrammes dont les centres seronl sur une droite parallèle à A, A^ Si nous transformons la figure ainsi formée, les droites A, A^ qui concouraient sur la droite de l'infini auront pour transformées deux droites concourantes ao et a' o, les droites B, B^, B", . . . deviendront des droites issues d'un point fixe w, les parallélogrammes considérés tout à l'heure deviendront des quadrilatères quelconques; mais les points de concours de leurs diagonales seront encore en ligne droite et cette droite d passera en o; la droite D équidistante de A et A' formait avec ces droites et
la droite de rinfîni un faisceau harmonique ; donc les droites Odj Ort, Oa', Ow forment aussi un faisceau harmonique (p. 48, théorème II). C'est le théorème connu sur la polaire de deux droites, théorème qui ne peut plus être généralisé par l'homographie et qui est projectif.
Les propriétés non projectives sont appelées propriétés métriques.
Les formules de la transformation homographique
ax' -r- by -7- cz' o! X '\- b' y' -^- c' z a" x' -\- b" y' -v c" z
renferment huit paramètres a ', b \ c '. ... '. c" , que l'on peut déterminer en se donnant arbitrairement quatre valeurs des rapports x '.y '. z elles quatre valeurs des rapports correspondants x' ', y' '. z' . Ainsi :
Quand on veut transformer une figure homographiquement, on peut choisir quatre points et leur faire correspondre honio graphiquement quatre autres points à volonté.
Quatre points et leurs correspondants détermineront une transformation et une seule; il faudra pourtant que certains déterminants ne soient pas nuls : par exemple, à des points en ligne droite on ne pourra pas faire correspondre des points quelconques; à quatre droites quelconques on pourra aussi faire correspondre quatre droites données, et parmi ces droites pourra se trouver la droite de l'infini. Faire correspondre quatre droites à quatre droites, cela revient à faire correspondre quatre points de rencontre de ces droites aux points de rencontre des quatre correspondants, pourvu que l'on ne prenne pas parmi ces points trois d'entre eux en ligne droite.
On fait souvent correspondre aux deux ombilics du pian deux points réels ou imaginaires situés à distance finie. Les transformations que l'on obtient ainsi permettent de déduire les propriétés projectives d'une conique de celles du cercle.
qui peut se définir une conique passant par les ombilics du plan.
Deux coniques quelconques étant données, on peut toujours les regarder comme transformées homographiques de deux cercles; on les transforme en effet en deux cercles en faisant correspondre deux de leurs points d'intersection aux deux ombilics du plan.
En général, au mojen de l'homographie, on déduira les propriétés des coniques passant par deux points fixes des propriétés des cercles. Par exemple, de ce que :
Si d'un point fixe O on mène des tangentes aux cercles qui passent par les deux mêmes points, en ligne droite avec le point O, le lieu des points de contact sera un cercle.
On en conclut que :
Si d'un point fixe situé sur la corde commune à toutes les coniques qui passent par quatre points fixes on mène des tangeptes à ces coniques, le lieu des points de contact sera une conique ayant une corde commune avec les coniques considérées.
Ilestbond'observerquedeuxdroitesrectangulairesforment un faisceau harmonique avec les droites isotropes passant par leur point de concours; elles correspondront donc homographiquement à des droites formant un faisceau harmonique avec des droites passant par deux points fixes correspondant aux ombilics du plan.
VI. — Usage de l'homographie pour l'étude des points situés à l'infini.
Si nous considérons une équation entre les coordonnées homogènes d'un ou de plusieurs points, cette équation exprimera une propriété de la figure formée par ces points; si maintenant, dans la même équation, on suppose que les lettres x^y^ z^ . . ., au lieu de représenter des coordonnées homogènes, représentent des coordonnées trilinéaires, l'équa-
lion exprimera une propriété d'une figure homographique.
En effet, appelons ;, Tj les coordonnées ordinaires du point dont ^, /, z sont les coordonnées trilinéaires, oc^y, z seront des fonctions linéaires de Ç, r^ ; de sorte que, si l'on employait des coordonnées ordinaires, pour passer de la première figure à la seconde, il faudrait faire une substitution linéaire : la seconde figure et la première sont donc homograpliiques.
En se plaçant à ce point de vue, la droite de l'infini est remplacée par l'un des côtés ^ = o du triangle de référence, et les points situés à l'infini sont, en quelque sorte, rendus tangibles, projetés, comme l'on dit, sur la droite ^ = o; ces considérations viennent encore justifier la locution dont nous nous sommes servis, de droite de L'infini.
VIL figures homologiques.
Etant données deux ligures homographiques dans un même plan, il y a en général trois points qui sont à eux-mêmes leurs correspondants. En effet, si, dans les formules générales,
ax -- by -V- cz a' x -r- b' y -t- c z a" x -■- b" y -r- c" z
on suppose x^ =^ x^oxv a, pour déterminer les points qui sont leurs propres correspondants,
ax
by - cz a' X ~,- b' y -r- c' z a" x -r- b" y
si l'on égale cette suite de rapports à —, on a
/ {a — s)x . by v- cz — Q^ ([) ' a' X ■ - {b' - s)y c' z -- o^
L'élimination de x^ y^ z donne une équation en s du troisième degré, d'où l'on conclut qu'il existe trois systèmes de valeurs de x,y, z\ donc, en général, il existera trois points qui seront à eux-mêmes leurs propres correspondants; il est
clair que, dans certains cas particuliers, il pourra y en avoir une infinité.
Ces trois points ne seront pas en général en ligne droite ; mais supposons-les en ligne droite, la droite qui les contient se correspondra à elle-même. Soient a,, a^^ a^ ces trois points; si, sur la droite, on prend un quatrième point «4, il se correspondra à lui-même, puisque, en appelant a\ son correspondant, le rapport anharmonique des points <2i, «2? ^3? «/, sera le même que celui des points a^J «21 <^3j <^4- Ainsi, dans le cas où trois points doubles sont en ligne droite, il y aune infinité de points doubles; mais, appelant S le déter-
minant des équations (i), ses mineurs sont nuls et -r- est nul ;
l'équation S = o a une racine double ; si l'équation S := o n'a pas de racine triple, on voit que, indépendamment de la ligne des points doubles, il existera un point double, en général situé en dehors de cette ligne.
Plaçons-nous dans l'hypothèse où les points doubles forment un triangle; prenons ce triangle pour triangle de référence, les formules de transformation devront être satisfaites pour ;r = o,y = o, ^'= o, jk' = o • cela exige que c -- c' = o; on verrait de même que a'^=o, «":=o, 6 = 0, b"=^o. Ces formules de transformation se réduiront donc à
ax oyez
ce qui montre que la théorie des coordonnées trilinéaires doit donner les mêmes résultats que l'homographie, lorsque les coordonnées d'un point sont non pas les distances de ce point au triangle de référence, mais des quantités multiples de ces distances, le rapport restant indéterminé.
Mais, si l'on transporte la figure x,, jk, z d'une façon quelconque dans son plan, il faudra remplacer x^ y, z par des fonctions linéaires de ces variables dépendant de trois paramètres arbitraires; si alors on forme les équations (i) pour les nouvelles valeurs de a, 6, c, on pourra écrire que
les mineurs de s sont nuls, et l'on voit que, en général, on pourra déplacer l'une des figures, de manière qu'après le déplacement les figures aient en commun une infinité de points coïncidant avec leurs correspondants.
Si l'on prend la ligne double pour côté ^ = o du triangle de référence, et le point double isolé pour sommet opposé, les formules de transformation prendront la forme (2), l'équation en s se réduit à (.9 — a){s — b'){s — c")^= o, et, comme elle a une racine double, il faut, par exemple, que a = b' . Les deux figures sont alors dites homologiques. Les formules de l'homologie ramenées à leur forme la plus simple sont alors
Le point ^ = o, y = o, est le centre d'Jiomologie, la droite r 1= o est Vaxe dlioinologie.
Appelons O le centre d'homologie, D l'axe, M et M' les points correspondants dont les coordonnées sont respectivement ^, jr, z et x\ jk', z' \ les équations (3) expriment que les
points O, M, M' sont en ligne droite et que le rapport -=r^ est égal au rapport des distances du point M et du point M' à l'axe d'homologie, multiplié par une constante A. Ce qui revient à dire que, si P est le point où la droite OMM' rencontre l'axe, on a
Wi' ^ vu'
Cette formule peut servir à construire le point homologue d'un point donné; à son inspection on voit que :
I® Les deux droites joignant deux points et leurs correspondants se coupent sur Vaxe d'homologie ;
1^ Les tangentes en deux points homologues de deux courbes homologiques concourent en un même point de l'axe.
3° Les iaii^enles à une courbe menées par le centre (Vhomologie sont tangentes à la courbe honiolo gique ,
4" IJaxe dliomologle est une corde commune aux courbes homologiques.
5" Deux coniques cjuelconques sont homologiques de plusieurs manières ; chaque point de concours de deux tangentes est un centre d'homologle, une corde commune lui correspond en qualité d'axe d'homologle ; etc.
On voit que les droites correspondantes de l'infini sont parallèles; donc, quand on voudra amener deux figures homographiques à être homologiques, il faudra d'abord rendre parallèles les droites correspondantes de l'infini, après quoi une simple translation de l'une des figures suffira pour assurer l'homologie.
INous ne ferons pas d'application de l'homologie; disons seulement qu'elle peut servir à déduire du cercle une foul<î de propriétés des coniques : c'est ce que l'on peut voir dans les OEuvres de Chasles et de Poncelet, qui sont les inventeurs de l'homographie et de l'homologie.
Lorsque Ton suppose la droite ^ = o rejetée à l'infini, les formules (3) donnent
MIO
ai
les figures homologiques sont alors homothétiques : l'ho thétie est donc un cas particulier de l'homologie, et p conséquent la similitude est un cas particulier de l'homographie.
Une dernière remarque, en terminant ces considérations très succinctes. Des formules de transformation algébriques telles qu'à un point et un seul d'une figure corresponde toujours un point et un seul de la figure transformée et vice versa, sont nécessairement les formules de l'homographie, car ces formules sont les seules qui soient du premier degré par rapport aux coordonnées de l'un ou l'autre système de variables.
VIII. — Digression sur les courbes du troisième ordre
Une courbe dn troisième degré a neuf points d'inflexion, car sahessienne est de degré 3. Toutefois, comme une courbe du troisième degré peut posséder un point double, on voit que le nombre de ses points d'inflexion pourra être réduit à trois et même à un, si elle possède un rebroussement.
Parmi les courbes du troisième degré, il y en aura de la classe 3.2 = 6; il y en aura de la classe 4 et de la classe 3, ainsi que le montrent les formules de Pliicker.
Les points d' inflexion sont toujours trois à trois en ligne droite.
En effet, soient MM'JNF un triangle formé par les tangentes à trois points d'inflexion, A, A', A" les points de contact : ou aura, en vertu du théorème de Carnot,
MA .M'A' .M^^A^^ __ WK'^ .M'A"' .Wx'
Cette relation, après extraction de la racine cubique de ses deux membres, donne une relation qui prouve bien que les points A, A', A'' sont en ligne droite.
Rapportons la courbe à un point d'inflexion, la tangente étant prise pour axe des x; il faudra que, pour j^ =z o, l'équation en X ait trois racines nulles; elle sera donc de la forme
'^•j désignant un polynôme homogène du troisième degré. Soient O le point d'inflexion, OM'M^' une sécante et M un point sur cette sécante, tel que
_ T I OM'--0M
ÔM ~ ÔM^ " ÔW' ~ "0\r .ÔM^' *
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Le lieu du point M est une droite dile polaire haî^monique du point O; en effet, soient
l'équation de OM : les coordonnées de M' et M" sont données par
/'2cp3(cosO, sin6)-f- /-(a sin^O -I- 26 cos6 sin6)-h c sin6 =7: o;
il en résulte
OM — OM' _ a sin^O -^ ib cos6 sin6 _ a sin6 -f- ib cos6 OM . OM' ^ csinO ~ c *
donc
2 _ a sinô H- 26 cos6
OM "" c
Si l'on remplace OM par /•, on a l'équation de la polaire harmonique
a y -\- ihx -^ ic ^ Ç).
Supposons que le point d'inflexion O s'éloigne à l'infini : la polaire harmonique deviendra un diamètre rectiligne de la courbe pour les cordes parallèles à la direction dans laquelle le point O s'est éloigné.
Ainsi, par une transformation homographique ou même homologique, on pourra donner à la courbe un diamètre rectiligne, et même un axe; on peut faire mieux : prenons la tangente d'inflexion pour droite de l'infini, pour axe des x le diamètre et pour axe des y une perpendiculaire passant par le point d'inflexion à l'infini. Il n'entrera plus dans l'équation de termes en j^ et^^; car la droite de l'infini étant tangente d'inflexion, quand on aura rendu l'équation homogène, pour z=. o^ les termes du troisième degré en x ety devront former un cube parfait, ce qui exige que j^^^'y entre plus, puisque j^' n'y entre pas. Ainsi :
Par une transformation homographique on ramène toute équation du troisième degré à la forme
v2 = ax^ H- bx- -^ ex -^ d\
une transformation de coordonnées fait disparaître le terme <f , et l'on a, en général,
y"^ — x{x''-^ px -- q)=: x(x— ol)(x— 3).
Si la courbe possède un point double à l'origine, on a ^ = o et son équation affecte la forme
j2^ x'-(x—:t), et si elle possède un rebroussement, la forme
qui représente la parabole semi-cubique.
IX. — Figures corrélatives
Posons
x_ a^-^èTjH-c^ y _ a' l -\~ b' t] -\~ c' t,
et supposons que, ^, JK, ^ étant les coordonnées homogènes ordinaires d'une figure, ^, T), Ç soient les coordonnées tangentielles homogènes d'une autre figure. Les deux figures en question sont dites corrélatives; elles jouiront des propriétés suivantes :
i"^ La transformation n'altérant pas le degré des équations, à un point de la première figure correspondra une droite de la seconde et à une droite de la première figure un point et un seul de la seconde.
2" A une conique de la première figure correspondra une conique de la seconde.
3*^ En général, à une courbe du m^^^^ ordre correspondra une courbe de m^^^^ classe et vice versa.
4" A deux droites qui se coupent correspondent deux points et la droite qui les joint.
5" A une droite tangente à une courbe correspond un point situé sur la courbe correspondante .
6" A deux courbes et à leurs intersections correspondent
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deux courbes et leurs tangentes communes et vice versa; et en particulier à une courbe et à une droite avec les points dHntersection correspondent une courbe, un point et les tangentes issues de ce point, etc., etc.
7*^ A quatre points en ligne droite correspondent quatre droites concourantes, possédant le même rapport anharmo nique.
En effet, les équations tangentielles de c[uatre points en ligne droite peuvent être mises sous la forme
r-4-XiQ = o, P-T-X2Q=o, P-^-XaQr^o, P^-À4Q=o;
une transformation corrélative donne les quatre droites concourantes,
p-^l^q ^-zO, p -h ).2 q ^~- O, p - A3 q =0, p-^ \<^q zrr. o,
P, Q désignant des fonctions linéaires des coordonnées langentielles Ç, r, et/>, q des fonctions linéaires des coordonnées ordinaires x., y\ dans les deux cas, le rapport anharmonique est
\, - Ào . V - X,
Les figures polaires réciproques sont un exemple de figures corrélatives. Soit S = o l'équation de la conique directrice, la polaire du point x., y., c a pour équation
ôx ùy ôz
les coordonnées tangentielles de cette droite sont
^-^' '''-'dy' ---dz'
elle correspond au point x,j', z, et les formules précédentes
sont celles d'une transformation corrélative, puisque -r-» ^ ?
j^sont du premier degré. Il est aisé de voir que deux figures
corrélatives peuvent toujours être déplacées de manière à
pouvoir être considérées comme polaires réciproques, cette dernière transformation contenantcinq paramètres arbitraires.
TnÉoiiÈiME. — Toute JîgureY corrélative de laJlgureY' est une figure homo graphique avec la polaire réciproque de Y prise par rapport à une conique quelconque^ en particulier avec la polaire réciproque de F' relativement au cercle x- -\- y- -|- 3- = o.
Cela revient à prouver que deux figures corrélatives d^ une troisième sont homo graphiques : ce qui est évident. En effet, soient x, y^ z et x\ y' ^ z les coordonnées de deux points qui correspondent à la droite qui a pour coordonnées tangentielles ç, Tj, Ç; on aura, en appelant «, ^, . . . , a, j5, ... (^les constantes,
~lty.cz àx
Télimination de $, rj, ^ fournit entre x^ y, z et x\ y\ z' des lelations qui servent à définir une relation homographique. En général, la théorie des figures corrélatives ne donnera donc rien de plus que la théorie de la transformation par polaires réciproques dont on peut faire remonter l'origine à Brianchon, mais qui a été particulièrement développée par (^hasles et par Poncelet.
X. — Recherche de la classe d'une courbe algébrique et du nombre des points critiques d'une fonction algébrique.
Soit
une équation irréductible de degré m : elle représente une courbe de degré m : nous désignerons par n sa classe. Une transformation homographique n'altérant, ni le degré, ni la classe, ni la nature des points singuliers, on peut faire subir L. — Traité d'Analyse, IV. 5
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à ia combe une telle transformation, de manière qu'il n'y ait pas de points singuliers à l'infini.
Ceci posé, soient a, p, v les coordonnées homogènes d'un point quelconque du plan, et, l'équation (i) étant rendue homogène, considérons le covariant
¥ , oàf df
es ^^ oc - —I— J • — —1— Y — > dx ^ dy ' dz
et évaluons la somme de ses ordres relativement aux cycles de/=o. Cette so.mme devra être nulle (p. 38) :
i<* Par rapport à un cycle dont l'origine est à l'infini, la courbe n'ayant plus de points singuliers à l'infini, l'ordre de cp sera — {ni — i); or la courbe /= o a m points à l'infini : donc la somme des ordres de cp relativement aux cycles ayant leur origine à l'infini est — m{m — i).
Maintenant prenons l'ordre de cp par rapport à un cycle dont l'origine est à distance finie ; cp ne s'annule qu'aux points de contact des tangentes issues du point a, ,3, v et aux points singuliers; alors :
2° L'ordre de cp en un point de contact est évidemment égal à un, et par suite la somme des ordres de co relativement à tous ces points est n, classe de la courbe.
3** L'ordre de o relativement à un point singulier peut s'obtenir comme il suit : on effectuera une transformation homographique consistant à prendre a = o, v = o ; alors co se
réduira à -~i mais, quand on substitue dans ~ les valeurs
àe y tirées de l'équation de la courbe, on obtient les produits des carrés des différences des valeurs de^. Pour avoir l'ordre de cp, il faudra prendre le produit des carrés de toutes les différences des valeurs àe y qui s'annulent pour ^ =: o ; mais ce produit (p. 43) est le double de ce que nous avons appelé le nombre des rencontres de la courbe avec elle-même. Il en résulte que la somme des ordres de cp est le double du nombre total des rencontres de la courbe avec elle-même. En appelant ce nombre ô, on a donc
— m {m — i)-Hn-j-2o =:o
OU bien
n = ni{ m — i) — 1 0.
Les points critiques de la fonction algébrique y définie par
l'équation (i) sont ceux qui satisfont à l'équation -~=zo;
toutefois les points singuliers à tangentes séparées ne sont pas critiques : le nombre (V des points critiques sera donc n; s'il n'y a pas de points critiques à tangentes séparées et si l'on désigne par r le nombre des cycles d'ordre supérieur à un qui correspondent aux points critiques, on aura
mais il faudra compter comme point critique double, triple, etc., celui où se réuniraient deux, trois, etc., cycles d'ordre supérieur à un.
XI. — Points d'inflexion d'une courbe algébrique
Cherchons, pour l'égaler à zéro (p. 38), la somme de dres de d'ordre m
ordres de la fonction -~^ par rapport aux cycles de la courbe
Nous aurons plusieurs espèces de cycles à considérer : la
fonction -j^ s'annule aux points d'inflexion de f=zo] il y
aura donc à considérer les cycles correspondant à ces points;
elle devient infinie pour r -- oo et aux points où —• est nul ;
d'ailleurs tous les points où ^ est nul peuvent ne pas rendre
~T^ infini : c'est ce qui peut arriver s'ils sont singuliers. Or
on peut supposer que l'on a transformé les coordonnées, de telle sorte qu'aucun des points où la tangente est parallèb; à l'axe des y ne soit singulier, et de telle sorte qu'aucune
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asymptote de la courbe ne soit parallèle à l'axe des y. Ceci posé :
1** Les cjclcs relatifs aux points d'inflexion, c'est-à-dire
pour lesquels on a ^•., -= o, peuvent être représentés par des
équations de la forme
y --- \ xP ~ . . . ,
où/>c3, Tordre est un, la classe v est/? — i . Si le point d'inllexion est ordinaire, on aura p = 3, v =- 2,
et l'ordre àey" =z ,~ sera un ; si donc on considère un point
pour lequel la classe est v comme équivalent à v — 1 =/? — :>. points d'inflexion ordinaires, on pourra dire que chaque point d'inflexion fournit une unité à la somme des ordres de la
lonction -7^-
2*^ Les cvcles où ^ = ^ sont en nombre éo^al à la classe 11
dy ^
de la courbe/=:r o, en ces points qui ne sont pas singuliers grâce à ce que les axes sont quelconques, on a
y — b — \{x — a ) - -f- B ( .r — a ) -i- , . . et
dx-^ ~ 4 ^ ^ *■"
l'ordre de -r^ par rapport à [x — «)' est égal à — 3 : donc
dx-^
ôy
les cvcles où -^," =0 fournissent chacun — 3 unités à la
somme des ordres de la fonction ,*-•
dx^
3*^ Les cycles pour lesquels x est infini ont des équations
de la forme
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et ne correspondent pas à des points singuliers, puisque les axes des coordonnées sont quelconques; on en tir^;
C?2 V ^ Cl
donc r" est du troisième ordre par rapport à-> et clia(|ue poi
>int à l'infini fournit 3 unités à la somme des ordres de r".
En résumé, la somme des ordres de y est le nombre i des inflexions de/=o, diminué de trois fois le nombre n des points où la tangente est parallèle auxj^, et augmenté de trois fois le nombre m des points à l'infini ; on a donc
i -'- 3 m — ^ n — o ou
Si la courbe y'=o n'a pas de points singuliers, on a
n -- m( m — i) et l'on retrouve la formule
c'est l'une des formules de Pliicker, en supposant que la courbe y=o ne possède pas de singularités.
XII. — Transformations quadratiques
Les formules de la transformation quadratique sont de la
forme
U. V,W désignant trois [)olynômes du second degré enx^]'. (^es formules peuvent être remplacées par les suivantes
cr' y' z' U=V"\V'
on .r, ) ', z' sont des coordonnées homogènes et oij U, V, W
peuvent être censés fonctions de trois coordonnées homogènes ^, j-, z.
Nous n'étudierons que la transformation quadratique birationnelle, c'est-à-dire telle que l'on puisse déduire des formules (i), x^y^z en fonctions rationnelles de x' ^y\ z' . Cherchons donc tout d'ahord la condi tion pour que les formules ( i ) représentent une transformation birationnelle.
En général, si l'on se donne le point (^', y' , z'), les équations (i) représenteront deux coniques ou même, si l'on veut, trois coniques
(■a) \yy—\z' =
Ihs — w
\ t' — Uj''=r o,
dont les intersections ^, J', z au nombre de quatre seront les points correspondants au point x' ^ y', z'. Toutefois, si les coniques U, V, W avaient trois points, A, B, C communs, les coniques (i) ou (2) passeraient par ces trois points fixes et n'auraient plus qu'un seul point d'intersection variable, et dont les coordonnées seraient fonctions de x',y', z' \ x, y, z seraient alors rationnels en x'^y', z'. Supposons qu'il en soit ainsi.
Prenons le triangle ABC pour triangle de référence : les formules (i) prendront la forme
Ayz H- ï^xz -f- Cxy A'yz
B'xz
C'xy
A"yz -f- B"xz -+- C'xy'
or, si l'on pose
XA
aA' -, vA' - I
aB-
;j.B H vB" r.o
XG +
[xC - vC" --()
/"A-l- [Jt."A'-+-v''A''r^O !
À" G + ;jl"G'-^v''G''-- I
les quantités A, |jl, v, ... seront bien déterminées si l'on n'a
pas
c'est-à-dire si les équations U = o, V = o, W = o sont distincts, et alors de (3) on déduira
yz ~ Jx " xy
Une transformation liomographique de la figure x' , r\ z' ramènera ces formules à la forme
Jz ~
" xz
xy
où Ton tire réciproquement
3 sorte qu'rtw point x,y, ;
', cor?
espoiic
, y, ^', et vice versa.
Considérons la transformation
qui donne
yz ~
zx
~'xy
donnons-nous le point M de coordonnées ^, J', z et vo^'ons comment on construira le point correspondant M' de coordonnées ;r', y ^ z'.
Soit ABC (Jig. 2) le triangle de référence 5 soient X = o, Y = o, Z r= o les équations de BG, GA et AB respectivement.
Le point M est à l'intersection des droites GK et AL, représentées par les équations
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donc le point M' est à l'intersection des droites
que nous appellerons CIv' et h\l {Jig- -3).
Pour rendre les choses plus claires, nous construirons 1<
point M' sur une autre figure; CK' et AL' {fig. 3) seront de> droites, telles que
i-is. ;5.
donc :
CAL' = BAL, BGK'== AGK
i^ A un pointai non situé sur le périmètre du triangle de référence correspond un point M.' non situé sur le périmètre de référence.
2° Si par le point M on imagine un déplacement dx^ dy, dz, le point W subira un déplacement de même ordre dx\ dy , dz\ pourvu que M ne soit pas sur le périmètre du triangle de référence.
3" Il résulte de là que, si le point M est un point multiple d^une courbe, non situé sur le périmètre du triangle de référence, le point M sera un point multiple de même espèce de la courbe transformée. Et par point de même espèce, il faut entendre non seulement un point de même ordre de multiplicité, mais encore un point ayant le même nombre de tangentes confondues, les branches de courbe tangentes ayant le même ordre de contact dans la courbe proposée et dans la transformée.
4'* Supposons maintenant qu'une courbe ait en C un point multiple d'ordre v : voyons comment sera situé son correspondant et quelle sera sa nature. A cet effet, prenons deux points M et M,, sur deux branches de la courbe, voisins de C et en ligne droite avec A : leurs correspondants M' et M'^ seront sur deux droites CM' et CM', , faisant entre elles le même angle que CM et CMi , et très près de AB, de sorte que, si le point multiple placé en C a ses tangentes séparées, à ce point correspondront v points distincts sur AB.
5'' Supposons les points M et M, situés sur des branches de courbe ayant entre elles un contact d'ordre N; MM, sera d'ordre N + i et M'M'^ d'ordre N; aux branches tangentes en C correspondront donc deux branches tangentes de la courbe transformée n'ayant plus qu'un contact d'ordre N — i ; ainsi donc, si le point multiple placé en C a des tangentes confondues ayant des contacts d^ ordre N,N', N", . . . , à chaque couple de ces branches correspondront d'autres branches ayant un contact d'ordre N — i , N' — i , N" — i , ....
De ces remarques découle un théorème de la plus haute importance.
Théorème. — Au moyen d'une série de transformations quadratiques birationnelles, on peut toujours transformer une courbe algébrique quelconque, en une autre qui n'ait plus de points multiples à tangentes confondues.
En effet, plaçons le sommet C du triangle de référence en un point multiple à tangentes confondues de la courbe à trans-
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former, et choisissons le triangle de référence de telle sorte ([n'aucun de ses côtés ne touche la courbe; la transformation (|uadratique pourra bien introduire de nouveaux points multiples, mais aucun d'eux n'aura de tangentes confondues. Quant au point G, il a été remplacé par d'autres points simples ou multiples avec des branches ayant un contact d'un ordre moins élevé d'une unité que dans la courbe primitive.
En opérant successivement des transformations analogues, on pourra introduire de nouveaux points multiples, mais à tangentes séparées, et l'on finira par faire disparaître tout contact entre les branches qui passent par un point singulier. Ce théorème est de M. N(')tlier.
XIII. — Nouvelle espèce de formules de transformation des fonctions algébriques.
Considérons deux courbes algébriques
Si l'on établit entre les coordonnées x^y; -^'^ v' ""e relation algébrique,
(3) cp(x, a-';^, /)^o;
si l'on se donne le point (^', y') sur la courbe (2), œ ely se trouveront déterminés au moyen des équations (i) et (3) sur la courbe (i) et vice versa; le point {x^ y) étant donné sur la courbe (i), x' ely' seront déterminés au moyen des équations (2), (3).
Ainsi, en vertu de la relation (3) qui établit une correspondance entre les points (.r,y) et {x ,y') situés sur les courbes ( 1 ) et (2) respectivement, à un point de la courbe (i) correspondront, par exemple, k' points de la courbe (2), et à un point de la courbe (2) correspondront k points de la courbe(i).
Si une correspondance est telle qu'à un point de (i) cor-
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responde un point seulement de (2) et vice versa, en d'autres ternies, si k =^ k' =^ i, on dit que la correspondance est uniforme, ou encore que les courbes (i)se correspondent /)0i>2^ par point.
Pour obtenir une courbe qui corresponde uniformément ou point par point à la courbe (i), il suffît en général de poser
'^, y, 6 désignant trois polynômes entiers^ si l'on éliminer ^ly entre (i) et (4), on tombe sur une équation, telle que (2), qui représente une courbe (2) correspondant point par point à (i).
En effet, si l'équation (2) est satisfaite, les équations (1) et (4) ont une solution commune x^ y. Si cette solution commune est unique (ce qui a lieu le plus souvent), ^ ety s'exprimeront rationnellement en fonction de x^ et j^'.
Ainsi, en général, une transformation, telle que (4), rationnelle, appliquée à une courbe algébrique, la transforme en une autre qui lui correspond point par point, et l'on passe de la courbe transformée à la courbe primitive au moyen d'une transformation de même forme que celle qui sert à passer de la courbe primitive à sa transformée.
Il y aura donc une infinité de manières de former des équations de courbes qui se correspondent point par point.
XIV. — Théorème de la conservation du genre
Considérons deux, courbes G et C se correspondant point par point, c'est-à-dire de telle sorte qu'à un point de l'une corresponde un point et un seul de l'autre. Soient .r ety les coordonnées d'un point de G ; :r' et j^' les coordonnées du point correspondant de G' : alors x el y seront fonctions rationnelles de x' et de y', et vice versa d'ailleurs. Nous supposerons
cp, y, ^ désignant des polynômes dont le degré sera s.
jO C II A I' 1 i II K i I I .
Soient (ï, l), c des consLanles qiicleoii<|iics : considérons 1; fonclion linéaire de jt' et y'
el écrivons que la somme des ordres de cette fonction par rapport aux cycles de la courbe G' est nulle.
i" La somme des ordres de 0 par rapport aux c\cles pour lesquels x' et y' sont infinis est, en appelant m' le degré de C, le produit — m's; en effet, le nombre des cycles de C pour lesquels l'origine est à l'infini est m' et l'ordre de H par rapport à chacun d'eux est — s.
3" Si cp, y, 6 sont nuls à la fois, à clia([ue point (^', y') pour lequel cp = y = (}^ = o, correspondra un cycle; les ordres de ï), y, f^ par rapport à ce cycle étant désignés par A, il s'introduira dans la somme que nous voulons évaluer un terme égal à S A.
3" Enfin, si l'on considère un point d'intersection de la
droite
avec la courbe G, à ce point correspondra un point (:r',r) donnant lieu à un cycle, par rapport auquel l'ordre de 0 ser égal à un : le nombre total de ces cycles est m; ce nomb doit donc figurer dans la somme des ordres de 0, et l'on
re
(i) — m' s ~ lA - m — o.
Gonsidérons en second lieu la fonction
\ '^ dx' ' dx' / \ ^ dx * dx j \ ' dx' '- dx'
dans laquelle -—, désigne une dérivée totale relative à .r', égale
. df df dv' , , 1 , .
par conséquent ^ 3^ + ;j ' ;// ^t ou «, 6, c désignent trois
constantes quelconques, el écrivons que la somme de ses ordres relativement aux cycles de G' est nulle.
i" Les points x\ y' , situés à l'infini et qui sont au nombre
de m' , donnent des cycles par rapport auxquels l'ordre de T
est — '1 (s — i), parce que le degré de y -~, — '} -Â, parexenipjc
est 'li^s — i); ces points fourniront à la somme que nous voulons évaluer la partie - 2 ni' [s — i).
2*^ Les points où d.r' =^ o fournissent à la somme que nous cherchons l'élément — //, égal en valeur absolue à la classe de C
3° Considérons maintenant les cycles dont l'origine x' ^ y' annule le polynôme T et tout d'abord ceux pour lesquels l'origine satisfait aux c'quations
y d'\ — •]; d'i 'l» d'o - o dAj _ cp dj — y do dx' dx' dx'
Soit
X'— .r'r^//, \' ~-y' :-^ X'iJ' : . .. '
l'équation de l'un de ces cvcles et
\ _ ,; -^ iJ^ Y —y ^~- A V - . . .
Téqualion du cycle correspondant sur la courbe ('; on a
d'h ^ ^1. ^ i 7, ^'^ ~~ '\ ^f. \ 12. '^-^ _ 1 2 ^^ ' ^'^ /• dx ^ ^ ~dx' ~ \ ~ '1/2 dt " / '^ ■ dï ~ "^ dt ' di '
mais cp, y, '\j sont d'ordre h : la quantité précédente est donc d'ordre 2 A -j-y — y '.Les cycles considérés fournissent donc à
la somme que nous voulons évaluer i'élément\^(2A — 7 ~l~y).
4'^ Enfin nous avons encore à considérer les cycles dont les
coordonnéesdel'origine, sans annuler àla fois ^ — ^ ,- — -^- , • • - ■>
annulent cependant T. La relation T = o est une relation linéaire entre les coordonnées tangenlielles d'une tangente à la courbe G : elle exprime que cette tangente passe par un point fixe, ce qui détermine n points^, y et par suite /z points oc' ^y\ et n cycles apportant une unité à la somme que nous voulons évaluer, ii désignant la classe de G.
On a donc finalement
I ■/ ) — 1 ni ( .V — I ) ii - \- X ( 2 // - /' -1- y ) -i- /i = o ;
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réliminallon de s entre (i) et (2) donne
( 3 ) n ~'2 m — ( n' - 2 fti ) - 2 ( / - - y ' ) =^ o.
Maintenant je dis qu'en tout point où l'on n'aura pas
dx dx dx' '
le cycle aj'antee point pour origine et le cycle correspondant sur la courbe G auront le même ordre.
En effet, les équations d'un cycle de G étant
\ = x -tJ, y ^y\- \tJ :...,
les équations du cycle correspondant de G' seront
cD(.r-i- tJ\ y' - MJ . . .)
ou
\ ^x' <b ' dy t^ /
donc, si l'on n'a pas
cp d'\> — ^b <^o = o, y d'h — 'h dy -^ o,
ce qui entraînerait ^ <:/cp — o d'I = o, l'ordre j du cycle de L\ sera égal kf, La même conclusion subsiste quand le point {jc^y) est à l'infini.
Dans la formule (3), on peut donc supposer que le signe \
s'étend à tous les cycles des courbes G et G' ; si l'on écrit celte formule (3) ainsi
( 4 ) ti — 2 m
on pourra dire que les signes \^ s'appliquent à tous les cycl«
dont l'ordre n'est pas égal à l'unité.
Nous verrons tout à l'heure que le nombre
est pair. Appelons-le i^p — i) : nous aurons alors
ou bien
ce nombre p est ce que l'on appelle le genre de la courbe C. On peut donc énoncer le théorème suivant, qui a été entrevu parRiemann, mais dont le véritable sens et la démonstration rigoureuse ont été donnés par M. Halphen et M. Smith.
Théorème. — Une transformation rationnelle n^ altère pas le genre d' une courbe.
Et, en particulier, une transformation quadratique (p. 6() n'altère pas le genre d'une courbe.
XV. — Limite du nombre des singularités
Dans le cas où la courbe algébrique C n'a pas de points singuliers à tangentes confondues, la formule (5) du paragraphe précédent qui donne le genre se réduit à
car il n'v a pas de cycles d'ordre supérieur à un, et, en remplaçant n par sa valeur, qui alors est (p. 67)
n = m{m — I ) — rj — m {m — 1 ) — > •
k désignant Tordre d'un point multiple, on a pour p la valeui
entière
( m — \)(m — ->.) "VI A(/.- — ^)
Je vais prouver que, dans ce cas, le genre est positif, c'està-dire que le nombre des intersections d'une courbe C avec
8o CHAPITRE m.
Il * » ^. ' • ^ (/" — i)(m — .>,) ,^ .,.
elle-même ne peut être siipeneur a ^ Ln elicl,
supposons que ce nomljre puisse être égal à
i ni — \)( m — ').) m- — 3 m - 4
r> in^~ 3 m - 4 , » r •
au moins. Par des rencontres taisons passer une
courbe G' d'ordre m — i , ce qui veut dire, par exemple, que si la courbe G a un point d'ordre de multiplicité /:, j'assujettirai la courbe à passer par ce point et à y avoir un point d'ordre k — I ; cela revient à assuj'ettir la courbe G' à
conditions; en elFet, assujettir la courbe G' à avoir un point d'ordre A" — i en un point déterminé, c'est bien l'assujettir
à — conditions. Or une courbe d'ordre m — i peut être
assuiettie a ou conditions; les con-
ditions auxquelles elle a déjà été assujettie ne permettent plus que de lui faire remplir
/»2 __ rn — 9 m^- — 3 m - 4
- —^.in — 3
conditions; profitons-en pour la faire passer par im — ) points de la courbe G. Gomptons à présent le nombre des intersections des courbes G et G'. En un point d'ordre k de G (p. 40' ^^^^ ont A(A' — i) points communs confondus, c'està-dire deux fois autant de points communs que la courbe G a d'intersections avec elle-même. 11 en résulte que le nombre des intersections de G et G' confondus sur les points singuliers est double du nombre (A), c'est-à-dire
ni^—Zm^ 4.
Si l'on ajoute à ce nombre les iin — 3 autres points par lesquels on a fait passer G', on a un total de points
7^2 — /;? 4- I — m {ni — I ) -r- I ;
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mais les courbes G et G' sont de degrés m et m — i : elles ne peuvent donc se couper en plus de m{m — i) points que si une partie ou la totalité de la courbe G' se confond avec G; en d'autres termes, que si cette courbe G n'est pas une courbe proprement dite, mais bien un ensemble de courbes distinctes.
Maintenant considérons une courbe avec des singularités quelconques; au moyen d'une série de transformations quadratiques, on la changera en une courbe n'ayant plus de points singuliers à tangentes confondues. Gette suite de transformations n'aura pas altéré le genre; donc :
i" Gomme après la transformation le genre se trouve être un nombre entier positif, on en conclut que :
Le genre d'une courbe est toujours un nombre entier et positif {pour une courbe indécomposable).
2^ Si, dans la formule (5) du paragraphe précédent qui donne le genre p, on remplace n par sa valeur (p. 6^), on trouve
_ (m ~\){jn —2) '^^(^ — i) V^Cy — 0
et l'on voit que 5 + - ^(y — 0 ^st un entier.
Si une courbe peut se décomposer en d'autres d'ordre moindre, son genre peut devenir négatif; par exemple, un système de trois droites est une courbe de troisième degré de genre i — 3 ^ — 2. En général :
Le genre d'une courbe G formée de plusieurs autres G, , G2, . . . , Ck de genres p^ , /?2, . . . , pk en nombre k est
égal à
Pl-\-p.2-\-...-r-pk— k^l.
En effet, le genre P de la courbe G est, en appelant m son degré, 0 la somme de ses rencontres avec elle-même, j l'ordre d'un de ses cycles d'ordre supérieur à un,
le genre/?/ de la courbe C^- est, en le supposant de degré m/,
(mi—\)(mi—'x) ^ ^
pi= ^ — - — ^i-2^{ji-^),
0/ ety^ désignant pour cette courbe les quantités analogues à 8 et y. En général, les courbes C/ se coupent en
niy m^ -t- mj ma -f- . . . -+- m/t_i m/,. = y nii m h
points que l'on peut regarder comme des points doubles de G ; on a donc
et, par suite,
la formule (i) donne alors
P = N /> — A-hl. C. Q. F. D.
ou
Nous allons voir que toutes les fonctions algébriques de même genre sont réductibles à des types simples au moyen de transformations rationnelles.
Au moyen d'une première transformation, Qn peut ramener une courbe algébrique à ne plus avoir de points singuliers à tangentes confondues (p. 78); soit donc
(i) f{x,y) = o ou f{a:,y,z)=o
une courbe algébrique d'ordre /?z à tangentes séparées, appliquons-lui la transformation
dans laquelle nous supposerons les polynômes cp, y^, t[/ de degrés s. Elle se transformera en une autre courbe
dont nous désignerons le degré par m. Commençons par évaluer m'. Désignons par di le nombre de points simples de/= o par lesquels passent les courbes cp^=:o,')(_=o, (L = o; par c^o le nombre de points doubles de/=o par lesquels passent les mêmes courbes, etc. Coupons la courbe (3) [par
la droite
ax' -^ by -\- cz' = o,
le nombre des intersections m' sera celui des solutions des équations
qui est ms\ mais, de ce nombre, il faut défalquer le nombre des intersections de cp := o, ^=0,^ = 0, /= o, s'il y en a, parce que ces points fixes ne sauraient correspondre à des points x' ^ y' j z' \ le nombre de ces points est
<ii -f- 2 <f 2 -^ 3 c?3 -1- . . . ; on a donc
( f\) m' — ms — di — id^ — Zd^ — ... ;
le degré m' pourra donc par la transformation (2) être rendu d'autant plus petit que d^-\- id^-i- • . . sera plus grand, et il y aura lieu, dans le but, de simplifier l'équation /'= o, de faire passer les courbes (p =: o, -^ = o, J; = o par le plus grand nombre possible de points dey= o.
Ces courbes étant d'ordre s contiendront dans leur équa-
tion — paramètres variables, et Ion pourrait les faire
passer par autant de points de /*= o; mais il faut que ces courbes soient variaJjles, pour déterminer par leurs intersections un point variable x' ^ y', z' avec x, y, z : ceci exige qu'elles n'aient pas toutes les trois des équations de la forme w -4- X(^, u eli^ désignant des polynômes donnés et \ un paramètre indépendant de x', y\ 5'. Ainsi l'on ne pourra disposer
que de -^^ — 2 des paramètres contenus dans cp, -^, t];, et
l'on pourra seulement faire passer les courbes cp == o, -^ == o,
^=^0 par -^ — - — 2 points de/= o. Appelons p le genre
de/= o e\.f'= o. Soient d[,, d'.^ , . . . les nombres de points doubles, triples, etc., de/'=: o.
Faisons passer les courbes cp = o, y^ = o, (|i = o : i'* par di points simples dey^o; 2° par les d2 points doubles de la même courbe; 3" par les d^ points triples de la même courbe, mais en les assujettissant à avoir en ces points des points doubles; 4° par les dj^ points quadruples de y=o, en les assujettissant à y avoir des points triples, etc. Alors on aura, au lieu de la formule (4),
m' — ms — di — o.dy — ^dz — ...
ou, si l'on veut,
(5) m'= ms — {m — i){m — i) -\-ip — di,
à cause de l'égalité
on devra avoir ensuite, d'après ce que nous avons dit,
5(5 + 3 ou bien
ou enfin
(6) îilltl) > , + (»»-i)(m-a) _
Examinons maintenant successivement les divers cas qui peuvent se présenter.
i*^ Courbes de genre o, /? = o. — On satisfait à la formule (6) qui devient
en prenant s=^ m — 2, la formule (5) donne
m' = m(m — 2) — ( fn — î)(m — 1)— di
ou
m' = 771 — 2 — di.
La différence entre -^ — — - — 2 et le nombre de conditions
î; il i imposes aux courbes © =z o, y == o, (J» = o est
on peut donc faire dans (Al) d^=^m — 4? et l'on a alors
Toute courbe de genre zéro peut être transformée en une autre du second degré.
Celle-ci à son tour pourra, au moyen d'une transformation quadratique, être transformée en une ligne droite; ceci revient à dire que :
Théorème I. — Les fonctions algébriques de genre zéro peuvent, au moyen de transformations rationnelles, être changées en fonctions du premier degré.
2" Courbes du genre un, p mule (6) en prenant
On satisfait à la for-
c'est-à-dire s = m — 2 ; la formule (5) donne
m' — m{m — 2) — (rn — i){m — i)-\- 1 — di OU
la différence entre — 2 et le nombre de conditions
^^ — I imposées aux courbes cp = o, y= o,
(m — 2 ) ( m -h 1 ) (jn — i V m — 2 ) _
on peut alors prendre di = m — 3, et l'on a, au mojen de la formule (B), m'=: 3. Gomme yo = i, la formule
donne
1 = 1 — û?2 ou û?2 = o ; donc :
Théorème II. — Les fonctions algébriques de genre un peuvent, au moyen de transformations rationnelles, être ramenées à des fonctions du troisième ordre de genre un.
3*^ Courbes de genre p^i» — Il faut toujours satisfaire à la formule (6), et l'on y satisfera en prenant s ^= m — 2. La formule (5) donne
m' = (m — 2)m — G^i — (m — i)(m — 2)-Hi> ou
le nombre de paramètres dont on peut disposer pour déterminer les courbes cp=:o, y^=iO, 'i/r=o est
on pourra donc prendre d^=^ m — 3 + /? ; alors la formule (G)
donnera
ensuite la formule
-^) _^,_3rt
donnera
Il résulte de là que :
Théorème III. — Au moyen de transformations rationnelles^ on peut toujours changer une courbe de genre p en une autre de degré p -f- 2, avec des singularités équivalentes à — - —points doubles. C'est ce que nous appellerons une courbe normale.
En d'autres termes :
Une fonction algébrique de genre p peut être transformée en une autre d'ordre p -^ 1, avec des singularités
équivalentes à ^-^ — points doubles, au moyen de transformations rationnelles.
Tels sont les résultats entrevus par Riemann, et rigoureusement établis dans ces derniers temps, grâce au beau théorème de M. Nother. Le théorème de M. Nôther est en réalité le suivant :
Au moyen de substitutions rationnelles, on peut toujours ramener une courbe à n'avoir d'autres points singuliers que des points doubles à tangentes séparées.
Mais il n'existe pas, à notre connaissance, de démonstrations tout à fait rigoureuses de cette proposition générale.
XVII. — Formes les plus simples des fonctions de genre zéro, un et deux.
Une fonction de genre zéro peut être ramenée à satisfaire à une équation linéaire, et par une transformation homographique toute fonction linéaire peut être ramenée à la forme y ^=z X : telle est la forme normale d'une fonction de genre o ; en appelant alors 'r\ une fonction quelconque de genre o et ^ sa variable, ^ et v) seront des fonctions rationnelles de x et y = jp, c'est-à-dire de x. Ainsi se trouve démontré ce théorème que, si une courbe a son maximum de points doubles ^ ses coordonnées sont fonctions rationnelles d'un même paramètre X.
Une fonction r^ de genre un et sa variable \ sont fonctions rationnelles d'une fonction du troisième ordre et de sa variable sans point double. Or la fonction du troisième ordre sans point double peut, comme l'on sait (p. 62), au moyen d'une transformation homographique, être ramenée à satisfaire à l'équation
y^ = x{x — a)(a7 — P) ou y =^ sj x{x — a)C^ — P),
a et [^ désignant des constantes; par suite, i et v], pour une fonction du premier genre, seront de la forme
? = /(;r, R), Ti = F(^, R),
/et F désignant des fonctions rationnelles de x et du radical
Si Ton pose x = t^^ on trouve
7) - Fi [?, A^'-^)(^'--I)]
/ et F2 désignant des fonctions rationnelles. Nous verrons que le radical, sans cesser d'être du second degré, peut affecter les formes les plus diverses. Pour le moment il est établi que :
Lorsqu'une courbe algébrique a son maximum de points
doubles moins un, ou qu'elle est de genre un^ ses coordonnées peuvent être exprimées en fonction rationnelle d'un même paramètre t et d'un radical de la forme
A, Bj C, D, E désignant des constantes.
Considérons encore une fonction, ou plutôt une courbe de genre deux : elle est réductible à une courbe du quatrième degré avec un point double. Prenons ce point double pour origine des coordonnées, posons y z^ tx : l'équation de la courbe du quatrième degré se réduira à une équation du quatrième degré en x ayant deux racines nulles, et du quatrième degré en t. On pourra la diviser par ^-, elx s'en déduira sous la forme
A-^v/T d ou y = t ^
T désignant une fonction de T du sixième degré et A, B des fonctions rationnelles. L'x et l'y d^une courbe algébrique de genre deux seront donc des fonctions rationnelles d' un paramètre t et d^un radical carré recouvrant un polynôme de sixième degré en t.
Les coordonnées d'une courbe de genre p^ quand/? ^3, ne peuvent plus en général s'exprimer en fonction d'un même paramètre sous forme algébrique explicite.
Ces exemples montrent toute l'importance de la notion du genre, qui paraît aussi apte à classer les courbes algébriques que la notion de l'ordre. Il suffît, en effet, d'étudier les propriétés des courbes normales pour en déduire, par une méthode analogue à la méthode des projections, les propriétés les plus intéressantes des courbes du même genre.
XVIII. — Exemples de courbes de même genre
Une courbe et sa transformée par polaires réciproques^ ou même une quelconque de ses corrélatives, ont le même fn^enre.
go CHAPITRE III.
En efTct, la polaire réciproque de la courbe
s'obtient au moyen de la transformation
^ ' ôx ^ ' ây ^ ' dz'
qui est rationnelle. Cette polaire réciproque est prise par rapport à la conique ^^ _|_ ^^2 _j_ ^2 -_ q • mais toutes les autres courbes corrélatives de/=: o sont des transformées homographiques de celle-ci; le théorème est donc démontré.
Corollaire. — Nous verrons qu'une transformation par rayons vecteurs réciproques est un cas particulier de la transformation qnadratique; elle n'altère pas le genre; si l'on se rappelle alors que la transformée par rayons vecteurs réciproques de la podaire d'une courbe est la polaire réciproque de cette courbe par rapport à un cercle (p. 70, t. II), on voit qu'une courbe et sa podaire sont de même genre.
Une courbe et sa développée sont de même genre.
En effet, pour avoir la développée de la courbe/(^,jK) = o, il faut chercher l'enveloppe de ses normales, qui sont représentées par l'équation
x^— ^ _ XjzZ
àji ' àj_ ' dx dy
a la suite de ces rapports on peut écrire = — .^ >
Tz on aura alors deux équations qui donneront X et Y coordonnées d'un point de la développée en fonction rationnelle de x ety. Donc, etc.
Quand une courbe estunicursale, elle est carrable en termes finis, puisque ses coordonnées ^, j^ sont fonctions rationnelles
d'un même paramètre, et alors j ydx, son aire, estuneinté-
grale de fonction rationnelle. Toutes ses développées successives sont de même genre zéro, et par suite elles sont également carrables en termes finis. Il en est de même de ses transformées par rayons vecteurs réciproques, par polaires réciproques, et de ses podaires.
De ce que la polaire réciproque d'une courbe et cette courbe ont le même genre, il résulte que le genre d'une courbe peut s'exprimer au moyeu des singularités de cette polaire, qui sont relatives aux tangentes de la courbe ellemême^ mais cette formule ne nous sera pas utile.
XIX. — Des transformations birationnelles
Une transformation est hlrationnelle quand, les anciennes variables étant des fonctions rationnelles des nouvelles variables, celles-ci, à leur tour, sont encore fonctions rationnelles des anciennes.
Soit
une transformation qui doit être birationnelle; U, V, W seront trois polynômes entiers en x^y^ z, homogènes et de degré m. Pour que cette transformation soit birationnelle, il faut que l'on puisse en tirer ^, y, z en fonctions rationnelles de x\y\ z' . Or à chaque point x', y' , z' correspondront m^ points, intersections des courbes
(2) Vs'— Wy=--o, W.r'— U^' = o.
Supposons que les courbes U = o, V = o, W = o se coupent en promis à\is fondamentaux ;\es courbes (i) ou (2) passeront par ces p points fixes et, par suite, ni- — p seulement de leurs autres intersections seront fonctions de x', y', z'; si l'on avait p = îïi- — I , un seulpoint d'intersection des courbes (i) serait fonction des ^', j^', ^'et serait fourni par des formules rationnelles en x' j y\ z' .
Pour qiiHl existe des formules de transformation birationnelles de degré m, il est donc nécessaire que les courbes U = o, V = o, W=o d'ordre m, aient m- — i points communs.
Mais cette condition est loin d'être suffisante; en effet, si l'on prend W = U + ). V, les courbes U, V, W =: o auront m- points communs et les courbes (2) auront les mêmes points communs qui seront fixes ; aux points x'^ y', z' correspondraient alors des points fixes : nous n'aurions pas ainsi des formules de transformation proprement dites.
Pour que nos formules de transformation puissent être regardées comme telles et soient de quelque utilité, il faut que, étant donné le point variable (^', y', z'), on en déduise pour (^, j', z)un autre point variable. Nous nous imposerons même cette condition que {x,y, 2)varie,de quelque façon que l'on fasse varier (œ', y' ^ z').
Supposons que l'on fasse décrire au point x' ^ y ^ z' une droite ax' -\- by' -{- cz' ^= Oy le point x, y., z décrira une courbe a\] + 6V ^- cW = o; nous nous imposerons cette condition que la courbe a\] -\- b\ -f- c W = o renferme deux paramètres arbitraires comme la droite qui lui correspond, ce qui n'aurait pas lieu si les courbes U = o, V = o et W = o faisaient partie d'un même faisceau.
Mais il se présente ici une difficulté; les courbes [J = o,
V = o, W = o devant avoir m- — i points communs, il semble
précisément qu'elles doivent faire partie du même faisceau ; car
une courbe d ordre m est déterminée par — ^^ - — ^points, et, si
m > 2, on a :^VZ^ 71 — <: m'^ — i . Mais cette difficulté disparaît quand on s'arrange de manière que les points communs aux courbes considérées soient des points multiples. Nous allons, en effet, prouver que :
Si les courbes 11 = o, V=:o, W = o ont en commun cl^ points ordinaires^ 7.2 points doubles , . ., y.^ points d'ordre
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de niultipiicité k y on pourra toujours choisir ces nombres a,, ao, . . . , a^, de telle sorte que les courbes en question aient m- — i intersections communes et que la courbe
renferme encore deux paramètres arbitraires ^ c* est-à-dire qu^on puisse encore la faire passer par deux points arbitrairement choisis.
Deux points d'ordre k étant confondus, les courbes auxquelles ils appartiennent ont en ces points k^ points communs ; on devra donc avoir
(i) ai-f-4a2-i-...+ A^2a^.= m2-i.
D'un autre côté, la donnée d'un point d'ordre k impli-
k( k -{- 1) quant -■ conditions, il faudra qu'en obligeant la courbe
aU + 6V-l-cW à avoir a, points simples, 01.2 points dou-
blés, etc., on ne lui impose que — ^-^ — 2 conditions;
donc
Retranchons (2) de (i) : nous aurons
(3) a2-+-... -A_-_^aA.= -^(m-i)(7^-2).
Or, le point d'ordre k pouvant être considéré comme la
réunion de points doubles, cette dernière formule
prouve que les courbes aU -\- bY + cW =: o ont leur maximum - — ^^—- — — de points doubles; elles sont donc uni-
cursales, ce que l'on vérifie immédiatement en observant que ces courbes correspondent à des droites et qu'à des courbes unicursales doivent correspondre des courbes unicursales.
Théorème. — Si l'on considère les trois points multiples des courbes U=:o, V:=o, W=^o qui sont de l'ordre le plus élevé, la somme de leurs ordres est supérieure à m.
En effet de (i) et (3) on tire par soustraction ( 4 ) ai 4- 2 a, -4- . . . -H A^ ayt = 3 /?! — 3 ;
soient r, 5, t\es ordres des points multiples de l'ordre le plus élevé, (i) et (4) pourront s'écrire
ai -V 4 aa -i- . . . -h ^2 a^ = m^ — i — r^ — 5^, aiH-2a2H-...-f-^ 0Lt= 3m — 3 — r — 5;
multiplions la seconde formule par t et retranchons-en la première, le premier membre de l'équation résultante sera positif et l'on aura, par suite,
?( 3 m — 3 — r — 5) — m2 -f- 1 + r2 -+- 52 > o ou bien
or, si l'on égale le premier membre à zéro, on trouve
(5) m = ~ ±i/ ^- -{- r^-r-s^-^i — 3t — rt — st:
La quantité sous le radical peut s'écrire
-i- 'it^ — 2.rs -- St
Or r et 5 sont au moins égaux à f, donc cette quantité est
moindre que (r-i-s j ; par suite, les valeurs (5) de m
sont au plus égales arH-5 — -i ou a. r -\- s -i- t ; donc
enfin l'inégalité (4) ne saurait avoir lieu que si*
Ce théorème est important pour ce qui va suivre.
XX. — Réduction des transformations birationnelles à des transformations quadratiques.
Considérons une transformation birationnelle quelconque
U, V, W ayant la même signification qu'au paragraphe précédent; prenons pour sommets du triangle de référence les trois points singuliers des courbes U, V, W = o dont l'ordre est le plus élevé, puis effectuons la transformation quadratique sur une des courbes aU + 6 V 4- c W. En appelant r, 5, t l'ordre des points singuliers en question, une courbe d'ordre m se transformera en une autre d'ordre am — r — s — t moindre que m, en vertu du théorème précédent, mais elle présentera aux points fondamentaux des singularités d'ordre m — s — t, m — t — r, m — r — 5 ou m — (r-i-5-i-^) + r, ..., c'està-dire d'ordres au moins (p. 94) égaux à r, 5, t, qui seront encore des points de l'ordre le plus élevé, puisque la transformation quadratique ne modifie que les singularités des points principaux. Une seconde transformation quadratique abaissera encore l'ordre de la courbe considérée, et ainsi de suite. On finira par tomber sur une transformée rectiligne. Ainsi :
Théorème. — Toute transformation birationnelle se réduit à une série de transformations quadratiques.
D'ailleurs, une suite de transformations quadratiques constitue évidemment une transformation birationnelle.
APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DES DOCTRINES EXPOSÉES AU CHAPITRE PRÉCÉDENT.
I. — Courbes unicursales ou de genre zéro
Les courbes de genre zéro ont reçu le nom de courbes unicursales ; leurs propriétés les plus intéressantes résultent de ce que l'on peut exprimer leurs coordonnées en fonction rationnelle d'un même paramètre.
Commençons par démontrer que, si une courbe peut être représentée par des équations de la forme
cp, y., ^ désignant des fonctions entières que nous supposerons du degré 5, cette courbe est de genre zéro.
i°La courbe représentée par les équations (i) est d'ordre s\ en effet, elle coupe en s points la droite
ax H- by -{- c =0.
Les points d'intersection s'obtenant en éliminant x et j^ entre cette équation et (i), ce qui donne l'équation du degré s
acp4-èx-f-c<^=o;
les^ 5 valeurs de t qu'on lire de là, portées dans (1), feront connaître les coordonnées des s points d'intersection de la droite et de la courbe.
2^ Cherchons maintenant l'équation tangentielle de la courbe; il faut exprimer que la droite
lui est tangente ou, ce qui revient au même, que l'équation a une racine double en t. Cette équation différentiée donne de cette équation et de la précédente, on tire
Les coordonnées tangentielles Ç : rj : Ç pourront donc s'exprimer en fonction rationnelle de ^; le degré de la polaire réciproque de la courbe proposée sera, d'après ce que l'on a vu tout à l'heure, le degré des polynômes yj\i' — '^y^, . . . , c'està-dire 2 5 — 2 ; en effet, ce degré est en apparence 2.s — i , mais il est facile de voir que les termes de degré 2 s — i sont identiquement nuls. Ainsi la classe n de notre courbe est is — 2 ; en supposant que la courbe n'ait que des points multiples à tangentes séparées, on a, en appelant 3 le nombre desrencontres de la courbe avec elle-même,
, , > ^ (s — i){s — 1) is — i^is{s — i) — 20, 0=^ — ;
la courbe est donc de genre o.
3" Cherchons encore ses points d'inflexion; ce sont ceux
où la droite
ax -h by -h c-5 = o
rencontre la courbe en trois points confondus, ce sont ceux où
a'o -\- bj -^ c^ = o
a une racine triple; en rendant cette équation homogène par l'introduction d'une variable w, il faudra qu'en un point d'inflexion on ait
d2cp ^ dtdu
dtdu
dtdu
^ du'-
ôu-^
c'est-à-dire
()2cp
dV^
CD
atdu
dtdu
dtdu
(92cp
da2
âu^
âu^
Cette équation de degré 3{s — 2) détermine les points d'inflexion dont le nombre est 3(5 — 2), ce qui permet aussi de calculer le nombre des points doubles et d'en conclure que le genre de la courbe est zéro.
Si la courbe avait des points multiples à tangentes confondues, on la soumettrait à une transformation rationnelle qui séparerait les tangentes; son genre deviendrait alors zéro, car ses coordonnées seraient toujours des fonctions ration-
nelles de t : donc, etc.
II. — Courbes unicursales du second et du troisième ordre
Toutes les courbes du second ordre sont unicursales ou de genre zéro ; pour exprimer les coordonnées d'une conique en fonction d'un même paramètre, il suffît de désigner par a, b les coordonnées d'un point de la courbe ; le coefficient angulaire t de la corde qui va du point (a, b) au point
{x,y) est t = ~ ; si, dans l'équation de la conique, on fait
yz=b-{-{x — a)t^ le facteur x ^ a peut être supprimé et l'on a une équation du premier degré en^, qui le fait évaluer en fonction rationnelle de ^; y est alors aussi fonction rationnelle de ^, puisqu'il est égal kb -\- t(^x — a).
Les courbes unicursales du troisième degré ont un point double ; on peut ramener leurs équations, au moyen de transformations homographiques, à l'une des formes
jj/2 — -273 — aa72^ ^2 — ^3^
suivant qu'elles ont un point double ordinaire ou un rebroussement.
On peut donner à l'équation des courbes du troisième degré unicursales une forme remarquable : une telle courbe peut être représentée par les équations
Soient L, M, N trois indéterminées; si l'on exprime que L^ _i_ ^ly _|_ f^z est un cube parfait, on trouve trois systèmes de valeurs des rapports L:M:N; on a donc trois équations
de la forme
T^, T'^, T"^ désignant trois fonctions entières de t qui sont des cubes parfaits ; une transformation homographique remplacera ces équations par les suivantes
et l'élimination de t conduira à la forme que nous voulions obtenir
AX3-^BY3-f-GZ3 = o,
A, B, G désignant des constantes.
III. — Courbes unicursales du quatrième ordre
Les courbes unicursales du quatrième ordre étant de genre
3 2 zéro doivent avoir -^ = 3 points doubles.
Soit/(x, y^ z)z=o l'équation d'une conique quelconque rapportée à un triangle de référence. Soient w, ç, çv trois polynômes quelconques du second degré, tels que les coniques f^ = o, p = o, (V = o aient trois points communs, je dis que
sera l'équation générale des courbes unicursales du quatrième
degré, passant par les trois points communs à w = o, r = o, iv = o, et ayant ces points pour points doubles. En effet :
1° Les points par lesquels passent les trois coniques sont bien des points doubles, car on a
df _ âf du ôf dv df dw ^ dx du ôx âv âx âw ôx '
le second membre est évidemment nul pour w = o, c^ = o,
w ^= o] il en sera donc de même de -r^ ? -p? y- et les points
où l'on aura ^==10,^^ = 0,^^ = 0 seront des points doubles. 2° L'équation /*(w, r, w) = o contient cinq paramètres arbitraires, c'est-à-dire un nombre de paramètres égal à celui d'une courbe du quatrième degré dont on a donné trois points doubles, car une courbe du quatrième degré dépend de
i^ = i4 paramètres : la donnée de trois points doubles équivaut à celle de neuf paramètres ; lorsque ces points sont donnés, il ne reste plus que i4 — 9 = 5 paramètres dans l'équation.
Prenons, comme il a été dit, pour triangle de référence le triangle dont les sommets sont les points doubles de la courbe unicursale du quatrième degré; les coniques u = o, (^ = 0, w z=zo devront être circonscrites au triangle de référence, et auront des équations de la forme
y^yz -+- [ixz -4- varK = o.
Parmi ces coniques se trouvent les systèmes de deux droites
yz = 0, xz = O, xy = o,
de sorte que l'équation des courbes unicursales du quatrième ordre pourra se mettre sous la forme
fiyz, xz,xy) = o\
on obtient donc les courbes unicursales du quatrième ordre en effectuant la transformation quadratique
^ ' yz zx xy
sur l'équation générale des coniques
Les propriétés des coniques feront donc connaître celles des courbes unicursales du quatrième ordre.
En particulier, on sait que, quand une conique coupe les trois côtés d'un triangle, les droites qui joignent les sommets à ces points d'intersection sont tangentes à une même conique; on en déduit que :
Les six tangentes aux nœuds de la courbe unicursale du quatrième ordre sont tangentes à une même conique.
Car les droites joignant les sommets du triangle de référence aux points d'intersection de la conique qui, transformée par la substitution (i), fournit la courbe du quatrième degré sont à elles-mêmes leurs propres transformées et deviennent les tangentes aux nœuds. Pour le prouver, considérons l'équation
f{yz, zx, xy) = AjS^s _|_ ^z'^x"- -4- Sl'x'^y'^
-\- iBx^yz -f- 2B'y^xz -^ 2B"z'xy.
L équation des tangentes en ^ = o, jk = o sera — ^ = o ou
Ay^ -{- A'x^ -h Q.B"xy = o;
c'est l'équation du faisceau des droites issues du point ^ = o, y = o et aboutissant aux intersections de la conique
avec la droite ^ = o. Donc, etc. c. q. f. d.
On peut classer les courbes du quatrième ordre unicursales d'après la manière dont les coniques desquelles elles sont les transformées coupent le triangle de référence, ou, si l'on veut, le triangle des trois nœuds.
En général, on appelle les courbes du quatrième degré des quartiques, et les courbes du quatrième degré unicursales ayant trois nœuds sont désignées sous le nom de quartiques
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trinodales. Lorsque les trois points d'intersection de la conique génératrice avec le triangle de référence sont réels, les trois nœuds de la quartique trinodale ont des tangentes réelles; si un côté du triangle de référence coupe la conique en deux points imaginaires, les tangentes à la quartique au sommet opposé sont imaginaires : ces points sont alors des points isolés.
Un cas intéressant est celui où la conique touche un côté du triangle de référence; le sommet correspondant est alors pour la quartique un point de rebroussement. Lorsque la conique génératrice est inscrite dans le triangle de référence, la quartique est dite tricuspidale, elle a alors trois rebroussements ; les tangentes aux rehroussements se coupent alors évidemment en un même point.
L'équation générale des quartiques tricuspidales se déduit facilement de la conique génératrice : cette équation est
IV. — Sur la transformation par rayons vecteurs réciproques
La transformation par rayons vecteurs réciproques, dont nous avons déjà eu l'occasion de parler, est une transformation quadratique. En effet, en appelant r et r' les rayons vecteurs de deux courbes transformées l'une de l'autre par rayons vecteurs réciproques, en prenant le pôle pour origine
des coordonnées, on a
rr' = A2
et, en appelant x^ y et x' y les coordonnées des points dont r et A-' sont les rayons vecteurs,
d'où l'on tire
APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. Io3
on a d'ailleurs
Les points fondamentaux sont les points circulaires de l'infini et le pôle de la transformation.
Étudions l'influence d'une transformation par rayons vecteurs réciproques sur le degré d'une courbe. Soit
l'équation d'une courbe de degré m, fi[x^ y) désignant en général un polynôme homogène de degré i. Si nous effectuons la transformation (i) en effaçant les accents devenus inutiles, nous obtenons sa transformée par rayons vecteurs réciproques
(3) k^"^f,n{x, ^)-f- rU-2— 2/^_i(:r, j) +. . .-h r^"^fo = o,
r- désignant, pour abréger, x--ï-y-. Cette équation sera en général de degré 2 m. Ainsi, en général ;
Une titans formation par rayons vecteurs réciproques double le degré dhine courbe.
Toutefois_, supposons que la courbe ait pour points multiples le pôle et les points circulaires de l'infini (points fondamentaux). Soient q l'ordre de multiplicité de l'origine, p l'ordre de multiplicité de chaque point circulaire de l'infini. Le dernier terme de l'équation (3) sera r2'"~2?A'^^y*^ et l'équation en question ne sera plus que de degré im — iq -\- q ou 2 m — ^ ; de plus r'-P sera en facteur partout, en sorte que, si on le supprime et si l'on désigne par m! le degré de la transformée, on aura
m' =^ im — ip — q\
en appelant p' le nombre de fois que la transformée passe par chaque point circulaire de l'infini, et q' le nombre de fois qu'elle passe par le pôle, on a en outre
on a de même
m = im' — iq'—p\ p = m' — iq\ q = m' — p' — q' .
Au surplus, ces dernières équations sont des conséquences de celles qui précèdent.
Gomme l'on voit, si m= 2p -\- q^ le degré m' de la transformée pourra devenir égal à celui de la proposée ni. C'est ce qui a lieu dans le cercle m= 2, p ^= i, q =^ o, quand il ne passe pas par l'origine.
V. — Des courbes anallagmatiques
M. Moutard a étudié les courbes qui sont à elles-mêmes leurs propres transformées par rayons vecteurs réciproques sous le nom à'' anallagmatiques ; elles jouissent de propriétés curieuses, grâce à la présence de leurs points singuliers qui coïncident avec les points circulaires de l'infini.
Théorème de M. Moutard. — Toute anallagmatique est V enveloppe d^ une série de cercles orthogonaux à un cercle fixe appelé directeur, et dont les centres se meuvent sur une courbe appelée déférente.
En effet, si l'on considère le quadrilatère qui a pour sommets deux points infiniment voisins de l'anallagmatique et leurs correspondants, ce quadrilatère sera inscriptible, et le cercle circonscrit touchera l'anallagmatique en deux points m, et m! , Du pôle O, menons la sécante Om, elle passera en m^ et l'on aura Om x Om'= k^, k désignant le module de la transformation-, si de O l'on mène la tangente à ce cercle, elle sera égale à A", et il est clair que le cercle de rayon k décrit de l'origine comme centre sera orthogonal au premier cercle considéré qui enveloppe l'anallagmatique.
Le cercle directeur est donc le cercle de rayon k décrit du pôle comme centre.
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Réciproquement : Toute enveloppe de cercle qui reste orthogonal à un cercle donné est une anallagmatique.
Donnons-nous une déférente, c'est-à-dire une courbe le long de laquelle on fera mouvoir le centre d'un cercle orthogonal à un cercle fixe de rajon A"; prenons le centre de ce cercle directeur pour pôle d'une transformation de module k. La tangente à la déférente au point où se trouve le centre du cercle qui engendre l'anallagmatique est perpendiculaire à la droite qui joint les deux points où le cercle mobile touche son enveloppe; pour le prouver, il suffît d'observer que le cercle mobile a pour équation
a et 3 désignant un point de la déférente ; comme il est orthogonal au cercle x- -\-y- = k-, on a
et, par suite, son équation peut s'écrire
x^-^y^ — lOLX — 2 pj^ + /c2 = o ;
son enveloppe s'obtient en éliminant a entre cette équation et sa dérivée
qui exprime que le coefficient angulaire ^' de la tangente à la déférente est é^al à : la tano:ente à la déférente est donc
perpendiculaire au rayon vecteur des deux points où le cercle mobile touche son enveloppe.
Soit P le point où la tangente à la déférente rencontre le rayon vecteur 0 mm' des points où le cercle mobile touche son enveloppe; on aura
„ Om-^Om' .
OP = •. k^ = 0m.0m;
si l'on prend sur OP un point F tel que OP. 0F= A-^, le point P' décrira la polaire réciproque de la déférente par rapport au cercle directeur.
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De là résulte la conslruclion suivante de l'équation de l'anallagmatique.
Soit
l'équation de la polaire réciproque de la déférente par rapport au cercle directeur, courbe que nous appellerons aussi seconde déférente, les points m et m! ou plutôt l'un d'eux ayant pour coordonnées x etjK> et pour rayon vecteur r, r sera racine de l'équation du second degré
ou
r2 — 20Pr-f-^2^o
Or on a évidemment
de là et de l'équation précédente on tire
donc
ik'^x
ik\r
l'équation de l'anallagmatique est donc ik'^x ik'^y
ou, siy(^,jK, ^) = o est l'équation de la seconde déférente en coordonnées homogènes,
La substitution (2) transforme donc une courbe en une autre,
qui est l'anallagmatique, ayant la polaire réciproque de celleci pour déférente.
Tl est curieux de voir quelle est la transformée d'une droite
X cosa -i-^sina — p =0;
cette transformée est le cercle
ik-{x cosa -f- y sina) — /?(a:2 -f- j2 _f_ ^-2) — o,
dont le rayon R est donné par la formule
Ce cercle est de rayon nul quand p = A", c'est-à-dire quand la droite donnée est tangente au cercle directeur.
Si donc on mène une tangente commune au cercle directeur et à la seconde déférente, si l'équation de cette tangente est
X cos a -h jK sin a — A" = o, alors
2A'2(a7cosa-i-jK sina) — k{x^ ^ y'^ ^ k^) = o
sera l'équation d'un cercle de rayon nul bitangent à l'anallagmatique : son centre sera donc un foyer. Ainsi
^ = A- cosa, j>/' = A-sina
sont les coordonnées d'un foyer de l'anallagmatique (3). Les foyers d'une anallagmatique sont donc sur le cercle directeur; il est facile de voir qu'ils sont aussi sur la première déférente.
En effet, ce sont les points de contact des tangentes communes au cercle directeur et à la deuxième déférente avec le cercle directeur; ces tangentes ont pour correspondants, dans la figure polaire réciproque, des points de la première déférente communs à cette déférente et au cercle directeur qui se correspond à lui-même.
Ainsi :
Les foyers d'une anallagmatique sont les intersections de la première déférente avec le cercle directeur.
Mais une anallagmatique a encore d'autres foyers qui sont les foyers mêmes de la déférente ; ces foyers sont des foyers singuliers.
En effet, les foyers de la déférente sont des points de concours de droites isotropes tangentes à la déférente ; ces droites sont évidemment tangentes à l'anallagmatique qui a pour points doubles les points circulaires de l'infini, car l'anallagmatique et la déférente ont évidemment les mêmes tangentes isotropes.
VI. — Anallagmatiques du troisième et du quatrième ordre
Soit /(^, JK, z) = o l'équation delà seconde déférente; nous avons vu que l'équation de l'anallagmatique était
son degré est donc en général double de celui de la seconde déférente.
La seconde déférente étant du second degré, la première sera du second degré aussi ; l'équation de la seconde déférente étant de la forme
Acc^-h iBxy -^ Cy^ lax ^ ihy
celle de Tanallagmatique sera de la forme
i{ax-\- by){x'^^ y'^-v-k'^)
-h A ^2 _a_ 2 B xy -h Cj'2 = o,
elle sera du quatrième degré ; lorsque la seconde déférente passe par l'origine, la première est une parabole, l'équation (i) ne contient plus de terme constant et l'anallagmatique a pour équation *
(3) kx'^-^iBxy -^Cy"^-^ i{ax ^ by)(x^- -^ y^'-h k^) = o.
Les équations (2) et (3) sont, comme il est facile de s'en assurer, les équations les plus générales des anallagmatiques
du quatrième et du troisième degré. Elles peuvent en effet s'écrire
(5) i{x^ -^ y'){ax — by)-r- P -{- ik^-{ax^ by) = o,
P désignant un polynôme homogène du second degré.
Les anallagmatiques du quatrième degré ont pour points doubles les points circulaires de l'infini^ et, réciproquement, toute courbe ayant les points circulaires de V infini pour points doubles et qui est du quatrième degré est une anallagmatique.
La première partie de ce théorème est évidente à l'inspection de l'équation (4); réciproquement, toute courbe ayant les points circulaires de l'infini pour points doubles et qui est du quatrième degré a une équation de la forme
(6) (;r2-^JK^)2 + 2(aa7^- by^x"- -^y'^)^V^-\-V<^-\-V^^ o,
Po, P<, Po désignant des polynômes homogènes de degrés 2, I, o. Désignons encore cette équation par cp(^,y)=o, et transportons l'origine en a, p, nous aurons une équation de la forme
(^2 4_ j2)2 _^ 2( a^ -^ èj) (372 -f- j2)
-^2{2ccx-^2^y){x^-\-y^)-^F',_-i-x ^ +^^3 +?(«, P) = o;
cette courbe sera une anallagmatique rapportée à son pôle, si l'on a
2yt2(a-i-2a)=^, 2Â:2(6 + 2J3)=^, Ces trois équations détermineront a, [3, k; pour avoir le
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nombre exact de leurs solutions, observons que l'élimination de A- donne
/ do âo do do
Posons
G=a2-^[32 + aa+èp,
H =. Aa2 -h G {32 -4- 2D a + 2E [3 4-
on pourra supposer
cp(a, P) = G2+H;
les équations (7) pourront alors s'écrire
dG / ^ dG dx doL
dG / r^ dG
V- 2G — TT
dx
•iG
dG
an
„.àGdG
ou
dG dU
dx âp"
d'^ dxj
^„ dG dG dH dn
La première de ces équations est du second degré, elle représente une courbe qui a pour directions asymptotiques l'axe des ;2^ et l'axe desy. La seconde est du cjuatrième degré, elle a les mêmes directions asymptotiques : donc ces deux équations ont huit solutions, dont six seulement sont finies; deux de ces solutions ne conviennent pas à la question : ce
sont les solutions 3
et a
qui ont été introduites
en éliminant A"- par voie de multiplication. Donc :
Les courbes du quatrième degré qui ont les points circulaires de V infini pour points doubles sont anallagmatiques par rapport à quatre pôles différents : elles ont donc quatre déférentes et quatre cercles directeurs ; elles
sont de quatre manières différentes des enveloppes de cercles orthogonaux à des cercles fixes.
VII. — Propriétés des foyers des anallagmatiques du quatrième ordre.
On peut mettre l'équation de la seconde déférente d'une infinité de manières sous la forme
(i) /-(Xi, X2, X3) = 0,
Xi, Xo, X3 désignant des polynômes homogènes du premier degré. Supposons, par exemple,
(2) Xii= aia7-+- (3ijK-i-Yi5
Si l'on fait la transformation
la courbe (i) devient une anallagmatique ; or, dans cette hypothèse, (i) devient
(3) /(ïiSi, Y2S2, T3S3) = o, et l'on a, en supprimant les accents,
S, est la puissance d'un certain cercle Si = 0 dont les coor-
données du centre sont ? — et dont le rayon est
-^ (a^ + jBJ) — A-2 . w gst donc orthogonal au cercle directeur.
Donc :
Toute anallagmatique du quatrième degré jouit de cette propriété, quHl existe une relation homogène du second degré entre les puissances d^un quelconque de ses points par rapport à trois cercles orthogonaux au cercle directeur.
Supposons que l'on prenne les trois droites Xi = o, Xo = o,
X3 ^ o tangentes au cercle directeur; alors on peut supposer
ai = coscpi, Pi=sincpt, Ti = ^^
et les rayons des cercles S,, So, S3 seront k'' — /:'• ou nuls; donc alors on voit que toute anallagmatique du quatrième ordre peut être reptésentée par une équation de la forme
/(Si, S2, S3) = 0,
Y^Si, ySs? y/'^^ désignant les distances dhin point de la courbe à trois points fixes.
Nous considérons en particulier trois droites Xi = o, Xa = 0, X3 = o tangentes à la seconde déférente et au cercle directeur; la déférente en question aura une équation de la forme
ai v/Xi -t- «2 v/^2 -t- «3 /X3 = o ;
l'équation correspondante de l'anallagmatique serade la forme
61 v/Si H- ^2 v/S2 H- 63 /S3 = o.
Donc :
Toute anallagmatique du quatrième ordre peut être considérée comme le lieu des points tels quil existe une relation linéaire et homogène entre les distances de chacun de ses points à trois points fixes.
Les points fixes en question sont les foyers de V anallagmatique. En effet, ce sont des centres de sphères de rayons nuls évidemment bitangents à l'anallagmatique, puisque ce sont les transformées de droites tangentes à la seconde déférente. Autrement, ce sont les points de contact du cercle directeur et delà tangente commune à la deuxième déférente et à ce cercle.
Il y a 4 tangentes communes à la deuxième déférente et au cercle directeur, donc ^ foyers, jouissant trois à trois de propriétés analogues à celles que nous venons d'énoncer.
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Le nombre des foyers d'une courbe du quatrième ordre est (4.3)- ou i44î mais ce nombre n'est pas celui des foyers d'une anallagmatique. En effet, les points circulaires de l'infini sont des points doubles: cela diminue la classe de la courbe de 4 unités; par chaque ombilic on ne pourra meaer que 8 tangentes à la courbe dont 4 aux ombilics mêmes ; le nombre des foyers devra donc être réduit à i6. Ne considérons que les 16 foyers provenant des tangentes qui ne sont pas des tangentes aux points doubles : ce seront les 16 foyers que l'on peut trouver sur les 4 cercles directeurs, les autres foyers sont ceux des déférentes.
VIII. — Ovales de Descartes
Parmi les anallagmatiques du quatrième ordre, il faut surtout remarquer celles qui ont les points ombilicaux non plus seulement pour points doubles, mais pourpoints de rebroussement. Nous les appellerons des cartésiennes pour une raison qui découlera de ce qui suit. Les équations des cartésiennes sont de la forme
en choisissant convenablement les axes, et l'on a entre les coefficients la relation
{\x'^^\iy'-)(\x'^-^Cy^)~-{{px -i- qy)Yiy = 0,
pour ^2 _j_y2 -_ o ; donc
A — G — />2 _|_ ^2 _i_ 2jD^ y/— [ = o.
On choisira ^ = o et l'on aura A — G = /?- ; donc l'équation des cartésiennes est
{x'^-^y'^f-\--ipx{x'^-^y^)-^{p'^-\- G)^2_|_ Cj/2
ou
([) (x^'^y^-\-pxY-\- G(a72-4-j2)_^_ ^pk^-x -\- /c*
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ce que l'on peut encore écrire
Cette anallagmalique a pour deuxième déférente
(-fêy-4§i(-^-^^)=«'
c'est-à-dire une courbe dont le foyer est l'origine : la première déférente est donc un cercle. Réciproquement, si la première déférente d'une anallagmatique est un cercle, la seconde aura son foyer à l'origine, son équation sera de la forme (2), et l'anallagmatique correspondante (i) sera une cartésienne. L'équation (i) peut s'écrire
(^2 _t_ j2 ^poc + ^2)2 4_ G(a72 -4-j^2 ^p^ ^ k'^ ^ _ Q, p CC — C k^ = O
OU encore
ou, en appelant S la quantité
qui est la puissance d'un cercle, et P la fonction linéaire
Goa7-4-GÂ:2+ ^%
Cette équation représente l'enveloppe du cercle
(4) X2 — 2XS-t-P=0.
Si l'on égale le discriminant du premier membre à zéro, on exprimera que le cercle se réduit à un point foyer; or ce discriminant est un polynôme du quatrième degré en X contenant \ en facteur. A la valeur nulle de \ ne correspond pas de foyer, les trois autres valeurs de \ fournissent trois foyers
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en ligne droite; cette droite des foyers est d'ailleurs la droite sur laquelle se meut le centre du cercle (4).
Entre les distances d^ un point de la courbe à deux des trois foyers que Von vient de trouver j il existe une relation linéaire.
En effet, appelons \^ l'une des valeurs de \ qui réduisent le premier membre de (4) à une somme de carrés, si l'on
pose
X2_2XiS-4-P = A,
on pourra, en éliminant S entre cette identité et S^ — P = o, mettre l'équation de la cartésienne sous la forme
Xf — 2X,v/P-i-P = A
ou
(5) Xi-v/p = /A;
en appelant X^ une autre valeur de \ et en posant
Xo— 2X2S-4-P =B, on aura de même
il existe donc entre \jK ety/B la relation linéaire
v/Â — v/B = Xi — X2.
Donc les cartésiennes ne diffèrent pas des courbes dont il a déjà été question sous le nom di ovales de Descartes. La dénomination d'ovales de Descartes s'applique surtout au cas où les trois foyers en ligne droite sont des points réels.
IX. — Les cassinoïdes ou lemniscates
Lorsque la première et, par suite, la seconde déférente sont des courbes à centre ayant leur centre sur le pôle de la
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transformation, l'équation de l'anallagmatique est de la forme
Le cas où A = — G = 2C- est remarquable : la seconde déférente est une hyperbole équilatère et l'anallagmatique porte le nom de cassinoïdej ellipse de Cassini ou lemniscate. Elle a alors pour équation
i x'^ ^ y'^Y -^ ■ic'^iy'^ -- x'^) ^ k'* = o.
Si l'on fait k'' = c* — h'*, cette courbe est telle que le produit de chacun de ses points à deux points fixes distants entre eux de 2C est égal à une constante /i^, ce dont on s'assure en développant l'équation
^/{x — cY-^y^ \/{x-T-cy-^y^ = h'^,
OU, en coordonnées bipolaires,
uv = A2.
La cassinoïde est une courbe que nous avons déjà rencontrée et à laquelle nous avons appris à construire la normale.
La cassinoïde cesse d'être anallagmatique quand c = /i : elle a alors pour équation
mais elle est unicursale et est la transformée par rayons vecteurs réciproques de l'hyperbole équilatère
la cassinoïde porte alors le nom de lemniscate de Bernoulli. Son équation en coordonnées polaires est r^=^ c ^i cosfi.
X. — Transformées par rayons vecteurs réciproques et podaires de coniques.
Les transformées par rayons vecteurs réciproques de coniques ont évidemment pour équation
F(a72 -^ j2)2 _^ ik'^(^x'^-\-y'^){ax -h hy) -f- kx'^ -\-i^xy -h G72 := o ;
si la conique ne passe pas par le pôle, on obtient une anallagmatique du quatrième ordre; si elle passe par le pôle, l'anallagmatique est seulement du troisième ordre. L'équation tangentielle d'une conique étant
A^2 _^ 2Br,^ -i- Gr,2 -+- 2D^ 4- 2Ey) -i- F = o,
une tangente aura pour équation
la perpendiculaire à cette tangente menée de l'origine est
l'élimination de ^ et r, donne la podaire : pour trouver cette podaire, il suffît de remplacer ^ et Tj par
dans l'équation tangentielle de la conique, comme l'on voit :
La podaire d'une courbe fi' est autre chose que La transformée par rayons vecteurs réciproques de sa polaire réciproque, ce que Von savait d^ ailleurs.
On peut donc dire que les podaires de coniques sont aussi des anallagmatiques du quatrième ordre.
Parmi les podaires de coniques, il faut remarquer la podaire de cercle qui a pour équation
R désignant le rayon du cercle et 2 a la distance du centre au pôle. En coordonnées polaires, son équation est
(r2 — 2arcos6)2 — R2r2^ o ou
r- — lar cosO — Rr — o, ou enfin
r = R H- 2a cosO.
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Cette courbe est une conclioïde du cercle r = 2 a cos8. On lui donne aussi le nom de limaçon de Pascal. Quand R = 2^; on a
r = 4<^cos2ie = 2Rcos2|e:
la courbe est alors la cardioïde.
Dans la conchoïde de cercle, la déférente, ou l'une des déférentes, est un cercle, et l'un des cercles directeurs se réduit à un simple point.
XI. — Anallagmatiques du troisième ordre
Lorsque la première déférente est une parabole, la secon(Je déférente passe par Forigine, et Tanallagmatique est du troisième ordre ; elle a alors pour équation
{x'^-\-y'^){ax-^by)-^- kx'^ -\- Cy'^ -\- k^{ax -^- by) =^ o.
Les anallagmatiques du troisième degré passent par les ombilics du plan. Il est facile de voir que toute courbe de troisième degré passant par les ombilics est une anallagmatique ; et, en effet, une telle courbe a pour équation
{x'^-{-y^){ax -i- by)-\- kx'^~ Cy^-\- Ix -^- my -^ n — o.
Appelons ^{x^ y) le premier membre de cette équation, et transportons l'origine en à, P; on aura, pour nouvelle équation de la courbe,
d^ do
Or on peut disposer de A, a et ^ de telle sorte que
dp
l'élimination de k donne
do
les points a, ^ d'intersection de ces deux courbes sont les intersections de la courbe avec l'une de ses polaires dont le pôle est à l'infini . Ce théorème est donc démontré ; on remarquera que, parmi les six solutions de ces équations, l'une est infinie : c'est la solution qui correspond àaa-f- ^j3 = oetàla droite de l'infini.
Les anallagmatiques les plus remarquables du troisième ordre ont un point double, elles sont unicursales; leur équation est
{x'^-^ y^){ax-\- by)-\- A^"2-|- i^xy -^ Gjk^ = o.
La stroplioïde a pour équation
c'est le lieu des points obtenus comme il [suit. Etant donnés un point fixe K{fig. 4) et deux droites rectangulaires ox et
Fig. 4.
oy^ dontl'une passe par A, on prend, sur le rayon vecteur AP,
des longueurs PM et PN égales à o P; le lieu de M et N est la
strophoïde; on a
AM X AN = const.
La strophoïde est une podaire de parabole, le pôle est le pied
de la directrice de la parabole : c'est l'enveloppe d'un cercle qui passe par le pied de la directrice de cette parabole et qui a son centre sur la parabole.
La cissoïde a un point de rebrolissement; son équation est
On connaît la génération de cette courbe donnée par Diodes (t. IT, p. 4o).
XII. — Transformation de M. Hirst
Soient O un point fixe, S une conique : par O menons la sécante 0mm' rencontrant S en /^i et m'\ si a et a' sont deux points conjugués harmoniques de m et m! les figures a et a' seront transformées l'une de l'autre parla méthode de M. Hirst.
Quand la conique S est un cercle et que le point O est son centre, la transformation de Hirst coïncide avec la transformation par rayons vecteurs réciproques : le module est alors le rayon du cercle (facile à vérifier). Les formules de transformation de Hirst sont
A xx' -f- X'yy' H- A" zz' -f- B {yz' -+- zy')
H- B'{zx'-\- xz')-T- B"{xy' -^ yx') = o,
en prenant le point O pour origine; la conique S a alors pour équation
A^2 _^ A>2 _^ A"i;2 _^ 2BjK^ + iB'xz-\- iB"xy = o.
XIII. — Autre mode de transformation
Considérons deux coniques S et S' : soient P la polaire d'un point M par rapport à S, P' la polaire de M par rapport à S'; les droites P et P' se rencontrent en un point M' qui corres-
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pond à M. Soient x^ y, z les coordonnées de M-, x' , j/ et z' celles de M' : on a évidemment
do do do
dj7 ày dz
dx dy dz
cp = o et tj^ = o désignant les équations des coniques S et S', on en conclut
"^ • (;»(j, Z) ^ ' d{z, X) " • d{x,yy on aurait de même
On voit qu'il y a une sorte de réciprocité entre les points x^
y, z elx'.y, z',
La transformation
est un cas particulier de celle que nous venons d'examiner : en effet, ces formules peuvent s'écrire
xx' = yy' ^ zz', ou
xx' — zz'=^o, yy' — zz'r=o.
Ce sont les équations des polaires de x, y, z par rapport aux deux coniques x^ — s^ _- q^ y2 — ^2 __ q^ pj^^g généralement, on peut considérer le point (x'^y, z') comme l'intersection des polaires de Xj y, z par rapport aux coniques conjuguées
A, B, C, A', B', G^ satisfaisant aux équations
BC— GB'= GA— AC = AB'— BÂ
De ces relations on déduit
(A + B-hG)(BG'-GB') = o, ou
car on ne peut pas supposer BC — CB' i= o : ce serait en effet réduire les deux coniques (C) à une seule. Or A + B + C = o signifie que la conique A.r- + By- -|- Gs- = o passe par le point X =^y=z z] donc enfin la transformation
peut être définie géométriquement comme il suit :
Soient S et S' deux coniques passant par le point de concours des bissectrices de leur triangle autopolaire commun; soient P et P' les polaires d'un point {x^y, z) par rapport à ces deux coniques ; x' ^ y' , z' les coordonnées du point de rencontre de ces deux droites P e^ P' : on aura précisément entre les coordonnées des points x, y, z et x\ y, z' les relations (a).
EXERCICES ET NOTES
1. Soient r et 6 les coordonnées polaires d'une courbe, r' et 6' d'autres coordonnées polaires, telles que
r=r'«, e=:/iO',
la courbe ayant pour coordonnées polaires r' et 6' est une transformée de la première (pour n = — i, on a la transformation par rayons vecteurs réciproques) : deux courbes se coupent sous le même angle que leurs transformées, quel que soit n.
r = acos6 représente un cercle et r» = a«cos/i6 représente, pour n = i, un cercle ; pour n — — i , une droite ; pour /i = 2, une lemnis-
cate; pour n = — 2, une hyperbole équilatère; pour n = -, un lima-
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çon de Pascal; pour n = ? une parabole; pour n — — 75? une
caustique par réflexion de parabole, etc.
2. Le cercle osculateur de r"^ = a"^cosm^ intercepte sur le rayon vecteur une corde c, telle que l'on a, en appelant R le rayon de courbure, R = ^"^^ c. (Allégret.)
3. Voici quelques propriétés des courbes du troisième degré : l'équation de toute courbe du troisième degré peut se mettre sous la forme
apY-l-Xa'P'Y' = o,
a, [3, Yj a'j ^', y' désignant des fonctions linéaires.
Si d'un point M pris sur une courbe du troisième degré on mène des tangentes à cette courbe, par quatre points de contact Ai, A2, A3, A4 passent trois couples de droites dont les points de concours sont sur la courbe; les tangentes en ces points de concours passent par un même point situé sur la courbe et sur la tangente en M.
(Maclaurin.)
Si l'on mène d'un point les six tangentes que l'on peut mener à une courbe du troisième degré, les six points de contact (ce que l'on sait parla théorie des polaires) sont sur une conique; les six points restants où ces tangentes rencontrent la courbe sont sur une autre conique doublement tangente à la première.
Lorsqu'une courbe du troisième ordre est à la fois inscrite et circonscrite à un triangle ABC, le produit des rayons de courbure aux sommets A, B, G est égal au cube du rayon du cercle circonscrit au triangle. (Mannheim.)
Les courbes du troisième ordre peuvent être représentées par des équations de la forme
a?Y 4- Xa'3 = o,
a^-^pV'+Yl'— 3Xa?Y=o.
A chacune de ces formes correspondent des propriétés de la courbe que nous nous dispenserons d'énoncer.
(Pour plus de détails, on consultera avec fruit les Leçons de Géométrie de Glebch, recueillies par Lindemann. Traduction française par Benoîst, chez Gauthier-Villars et Fils, ou la Géométrie analytique de M. Salmon).
i. Le lieu des foyers des coniques inscrites dans un quadrilatère
est une courbe du troisième degré qui par projection fournit toutes les courbes du troisième degré. Cette courbe passe par les ombilics.
(SCIIROTTER.)
5. Si l'on mène à une courbe algébrique la série des tangentes parallèles à une direction donnée, le centre des moyennes distances des points de contact sera indépendant de cette direction.
(GhASLES, LlOUVlLLE.)
6. Soient Mi, M2, ... les points d^intersection de deux courbes algébriques; soient R^- et r/ les rayons de courbure de ces courbes au point M/, îii et w/ les angles que les tangentes à ces courbes en M/ font avec un axe fixe : on a
'^/cosli/ costioA I _
^\~K; n~) sin^(i2,— co,-) ~ °"
(LiouviLLE, Journal de Mathématiques, t. VI.)
I. — Préliminaires
Toute relation entre une ou plusieurs fonctions d'une ou de plusieurs variables, ces variables et les dérivées des fonctions en question, est ce que l'on appelle une équation différentielle.
Une équation différentielle ordinaire est une relation entre une ou plusieurs fonctions d'une seule variable et leurs dérivées. L'ordre d'une équation différentielle est l'ordre de la dérivée de l'ordre le plus élevé qui entre dans cette équation.
Une équation est aux dérivées partielles quand elle contient des dérivées partielles relatives à plusieurs variables; son ordre est celui de la dérivée d'ordre le plus élevé qui entre dans cette équation.
Enfin on appelle équations aux différentielles totales celles qui contiennent les différentielles totales d'une ou de plusieurs fonctions et de leurs variables.
Les solutions des équations différentielles portent le nom à^intégrales de ces équations.
Les équations différentielles les plus simples sont les équations différentielles du premier ordre dans lesquelles la fonction inconnue ou la variable n'entrent pas. Au fond, ces deux cas n'en font qu'un. En effet, toute équation différentielle du premier ordre est une relation
f{x, y, dx, dy)^o
entre la fonction y, sa variable x et la dérivée -^ ou les différentielles dx^ dy. Or on peut supposer à volonté que x ou que y est la fonction, et y ou x sera alors la variable indépendante ; si donc, par exemple, x n'entre pas dans l'équation, elle pourra se ramener à la forme
f{y, dx,dy) = o,
et, comme elle est nécessairement homogène en dx etdy, on peut en tirer, théoriquement,
on en déduit
dx . .
= I ^(7)dy
const.,
et X s'obtient en fonction de y au moyen d'une intégration. La question est alors dite ramenée aux quadratures. Si y n'entrait pas dans l'équation, on en déduirait
-^—^{x), y = j ^{x)dx->r const.
et le problème serait encore ramené aux quadratures [à la quadrature de la courbe dont l'ordonnée est ^(^)]. Le nombre des fonctions dont on sait trouver l'intégrale est restreint; mais nous verrons bientôt que cette circonstance ne tient pas à l'imperfection des méthodes que nous avons fait connaître, mais bien à ce que certaines intégrales sont des transcendantes sui generis, que l'on est dans Fimpossibilité absolue d'exprimer à l'aide des signes de l'Algèbre et de la Trigonométrie employés en nombre fini ou, comme l'on dit quelquefois, en termes finis. Nous nous ferons comprendre en faisant observer que, si l'on ne connaissait que les fonctions algébriques, on serait dans l'impossibilité de donner
l'expression de l'intégrale de — ? le logarithme de x ne pouvant pas s'exprimer algébriquement au moyen de x.
Pour élargir le cadre du Calcul intégral, nous étudierons dans les Chapitres suivants les intégrales des fonctions algébriques qui sont des transcendantes nouvelles, afin de pouvoir les introduire dans les calculs, comme on a déjà introduit les logarithmes, leurs inverses les exponentielles et les fonctions trigonométriques, fonctions qui se seraient, comme nous le verrons, présentées d'elles-mêmes dans l'étude des intégrales des fonctions algébriques les plus simples.
II. — Fonctions implicites définies par des équations différentielles.
Considérons le système d'équations différentielles simultanées au nombre de v
dy , ,N
entre les v fonctions x, y, z, . . . , la variable t et leurs dérivées -y-j -—-^ • • •? résolues par rapport à ces dérivées.
Si l'on suppose que, x^ y, z, . . ., ^ variant respectivement autour des points Xq, yQ^ Zq, . . ., tQ les fonctions ^, y, 6, ... restent synectiques par rapport à ces variables, les équations (i) admettront une solution, se réduisant au système x = Xq^ y =yo, ^ = ^o, - • - -, pour t=to.
Chacune des fonctions x, y, z, ... restera synectique à ^intérieur d'un cercle décrit du point tQ comme centre avec un rayon R défini par la formule
A désignant une quantité moindre que le plus petit des modules de x — Xq^ y — y^, . . . , pour lesquels cp, y, tj;, ...
cesseraient d^ être synectiques autour des points Xq^ y Qj . . ., ^0 et M désignant une quantité plus grande que le plus grand des modules maxinia de cp, y, ^, . . ., quand x, y^ z^ . . . se meuvent dans les cercles de rayon A ayant leurs centres en Xq, yo, . . . , ^o-
Admettons un instant la propriété qu'il s'agit d'établir, et calculons les dérivées successives des fonctions x^ y, z, .... Pour cela différentions les formules (i), nous aurons
d-cp ào dx ^'f dy d(f
"di^ ~ àxlTt '^ dy^}~^"'^ ~dt^ d^y _ dy dx dy dy dy
'dW ~ 'dx ~dt ~^ 'dy ~dt '"'^'di^
ou, en remplaçant -jt^ -i' • • • par leurs valeurs (i)
d^ X ào do
'di^ "^ "^ dx '^ '^'^ dy '^ " "
dt^ ^ dx ^- dy '
//3 /y» WS '1/
On aurait de même -n^^ "^' '*"' ^^ différentiant ces for-
mules (2) et en remplaçant -j-, -—■> • • • par leurs valeurs (i), . 1 . dx d^x d^x ,
et amsi de suite. -7-? —7-? -r-^y •••ne seront autre chose
que la fonction «pet ses dérivées totales successives que nous
représenterons parcp(^), ^'(0' '/(^)? ••• ; de même-^? -^, . • •
pourront être représentés par y(^), x'(^)' * * * ' ^^ ^'^^^ aura, par la formule de Taylor supposée applicable,
je vais prouver que ces formules sont effectivement àes intégrales de (i). Et d'abord je prouverai qu'elles sont convergentes :
En effet, on sait que Ton a (p. 5)
-"■'""""Kit.) X X '" AaBPGï
X cp(a7oH-Ag^^^, 7o-i-Be^v'-r^ ,..)d\dr^...,
A, B, G, ... désignant des quantités moindres que les rayons des plus grands cercles décrits àe Xq^ y^, Zq, ... comme centres qui ne contiennent pas de points critiques de la fonction cp. Si dans cette formule on remplace l'exponentielle par son module i, la fonction cp par une quantité M supérieure à la plus grande valeur que peut prendre son module dans les cercles de rayons A, B, . . ., dont il vient d'être question et A, B, G, ... par une quantité A moindre que chacun d'eux, on aura
mod
ou
f)a+p+...cp(3,^^^^^ .,.) a! [3!... M
Maintenant considérons les équations dx M
dt
(5) { dy _ M
de ces équations on tire dx = dy = ... et, par suite,
X — Xt) = y — y^) = z — ^0=..-; L. — Traité d'Analyse, l\
j3o chapitre V.
donc
dx M
dl / X — X^^\^ l t — to
et par suite
dt
t — to
En intégrant depuis t =^ tQy on a
et les fonctions x, y^ ... resteront S3'nectiques, tant que cette équation et sa dérivée relative à x n'auront pas de jacine commune. Cette dérivée est
la valeur de x tirée de là et portée dans (a) donne
I+(v+l)Ml0g(l- ^^^«)=:0,
OU
En résumé, les équations (5) fournissent des valeurs de x,y, z, ... svnectiques autour du point t= t^^ et que l'on peut développer en série à l'intérieur d'un cercle décrit autour de Iq avec un rajon R fini, déterminé par la formule
,_e (v+i)MJ
Les formules (3) serviront à effectuer les développements de X, y, z, ... ; mais il faudra y supposer cp, y, (]>,... égaux , M
Revenons actuellement aux équations (i) : si, à l'aide de ces équations on forme, comme il a été expliqué, les formules (3
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celles-ci seront convergentes, et en effet on vient de voir qu'elles étaient convergentes pour le cas particulier où l'on remplacerait
Or, dans ce cas, i° les modules cp, y, ^^ — pour ^ = ^o ne peuvent qu'augmenter, puisqu'ils sont remplacés par M qui est supérieur à chacun d'eux, 2" les modules de leurs dérivées ne peuvent qu'augmenter, puisqu'ils sont moindres en vertu de (4) que les dérivées de $, à savoir
^a+p+...(^ of!8!...M
Alors, en vertu des formules (i), (2) et de celles que l'on obtiendrait en les différentiant encore, x^ --^, ^TT' ' ' ' ' J^' -^? -T^? •••pour t=tQj c'est-à-dire les valeurs des modules des fonctions 9(^0)7 f'{h)y • • • 7 ^(^0)7 ^'(h)-> . • • , ne peuvent qu'augmenter et, par suite [les séries (3) étant convergentes après la substitution devaient l'être avant], la convergence des séries (3) est établie ; si l'on tire des formules (3)
les valeurs de -17 > ~i}^ "' pour les substituer dans (i), on aura
Mais, en développant les seconds membres, on a t — u
fd':> )-\-{t — Iq)
\'dà) \ ~dÈ ) ' * * • désignant les dérivées totales de cp p
our
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t =z to prises en regardant .Xj y, z, ... comme des fonctions de t définies par les formules (3). Or
d(û d(f dx àv> dy <9cp
'di ~ dx ~di 'dy lit '" Tt '
si l'on fait t=^ t^, on a, d'après les formules (3),
on a donc
d<f\ do do
Le second membre de cette formule est précisément ce que nous avons appelé ^'(^0)7 et ainsi de suite ; la formule (6) est donc identique, et par suite il est prouvé que les formules (i) admettent une solution x, y, z^ ... qui pour ^ = ^^ se réduit kœQ,yo, ^05 • • • ^t reste synectique dans le voisinage de ce point, tant que le module de t — Iq reste inférieur à
a[i — e (v+i)mJ.
III. — Remarques au sujet du théorème précédent
Il est facile de prouver qu'il n'existe qu'un seul système de valeurs de œ^ y, z, ..., monodromes, satisfaisant aux équations (i) et se réduisant k Xq^ yo, ... pour ^ ^ ^o- En effet, s'il existait un second système jouissant de cette propriété, on pourrait le représenter par ^ + ç, y + y, , ^ -|- Ç, . . . , on aurait alors
pour t = to, et
dx d^ . ^ ,
d'où l'on conclurait, en vertu de (i),
DES TRANSCENDANTES. l33
Remplaçons dans ces formules x^y^ z, ... par leurs valeurs en fonction de ^, on aura
~^ dx'
dr, dt
^ dx
pour ^ = ^0 ; ij *^i ? S j • • • sont nuls : donc -r.y -j-^ • • • le sont
aussi : ç, r,, Z, . . . sont donc de la forme (t — to)^-^j où a est au moins égal à deux, ce qui est absurde. En effet, dans les équations précédentes, les seconds membres sont d'ordre plus élevé par rapport à ^ — Iq que les premiers.
I^a démonstration du théorème fondamental que nous venons de donner est due à Cauchy; mais nous avons profité de quelques simplifications apportées par Briot et Bouquet (Théorie des fonctions doublement périodiques).
IV. — Sur l'existence et l'expression des fonctions implicites.
Du théorème démontré (§ II) résulte la synecticité des fonctions implicites. En effet, considérons les équations
fl = 0, J\=0, ..., fn=0,
dans lesquelles/,, . . . , f,i désignent des fonctions de n-\- i variables jKm JK2j - - - ■> yn et œ; ces équations définissent n fonctions implicites ^4, ^2? ••• de ^; ces fonctions sont synectiques, car elles satisfont aux équations différentielles
àfi àfi , dfi ,
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OU bien
dans lesquelles Al ,, A, 2, ... ontdes valeurs bien déterminées si l'on n'a pas
et elles seront développables suivant les puissances entières de ^ — Xq à l'intérieur d'un cercle de rayon
A désignant le plus petit des modules x — ^0 5 JKi — jKi 0 < • • • pour lesquels les seconds membres de (i) cesseraient d'être synectiques et M désignant le module maximum de ces fonctions quand ^, jKi? JKs^ • • • se meuvent dans des cercles de rayon A ayant leurs centres en ^o? JKio? JK20) • • • î enfin y, o> j>^2o sont les valeurs de j^4,jK2' ••• pour ^ = ^o-
V. — Remarque fondamentale au sujet des divers contours d'intégration que peut suivre une variable.
En vertu d'un théorème connu de Gauchy, l'intégrale d'une fonction f(z) prise entre Zq, Z reste la même quand on déforme d'une manière continue le contour d'intégration, pourvu que ce contour ne franchisse pas de point critique de la fonction.
Gela posé, imaginons un contour d'intégration quelconque, ZqZ; sur ce contour appliquons un fil flexible attaché en z^^ et fixé en ce point; au point Z fixons un anneau et faisons passer l'extrémité du fil par cet anneau. Supposons que la fonction f n'ait que des points critiques isolés (nous n'au-
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rons pas dans la suite d'autres cas à considérer) ; en ces points critiques fichons des piquets ronds; cela fait, tirons sur notre fil. •
Le fil va changer de forme, et, pendant sa déformation, il représentera, à chaque instant, un nouveau contour d'intégration fournissant toujours la même valeur de l'intégrale, puisque, grâce aux piquets fichés aux points critiques, le contour d'intégration représenté par le fil n'a pu franchir un tel point.
Supposons maintenant que notre fil soit complètement tendu : il aff"ectera la forme générale d'un polygone ayant pour côtés les droites joignant les points critiques, d'une droite joignant le point Zq à un point critique et d'une droite joignant un point critique au point Z.
Lâchons le fil en Z, puis, appliquant un piquet sur chacun des côtés du polygone, ramenons ce piquet en Zq en entraînant le fil; passons ensuite successivement le piquet entre le fil et les piquets fichés aux points critiques qu'il pourrait embrasser une ou plusieurs fois et ramenons le piquet mobile en ^0 en entraînant les brins de fil. Le contour d'intégration représenté par le fil, en se déformant, ne franchit toujours pas de point critique, et notre intégrale prise le long du contour définitif a la même valeur que l'intégrale prise le long du contour primitif.
Le contour d'intégration affecte alors la forme d'une série de boucles entourant les points critiques, que l'on peut considérer comme des lacets, et d'une ligne ordinairement droite allant de Zq à Z. Il n'y aurait d'exception à cette règle que s'il se trouvait un point critique sur la droite ZqTj', le chemin rectiligne ZqTj pourrait alors être remplacé par un chemin légèrement courbe ne passant pas par le point criti(jue. De là résulte cette proposition fondamentale :
Théorème. — Lorsquon veut intégrer la fonction f{z) entre les limites Zq et Z, tout contour peut être ramené, sans changer la valeur de V intégrale, à une suite de lacets
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enveloppant les points critiques, ayant leur entrée en z^ et au chemin rectiligne ZqTj.
VI. — Des transcendantes auxquelles conduit l'intégration des fonctions rationnelles. — Logarithmes.
Le problème qui se présente au début du Calcul intégral est l'intégration des fonctions rationnelles. Pour le résoudre, il est naturel de décomposer ces fonctions en éléments simples
de la forme Kx^ et ; — ? où a. A, m, n désiernent des
constantes, dont les deux dernières sont des entiers. Chacune de ces fonctions simples peut être intégrée; toutefois, quand n=^i, on est conduit à la considération de la fonction
dx
que l'on ramène facilement, par un changement de variable, à
dz
Cette fonction est la fonction logarithmique; bien qu'elle nous soit parfaitement connue, il ne sera pas inutile de déduire ses propriétés de l'équation
dz — >
de prouver que cette fonction ne peut pas s'exprimer en fonction algébrique de x et de montrer qu'elle constitue une transcendante.
D'après ce que nous avons vu au paragraphe précédent, tout contour d'intégration conduisant de i à jp peut être ramené à une série de lacets ajant leur entrée au point i enveloppant le point critique o, et au contour rectiligne allant du point I au point x. Appelons u la valeur de l'intégrale prise le long de ce dernier chemin.
L'intégrale prise le long du lacet se compose : i'^ de l'intégrale
prise le long d'un bord; 2" de l'intégrale prise le long du cercle, laquelle est égale à dz 2uy/ — i multiplié par le résidu de - ou I ; 3° de l'intégrale
'^dz
prise le long de l'autre bord, cette intégrale détruit la première; en tout on a donc, pour l'intégrale prise le long du lacet, d= 2 71 y/ — i j suivant que le lacet a été parcouru dans le sens direct ou rétrograde.
Supposons que le lacet ait été parcouru m fois dans un sens, n fois dans un autre, et que l'on ait ensuite parcouru le chemin rectiligne; on voit que la valeur de l'intégrale sera
aNir / — 1+ u,
N représentant la différence des entiers m et n, et u représentant l'intégrale prise le long du chemin rectiligne qui va du point I au point z. L'intégrale a donc une infinité de valeurs.
Si Ton appelle j" le logarithme de ^, en sorte que
dz
la fonction inverse x de y pourra être désignée par e^ et, en vertu d'un théorème connu (p. 127), e^ sera monodrome, monogène, finie et continue dans toute l'étendue du plan, excepté pour x = o et^ = ao; mais alors y est infini. D'après ce que l'on a vu tout à l'heure, on aura, pour toutes les valeurs entières de N,
er+2N7rv/=ï = er,
et la fonction e^ est périodique; sa période est 2Try/ — i.
L'équation
dx dy
â?(log^4-logJK) = 0,
qni peut aussi s'écrire
y dx -H X dy = o ou d xy = o
montre que logx* -|- logj^ et xy, ajant leurs différentielles nulles en même temps, sont constantes en même temps; on
peut donc poser
\o^x^\o^y=f{xy),
f désignant une fonction que nous déterminerons en faisant jc = I , alors \o^x = o, et Ton a
'ogjK = /(jk);
la fonction y* est donc un logarithme, et l'on a
logx-^\ogy = \ogxy.
Par suite, si l'on pose logx = u, logj^ = (^, on a
M -T- p = log(e"e^) ou enfin
Comme on le voit, la théorie des exponentielles et des logarithmes découle de la façon la plus simple des principes élémentaires du Calcul intégral.
La fonction logx ne saurait être algébrique, son inverse e^ par suite non plus; en effet, pour une même valeur de x, une fonction algébrique de x n'a qu'un nombre limité de valeurs se permutant les unes dans les autres.
VIL — Transcendantes auxquelles on est conduit par l'intégration des fonctions algébriques. — Intégrales abéliennes.
On sait intégrer les fonctions rationnelles à l'aide de la transcendante logarithmique. Il y a lieu de chercher à intégrer les fonctions algébriques; mais, quand on aborde ce pro-
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blême général, on le trouve hérissé de difficultés : tout porte à croire que les intégrales des fonctions algébriques définissent des transcendantes nouvelles.
On a donné le nom d'intégrales abéliennes aux intégrales des fonctions algébriques irrationnelles.
VII. — Intégrales des fonctions algébriques du second ordre des fonctions circulaires et hyperboliques.
Soit y une fonction algébrique du second ordre définie par l'équation
(0 Xo72 + Xi7-4-X2=0,
Xo, X,, X2 désignant des poljnômes de degrés o, i, 2. Toute intégrale de la forme
dans laquelle j^ désigne une solution de l'équation (i) pourra s'obtenir au moyen des fonctions algébriques et logarithmiques,
D'abord, en supposant j = w ^' , l'équation (i) devient
Xo ^2-^X2+ -^ = o,
et u- n'est autre chose que la racine d'un polynôme du second degré; l'intégrale (2) est donc l'intégrale d'une fonction rationnelle de x et d'un radical de la forme \jax'^ -^ bx -^ c\ on a vu que Fintégrale (2) dépendait algébriquement et même rationnellement des intégrales simples
r"" dx r-^ dx r^
t/o sj \ — x'^ Jq / ih- 572 Jq
dx
lesquelles pourraient elles-mêmes être rendues intégrales de fonctions rationnelles.
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Nous allons étudier directement la fonction arcsin^ définie par l'équation
ar
r^ dx rcsina7= / -— =
le radical étant censé égal à -h i quand x est égal à sa limite inférieure. Voyons d'abord combien de valeurs cette fonction peut prendre pour chaque valeur de x ; tous les chemins qui conduisent de O en ^ peuvent se ramener à des lacets suivis du chemin rectiligne O x. Soit u la valeur de l'intégrale prise le long de ce chemin rectiligne : la fonction placée sous
le signe / a deux points critiques — i et + i, qui donnent
lieu à deux lacets (p. iS^).
Considérons l'un d'eux bdfca {fig- 5), le radical étant censé pris avec la valeur -J- i pour la valeur initiale x = o\
l'intégrale prise le long du bord bd sera
r^ dx _ TT
Jq y/i — 372 2
L'intégrale prise le long du cercle est nulle; l'intégrale relative au bord ca est égale à
dx
En effet, quand la variable z a tourné le long du cercle dfc^
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le radical a pris en c un signe contraire à celui qu'il possédait
en d, et c'est 7=^ qu'il faut intégrer le long de ca. L'in-
tégrale relative au lacet H- i est donc t:. On verrait de même que l'intégrale relative au lacet — i est — tc.
Maintenant supposons que la variable z, après avoir décrit le lacet + i , décrive encore ce lacet : le radical prend à la sortie du lacet une valeur égale et de signe contraire à celle qu'il avait à son entrée; si z décrit alors une seconde fois ce lacet, l'intégrale croîtra non pas de tt, mais de — iz, ce qui donnera o pour sa valeur totale, après avoir décrit deux fois le lacet; si l'on décrivait une troisième fois le lacet, on trouverait de nouveau tu pour valeur de l'intégrale, et la valeur du radical à la sortie serait — 1 , et ainsi de suite.
Si z, après avoir décrit le lacet -]- i, décrit le lacet — i , l'intégrale prendra la valeur tc — ( — -) ou 211, et le radical reprend à l'origine la valeur -f- 1 .
D'une manière générale, appelons A, B, G, . . . les valeurs de l'intégrale prise le long de l'un des deux lacets, et supposons que, après avoir parcouru plusieurs fois dans un ordre quelconque les lacets^ la variable z décrive le contour rectiligne O^, l'intégrale prendra la valeur générale
A — B + G — D ...dzFqz f*
le signe + ou — étant mis devant w, suivant que le nombre des intégrales A, B, C, ... est pair ou impair.
On peut toujours supposer que A^ B, B ^ C, C ^ D, . . . , car il serait inutile d'écrire des termes qui se détruisent; or A = — B = Gz= . . . =z dzTz : donc la valeur générale de l'intégrale que nous avons appelée arc sin^ est
Q.nT,-^U ou (2W-Hi)tC— M,
n désignant un entier. La fonction inverse de arcsin^ ou sin u jouira donc des propriétés suivantes :
s'm(2mz -{- u)= sin u, sin (2/171-1- 71 — m) = sin M.
Il est facile de voir d'ailleurs que la fonction sinu = .x^ définie par l'équation
dx
(4) Tu=^'-^'
[équivalente à (3) si l'on ajoute que, pour m = o, on a ^ = o] est monodrome. Il ne pourrait y avoir d'exception à cette règle que si x se trouvait dans le voisinage des points — i et
-f- 1 (p. 1 2^) ; mais, si l'on pose x =^ i — ?-, on a
ou
du 1
pour ^ = I , ^ = o. Or ^ est monodrome autour du point pour lequel on a ^ = 0; donc œ est aussi monodrome autour du point pour lequel x = i ; on verrait de même que x ne cesse pas d'être monodrome autour du point — 1 ; ainsi l'équation (3) définit sin^ comme fonction de u monodrome dans toute l'étendue du plan.
IX. — Formule fondamentale de la Trigonométrie
La formule fondamentale de la Trigonométrie rectiligne peut se déduire du Calcul intégral. Ainsi, en posant
r-^ dx
dx
- = arcsina?
et en adoptant cette formule comme définition de arcsinx, on aura, pour intégrale de l'équation
, . dx dy
l'équation
(2) arc sin^ + arc sinjK = arc sine,
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OÙ c désigne une constante. Mais on peut intégrer autrement la formule (i) et l'écrire
dx )/\ — y'*' -^ dy \l \ — r'^ = o
ou
/ dx /i — y'^ -^ \ dy / 1 — ^'^ = «,
a désignant une nouvelle constante; en intégrant par parties, on a
OU, en vertu de (i),
x^i — y'^-^ys/i — x'^= a\
(2) montre que, pour ^ = 0, y = c; si Ton fait ici :r = o, on a y = a : donc a^ c^ et par suite
En appelant alors sin^ la fonction inverse de arc sin^ et en posant arc sin^ := a, arc sinj- = b,
a -[- b =^ arc sine ; on a, au lieu de (3),
sina /i — sm^b -\- sine /i — sin^a = sin(a + 6).
Les signes des radicaux se vérifient en faisant successivement a := o, b = o. C'est la formule fondamentale de la Trigonométrie.
X. — Intégrales des fonctions algébriques de genre zéro
On a vu que les fonctions algébriques pouvaient se classer par genres (p. 82). Les fonctions de genre zéro sont définies par des équations algébriques représentant des courbes unicursales, et l'on sait que, si jk est fonction algébrique de x de
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genre zéro, on peut exprimer ^r et y en fonction rationnelle d'un même paramètre t. L'intégrale
y dx ^ ou même cette autre
U = / Y{^x,y)dx,
dans laquelle F désigne une fonction rationnelle, peut toujours être calculée au moyen des signes ordinaires de l'Algèbre, y compris le signe log, c'est-à-dire en termes finis; en effet, si l'on remplace x Ql y par les fonctions rationnelles cp(i) et ^(^), on trouve
la quantité placée sous le signe / étant rationnelle en ^j on en conclut que :
Théorème. — Les fonctions rationnelles de x et d'une fonction de genre zéro peuvent toujours s'intégrer en termes finis.
XI. — Intégrales des fonctions algébriques de genre
Les intégrales des fonctions algébriques de genre zéro n'engendrent pas de transcendantes nouvelles; elles peuvent s'exprimer au moyen des fonctions algébriques et logarithmiques. Il n'en est pas de même des intégrales des fonctions de genre un et a fortiori des intégrales des fonctions de genre supérieur, comme nous ne tarderons pas à le démontrer.
Les intégrales des fonctions de genre i méritent d'être étudiées à part : on leur a donné le nom d'intégrales elliptiques. Si ^ désigne une fonction de x de genre i, x el y pourront s'exprimer, comme l'on a vu (p. 88), en fonction rationnelle d'un paramètre t et d'un radical R de la forme
R = '^at'* -f- bt^ -\- cV- -\- dt-\- e,
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a, 6, c, d^ e désignant des constantes, en sorte que, si F(^,y) désigne une fonction rationnelle de x et dej^, l'intégrale elliptique
U = I F{x, y)dx
pourra se ramener à la forme
6(^, R) désignant une fonction rationnelle de t et de R.
XII. -- Sur l'impossibilité d'exprimer les fonctions abéliennes au moyen des signes ordinaires de l'Algèbre.
Les théories que nous allons exposer sont dues àLiouville {Journal de Crelle, t. 12 et 13; Académie des Sciences de Paris, 24 juin 1837).
Liouville appelle transcendantes de première espèce les fonctions algébriques de e"i, e"s . . . , logz^,, logi^o? . . . , ?^i, Wo^ • • , les lettres m<, Wo, . • • désignant des fonctions algébriques. On appelle transcendantes de seconde espèce les fonctions algébriques de e^i^e^--, . . . ,log(^4 ,log(^2 5 • . • j^o . • • , les lettres t^i , t^o ? • • • désignant des transcendantes de première espèce, etc.
Ceci posé, nous allons chercher la condition pour que l'intégrale abélienne I ydx^ ^^ y est une fonction algébrique,
soit exprimable par le moyen des fonctions algébriques exponentielles ou logarithmiques.
Supposons d'abord j y dx exprimable en fonction algébrique de fonctions de première espèce, et soit
Jydx=f{x,e^'^,e"'2, . . . , logwi, log W2, ..
Rien n'empêche de supposer qu'entre e"<, e"^, . . ., logi/,
logWoî ... il n'existe pas de relation algébrique, sans quoi, s'il en existait une, on pourrait remplacer log?^i , par exemple, par sa valeur au moyen des autres transcendantes.
Je dis que la fonction e"i ne saurait figurer dans le second membre de (i); en effet, remplaçant /par cp(e"i, x) ou même par cp(8, x) en posant e"i = 8, on aura
et, en différentiant,
(2) y = cp,(6,a.)ô^^+cp,(6,^),
où nous désignons, pour abréger, par o^ et Oo les dérivées
-r|) -p; mais cette formule (2) ne saurait avoir lieu, puisque
elle établirait une relation algébrique entre nos transcendantes, ce qui est contraire à notre hypothèse, à moins que les exponentielles qui y figurent dans les signes fonctionnels ne disparaissent identiquement. Si ces exponentielles disparaissent, on peut remplacer 8 par |jl8 ou même par une quantité quelconque, sans troubler l'égalité (2), et l'on a alors
(3)y = cp,(e,^)e^-i-cp,(0,^) = cp,(jA^)!^ô^ + ?2((A^);
d'où l'on conclut, en intégrant,
çp(6, 07)= cp({jL6,a7)-i- const.; la constante dépendra en général de [j., et l'on aura
Il ne faut pas oublier que (3) est une identité; (4) doit donc aussi être identique et avoir lieu quel que soit 8 ; on peut alors supposer 8=1 : on a alors
ce qui détermine ^{]^)\ (4) devient alors
0(6, 57)— cp(),:r;= cpd^e,^)— cp(|x,a7).
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Si l'on différentie successivement par rapport à 0 et |jl, on a
d'où l'on tire, en éliminant o,(8a, x)^
jj.cpi(tj., x) = 6cpi(0, x) = const, = <ï.
Ainsi
€t, en intégrant,
cp(6, a^) = a logO -f- 6,
Z* désignant une nouvelle constante; on a donc
cp (6, x) = a loge"i-r- ^ = aui-r- h\
la fonction cp ne contient donc pas d'exponentielles; donc '.
Une intégrale abélienne ne peut pas contenir d'exponentielles dans son expression, si elle est transcendante de première espèce.
Supposons maintenant que 9 :;= \o^u^, et, explicitant cette fonction, posons
(i) lydx = o{^,x),
En difFérentiant (i), on a
le second membre de cette formule doit être indépendant de 8 : on peut donc y remplacer 9 par 9 -+- |jl et l'on a identiquement
cpi(0 -\- IX, a;} ^ 4- (p2(0 -i- [X, x) = cpi(0, ^.) ^^^ 4- cp2(0, x).
U\ Ui
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En intégrant, on a alors
cp(6 -+- [X, ^) = cp(6, 57) 4- t];( [J.),
t!>(|jL) désignant une constante par rapport à .r; si l'on fait
Q ^ O; il vient
o{ix, x) = cp(o, a7)4-^j;(jJ.),
d'où, par soustraction,
cp(6-i-îx, 37) — cp(;x, x) = cp(0, ^) — cp(o, X).
Si l'on différentie alors successivement par rapport à [x
et 9, on a
cûi(6 -^ [x, x) — (^i{ix,x) = o,
cpi(e-i- [x, ^) — cpi(8, X) = o; donc
(2) ^lilJ-, ^) = Çi(9î ^) = const. = a, d'où
cp(ô, X) = «e-hè,
a el b désignant des constantes d'intégration, c'est-à-dire des quantités indépendantes de 9, mais pouvant dépendre de œ. On a donc
(3) ^{^, x) = I ydx = alo^Ui-^ b.
Mais on peut aller plus loin et prouver que a est constant. En effet, en vertu de (2), on peut poser
cp,(0-f-|j., a7) = a, ,
[JL désignant une constante; on a donc
cp(6 -h [JL, a?) = a6 -h ^1.
Changeant 9 en 9 — [jl, on aura
©(6-, x) = j y dx = a{^ — [x) ^ bû
or les valeurs de fydx données par celte formule et par (.^) ne peuvent différer que par une constante; donc
aÔ -^ b — a{^ — \x)— by = const.;
donc a'j.-i- b — bi doit être constant quel que soit |j., et, en particulier, en supposant a constant,
da , d(b — bi) _ ' dx dx '
quel que soit a ; par suite ^ = o et -^— ^^ — ^ = o; donc a est bien un nombre constant. Donc :
Théorème. — Si V intégrale \ y dx est une transcendante de première espèce, on a forcément
y dx ■= Z<o -1- A 1 log Hx -h A2 log Ui
a^^ Wi, «2> ••• désignant des fonctions algébriques A^ Ao, ... des constantes.
Ce premier théorème est de Liouville.
Maintenant supposons l'intégrale /jk <^^ exprimable au moyen d'une transcendante de seconde espèce, on pourra poser
j y dx = o(e«., e«-., ..., logWi,logW2, . . . ),
cp désignant une fonction algébrique de fonctions de première espèce et de e"i, e"î, . . ., logz^i, logz<2: • • •? ^^ i^,, «2, • • • les u désignant non plus des fonctions algébriques, mais des transcendantes de première espèce.
On prouvera, comme tout à l'heure, que e"i, e"^, ... ne
peuvent pas figurer dans l'expression de 1 y dx et que log Ui ,
logW2, • • • n'y entrent que sous forme linéaire avec des coefficients constants, en sorte que
y dx = Wo H- Aj log Wi -h k^Xo^u^^
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iio, «1, Uo^ ' • ' désignant des transcendantes de première espèce. Or Liouville trouve encore que Uq^ u^, . . ., u,i sont simplement algébriques; la démonstration se fait en posant
1 ydx^ cp(e^, x)^o{^, x),
ç désignant l'une des fonctions algébriques qui figurent dans Wo, Ui, Wo, . . .: en employant le même mode de démonstration que tout à l'iieure, qui réussit grâce à ce que les dérivées de cp sont algébriques par rapport à u^, U2, . . . , on prouve que e^ ne doit pas figurer dans Ui, 112, ... ; on voitdemême^ en posant
j ydx = o{\o^v, x)= cp(6, x),
que 9 ne peut entrer dans j ydx.
Le même raisonnement s'appliquerait au cas où j y dx
serait supposée transcendante de troisième espèce, et ainsi de suite ; donc enfin :
Théorème II. — Si une intégrale abélienne est exprimable à Vaide des signes de V Algèbre ordinaire en y adjoignant les signes logarithmiques ou trigonométriques, elle est nécessairement de la forme
(H) 1 y dx = Uq-^ AilogMj -h A2logM2 -h. . .,
Wo, Wn U2, ... désignant des fonctions algébriques et A,, A2, ... des constantes.
Abel a prouvé que Uq, w,, . . ., Un étaient des fonctions rationnelles de x et de y. Pour le voir, il suffit d'exprimer Wo, Wi , . . . en fonction rationnelle d'une même fonction algébrique \. Cette fonction \ satisfera à une équation irréductible à coefficients entiers en x; mais il est clair que l'on pourra d'une infinité de manières s'arranger de telle sorte que
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ses coefficients contiennent y. Piien n'empêche de supposer cette équation A = o irréductible en \; or, si l'on différentie l'équation (H), on obtient une relation rationnelle en ^,JK) A, qui peut servir à définir A. Or, l'équation considérée A = o étant irréductible, la relation rationnelle en question doit admettre toutes les racines de A = o pour une même valeur de ^r et de j^; en faisant alors dans (H) ). égal à chacune des racines de A = o et en ajoutant les résultats censés au nombre de |ji, on a
ti. / jK dx -=1.110-}- Al logll^i -\- A2 logll w^ -f-. . .;
mais S;^OJ H;/,, Iluo, - . . sont des fonctions symétriques des racines de A = o : ils s'exprimeront donc en fonction rationnelle de X et de j. c. q. f. d.
XIII. — Impossibilité d'exprimer les intégrales elliptiques à l'aide de transcendantes plus simples.
Nous avons vu que les intégrales elliptiques, ou intégrales des fonctions du premier genre, se ramenaient à la forme
fA^,<
(n Jf{R,x)dx,
R désignant la racine carrée d'un polynôme du troisième ou du quatrième degré et / une fraction rationnelle. Or toute fonction rationnelle de R et ;r peut se mettre sous la forme
A-f-BR _ (A-^BR)(C — DR) C -^ DK ~ G2 — D2R2 '
A, B, G, D désignant des fonctions entières, et par suite sous la forme
RS
La première intégrale s'obtient facilement, la seconde se décompose en d'autres de la forme
/;r'« d.T r dx K ' ,/ (:r— a)'«R
abstraction faite de facteurs constants, en décomposant la
fraction — en éléments simples.
Je vais prouver que l'intégrale la plus simple,
ne peut être exprimée au moyen des fonctions algébriques logarithmiques, etc. En effet, si une pareille expression était possible, on aurait, en vertu du théorème d'Abel démontré au paragraphe précédent,
y"^ = Po+QoR-^VA,Iog(P,--Q,R),
P/ et Qi désignant des fonctions rationnelles, que l'on peut, sans nuire à la généralité, supposer entières si t>o et A, désignant une constante-, mais je dis que l'on doit aussi supposer Pq et Qo ^entiers. En effet, supposons Pq ou Qo infinis
r"" dx pour X = a, Po 4- QoR sera infini, mais / -5- est nécessairement fini, quand même R- contiendrait le facteur x — a, car il ne saurait le contenir deux fois (sans quoi R se ramènerait à la forme (x — a)R', R' désignant un radical portant sur un polynôme du deuxième degré); donc il faudrait que l'une des quantités P/ + Q^R fût nulle pour ^^a, mais Po -f- QoR pour des valeurs de x voisines de a ne saurait être de même ordre infinitésimal que log(P/H-Q/R) qui est de
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l'ordre de log(^ — a); donc Pq et Qo, ne devenant pas infinis, sont nécessairement entiers.
On peut supposer que l'intégrale qui figure dans (i) ait été prise le long d'un contour rectiligne ; alors, si l'on intègre
d'abord autour d'un lacet relatif à rr, la formule ( i ) devra être
remplacée par la suivante, où 8 désigne une constante,
r"^=Po-QoR-f-yA,log(P,-Q,R
et, en la combinant avec (i), on a
6 = 2Po+2A,log(P? - Ql R2), que l'on peut mettre sous la forme
6 = 2Po-l-^ wlog(;r — a),
m et a désignant des constantes. Cette formule est impossible si les termes logarithmiques qui deviennent infinis dans le second membre ne sont pas nuls, et alors Po est constant; on a donc
Po désignant une constante; différentions, nous aurons I _ «^R «?Qo
ou
ou
Soit
R- = ax'' -H bx^ -+- cx'^ -i- dx -+- e, Qo = Aa7"»-}-Ba7'«-i-i-.. .-i- Gx-hll,
on devra
avoir
2 =(Aa7'«-+-.
.. — H)(4aa^3
Ax'
ou, en identifiant,
2 = Hâ?-T-2eG, 0 = 4^^ + 2 m A a.
//^ devrait être égal à — 2, ce qui est absurde; ainsi, parmi les intégrales elliptiques auxquelles donnent lieu les fonctions algébriques de genre un, les plus simples, celles qui
sont de la forme
'dx
sont des transcendantes nouvelles. Le Chapitre suivant sera consacré à l'étude de ces transcendantes et de leurs inverses. Nous croyons devoir placer dans ce Chapitre un théorème général dû à Abel et dont nous ferons un fréquent usage.
XIV. — Théorème d'Abel
Dans une Note très succincte, Abel indique la possibilité de former des combinaisons linéaires d'intégrales de fonctions algébriques, exprimables au moyen des signes de l'Algèbre élémentaire. Au fond, le théorème d'Abel revient au suivant :
Soit
une courbe algébrique, réductible ou irréductible, de degré m ; si Von coupe cette courbe par une courbe algébrique de degré n à coefficients variables,
et si l'on appelle (^,, ji), (^2, 72), • • -, {^h Ji)^ • • • ^^^ a r= mn points d^ intersection de ces deux courbes, on aura la relation
¥{xi,yi)dxi
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F{x,y) désignant une fonction entière quelconque de degré au plus égal à m — 3, et /'^{^i y) désignant la-
dérivée -f • ày
Pour démontrer ce théorème, nous observerons que x^^ y^^ ^ii y-i-! ' ' • sont fonctions des paramètres contenus dans les coefficients variables de ^, ou, si l'on veut, de ces coefficients; si alors on fait varier ces coefficients et si l'on appelle dà la différentielle de ^ relative à ces coefficients, x et y restant constants, on aura, pour des valeurs quelconques de x eiy satisfaisant à (i) et (2),
àf ^ àf .
-^ dx -\- -^ dy = o,
dx ày -^
^dx-,--^dy-^d^=^o, ou bien, en éliminant dy,
à{x,y) ày
OU, en remplaçant -^ par/2(^, jk)?
F(x,y)dx d'\i¥(x,y)_
M^, y) "^ \à(f, 4^)1 ~ ''• là(^,y)i
Si, dans cette formule, nous faisons successivement x =: Xi, X2, . . . , x^,el si nous ajoutons les résultats, nous aurons, en vertu d'un théorème démontré (p. 822, t. I), en observant
que F(^, y) d'\i est de degré inférieur à ^ ^S
¥(xi,yi)dxi
ce qu'il fallait démontrer.
XV. — Application du théorème d'Abel à un système hyperelliptique.
Soit X un polynôme du degré ip donné par la formule
X = «0 -T- <^l ^ -+- <^2 ^^ + • • • + Cilp ^^^
et X/ ce que devient ce polynôme quand on y fait x^Xi\ considérons la courbe
et coupons-la par une courbe variable de degré />
dans laquelle U désignera un polynôme entier de degré/?; les deux courbes se couperont en 2/? poinls(^<,jr<),(^2>JK2)' • ^ dont les abscisses x^ , .To, . . . , x^p seront racines de
Nous supposerons fixes les p intersections (^^_,_o J/?+i )i • ■> {x^p^y^p) ; il suffit pour cela de déterminer/? des p + i coefficients de U par les p formules
(4) yp+\='^p+U JK/.+2 = Uyj-^2, •• « 72p=U2p-
Alors, entre les/? points {x^,y^), . , . , (x^,^^) restés variables,
il exis
forme
il existera, en vertu du théorème d'Abel, des relations de la
ou
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F désignant un polynôme de degré ip — 3 en ^ q\ y arbitraire. En particulier, on aura
Tx dx\ x--> dx.i Xp dxp _
f 37^-2 <i^i rrf-2 «ijC2 , ^^'~2 ^-^p
Si maintenant on considère ce système, il sera satisfait en prenant pour.^, , ^2» • . . , ^p les points d'intersection variables de (i) et (2), en sorte que pour intégrer le système (i) on formera l'équation (3)
on divisera son premier membre par {x — Xp^^), ..., {x — X2p)\ ^p+i, ' ■ - , x.2p étant connus, l'équation résultante
fournira alors x^^ x.2, . - • , Xp, et, si l'on a
R = \qxp-^ Ai^/^-14-. . .-4- A^, on en conclura
] XiXi^XxX^-^...-^XpXp+'^= ~,
(") \ Ao
_ - Ap
X\ X2 • • . Xp HZ — r — •
En éliminant entre ces équations le paramètre variable qui reste dans U, on aura/? — i relations entre Xi, X2, • • • , ^/j, qui seront les intégrales de (5) renfermant les constantes Xp^^ , Xp^2, ' ' ", ^2p qui se réduisent à/> — i .
On pourrait encore trouver sous forme algébrique les inté-
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grales de (5) en développant l'équation U- — X= o sous la
forme
FqX^p -+- PiX^P-^ + . . . -f- Psp = o,
sans exprimer que U prend des valeurs données pour
X = Xp-^i, . . . , X^p'
Alors on aurait
Pi
Xi-\- X^-h. . ■ -^ OC'ip — p- j
» 2p iCl 372 -^3 • • . ^ip = -K— '
En éliminant ensuite Xp^ -^p+ii • • -i ^2p el un coefficient de U, on aurait encore p — i relations entre ^,, ^o, . . • , ^y? et les coefficients de U qui seraient dans ce cas les constantes d'intégration.
Il résulte de là un fait curieux dont toute l'importance sera développée plus loin : les équations (5) ont pour intégrales, sous forme transcendante, les relations évidentes
= const., . . . ,
>^ r dxi -«-1 fxidx
et ces équations sont équivalentes à des équations algébriques qui sont les intégrales déduites des Considérations qui précèdent.
XVI. — Généralisation du théorème d'Abel
Le théorème d'Abel peut être généralisé comme il suit : Soient
/l(^l, OC2, ..., ^/t) = 0, ,
fn-\{Xu X2, ..., Xn) = 0
DES TRANSCENDANTES. 1 5g
n — I équations algébriques de degré m ; si nous leur adjoignons V équation à coefficients variables de degré p
et si nous désignons par
l'une quelconque des (jl :=pm^^~* solutions de(i)^ (2), nous aurons
idjfuf,, ..■,./;-i) 1 "'*'
F désignant un polynôme quelconque de degré m — 3.
La démonstration de ce théorème se fait comme celle du théorème précédent. On différentie les équations (i) et (2) par rapport aux coefficients àe fn, et l'on a
-^ dxx -h ~— dx^ -i- . . . 4- -^ dxa = o,
ÔX'^ OX=i OX,i
^Azldx,-^^-^dx.-^...-:-^^dx,,=0,
dxi 0x2 oXfi
et, en éliminant dx2, dx-i. . . . , dxn,
axi -I- «-r-: aj,i =■ o ,
d{Xi, X2, ..., Xn) d(X2, X-i, . . ., x„)
multiplions par F(x^, x^^ .... Xn) et divisons par
à{fuU .-..fn) djfuf,. .■•,/n-l)^ d{Xu X2, ..., Xn) à{X2, X3, ..., Xa) '
remplaçons ensuite Xi, x^^ . , . ^ Xn successivement par x^ ,, x^2'. • • • j X{n\ ' ' • -^n? ^i2i • • • 5 ^im • . • et ajoutons les
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résultats ainsi obtenus : nous aurons, en vertu du théorème (t. I, p. 822), la formule
qu'il fallait démontrer.
Nous aurons plus tard l'occasion de faire des applications de ce théorème qui donne toute la théorie des biquadratiques. gauches.
THÉORIE DES INTÉGRALES ELLIPTIQUES. l6l
Préliminaires.
On a donné le nom ai intégrales elliptiques^ comme nous l'avons dit, aux intégrales de la forme
Jy{x, /X)
dx.
F désignant une fonction rationnelle de x et de y/X, etX un polynôme du troisième ou du quatrième degré ; c'est à cette forme que se ramènent les intégrales des fonctions algébriques de genre un.
C'est le comte Fagnano qui a attiré l'attention des géomètres sur ces nouvelles transcendantes par ses travaux sur la comparaison des arcs d'ellipse et de lemniscate. Euler a ensuite intégré l'équation
dx _ dy
v/A ic* H- BiF» -h Ga72 _^_ Da7 -h E /Ajk* + B^3 _,_ ç^yi _,_ Djk -+- E
sous forme algébrique, et a ainsi fait faire le premier pas à la théorie des fonctions elliptiques {Noçi commentarii Petrop . , t. VI et VII). Lagrange {Mém, de Turin, t. IV, et Fonctions analytiques) a donné une méthode plus simple et plus naturelle pour résoudre la même question ; il a donné aussi une méthode pour transformer les unes dans les autres les intégrales elliptiques, en s'appuyant sur une découverte de Lau- ^v den, dont nous aurons l'occasion de nous occuper bientôt. L. — Traité d'Analyse, IV. ii
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En 1811, Legendre a fait paraître un Traité volumineux, enrichi de Tables numériques, et qui contient tout ce qui avait été écrit jusque-là sur ce sujet; mais c'est à Jacobi et à Abel que nous devons la connaissance de la nature intime des fonctions elliptiques. Ces éminents géomètres ont eu l'idée d'étudier non plus les intégrales elliptiques, mais les fonctions inverses de ces intégrales, et ont été ainsi les véritables fondateurs de la théorie des fonctions elliptiques. On comprendra facilement l'importance du point de vue auquel se plaçaient Abel et Jacobi, si l'on réfléchit que les intégrales des fonctions de X et de ^ ax^ -\- bx + c donnent naissance aux fonctions circulaires inverses de celles que l'on considère en Trigonométrie, et qui sont bien plus importantes.
Il serait injuste de ne pas mentionner ici Cauchy et Puiseux, le premier pour nous avoir révélé l'origine des périodes, et le second pour nous avoir fait connaître la manière dont se permutent les racines des équations algébriques les plus générales et les diverses valeurs que peuvent prendre leurs intégrales. 11 serait également injuste de ne pas mentionner les admirables travaux de MM. Hermite, Liouville, Weierstrass, etc., qui ont éclairé d'une lumière si vive une théorie restée peut-être un peu obscure dans les Œuvres d'Abel et de Jacobi.
(Voir, Bulletin des Se. math., 2® série, t. III, décembre 1879, p. 489, un résumé historique de la Théorie des Fonctions elliptiques, par Kœnigsberger.)
nII. — Réduction des intégrales elliptiques à des types simples.
Soit F(.r, y/X) une fonction rationnelle de x et du radical y/X; on peut mettre F sous la forme
p^ A+By/X
G + Dy/x'
A, B, c, D désignant des polynômes entiers en ^; si alors on
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multiplie haut et bas par G — D \^X, on a
P, Q désignant de nouvelles fonctions entières; F se décompose alors en deux parties, l'une rationnelle que l'on sait intégrer, et l'autre de la forme
H désignant une fonction rationnelle, ou -— , G désignant
une nouvelle fonction rationnelle.
Nous n'aurons donc besoin que d'étudier les intégrales elliptiques de la forme
Et d'ailleurs rien ne suppose jusqu'à présent que le polynôme X soit du troisième ou du quatrième degré, de sorte que la réduction que nous venons de faire s'appliquerait encore aux intégrales dites ultra-elliptiques^ dans lesquelles X est d'un degré supérieur à quatre.
Mil. — Problème de la transformation.
Jacobi a donné le nom de problème de la transformation au suivant :
Etant donnée une expression de la forme
dx
oii X désigne un polynôme entier du quatrième degré en X, la changer en une autre de la forme
dv
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Y désignant un polynôme entier du quatrième degré en y, au moyen d' un changement de variable de la forme
U et\ désignant des polynômes entiers en y que l'on peut supposer premiers entre eux.
Pour résoudre cette question, supposons
nous aurons
dx {V'Y — y'\])dy
v/X ~ /(U - aV)( U — PV)(U — yV)(U — 8 V)*
Pour que le second membre de cette formule soit de la forme -^j il est nécessaire que le polynôme placé sous le radical
soit le produit d'un carré par un polynôme du quatrième degré en y, mais cela ne suffît pas, il faut encore que le carré en question soit égal, à un facteur constant près, à U'V — V^U. Soit/? le degré des polynômes U, V ; le polynôme
P =, (U — aV)(U — PV)(U - yV)(U — s V)
sera du degré 4/?; le carré dont nous avons parlé est alors de degré ^p — 4j sa racine est de degré ip — 2; c'est précisément le degré de U'V — VU, si l'on observe que le degré de ce polynôme, en apparence ip — i , est en réalité ip — 2, les termes en ip — i se détruisant mutuellement.
Je dis maintenant qu'il suffit que le polynôme P se décompose en un polynôme du quatrième degré et en un carré, pour que la racine de ce carré divise U' V — VU et, par suite, soit égale, à un facteur constant près, à U'V — VU, en sorte que, pour que la transformation soit possible, il suffit que P soit le produit d'un carré par un polynôme du quatrième degré.
Si P est divisible par un carré, il sera le produit de facteurs doubles, provenant d'un même binôme U — aV, U — [3V, . . . ;
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en effet, U — aV et U — [^V ne sauraient avoir un facteur commun, sans quoi ce facteur diviserait leur différence (a — P) V et, par suite, V et U, qui par hypothèse sont premiers entre eux; mais, si U — aV, par exemple, admet un facteur double, ce facteur appartiendra à U' — aV ou à U'(U — aV)— U(U'— aVO, c'est-à-dire à son égal — a(U'V — VU): donc la racine du carré en question sera précisément U^V —VU, et il est facile de voir que notre raisonnement s'applique au cas où U et V seraient, l'un de degré /?, l'autre de degré p — i , parce que U' V — V^U serait encore de degré ip — 2.
^IV. — Transformation du premier degré.
Le degré de la transformation est le degré le plus élevé des polynômes U, V qui entrent dans l'expression de x en y. Dans la transformation du premier degré, on a
si l'on applique cette transformation à la différentielle
dx
elle devient
(ba' — ab') dy
^ \[i^b — ^b')y-^ a— aa'][(6 — '^b')y -^ a—^a'\../
la transformation du premier degré réussit donc toujours, et cela d'une infinité de manières; on peut alors profiter de l'indétermination de a, b, a', 6', pour faire disparaître un certain nombre de termes dans le polynôme Y qui figure sous le radical du polynôme transformé. On fera disparaître les termes de degré impair, en posant, par exemple,
- ia!){h -
nnnrfs ^ ^
dans ces formules il n'entre que les rapports —, ? y?; nous pou-
vons alors supposer a^= i , Z>'= i , et l'on a
a-^-bv
et les quantités a, b seront données par les formules
OU bien
2ab — (a -t- P)(a H- 6) -+- 2a[3 = o, 2ab — (y -h o)(a -r- 6) + 270 — o;
on en conclut
a et b sont donc racines d'une équation du second degré facile à résoudre.
Remarque I. — Si a -+- p = y -+- 0 = 25, notre méthode tombe en défaut; mais alors la transformation devient inutile, si son but est de faire disparaître les termes enj^ etjK'. En effet, on a alors
~ ( x^ — 'isx -+- ap)(a72 — Q,sx -+- yo )
= [(x — sy-^0L^ — 52] [(x — 5)2 4- YO — 52],
et, en prenante — s = y ou x ^= y -\- s, on a. une transformation très simple permettant de ramener la différentielle (1) à la forme voulue.
Remarque IL — Supposons a, j3, y, ù réels ou imaginaires conjuguées deux à deux; il est facile de voir que la transformation que nous avons faite conduit à des valeurs
réelles de a et h. En effet, pour que l'équation qui donne ces quantités ait ses racines réelles, il faut et il suffît que
(ap — Y0)2— [a^(Y-l-o) — Yo(aH-{i)](a-i- p — Y — o)>o;
car ah el a-\- b sont évidemment réels, rien n'empêchant de conjuguer a avec j^ et y avec â. Si l'on développe cette formule, on trouve
1° Supposons a, j^, y, o réels; on peut supposer
et cette formule se trouve satisfaite.
1^ Supposons a et ^ conjugués, y et o réels, a — y et ^ — y seront conjugués ainsi que a — 8, et ^ — ô; le produit
sera donc positif.
3° Si a et j3 sont conjugués, ainsi que y et 8, a — y et ^ — ô seront conjugués, ainsi que a — 8 et ^ — y, et le produit considéré sera positif.
Donc, on peut toujours, au moyen d'une transformation réelle du premier degré, faire disparaître de la différentielle -— où X est un polynôme à coefficients réels
du quatrième degré, les termes du degré impair; du reste, X prend la forme A(i-f- my^)(i -h ny^); A, m, n désignant des quantités réelles.
4 V. — Transformation du second degré.
Si les polynômes que nous avons appelés U et V sont du second degré, pour que la transformation réussisse, chacun des facteurs
u_av, v-^y, u-yV, u — 5V
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étant du second degré, il faut que deux d'entre eux soient des carrés parfaits ; nous poserons alors
U — aV
et t' désignant +1 ou — i , d'où l'on tire facilement ^
Quant à l'expression
yd\} -U^V
v/(U — aV)(U — l^Y)
on la calcule aisément en observant que le numérateur peut
s écrire
[(U_aV)6/(U — ^iV) — (U — Î^V)^(U-aV)],
et que l'on peut supposer jk = o, vu que l'expression en question est de la forme dy x const. On trouve ainsi
dx _ is/tt'iab' — ba')dy
v/A(U— yV)(U-3V)
L'indétermination des polynômes U et V permettra de simplifier le polynôme Y placé sous le radical. Mais nous n'avons pas l'intention de pousser plus avant l'étude des transformations des divers degrés : ce que nous avons dit suffit pour l'objet que nous avons en vue; lorsque nous aurons dans la suite besoin d'effectuer une transformation, nous mettrons simplement à profit les remarques faites par Jacobi.
VI. — Applications du problème de la transformation à la réduction des intégrales elliptiques.
Nous avons vu que les intégrales elliptiques se ramenaient à la forme
Gdx
OÙ G désignait une fonction rationnelle de ^ et X un polynôme du troisième et du quatrième degré.
Si X est du quatrième degré, une transformation du premier ordre ou du second ordre ramènera, comme on l'a vu,
doc d'Y
— ^ à la forme -;-■> Y désignant un polynôme du quatrième
degré ne contenant pas de puissances impaires de y. Nous avons même vu que, si X avait des coefficients réels, Y avait des coefficients réels également.
Si X est du troisième degré, on peut ramener —— à la même forme; en effet, on peut poser
dx dx
. v/X v/A(;r-a)(^-p)(x-Y) prenant x — a = ^, on a
dx dz
S/X v/A^(^-i-a-[ii)(^-^a-Y) et, en faisant z =y-y
dx 1 dv
v/X v/A(r2-T-a-fi)(j=^^a-Y)
Le polynôme placé sous le nouveau radical est bien bicarré
et de plus réel si a est réel et p, y réels, ou conjugués.
Toute intégrale elliptique se ramène donc à des intégrales
de la forme
Gdx
où X est un polynôme du quatrième degré ne contenant pas de puissances impaires de x. On peut toujours supposer que G ne contient pas de puissances impaires de x non plus, car on a
^ A-f-Ba7
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A, B, C, D désignant des polynômes ne contenant pas de puissances impaires de ^; on a, par suite,
(A -^Bx){G — Bx)
G se décomposera donc en deux termes de la forme P et Q.r, P et Q désignant des fonctions rationnelles de x- : ainsi
G dcc f P dx fQ.^ dx
rCjdx _ rvdx r
Or l'intégrale / • se calculera par les procédés ordinaires
du Calcul intégral en prenant x^ pour variable, et le calcul d'une intégrale elliptique se trouve ramené à celui d'une inté-
grale de la forme
Pdx
où p désigne une fonction rationnelle de x^y et X une fonction entière du second degré de x"^. Dans cette intégrale nous supposerons
X = ax'* -i- bx' -h c.
Elle peut, en décomposant l'expression rationnelle P en éléments simples, se ramener à une somme d'autres de la forme
rx^"^dx r dx
OÙ A, m, a sont des constantes, dont la seconde m est nécessairement un entier. Or je dis que, dans la première intégrale, on peut toujours supposer m = ^ ou o; en effet, on a
d{x^P+^ ^ax^-\- bx-^^ c)
= (2j0 + i)x^P sj ax'* -T- bx' + c 4- iP^p+i - dx
L \J ax* -^ bx'^ -^ c\
OU
— ^ x[ip2p+4(2/? + 3)a -+- x^-P+^(ip -\- :t)b -^ x^P {2p ^ \)c];
^ax'' -h bx^-i- c
en intégrant, il vient
/x^P+'*dx __ x^P-^^\/X rip-hi b x^-P+^dx
V/X ~ {ip-h^)a ~J ip-\-3 a ^% /ip -\-\ c x'^P dx ip -^Z a 'pC '
formule qui permet d'exprimer successivement
/iP* dx r x^ dx 7^' J ~7^' ■■■
en fonction de
/dx fx^- dx
l'intégrale
/dx
se ramène aux intégrales précédentes et à
/dx
au moyen de la formule
= ï(x^ -+- a)P y/X -f- ixH.^^ H- a)P-ip y/X + f^^li^llil^'l^^,
laquelle est de la forme
A, B, G désignant des constantes; cette formule int" donne le moyen de calculer
da^-
en fonction de / — — — — ,^, de / — ~ et de / -y=- Au
surplus
r de
J (X'-^oc
est la dérivée d'ordre m — i relative à a de
(_,)m-i /- dx
JVII. — Forme définitive des intégrales elliptiques.
Les intégrales elliptiques sont, d'après ce que nous avons vu, réductibles à trois types
r dx rx'^dx r dx
^'^ JW J 'W' J i^'-^^Wx'
OÙ X désigne un polynôme du quatrième degré ne contenant pas de puissances impaires de œ, ou de la forme
A(i-}- mx^){i-+- nx^),
A, m, n désignant des quantités constantes (réelles, si le polynôme primitif du quatrième degré a des coefficients réels). Si nous nous plaçons dans le cas général, A, m, n seront quelconques et, en posant ma:^ = — z-, on aura
dx — dz : '^ni
A- désignant une quantité quelconque réelle ou imaginaire.
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Les trois intégrales (i) peuvent donc être ramenées aux formes
/dx r x'^dx
dx
ces trois intégrales portent le nom d'intégrales de première, de deuxième et de troisièm^e espèce; k est ce que l'on appelle le module. Legendre pose
alors les intégrales précédentes prennent les formes suivantes, auxquelles nous mettrons des limites,
do r^ sin2c5<ic5
Jr^ do r^
^ v/i-A-2sin2cp' J^
/ 1 — k'^ sin^cp do
(sin2çp -h oc) y/i — k'^ suV^o Legendre remplaçait la seconde intégrale par
Jv/i — A-2 sin^cp do.
qui n'en diffère que par une intégrale de première espèce. Sous cette dernière forme, l'intégrale de seconde espèce représente l'arc d'une ellipse dont les équations sont
X = \/i — ^2coscp, JK = sincp,
d'où est venu le nom d^intégrales elliptiques^ donné aux expressions que nous étudions. Quant à la troisième intégrale, il la considérait surtout sous la forme
(i-h /i2 sin2çp) y/i — A:2sin2(p La quantité cp est V amplitude et n est le paramètre. Pour
abréger l'éc ri tiire,Legendre désignait le radical ^i — k- sin^cp par Acp ; on a alors
=: sin am /
En appelant u l'intégrale de première espèce, Jacobi fait usage des notations suivantes
cp = amif, iP=sinamM,
\/ 1 — ip2 — cosami^, s/ 1 — k-x"^ = ù^diXnu'^
nous ferons usage des notations plus simples de Gudermann
x=^snu, \/ \ — x^ = cnu, yi — k^x'^=^àxiu.
4 VIII. — Réduction du module au-dessous de l'unité.
Lorsque les intégrales elliptiques de première, de seconde ou de troisième espèce proviennent de la réduction d'une intégrale de la forme
f¥{x, /\)dx,
dans laquelle X désigne un polynôme à coefficients réels, on peut toujours supposer le module A réel et inférieur à l'unité. En effet, par la transformation du premier degré, nous avons
vu que la différentielle -— se ramenait à la forme
(i) ^ =-du,
V/A(i -h mx~){\ H- nx'^)
A, m, n désignant des quantités réelles (i^Oi/- 1^ Remarque II, p. 1 66); maintenant, pour ramener cette différentielle à la forme
(.) Mrfr . •
/(i-r-Hi-Z'^j^)
OÙ M désigne une constante, eflectuons la transformation irrationnelle
nous aurons Z)du= (ba'-af)ydy
/A ( a' -I- 6>2)( a + by^) [( a' -\- m a) -hy^- (6' -t- m è)J[(a' + /i a) +72 (^,' + /i /> j ]
Pour que du affecte alors la forme (2), il suffît que l'un des facteurs placés sous le radical devienne égal ày^, et qu'un autre facteur se réduise à une constante ; les facteurs restants devront affecter la forme 1 — JK^, i — k^y^j en les divisant au besoin par des facteurs constants.
On devra donc avoir l'une des égalités
a', a, a' -{- ma, a'-i-/ia=o,
avec l'une quelconque des suivantes qui ne soit pas de même
rang
b',b, b'—mb, b'-{-nb=o,
ce qui constitue douze combinaisons.
Toutefois, comme on ne doit pas avoir ba' — ab'=o, ou
-, = V77 on ne devra pas prendre à la fois è =0, b'==o^ ni
a = o avec a' = o, ce qui réduit le nombre de nos combinaisons à dix.
Première combinaison : a' = Oj 6 = 0. — Le radical qui entre dans la formule (3) prend la forme
y\/Ab'a[ma-\~b'ymna^b'y^]
ou bien, faisant abstraction du facteur jk qui détruit celui qui entre au numérateur de du.
, / Ab' / b' \ / b' ^
y mna \ ma ) \ na"^
Pour que cette expression affecte la forme
à un facteur constant près, k étant moindre que un, il faut que
(4) kb'mna^o
et que
ma ' na
Ces deux dernières conditions seront remplies si l'on prend
— = — m et — ^ — k'-n: on devra donc avoir m = k-n: a a ^ '
cette condition sera satisfaite si m et n sont de mêmes signes,
car on peut toujours supposer n^ m en valeur absolue.
Si l'on suppose m el n positifs, — ou b'a sera négatif; la
formule (4) exige alors que A soit négatif. Si m et ^ sont
négatifs, — et b'a sont positifs, A doit donc être positif; donc :
Si A>>o, m<<o, Al < o, la transformation à employer sera
Si A <:^ o, /?z > o, ^ > o, il faudra prendre encore
my'^
cette transformation réussit, mais elle est imaginaire ; nous la rejetterons pour ce motif.
En discutant d'une façon analogue chacune des neuf autres combinaisons qui peuvent se présenter, on arrive à cette conclusion :
Pour ramener la différentielle (i) à la forme (2), où /: <^ i :
1° Si A >> O; m^ o, Al >> o, posez
m(i-72) 2° Si A > o, m <C o, 7? > o, posez
3" Si A ^ o, m <C o, /^ <; o, posez
4"^ Si A ^ o, m <] o, /i <^ o, posez
niJi 5*^ Si A <^ o, m <C o, /z ^ o, posez
ô*" Si A < o, m > o, /2 ;> o, aucune transformation réelle ne peut évidemment réussir.
Bien que l'on puisse réduire le module à être moindre que l'unité, il ne sera pas nécessaire dans la pratique d'effectuer cette réduction, ainsi qu'on le verra dans la suite. On pourra même faire usage de modules imaginaires.
v^IX. — Transformation de fcanden.
Proposons-nous de transformer l'expression
. , dx
ou une autre de la forme
mdy
A cet effet, effectuons une transformation du second degré X =^ ^\ pour que cette transformation réussisse, il faut que l'on ait identiquement
(V _ U)(V + U)(V - A-U)(V ^k\])= T2(, - j2)(i _ /,'2_^2)^ L. — Traité d'Analyse, IV. 12
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et l'on peut essayer d'y satisfaire en posant
£ et £' étant égaux à zb i; si l'on prend a = a', les deux premières formules donneront
V = a H- k'cLy^.
U = aj(i + k')\
les deux dernières formules (3) donnent alors
a [, + k'y-L _ /,(i ^ k')y-\ = £(a -H byY, a[i + ky^ -i- k{\ -f- k')y] = £'(a'-r- 6'jk)2,
si l'on prend
Les premiers membres de ces formules seront des carrés parfaits, et la substitution
transformera la différentielle (i) en (2); d'ailleurs de (4) on tire
en effectuant la transformation, on a
dx dvd -i- k')
v/(i— ^2y(7:ir/:2^2^ ^ /(i— jk2)(i — A'^^^) En résumé, si l'on pose
yî- 7<a^uj6 > '^^^^^^pnniTj:: U^-a\
on aura
dx __ dy{\-\-k')
On peut donner une autre forme à ce théorème et dire que, si l'on pose
sin<p =
on aura
do _ d<i^(\-^k')
s/i — /»:2sin2çp ^ y/i — X:'2 sin^t]; /
(Landen, Philosophical Transactions^ 1770.)
0 X. — Interprétation géométrique.
Jacobi a donné une démonstration géométrique du résultat précédent [Math. Werke).
Considérons un cercle de rayon R {fig. 6); soient AB un
diamètre, C un point pris sur ce diamètre, O le centre. Soit OC = «, prenons un point M sur le cercle ; soient MCA = ^, MBA = cp ses coordonnées angulaires; en déplaçant ce point infiniment peu et en l'amenant en M', on a
^..., .. , MM' ii\do M.\l'=2Rû?9 et -TT7T —
v/a^H- R24- 2aR cos2cp
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D'un autre côlé,
MM' _ sinM'CM _ d'^»
MG - sinCM'M ~ cosGMO
s/i — sin2GM0 / «^2 '
en égalant les deux valeurs de -^^^ , on a
2 R ^cp d^
v/(a + R)2 — 4aR sin2cp / a^sin^tj;
et, si l'on pose
on aura
^j . . A'2sin2p
i-\- k Enfin le triangle GOM donnera
.,. "'^* sin(2cp — d;) _ a _
ce qui fera connaître o en fonction de (j^, ou vice versa. On donne quelquefois une autre forme à ces formules. On
pose k' = tang2-; \^ formule (2) devient alors
2 tang-
k = ^ = sin<
i + tang2-
de même,
■ + /" , + tang'-ie
,^. t/la>^(t»-'i;f«^'>^ ^«^'^«-^^^^^ ktt^^<>>l<="'^'^
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de sorte que (i) donne
^^^^"9 / 4/ I — tang2-sin2t|;
Si tangQ «< I, tang'-- sera beaucoup plus petit que sin^. La
transformation de Landen permet donc de remplacer une intégrale elliptique par une autre de module plus petit; cette dernière sera plus facile à calculer par les séries. D'ailleurs, en appliquant plusieurs fois de suite la transformation de Landen, on a
^ v/i-sin2 6sin2cp ^cos^-^o y/i - sin^Ôisin^cp;
_ T r"^- doi
Qt2cos2?cos2^^o V^i " sin2 63 siii^ cpg
Du reste.
sinOi = tang- 6, sin62 = tang- 61,
de sorte que, 9/^ étant suffisamment petit, on pourra prendre
Jft V I — sin2 0,iSin-çD„
et l'on aura à peu près dfs>
mais, au lieu de faire plusieurs transformations successives, il vaudra souvent mieux faire usage de la formule
/>? do r"? _i
J^ V^ I — A-2 sin2 cp Jo
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si l'on développe la quantité qui multiplie ûfcp par la formule du binôme, on a
ou
r'^ ^? _ ^ k^/ sin2cp\
j^ y/r^r~yf2sin2tp ~ * 4 V ^ /
sin2cp + cp
>'XI. — Sur la moyenne arithmético-géométrique. Soient jn et n deux quantités positives arbitraires ; posons
m^ = , rii = \/ mn.
mi-+- ji]
rii = v/mi^ij
les quantités m^^ //Zg, 7723, . . . tendent vers une certaine limite; les quantités /i<, /lo, 713, . . . tendent vers la même limite que l'on appelle la moyenne arithmético-géométrique des nombres m et n.
D'abord les nombres m^ el n^ sont compris entre m et n, m2 et n2 sont compris entre m^ et n,, .... Ainsi, en se rappelant que la moyenne arithmétique de deux quantités est plus grande que leur moyenne géométrique, on voit que m^^ m2, m^i, . . . sont des nombres qui vont en décroissant sans devenir inférieurs à n^ ; ces nombres ont donc une limite [Ji. Les nombres n^, n2^ n^^ ... ont de même une limite v. Je dis que p. =^ v; en effet, on a
JT^p -+- np ,
nip^Y — — ^ ^ , /ip+i = V' ^'^P ^P '■)
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on en conclut
rtip+x — rip^x = \Wnip — ^iipY
ou
s/nip+y — \/n
\Sirnp—sJjip)
ou
;(v/mp+i+ v//ip+i) 2 ( v/mp4-i + y/zip+i
s/nip^^ — s/jip^x < \ ( s/nip — s/jip) ;
les différences sjrup — sjrip vont donc en décroissant plus rapidement que les termes d'une progression géométrique de raison égale à ^, donc ^nip et ^rip ou nip et rip ont même limite : ainsi [Ji = v.
On peut déduire la valeur de \k des formules de transformation de Landen. Nous avons trouvé
do
^2sin2cp
sin(2 o — <\i)
siinj;
Si l'on fait (|> z= 2-, la dernière formule montre que (p = 2-; nous aurons alors, pour cp = 211,
c/cp
Maintenant posons
\/cos2 cp H- (i — A'^) sin2 (
'isjk
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ces formules deviendront
1 + /c' Or, en supposant
m^ — , ji^ — sj mil,
l'égalité k = — ^, est satisfaite, et l'on a
/•'^ d^ ^ r'"" do
Jq \/"^i cos^tj; -f- nj sin^t]; J^ \/m'^ cos^cp H- n^ sin^cp On a donc, par un calcul de proche en proche,
/•^^ d^ _ /-^^ rfcp
J^ //n^ cos2çp + 7i2 sin^cp J^ v^m^ cos2 cp -H /i2 sin2 cp
et à la limite, en remplaçant rrip et rip par [x,
v/m^ cos^ cp -H /i2 sin^ cp
ou enfin
c?cp
/^ yjni'^ cos^ cp -f- /i^ sin^ cp
d'où l'on tire la valeur de la moyenne jji arithmético-géométrique, exprimée au moyen d'une intégrale elliptique. Cette solution a été donnée par Gauss.
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^ I. — Étude de l'intégrale ii= j
Gdz
Proposons-nous d'étudier les diverses valeurs que peut prendre l'intégrale suivante où G, a, p, y, S sont indépendants de ^,
^^_ r^ Gdz ^
''"Jo v/(^-a)(^-^)(^-Y)(^-o)'
quand on fait varier z en lui faisant suivre différents chemins.
Tous les chemins qui mènent de o en ^ peuvent se ramener au chemin rectiligne qui va de o en ^ (nous supposons que ce chemin ne rencontre aucun des points a, [3, y, 8, que l'on peut toujours éviter en décrivant un petit circuit autour de lui), précédé de un ou plusieurs lacets relatifs aux points critiques a, [3, y, 8 (p. i34).
Soit i la valeur de l'intégrale u prise le long du contour rectiligne O^, le radical étant pris alors avec une valeur bien déterminée, une fois pour toutes, que nous désignerons par -h V^i^Y^j pour ^ = 0. Soient A, B, G, D les valeurs de la même intégrale u prise le long des lacets dont la partie rectiligne va de O en a, de O en p, de O en y, de O en 8. Le radical étant toujours pris avec la valeur initiale que nous avons appelée 4- y/aj^yS :
1° Les chemins allant de O en ^ et pouvant se ramener au chemin rectiligne ont pour valeur «;
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2" Les chemins se ramenant à un lacet suivi du chemin rectiligne Oz fournissent les valeurs A — î, B — ï, G — î, D — i de l'intégrale. En effet, l'intégrale prise le long du lacet relatif au point a est par hypothèse A; mais, quand le point z a décrit un lacet, le radical reprend en O une valeur égale à sa valeur initiale changée de signe; l'intégrale rectiligne à évaluer est donc
Gdz
^iz — o^)(z~^)iz-^)(z-o)
c'est-à-dire — i, et par suite l'intégrale obtenue en suivant un lacet (celui qui est relatif au point a), puis le chemin rectiligne O^, est A — /. c. q. f. d.
L'intégrale prise le long d'un lacet ne dépend d'ailleurs pas du sens dans lequel est parcouru le lacet; en effet, l'intégrale u prise autour du cercle relatif au lacet est nulle, et l'intégrale A se réduit à
Gdz r' G dz
r^ Gdz r
On a placé le signe — devant le second radical, parce que, z tournant autour du point a, le radical revient au point de départ sur le cercle du lacet avec sa valeur primitive changée de signe; on a donc toujours
r^ Gdz
3° Si le point z suit successivement plusieurs lacets qui,
parcourus isolément avec la valeur initiale -j- ya^yo du radical, donneraient les valeurs P, Q, R, S, . . . , V à l'intégrale w, puis le chemin rectiligne O^, l'intégrale w prend évidemment la valeur
(i) P-Q-R-S ...diVziiî,
le signe + ou le signe — étant placé devant i suivant que le nombre des lettres P, Q, . . . , V est pair ou impair.
Soit
mi(A — B)-^m2(A-- G)— m3(A — D) ^m4(B — G)-^m5(B--D)-^m6(G — D;r= H,
m^j JUo^ . . . ^ nîQ désignant des entiers positifs ou négatifs arbitraires; l'expression (i) est de l'une des formes
nous allons montrer qu'une partie de ces formes rentrent les unes dans les autres.
D'abord les quantités B — G,B — D,G — D peuvent s'écrire
et l'expression H se réduit à la forme
mi wi H- m^ W2 -+- ^3 0)3 = H, en posant
vùi^= A — B, CO2 = A — G, 0)3 = A — D.
Or, si l'on prend l'intégrale u le long d'un cercle de rayon infini, on obtient un résultat nul; on doit obtenir le même résultat en parcourant successivement les lacets; donc
A - B -^ G - D = o, ce qui peut s'écrire
tOi -r- 6)3 — (02 = O ;
ainsi W3 = too — Wi : l'expression H se réduit donc à la forme
mico, H- m2W2- Or on a
A — B=wi ou B— A — 0)1,
A — G = 0)2 ou G =A — 0)2,
A — D = 0)2 — o)i ou D = A — o)2-f-o>i;
donc toutes les expressions précédentes (2) sont des deux formes
mi o)i + m2 0)2 -T- i,
rriy o)i -H /n2 0)2 -h A — i, m^ et 1712 désignant des entiers arbitraires.
II. — Étude rapide de la fonction inverse. L'équation
Gd^
v/(^_a)(^-^)(z-YK^-8)
permet à volonté de considérer u comme fonction de z, ou z comme fonction de u. Si l'on considère z comme fonction de w, je dis qu'à chaque valeur de u correspondra une et une seule valeur de z; c'est ce qui résulte de la théorie des équations différentielles (p. 127); z est défini par la condition de s'annuler pour m :^ o et de satisfaire à l'équation
^ = g /(^oc)(.--fi)(^-T)(l.-5).
La fonction z ne pourrait cesser d'être monodrome qu'autour des points pour lesquels z = cf., p, y, 0, co.
Supposons z voisin de a; si l'on pose z = ol-t- (^-, on a
= pV/(^^-H'^-?)(C^-+-a-T)(C^-4-a-8).
du G
Quand ^ = a, on a Ç = o ; or, quand u varie de manière que preste dans le voisinage du point a, Ç reste monodrome; il en est donc de même de la fonction ^. Si ^ est très grand,
posons z = -, l'équation différentielle qui définit z deviendra
Quand z est très grand, Ç est très voisin de zéro ; par suite, s est fonction monodrome de w, et il en est de même de z lorsque cette variable reste très grande.
A chaque valeur de ^correspondent une infinité de valeurs de w, à savoir /7^^ tOi -|- mo 0^2 H- u et mi w, -h m2 too -I- A — u,
m,, 7112 désignant des nombres entiers tout à fait arbitraires. Si l'on fait alors z =f(u), on aura
f{ nii tOi -T- /?l2 Wg -4- U) T= f(^u),
f{mi(xii-^ m2t02 -f- A — u) =^f(u);
co, et ojo sont ce que l'on appelle les périodes de la fonction/(«<).
Si l'on mène dans le plan deux systèmes de droites parallèles à des distances w, et too les unes des autres, on décomposera le plan en parallélogrammes de côtés (jl)< et Waices parallélogrammes seront àils parallélogrammes des périodes. De ce qui précède, il résulte que :
i*^ Dans chaque parallélogramme des périodes, la fonction z =zf(^u) ne passe que deux fois par la même valeur; car, en négligeant les multiples des périodes^ on a, pour une même valeur de z, deux, et seulement deux valeurs de Uj à savoir uetA — u;
2° Que la fonction f(u) est partout monodrome et monogène;
3" Puisque, pour chaque parallélogramme des périodes, elle passe deux fois par la même valeur, elle a dans chaque parallélogramme deux zéros, à savoir o et A;
4° Elle a aussi dans chaque parallélogramme deux infinis.
L'un d'eux est l'une des valeurs de l'intégrale
l'autre est A — a.
5° On peut vérifier que la fonction f[u) passe par toutes les valeurs deux fois, dans chaque parallélogramme des périodes.
En effet, si l'on considère l'équation
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on obtiendra le nombre de ses racines diminué du nombre de ses infinis en calculant l'intéerrale
prise le long d'un parallélogramme des périodes; or cette
intée:rale est nulle; car ~-^ — - — ? étant comme f(u) double-
ment périodique, prend des valeurs égales le long des côtés opposés d'un parallélogramme des périodes. Deux côtés opposés étant parcourus en sens contraire fournissent donc V des éléments qui se détruisent : on a donc V = o; donc le nombre des racines de/(w) — a=-- o est égal au nombre des infinis de/(w), c'est-à-dire égala deux. c. q. f. d.
Remarque. — La fonction z de w définie par l'équation
OÙ £ est une nouvelle constante, n'est pas monodrome, comme on le verra plus tard; ce fait sépare nettement les intégrales elliptiques des autres intégrales abéliennes, telles que u, ou d'une forme plus compliquée.
III. — De la fonction sinamw ou snu
La fonction snu=z est définie par l'équation différentielle
dz
avec la condition z = o pour u = o, ou par la formule
r^ dz
Ses propriétés découlent de la théorie développée aux paragraphes précédents. Si l'on pose avec Jacobi
kV^= f ^ ^^ —
ou encore, en faisant dans cette dernière formule k'^ =\ — k et I — k-z'-=k'-t-,
Jo \/i.^~t''){i — kU-^)
Les intégrales pîHses le long des lacets relatifs aux points critiques seront données par le Tableau suivant :
Le point -h r
fo
urnira
la
valeur ....
•2KV-I.
en ce qui concerne les points critiques -4- i et — i, cela est
Fig.
évident. Pour calculer la valeur de l'intégrale relative au lacet du point j {/ig. 7), on remarquera que le contour fermé qui se compose des lacets successifs du point . et du
point I est équivalent au double lacet abc : ainsi, en n'écrivant pas, pour abréger, la fonction à intégrer
d'où
Donc :
i" La fonction snu est monodrome et mono gène. 2" Elle a deux périodes distinctes l\¥s. et lYJ. \J — 1. 3° Elle a deux zéros dans chaque parallélogramme des périodes, à savoir o et 2K.
4° Elle y a deux infinis; Vun d'eux a est donné par la
formule
_ /""° dz^
où
dz
On peut supposer que l'intégration s'effectue le long de la droite H' H passant en O et peu inclinée sur O^; on peut remplacer cette droite par les deux lacets situés au-dessus d'elle et par une demi-circonférence de rayon infini ayant HH' pour diamètre, qui fournit une valeur nulle de l'intégrale; on a donc
2a — 2K-}-2K' / — i-f-2K = 4K-T-2K' sj — I , d'où _
a = 2K + KV— '.
Les deux infinis sont alors
2K-^KV^ et 2K-(2K-t-KV^) = — KV^ ou K'/^.
5° On a aussi par définition de K et K'
sn K = j , sn ( K H- K' / — i ) = r »
AT
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6« On a
sn( — m)= — snw, sn(2K — z^)=snw.
^/' Si, dans la formule
on pose ^ = y— j on trouve
c'esL-à-dire
'^ dy
a désignant un infini; on en déduit
ou
sn(a — ?i) — dz _/
kz kswu si l'on fait a = — R' y' — i , par exemple, on a
sn(K'v/— 1+ w) = dz -^ :
il faut adopter le signe +, parce que, pour u = K, on a
sn(K+KV^)= ;.»
donc
sn(dz KV— 1 -4- w) = , •
IV. — Sur les fonctions cnu et dnw
On pose on w = ^i — sn^w; mais cette définition est insuffisante, tant que l'on ne précise pas la valeur du radical qu'il L. — rrailé d'Analyse, IV. i3
faut adopter; si l'on suppose que l'on prenne cno= 4-i, cnu sera bien déterminé dans toute portion du plan ne contenant pas de point u, tel quesnw = i ousnz^ = oo. Sisnz^ devient égal à i , on peut poser z^ =: K + ?/, et l'on a
sn(K-H u') = sn(2K — K — u')= sn(K— u');
la fonction sn(K -}- u') est paire et peut se développer sous la forme i -f- Aii'^ -]-.... On a alors
cnu
pour sni^=:i, u'z=io, cnu reste monodrome par rapport à u' et, par suite, par rapport à u.
Si sn w = 00, on peut supposer, par exemple, u = K.'\/ — i ;
faisant alors cnu = -y snu==: — > on trouve
On voit que ç est fonction monodrome de u quand w:==o, donc en w est fonction monodrome de u quand sn?^ r== oo. Nous arriverons aux mêmes conclusions par une autre voie. Nous poserons aussi
dnu = yi — k^sn^u, clno = -!-i
et l'on verra, comme on l'a fait pour la fonction cnu, que dnu est monodrome, même lorsque snw=T;en posant
u =: K!,J — I -f- u', alors
dn M = v/i — A' 2 sn ( K' i/— I 4- a' ) = 1 / 1 ^,
\/sn'^u' —
dnw est monodrome par rapport à u' quand u' est très petit, et par suite, par rapport à u. Donc, etc. c. q. f. d.
Reprenons la formule
dz
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oiiz:=snu,^i — z- = cnUf\/i — k-Z'=dnu. Soit Wq la valeur de l'intégrale quand z suit le chemin rectiligne Oz. 1° Si l'on suit le lacet -|- i et le chemin rectiligne, on aura
M = 2 K — Mo ;
cnu = y/i — z- revient en z avec la valeur primitive changée de signe, ànu = \/i — A-^- revient avec sa valeur primitive : donc
/ sn(2K — ^^o) = snuo,
(i) } cii(2K — Uq) = — cnwo,
( dn(2K — i^o) = clnwo.
2° Si l'on suit le lacet -i- jy u prend la valeur 2K-f-2K'v/ — I — Uq,
cnu= \/\ — Z' reprend sa valeur initiale à l'origine, mais dn w = y/ 1 — k'Z'^ change de signe , et l'on a
/ sn (2K -f- 2K'v/ — 1 — Uq) = snuQ,
(2) < en (2K-4- 2K'/ — I — Uo) = cnuo,
\ dn(2K -r-aK'y/ — i — wo) = — dn Uq.
3° Suivant deux lacets — i et + i , puis le chemin rectiligne, u prend la valeur 4K -|- w, cni^ et dnu reviennent en dernier lieu à l'origine avec leurs signes primitifs, et l'on a
I sn(4K + Uq) = snuQ,
(3) < en (4K-\- Uq) = en Uq, ( dn(4K -I- Mo) = diiMo.
4** Suivant deux lacets — ^ et -f- t et le chemin rectiligne, on est conduit aux formules
(4K + 4K'v/-»-i- uo) =
snuo,
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OU, en vertu des formules précédentes,
j sn (4KV— I -+- Mo) = snMo,
(4) \ cn(4K'v/— J -^ Wo) = cn^o, ( dn(4K' /—'-+- "o) = dn Mo-
5° En suivant les lacets i et t et le chemin rectiligne, on trouve
I sn (2KV — I -4- Wo) = snwo,
(5) / cn(9.KV— i^ "o)= — cnMo, \ dn(2KV — i -^ Uo) = — dnwo-
D'ailleurs on a
sn( — m) = — siiM, en — u = cnu, dn — u — dnu;
car, quand z se change en — z, u se change en — w, etc., on conclut de (3) que 4K.est une période des trois fonctions; mais, en changeant dans la formule (i) Uç, en — Uq et en observant que dnz^o = dn( — Wq), on a
dn(2K -h Wo) = dn Wo;
ainsi 2K est une période plus simple de dnw.
En vertu de (4), 4I^V — ^ est une période des trois fonctions, mais 2K\/ — i est déjà une période de sn?/, et, si l'on change u^ en — Mq dans (3), on voit que 2K -f- 2K'y^ — i est une période de en m.
6^^ En résumé, 4Ket 4^'^/ — i sont des périodes communes aux trois fonctions; mais elles ont individuellement des périodes plus simples :
sn w a pour périodes 4 K et lY^sJ—x^
en M » 4K et 2K -t- lY^sJ — 1,
dnw » 2K et 4K'v/— '•
^° Les infinis de snw, cnw, dnw sont évidemment les mêmes, à savoir K' y/ — i et 2K + K\/ — i .
8° Les équations cnw = a, dnï^ = a ont évidemment
autant de solutions dans chaque parallélogramme des périodes qu'elles possèdent d'infinis, c'est-à-dire deux; la démonstration de ce fait est identique à celle que l'on a faite à propos de l'équation snM = a; cnw et dnu en particulier ont deux zéros dans leurs parallélogrammes respectifs, cnu est nul quand snw= i, donc les zéros de cnu sont K et, en vertu de (2), R -f- 2K'^ — i ou, en retranchant une période, — K. Pour trouver les zéros de dnx, on observe que
donc
dn(K — KV— 0 = 0 ou dn(K-i-K'
et
dn(— K4-K'v/— i) = 0 ou dn — (K + K'y/^^) = o.
Le Tableau suivant résume les principales propriétés des trois fonctions :
snu.
en a.
diïu.
Périodes .
4K, 2K-f-2KV— I
Zéros....
±:(K-hK'/=1)
j Infinis . . .
2K + KV— I,
KV-.
Id.
Id.
V. — Dérivées de snu, cnu, dnu
De l'équation
dx
on tire
dx du
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OU
(i) sn'u = cnudnu.
On a ensuite, en différentiant
en w = y/i — sn^w,
snusn u snu
— = en w an w
y/i — sn2a en m
OU, finalement,
(2) cn'î^ = — snudnu
de même, en différentiant
dn M = y/i — A-2 sn^ u,
on a
, , k^ snu sn'u ,, snw ,
an u = . = — k^ -1 en w an a
\/i — k^sn^u dni^
ou
(3) dn' u = — k^snucnu.
Si l'on avait quelques doutes sur les signes des seconds membres des formules (i), (2), (3), on observerait que ces formules, ayant lieu pour de petites valeurs de u, sont générales.
Si l'on pose sn w = /?, en w = ^, dn w = /', on voit que les formules (i), (2), (3), donnent
du^ ^'•'
du - 'P'
dp
du
dq _
du
dr ,„
On a donc une solution des équations différentielles précédentes en prenant /? = sn( w -j- c), ^=:cn(î^ + c), ^ = dn(w + c); c et A- désignent alors des constantes. Cette remarque sera utilisée plus tard.
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Le résidu de sn.r pour x = K.\^ — i , par exemple, est la limite de
(:r — KV— Osnar
pour œ = K'y/' — i , ou de
E sn(K'v/ — I -4- e)
pour £ = 0, ou, en vertu d'une formule du paragraphe précédent, de
ksm^
ou de
k cm dne
c'est-à-dire j-
Les autres résidus se calculent d'une manière analogue quand on connaît cn(K'y/ — i + e), dn(K'y/ — i + e); nous apprendrons à les calculer plus loin.
VIL — Remarque importante.
Les zéros et les infinis de sn^r, cn^, dn^ sont simples; en effet, on a trouvé
Si l'on fait x=o ou .2;= 2K, on voit que sn'.^; reste fini; donc les zéros de sn^ sont simples; on verrait de même que ceux de cnx et dn.r sont simples aussi.
Cette même formule montre que, si sn^ est infini, d'abord cnœ = <^i — sn2;r et dn.r = y/i — A^sn-^ sont infinis de même ordre; donc sn'^r et sn^^ sont infinis de même ordre. Supposons donc que sn^ ait un infini d'ordre a, sn'.r aura
cet infini à l'ordre a + i et sn^^ de l'ordre 2a; on doit doncavoir
ainsi sn^ ne peut avoir que des infinis simples; il en est évidemment de même des deux autres fonctions cn^ et dn^.
VIII. — Discussion rapide des fonctions elliptiques
Il est naturel de chercher à discuter la fonction snii au moyen de la formule
qui sert à la définir quand on y suppose k réel et moindre que I. On voit que u et a: sont de mêmes signes, qu'ils varient dans le même sens, jusqu'à ce que ^ = dz i : à partir de là, u cesse d'être réel quand ^ croît; x, c'est-à-dire sn 11, varie donc entre les limites — i et + i quand u varie de
dx . r^ dx
_ Ç' dx^ . r
ces quantités seront désignées par — K et -f-K; il semble que u ne puisse pas prendre d'autres valeurs, mais c'est là une erreur analogue à celle dans laquelle on tomberait si l'on partait de la formule
C dx arcsiiii
pour définir le sinus, et ici il semblerait également que l'arc sinus dût varier entre — - et -\- -■> mais l'arc sinus franchit en réalité ces limites, parce que l'on admet que la dérivée peut être ± —== et que le passage de x par un, annulant
le radical, lui permet de changer de signe. Si donc on veut retrouver la continuité dans l'arc sinus, il faut nécessairement prendre le radical avec le double signe. Nous ferons de même dans la discussion de l'amplitude u, eL nous admettrons alors que u continue de s'accroître, quand x décroît, le radical changeant de signe; alors x ou sn^^ va successivement repasser par la série de valeurs par lesquelles il était passé et l'on aura sn(K -I- ;<) == sn(K — u)-^ on a donc, en observant que sni^ = sn( — w),
sn(K-i- u)
sn(M — K)= sn(a — 3K)
et, en faisant K
snv = sn(p — 4K);
et, par suite aussi, snç^ = sn(ç^ -h 4K.) = sn((^ + 4^K.), en désignant par m un entier quelconque; 4K. est donc une période de sn^ comme 27: est une période de sin^z;. Lidi/ig. 8
Fig.
ci-contre représente assez bien la marche de la courbey = snx pour A" <C I ; on y a joint les courbes y = cn^, y = dn^. Lamé appelait sn^ \\n pseudo-sinus, cn^ un pseudo-cosinus et dn^r un pseudo-rayon ; cn^ a pour période 4K., mais dn^ a pour période 2K. La courbe r = cn^ ne diffère dejK = sn^ que par sa position, et l'on a cn^- = sn(K — x).
IX. — Équation d'Euler
L'équation suivante dx
dv
dans laquelle A, B, G, D, E désignent des constantes, s'intègre bien facilement au moyen des quadratures, et, pour obtenir
celte intégrale, il suffît évidemment d'écrire le signe / en avant
de chacun des deux membres. Mais il est bien remarquable que l'intégrale générale de cette équation, qui se présente naturellement sous une forme transcendante, peut se mettre sous la forme algébrique
Da73 + Ex'* + /a + BjK -h GjK^ -\- Dj» _i- Ej*
7)2-+-D(a7+jK)+K,
K désignant une constante arbitraire. Euler, à qui l'on doit cette découverte, est parvenu à ce résultat, dit-il, « quasi dwinando » ; et, malgré les progrès de la Science, on n'a d'autres méthodes naturelles pour y parvenir que celles qui sont précisément basées sur la théorie des fonctions elliptiques, que le résultat trouvé par Euler a pour ainsi dire fait naître.
Richelot et Cauchy ont essayé de donner des démonstrations directes de la formule (P), mais il est plus simple et plus naturel encore delà vérifier par la différentiation après l'avoir résolue par rapport à K.
Lagrange a intégré l'équation d'Euler d'une façon assez élégante, comme on va le voir, en la ramenant d'abord, au moyen d'un changement de variable, à la forme
dx dy
puis, en posant
x = sino,
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à la forme
(i bis) = ^
En égalant ces rapports à dt, on a
do 1 d^ I
(2) — i = /i — A^sin'^cp, — ^ = ^1 — A:2sin2<|;;
si l'on différentie ces deux équations par rapport à t^ on trouve
û?2cp A2sincpcoscp «?cp d'^^ _ A^ sini|; cos^]; d^
dt"' y/t_yt2sin2çp dt ' • dt^ /i — X:2sin2t}; ^^
ou, en vertu de (2),
-TY = — A:2 sincp coscp, — -i = — A:2 sintj; cos^*- Posons nous aurons
d'où l'on tire
(3) -jj^ = — k^smp cosq, -j^ = — k^ sm q cosp . Les formules (2) donnent encore
ou
û?(cp + »î;) c?(cp-t|;) ^ I ~ 2 OU
-^- -^- = - A:2(C0S2Cp — COS2 4')
-j;-~= }'k^[cos(p-hq) — COsip-q)]
dt dt 1
ou enfin
dp dq j. .
-4 r- = — /^^ sin p sin q .
De cette formule et de (3) on tire
dpdq
cot^,
OU
d'^p dp
cot^ dq^
en intégrant, il vient dp
log-£ = logsin^ -H logé, log-%^ = logsin/? h- loga,
dpdq
d'^q _ dq ~~
cot/?
COt/? <3^
OU
dp ~di
h sin^,
dt
dq . ,
a et ^désignant des constantes; on en déduit
a sin/> dp =-h sin^ o?^
ou, en intégrant et en appelant c une constante,
(5) a cos/> = è cos^ -1- c.
Les équations (4) donnent, en remplaçant p el q par leurs valeurs,
dt
= h sin(çp — (];),
= a sin(cp -f- <];)
ou
(6) /i — ^^sin^cp H- sj \ — Â:2sin2(]> ~ 6 sin(cp — 4')'
(7) v^i — X:2 sin'^cp — sj \ — /c^ sin^^J; = a sin(o 4- <];). D'ailleurs, entre les constantes a et h^ on a la relation
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ainsi qu'on s'en assure en multipliant (6) et (7) membre à membre. La formule (5) peut s'écrire
(8) acos(cp H- (II) = 6 cos(cp — t];)H-c.
Désignons par [jl la valeur que prend o pour ^j; = o : les formules (6), (7), (8) donneront
1 y/i — A'2 sin2 jx h- 1 = 6 sin [x,
(9) ( v^i — A-2sin2[ji. — i = asin[i., ( acosjjL — b cos[x = c.
Remplaçons dans (8) a, b, c par leurs valeurs tirées de (9), nous aurons
/i — A-2sin2a. — I i/' — /«^'^sin^uL -f- I
; C0S(C5 -h ^)— -. COS('-p — ^)
Sin|JL V. T/ gjjjjjl^ V. T/
\/i — A'2sin2u. — I v/i — Â:2sin2ix+ i
= : ■ COSUl ; COSUL
sin{ji. sm(x
ou bien
(10) coscp cos(]> — sincp sin<|> y/i — k^ sin^ p, = cos[a,
équation célèbre et que l'on interprète facilement eri observant que, si l'on pose
cosM = — y/i — k^ sin2 [x,
cp, ({>, pi seront les côtés opposés d'un triangle sphérique dont l'angle opposé à pi sera M.
Si l'on change ^ en — 'l, on voit que
cosç cos^'-H sincp siin}> y/i — A^sin^fx = cos(Jt. sera une intégrale de
\/i — k^sm^o \/ i — k^ sin^^
X. — Addition des fonctions elliptiques. Méthode de Lagrange.
Je suppose que l'on soit parvenu à intégrer sous forme algébrique l'équation
dx dy
si Ton pose ^ = sn w, y = snç^, une intégrale de cette équation sera
=r = const.
r"" dx r^ dy
ou
u-\- V = const.;
soit
^{x, y) = const.
L'intégrale algébrique de (i), u -\' v el o{œ, y) étant constants en même temps, on aura
ou
W4- p =: F[cp(snM, snf )],
et la fonction F sera facile à déterminer en faisant ç = 0^ par exemple; on pourra donc calculer m + p en fonction de snu et sn(^, et l'on obtiendra diverses formules suivant la nature de la fonction cp que l'on aura trouvée ; toutes ces formules devront évidemment rentrer les unes dans les autres. En posant x = sincp, y = sin*];, la formule (i) devient
v/i — /f^sin2cp \/ i — k^ sin^^ etLagrange a trouvé, pour intégrale de cette équation (p. 2o5), coscp cos^» + sincp sint|; y/i — Â:2sin2[jt. = cos(ji.,
îjt. désignant la constante d'intégration; cette intégrale, en reprenant x et y pour variables, devient
en w en (^ — sn a sn p dn (jt, = en jjt.,
[jt, est la fonction de u -r- v qu'il faut déterminer^ or, en faisant z^ =0, on a
cn(> = cn|ji,
donc ^=: u-f- V, et l'on a
(2) cnacnp-f-snMsnfdn(w-f-(^) = cn(MH-ç>).
Si à cette formule on adjoint les suivantes
cn(M-h^')= y/i — sn2(w -\- v).
on obtient des formules qui donnent
sn(w-r-p), dn(ïi-i-p), en(w + p), qui sont
?,nucnv ànv -{- snv cnuénu
sii{u-\-v)= T- — ~ — ■
enwcnç^ — dn t« dnp sn ?^ sn ç>
(3) { cn{u-\-v)= —
ân(u -h v)
I — A^sn^M sn^p dn u dn p — k^snusnv en m en p I — k^^snu^sn^ç
et que nous retrouverons dans le paragraphe suivant.
Ces calculs sont compliqués et laissent subsister quelques incertitudes sur les signes que l'on doit adopter. Abel se borne à vérifier les formules précédentes dans son exposition de la Théorie des fonctions elliptiques. Voici comment ; appelons f le second membre de l'une quelconque de ces formules ; il vérifie que l'on a
du ds^ ' ce qui peut s'écrire
Il en conclut que les seconds membres de ces formules sont fonctions de m + (^; puis, faisant dans le second membre de la première, par exemple, ç = o, il trouve qu'il se réduit à snu; il en conclut que ce second membre est égal à sn(u 4- v).
Despeyrous arrive assez rapidement aux formules (3) en remarquant que, en multipliant l'équation (i) par
son premier membre devient une différentielle exacte ; alors l'intégrale de cette équation se présente sous la forme
XI. — Méthode de Clebsch
La méthode de Clebsch repose sur le théorème d'Abel (p. i54) ' coupons la courbe
par la pai^bole
(2) j = I + 1":^^ -H aa?^;
si l'on appelle (^<,jK,), (^2,72), (^3,^3), (^4,^4) les coordonnées des points d'intersection, en vertu du théorème d'Abel, on doit avoir
, „ . dxi dx2 dx-i dxL
ri 72 73 74
car ici iy est la dérivée relative ky du premier membre de ( i ). Or l'un des points d'intersection des courbes (i), (2) a pour coordonnées o et i . La formule (3) se réduit alors, en supposant j^4 ^ I , ^4 = 0, à
dxx dxi dx^
ou à
dxx dx^ dx^
/(i - ^r )(i - f^'^l ) ^{i — xi){_i~k-^xl) v^U - ^l )(i - /^ool )
Posant alors x^^=sna, ^2=sn6, ^3 = snc, cette formule donne
( 5 ) da -^ db -^ de = o\
or x^, X2, X3, Xji satisfont à l'équation
OU
On en tire
On a aussi
OU
2aP
Xi + a:2 + ^3
P^Ti+aarf,
^372+ aa7|
y 1X2 — 371 JK2 = ^2 — 371 H- a^i.r2(37i — ^2) oa, en vertu de la dernière formule (6),
c'est-à-dire
sn2<2 — sn^b snc
sn 6 en a cln a — sn a en 6 dn 6 ' L. — Traité d'Analyse, IV.
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mais, en vertu de (5),
de ^ — da — dh^
ou, en appelant G une constante,
c = G — a — h\ on a donc
,r. j. sn^a — sn^b
sn(G — a — ù)= — 7 -. j—, — F-
^ ^ sn6cnaana — snacnôdno
Pour déterminer G, il suffît de faire — a= b'^ on a alors snG = o, et l'on peut prendre G = o : on trouve ainsi
. , . sn^a — sn^b
sn{a -\- à) =
su acnb dnb — snb cnadna
Multipliant haut et bas dans le second membre par
sn acnb dnb -h snb en a dna,
le dénominateur devient
sn^acn^bdn^b — sn^ b cn"^ a dn"^ a OU
sn2a(i— sn2è)(i — A-^sn26)— sn26(i — sn2a)(i — A'2sn2a)'
OU
(sn2a — sn^b){i — k^ sn^a sn^b); et l'on a, toutes réductions faites,
,^ sna cnb dnb -+- snb cna dna
sn{a-+-b)= T- — rr
^ ^ 1 — k^sn^asn^b
Telle est la démonstration la plus directe que l'on connaisse de la formule d'addition des fonctions elliptiques.
Cette formule, en posant sna = s, cna = Cj dna^=d, snb = 5', cnb = c', dn6 = d', peut s'écrire
-. sc'd'-\-s'cd
on en tire
{\ — k'^s'^s"^Y — (sc'd'-^s'cd)'^ I - snH« + b) = (._A.,.,..).
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n2(a-^6) _ \ — oA-^- s^- s'i -^ k^s^' s'-2 — s^-(j — s'^)(i —k^s'i) — s'-2(i — s'^)(i — k^s'^l'Y 2ss' ce' dd'
_ (i — 5M(i — s'^) -^ s'is'^ji — k^-s^-)(i — k^s'^) — iss'cc'dd'
OU, ce qui revient au même,
en a en 6 — dn a dn b sn a sn b
zh en(a+ b)
k^sn^asn^b
on prendra le signe + devant le premier membre, afin que la formule ait lieu pour b = o.
On calcule de même dn(a-\- b) et l'on arrive ainsi aux formules
sna en 6 dnè ± sn è cn<2 dna
sn(a zh b)
i — k^ sn2asn2 6
, -. cnacnb zjz dna dnb sna snb
cn{a~zb)= -_ ,. . „. >
dn{a±b)
I — A'2sn2asn2è
dna dn b ~ k^ sn a sn b en a en b I — /c2sn2asn2 6
XII. — Nouvelle méthode. — Théorème de Poncelet. Soient O et O' les centres des deux cercles {Jig. 9), soient
f'ig- 9
PP^ et QQ' deux tangentes infiniment voisines au cercle O'; soient R et r les rayons des deux cercles 0 et O' ; soient enfin
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^ == 2(p, :^ = 2^, 00'== a. Les triangles MPQ et MFQ'
donnent
PQ _ WP_
P'(^' "" MF ou
d^ _ VOT'^— r^ _ /R2 -f- a2 ^ 2 R g cos 2 4^"^^^ d'h ~ I 2 ~V R--4- «^+ 2Ra cos2cp
C0S2CÛ — r^
si l'on fait alors on aura
s/ 1 — k^ sin"2cp /i — Â-2sin2(^
Il résulte de là que, si sur la figure on trouve une relation finie entre les angles cp et tj>, ce sera l'intégrale de (2), et l'on aura ainsi un nouveau procédé pour intégrer la formule (2). Or on a, en projetant le contour O'OPM sur O'M,
a cos(o + <^) + R cos((|' — ^) = r ou
(a+ R)coscp cost]; +(R — a)sincp sint}; = r
ou encore
(Z^ cosçcost^H- TT sinosiinii=--
^ ' ^ ^\RH-a/ ' ^R-ha
De la formule (2) on tire
A2 sin2 [j.
{ji désignant la valeur de o pour tj; = o ; on conclut de là que.
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si l'on fait (]/ = G dans (3),
COSLI, = i
/(R-f-a I — A'2 sia2 }JL = I
4Ra (R + a)2— r2
~^ (R4-aj2 - (^R + a/ '
et la formule (3) s'écrit
coscp cos<|i ± /i — A:^ siii-îi. sincp s\n^ — cos|jl,
résultat déjà obtenu (p. 2o5). Jacobi, à qui l'on doit la méthode précédente, en a déduit la démonstration d'un théorème curieux de Poncelet. La formule (4) peut s'écrire
r"^'- do r^' d^ _ r^ d^
J^ \/r^k^m^ J^ y/i — A:2sin2(p J^ /i — A:^ sin^cp
en changeant cp en cp, et ^J; en cpo, ou encore en posant, pour abréger,
do r'* r^' r^
dm = '^ I dm — 1 dm = j dm.
Supposons que par le point P' on mène une tangente P'P'^ au cercle 7% soit F^ le point où elle rencontre le cercle R; par
le point P", menons encore une tangente P'^P'^' au cercle r,
VII
et,
en ajoutant,
dm
- / dm =
ou
encore
/ dm =
const
i) I dm
Supposons que le polygone PP'P'^ . . se ferme : alors on aura, par exemple, acp/^ = 2cp, -|- 2/?':r, /? désignant un nombre entier ou cp/^ =z cp^ -j-^tt; la formule précédente donnera alors
dm = const. — / dm.
La valeur de l'intégrale / dr^ ne dépend pas de Oj ;
la condition pour que le polygone se ferme ne dépend donc pas de (^4. Donc, si ce polygone se ferme pour une position particulière du point P, il se fermera quel que soit ce point. C'est en cela que consiste le théorème de Poncelet. Il peut s'énoncer comme il suit :
Si un polygone de n côtés peut être à la fois inscrit et circonscrit à deux cercles, il existera une infinité de polygones jouissant de la même propriété.
Ce théorème est évidemment projectif, et il subsiste, par conséquent, quand aux deux cercles on substitue deux coniques quelconques.
Le théorème de Poncelet est lui-même un cas particulier d'un autre théorème beaucoup plus général également trouvé par Poncelet, et que l'on peut énoncer ainsi :
Si les divers côtés d'un polygone toiichent une conique et que tous ses sommets moins un décrivent une autre conique, le sommet libre décrit une conique (voir Ghap. VTI, § 6).
THÉORIE DES FONCTIOxXS ELLIPTIQUES. 2l5
XII. — Intégration de l'équation dy
v/âTb^mTg^
En cherchant les équations différentielles auxquelles satisfont sn.r, cn^, dn^, . . . , on trouve que
(i) Si>'= sn;r, ..., ^= /(,_j2)(,_A-y),
(2) >'=cn^, ..., ^:=—k'{/ {i —
(4) ï= tnx, •■•,^= /(■H-r^)(i + *V),
Ceci posé, s'il s'agit d'intégrer l'équation dy
on la ramènera à l'un des types précédents et l'on en aura immédiatement l'intégrale; ainsi, par exemple, si A, A', B, B' > o, on écrira
dy a
et l'on posera
on aura
alo
rs
B'A BA
Supposons, pour fixer les idées, ^^^ < i ; on le posera égal à k'^j et l'on aura
par suite, en négligeant une constante,
z = tn{x \/BÂ'), 7 = 1 /- tn(.r /bX').
Les quelques difficultés qui pourraient subsister disparaîtront quand on aura lu le § 26 du Chapitre suivant. Dans ce paragraphe, on verra comment on peut mettre sous la forme a -+- bi les fonctions elliptiques dont la variable est imaginaire.
THÉORIE GÉNÉRALE DES FONCTIONS DOUBLEMENT PÉRIODIQUES ET DES FONCTIONS AUXILIAIRES.
Jî. — Introduction.
L'étude des intégrales elliptiques nous a révélé l'existence des fonctions monodromes, monogènes et doublement périodiques. Lorsqu'une fonction possède deux périodes et qu'elle est monodrome et monogène, elle jouit par cela même d'une foule de propriétés curieuses qui en facilitent considérablement l'étude ; ce caractère de double périodicité fait que la fonction en quelque sorte est condensée dans l'un des parallélogrammes des périodes, et il suffît de l'étudier dans cette portion finie du plan. Nous allons donc nous proposer de résoudre cette question très générale :
Quelles sont les fonctions doublement périodiques monodromes et monogènes, et quelles sont les propriétés générales communes à toutes ces fonctions.
En nous plaçant à ce point de vue très élevé, nous rencontrerons les fonctions elliptiques et nous verrons leurs propriétés se dérouler avec une netteté merveilleuse. Nous supposerons une fois pour toutes que les fonctions dont nous aurons à nous occuper n'ont pas de points essentiels à distance finie.
>i IL — Premier théorème d'Arithmétique.
Etant donnés deux nombres quelconques a^ et a^y on peut toujours trouver des entiers m^ et nn^^ tels que
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£ désignant un nombre donné aussi petit que Von veut^ mais fixe.
En effet, divisons a^ par «2» soient [jl< le quotient et a^ le
reste, moindre en valeur absolue ou tout au plus égal à — ;
divisons «2 par «3, soient [JI2 le quotient et «4 le reste, moindre
en valeur absolue ou tout au plus égal à — ? etc. ; on aura
d'où l'on tire, en éliminant «3, a/,, . . . , a/^,
niiai -i- m2a2 = cin+i, nii et /?2o désignant deux entiers ; or «3 << — > «4 <^
donc «3 < — ) aji<^Y^ ' - -i ^n+\ < r^^i^ <^/î+< P^^'- donc être supposé aussi petit que l'on veut, ce qui démontre le théorème énoncé.
Dans les Traités d'Algèbre on démontre aussi ce théorème au moyen de la théorie des fractions continues.
III. — Second théorème d'Arithmétique
Si l'on considère les quantités
hn+\ = ^imj-H 62/712+. . .4- bnUln,
au nombre de n — i , «i , <22, • • • 5 <^«> • • • 5 ^i > - - - -, In désignant n{n — i) quantités quelconques, on pourra toujours choisir les entiers m^^ m^, . . • , /W/j, de telle sorte que l'on ait à la fois en valeur absolue
Pour le démontrer, nous observerons que le théorème énoncé vient d'être établi en supposant les quantités an+i, bn+i, • • • réduites à une seule. Supposons donc le théorème démontré pour toutes les valeurs de 7^ inférieures à un entier donné que nous appellerons /i, et cherchons à l'établir pour le nombre n lui-même. Gomme il a lieu pour n = i, il sera démontré d'une façon générale.
L'une des quantités / au moins devant être différente de zéro pour que le théorème ait lieu, supposons /«^o : nous tirerons du système (i), en éliminant //Z/^,
««-4-1 — ^n+l-j^ = 7- [(«l^rt — lian)nii-\-. . .-{-{an-iln — In-iCln) ^n-i],
D'après notre hypothèse, on pourra toujours choisir les n — i nombres entiers 7?z<, /?Zo, . . ., mn-i-, de manière à satisfaire aux n — 2 conditions
(2) Un+i— In-hlY^f bfi-hl, — ^/i+1 7^> ...<5,
0 désignant un nombre aussi petit que l'on voudra; d'un autre côté, on pourra, quand cela sera fait, déterminer irin de manière que l'on ait (en valeur absolue toujours)
—r- OU — mi+ -p m2 4-...4- -7— m„_i4-m„< -;
''Il f-n t'a t'a ^
il suffit pour cela de prendre pour nin l'entier qui se rapproche le plus de
/il k In-y \
— lj-mx-+-j-m2-^...-^-j—mn-i);
mais alors les formules (2) donneront
8, B', ... désignant des nombres compris entre — i et + i; on en déduira
Mais, 8 étant aussi petit que l'on veut, on voit que l'on pourra toujours faire en sorte que l'on ait, sinon
<^n-hi <. > t?„+i <, — j • • • ,
au moins
ou, ce qui suffirait pour notre objet,
si l'on voulait ne pas accorder cette dernière conséquence.
Ceci posé, on pourra toujours déterminer les nombres
entiers m[,, m'.^y ..., m\^_^_^, de telle sorte que, si l'on fait
««+2 = m'i «2 -+- m'a «3 + . . • H- m',i an -\- m',j+i «î^+i , 1 '
^«-+-2 = '^o ^2 + '^'s ^3 -+-•.. H- ni'n 1,1 -4- /?l'rt+i /«-f-l,
on ait <2,i^2 < T <^/i+f5 ^/z+2<^ ô <^/j+27 • • • ; cela fait, on pourra, en posant
^rt-f-3 = ^^3 «3 +• • •+ '^*/i+2 <^«4-2)
/?l.> /•» -T-. . .-T- Itln,^ l,
faire en sorte que an^z <i 5 (^n+2^ ^«+3 <C o ^/2+2 5 • • . , et ainsi
de suite. Or les nombres cin+ii ci,i+2, <^/i+^^ • • • décroissent plus rapidement que les termes de la progression dont la
raison serait ^; ils tendent donc vers zéro, et l'on peut poser
pour i suffisamment grand
«o bi, . . . , li<z.
Or q,i_^i est une fonction linéaire à coefficients entiers de a^^ a-i, . • . , cifi', de même a,i^2 est une fonction linéaire à coefficients entiers de ao, «3, ..., CLn+i, c'est-à-dire de ai, a.2, . . . , a,i, et ainsi de suite; on peut donc poser
a^ = Ml «1 -h M2 a2 H- . . . + M„ a^, bi=z Mi^i + M262 -^- • .-f-M„6„,
Il =Mili -hM^h -i- . . . -f- M„ Ifi,
Ml, M2, ..., M,^ désignant des entiers et a/, 6^, ... des quantités moindres que e, ce qui achève la démonstration du théorème énoncé.
Mais, avant de tirer des conséquences de notre théorème, faisons observer qu'il pourra arriver que l'on ait à la fois plusieurs relations, telles que
I miai-\- m2a2-^- . .-h mnCi/i = o, (3) \ rriibi-^ m^b^-^ ...-+- m, ibn — o,
il est facile de prouver alors que a^, a.2, . . . an-, s'expriment en fonctions linéaires à coefficients entiers de n — i autres variables; pour faire cette démonstration, on pourra supposer les a réels ou imaginaires de la forme a 4- p \J — i.
Soient en effet jn[^ le plus grand commun diviseur de m, et de 1)12 et [ji< , ^2 les quotients de m^ et 1712 par m'.^ : on pourra remplacer la première formule (3) par
( l-»-! «1 + (JI2 «2 ) ^2 -^ • • • + ^n <^n = O
OU bien, en posant
(4) (Xia,-f- (J.2a2 = ût2, par
(5) m'^a'^-^- mzai -+-... mna,i = o.
D'ailleurs, jj., et ^2 étant premiers entre eux, on pourra toujours trouver deux nombres entiers Vi et V2, tels que
(J.,V2 — Vi(A2 = I5
et, en posant
viaiH- V2a2 = <^i5
les valeurs de «j et a-i tirées de cette équation et de (4) seront des fonctions linéaires à coefficients entiers de d\ et «2 ; mais, par un procédé analogue, la formule (5) se ramènera à la forme
nx^ai^ -\- nij^ai.
rrinan = o.
D'ailleurs a'j et a^ seront fonctions linéaires et à coefficients entiers de a^ et d'une autre quantité a^; or a, et «2 étaient fonctions de à\ et de a^, linéaires et à coefficients entiers, donc <2,, «2 et «3 sont fonctions de même nature de a\, a"^ et a'g. En continuant ainsi, on arrive à la formule
et a^j «2, «3, . . ,^ an s'expriment en fonctions linéaires et à coefficients entiers de d\, a'^, . . . , d\^_^ et de a\^. Or, a\^ étant nul, il en résulte que a^, a-i-, ..., a,i sont des fonctions linéaires et à coefficients entiers de d\^ d[^^ . . . , a'^_, et, par suite, ces quantités ne sont pas distinctes. D'ailleurs il est clair que, si l'on a
on aura également, en appelant h\^ b\^ . nombres convenablement choisis.
des
IV. — Ce que l'on doit entendre par périodes distinctes
Quand une fonction admet une période, elle en admet une infinité qui ne doivent pas être considérées comme distinctes.
Supposons que co^, coo, • • ., ^n soient des périodes de/(z), il est clair que l'on aura
si 7711, m2, . . . , frtn sont entiers, et que
mi Wi -H /7Î2 W2 4- . . . -^ /?i,i co,i
sera encore une période.
On dit que des périodes tOi^Wo, . . . sont distinctes quand il n'existe pas entre elles de relation homogène, linéaire et à coefficients entiers.
Supposons qu'entre les périodes to,, too, ..., (i)n d'une fonction /(^) il existe la relation
(i) Wia)i+ m2W2-i-. . .-+- m„tO;i= o,
mi , mo, ... désignant des entiers non divisibles par un même nombre; soit mi le plus petit d'entre eux pris en valeur absolue. Soient q^^ ^3, ... et 7^2, 7^3, ... les quotients et les restes de la division de m^, Jn^-, ... par m^, (i) pourra s'écrire
/?ll 0)1 H- ( m, ^2 -T- 7*2 ) 0)2 -f-( 7711^3 -h 7-3)0)3 + . ..= O
ou
(2) 77liTni+ 7^2 0)2-4-. . .-i- r;iO)rt= O,
en posant
(3) CTl = 0)1+ ^'2^2 + . . .+ ^rtO)^.
TÎ7, désignera alors une nouvelle période, et il est clair que Wj estunefonctionlinéaire des nouvelles périodes TiTi, (02,^3, . .. , (jin à coefficients entiers, en vertu de (3). Traitons l'équation (2) comme (i), nous en déduirons une relation plus simple que (2), comme (2) était plus simple que (i), entre de nouvelles périodes m^^ 7»T2, CO3, . . . , 03,^, et W2 sera encore fonction linéaire, comme Wi , de ces nouvelles périodes, et ainsi de suite. Mais les équations telles que (2) vont toujours en se simplifiant; les coefficients finissent par s'évanouir, et l'on
voit que, finalement, to^, coo, ..., lOn sont des fonctions linéaires, homogènes et à coefficients entiers d'une même période. A ce point de vue, les périodes considérées ne sont donc pas distinctes.
V. — Impossibilité de deux périodes avec un rapport réel
Une fonction monodrome et monogène dans toute détendue du plan ne saurait posséder deux périodes distinctes avec un rapport réel.
En effet, soient o) et ato deux périodes de la fonction /(ij) ayant le rapport réel a : alors, /?^^ et m2 désignant deux entiers, m< cj -h //loato sera une nouvelle période; or, a ne pouvant être commensurable, sans quoi w et «w ne seraient pas distinctes, car il existerait entre w et ato une relation linéaire à coefficients entiers, on pourra toujours choisir les entiers m^ et m2 de telle sorte que
et
mod(7ni w -+- /n2aco)< modsw;
la période ni^tù -\- n^2ai^^ peut donc être prise aussi voisine de zéro que Ton veut, et alors, en l'appelant a, on aurait
/(2) =/(^ -^ 3c),=:/(z + 2a) = . . .=/(z + /la),
z désignant un point quelconque.
Or, si la fonction y*(^) est synectique autour du points, dans un contour fini tracé autour du point z, Féquation
aurait une infinité de racines, ^ = a, 2 a, 3 a, .... ce qui est impossible.
VI. — Impossibilité de trois périodes
Théorème. — Une fonction monodrome et monogène ne saurait avoir plus de deux périodes distinctes.
En effet, soient to,, too, Wj trois périodes distinctes de la fonction /(:?) : alors, /?z,, 7?2o, în^ désignant trois entiers quelconques,
m? Wo -f- m-. (On
sera une nouvelle période, car cette quantité ne saurait s'annuler, (0,, cl>2, toa étant des périodes distinctes; soient
^4 = mi«i4- m2a2 -H ms^s, 6^ — m^ bi -i- 7n2 ^2 + nii ^3 ;
la nouvelle période sera égale à a, -|- br^sj — i. Or on peut toujours rendre (p. 218) a., et 6, moindres qu'une quantité donnée, en choisissant convenablement 7?2<, m^, m^] le module de la nouvelle période pouvant être alors pris aussi petit que l'on veut; en désignant cette période par a, on aurait /(;)=/(^ + a)=/(3 4- 2a) = . . . et l'équation f(z)^f(z-\-x) aurait dans le voisinage du point z une infinité de racines ^ = a, 2 a, 3 a, .... La fonction /(:;) ne saurait donc être synectique autour du point z.
Nous verrons, au contraire, qu'une fonction non monodrome peut posséder plus de deux périodes distinctes et même un nombre quelconque de périodes.
VII. — Périodes élémentaires
Etant donnée une fonction monodrome et monogène doublement périodique/(^) aux périodes w et m, on peut toujours supposer qu'il n'existe pas de période ù qui ne soit de la forme /nw + /zcy, m et n désignant deux entiers, car Ù ne saurait être distincte de w et nr; donc il existe des périodes telles que toutes les autres soient fonctions linéaires et à coefficients entiers de celles-ci. De telles périodes sont ce que l'on appelle des périodes élémentaires.
Il existe une infinité de systèmes de périodes élémentaires : L. — Traité d'Analyse, IV. i5
en effet, soient ca et nr un système de périodes élémentaires; deux autres périodes
tu' = atii -+- bw, tu' = a'to -i- b'w,
a, b^ a' , b' désignant des entiers, formeront un système élémentaire, s'il est possible d'exprimer to et tu en fonction linéaire et à coefficients entiers de to' et m'. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que ab' — ba' =^ zh i, car ab' — ba' ne saurait diviser à la fois a, 6, a', b' \ en effet, a, 6, a\ b'
ayant un facteur commun a, — et — seraient des périodes qui
ne pourraient pas s'exprimer sous forme linéaire à coefficients entiers à l'aide de a>' et m' .
Théorème I. — Deux parallélogrammes élémentaires^ d est-à-dire ayant pour côtés des périodes élémentaires, sont équivalents.
I et x' -\-y' ^ — I deux périodes ~i)^b{x'-\-y's/^)
En effet, soient x -\-y élémentaires,
a{x-^y et
a'{x-\-ys/—i)^b'{x'-^y's/—i)
deux autres périodes élémentaires. L'aire du parallélogramme de ces dernières périodes est
ax-\-bx' ay-\-by'
= Hz
ce qui démontre le théorème.
Théorème II. — Dans deux parallélograriimes élémentaires, la fonction f{z) passe le même nombre de fois par une valeur donnée.
Le théorème est évident pour deux parallélogrammes élé-
mentaires ayant un côté commun, vu qu'ils se composent d'une partie commune et de deux parties égales, dans Fin térieur desquelles la fonction acquiert manifestement des valeurs identiques. Pour démontrer le théorème, il suffira d'établir que l'on peut passer du parallélogramme ayant pour côtés (0 et w, au parallélogramme ayant pour côtés m et TTT,, au moyen de parallélogrammes intermédiaires ayant chacun un côté commun avec celui qui le précède et avec celui qui le suit.
Soient donc (o et w, un système de périodes équivalent au système m et in,, en sorte que
Wl =: bxLO -h bioi,
abi — bai = ±: i.
Pratiquons sur a et «j l'opération du plus grand commun diviseur et posons
b = biqi-\-bo, bi=b.2q2-^b„ ..., bn-i== b^qn-^ b„+i,
nous aurons
Tjy = «10)2 -^-«2^1, en posant 002= œ -f-^i(Oi,
Wi = 61 CO2 -T- ^2^1,
TîT = «2^3 -T-a3W2, 0)3= (Oj -î- q2(J^2,
THi = 620)3 —630)2,
Wi — b,i tiin'\-l -- b,i+\ <Mn-
Or l'opération du plus grand commun diviseur conduisant à un reste nul, on peut supposer an+i = o. De plus, a et ai étant premiersentreeuxjsansquoil'onn'auraitpasa^, — bai = ±: i, il faut que a,^ ==: i ; enfin on a
abi — bai= —{a^b^ — b^a^^^ ^{a^b^ — b^a^) = . . . ;
donc b,i+\ = I en valeur absolue, et l'on voit que l'on aura
ce qui démontre le théorème.
VIII. — Propriétés générales des fonctions à deux périodes
Avant de nous inquiéter de savoir s'il existe des fonctions monodromes et monogènes possédant deux périodes, nous étudierons a priori les propriétés dont doivent jouir ces fonctions, si elles existent; ces propriétés, connues, nous guideront dans la recherche des fonctions en question.
Théorème I. — L'intégrale d'une fonction doublement périodique le long d'un parallélogramme des périodes est nulle (^ ).
En effet, le long des côtés opposés du parallélogramme, la fonction reprend les mêmes valeurs; mais, comme ces côtés sont parcourus en sens inverse, les intégrales partielles relatives à ces côtés se détruisent. c. q. f. d.
Ce théorème fondamental est de M. Hermite.
Théorème II. — Une fonction doublement périodique a au moins deux infinis dans chaque parallélogramme des périodes.
En effet, en vertu du théorème précédent, son résidu est nul, ce qui ne pourrait avoir lieu si elle ne possédait qu'un infini.
Théorème III. — Dans chaque parallélogramme lafonc-
(*) Il ne sera question dans ce qui va suivre que de fonctions monodromes et monogènes, ce qui nous dispensera de répéter sans cesse ces adjectifs; nous les supposerons également sans points essentiels à distance finie.
tion doublement périodique f{z) passe par tous les états de valeurs, autant de fois qu'elle passe par V infini.
En effet, le résidu étant pris à l'intérieur du parallélogramme, on a
n désignant le nombre des zéros et v celui des infinis de/(3); mais, en vertu du théorème I,
car ~~ est doublement périodique, donc n=y: mais la
fy) \ ^ '
fonction doublement périodique y( 5) — a a les mêmes infinis que/(^); donc le nombre de ses zéros est ^, donc enfin /(^) passe n fois par la valeur a.
Nous appellerons ordre d'une fonction doublement périodique le nombre d'infinis qu'elle possède dans un parallélogramme des périodes.
Théorème IV. — La somme des valeurs de la variable z pour lesquelles une fonction doublement périodique prend une même valeur dans un même parallélogramme des périodes est constante.
En efî'et, considérons les valeurs de z pour lesquelles on a
f{z) = a ou f(z)—a=o,
f{z) désignant une fonction à deux périodes, l'intégrale
dz
est égale à la somme des zéros diminués de la somme des infinis de f{z) — a; soient donc o- la somme des infinis de f{z), et s la somme des valeurs de z pour lesquelles/(5) = a,
on a
'zf'(z)di
23o CHAPITRE VIII.
Soient 03 et w' les périodes de/(^), l'intégrale précédente étant prise le long d'un parallélogramme de côtés to, to', nous pourrons écrire, en appelant Zq un point quelconque,
mîiïsf{z-\-i>)) = /(z),f{z-hiù')=f{z), ..., donc
ou
mais/(2:o4- (o')=/(go), donc
;== ( w log I — to' log i) = 5 — a ;
mais log i est de la forme ini'iz y/ — i , donc
s — a — 771 10 -H m' o)', m et m! désignant deux entiers. On a donc
Le signe ^ sera désormais employé pour exprimer une égalité dans laquelle on néglige des multiples des périodes.
Corollaire, — La somme des zéros est donc égale à celle des infinis quand on néglige les multiples des périodes.
IX. — Des fonctions auxiliaires
Nous allons maintenant chercher à former de toutes pièces des fonctions possédant deux périodes ; de telles fonctions ont
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leurs zéros et leurs infinis régulièrement distribués dans le plan, et on peut les considérer comme des quotients de fonctions ayant leurs zéros régulièrement distribués, mais ne devenant infinies que pour des valeurs infinies de la variable (t. III, p. 371). Voyons si de pareilles fonctions existent et cherchons à les former.
Soit 8 [x) une fonction toujours synectique, ayant ses zéros régulièrement distribués dans le plan, comme ceux d'une fonction à deux périodes co, rn. Si l'on déplace parallèlement à lui-même le parallélogramme des périodes, il devra toujours contenir le même nombre de zéros et, par suite, l'intégrale suivante prise le long du parallélogramme en question
dx
devra être toujours égale au même nombre entier quel que soit le point de Zq par lequel on fera passer l'un des sommets de ce parallélogramme. Intégrons donc le long du parallélo-
Fig. 10.
J"o+ to
gramme ayant pour sommets XQ^XQ-\-iù,XQ-\-iù-\-Ts5,XQ-{-m {fis- ^^) ^^ écrivons que le résultat est égal à l'entier ?, quel que soit Xq ; nous aurons
On satisfera à cette équation en posant
0(07 -i-to) G(^-)~^' 6(^-1-^) ^{x) ~ '
les constantes a et b satisfaisant à la relation
(i) arj! — b(M = 27:1 y — i ;
si l'on intègre les équations précédentes et si l'on passe des logarithmes aux nombres, on trouve
a' et b' désignant de nouvelles constantes. Les fonctions qui satisfont aux formules (i) et (2) et qui ont leurs zéros distribués comme ceux des fonctions à deux périodes sont ce que l'on appelle des fonctions auxiliaires (^).
Si l'on connaissait des fonctions 9 et 9, satisfaisant à ces
formules, il est clair que -^ serait doublement périodique et
posséderait les périodes to et nr; occupons-nous donc des fonctions auxiliaires.
Quand on change x en x -^ w, la fonction g^x'+Bx+c g^ trouve multipliée comme la fonction 0 par une exponentielle dont l'exposant 2Ato^ + Bco + Aco^ est linéaire; si donc on pose
2Aa)-T-a=o, Aw2 4_B(jj-i-a' = o ou
2tO
2 OJ
la fonction
\ qXx'-+^x+C
sera
telle qi
le
Aix4-to)»+B{j?+wH-C
ou
f{x 4- w) = e(a;)eAxs+Bx+c =f{x).
(*) M. Hermite appelle aussi ces fonctions doublement périodiques de troisième espèce.
On a ensuile
f(^CC-^w)=(i{x+Tn) eA(.r+CT)î+B{x+nT) +-C
ou, en vertu de la seconde équation (2),
g et h désignant les constantes
^ = 2Xw -\- b, h = Xvy'^ -hBw -i- b'.
Remplaçant b par sa valeur tirée de (i) et A, B parleurs valeurs (3), on trouve
1 tir i/ — I
la quantité h dépend de la constante arbitraire b', si bien que Ton a
( /(^ + w) = /(^), (4) _!!!^.-HA
On voit donc que l'étude des fonctions 9 est ramenée à celle de» fonctions 0 satisfaisant aux relations
( e(x-+-m) = e{cc)e "^ \
qui ne diffèrent de (4) que parce que l'on a mis la constante h
, P lire J — T
SOUS la lorme c.
L'étude de la fonction B sera plus simple que celle de la
fonction 9, parce qu'elle renferme moins de paramètres, et
aussi, surtout, parce qu'elle possède déjà une période cd.
Deux /onctions auxiliaires qui ont les mêmes zéros ne peuvent différer que par un facteur de la forme e^^'"^^^^^' dans lequel A^ B, G sont des constantes.
Soient, en effet,Q(x)et8i(^)les deux fonctions en question :
si elles ont les mêmes zéros, elles ont aussi les mêmes périodes Cl), m, et l'on a
e (ic -H w) = 0 (a7)e«^+/^
^i(x -{- 0))= 0i(iJ7)ea^+?
0,(37 -^ny) = ^i{x)e^'^+^' ;
on conclut de la première
dx dx
<^^2 dx'^
*i r .• <i2iog6(a7) û?2iog6,(57) . 1 11 ^ '
et les lonctions ~-^ — -•> -^-^^ — - sont doublement périodiques, leur différence est donc doublement périodique; mais B(^) et 9i(^) ayant les mêmes zéros et pas d'infinis ne peuvent différer que par un facteur exponentiel e?^-^^, oùo(^) représente une série ordonnée suivant les puissances de x^ c'est-à-dire une fonction toujours finie, excepté pour ^ = oo. Or la différence
^2l0ge(^) <i2log0i(a7)
~dx^ 5^2
est égale à cp'^(^); cette fonction est doublement périodique comme cp(^) et a ses infinis, c'est-à-dire ne devient jamais infinie; donc elle se réduit à une constante 2 A, donc 'f (^) est bien de la forme cp(j;) = A^^ -f- B^ -f- C.
X. — Développement des fonctions auxiliaires
Nous voilà donc ramenés à trouver une fonction satisfaisant aux équations
(i) 0(^ + oj)=e(;r),
(2) 0(a? + Tn;) = 0(;r)e «^ ' .
: La fonction 6, devant être synectique dans toute l'étendue
du plan et devant posséder ]a période to, si on la compare à
la fonction z^= e ^ , sera une fonction synectique de celle-ci ; car, quand on se donne ^, ^ a une infinité de valeurs de la forme x-{-mLù^jn désignant un entier; 6 (^ ) = 0 (^ + m w) n'a alors qu'une seule valeur pour chaque valeur de z et l'on pourra développer 0(^) suivant les puissances ascendantes et descendantes de z\ posons donc
en faisant A,j = e ^ ; on a alors
En vertu de (2), on doit avoir
en égalant les coefficients de e "* , on a
nv5 -H cp(Ai) = cp(n 4- t) — ic ou
cp(Ai + i) = cp(n)H- nrn -h ic, on en déduit
o(n -^ 21) ■= ^{n -h i)-\- (n -h t ) tïï + ic,
^(n -h [xi)= (^{n -i- [X — i i)-^{n -\- [xi — t)r5 4- ic, d'où l'on conclut, en ajoutant,
, ., , , •2/H- (Xt — i cp(/i-i-(JLt)=cj>(/i)-HTn I-"- + I^ ^^-
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Ainsi, cp(o), ^(i), . . • , o{i — i) restent arbitraires et, en fai-
sant e ^ = A,,, on voit que l'on peut poser
/ e(:p) = Ao0o(^)4- Al 61(^)4-... + A,-_i0,-_i(a^-), (3) je,(:r)= 2 e-^r^^""-^^"^^-^'^'^^^'^J.
La fonction 0«(^) est bien déterminée, car la série qui la représente peut toujours être supposée convergente. En effet, la racine y^""^^ du terme général tendra vers zéro pour
p. = 00, pourvu toutefois que la partie réelle de soit
négative, ce que l'on peut toujours supposer en changeant, si l'on veut, le signe d'une période.
En résumé j les équations (i), (2) admettent une solution renferm^ant i constantes arbitraires, et les fonctions (-) qui ont i zéros dans le parallélogramme des périodes, fonctions que nous appellerons fonctions auxiliaires d'' ordre «', sont linéaires et homogènes de i d'entre elles.
Ce théorème est encore vrai pour les fonctions B plus générales. Soit, en effet,
am — b(jL> = '2T.î^ — i; si, pour ramener la fonction 9 aux fonctions 0, on pose
on trouvera
e (x)== Ao6o(:r)+ A,6,(:r)...A,_i6,_i(;r),
et par suite on voit que :
Toute fonction d'ordre i est une fonction linéaire et homogène de i d'entre elles.
Cette propriété est fondamentale.
Avant d'aller plus loin, nous ferons observer qu'il existe des fonctions d'ordre zéro et que ces fonctions sont de simples exponentielles; en effet, les fonctions d'ordre zéro doivent satisfaire aux relations
0(:r)= 0(;r)eAr»+B.r4-C^ 0(a7-t- to)= 6(37),
La fonction 0 d'ordre un, restant finie dans le parallélogramme des périodes et possédant les deux périodes w, w^ doit se réduire à une constante, et par suite ^{x) est de la forme
Q Qkx'-hhx-i-C
G désignant une quantité indépendante de x.
Les fonctions 0 du premier ordre sont de la forme
(X = -J-ao 27rv/~r U.(lX--l) -]
XL — Sur les racines de ^{x)= o.
Considérons la fonction 8 définie par les équations
^^^ . ( 6(a;-FnT)= 6(ar)e/^^+/-'',
axjy — boi = lÏT. \J — i .
La somme s des racines contenues dans un parallélogramme des périodes to, ttj est donnée par la formule ,
l'intégrale étant prise le long du parallélogramme. Cette for-
mule peut s'écrire
2Tzs\/—i= I \ -r-. — riP— 777 (œ-^w)\dx
or, en vertu de (i),
6(07 + 0)) 0(iP) ' e(:r-+-TiT) e(^)
on a donc
ou bien, en intégrant,
(2) iizssJ — I = w 10^777-7 — ^Aog^T— - -\-a b h (a — 6)wn7.
Mais
e(TîT) ,, / —
m et n désignant deux entiers; la formule (2) donne alors
i = (o6 — -ma -\- a b [-(a — 6)cot3 -h
et, en négligeant des multiples des périodes,
, — ■ [oib — TTTa-T-a o \- a wïït — 0 totn ) •
ÎTI /— I \ ^^' '-^ /
Dans le cas particulier où l'on a
0(iP + a>) = 0(^), B{x-^v5):=Q{x)e ^^
il vient
(3) 5=i( c + nrj
XII. — Formation des fonctions auxiliaires et doublement périodiques admettant des zéros ou des infinis donnés.
Théorème 1. — Il existe une fonction auxiliaire d'ordre i possédant dans chaque parallélogramme des périodes w, C7, des zéros donnés.
En effet,, toute fonction auxiliaire d'ordre i est de la forme
Ao 60 -i- Al 61 -T- . . . -H A,-_i 6,-_i = cp (a? ) ; si l'on pose
o(ai):=o, cp(a2) = o, ..., cp(a/_i) = o,
on aura i — i équations permettant de calculer Ai, Ao, . . ., Ai_, en fonction de Ao, par exemple. Si l'on pose encore
cp(ao) = o,
cette formule permettra de calculer la constante désignée tout à l'heure par c, au moyen de la formule (3) du paragraphe précédent
s ou «0 -i- <3^1 H- • • • -!- CLi-\ ^ l
la fonction auxiliaire cp aura alors les i zéros a^^ . . . , a/_i et contiendra encore un facteur constant arhitraire.
Théorème II. — Il existe une fonction doublement périodique d'ordre i possédant i zéros donnés a^y a^, . . . , ai_^ et i infinis donnés bo, b^ ..., bi_ij dans chaque parallélogramme des périodes que Von peut se donner arbitrairement, avec cette restriction toutefois que les zéros et les infinis doivent satisfaire à la relation
En effet, soit C5 une fonction auxiliaire d'ordre i possédant à l'intérieur de chaque parallélogramme des périodes cj, ny les i zéros «o, «<, . . ., ai_\ ; cette fonction existe et elle est
déterminée à un facteur près. On peut former une autre fonction ^ aux mêmes périodes répondant à la même constante cet possédant, outre les zéros 6i, Z>2j ••., ^/-o ^^^ autre zéro 60, tel que
alors le rapport j a évidemment pour périodes w, rn, pour
zéros ao, «<, • * • , «/_< et pour infinis ^07 ^17 • • • 5 ^/-i- [On pourrait craindre que les équations «p(<2o) = o, cp(a,)=o, ... fussent indéterminées ; mais cela n'est pas possible, parce que l'on sait que deux fonctions doublement périodiques qui ont les mêmes zéros et les mêmes infinis sont égales à un facteur constant près.]
Théorème III. — A l'aide d'une fonction auxiliaire du premier ordre f on peut former toutes les fonctions auxiliaires d'ordre i.
Soit, en effet, ^{x) une fonction du premier ordre nulle pour .r = o : la fonction
^(x — ao)^{x — ai). . . 0(^— a/_i) = o(x)
s'annulera pour x z= a^, a», ..., ai^^; de plus, elle sera d'ordre i. En effet, si l'on a
on aura
o{x-+- lû)= (f{x),
ou, si l'on veut,
cç(^-f-Trr) = ^{x)e
en posant
^ _ _ «0 -4- ai + ... H- aj-i
Ce théorème nous sera bientôt utile.
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Théorème IV. — A l'aide d'une fonction doublement périodique du second ordre, on peut former toutes les fonctions d'ordre i aux mêmes périodes.
En effet, d'abord au moyen d'une fonction du second ordre y(^) possédant les zéros a,, «2 et les infinis a,, àa, tels que a, -t- «2 ^ ^-t -\- ^2^ ^^ peut former une fonction du second ordre possédant les zéros 6,, 62 et les infinis p<, po? tels que 6| + 60 ^ j^< 4- ^2- En effet, soit a, + «2 = 5 : la fonction suivante, où A est constant,
f(x-hs)—f(bi-i-s) ^
n'est plus infinie pour x = a, ou x = a2, mais elle admet le zéro X = bi et l'infini a; = p^ ; mais on peut disposer de s, de telle sorte que/(62 -\- s)^f{b^ -H 5); il suffît pour cela que 6j -j- 62 -^ 25 ^ «f 4- «2 ; la fonction considérée aura donc les zéros b^, 62? l'infini p,, et par suite un second infini ^o? tel que
xMaintenant, soit F, (^) une fonction du second ordre ayant pour zéros a ,, 60 pour infinis a,, «2, tels que «< -j-^j ^«i +«0; soit F2 une fonction admettant les zéros ^2 et b^ et les infinis I2 et 6,, etc.; soit enfin ¥n{x) une fonction admettant les zéros an-\ et ba et les infinis bn^^ et a,j. Considérons le
produit
f{x)=¥,{x)Y^{x)...¥n{xy,
il sera doublement périodique, si toutes les fonctions ¥^, F2, . . ., ce que nous supposerons, ont mêmes périodes; en outre, il s'annulera évidemment quand on supposera
et deviendra infini pour ^ = ai, ..., a,^. La quantité ba
seule ne peut pas être choisie arbitrairement, mais on doit
avoir
a, -^ aj — . . . ;- «rt-i -I- 6„ — ai + aa ^ . . . + a;,.
XIII. — Inversion d'une intégrale elliptique de première espèce.
SoitU un polynôme du quatrième degré en u : considérons l'intégrale
r'' du
^=i Tu-
Calculons ses périodes w, rrr: soient o et 5 les zéros de la fonction inverse, a et p les infinis, on a [3 = 5 — a ; car on sait qu'à chaque valeur de u correspondent, à des multiples des périodes près, deux valeurs ^ et 5 — x de jc. Considérons la fonction /(^) doublement périodique, possédant les zéros o, 5, les infinis a, |B et les périodes to, nr que nous avons appris à former au paragraphe précédent. Soit enfin
F(?/) est monogène et continue, elle est aussi monodrome; en effet, à chaque valeur de u correspondent une infinité de valeurs de l'intégrale x^ à savoir
mw H- ntn -h 37 et m w -H n TU -4- ^ — x^
qui donnent k f[x) la même valeur et par suite aussi à F(?^) ; donc F(?^) n'a qu'une seule valeur pour chaque valeur de u. Pour u = oo^ x = ciL ou p et/*(^) = GO, donc F(w) = go; du reste, si u est fini, x est fini et, par suite, F(^^) est fini; F{u) ne peut être nul que pour/(^) = o, c'est-à-dire pour x^s ou o; alors u = o. Ainsi F(u) n'a qu'un zéro et un infini, à savoir o, go; ce zéro et cet infini sont simples, car
Or y/U est fini pour z/ = o (ou du moins on peut éviter le cas où U serait nul pour w = o) ; quant à f'{x) il n'est pas nul, puisque Bo('^) et par suite /(:?;) n'ont que des zéros simples ;
pour prouver que l'infini esl simple, on considérera r^-. — ■•
En résumé, F(m) a les mêmes zéros et les mêmes infinis que la variable ii\ leur rapport A est donc constant elF(u) = a en choisissant convenablement A.
Il résulte de là que la fonction inverse de /(^) est l'intégrale elliptique, et que par suite, réciproquement, l'inverse d'une intégrale elliptique est une fonction doublement périodique monodrome et monogène.
XIV. — Relations entre une fonction doublement périodique et sa dérivée.
Nous allons voir que, réciproquement, toute fonction doublement périodique du second ordre a pour inverse une intégrale elliptique, mais nous allons généraliser un peu ce théorème.
Théorème I. — Deux fonctions doublement périodiques u et V, dont les périodes sont commensurab les deux à deux et sont dirigées dans le même sens, sont des fonctions algébriques Vune de Vautre.
En effet, soient mcu et aith les périodes de «, et soient A?i'co et /i'ti^ les périodes de t^, mein^ m' et n' désignant des nombres entiers. Soit |jl le plus petit multiple de m et m\ soit vie plus petit multiple de n et n : [jlw et vtu seront des périodes des deux fonctions; le parallélogramme de côtés jjlw et vcu contient tjLV petits parallélogrammes de côtés to, w ; à chaque valeur de ç correspondent (3 valeurs de x, si (^ est d'ordre p, et a valeurs de u si u est d'ordre a; donc à une valeur de ç correspondent dans le parallélogramme (|jiw, vtïï), -S — [^ valeurs de X et de u. De même, à chaque valeur de u correspondent ' — a valeurs de (^ ; donc, comme les nombres des infinis de u et ç l'un par rapport à l'autre sont limités, u et V sont liés par
une relation du decrré —7-*-, en u et -— en ç', ^ m n mn
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Supposons que ç = u' soit la dérivée de u : les fonctions u et ç ont le même parallélogramme, mais u' est d'ordre plus élevé que u. Supposons u du second ordre, ?/sera en général du quatrième ordre (il serait du troisième, si u avait un infini double), parce que les infinis de u' sont ceux de u avec un degré de multiplicité plus élevé d'une unité; la relation qui lie u k u! est donc du quatrième degré en u et du second en u' .
Soit
Uo u"^ -\- Ui u' + U2 = o
cette relation, Uq, \J\, U2 étant du quatrième degré au plus. Mais u' n'est jamais infini que pour u = co; donc Uq est indépendant de u : on peut supposer Uo= i. En second lieu, la somme des valeurs de la variable x pour lesquelles u est donné est constante ; donc, si l'on appelle x^ et X2 ces valeurs,
on a
djp^ dxci
du du OU
donc
■^ —- —o ou Ui = o; U2
donc enfin la relation qui lie une fonction doublement périodique du second ordre à sa dérivée est
OU bien
— = i/A a* -t- B u-i -T- G i^^' -,- D w + E. dx
Ce fait a été établi par M. Méray.
XV. — Les fonctions auxiliaires de Jacobi. La fonction sn^, inverse de l'intégrale
a pour périodes 4K et 2K\'— i, K et R' étant donnés par les formules
Ses zéros sont o, 2K, ses infinis K'y/ — i et 2K + ¥J \J — i; elle sera donc égale au quotient de deux fonctions auxiliaires que l'on pourra former de bien des manières, ayant pour périodes 4R et 2K'y/ — I, et s'annulant l'une pour ^ = 0 et a: = 2 K, l'autre pour ;r = K^ y/— 1 et ^ = 2 K + K' \J— i .
Rappelons que, si une fonction auxiliaire du second ordre satisfait aux équations (p. 286)
ses zéros a, p satisfont à la relation (p. 288)
a+fî^2(; V- TJ5 — C
OU
et ^ fonctions
et 8 est une fonction linéaire arbitraire et homogène des deux
— — — [2[XJr+2[IC+[X([X-l)CT]
X4-1) J:+2[J1.C+[X»CT
Alors, si l'on prend w = 4^.? ^ = 2R^y/ — i , a -f- p = 2K, et 2C^2K, ou 2c=2Kh- 2K'y/ — I, les formules (3) deviendront, à l'ordre près,
2, —^ [(2[JL-(-l)a:-l-2tiK+2K' v^[X(IX+lj]
Nous représenterons la première expression avec Jacobi par B{œ), la seconde par H(.t), après l'avoir multipliée par
ttk;
*•" ; nous poserons en outre
et nous supposerons la partie réelle de ^ positive (<). Nous
aurons alors, en groupant les termes deux à deux, (4) e{x)=i—'iq cos--^- -i-iq'* COS-— -. . .ziZ2q"-cos
(5) li(a7) = 2^*sin -j^ — 2^*sin — ~'^...z:z2q^ * ' sin tt— nx
H(^) s'annulant pour ^ = o est une des fonctions demandées. Soit a un zéro de %[x)\ comme 0(^) a évidemment pour période 2K, 2K4-a est un zéro de 0(^); donc, en vertu de (2),
2K + 2a = 2K ou 2a = o.
Ainsi a est égal à une demi-période; or
ne peut être nul, quel que soit q; donc 0 (K' y/ — i ) = o et la fonction 0(^) s'annulant pour œ = K'y/ — i est l'autre fonction cherchée : cela a besoin d'être confirmé par la formule ( 12). Indépendamment des fonctions 0etH, dans cette théorie, il est utile de considérer les fonctions S(x -j- K) et H(jc + K) que Jacobi a désignées par 0, (x) et H, (x). On a évidemment
(6) 0i(a7)= 14- 2^ cos-^^- +...-!- 2Gr''*cos — — +.. .,
(7) Hi(^) = 2^*C0S— j^ +2fir^C0S p- -H. . . + 25'V 2 / COS -ÛX-^-.
K 2 K IV
(*) Sinon K' est une période, — K' en est une aussi, ïf ^ ^^^ partie
réelle positive, et l'on posera 7 = e ^,
Les fonctions 0, H, 0,, H, jouissent, comme il est facile de le voir, des propriétés exprimées par les formules
ei(a7-T-4K)=e,(ar), Hi(a: -f- 4K ) = Hi(ir).
tt/m
EnposantA^e ^
e {x-^2K'^^)^—xe {x), H (^+2kV^) = -ah (x\
II
j e (' — ^) = e(rr). H ( — 37)= — H(;r),
i ei(— ^j = e(a:); Hi(— ^7)= ii(x},
e (x-^.-K):^^et{x), u {x-^-K)^}ii{x),
ei{x-^K)=-e (x), }îi{x-^K) = —U{x).
A ces formules on peut joindre, en posant
{ix+Ry'-l)
e (^-i-K'v/^) = v/=rTBH (^), H (a7 — K'/^)r^/^7Be (:r), Bi (a? -,- KV^^) = BHi(a7j,
que l'on démontre ainsi
donc
TCy/— 1
OU
c'est-à-dire
c'est l'une des formules (12) : les autres se vérifient d'une façon analogue.
XVI. — Nouvelle forme des fonctions auxiliaires
On peut mettre les fonctions auxiliaires sous une infinité de formes différant, comme on l'a vu, par un facteur exponentiel de la forme e^^'^^-^"^^; l'un de ces facteurs se présente tout naturellement. On a, en effet,
ce que l'on peut écrire
^,(R-(Xa-v/:il-[xSK'*)
Si donc on pose
6'(^)=^zte^
on aura
et il est facile de voir que l'on a
on a d'ailleurs, en changeant :r en ^ + 2K dans (i),
OU
La fonction 8' est donc du second ordre, aux périodes 2K et 4K.'y/ — 1, ses zéros sont ceux de ©(^), à savoir K'y/ — i et 3R'y — I ; la fonction 9' est donc fonction homoj^ène et linéaire des fonctions obtenues en faisant, dans les équations (3) du paragraphe précédent, co = — 4K^v — ^' ^:=2K, 2C^o. Nous prendrons 2C = 2K et nous aurons les deux fonctions
en posant alors p ^= e ^\ on pourra écrire ces fonctions ainsi, en faisant abstraction d'un facteur constant,
La dernière de ces fonctions s'annule pour x = K'y/ — i : elle est donc égale à Q' à un facteur constant près. En posant de même
on voit que 6', sera une fonction linéaire et homogène des deux fonctions (4); la première de ces fonctions admet pour période 2R'y/ — i ; si donc a est un de ses zéros, a+ 2R'^/ — i en sera un autre; la somme des zéros est une période : donc 2a 4- 2K\/ — I ^ o, donc 2a ^ 2R'y/ — i, donc a est égal à K'y/ — 1 plus une demi-période; donc
a=rK + KV^ ou a = 3K'/^ ou — K'/^.
Mais — R'y/ — I ne peut être racine quel que soit/?, donc a = R -h K-V — * • c'est un zéro de Si [x) ; ainsi la première des fonctions (4) est égale à ^\[x)^ à un facteur constant près.
On démontrerait exactement de la même façon que les fonctions
sont, à des facteurs constants près, égales à Nous poserons
— TZ ce — 3 TC ^
9(ar) = 20*cosh — =^, -f- 2p*cosh — r^ +. . .,
, , ,77 37 , ^ 11ZX
^{x)~i-^ip cosh -r^,' -\- ip'* cosh — — h. . .,
, . ^ . , TZX f . 371.2?
T, (^) — 2/>*smh -—-7 -i- 2p*sinh — — - +. . ., ^ 2K ^ 2K
Y)i(ar) =1 — 2/>cosh -^, + 2/)^ cosh -— ^ —
'Nous aurons alors, en appelant G une constante,
TT.r-
si, dans cette formule, on change x en x -\- Ry/— 1, on a
U+KV=Î)' 7lv/=^, ^, ^.
ou, réductions faites,
En changeant jî; en^ 4-K, puis, de nouveau, encc -\-K.\— i, on constatera que l'on a
Il reste à déterminer la constante C, ce que nous ferons plus loin.
XVII. — Formule de Cauchy
Posons
Il est facile de voir que Ton a OU bien
(2) Fiq^zXqz 4- q^'^) = ¥{z)(l + ^2«+l^).
Or on peut poser
(3) F(z)= AoH-Ai(^-T-z-i)+ A2(z2 + ^-2) + ...-}-A„(^« + i;-«),
Ao, A,, . . . , A^ désignant des coefficients indépendants de^. Si l'on remplace dans (2) F(^) et F(q-z) par leurs valeurs tirées de (3), on trouve
{qz ^ q^'^)[Ao-h kiiq'-z -^ q-^z-'^)-^ . . .-h Aniq^^'z'^ ^ q-^^z-" )] = (i_H^2«+i^)j-Ao+Ai(ij-f-^-i)-i-...+ A„(^« + z-")];
en égalant alors les coefficients des mêmes puissances de z dans les deux membres, on a
Ao^ -i-Ai^2«+2==Ai-4-Ao^2/î4-i^
A,^3_|_ A2^2n-h4=: A2-+- Ai<72« + 1,
OU bien
Al = Ao ; -——. q,
Ao= A(
j — qïn+i , _ q'Lti+k
on déduit de là
Pour déterminer Aq, on observe que A;, est évidemment égal à q,q^ ,q^ , . . ^2«+i _ ^«*. j^ dernière formule (4) donnera alors
ou
Des formules (i), (5), (6), on tire
l (i + qz){i + qz~^) . . . (i + q^^-^z){i -4- q^"-^z-^)
Nous allons maintenant supposer n=:cc; le premier membre de cette formule devient alors le produit infini
TT(l + ^2«^l^)(l _i_ ^2«+l^-l).
La fraction qui entre en multiplicateur dans, le second membre peut s'écrire
et, par suite, a pour limite -^ La formule (7) devient
alors 1
Désignons par Sm^i la somme des m -h i premiers termes de la quantité entre crochets, R/n+i la somme des termes suivants, on pourra toujours prendre n assez grand pour que Ton ait
£ désignant une quantité de module moindre qu'une quantité donnée a. Quant à Rw+u si l'on appelle ^ le module de q et V celui de jz^ il sera de module moindre que
or on peut toujours prendre m assez grand pour que cette quantité soit moindre que a, car la série précédente est convergente, même lorsqu'on la divise par [jl'"; m étant ainsi déterminé, n étant indépendant de m, on peut toujours faire en sorte que mode <^ a, et alors
ao 00
TT(l -+- ^2«+l^) (i ^ 9r2«+l^-l)TT(i _ ^2«) 1 1
différera de Sm+i d'une quantité dont le module sera moindre que 2a; on peut donc dire que cette quantité est égale à la limite de S,„^| et, par suite, on a
= '+î(^ + y-î'(^^+^)-----^-?"'*(^"'+j^)+.... Telle est la formule de Cauchy que nous voulions obtenir.
XVIII. — Développement des fonctions auxiliaires en produits.
Si, dans la formule de Cauchy, démontrée au paragraphe précédent,
7t.rv/-l K'
on fait ;î = e ^ ^ q =z e '^j il vient
1T(I— ^^'OTT( '+ 2(72/1+1 COS^ + ^r^i+sj 1 1
— I -f- 2 > 5^"' COS/l - - = 6i(a:).
On trouve ainsi le développement de 0| (.r) en produit et, en changeant .2: en.2: + K, en^ + K\/ — 1 eten ^-f-K + K'y/ — i , on obtient ceux de 0, H, et H. On a alors le groupe suivant de formules :
6 {x) — I l(l — 72/1 )( I '2^C0S— + ^^)( I — 2^3cos-— -f- <7^
H (.r)=2^^JJ(i-^2«)sin^
/ „ '^X \ / , 'KX \
xf 1—2^2 cos— -^q*\[ i — 2q*cos—-^g^j..., X ( 1 + 2 ^2 cos -j^ + ^* j ( I + 2 ^r* cos -^ -T-
Ges formules qui sont très utiles, fournissent dés identités curieuses quand on y suppose x ~ nous dispenserons de les écrire.
curieuses quand on y suppose œ =z o, .r = Kou:rr= — ; nous
Les fonctions 8, 'i\, 8,, v], donnent lieu à des formules
analogues.
Quand on pose dans la formule de Gauchy q z= p z= e
et ^ = e '^ , on trouve
TT( I-f- 2j02«+lcOsh ^ +/>*«+2\TT(j_^2«) 1 1
V^ „ , JITZX
re qui donne le développement de 8i [x) en produit. En traitant cette formule comme celle qui est relative à la fonction 64, on trouve les développements suivants
8 (37) = 2/?*P cosh — ^77
X ( I-h 2/?2cOsh -r^ +/^*)( ' -^ 2/)*C0Sh -— +/>8 J . . .,
XIX. — Relations entre les fonctions de Jacobi
Les quatre fonctions H, 6, H,, 0, sont du premier ordre, leurs carrés sont du second ordre* d'après (8), (10) et (9)
du § XV, les fonctions H2(^), 0^(œ), B^^{x), 0;(^) satisfont
aux équations
6(a7-h2K) = 6(ic),
par suite, l'une quelconque d'entre elles (p. 236) est une fonction linéaire et homogène de deux d'entre elle.'^. On peut donc poser
j e2(^) = AH2(:r)-f-BHf(:r),
A, B, C, D désignant des quantités indépendantes de x que l'on dé terminera en faisant :r == o,^ = Ket^= K-j-K'y — ^i; on aura alors pour ^ = o, en observant que H(o) = o,
Hf(o)' eKo)'
en faisant ^ = K, ce qui annule H, (^), on trouve
^ e^K) ^ ef(o\
~ H2(K; "" Hf(o,)'
en faisant ^ — K -f- K'y/ — i , ce qui annule 0, (^), on a de même
^ ^ e2(K4-KV^) ^ ef(KV=:"i) ^ HfÇo)
Les formules (i) deviennent alors
eH.)=|iglHH.)^|^eK.);
nous les écrirons ainsi
^^^ I _ Hf(o) UHx) sHo) ei(x)
[ ' ei{o) e^{x) e|(o) e^^x-)'
et nous poserons
^ ■ ei(^) e(o) _
ef(o) Les formules (2) donneront alors
les fonctions \ [x, v sont doublement périodiques. Il doit exister une relation algébrique entre ces fonctions et leurs dérivées ; cherchons la relation entre \ et V, on a
Or les fonctions H'(^)e(^) — e'(^)H(^), H(^)e(^) et lli(x)%i(x) satisfont aux relations
donc l'une d'elles est fonction linéaire et homogène des deux autres (p. 236); on peut donc poser
u'(x)e(x) — &'(x)}î(x) = AU(x)e(x)-i-Biîi{x)ei{x).
Si l'on change ^ en — Xj il vient
U'(x) e{x) — e'{x) H{x) = — AH (^) 0(^) 4- B Ui{x) ei(x),
donc A rrri o, et l'on a
H'(^) e(x) — e'(x) E{x) = BUi{x) ei(x);
si l'on fait ^ = o, on a
H'(o)e(o)=BHi(o)ei(o), L. — Traité d'Analyse, î\. 17
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d'où
^^ H'(o)0(o) . Hi(o)ei(o)^ on a donc
HV)e(a.)-e'(^)H(^)= lllU^l^^^ H,(:r)e.(r).
Si nous portons cette valeur dans (5), nous aurons ^X(^)_H-(o)e(o)
ou, en vertu de (3),
dX H'(o) 01 (o) /-
dx Hi(o)e(o)
Nous ferons
^^ Hi(o) 6(0) ^'
alors nous trouverons
dl
on a donc, ou on peut même poser comme définition de sn^, cn^, dn^,
(7) l{x)= sngx, (j.(a") = cn^;r, v{cr)— dn^x.
Si, dans la seconde formule (2), on fait ^ = K, on a
Ht(o) _^ 0Ho) 6^0) ■ ef(o)
OU, en vertu de la quatrième formule (3),
Nous poserons
XX. — Expression de sn^, ctit, dna? au moyen des fonctions auxiliaires.
En résumé, si l'on se donne K et K', on pourra former les fonctions ©(.r), H(.r), Si(œ), Hi(^), puis les modules [formules (3) et (8) du paragraphe précédent]
et le multiplicaleur [formule (6) du paragraphe précédent] Alors on aura [formule (2) du paragraphe précédent]
ix.{cc) = en ^37
v(a7) = dn ^cc =
ou encore
Si nous prenons le multiplicateur ^ égal à l'unité, nous établissons par le fait une relation entre K et R', et les formules (3) deviennent
(4) sna?=-^ -, cn;r = 4/-^ --Î, dnx=^/k'—-
La relation qui lie alors K à K' sera la relation (2), où l'on fera ^ = i , à savoir
ir(o) 61(0) ^ Hi(o; 6(0/ ''
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en remplaçant B, H, H,, ©j par leurs valeurs, cette relation devient
Les formules (i) donnent lieu aux relations
-f- 2 q -\- iq'* -\- iq"^ -,-
la formule (5) peut alors s'écrire
~ 1 — iq-\-iq'* — 2^9 -f-..
et
. 2 K v/A ' _ q'*—'iq'*-^'jq^ — ...
(9; ~ — T 9 Ts
XXI. — Usage des fonctions 6, ri, Oi, ru. — Calcul de la constante C.
Puisque l'on a
(0 l-'SL-h-IlL- Ce^'
^'^ e - H - Oi " Hi - ^^ '
on aura aussi
I ri{x) Snx — —- K7 — r> sTk ^(^)
/k' r^iC^p) 6^(0)' e|(o)' ra(o) 0(0)' ••••
Nous pouvons maintenant déterminer la constante C qui entre dans la formule (i); en effet, on a
Hi(o)e(o) Ta(o)e(^o)
Remplaçons dans ces formules H'(o), B,(o), ..., 8(0) par leurs développements en produits, en observant que
U(cr) H (o) = lim — —- pour x = o,
T, (o)=Iim poiir.r = o;
nous aurons
JL(,_^2)2(,__^.)2.
..(.-4-^)Hi + 5'')'---
on tire de ces deux formules (p. 204)
/^ _ ( f ~ q'-Mi — q'^) . . . (i -^ q)(T -^ q^) . . .
divisant ces formules membre à membre, en ayant égard à (i), on a
/ K _ e, ço) _ ^ .
V K' ~ "Oi(o} ~ G'
ainsi la constante G est égale au rapport 4 /7T7 des racines carrées des intégrales complètes.
Les formules (i) peuvent alors s'écrire
e, _ H _ If, _ y/K
^1 "" ^ "~ i^ii ~ y/K'
XXII. — Périodes elliptiques
CherchoDS à former un système de fonctions elliptiques. En se donnant le module A-, on pourra calculer q ou,
ce qui revient au même, le rapport t- au moyen de la for-
mule (p. 260) (I) sl^k =
La formule (p. 260)
TT I — iq -^ iq^ — 2^^-!-...
permettra ensuite de calculer R et, par suite, R^ Quand on se donne Xr, il y a donc une infinité de valeurs possibles pour
K' R et R^, le rapport — a une infinité de valeurs; mais, quand
ce rapport est déterminé, R et R^ sont déterminés. Il résulte de là que, comme sn^ ne dépend que de A", pour former une même fonction sn^, on pourra employer une infinité de systèmes de fonctions 0 et H.
On appelle périodes elliptiques les périodes 4^ et aR'y/ — I qui sont telles que R et R' soient des solutions des équations (i) et (2); ce sont, si l'on veut, toutes les périodes que l'on peut employer pour construire un système de fonctions H, 0, telles que l'on ait
Appelons Ri et R', un système quelconque de solutions des systèmes (i), (2), le parallélogramme des périodes 4l^n 2R', \l — I, contenant seulement deux zéros desn^r, devra être
un parallélogramme élémentaire, de sorte que, si K et K' désignent les intégrales
r^ dx r^
dx
on devra avoir, m, ;?i^, n, n' désignant des entiers,
4 Kl = 4 ''i K ~ 2. m' K' y/ — i ,
2 Kl y/ — I — ^TlK-r- -2 71' K' / — I ,
mn' — nm' = zh i,
et, pour que les formules (3) aient lieu, il faut que cn^ s'annule pour ^ r=z Kl , et dn ^ pour ^ = K, + K', y — i ; donc,
en appelant a, j3, a', '^' des entiers,
K,rrr(2a + l)K-f-2pKV— I,
Kl -f- K; /^ = (^.a'^ i) K -i- ^2|B'+ i)KV-
Il faudra aussi que -^ ait sa partie réelle positive. La comparaison des formules (4) et (5) donne
4/iK-[-2/i'K'v/^^==4.2i3"K-i-(2Y"+i)2KV^,
d'où l'on tire, en appelant a, 6, c, d des entiers,
4Ki=(2a-M)./iK-i-2è.2K'v/^, 2K;= 2c4K-^(<i-f-I)2KV^.
Enfin la condition que tft doit avoir sa partie réelle positive donne
ei a-\- d doit être pair.
XXIII. — Développement des fonctions elliptiques en séries trigonométriques.
Reprenons les formules de la page 254, que l'on peut écrire
I — iq COS— -4- ^2 J I I _ 2çr3 COS-^ + ^ )
U {x)= qq' sin^ ^i - q^ cos— -h ^^ j (^i - 9* cos-^ ^- çr^j
prenons les logarithmes des deux membres des formules précédentes, et observons que l'on a, en supposant le module de r inférieur à l'unité (T. III, p. 290^
log(i — 2rcos9 + r^ ) ~ r coso h cos2o -~ — cos3^ . . .;
nous aurons
-loge(:r) = -logQ
[ira: V'
I ITZX
COST
en différen liant alors ces formules, on trouve les suivantes :
r. \ — — ^sin--H — -sin— T7—
q^ . ^Tzx
2 ry
q . -KX ^ sin
^^ . ITZX
K Vi — ^2 "•" K I =^ ^*"^r
sin
~i7 col-— 2 K -i K
sin-77 — i — pSin— p h
K\i — qi K \ — q'
,. , , sin-p-
1 — 7- On tire de ces formules, par soustraction,
sin
sin
sn ^ sna7 cn'a7 cnx
—77 COt— r; i^ — ^^ Sin-TT- -r
7t TZX
11Z / q . Tzx
dnV d
ux ~ ^KV
TZX
-^ — - Sin-rr- - 7^ K
-^ — - Sin— V- -i-72 K
~ — T Sin— r— K
tn^?7 tn37
71 / 7r 37 -TT 37 \
-rr col— j- + tang— iK\ 2K °2K/
ITZ / q"^ . 27137 7^ . 4^-^
TT- — ~ — ; Sin—- 1 2 — - sin— p '-
XXIV. — Relations nouvelles entre les modules et les périodes. Reprenons les formules (p. 25g)
H'(o) 8,(0) Hi(o) 6(0)
Si, dans celle dernière formule, on remplace 0(o), ©i(o), Hi (o) par leurs valeurs lirées des formules (i) du paragraphe
précédenl, si l'on remplace H'(o) par / — ^^ — - lire des
mêmes formules, on Irouve
En supprimant au numérateur et an dénominateur le facteur
qh^-^ q'^Yi^-^ q')' ' "X{^- qYi^- q'Y - ",
il reste
^^■~^i'-^^fi^-^Q')'{'-^^')''-'Xi'-r'Y{^-9')Ki-9'y
formule qui peut s'écrire, en vertu des formules (i) du paragraphe précédent.
OU encore
(0 i/ —- =i-\-iq -\-iq'*-^iq'^ -\-
Cette formule remarquable conduit à une proposition curieuse d'Arithmétique. Dans la formule (3) du paragraphe précédenl, qui donne -j — -j faisons ^ = o ; après avoir divisé par x^ nous aurons
en X
Si l'on traite de même celle qui donne '--, on a
en a?
en combinant cette dernière avec (4), on trouve
OU bien, en développant en série les termes du second membre,
A, B, G, ... désignant des coefficients entiers et essentielleijient positifs. Si l'on développait le premier membre, il devrait être identique avec le second; donc toutes les puissances entières de q devraient se trouver dans le premier membre. Or ces diverses puissances sont des sommes de quatre carrés; donc :
Tout nombre entier est la somme de quatre carrés [dont quelques-uns pourront être nuls).
Si l'on se rappelle la formule (p. 262)
iq'* -\- iq'* -\- iq * -h
I -T- 2 ^ -r- iq^ -r- iq
la formule (5) combinée avec (4) donnera
— \iq'*-^iq*-\-iq'^-\-...) = ^H ^— -
OU bien
\q'*-^q'*-\-q '' -^...) = kq -^ ï^q^ -^ Cq^ -^ . . . , A, B, G, ... étant tous entiers et positifs. Il en résulte que
tout nombre entier impair est de la forme
;i2 -^ n'i _f- ri'i + n"'2 4 '
71, n\ n" ^ n'" désignant des nombres impairs; autrement dit :
Le quadruple d'un nombre impair est la somme de quatre carrés impairs.
XXV. — Formules d'addition
Considérons la fonction H(^ + a))^[x — «)= ^{^)\ elle satisfait aux relations
elle est donc du second ordre aux périodes aK et 2K' ^— i , et par suite elle est fonction linéaire de deux fonctions quelconques satisfaisant aux mêmes formules; or 0^ ^^^ et H2(^) satisfont à ces équations ; on peut donc poser
Pour déterminer A et B, on fera œ =z o el x =^ a successivement, ce qui donnera
— H2(a) = A02(o), 0 = Ae2(a)-+-BH2(«),
d'où l'on tire
A = _Ii!i^\ B^^'^""^
et, par suite,
en^^HV^r) — H2(a)0'(a;)
En raisonnant d'une façon analogue sur les fonctions
H{x — a)Q{x-{- a), H(^ — a)Hi(a7 -4- a),
on formera le Tableau de formules que voici :
eHa)HHx)—nHa)QHcc) 62(0)
(1) \ Il{x — a)lli(x-\-a)
ll{x — a)Qi{x-i- a)
H,(a)e(a)„. , ^ . , H(a)e,(a)^, .„ . , - ' ll{x)&i{x)— „\„\^' . e(a7)Hi(a^);
Hi(o)e(o)
&H(i)eHx)—}iHa)HHx)
62(0) 6(^7 — a)ll{x -i- a)
__ lîi(a)6^(a)Uix)e(x)-^U(a)&(o:)Ui(x)ei(x)
- ei(o)Hi(o) '
(2) / 6(J7 — a)Hi(a7 + a)
_ e(a)&i(a)ii(x)Hi(x)—U(a)Q(a)e(x)&^(x) 6(0)6,(0)
Q{x — a)Si(x 4- a)
_ Hi(a)6(a)H(a^)6i(a7)— H(a)e,f^)6(.r)Hir.r)
En divisant (i) par (2) et en ayant égard aux formules qui donnent sn^, cn^, dn^ en fonction de H(^), ©(^), H^ (jc), (■), (^), on trouve
%xi{x -^ a)
sn^x — sn2<2
snx cnadna — sna cna; dna?' en multipliant haut et bas par
sn a? en 37 dn a -f- sn a en 37 dn a?.
il vient
sn(a7-i- a) =
(sn^rp — sn2a)(sn.a7 ena dna -f- sna cna? dn.r)
sa^x cn'^a dn^a — sn^a cn^^? dn^a?
(sn'a? — sn^a)(snx cna dna -f- sna enar dn.97) sn2a7(i — sn2a)(i~^*sn2a)— sn2a(i — èa^x){i—k^sii^x)
En effectuant les calculs indiqués et en observant que sn^^ — sn'-a entre comme facteur au dénominateur, on a enfin les formules suivantes; en changeant x en a et a en è,
sn(a ± b) = cn(a liz fe) = dn{a±b) = tn(a±/y) =
sna cnb dnb ± snb cna dna
I — /c'^ sn'^ a sn'^ b en a en 6 zpsna sn6 dna dn6
\—k^sn^asn^b '
dn a dn b zi;z k^ sn a snb en a en b i — k'^&n^a sn^b ina dnb ±tnb dna
in a tnb dna dn6
De ces formules on peut en déduire une multitude d'autres qui ont plus ou moins d'analogie avec les formules de la Trigonométrie, par exemple
ou
si]{a -\- b) -h sn{a — b) — sn(a-f-6)— sn(a — b) — en ( a -4- 6 ) -!-. en ( a — b ) — cn(a -^ b ) — en (a — b ) = dn(a-r-è)-T-dn(a — b ) — dn(a + 6) — dn(a — b ) —
G snacn6 dnb, G sn6 ena dnrt, G ena cnb,
— G sna sn6 dna dn6, G dna dnè,
— G k^ snasnb cna cnb,
k'^ sn^a sn2 6
XXVI. — Formules usuelles déduites de la considération des fonctions auxiliaires.
Les valeurs de sn^, cnjp, dn^r, pour des valeurs particulières de la variable x se déduisent facilement des propriétés des fonctions 6, H, 0,, H, et des formules suivantes qui pourraient servir de définition à sn^, cn.r, dn^, si elles ne s'étaient pas tout d'abord présentées dans le calcul des intégrales ordinaires; nous nous bornerons à écrire ces formules,
leur démonstration ne présentant aucune difficulté :
I U(x) ^ /F Ui(cc) , /y-, e,(^)
sna7=— r-— — f, cna7 = 4/-^-— ^ — , dncc = ^k'--^ — ,
snx a pour périodes 4K et iK'\/~i,
cna; a pour périodes 4K et 2K -4- 2 K' y/ — i ,
dn^r a pour période? 2K et 4K'v/— ^ i?
sna? s'annule pour a? = o et 2K,
cna7 s'annule pour or = K et — K,
dnx s'annule pour x = K-i- K'/— i et — K — K'/ — f,
sn^, cn^, dn^sontinfinispour ^ = K\/ — i et2K + R\/ — i .
sno = o, cno — I, dno = t,
snK = i, cnK=o, dnK = A',
sn2K — o, cn2K =; — i, dn2K = i,
snK'/ — i=oc, cnK'y/ — 1 = se, dnK'y/ — 1 = 0:,
sn2KV — I = o» cn2KV — i = — i, dn2KV— 1 = — i>
sn ( 2 K -f- K' y/ — i ) = oc, en = oc, dn = ce,
sn(iK -^2K'^— i) — o, cn = -hi, dn — — i,
sn(K-i-K'/ — 0=y' en = ,- y/ — i, dn = o,
sn — X — — sniT, en = cno^, dn = dn:r,
sn(2K ziz ir) = iz: sna7, cn = zjzcn^, dn = dnrr,
/,,, / \ I 1/ — I f'n^ 1 / cna7
sn( K y/ — 1 -t-x ) = , en = — -^—7 — , dn = — y/ — 1 ,
ksnx k suit' sn;^.'
^ cna? ,, sn^r . k'
sn(K-{-a:) = -, , on = — k -, — , dn ~ -; ,
dna? dn^ dna?
sn(2K'y/— 1 + ^) = sna7, en = — cnar, dn = — dn.r.
Quand on change K en K^y/ — i et K^ en R \j' — i , les quan-
tités q ou e ^ et p ou e ^' se changent l'une dans l'autre; de même k et /f' se changent également l'un dans l'autre en
ei{o)
62(o) _ (1 — 2^-4- iq'* — .
ef(o)
vertu des formules (p. 246 et i5o)
nf(o) _ 7)2(0) _ {ig'^-h-9.q'^-^...y
(H- 2jD+ 2jO*H-. . .)^
En écrivant alors 0(^, A"), H(^, /r), . . ., sn(^, A) ... au lieu de S{x)j H(^), . . . , sn^r, . . . , afin de mettre le module en évidence, on a,encliangeantKenR'^— i etK^^ — i en K,
KV— 1 Ky/— i
on en conclut (p. i5o)
de même
ei(x,k') = ^i(x^^^i,k),
U(x,k')=-L=r^{xs/-i,k),
U^ix,k')=^{xs/-i,k), d'où l'on conclut
sn
/ / j\ / sn{x, k') / / .A I
/ / ,\ fln(a^, k')
XXVII. — Théorème de M. Mittag-Leffler
Etant données des fonctions partout synectiques
excepté en a^ «27 • • • > et par conséquent que Von peut supposer développées en séries entières par rapport à 3
7 • • • ? il existera des polynômes V^, P2, . . . entiers
en X qui rendront convergente la série
(1) (Pi-^Gi)-+-(P2-i-G2)-t-... + (P«+G„) + ...
partout excepté en a^^ a^-, , . . , a^ ....
En effet, décrivons de l'origine comme centre avec un rayon infini R un cercle, décrivons autour de chaque point a^ comme centre un autre cercle de rayon r^ assez petit pour qu'il ne contienne aucun des autres points a^^a^-, ... ; si c'est possible on aura
,,/37G,Y _!_),= foj-^) -^
les intégrales étant prises le long des cercles de rayon R et r^. La fonction G( ) tendant vers zéro pour ^ = oc
(p. 247, t. III), la première intégrale qui figure dans cette formule sera nulle et l'on aura
\x — a.J J^.^ \z — a^lx — z
r ^ ( I \ r I x iPl^-i x"^ ] j
nous pourrons donc poser
Pv désignant un polynôme entier en x de degré [i. que nous allons déterminer de manière à rendre la série (i) ou, ce qui revient au même,
convergente.
Soit av le module de «v ; soient Mv le maximum du module de Gv sur le cercle Tv, p le module de ^ : le terme général de la série (2) aura un module inférieur à
"m., JÏJH M
(av— rv)!^(av— rv— p)
OU a
ITZM^
(av— rv)!J-(av— ;\ — p)
la série (2), et par suite (i), sera convergente si [x est choisi de manière à rendre
(a^—ry)[^{ccy—r^— p)
convergente, ce qui est toujours possible en prenant [x assez grand, puisque p finit par devenir plus petit que a^ — /\.
Alors la série (i) représente une fonction synectique de x excepté en a<, «o, ..., qui sont des points essentiels. Elle représente même, à une fonction synectique près pouvant avoir un point essentiel à l'infini, la fonction la plus générale douée des points essentiels a^, a^, ....
XXVIII. — Théorème de Liouville
Soit /'(^) une fonction du second ordre possédant les périodes w, tu et les infinis a, s — a. Soit F(^) une fonction possédant les mêmes périodes et les infinis ^i, ^2? • • •? ?^p-
Y ( z^ dz L'intégrale de . _ ^ prise le long d'un parallélogramme
des périodes est nulle ; cette intégrale peut être remplacée par une somme de résidus. Les résidus relatifs aux infinis x et
, F(5) ^ ¥ix) ^ ¥{s — x) ,
s — X de -^^-: 7^7 — - sont ^777 — { et -^^ r ; en observant que
f{x) est égal ai f(s — x)^ ou que f'{x) est égal et de signe contraire Si/'(s — x), la somme de ces résidus est
on a donc
l'intégrale étant prise autour des seuls infinis de F(^), ou, si l'on veut,
(I) Fix)--F{s-x)=fix)f^ ^^^^
En traitant la f onc tion /. , J^ , comme la précédente, et
observant que la somme des résidus relatifs aux infinis a, s — OL^ X, s — X est
F(x)^F(s — x) — F(oL) — F(s—oi), on a
(2) F(^) + F(.-:r)=F(a)-i-F(.-a)+ r Or de (i) et (2) on tire
(3) F(.)=i[F(.) + F(.-.)]-.l rMg^}±Z(£)]
ou, en appelant jjl l'ordre de multiplicité de l'infini p,
( F{x)=l[F(oL)-^Fis-c.)]
où l'on a posé
Dans le cas où les infinis de F(z) sont simples, on a
Ubis) F(:r)=i[F(a, + F(._a)]+-'y»-iMZi£)±Zii)l.
Si la fonction F(^) avait des points essentiels, la formule (3) aurait encore lieu, mais, pour pouvoir l'appliquer, il faudrait
se donner la nature de ces points essentiels, c'est-à-dire les fonctions G considérées dans le théorème de M. Mittag:- Lefller. Un point essentiel a de F (a) donnant lieu à un développement
■Al A2 \i
x — a {x~ay {x — ay
introduira dans la formule (4) ou (4 bis) des termes de forme
i.'2 da^ f{^)—f{<^) De là on conclut le théorème énoncé par Liouville :
Toute fonction aux périodes w, tu peut s'' exprimer en fonction rationnelle dhine fonction aux mêmes périodes du second ordre et de sa dérivée si elle n'a pas de points essentiels.
Mais Liouville n'avait pas donné la forme de la fonction F (;r ) au moyen dey(^). Je l'ai donnée pour la première fois en 1 878 dans les Nouvelles Annales de Mathématicjues.
Les formules précédentes ont besoin d'être modifiées quand les fonctions y* et F ont des infinis communs; alors, au lieu de développer F(^), on développe le quotient de F(^) par une puissance convenable dey"(^).
XXIX. — Formules d'addition
Appliquons le théorème de Liouville à la recherche de sxi{x -^ a) en fonction de sn^. Si, dans la for'mule (4 bis) du paragraphe précédent
on fait
F{x) = sn{x -^a), f(x)=snx,
on aura
= K'v/— 1, s = iK, ^i = li'\/—i — a, p2 = 2K-l-KV— ^ — «»
Oj(57) = sn(x-\- a){x — K'/— 1 + a), 02(:r) = sn(x -\- a){x — K'y/— ^ — 2K -+- a)
OU
Or on a
donc
ksn{x^K'\/—i) ksn{x — K'\/ — t) X — K' y/ — I H- «^
A: sn
et, par suite,
On a de même
X — iK — K'i/ — 1 + a
6i(pi) =
donc
— 2K — kV—
ksn{x ^ a-\- K'/— 0 /csn(2K + K'^— l — x — a)
Enfin F(a) et F (s — a) sont égaux à sn(a -î- K'y/ — 1) et à sn(a — 2K — K'^' — i); ils sont donc égaux et de signes contraires: on a donc seulement
2sn(a7-i- a)
ou bien
ksn{x -\- a
I sn'a7+ sn'(K'\/— I — a)
^ sna7 — sn(K'y/ — i — a)
I sn'a7-+- sn'(2K H- K'v/ — i — <^)
^ sna? — sii(2Kh-KV — I — <^)
sn'a7-t- sn'i(KV — • — «) sn'j? — sn\KV — 1 — a) sno: — sn(KV— I — a) sna? + sn(KV— i — <^)
ou bien encore
iksn{x -^ a) = ■ Or
2sn'a7sn(KV— i—a)-{-i sn.27sn'(K'v/— i — a) sn2a7 — sn2(K'v/^^— a)
(KV-i-a)
ksna
ksn^a
donc et enfin
k sn {x -\- a) = ^ — A:
STixsn' a -h snasn'x
-k^sn^xsn^a '
c'est la formule déjà trouvée plusieurs fois, car on sait que sn'a = cnadna, sn'iP = cna; dnar.
XXX. — Multiplication des fonctions auxiliaires
Le théorème de Liouville permet de calculer snmx, cnmXy dn'm^r en fonction de sn^, cn^ et dn^, mais on préfère ordinairement employer la marche suivante. On s'appuiera sur les formules (p. 26g)
ll{a;-\-a) U{x — a) = 61(37 + a) 61(37 — a) = Hi(a7 4- a)Hi(a7 — a) =
62(o) ef (a)62(a?)— Hf(a)H2(a7)
Hf(a)62(a7)— 6f(a)H2(a7) 6H^)
Désignons d'abord par n un nombre impair, et considérons les fonctions S(nx) et
imK irrîWsJ — 1
Ax)=W^Q\x
dans laquelle m et m! doivent prendre toutes les valeurs
entières comprises entre —
et H inclusivement,
valeurs qui fournissent alors /i- facteurs au produit 1 I . Les deux fonctions en question satisfont aux relations
elles ont les mêmes zéros : donc leur rapport est à la fois doublement périodique et toujours fini, donc il est constant; on a donc
einx) = AYlelx-h—^
2 m K im'K'
faisant alors usage de la première des formules (i), en groupant convenablement les facteurs du second membre, on trouve
I Qj2mK ^ 'xm K y/— 1\ I
on trouve de même
H(/ia;)0«'-i(o)
r e^fî^ + .^.Î^V^) "1
I AmK im'YJsJ — 1\ H
eK^>- -4-\ nF7=\ "'^^'
ei(/ia^)e«^-i(o)
28o CHAPITRE VIII.
Par division, on déduit de ces formules snnXy cnnx et dnnœ^ et l'on voit que ces quantités sont de la forme
snnx = snx :^i cn/ia? = cna? — , dnnx = dna; ~,
P, Q, R, V désignant des polynômes en sn^ de degré n^ — i . Si n est un nombre pair 2 m, en vertu des formules
sn2M= • j- r — 7
I — k^ sn* u
dn2u =
on voit que
2sn Mcn wdnw i — k^sn'^u ' cn2 u — sn^M dn^u
I — k^ sn* u dn^u — k^ cn2 u sn^ u I — k^sn'^u
P sera du degré ^in^ — 4? Q? R, V seront du degré 4''^' en sn^.
XXXI. — Multiplication des fonctions elliptiques
Proposons-nous d'évaluer snm.r en fonction de sn^. Nous distinguerons deux cas, suivant que m sera pair ou impair.
Premier cas : m impair. — Les périodes de snmœ sont
4K ^2.K'\/—i . p . ^li-hi j^ , 2t'-hiT^, /
— • et ^ j ses iniinis sont 2JS.4-^ Kd — 1,
mm m m ^
2iK , 9.i'K'\/—i n ' * • r •
ses zéros L-es zéros et ces iniinis sont au
nombre de imr.
On peut grouper les zéros deux à deux, de manière que
leur somme fasse 2K; on peut également grouper les infinis
deux à deux, de manière que leur somme fasse 2K; soient
ai, a'p ao, a'^, ... les infinis K'^ — i et 2 K -t- K'y/ — 1 excep-
tés; ai y a\, «o, a'^, ... les zéros o et aA" exceptés. Supposons ai + a'^ = 2K, ao H- a'g = 2K, ... a, + a'j = 2K, ... ; considérons enfin les polynômes
P = (sna? — snai) . . . (sn;r — sna,„s_i), Q = (sna? — snai) . . . (sna? — sna,n2— 1).
La fonction , a les mêmes zéros et les mêmes infinis que suniJO'^ donc, en appelant G une constante,
^ Psna?
sn mx := L — -=7 — y
et snmx s'exprime rationnellement en sn.2;. On peut déterminer la constante G en écrivant
snmx F
sn^ Q
Si l'on fait :r = o, on a
^ sn <2i sn «9 . . . sn a.n^-i
sn ai sn a2 . . . sn a,„u_i
ainsi G est connu.
Deuxième cas : m est pair. — Les infinis de snmz peuvent toujours être groupés de façon que la somme des deux infinis d'un même groupe fasse 2R; aucun de ces infinis ne peut être égal àR' y/ — i ou à 2K 4- R'y/ — i ; cette fois snm^ n'a pas d'infini commun avec sn^.
Groupons les zéros comme tout à l'heure; les zéros étant
de la forme 1 y/ — i , ils pourront devenir équivalents à o ou à 2R qui sont les zéros de sn^; si l'on a i'=o et î=^o ou i'^=o et i=mi, les zéros de sn'^ = cnx dn^ sont K, 3K, R + R'y/— i , 3R -|- R^y/ — i ; ceux de snmx pourront leur devenir égaux pour ^ = — ou ^— avec i'^= o
ou 1 = —• Formons alors les polynômes
U ={si\x — sn^i). . . (sn.r — sna,n^-t^), V = {snx — snaj) . . . {snx — ?>noL,n,i)^
les quatre zéros communs à snmx et à sn'^ ou à sn^ ne figurant pas dans U, et considérons l'expression
^ sna7 sn x;
elle a les mêmes zéros et les mêmes infinis que snmx : donc
snmx = G :r^ sna? sn x^
G désignant une constante facile à calculer.
Il est facile de voir que les polynômes P, Q, U, V ne contiennent que des puissances paires de snx, car sn/?!^ est fonction impaire de sn^.
XXXII. — Méthode d'Abel
snmi^est de la forme ^ ou ^ y/(i — a)'^)(i — k'^x'^), suivant
que m est impair ou pair, P et Q désignant des polynômes entiers en ^ = sn^^. Abel a indiqué deux équations diff'érentielles auxquelles satisfont les polynômes P et Q et qui permettent alors de trouver ces polynômes par la méthode des coefficients indéterminés. Posons
^ksnu=:x, ^ksnmu=y, on a
dx -i-. dy -^
da= ^^ ^^ -
OU bien, en posant /: h- ^ = 2a,
dx dy
ou
v/i — aaa?^ H- x'* m^i — aar^-hj/*
en différentiant, il vient
maintenant posons, en supposant m impair,
nous aurons
.S(.-......,[Q-J-(§)]..(..-..)Qg..= P^|^
P et Q sont des polynômes premiers entre eux; l'équation précédente doit donc se réduire à une égalité entre deux polynômes entiers du second degré, et l'on peut ajouter que ces polynômes sont pairs. En faisante r= o et :r = oo, on voit que chacun des deux membres de la formule précédente est égal k m'^x-', on a donc
i{x^ — ax)V -. hm2(Q^ — ^-P^) = o,
(j —ICLX'^^
-H 2(^3 _ aa;)Q-^ + /?i2(P2_ a^aQs) = o. dx
P Lorsque m est pair, on peut encore poser^ = ^ > mais alors
P ne sera plus un polynôme entier, mais bien le produit d'un polynôme entier parle radical y/i — lax'^-^- x^*\ néanmoins un raisonnement analogue à celui que nous venons de présenter prouve que Pet Q satisfont aux mêmes équations différentielles.
Les fonctions doublement périodiques sont intégrables par les fonctions S. Pour le démontrer, considérons une fonction F(^) aux périodes w elm-^ soit 8 une fonction, telle que
' a HT — b(x>—2iTZ^ — I.
Si l'on considère l'intégrale
prise le long d'un parallélogramme des périodes ayant son origine en un point Xqj on la trouvera égale à
1T.s/^.Jjc, y^{XQ-\-tsi^Z—X) 6(^0 + -— ^)J
Or de (i) l'on tire
Cl,
\{X-^lii) 0(^7)
'{x^rn) O'(a-) _ _ \{x-^m) ~~ 6(0^) ~ '
l'intégrale (2) devient alors
f b¥{z)dz — =: / aY{z)dz,
r... 2 714/ I Jr.„
quantité indépendante de Xq que nous appellerons C. D'un autre côté, l'intégrale (2) est égale à la somme des résidus
de F (5) V-, ~ V • Si la fonction Q est alors choisie du premier
ordre et de manière à s'annuler pour ^ = ^, le résidu relatif à X sera F(j;), et l'on aura
la double parenthèse indiquant que le résidu est relatif aux seuls infinis de la fonction F(s); soit a un inQni de cette
fonction, on aura, en supposant F(g) — •
ou
formule facilement intégrable par rapport à x.
La méthode que nous venons d'indiquer est due à M. Hermite, et nous allons bientôt en faire des applications. Disons toutefois que le calcul d'une intégrale peut être assez simple en lui-même, pour n'avoir pas besoin de recourir au procédé que nous venons de rapporter; ainsi, par exemple, on a
r^ , r" udu
I snx dx = I — 1
en posant sn.r = z^; si alors on prend pour variable z = u-y on trouve
Jf sna? dx = / — ^
0 Jo v/'-(i +
et l'intégration s'effectue sans difficulté.
XXXIV. — Cas où les périodes de la fonction à intégrer sont 2 K et 2 K' t/— i.
Si la fonction f(z) a pour périodes 2K et 2K'^-^ i, l'intégrale
I r.. . ii'(z-x) ,
prise le long du parallélogramme des périodes, a une valeur constante G, et cette constante est égale au résidu
ou, en appelant ai, a2, ... les infinis de/(^),
en posant, pour abréger, /(-s) = C5(s)(^ — a)'% n désignant l'ordre de multiplicité de l'infini a.
On voit ainsi quey(^) est développable en une suite de la forme
Yi'ix—a^ v:» „ «r Yi'{x — a^
fix) = G + > A 77 h > B -Y- —
éminemment propre à l'intégration : G, A, B, ... sont des coefficients à déterminer; quant aux coefficients A, ils satisfont à la relation
en effet SA est le résidu de /(^) relatif au parallélogramme des périodes.
Si la fonction /avait des points essentiels, son développement se ferait d'une manière analogue, mais il se présenterait sous la forme d'une série ; pour l'eff'ectuer, il faudrait se donner la nature des points essentiels (voir § 28).
XXXV. — De l'intégrale elliptique de seconde espèce
L'intégrale elliptique de seconde espèce
x^dx
se transforme en
dx.
quand on y remplace x parsn^, et c'est cette intégrale que nous allons étudier.
Décomposons à cet effet sn^^ en éléments simples par la méthode de M. Hermite. Ses périodes étant 2K et 2R'^ — i, on posera
G = -== I sn2a7 -JJ7 ~ dz,
l'intégrale étant prise le long d'un parallélogramme des périodes, et, comme VL{z — x) n'a qu'un zéro x, on aura
Or on a
sn^^ n'a qu'un infini, mais il est double, et il est égal à R' y/ — i . En changeant x en Ky/ — 1 -\- h dans la formule précédente, on trouve
le résidu qui entre dans la formule (i) est le coefficient de t dans le développement de
H(Kv/— 1 — ^ — A)
ou de
j^ I r0'(/i — ir) _ tt/^I X:2 T^i Le(/z — ^) 2K J *
snA
or la limite de —r- pour /i = o étant un, le résidu cherché
sera ,
j_ _ç?_ 0'(;r) _ j_ &\x)è{x)—&''{x) , F 'dx 6(07) ~ /<:2 02(^) '
on aura donc
G-sn ^+^2- ëH^)
et, pour œ = o,
/i:2 0X(o/ d'où l'on tire
Si l'on intègre et si l'on pose
k^ sn^a? dx,
on a finalement l'expression que Jacobi appelle l'intégrale de seconde espèce Z(^), à savoir
La fonction Z{x) est donc monodrome et monogène et s'exprime au moyen de la fonction 0 ; réciproquement on peut avoir 0 en fonction de Z{œ). En effet, de l'équation précédente on lire
/ Zix)dx = \^) lo^^— ^^ — -
et, par suite,
r^ 0"(o).rs
'^)=0(o)e®'<°' ' Jo
XXXVI. — Addition des fonctions de deuxième espèce. On a trouve, en posant c, = ^^ ,
\ k'-sn'^xdx = i:,x—-^—{;
on en conclut
^ -^ ' ^^ -^ ' e(a7-i-jK)
donc ou bien
Or on a trouvé (p. 269)
0(^+7)0(^-7)= 0Ho) ^^^
la formule précédente devient alors
, „, ^ V, s d . 02(^)e2(7)-H2(:p)H2(7) Z(.H-7) + Z(.-7)-.Z(.) = -^log 4^^eH7) '
ou nous avons introduit sous le sierne -y- la constante ^^ ) ' :
en ayant égard aux formules qui donnent sn^ (p. 262), on a Z(a7-f-7)-r-Z(a7 —7) — iZ{x) — — ~~z- log(i — A'2sn2^sn27)
ou, finalement,
„, N ry, N ry/ X 2 A:^ sn27 S H ^ c II 37 d H ^T
Changeons ^ en y et y en x^ en observant que
on a
en combinant cette formule avec la précédente, il vient
k'^snx srïy{sny cna^dna? -h snx Any cr\y) I — k^sn^x sn^y ou bien
(i) Z{x +jk) = Z(a7) -\-Z{y) -h k'Snx^ny sn{x -\-y).
C'est dans cette formule que consiste le théorème de l'addition des fonctions de seconde espèce. On en déduit, en changeant/en —jk,
Z{x — y) — Z(a7) — Z{y) — k'^snxsny sx\{x — y)-
Ces formules, comme on le verra, sont susceptibles d'une interprétation géométrique remarquable.
XXXVII. — Intégrale elliptique de troisième espèce
L'intégrale de troisième espèce, que l'on peut mettre sous la forme
prend la forme suivante quand on y fait ^ = sn^r et/i = /rsna:
dx sn2;r
r^ da
sn^asri'^^
Pour obtenir sa valeur, nous décomposerons 7— — -—
en éléments simples; à cet effet, nous poserons
r I dz^n^z W(z — x)
^J 2^/— î i — k^sn^asn^z H{z — x)
la fonction 7^ — ^ ^ayantpourpériodes2Ket2K\
I — A:2 sn^a? sn^a
si l'on suppose l'intégrale prise le long d'un parallélogramme des périodes, la quantité G sera constante et l'on aura, en
K observant que l{(z — x) s'annule seulement pour z = x^
"" I — A-2sn2asn2x "^ <^ ((i — Â:2sn2a sn^^)) H(^ — a?)*'
Pour évaluer le résidu qui figure ici, nous commencerons par résoudre l'équation
1 — A- %wra sn^^ = o, que l'on peut écrire
A- sn2 a = — — = k = k . .
sn2^ H2(^) 02(^_^K'v/-i)
= A2sn2(5-i-KV^) ou
► sn2 « = sn2 (^ -f- KV— ^) ;
on lire de là
sna = ifc sii(^ + K' y/— i),
d'où l'on conclut
-s = ih a + K' / — I ;
le résidu que nous cherchons sera alors
I ^^"^Li-A2sn2asn2.^"-^H(i:=^)J^^^"LT-A2sn2asn2.^"^-^H^^
;t ou, au signe près,
sn2(a-f-KV:=n") Yi!{a-\-Ys!s/^^i-x)
ik-^ sn2a cn(a -i- K' v/^)dn (a + K' v/-=^) H (a + K' v/^H"— ir)
sn2(a — kV^) H'(— g+KV^ — a?)
"^ 2A2sn2acn((2 — K'/— ^)dn(a — K'v/-^) H(— a + K'/-^— ^)
ou enfin
2A2sn on en conclut
acnadnaL6(a; — a) è(a7-i-a)J'
— A2sn2asn2;r 2A:2sn
acnadnaLé(a7 — a) ^{x -^ a)\'
Pour ^ = o, on trouve
0(a) 2A'^snacna dna' on en conclut
ik^snacna dnasn^x _ Q'{x — a) 6'(x-\-a) 0'(<^)
I — A'2sn2asn2^ ~~ e{x — a) ~ 0(a7-f- a) "^ ^ e(a)
et, par suite,
r^/f^sna cna dna sn^a? _ a70'(a) ^ o-^^*^ — '^^ A I — Â:2sn2asn2^ 0(a) "^ ^ og ^^^^ _^ ^)-
On voit, en résumé, que toutes les fonctions elliptiques dépendent d'une seule et même fonction 0.
Si l'on pose, avec Jacobi,
„, , r^ k'^sna cna dna sn^x , (i) Il{x,a)= I j^ — dx,
la formule précédente s'écrira
et, en changeant x en a et a en x^
en soustravant ces deux équations l'une de l'autre, on a
xQ'ia) a&(x)
ce que l'on peut encore écrire
U{x, a) — U{a, x) = xZ{a) — aZ{x).
C'est dans ces dernières égalités que consiste ce que l'on appelle V échange du paramètre et de V argument.
Si l'on divise les deux membres de (i) par a et si l'on fait a = o, on trouve
c'est-à-dire
Iim— ^ = Z{x).
La formule (2) donne alors la formule du paragraphe précédent
XXXVIII. — Intégrales complètes
Les quantités
Jq ■
k^sn^xdx = Z(K4-KV— i)— Z(K)
s'appellent les intégrales complètes de seconde espèce; si, dans la formule
on fait ^ = K, on a
(a) J = ÇK;
si, dans la même formule, on fait ^ =:= K + K'y/ — i, on a
e(K4-KV-i)
or
d'où _ _
&{x^K's/—i) _ Yi'jx) 7rv/=r^
et, en faisant .r = K,
e-(K-4-K^v/^) _ H^(K) 7rv/~
Donc (b) donne et, en vertu de (a),
Mais, si l'on forme la dérivée de H(^) et que l'on y fasse ^ = K, on trouve H'(R) = o ; donc
Tt y/ — I
ÇKV=
ou
si l'on rapproche cette équation de (a) et si l'on élimine Ç, on a
relation remarquable entre les intégrales complètes. Il est facile de voir d'ailleurs que
Z (^ -+- 2 K' v/^=T) = Z (a?) + 2 J' v/^^. Si, dans l'équation
n(a7, a) — n(a, a?) = rt Z(57) — xZ{a)^
on fait ^r=Ket^=rR + ¥J \J — i , en posant n(K, a) = U, n (K + K' v'^^, a) — n (R, a) = n' y/^^ et en observant que
n(«, K) = o et n(a, K + kV^^) = o, on a
U = U{K,a)^ ai — KZ{a),
v/^n'= aJ'/— ^— K'Z(a)v/^;
en combinant ces équations de manière à éliminer Z(a), on trouve, en vertu de (3),
Kn'-nK'=^.
XXXIX. — Les fonctions Al de Weierstrass. Reprenons la formule
on en tire
Z{x)dx = Ç log-
et
Z{x}dx
C'est cette fonction que M. Weierstrass désigne par Al (.r) il pose
Alia7= Al^ snic
-çfH(«) I e(o) y/ï'
W^x — Al^cno^
=--*".'SVÏ-
Al3^ = k\x ànx
on a alors
Al|rr-4-
Alf:r = Al2;r,
k\lx -i- )
Les fonctions Al ne sont plus périodiques, mais elles appartiennent encore à la classe des fonctions auxiliaires ou fonctions thêta. Les formules relatives aux fonctions © donnent
Al (^ + 2K) = Al X e-2-'(^+K)^
k\x{x + 2K) = — Ali^ e-2J(^+K)^
Al2(^ -^ 2K) = - Al2^ e-2J(x+K)^ Al3(ir -I- 2K) = Ala^ e-2J(x+K)^
Al {x -+- 2KV^^) = — Al a:e-2JV~(^+KV=^), Ali (;r + 2KV^^) = — Aliice -2J'v/=ïU+kV=î), Al2(^ -f- 2KV^) = Al2^e-2JV^(^+K'v/^), Al3(^ + 2K'v^=T) = Al3a?e-2J'/=ï(^+K'/=^)
XL. — Utilité des fonctions Al pour le développement en série.
Les fonctions 6 sont développables en séries ordonnées suivant les puissances croissantes de x, mais ces fonctions sont loin de se développer aussi facilement que les fonctions Al, dans le développement desquelles le module entre sous forme entière. Pour effectuer le développement des fonctions Al, on part d'équations linéaires que nous allons d'abord établir.
On a trouvé
donc
Z{x)= I k^ sn'^ X dx = 'C.x — —- — -, Jq Q{x)
Ix^ -H^-sn^^^^; si, dans cette formule, on remplace x par ^ + K,
X -h kV^, ^ + k -f- kV
on a les formules suivantes :
dx'^
dx^ sn2^
dx^- àn^x
^2 1ogH,(^) dn2^
dx^ cn2a7
En introduisant alors les fonctions Al, on a
,, ^2 Ail /(/Ali\2
dx'^ \ dx
Ces équations du second ordre sont éminemment propres au développement en série par la formule de Taylor, car on peut en déduire les dérivées successives des Al; nous n'effectuerons pas ce développement, nous ferons seulement observer que les coefficients du développement sont des polynômes entiers en k"^ (p. 127).
Si, entre l'équation
ou
— -j^^ h A-2 sn2^ = o
et
sn'2^ = ([ — sn2a7)(i — A2sn2^),
on élimine sn^, on aura
Il désignant logAl(^). En faisant -7-^ = v, on a
et les quatre fonctions — -^^ — - satisfont à cette équation.
XLI. — Équations aux dérivées partielles. On a
-, - IZX , ITZX 0(^) = I— 2ûr COS-JT" -ha^^COS— j- ...
ITZX
, JlTZX
on
en
conclut
de _ dx
q sin
IZX
^*sin —
Ox^=^^\
2 TZX
D'un autre côté, on a
ùq
il en résulte
iq cos-r^ -f- 2.4^*cos— f^ ,
-(^.^sin- -2^*2Sm— ...^-^-;
()9 _ /uy d'^% qx t)K dQ ^ K/ d^ ~K ~ôq dx'
^ ùq
si l'on remplace 0 par Al, on trouve alors
c)2Al
2 A2^ iii: + 2 A>t'2 ^ + A2^2 Al = O. Ox Ok
On arrive d'une façon analogue à des équations différentielles pour Al<, AU, AI3, ne différant de celles-ci que par le dernier terme qui, au lieu d'être /r^^- Al, est
(A'2 + A2^2) Al,, (l + Â:2^2) AI2, (A-2 + A2^2) AI3.
FONCTIONS MODULAIRES.
I. — Équations différentielles entre les périodes
Désignons par A le radical ^(i — x-){i — k-x-) et posons rdx rx'^dx
les intégrales étant prises le long d'un contour fermé contenant deux des zéros de A, on aura
l du _ rdx x'^
\dk~"J'K i — k^x'-' (i) <
\ dv _ rdx x'*
\dk~J~\ i — k^x-^' De l'équation identique
dx Â ~ ~~i (I — A'2a72)A'
en vertu de (i), on tire, en intégrant, , . X:'2 du
d'ailleurs on a, en vertu de (i),
Ces formules (2) et (3) conduisent aux équations du second ordre
El dk
Les équations (4) et (5) sont satisfaites quand on remplace u par une période quelconque de l'intégrale elliptique de première espèce, et v par une période de l'intégrale de seconde espèce. Ainsi, par exemple, A et B désignant deux constantes arbitraires, AK + BK^ sera l'intégrale générale de (4). Reprenons l'équation (3) et écrivons-la ainsi
du k ,
si l'on pose successivement dans cette formule x'^dx r ^ , J
rx^dx r" ,
dx
et
~'x^-dx A
/ sn'^'x dx
on aura
dK
dk
dK' dk
et.
en remplaçant J
3tJ'
par ]
eurs valeurs
el(6)(p.
dK dk
dK'
dk
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l'élimination de ^ entre ces deux formules fournit la relation très importante
K'dK — KdK' K
^^^ dk = M^^'
dont nous aurons bientôt l'occasion de nous servir.
II. — Définition et propriétés des fonctions modulaires
Nous avons trouvé (p. sSg) entre les modules et les périodes les relations
( /T _ Hi(o) ^ riiio) ^ 2qi(l-h q^yjl-^ q'^yjl^ q^)K , .
(1) )^ ei(0) 6,(0) (1+^)2(1+^3)2(1+^5)2...
(H-p)2(T+i?3)Hl +/>')'•••'
j 2/?Hl +/)2)2(i +p4)2(i +p6)2. .
(l4-/>)Hl + P^)Hl+i>¥.
D'ailleurs, si l'on fait -j^ = p et si l'on pose
(^_^Xii^^!)(lzil!)^
^ v/2/?^(l+jp2)(l+p4)(t+^6)...
on aura
A"2 = çp8(p) et /C'2=.];8(p);
il ne faut pas d'ailleurs oublier que
TT
Les fonctions cp et ^ sont ce que l'on appelle les fonctions modulaires. Elles ont été étudiées par M. Hermhe {Comptes rendus de l'Académie des Sciences, i858). Liouville s'était occupé, dès 1840, des fonctions K et K' considérées comme fonctions de k^ (Comptes rendus de l'A cadémie des Sciences, 1840; reproduit dans son Journal, même année); il a prouvé que ces fonctions ne sauraient être réductibles aux fonctions algébriques.
Première propriété. — Les fonctions modulaires sont monodromes et monogènes dans toute l'étendue du demiplan situé à droite de l'axe des y] elles ne sont pas définies pour les valeurs de p situées à gauche de cet axe; le point à l'infini est un point essentiel.
C'est ce qui résulte de leur définition même par les équations (3) et (4).
Deuxième PROPRIÉTÉ. — Si l'on écrit les formules (3) et (4) en mettant à la place de/> et g leurs valeurs (5), on voit que l'on a
Troisième propriété. — On a évidemment aussi
et, par conséquent,
il en résulte' que ^{^) se reproduit au facteur e * près, quand on change ^ en ^ -\~ 1 \J — i : donc o^ {^) a pour période 1 sj — I .
Quatrième propriété. — On a donc (j;(p) a pour période 2 \J — i.
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Cinquième propriété. — Quand on remplace dans le calcul de k les périodes 4K et aK^y^ — i par d'autres périodes elliptiques, k conserve la même valeur^ donc, quand on pose
OÙ /:- = X
K et K' sont des fonctions sjnectiques de â:- = ^ quand le point X n'est pas contenu dans un contour fermé renfermant
l'un des points o, i. Il en est de même de -f^ ::== rni^x).
Examinons ce qui se passe autour du point o. On peut développer K en série ordonnée suivant les puissances de â:^, et l'on a
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mais l'équation (6) du § I, à savoir
K'dK — KdK' TT <^) dl =M^'
divisée par la précédente élevée au carré, donne
K dp i I [ /iVj, 1-2
Il en résulte que ~ est développable sous la forme
et que l'on a
I /, A- . A2 A* , kl ^ Aè \
'^ '^ TT V ^ Ao '2 4 2 4 / '
A-Q, po, A, B, ... désignant des constantes. On voit que
— m(x)-hw(X(,)= — log h A h. . .
et, par conséquent, m{œ) prend autour du point o une infinité de valeurs qui se permutent les unes dans les autres
comme les valeurs de locr —
2 TU ^Xo
Pour voir comment se comporte la fonction m(x) dans le voisinage du point ^ = i , on développera R' suivant les puissances de A:', et l'on aura
K'=.[.+(iyA-+...]
et, en faisant usage de la formule (A.) déjà employée tout à
l'heure, on trouve
dk ~ rJik^
OU
dk' TT A
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et, en intégrant,
OU
— ■m{x)—T^5{XQ) = - log-T- -4- A
2 Tt 1 JyQ
et TJ5[x) se comporte dans le voisinage du point i comme la fonction loir ^ •
I — Xq
En dehors de ces points o, i , co, qui sont les seuls points critiques de -ns^x), cette fonction n'est jamais nulle ni infinie ; il faudrait en effet, pour qu'il en fût ainsi, que l'on eût Kou K.'= o, car ni K ni K' ne sont jamais infinis, mais
sn(.r-f-2K) = — sna7,
quel que soit^ : donc K ne saurait être nul ; pour une raison
analogue, R' ne peut pas s'annuler; donc to(^)= ^j^ ne peut
s'annuler non plus. c. q. f. d.
IV. — Théorème de M. Picard
Théorème I. — Soit G{x) une fonction synectique dans toute V étendue du plan, mais possédant un point essentiel à U infini; si a et h sont des nombres tels qu'il n'existe pas de valeur finie de x^ telle que U on ait G'{x) =z a, G(^)= è, la fonction G(^) se réduira à une constante.
On peut, sans nuire à la généralité, supposer <2 = o, 6 = i ; car, si f(x) est une fonction qui ne passe ni par la valeur a
ni par la valeur b, il existera une fonction G(^)= "^ , '
qui ne passera ni par la valeur o ni par la valeur i pour des valeurs finies de x. Nous sommes donc ramenés à démontrer que, si une fonction G(^) ne passe ni par la valeur o ni par la valeur i, elle est constante.
A cet effet, considérons la fonction ïï7[G(^)], w(^) dési- L. — Traité d'Analyse, IV. 20
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gnant la fonction modulaire inverse étudiée au paragraphe précédent. Cette fonction tu [G(^)] est monodrome ; en effet, G(^) ne devient jamais égale à o ou i . Alors, quand le point x décrit un contour fermé G, le point ^[G(^)] décrit un contour correspondant G'; si l'on suppose que le contour G se déforme et devienne infiniment petit, le contour G^ se déforme aussi sans jamais franchir les points o, i et devient lui-même infiniment petit. Les valeurs initiale et finale de G(^) et de w[G(j:)] sont restées les mêmes, et comme, en dernier lieu, elles sont infiniment peu difTérentes, il faut qu'elles soient restées les mêmes : le contour G' est donc fermé, et la fonction 735 [G(^)] est monodrome dans toute l'étendue du plan. Mais la fonction e~^^^'^'^ est synectique dans toute l'étendue du plan ; comme 7rj[G(.r)], elle a un module toujours inférieur à un, puisque la fonction tîj a sa partie réelle positive; donc g-cT[G(x)]^ ayant un module toujours inférieur à une quantité finie, est une constante; donc 7îj[G(^)] est une constante, donc enfin G(^) se réduit aussi à une constante.
Théorème II. — Soit f{x) une fonction qui nUv d^ autres points singuliers à distance finie que des pôles et qui est d'ailleurs toujours monodrome et monogène : il ne peut y avoir plus de deux valeurs finies a et b que f{x) ne puisse prendre pour des valeurs finies de x.
Si la fonction y n'a que des pôles, elle peut se mettre sous la forme /(jr)= r i \'' ^* ^^ ^^ désignant des fonctions synectiques dans toute l'étendue du plan (t. III, p. 371); or, /(^) ne passant ni par la valeur a ni par la valeur b^ on
n'aura jamais
Gi — <2 G2 = o, Gi — 6 G2 = o :
donc on peut poser
Gi — a G2 = ei', Gi — 6 G2 = eQ,
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P et Q désignant des fonctions synectiques dans toute l'étendue du plan; par suite,
be^ — aeQ _ e^ — eQ
et
Je dis maintenant que l'on peut satisfaire à l'équation
be^ — ae^ _ _ a — c
c^est-à-dire que l'on peut prendre f{x) égal à c. Gomme a, b, c sont des nombres différents, -, — — n'est ni nul ni infini : en le désignant par A, l'équation précédente donne
P — Q = logA -4- 2mTT / — r.
Or la fonction P — Q n'a qu'un point critique au plus et à l'infini, il n'y a qu'une valeur qu'elle ne puisse prendre; elle pourra donc prendre l'une des valeurs de log A + 2 miz y^ — i à moins d'être constante, mais alors la fonction f{x) ellemême serait une constante; donc, etc. c. Q. F. D.
Ces deux théorèmes ont été démontrés par M. Picard {Annales de V École Normale, 2® série, t. IX; 1880) qui leur a donné une certaine extension. Il serait bien à désirer que l'on affranchît leur démonstration de la considération des fonctions elliptiques.
V. — Sur le problème de la transformation
Le problème de la transformation, tel que l'a posé Jacobi dans les Fundamenta nova, semble surtout avoir pour but la simplification des intégrales elliptiques et leur réduction aux types définitifs, canoniques, si je puis m'exprimer ainsi; mais le problème de la transformation conduit à l'étude des
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fonctions elliptiques, considérées comme fonctions du module.
Nous restreindrons le problème de la transformation au cas particulier que voici :
Etant donnée l^ équation différentielle
/,X "^ ^ <fy_ ^
trouver dans quels cas y peut être fonction algébrique dexet, quand y est fonction algébrique dex^ déterminer cette fonction.
C'est A.bel qui a posé la question en ces termes et qui a donné en même temps les moyens de la résoudre; Jacobi supposait seulement, comme on se le rappelle, y fonction rationnelle de x. Si nous désignons, pour abréger, par A(^, k) le radical y/(i — x-){\ — k^x"^)^ l'équation (i) donnera, en appelant a une constante et en égalant chacun de ses deux .membres à dz^
d'où l'on tire
x=zsn{z,k), y = sn{§:iz-ha, kl).
Le problème de la transformation, tel qu'il a été posé par Abel, peut donc s'énoncer ainsi :
Etant donné un module A, déterminer un jiouveau module ki , tel que sn(^, s -H a, Ai ) soit lié à sn[z, k) au moyen d^ut^e équation algébrique.
Nous nous occuperons seulement du cas où sn( «-, ^ + a, kC) peut s'exprimer rationnellement en fonction de sn(s, k) ou sn^, auquel nous adjoindrons cn;j et dn^.
Ainsi, en définitive, le problème de la transformation pour nous va consister à :
Calculer sn{giZ,ki), cn{g^z, ki)j dn{g^z, k^), en fonc-
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tion rationnelle de sn(^, A), cn(^, A"), dn(.3, A-), toutes les fois que ce sera possible, et à déterminer les cas dans lesquels la solution est possible.
VI. — Réduction du problème
Désignons par 4K- et 4KV — ^ "^ système de périodes elliptiques (p. 262) commun aux trois fonctions sn(^, A"),
cn(^, A"), dn(;r, A), et par 4K-i> 4K.'rV/ — ^ ^^^ système de périodes elliptiques commun aux trois fonctions sn {g^ ^, A:, ), cn(o-,^, A,), dn(^,^, A:i). Les dernières fonctions devant s'exprimer rationnellement au moyen des premières, il faudra que Ton ait, a, b, a', b' désignant des entiers,
K = aKi-i-6K'i/^,
K' /^ = «' Kl H- 6' K'i /=7,
et, si l'on suppose les parties réelles des rapports -^ ? — positives,
ab' — ba' = ô sera positif.
Pour résoudre le problème de la transformation, nous le décomposerons en d'autres plus simples.
Soient D le plus grand commun diviseur de a et 6, et — = a,
— z= P; soient a' et ^' deux entiers satisfaisant à
a|3'— pa'=i.
Posons
K2 = aKi+i3K', /=^,
K'2 /^ = a'K, + P'K; v/ITT ;
on en déduira
et, par conséquent,
K = DK2,
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Il résulte de là que l'on pourra effectuer la transformation en plusieurs fois et passer successivement des fonctions aux périodes 4K<> 4ï^'iV/ — ' ^^^ fonctions ayant pour périodes 4 Ko, 4^-2^/ — I , . . . , aux fonctions ayant pour périodes 4K, 4K.'y/ — I, ces périodes étant liées les unes aux autres par les relations
K'av/— i^K'av/— i(a^'— pa'), K4 = K3,
K = DK2,
"' i K'v/=:T=Kiv/:^.
Les modules des substitutions (i) et (3) sont égaux à un; quant aux substitutions (2) et (4), elles s'effectuent en conservant une période et en divisant l'autre par un entier; nous voilà donc ramenés à étudier deux espèces de transformations : i ° celles pour lesquelles la substitution entre les périodes est unimodulaire ; 2° celles dans lesquelles on divise l'une des périodes par un nombre entier, et même par un entier premier; car celles-là peuvent s'effectuer au moyen de plusieurs autres dans lesquelles on divise successivement la même période par des nombres premiers.
VIL — Transformations fournies par des substitutions unimodulaires entre les périodes.
Les transformations que nous allons étudier correspondent à des relations de la forme
K = aKi4-pK;v/-i,
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entre les périodes, avec la relation
JNous les partagerons en six classes, d'après les restes de la division de a, p, a', ^' par 2 compatibles avec la condition aj3' — ^ol'=i, qui exige que, si l'un des nombres a, P' est divisible par 2, aucun des nombres p, a' ne le soit et vice versa :
i""^ classe a ^ I,
le signe ^ représentant une égalité dans laquelle on a négligé les multiples de 2.
Or je dis que toutes ces transformations se ramènent à la première classe; si, en effet, après avoir effectué une transformation de première classe
K2 = aKi+pK;v/-i,
on effectue la nouvelle transformation K = K2,
on aura
K = aKi-r-^K;v/ — I, KV=^ = (a + a')K, + (p + 13')K',v/^;
les nouvelles valeurs des coefficients sont, en négligeant les multiples de 2,
la transformation (A) est donc de seconde classe. On verra
de même que, si 1 on eliectue une transiormation de première classe, puis la transformation
on obtiendra une transformation de troisième classe.
Après avoir effectué une transformation de première, de seconde ou de troisième classe, il suffît de faire
pour obtenir respectivement une transformation de sixième, de quatrième ou de cinquième classe.
Ainsi toutes les transformations possibles se ramènent :
1° A des transformations de la forme
K — (2m-h i)Ki-h 2n K\ \J — i,
K'/— I = 2m'Ki4-(2/i'+ i)K'j y/ — i,
m-{- n étant divisible par 4, afin que l'on ait
(2m-i-i)(2/i'-M) — fj^nni! = i
et que les rapports -j^ et ^ soient positifs ;
1^ A des transformations de la forme
K = Kl 4- K'i v/~ ou = Kl,
K'v/^=K'iv/^ ou -Ki + K;/^;
3° A des transformations de la forme
K = k; /=^, K'v/=T=Ki;
4'' A des transformations dans lesquelles on multiplie une seule période par un nombre premier.
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VIII. — Méthode générale pour effectuer les transformations précédentes.
Considérons une transformation quelconque représentée par la substitution unimodulaire
Appelons 0', H'; B'^, H'^ ce que deviennent les fonctions 0, H, 0,, H^ quand on remplace les périodes 4K. et 4K.'y/ — i par 4Ki et ^K.\ y/ — i ; les premières fonctions ont les mêmes zéros que les secondes. Ainsi 0' a les mêmes zéros que l'une des fonctions 0, H, 0i, H< : donc ces fonctions, à l'ordre près, sont égales deux à deux, à un facteur exponentiel près de la forme (p. 233)
gAa-î+B.r+C
A, B, G désignant des constantes. Supposons, par exemple,
les fonctions 0, et H sont paires ou impaires : donc elles doivent être toutes deux de même parité et B doit être nul. Ainsi
donc, en augmentant x de la période /^K,
e\ (a? -f- 4 a Kl -+- 4 p K', /^ = H (^ ) eA(j:+4K)»+c ■
mais
e'i (^ -H 4aK, -h 4 ^k; /— I ) = e; (:r -I- 4 ^K'/^)
^, . , - ' ' U+Kiv/-l)
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donc l'équation précédente devient et, en tenant compte de (A),
g ÎÏ; U+Kiv/-i; _ ^8^ka-+16AKî+C_
On a donc
— 9.[Buv/-T ^^ _^ j^,^ ^/— Y^ ^ g^j^^ _^ I6AK2+ C + i\tz v/~,
X désignant un entier; on en déduit
ou
A- P^V^^ 4KKi
Quant à la constante G, on la déterminera en faisant x ^^o\ au nombre iXiz \J — i près, elle est la même pour les quatre formules analogues à (A), et, comme ce nombre 2X71 yj — i peut être négligé, on peut la regarder comme étant la même pour les quatre formules en question.
S'il s'agit d'une transformation de première classe, 0', H', 0, , H'^ sont proportionnels à 0, H, 0i, H<, car ils ont, en vertu des formules
K = ( 3. m + I ) K] -h 2 71 K 1 / — I , K'y/ — I = 2/n'Ki4-(2 7i'-f-i)K\ /— i,
les mêmes zéros respectivement; on a donc
\/kisn(giX, ki)= \//csn(x, k),
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Si l'on fait x =z o dans ces deux formules après avoir divisé la première par ^, on trouve
donc Â:^ = /{•,, g^^=l] alors la transformation ne présente rien d'intéressant.
S'il s'agit d'une transformation dans laquelle on conserve une période, une méthode analogue montre que gi= dz k et k^k^^^ := I , et que l'on a
sn ( ku, jj = k snu,
en ( ku, j] = dnu,
dn (ku, jj=:Cï\u',
s'il s'agit d'une transformation dans laquellp on permute les périodes, si l'on pose, par exemple,
on trouve
k = k;v/-i, kV— i = — Kl,
ki = k^, g, = ±^/^r,^
l I /A / sn(a7, k)
sn (a; y/— I , k)^ /— i — , , ( >
cn(a7 /— I, k) =:
en (37, k)
dn(;r y/— 1. k)=^ — ; , , •
^ ' en(a7, A')
IX. — Division d'une période par deux
Le problème de la division des périodes pourrait être résolu par le théorème de Liouville, puisque, tel que nous l'avons présenté, il permet de calculer, par exemple, un sinus amplitude en fonction d'un autre qui a une période m fois plus grande, c'est-à-dire, en définitive, ayant avec lui une période
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commune. Mais on donne ordinairement une autre solution de la question.
Proposons-nous tout d'abord de calculer les fonctions ellip-
rr
liques relatives aux cjuantités — et R^ en fonction de celles
qui sont relatives aux quantités K et K^ Soient 8^'^, H'^^, 0'/', H'^^' ce que deviennent les fonctions auxiliaires 0, H,
01 , H< quand on y remplace K par — ; soient sn, gx, cn< gx,
du]^^ ce que deviennent par ce même changement sn^, cn.r, dn;r; soient enfin ki et k\ les nouveaux modules.
Les fonctions 0^^^, 00< et HHi satisfont toutes les trois aux équations
l'une d'elles est alors une fonction linéaire des deux autres, et l'on a •
On déterminera la constante B en faisant x=^K.'\/ — i; S{œ) et 0(^^(^) s'annulant, on a B = o et, par suite, la formule précédente ae réduit à
0(i^(^)= A0(:r)ei(:r); en changeant .r en jj; -f- — ou en ^ + K^y/^ i ou en
on obtient le groupe
e^^^{x) = Ae{x)ei(x),
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si l'on se reporte alors aux formules d'additioa (p. 269), on peut écrire
H(i^(ir)= AH(a^)Hi(a7),
La constante A se déterminerait, par exemple, en faisant X = 0 dans la première formule. On tire de ces formules, par division.
\/ki SUi g' X = /c
sr\x cna?
dn;r
A"! j /-r-, \1 J Sn^a? rj-, \l J I
• , /y-, \ -^ / I j ;j-, \'i sn2 ir
v/A; ^^ ^ 02(0) dna? ^ 02 (o) dna?
Les constantes ©(-) et H( — ) s'obtiennent en faisant
^ = <7 = — dans les formules d'addition qui donnent
0(^-f- a)0(:r — «) et
Si l'on divise par x la première formule et si l'on fait x=:o^ on a
et le problème de la transformation est encore résolu dans ce
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"•(?) .. Kt)
cas. Il reste à calculer ^,,, ^ et ^., , , • Appelons ces qiian-
tités œ et y, en faisant x = a=i - dans la formule (p. 269) qui donne 0(^ — a) 0(^4- a); on trouve
la formule (2) (p. ^56) donne ensuite
d'où l'on tire ^r et y en fonction de k et k' si l'on y tient.
La division de l'autre période par 2 s'effectue d'une façon analogue : appelons 6^*^, H^'^, S\^\ R\^^ ce que deviennent
les fonctions auxiliaires quand on remplace K' par — Les
fonctions
et
satisfont aux équations
e(x-+-2KV— l) = e K ;
on a donc
-.Be.(.-.^)e,(.-£^),
K' J I A et B désignant deux constantes. Si l'on fait x = — ,
6^<^(jc) s'annule ainsi que le coefficient de A, donc B = o, donc
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Changeant jc en jc + K, ^ H '^ ? ^ + K -1 ^^^ , on
a trois autres formules qui, traitées comme tout à l'heure ont été traitées les formules analogues, fourniront la solution du problème de la transformation pour le cas qui nous occupe.
X. — Division d'une période par un nombre impair
Supposons K, = — ? n désignant un nombre impair, et K', = K'; désignons toujours par 0^'^, H^^^, %^^\ H^^'* ce que deviennent 0, H, 0< , Hi quand on y remplace R par K, = — . Si l'on considère les fonctions
0(i^(^) et JT 0/'^+^2kV
ces deux fonctions satisfont aux relations
0(;rH-K)=O(^), _
leur rapport est donc doublement périodique. En outre, les deux fonctions en question ont les mêmes zéros : leur rapport est donc fini et, par suite, se réduit à une constante A; on peut donc écrire
e'^i) {x) = A JJ©! (^+ ^ =^kV
H(i)(;r)==(-i)VAjJil/^+^2KV
Si, dans ces formules, on réunit les facteurs correspondan à des valeurs de m égales et de signes contraires, on a, en faisant usage des formules (p. 269),
et A se calcule en faisant ^ = o.
Les produits ont cette fois pour limites i et Par division, on obtient ^^n^gx^ cw^gx^ àw^gx en fonction de sn.r, cnjc, dn^ :
sn2 — -iK — sii2:r n
^^ cn,^^ = (!)%„ ^Jl"
en- — 2K H- cn-^ n
I — A-sn^ — 2K sn^^ n
-i.dn,^^ = (l) ànœJl
sPÂ
2 , dn2-2K + dn2^
I — A-2sn2 — 2Ksn2^
Si, dans la première formule, on fait x =^0 après avoir divisé par Xj il vient
v/Â;^ = A?JJsn2^2K; en faisant x ^= o dans les autres, on a
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On tire de ces dernières équations
en» — 2K n
dn8-2K
On diviserait d'une façon analogue la période K.' par un nombre impair.
Les modules A"i et k des fonctions sn^gx et sn^ sont liés entre eux par la relation {m)\ cette relation est ce que l'on appelle V équation modulaire ; elle tient une place importante dans la théorie des équations et nous n'avons pas à nous en occuper ici.
I. — Sur les arcs d'ellipse
C'est l'étude des arcs d'ellipse qui a donné naissance à la théorie des fonctions elliptiques; c'est par l'étude des arcs d'ellipse que nous commencerons les applications géométriques de cette théorie.
Nous poserons avec Legendre
Jq y \ — k^ sin2 çp et nous aurons
(2) sincp r= snF, cp = amF; nous poserons aussi
(3) . / /, — A-2sin2cp«^cp = E(cp) = E(Â-, (p);
nous trouverons alors
r"^ d'^ r? A-2sin2cp
E(?)= / -7==="/ ^ e/cp.
J^ /i — A2sin2cp Jo /i — /:2sin2cp
Nous désignerons la seconde intégrale par J(cp); nous aurons ainsi
(4) E(ç)=F(cp)-J(cp) ou J(cp)z=F(c^:)-E(cp). D'ailleurs on a
(5) J(amF}=Z(F).
Considérons une ellipse d'axes ia et 2 6; elle peut être représentée par les équations
on en conclut, en appelant 5 l'arc,
ds = \/a^ cos^cp -f- 62 sin'^cp c?çp ou, en comptant l'arc à partir du sommet,
/ /a^cos^cp -|-è2sin2cp â?cp a I v^i — A^sin^cp â?cp.
5 = ou
En posant
on a donc
.= E(cp)=F(cp)_J(cp),
si l'on suppose a= i; E(cp) représente, comme on voit, l'arc d'ellipse. Si l'on prend F pour variable, on a, pour représenter l'ellipse, les équations
( a? = snF, y — bcnF = A'cnF,
II. — Théorème de Fagnano
Si, dans les formules d'addition des fonctions de seconde espèce
Z(x ■+■ y)— Z( x) ~ Z(y) — k^snxsnj^sn(x -hy),
on pose z> = am^r, •]> = amy, on trouve, en vertu de (5),
J(cp -r-tj') — J(cp)— J(i];) zz: /:2sincp simj; sin(cp-|- (];) OU, en vertu de (4),
F(cp + <];) — E(cp^t].) _F(cp)-F(^) H- E(cp) + £((];) = A-2sincp sin<|^ sin(cp -i- 4^);
en observant que F(cp -+- '}) = F(cp) -f- F(^), puisque
cp = amF(cp), (^ = amF(4;)
et
çpH-(li = amF(cp + ^};),
on a simplement
E(cp -h <^) — E(cp) — E(4^) = — A'^sinç sint|> sin(cf -+- (!;):
si l'on fait cp -i- «L = - et si l'on appelle 4E le périmètre total de l'ellipse de demi-axes i et A', on a
E — E('f) — E{^)= — A^sincpsintl;.
Cette formule montre que les arcs E — E(cp) etE(tj>) ont une différence rectifiable. Les anomalies ^ et ^j> des extrémités de ces arcs sont liées par la formule
- =: coscp cos']> — sincp sin^* ( i — A^ sin^- j
OU
o = cos^ costj; — sin cp siinj^A'
OU
tangcp tang(|; = —,»
De là découle le théorème de Fagnano :
Théorème. — Soient o et à deux anomalies telles que
tangcp tang^|> = ~;
les points M e^ N qu^ elles déterminent sur l'ellipse sont les extrémités de deux arcs comptés Vun à partir d'un sommet relatif au petit axe. Vautre à partir du sommet relatif au grand axe ; la différence de ces arcs sera rectifiable.
Nous allons donner sous une forme élégante l'expression de cette différence : l'équation de la normale à l'ellipse est
a? coscp — A'jK sincp — A^ sincp coscp =o;
la dislance l du centre à cette normale est
A"2 sin ç cos cp
/i — A2sin2cp
Si l'on se donne /, on en déduit deux valeurs cp et tj^ pour l'anomalie o données par l'équation
tang^cp + tang2<p ^^^ + i - ^—j + _ = o;
on en conclut
(i) tangcptangt};= ^, tang^cp + tanga^j; = — ^ — 1+ ^^.
La différence que nous voulons évaluer est
A-2 sincp siin];, dont le carré est
tang2çp tang^t};
A'^sin^cp sin^t]; = 4A-4
III- — Théorèmes de Graves, Mac CuUagh et Chasles
Considérons deux coniques homofocales G et QI \par un point M de G' on mène deux tangentes MN et MP à G. Le D^ Graves a prouvé cjue^ si la conique G était une ellipse ainsi que G', V expression
MN + MP-arcNP
était constante ; Mac Cullagh et M. Chasles ont démontré que, si G' était une hyperbole coupant G e/i R, on avait
MN — MP = arcKN — arcKP.
En effet, appelons a et [3 les angles que les droites MN et MP font avec la tangente en M à la conique G'; appelons d<7 un
déplacement donné au point M sur la conique G' et ds^ clt les déplacements correspondant des points N et P; nous aurons, en vertu d'un théorème connu,
û?.MN = ds -h d<j cos y., d.MP = —dt -i-dfscos^.
Si la conique C est une ellipse, cosa = — coS|3 et, en ajou-
^(MN -+- MP) = ds — dt = d{s—t);
MN + MP = s — t -h const. = arcNP -t- const.,
d'où
ce qui démontre le théorème de Graves.
Si la courbe G' est une hyperbole.
iir
cosa
on a
cos[^ d.{MN — MP) = ds
si l'on compte les arcs à partir du point ¥^, ds el dt sont de signes contraires, et l'on voit que ds et dt sont les accroissements subis à gauche et à droite de K par l'arc NP ; s -\- t sera alors la différence KN et KP ; cette différence, comme on voit, est, à une constante près, égale à MN — MP et cette constante est nulle en K, ce qui démontre le théorème de Mac GuUagh.
Au fond le théorème de Mac Gullagh, comme celui de Fagnano, apprend à trouver des arcs d'ellipse à différence rectifiable.
Les théorèmes précédents s'appliquent évidemment aux coniques sphériques.
Soient G une ellipse fixe, S un cercle tangent en M; soient NK et N'R des tangentes communes au cercle et à l'ellipse, N et N' les points de contact sur U ellipse, on aura
NK — N'K = arcMN — arcMN'. ' (Ghasles.)
Ge théorème se démontre comme les précédents, en déplaçant infiniment peu le cercle.
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IV. — Théorème de Landen
L'ellipse peut être représentée par les équations
X = a en II, y = b sn u,
l'hyperbole par les suivantes
,, sn u ak dn u
X = ak , y = — - ;
en u k cnu
les axes sont alors a et -rr-
Sir
on pose C5 = am u, on a
sinc3 ak v^i — .t^sin-o X = ak' ^ y
cos<p "^ k' coso '
on en conclut, pour l'expression de l'arc s d'hyperbole et en
supposant a = i ,
k"^ df-
ds'^ =
cos* cp ( I — A:2 sin^ cp )
ou
o /i — k^ sin^cp Or on a
diango /i — A-2sin2cp
' Lcos^cp y/i — X:2sin2ç /i — A'^sin^çp y^i — A^ sin^cp J ^
en intégrant alors de o à ^, il vient
tangcp y/i — A^sin^cp = A'^ — A'2F(cp) + E(cp) ;
donc l'arc d'hyperbole peut s'exprimer au moyen des fonctions E et F. Nous allons prouver que la fonction F s'exprime au moyen de E(cp) et d'un autre arc d'ellipse; il en résultera que :
Théorème. — Tout arc d'hyperbole peut s'exprimer au moyen de deux arcs d'ellipses différentes.
La transformation de Landen donne lieu (p. i ^^) aux formules suivantes :
rfcpi
do
^i — /:f sin2cpi '^- /i — A-2sin2cp
(i) \ sin2çj = ^ (i -t-/csin2cp — coscp /i — Ar^sin^cp
IH- A'i
Multiplions membre à membre les deux premières formules : nous aurons, en intégrant de o à cp,
T,., . \-\- k 1-4- A- , i-t-A. ^ J(A„ cp,)= -^ J(A, cp)-!- —^ F{k, o) — sincp.
Or J(cp)=:F((p) — E(cp); donc
^[F(Ai, qO-E(A„oO]
- ^ [f(/^. ?)- E(A, cp)+ 1^ F(A, ?)- -^' sincp]. Mais, en verlu de la première formule (i), F(A„cp,)=llt^F(A, cp); la formule précédente devient alors
F(A, cp)= 1 [E(A, cp)-(i-f- /OE(Ai, cpO+ Asincp].
Celle formule de Landen montre que F est exprimable linéairement au moyen de deux fonctions E, ce qui démontre le théorème que nous avons énoncé au sujet de l'arc hyperbolique (Philosophical Transactions, 177^; Mathematical Memoirs, by John J^anden, 1780).
V. — Courbes de M. J.-A. Serret
M. Serret s'est proposé de rechercher toutes les courbes algébriques dont l'arc est exprimable au moyen des fonctions
elliptiques [Journal de Liouvilley t. X, i*'^ série; voir aussi son Traité de Calcul différentiel et intégral). Voici seulement les résultats auxquels il est parvenu. Soit n une quantité plus grande que un, posons
\Ji{n — \)t R = sj—i^f^ — 'int-^x^.
On en tire, en supposant le radical réel, c'est-à-dire t compris entre les racines du trinôme t~ — 2^/1 + 1,
on fait ensuite
on en conclut
X ■\- y y/ — I ou, en prenant les modules,
itK
x^-^yi 4^2 R2
Or on trouve œ- -\- y- = t, au moyen de la relation (i); on a donc, en appelant s l'arc de courbe,
ou bien
/-TT TT ds
sjri'^ — x
~idt
^ int — \)
ou enfin
Les courbes dont ^ et jk seront fournis en fonction de t en égalant les termes réels et les coefficients de y — i dans (i)
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seront donc telles : i^ que x et y seront fonctions algébriques de ^; a" que leur arc sera une fonction elliptique de t. Si l'on fait, par exemple, n = 3, on a
et, par suite, en observant que R = \J — t- '\-iSt — i ,
L'élimination de t entre ces équations donne
c'est l'équation d'une lemniscate de Bernoulli.
Observons encore que les courbes qui ont pour équations en coordonnées polaires
/• — acosmô ou /'=asinmô,
a désignant une constante; que le limaçon de Pascal ou conchoïde du cercle qui a pour équation
r = a -f- R cosO,
a et R désignant des constantes, ont leurs arcs exprimables par les fonctions elliptiques.
Mentionnons encore les épicycloïdes allongées ou raccourcies, dont les équations sont de la forme
a? = a sinmw -h h sin/iï«, y ^=^ a cos mu -r- b cos nu,
cij b, m, n désignant des constantes et u un angle variable; on a
ch^ =:[a^-+ ^2 _|_ .;, ^^ cos ( /n — n ) u]du^,
et, par suite
, „ ni — 71 sin2 u\
ces courbes, comme Ton sait, sont algébriques toutes les fois que m et n sont commensurables.
Les courbes ayant pour équations
sinmO cosmO
ont également leurs arcs exprimables par les fonctions elliptiques.
VI. — Démonstration d'un théorème de Poncelet
Etant données deux coniques, en les rapportant à un triangle autopolaire commun, on pourra mettre leurs équations sous les formes
ax'^-\-hy'^ — z^ = o\ on satisfait à la première de ces équations en prenant
cncp sncp I
et à la seconde en prenant
cn<|^ sn(j;dn6 cn6 pourvu que l'on fasse
ft I cnO I
cn6 = -r-^, -— ^ - — dnO
ce qui est possible en choisissant convenablement le module k des fonctions elliptiques.
Soit Mo un point de la première conique; par ce point
menons une tangente coupant la seconde en Nq et N'^, l'équa-
tion de cette tangente sera
:r en çp + jK sn cp — z = o,
et les coordonnées des points Nq et N^ ou, mieux, les valeurs <le ^ en ces points s'obtiendront en éliminant ^, y, z entre cette équation et (2), ce qui donnera
coscp cos(|^ + sincp sin<|; dn6 = cn6.
La comparaison de cette formule avec celle de Lagrange (p. 207) donne •
(cp-^)
Supposons alors que Von mène par le point Nq une tangente à la première conique rencontrant la seconde en^t et touchant la première en M, ; que par N< on mène une tangente à la première conique coupant la deuxième en N2 et touchant la première en Ma^ etc., le lieu des points de rencontre de MqNo et M^N^ sera une conique.
Ce théorème a été établi péniblement, pour la première fois, par Poncelet. Pour le démontrer, nous observerons que, si l'on appelle cpo la valeur cp en Mo, la valeur de ^ en Ni sera 6 H- cpo, la valeur de cp en Mi sera alors <po-l- ^^^ ceW^e, de ^ en Ni sera cpo4- 38, . . . , la valeur de cp en M;^ sera cpo + 2/18; le lieu cherché s'obtiendra alors en éliminant cpo entre les équations des tangentes en Mo et M^, ou
X en cpo 4- JK sncpo —
^en(cpoH-2^6)H-jKsn(cpo-l-2Ai6) — ;; =0; en combinant ces équations, on a
^[en(cpo+ 2Ai6)— cncpo]+jK[sn(cpoH- 2^6)^ancpo] = 0 OU bien
— a7sn/i6 dn/zÔ sncpo dncpo + jK sn/iô en cpo dncpo = o;
on en tire
snço X I r ,
en posant m = -^ — ^> on en conclut, en portant cette valeur dans (3),
a?^ H- my- — z s/ m y- -h x'^ = o ou
x^ -^ my"^ — ^2 = o.
Le lieu est donc une conique qui a le même triangle autopolaire que les coniques données. On voit que, si m = -^ ^ = i
ou que si /i 9 est égal à 2/?K, le lieu coïncidera avec la seconde conique,.ce qui constitue une nouvelle démonstration du théorème de Poncelet, démontré par Jacobi (p. 21 1).
Le théorème de Poncelet peut être transformé par polaires réciproques ; il fournit alors un théorème corrélatif que nous pouvons nous dispenser d'énoncer.
VIL — Roulette de Delaunay.
La roulette de Delaunay est engendrée par le foyer d'une conique qui roule sans glisser sur une droite.
Supposons que la conique soit une ellipse, et soit
Téquation de cette conique rapportée à ses axes; soit
la demi-distance focale ; sur la tangente en x', y' prenons une longueur égale à l'arc s' de la courbe comptée depuis le sommet(<2, o) jusqu'au point (jc',jk'). Soienty la distance du foyer à cette tangente et x la distance du pied de la perpendiculaire jy à l'extrémité de la distance s' comptée à partir du point {x',y), les quantités Xj y seront les coordonnées d'un point
de la roulette par rapport à une droite fixe sur laquelle h conique peut être censée rouler, et l'on aura
/a2 — ex'
y rt^H- ex'
çyy_ è-2
L'élimination de x' ^ y' entre ces équations et celle de l'ellipse fera connaître la roulette. Pour faire cette élimination, nous ferons x'= a cos'j, jk'= b sincs et nous aurons
C COSCD
// C y sin 9 v/a2 — c2 sin2çp â?cp ^ — ^
Cette courbe dépend, comme on devait s'y attendre, des fonctions elliptiques, et, si l'on veut voir apparaître explicitement ces fonctions, il suffît de faire o = âmt. L'élimination de cp donne
dx =
lorsque l'on fait — z= p et a = 00, cette formule devient
dx
p dy
on en déduit, en n'ajoutant pas de constante,
-fiog[(r-.v/;^);]
ou
~ ] = eP i
on en conclut
Ainsi, le lie a des positions des foyers d^ une parabole qui roule sans glisser sur une droite est une chaînette,
La roulette de Delaiinay contient donc la chaînette comme cas particulier.
On rencontre la roulette de Delaunay dans diverses circonstances, par exemple quand on cherche une surface de révolution ayant ses deux rayons de courbure R et R' liés par la
relation
a désignant une constante. En effet, si l'on cherche le méridien de cette surface, on voit que ce méridien est tel que, la normale étant désignée par N, on a
R désignant le rayon de courbure de ce méridien. Il est facile de voir que ce méridien est une roulette de Delaunay : en effet, son équation différentielle est
ou bien
y' cl y' dy dy
En multipliant par j/, on a
yy' dy' dy _ y dy
le premier membre est la différentielle de — ~^ ^ quand on
<:hoisit le signe — , ce que nous ferons, et nous aurons, en appelant b- une constante.
(i-Hy2)5
on en conclut
ce qui équivaut à l'équation (2) de la roulette de Delaunay.
VIII. — La courbe élastique
La courbe dont le rayon de courbure est proportionnel à l'inverse de l'ordonnée ou de l'abscisse a une équation de la forme
y = j ' dx\
œ ely pourront donc s'exprimer par le moyen des fonctions elliptiques de première et de seconde espèce. Celte courbe est la forme que prend une poutre déformée sous l'influence de poids uniformément répartis sur sa longueur, lorsqu'elle repose sur deux appuis situés de niveau.
IX. — Surface de l'ellipsoïde
La surface de l'ellipsoïde à trois axes inégaux
s'obtient au moyen des fonctions elliptiques; nous satisfaisons à l'équation précédente en posant
a- = acostj; sin6, ^ = 6 sin^^ sin6, ^ = ccos6.
L'élément de surface est
ou bien, tous calculs faits,
sinO v/62 c2 cos2 ^ sin^ 0 -i- a2 c^ sin2 ij; sin2 6 + «2 6^ cos^ 6 d^ d^ ;
l'aire de l'ellipsoïde sera donc
fN
i 1 \ — H abc sin ^ d^ a<li.
Une première intégration peut être effectuée par rapport à 0 de o à -; à cet effet, on fait — cosQ = u, et l'on a
ff\/W^^ ^^^^^«*« ''« ^^'
en posant
/ I COS^^J; sin2t];\ /cos^tj; sin2(|;\ ^'^ ~ ^' " U ~ ~^' b^J • \~^^ "^ ~b^) *
On peut toujours supposer G"^ positif, c'est-à-dire
en effet, faisant ^ <^ a, le second membre de cette égalité est
inférieur à ^; et, en supposant c'^ a et b, cette égalité est
toujours satisfaite. En nous plaçant dans cette hypothèse, notre intégrale devient
( on facilite le calcul en observant que 1 {/ 7^ — u- du est
l'aire d'un demi-cercle de rayon -^^ ) ; en remplaçant G par sa valeur, il vient
T.abc
I COS^J
et,
en posant
l'aire en question devient
T^ahc J —
. /« 4/n — /Tf «in
On peut supposer q '^o, p'^o] alors, en faisant - ^ A-, on a
X. — Sur les courbes du premier genre, et en particulier sur les courbes du troisième degré.
Les courbes du premier genre jouissent de cette propriété que leurs coordonnées peuvent s'exprimer rationnellement au moyen d'une variable ^ et du radical y/a -\-bt-{- et- H- dt^ -\-et\ qu'on peut lui-même ramener à la forme y(i — l-){\ — A'-^-), de sorte que, si l'on fait t^= snii^ on voit que les coordonnées d'une courbe de genre un pourront également s'exprimer en fonction rationnelle de snu, en;/, dnii.
Toutes les courbes de genre ^^/^ peuvent être ramenées, au moyen de transformations quadratiques, à des courbes du troisième degré ; celles-ci, à leur tour, au moyen d'une transformation homographique (p. 62), se ramènent à un type simple représenté par l'équation
(I) jK2 = (^-a)(^-p)(^-Y),
OÙ a, p, Y sont des constantes. Nous allons essayer de représenter les coordonnées de cette courbe au moyen des fonctions elliptiques, x ely seront (p. 286) de la forme
-hA'Z'{t — a)-hB'Z'{t — b)...
M, A, B, . . . , A', B', . . . , a, ... désignant des constantes et
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7Jt) la fonction „ ; a. b, ... sont alors les infinis de x
OU r. Or j-, en vertu de (i), a les mêmes infinis que x\ ?À x a un infini simple, y a un infini d'ordre |, ce qui est inadmissible dans le mode de représentation adopté; x doit donc avoir au moins un infini double et j' un infini triple : il faudra donc poser
^ = M H- kZ{t — a)-v- \'Z'{t — a),
j^ = ]\ + ^Z{t — a)^B'Z'{t — a)-^WZ"{t — a).
Rien n'empêche de supposer a=2K'y/ — i : alors on a
7j(t — (t)=^ ttW; il faut aussi observer que la somme des
résidus A et B doit être nulle (p. 286) : donc A = o, B = o, cl l'on peut écrire, au lieu des formules précédentes,
■'^ ^ dt e(o de- 0(0
Mais -— — est, à une constante près, la dérivée de l'intéerrale
de seconde espèce; on peut donc écrire
X = a -\- b sn-t,
y = a' -h b' sn2 1 -h c' sut en t dn t,
a, by a', b', c' désignant des constantes,' qui, bien entendu, n'ont plus aucun rapport avec celles que nous avons désignées ainsi tout à l'heure. Appelons t^, t^^ t^ les valeurs de t pour lesquelles on a ^ = a, p, y ; on trouvera
CL = a-^ b sn^^j,
P = a -+- ^» sn2 ^2 r Y = a -I- 6 sn2 ^3 et
72 = 63(sn2i — sn2^i)(sn2^ — sn2^2)(sn2^ — sn2^3).
Or, y étant nul pour ^ = d= ^, , zi= /o, it: ^3, on a
o = a'-h b' sn^tx-\- c'sn^icn^i dn ifi, o = a'-i- 6'sn2^|— c'sn ^jcn ^idn^i ;
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donc
«'+ ^'sn2^i = o, c'sn^icn^idn^i =0,
a'-T- è'sn^^a = o, c'sn ^2 cn<2 dn<2 = Oj
a'-+- b'sn^t^^: o, c' sntzcnt^ânt^^ o;
c' ne pouvant pas être nul, puisque y doit avoir un infini triple (et d'ailleurs, si c était nul, ^ et jk seraient fonctions rationnelles de sn^^), il faut que, tt, to et ^3 étant censés différents, on ait par exemple sn ^i = o, en ^2 = o et dn ^3=0. Alors «'= G et ^'= o; on a donc seulement
x = a-hbsn^t, y = c' snt cnt dnt,
et par suite on doit avoir, en vertu de (i),
c'2 snn(i — sn2 0(i — A-2snU)
= (a-+ b sn^t — a)(a + 6 sn2^— p)(a+ ^ sn^^ — Yj;
en identifiant, on a
donc une des quantités a, p, y est égale à a. Soit ol=^ a : l'équation précédente devient
c'2(i— snU)(j — A-2sn2^)= 6(a — |3 + 6 snU)(a — y -\-bsn^t)
et, en identifiant,
_c'2(i + A-2)^è2(2a-!3 — y), c'^k^ = b\ En ajoutant, on a
o = (a— ?)(a — Y)-4-6[(a— !3) + (a-Y)]-l-62, d'où
b = ^ — a ou Y — ^*
Si l'on prend b= ^ — a, on trouve
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on a donc enfin, pour représenter la courbe (i), les formules
( ^ = a-l-(|3 — a)sn2^ = [3snU-i- acn2f,
. } y ^C^ — et) ^^( — xsn tentant,
XI. — Quelques propriétés des courbes du troisième degré
Nous ferons usage du théorème d'Abel, démontré page i54. En vertu de ce théorème, si l'on coupe une courbe du troisième degré
par une courbe variable et si l'on appelle (^i,y<), ...,
{xi,yi), ... les coordonnées des points d'intersection, on
doit avoir
dxi
lu
i^i^Xi)
/2(^, y) désignant, pour abréger, la dérivée j-' Nous ferons
une première application de cette formule en supposant que la courbe variable se réduise à une ligne droite ; alors on devra avoir
dxi dx^ dx-i _
Nous allons appliquer cette formule à la courbe du troisième degré considérée au paragraphe précédent, représentée par les équations
OU
^ = (3 sn'2«-}- a cnU,
/ = ( (3 — a) /y — a sn ^ en ^ dn ^,
De ces formules on tire
dx = 2 ( |3 — oi)snt en t dn t dt et, par suite,
dx idt
or
OU
donc ici -f^ = ay et — = , ,„ ■: on doit par suite avoir, en
dy -^ 'ly d£y ^
appelant ^i,j/i ; ^2)JK2 5 «^a^jKs les coordonnées de trois points en ligne droite sur la courbe (3),
dxx dx^ dx^
ou, en appelant ^<, t^^ l^ les t de ces points,
dt^ -\- dt-i + «^^3 = o ou enfin
ti-^t-i-^ t^=^ const.
Ainsi :
Théorème. — Les t de trois points en ligne droite sur une courbe du troisième ordre ont une somme constante.
Pour déterminer cette constante, nous supposerons les trois points sur l'axe des x\ alors jr = o, et sn^cn^dn/ = o; les valeurs de t correspondantes annulent sn^, cn^, dn^ et l'on a
on trouve donc, pour la valeur de la constante,
m et m' désignant des entiers quelconques.
Réciproquement, si la relation (4) a lieu, les points t^, 1-2, ^3 seront en ligne droite; car, en appelant t'.^ le ^du point en ligne droite avec ^, et /o, on aura
ti-h 1-2-^ t'i = 2mK -4-(2m'-r- i)K'v/ — i ;
donc ^3 = ^3.
Les points d'inflexion d^une courbe du troisième degré sont trois à trois en ligne droite.
En effet, un point d'inflexion s'obtiendra en supposant ^, r= ^o = ^3 dans (4), ce qui donne pour son t
^ et jK seront distincts en prenant
KV-i 3KV-1 5K'v/-.
KV— 1 2K 3KV— I ?K
5KV-I 2K
KV— I 4K 3KV— 1 4K
5KV-I 4K 3 ' 3 ^
ce sont les t des neuf points d'inflexion.
La somme de trois quelconques d'entre eux est de la forme 2/n Kh-(2/?i'4- i)K.'y^ — 1 \ donc ils sont trois à trois en ligne droite. c. q. f. d.
Théorème de Maclaurin. — Si par un point M d'une courbe du troisième degré on mène des tangentes à la courbe, les points de contact autres que le point M sont tels que, si on les joint deux à deux, les droites ainsi menées concourent en un même point situé sur la courbe.
Supposons que, par le point ^, on mène des tangentes :
poi
ur les poin
poi
ts de
donc avoir
tt= h
contact, t-i et ^3 seront égaux; on devra
'2mKH-(2m'-hi)KV— i — '1
les quatre points de contact ont donc pour t
la somme de deux de ces t est de la forme
OU
de sorte qu'à la première combinaison correspondent le point ^1 4- K et à la seconde le point t^ -\- K'^/ — i , tous deux sur la courbe.
SoientM^^ M2, M3 les points d^ intersection d'une courbe du troisième degré avec une droite; les tangentes en Mi, M2, M3 rencontrent la courbe en trois points en ligne droite.
En effet, soient ^,, /o, ^3 les paramètres qui déterminent les coordonnées des points M,, M2, M3, les tangentes en ^,, ^2j ^3 couperont la courbe en des points dont les paramètres seront 8,, 82, 83, et l'on aura
mais, comme
^1 -T- ^2 + ^3 ^ 2 m K H- ( 2 m' -h I ) K' y/ — i , il viendra
2 m K + ( 2 wi' 4- I ) K' / — I ,
ce qui montre biea que les poinls déterminés par les paramètres 8i, 80, O3 sont en ligne droite. En particulier :
Les asymptotes cVune courbe du troisième degré rencontrent la courbe en trois points situés en ligne droite.
Ce théorème peut être généralisé et étendu à des courbes d'ordre supérieur : ainsi, si Ton coupe une courbe du quatrième degré par une droite, les tangentes aux points d'intersection rencontrent la courbe en huit points situés sur une conique, etc.
XII. — Les points Steiner dans les courbes du troisième ordre.
On appelle points Steiner dUine courbe ceux où une conique peut avoir avec elle un contact du cinquième ordre. Voici comment on peut mettre ces points en évidence sur les courbes du troisième ordre.
Si l'on coupe la courbe représentée par les équations (2) du paragraphe précédent par une conique, les six points d'intersection s'exprimeront au moyen, de six paramètres t^^ ^2, . . . , ^c qui seront les valeurs qu'il faut attribuer à t dans les formules (2) en question, pour que x et y représentent les coordonnées d'un point d'intersection; ces six paramètres satisfont à la relation
dti -f- dto d'où l'on déduira
dtQ = o ou y dti = o;
ti = const.
Pour déterminer la constante, on peut supposer la conique réduite à deux droites, et alors, d'après ce que l'on a vu tout à l'heure, si t^, t-j^ t^ sont les paramètres des intersections de la courbe avec l'une des droites, on aura
t^-\- ^2+ ?3 = 2mK-i-(2m'4-i)K'v/— ^1 ^4 H- ^5 -r- ^6 = 2 mi K -f- ( 2 m\ -h I ) K' y/— i ,
■et, par suite, en appelant m et m' deux entiers quelconques,
Réciproquement, si cette relation a lieu, les six points déterminés par les paramètres t^, t,-, . - - ^ (q seront sur une conique.
En un point Steiner, six points confondus sont sur une conique; un point Steiner sera déterminé par l'équation
( I ) (jt = i7?iK-hi ni' K' /— 1 ;
on tire de là les valeurs suivantes de t fournissant des valeurs distinctes de ^ etj^ •
_ K 2K 3K 4K 5K kV^^
^ ^V— ' ^ 5KV— 1
Ces valeurs sont au nombre de 36; il y a donc sur toute courbe du troisième degré 36 points Steiner, mais 9 de ces points coïncident avec les points d'inflexion où la conique osculatrice se réduit à deux droites confondues; il y a donc seulement 36 — 9 = 27 points Steiner proprement dits. Il est facile de voir que :
Deux points Steiner sont toujours en ligne droite avec un autre point Steiner, ou avec un point cl' inflexion.
En effet, étant données deux des quantités (2), on en trouve toujours une troisième dont la somme fasse
ijnK + ( 2 ni' H- I ) K' y/ — 1 ,
Les points Steiner sont les points de contact des tangentes menées à la courbe par les points d'inflexion.
En effet, soient Q le paramètre d'un point d'inflexion,
t celui d'un point de contact d'une tangente menée par le point 9, on a
2 ^ -f- 6 = 2 /n K -4- ( •?. m' -T- I ) K' / — i , 3 0 — 2 /?? 1 K -h ( 2 jn\ -r- 1 ) K' y/ — i ;
l'élimination de 9 entre ces équations montre que l'on a 6 ^ = 2 /«a K H- 2 /?i', K' s/ — I ,
/?2o et /??!, désignant deux entiers comme m, m', /??< et m',. La formule (i), à laquelle satisfont les paramètres des points Steiner, montre bien que les points qui nous occupent sont les points Steiner, car ils sont au nombre de 27.
(Pour plus de détails sur les points d'inflexion et les points Steiner dans les courbes du troisième ordre, consulter la Thèse de M. Lemonnier.)
XIII. — Sur les biquadratiques gauches
Deux surfaces du second degré, ou quadriques, se coupent en général suivant une courbe gauche du quatrième degré, que l'on a appelée hiquadratique gauche; lorsque ces surfaces ont une génératrice commune, la hiquadratique se décompose en une droite et en une courbe appelée cubique gauche.
Par une transformation homographique, on peut toujours ramener les équations de deux quadriques, et par suite d'une hiquadratique gauche, à la forme
il suffît pour cela, après avoir pris pour tétraèdre de référence le tétraèdre autopolaire commun, de transformer ce tétraèdre en un autre ayant une de ses faces à l'infini; on peut même, si l'on veut, supposer les trois autres faces rec-
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tangulaires; les deux quadriqiies se trouvent alors rapportées à leur centre et, en éliminant tour à tour z ely^ on ramène leurs équations à la forme (i).
On satisfait aux équations (i) en posant
a sn^,
9jcnf.,
Y dn^.
La courbe (i) donne donc une représentation géométrique toute naturelle des fonctions elliptiques. Coupons la courbe (i) par un plan variable
Ax -f- Bj + G^ -+- D = o,
d'après un théorème d'Abel (démontré p. 1 58) ; on devra avoir dxi dxi dx^ dxi^
dxci
(Xi^yi, Zi), .. ., (^4,j^/,, Zf,) désignant les coordonnées des intersections du plan et de la courbe et cp, ^ désignant, pour abréger, les premiers membres des équations (i). En effectuant les calculs, on trouve
dxi
dx^
dxr,
dxK
yiZi J-2-2 ^3-3 .r4^4
ou, en remplaçant ^, y, z par leurs valeurs tirées de (2), dti -f- dt2 -+- dti -+- dti, = o,
c'est-à-dire
const.
en appelant t^, t^^ ^3, ^4 les valeurs de t aux points où un plan coupe la biquadratique. On détermine la constante en faisant coïncider le plan sécant avec le plan des zy\ alors ^<, ^2, ^3, ^4 sont racines de sn/^o et l'on a, en négligeant des multiples de 4 K. et de 4K.'y/ — i,
On peut alors énoncer le théorème suivant :
Lorsque quatre points d^une hiquadratique sont dans un même pian, la somme de leurs t est ^ o
Réciproquement, il est clair que :
Si la somme des t de quatre points dhine hiquadratique gauche représentée par les équations (2) est égale à zéro, ces points sont dans un même plan.
Si l'on suppose ^, = ^2^=^3=^/0 le plan rencontrera la
hiquadratique en quatre points confondus, il sera suroscu-
lateur ou stationnaire ; le t du point d'osculation sera donné
par les formules
ce qui fournit seize points avec des coordonnées différentes correspondant aux valeurs suivantes de t
o, K, 2K, 3K, KV^^, K + KV^ <2K + KV^ 3K-+-K'v/=^,
On démontrera facilement les théorèmes suivants :
Les seize points stationnaires sont quatre à quatre dans un même plan.
Car, trois d'entre eux étant donnés, il s'en trouve un autre tel que la somme de leurs t soit ^ o.
Deux points dont la somme des t est constante sont tels que la droite qui les joint engendre une surface du second ordre passant par la hiquadratique : on peut ohtenir de tels points en coupant lahiquadratique par un plan passant par deux points fixes de cette hiquadratique.
Le lieu des points d'oà l'on peut mener deux tangentes à la hiquadratique est une courhe plane unicursale du quatrième ordre^ ligne douhle de la surface développahle lieu des tangentes à la hiquadratique.
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Toutes ces propriétés et beaucoup d'autres sont des conséquences de la formule
Pour terminer cet aperçu, nous démontrerons un théorème récemment découvert par M. Caylej, et qui découle des considérations précédentes. Coupons la courbe
x = snt, y = cnt, z = dut par le plan
ace -+- by -f- c^ -+- 1 = o,
a^ b, c désignant des constantes, l'équation
a sn t -]- b en t -^ cdn^-f-i = o
en/ qui en résulte détermine quatre valeurs de t dont la somme est ^ o. Si, dans cette équation, on exprime tout en fonction de sn^, de cn^ ou de dn^, on obtient des équations du quatrième degré qui sont les suivantes, où l'on n'a écrit que les premiers et les derniers termes, seuls utiles,
(iH-è + c)( — i -{- b ^ c)(i — b ^ c)(i-h b— c)
snU...-^ — =: — =0,
\ X («/— J — b -h ck)(a\/— i-i- b — c k))
cn''t...-{-
( a \/ — i-h b -+- ck). . .
, . (a^ bk'\/—[-^k). ..
dn'*t...-\ =0.
(a/ — i-\- b -h ck). . .
On en conclut, en appelant t^,t2, t-^, t^ les t des quatre points de la courbe situés dans le plan,
k^ K'2 sn ti sn t^ sn t^ sn ^4
— A-2 cn^i cnif2 ^^h en ^4 H- dn^i dn;2 dn^3 dn^4 = A'^;
telle est la relation qui lie les fonctions elliptiques sn, en, dn de quatre quantités satisfaisant à la relation
A cette relation correspond la suivante
qui lie les coordonnées de quatre points de la biquadratique (i) situés dans un même plan.
XIV. — Surfaces monoïdes de M. Cayley
M. Cayley appelle surfaces monoïdes [Comptes rendus, t. LIV et LVÏII) les surfaces représentées par une équation de la forme
0 désignant une fonction rationnelle de x et dey. Si l'on suppose cette surface d'ordre /?^, on pourra poser
(p désignant un polynôme de degré m et ^]; un polynôme de degré m — i .
La surface monoïde (i) a un point multiple d'ordre m. — i à l'infini.
Toute courbe gauche est V intersection d^une monoïde et d' un cylindre.
En effet, soient P =- o, Q = o les équations d'une courbe gauche, entre ces deux équations on peut éliminer ^, ce qui donne une équation de la forme
Cette équation (2) exprime que P = o, Q == o ont une solution commune z, laquelle, comme on sait, s'exprime rationnellement en ^ et JK5 on peut donc poser (i)
La courbe gauche considérée est donc bien Tinlersection du cylindre (2) et du monoïde (i).
Un plan coupe la courbe (i), (2) en inn points, si/=o est de degré n et si la monoïde (i) est de degré m. Toutefois, la courbe (i), (2) ne sera que du degré mn — a, si a désigne le nombre des solutions communes à
si ces équations ont effectivement a solutions communes, (i), (2) représenteront a droites parallèles à l'axe des y et une courbe d'ordre mn — a.
XV. — Cubiques gauches
On a donné le nom de cubiques gauches aux courbes d'intersection de deux quadriques ayant une génératrice commune. Les équations d'une cubique gauche peuvent donc être ramenées à la forme
P^ -î-Qj =0,
P, Q, P', Q' désignant des polynômes entiers du premier degré en x^ y, z. Mais ces équations représentent avec la cubique l'axe des ^, à savoir ^ = o, y r= o.
Une transformation homographique ramènera ces équations à la forme
Gy — H^ =: o,
G^ — H^ =0, où l'on peut supposer ^ = i , ce qui donne
G et H désignant deux polynômes du premier degré. On tire
de là
^ _ tx
Gy — H^ = 0,
Si, dans Gy — H^, on remplace z par sa valeur, on est ramené aux équations
_ tx My — Na? = o,
où M et N sont de second degré, mais ne renferment plus z. Le monoïde est ici un paraboloïde hyperbolique; quant au cylindre, il est du troisième degré, mais il est facile de voir que sa base présente un point double x ^=Oy y = o; en effet,
si l'on pose
G = «a? -h by -i- cz -i- d,
l'équation (i) devient
\{ax -\- by -\- d)y H- cx\y + [(a'^ + U y + d!)y H- c'x]x = o,
et il est clair que l'origine est un point double. La courbe (i) est donc unicursale et, si l'on pose
II
on pourra représenter cette courbe unicursale au moyen des deux équations
cp(w) et '\>(u) désignant des polynômes du second degré; de sorte que la cubique gauche pourra être, en définitive, représentée par trois équations, telles que
uo{u) ^{u)
X — ~ . y = ~ — , z = tu,
t désignant une constante, si l'on veut, égale à un. L'emploi des fonctions elliptiques n'est donc plus nécessaire pour représenter les cubiques gauches.
Résumé des principales formules elliptiques.
(è{x)-= I — 7.q cos— + iq^cos—TT- — . . .± 2^^ cos qz. . ..
I . 3iix
ll(x)= iq* sin— — — iq^ sin — -^ 2K ^ 2K
. Y . T.X [ „ ira? ,V/ , Tzx .
— Aiq"* sin— -( 1 — iq^cos— + ^* )( i — 2 ^'^ cos -7^ H- ^^
H,(a7) = 2^*cos-7^ -^2^*cos — TT- -^. ..-^iq^ ^ ^ cos- rr^ h...
. ^, 'KX f ^ -KX A/ , izx _\
= PLiq* cos— r^ { 1 + 2^2 cos— ^ q^)\i-^ 2^*C0S-f^ -^ 9 ) • •'
Hi(K) = o, ei(K4-KV^) = o.
H(:r + K)-Hi(;r); Hi(a7 + K) = - H(^).
0(^ + KV^^) = /^-i"BH(:r), 0i(:r -I- KV^) = BH,(^), H (a; + K' v/=^) = v/==^B 0 (07); II, (^ -4- K' s/^) = B ©i (;2^).
0(^-^2K'v/^^)= -A0(^), 0i(a7-t-2K'v/^)= A0j(^), H(iP + 2K' v/=^) = - A H(^); H, (^ -f- 2K' y/^^) = kYi^{x).
snœ = -— :
ni(o)
BKo)
/PHi_(^ /t-,^ e(o) V /c e(;r) ' ^^ ei(o)
i -]- iq -\- iq* -T-. . .
iq-^iq^ — ••• ^ l4-Si^-i-2^*
l)(;r) = 2/?* COSh — f-7 +. . .-h 2/?^ 2 / cOSh ^ ;^-|^7-^
1 + 2/?*cosh -)—
= A2/>* COsh -^, / 1 + 2/>2 cOSlî -fTT +P^)(
ti, ( a? ) = I H- 2/? COS h —y- + 2/?* COS h — j-T h ... -h 2/)"' COS 11 — r-^ h
TT .27 \ / TC
i+jy cosh —y- H-/>2 J/ , _^^3cosh -^ry- +/>^ )• . .,
/ N T . , ^^ \ . , Zizx _^ (^^y . , in-i
r/^)= 2/?* sinh — -y — 20* sinli — 1-7 +.. .dz 2/?'^ ^ ^sinh r-
= A2/?*sinh -— l r— 2/»2cosh -^ +/?*)( i — 2/?^ cosli -^^
Y(,(a7) = I — 2/? cosh —^ + 2»+cosh — 2jO''cosh -^, — h. . .
K K. iv
(TT 2^ \ / TT 37 \ 1 — 2/? cosh -r^ +/>2 W l — 2/?3 cosh --^ +/>^ )
r,(o) = o, 8(kV^) = o,
-/l,(K) = o; ei(K4-K'v/^^) = o.
e ~ H ~ 0j " Hi ~ •
snx.
cn^.
dn^.
Périodes
4K, 2KV-I
VALEURS DE
dna;.
snC— a?) = — sniT, sn(2K ±ir) r= qz sna7,
on( — x)= cniT, cn(2K ih^r) = ^ cna7,
dn( — cc)= dnic; dn(2K±:r)— dna?.
sn(K -h a:) = -. j
■ ' dna?
,^r . en a?
sn(k — ir)= ,
' dna?
en(K + ^)=— /t'
dn;c
cn(K — r) = A'
dnic
dn(K-t-^) =
dn(K — :r)
dna?
sn(2KV — ' + ^) = sn^, cn(2K'v/ — 1 H- x)= — cnx, dn(2K'v/ — 1-\- x) = — dn^.
sn(K'v/ — 1 + 37)= 7 >
, / \ /— I ^nx
dn ( K' i/— i^ x) — — /— 1
r sn.r pour iP = K' i/ — j = y , C^ * a:
r cn:c = — / — I 7 )
^r dna; = — V — 1.
r snjp pour 37 = 2K + K' y/ — i = — t>
r en a? = / — I y j
r dn:r = V — i-
EXERCICES ET NOTES
1. Dans un triangle sphérique dont les angles sont A, B, G et es côtés a, b, c, on peut faire
sin« = sn u,
sinb = snç^,
sine = sn{u -+- v),
sinA = /c snw,
sinB = k snp,
si n C = k sn{u-\- i> );
cosa = en M,
cosô = cnç^,
cosc = cn(M + ç),
cosA = dnw,
cosB = dnç',
cosG = — dn(a + v).
(Glaisher.)
2. Appliquer le théorème de Liouville (p. 274) au développement de sn{/nx -+- a) en fonction de sn^ et de sn'^.
3. Appliquer le théorème de Liouville au calcul de sn^r en fonction du sinus amplitude correspondant à une période m fois plus petite.
4. Trouver les zéros et les infinis de cnay-f-y/ — isna?. (Lemon- NiER, Annales de l'Ecole Normale, a étudié les propriétés de cette fonction; 1878.)
5. On a, en appelant F(sn2:r) et/(sn2;27) des fonctions des degrés n et n — 2 en sn^a?,
F(sn«x)+/(sn^^) ^ = C H(^-«.)H(^-- «,)... H(^ -«„)
G désignant une constante et a^, a^,, ..., a,i les zéros du premier membre. (Hermite, Notes au Traité de Lacroix.)
6. Reconnaître si une intégrale de différentielle binôme est exprimable en termes finis, au moyen des fonctions elliptiques ou au moyen des fonctions hyperelliptiques.
7. Appliquer la méthode de Fourier au développement d'une fonction doublement périodique en série trigonométrique.
( Voir Briot et Bouquet, Fonctions elliptiques.)
Si l'on a
l'intégrale de l'équation
[f{x)] 'dx + [f{r)] ^dy = o
FONCTIONS ELLIPTIQUES. SSg
sera
= [A -r- B{x H- jK -h a)-+- C(xy -hya -+- ax)-+- DxyaY,
a désignant une constante arbitraire
(Mac-Mahon, Quarterlf Journal; i883.)
10. Quelques auteurs (Weierstrass, Halphen, Hoiiel, . . . ) ont fonde la théorie des fonctions doublement périodiques sur la considération de la fonction
du
s/^ll^— gïU~ gz
et de son inverse
l'emploi des fonctions/? est peut-être plus simple que celui des fonctions sn, en, dn ; mais, comme la plupart des bons Mémoires sont écrits dans la notation de Jacobi, nous avons cru devoir la conserver avec M. Hermite.
(Voir Traité des Fonctions elliptiques, par G. -H. Halphen.)
>/I. — Préliminaires.
Dans ce Chapitre, nous allons faire une étude rapide des intégrales des fonctions algébriques d'un genre supérieur à un; ces intégrales sont ce que l'on appelle proprement des intégrales abéliennes.
On peut étudier les propriétés des intégrales abéliennes par les méthodes de Cauchy, ainsi que l'ont fait successivement MM. Clebsch et Gordan et, plus récemment, Briol. Toutefois, les méthodes imaginées par Riemann, élucidées et perfectionnées par MM. Neumann, Clebsch, Liiroth, nous paraissent plus simples et plus rapides (^).
Nous commencerons par exposer un mode de représentalion des fonctions imaginaires inventé par Riemann, et qui servira de base à nos recherches ultérieures.
[Riemann, sa Thèse, Gôttingue, i85i {Théorie der abelschen Functionen; — Journai'de Crelle-Borchardt, iSS^) — ou ses Œuvres complètes.]
4 II. — Surfaces de Riemann.
Considérons la fonction z'"^ : elle possède m valeurs en chaque point du plan, valeurs qui se permutent, comme l'on sait, autour de l'origine.
(') L'emploi des surfaces de Riemann n'est pas absolument nécessaire en Analyse, mais nous croyons devoir en faire usage pour faire connaître un langage employé surtout par les géomètres allemands.
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Par l'origine O faisons passer une ligne indéfinie dans un sens OL et limitée au point O, et fendons le plan sur lequel on représente les imaginaires suivant la ligne OL; traçons enfin une courbe fermée MNPM autour du point O.
Cela fait, partons du point M et faisons suivre à la variables
le contour MNPM, avec une valeur initiale Uq de ^'"; inscrivons, chemin faisant, en chaque point du contour les valeurs
correspondantes de y, nous arriverons au point de départM
avec la valeur iioe '" de z"^. Plaçons au-dessous du plan sur lequel on a représenté jusqu'ici les imaginaires un autre plan
Fis. Il
parallèle infiniment voisin, fôndons-le également suivant la projection de OL, et soudons le bord droit de la coupure OL du plan supérieur avec le bord gauche de la coupure OL du plan inférieur, puis continuons à faire cheminer le point ^, non plus sur le premier plan, mais sur le second le long de la projection de MNPM sur le second plan, en continuant à
inscrire, chemin faisant, les diverses valeurs de z"^] nous
arriverons de nouveau en M avec la valeur UQ<i '" ; plaçons au-dessous du second plan un troisième plan parallèle et infiniment voisin fendu suivant la projection de OL, en soudant le bord droit de la seconde coupure avec le bord gauche de la troisième; continuons à faire cheminer z sur le troisième plan, et ainsi de suite. Quand nous aurons parcouru la projection de MNPM sur le m'' "'''plan, nous reviendrons en M
avec la valeur Uq ; alors, soudant le bord droit de la /?i^*''"'^ coupure avec le bord gauche de la première, nous repasserons sur le premier plan.
L'ensemble des plans dont nous venons de faire usage constitue une surface de Riemann ; en chaque point d'une
pareille surface, la fonction 5''* n'a qu'une seule valeur, si l'on convient de ne jamais franchir OL en restant sur le même plan, mais de passer par les soudures comme sur un pont- Considérons encore la fonction
joignons les points a et h par une ligne droite ou courbe et fendons le plan sur lequel on représente la variable z suivant
cette ligne ah. Si l'on décrit une courbe fermée quelconque qui ne coupe pas ah^ le point z revient au point de départ avec la valeur initiale de la fonction u\ il n'en est plus de même quand le contour fermé décrit par le point z coupe une fois la ligne ah.
Plaçons au-dessous du plan sur lequel on représente la variable z un second plan parallèle infiniment voisin, fendons-le suivant la projection «^, soudons le bord droit (par rapport à l'observateur regardant dans le sens de la flèche) de la coupure supérieure de ah avec le bord gauche de la coupure inférieure et vice versa, puis faisons parcourir à z une courbe MNPM entourant le point a; si ^ est parti de M avec la valeur initiale Wo de u., il revient en M avec la valeur — i/o- Supposons que l'on ait inscrit en chaque point z du parcours de la variable la valeur correspondante de u ; continuons à faire
cheminer ^, mais sur le plan inférieur en suivant la projection de MNPM, on reviendra en M avec la valeur initiale Uq de u; et si, chemin faisant, on a inscrit en chaque point z la valeur de u correspondante, on voit que, sur la surface ainsi constituée par nos deux plans fendus et soudés, la fonction u n'aura jamais qu'une seule valeur bien déterminée, pourvu que l'on ne fasse jamais franchir au point z la coupure ab sans le faire passer d'un plan au plan voisin. La surface dont nous venons de faire usage est encore une surface de Riemann. Nous pourrions multiplier les exemples à l'infini, et nous montrerons, mais plus loin, que toute fonction algébrique peut être considérée comme n'ayant qu'une seule valeur en chaque point d'une surface convenablement formée de plans superposés, fendus et soudés.
y/ III. — Propriété des fonctions qui peuvent être représentées au moyen des surfaces de Riemann.
D'une manière générale, nous appellerons surface de Riemann une surface formée de plans superposés parallèles et infiniment voisins; ces plans pourront être fendus suivant certaines lignes dites de passage; aucune de ces lignes ne pourra être franchie par un mobile assujetti à demeurer sur la surface, sans que ce mobile passe d'un plan à un autre. A cet effet, on pourra supposer les bords des coupures convenablement soudés, comme il a été expliqué plus haut.
En chaque point d'une pareille surface, représenté par ses coordonnées x^ y ou par l'imaginaire x -{- y \^ — i = :j, on pourra inscrire une valeur arbitraire fonction de x Q\. y.
Toute fonction qui n'aura jamais qu'une dérivée relative à :; sera dite monogène ; toute fonction qui en chaque point d'une surface de Riemann n'aura jamais qu'une seule valeur sera dite monodrome sur cette surface.
Une fonction monodrome, monogène, finie et continue sur une portion de surface de Riemann, est dite synectique sur celle porlion de surface.
si IV. — Sur l'ordre adelphique des surfaces.
Une surface est dite monadelphe (') quand elle est partagée en deux morceaux distincts et capables d'être séparés l'un de l'autre au moyen d'une coupure allant d'un point quelconque de son contour à un autre. Toute surface fermée (comme une sphère ou un plan que nous supposons fermé à rinfîni) sera censée trouée quelque part et le trou constituera un contour. A ce point de vue, le plan sur lequel on représente les imaginaires est une surface monadelphe, parce qu'une ligne quelconque indéfinie dans les deux sens le partage en deux morceaux distincts et capables de se déplacer indépendamment l'un de l'autre.
Une surface est diadelphe, quand on peut la transformer en surface monadelphe au moyen d'une coupure allant d'un point à un autre de son contour, sans jamais rencontrer le contour entre ces deux points.
Une surface trladelphe est celle qui peut être transformée en surface diadelphe au moyen d'une coupure allant d'un point à un autre de son contour, sans jamais rencontrer le contour de l'aire dans l'intervalle, etc.
Exemples. — L'aire d'une couronne circulaire est dia-
Fig. i3.
delphe, parce que l'on peut la transformer en surface monadelphe au moyen d'une droite telle que ab allant de l'un des points a de son contour à un autre b. La ligne' a^, que l'on doit alors considérer comme une ouverture pratiquée dans la
(') Einfach zusammen hangencl, d'après Riemann
surface, lui sert alors en quelque sorte de double contour, et il est bien clair que la nouvelle surface ainsi obtenue est monadelphe, car une coupure quelconque allant d'un point de son contour à un autre la morcelle.
Si, dans une couronne circulaire, on pratique un trou circulaire, une coupure telle que ab la transformera en surface diadelphe et une seconde coupure cd en surface mona-
delphe, car toute nouvelle coupure faite en considérant ab et cû^ comme des ouvertures infiniment minces morcellera la surface, etc.
Nous appellerons section toute coupure allant d'un point du contour de l'aire à un autre point de ce contour, sans rencontrer ailleurs les contours de l'aire ; on considère, bien entendu , comme faisant partie des contours de Taire : i'^ les sections déjà pratiquées dans l'aire ; 2*^ la section même que l'on trace. On appelle rétrosection (^) une coupure qui, partant d'un point même de l'aire, revient à ce point sans avoir jamais rencontré un contour de l'aire.
Théorème T. — Si Von considère un ensemble S de surfaces monadelphes ou polyadelphes, et si Von pratique dans ces surfaces un nombre total [a de sections partageant ces surfaces en surfaces monadelphes en nombre v, le nombre \x — v ne dépend pas de la manière dont les sections ont été menées.
(') Huckerschnitt.
En efiet, faisons dans S un premier système de sections en nombre [k et un second système de sections, indépendant du premier, en nombre [a'. Supposons que le premier système fournisse v surfaces monadelplies et le second v'; soit A" le nombre des points où le premier et le second système de sections se croisent.
Si l'on commence par mener le premier système de seclions, le second système de sections rencontrera l'ancien contour de l'ensemble de nos surfaces en 2|ji' points (double <lu nombre de ces sections) et le nouveau contour formé par le premier système de sections en 2k points; à ces 2|jl'-|- 2k points correspondront [x'-HA" sections proprement dites. Si l'on avait commencé par mener le second système de sections, le premier système aurait introduit ji. + A* sections nouvelles.
Le nombre total des morceaux dont se composera l'ensemble de nos surfaces après l'introduction des deux systèmes de sections peut s'évaluer de deux manières : i*' il est égal au nombre des morceaux v monadelplies fourni par le premier système de sections, augmenté du nombre [x'-f-A* des sections introduites par le second système (*) : il est donc égal à V + [Ji'-r A; 2° il est aussi égal à v'-j- [jl -f- A, donc
V -f- tj.' -f- /: = v' -h [x -+- A ; on en conclut
Cette démonstration suppose les A points de rencontre des sections situés à l'intérieur de nos surfaces et non sur leur contour^ mais, s'il s'en trouvait un sur leur contour, il faudrait évidemment remplacer A par k — i , et nos conclusions subsisteraient entièrement.
Si l'on considère une aire monadelphe, pour cette aire ]x — V peut s'obtenir en faisant [Ji = i; alors v= 2, et l'on
Si l'on considère une surface diadelphe, on pourra faire
(') Chaque section partage une surface monadelphe en deux morceaux.
p. = I , et, comme v ^^ i , ijl — v sera égal à o ; alors [a — v = o ; pour une surface triadelphe, on aurait jjl — v = i , etc. ; donc, N étant l'ordre adelphique d'une surface, on a
C'est ce nombre [jl — v + 2 que nous prendrons pour la définition de l'ordre adelphique d'un système de surfaces.
Théorème II. — Soit N V ordre adelphique d^un système de surf aces ; si r on y pratique n sections, on les transformera en un système de surfaces d'ordre N — n.
En effet, soit y- le nombre de sections qu'il faudrait faire pour transformer nos surfaces en v morceaux monadelphes. On aura par définition
Si l'on pratique une section, le nouvel ordre Ni s'évaluera en observant qu'il faudra faire [x — i sections pour partager les surfaces en v morceaux monadelphes; donc
Ni = jjt. — I — V H- 2,
donc
Ni = N — I.
Si l'on pratique deux sections et si l'on appelle No le nouvel ordre de nos surfaces, on aura
N2 = Ni — i = N — 2;
et ainsi de suite, ce qui démontre le théorème énoncé.
Théorème III. — Une rétrosection ne modifie pas V ordre adelphique d'un système de suif aces.
En effet, soient N l'ordre d'un système de surfaces, N' ce que devient cet ordre après une rétrosection : d'un point de la rélrosection menons une coupure qui aboutisse au contour de l'aire, l'ensemble de la coupure et de la rétrosection forme une section, si bien que l'ordre N'' de notre ensemble de surfaces sera
mais on a aussi
donc N = N'. G. Q. F. D.
Théorème IV. — L'ordre adelphique N d'une surface est égal au nombre de sections n quHl faut pratiquer pour la rendre monadelphe, augmenté de un.
En effet, l'ordre d'une surface monadelphe élani + i, on a
N n = + I ou N = 7Z + I .
Théorème V. — U ordre adelphique dUine surface est égal au nombre de ses contours augmenté d\in nombre pair positif ou nul.
En effet, soient N l'ordre adelphique d'une surface, C le nombre de ses contours; toute section pratiquée dans la surface augmente ou diminue d'une unité le nombre de ses contours, suivant que ses extrémités aboutissent au même contour primitif ou à des contours différents; mais toute section diminue son ordre d'une unité.
Donc, au moyen de N-f-i sections, on peut rendre le nombre de ses contours égal à G — (N -h i)(2 A- -|- i), et son ordre égal à + i-, elle sera alors monadelphe et le nombre de ses contours sera égal à un ; donc
i = G-(N-^i)(2Â--i-i) ou
2AN-h2A--+-N = G;
G diffère donc de N d'un nombre pair. c. q. f. d.
vV. — Ordre adelphique des surfaces de Riemann.
Une surface de Riemann n'est pas nécessairement monadelphe, bien qu'elle puisse s'étendre à l'infini. En supposant qu'une pareille surface s'étende à l'infini, on la suppose
fermée (') et contenant seulement une ouverture infiniment petite; son ordre sera donc impair; donc :
Théorème I. — Toute surface de Rlemana est cVun ordre adelphique impair^ et elle devient monadelphe seulement au moyen d'un nombre de sections pair ip.
Théorème II. — Soit une surface de Riemann formée de m plans superposés; soient w le nombre de ses points de ramification^ /z, , /lo, . . . , n^ les nombres de nappes qu'ils réunissent ou, si l'on veut, les ordres de ces points, l'ordre de la surface sera
\ /i — (p — 2 /?i -f- 3 = N , et elle deviendr a monadelphe au moyen de
\ n — w — lin -\- 1 = ip sections.
En effet, prenons l'ouverture infiniment petite pour base d'un cylindre coupant toutes les nappes, nous introduirons ainsi m — i rétrosections. Coupons encore la surface par un autre cylindre à base fermée infiniment petite, nous introduisons encore m rétrosections sans altérer l'ordre N de la surface ou du système de surfaces dans lesquelles nous transformons la surface de Riemann considérée. Projetons la figure sur un plan parallèle aux feuillets de la surface de Riemann : la projection se composera de deux petites courbes fermées C, G' et les points de ramification se projetteront en p,, po, ..., pwj menons alors w lignes partageant l'aire comprise entre les courbes C, G^ en w cases contenant chacune un point p et un seul; enfin prenons ces lignes pour bases de surfaces cylindriques droites qui couperont la surface de Riemann suivant jjl =: nnv sections.
Les rétrosections n'altérant pas l'ordre de la surface, nous
C) Un plan peut être considéré comme une sphère de rayon infini. L. — Traité d'Analyse, IV. 24
n'en tiendrons pas compte. Mais toutes les coupures, sections et rétrosections étant faites, la surface de Riemann est remplacée par des morceaux détachés : le premier cylindre a détaché ni — i morceaux, le second en a détaché m, les autres cylindres ont détaché des morceaux dont nous allons compter le nombre. Supposons qu'il s'agisse des morceaux qui, en projection, contiennent le point p/, nous aurons m — Ri feuillets séparés plus ni feuillets réunis, en tout m—ni-\-\ morceaux; le nombre total des morceaux sera donc
V =z m ■+■ m — i-f- ^ ( m — n/ H- 1 ) = ( (p -1- 2 ) /?i -h iv — 1 — \ n.
Or, en vertu du théorème I du paragraphe précédent,
N = [X — V + 2 ; donc
N = mwp' — {w -^ 1) m — (v-hi-h \ ji -f- '2
ou
N = ^/ï — 2/?l — tV + 3. C. Q. F. D.
Ce raisonnement tombe en défaut quand deux points de ramification viennent à se confondre ou, plus exactement, viennent à se placer l'un au-dessous de l'autre. Mais, si l'on observe que le nombre N ne change pas en tordant un peu la surface de Riemann, de manière que les points de ramification, d'abord projetés sur le même point, viennent se projeter en des points différents, on verra sans peine que les conclusions précédentes sont toujours exactes. D'ailleurs ce cas ne se présentera jamais dans ce qui va suivre. La fonction
peut être représentée sur une surface d'ordre
Nous allons maintenant nous occuper de la construction de
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la surface de Rieniann, sur laquelle on peut représenter une fonction algébrique donnée. Pour cela, il est nécessaire de revenir un instant sur le mode de représentation de Gauchy.
V VI. — Types simples de fonctions algébriques que l'on peut se borner à considérer dans la théorie des intégrales abéliennes.
Supposons que
soit l'équation algébrique qui définit la fonction jk, qui entre dans une intégrale abélienne. On peut toujours supposer que la courbe représentée par l'équation (i) n'a pas de points multiples à tangentes confondues; car, si elle avait de tels points, on pourrait les faire disparaître au moyen d'une série de transformations quadratiques, transformations qui remplaceront l'intégrale abélienne par une autre de même nature (p. 78).
Les points singuliers dey ne sont plus alors des points de ramification. En faisant subir à la courbe (i) une transformation homograpliique, on peut toujours faire en sorte que les tangentes parallèles à l'axe des x aient avec la courbe un contact du premier ordre; une pareille transformation change l'intégrale abélienne en une autre intégrale abélienne, dans laquelle la fonction algébrique y n'a que des ramifications simples, c'est-à-dire est telle que deux seulement de ses valeurs se permutent autour d'un même point critique; enfin, on peut toujours faire en sorte, au moyen de cette môme transformation homograpliique, que le point à l'infini ne soit pas critique. Ainsi, une fois pour toutes, dans ce qui va suivre, nous supposerons que les fonctions algébriques que nous aurons à considérer :
1° N'ont pas de points critiques à V infini; 2" Autour de Leurs divers points de ramification, deux valeurs seulement de la fonction se permutent entre elles.
iVII. — Systèmes de lacets d'un polygone.
Soit j^ une fonction algébrique de x qui ne présente plus que des ramifications simples et à distance finie. Soient a^, rtoj ' ' "I ^w ces ramifications, que nous supposons rangées dans un ordre quelconque. Appelons Xq un point à partir duquel nous ferons varier x, et qui sera la limite inférieure des intégrales abéliennes que nous aurons à considérer.
Joignons successivement les points a,, a^, ..., a^^ au mojen de lignes droites ou courbes, assujetties seulement à ne pas se couper, à former un polygone fermé «<, «2, . . ., rt,^ que nous appellerons le polygone G relatif à Tarrangement aj, a-y^ ..., a^^, qui contiendra dans son intérieur le point Xq.
Formons ensuite un système de lacets ayant leur entrée et leur sortie en Xq et leurs points critiques respectivement en a^y a^i . •., ciw Nous assujettirons ces lacets (qui pourront avoir leurs bords courbes ou rectilignes) ; 1° à ne pas se couper mutuellement; 2'^ à ne point sortir du polygone G, si ce n'est dans la partie circulaire qui entoure les points critiques. Ge système de lacets sera dit relatif au polygone G. Nous appellerons 7acef ai celui dont le point critique est ai.
Supposons la fonction y d'ordre m et soient y\, y^^ • • • •> y ni ses diverses valeurs en ^o- Si l'on part de Xq avec la valeur initiale y^ de y, et si l'on parcourt le lacet a/, on reviendra en général en Xq avec la valeur initiale àe y^\ alors le lacet <:// est dit inactif. Mais il peut arriver aussi que l'on revienne au point Xq avec une valeur jKv dejK différente àe y^^ le lacet est alors actif et l'on dit qu'il unit ou permute les valeurs y^ et j^v de y, on dit aussi que le point ai unit ou permute ces valeurs. 11 va sans dire que les valeurs de y permutées par un lacet changent avec la forme affectée par les bords de ce lacet, quand les anciens et les nouveaux bords comprennent entre eux des points critiques.
^ VIII. — Lacets fondamentaux, groupes de ramifications.
Appelons j^, une valeur quelconque dey en œ^. Cette valeur se permute avec une autre autour d'un certain lacet ai] car, si yt ne se permutait avec aucune autre valeur de y,yi serait monodrome et l'équation algébrique définissant y ne serait pas irréductible. Soit j^2 ^^ valeur avec laquelle se permute yi autour du lacet «/; mettons de côté tous les autres lacets (s'il y en a) unissant j^, ely2'
Désignons par a/ un lacet unissant j^i ou JK2 à une autre valeur j^3 de y (et il en existera une au moins, sans quoi yi el y2^ se permutant exclusivement, seraient racines d'une équation algébrique irréductible); mettons aussi de côté tous les autres lacets unissant jki ou y.y èiy^, soita/fUn lacet unissant j/",,j/2 ou y^ à une nouvelle valeur ^4 dey^ et ainsi de suite. Les lacets ai, aj, a^, ..., à l'aide desquels on peut passer dej^i àjKwj choisis comme il vient d'être dit, forment ce que l'on appelle un système de lacets fondamentaux.
Nous dirons que des lacets ou des ramifications forment un groupe, lorsqu'ils unissent les deux mêmes valeurs dey et qu'il n'existe pas d'autres lacets ou d'autres ramifications unissant les mêmes valeurs dey. Le groupe formé des lacets qui permutent jK/ etj/y sera désigné par G/y.
Un groupe qui contient un lacet fondamental sera ce que nous appellerons un groupe fondamental.
Nous remarquerons, au sujet des lacets fondamentaux :
1° Qu'il existe toujours un lacet fondamental permutant y i avec une valeur de y d'indice moindre.
Ces lacets ayant été fournis de manière à passer de y^ à toutes les valeurs de y prenant des indices croissants.
2° On peut toujours passer de la valeur y p quelconque à lavaleur y q au moyen de lacets fondamentaux , à l'exclusion de tout autre lacet.
En clTet, au moyen de lacets fondamentaux, on permutera yp successivement avec des valeurs d'indice moindre et l'on
tombera sur^, ; en parcourant ensuite la suite naturelle des lacets fondamentaux, on finira par tomber surjK,/, puisque les lacets en question sont choisis de manière à atteindre toutes les valeurs de y.
La route que nous avons suivie pour passer de yp à y g ne sera pas toujours la seule que l'on puisse suivre, et l'on conçoit qu'il ne soit pas nécessaire de descendre jusqu'à l'indice i pour atteindre l'indice q.
n( IX. — Effet produit par un changement de forme du polygone G.
Supposons que l'on ait formé le polygone des ramifications comme il a été expliqué au § VII, et désignons par a,, «25 <^35 . » . , c^w ses sommets successifs qui sont les (v points de ramifications de la fonction^ que nous supposons toujours d'ordre m.
Chacun des lacets que l'on peut former en prenant pour
Fig. i5.
origine le point Xq et pour point critique l'un des points a^, «2, . . . , a^^,, sans sortir du polygone G, comme il a été expliqué au § VII, permute deux valeurs bien déterminées de y, mais ces valeurs dey dépendent de la forme donnée au polygone C, ou plus exactement de l'ordre dans lequel on range ses sommets «, , «2? • • • ? (^w) parce qu'alors la forme des lacets change complètement.
C'est ce que nous nous proposons d'examiner en détail.
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Permutons d'abord deux sommets consécutifs; à cet effet, imaginons qu'au lieu de joindre «/_, à ai on joigne ai_^ à a/.,., et qu'ensuite on joigne «/^, à a/ puis à a/^.2, et ainsi de suite, comme auparavant. On formera un nouveau polygone C, et à ce nouveau polygone correspondront de nouveaux lacets. Nous supposerons, une fois pour toutes, que le côté a/_, a/+, est intérieur au polygone C, quea/<2/^2 lui est extérieur; enfin ^i<^i+i pourra lui être soit intérieur, soit extérieur, mais en tout cas ^0 sera intérieur à C comme à C. Dans Isi/ig. i5, le polygone C est en traits pleins. G' en traits discontinus.
Les lacets, relatifs aux points «i, «25 •••5 <^/-i5 <^fi+i, •••, (^w, n'ayantpasnécessairementchangé de forme, unissent toujours les mêmes racines; mais le lacet ai a changé de forme : sa nouvelle forme dans \difig. 16 est tracée en traits pleins, son ancienne forme en traits discontinus, et, en déformant le nouveau lacet ai^ on voit qu'on le ramène aux anciens lacets parcourus successivement
les lignes composées de traits et de points sont les côtés du
Fiff. 16.
li'i'i // «i-i
Il 1 //
polygone G'. Il résulte de là qu'en appelant a, [i, y, 0 quatre entiers quelconques différents, et au plus égaux à in : 1° Si, primitivement,
ai+i permutait ^a et y^,
ai Jy et jKS,
maintenant a, permute y-^ et /g;
2" Si, primilivement,
«/+i permutait j"a et y^,
(fi rp et jKy.
maintenant ai permute j'a et jy ;
3" Si, primitivement,
<T/H_i permutait j-^ et j^^,
«/ JKa et jK|3,
maintenant a/ permute jKa et j^j^;
en d'antres termes, ai unit les mêmes racines dans G eL G , si ai et ai^s unissaient les mêmes raeines ou des racines toutes différentes. Il unirait des racines diff'érentes dans G et G', si, dans G, ai et ai^i unissaient des racines dont une seulement appartient aux deux lacets, alors ai dans CJ unirait les racines non communes.
En tout cas, un lacet cjui rétrograde unit toujours les mêmes racines. C'est le lacet cjui avance quiseulpeut unir des racines différentes de celles quil unissait avant de changer de place.
1/ X. — Théorème de M. Lûroth.
Lemme I. — On peut toujours former le polygone des ramifications, de manière que ses sommets soient dans un ordre tel, que les lacets correspondant à ces sommets donnent lieu aux groupes successifs
Gl2j Gl3, ..., Gl,;,, G2,3, ..., G/;i_l ,„,
dont quelques-uns peuvent manquer.
En effet, prenons pour premier sommet un poinl unissant y\ Gty25 1g polygone étant d'ailleurs formé d'une façon arbitraire; considérons alors un autre sommet unissant j^i Ql y^^ faisons rétrograder ce sommet par le procédé indiqué au paragraphe précédent pour le placer le second, d'après la remarque faite dans ce paragraphe, il unira toujours j', ^^ y-i-
Prenons un troisième sommet unissant jki gI y.27 faisons-le rétrograder pour le mettre à la troisième place, et ainsi de suite jusqu'à ce que l'on ne trouve plus de sommets nouveaux unissant j>^, à yo- Faisons ensuite rétrograder de la même façon les sommets unissant jki àj^a? pour les placer à la suite de ceux qui unissent yi à j^2> en nous réservant de placer toujours en tête, s'il s'en forme de nouveaux, les sommets unissant^, etjK2; plaçons à la suite des sommets unissant j^, àj'3 ceux qui unissent j^< et j^j, et ainsi de suite; nous arriverons ainsi à former les groupes successifs
Gn, Gi3, ..., Gi;„, G23, ..., Gm_i,„,
dont quelques-uns évidemment pourront manquer.
Lemme il — Ces groupes Gjo, Gi3, ... coiiliennent chacun un nombre pair de lacets^ et par suite le nombre total des lacets est pair.
Pour le prouver, décrivons la série totale des lacets successivement, ce qui revient à décrire un lacet ayant le centre de son cercle à l'infini; l'infini n'étant pas critique, le point décrivant reviendra en x^ avec la valeur initiale de y\ mais, si le groupe G,2 contenait un nombre impair de lacets en partant de x^ avec la valeur initiale jk<, on reviendrait, après avoir parcouru le groupe G,2, avec la valeur Vo 5 les groupes Gi3, G,',, . . ., G,^ seraient inactifs, et, comme les groupes suivants ne permutent jki avec aucune autre valeur de y^ on ne saurait, après avoir parcouru les lacets restants, revenir en Xç^ avec la valeur initiale y^ : ainsi le groupe G<2 contient un nombre pair de lacets.
Je dis que G< 3 contient aussi un nombre pair de lacets. En effet, partons toujours avec la valeur initiale jr» dej^; on parcourt le premier lacet de Gi3 avec la valeur initiale j^i de 7, puisque G4 2 contient un nombre pair de lacets, et, si Gi3 contenait un nombre impair de lacets, on terminerait le parcours du groupe G) 3 avec la valeur j^3 de y. Les groupes
G,/,, .. ., G,;„ seraient inactîfs et les suivants ne sauraient ramener la valeur initiale j^,, leurs lacets ne permutant cette valeur avec aucune autre. G,3 a donc un nombre pair de lacets: on verrait de même que Gi/,, G<5, ... ont un nombre pair de lacets.
Lemme III. — Oïl peut ranger les sommets du polygone des ramifications dans un ordre tel que les lacets successifs donnent lieu aux groupes G i o, Gi 3, . . . , (jm-\,m écrits dans un ordre cjuelconque.
En effet, je dis qu'en permutant un lacet avec un groupe (ou, si l'on veut, un sommet avec un groupe de sommets), on ne modifie pas l'effet de ce lacet ni celui des lacets du groupe. Pour le démontrer, supposons que le lacet /permute yi etjKyet que les lacets /', /"permutent j^^ et jk^, les chemins composés de /, /', l" on de /', /", / auront le même effet que /, car l'effet de l' , H' est nul; et, comme le nombre des lacets d'un groupe est pair, l'effet de la permutation d'un lacet avec un groupe contigu et, par suite, d'un groupe avec un groupe contigu est nul; il en résulte que l'effet de la permutation de deux groupes quelconques est nul aussi, et que l'on peut supposer les groupes placés dans un ordre quelconque.
Lemme IV. — Etant donné un groupe qui ne permute pas y^^ avec une autre valeur de y^ on peut toujours remplacer son indice le plus élevé par un indice moindre.
En effet, soit (j\^ un groupe dans lequel on peut supposer |i.>>l> i; parmi les groupes fondamentaux il y en a un (p. 3^3) permutant jK[x avec une autre valeur de jk d'indice moindre^/; soit G/u, ce groupe; plaçons la suite des groupes dans l'ordre
• • • > ^i[Xj ^Xtj.j • • • 5
remplaçons le groupe G/j^ par une suite H de lacets permutant j^/ el y^ et par un lacet / de même nature, on pourra
remplacer l'arrangement précédent par
mais, en permutant le lacet / et le groupe Gxjx, on ne change pas l'effet de ce groupe et de ce lacet ; l'arrangement considéré produira donc le même effet que le suivant :
Faisons alors rétrograder le lacet / pour le placer successivement avant chaque lacet de Gx^x, son effet ne sera pas changé ; mais les lacets de G\^ permuteront alors i et a, et l'on aura un nouvel arrangement
..., II, /, Ga, ... ou ..., Gi^, G/x, ...;
on a donc remplacé le groupe donné Gxix par un autre ayant un indice commun et un indice moindre.
Lemme V. — On peut supposer tous les groupes affectés de r indice i .
Car un groupe peut toujours être remplacé par un autre ayant un même indice et un indice moindre, quand l'un de ses indices n'est pas l'unité.
Lemme VI. — Si un groupe contient plus de deux lacets, on peut supprimer deux lacets dans un groupe et augmenter un autre groupe de deux lacets.
En effet, considérons deux groupes Gxj/, et Qpq et supposons que Gpq contienne plus de deux lacets; on pourra toujours passer du groupe Qpq au groupe Gxj;,, à l'aide d'autres groupes ayant en commun un indice, à savoir G^^, G^^, . . . , G„[j,, et il suffira de prouver que l'on peut faire passer par exemple deux lacets d'un groupe Gqr dans un autre Qpq ayant un indice commun avec lui.
Décomposons (jqr en deux parties, l'une H^,- et l'autre con-
tenant deux laeets /', /"; en plaçant les groupes Gpq^ Gqr l'un à côté de l'autre, on aura l'arrangement
Faisons avancer les lacets /', l" successivement, de manière à les placer après le premier lacet /de Gpq : au lieu de permuter jq etjv, ils permuteront jK/7 et yr', le premier lacet / ayant rétrogradé permute toujours yp et yq] si on le remet à sa place, /' et f permuteront toujours yp et y,., et l permutera successivementjK^ etyr^ yp etyq. On obtiendra ainsi l'arrangement
• • • j ^*qr', ^ ? t j ^pfji ' ' '
de tout à l'heure, à cela près que l' et H' permutent j^^ et yr. Faisons maintenant passer /' et F avant le dernier lacet /, de H^;-, / permutera alors yp etjTr, puis de nouveau yq et jv; enfin, remettons /' et i' en place, de manière à obtenir de nouveau l'arrangement
. . . , tiq,., l , l , ^pqi • ' • 1
l et U permuteront y^ ^^Yq • ^Is pourront alors être censés faire partie du groupe Gpq- En résumé, G^^ se réduira à un groupe H^^ contenant deux lacets de moins, et Qfpq à un groupe contenant deux lacets de plus; de là découle le théorème suivant de M. Liiroth :
Théorème. — Etant donnée une fonction algébrique y d'ordre m, on peut toujours passer d'une valeur à une autre de cette fonction^ en construisant ses iv lacets de manière qu'ils soient distribués suivant m — i groupes, le premier formé de w — i{m — 2) lacets permutant y^ et y 2, les m — 2 autres contenant chacun deux lacets permutant y^ avec une des autres valeurs de y ; ces autres racines étant les mêmes pour un même lacet et différentes pour des lacets différents.
En effet, en vertu du lemme V, on peut supposer les lacets en groupes Gi2, G<3 . . . , Gi^^ portant tous l'indice i, et, en
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vertu du lemme VI, on peut supposer que G|2 contienne iv — 2(m — 2) lacets; G,3, Gi3, ... en contenant chacun deux seulement, puisque l'on doit forcément laisser deux lacets dans chaque groupe.
Ainsi se trouve établi le théorème de M. Lûroth, qui est capital dans la théorie des fonctions algébriques et de leurs intégrales. [F^oir Clebsch, Mathematische Aniialen, t. VI, etLïjROTH, ici., t. IV).
y/ XI. — Construction d'une surface de Riemann pour une fonction algébrique d'ordre m.
Supposons que, pour la fonction r d'ordre m, on ait construit un groupe fondamental de lacets G,2, G13, . . ., G\m^ le premier contenant ^v — i[jn — 2) lacets et les autres deux lacets seulement, w désignant le nombre total des lacets, ce qui est permis d'après ce que l'on a vu tout à l'heure.
On construira une surface de Riemann de la façon suivante; on supposera ni plans sur chacun desquels on attachera une valeur déterminée de y. Soient a,, a^-, . . ., a^ les points critiques unissanty< ^ y^'i on joindra a^ a^, a^a^^^ a^aa, .... Suivant ces lignes (tracées de manière à ne pas se couper), on établit des lignes de passage le long desc[uelles on soude les plans relatifs àjKi etyo- En second lieu, on établit des lignes de passage entre les plans relatifs kyi etj^3, à y^ et y^, ... ; ces lignes de passage étant respectivement tracées entre les points critiques qui unissent yi àjKa, J'i à y,, . . ., ces lignes étant tracées, bien entendu, de manière à ne pas se couper.
Toutes les fois que le point x chemine sans franchir une ligne de passage, il reste sur le même feuillet de la surface de Riemann, et, quand le point x revient au point de départ, il y revient avec la même valeur de y.
Toutes les fois que le point x franchit une ligne de passage, on suppose qu'il passe sur le feuillet soudé à celui qu'il vient de quitter.
Tout cela revient bien à dire que, quand le point x décrit un contour fermé enveloppant deux points critiques unissant les deux mêmes racines, il revient au point de départ avec la même valeur de y^ et que, quand il contourne un point critique, il revient avec la valeur que permute ce point critique.
Appelons feuillet i, 2, 3, ... le feuillet sur lequel on représente JK<, j>'27 y-i-) ... ; si nous passons un couteau entre les feuillets i et 2, i et 3, . . . , i et f — i, i et t !^^ .V.V -h) I et m, et, si nous coupons les communications entre les plans, le feuillet i restera seulement uni au feuillet ï, et il est facile de voir qu'il forme avec ce feuillet une surface monadelphe, si, bien entendu, l'on suppose que l'on ne tienne pas compte des ouvertures faites en coupant les communications; une surface de Riemann à deux feuillets et à deux ramifications étant d'un ordre adelphique égal à un.
Ceci posé, nous allons chercher à rendre la surface de Riemann monadelphe.
vl XII. — Système canonique des sections.
On peut rendre monadelphe la surface de Riemann considérée tout à riieure au moyen d'un système de sections dites canoniques, et que l'on forme comme il suit :
Laissant de côté les points de ramification qui unissent les feuillets 3, 4, •• •? ''^ ^^ feuillet i, appelons a,, «o, ^3, «4, «5, ^c, «7, Ci^ les points de ramification qui unissent jKi et jk^; soient a^a.2.^ a^a,,^ a^a^^ UtU^ les lignes de passage correspondantes marquées en traits — ; établissons sur le feuillet n** I trois rétrosections r enveloppant les lignes de passage a^a^i a^a,, et a-^a^,^ ces rétrosections /' ont la forme elhptique (^). Toujours sur le feuillet n^ i traçons des sections s allant de chaque rétrosection elliptique à la suivante; enfin établissons un dernier système de sections o- allant, sur la
(») Le mot elliptique ici n'est pas employé; bien entendu, clans le sens qu'on lui attribue dans la théorie des sections coniques.
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feuille n^ i et sur la feuille n° 2, d'une des lignes de passage rtjrto, «3^4, ^5^6 à la ligne de passage a-,a<^. Ce système de sections a rendu notre surface monadelplie, son contour est unique, et il est facile de constater qu'il ne se
coupe pas et qu'il est fermé, en le suivant tout du long et en découpant la figure suivant les lignes qui y sont tracées.
Le système de sections qu'il a fallu pratiquer pour rendre la surface monadelphe se compose :
1" Des rétrosections /• au nombre de (m — 2) — i ;
•>.'' Des sections s au nombre de — — (m — 2) — 3'^ Des sections 1 au nombre de {m — 2) — i .
iii nombre de (m — 2) — 2, mais la première rétrosec-
Les rétrosections r forment avec les sections s des sections
tion peut être considérée comme une section allant d'un des bords de la surface de Riemann à l'autre, ces bords étant ceux d'une ouverture infiniment petite; on a donc en tout
w — •i{in — 2 ) — 2
sections à faire. En général,
^désignant le nombre des points doubles dey, alors ce nombre des sections à faire est
OU
p désignant le genre de j^.
On voit que le nombre des sections r est /?, ainsi que le nombre des sections o-.
^XIII. — Sur une propriété des fonctions algébriques.
Soit S une surface de Riemann sur laquelle on peut représenter la fonction algébrique y définie par V équation
irréductible ; toute fonction u nionodronie sur cette surface S, ne possédant pas de points essentiels^ est nécessairement une fonction rationnelle de x et de y.
Une démonstration très simple consiste à remarquer que
les fonctions u et y étant représentées sur la même surface el u étant algébrique, puisque les fonctions symétriques de ses valeurs sont rationnelles en x\y et u sont de même genre /:>, puisque ip est pour l'une et l'autre fonction le nombre de coupures à faire pour rendre la surface S monadelphe ; u est donc fonction rationnelle de x et y.
Mais, pour effacer l'impression extraordinaire que ce genre de démonstration, auquel on n'est pas habitué, peut laisser dans l'esprit, nous donnerons une autre démonstration, due à M. Briot. On peut énoncer le théorème que nous voulons démontrer comme d suit :
li tant donnée l'équation algébrique entière cV ordre m, y(^, y) = o, toute fonction u de x et y qui, pour un même système de valeurs de x et y, n'admet qu'une seulevaleur et qui n'a pas de points essentiels, est fonction rationnelle de X et y.
La fonction u en question est algébrique, en vertu d'un théorème connu ; il reste à prouver qu'elle est fonction rationnelle de X et de j/. A cet effet, désignons par u^^ u-i^ . . . , Um les valeurs de la fonction u el y^^y^, . - -^ym celles dey. posons
2 Uiyï -pï, . . . , 2 uiy?'^ = Pm-\ .
Les fonctions /?o, /?i, ... sont rationnelles en x, et de ces équations du premier degré en z^,, u^, . . ., Um on déduira f^i, U'2, ..., u,n\ on sait résoudre ces équations et l'on a symboliquement
L àyt \
formule dans laquelle il faut remplacer, après le développe- L. — Traité d'Analyse, IV. 20
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ment de - — '-^ ? les exposants de p par des indices. On en conclut
p—y ' ày
Telle est l'expression de la fonction u au moyen de x et y.
4 XIV. — Extension des théorèmes de Cauchy.
En général, une fonction u possédant les mêmes ramifications que la fonction algébrique y de x pourra être considérée comme monodrome sur la surface de Riemann propre à représenter la fonction y. Si nous la supposons monogène, finie et continue, excepté en des points isolés qui pourront être des infinis ou des points essentiels, elle jouira de propriétés analogues aux fonctions que l'on peut représenter sur le plan de Cauchy.
Une telle fonction peut toujours être regardée comme une fonction monodrome et monogène de .2? et dey; en effet, le raisonnement que nous avons fait au paragraphe précédent est encore applicable au cas actuel, à cela près que les quantités Pq-) P\i Pi") • . • ne sont plus des fonctions rationnelles de X, mais de simples fonctions monodromes et monogènes.
11 en résulte que, dans le voisinage d'un point de ramification a^ la fonction u est susceptible de se développer sui-
vant .les puissances de i^x — a)^', ]x désignant un entier au plus égal à Tii (dans le cas qui nous occupe, et où la fonctions^ n'a que des ramifications simples, |Ji = 2). En posant X — a=Ç, la fonction u deviendra donc monodrome par rapport à Ç dans le voi&inage du point Ç = o sur le plan de Cauchy.
Le théorème de Cauchy, en vertu duquel
(( U intégrale d'une fonction monodrome, monogène, finie et continue à U intérieur d^ un contour Q prise le long de ce contour est nulle y^^
€St encore vrai si le contour G est tracé sur une surface de Kiemann servant à représenter la fonction algébrique y; il n'y a rien à changer à la démonstration donnée plus haut pour le cas où le contour G est tracé sur un plan de Gauchy.
Les corollaires du théorème de Gauchy sont encore applicables aux fonctions monodromes sur la surface de Riemann.
Proposons-nous d'évaluer l'intégrale
1 ro'(z)dz
prise le long d'un contour fermé tracé sur une surface de Riemann, limitant une aire monadelphe G.
Si cette aire G ne contient pas de ramifications, l'intégrale sera égale à N — jN', N désignant le nombre des zéros, N' le nombre des infinis de ^(^)- Supposons que l'aire G renferme des ramifications; considérons en particulier l'une d'elles a.
La fonction o(g) est, dans le voisinage de a, une fonction
monodrome et monogène de (s — a)^, [j. désignant un entier (égal à 2 dans les cas qui vont nous occuper), et o(z)^ dans le voisinage du point a, pourra se mettre sous la forme
{z-af^z), 8(5) n'étant ni nul ni infini pour z ^= a; ainsi l'on aura
l'intégrale
o{z) QC-s) [f. z — a'
prise le long d'un contour fermé autour de la ramification,
sera égale à
^ \ r dz
ou, en posant :î = a H- 'Cy-^
!-*• 2 TC s/ — I J '^
l'intégrale étant prise cette fois sur le plan de Caucliy le long d'un contour fermé, tournant une fois autour de l'origine, ce qui donne tout simplement v.
On peut donc dire que :
L'intégrale
dz
ou bien
représente la quantité ^v, v désignant l'ordre de multiplicité d'un zéro quelconque de cp(^) dans Faire monadelphe le long du contour de laquelle l'intégrale est prise.
(L'ordre de multiplicité d'un zéro a de la fonction o{z) étant l'ordre de multiplicité de la fonction monodrome dans laquelle on la transforme en posant ^ =: a -h Çf^, \l désignant le nombre des valeurs de cp qui se permutent autour du point a.)
Enfin, pour l'exactitude de l'énoncé, il faut considérer les infinis comme étant des zéros d'un ordre de multiplicité négatif.
^ XV. — Classification des intégrales ahéliennes.
Soit
(i) y --^ j o{x, y)dx
une intégrale abélienne, y désignant la fonction algébrique définie par l'équation irréductible de degré m
ou, en introduisant la variable z pour l'homogénéité,
Nous ferons, pour abréger,
J'-dx' ^'-dy' J'-'ùz' ■'''-dx'^' f •_ à^^f f _^^/'
Effectuons une transformation liomographique, et posons
■de manière que la courbey*=o n'ait pas d'asymptotes parai lèles aux: axes et qu'il existe un terme en r,'" et un autre en ^"^ dans Téquation. Soit F ce que devient /après la transformation et <ï> ce que devient o, nous aurons
_ {adl — hdy^-A-c dl){a"^ -f- b"ri + c'Q
(a"^-f-6"r)+c"Çr-
en posant alors
A = cb" — bc",
B = ac" — ca",
G = ba" — ab\ il vient
''^^" {a"'^^b"-ri-i-c'X)^
Or on a
et, par suite,
'ndl — tdr^ _ X,d\ — ldl _ Idr^—r^dl F, ~ tS " F3 ^
si l'on désigne par p chacun de ces rapports, on trouve
, AFi+BF2-^CF.,
dx — j—^ jj, -ir^T- p.
{a"^-^b"'fi-hc"Q '
Or, en faisant Ç = i, c/Ç = o, on voit que
_ df] __ d^ _ ç di] ~ r\ d^
Nous prendrons p = „^ , et V prendra la forme
BF^-^CF., d^ b"'r^-^cX,f F2'
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Dans cette formule, le degré de <t est zéro, ceux de F^ , F2, F;^. sont m — I ; donc 011 peut supposer
le degré de M étant supérieur de m — 3 unités à celui de N.
Cette formule est susceptible de nouvelles réductions; appelons n le degré de N, celui de M sera m -\- n — 3.
On peut, comme l'on sait, déterminer des polynômes G
et H, tels que
X M HM
TV — . et — = •
la formule (4) devient alors
Divisons MH par y et ordonnons par rapport à y, on pourra
poser
MIJ=/Qh-R ou MH = R,
R désignant un polynôme de degré m — i en y, mais de degré m -h n — 3 4- 7?în — n^^ mn -\- m — 3 en ^ ; on a alors
R dx
Divisons maintenant R par /s, et, ordonnant toujours par rapport à j^, posons
r sera de degré m — 2 en y, et l'on aura
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La première intégrale s'obtient par des procédés élémentaires^ nous n'avons plus qu'à considérer la seconde
Divisons r par X et ordonnons par rapport aux puissances de x\ nous pourrons poser
r = QX H- e,
Q désignant un polynôme de degré
mil -4- m — 3 — mîi — m — 3
en X et de degré m — 2 en y, et © un polynôme de degré inférieur à mn en x et de degré m — 2 en jk- © peut se décomposer en éléments simples, si bien que l'intégrale fil se décompose en d'autres de la forme
rQ^/^ r G(y)d.T
J TT ^^ J
Q désignant un polynôme du degré m — 2 en x ely (et même, si l'on veut, de degré m — 3 en ^), G une fonction de y seul, a et [jt. des constantes dont la seconde est entière et positive. Nous allons étudier successivement ces deux formes.
XVI. — Intégrales de première et de seconde espèce. Q étant un polynôme entier en x et jk de degré m — 2,
rQd^
est une intégrale abélienne de première ou de seconde espèce, suivant qu'elle reste finie ou peut devenir infinie. Le polynôme Q, étant de degré m — 2, contiendra
coefficients, et le nombre total des intégrales distinctes de pre-
mière et de seconde espèce sera précisément égal à ce nombre.
Or, si nous supposons : i'' que y ne soit jamais infini,
même pour :r = co; 2" que deux valeurs seulement de y se
permutent autour d'un point critique, ~ "^ deviendra pas
infini, si ce n'est en un point pour lequel/o = o ; car le degré de /2 est supérieur à celui de Q. Or, si /o = o, deux cas peuvent se présenter :
i^ Le point a, b, pour lequeiya = o est un point ordinaire où l'on n'a pasy*4 = 0; y est de la forme
A, B, ... désignant des constantes. Mais alors on a
f{^^ r)=/i^"^ — <^)-+- - [fn{x — ^y
et
ou bien
h{^, y) = /i2(^ — cl) -4-/22(7 — b)
M, N, . . . désignant de nouvelles constantes dont la première n'est pas nulle si l'on suppose y22<o, c'est-à-dire si l'on suppose que deux valeurs de y se permutent autour du point
a, b. -^ est alors infini, mais l'intégrale / -i dx reste finie,
c'est-à-dire de première espèce.
2" Si nous supposons que le point (a, b) soit un point singub'er, alors /"i, /"o sont nuls tous deux; le point [a, b) n'est
plus en général critique, fo n'est plus de l'ordre -5 mais bien
de l'ordre un. L'intégrale considérée devient infinie, elle est de seconde espèce.
De là résulte que :
Si la courbe f ^= o Ji^a pas de points multiples, il y aura ^^ intégrales de première espèce, pas d intégrales de seconde espèce.
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En général, si la courbe /= o a o points doubles, il y aura 0 intégrales de seconde espèce et
intégrales de première espèce. Ainsi :
Le nombre des intégrales abéliennes de première espèce auxquelles donne lieu une fonction algébrique est égal au genre de cette fonction.
Il y a donc toujours des intégrales de première espèce, car nous écartons les fonctions algébriques de genre o, lesquelles ne fournissent pas, à proprement parler, d'intégrales abéliennes.
XVII. — Intégrales de troisième espèce
Les intégrales de troisième espèce sont de la forme
Q{y)dx
{x — a)V'fi{x,y)
«lies se ramènent au type
r G(y)dx J {x — a)f^Xâ>;y)'
au moyen de différentiations relatives à a. Nous généraliserons un peu ce type, et nous considérerons les intégrales de la forme
G désignant un polynôme entier en x e\. y de degré m — 2,
et a,x -{- ^jy -\-y une fonction linéaire. Soient {x^, y^)^ (•^25 y 2)^ • • • 1 {^m^ y m) les coordonnées des points d'intersection de/= o et c/.x -{- ^y 4- v = o; par ces points, excepté par Xiyi et ^2jK2, faisons passer une courbe d'ordre m — 2,
qui passe aussi par les points singuliers de/= o, nous l'assujettissons ainsi à moins de
(m — I U /n — 2 ) ( m — iMm -\-^^
conditions ; et, par suite, ces conditions peuvent être remplies par une courlje d'ordre ni — i qui peut précisément être
assujettie a conditions.
Soit Gi2 = o la courbe en question, comme /"=: o n'est pas unicursale, Gio renfermera d'ailleurs au moins un paramètre arbitraire. Soit de même Gii = o une courbe d'ordre m — 1 passant par les points doubles de j^= o et ses intersections avec a.x -{- py-f-y^o, excepté par x>, y^ et x^^ yi, .... Considérons la courbe
G -h X2G12 -î- X3G13 H- . . .-^ XmGi„î = o;
on peut déterminer les constantes lo^ ^3' • • • , de telle sorte que cette courbe passe par (^2> JK2) • • • {^m, ym)', comme elle est de degré m — 2 et qu'elle passe par m — i points en ligne droite, elle se décompose en olx ^- ^y-{-j = o et en une courbe ù = o d'ordre m — 3 ; ainsi Ton a identiquement
alors
G H- X2G12 -^. . .^ X,„Gi;„ =- Û(aa7 -r~ ^y -^ 7) ou
G = 0(a^-l-Pj-HY:)-X2G,2-...->vuGi;,,.
Si Ton porte cette valeur de G dans (1), on voit que cette intégrale générale de troisième espèce se décomposera en une intégrale de première espèce et en d'' autres de troisième espèce, telles que
r Qdx
J (aa7-t-[3jK-+-T)/2'
îi' ayant plus que deux infinis x^ et x^.
Nous allons encore préciser davantage. Appelons ç,, r, ,, ^,
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et Ç25 '12) Ç2 les deux points où l'intégrale de troisième espèce
devient infinie; ces deux points sont situés sur la droite
aa? -+- p^ H- Y ~o, dont nous écrirons l'équation sous la forme
^1 TQl Cl I =0 OU 2±a77]iC,. ^2 '^2 ^2 1
On peut représenter un point ^,y, z de cette droite par les équations
^ = ^l-^^^2. 7 = Tni+^^2, -2=Cl-^^C2,
et alors, en appelant PB l'émanant -^ ^2
dO
on aura
Enobservantque/'(ç,,7i,, Ç, )et/(i2r^2j Ç2) sont nuls, l'équalion aux intersections de/ 1=0 et de la droite (2) sera
P/+iPV + .-.-o.
Cette équation doit avoir les mêmes solutions que
G(^l-^- 1^2, iQi-^ t'n^, Ci-^ ^^2) =0 OU que
G(Çi,-rii, Çi)-i-PG-i-i-P2G-i-...+ G(^2, r,2, Ç2)=o; donc on aura
Nous prendrons dorénavant pour type de notre inté-
grale de troisième espèce U expression
(j{x, y)dx
(j[Xj y) = o sera une courbe de degré m — 2 passant par tous les points singuliers de f=o et par m — 1 des points oà S ±1^711^2 rencontre f=o; les points ?,, Tji, Ç, et ^2? 712) ?2 seront les seuls points de rencontre de f^= o et de S ± ^71, Ç2 />«'' lesquels elle ne passera pas.
On a vu que
Calculons les résidus de la quantité placée sous le signe / . Le résidu relatif k x = ^^ sera
or
2 ± 37711 ^2 ^^ (^ — ^1 )(tQi — 712) — (JK — "ÎQl )(.li — Ç2)
et
donc
(vil— ^;2)t- -^(^1 — ^2) <,-
L'expression (5) se réduit alors à
(■^1 — ^i c'est-à-dire à
G(^l, 71,,Çl)
àf r àf
injiiciiiL au uciiuiimiciLcur ^|
en vertu de (4),
ajoutant et retranchant au dénominateur Ç, --- z= Ç2 -jf"' ^^ ^j
W(;i, ^15 Cl)— G^çi, 7)1, Cl)' c'est-à-dire — i .
Ainsi V intégrale de troisième espèce prise le long (T an cercle infiniment petit décrit autour de l'un de ses infinis sera — 2 7ry — i pour le point ç, et -\- iiz^' — i pour le point Ço-
Si la courbe y=o n'est pas unicursale, il y aura toujours au moins une intégrale abélienne de troisième espèce ayant deux infinis donnés. Ces infinis déterminent la droite
ax-j-Pj + Y ou ^±377)1^2 = 0; •
la courbe de degré m — 2, G := o est assujettie alors à passer par les points doubles de /"= o et par les m — 2 intersections de la droite en question et de/=: o. Ces conditions, comme nous l'avons vu, ne la déterminent pas complètement et on peut l'assujettir encore à
; (w — 2) — 0 = ^-^ t =p condit.
XVIII. — Propriétés des intégrales de troisième espèce
Le théorème bien connu d'Abel nous apprend que, si tn = o représente une courbe algébrique de degré m -h i, TOo la dérivée de m relative k y et F un polynôme de degré m — • 2, on a
. . \^ F(^/, yi)dxf
Xi et y/ désignant les intersections de tu = o avec une courbe algébrique quelconque ^ = o. Appliquons cette formule au
cas où / ~ dx est une intégrale de troisième espèce aux infi-
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nis ^, et Ço » supposons alors que F = o passe par les intersections de/= o et ^' = o et que
^=fg-> ^==^±^-^1^2,
uous aurons
dm r r
et pour X =^ Xi
Au contraire, pour x = x'j, en appelant x'j Gty'j les intersections (le ^- = o avec 6 = o, il viendra
^2 ^ fgi ; (i) devient alors
Nous allons transformer la seconde somme; à cet effet, nous observerons que F = o passe par les intersections de /"= o et g=^o et que g2 est une constante numérique. Désignons [)Our un instant par ax -\- b les valeurs de y tirées de ^ = o, ¥[x, ax 4- b) divisera /(x, ax + ^), et l'on aura
(3) f{x, ax -V- b) = {x — \x){x — Ç2)F(^, ax -\- h)\,
A désignant un facteur numérique que nous déterminerons en prenant la dérivée des deux membres par rapport à x^ ce qui donnera
-^ — h -:— a — ix — \i)Y ix , a X -\- h) k -^ iii. dx dy \ -> j \ 1 /
Cl) désignant des termes nuls pour ^^= ^,. Si l'on fait alors X = 5, on a
mais F( 5, , 7] , ) est égal a ^2 ^ + '^2 ^^ 4- Î2 ^ et a = -^-^' donc
T^(fci— ;2)-^ -TT (-^1 — 102)
^/ , ^/ , y àf\ ai- ^.2)''
d'ailleurs
€n vertu de (3), on aura alors
et, par suite, la formule (2) deviendra
Supposons maintenant la fonction à de la forme o,H-Xc3o, cp, et 02 désignant des polynômes entiers de degré m à coefficients constants ; les xi et les ^ • seront fonctions de \ et, en faisant varier ). de o à 00, on aura
mais, en observant que
est, à un facteur près, égal au polynôme en ^< qui a pour racines les abscisses d'intersection de o, -^Xcpo avec la droite o r= o, on tirera
Ç2(bj ■^2)?i(^i, •ni)
Cette équation est l'expression de l'une des formes du théorème d'Abel. Elle montre que la somme des intégrales abéllennes de troisième espèce obtenues enprenantpour Limites inférieures les intersections de f ■=^ o e^cpi ^=0, et pour limites supérieures les intersections de f^=- o e^ cpo = o, peut s^ exprimer au moyen des logarithmes des fonctions o^ et cpo pour les valeurs des variables qui rendent infinies les intégrales de troisième espèce.
XIX. — Sur les valeurs multiples des intégrales abéliennes de première espèce.
Soit Xq un point déterminé du plan, J^/^, jko? • • • , Jm les valeurs de la fonction algébrique y en ce point; évaluons la valeur de l'intégrale abélienne de première espèce
Q( ce, y')dx
A cet efTet, construisons d'abord le système des lacets dont il est question dans le théorème de M. Liiroth (p. 3-6) iv — 2 (m — 2) lacets permutent^, etyo i les 2 (m — 2) lacets restants se décomposent en m — i groupes de deux lacets permutant le premier groupejKi etjru, ... ; le (m — jy^me^ y^ etjK„i.
Tout chemin d'intégration allant de Xq k x se ramène à des lacets pris parmi ceux que nous venons de considérer et à un chemin déterminé XqX^ que nous appellerons le chemin direct, et cela par une déformation continue qui ne lui fait franchir aucun point critique. Par conséquent, en appelant toujours a<. «2 5 • • • , <^w les points critiques et zh(rt<), ±i{a2). ..., it:(<2^) les intégrales prises le long de ces lacets, la valeur la plus générale de V sera de la forme
Vi, Vo. . • . , V/« désignant les valeurs de V prises le long du chemin direct XqX^ en prenant pour valeurs àc y en Xq^ respectivement y < ,^2, . . . , y-ju et en désignant par a une somme de termes, tels que ±[a^)^ ±(«0), .... Mais cette expression Yi-\- a peut se simplifier.
Tous les lacets permutant la valeur àe y^ avec une autre, nous adopterons le signe -f- devant [at) pour indiquer qu'il est parcouru avec la valeur initiale y^ de y. Il résulte de cette convention que deux lacets actifs parcourus successivement seront affectés de signes contraires, et la valeur la plus
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générale de V sera, en prenant r, pour valeur initiale,
(i) («/) — (ay) + (aA) — ...-i-V/i,
Il désignant un des nombres i , 2, 3, . . . , m.
Les différences (a/) — («y) peuvent s'exprimer linéairement au mo} en des seules différences
(a,) — («2), («1) — («3), •••, («1) — («iv),
que nous pouvons appeler So? ^3? • • - ? ^.vî ^^ outre, on a
{ai) = {a^) — {{a^) — {ai)^ = {ax)—zr,
en appelant alors S une somme de termes de la forme £27 £3, . . . , l'expression (i) se réduira aux types
S + Vi, E+(ai) + V/.
Nous nous attacherons surtout à l'étude du premier type et à l'évaluation de la somme S, que l'on appelle une période de l'intégrale.
Une première simplification résulte de ce que, si l'on considère un groupe G^- dans lequel />>2, on peut faire abstraction des lacets de ce groupe dans l'évaluation d'une somme S. En effet, supposons qu'il entre dans cette somme une intégrale prise le long d'un lacet permutant jki avec yt^ nous ne pouvons revenir en Xq pour décrire le chemin direct XqX avec la valeur initiale y^ qu'après avoir parcouru un second lacet permutant j/-< el yi; si c'est le même lacet, la seconde intégrale détruira la première; si c'est l'autre lacet du groupe, je dis que lia seconde intégrale détruira encore la première; en effet, partons avec la valeur initiale j/^ et décrivons successivement les lacets des groupes successifs
G12, Gi3, ..., Gi,-, ..., Gi,„,
tous les lacets seront inactifs, jusqu'à ceux du groupe G^-. A la sortie du groupe G^, ^ aura la valeur y/ et les groupes suivants seront inactifs, mais l'intégrale totale engendrée par ce contour est équivalente à l'intégrale prise autour d'un L. — Traité d'Analyse, IV", 26
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lacet ayant le centre de son cercle à l'infini; elle est donc nulle. L'effet des lacets de G^' est donc de fournir une intégrale nulle quand on les décrit avec la valeur initiale yi^ et par suite aussi quand on les décrit avec la valeur initiale j^i î on peut donc faire abstraction de tous les groupes, excepté du groupe Gi2, quand il s'agit d'évaluer une période S.
Mais alors la valeur de l'intégrale prise avec la valeur initiale j^i le long du même contour Gi2, Gi3, ..., (j\m sera égale à zéro; or elle est aussi égale à
q désignant le nombre des points critiques permutanty< etj^2 î cette somme peut s'écrire
Il existe donc, entre les périodes (a<) — (a/) en fonction linéaire et à coefficients entiers desquelles on peut exprimer toutes les autres, une relation linéaire et à coefficients entiers ; donc enfin les périodes S sont de la forme
mitoi-}- W2W2H-. . .H- m^_2Wy_2,
/ni, m^i ... désignant des entiers et w,, too, ... des périodes particulières.
On a d'ailleurs
q = w — i{m — 1) = ip -\- 1,
p désignant le genre dey, ce dont on s'assure en observant que w = m(m — i) — 2S (p. 67). On a donc q — 2 == 2/?, et le nombre des périodes au moyen desquelles on peut exprimer S est 2p.
XX. — Choix d'un système de périodes
Nous avons vu tout à l'heure que l'on pouvait exprimer une période quelconque, linéairement, au moyen des périodes (a,) — («2), («<) — («3)? • • • ; mais on peut choisir les pé-
riodes en fonction desquelles on exprime toutes les autres d'une façon plus avantageuse.
Construisons la surface de Rlemann relative à la fonction^ , comme il a été expliqué (p. 38 1) ; pratiquons le système canonique de sections et reportons-nous à \difig. 17, qui représente ce système canonique.
Appelons A/ l'intégrale V prise le long de la rétrosection r qui enveloppe les points ai et «z+o
A/ = (a/) — (a/+i) = (ai) — («1) — [(«/+i) — («1)] :
Ki est une période ; appelons B^ l'intégrale de V prise le long de la section o- qui traverse la ligne de passage ataij^^, B/ sera également une période.
Il faut prouver que l'on a
J 2 = -f- mi Al -H mg A3 + . . . + map-i Aajo-i
( -l-7llBi 4-/1363 +...4- /Z2;,_lB2;,-l,
m,, 7722, .%., ^0 ^2> ••• désignant des nombres entiers. C'est ce à quoi l'on arrive en montrant qu'une période telle que (a,) — {ai) est de la forme précédente. Or on a
Ai = (ai) — (û^a),
ou, en posant, pour abréger, (a,) — (a/) = q,
Al
As
-Cs
Celles de ces équations qui contiennent lesB donnent immédiatement ^2/7+1, C3, C5, ..., C2p-if les autres donnent C2. C/,, ..., Cip'j les périodes Ci={ai) — (ai) sont donc exprimables sous la forme (i), et il en est de même d'une période quelconque S.
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Je suppose maintenant {^fig. 17) que le point x décrive dans le sens direct le contour de la surface de Riemann rendue monadelphe en partant du point 0 avec la valeur de y qu'il aurait s'il se rendait de Xq en 0 sans traverser de coupure. Proposons-nous de calculer la différence des valeurs de V des deux côtés d'une même coupure; cette différence est évidemment constante, puisque dN y a des valeurs égales.
Supposons que nous soyons arrivés au point a; si, cheminant dans le sens direct, nous marchons jusqu'en (3, l'accroissement subi par l'intégrale V est l'intégrale relative à la seconde section o- ou B3 : donc la différence des valeurs de V à gauche et à droite de la seconde rétrosectiou r est B3.
Supposons, en second lieu, que l'on décrive en partant de ^ la seconde rétrosection r, on arrivera en y avec l'accroissement A3 de V; donc la différence des valeurs de V à gauche et à droite de la seconde section o- est A3.
Enfin, il est clair que V a la même valeur à gauche et à droite de la section s. *
En général :
A gauche et à droite d^une section r ou o-, V prend des valeurs qui diffèrent entre elles par la valeur de V pris le long de la section a ou r qui la coupe. A gauche et à droite d'une section s,\ a les mêmes valeurs.
XXI. — Relations entre les périodes de deux intégrales de première espèce.
On sait que la fonction y donne lieu à p intégrales distinctes de première espèce ; soient Vi^ et V^ deux quelconques d'entre elles que nous supposerons toujours engendrées avec la même valeur initiale de y et en suivant le même chemin; nous désignerons par af\ A.f\ B^-^' les valeurs que prennent aij A/, Bi quand à l'intégrale quelconque dont nous nous sommes occupés plus haut on substitue Vi^, et par dy\ A^^', B^y^ les valeurs que prennent a/. A/, B^ quand à V on substi-
tue V^. Considérons l'intéfifrale
r\\id\^v = — TY'^dYV'
prise tout le long du contour de la surface de Riemann rendue monadelplie, cette intégrale est nulle; on a donc
Wi-dV^ = o.
L'intégrale en question se décompose en d'autres prises chacune deux fois, le long de chaque section, r, o- ou 5, tantôt dans un sens, tantôt dans le sens contraire. Le long d'une section 5, V^ prenant des valeurs égales, les intégrales se détruisent et l'on peut faire abstraction de ces sections.
Le long de la section r qui entoure les points ao^-i? <^2o Vh- prend des valeurs différant de Bl|^_,; cette section apporte
alors à l'intégrale / Yv-dV^ le contingent
BÏ-,""-!>T!-,<i-,
puisque cette intégrale est prise le long de la rétrosection r en question. On verrait de la même façon que le contingent apporté par la section o- qui coupe la section /' que qous venons de considérer est — Af|_^'B^^\_^; de sorte que l'équation (A) devient
la sommation étant étendue à tous les nombres impairs i depuis I jusqu'à 2/? + i.
Telle est la relation remarquable qui lie entre elles les périodes de deux intégrales abéliennes de première espèce, dans laquelle on peut aussi supposer les indices i égaux à i, 2, 3, ...,/?, en changeant de notation et en appelant A,, A2, ..., A^, B<, ..., Bp les intégrales prises le long des sections r et s. C'est ce que nous ferons dans la suite.
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XXII. — Intégrales normales de première espèce
Considérons p intégrales de première espèce distinctes el diésignons-les par V^ , V2, . . . , V^t, ; formons ensuite des combinaisons linéaires et homogènes v^^ v^^ . . .^Vp de ces intégrales, à savoir
t^i = Tu Vi + Y12V2 + . . .H- YipVp,
^2 = T21 ^1 + T22 Va + . . . -H Y2/J V;,,
On pourra déterminer les jo^ quantités y/y, de telle sorte que les yp2 valeurs que prennent les intégrales v le long d'une section (7 aient des valeurs données; on pourra donc supposer B[f^^ = o, pour ?> ui et B[^ = 2 tc y/ — i pour i = jji : alors la relation (i) donnera
oUj en observant que Bjf* r= B'J'*= 271
Nous poserons
AJ:)=At^>=:2ap;
les intégrales v^^ V'i-> • •
. , Vp auront alors pour périodes
2aii
2^12, ..., 2aip,
2 «22, ••., ^a-ip,
2«/?lj
iap2, ..., 2<2^;,;
les intégrales Pi, (^25 • • • ■> ^p sont alors ce que l'on appelle les intégrales normales de première espèce.
XXIII. — Propriété remarquable des périodes normales
La propriété que nous allons démontrer n'est pas un théorème simplement curieux ; elle servira de base à tout ce qui va suivre. Soient /i, , n-^-, . . ., rip des entiers quelconques, laij les périodes normales; la partie réelle de
est négative.
Soient, en effet, v^, ^2-, - * • ■> Vp les intégrales normales de première espèce ; soit
V = TixVi-^ n^v^-^-. . .-^ npVp = li-^- \J — i Y.
Evaluons l'intégrale
pour toute la surface de Riemann : cette intégrale est positive; elle est égale, en vertu du théorème de Riemann qui nous a servi à étabUr le théorème de Cauchy sur l'intégrale d'une fonction prise le long ^'un contour fermé, à
OU à celle de l'intégrale simple
prise le long du contour de la surface rendue monadelphe, et à une intégrale double, nulle en vertu de la relation
or la valeur de l'intégrale simple qui est positive est facile à évaluer.
Si nous appelons a'/\ a\l\ ... les intégrales / dX prises
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le long des sections /-; a'-^~, af\ ... les intégrales / dlL prises le long des mêmes contours; b\^\ b.-^^\ ... les intégrales / dY prises le long des sections o-; b\^\ b[p, ... les intégrales / </K prises le long des mêmes contours, nous
trouverons, en raisonnant comme on l'a fait quand il s'est agi de trouver une relation entre les périodes des intégrales de première espèce,
Mais a^/^-i- ^J-* V~ ^ ^^ af^ + 6J-' y/— i sont les périodes de V = X H- Y y/ — I; les a^^' sont nuls, les 6J^' sont égaux à des multiples de 2ti: : donc
mais les aj^' sont de la forme
( ni aji -+- riçi aj^ -h ...-}- Up ajp ), donc
/ Y dX = — ^ TC ^ ^ji ^i ^J '■)
donc, comme / Y dlL est essentiellement positif, il est bien démontré que la partie réelle de2,^ij^i^j est négative.
XXIV. — Intégrales normales de troisième espèce
On trouverait les variations de l'intégrale de troisième espèce comme on a trouvé celles de l'intégrale de première espèce; mais, outre les périodes correspondant aux points de ramification, les intégrales de troisième espèce ont encore deux périodes aTiy^ — i, correspondant à leurs infinis logarithmiques.
Soit S(^,, Ço) une intégrale de troisième espèce possédant
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seulement les deux infinis ^, et ^^ 5 elle contient p paramètres variables. On les déterminera comme il suit : appelons u^, U21 . . ' ^ Up p intégrales normales de première espèce et 2 a,, 2 ao, . . . , 'ict.p p périodes de S qui correspondent à ses points de ramifications ; posons
TT y — I TZ \/ — I 71 y/ — I
Sironfaitvarier.r de manière que z^i, i^o 5 •• ., z//7 augmentent de 2 7r y/ — I , on voit que II ne variera pas et, par conséquent, la fonction II aura perdu une moitié de ses périodes; cette intégrale II est ce que l'on appelle une intégrale normale àç, troisième espèce.
XXV. — Relations entre les périodes de deux intégrales de troisième espèce.
JNous considérerons deux intégrales de troisième espèce S(?, ?'), et S(a, a') aux infinis \ et $', a et a^ Les raisonnements qui nous ont permis de trouver une relation entre les périodes des intégrales de première espèce vont nous permettre de trouver une relation entre les périodes des intégrales de troisième espèce.
Nous considérerons l'intégrale
et nous retendrons à tout le contour de la surface de Riemann rendue monadelphe^ cettç intégrale ne sera pas nulle, parce
que la quantité placée sous le signe / devient infinie en ^, ^',
a et a'. Or nous avons vu (p. Sgô) que les résidus de S(?, ?') étaient + 1 et — i en Ç et i', de sorte que la valeur de notre intégrale, au lieu d'être zéro, sera
271/111 rjr\/S(a,a')-y''jS(^,^')l
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et que, en appelant A'f', A'j^', ... les intégrales / dS(^, ^') prises le long des sections r, . . . , on trouvera
-W^[^^<^S(a,V)_jr"rfS(^,r)]=2[BrAr-Bl:"Af].
Si l'on applique cette formule à des intégrales normales, les périodes B par exemple ayant disparu, le second membre de cette formule sera nul, et l'on aura
J dU{a,a')=J^ dna,^').
C'est dans cette formule que consiste le théorème dit de l'échange du paramètre et de V argument. Dans une intégrale de troisième espèce les limites sont les arguments, les infinis sont les paramètres.
On trouverait d'une façon analogue une relation entre les périodes d'une intégrale abélienne et d'une intégrale de fonction rationnelle. Nous ne chercherons pas cette relation,parce qu'elle conduit au théorème que nous avons déjà trouvé par une autre voie comme cas particulier du théorème d'Abel, ou plutôt comme l'expression sous une autre forme de ce théorème qui a déjà été interprété de tant de manières.
XXVI. — Remarques au sujet du théorème d'Abel
En général, si l'on coupe une courbe /= o de degré m par une courbe ({; = o de degré /2, on obtient mn points d'intersection. Ces mn points ne peuvent pas être choisis arbitrairement {voir un Mémoire de Jacobi, C relie, t. XV). En effet :
1° bi n<^m^ on peut se donner ^ -<^/nn points
d'intersection ; la courbe ^ = o est déterminée par ces points
^ 1 n(n-+-3) lin — /i -f- 3 . • ^ jv *
et les mn ^ = ji autres points a inter-
section sont déterminés.
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2° Si n^m, on ne change pas le syslème des intersections des courbes /= o, tj> ^ o en substituant à la courbe <]; = o la courbe qui a pour équation
(p désignant un polynôme de degré n — m. Or on peut déterminer cp de manière à faire disparaître de
■ ^ coethcients; la courbe (i) ne contiendra plus alors que
{n-\-i)(n-h2) (n — m-^iYn — m. -1-2) (m — i){Tn — 2)
I = mn
coefficients arbitraires. Or les courbes (i) et (J; = o déterminent les intersections de t|; = o ety=: o, comme nous venons
de l'observer; mn — ^^ ^points d'intersection de
fz=o, ^ = 0 étant donnes, les ^ — ^autres sont
donc déterminés.
Ces conclusions sont inexactes quand, parmi les points d'intersection donnés, se trouvent des points multiples de /== o. En effet, si, p^-rmi les points d'intersection de /= o et ij>.== o, il y a des points doubles def= o, ces points déterminent chacun un coefficient de ^ = o, mais ils comptent pour deux parmi les mn intersections des deux courbes.
Supposons n = m — i ou n = m — 2 ; dans ces deux cas,
dn( n -{- 3) . ,,. . 1
onnant — ^ — ; points d intersection, les autres sont
au nombre de
comme il est facile de s'en convaincre en remplaçant dans le premier membre de cette formule n par m — i ou m — 2, pourvu que, parmi les points donnés, il n'y ait pas de point multiple de /r=r o. Si, au contraire, parmi les points don-
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nés, se trouvent tous les points multiples dey*:= o que nous supposerons au nombre de 8 (ou en nombre équivalent à 8 points doubles ordinaires), on pourra se donner toujours
'■ S points de ^J; qui seront simples pour /, plus les
8 points doubles, et il ne restera plus que
mn ^ — 0 = ^ ^^ i — 0 = p
points d'intersection à déterminer au moyen des premiers, p désignant le genre de/= o.
Ainsi, en résumé, en supposant n=^ m — i ou n =^ m — 2, on peut choisir arbitrairement nin — p points d'intersection de f^=^ o, t{^ =r o; les p autres seront déterminés.
XXVII. — Intégration d'un système abélien. Soit
un système d'intégrales abéliennes normales de première espèce. En vertu du théorème d'Abel, si l'on coupe la courbe/"^ o par la courbe ^ = o algébrique, on aura, entre les coordonnées des points {x^ , jki), . . . , {x^^ y^) d'intersection, les relations
Y (^x{Xi,yi)dxi _
^ M^i.yi)
(') ( ^ M^^yù
yi (:it{xi,y{)dxi ^^
Mooi.yi)
ou plutôt ces relations n'existeront qu'entre les points \^ariables des intersections dey== o et ^j^ = o. Supposons, pour
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fixer les idées, le degré n de ^ égal km — 2, les inlersections de / et à seront au nombre de m{/7i — 2); donnons-nous
OU ^ -^ points d intersection des deux
courbes, parmi lesquels se trouveront les 8 points doubles dey= o, il y aura encore
points d'intersection; ce nombre est égal à
dont la position dépendra des premiers; la différence entre ce nombre et le nombre des points donnés est
c'est-à-dire m — 2. Ainsi le nombre des points que l'on peut choisir, abstraction faite des points doubles, excède le nombre /?; on peut donc supposer que p de ces points choisis soient fixes.
En résumé, parmi les intersections des courbes /=o, ^ = 0, il y a :
1° ô points doubles de/= o, (a);
2° p points fixes simples de f= o, (a);
^^ m — 2 points variables choisis arbitrairement, {x')',
^° p points variables dont la position dépend de celle des précédents, (œ) (en sorte que ik = m — 2 +/>).
Appelons Xi , û02y . . . , ^^j les abscisses des derniers points ; appelons Xp^i, ..., x^ les abscisses des autres points variables : les équations (i)auront lieu entre les points variables.
Les équations (1) donnent lieu aux/> intégrales
Mais on peut remplacer ces équations transcendantes, dans
lesquelles Ci > Co, . . . , Cp sont des valeurs de ^i , ^2, • • • , ^y, pour Xp^^ = Cp^n . . . , par d'autres fournissant les mêmes valeurs de ^,, X2, ... et algébriques.
Il suffit pour cela de chercher la résultante R = o de/= o, fh = o provenant de l'élimination de jk; si l'on divise R par le produit des facteurs de la forme x — ;r^- et ^ — ai, x'i et ai désignant les coordonnées des points d'intersection variables et fixes que l'on peut choisir, le quotient
Ao xP — Al xP-'^ -h A2 xP-'^ — . . . it Ap
sera le produit des facteurs i^x — x^i^x — ^2) en sorte que l'on aura
yx Xp)^
Ao A2
X1X2 . . . Xp — -r— :
etces équations algébriques (3) feront connaître ^1,^2? ...,^/), aussi bien que les équations (2); elles renferment les constantes arbitraires a< , a^^ • . . , ap^ qui sont les abscisses des p points d'intersection fixes de /= o et «j; = o, qui sont simples pour /= o.
XXVIII. — Addition et inversion
Considérons la courbe /= o d'ordre m, et coupons-la par une courbe variable ^ = o d'ordre m — 2, que nous ferons passer par ses 0 points doubles et par m — 2 autres points fixes de/= o, il restera
autres points d'intersection variables, que nous appellerons
(^,,7,), (^2,72), ..., i^p, rp)^^{^\,y\)7 (•^2>r2)5 •••>
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(^' y'p). Le théorème J'Abel nous apprend qu'entre ces points on aura les relations
dx;
Qii^'ny,) .,
V ^\K^h ri) ^M^'hy'i)
dx'i = o,
Q.p{^i. n) ^^. , V Qp(^/' y'i) ^'
or, si l'on pose
Qpi^i,yi)
CLXî ICp y
^X M^'hy'i
on pourra supposer ces équations résolues par rapport à ^i, ^^2, . . . , j:^ , .^2, ... et poser
^1 = Xi(Mi, M2, . .., Wp), 372 = Xa, ...,
Les équations (i) intégrées donnent
(3) Ui-^Vi— W^j ^«2 4-^2 = H^2j •••»
tVi
W2-, . . . désignant des constantes que l'on peut repré-
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senter ainsi
^ _ . . 'Qp(^i,yMo^}
et d'où l'on tire OU bien
Mais on peut remarquer que les équations (3), en vertu desquelles Ui + (^1, U2-h^2i • • • sont constantes, sont les intégrales de (i) et que l'on peut trouver d'une autre manière les intégrales de (i); ces intégrales sont les relations algébriques qui existent entre ûOi , x^^ . . . , ^^ et x\ , x^^ . . . , x ' pour trouver ces relations, on élimine y entre /= o et ^ = o : la résultante R = o a pour racines ^<, ..., Xp^ x\^ ..., x ^ les X des ô points doubles de/= o et les m — 2 points fixes communs à/=o et ^ = 0; il sera alors facile de former l'équation qui a pour racines seulement les Xi et les x\. Soit
Ao^2/j_|_ Ai^2p-i-f-..,+ Aa« = o
cette équation.
On en déduira
Les quantités Y"'^? -~i .•• ne contiennent que les coordonnées
des points fixes d'intersection de / et ']; = o : ce sont donc des quantités constantes ou des fonctions de w^^ w^^ ....
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Les formules précédentes donnent alors ou bien
^li(Ui, U2, •.')-^^M^U^2, •■')=^l['^l{Ui-hVi, ...), ^2, ..•]» j
et ces relations sont algébriques. On voit donc qu'«7 existe p relations algébriques entre
'ki{Ui, U^, , . ., Up), ^2(^15 "2 j " •■> Up), . . .,
Xi(p,, V2, '-, Vp\ X2((^i, P2, ..., Vp),
et
gui permettent de calculer ces p dernières quantités en fonctions des ip autres.
C'est en cela que consiste le théorème de l'addition des fonctions abéliennes (Hermite, Comptes rendus^ t. XVIII, eV Journal de Liouville, t. IX, i^^ série).
XXIX. — Des fonctions 0 de plusieurs arguments
En suivant le fil des analogies fournies par la théorie des fonctions elliptiques, on posera
(1) 0(371, X.,, ..,, ^/,) = 2^. . . e^^i^i+^^ii^i'^i,
le signe X^* • • s'étendant aux valeurs ^4, A^2, , , ,, np entières comprises entre — co et -h co, en supposant aij =■ ajt. Si ^^aijninj est une somme de p carrés négatifs, ou si seulement la partie réelle de ^^a^jn^nj se décompose enp carrés
négatifs, ce que nous supposerons, la série (i) sera convergente. En effet, soient bij la partie réelle de aij, ?/ celle L. — Traité d'Analyse, IV. 27
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de Xi^ il suffît de prouver que la série
Ii;.,
Q^nili-+^bijninj
est convergente; or elle l'est, en vertu d'un théorème connu de Caucliy, car l'intégrale
/ / ... e^«' Ij+^bij mnj ^^^ ^^2 ^ ^^^
est finie; pour s'en assurer, il suffît de prendre pour variables les racines Ni, N2, . . . , N^ des carrés dans lesquels on peut
décomposer ^^bijninj; cette intégrale devient alors
X< , X2, . . . désignent des fonctions linéaires de ^, , ^oj * • • et
le déterminant ,/t.t^' t>.t^' "\ est une constante. L'intégrale en
question est donc finie, et sa valeur pourrait même être évaluée au moyen de formules connues.
Pour abréger, nous poserons
àfip
drn
= 2Wp;
nous aurons alors
et l'on reconnaît immédiatement que Ai, k2, . . • désignant
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des entiers,
(2) e(— Xi, — 372, ...)= 0(^i> ^2, •••)»
(3) 6(^1 -+- 2/1111 y/— 1, 3:^2 H- 2 A-2 71 y/ — i, . . .) = &icci, x^, . . .),
(4) 6(^1+ 27171,, 0^2 + 2nT2, •••» ^/>+2OTp)
= e(a7i, ^2, . . -, Xp)e-\^'^i^i-^^\,
v<, Vo, .... v^ désignant des entiers quelconques. Les formules (2) et (3) sont évidentes; pour démontrer la dernière, observons que
= ^ V^ . . , gl!(/7,-t-Vj).r,-i-'];(«iH-v,,«4+yî,...)— Svj.r,-— CT• orlaformule(I)ne change pas quand on change /i, en /?, + v,^ /Î2 en /i2 + Vo, ... ; on a donc
(d{...Xi-\-1TSl, ...)=e(...2^,-, ...)e-Sv,.ri-C7^
ce qu'il fallait prouver.
La fonction 0 peut s'écrire sous la forme
ou
et aussi sous la forme
^\ . . . e-2nia-,-4-4^(«,...)| on a donc, en prenant la demi-somme des résultats,
Si, quel que soil /i, on a
2,^i^i-^ ^^i^t + ^ ^'^/^/ + rr? = — ^^niTi-{-{ik -h ijîr / — i,
k désignant un entier, on aura 0= o.
Cette équation peut s'écrire
V( 2 /i/ + Vi)xi +^(v/ -+- 2 ni)vsi = (2^ 4- i)tt y/— I
OU bien
\ (2/Z/ + v/)(a7/+ TîT/) = (2^:+ i)7r y/— I-
Si l'on pose alors
Xi = — HT/ -H N/TT y/ — I ,
il suffira que N^v/N/soitun nombreimpair pour que ^, , ^25 • •• soit une solution de 0 = o.
XXX. — Sur une fonction d'une variable déduite des fonctions B.
Supposons que, dans la fonction
0(^1, x._, ..., ^/,)=2^... e^^i^i^'^, on pose
371 = ^1— Cl, X.2— V2— C2, ..., Xp=z Çp—Cp,
Cj, C2. ... désignant des constantes et t^i, (^o, •••^ ^> un système de p intégrales normales de première espèce ayant pour périodes les 2^^;, nous poserons (*)
6(37) = e((^l — Cl, P2 — C2, . . . , t';, — C/,).
Pour une même valeur de x , ç^ — Ct, ^2 — Coj ... peuvent différer de multiples quelconques des périodes, en sorte que,
(*) Cela est permis puisque les parties réelles des périodes sont telles que 4* est une somme de carrés négatifs.
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pour une même valeur de x, la fonction Q(^) peut prendre une infinité de valeurs de la forme
Toutefois, la fonction 9(.r) reste monodrome sur la surface de Riemann rendue monadelphe. L'intégrale
prise le long du contour de la surface en question, fera connaître le nombre des racines de l'équation 9 =o.
Or l'intégrale N est prise deux fois le long des sections r, s, (7, une fois à gauche, une fois à droite, et chaque fois dans des sens différents.
Or, à gauche et à droite d'une section s, les çi ont la même valeur, les intégrales prises le long des sections s se détruisent ; à gauche et à droite d'une rétrosection a', t^^ prend des valeurs qui diffèrent entre elles d'une quantité B^- qui est égale à o ou
2':Ty/ — I, les valeurs de ^ seront alors égales et les rétrosec-
tions r ne fourniront pas de termes finis à l'intégrale N. Enfin, si l'on considère l'intégrale prise le long d'une section o-, le long d'une telle section sur les deux bords opposés, i^i a des valeurs
différant entre elles de 2aij; ^ aura donc des valeurs respec-
0' 6' di^i IV , 1 I 1 1
tives : TT et TT ;— î 1 intesfrale le lonff de cette section sera
a b dx ^ ^
donc 2 71 )J — 1 et, comme il y a/? sections c-, on voit que
Ainsi la fonction ^ a p zéros.
Les zéros de la fonction 9 satisfont à une condition que nous allons déduire de la considération de l'intégrale
— ^-= / i^i j- dx,
.TzJ—lJ ^
étendue tout le long du contour de la surface de Riemann
rendue monade] phe; cette intégrale, dans laquelle vi désigne une intégrale quelconque normale de première espèce, est égale l\^Vi{xf(^ y^)^ Xk-, y h désignant l'un quelconque des zéros de 8(a:).
D'autre part, pour évaluer l'intégrale en question, on peut procéder comme on l'a fait pour la précédente : le long des sections 5, l'intégrale est nulle; le long des sections /", Vi prend à gauche et à droite de la section des valeurs différant de
271 y/ — ij -K prend alors des valeurs égales, en sorte que le
long d'une seule de ces sections l'intégrale prend la valeur
/fi' ^ dx^ l'intégrale étant étendue tout le long de la section.
Le long d'une section a-, vt prend sur les deux bords des
valeurs différentes de laij et ^ des valeurs différant de -r^:
l'intégrale le long d'une telle section sera donc
ou
-^ (aa,v/| do. - 2 auf±L d=c -Jn ^ d:c
dx On peut donc écrire
Dans cette équation, remplaçons les constantes c, , C2, . . . , Cp par d'autres c'^ , C2, . . . , c et retranchons les résultats; en appelant cc^^ y\ ce que devient alors Xj^^ y^^ puis retranchant l'équation ainsi obtenue de la précédente, nous aurons
^^^"^i^ock, yk)—Vi{x',,,y'k)\
8| désignant ce que devient 9 quand on y met c'^ , c'^, ... à la place de c<, Co, ....
Or j -^ dx est la quantité dont varie logO(^) le long d'une
section r/; cette quantité este/, plus une quantité indépendante de Ci. Au contraire, un raisonnement analogue nous
^ dx est nul; donc
mo
^i^ii^A; y/c) — Ci\ — \^Vi(x'f„ y,,)— C'A
est une constante indépendante de Ci et c'-, et qui ne dépend que de Xq et des coefficients de f. On peut donc poser
Ki désignant une quantité indépendante de Ci.
XXXI. — Suite des propriétés de la fonction
On peut former une fonction 8 ayant des zéros donnés. En effet, on a vu que les zéros Xk, yn satisfaisaient à la relation
^^Vi{^k, Yk)— Ci = R/ ou
Ci=^'^Vi<^xk, yk)~^i\
formons la fonction
0(a;) = er..., Vi-^Vi{xk,yk)-^^h ...].
Je dis qu'elle admettra les zéros donnés; en effet, appelons ^^\->y\)i (■^27 y^)» • • • ses zéros : on devra avoir
^^Vi{oc'k, y'k) —^^Vi{xk, yk) + R/ = ^i
OU
^i'ii^'k, y'k) = ^^ii^k, yk),
pour «=: I, 2, 3, ...,/?. Je dis que cela exige que l'on ait x^^ys =1 x\, y\^ ... ; en d'autres termes, que les ^'^ et j^'^, sont déterminés.
En effet, coupons la courbe /"=: o par une courbe S d'ordre m — 2 ; faisons passer celte courbe d'ordre m — 2 par m — 3H-/? + o points fixes de /*= o et par ses 0 points doubles : c'est déterminer autant de paramètres de S ; il n'en reste plus que
{m — i)im-\-i)
arbitraires, ou
(m — 2)(m-i-i) {m — \){rn. — i)^ ^
La courbe S coupe/* en m [m — 2) points; sur ces points, il en a été choisi m — 3 -f-/? + 28 : il en reste
/ X / ON {m — i)(m — 'î) 5. m{m — 1) — {m — Z) — + ô = /? -i- i
mobiles. Si on les appelle Xffy yk, on a
Qii'Tk^rk)
en vertu d'un théorème connu d'Abel. Quand on se donne le (/?+ i)^^™® point ^^^,,y^^i, tous les autres sont déterminés sans ambiguïté. Ceci revient à dire que, si l'on intègre les équations précédentes, ce qui donne
^t^K^A-, JKaO= (^K^P+i, 7^4-1 ) + const., es Xk et lesy/t seront bien déterminés quand on se donnera
les ^^Vi{xk^ y h)' Ainsi on peut former une fonction B avec
des zéros donnés à l'avance.
Il résulte de là que, si l'on fait ^ r= ^, , y = j^< , on a
ou
K^A-,rA)-Rn
On peut déterminer les constantes R/ comme il suit :
Coupons la courbe f ^ opar une courbe du degré m — 3 passant par les S points doubles de f et par p — i autres points ^< , y, ; ^25 JK2 ; • • • ; ^p-\i Xp-if ^^ f'Out p — i + 2 S points dHnter section^ elle coupera f ^^ o encore en
Tn{m — 3) — jo H- 1 — iù =z p — I autres points x\ , y\ '■> ^'2^ y'2'1 • • • • Le théorème d'Abel donne
^dvi{ xk, y h ) -h^ d vi ( x'k, y'k) = o ou
^Vi{xk,yk)-^^vi{x'k, y'k) = K,-, Ki désignant une constante ; on en tire
A ...2t;,(^,,7A)-R/ ... Ue ...^{x'„y',)-Ki+Ri ...
Or le premier membre est nul d'après ce qu'on vient de voir (i); donc le second l'est aussi, donc K, — R^- doit être égal à Ri ou K/= 2Rf.
La constante K/ est plus facile à déterminer que R/; on
pourra donc à l'occasion substituer le calcul de Kf à celui de R,.
Nous donnerons une dernière propriété de la fonction Q qui doit nous conduire à la solution du problème de l'inversion, but final que nous nous proposons.
Soient ?a, '/)a les intersections d'une courbe cp = o du degré n avec f =^o\ ç^, r,^ les intersections dhine autre courbe ^ ^=o du même degré n avec f^^ o. Le produit
h=:mn^
s'exprime rationnellement en Xk et yn-
En effet, considérons d'abord Ç comme fonction de ^r,, en laissant ^2? -^3» •••> ^p constants; quand les fonctions Vi{x^^y^) augmentent de multiples des périodes, la fonction Ç se trouve multipliée par une puissance du nombre e dont l'exposant est de la forme
h=inn
(3) ^ ^^i[viCc!ii,ri',,)-Vi{\h,T,,,)].
Or, si l'on coupe la courbe /= o par la courbe cp + )v^ = o, en vertu du théorème d'Abel, les points d'intersection satisferont aux équations différentielles
si l'on fait varier 1 de o à go en intégrant, on a précisément l'expression (3) est nulle et la fonction Ç conserve la même
valeur en un même point de la surface de Riemann qui représente y; donc elle s'exprime rationnellement en x^ etjKi' C)n verrait de même qu'elle est rationnelle en ÛO2 et j^o, ^3 et
Cherchons les zéros et les infinis de Ç : à cet effet, cherchons les zéros de
. . .,^Vi(Xk, Jk)— i'iibi: '^à)—^h ■ \,
ou, en observant que, en appelant x'^^ y'.,, . . ., x'^, y'p les points où une courbe de degré m — 3, passant par les points doubles de /'et les points X2-, y-i, • . ., Xp^ yp^ rencontre encore y =0, on a
2 Viiopk, 7>t) = _2 Vi{x%, yk) = 'i. R/,
la fonction (4) devient alors
Elle admet les zéros ^ky 'f\h et x\, y\ : le quotient
© • • . , ^ ^/(^/o Yk) — ViiXh, rih ) — Ro ...
admet donc le seul zéro ^^, 't\\ et le seul infini ^^, 7^^; donc Ç, considéré comme fonction de X\ et^i, admet les zéros ^', , r/, , . . . , 5^,,, 'f\„^,j^ et les infinis ?i , '/i , , . , . , ?,„,,, 'r\„„i ; la fonction T. ^' ' \ admet les mêmes zéros et les mêmes infinis. Le
qu'il ne s'annule plus et ne devient plus infini : le rapport
rapport Ç T, — ^ est donc indépendant de x^ et j/-, , puis-
? T/ — ^ est indépendant de X2 et Vo» . . . ; on peut donc poser
A étant indépendant des œ^ et des y^; on déterminera A en faisant œ = ûOq et en annulant les Vi(œ/(, y^), ce qui donne
k — mil
11 e[..., ViCçh, r,^)4-R/, ...] L?(^o,7o)J
XXXII. — Problème de l'inversion
Le problème de l'inversion formulé par Jacobi consiste dans l'intégration des formules
^^P-Z Mec,, y,)
sous une forme donnant les x en fonction des u. Si l'on veut, le problème de Jacobi consiste à résoudre les équations
=^^i{^k,yk), (0 { "2 =^^2{^/c, yk),
'^p^^^pi^k,yk\ dont le déterminant est
Pour résoudre ce problème, nous partirons de la formule (2) du paragraphe précédent, que nous écrirons
h^tnn
vi {xk, yk) — Vi ( ^A- , -îr) a) — R/j
Vi {Xk, yk) — Vi ibi^r^h)— R/, . .
En vertu des formules (i), ces formules (2) se simplifient et donnent
k — p h = mn
llj;(;r^, r/,) 11
0[..., Ui—Vi{^h,ri,,)—'Ri, ...]
Elles font connaître des fonctions symétriques des Xk et des Yk en fonction explicite des u] elles résolvent donc le problème de l'inversion.
On dit quejK/t est une fonction abélienne des w^ ; plus généralement, toute fonction symétrique rationnelle des Xk et des yii sera une fonction abélienne des quantités u.
Bien que le problème de l'inversion soit théoriquement résolu, nous entrerons encore dans quelques détails à son
sujet. Au lieu de la fonction -r-, nous considérerons la fonc-
tion — V— ^^ ï + '" i' ^" ^ désigne un paramètre variable; nous formerons le produit
-?) =.XpMo-i-X/'-iMi +
et, en donnant à \ des valeurs particulières, on pourra cal-
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culer les fonctions abéliennes Mo, M< , .... M^; on pourra
en particulier prendre y = — - — d'abord, et -r = , -> ael
b désignant des constantes; pour associer les valeurs correspondantes de X et de jKj on procédera comme il suit :
Imaginons que i'on ait formé l'équation admettant pour racines les y:) valeurs de
— a\y—bl
Quand on aura calculé les , •> les s'en déduiront.
^ y — b cù — a
De là résulte que x ^l y sont des fonctions des u qui ont p valeurs se permutant les unes dans les autres.
Signalons, en terminant, un cas singulier dans lequel les fonctions abéliennes sont indéterminées ; c'est celui où le
déterminant^ rt Q, (^1, y4)Q2(^2, :>^2). .. Q/?(^;>, 7>) est nul identiquement.
XXXIII. — Expression d'une intégrale abélienne de troisième espèce au moyen des fonctions 6.
Considérons la fonction Ç définie par l'équation
C = log-
—^^i{^k^yk)^^h •
. • -5 ^/— ^^/(^A-,7a)+ Rn
La fonction ^ ne change pas quand les Vi augmentent de multiples des périodes ; ~ est donc une fonction monodrome sur
la surface deBiemann; c'est une fonction rationnelle de x et de y : Ç est donc une intégrale abélienne. Les infinis de Ç sont donc x'j^ et les Xi^\ si donc on suppose que
et
la fonction
Ç ^ log 1 ^
e ...,Vi — i>i{^',-n')—y^Vi(x,„y/,)-^Ri, ...
sera une intégrale de troisième espèce aux infinis Ç et Ç'. Si
l'on désire que la limite inférieure de l'intégrale soit ûOq^ on
devra faire
^ e I . . ., Vi-vi(l rj)— ^pK^a-. yk) + Ro . . . I
^= log 1
e I . . . , v,--Vi{l', r^')—^Vi{xA; Jk) + R/, . . . 1
- log '-
e I". . . , (^/(r, r^-^i^ii^k, yk) + R/, . . .]
XXXIV. — Théorème de M. Picard
Si r équation algébrique
est satisfaite identiquement en posant
o et ^ désignant des fonctions monodromes et monogènes dans toute V étendue du plan, cette équation est nécessairement de genre zéro ou un.
Pour démontrer ce théorème, on peut évidemment se borner à considérer le cas où la courbe représentée par l'équa-
lion (i) n'a pas d'asjmptotes parallèles aux axes; en d'autres termes, si l'on appelle m son degré, on peut supposer que l'équation (i) renferme un terme en x^ et enjK'". Soit alors
une intégrale abélienne de première espèce, Q désignant un polynôme de degré m — 2. La fonction
dy_ _ Q(37,7) dx dt ~ Moc.y) dt
sera, commet etjK, unefonction monodrome et monogène de ^. Je dis que cette fonction n'a pas de pôles.
En effet, elle ne peut devenir infinie que si -7- devient
infini, ou que si ^ devient infini, ce qui ne peut avoir lieu
qu'en un point critique dejK où l'on a à la fois /= o et/i = o. Examinons ces deux cas.
1° Si au point ^= a on a -^ = ce, on a nécessairement
^ = 00, car la dérivée d'une fonction synectique est ellemême synectique; or, pour de très grandes valeurs de x^ on a, en série convergente,
A, B, C, . . . désignant des constantes, dont la première est différente de zéro, le terme en x"^~^ existant certainement dans y*2. D'ailleurs, x étant infini pour t=ct., on peut poser
( ^ — a )« (t — oc )«+!
on a alors
^ =zz (^ — a)'««-«T!j(^ — a), Tn{t — a) désignant une fonction monodrome et monogène
pour t ^=: a.', donc
Q dx dV , , . ,
TU, désignant une nouvelle fonction synectique autour du point a. Or m doit être supposé plus grand que 3, puisque, pour m--= 3^ la courbe (i) est de genre un. Alors
mn — 2/1 — i> I,
j dY ^ n ' ^ dx
donc — r- est tini quand -.- = oo.
dt ^ dt
2° Examinons maintenant le cas où le point x est un point critique de la fonction y\ appelons encore a la valeur de t pour laquelle x est un point critique a, soit b la valeur correspondante de y. On a, dans le voisinage du point x ^= a,
-'' {x~ayi
p et q désignant des nombres entiers tels que
et TO désignant une fonction finie dans le voisinage du point x = a; d'ailleurs on doit avoir p<^q, puisque l'intégrale abélienne V est toujours finie. Mais, x — a s'annulant pour t =z CL, X — a est de la forme (C — a)^, n désignant un entier : cet entier est au moins égal k q, y devant reprendre sa valeur quand x a tourné q fois autour du point a, et seulement quand x a tourné q fois autour de <2-, mais, t tournant une fois autour de a, x tourne n fois autour de a, et y a repris sa valeur : donc n est multiple de q et est au moins égal à q. On peut donc poser
X — a ={t — tx)>^iw{t),
1 désignant un entier positif elrn une fonction fîniepour t = (/.. Alors
CT, {t) n'étant ni nul ni infini pour ^ = a : donc —r- n'est pas infini pour ^ = a. c. q. f. d.
Il résulte de là que la fonction -j-, ne devenant jamais
infinie pour des valeurs finies de t, est synectique dans toute l'étendue du plan, excepté pour ^ = 00, et alors la fonction V, considérée comme fonction de t^ est également synectique dans toute l'étendue du plan, sauf pour t = ao.
Mais l'intégrale abélienne V, quand la courbe (i) est de genre supérieur à un, peut être choisie de telle sorte qu'elle possède au moins 3 périodes, et x est une fonction triplement périodique de V : alors, en ajoutant à V des multiples des périodes, on peut obtenir des valeurs de V infiniment peu différentes pour une même valeur de x; k ces valeurs de V correspondront des valeurs de t infiniment peu différentes; t variant infiniment peu, x ne varierait donc pas, ce qui est inadmissible. Le genre de (i) ne peut donc être que un ou zéro.
XXXV. — Des fonctions de n variables possédant 2n systèmes de périodes simultanées.
Lorsque l'on a
on dit que la fonction /possède les périodes simultanées w<, (1)2, . . ., M,i. La fonction 0 satisfait aux équations
(1) 0(a7iH- 2 Al 71 \/ 1, 372 -h 2 A-2 TT / — I, . . .) — & (Xi, 0^2, •••)>
(2) e(iPi-|- 2T;iïl, 372+ 21^2, . ..) = e-[^^'"^'+^], OÙ
= ^aijvr^j, iw,=
drn
et où ki et v/ sont des entiers quelconques. En vertu de (i),
0 admet les périodes simultanées
et oLij [3/, y/, ùi désignant des constantes, il en sera de même de la fonction
e(a^lH-g|, 372-+- «2, . . .)B(a?i-4- Yi, 372 -H Y2' "•) e(^l4- [3i, 372+ ?27 . . .)^(-^l-^ ^IJ ^2-^ §2, ...;
Si entre les constantes à, p, y, o, on établit les relations
a/ — ^i -i- Yi — 0/ = o,
la formule (2) montre que cette fonction admettra encore le système de périodes simultanées
Ceci montre qu'il existe des fonctions de n variables avec 2/i périodes simultanées et sans points essentiels dans le prismatoïde des périodes, en appelant ainsila surface limitée dans l'hyperespace par des plans séparés entre eux par un intervalle égal à une période, surface analogue au périmètre du parallélogramme des périodes dans le cas où il n'y a qu'une variable. Nous voilà conduits à étudier les propriétés de ces fonctions qui sont une généralisation toute naturelle des fonctions doublement périodiques.
Théorème. — Si Von considère un système de fonctions périodiques de n variables sans points essentiels, et possédant toutes le même prismatoïde de périodes, f^, /*2, . . . , fui les équations simultanées
fl = Si, y*2 = ■S2) • • • ) fn = Sn
ont toujours le même nombre de solutions dans le prismatoïde des périodes, quelles que soient les constantes désignées par 5,, ^2, . . . , Sa-
Considérons, en effet, les fonctions f^ — s^^ f^ — ^o, . . . , fn — s,i et appliquons le théorème de M. Kronecker (T. III, p. igo) à la recherche des solutions 'de
contenues dans l'espace compris entre la surface du prismaloïde des périodes et les surfaces limitant l'espace dans lequel l'une des fonctions /au moins est infinie; le nombre des solutions est donné par une intégrale de la forme
dans laquelle N est une puissance de la somme des carrés des modules de/ — s^^ f^ — ^2, ... et dans laquelle dN ne contient pas^i, ^o, .... Cette intégrale doit être prise le long des surfaces considérées. Elle est égale à un nombre entier; elle est d'ailleurs continue par rapport k s^, s<>^ .... Sa valeur est donc indépendante de 5i, ^2, . • . , ce qui démontre notre théorème.
XXXVI. — Théorèmes de M. Weierstrass
Théorème I. — Soient u^, U2^ - - - , u,j, u,i+i, n -{- i fonctions de Xij ^25 • • •? ^n sans points essentiels à distance finie et possédant les in mêmes systèmes de périodes simultanées ; elles sont liées entre elles par une relation algébrique.
En effet, si l'on donne à u^y u^-, ... des valeurs déterminées, il en résultera un certain nombre k fixe de valeurs correspondantes de x^^ x^^ . . ., x,i et, par suite, k valeurs de Unj^\ ; les fonctions symétriques rationnelles de ces k valeurs n'auront pas de points essentiels en u^ , u^, . . . ,Un
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et, par suite, seront rationnelles en z/,, U2y •••5 li/n il en résulte que Un+\ est racine d'une équation de degré k dont les coefficients sont rationnels en Ui^ 1121 . . . , Un'
Considérons deux fonctions U et V, telles que Un+\'-, U et V sont racines de deux équations de degrés k à coefficients rationnels en z^,, 112, . . . , Un] quand on se donne Ui, Uoy . . • , Ufi, il en résulte k systèmes de valeurs des x; à chacun de ces systèmes correspond une valeur de U et l'on peut choisir de telle sorte qu'il lui corresponde une valeur de V, de sorte que, quand Ui, Uo, •- •? Un et U sont donnés, V est déterminé ; V est donc rationnellement exprimable au moyen de Ui^ U2, . ' ., Un et U.
Théorème II. — Soient f et F deux fonctions ayant in systèmes de périodes communes et sans points essentiels à distance finie, F pourra s^ exprimer rationnellement au
, r àf df df
moyen de f, -r—, -r — > • • • ? -^- •
Car/ et ses dérivées ont les mêmes systèmes de périodes que F.
Corollaire. — f{^\ 1 ^t-, • • • ^ ^n) étant une fonctiou ayant 2 ^périodes simultanées et pas de points essentiels à distance finie, il est clair que /(^i +JKi, ^2+JK2, • • •) s'exprimera alors rationnellement au moyen de
/(a7i, 072, ..., 07,,), /(7l, JK2, ...,7«)
et de leurs dérivées
df df ' df df df
da?! dx^ dxn dyi dy^
XXXVII. — Théorème de MM. Picard et Poincaré
Le théorème que nous allons démontrer a été énoncé autrefois par Riemann, qui l'a communiqué sans démonstration à M. Hermite : il était naturel de le soupçonner, mais sa
démonstration était assez difficile; elle a seulement été donnée dans CCS derniers temps par MM. Picard et Poincaré {Comptes rendus Y^our i884).
Il est facile de voir qu'une fonction de n variables .r,, X2') . . . ^ ^/i, bien déterminée et sans points essentiels, ne peut avoir plus de 2n systèmes de périodes simultanées; la démonstration de ce fait est facile à établir à l'aide des théorèmes énoncés (p. 2i7etsuiv.).
Mais les périodes d'une fonction qui a 2n systèmes de périodes simultanées ne sont pas arbitraires, et le théorème" de MM. Picard et Poincaré met en évidence la manière dont ces périodes dépendent les unes des autres.
Soient
^21, CO227 ••■> W2«, ..., W2,2«j
\ W/ji, œ,j2j ..., W/j,^, ..., 10,2, 2/i
un système de n périodes de la fonction f{x^^ jCo, . . . , Xu) si la substitution linéaire
Xi — wnXi-1- ^12X2-1-. . .-f- Wi„X„,
^n= 0),jiXi+ W,j2X2H-. . .4- Oinn^n,
transforme /(^i, Xo^ . . . , x,i) en F(Xi, X2, . . . , X,;), la fonction F(Xi , Xo, . . . , X,;) aura pour périodes
TJTii,
T»Ti2,
CT2I
^rt2j
les quantités Trsij satisfaisant à la condition
Exprimons en effet rationnellement la fonction /au moyen
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de n -h i fonctions aux périodes (i), à savoir
On sait qu'on peut l'exprimer rationnellement au moyen de ces fonctions, si elles sont convenablement choisies, et que l'on peut supposer u,i+i fonction algébrique de Ui, u^-, • • -, Un (p. 436). Des relations
- dui - dui j dui j
dui = - — dxi H- - — - ax2 H- . . . -T- -T — d£Cfi,
on tire d'autres relations de la forme
/ dXy = Pli dU\ -H Pi2^W2 H-. . .H- Y*indUn,
( dXn = Prti dUi -h Prt2^W2 -h . . . + PfiadUn ',
et, comme les dérivées ■— peuvent s'exprimer rationnellement
au moyen de «/<, W2, ..., Un+i, les coefficients P/y seront aussi des fonctions rationnelles de Ui, u^i • . -, Un et de la seuleirrationnellez^;?^,, fonction algébrique de if|, a^i - - .,?/«• Faisons alors
'fiy ^2? ' ' '1 ^n désignant des fonctions rationnelles de t. En vertu des équations (3), les x seront des intégrales abéliennes dé première espèce dans lesquelles la fonction algébrique Un+\ sera définie par l'équation
Q(?^i, ï^2i • • •? z^/2+0 = o désignant la relation qui lie entre eux les u\ et cette équation sera irréductible si les cp sont quelconques; de plus, nos intégrales abéliennes seront linéairement indépendantes. Les périodes de ces intégrales sont de la forme
miWii -f- /722Wi2 +. • •-!- /^Ï2«W),2«j
'^l W/ii -h nUfJiii^ H-. . .-h m2n^n,2/i^
et il existe entre ces périodes des relations de la forme
CiJ^ai^^j
yi-
On a vu qu'en effectuant sur les intégrales abéliennes une substitution linéaire on obtenait des périodes normales, c'est-à-dire telles que (i bis), ou du moins telles que (i bis) multipliées par 211 y/ — i, ce qui revient au même pour l'objet que nous avons en vue. Ainsi se trouve établi le théorème de MM. Poincaré et Picard.
Corollaire. — De là résulte un théorème important : c'est que
Toute fonction de n variables sans points essentiels, possédant in systèmes de périodes, peut s^ exprimer rationnellement au moyen des fonctions ©.
En effet, on peut l'exprimer rationnellement au moyen de fonctions ajant un système de périodes normales, fonctions qui s'expriment rationnellement au moyen des fonctions 0.
XXXVIII. - Théorème de M. Poincaré
Proposons-nous de trouver le nombre des solutions comunes aux équations
0(^1 — Cii, ^^2 — C12, . . ., Xp~ Cip) = O, &{Xi C21, X.2 — C.22, . . ., ^p~ C^p) =0,
yy\X\ Cp\ , x>i Cp<i , . . . , X i) Cpp ) — o, contenues dans un prismatoïde des périodes, formules où
A cet effet, appliquons le théorème de M. Rronecker(t. III, p. 190) au système (i) pour un prismatoïde de périodes, et observons que, l'intégrale de M. Kronecker étant fonction con-
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tiniie des paramètres qu'elle renferme, tant que les fonctions 0 ne s'annulent pas toutes à la fois sur la surface du prismatoïde des périodes, et, même dans cette hypothèse, si une solution sortait du prismatoïde des périodes, en vertu de la périodicité, il en rentrerait une autre. Cette intégrale conserve donc la même valeur entière; nous en profiterons pour faire varier les coefficients aij et ramener la fonction © à la forme
OU
La fonction 0 est alors un produit de fonctions 6 à une seule variable ^ mais, dans un parallélogramme des périodes, la fonction elliptique 0 n'a qu'un zéro : le nombre des solutions communes aux équations (i) sera donc 1.2. 3. . ,p dans le cas particulier que nous examinerons et, par suite, i . 2 . 3 . . . p dans le cas général.
Ce théorème a été démontré par M. Poincaré dans le Bulletin de la Société mathématique de France pour 1 883.
Corollaire. — Il résulte de là qu'un système de/? fonctions de/? variables possédant ip systèmes de périodes communes reprend au moins ( 2/? ) ! fois le même système de valeurs simultanées dans un prismatoïde des périodes.
NOTE SUR LES INTÉGRALES DÉFINIES
Le Calcul différentiel et intégral étant pour nous, surtout, l'analjse des fonctions continues, nous avons écarté systématiquement l'étude des fonctions discontinues^ nous avons cependant fait observer (t. IIÏ, p. 17) qu'une fonction pouvait avoir une intégrale sans être continue; nous allons faire connaître ici la condition nécessaire et suffisante d'après Riemann pour qu'une fonction admette une intégrale.
Une fonction qui ne croît pas au delà de toute limite dans un certain intervalle et qui dans le même intervalle ne décroît pas non plus au delà de toute limite a nécessairement dans cet intervalle ce que nous pouvons appeler un maximum absolu et un minimum absolu, c'est-à-dire qu'il doit exister une quantité M qu'elle ne peut dépasser, mais dont elle peut différer d'aussi peu que l'on veut. Nous avons vu que ce maximum M était effectivement atteint quand la fonction était continue (Note au Tome I); de même il existe une quantité m au-dessous de laquelle la fonction ne peut pas descendre, mais dont elle peut approcher autant que l'on veut, et qu'elle atteint effectivement si elle est continue.
Quand une fonction dans un intervalle (a, 6) ne pourra ni croître, ni décroître au delà de toute limite, nous dirons qu'elle est limitée dans cet intervalle. Nous appellerons oscillation d'une fonction limitée dans un intervalle (a, h) la différence entre son maximum et son minimum absolu dans cet intervalle.
Théorème de Riemann.
Pour qu^ une fonction f{x) limitée tant inférieur ement que supérieurement dans un intervalle (a, b) puisse être intégrée entre les limites a et b^ a^ il faut et il suffit que : l'intervalle (a, b) ayant été partagé en d'autres infiniment petits et infiniment nombreux {a, x^), (^<, X2), . .., (^«_<, b), la somme s de ces intervalles, dans lesquels l'oscillation est supérieure à une quantité finie fixe £, puisse être prise moindre que toute quantité donnée.
En effet, supposons a <^ x ^ <^ X2 <i - - - <i ^n-i <^ b et
Xx — a — §1, œ^ — 37^ = 52) ^3 — •2?2 = 03) •••;
soientM/t le maximum absolu dey(^) dans l'intervalle (^/t-i) «3; yt), mii son minimum absolu et D^i^ M^ — mk l'oscillation.
\^ Je dis que la somme N^M^^ûa a une limite quand on fait
croître n indéfiniment : en effet, en appelant [x la plus grande des quantités M^, on a
^MArÔA< [X^Syt OU <(X(6 — a).
Si alors, pour calculer la limite de \ My^Sy^? on subdivise les intervalles (a, ^,), {x^, ^2)7 •••' la somme \My^ô/t se
trouvera remplacée par une autre qui ne pourra pas être moindre que la précédente, mais qui sera toujours inférieure à {jl(6 — a)\ si donc on fait croître le nombre des intervalles
par subdivisions successives \^My^8^ ira en croissant sans
dépasser jjt.( 6 — a) : il aura donc une limite L. Maintenant je
dis que, de quelque manière que croisse le nombre /z, \ M^ô/t
aura la même limite L. En effet, soit (a, jj), (^1,^2)5 • • •>
{yp-\j b) un mode de subdivision (A) forraé de tous les points de division communs à deux modes
(B) (a, x^), {xu x^), . . ., {Xn-u à),
(G) (a, zi), (zi, Z2), ..., {zg-i, b),
en sorte qu'un y soit égal à un :r ou à un z. Soient 5^, s^^ Sq les sommes \ M^o^ relatives à ces trois modes de subdivision ; 5^ — s^;^ peut être pris moindre que - ? 5^ — Sq également ;
donc Sj^ — ^B peut être pris moindre que e ; donc ^^M/^o^ a une limite unique et bien déterminée.
2" La somme ^m^ô/^ a une limite bien déterminée.
k=ï 3'^ Il en résulte que ^(M/f — mk)ofi ou \ D/^8yv a une
limite bien déterminée et, si cette limite est nulle, la quantité
8/f étant compris entre o et i , aura la même limite que \ M^S^, ou que \ mAO/taiira une limite bien déterminée; or cette dermère somme est la valeur de l'intégrale / f[x)dœ : ainsi
cette intégrale existera si lim\ D^â^^^o. Telle est la véritable condition nécessaire et suffisante pour que l'intégrale existe, et si /"est continue, D^ étant aussi petit que l'on veut,
\^D;t8;t est moindre que £(6 — a), e étant aussi petit que l'on veut; par suite, lim^D/fB^ est nul et l'intégrale existe comme on l'a vu au tome III.
Pour que VD^o/f ait pour limite zéro, il suffit que la somme s des intervalles dans lesquels D^ > s tende vers zéro ;
en effet, la somme des intervalles dans lesquels Da << î est b — a — Sy et l'on a évidemment
^\yf,ùk<z{b — a — s)^ sQ,
0 désignant la plus grande valeur de D/f. Or t(^b — a — s) pouvant être pris aussi petit que l'on veut, il suffit que s ait pour limite o, puisque 0 est fini, pour que l'intégrale existe.
N. B. — Ces considérations permettent de donner plus de généralité que nous ne l'avons fait à la théorie des séries trigonométriques; mais les développements qui en résulteraient appartiennent, il me semble, à une branche de l'Analyse qui ne fait que de naître et qui ne nous sera d'aucune utilité dans la suite de cet Ouvrage.
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