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PRÉFACE
M. Humbert m'a fait l'honneur de me demander de mettre quelques lignes en tête du traité d'Arithmétique qu'il publie ; assurément, le mérite de son livre rend toute recommandation inutile, et je ne puis prétendre, pour le recommander, à aucune autre autorité que celle qu'on voudra bien trouver dans l'intérêt que je porte, par métier et par goût, aux choses de l'enseignement ; en me montrant qu'il sait combien cet intérêt est vif, M. Humbert ne pouvait que me flatter beaucoup.
Il y a plaisir à voir un professeur de mathématiques spéciales, aussi distingué que lui, écrire un traité d'Arithmétique, quand l'Arithmétique ne figuré plus sur les programmes des examens auxquels ses élèves se préparent : pourtant il pensait peut-être encore à ses élèves en l'écrivant : il arrive plus d'une fois qu'un étudiant, déjà avancé, déjà rompu au mécanisme du calcul, est arrêté parce qu'il n'a pas suffisamment réfléchi au sens des opé-
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rations fondamentales, ni à tout ce que contient l'idée de nombre. S'il s'en aperçoit, il est sauvé, et le temps qu'il passera à lire un livre comme celui de M. Humbert ne sera pas perdu pour la suite de ses études, et même pour ses examens ; la clarté dans laquelle il verra les éléments se projettera, à son grand étonnement, sur bien des parties de la science qui étaient restées pour lui dans la brume. Et si quelqu'une de ces belles propriétés des nombres que développe l'auteur, et qui donnent accès dans les parties élevées de l'Arithmétique l'émerveillent, l'attirent, et lui donnent le désir d'en savoir davantage, qu'il se réjouisse : je crois bien qu'il n'y a pas de mathématicien véritable qui n'ait ressenti cette curiosité et cette passion.
Sur divers points, le livre de M. Humbert se distingue nettement des ouvrages écrits sur la même matière.
Dès le début, à propos de la soustraction, M. Humbert introduit le nombre entier négatif. Disons de suite que tout ce qui concerne ces nombres est imprimé en petits caractères et n'importe aucunement à l'intelligence des théories fondamentales de l'Arithmétique, que l'auteur a exposées de la façon la plus élémentaire possible : tout ce qui est imprimé en gros caractères peut être lu sans qu'on soit obligé de recourir au reste, en sorte que le livre de M. Humbert s'adresse aussi bien à des élèves deTroisième, qu'à des. élèves de Mathéraatiaues élémentaires. J'ai entendu soutenir à de
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très bons esprits la convenance d'introduire ainsi les nombres négatifs en Arithmétique : l'Algèbre dès lors a un domaine nettement limité : c'est la théorie des fonctions entières d'une ou de plusieurs variables. Au point de vue logique, cette façon de présenter les choses me paraît être la meilleure ; au point de vue pédagogique, l'expérience seule peut la juger. Dans un livre, en tous cas, cette tentative ne présente aucun danger ; dans l'enseignement, son succès est, à ce que je crois, une affaire de mesure, et il me semble qu'elle peut parfaitement réussir avec des élèves de Mathématiques élémentaires, qui revoient l'Arithmétique, et qui sont déjà initiés à l'Algèbre. Quant aux avantages qu'elle présente, ils sont assez évidents pour qu^on me dispense d'y insister. M. Humbert a introduit les nombres négatifs en partant de ce qu'on a appelé, de l'autre côté du Rhin, le principe de permanence. Il n'y met, bien entendu, aucun pédantisme. La démonstration imagée qu'il emploie pour établir la propriété fondamentale des sommes algébriques a le grand avantage d'être courte et générale.
Pour ce qui concerne les opérations fondamentales de TArithmétique, M. Humbert, suivant en cela beaucoup d'auteurs, place d'ordinaire après la théorie de l'opération les propriétés essentielles qui résultent de la définition : il me semble que l'ordre inverse serait préférable : c'est sur ces propositions surtout qu'il convient d'appeler l'attention du lecteur, et, d'ailleurs, elles éclairent
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l'opération elle-même, qui n'est qu'un mécanisme de calcul dont, à la vérité, il importe de se rendre compte.
On a pris l'habitude d'enseigner la théorie de la divisibilité en l'appuyant sur celle du plus grand commun diviseur ; l'auteur respecte cet ordre, qui est excellent; mais il a tenu à montrer qu'il n'est pas indispensable, et a reproduit la démonstration directe que Gauss a donnée de cette proposition : Un nombre premier ne peut diviser un produit de deux facteurs sans diviser l'un d'eux.
Dans la plupart des ouvrages élémentaires, l'introduction de l'idée de fraction n'est pas» faite avec la clarté désirable, et on ne sait pas toujours très bien si l'on raisonne sur un nombre ou sur une grandeur. S'il s'agit de nombres, que signifient ces mots : rendre une fraction trois fois plus grande, trois fois plus petite ? Qu'est-ce même que deux fractions égales ? M. Humbert a pris làdessus très nettement position : deux fractions sont égales, si elles peuvent servir à mesurer la même longueur : et, de même, pour l'addition, la soustraction, c'est l'idée d'addition, ou de soustraction des longueurs qu'il prend pour point de départ; pour la multiplication, c'est le théorème sur l'aire du rectangle; les démonstrations qu'il donne sont très claires et très bien adaptées à l'enseignement.
Il est aussi légitime, à mon avis, après avoir rattaché, comme il me paraît nécessaire dans l'en-
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seignement, l'idée de fraction à la mesure de la plus simple des grandeurs continues» de la détacher de son origine concrète pour définir abstraitement Tégalité et les opérations fondamentales : ce qui n'est pas légitime, c'est de rester dans le vague.
Je ne connais rien de plus insupportable en mathématiques que les nombres irrationnels ; leur introduction en arithmétique est un véritable scandale : dans ce domaine si élémentaire, à côté de cette notion de nombre entier qui est la plus claire du monde, à côté de ces propositions si précises, de ces démonstrations si nettes, que les plus grands mathématiciens ont pris à cœur d'accroître et de simplifier et qui ont toute la beauté, toute la perfection de celles que les Grecs nous ont léguées, voici venir tout le cortège du transcendant et de l'infini. C'est là, non ailleurs, que sont condensées toutes les difficultés des idées de limite, de convergence, de continuité. Que faire pourtant, si l'on veut seulement écrire \/24-v^3? Nous n'y pouvons rien, et c'est en vain qu'on se révoltera : cette idée de l'infini est dans la nécessité des choses ; on la réduira, si l'on veut, à ses termes les plus simples^ à dire qu'après un nombre entier il y en a un autre, on ne s'en débarrassera pas, pas plus en Arithmétique qu'ailleurs.
A vrai dire, la sagesse est de reconnaître les difficultés là où elles sont, et l'honnêteté dans l'enseignement ne consiste pas à dire tantôt 07i verra plus tardf tantôt on a déjà vu, sans jamais rien montrer.
VI PRÉFACE
Tout au moins, qu'on ait le courage de dire : il y a là un trou. MaisM.Humbert, qui écrivait aussi pour ceux qui doivent aller plus loin que le « trou », a eu raison d'essayer d'y faire pénétrer le plus de lumière possible, et de donner tous ses soins à bien éclairer la notion de nombre irrationnel. Son point de départ est le même que celui qu'il a pris pour les fractions, l'idée de longueur : à chaque longueur est attaché un nombre rationnel ou non ; à chaque nombre rationnel ou non, une longueur est attachée : cette longueur sert à définir l'égalité, comme l'addition et la soustraction : d'ailleurs, on montre comment on peut se passer de cette considération concrète, au moyen d'opérations arithmétiques effectuées sur des nombres rationnels, et poursuivies jusqu'à l'infini.
Ce procédé, qui a Tavantage de laisser un point d'appui à l'élève, de ne pas le noyer dans l'abstrait, suppose, comme.le fait remarquer l'auteur, un postulat qui est étranger à l'idée de nombre, et qui n'est autre chose, quand on définit le nombre irrationnel abstraitement, que l'existence même d'un segment de droite mesuré par ce nombre. Comme ce postulat est, en tout cas, absolument nécessaire, quand on veut appliquer l'algèbre à la géométrie, il n'y a rien à objecter à ce qu'on l'introduise.
Enfin M. Humbert a voulu, avec raison, donner à son lecteur accès dans la théorie des nombres. Il importe, pour la bonne formation de l'esprit des étudiants, de leur montrer que la science n'est pas
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limitée, et qu'ils ne la possèdent pas dès qu'ils sont amvés à la fin d'un livre. On trouvera dans celui-ci les propositions élémentaires concernant les congruences binômes, les restes quadratiques et le théorème relatif à la décomposition d'un nombre en quatre carrés.
Je souhaite au livre de M. Humbert le succès qu'il mérite : il a été pensé avant d'avoir été écrit.
JULES TAINNERY,
wVJ
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JULES TANNERY
1. Nombre entier. — L*idée de nombre entier natt en nous à la vue de plusieurs objets. Lorsque nous voyons une collection d*objets de même espèce, ou d*espèces diflérentes, nous avons souvent besoin de savoir combien il y a d'objets dans ce groupe ; c'est le nombre entier qui nous permet d*atteindre ce but. Nous dirons donc que le nombre entier sert à compter les objets ou sert au dénombrement des objets.
2. Unité. — La vue d'un objet isolé nous donne l'idée du nombre un, de Vunité abstraite ; et nous sommes conduits presque immédiatement à cette définition abstraite et précise du nombre entier : le nombre entier est une collection d'unités.
3. Zéro. — L'absence d'objets nous conduit aune idée nouvelle et très importante, l'idée dunombre zéro ; de môme quç nous disons que dans un groupe il y a un, deux, trois, etc. objets d'une nature déterminée, de même nous dirons qu'il y a zéro objet de cette espèce, quand il n y en aura aucun.
Idée d*addition. — Toutes ces notions sont très im
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portantes et, jointes à Tidée d'addition, elles constituent la base de toutes les opérations sur les nombres entiers et des nombreuses propriétés qui en découlent. Du reste, cette idée d'addition est fort simple ; elle consiste essentiellement en ceci : si on considère deux groupes d'objets et qu'on les réunisse en un seul, le nombre des objets contenus dans le nouveau groupe est appelé la somme des nombres d'.objets contenus dans les deux anciens groupes. Il est alors évident que tout nombre entier nouveau s'obtient par l'addition de l'unité à un nombre entier déjà conçu et formé et que, par suite, l'ensemble des nombres entiers est illimité, ou bien qu'il n'y a pas de dernier nombre entier, pas de nombre entier plus grand que tous les autres.
Autres moyens de parvenir à l'idée de nombre entier
La répétition d'un même phénomène, d'un même événement, ou d'événements semblables, donne encore l'idée de compter tous ces événements, et conduit aussi à l'emploi du nombre entier ; dans beaucoup d'autres cas encore, l'usage du nombre entier est indispensable ; mais il en est un tellement fréquent, et important par l'extension qu'il nous permettra de donner à l'idée de nombre, que nous ne pouvons le passer sous silence : nous voulons parler de la mesure des grandeurs à l'aide de nojnbres entiers, quand cela se peut. Un exemple nous suffira pour le moment : supposons que l'on veuille avoir une idée nette de la longueur d'une pièce d'étoffe, d'un mur, d'un chemin, etc. ; on prendra une barre, dont la longueur ne soit ni trop petite ni trop grande, facile à concevoir, à comparer à nos propres dimensions, et l'on portera cette barre sur la longueur à mesurer, jusqu'à ce que cette longueur soit épuisée ; si notre barre est ainsi contenue cinq fois, sans aucun reste, dans la longueur qui nous occupe, nous dirons que le nombre entier cm^ représente cette longueur, ou bien qu'elle a pour mesure le nombre cinq ; quant à l'opération qui a été faite,
nous dirons qu'elle a pour but de mesurer une longueur. La barre employée se nomme unité.
D'une manière générale, lorsqu'on veut mesurer des grandeurs d'une espèce déterminée, on fait choix parmi elles d'une grandeur-t3rpe à laquelle on compare les autres, et que l'on appelle unité.
Mesurer une grandeur, c'est chercher combien de fois elle contient san unité, quand elle la contient un nombre exact de fois, sans reste. Nous verrons plus tard une définition plus générale.
Le nombre entier est alors le résultat de la mesure d'une candeur. Mais, dans le cas particulier où nous nous sommes placé, cette idée est à peine différente de celle que nous avons donnée au début, car les grandeurs de l'espèce que nous envisageons peuvent être conçues comme étant des collections d'unités.
6. Objet de l'arithmétique. — Si l'on part de l'idée d'addition dont nous avons déjà parlé, on arrive sans peine à combiner les nombres entiers entre eux de diverses façons et à les comparer les uns aux autres ; de là, naissent certaines opérations dont l'ensemble constitue le calcul.
L'arithmétique a pour but d'étudier les règles du calcul et les propriétés qui en résultent pour les nombres entiers.
CHAPITRE PREMIER
7. Reprdsentatioii des nombres. — L'une des premières questions qui se présentent en arithmétique est la représentation des nombres entiers, soit dans le langage, soit dans -l'écriture; en d'autres termes, il faut donner des noms aux nombres, et les écrire ou les représenter par des signes conventionnels.
Les premiers nombres entiers ont reçu des noms diflérents :
lin, deux^ trois^ quatre^ cinq^ sio?, sept^ huit^ neuf;
ils sont représentés par les symboles suivants :
qui se lisent comme il vient d'être dit, et que l'on appelle chiffres arabe* ^ ou, simplement, chiffres. On ajoute aux neuf premiers nombres entiers le nombre zéro , dont nous avons déjà parlé, et qui est représenté par le symbole 0.
8. Division de la numération. — L'objet de la numération étant double : donner des noms aux nombres entiers et les écrire, cette partie de l'arithmétique se divise naturellement en deux : la numération parlée^ qui a pour but de
donner des noms aux nombres ; la numération écrite^ qui a pour but de les écrire de la façon la plus simple possible. Il est bien clair d'ailleurs que l'on ne pourra jamais nommer et représenter tous les nombres entiers, puisque la suite de ceux-ci est illimitée.
NUMÉRATION PARLÉE
9. Système décimal. — Le premier nombre entier qui vient après le nombre neuf, se nomme dix. Dix unités ordinaires forment une unité du second ordre ou dizaine ; dix unités de second ordre forment une unité du troisième ordre ou centaine ; dix unités du troisième ordre forment une unité du quatrième ordre ou mille ; puis viennent les dizaines de mille^ les centaines de mille^ les millions^ les dizaines de millions^ les centaines de millions^ etc.
On réunit ensuite ces diverses unités en classes ; les unités des trois premiers ordres forment IdL première classe ; celles des trois ordres suivants forment IdL seconde classe ; et ainsi de suite.
Supposons, pour fixer les idées, que Ton veuille compter le nombre des grains de blé qu'il y a dans un tas : nous commencerons par former de petits tas de dix grains de blé, que nous réunirons entre eux, dix par dix, pour avoir de nouveaux tas contenant chacun une centaine de grains de blé ; nous réunirons entre eux ces nouveaux tas, dix par dix, pour avoir de nouveaux tas contenant chacun mille grains de blé ; et ainsi de suite ; nous finirons certainement par épuiser les grains de blé contenus dans le tas. Supposons maintenant qu'une fois la dernière dizaine enlevée, il reste sept grains de blé dans le tas primitif ; qu'une fois la dernière centaine formée avec les petits tas de dix grains de blé chacun, il reste cinq dizaines ; que, de même, il reste deux centaines, zéro mille, trois dizaines de mille, non employés, et qu'enfin il y ait en tout huit tas contenant cha-
cun une centaine de mille grains de blé, et aucun plus volumineux que ceux-ci. Le nombre cherché est alors complètement formé, et nous pouvons l'énoncer de plusieurs façons, par exemple en disant qu'il contient sept unités, cinq dizaines, deux centaines, trois dizaines de mille et huit centaines de mille, ou bien qu'il contient huit centaines de mille, trois dizaines de mille, deux centaines, cinq dizaines et sept unités. Généralement on lit les nombres de la dernière façon, en commençant par les unités de Tordre le plus élevé ; mais il nous reste à faire connaître diverses abréviations et modifications que Tusage a consacrées.
10. Notas des nombres entiers. — Les dix premiers nombres entiers ont reçu des noms distincts les uns des autres, t/n, deux y trois ^ quatre^ cinq^ six^ sept, huit, neuf, dix.
Gela posé, il eût été logique de dire, au lieu de une dizaine, un-dix ou dix ;
De deux dizaines, deux-dix ;
— trois dizaines, trois-dix ;
— quatre dizaines, quatre-dix ;
— cinq dizaines, cinq-dix ;
— six dizaines, six-dix ;
— sept dizaines, sept-dix ;
— huit dizaines, huit-dix ;
— neuf dizaines, neuf-dix.
Les noms suivants ont prévalu et ont été consacrés, par Tusage ; au lieu de :
on dit
une dizaine, deux dizaines, trois dizaines, quatre dizaines, cinq dizaines, six dizaines, sept dizaines, huit dizaines.
dix ; vingt ; trente ; quarante ; cinquante ; soixante ; soixante-dix ; quatre-vingts :
neuf dizaines, on dit quatre-vingt-dix.
L'irrégularité qui se manifeste à la fin de ce petit tableau n*existe pas partout. Dans un assez grand nombre de dé> partements du Midi, on dit septante au lieu de soixante-dix^ octante au lieu de quatre-vingts^ nonante au lieu de quatrevingt-dix.
Les nombres compris entre deux nombres exacts de dizaines, par exemple entre trente et quarante, se nomment, trente-un^ trente-deux y trente-trois ^ trente-quatre ^ trente-cinq ^ trente-six, trente-sep t^ trente-huit, trente-neuf. Il y a exception pour les six premiers nombres qui viennent après dix; au lieu de :
dix-un.
on dit
onze ;
dix-deux,
douze ;
dix-trois.
treize ;
dix-quatre,
quatorze ;
dix-cinq.
quinze ;
dix-six.
seize.
La môme exception se reproduit après soixante-dix et quatre-vingt-dix ; on dit soixante-onze, soixante-douze, etc., quatre-vingt-onze, quatre-vingt-douze, etc.
Les nombres de centaines ont aussi reçu des noms un peu- abrégés ; ainsi au lieu de dire :
une centaine, deux centaines, trois centaines, quatre centaines, cinq centaines, six centaines, sept centaines, huit C3ntaines, neuf centaines,
on dit un cent ou cent ;
— deux cents ;
— trois cents ;
— quatre cents ;
— cinq cents ;
— six cents ;
— sept cents ;
— huit cents ;
— neuf cents.
Cela étant, on adopte, dans la lecture des nombres, la convention suivante :
On énonce d'abord les unités d'ordre le plus élevé^ puis suc-
eessivement celles d'ordres moindres^ en gardant à la dernière partie de chaque nombre le nom qui lui a été donné antérieurement, lorsque Fusage a consacré un nom plus court que celui que donnent les conventions générales.
Nous pouvons maintenant, sans aucune difficulté, lire un nombre composé uniquement d*unités de la première classe. Ex. : si un nombre contient sept centaines, huit dizaines et une unité, nous dirons que ce nombre e^iseptcent quatrevingt-un ; si un nombre contient deux centaines, sept dizaines et cinq unités, nous lirons ce nombre deux cent soixante-quinze.
Considérons maintenant un nombre qui ne contient que des unités des divers ordres d'une même classe ; nous regarderons ce nombre comme étant composé à Faide des unités de Tordre le moins élevé, absolumentcommeunnombre composé d'unités des trois premiers ordres est formé avec Tunité ordinaire ; on le lit de la même façon et on fait suivre son nom du nom de Tunité constitutive de la classe. Ex. : soit un nombre contenant trois centaines de millions, cinq dizaines de millions et huit millions ; ce nombre se lit trois cent cinquante-huit millions.
Les unités constitutives des diverses classes, dont nous avons déjà indiqué les noms, sont : V unité ordinaire^ pour la première classe ; le mille^ pour la seconde classe ; le million^ pour la troisième classe ; le billion ou milliard^ le trillion^ etc.
Il est alors facile de lire un nombre quelconque : on lit successivement les nombres de chaque classe dont il est composé, en commençant par la plus haute classe, de façon que les ordres des classes aillent en décroissant. Ex. : sept cent vingt-huit millions cinq cent quatre mille deux cent trentesix est un nombre qui contient sept centaines de millions, deux dizaines de millions, huit millions, cinq centaines de ! milles, quatre milles, deux centaines, trois dizaines, six unités.
NUMERATION
fi
il. Systèmes de numération. — Le nombre d'unités de chaque ordre que Ton réunit pour obtenir une unité de l'ordre immédiatement supérieur s'appelle la base du système de numération ; ce nombre ici est dix, et le système de numération employé s'appelle le système décimal. Mais il est clair que l'on peut se servir de tout autre nombre que dix, par exemple de douze ; on obtiendrait alors le système duodécimal, dans lequel il faudrait donner des noms aux douze premiers nombres, puis à une, deux, trois, etc. douzaines, puis à douze douzaines, deux fois douze douzaines, etc.
NUMÉRATION ÉCRITE
12. Symboles adoptés pour représenter les nombres. Conventions. — Les neuf premiers nombres entiers sont représentés par les symboles
appelés chiffres arabes ou simplement chiffres, et qui se lisent :
un, deux, trois, quatre^ cinq, six, sept, huit, neuf', le nombre zéro est représenté par le symbole 0.
A l'aide de ce petit nombre de chiffres, on est parvenu à représenter tous les nombres, en faisant simplement la convention suivante :
On écrit le chiffre qui représente les unités d'un ordre déterminé à gauche du chiffre qui représente les unités de Vordre immédiatement inférieur, de façon que les unités des divers ordres se succèdent en parcourant le nombre de droite à gauche ; on remplace le chiffre des unités d'un ordre qui manquent P'ir 0.
On arrive alors très vite à écrire les nombres de trois chiffres, c'est-à-dire les nombres de la première classe ; ainsi sept cent vingt-huit s'écrit 728, et sept cent quatre s'écrit
NUMERATION 11
Pour écrire un nombre quelconque, il suffit d'écrire Tun après Tautre, en allant de gauche à droite, les nombres des diverses classes que Ton nomme, car nous sommes convenus de nommer d'abord les classes les plus élevées et les unités d'ordre le plus élevé ; chaque classe, sauf la première à gauche, doit se composer de trois chiffres, en n'oubliant pas de mettre des zéros à la place des unités des ordres qui manquent. Exemples : le nombre sept millions deux cent quatre mille six cent vingt-cinq s'écrit
le nombre dix-huit billions quatre mille sept cent quarantedeux s'écrit
Lecture des nombres représentés par des chiffres
Considérons maintenant un nombre formé par une succession de certains chiffres, placés les uns à côté des autres, sur une même ligne horizontale,
pour lire un pareil nombre, il suffit, d'après les conventions que nous avons expliquées antérieurement, de le partager, soit par la pensée, soit à l'aide de virgules, en tranches de trois chiffres, en commençant par la droite, la dernière tranche vers la gauche pouvant d'ailleurs n'avoir que un ou deux chiffres. Cela revient à diviser le nombre donné en classes, et il suffit alors de lire chacune des classes, en lui donnant le nom qui lui est propre, et en commençant cette fois par la gauche ; le nombre donné s'écrit ainsi :
et se lit : soixante-cinq milliards huit millions sept cent vingt-trois mille cent neuf unités.
En résumé, le procédé qui sert à la lecture des nombres consiste essentiellement dans la division de ces nombres ep tranches de trois chiffres, à partir de la droite, et dans
la lecture de ces diverses tranches les unes après les autres, à partir de la gauche, en faisant suivre chacun des nombres dont elles sont formées du nom des unités de la classe qu'il représente.
C'est du reste le môme procédé qui permet d'écrire en chiffres un nombre énoncé en langage ordinaire.
On voit donc, en définitive, que tout revient à la lecture et à l'écriture des nombres de trois chiffres au plus, c'està-dire des nombres plus petits que mille.
Valeur absolue d'un chiffre, valeur relative. — On
appelle valeur absolue d'un chifTre le nombre qu'il représente
quand il est seul ; la valeur relative d'un chiffre écrit dans
un nombre est, au contraire, le nombre qu'il représente,
en tenant compte de la place qu'il occupe. Exemple : soit le
nombre
la valeur absolue du chiffre cinq est cinq unités, tandis que sa valeur relative est cinq mille.
Il résulte de la manière dont les nombres sont composés et de l'idée d'addition, exposée antérieurement, que la valeur d'un nombre quelconque est égale à la somme des valeurs relatives de tous les chiffres qui le composent; ainsi le nombre précédent est égal à la somme des nombres soixante-dix mille, cinq mille, huit cents, trente et sept.
Zéro a pour valeur absolue et pour valeur relative zéro, quelle que soit la place qu'il occupe.
15. Nous dirons qu'un nombre est plus grand qu'un autre lorsqu'il vient après celui-ci dans la suite des nombres entiers, ou lorsqu'il contient plus d'unités que lui. Nous dirons qu'un nombre est dix fois, vingt fois plus grand qu'un autre, lorsqu'il contient dix fois, vingt fois plus d'unités. Il résulte alors des conventions faites sur la représentation des nombres à l'aide de chiffres, que l'on rendra un
nombre dix fois, cent fois, mille fois, etc., plus grand qu'un autre en ajoutant un, deux, trois, etc. zéros à sa droite. Exemple : les nombres 820, 8200, 82000, sont dix, cent, mille fois plus grands que le nombre 82. En effet, en ajoutant un, deux, trois zéros à la droite d'un nombre donné, on n'altère pas les nombres des unités des divers ordres qui le constituent, seulement les ordres de ces unités sont augmentés de un, de deux, de trois, et chacune d'elles représente des unités dix, cent, mille fois plus grandes.
De la même manière, si un nombre entier est terminé à sa droite par des zéros, on le rendra dix, cent, mille fois plus petit, en supprimant sur sa droite un, deux, trois zéros.
16. Chiffres romains. — Les Romains représentaient les nombres à l'aide de lettres ; ils se servaient à cet effet des sept lettres suivantes :
dont les valeurs conventionnelles sont
Nous allons indiquer quelles sont les conventions qui permettent de représenter un nombre quelconque avec ces sept symboles :
l^ On ajoute à tout chiffre romain celui qui est placé immédiatement à droite, s'il ne le surpasse pas ; au contraire^ on retranche de tout chiffre romain celui qui est placé immédiatement à gauche, s'il est plus petit que lui; exemples :
XIV, XIX, LIX, CXLI
3° Tout nombre écrit en chiffres romains et surmonté d'un trait horizontal représente des unités de la seconde classe^ c'est-à-dire des milles; sHl est surmonté de deux traits, il représente des millions ; etc. ; exemples :
XX, Lxi, SfE,
ces symboles représentent les nombres vingt mille, soixante et un mille, cent quarante millions.
On peut, à Taide de ces conventions, représenter un nombre quelconque ; reprenons, comme exemple, le nombre
ce nombre s'écrit, à Taide des caractères romains.
CHAPITRE II
17. Somme de plusieurs nombres entiers. — Si nous considérons plusieurs nombres entiers qui indiquent combien il y a d'objets dans divers groupes, et que nous réunissions ensuite tous ces groupes en un seul, le nombre qui désigne combien il y a d'objets dans ce groupe s*appelle la somme des autres nombres entiers.
Les objets des divers groupes peuvent être de môme espèce ou non ; cela n'importe pas, pourvu que Ton n'ait pas d'autre but que de les compter. Il peut encore être question, au lieu de groupes d'objets, de grandeurs contenant toutes un nombre exact de fois leur unité, pourvu que Ton veuille seulement savoir combien il y a d'unités dans chacune d'elles et dans leur ensemble.
C'est même à ce dernier point de vue que nous nous placerons habituellement, et nous regarderons dorénavant un nombre entier comme indiquant combien il y a d'unités dans une grandeur déterminée.
18. DéflolUou de rudditlou — Cas simples. — L* addition est une opération de V arithmétique qui a pour but, étant donnés plusieurs nombres entiers, de trouver la somme de ces nombres.
S'il s'agit simplement d'ajouter un à un nombre entier quelconque, le résultat est le nombre immédiatement suivant : ainsi 5 et 1 font 6, 7 et 1 font 8, 19 et 1 font 20.
Il suffit, pour faire cette opération, de connaître simplement la suite des nombres entiers, ou de savoir compter, comme on dit plus habituellement.
S'il s'agit d'ajouter deux à un nombre entier, on fait deux fois de suite cette opération. Exemples : au lieu de 5 et 2, on dit 5 et 1 font 6, 6 et 1 font 7 ; au lieu de 8 et 2, on dit 8 et 1 font 9, 9 et 1 font 10; au lieu de 25 et 2, on dit 25 et 1 font 26, 26 et 1 font 27 ; etc.
D'une manière générale, s'il s'agit d'ajouter un petit nombre, tel que 5, par exemple, à un nombre quelconque, on ajoute au second successivement toutes les unités contenues dans le premier; ainsi pour ajouter 5 à 31, on dit 31 et 1 font 32, 32 et 1 font 33, 33 et 1 font 34, 34 et 1 font 35, 35 et i font 36.
Mais il vaut mieux, pour les commençants, apprendre par cœur tous les résultats de l'addition de deux nombres inférieurs à 10, et se servir de ces résultats pour effectuer rapidement une addition quelconque, ainsi qu'il sera exposé plus tard.
19. Table d'addition. — Tous les résultats dont nous par- Ions peuvent être mis dans un tableau, appelé table d'addU lion. Pour former ce tableau, on trace un carré, dont on divise les deux côtés en 10 parties égales, d'une façon approchée; on mène par les points de division de l'un des côtés des droites parallèles aux côtés du carré du second couple, par les points de division de l'un des côtés de ce second couple, on mène des parallèles aux côtés du premier couple; on forme ainsi 10 lignes horizontales de 10 cases chacune, et dans ces cases on met les résultats qu'il faut connaître et retenir; dans la première ligne, on met les 10 premiers nombres entiers, en commençant par 0,
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9; dans la seconde, ceux-ci augmentés d'une unité,
dans la troisième, ceux-ci augmentés d'une unité,
2, 3, 4, 6, 6, 7, 8, 9, 10, il ;
et ainsi de suite. II est visible alors que le nombre de la colonne marquée 6, en baut, et situé dans la ligne marquée 5, à gauche, est le nombre 6 augmenté de 5 unités, c'est-à-dire la somme de 6 et 5; d'une manière générale, la somme de deux nombres d'un seul chiffre est située à Tintersection des deux lignes différentes, horizontale et verticale, marquées par ces chiffres.
Table d'addition :
Mais pour les commençants il vaut mieux disposer ce tableau de la façon suivante, et le leur faire répéter, jusqu'à ce qu'ils le sachent parfaitement.
ARITBM. HUMB.
Table d'addition
0 et 1
font
0 et 4 font
0 et 7 font 7
0 et 2 font
0 et 5 font
0 et 8 font 8
0 et 3 font
0 et 6 font
0 et 9 font 9
20. Addition d'un nombre quelconque et d*aii nombre d'an seul cbiffre. — On partage le plus grand des nombres en unités, dizaines, centaines, etc. Gela fait, on ajoute aux unités ordinaires de ce nombre le second nombre ; si le résultat obtenu est plus petit que 10, il constitue les unités de la somme, que Ton peut alors immédiatement lire et écrire, d'après les règles de la numération ; si ce résultat est supérieur à 10, il contient une dizaine et des unités ; on enlève cette dizaine, pour la mettre avec les dizaines qui ont été mises à part, et on peut alors, en général, immédiatement lire et écrire la somme demandée. Exemples :
243 et 6 font 249, 247 et 7 font 254.
Si, en procédant ainsi, on obtient dix dizaines, on en fait une centaine, que Ton ajoute aux centaines mises à part ; et ainsi de suite. Exemple :
1997 et 8 font 2005.
Il est à peine besoin d'ajouter que toutes ces opérations se font par la pensée, rapidement, et sans laisser de traces dans le discours.
Cette opération et la suivante reposent sur le principe suivant, qui est évident :
On n^ altère pas la somme de plusieurs nombres^ en décomposant chacun d'eux en groupes d'unités d'une façon quelconque, pourvu que dans tous ces groupes, pris ensemble, il y ait le même nombre d*unités que dans le nombre décomposé.
21. Addition de nombres entiers quelconques. — On décompose chacun des nombres en unités, dizaines, centaines, etc.; puis on fait la somme des unités des divers nombres ; si cette somme ne surpasse pas 9, c'est le chiffre des unités de la somme cherchée ; si elle surpasse 9, on la décompose en unités et en dizaines (ex. : 247 contient 7 unités et 24 dizaines] ; on garde alors le chiffre des unités
Uè-''
ainsi obtenu et on retient les dizaines pour les ajouter aux dizaines des divers nombres ; on fait alors la somme de toutes ces dizaines ; si le résultat obtenu ne surpasse pas 9, c'^est le chiffre des dizaines de la somme cherchée ; si ce résultat surpasse 9, on le décompose en unités et en dizaines ; les unités actuelles donnent le chiffredes dizaines de la somme cherchée, et les dizaines actuelles sont des dizaines de dizaines, c'est-à-dire des centaines que Ton retient pour les ajouter aux centaines des divers nombres : et ainsi de suite.
Tout ce que nous venons de dire découle immédiatement de ridée d'addition et de la numération, et nous conduit à la règle suivante :
Règle. — Il faut écrire les divers nombres les uns audessous des autres, de façon que les unités de même ordre soient dans une même colonne verticale, et commencer Vopération par la droite; on trace au-dessous de tous ces nombres une ligne horizontale, et on fait la somme de tous les chiffres çontenus dans une même colonne ; on n! écrit au-dessous de cette colonne que le chiffre des unités ; on retient les dizaines pour les ajouter à la colonne qui est à gauche de celle-ci', et ainsi de suite. Quand on arrive à la dernière colonne, on écrit intégralement au-dessous le résultat obtenu.
Dans chaque colonne, on fait la somme de proche en proche et dans un ordre quelconque, car on n'altère évidemment pas le nombre des unités contenues dans un ensemble de nombres ou groupes en transposant ces groupes. Exemple: soient à ajouter 25631, 48927, 504, 75028, 27
L'opération . est indiquée à côté : on dit :
let7, 8, 8 et 4, 12, 12 et 8, 20, 20 et 7, ,27,
27 et 6, 33 ; j'écris 3 et je retiens 3 ; 3 et 3, 6,
6 et 2, 8, 8 et 2, 10, 10 et 2, 12, 12 et 9, 21;
j'écris 1 et je retiens 2 ; 2 et 6, 8, 8 et 9, 17,
158213 etc.
22. Pi-euve de Faddition. — On appelle preuve d'une opé- Tation, toute autre opération qui a pour but de s'assurer de rexaclitude de cette opération.
Une preuve de ce genre n'est jamais absolue, car on peut commettre des erreurs aussi bien dans la seconde opération que dans la première.
Pour vérifier une addition, on la recommence en écrivant les nombres dans un autre ordre, par exemple en comptant de bas en haut, si on a compté de haut en bas. Si on trouve le même résultat, il y a de fortes présomptions pour que Topération soit juste.
Propriétés de l'addition. — Le signe de Taddition est
le signe -+- ; ce signe se lit plus ; ainsi 5-1-4 indique qu'il
faut ajouter 4 et 5, ou 5 et 4; on indique le résultat en le
séparant de ce groupe par le signe =, qui se lit égale ;
ainsi
' Cet ensemble constitue une égalité^ 5 -*- 4 est le premier
membre^ 9, le second membre de Pégalité,
Lorsque, dans une proposition quelconque, ce que Ton
suppose relativement à un nombre n'a pas lieu seulement
pour un nombre isolé, mais pour beaucoup d'autres, et
mêine pour une infinité, on désigne l'un quelconque de
ces nombres par une lettre de l'alphabet. A, par exemple.
S'il s'agit d'un nombre qui contienne un nombre exact de
fois 10, A sera l'un quelconque des nombres de la suite
infinie
Pour exprimer que le nombre entier C est la somme des nombres entiers A et B, on écrit A-f.B = C.
Si nous considérons plusieurs groupes d'objets que nous voulons réunir en un seul groupe, peu importe l'ordre dans lequel nous ferons cette opération, le nombre total des
objets n'en dépend d'aucune façon ; nous pourrons en outre, avant de les réunir tous, réunir entre eux plusieurs groupes ; cela n'altérera pas non plus le nombre total des objets. L'addition jouit donc des deux propriétés suivantes, qui sont fondamentales :
1** Elle est commutative^ c'est-à-dire qu'on peut, dans une addition de nombres entiers, changer l'ordre de ces nombres, sans troubler le résultat. Si l'on désigne par A, B, C, D, etc. des nombres entiers quelconques, cette propriété
s'exprime ainsi : .
ou A-1-B-f.C-hD = B-hA + D-hC.
Cette propriété sert à faire la preuve d'une addition quelconque par une autre addition portant sur les mêmes nombres écrits dans un autre ordre.
2° Elle est associative, c'est-à-dire que si l'on commence par faire des sommes partielles, avec certains de ces nombres, la somme de ces sommes est la somme totale. Cette propriété s'exprime ainsi :
A-hB + C = A-H(B + C)
ou A-i-B4-C + D-|-E = A4-(B-f-C-hD)-f.E,
(B+C) désignant la somme de B et de C.
On se sert de cette propriété pour remplacer une addition trop longue par plusieurs additions plus courtes, dans lesquelles les chances d'erreurs sont moindres.
3* Enfin l'addition jouit de la propriété
A-hO = A,
qui résulte de la définition du nombre 0.
24. Inégalités. — Si le nombre entier A vient après le nombre entier B, dans la suite naturelle des nombres en. tiers, on dit que A est plus grand que B, ou que B est plus petit que A. On se sert des signes > et <, pour exprimer
ces deux modes de comparaison ; ces signes se lisent : plus grand que^ et plus petit que^ et Ton écrit :
A > B ou B < A ; exemples : 12 > 7, 6 < 15.
Un pareil ensemble de deux nombres constitue une inégalité; celui qui est à gauche est le premier membre de Tinégalité ; l'autre, le second membre. Autre exemple : 5 + 2H-7-4-1 <20H-6;
le premier membre est 5+2+7+1, le second, 20 + 6; le signe < indique ici le sens de Tinégalité.
Si un nombre entier A est plus grand qu'un nombre entier B, il est la somme de B et d*un certain nombre d*unités, c'est-à-dire la somme de B et d^un nombre entier C. Réciproquement, si un nombre A est la somme de B et de C, il vient après B dans la suite naturelle des nombres entiers et il est plus grand que B. Ainsi Tégalité
A = B + C et l'inégalité A > B
s'entraînent mutuellement, en désignant par C un certain nombre entier.
CHAPITRE m
25. Définition de la soustraction. — Signe de la soustraction. — La soustraction est Topération inverse deTaddition; elle a pour but, étant donnés deux nombres entiers A et B» de trouver le nombre C qu*il faut ajouter à B pour avoir A.
Ce nombre C s^appelle reste, excès ou différence. Exemple : le nombre qu'il faut ajouter h 7 pour avoir il est 4; 4 est donc le reste de il diminué de 7, l'excès de il sur 7, la différence entre il et 7.
Pour soustraire un nombre B d'un nombre A, on l'écrit à la suite de A, en les séparant par le signe — , qui se lit moins; l'opération est alors indiquée. Quand on a le résultat, on le met à la suite, après le signe = . Exemple :
d*une manière générale : A — B = C.
La soustraction n'est pas toujours possible; il résulte en effet de la définition que B doit être plus petit que A ; car si B est plus grand que A, il n'y a aucun nombre entier qui ajouté à B reproduise A. On ne peut donc retrancher ou soustraire d'un nombre aucun nombre plus grand que lui.
Cas où le reste est un nombre d'un seul chiffre
Dans le cas où les deux nombres entiers sont peu dififérents, où le reste n'a qu'un seul chiffre, il suffît d'être familiarisé avec l'addition pour apercevoir de suite quel est le reste. Exemple : on voit de suite que 496 — 489 est égal à 7.
On peut, du reste, commencer par des nombres plus simples, des nombres qui sont compris dans la table d'addition ; ainsi, pour soustraire 7 de il, il suffit de penser que 7 et 4 font il, et le reste est 4. On peut aussi enlever successivement 7 unités de il, soit en comptant sur ses doigts, soit autrement.
Le cas général se ramène à celui-ci.
27. Cas général. — 1" Supposons d'abord que tous les chiffres du nombre à soustraire soient inférieurs aux chiffres correspondants dans Tautre nombre ; il suffit alors de les retrancher de ceux-ci pour obtenir le résultat. En effet, en procédant ainsi, on a enlevé des unités du plus grand nombre celles dû plus petit, deà dizaines du plus grand nombre, celles du plus petit, etc. ; on a donc bien enlevé finalement du premier nombre toutes les unités contenues dans le second, et par conséquent le nombre qui reste, étant ajouté au second, reproduira le premier; donc c'est le reste.
Pour faire Topéiration, on écrit le plus petit nombre audessous du plus grand, on tire un trait horizontal, et audessous on met le résultat ; il faut faire en sorte que les unités de même ordre soient dans la même colonne verticale. Exemple : soit à soustraire 46321 de 89746 ; l'opération est
43425 et se lit ainsi : 1 de 6 reste 5, 2 de 4 reste 2, 3 de 7 roste 4, 6 de 9 reste 3, 4 de 8 reste 4.
Dans le cas actuel, l'opération peut être commencée indifféremment par la droite ou par la gauche, car ce n'est pas autre chose qu'ime suite de soustractions isolées et simples, qui se font indépendamment les unes des autres.
2° Supposons que parmi les chiffres du nombre à sous-
traire il y en ait de plus forts que les chiffres correspondants de l'autre nombre. Nous procéderons alors comme précédemment, retranchant du chiffre des unités du plus grand nombre le chiffre des unités du plus petit, du chiffre des dizaines, le chiffre des dizaines du second nombre; seulement quand nous serons en face d'une soustraction partielle impossible à effectuer, nous augmenterons de dix unités le chiffre du premier nombre, et nous ferons alors la soustraction que nous n'avions pu faire ; puis, pour ne rien changer, nous ajouterons aussi dix unités du même ordre ou bien une unité de Tordre immédiatement supérieur, au second nombre, de telle sorte que le chiffre suivant du nombre à soustraire sera augmenté de un.
Cette façon de procéder repose sur le principe suivant :
Si l'on ajoute à deux nombres le même nombre (Tunités^ leur différence n'est pas altérée.
En effet, on peut partager le plus grand nombre en deux autres, Tun contenant le même nombre d'unités que le plus petit, et l'autre, égal au reste. Cela fait, si l'on ajoute le même nombre d'unités aux deux nombres entiers, cela peut se faire, pour le plus grand des deux, en ajoutant ces unités à la partie égale au plus petit nombre; l'autre partie, qui est le reste, ne sera donc pas changée.
L'opération que nous venons d'exposer doit être commencée par la droite, puisque les chiffres du nombre à soustraire sont susceptibles d'altération, et que cela ne peut s'apercevoir, dans chaque cas, qu'une fois la soustraction partielle, portant sur les unités d'ordre immédiatement inférieur, effectuée. L'opération se dispose du reste comme dans le cas précédent. Exemple : soit à soustraire 75986 de 112428; nous écrirons 75986 au dessous de 112428, de façon que les unités de même ordre soient dans la même colonne,
et nous dirons : 6 de 8 reste 2, 8 de 12 reste 4, et je retiens 1, 1 et 9, 10, 10 de 14 reste 4, et je retiens 1, 1 et 5, 6, 6 de 12 reste G, etc..
Dans la pratique, on fait diverses abréviations, par exemple on peut supprimer le mot reste, qu'il est inutile de répéter à chaque fois, on peut ajouter Tunité de retenue sans le dire, etc.
28. Preuve de la soustraction. — Pour faire la preuve de la soustraction, il suffit d'ajouter le reste au nombre à soustraire ; on doit retrouver ainsi Tautre nombre.
On peut aussi changer un peu la manière d'effectuer la soustraction, dans le cas où il y a des chiffres dans le nombre à soustraire plus forts que ceux qui lour correspondent dans l'autre; en effet, au lieu d'ajouter par la pensée une unité au chiffre immédiatement à gauche dans le premier nombre, on peut enlever par la pensée cette unité du chiffre correspondant, dans le second nombre. Si l'opéra* tien, ainsi faite, donne le même résultat que la première, c'est une présomption en faveur de l'exactitude. Reprenons l'exemple précédent : soit à soustraire 75986 de 112428 ; nous disposons l'opération comme précédemment et nous
36442 disons : 6 de 8, 2, 8 de 12, 4, 9 de 13, 4, 5 de 11, 6, 7 dé 10, 3.
29. Propriétés simples des égalités. — Si à deux groupes d'objets contenant le même nombre d'objets, on ajoute deux autres groupes contenant aussi le même nombre d'objets, il est évident que les nouveaux groupes contiendront encore le môme nombre d'objets; donc une égalité n'est pas altérée si on ajoute aux deux membres le même nombre ; ainsi les deux égalités
A = B et A-4-C-B4-C
sont équivalentes.
On verrait de même que Von n'altère pas une égalité en retranchant le même nombre des deux membres ; ainsi
A = B et A — G= B — G
sont deux égalités équivalentes.
Il résulte encore de la définition de la soustraction que les deux égalités
A = B-+-C et A — B = C
sont équivalentes; mais cela résulte aussi de la seconde propriété, car si on retranche le nombre B des deux membres de la première égalité, on trouve la seconde.
. On peut ajouter membre à membre plusieurs égalités et on obtient une nouvelle égalité.
En effet, si les deux nombres A et B sont égaux, cela veut dire qu'ils contiennent autant d'unités Tunque l'autre, lorsque les opérations qui concourent à les former sont effectuées. Si on leur ajoute respectivement deux nombres égaux A' et B', on obtient évidemment de nouveaux nombres égaux aussi, pourvu que Tonne change pas Tordre des opérations à efiTectuer. A ces nouveaux nombres, on pourra aussi ajouter respectivement des nombres égaux A' et B", etc. Ainsi :
entraînent A+A'+A^-f- = B-t-B'-|-B''+ ••••»• *
Si on ajoute le même nombre à deux nombres distincts, leur différence ne change pas ; il eii résulte qu'on peut àjou-. ter aux deux membres d'une inégalité le même nombre sans que le sens de cette inégalité soit changé.
(*) On expliquera plus loin le sens exact qu'il faut attacher à une égalité entre nombres entiers (no 57).
Ainsi, les deux inégalités :
A<B et A-f-C<BH-C
ont lieu en môme temps.
De même, si l'on retranche des deux membres (Tune inégalité un même nombre moindre que chacun de ceux qui la composent^ on obtient encore une inégalité de même sens que la première.
Si l'on a plusieurs inégalités de même sens, on obtient encore une inégalité de même sens en les ajoutant membre à membre.
Ainsi les inégalités
entraînent la nouvelle inégalité :
A-4-A'-HA"-f-... <B-+-B'h-B"-4-...
car écrire
c'est affirmer qu'il y a des nombres B = A4-C, B' = A -+-C,
par conséquent, d'après ce que nous avons vu plus haut, nous avons
(B-+-B'H-B''H....) = (A-+-A'-hA''-h...)-+(C-+-G'H-C'H.,..), et de là, il suit que
• A-^A' + A'-i- ... <B + B'-hB'' -+-...". Les égalités et les inégalités en arithmétique s'appliquent surtout à des nombres entiers non encore formés qui sont indiqués par certains modes de composition et de décomposition. Il est bien évident qu'il n'y aurait aucun intérêt, à écrire simplement que 7 = 7 ou que 6 < 7. Ces relations ne seront écrites et considérées que lorsqu'il y aura lieu de les combiner avec d'autres en vertu des principes précédents ou de principes analogues.
exemple: 3 + 7-4-3 = 18 — 3, 2-h4 — 3 = 7— 4,.
8 — 7 = 12 — 6 -h 5— 10 entraînent
l'expression 12 — 6 + 5 — 10 indique qu'il faut retran-
tels
que:
cher 6 de 12, au résultat ajouter 5, et de ce résultat retrancher 10.
Nous démontrelrons plus tard (n* 32) que Ton peut faire les opérations ainsi indiquées dans un autre ordre.
* 30. Nombres eotiers négatifs. — Nous avons vu antérieurement que si les deux nombres entiers A et B sont donnés, A > B, Tégalité B -h C = A définit un nombre entier, C, et un seul, qui est la différence entre A et B ; ce nombre contient autant d'unités qu'il en manque à B pour valoir A. Mais^ si B est plus grand que A, l'égalité précédente ne définit plus de nombre entier, G ; si Ton veut qu'elle soit encore satisfaite, il faut créer un nouveau symbole numérique, auquel on étendra le plus grand nombre des propriétés des nombres entiers que Ton pourra, tout en lui donnant au moins une propriété nouvelle qui rende possible la soustraction indiquée par A — B. Pour ne pas altérer les régies de calcul relatives aux égalités, il faudra procéder de telle sorte que les égalités
B-hC=:A et B = A — C ou C = A — B restent équivalentes.
Puisque B > A, la différence B — A existe ; soit C cette différence, de sorte que C = B — A ; le nombre entier A ajouté au nombre entier G' reproduisant B, on peut dire aussi que A est la différence entre B et G' et écrire A = B — G' ; c'est de là que nous allons déduire la définition du symbole nouveau, en nous astreignant à ce que l'égalité A = B + G soit équivalente à l'égalité A = B — G' ; il faudra> pour cela, poser G = — G', regarder le signe — comme étant adjoint au nombre G', comme faisant partie intégrante du symbole nouveau, et convenir que B H- (— G') se calculera comme B — G'. Ce nouveau symbole s'appelle un nombre négatifs et il jouit nécessairement de la propriété suivante, qui sera étendue:
Pour ajouter à un nombre positif ordinaire un nombre négatifs contenant^ abstraction faite du signe^ moins d'unités que lui^ il faut effectuer la soustraction indiquée par le signe — , comme si ce signe existait seul.
Les nombres ordinaires se nomment des nombres positifs, terme déjà employé. On les regarde comme précédés du signe -h, même quand ce signe n'est pas écrit. Nous voyons donc que les signes -h et — ne sont pas seulement des indicateurs d'opérations, mais aussi des éléments constitutifs des nombres positifs et négatifs. 11 nous reste maintenant à indiquer les propriétés de calcul de ces nombres, c'est-à-dire à indiquer comment ces nombres se combinent par voie d*addition ou de soustraction. Le commençant devra faire la plus grande attention à toute super-
position des signes + et —, le premier indiquant une opération, le second un signe afférent à un nombre.
La valeur absolue d*un nombre est la valeur numérique de ce nombre, abstraction faite de son signe. Un nombre positif est identique à sa valeur absolue, ou se comporte comme si cela était. (Voir la suite.)
Revenons maintenant à Tégalité A = B -h C, qui définit, dans tous les cas, un nombre entier, positif ou négatif. G, pourvu que A et 6 soient des entiers positifs donnés. Nous la regarderons comme étant toujours équivalente à Tégalité C = A — B. Il est naturel de représenter le second membre par A + ( — B), comme nous avons déjà agi dans un cas ; mais alors, pour avoir la valeur de G = -— G', nous serons conduit à formuler la loi suivante, qui contient la première propriété, comme cas particulier, et qui est plus générale qu'elle :
Pour faire la somme de deux nombres, l'un positif, Vautre négatif, on fait la différence de leurs valeurs absolues et on donne au résultat le signe + ou le signe — ^ suivant que la plus grande valeur absolue appartient au nombre positif ou au nombre négatif.
L'énoncé de cette loi étant indépendant de Tordre des deux parties de la somme, on peut, sans altérer le résultat, échanger les deux nombres, et on a A -h (— B) = — B H- A, ou A — B= — B-i-A, en supprimant le signe intermédiaire, qui est un signe d'opération. (*)
* 31. Suite des propriétés des nombres négatifs.— Lorsque le nombre A est négatifs et le nombre B positif, l'égalité A = B -h C définit un nombre C négatif.
En effet, d'après la loi précédente, pour obtenir le nombre négatif A, il faut ajouter au nombre positif B un nombre négatif G, dont la valeur absolue contienne d'abord les unités de A, puis celles de B ; donc, en désignant par | A | la valeur absolue d'un nombre entier A quelconque, positif ou négatif, nous aurons |CI = |A|-f-B et G = — |C|.
Cela posé, dans un but de généralisation facile à comprendre, nous écrirons toujours G = A — B = A H- (— B). Donc :
Pour faire la somme de deux nombres négatifs, on fait la somme de leurs valeurs absolues et on donne au résultat le signe — .
Supposons maintenant A positif et B négatif ; alors l'égalité conditionnelle A = B -f- G définit un nombre positif G.
En effet, pour avoir A, il faut ajouter à B un nombre positif
(*) Cette loi n'est pas la traduction exacte des conventions que Ton vicut de faire : elle contient, en outre, une géuéralisation.
qui contienne d'abord les unités de la valeur absolue de B, lesquelles seront détruites par le nombre B, d'après la loi fondamentaje d^addition d'un nombre positif et d'un nombre négatif; puis ce nombre doit contenir en outre les unités de A; donc C = A -h 1 B |. Or nous écrirons toujours C = A — B, ainsi qu'il a été convenu ; donc nous arrivons à la règle suivante :
Pour retrancher d'un nombre positif qttehongiue un nombre négatif quelconque^ on fait la somme des valeurs absolues,
Jl nous reste à examiner un dernier cas, le cas où A et B sont négatifs. Si | A | > | B |, il faut ajouter à B un nombre négatif qui contienne, abstraction faite du signe, autant d'unités qu'il en manque à |B| pour valoir iÀ); donc C = |B| — |Al = A-h|B|. Si, au contraire, | A | < |B|, il faudra ajouter à B un nombre qui fasse disparaître de sa valeur absolue les unités qu'il a en plus que I A I, c'est-à-dire un nombre positif égal à I B j — | A| ; on a donc encore C = iB( — lA] = | B| + A.
Or si nous revenons à l'égalité conventionnelle C = A — - B, et que nous posions 'B = — B', nous voyons que C = A~-(-B') = A + B' (B' = |B|).
De là, la règle suivante, qui comprend celle qui précède :
Pour soustraire d'un nombre quelconque un nombre négatif, on ajoute au premier la valeur absolue du second, (*)
Nous connaissons maintenant tout ce qui est relatif à la somme de deux nombres quelconques, positifs ou négatifs, et à leur différence, et nous pouvons rappeler en peu de mots tout ce qui est relatif à la combinaison des deux signes -i- et — : -f- sur + donne -h, -4- sur — donne -r» — sur + donne —, — sur — donne -h; mais le premier signe transforme le second en un signe d'opération, en attachant aux opérations d*addition et de soustraction le sens complet qui a été trouvé plus haut.
* 32. Sommes algébriqutss. — On appelle sommée algébrique une somme de nombres entiers quelconques, positifs ou négatif^, A, B, C, D, K, L:
S = A^-B-hC-^ -f-K-hL. .
Pour avoir S, on procède, par définition^ de la manière sufvante : on ajoute B à A, d'après les règles trouvées antérieurement, puis au résultat on ajoute C, etc., jusqu'à ce que Ton ait ajouté L à la somme effectuée. A + B -h C H- ;••• -h K.
Pour abréger l'écriture, on remplace toujours deux signes superposés par uii seul, d'après les règles données antérieurement.
Plaçons dans un tableau spécial, au fur et à mesure que nous
(*) Ou plutôt on ajoute au premier le nombre positif qui a même valeuf absolue que lu second.
"liTtiifcif
les rencontrerons, les unités des nombres positifs, et, dans un antre tableau, les unités des nombres négatifs, ou plutôt les unités de leurs valeurs absolues ; appelons ces deux tableaux, pour abréger, le tableau positif et le tableau négatif. Nous mettrons d'abord les unités de I A | dans le tableau positif ou dans le tableau négatif, suivant que A est positif ou négatif; puis les unités de I B I dans le même tableau, si A et fi ont le même signe, dans Tautre tableau, si B est de signe contraire à A ; dans le premier cas, le nombre inscrit dans le tableau contenant seul des unités est A + B ; dans le second cas, nous barrons autant d'unités dans un tableau que dans l'autre, jusqu'à ce que l'un des tableaux ne renferme plus aucune unité ; le nombre inscrit dans le tableau qui contient des unités non barrées est A + B. Nous placerons ensuite les unités de |C| dans le tableau correspondant ; si ces unités ont été mises dans le tableau contenant des unités non barrées, le nombre inscrit dans ce tableau est Â + B + C; sinon, on barre encore autant d'unités dans l'un des tableaux que dans l'autre, jusqu'à ce que l'un d'eux ne contienne que des unités barrées ; le nombre inscrit dans le tableau contenant des unités non barrées est A + B + C ; si les deux tableaux ne contenaient que des unités barrées, ce nombre se* rait 0 et on aurait A + B + C = 0. Et ainsi de suite, jusqu'à ce que tous les nombres aient été employés. Or, au lieu d'opérer ainsi, on peut mettre d'abord dans le tableau positif les unités de tous les nombres positifs, puis, dans le tableau négatif, les unités de tous les nombres négatifs ; on barre ensuite autant d*unités dans l'un des tableaux que dans l'autre, jusqu'à ce que l'un d'eux ne contienne plus d'unités ; le nombre inscrit dans l'autre tableau, pris avec le signe correspondant, est la somme S ; car il revient au même de barrer toutes les unités communes en une fois ou en plusieurs. On déduit de là la régie suivante, qui est très importante :
Pour obtenir la valeur d'une somme algébrique S, on fait la somme de tous les nombres positifs qiCelle contient y Si, puis on fait la somme de tous les nombres négatifs, — Sa, on prend la différence Sj — Sa ou Sa — Si et on donne au résultat le signe + ou le signe — , suivant que le nombre le plus grand des deux est Si ou Sa ; s'ils sont égaux, S = 0.
Cette règle ne dépend aucunement de l'ordre des termes : donc, dans une somme algébrique, on peut intervertir l'ordre des termes d'une façon quelconque ; en d'autres termes, cette nouvelle addition, plus générale que l'addition arithmétique, est aussi une opération commutative.
On peut aussi, sans rien changer, réunir plusieurs termes consécutifs en un seul ; car cela ne change rien au nombre des unités barrées dans chaque tableau, si on les écrit toutes ; en
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d'dutres termes, l'addition actuelle est une opération associative.
Enfin on a S-f-0 = S, et A-|-(— A)=0.
Telles sont les propriétés fondamentales de Taddition que nous avons définie dans ce paragraphe.
On peut y ajouter les deux suivantes :
1° Four faire la somme de pltosieurs sommes algébriques y on les écrit les unes à la suite des autres^ en gardant à chacun des nombres qui les composent son signe.
En effet, chaque somme donne naissance à deux tableaux, le tableau positif et le tableau négatif, Pun ne contenant que des unités barrées et Tautre représentant à Taide de ses unités non barrées la valeur de la somme algébrique. Pour les ajouter entre elles, il suffit de réduire les tableaux qui contiennent des unités non barrées à ces unités, et de former avec eux de la même manière que précédemment deux nouveaux tableaux, positif et négatif, puis de barrer autant d'unités dans Tun que dans l'autre, jusqu'à ce que l'un d'eux ne contienne plus, que des unités barrées. Mais on arrivera au même résultat, si l'on rétablit les unités que l'on avait barrées antérieurement, tout en les conservant barrées ; c'estrà-dire si l'on écrit dans un tableau positif toutes les unités des nombres positifs, dans un tableau négatif toutes les unités des nombres négatifs, et si on barre ensuite autant d'unités dans l'un des tableaux que dans l'autre, jusqu'à ce que l'un d'eux ne contienne plus d'unités non barrées. Mais on obtient ainsi la somme algébrique formée avec tous les nombres.
2** Pour retrancher une somme algébrique d'une autre somme algébrique f on écrit à la suite des nombres de celle-ci tous ceux de la première, changés de signe.
En effet, la soustraction se fait en changeant le signe de la seconde somme (n'»»30 et 31), ce qui revient à échanger son tableau positif avec le tableau négatif.
CHAPITRE IV
33. Définition de la multiplication. — La multiplication a pour but, étant donnée deux nombres^ A et B, de trouver un troisième nombre, C, gui contienne autant de fois le nombre A quHl y a d'unités dans B ou, ri F on veut y de répéter A, B fois, de trouver la somme de B nombres égaux à A.
Le nombre A s'appelle le multiplicande^ le nombre B le
multiplicateur^ et le nombre C est le produit. On indique
la multiplication par le signe X, qui se lit multiplié par^
et on écrit
AXB = C.
Exemple : multiplier 7 par 5, c'est répéter 7, 5 fois, c'est faire la somme de 5 nombres égaux à 7 ; on a ainsi
7 est le multiplicande, 5 le multiplicateur, 35 le produit, et
on a
La multiplication n'est pas autre cbose qu'une addition dans laquelle les nombres employés sont égaux; on pourrait donc faire toute multiplication comme une addition, seulement quand il y aurait un grand multiplicateur, le nombre des parties de la somme serait grand et l'addition serait fort longue. Il a donc été utile de créer une opération
spéciale qui permette de trouver rapidement le produit de deux nombres donnés.
C'est cette opération que nous allons étudier et que nous nommerons la multiplication.
34. Table de multiplication. — Dans le cas où les deux nombres n'ont chacun qu'un seul chiffre, l'addition suffit à former le produit; mais il est indispensable, pour la suite, de savoir par cœur tous les produits analogues. Ces produits sont tous contenus dans un tableau qu'on appelle la table de Pythagore et qui a la forme d'un carré; ce carré se compose de 9 rangées de 9 cases chacune. Dans la première rangée, on place les 9 premiers nombres entiers,
dans la seconde rangée, on place les produits de ceux-ci par 2, c'est-à-dire les nombres qu'on obtient en les ajoutant tous à eux-mêmes,
dans la troisième rangée, on place les produits des nombres de la première rangée par 3, c'est-à-dire les sommes obtenues en ajoutant les nombres de la première rangée à ceux de la seconde; dans la quatrième rangée, on met les produits des nombres de la première rangée par 4, c'est-à-dire les sommes obtenues en ajoutant les nombres de la première rangée à ceux de la troisième ; et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on obtienne la 9* rangée, qui contient les produits par 9 des nombres de la première. D'après cette façon de procéder, le produit d'un nombre d'un seul chiffre. A, par un nombre d'un seul chiffre, B, est dans la colonne verticale marquée A en haut, et dans la ligne horizontale marquée B, à gauche.
Table de Pythagore
Remarque. — Il est facile de voir à simple inspection que ce tableau est parfaitement symétrique par rapport à la première diagonale du carré, celle qui joint la case i à la case 81; c'est-à-dire que le nombre qui se trouve à Tintersection de la colonne A et de la ligne B est aussi à Tintersection de la ligne A et de la colonne B. Donc pour les nombres d'un seul chiffre on a
Cette propriété sera démontrée pour un produit de deux nombres quelconques.
Mais, pour les commençants, il vaut mieux disposer de la façon suivante les résultats du tableau précédent :
Table de Multiplication :
1 fois 1 —
1 fois 4 — 4 1
1 fois 7—7
1 fois 2 —
1 fois 5—8
1 fois 8—8
1 fois 3 —
1 fois 6—6
1 fois 9—9
On fait répéter ce tableau au débutant jusqu^à ce quHl en connaisse parfaitement toutes les parties.
35. Multiplication d'un nonibi*e quelconque par un nombre d'un seul chiffre. - Si nous considérons un groupe quelconque d'objets contenant A objets et que nous voulions le répéter B fois, il sera indilTérent, au point de vue du nombre des objets, de placer dans le groupe A ces objets d'une façon quelconque et même de les disposer en groupes contenant A„ A,, , Ajk objets, pourvu que le nombre total
des objets dans ce groupe, A, -f- A, h- h- A*, soit toujours égal à A. On voit donc que pour multiplier par B un nombre quelconque A, on peut le partager en plusieurs parties que Ton multipliera respectivement par B, après quoi on fera la somme des résultats obtenus. Dans la pratique, on partage le nombre A en unilés, diiainesy centaines^ etc., et on multiplie respectivement ces divers nombres par B; la somme des résultats obtenus est le produit demandé, — Exemple : soit à multiplier 4G 934 par 7. On multiplie par 7 les 4 unités du nombre et on a pour résultat 28; par 7, les 3 dizaines ou les 30 unités représentées par des dizaines et on a pour résultat 21 dizaines ou 210 unités; de môme 9 centaines multipliées par 7 donnent pour résultat 63 centaines (63 groupes de 100 objets chacun) ou 6300, etc. On a donc finalement à faire la somme
L'opération peut se disposer ainsi :
328538, les nombres compris entre les deux barres horizontales
estant les produits partiels qu'il faut ajouter les uns auxautres.
L'opération peut être abrégée en faisant les multiplications partielles en môme temps que l'addition ; il suffit pour cela de retenir à chaque fois les unités d'ordre supérieur à celles que l'on calcule et de les ajouter au produit partiel que donnent les unités situées immédiatement à gauche de celles-ci. L'opération est alors disposée ainsi :
et on lit : 7 fois 4, 28, je pose 8 et je retiens 2, 7 fois 3,
21 et 2, 23, je pose 3 et je retiens 2, 7 fois 9, 63 et 2, 65,
je pose 5 et je retiens 6, 7 fois 6, 42 et 6, 48, je pose 8 et
je retiens 4, 7 fois 4, 28 et 4, 32; cette fois, l'opération
étant terminée, j'écris 32 'entièrement.
L'opération, ainsi simplifiée, doit être commencée par la
droite; mais il est évident que si on garde la première
forme, on peut aussi bien commencer par la gauche; et
alors, on a :
328538 Il est à peine besoin d'ajouter qu'on adopte la seconde forme et que, par suite, on commence toujours l'opération par la droite.
Cas particulier. — Multiplication <fun nombre quelconque par un nombre d*un seul chiffre suivi de zéros en nombre quelconque.
Soit par exemple à multiplier 63 par 6000. Il est évident que, pour répéter 6000 fois un groupe d'objets, on peut le répéter d'abord 6 fois, puis le groupe nouveau 1000 fois, ce qui fait 1000 ensembles de 6 groupes chacun, c'est-àdire 6000 groupes en tout ; ou bien on peut répéter d'abord 1000 fois le groupe considéré, puis 6 fois cet ensemble, ce qui fait 6 ensembles de 1000 groupes chacun ou 6000 groupes.
Dans le premier cas, on a
63X 6 = 378 ; 378 X iOOO = 378000.
Dans le second cas, on a
63 X 1000 = 63000 ; 63000 X 6 = 378000. De là, la règle :
On multiplie d*abord le nombre donné par le chiffre non nul du multiplicateur y et on ajoute autant de zéros à la droite du produit qu'il y en a au multiplicateur ; ou on ajoute autant de zéros au multiplicande qu'il y en a au multiplicateur , puis on multiplie ce résultat par le chi/fre non nul du multiplicateur,
36. Multiplication d'un nombre quelconque par un nombre quelconque. — Soient A le multiplicande et B le multiplicateur ; supposons que B soit la somme de plusieurs nombres entiers, Bj, B,, , B*. Pour placer dans un tableau
B fois le nombre A, on peut d'abord l'y placer B, fois, puis Bj fois, etc., jusqu'à B* fois. Donc on multipliera k nombre A par B, en le multipliant d^ abord par Bj , puis par
B,, B,, , Ba, et ajoutant ensuite tous les résultats obtenus.
Ainsi le produit
AXB, ou AX(Bj + B,4- -t-BA)n
est égal à
AXB,-^AXB,-t- -t-AXB*.
{*) (Bi -h Bt -H 4- Bjk) désigne, comme dans tous les cas analogues, la
somme effectuée, c'est-à-dire le nombre B.
Si Ton écrit, pour abréger, comme cela se fait communément, AB au lieu de AXB et A{Bj4-B2 + 4-B&)
au lieu de AX(B,-hB2+ + BAr), on a
AB = A(Bj + B2-H + Ba)= AB,-hAB, + ^•ABA.
Alors, pour multiplier un nombre quelconque A par un nombre quelconque B, on multiplie A par les unités de B, puis par le nombre que représentent les dizaines de B, par le nombre que représentent les centaines de B, etc,; ensuite on fait la somme de tous les produits partiels obtenus.
Exemple : 57324 X 236 donne l'opération :
les nombres écrits entre les deux barres horizontales sont les divers produits partiels qu'il faut ajouter.
Dans la pratique, on ne met pas les zéros à droite des produits partiels ; on se contente de reculer le second produit d'un rang vers la gauche, le troisième de deux rangs, etc. Ex :
13518464 Si un, deux ou trois zéros se rencontrent de suite dans le multiplicateur, les produits partiels correspondants sont nuls, et le produit que Ton rencontre après doit être reculé de 2, 3, 4, rangs vers la gauche. Ex. :
Rewaroue I. — Lorsque le multiplicande et le multiplica teur sont terminés par des zéros, on fait la multiplication comme si les zéros n'existaient pas, et on ajoute, à la fin, à la droite du produit autant de zéros qu'il y en a dans les deux nombres pris ensemble. Soit, par exemple, à multiplier 36000 par 2750 ; il est clair que pour écrire le nombre 36000, 2750 fois, il suffit de récrire d'abord 275 fois et de répéter cet ensemble 10 fois ; on peut donc négliger d'abord le zéro qui est à la droite de 275 pour l'ajouter ensuite ; de môme, pour répéter 275 fois on groupe de 36000 objets, il suffit de répéter 275 fois un groupe contenant 36 groupes partiels de iOOO objets chacun ; on pourra donc multiplier d'abord 36 par 275, puis le résultat par iOOO, c'est-à-dire ajouter 3 zéros à la droite de ce produit.
En définitive, on multipliera 36 par 275 et on ajoutera ensuite 4 zéros à la droite du produit ainsi obtenu. Dans chaque cas particulier, on raisonne de la même manière.
Remarque IL — Dans la multiplication d'un nombre quelconque par un nombre de plusieurs chiffres, rien n'empêche de parcourir le multiplicateur de gauche à droite, plutôt que de droite ai gauche ; il suflit alors de tenir compte de la nature des unités que représente chaque produit partiel, et par conséquent de les avancer, à chaque fois, d'un rang vers la droite ; s'il y a des zéros au multiplicateur, les produits correspondants manquent, et le premier produit partiel que l'on a à écrire doit être avancé d'autant de rangs vers là droite qu'il y a de zéros, plus un.
Le multiplicande doit, comme nous Tavons dit, être par-
couru de droite à gauche, sous peine de compliquer beaucoup Topération, à cause des retenues que Ton peut avoir
à faire. Exemple :
37. Nombre des chiffres du produit. '— Si on augmente ou si on diminue les diverses parties d'une somme, la somme est évidemment augmentée ou diminuée, suivant le cas ; car chacun des groupes représentés par les divers nombres ajoutés, contient plus ou moins d'unifés, et, par suite, il en est de môme du groupe final, qui est formé par leur réunion. 11 résulte de là, dans le cas où tous les nombres ajoutés sont égaux, que si, dans une multiplication, on augmente ou diminue le multiplicande, sans toucher au multiplicateur, on augmente ou diminue le produit.
Si, de même, on augmente ou diminue le multiplicateur, sans toucher aumultiplicande, le produit augmente ou diminue.
Car alors le nombre des groupes d'objets que Ton prend est augmenté ou diminué, et, par conséquent, le groupe final, qui provient de leur réunion, subit la môme variation (*).
Si on augmente ou si on diminue à la fois le multiplicande et le multiplicateur, le produit est augmenté ou diminué.
Car on peut d'abord faire subir la variation au multiplicande seul, puis au multiplicateur seul, et chacune d'elles fait subir au produit une variation dans le môme sens, d'après ce qui vient d'être dit.
(*) Dans toulcs les qucslions de ce genre, il faut toujours revenir à la définilioQ du nombre cnlicr, qui indique combien il y a d'objets dans un groupe, et revenir à Tidée d*addilion, telle qu'elle a été exposée au début.
Considérons, alors, pour fixer les idées, le produit d'un nombre A de 5 chiffres par un nombre B do 3 chiffres. Nous aurons les inégalités suivantes :
en multipliant les inégalités membre à membre, elles seront conservées, d'après les propriétés que nous venons d'exposer, et nous aurons
AB
Il résulte de là que AB contient au moins 7 chiffres et au plus 8 ; si donc on généralise le résultat que Ton vient d'obtenir, on peut dire que le produit de deux nombres contient autant de chiffres qu'il y en a dans les deux nombres réunis, ou un de moins.
Exemples : le produit
57324 X 236 = 13518464 contient 8 chiffres, autant qu'il y en a dans les deux nombres ensemble; tandis que le produit
17428X236 = 4113008 contient un chiffre de moins.
38. Propriétés de la multiplication. — La multiplication est une opération commutative.
Le multiplicande et le multiplicateur d'un produit s'appellent les facteurs de ce produit.
On peut définir aisément les produits de plus de deux facteurs. On adopte la définition suivante : un produit de plusieurs facteurs s'obtient en multipliant le premier par le second, puis le résultat par le troisième, puis le nouveau résultat par le quatrième, etc.
(*) Le signe ^ se lit inférieur ou égal à ; il indique in que A est « rdi- Dairement plus grand que 10000, mais qu'il peut accideatellement être égal à 10000.
Ainsi, par définition, le produit
2.4.3.7.8 ou 2X4X3X7X8 s'obtient en multipliant 2 par 4, puis le résultat, 8, par 3, puis le résultat, 24, par 7, puis le résultat, 168, par 8, ce qui donne 1344 pour valeur du produit.
1* On n'altère pas un produit de deux facteurs, en échangeant entre eux les deux facteurs.
Soient A et B les deux facteurs; il s'agit de montrer que
A.B = B.A. Pour cela, écrivons sur une ligne horizontale
A fois l'unité, le nombre 1 ; puis répétons B fois cette
ligne :
A unités
Par définition de la multiplication, il y aura A.B unités
dans ce tableau. Or, il y a A colonnes qui contiennent
chacune B unités ; il y a donc B.A unités dans le même
tableau. Donc
2° On n'altère pas un produit de trois facteurs, en échangeant entre eux les deux derniers.
Soient A, B, C les trois facteurs ; il s'agit de montrer que A.B.C = A.C.B.
Pour cela, écrivons B fois le nombre A sur une ligne horizontale, et répétons C fois cette ligne
B nombres A
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chaque ligne, contenant B fois le nombre A, contient A.B unités, et comme il y a G lignes, le tableau contient A.B.C unités, par définition du produit A.B.C ; de môme chaque colonne contient G fois le nombre A, c'est-à-dire A.G unités, et, comme il y a B colonnes, le tableau contient A.C.B unités. On a donc bien
3» On n'altère pas un produit de plusieurs facteurs, en échangeant entre eux deux facteurs consécutifs.
Soient A, B, G, D, E, F, G, H des facteurs en nombre quelconque, huit par exemple. Si nous échangeons les deux facteurs D et E le produit ne change pas, et Ton a
ABGDEFGH = ABGEDF6H.
En effet, si nous montrons que
ABGDE = ABGED,
la propriété sera établie, car pour avoir les deux produits nous aurons alors à faire les mêmes opérations sur le mémo nombre, multiplier les deux membres de l'égalité successivement par F, G, H, ce qui conduira au même résultat.
Désignons par P le produit ABC effectué; nous avons vu antérieurement que
PDE = FED ;
et si nous remplaçons P par les trois facteurs A, B, C, ce qui est permis, d'après la définition d'un produit de plusieurs facteurs, nous obtenons l'égalité qu'il fallait établir.
4" Dans un produit de plusieurs facteurs, on peut écrire Us divers facteurs dans un ordre quelconque^ sans altérer U résultat.
En eflet, on peut amener au premier rang celui des facteurs que l'on a choisi, en l'échangeant successivement avec ceux qui sont avant lui ; cela fait, on amènera de môme au second rang tel facteur que l'on voudra ; puis, au troisième rang, n'importe quel autre facteur; etc.
On résume tout ce qui précède en disant simplement que dans un produit de facteurs on peut intervertir Tordre des facteurs.
Cette propriété de la multiplication s'exprime en disant que cette opération est commutative.
Remarque. — Lorsqu'on veut effectuer une multiplication, on peut prendre pour multiplicateur n'importe lequel des deux facteurs ; on choisit généralement celui qui a le moins de chiffres non nuls (autres que des zéros).
On peut aussi se servir de cette propriété pour faire la preuve d'une multiplication : il suffit d'échanger le multiplicande et le multiplicateur et de reconmiencer l'opération; si l'on retrouve le même résultat, il y a une forte présomption pour que l'opération soit juste.
39. Autres propriétés de la muittplicatioii. — La multiplication est une opération distribuiive par rapporta V addition^ c'est-à-dire que pour multiplier une somme par un nombre quelconque, on peut multiplier chacune des parties de la somme par ce nombre et ajouter les résultats.
Ainsi
(B, -h B2 4- . . . . + Bh)A = B|A 4- BjA + . . . . + B„A.
Cette propriété a déjà été établie au n° 35; mais on peut l'expliquer en deux mots en remarquant que si l'on répète A fois im ensemble de groupes d'objets, chaque groupe se trouve répété A fois.
D'ailleurs la première propriété de la multiplication nous permet d'écrire
(Bi-i- Bj + ....+ Bn)A = A(Bj-f-Bj -+- .... + B„), et BiA = ABi, BjA = AB^, B^A = AB„ ;
donc on a aussi
A(B 4. Ba + . . . . + Bn) = ABj -f- ABa -4- . . . . + AB„.
C'est du reste de cette propriété que nous avons déduit la manière d^effectuer Topératiou, dans le cas général.
Pour multiplier deux sommes Vune par Vautre^ on peut muU tiplier chaque partie de tune par chaque partie de Vautre et ajouter les résultats.
En effet, soit S=:A + B + C + D une somme de 4 parties par exemple, et soit S' = A' h- B' -h G une somme de 3 nombres. Nous pouvons écrire
SS' = (A-f-BH-C + D)S',
et, d'après la propriété précédente, le second membre est
égal à
AS'-*-BS'-hCS' + DS';
or AS' = A(A' + B' + G) = AA' + AB' -+- AC,
BS' = B(A' -H B' -+- G) = BA' -+- BB' -h BC,
CS' = G{A' H- B' 4- C) = CA' + OB' -h CC,
DS'= D(A' -4- B' 4- C) = DA' 4- OB' + DC
Le produit SS' s'obtient en faisant la somme de toutes ces égalités, et on a
(A-+-BH-C-4-D)(A+B+C)- i+GA'+CB'+CC'+DA'+DF+DC.
C'est justement ce qu'il fallait établir. La démonstration est la même dans tous les cas.
La multiplication est une opération associative^ c'est-à-dire que dans un produit de facteurs on peut remplacer plusieurs d'entre eux par leur produit effectué.
s En effet, soit ABCDEFGH un produit de 8 facteurs, par ■exemple; désignons le produit effectué de C, E, H, par jP; nous allons montrer qu'on peut remplacer les trois facjteurs C, E et H par P. Pour cela, il suffit de rappeler que l'on peut toujours amener ces trois facteurs aux premiers rangs, et ainsi
ABCDEFGH = CEH.ABDFG.
Or, pour obtenir le second produit, on commence d'abord
ARITHM. HUMB, *
par effectuer le produit CEH, c'est-à-dire que ron remplace CEH par P. Donc, etc.
Pour multiplier la différence de deux nombres par un troisième^ on peut multiplier les deux nombres par ce troisième et retrancher les résultats.
Soit, en effet, B = Bj — Bj ; cette égalité est équivalente à Bj = B + Bj, et Ton a, d'après ce qui précède, BiA = BA -{- BjA; on voit donc que BA = BiA — BjA,
c'est-à-dire
(Bj — B3)A = B,A — BjA,
ce qu'il fallait démontrer.
On ne change pas le sens d'une inégalité^ en multipliant les deux membres par un même nombre. (Il s'agit, bien ôatendu, ici, de nombres entiers ordinaires.)
Soit B, >B3; cela revient à écrire Bi = B, -+-B.
Multiplions les deux membres de cette égalité par A ; nous
aurons
ABj = ABj -+- AB;
donc ABj est plus grand que ABj et l'inégalité Bj >• B,
entraine
ABj > AB,.
La réciproque est facile à établir.
Enfin la multiplication jouit des deux propriétés marquées par les égalités AXi = A, AXO = 0.
Telles sont les propriétés fondamentales de la multiplication des nombres entiers.
40. Quelques propositions relatives aux produits de facteurs (*).
i^ Pour multiplier un nombre par un produit de plusieurs facteurs, il suffit de le multiplier successivement par chacun des facteurs du produit,
* On désigne sous le nom de proposition une vérité dont l'énoncé est à la fois concis et complet, et qu'il faut établir en s'appuyant sur d'autres vérités déjà démontrées. On emploie souvent le nom de théorème à la place de celui de proposition.
Cette proposition est identique au fond à celle que nous avons déjà démontrée pour établir que la multiplication est associative ; la démonstration que nous allons en donner est du reste calquée sur celle-là.
Soient P = ABC un produit de facteurs, et N un nombre quelconque; on a NP = PN. Or, la définition d'un produit de plusieurs facteurs nous montre que ABCN = PN , puisque , pour évaluer ce produit , on multiplie d'abord A par B, puis le résultat par C, puis enfin ce nouveau résultat par N. On a donc
NP = PN = ABCN et ABCN = NABC;
donc • NP = NABC.
La proposition est donc établie.
Exemple : 8X 125 = 8X5X5X5 = 1000.
2* Pour multiplier un produit de facteurs par un nombre quelconque^ il suffit de multiplier lun des facteurs par ce nombre.
Soit le produit ABC à multiplier par N ; si nous désignons par P le produit ABC, nous aurons
PN = ABCN = BNAC;
nous pouvons maintenant remplacer BN par le produit effectué, Q, et nous aurons
ABCN = QAC = AQC ;
or, Q est égal au produit de B par N, donc la proposition est établie ; car il est visible qu'on procéderait de môme, dans un cas quelconque, pour un facteur choisi arbitrairement.
Exemple : 8 X 25 X 12 à multiplier par 4 ; on a 8 X 25 X 12 X 4 = 8 X (25 X 4) X 12, ce qui est égal à 8 X 100 X 12 ou à 9600.
Exposants. — Lorque, dans un produit de facteurs
tous les facteurs sont égaux, il est clair qu'on peut représenter ce produit par un symbole indiquant, d'une part, le facteur employé, d'autre part, le nombre de fois qu'il est employé. Un pareil produit se nomme une puissance du facteur considéré ; ainsi 4.4 est le carré de 4 ou la deuxième puissance^ 4.4.4 est le cube ou la troisième puissance de 4 ; 4.4.4.4 est la quatrième puissance de 4, etc.
Vexposant est un nombre égal au nombre des facteurs d'une puissance; il s'écrit en haut du facteur qui figure dans la puissance, et à droite. Ainsi A® est le produit de trois facteurs égaux à A ; il se lit A au cube ou A trois ; A" e&t le produit de n facteurs égaux à A et se lit A puissance n OU A, n. •
Régies de calcul simples relatires aux exposants
i^ Le produit de deux puissances d'un même nombre est une autre puissance de ce nombre , ayant pour exposant la somme des exposants des deux facteurs.
Ainsi A"*. A*» = A"*"^**.
En effet. A*" est le produit de m facteurs égaux à A, A* est le produit de n facteurs égaux à A ; il y a donc, dans le produit total, m-i-n facteurs égaux à A. Donc, d'après la définition de l'exposant, ce produit se représente par A'"+\
On peut étendre cette règle au produit d'un nombre quelconque de puissances d'un môme nombre A, et montrer que le produit est une autre puissance de A ayant pour exposant la somme des exposants des facteurs.
En effet, soit à multiplier A"* par A", puis le résultat par ,\^ puis le nouveau résultat par A«, etc.; d'après la règle l>récédente, le produit de A"* par A" est A*""*^; en multipliant ce résultat par A?, on trouve de môme A"»*'»^' ; en multipliant ce nouveau produit par A^, on trouve de même ^s^m+n+p+q . q^q qu a douc bicu
A'^.A^'.A^.A^.... = AW^"+^"^«+
Exemples : 3*.3' = 3" ;
f* Pour élever une puissance d*un nombre à une nouœllê puissance, on multiplie Vancien exposant par le nouveau.
Ainsi (A"*)" = A"»".
Ponr démontrer cette proposition, nous remarquerons que (A**)" est le produit de n facteurs égaux à A*". Or, d'après la propriété précédente, on obtient le produit de toutes ces puissances de A en faisant la somme de tous les exposants de A, c'est-à-dire en répétant m, n fois ; ce qui démontre la proposition énoncée.
On a aussi (A**)"* =: A*" ;
d'où (A»»)*» = (A")»".
On voit donc que pour élever un nombre à deux puissances successives, on peut commencer par celle que Ton veut.
3* Pour élever un produit de facteurs à une puissance quelconquCy on élève chacun d'eux â cette puissance.
Ainsi (ABC)" = A"B«C".
Pour établir cette proposition, il suffit de remarquer que (ABC)*^ est le produit de n facteurs égaux à ABC, (ABCf = ABC.ABC....ABC (n fois) ; nous pouvons maintenant, dans le second membre, écrire tous les facteurs A à la suite Tun de l'autre, ce qui donnera A", puis tous les facteurs B à la suite l'un de l'autre, ce qui donnera B*, etc.
* 43 . Produit de deux nombres entiers positifs ou négatifs. — i*^ Nous allons définir d'abord le produit d'un nombre négatif par un nombre positif.
A cet effet, rappelons que, dans le cas où les nombres A et B sont positifs et où A est plus grand que B, l'égalité conditionnelle B + C = A, définit un nombre positif G qui est égal à la différence entre A et B : C = A — B.
Si, dans ce cas, nous multiplions A et B par un nombre positif D, régalité BD -h Cj = AD définit un nouveau nombre positif C|, car AD > BD ; nous allons montrer que ce nombre
Gj est égal au produit de G par D. En effet, si nous mettons dans un tableau les unités de A, puis dans un autre tableau les unités de B, et que nous barrions dans le tableau A autant d'unités qu'il y en a dans le tableau B, et aussi les unités du tableau B, le nombre G est égal au nombre des unités non barrées du tableau A ; répétons maintenant, tels qu'ils sont actuellement, les tableaux A et B chacun D fois ; les nouveaux tableaux contiendront autant d'unités barrées l'un que l'autre, puisque cela avait lieu primitivement ; donc les unités non barrées du nouveau tableau A donnent le nombre AD — BD ; mais, d'autre part, le nouveau tableau A contient D fois autant d'unités non barrées que l'ancien ; donc, ce nombre est égal au produit de G par D, et Gj = GD.
Nous voyons en passant que si A et B sont positifs et A > B, on a l'égalité suivante, déjà établie autrement :
(A-B)D = AD-BD, en supposant D positif.
Supposons maintenant A et B positifs, mais A < B ; l'égalité conditionnelle B + G = A définit alors un nombre G, négatif, et que nous avons représenté par — (B — A). Si nous multiplions A et B par un nombre positif D, la nouvelle égalité BD -H Gj = AD définira un nombre négatif, Gi, car BD > AD, et nous dirons que le nombre d est le produit de G par D. Gette définition est naturelle, d'après ce qui précède.
Mettons maintenant les unités de A dans un tableau positif, A, celles de B dans un tableau négatif, B, et barrons autant d'unités dans un tableau que dans l'autre, jusqu'à ce qu'il n'y ait plus d'unités non barrées dans A ; le nombre négatif formé avec les unités non barrées du tableau négatif B est le nombre G. Bépétons D fois ces deux tableaux ; ils contiendront ^encore autant d'unités barrées l'un que l'autre et il n'y aura aucune unité non barrée dans le tableau positif ; donc celles qui resteront dans le nouveau tableau négatif donneront le nombre négatif AD — BD ; mais il y en a D fois; autant que dans l'ancien tableau négatif B ; donc le nouveau nombre négatif Gj contient D fois autant d'unités que G, abstraction faite des deux signes — .
On déduit de là la règle suivante :
Pour former le produit d'un nombre négatif par un nombre positif, on fait le produit des valeurs absolues et on donne au résultat le signe —,
2° Afin de conserver à la multiplication la propriété qu'elle a d'être commutative, nous prendrons toujours GD = DG, même dans le cas où l'un des nombres est positif et l'autre négatif, et nous définirons ainsi le produit d'un nombre positif D par un nombre négatif G. Ce produit est donc donné par la même règle que la précédente.
MULTIPLICATIO» 55.
3^ 11 nous reste maintenant à dire ce qu'on entend par lepro* duit de deux nombres négatifs. .
Supposons, comme précédemment, A et B positifs et A < B ; Pégalité B-4- C = A définit un nombre négatif G ; multiplions B et A par un nombre négatif D ; nous dirons encore que Tégalité BD + Cl = AD définit un nombre Q qui est le produit de G par D. Or Gj = ÂD — BD, et cette soustraction de deux nombres négatif a été étudiée ; nous avons vu que Ct = |BD| — |AD| ; comme B > A, nous sommes ramenés à une soustraction ordinaire et nous voyons que le nombre C| est positif et égal au produit de B — A par la valeur absolue de D. Donc nous arrivons à la règle suivante :
Pour faire le produit de detm nombres négatifs, on fait le produit de leurs valeurs absolue et on donne au résultat le signe -+-.
Les tableaux suivants contiennent ce qu*on appelle communément les règles des signes :
* 44. Multiplication d*ttne somme algébrique par on nombre entier positif. — Soit la somme algébrique
S=: A + B + C^-...-4-K^-L, A, By G, . . . K, L étant des nombres entiers positifs ou négatifs. Pour avoir S, nous mettrons les unités des nombres positifs dans un premier tableau, de façon que les groupes correspondant à ces nombres y restent séparés ; de même, nous mettrons les unités des nombres négatifs dans un deuxième tableau, de façon que les groupes correspondant à ces divers nombres y restent séparés. Nous barrerons autant d'unités dans Tun des tableaux que dans Tautre, jusqu^à ce [que Tun d*eux ne contienne plus d'unités ; le nombre restant dans le tableau où il y a des unités non barrées, pris avec le signe du tableau lui-même, est le nombre S.
Maintenant, pour multiplier S par un nombre positif P, il suffît de répéter P fois les unités de S> et de donner au résultat le signe de S ; mais ceci se fait évidemment en répétant P fois chacun des deux tableaux, avec les unités barrées ou non barrées qu'ils renferment ; et, comme les nombres qui forment S y sont isolés, chacun des nombres de S est répété P fois, et le produit définitif est la somme algébrique de tous ces produits partiels. Nous arrivons donc à la règle suivante :
"Pour multiplier une somme algébrique par un nombre positifs on multiplie chacune des parties de cette somme par le nombre
employéyet on forme une nouvelle somme algébrique avec tous ces résultats,
' * 45. MuUiplioation d'une somme algébrique |par un nombre entier négatif. — Soit, comme précédemment,
S = A + B-4- C 4-. . .-h K-h L une somnie de nombres entiers positifs ou négatifs ; nous avons vu au n** 43 que le produit de S par un nombre négatif est de signe contraire à S ; soit donc P = — Q un nombre négatif quelconque, le produit SP sera égal à — SQ. Il résulte de là que pour avoir ce produit il faudra répéter Q fois chacun des tableaux qui ont servi à calculer S, en ayant soin d'échanger entre eux les signes afférents à ces tableaux ; il est clair, en effet, que le nombre des unités non barrées dans celui des tableaux qui en contient le plus, n'est pas altéré par ce changement, le signe seul du nombre ainsi représenté est changé ; et, comme en ne changeant pas les signes des tableaux, on eût obtenu ainsi le produit SQ, on obtient alors le produit — SQ. Mais, les nombres de S qui se trouvent isolés dans les deux tcibleaux primitifs, sont répétés chacun Q fois par ce procédé, et les signes qui leur sont adjoints sont changés ; donc dans les derniers tableaux figurent les produits de ces nombres par P ou — Q. De là, la règle qui suit, et dans laquelle on a compris la précédente :
Pour multiplier une somme algébrique par un nombre quelconque, positif ou négatifs on multiplie chacune des parties de la somme par ce nombre, et on forme avec les résultats une nouvelle somme algébrique. Ainsi
(A + B + C4-. . .-i- UP = AP-f- BP-hCP+. . .-hLP, que le nombre P soit positif ou négatif. On dit que le premier membre se déduit du second, en mettant P en facteur.
* 46. Multiplication de deux sommes algébriques. — Dorénavant, nous appellerons terme d'une somme algébrique Tune quelconque de ses parties.
Soient alors
S = AH-B4-GH-...-HL
S' = A'-hB'4-G'+.. +L', deux sommes algébriques à multiplier Tune par l'autre ; d'après les n«* 44 et 45, on a
SS' = (A + B + C-4- . . . -hL)S' = AS' -h BS' +. . .+ LS' ; on a, de même,
AS' = S'A = (A'4-B'+C'-4-. . .-f-L')Â=A'A+B'A-4-G'A+. . .-f-L'A, BS' = SB = (A'-|-B'+C'+. . .4-L')B = A'B+B'B-hC'B-i-. . . -f-L'B,
LS' = S'L = (A'+B'4-G'+. . .-f-L')L = A'L-i-B'L+G'L+....L'L.
Si on ajoute tous ces produits, on obtient, d*une part, le produit SS', d'autre part, une somme algébrique qui contient le produit de chacun des termes de S' par chacun des termes de S. On peut donc énoncer la règle suivante :
Pour multiplier entre elles deux sommes algébriques, on fait le produit de chacun des termes de l'une d'elles successivement par tous les termes de Vautre, de façon que chacun de ces produits partiels soit pris une fois et une seule, et on forme une nouvelle somme algébrique avec tous ces résultats.
Si Tune des sommes contient m termes et Tautre n, le produit contient wn termes.
Les résultats des deux numéros précédents peuvent s'exprimer en disant que la multiplication plus générale dont nous nous occupons ici est distributive par rapport à Taddition des nombres entiers, positifs ou négatifs.
Le théorème que nous venons d'établir peut ôtrej généralisé et étendu au produit d'un nombre quelconque de sommes algébriques. Gela sera fait plus tard ; et nous reporterons aussi, après la théorie des nombres fractionnaires, ce que nous aurions à dire dès maintenant des inégalités : nous éviterons ainsi de trop nous répéter sur le même sujeL
CHAPITRE V
47. Ppéliminalpes, définition. — On appelle multiples d'un nombre les produits de ce nombre par tous les nombres entiers.
Les multiples de 3 forment la suite infinie
tous les nombres ne figurent pas dans cette suite ; par con-; séquent un nombre quelconque n'est pas un multiple de 3.! D'une manière générale, les multiplps d'un nombre A sont des nombres déterminés,
et un nombre quelconque n'est pas multiple de A.
Si l'on suppose qu'un nombre B soit un multiple de A,' B devra être le produit de A par un nombre entier C. La division de B par A a pour but de chercher le nombre C, s'il existe.
La division a pour buty étant donnés deux nombres \ et B, de chercher par quel nombre C il faut multiplier A pour avoir B; ou bien :
La division a pour but. étant donnés deux nombres A et B, de chercher combien de fois A est contenu dans B.
Ces deux définitions sont évidemment équivalentes.
Nous voyons en outre que la division est l'opération inverse de la multiplication.
Il suflît de se reporter à ce qui précède, pour voir qu'en général, cette opération est impossible. Si elle est possible, on aura B = AC, C étant le nombre inconnu.
Le nombre B s'appelle dividende ; A est le diviseur et C le quotient.
La division de B par A se désigne en écrivant B audessus de A et en les séparant par un trait; on écrit
— = C, et on lit B sur A égale C ou B divisé par A
égale C.
Exemples: -- = 6, — =s 9, y o
Dans le premier cas, 54 est le dividende, 9 le diviseur,
6 le quotient ; dans le second, 27 est le dividende, 3 le
diviseur et 9 le quotient.
48. Manières évidentes d'effectuer l'opération. — Soit à diviser B par A ; si Ton connaît un assez grand nombre des multiples de A,
il n'y aura qu'à chercher parmi ceux-ci le nombre B ; si B est dans cette suite, l'opération est possible et le rang du nombre B est le quotient ; si B n'est pas dans cette suite, l'opération est impossible.
Exemples : Soit à diviser 216 par 36. Formons la suite des multiples de 36,
nous verrons immédiatement que 216 est dans cette suite ; nous en concluons que l'opération est possible, et que le quotient est 6, car 216 étant au sixième rang, on a 216 = 36 X 6.
Soit à diviser 221 par 36 ; la suite des multiples de 36 est
le nombre 221 n'est pas dans cette suite ; donc l'opération est impossible.
On peut procéder autrement et retrancher de 216 le nombre 36 autant de fois qu'on le pourra ; nous dirons alors :
36 de ^16, reste 180; 36 de 180, reste 144; 36 de 144, reste 108 ; 36 de 108, reste 72 ; 36 de 72, reste 36 ; 36 de 36, reste 0. Le nombre 36 est donc contenu exactement 6 fois dans 216 ; par conséquent Topération est possible et le quotient est 6.
Dans le cas général, on retranchera A de B autant de fois qu'on le pourra, successivement. Si on trouve 0 pour dernier reste, Topération est possible, et le quotient est égal au nombre des soustractions effectuées ; si le dernier reste, inférieur à A, n'est pas nul, l'opération est impossible, A n'est pas contenu un nombre exact de fois dans B.
C'est dans ce sens que Ton dit parfois que la division est une soustraction abrégée.
49. Division avec reste. — Lorsque B n'est pas un multiple de A, il est forcément compris entre deux multiples consécutifs de A ; ainsi 221 est compris entre deux multiples consécutifs de 36, 216 et 252, ou 36X6 et 36 X 7. On peut définir alors une opération très voisine de la précédente et que Ton appellera encore division. On dira que dans ce cas la division a pour but de chercher le plus grand multiple du diviseur qui est contenu dans le dividende, ou, plus exactement, le quotient de ce plus grand multiple par le diviseur ; ce qui reste du dividende, une fois ce multiple enlevé, s'appelle le reste de l'opération; le reste est toujours plus petit que le diviseur. Autrement :
La division de B par A a pour but de décomposer B en deux parties, Vune, le produit de A par un nombre entier Q, Vautre^ un nombre entier R, moindre que le diviseur.
Les nombres entiers, B, A, Q, R, s'appellent dividendcy diviseur, quotient et reste.
C'est donc dans l'égalité
B = AQ -h R, et dans l'obligation pour R d'être plus petit que A, que
consiste essentiellement la définition de la division de B par A.
Le nombre Q s'appelle aussi le quotient à une unité près de B par A ; il satisfait aux inégalités
AQ<B<A(Q4-i),
qui ont servi à définir l'opération et qui, du reste, se déduisent immédiatement de l'égalité précédente.
Si R = 0, on dit que la division se fait exactement, et on retombe sur l'opération définie antérieurement.
Exemple: On a
ou 36 X 6 < 221 < 36 X 7 ;
6 est donc le quotient à une unité près de 221 par 36. En
outre
5 est le reste de cette division.
Il résulte de la définition précédente que, si Ton considère toutes les divisions possibles par A, elles ne donneront comme restes que les nombres
Tous les nombres qui donnent pour reste 0 sont compris dans la forme kk , k étant un nombre entier quelconque; ceux qui donnent pour reste 1, sont compris dans la forme 1 4- M ; ceux qui donnent pour reste 2, sont compris dans la forme 2 + M ; etc.
Donc tous les nombres entiers sont sûrement compris dans les formes
kk, 14-A:A, 2 4-Â:A, , k — i^kk.
k prenant successivement toutes les valeurs entières,
De plus, tous ces nombres sont évidemment distincts •
êi OPÉRATIONS SUR LES NOMBRES ENTIERS
par conséquent les formes signalées donnent tous les nombres entiers, chacun une seule fois.
Les nombres 0, 1, 2, 3, , A — 1 s'appellent restes
relatifs au diviseur A ou au module A.
Pour qu'il y ait lieu de faire la division de B par A, il faut que B soit plus grand que A. Si B < A, le quotient est 0 et le reste est B, car on a
B = OA 4- B (B < A
Lorsque B est plus grand que A, il est facile de savoir combien il y a de chiffres au quotient : il suffit de comparer B aux nombres
A, iOA, iOOA, iOOOA, ....,
obtenus en multipliant A par i, 10, 100, 1000, , et si
B est compris, par exemple, entre 100 A et 1000 A, on en conclut que le quotient est au moins égal à 100 et inférieur à 1000 ; par conséquent, dans ce cas, le quotient aura trois chiffres.
Exemples : Le quotient de 75 par 214 est 0 et le reste 75. Le quotient de 438725 par 714 a trois chiffres, car le dividende est compris entre 100 fois le diviseur et 1000 fois ce nombre,
Cas, — Le diviseur et le quotient ont chacun un seul
chiffre.
Il suffit alors de connaître la table de multiplication pour avoir le quotient et le reste ; car on découvrira de suite quel est le plus grand multiple du diviseur contenu dans le dividende.
Exemples : Soit à diviser 56 par 8; on a 8 < 56 < 80 ; donc le quotient est inférieur à 10 et nous sommes dans le cîis signalé. Nous savons, d'ailleurs, que 7 fois 8 font 56 ; par conséquent le quotient est 7 et la division se fait exactement.
Soit à diviser 61 par 8 ; on a
le quotient est donc inférieur à 10 et nous sommes encore dans le cas signalé. Nous voyons de suite que 7 fois 8 ou 56 est le plus grand multiple de 8 contenu dans 61; le quotient est donc 7 et le reste 5.
51. 2"* Cas. — Le dim$eure9l quelconque y mais le quotient n'a qu*un chiffre,
"Sons Utoos le raisonnement sur un exemple numérique, sans rien supposer d*ailleurs de particulier aux deux nombres employés.
Soit à diviser 5489 par 756 ; nous remarquons que 5489 est compris entre 756 et dix fois 756 ou 7560 ; donc le quotient est compris entre un et 10 et n'a qu'un chiffre ; nous sommes dans le cas signalé. Pour trouver le quotient, il suffit d'essayer successivement les nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, jusqu'à ce qu'on en trouve un qui, multiplié par le diviseur, donne un nombre plus petit que 5489 et différent de celui-ci de moins de 756. Le quotient actuel est 7 et le reste est 197. Pour limiter le nombre des essais, on raisonne de la façon suivante : les 54 centaines du dividende contiennent d'abord le produit des 7 centaines du diviseur par le quotient, plus les centaines qui proviennent de la multiplication par le quotient de ce qui reste au diviseur c'est-à-dire 56, plus les centaines du reste ; en d'autres termes, et pour abréger, nous dirons que les 54 centaines du dividende contiennent le produit par le quotient des 7 centaines du diviseur, plus d'autres centaines. Si donc on divise 54 par 7, on aura le quotient ou un nombre trop fort ; on essaiera ce nombre, ou bien 9, si le nombre trouvé est plus grand que 9, car on sait que le quotient ne dépasse pas 9 : cet essai se fera en multipliant le diviseur par le chiffre trouvé ou par 9 et en retranchant le produit obtenu du dividende ; si
la soustraction est possible, c'est que le chiffre employé convient; sinon, on le diminue de 1 et on recommence l'essai; si cet essai réussit, le nouveau chiffre est le quotient, sinon on le diminue de nouveau de i, et on recommence l'essai ; et ainsi de suite. Généralement, un ou deux essais suffisent ; quelquefois il en faudra davantage. Dans l'exemple actuel, 54 divisé par 7, donne pour quotient 7, et 7 convient ; il n'y a donc aucun essai infructueux. L'opération se dispose ainsi :
Dividende 5489
756 diviseur 7 quotient.
Reste 197
On écrit d'abord le dividende ; à droite de ce nombre, on trace une barre verticale et on écrit à droite de cette barrev sur la même ligne que le dividende, le diviseur ; au-dessous du diviseur, on trace une barre horizontale et, audessous de cette barre, on écrit le quotient ; quant au produit du diviseur par le quotient ou par le chiffre essayé, on le met au-dessous du dividende et on le retranche de ce nombre.
Pour abréger, on fait généralement la multiplication et la soustraction de chaque essai en même temps ; l'opération pratique ne contient alors que quatre nombres, le dividende et au-dessous le reste, à droite, le diviseur et audessous le quotient. L'opération simplifiée est alors
Dividende 5489 Reste 197
756 diviseur 7 quotient.
Pour lire cette opération on dit : 54 contient 7, 7 fois ; 7 fois 6, 42, ôté de 49, reste 7 et je retiens 4 ; 7 fois 5, 35, et 4 de retenue, 39, ôté de 48, reste 9 et je retiens 4 ; 7 fois 7, 49, et 4 de retenue, 53, ôté de 54, reste 1.
Autre exemple : soit à diviser 5287 par 798 : 52 divisé
par 7 donne 7 pour quotient, mais si on essaie 7, on cons* tate que le produit du diviseur par ce nombre ne peut pas se retrancher du dividende ; on en conclut que 7 est trop fort et on essaie 6 ; la soustraction est alors possible, et on a l'opération :
dans laquelle le quotient est 6 et le reste 499.
Il peut arriver qu'en divisant le nombre qui marque dans le dividende les unités de même ordre que celles d'ordre le plus élevé dans le diviseur, on trouve un quotient supérieur à 10. Alors on commence les essais à 9, puisqu'on sait que le quotient est au plus égal à 9 ; si l'essai de 9 ne réussit pas, on le diminue de i, puis, s'il est besoin, d'une nouvelle unité, et ainsi de suite, jusqu'à ce que l'essai effectué réussisse.
Ainsi pour diviser 1385 par 187, on constate d'abord que le quotient est plus petit que 10 ; puis, comme 13 centaines, divisées par une centaine, donnent pour quotient 13, on essaie 9 ; l'essai ne réussissant pas, on essaie 8; ce nombre ne convient pas davantage ; alors on essaie 7 et on constate que ce nombre convient ; l'opération est :
le quotient est donc 7 et le reste 76.
j Règle. — Pour diviser un nombre B par un nombre A, inférieur à B, on cherche d'abord si le quotient est plus petit ou \plus grand que 10. Supposons-le plus petit que 10. Alors on écrit le dividende et le diviseur sur la même ligne horizontale, le diviseur à droite du dividende^ et on les sépare par une barre verticale; on trace en outre une barre horizontale au-dessous du diviseur. Cela fait, on sépare à gauche du dividende le njombre qui représente les unités de
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plus haut rang dans le diviseur, et on divise ce nombre par le dernier chiffre à gauche du diviseur. Si le quotient trouvé ne dépasse pas 40, on le garde pour en faire l'essai; sinon^ on essaiera 9. L'essai de ce chiffre se fait en multipliant le diviseur par ce chiffre lui-même^ et en retranchant le produit du dividende; si la soustraction est possible , le chiffre employé est le quotient, le reste trouvé est le reste de l'opération et celle-ci est terminée; si la soustraction est impossible, on diminue le chiffre essayé d'une unité, et on essaie le nouveau chiffre; si cet essai réussit, l'opération est terminée ; sinon on diminue encore le chiffre essayé d^une unité et on continue ainsi jusqu'à ce que la soustraction soit possible. Le dernier chiffre essayé est le quotient, et le reste de la soustraction est le reste de lapé' ration elle-même.
Avec un peu d'habitude, on trouve presque immédiatement le quotient exact dans chaque cas, et Ton évite la plupart des essais infructueux.
52. 3™« Cas. — Division d'un nombre quelconque par un nombre quelconque.
Nous allons faire le raisonnement relatif à ce cas sur un exemple numérique, tout en ne supposant, bien entendu, rien de particulier aux nombres employés.
Proposons-nous de diviser 2349608 par 4725. Nous remarquons que le dividende est compris entre 100 fois et 1000 fois le diviseur, et que, par conséquent, le quotient est compris entre 100 et 1000 ; le quotient contient donc 3 chiffres ; il se compose d'unités, de dizaines et de centaines ; mais, pour ce qui va suivre, il nous suffira de le diviser simplement en unités et en dizaines : c'est ainsi, par exemple, que nous dirons que, dans le nombre 4725, il y a 5 unités et 472 dizaines. Nous allons démontrer maintenant que le nombre des dizaines du quotient est juste égal au quotient à une unité près du nombre des dizaines du dividende par le diviseur.
Pour parvenir à ce résultat, désignons par q le quotient à une unité près du nombre 234960, qui représente le nombre des dizaines du dividende, par 4725 ; nous aurons, d'après la définition du quotient à une unité près,
si nous multiplions par 10 les trois nombres qui figurent dans ces inégalités, leurs sens ne seront pas altérés, et nous aurons
4725 X iOç < 2349600 < 4725 X i0(g 4- i).
Or le dividende est plus grand que 2349600 ; donc il est supérieur au produit 4725 X iOy ; par conséquent le quotient total est au moins égal à i{Sq où à 7 dizaines. D'autre part, 4725 X(<?-f-l) est au moins égal à 234961 ; par conséquent, 4725 X 10(74-1) n'est pas moindre que 2349610 ; et comme ce dernier nombre est supérieur au dividende, nous avons
il résulte de cette inégalité que le quotient total est inférieur à 10(9 4* 1) ou à 9 + 1 dizaines. En résumé, nous venons de voir que le quotient est au moins égal à q dizaines et qu'il est moindre que 9 H- 1 dizaines ; il contient donc exactement 9 dizaines et peut-être des unités. Nous aurons donc le nombre des dizaines du quotient en prenant le quotient à une unité près de 234960 par 4725.
Ce nouveau quotient est lui-même supérieur à 10 ; par un raisonnement en tout semblable au précédent, nous montrerions qu'on obtient les dizaines de ce nouveau quotient en cherchant le quotient à une unité près du nombre des dizaines du nouveau dividende par le diviseur ; et ainsi de suite. Dans le cas actuel, le quotient de 23496 par 4725 est plus petit que 10 ; il ne contient qu'un chiffre, et il n'y a pas à aller plus loin.
Le quotient de 23496 par 4725 est égal à 4 ; 4 est donc
le nombre des dizaines de dizaines, c'est-à-dire des centaines du quotient total ; le produit du diviseur 4725 par 4 centaines est 18900 centaines qui, retranché des centaines du dividende, 23496, donne pour reste 4596 centaines ;'il reste donc au dividende 459608 ; ce nombre renferme le produit du diviseur par ce qui reste à trouver au quotient, plus le reste. On voit donc que la partie restante du quoliont est le quotient à une unité près du nombre 459608 pai- le diviseur, 4725 ; le nombre des dizaines de cette dernière partie, c'est-à-dire le nombre des dizaines du quotient total, s'obtiendra en divisant 45960 par 4725; le quotient est 9 et le reste 3435 dizaines ; le second reste est donc 3435B et ce nombre renferme le produit du diviseur par les unités du quotient, plus le reste. Donc le quotient à unu unité près du second reste, 34358, par le diviseur est le chiffre des unités du quotient ; ce chiffre est 7 et le reste 1283. Le quotient total est donc 497 et le reste de ropération, 1283.
On dispose l'opération d'une manière analogue à celle qui a été employée dans le cas précédent : on écrit le diviseur à la droite du dividende, et on les sépare par une barre verticale ; au-dessous du diviseur on trace une barre horizontale^ et au-dessous de cette barre on place le quotient; quant aux divers produits du diviseur par les chiffres obtenus successivement au quotient, on les écrit au-dessous du lividende, en tenant compte de l'ordre des unités qu'ils représentent, et en écrivant, à chaque fois, les unités de même ordre les unes au-dessous des autres ; chacun d'eux doit être retranché du dividende partiel que Ton vient d'employer, et ce qui reste non employé de ce dividende doit être écrit à droite de la différence ainsi obtenue. Voici l'opération :
Dividende
diviseur quotient.
/•» reste
2» reste Reste
Pour éviter les erreurs, on sépare à chaque fois, par une virgule ou un point, à la gauche du dividende employé, le nombre que Ton divise à ce moment par le diviseur, pour obtenir un chiffre au quotient.
On peut simplifier l'opération en effectuant, à chaque fois, en môme temps que la multiplication du diviseur par le chiffre trouvé au quotient, la différence entre ce produit et le dividende employé : de cette façon on n'écrit à gauche de la barre verticale que le dividende et les divers restes obtenus.
Il est inutile, en outre, d'ajouter, à chaque fois, tous les chiffres non utilisés du dividende : on se borne à abaisser, à droite du reste que l'on vient d'obtenir, le premier des chiffres non utilisés du dividende ; on obtient ainsi le dividende partiel utile ; si ce dividende partiel se trouve être inférieur au diviseur, il donne pour quotient 0, le chiffre correspondant du quotient est 0, et ce dividende est luimême le reste suivant; il suffira donc d'abaisser un nouveau chiffre du dividende pour obtenir un nouveau dividende partiel, et, par suite, le chiffre suivant du quotient. Enfin les essais relatifs à chaque chiffre du quotient se font de tête, et l'opération ainsi simplifiée se dispose de la manière suivante :
Dividende 23496.08
Dividendes .partiels
,\ 343 Do
Reste 12 83
4725 diviseur
497 quotient.
Règle. — Pour diviser un nombre quelconque^ B, par un nombre quelconque aussiy A, on sépare à gauche du dividende autant de chiffres quHl en faut pour avoir un nombre supérieur au diviseur^ et le contenant moins de dix fois ; le quotient de ce nombre par le diviseur est le premier chiffre du quotient ; on retranche du dividende partiel ainsi adopté le produit du diviseur par le premier chiffre du quotient^ et^ à la droite de ce reste ^ on abaisse le premier chiffre non employé du dividende. On a ainsi un second dividende partiel qui^ divisé par le diviseur^ donne le second chiffre du quotient ; on retranche de ce second dividende le produit du diviseur par le second chiffre du quotient^ et on abaisse^ à droite du reste, le chiffre suivant du dividende; on a ainsi un troisième dividende partiel, qui donnera le troisième chiffre du quotient. Et ainsi de suite, jusqu^à ce que tous les chiffres du dividende ayant été abaissés successivement y on obtienne un reste inférieur au diviseur, Lopéi^ation est alors terminée, et le dernier reste obtenu est le reste de l'opération elle-même.
Remarque I. — Lorsque le nombre des chiffres du quotient est grand, on abrège l'opération en formant à l'avance le tableau des multiples du diviseur par 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 ; chacune des divisions partielles se fait alors immédiatement, à la simple inspection de ce tableau, et sans qu'il y ait d'essai infructueux ; il suffit de voir quel est le plus grand multiple du diviseur contenu dans le dividende partiel employé ; le quotient est alors le chiffre qui a donné ce multiple ; quant au reste partiel qui doit conduiriB au dividende suivant, on l'obtient en prenant l'excès du dividende employé sur le plus grand multiple du diviseur qu'il contient.
Exemple : Soit à diviser 509108743569 par 25743. Nous avons disposé l'opération conmie précédemment; seulement nous avons mis à droite le tableau des neuf premiers multiples du diviseur.
Remarque IL — Lorsque le diviseur û*a qu'un seul chiffre, on peut se dispenser de tout calcul intermédiaire, et écrire de suite le quotient, sans écrire les dividendes partiels, chacun d'eux étant plus petit que 100 et se retenant sans effort :
Exemple : Soit h diviser 53096 par 8 ; on dit le 8"' de 53 est 6, il reste 5 ; le 8"^« de 50 est 6, il reste 2 ; le 8"« de 29 est 3, il reste 5 ; le 8™* de 56 est 7. L'opération se fait donc exactement et le quotient est 6637.
53. Preuve de la division. — Pour vérifier une division, il suffit de constater que le dividende est égal au produit du diviseur par le quotient, plus le reste. A cet effet, on multiplie le diviseur par le quotient ou inversement, et, à ce résultat, on ajoute le reste. Ainsi, dans l'exemple précédent, on multiplie 19776589 par 25743, et on a :
509108730627; h ce résultat, on ajoute le reste, 12942, et on a Topération
suivante
Comme nous retrouvons exactement le dividende, nous en concluons, qu'il y a de fortes présomptions pour que l'opération soit exacte.
54, Propriétés simples relatives à la division.
I "" Pour trouver le reste de la division par A d'une somme de plusieurs nombres Bj, Bg ,..., B^, on fait la somme des restes fjue donnent ces divers nombres, et on prend le reste que donne ceitti somme, divisée par A.
l/après la définition de la division avec reste, tout iiDûibre B, divisé par A, donne une égalité de la forme
B = AQ + R, (R < A
n désignant le quotient et R le reste ; Q peut être nul.
Nous avons donc, dans le cas actuel, les égalités suivantes :
B, = AQ, + Ri (R, < A),
Bj = AQ, -h R2
Nous savons
Bn = AQ„ 4- Rn (Rn < A).
d'ailleurs que Ton peut ajouter plusieurs
égalités membre à membre, et écrire dans mie somme les diverses parties dans xm ordre quelconque ; nous pouvons donc écrire
B,4-B,4-....+B„=AQ,+AQ,-f-....H-AQn-HRi-hR,-h....-l-Rn.
Si nous divisons maintenant la somme Rj -h R, 4- h R»
par A, nous pourrons remplacer cette somme par AQn^t-i-R, R étant plus petit que A, et nous aurons
B,-hB,4-....-f-B„=AQ,-HAQ,H-....-f-AQ„4-AQ„+i-hR.
Mettons A en facteur dans tous les termes du second membre qui le contiennent, nous obtiendrons régalité définitive
B,4-B,+....H-Bn = A(Q,-+-Q,+....-hQ,Hi)-»-R; (R < A). Nous voyons donc que Qi + Q, -h .... -h Qn+i est le quotient et R le reste de la division de la somme Bj -h B, -H .... H- B» par A. Or R est aussi le reste de la division de Rj -f- R, 4- .... -H R» par A. La proposition que nous avions en vue est donc établie.
Conséquences. — Si plusieurs nombres B|, B, ,..., B^ sont exactement divisibles par un nombre A, leur somme est divisible exactement par A.
En effet, chacun des restes R|, R,, ...., Rn est nul, donc leur somme est nulle, et,, par suite, le reste de la division par A de cette somme est nul. Autrement :
Chacun des nombres B,, B„ , B» peut être
décomposé en groupes de A unités, puisqu'ils sont tous divisibles {*) par A, sans qu'il reste aucuhe unité non employée. Donc leur somme, que Ton obtient en réunissant tous les groupes en un seul, sera décomposée en groupes de A unités, sans qu'il reste aucune unité non employée, et par conséquent cette somme est divisible par A.
(*) On dit qu'un nombre est divisible par un autre, lorsqu'il le contient un nombre exact de fois.
SS Si Von ajoute à un nombre quelconque B un multiple de A,
le reste de la division par A n'est pas altéré.
Car soit . B = AQ H- R (R < A)
l'égalité qui provient de la division de B par A ; si Ton considère un multiple de A, Bj = AQi, et que Ton ajoute cette égalité à la précédente, membre à membre, on aura
Q H- Qi est donc le quotient par A de B -h Bi et R le
reste.
^* Si Ton retranche d* un nombre Bj un nombre Bg, pluspetit que lui, le reste de la division de B^ — Bg par A s'obtient en prenant la différence des restes relatifs à Bj et Bj, quand le reste de Bj est plus grand que celui de Bj/ on V obtient en ajoutant au reste de B^ le complément (*) à k du reste de Bj, quand celui-ci est plus grand que le reste rfe B^.
En effet, en divisant B^ et Bg par A, nous avons les égalités
B, = AQ, -1- R,, (Ri < A)
B2 = AQ2-HRr, (R2<A)
Le nombre AQj ne peut pas dépasser AQi, car le plus grand multiple de A contenu dans Bj est au plus égal au plus grand multiple de A contenu dans B^, puisque Bj^Bi. Si donc Rg est aussi plus petit que Ri, nous pouvons retrancher chaque partie de Bg de la partie correspondante dans Bi. En procédant ainsi, nous aurons retranché Bj de Bi, car nous pouvons décomposer le nombre Bi en deux groupes, Tun, contenant les unités de AQi, l'autre les unités de Ri, et faire de même pour Ba, le décomposer en deux groupes, contenant, l'un, les unités de AQa, l'autre, les unités de Rg ; il est clair alors qu'en enlevant les unités du groupe AQg de celles du groupe AQi,
(*> Lorsque R est plus petit que A, on appelle complément à A du nombre R, le nombre qui manque à R pour valoir A, c'est-à-dire A — R.
puis les onités de R, de celles de R|, on aura enlevé au
nombre B^ toutes les unités du nombre B,. Nous avons
donc
Or Ri et R, étant tous deux plus petits que A, leur différence est plus petite que A ; donc R| — R, est bien le reste de la division de Bi — B, par A^ et la première partie est établie.
Supposons maintenant R, > R^. Dans le cas actuel AQa < AQi, sans quoi B, serait plus grand que B^ ; donc Q2 < Qi — A et Q, H- i < Qi- On peut donc retrancher du groupe AQt le groupe A(Q, 4- i); mais en procédant ainsi, on a retranché de AQ^, A unités en trop, il faut donc les ajouter ensuite pour que rien ne soit changé; ajoutonsles au groupe R| ; nous pourrons alors soustraire R, de A -H Rj, ou R, de A, et nous aurons Tégalité suivante :
Bi — B, = A(Q, — Q, — i) 4- A — R, -h R,.
Gomme A — R, + R^ est inférieur à A, puisque R, est plus grand que Rj, on voit que ce nombre est le reste de la division de Bi — Bj par A. Or ce nombre est la somme de Ri et du complément à A de R,, A — R2 ; donc la seconde partie de la proposition est établie.
Conséquences. — Si deux nombres sont divisibles par un nombre A, leur différence est divisible par A.
Car si Bj et B2 sont tous deux divisibles par A, les restes sont nuls et, par suite, le reste de la difTérence est aussi nul, d'après ce qui précède. Autrement :
Si Bi et 63 sont tous deux exactement décomposables en groupes de A unités, et que Ton enlève de B, les unités de Bj, il restera un certain nombre de groupes de A unités, et, par conséquent, la différence B^ — B, est divisible par A.
Si on retranche d'un nombre B^ un multiple de A, le reste de la division par A n^est pas altéré.
Car si l'on a B^ = AQ^ -+- Ri (R^ < A) et B, = AQ„ le second reste est nul, et par conséquent le reste de la différence Bj — Bj est égal à R^ — 0 ou à R, ; donc le reste de B^ — Bj est le même que celui de B^.
La théorie que nous avons faite de l'opération, dans le troisième cas, s'appuie sur cette propriété.
La condition nécessaire et suffisante pour que la différence de deux nombres soit divisible par A, est que leurs restes relatifs à A soient égaux.
Soient Bi et Bg deux nombres tels que Bi>Bj, comme dans tout ce qui précède. Si on les divise par A, on a Bi = AQi-4-Ri et B, = AQj-4-Rj, avec Ri<A, R,<A.
Si les restes sont différents, le reste de B^ — Bj est Rj — Ra ou A — Rg + Rj, suivant que Ri > Rg ou Ri < Rs. Ce reste n'est donc pas nul.
Si les restes sont égaux, on a
Bt-B. = A(Qi-Q,),
et la division se fait exactement.
Exemples: Les nombres 428, 381, 357, 217, divisés par 35, donnent pour restes 8, 31, 7, 7. Donc la somme
donne pour reste le même reste que la somme
ce reste est 18.
Ladififérence 428 — 357 = 71 donne pour reste 8—7 = 1. La différence 428 — 381 = 47 donne pour reste
La différence 357 — 217 = 140 est divisible par 35.
Suite des propriétés simples relatives à la division
Nous avons vu, dans la théorie de la multiplication, qu'une égalité donne une nouvelle égalité quand on multiplie les deux membres par un même nombre.
De môme il est évident que si deux nombres sont égaux et divisibles par un autre nombre, ils donnent le même quotient. Par conséquent, lorsqu'on pourra diviser les deux membres d'une égalité par un même nombre, on sera conduit à une nouvelle égalité.
lo Si les diverses parties d'une somme sont divisibles par un même nombre, la somme est divisible par ce nombre, et on obtiendra le quotient en ajoutant les quotients donnés par les diverses parties de la somme.
La première partie de cette proposition a déjà été établie. Pour démontrer la seconde, on peut raisonner de la façon
suivante : soit B = B^ -h B, 4- -|-B„ une somme de n
nombres; si nous supposons chacun d'eux divisible par un nombre A, cela veut dire que Ton a
B, = AQj, B, = AQ„ , Bn = AQ„.
On a donc B, -hB,4- 4-B„ = AQ, -hAQ^-h -I-AQ„.
Or nous avons vu que, dans le second membre, on peut mettre A en facteur; d'ailleurs le premier membre est égal à B. On a donc
B = A(Qi-hQ,-h -l-Q„);
le nombre B est donc exactement divisible par A et le quotient est Qi-f-Qj-H -4-Qn.
2^ Pour diviser un nombre par un produit de plusieurs facteurs, lorsque la division se fait exactement, il suffit de diviser ce nombre par Vun des facteurs, puis le quotient par un autre facteur, puis le nouveau quotient par un nouveau facteur, et ainsi de suite.
Soit A = A,Aj A„ un produit de n facteurs; soit
en outre B un nombre divisible par A; cela veut dire que B = AQ, Q étant un certain nombre entier. Mais cette égalité peut s'écrire
si donc nous désignons par Qj le produit A^Ag AnQ,
nous voyons que B est égal à AjQ,; par suite Qj est le quotient de B par A,; d'autre part, si nous désignons
par Qj le produit AgA^ A„Q, nous avons Q^ = AgQj;
Qa est donc le quotient de Q^ par Ag ; nous agirons ainsi jusqu'à ce que nous soyons parvenu à Q, ce qui aura lieu quand nous aurons divisé successivement par tous les facteurs.
Exemple : 3990 est divisible par 105 et le quotient est 38. Or 105 est le produit 3X5X7. Nous arriverons donc au quotient en divisant successivement par 3, 5, 7. Le nombre 3990 divisé par 3 donne pour quotient 1330; celuici divisé par 5 donne 266; enfin 266 divisé par 7 donne 38.
3** Lorsqu*un produit de plusieurs facteurs est divisible par un nombre A, et que Vun des facteurs est aussi divisible par A, la division peut se faire en divisant simplement le facteur en question par A.
Soit le nombre B = BjBg B„, supposé divisible par
A, et supposons en outre que le facteur Bj soit aussi divisible par A; cela veut dire que B^ = AQi, Qj désignant un certain nombre entier. En remplaçant B^ par AQ,, nous pourrons écrire B de la façon suivante :
B = AQ^B^B, B
sous cette forme nous voyons immédiatement que le quotient de B par A est Q1B2B3 B„, c'est-à-dire le produit donné, dans lequel le premier facteur B^ a été divisé par A.
Remarque. — Dans les deux raisonnements qui viennent d'être faits, nous avons fait porter la démonstration sur des facteurs déterminés, quant à leur rang; mais cela n'enlève aucune généralité à nos raisonnements, car les facteurs d'un produit peuvent être écrits dans un ordre quelconque.
Exemple : 840 = 24X5X7 est divisible par 4; le quotient est 210^ et on l'obtient en divisant le crémier fao-
leur par 4,
Lorsqu'on voudra diviser un produit par un de ses facteurs, on divisera donc le facteur correspondant par luimême, c'est-à-dire qu'on le remplacera par i. Or dans un produit il est inutile d'écrire le facteur i. Dans ce sens, nous dirons donc que l'on divise un produit de facteurs par l'un d'eux en supprimant ce facteur.
4* On obtient le quotient de detix puissances d^une même lettre A, en affectant cette lettre d'un exposant égal à la différence entre les exposants du dividende et du diviseur, lorsque le premier est supérieur au second.
En effet, si l'on a m plus grand que n, le produit A*""" a été défini (n** 41), et nous avons démontré (n* 42) que ^m-n^n -_ ^m-n+n q^ ^m Donc A*"^ est le quotient de A"' par A". On a donc :
Autrement. — Le dividende contient m facteurs A, le diviseur en contient n; on obtiendi*a donc le quotient en supprimant n facteurs A au dividende.
km
Si m égale n, on a — = i. L'expression A"*-", qui est
ici A®, n'a plus aucun sens, mais nous pouvons lui en donner un, en la prenant égale à 1, A° = 1.
Nous pouvons généraliser maintenant la proposition 2**, en l'étendant au cas où le nombre B n'est pas divisible exactement par le nombre A.
5® Pour trouver le quotient à une unité prés d'un nombre B
par un produit de facteurs A = AjAj A^, on prend le
quotient à une unité près de B par A^, puis le quotient à une unité prés de celui-ci par Aj, puis le quotient à une unité prêt de celui-ci par Aj, et ainsi de suite.
En effet, si nous divisons B par A^, nous obtenons
flO OPÉRATIONS SUR LES NOMBRES ENTIERS
en divisant Qj par Aj, nous obtenons
Qi = A^Q,
(R2<A8); etc.
Nous avons donc la suite d'égalités
Qi =A3Qa + R„
Qn-i = AnQn + Rn.
Nous pouvons faire disparaître tous les quotients intermédiaires, en multipliant la première égalité par 1, la
seconde par A,, la troisième par A^Ag, , la dernière
par AjAg k„_u et en les ajoutant les unes aux autres.
Les produits A^Q^, A^AgOa, ^A^Ag A„_iQn_i se trouvent alors chacun dans les deux membres et peuvent être supprimés. Il reste
B^AiA2...AnQn-hRi-hAiRa+AiAaR8H hA^Aa-^An^iR^.
Cette égalité indiquera la division de B par le produit A, si le nombre
R = Rj + A,R,-4-A,A2R3-j- -4-AjA, An«iRn
est plus petit que A. Or chacun des nombres R^, Rs,...,Rn
est respectivement plus petit que Aj, A3, ,A„, et par
suite au plus égal à Ai — i, Ag — 1, , An — i. Nous
voyons donc que R est au plus t^.A au nombre suivant:
A^ — 1 + A,(A, — l) + AjA,(A3 — i)-h
~f" Aj Aj An_i (An — 1).
Dans cette expression, tous les nombres A,, A,Aj, ,
AjAj A„_i, se détruisent, car ils y figurent tous avec le
signe H- et avec le signe — , ce qui indique que chacun d'eux doit être à la fois soustrait et ajouté. Il ne reste que AjA2 A„ — i ou bien A — i. Le nombre R est donc
au plus égal à A — i et désigne bien le reste de la division de B par A.
Exemple : Trouver le quotient à une unité près de 32549 par 105. Nous remarquons que 105 est le produit 3.5.7; le quotient de 32549 par 3 est 10849; celui de 10849 par 5 est 2169; enfin le quotient de ce nombre par 7 est 309, et, par conséquent, 309 est le quotient demandé.
Les divisions successives que nous venons d'indiquer donnent les égalités suivantes :
32549 = 10849X3 + 2, 10849 = 2169X64-4, 2169 = 309X7-h6; pour faire disparaître les quotients intermédiaires, nous multiplions la seconde égalité par 3, la troisième par 3X5, et nous les ajoutons; les produits 10849X3, et 2169X5X3 se trouvent dans les deux membres et peuvent être supprimés, sans que les deux membres cessent d'être égaux. Le résultat ainsi simplifié est alors
32549 = 309 X 7 X 3 X 5 -+-2-h4 X3-H6X3X5. Le reste est donc 2-+-4X34-6X3X5 ou 104, ainsi qu'il est facile de le vérifier directement.
6* On fi altère pas le quotient de deux nombres en les mullipliant par un même nombre^ mais le reste est multiplié par ce nombre.
Soit à diviser B par A; si nous désignons par Q le quotient et par R le reste, nous aurons
B=:AQ-hR (R<A).
Multiplions les deux membres de cette égalité par un nombre C; l'égalité ne cessera pas d'exister; nous savons d'ailleurs que pour multiplier une somme par un nombre il suffit de multiplier chacune des parties par ce nombre ; par conséquent, en appliquant cette dernière propriété au second membre de l'égalité précédente, nous pourrons écrire BC = ACQ4-RC.
ARITHM. HUMB. fi
Or, comme R est plus petit que A, il en résulte nécessairement que RG est plus petit que AC; donc l'égalité ci-dessus indique la division de BG par AG et nous montre que le quotient est Q et le reste RC. C'est ce qu'il fallait établir.
Exemple : 36 divisé par 7 donne pour quotient 5 et pour reste i. Si nous multiplions ces deux nombres par 4, nous pouvons affirmer que 144 divisé par 28 donne pour quotient 5 et pour reste 4 ; c'est ce qu'il est facile de vérifier directement.
7* Si deux nombres entiers sont tous deux divisibles par un même nombre, le reste de leur division est divisible par ce nombre; et si on les divise tous deux par le nombre en question, iê nouveau quotient est le même que Vancien ; quant au nouveau reste, il est égal à Vancien divisé par le nombre dont on B^est servi.
Soient deux nombres A et B que nous supposons divisibles tous les deux par un nombre G. Divisons B par A ; nous aurons l'égalité
B = AQ-^-R (R<A
Puisque A est divisible par G, il en est de même de AQ; car dire que A est divisible par G, c'est dire qu'un groupe rie A objets est exactement décomposable en groupes de G objets ; par conséquent, en répétant Q fois le groupe A, on répétera Q fois chacun des groupes G, et le nouveau groupe sera décomposé en groupes de G objets ; c'est dire que le nombre AQ est divisible par G.
Nous voyons donc que les deux parties de la différence R = B — AQ sont divisibles par G ; nous pouvons donc en conclure, d'après une propriété établie au n** précédent, que cette différence est divisible par G.
Nous avons vu du reste que pour diviser les deux parties d'une somme par G, il suffit de diviser chacune d'elles par G, lorsque cela se peut ; cela résulte de l'égalité
que nous avons établie antérieurement.
On pourrait d'ailleurs démontrer directement cette égalité, en partageant chacun des nombres en groupes de C imités. Rappelons-nous maintenant que pour diviser un produit de facteurs par un nombre G, il suffit de diviser Tun d'eux par C, quand cela se peut, et nous pourrons écrire
B' = A'Q-hR',
B', A' et R' désignant les quotients de B, A et R par G. D'autre part, comme R est plus petit que A, le quotient R' est plus petit que le quotient A', et l'égalité précédente exprime la division de B' par A'. Le quotient est donc Q et le reste R', ce qu'il fallait établir.
Exemple : 108 divisé par 28 donne pour quotient 3 et pour reste 24. Si nous divisons 108 et 28 par 4, qui les divise tous deux exactement, nous pourrons affirmer que 27 divisé par 7 donne pour quotient 3 et pour reste 6, ce qu'il est facile de vérifier directement.
'* 56. Division de deux nombres entiers positifs ou négatifs. — Nous nous placerons exclusivement dans le cas où, abstraction faite des signes du dividende et du diviseur, la division se fait exactement.
Nous désignerons par B le dividende^ par A le diviseur et par G le quotient de leurs valeurs absolues : G est un nombre entier ordinaire, un nombre entier positif.
Nous appellerons toujours quotient d'un nombre B par un nombre A, le nombre, positif ou négatif, qui, multiplié par A, reproduit B. Nous chercherons évidemment ce nombre parmi les seuls nombres que nous connaissions jusqu'ici, les nombres en* tiers positifs et négatifs.
1<> Lorsque B et A sont positifs, nous sommes dans le cas .étudié jusqu'ici ; le quotient est le nombre positif G.
2» Lorsque B est négatif et A positif, le quotient ne peut être positif, car le produit d'un nombre positif par un nombre positif est un nombre positif et ne peut être égal à B. Le quotient actuel est — C, car le produit de A par — G s'obtient en faisant le produit des valeurs absolues A et G, ce qui donne |B|, et en
donnant au résultat le signe — ; on trouve bien ainsi lo nombre négatif B.
3<* Lorsque B est positif et A négatif, le quotient est — G^ car le produit de deux nombres négatifs est positif et égal au produit de leurs valeurs absolues.
4° Enfin, lorsque B et A sont tous deux négatifs, le quotient est C, car le produit d'un nombre négatif par un nombre positif est un nombre négatif, dont la valeur absolue est égal au produit des deux valeurs absolues.
En résumé, le quotient de deux nombres, positifs ou négatifs^ dont les valeurs absolues se divisent exactement, est positif ou négatif, suivant que les deux nombres ont ou n'ont pas le mêm^ signe ; il a pour valeur absolue le quotient des valeurs absolues^ De là les deux tableaux suivants :
ou = -H
* 57. Quelques propriétés relatives aux sommes algébriques. — Remarque sur les égalités. — Nous avons vu que Ton a, dans tous les cas.
A(Bi+B2 4--
••• -h Bn) = (Bi + Ba H |-Bn)A
= ABi-|-AB2 + .
.' 4- ABn= BjA H- BaA -<-•.+ B„A.
Mais Pégalité
A(Bi + B2 + -
.. H-Bn) = ABi + ABa H h AB„
peut s'énoncer de la manière suivante :
Lorsque les diverses parties d'une somme algébrique sont divisibles par un même nombre, positif ou négatif y on obtient le quotient de cette somme par ce nombre, en divisant chacune des parties de la somme par le nombre en question.
S'il s'agit de diviser deux sommes algébriques l'une par l'autre, lors même que l'opération sur les valeurs de ces sommes se fait exactement, on ne peut qu'indiquer l'opération par le signe habituel de la division. Ainsi — ,.,.„. 7^ indique le quotient
Il -h r -Hlj
delasomme A + B + C + D par E + F + G. Pour se rendre compte de l'utilité des propriétés relatives eut
égalités que nous avons établies dans tout ce qui précède, il suffît de se rappeler que Pégalité A = B exprime que les deux nombres A et B sont identiques, lorsque les opérations qui les donnent sont toutes effectuées. Mais il n*y aurait aucun intérêt à écrire que 7 = 7 ou — 7 = — 7, une pareille égalité n'apprenant rien à celui qui Técrit. Tandis que
7 = 12 — 5 et — 7 = (— 3)X5-h8
indiquent des modes de décomposition des nombres 7 et — 7. Les égalités en arithmétique ont toutes pour but d'indiquer des modes de décomposition des nombres entiers, ou bien d'indiquer quelles sont les combinaisons de nombres qui conduisent au même résultat.
Il est bien évident, d'après ce que nous avons dit, que si l'on ajoute le même nombre, positif ou négatif, à deux nombres égaux, on obtient le même résultat ; que si, de même, on multiplie deux nombres égaux par un même nombre, on a les mêmes produits ; etc. Ce ne sont pas ces propriétés simples relatives aux égalités qui exigent aucune démonstration.
11 suffit pour les concevoir et pour les établir d'avoir étudié à Ta- Tance chacune des opérations de l'arithmétique dont il estfait mention. Ce sont les manières d'effectuer ces opérations sur les transformations diverses d'un nombre donné qui donnent lieu à de véritables propositions.
C'est le point de vue auquel nous nous sommes toujours placé, et que nous garderons dans la suite.
* 58. Systèmes de numération. — Dans le système de représentation des nombres entiers que nous avons étudié au chapitre i, les unités de chaque ordre se groupent dix par dix pour donner des unités de l'ordre immédiatement supérieur ; chaque nombre entier s'évalue en formant tous ces groupes, et en les réunissant entre eux pour former des groupes d'ordres supérieurs, jusqu'à ce que dans chaque ordre il n'y ait plus qu'un nombre de groupes inférieur à 10.
On donne ensuite un nom à chacun des dix premiers nombres, y compris le nopfibre zéro ; on. donne aussi des noms aux unités des divers ordres.
Puis on combine ces noms, d'après une règle déterminée, pour avoir le nom d'un nombre entier quelconque. Quelques noms spéciaux se sont introduits dans le langage, quelques contractions se sont effectuées, et l'on s'est trouvé en possession de noms pour tous les nombres usuels.
La représentation écrite est encore plus simple, puisque les dix symboles, 0, 1,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 ont suffi pour écrire tous les nombres.
Le nombre 10, qui est la base de tous les groupements effectués, se nomme la base du système de numération ordinaire, et ce système lui-même se nomme le système décimal.
Au lieu de prendre le nombre 10 pour base de toutes ces combinaisons et de tous ces groupements, on eût pu prendre tout autre nombre entier, par exemple 12. On eût alors réuni toutes les unités d'un nombre donné en groupes de 12, jusqu'à ce qu'il fût resté un nombre d'unités inférieur à 12, puis les nouveaux groupes en groupes de 12, jusqu'à ce que leur nombre fût tombé au-dessous de 12, et ainsi de suite. De cette façon, on eût obtenu les unités du premier ordre, du second ordre, du troisième ordre, etc. 11 eût alors fallu donner des noms aux 12 premiers nombres, y compris zéro, ce qui est fait pratiquement ; puis, des noms aux unités des divers ordres, et un procédé absolument semblable à celui que nous avons employé dans la numération, nous eût alors permis de nommer les nombres entiers. L'usage serait ensuite venu apporter quelques noms particuliers et simplifier les plus usuels.
Exemple : 42, qui contient 3 groupes de 12 unités et 6 unités, eut pu se nommer trois-douze-six.
Nous donnerons à ce système particulier le nom de système duodécimal,
La représentation écrite est encore plus simple que la représentation parlée. Représentons en effet chacun des 12 premiers ri ombres, y compris 0, par un symbole particulier,
tous les nombres pourront alors être écrits, en convenant, comme fH éoédemment, que tout chiffre placé à gauche d'un autre représente des unités de l'ordre immédiatement supérieur.
Exemples : 42 s'écrit 36 dans le nouveau système, et 140 s'écrit p8, car 140 contient 11 fois 12, c'est-à-dire ? unités du second ordre, plus 8 unités du premier ordre.
Nous laisserons de côté la représentation parlée des nombres dans le nouveau système; cette représentation n'a pas été faite et est sans intérêt pour nous.
Nous ne nous occuperons que de la représentation écrite, relativement à laquelle nous résoudrons deux problèmes qui sont fondamentaux.
i*' Problème. — Un nombre étant écrit dans le système duodécimal^ écrire ce nombre dans le système décimal.
U nous suffira de savoir évaluer les unités de chaque ordre dans le système décimal, et de regarder un nombre comme étant la somme des nombres représentés par les unités des divers ordres qu'il renferme.
Une unité du second ordre vaut 12 unités ordinaires,
une unité du troisième ordre vaut 12X^2=^^
une unité du quatrième ordre vaut 12 X <^ = ^"^^^
une unité du cinquième ordre vaut 12 X 1728 = 20736
une unité du sixième ordre vaut 12 X 20736 = 248S32
une unité du septième ordre vaut 12 X 248832 = 2985984. . . .
Prenons alors comme exemple le nombre a579p, écrit dans le système duodécimal. Ce nombre vaut a unités du cinquième ordre, plus 5 unités du quatrième, plus 7 unités du troisième, plus 9 unités du second, plus p unités ordinaires, il est donc égal à la somme
si on se rappelle que a = 10 et P = 11, on a de suite
207360+8640 + 1008+ 108 + 11 ou 217127.
2* Problème. — Étant donné un nombre écrit dans le système décimal^ écrire ce nombre dans le système duodécimal.
Soit le nombre 326748, écrit dans le système décimal. Pour avoir, dans le nouveau système, le chiffre des unités, il faut décomposer le nombre donné en groupes de douze unités, et en une partie contenant moins de douze unités; Tensemble des premiers groupes est un nombre divisible par 12, un multiple de 12 ; donc la deuxième partie, c'est-à-dire le chiffre des unilés, est le reste obtenu en divisant le nombre donné par 12. On a ^insi
le chiffre des unités est 0. Le quotient 27229 désigne combien il y a d'unités du second ordre dans le nombre proposé ; si on le décompose en deux parties. Tune, ne contenant que des groupes de douze unités, Taulre, inférieure à 12, cette dernière sera le chiffre des unités du second ordre, et le quotient de la première par 12 sera le nombre des unités du troisième ordre du nombre donné. Ces deux nombres s'obtiendront en divisant 27229 par 12, ce qui donne
le chiffre des unités du second ordre est donc 1 , et le nombre des unités du troisième ordre est 2269. En traitant ce nombre comme les précédents, on a le chiffre des unités du troisième ordre et le nombre des unités du quatrième ordre, et ainsi de suite. Lorsqu'on arrive à un quotient plus petit que \ 2, il nV a pas lieu de le décomposer, et il exprime le chiffre des unilés de Tordre le plus élevé. Toutes ces divisions se réunissent en une seule opération, de la façon suivante :
Le nombre donné s'écrit donc 139140 dans le système duodécimal.
Pour traiter ce second problème, on aurait pu chercher quelle est Tunité d'ordre le plus élevé contenue dans le nombre donné, et combien de fois elle s'y trouve contenue; le chiffre ainsi obtenu au quotient est le chiffre des unités d'ordre le plus élevé dans le nombre choisi. On trouvera de même le chiffre des unités d'ordre le plus élevé qu'il y a dans le reste, et ainsi de suite. On a ainsi les divers chiffres du nombre, dans le système duodécimal, à condition de remplacer par des 0 les chiffres des unités d'ordres qui manquent.
Dans cette nouvelle méthode, les chiffres sont obtenus en parcourant le nombre de gauche à droite, tandis que dans la méthode précédente, le nombre était parcouru de droite à gauche.
11 est bien entendu que Ton entend par chiffre dans cette seconde question, l'un quelconque des symboles 0, 1,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, a, p.
Le système duadique (*) est le système de base 2. Les seuls chihres utilisés dans ce système sont 0 et 1 .
Le nombre 100 s'écrit 1100100 dans le système duadique.
On voit par cet exemple l'inconvénient de prendre une base trop peu élevée : il faut un grand nombre de chiffres pour repré* senter les nombres les plus usuels.
(*) On appello aussi ce système lo système binaire, InTersemeot, le système décimal s^appelle aussi parfois système décadique.
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10 Faire la somme des nombres 127643, 281997, 208, 756, 122:.
2« Un propriétaire paye 512' dMmpôts par an, 468' pour réparation et amortissement de matériel, 1259' pour gages à ses senriteurs, 896' pour assurances diverses et 2857' pour dépenses de toute nature. Combien dépense-t-il par an ?
3<^ Un hameau se compose de cinq maisons. Le propriétaire de la première récolte 983 décalitres de blé par an, en moyenne, 105 de seigle, 748 d'avoine et 124 d*orge ; le propriétaire de la seconde récoite 345 décalitres de blé, 196 d'avoine, 76 de seigle et 97 d'orge ; celui de la troisième 1146 décalitres de blé, 267 de seigle, 892 d'avoine et 113 d'orge ; celui de la quatrième 205 décalitres de blé, 91 de seigle, 126 d'avoine et 55 d'orge ; celui de la cinquième 687 décalitres de blé, 137 de seigle, 549 d'avoine et 103 d*orge. Combien y a-t-il eu de décalitres de blé, de seigle, d'avoine ou d orge récoltés dans ce hameau ?
4» Retrancher de 1827436 la somme des nombres 543895, 201810, 763,842,1177.
5<* Quels sont les compléments à 150000 de 87329, 6236, 111845?
6*' Un négociant doit à diverses personnes 46857', 23741', 12796', 4327' ; d'autre part, on lui doit 1 12725' et 97836'. Combien lui restera-t-il une fois son avoir rentré et ses dettes payées ?
V Une commune dépense en une année 978' pour dépenses courantes, 2197' pour réfection d'une partie du cadastre, 3175' pour réparation de Téglise et du presbytère, 9478' pour construction d'une maison d'école. Ses recettes habituelles sont de 1399'. Combien doit-elle demander à l'emprunt pour faire face à ses engagements?
8° Sachant que le budget des dépenses d'un grand pays se répartit entre les divers ministères, et que le ministère de la guerre dépense 975842327', celui de la marine 324239115', celui des finances, service de la dette compris, 1748111006', celui de l'instruction publique 312136885' et les autres ministères ensemble 248735007' ; sachant d'autre part que les recettes de l'État s'élè-
Tft^nt à 3221625847', trouver la somme qu'il doit demander à Temprunl pour couvrir ses dépenses.
9** Un mètre d'étoffe coûte 16', combien coûtent 7148 mètres?
10* Un commissionnaire fait 32 kilomètres par jour, les jours ordinaires, et 17 kilomètres le dimanche. Combien fait-il de kilomètres en trois semaines ?
il* Un employé gagne 237' par mois ; d'autre part, il gagne 3' chaque jeudi et chaque samedi pour des travaux supplémentaires. Combien gagne-t-il en une année, en supposant qu'il y ait juste 12 mois et 52 semaines dans l'année ?
12* Le jour se partage en 24 heures, l'heure en 60 minutes, la minute en 60 secondes. Combien y a-t-il de secondes en 7 heures 35 minutes 26 secondes ? Combien y a-t-il de secondes en 2 jours ? De minutes en une semaine ? Combien y a-t-il de minutes en m oing dans le mois de février qu'en janvier, une année non bissextile?
ij*» La circonférence se partage en 360* et le degré en 60 minutes. Combien y a-t-il de minutes dans la circonférence entière? Sachant que le degré terrestre vaut 25 lieues, combien y a-t-il de lîeues dans la circonférence de la terre ?
14* Le son parcourt 340 mètres par seconde. En supposant la vitesse de la lumière infinie, à quelle distance se trouve un nuage orageux sachant que 8 secondes se sont écoulées entre un éclair et le bruit du tonnerre ?
ili* Un spéculateur achète 1286 hectares de bois, pour 1452876'; il en vend 337 hectares à 1465' l'hectare, 248 à 1389', et 157 à 1500'; les autres hectares à 1236'. Combien a-t-il gagné?
\ 6* Le côté d'un carré a 37 mètres ; trouver la longueur du con« ttmr, la superficie et le prix de ce terrain, sachant qu'il vaut 17' le mètre carré.
17* Un terrain a la forme d'un rectangle, sa longueur est de 307 mètres, sa largeur 42 mètres. Sachant qu'il a coûté 8756', combien gagne-t-on en le vendant 5' le mètre carré ?
18* Trouver les carrés, les cubes des 9 premiers nombres, puis leurs quatrièmes puissances et leurs sixièmes puissances.
19* La lumière parcourt environ 74500 lieues par seconde; trouver la distance du soleil à la terre, en lieues et en kilomètres, sachant que la lumière met 8 minutes 18 secondes pour venir du soleil à la terre. Trouver la distance d'une étoile à la terre.
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sachant que la lumière met une année à parcourir celte distance.
2(y* Un marchand achète 835 hectolitres de vin rouge à 57' rhectolitre et 356 hectolitres à 21' de moins Thectolitre. 11 mélange ces deux espèces de vin et conduit le mélange à Paris ; le transport lui coûte 4^ par hectolitre, les autres frais s'élèvent à 1142'; il perd 7 hectolitres du mélange et vend le reste 66^ Thectolitre. Combien gagne-i-il ?
21» Un négociant achète 6483 mètres de drap pour 97245'. Combien coûte le mètre ? Quelle somme gagne-t-il s*il revend le mètre 17'?
22^ Un commissionnaire fait 35 kilomètres par jour ordinaire et 18 kilomètres le dimanche. Combien met-il de temps pour parcourir 336 kilomètres, sachant qu'il part un dimanche matin, et que le dernier jour il ne fait que les kilomètres restant à faire?
23<^ Partager 972 en deux parties dont la différence soit 46.
24<» Combien y a-t-il de dimanches et de jeudis dans une annéQ ordinaire, sachant que le !•' janvier est un jeudi ?
25<* Une pièce de canon est à 5340 mètres d'un observateur. Combien s*écoule t-il de temps entre Téclair et le bruit du canon, gâchant que le son parcourt 340 mètres par seconde ?
26'' Une fontaine fournit 95 hectolitres d'eau en 5 heures, une seconde fontaine fournit 204 hectolitres d'eau en 12 heures, une troisième 315 hectolitres d'eau en 15 heures. Combien mettrontelles de temps pour remplir ensemble un bassin contenant 5643 hectolitres ?
27» Un enfant a 7 ans, son père a 58 ans. Quel sera l'âge du fils quand l'âge de son père sera quatre fois le sien ?
28® Doux stations Â et fi sont à 812 kilomètres l'une de l'autre ; un train part de A pour aller vers fi avec une vitesse de 52 kilomètres à l'heure ; un autre part de B pour aller vers A avec une vitesse de 64 kilomètres à l'heure ; les deux trains partent en même temps. A quelle distance de A se recontreront-ils?
29° Faire voir que dans une division le reste est toujours moindre que la moitié du dividende.
30^^ Connaissant la somme de deux nombres et leur différence, trouver ces deux nombres.
31** Quels sont les nombres qui, divisés par A, donnent un quotient égal au reste ?
32<> Quels sont les nombres, qui, divisés par 9, donnent pour quotient le complément à 9 du reste ?
33<* On écrit la suite naturelle des nombres sans séparer les chiffres, 123456789101112. Quel est le chiffre placé au 51967» rang ? A quel nombre appartient-il ?
34* Écrire le nombre 456723 dans le système ternaire.
^ 35® On peutjprendre les symboles 0, 4, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 5, î, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 pour représenter les 49 premiers nombres dans le système de base 20. Trouver la valeur du nombre 965, dans le système décimal. Écrire, au contraire, le nombre 576497 dans le système de base 20.
CHAPITRE VI
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59. Tout nombre A qui divise exactement un nombre B se nomme un diviseur de B.
Un diviseur commun h. plusieurs nombres est un nombre qui les divise tous exactement.
Nous avons vu que si un nombre A divise un nombre B, il divise tout multiple de B : la démonstration de cette propriété est d'ailleurs évidente.
Nous avons vu, en outre, que tout diviseur commun à plusieurs nombres est un diviseur de leur somme, que tout diviseur commun à deux nombres est diviseur de leur différence.
Un diviseur A de B s'appelle quelquefois un sous-multiple de B ; B est un multiple de A.
60. Caractère de divisibilité par 2. — Les nombres divisibles par 2 s'appellent nombres pairs ; les autres sont les nombres impairs.
On obtient la suite des nombres pairs en partant de- 0 et en ajoutant 2 à chaque fois. Ce sont donc les nombres que Ton rencontre de 2 en 2 dans la suite naturelle des nombres entiers, en partant de 0. Le nombre 0 est divisible par un nombre entier quelconque A ; car on a
0 = AXO-hO.
Nous pourrons donc dire que 0 est un nombre pair, et la suite des nombres pairs est
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la suite des nombres impairs est
On appelle chiffres pairs ceux qui représentent des nombres divisibles par 2 ;.ce sont :
2, 4, 6, et 8 ; on peut y joindre 0.
Théorèmb. — Un nombre est ou n* est pas divisible par 2 suivant quHl est terminé par un chiffre pair ou non. ■
En effet, tout nombre entier peut se diviser en deux parties : Tune contenant toutes les dizaines du nombre, et l'autre, les unités. Or le nombre 10 étant divisible par 2, tout nombre exact de dizaines est divisible par 2 ; par conséquent la première partie est divisible par 2. Désignons alors par a le chiffre des unités du nombre donné, A ; nous aurons
A = mult. 2 + a = 2w -1- a, m étant un certain nombre entier. D'après la première proposition du n® 54, il n'y a plus qu'à diviser a par 2 pour avoir le reste de l'opération ; si donc a est pair, la division se fait exactement ; sinon le reste est égal à 1.
Exemples : 2168 est divisible par 2 et 2451 donne pour reste 1.
61. Caractère de divisibilité par 5. — Théorème. — Un nombre est ou nest pas divisible par 5, suivant quHl est terminé soit par 0 ou 5, soit par tout autre chiffre. Le reste de la division d^vn nombre par 8 s*obtient en divisant le chiffre des unités par 5.
La démonstration est absolument semblable à la précédente, et nous ne jugeons pas utile de la faire.
Les multiples de 5 sont
Exemples : 135 est divisible par 5, 137 divisé par 5 donne pour reste 2,. 103 donne pour reste 3.
62. Caractère de divisibilité par 4 ou par 25. — Théorème. — Un nombre est ou n^est pas divisible par 4 ou par 25, suivant que la partie formée par les deux derniers chiffres à droite est ou n'est pas divisible par 4 ou par 25.
Le reste s^obtienty dans tous les caSf en divisant cette partie du nombre par 4 ou par 25.
La démonstration est semblable à celle que nous avons déjà faite au n® 60. Nous dirons ici : tout nombre peut se décomposer en deux parties, Tune contenant toutes les centaines du nombre, Tautrc, les dizaines et les unités. Or, le nombre 100 est exactement divisible par 4 et par 25 ; donc tout nombre exact de centaines forme un nombre divisible exactement par 4 et par 25. Désignons alors le nombre qui contient les dizaines et les unités de A par a ; nous aurons, suivant le cas,
A = mult. 4-4-a = 4w-+-a, A = malt. 25-4-a = 25n-+-fl, m et n désignant certains nombres entiers ; nous aurons donc le reste de la division, en divisant a par 4 ou par
Exemples : 436 est divisible par 4, car 36 est un multiple de 4 ; 525 est divisible par 25, pour une raison analogue ; 441 divisé par 4 donne le même reste que 41, c'est-àdire 1 ; le même nombre divisé par 25 donne pour reste 16.
63. Caractère de divisibilité par 8 ou par 125. — Théorème. — Un nombre est ou n'est pas divisible par 8 ou par 425, suivant que le nombre formé par les trois derniers chiffres à droite est ou n'est pas divisible par 8 ou par 125.
Le reste s'obtient^ dans tous les caSy en divisant cette dernière partie à droite par 8 ou par 125.
La démonstration est absolument semblable à la précédente et nous ne la ferons pas.
Exemples : 164096 est divisible par 8, 164500 est divisi-
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ble par 125 ; 164101, divisé par 8, donne le môme reste que 101, c'est-à-dire 5 ; divisé par 125, il donne pour reste 101.
64. Caractère de divisibilité par 3 ou par 9. — Théobèmb. — Le reste de la division d*un nombre par 3 ou par 9 s'obtient en divisant par 3 ou par 9 la somme de ses chiffres. De régalité
10 = mult. 3 + i ou 10 = mult. 9 4- 1, que Ton peut écrire
10 = 3X3-hi ou 10 = 9X14-1, on déduit immédiatement, en multipliant les deux membres par 10, que 100 est aussi un multiple de 3 ou de 9 augmenté de 1. On aura donc
100 = 3m + l et 100 = 9n+l,
m et n désignant ici les entiers 33 et 11. En multipliant les deux membres de ces égalités par 10, on aura
1000 = 3xlO/w + 10 et 1000 = 9X10n-M0;
on voit donc que 1000 est aussi un multiple de 3 ou de 9 augmenté de 1 ; et ainsi de suite : d'une manière générale, les nombres représentés par les unités des divers ordres sont tous des multiples de 3 ou de 9 augmentés de 1.
Si donc on considère un nombre composé exactement de A unités d'un certain ordre, ce nombre sera un multiple de 3 ou de 9, augmenté de A. Il en résulte donc, qu'en décomposant un nombre quelconque en ses unités des divers ordres, on obtiendra un multiple de 3 ou de 9, augmenté de la somme des nombres représentant ces diverses unités; en d'autres termes, un nombre est un multiple de 3 ou de 9, augmenté de la somme de ses chiffres. Donc en divisant cette somme par 3 ou par 9, on aura le reste relatif à 3 ou à 9.
Prenons pour exemple le nombre 786845 ; nous avons vu au début que
1 = mult 3 -h 1 = mult 9 4- i
10 = mult 3 4-1 = mult 9-f-l
100 = mult 3 + 1 = mult 9 -*- 1
1000 = mult 3 + 1 = mult 9 -h 1
10000 = mult 3 + 1 = mult 9 + 1
100000 = mult 3 + 1 = mult 9 + 1,
dans chacune de ces égalités le mot mult, représentant un certain nombre entier Multiplions les premières égalités par 5, les secondes par 4, les troisièmes par 8, les quatrièmes par 6, les cinquièmes par 8 et les sixièmes par 7, puis ajoutons ; nous aurons
786845 = m. 3 + (5 + 4 + 8 + 6 + 8 + 7) et 786845 = n. 9 + (5-+-4 + 8 + 6 + 8 + 7).
Nous aurons donc le reste relatif à 3 ou à 9 en divisant la somme des chiffres, 5+4+8+6+8+7 ou 38, par 3 ou par 9 ; dans les deux cas, le reste est 2.
Exemples : 1971 est divisible par 3 et par 9 ; 1941 n'est divisible que par 3 et le reste relatif à 9 est 6 ; 1922 n'est divisible ni par 3 ni par 9 ; les restes sont 2 et 5.
65. Caraclëre de divisibilité par 11. — Théorème. — Pour obtenir le reste d'un nombre relatif à 11, on forme la somme des chiffres de rangs impairs, celle des chiffres de rangs pairs; si la première somme surpasse la seconde^ le reste est le même que celui de la différence de ces sommes; si la seconde somme surpasse la première, le reste est le complément à H du reste relatif à cette différence.
Pour se rendre compte de cette propriété, il suffit de remarquer que Ton a
100= il X 9 + 1
ARITHM. HUMB.
en d'autres termes, chacune des unités d'ordre impair est un multiple de il, augmenté de 1, chacune des unités d'ordre pair, un multiple de il, diminué de 1. Les deux premières égalités sont évidentes; la troisième s'obtient en multipliant les deux membres de la seconde par 10 et remplaçant 10 par 11 — 1 ; la quatrième se déduit de la troisième par le même procédé ; et ainsi de suite. Deux mots d'explication sont cependant nécessaires pour comprendre comment on passe de la seconde à la troisième, par exemple ; la seconde, multipliée par 10, nous donne en effet
100 = 10Xii — iO; or pour retrancher 10 d'un nombre, il revient au même de retrancher 11 d'abord et d'ajouter 1 ensuite ; on a ainsi
Cela posé, soit un nombre formé par les chiffres a, 6, c,
d, e, /", que l'on obtient en parcourant le nombre de droite
à gauche. En multipliant les six premières égalités, écrites
antérieurement, respectivement par a, b, c, d, e, /*, on aura:
10ô = mjil — 6
100c = mjll -H c
10000e = wi^ll -h e
100000/'=m5ll— Z';
si l'on ajoute toutes ces égalités, membre à membre, on
obtient, d'un c^té, le nombre donné, N, de l'autre côté, un
multiple de 11, augmenté des chiffres de rangs impairs,
a, c, e, et diminué des chiffres de rangs pairs 6, d, /; on a
donc
N = mil H-(a-i-c-t-e) — [b -^d-^-f).
Or nous pouvons réunir 11m à la somme a'\-c + e\ nous avons alors une différence, dont le reste s'obtient (n* 54, 2*») en prenant la différence des restes des deux parties, si le premier reste surpasse le second, et en prenant
le complément à il de cette différence, si le second reste surpasse le premier. D'ailleurs le reste de la première partie, llm-f-a+c-j-e, est le même que celui de a4-c-4-e; le théorème est donc complètement établi.
Exemples: 876845 a pour somme des chiffres de rangs impairs, 20, et pour somme des chiffres de rangs pairs, 18 ; le premier reste est 9, le second, 7 ; le reste donné par le nombre est donc 9^-7 = 2. Le nombre 786573 donne pour premier reste 5, pour second reste 9 ; le reste du nombre doimé est donc le complément à 11 de 4, c'est-à-dire 7. Enfin le nombre 685476 est divisible par 11.
Remarque. — Nous verrons dans les compléments une manière plus simple d'énoncer le caractère de divisibilité par 11 ; nous donnerons en outre le caractère de divisibilité par 7, et nous généraliserons, autant que cela se peut, les résultats que nous venons d'obtenir, et que nous aurons ainsi étendus.
Preuves d'une opération par 3, par 9, par 11» etc
Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de vérifier une addition. Nous prendrons les restes des diverses parties de la somme par 3 ; nous ferons la somine de ces restes, et nous prendrons le reste de cette somme relatif à 3. Si ce reste est le même que celui de la somme totale, il y aura présomption pour que l'opération soit exacte. Si l'on cherche de même les restes relatifs à 9 et à 11, et qu'à chaque fois le reste de la somme totale soit égal à la somme des restes des parties, la probabilité d'exactitude de l'opération sera augmentée.
L'inconvénient de ces sortes de preuves, en ce qui concerne l'addition, tient à ce qu'il faut faire usage d'opérations de nature plus compliquée que l'addition elle-même. Mais cet inconvénient est bien racheté par l'extrême simplicité de chacune de ces opérations, simplicité qui apparaît
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d'autant mieux que Taddition h vérifier porte sur de plus grands nombres.
Cependant les opérations accessoires que nous indiquons ici exigent que le caractère de divisibilité du diviseur ou module employé soit très simple; c'est ce qui arrive pour les modules 3, 9 et il, et c'est ce qui fait que ce sont les seuls employés pour ces sortes de vérification.
Supposons maintenant qu'il s'agisse d'une soustraction. Nous prendrons les restes des deux parties, relatifs à l'un des trois modules signalés ; si le reste du plus grand nombre surpasse celui du plus petit, le reste de la différence sera la différence des restes ; sinon, on prend le complément au module employé de la différence des restes ; on devra trouver le même reste en opérant sur le résultat de la soustraction.
S'il s'agit d'une multiplication, désignons par A et B le multiplicande et le multiplicateur, par a et par b leurs restes relatifs à l'un des trois modules signalés, par exemple 9, nous aurons :
or nous avons vu que pour multiplier deux sommes entre elles, il suffit de les multiplier terme à terme et d'ajouter les résultats ; trois de ces produits partiels contiendront 9 en facteur, c'est-à-dire formeront un nombre divisible par 9, et nous aurons
AB = 9p -*- ab.
Donc le reste du produit par 9 s'obtient en prenant le reste du produit des restes, aà. Si ce reste est égal à celui trouvé directement pour le produit de la multiplication donnée, on en conclut que la vérification a réussi.
Exemple : Soit à vérifier la multiplication :
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599696 449772 374810 42578416 ; le reste relatif au module 3, donné parle multiplicande, est 1 ; celui du multiplicateur est i ; celui du produit doit donc être égal à 1, ce qui est. Les restes relatifs à 9 sont 1, i et 1. Les restes relatifs à 11 sont 8, 7 et 1 ; or 8X7 = 56, dont le reste est 1. Les trois vérifications ont donc réussi. S'il s'agit de la division d'un nombre B par un nombre A, cette opération a donné deux nombres entiers, Q et R, R étant plus petit que A, et qui doivent vérifier l'égalité B = AQ H- R. Désignons par i, a, q, r les restes de ces quatre nombres relatifs à l'un des modules 3, 9 ou 11, par exemple il; nous aurons
B = lliw+ft, A = iin-f.a,
Q = llm'+jr, R=lln'-hr;
or nous venons de voir que AQ =^ ilp H- aq. Donc la somme AQ + R est un multiple de 11 augmenté de a^ et r; le reste de cette somme divisé par 11 sera donc le reste de la somme aq-\-r; on devra trouver ainsi le nombre b pour que la vérification réussisse.
Exemple : Soit à vérifier la division 23496.08 I 4725 45960 I 497 34358 Prenons les restes relatifs à 11 ; ce sont, pour le dividende, 8, pour le diviseur, 6, pour le quotient et le reste, 2 et 7; 8 doit donc être le reste de la division par 11 de 6x24-7, ce qui est. Les restes relatifs à 9 sont 5, 0, 2 et 5; or 5=-0x2-4-5; donc la vérification réussit encore.
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On verrait de même que la vérification relative au module 3 réussit.
* 67. Restes négatifs. — Restes des nombres négatifs. —
Si Ton fait usage des nombres négatifs, il est facile d'étendre la définition du reste.
Nous appellerons reste de B par rapport au modale A, tout nombre, positif ou négatif, dont la valeur absolue soit inférieure
A, et qui, retranché de B, donne pour différence un multiple de A.
Lorsque B n'est pas divisible par A, il est compris entre deux multiples consécutifs de A, AQ et A(Q + 4). La différence entre B et un de ces deux multiples est évidemment inférieure à A, en valeur absolue, et peut servir de reste ; tandis que la différence entre B et tout autre multiple de A est supérieure, en valeur absolue, à A ; par conséquent, le nombre B a deux restes relatifs au module A et deux seulement.
Si nous comparons B au premier multiple, AQ, nous avons B = AQ -4- R, R étant un nombre positif inférieur à A ; R est donc le reste ordinaire de la division de B par A. Si, au contraire, nous comparons B au second multiple, A(Q-l-l), nous pouvons écrire, en tenant compte de l'égalité précédente, B = A (Q H- 1) — A -h R. Le nombre négatif, — A H- R ou — (A — R), est la différence entre B et le second multiple ; il est plus petit que A, en valeur absolue ; c'est donc le nouveau reste. On voit, en outre, que la valeur absolue du nouveau reste est le complément à A du reste ordinaire.
Tout nombre B, non divisible par A, a donc deux restes relatifs à A, l'un positif, l'autre négatif, et les valeurs absolues de ces restes sont complémentaires à A.
Exemple .'15 divisé par 8 donne les deux restes 7 et -—4.
Si A est pair, il peut arriver que les valeurs absolues des restes soient toutes deux égales à la moitié de A ; sinon la valeur absolue de l'un d'eux est supérieure à celle de l'autre, et celui des deux restes qui a la plus petite valeur absolue se nomme le reste minimum.
Exemples : Les deux restes de 59, relatifs au module 6, sont 5 et — l, — 1 est le reste minimum ; les restes de 55, relatifs au module 6, sont j et — 5, 1 est le reste minimum ; les restes de 57, relatifs au module 6, sont 3 et — 3 ; on peut prendre pour reste minimum celui que Ton veut.
Lorsque B est divisible par A, il n'y a qu'un seul reste, 0.
Les divers restes de toutes les divisions par A sont donc 1, 2, 3, A-1,
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ËxamiDone maintenant le cas où le nombre B est négatif, le module A restant positif comme précédemment.
Lorsque le nombre négatif B n'est pas divisible par A, il est compris entre deux multiples négatifs consécutifs de A, — AU et — A(Q-hl); il diffère de chacun d'eux d'un nombre moindre que A, en valeur absolue ; car si l'on part de — AQ, il faut ajouter à ce multiple un nombre négatif, moindre que A, en valeur absolue, pour avoir le nombre B ; et si Ton part du second multiple, — A(Q-|-0> il ^aut lui ajouter un nombre positif, moindre que A, pour avoir B. On a donc
B = — AQ — R, d'où B=— A(Q + 4)+A — R; lesdenx restes sont donc — R et A — R, et l'on voit que leurs valeurs absolues ont pour somme A, c'est-à-dire sont complémentaires à A.
Tout autre multiple de A diffère de B d'un nombre positif ou négatif, supérieur à A, en valeur absolue ; car s'il est représenté par — AQ-4-AQ', il faut lui ajouter le nombre négatif
— AQ' — R, pour avoir B, et s'il est représenté par
— A(Q4-1)— AQ', il faut lui ajouter le nombre positif AQ' -I- A — - R, pour avoir B. Le nombre B a donc deux restes relatifs au module A et deux seulement.
Lorsque B est divisible par A, il n'y a qu'un seul reste, le nombre 0.
Les restes donnés par B sont les restes de — B, changés de signes, car si l'on a B = — AQ — R, on a — B = AQ-f-R (on sait que — B est la valeur absolue de B, quand B est négatif) ; la seconde égalité B = — A(Q-f-l)-l-A — R, se traite de la même manière, et donne — B = A (Q-h 1) — (A — R).
Nous n*enip1oierons jamais que des modules positifs, et nous venons de voir que tout nombre positif ou négatif B, a, par rapport à chacun d'eux, deux restes dont les valeurs absolues sont complémentaires au module, sauf dans le cas où B est divisible par le module, et où le reste unique est alors 0.
* 68. Caractère de divisibilité par 7. -^ Cherchons les restes successifs que donnent les unités des divers ordres du système décimal, divisées par 7. Pour cela, divisons l'unité, suivie d'un nombre indéterminé de 0, par 7. Nous aurons :
ooooao
404 DIVISIBILITE
Nous trouvons ainsi pour restes successifs 1, 3, 2, 6, 4, 5 ; à la droite de chacun d'eux, nous abaissons un 0 et Topération se continue ainsi ; la septième opération nous donne de nouveau pour reste 1, et, par suite, à partir de ce moment, les opérations se reproduisent indéfiniment, dans le même ordre ; les 6 restes précédents se reproduisent donc aussi indéfiniment et dans le même ordre. Mais, au lieu des restes 6, 4, 5, nous pouvons prendre les restes complémentaires — 1, — 3, — 2, et nous aurons alors la suite des 6 restes
ly 3, 2,-1, — 3| — 2| qui se reproduisent indéfiniment et dans le même ordre.
Gela posé, si nous considérons un nombre quelconque, N, que nous parcourions ce nombre de droite à gauche, et que nous appelions a, ô, c, d, e, f, g,, .. les chifl'res ainsi rencontrés, il nous est facile d'avoir le reste relatif au module 7. En effet, nous pouvons dire que ce nombre est la somme de a unités, 6 dizaines, c centaines, etc.. Or, a unités est un multiple de 7, augmenté de a ; & dizaines est un multiple de 7, augmenté de 3 b, car une dizaine est un multiple de 7, augmenté de 3; de même, c centaines est un multiple de 7, augmenté de 2 c; et ainsi de suite. En définitive, un nombre quelconque est un multiple de 7, augmenté de la somme algébrique que Ton obtient en parcourant ce nombre de droite à gauche, et en multipliant ses divers chiffres respectivement par 1, 3, 2, — 1, — 3,-2, 1, 3, 2 ; le reste, positif ou négatif, que l'on obtient en divisant cette somme algébrique par 7, est donc l'un des deux restes que donne le nombre N.
Exemple : Considérons le nombre
Au-dessous des chiffres de ce nombre, parcouru de droit i à gauche, écrivons les restes J, 3, 2, — 4, — 3, — 2, 1, 3. .... ;
183 7 0 6570 0 2 3864 231—2 — 3 — 1231—2 — 3 — 123 4, et multiplions respectivement chacun des chiffres du nombre par le reste placé au-dessous de lui, puis ajoutons les résultats obtenus, d'après les règles connues ; nous aurons la somme 69, qui n'est pas divisible par 7 ; donc le nombre donné n'est pas divisible par 7.
Cette méthode permet d'obtenir rapidement le caractère de divisibilité par 11. En effet, les restes que donnent ici les unités du premier, du second, du troisième, etc. ordi'e sont 4, — i,
1,^1, On aura donc le reste de la division d un nombre
par U, en formant la somme algébrique de ses chiffres, pris alternativement avec les signes plus et moins, et obtenus en
parcourant le nombre de droite à gauche. Le nombre précédent donne pour reste — 8 ou 3.
* 69. Caractère de divisibilité par un nombre quelconque positif A. — On divise l'unité suivie d'un nombre indéterminé de 0 par A et on a ainsi les divers restes que donnent les unités des divers ordres du système décimal^ divisées successivement par A. Si, à un certain moment, l'un des restes se reproduit, alors les opérations qui ont suivi se reproduisent indéfiniment et dans le même ordre. Or ceci arrive nécessairement, car les restes positifs relatifs à A sont en nombre limité, A — 1 ; donc, au bout d'un certain nombre d'opérations, on retombe forcément sur un reste déjà trouvé. A partir de ce moment, les restes qui suivent celui-ci se reproduisent indéfiniment et dans le même ordre ; la première partie des restes, celle qui précède celui dont on parle, ne se reproduit pas.
La décomposition d'un nombre quelconque en ses unités des divers ordres, et un raisonnement analogue à celui qui a été fait pour le module 7, nous montrent de suite qu'il suffit de placer au-dessous des chiffres du nombre étudié et parcouru de droite à gauche, les restes que nous avons obtenus dans l'ordre où ils ont été trouvés, de multiplier chaque chiffre par le reste placé audessous de lui, de faire la somme de ces produits partiels et de prendre le reste de cette somme relatif à A, pour avoir le reste demandé.
On peut remplacer certains des restes par les restes négatifs complémentaires, si cela est plus simple, et faire alors la somme algébrique des produits, comme cela s*est fait pour 7 et pour il.
Eccemples:he module 13 conduit aux restes 1, 10, 9, 12, 3, 4, qui se répètent indéfiniment dans cet ordre ; on peut prendre les restes 1, — 3, — 4, — 1, 3, 4.
Alors le nombre 47o628?3f03 donne pour somme algébrique à considérer 3— 4— 3 + 64-324-2 — 18 — 20 — 7-f-12 ou 3, dont le reste est 3.
Le module 17 conduit aux restes 1, 10, 15, 14, 4, 6, 9, 5, 16, 7,2,3,13,11,8,12 ou 1,-7,— 2, — 3, 4, 6, —8, 5,-1, 7, 2, 3, — 4| ^ 6, 8, — 5.
Le module 12 conduit aux restes 1, 10, 4, 4,. ..; les deux premiers ne se reproduisant pas, le reste 4 se reproduit indéfiniment.
^ Remarque. — Nous voyons donc qu'un caractère de divisibilité
I a pour but d'indiquer comment on trouve le reste d'un nombre
I donné relatif à un module déterminé, sans faire, la division du
nombre par le module. Pour qu'il y ait utilité dans la pratique à
106 DIVISIBILITE
faire usage de semblables procédés, il faut que le caractère de divisibilité indique des opérations faciles et plus courtes, dans leur ensemble, que la division indiquée. Cela a lieu pour certains modules simples, 2, 3, 4, 9, 11, dans le système décimal; mais il s'en faut que cela soit fréquent. Quoi qu'il en soit, il y avait un grand intérêt théorique à exposer les méthodes précédentes, et c'est surtout cela que nous avons eu en vue.
Quant au nom adopté de caractère de divisibilité^ il s'emploie surtout quand on a simplement pour but de savoir si un nombre donné est ou n'est pas divisible par le module, et, à ce point de vue, il y a d'autres procédés que les précédents, pour un grand nombre de modules. Nous en parlerons plus tard, quand nous arriverons à de pareils résultats.
* 10. Caractères de divisibilité dans un système de numé* ration quelconque. — Nous chercherons, s'il s'agit du module A, les restes obtenus en divisant les unités des divers ordres par A ; chacun des restes se déduit du précédent en le multipliant par la base du système de numération, et en divisant ce produit par A, car chaque unité se déduit de celle d'ordre immédiatement moindre en la multipliant par la base du système de numération. 11 est clair que ces diverses opérations ne peuvent pas donner des restes indéfiniment différents les uns des autres, puisque le nombre des restes positifs relatifs au module A est limité ; on finira donc après un certain nombre d'opérations par obtenir de nouveau un reste déjà obtenu, et, à partir de ce moment, le^ mêmes opérations se reproduiront indéfiniment dans le même ordre, ainsi que les restes auxquels elles conduisent. La suite des restes se compose donc de deux parties : une partie, placée au début, et qui ne se reproduit pas, et une partie périodique qui se reproduit indéfiniment ; la première partie peut, d'ailleurs, ne pas exister, et la partie périodique contenir tous les restes différents et commencer dès le début de la suite.
On écrit alors au dessous des divers chiffres d'un nombre quelconque, parcouru de droite à gauche, les restes que l'on a obtenus et dans Tordre où ils ont été obtenus, et l'on fait le produit de chacun de ces chiffres par le reste placé au-dessous, puis la somme de ces divers produits (n® 68) : il suffit alors de diviser cette somme par A pour avoir le reste que donne le nombre donné, divisé par A.
Exemples : Soit à trouver le reste de la division par K da nombre
écrit dans le système duodécimal.
L'unité ordinaire donne pour reste i ; l'unité du second ordre
donne le même reste que \2, c'est-à-dire 2; Tunîté du troisième ordre donne le même reste que 2 X 12 = 24,, c'est-à-dire 4 ; l'unité du quatrième ordre donne le même reste que 4 X *2 = 48, c'est-à-dire 3 ; l'unité du cinquième ordre donne le même reste que 3 X 12 = 36, c'est-à-dire 1. A partir de ce moment, les restes 1^ 2, 4, 3 se reproduisent indéfmiment et dans le môme ordre. Si nous remplaçons les restes 4, 3 par les restes négatif complémentaires à 5, — i, et — 2, nous avons k suite des restes
qui est périodique et dont la période se compose des quatre restes 4, 2, -i, -2
Écrivons maintenant ces divers restes au-dessous des chiffres du nombre donné, en commençant par la droite (voir no 68) : a 96P 0 578 — 2—12 1 —2 —12 1; rappelons-nous que a = f 0, P = H , formons le produi t de chacun des restes par le chiffre placé au-dessus de lui, et la somme algébrique de tous ces produits ; nous aurons
Le reste relatif à 5 est donc 1 .
Cherchons encore le reste de la division par 16 de ce môme nombre. Les divers restes que donnent les unités des divers
ordres divisés par 16 sont 1, 12, 0, 0, 0, , ou 1, —4, 0,0,
Le reste est donc le même que celui de la somme 8 — 28 = — 20. c'est-à-dire —4, ou 12.
Remarque. — Plus tard, nous trouverons, dans certains cas, des caractères de divisibilité plus simples que ceux-ci ; nous les indiquerons à ce moment.
EXERCICES
10 Montrer qu'on a le reste d'un nombre relatif au module 4, en multipliant par 2 le chiffre des dizaines, l'ajoutant au chiffre des unités, puis divisant cette somme par 4.
2« Le reste d'un nombre relatif au module 8 s'obtient en multipliant respectivement les chiffres des unités, des dizaines, des centaines par 1, 2, 4, formant la somme de ces produits et divisant cette somme par 8.
3° Caractères de divisibilité par 14, par iS. 4» Caractères de divisibilité par 19, par 21.
5» Caractère de divisibilité par 73. Montrer qu'on obtient le reste d'un nombre relatif au module 73, en le partageant en tranches de 4 chiffres, à partir de la droite, en prenant la différence entre la somme des tranches de rangs impairs et celle des tranches de rangs pairs, puis divisant cette différence par 73.
6» Dans les sy^Lèmes de base 4, 7, 13, etc., les caractères de divisibilité par ^ sont les mêmes que dans le système décimal.
7° Les caractères de divisibilité par 4 dans le système de base 5, par 5 dans le système de base 6, etc., sont les mêmes que le caractère de divisibilité par 9 dans le système décimal.
8» Trouver les caractères de divisibilité par 3, 5, 7, H, dans le système binaire.
9° Trouver les caractères de divisibilité par 8, 7, 13, dans le système duodécimal.
10* Caractère de divisibilité par 13 dans le système de base
4 1» Caractère de divisibilité par 37 dans le système de base
i2o Caractère de divisibilité par 23 dans le système de base 21.
13° Caractère de divisibilité par 73 dans le système de base 10000.
Énoncer chacun de ces caractères de divisibilité en supposant le nombre donné exactement divisible par le module.
CHAPITRE PREMIER
71. On appelle nombre premier tout nombre qui n'est divisible que par lui-même et par le nombre un.
Exemples : 1, 2, 3, 5, 7, ii,
Il résulte de cette définition qu'un nombre premier ne peut avoir avec un autre nombre d'autre diviseur commun que lui-même et le nombre un.
Deux nombres qui n*ont pas d'autre diviseur commun que un, sont dits premiers entre eux ou premiers Vun avec Vautre,
Un nombre premier qui ne divise pas un autre nombre est donc premier avec lui. Ex : 7 et 10 sont premiers entre eux, car le nombre premier 7 ne divise pas 10.
Sauf 2, qui est évidemment un nombre premier, il n'y a pas de nombre premier parmi les nombres pairs, puisque tous ces nombres ont un diviseur, 2, plus petit qu'eux et autre que 1.
Or, tous les nombres impairs sont compris dans la forme 2*-i-l, k étant un nombre entier quelconque ; tous les nombres premiers, sauf 2, sont donc de la forme 2it+lt le nombre entier k pouvant être nul.
Par rapport au module 4 (voir n® 49), tous les nombres
entiers sont compris dans les fopmes Ak, Ak-hi, 4fcH-2, 4A-I-3, k étant un nombre entier quelconque, qui peut être nul. Les nombres de la forme 4A sont tous divisibles par 4, aucun d'eux n*est premier ; les nombres de la forme 4* -h 2 sont divisibles par 2, il n'y a que 2 parmi eux qui soit premier. Donc les nombres premiers, sauf 2, sont compris dans les formes 4*-*- 1 et Ak-h 3.
Or 4A + 3 peut s'écrire 4 (A 4- 1) — 1 ; on peut donc dire que tous les nombres premiers impairs sont compris dans les formes 4A + 1 et 4A — 1 .
On verrait de même que les nombres premiers impairs sont tous compris dans les foi*mes 8A + 1, 8A4-3, 8*4-5 Gt8/« + 7.
!• Un nombre premier ne peut pas diviser un produit de deux facteurs tous deux plus petits que lui.
Soient p un nombre premier, a et 6, deux nombres plus
petits que lui. Le produit aè est certainement compris dans
l'ensemble
or le premier de ces nombres, étant plus petit que p, n'est pas divisible par p ; si donc il y a dans cette suite un premier nombre divisible par p, il est précédé de nombres non divisibles par p. Supposons que cela soit, et désignons par ab ce premier multiple de p ; divisons p par b ; nous aurons
p=mb^b' {b'.<cb),
et, en multipliant les deux membres de cette égalité par a,
nous aurons
ap = mab -+- ab'.
Or, d'après notre hypothèse, ab est un multiple de p ; donc Ifes deux nombres ap et mab sont divisibles par p ; par conséquent leur différence ab' est aussi divisible par
p. Mais, puisque b' est plus petit que 6, le nombre ab* Tient avant ab dans Tensemble des multiples de a que nous avons considérés, et il est contraire à notre hypothèse qu'il y ait dans cet ensemble un multiple de p avant le nombre ab. Ceci pourrait être si ab' était nul, mais il est visible que b' n'est pas nul, puisque p n'est pas divisible par b. Il n'y a donc pas, dans l'ensemble considéré, de nombre divisible par p.
Exemple : Les nombres de la table de Pythagore sont les produits des nombres inférieurs à 10, pris deux k deux. Aucun d'eux n'est divisible par il, ainsi qu'il est facile de s'en assurer.
2® La condition nécessaire et suffisante pour qu'un nombre premier divise un produit de deux facteurs, est qu'il divise Pun d'eux.
En effet, soient À, B deux nombres entiers quelconques; divisons ces deux nombres par un nombre premier donné p ; nous aurons
A = fnp-i-a, (a<P)
B = np-+-b. {b<p).
Si nous multiplions ces égalités membre à membre, et si nous nous rappelons que pour former le produit de deux sommes, il faut multiplier chaque partie de Tune par chacune des parties de l'autre et ajouter, nous déduirons de là la nouvelle égalité :
AB = mnp* -H wép -f- nap 4- ab.
Or les trois premiers termes du second membre sont des nombres entiers divisibles par p, leur somme est un multiple de p, et le reste de AB relatif au module p, est le même que le reste de àb. D'autre part, a et b étant tous deux plus petits que p, leur produit ne peut être divisible par p que si l'un des deux est nul, c'est-à-dire si l'un des nombres A et B est divisible par p^
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Exemples : Le produit 3 X 22 = 66 est divisible par 11 ; le facteur 22 est aussi divisible par 11.
3 X 15 = 45 n'est pas divisible par 11 ; aucun des deux facteurs n'est divisible par 11.
3* La condition nécessaire et suffisante pour qu^un produit de plusieurs facteurs soit divisible par un nombre premier est que l'un de ces facteurs soit divisible par le nombre premier considéré.
Soient A, B, ...., L un certain nombre de facteurs d'un
produit :
N = AB L
et p un nombre premier qui divise le nombre N. Nous pouvons, dans le produit considéré, effectuer le produit de tous les facteurs, sauf A ; nous aurons alors un produit de deux facteurs A(BC L) qui est divisible par p, d'après l'hypothèse faite. Pour qu'il en soit ainsi, le théorème précédent nous apprend qu'il est nécessaire et suffisant que l'un de ces facteurs soit divisible par p ; si c'est le facteur A, le théorème actuel est démontré ; si c'est le second facteur, nous isolerons dans celui-ci le facteur B, et nous aurons à nouveau un produit de deux facteurs, B
et CD L, divisible par p. Pour qu'il en soit ainsi, il est
nécessaire et suffisant que l'un des deux facteurs soit divisible par p ; si c'est B, le théorème actuel est démontré ;
sinon c'est le facteur CD L. Nous décomposerons de
même celui-ci, en mettant à part le facteur C, et ainsi de suite ; nous arriverons ainsi nécessairement à trouver parmi les facteurs donnés un nombre divisible par p.
Conséquence. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'un nombre premier divise un produit de facteurs premiers est qu^il soit compris parmi eux.
En effet, d'après le théorèn^e précédent, pour que le produit de facteurs premiers soit divisible par un nombre pre-
mier /), il faut et il suffit que ce nombre divise l'un des facteurs. Mais un nombre premier p ne peut diviser un autre nombre premier que si les deux nombres sont égaux, car le second nombre n'a d'autre diviseur, différent de 1, que lui-môme.
73. Nombres composés. — On appelle nombres composés les nombres qui ne sont pas premiers ; c'est-à-dire les nombres qui admettent des diviseurs plus petits qu'eux et autres que un.
La raison de cette dénomination découle immédiatement du théorème suivant :
Théorème. — Tout nombre non premier est décomposable en un produit de facteurs premiers.
En effet, dire qu'un nombre A n'est pas premier, c'est dire qu'il est divisible par un nombre a plus petit que lui et autre que 1 ; on a donc k = ab, a et b étant tous deux différents de l'unité et moindres que le nombre A. Si les deux nombres a et 6 ne sont pas tous deux premiers, ils peuvent être remplacés par des produits de deux facteurs, comme cela vient d'être constaté pour le nombre A ; on aura donc A = cdef^ si aucun des nombres a et é n'est premier, et A = cdb^ si ^, par exemple, est premier, chacun des nouveaux facteurs étant différent de 1 et moindre que le facteur dont il découle ; et ainsi de suite. On continuera cette opération, tant que tous les facteurs obtenus ne seront pas premiers, et cela arrivera nécessairement ; car si cela n'arrivait jamais, on pourrait prendre pour le nombre A un produit d'un nombre indéfiniment croissant de facteurs tous supérieurs à 1 ; ceci est évidemment absurde, puisqu'un pareil produit finit par être supérieur à n'importe quel nombre. On peut arriver autrement à ce résultat en disant que si l'on n'obtenait jamais des facteurs tous premiers, on aurait, en partant de A, au moins
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une suite illimitée de nombres entiers décroissants et supérieurs à 1 ; cette suite serait formée par des facteurs successifs, tels que chacun divise les précédents, et obtenus Je la façon indiquée. Cela ne peut pas être.
Théorème. — La décomposition d'un nombre entier en facteurs premiers est unique : deux procédés de calcul différents ne peuvent pas conduire à des résultats distincts.
Supposons, en effet, qu'une première méthode de calcul ait donné pour un nombre entier A la décomposition marquée par Tégalité
A = aiflj flnj
ot qu'un second procédé ait donné la décomposition
A = é,éj bk ;
en écrivant ainsi ces deux décompositions, nous ne supposons pas que les facteurs premiers qui y figurent soient tous distincts : il peut se faire que certains d'entre eux soient répétés plusieurs fois.
Nous avons alors l'égalité
«1^8 «n = bib^ bk.
Il est facile de montrer que les facteurs b sont identiques aux facteurs a et en même nombre qu'eux ; en effet, prenons le facteur bi du second produit, il doit diviser le premier produit ; par conséquent, il est égal (n° 72, 3**) à l'un des facteurs premiers de ce produit, par exemple, à a^ ; si nous supprimons maintenant, dans les deux produits, le facteur premier commun ai, les deux quotients obtenus seront égaux, et nous aurons
«8^8 ^n = b^b^ bk.
Nous démontrerons de même que b^ = a^, par exemple ; nous supprimerons, dans les deux produits, le facteur commun flj, et nous continuerons ainsi jusqu'à ce que tous les facteurs premiers ayant été reconnus égaux dans les deux
membres, il reste 1 = 1. Le théorème est donc parfaitement établi.
Remarque. — Lorsque le môme nombre premier figure plusieurs fois dans une décomposition, on ne récrit qu'une fois, et on se sert de la notation de l'exposant : on donne à ce facteur pour expô3ant le nombre qui indique combien de fois il figure dans le produit. En agissant ainsi, et en désignant par a, é, ...., / des facteurs premiers différents, tout nombre entier pourra se mettre sous la forme
A = a^ftP l\
a, p, , X étant certains nombres entiers.
Une pareille décomposition est caractéristique d'un nombre A, d'après ce que nous venons de voir : tout autre nombre entier donne une décomposition différente.
Les nombres premiers sont donc les éléments constitutifs des nombres. Mais, à ce point de vue, le nombre premier 1 doit être mis k part, car il est à volonté facteur de tout nombre entier autant de fois que Ton veut, et peut être négligé dans rénumération des facteurs premiers d'un nombre donné.
Exemples: 12 == 2»3 ; 108 = 2*3»; 180 = 2»3»5.
Nombres premiers plus petits qu'un nombre donné
On voit maintenant l'importance qu'il y aurait à connaître tous les nombres premiers. Nous allons montrer que cela est impossible, car la suite des nombres premiers est illimitée. On ne connaît môme pas de loi qui permette de former successivement tous les nombres premiers. Bien mieux, on ne connaît pas de procédé de calcul, qui, appliqué à des nombres entiers, ne donne que des nombres premiers.
Théorème. — // n'y a pas de nombre premier supérieur à tous les autres.
Supposons, en effet, qu'il existe un pareil nombre pre-
mior p ; la suite des nombres premiers ne comprendrait alors pas de nombre supérieur à p et serait limitée : ce serait la suite
Si nous considérons alors le nombre formé par le produit de tous ceux-ci, augmenté de 1,
ce nombre nous révèle Texistence d'un nombre premier supériGur à p ; car il n'est divisible par aucun des nombres premiers considérés, sauf 1, puisque chacun d'eux divise la première partie et ne divise pas la seconde. Le nombre A est donc premier ou admet des facteurs premiers, et ceuxci sont plus grands que p, d'après ce qu'on vient de voir ; dan? les deux cas, on voit qu'il existe au moins un nombre premier supérieur à p,
11 résulte de ce théorème que les seules questions que Ton puisse se poser, au point de vue où nous nous sommes placé, sont les suivantes : trouver tous les nombres premiers non supérieurs à un nombre donné, ou trouver une loi qui permette de former successivement tous les nombres premiers.
La seconde question n'a pas encore reçu de réponse. Quaat à la première, elle est facile à résoudre bien que, dans la pratique, elle puisse donner naissance à de longues opérations.
Trouver les nombres premiers inférieurs à un nombre donné, 100, par exemple.
Pour résoudre cette question, nous écrirons, sur un certain nombre de lignes horizontales, les cent premiers nombres*
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Nous barrerons dans ce tableau les nombres divisibles par 2, par 3, par 4, etc. ; les nombres qui resteront seront les nombres premiers cherchés.
Demandons-nous conmient on pourra barrer les nombres divisibles par 7, par exemple. A cet effet, il faudra partir de 7, ajouter 7 unités à ce nombre, ce qui se fera en comptant un, deux, trois, quatre, cinq, six, sept, sur les nombres qui viennent immédiatement après, et barrer le nombre ainsi obtenu; on partira de ce nouveau nombre, auquel on ajoutera 7 unités de la même manière et on barrera le nombre qu'on obtient ainsi; on continuera de cette manière jusqu'à ce que l'on sorte des limites du tableau.
Il est facile d'apporter des simplifications à ces opérations : il suffit de faire les quelques remarques qui suivent.
1** On commencera les opérations indiquées par les plus petits nombres du tableau 2, 3, 4, 5, ....; si Ton arrive à un nombre non barré, 5, par exemple, dont on ait à supprimer les multiples, ce nombre est premier, car il n'est multiple d'aucun nombre plus petit que lui, autre que un.
2° Si l'on rencontre un nombre barré, 4, par exemple, c'est qu'il est multiple d'un nombre inférieur, et il n'y a plus à supprimer ses multiples; ils le sont déjà, comme multiples du nombre plus petit.
3* Quand on aura barré les multiples de 7, le premier nombre non barré, venant après 7, sera 11. Il n'y aura pas lieu d'aller plus loin et de considérer ce nombre, car 11 X 11 ou 121 est un nombre supérieur à 100, et tout nombre inférieur à 100, divisible par 11, donne un quotient
plus petit que il, c'est-à-dire est multiple d'un nombre inférieur à 11, et, comme tel, a été barré. Cette remarque 9*iippHque a fortiori à tous les nombres non barrés supérieurs à 11.
Eo définitive, il n'y a donc à barrer, par le procédé indiqué, que les multiples de 2, de 3, de 6 et de 7. Les nombres qui restent alors sont les nombres premiers plus petits que 100. Voici le tableau, tel qu'il se présente alors :
2 3-4.8^ 7"^ "-9. "^iOL
"34, ^33.^^"85.^^ 37^-S8L"38l"^IÔ.
53 "W. "58l. ^tSe. "TW. "l». 59 "^W.
61 "61. ^«3. ^eWL "65. ^^66l 67 ^^8». >6âL ""KL
71 ^^ 73 "T4< "75. "76. "TL ^^78. 79 "«ft.
Les nombres qui restent 1, 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, sont les nombres premiers plus petits que 100.
L'opération précédente^ est connue sous le nom de crible d'Étatosthène,
Cette méthode est extrêmement longue, quand on se fixe une limite élevée. Elle a cependant été employée pour cons- Iruire des tables de nombres premiers très étendues. La plus importante est celle de Burckhardt : elle s'étend à lous les nombres premiers inférieurs à 3.036.000.
75. Reconnaître si un nombre donné est ou n'est pas premier, — La méthode est très simple et il suffit de l'exposer sur un exemple.
Proposons-nous de chercher si le nombre 641 est premier
OU non. Il nous suffit de remarquer que le nombre 641 est inférieur au carré de 30, 641 < 900; nous pouvons alors en conclure que si ce nombre admettait un diviseur premier supérieur à 30, il aurait nécessairement un diviseur inférieur à 30, le quotient de 641 par le diviseur supposé. Il n'y a donc qu'à chercher s'il y a parmi les nombres premiers inférieurs à 30, % 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, des diviseurs de 641, ou bien s'il n'y en a aucun.
Il est visible d'abord que 2, 3, 5, 7, 11 ne sont pas diviseurs de 641; les nombres 13, 17, 19, Î3, 29 conduisent aux divisions suivantes :
aucune d'elles ne réussit; donc 641 est un nombre premier.
Remarque I. — Nous eussions pu ne pas faire la dernière division, car la division précédente nous montre que le quotient de 641 par 27 est 23 et le reste 20; donc tout nombre supérieur à 27 ne peut donner qu'un quotient, au plus égal à 23, et, par suite, le quotient de 641 par 29 sera inférieur à 29, et ne pourra être exact, sans quoi on eût trouvé déjà pour 641 un diviseur inférieur à 29.
Dans la pratique, on essaie successivement les divers nombres premiers, dans l'ordre où ils se présentent naturellement, et l'on s'arrête dès que l'une des divisions se fait exactement, ou bien dès que le quotient est inférieur au diviseur employé. Dans le premier cas, le nombre donné est un nombre composé; dans le second, c'est un nombre premier. On reconnaît de suite, à l'aide des caractères de divisibilité, si les nombres 2, 3, 5, 7, 11 sont ou ne sont pas diviseurs ; et lés essais véritables né commencent qu'à par^ tir de 13.
Exemples : Pour le nombre 1459, les essais s'arrêtent au nombre 41; il suffit même d'aller jusqu'à 37, car on a
HQ
et, d'après une remarque déjà faite, tout nombre supérieur à 39 donne un quotient inférieur ou égal à 37, c'est-à-dire plus polit que lui.
Pour 2921, les essais s'arrêtent à 23, qui est un diviseur de ^^2L Ce nombre est donc un nombre composé et Ton a
2921 = 23X127; 23 et 127 sont les facteurs premiers de 2921.
Remarque IL — Cette méthode s'applique sans difficulté aux petits nombres, par exemple aux nombres inférieurs à lllOOO; mais quand le nombre est grand, elle est excessivement lougue et peu commode. Elle exige d'ailleurs que l'on posst de une table de nombres premiers assez étendue.
Il y a d'autres procédés, mais nous ne pouvons en parler ici {Recherches arithmétiques de Gauss, section sixième).
Remarque III. — On pourrait penser que les nombres
N = i.2.3.5.7 p+1 du n** 74 sont des nombres
premiers; les premiers d'entre eux, en effet, sont premiers, car on a
et tous ces nombres sont premiers; mais le tiombre 1 . 2 . 3 . 5 . 7 . 11 . 13 -h 1 = 30031 est le produit des deux facteurs premiers 59 et 509.
Fermât avait annoncé que tous les nombres compris dans la forme 2**-i-l, où x désigne un nombre entier, iiiont lies nombres premiers; mais Euler a montré que le nombre qu'on obtient pour a? = 5, 2^^ h- 1, est un nombre composé ; ce nombre est 4294967297 et est divisible par 641, Depuis lors, comme nous l'avons déjà dit, on n'a
découvert aucune forme ne contenant que des nombres premiers.
* 76. Restes des puissances d'un nombre, relatifs à un module premier donné. — Théorème. — La suite des restes relatif t à un module premier p des diverses puissances d'un nombre a non divisible par p est une suite périodique^ qui ne contient aucune partie non périodique. — La suite des puissances de a est
Il n'y a dans cette suite aucun nombre divisible par p, car chacun d'eux est le produit d'un certain nombre de facteurs a, et de tous ces facteurs aucun n'est divisible par p (n« 72, 3«) ; d'autre part, le nombre des restes relatifs au module p est limité ; il y a donc forcément des puissances de a qui donnent le même reste ; soient a*» et a»» deux puissances de a qui donnent le mémereste^ et désignons par a*» celle qui vient après Tautre, de sorte que m > n. Alors la différence d™ — a» est divisible par p ; mais elle peut s'écrire a'»(a*«-« — 1), car a» = a^.a"»-»» (n« 42). Or le premier facteur, o", n'est pas divisible par p ; donc le second est divisible par p ; donc a»*-* admet pour reste, par rapport au module |7, le nombre 1.
11 y a donc dans la suite des puissances des nombres qui donnent pour reste 1. Soit a* le premier d'entre eux, la plus petite puissance de a qui donne pour reste 1 . On a a' = muU p-hi, et, en multipliant les deux premiers membres de cette égalité par
a^a^ja^, , a^ , nous avons successivement a*** = multp ■+- a ,
û«+« = mult p -H a», . . . , a*^* =r mult p-ha^; les t nombres a', a'+*,---'->«**^» qui suivent les t premiers, donnent donc les mêmes restes qu'eux ; de même les t nombres
0^, a«+*, a****, , a«*-*, redonnent les mêmes restes; et ainsi
de suite. La suite des restes est donc périodique, et la période commence au premier reste, 1 .
Remarque 1. — Les t restes fournis par 1, a, a',..., a^*, sont tous différents, si l'on suppose que a* est la plus petite des puissances donnant pour reste 1 ; car si deux d'entre elles donnaient le même reste, a* et a^, k> h, on verrait comme précédemment que a*"* donne pour reste i, ce qui n'est pas, puisque cette puissance de a vient avant a^ Cette suite de t restes différents a = J, a', a", ,0^*^), constitue donc la période qui se
reproduit indéfiniment et sans altération.
Remarque 11. — Considérons une puissance quelconque de a, a«, et supposons d'abord q divisible par <, q =z q't ; nous venons de voir que le reste de a«'' commence la (g'-l- !)• période ; il est donc égal à 1. On peut voir cela autrement, en écri-
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vanl 0^= multp+ 1 ; si on multiplie celte égalité par ellemême, membre à membre, on aura a*' = mult p + \ ; puis, muIUpliant cette égalité par la précédente, a** = multp + 1; et ainsi de suite, jusqu'à as'' = mnilp-hi. Supposons maintenant g non divisible par t, qznq't-^r, (r<,t); nous pouvons écrire oJ** = mult p H- 1, et, en multipliant les deux membres par a^, cfi'^*^ ou a« = mult p ■+• aT, Donc a« donne le même reste qne a*", et, pour calculer le reste relatif à une puissance, il ''aut remplacer Texposant par son reste relatif au module t,
Eseemple: 3' donne pour reste 1, par rapport au module 13 ; donc 3""^*^ peut être remplacé par 3 et donne pour reste 3 ; 3*<>°' peut être remplacé par 3^ et donne pour reste 9 ou — 4.
Remarque 111. — Le calcul des restes successifs se fait en multipliant, à chaque fois, le reste que Ton vient de trouver par a, et prenant le reste de ce produit ; on part de 1, et on continue jusqu'à ce que Ton retrouve 1. C'est ainsi qu*a été formé le tableau suivant, qui contient les restes des puissances de 10, par rapport aux modules premiers inférieurs à 50, autres que 2 et 5.
Périodes des restes des diverses puissances de 10, par rapport atuo modules premiers inférieurs à BO.
Modal ea
Périodes de restes 3, -2.
Dans ce tableau, on n'a mis que les restes minimas absolus. On a marqué d'un astérisque les modules pour lesquels la période comprend tous les restes possibles, autres que 0. \
Ce tableau contient les caractères de divisibilité par 3, 7, li, ^ 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 44, 43, 47, dans le sens qui a été attaché à cette expression antérieurement.
Le théorème qui vient d'être établi est susceptible d'extension, comme nous le verrons plus tard. Pour plus de détails^ on pourra consuHerlesRechercJies arithmétiques àe Gauss (section troisième) ou V Algèbre supérieure de J. Serre t (tome 11).
* 77. Exposant auquel appartient an nombre, par rapport à un module premier p. — Si a* est la plus petite puissance de a qui donne pour reste 1, on dit que a appartient à l'exposant t, par rapport au module premier p.
Le tableau précédent nous montre que, dans tous les cas qui y sont contenus, l'exposant auquel 10 appartient est égal à p — 1 ou à un diviseur de p — 1. Nous allons montrer que cette propriété est générale.
Théoréhe. — L'exposant auquel appartient un nombre a, non divisible par un nombre premier p, par rapport à ce module, est égal à p — 1 ou est un diviseur de p — 1 .
Soient t l'exposant de a et (A) l'ensemble des restes donnés
par la suite 1, a, a«, , a*"* ; désignons ces restes par
a, a', a", , a(^*); a = 1. Nous avons vu que ces restes sont
tous différents ; par conséquent leur nombre ne peut dépasser p — 1. Le nombre t est donc égal à p — i ou inférieur à p-i.
Si *<p — 1, il y a, parmi les p — 1 premiers nombres entiers, des restes qui ne sont pas dans l'ensemble (A), c'est-à-dire qui ne sont pas des restes de puissances de a ; soit ? l'un d'eux, il est facile de montrer que les produits des restes a, a', a", ...., par ? conduisent à de nouveaux restes distincts et différents des précédents. Les restes des produits pa, pa', po*, sont différents;
car si deux d'entre eux donnaient le même reste, PaW et paW, leur différence pxW — paW serait divisible par p ; or cette différence est le produit de deux facteurs P et aW — a(*) qui sont tous deux inférieurs à p ; elle n'est donc pas divisible par p. D'autre part, ces nouveaux restes sont différents des précédents, car si paW donnait pour reste (z(*), la différence p(z(*) — «(*) serait divisible par p ; or on peut, dans cette différence, remplacer flrf*) et a(*) par a* et a*, qui ne diffèrent de ceux-ci que par des multiples de p, ou par a* et a*+* ; elle peut alors s'écrire
ou a*(a'+*-A — P).
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Pour qu*elle fût divisible par py il faudrait que ? fût le reste de a*+*~*, c'est-à-dire un reste de puissance de a, ce qui n'est pas.
r.es nouveaux restes p, P', P", forment donc un nouvel
ensemble (B) différent du précédent, et tous les nombres des ensembles (À) et (B) sont distincts ; nous avons donc déjà 2t restes relatifs à p. Si nous les avons ainsi tous obtenus, 2t =p— 1 ; sinon, soit y un de ceux qui manquent.
Multiplions tous les nombres de l'ensemble (Â) par y- ^ous
allons montrer que les restes provenant des produits ya, ya', fOL",
sont tous différents et diffèrent de ceux des ensembles (A) et (B). Nous verrions d'abord, comme précédemment, qu'ils sont distincts et qu'ils diffèrent des restes de l'ensemble (A) ; il nous reste à faire voir qu'ils diffèrent aussi de ceux de l'ensemble (B). Si l'un d'eux se trouvait dans l'ensemble (B), c'est que la différence pa(*) — Y«^*^ serait divisible par j9, ou bien la différence Pa«+* — Y^*; mais cette différence est Je produit de a* par p^f+A-fc — Y^ et le premier facteur n'est pas divisible par p; le second serait donc divisible par p, et f serait un reste du second ensemble, ce qui n'est pas.
Si tous les restes sont alors obtenus, on a 3t = p — 1 ; sinon, soit 8 l'un de ceux qui n'ont pas encore été obtenus ; nous considérerons de même les produits 8a, 8a', 8a'', Et ainsi de suite.
Nous arriverons ainsi à trouver tous les restes relatifs au module p, et nous voyons qu'on a forcément nt = p — 1 ; donc p — 1 est divisible par t.
Exemples: Les restes des puissances de. 2, par rapport au module 13, sont
1 , 2, 4, - 5, 3, 6, — 1 , — 2, — 4, 5, - 3, - 6 ; on a donc ici t = 12 = /) — 1.
Les restes des puissances de 3 sont 1^ 3, — 4; on a donc ici
Lorsque a appartient à Texposant p — 1 , on le nomme racine primitive de ^: 10 est racine primitive de 7, de 17, de 19, de 23, etc.; 2 est racine primitive de 13.
Nous verrons plus tard qu'il y a toujours des nombres appartenant aux diviseurs de /) — 1, et, par suite, qu'il y a toujours des racines primitives relatives à un module premier quelconque.
* 78. Théorème de Fermât. — 5» p désigne un nombre premier et a un nombre non divisible, par p, la différence a^""* — I est toujours divisible par p. — En effet, désignons par t l'exposant auquel a appartient ; nous avons vu que t est un diviseur de p — 1 ou j9 — 1 lui-même, et que a' = mult p -I- 1. Le
nombre ^-— — est donc un nombre entier, et si nous élevons
les deux membres de inégalité précédente à la puissance ^-7^ »
nous avons : o^* = rouit p -H 1 , ce qui démontre le théorème. Ce théorème, un des plus importants de Tari thmé tique, a été énoncé par Fermât, sans démonstration ; il a été démontré pour la première fois par Ëuler, mais par une méthode différente de celle que nous venons de donner.
EXERCICES
1« Sauf 2 et 3, tous les nombres premiers sont compris dans les formes 6* -♦- 1, 6* — i, h étant un nombre entier quelconque, ou dans les formes iZh-hij <2A+5, 12A4-7, 12A+H.
2^ Pour qu*un nombre soit divisible par le produit de deux nombres premiers, il faut et il suffit qu'il soit divisible par chacun d'eux. En conclure le caractère de divisibilité par 33.
3^ Un nombre inférieur à 100 contient au plus 6 facteurs premiers, distincts ou non.
4* Montrer que le nombre 2» -f 2* -H 2 -f- i n'est pas premier.
5<> Tout nombre premier impair est la différence entre les carrés de deux nombres consécutifs.
6® Les nombres premiers de la forme ik—i ne peuvent être des sommes de deux carrés. Vérifier que tous ceux de la forme 4À + 1 qui sont plus petits que 100 sont des sommes de deux carrés.
V Former la table des nombres premiers compris entre 100 et 200.
8° Chercher si le nombre 2** — 1 est ou n'est pas premier.
9° Former les restes des puissances de 2, relatifs aux modules 13, 17, 73 ; former les restes des puissances des nombres inférieurs à 17 par rapport au module 17.
lOo Montrer que les restes des puissances 1 , a, a^,..., a*"* appartiennent à Texposant < ou à un exposant inférieur, en admettant que a appartienne à l'exposant t.
Plus grand commun diviseur entre deux nombres
Un diviseur commun à deux nombres est un nombre qui les divise tous deux exactement. Le plus grand commun diviseur de deux nombres est le plus grand de leurs diviseurs coramiins.
Si deux nombres ont pour plus grand commun diviseur Vanité, ils sont premiers entre eux.
La recherche du plus grand commun diviseur de deux nombres repose sur le théorème suivant :
/.f-Y diviseurs communs à deux nombres sont exactement les jnêmes que ceux qui sont communs au plus petit des deux nombres et au reste de leur division.
Eq effet, si nous désignons par a et b les deux nombres, et par a le plus grand des deux nombres, la division de a par b nous conduit à l'égalité
a = bq-^r, (r<ô),
g et » désignant le quotient et le reste.
Cela posé, tout diviseur commun à a et é, divise aussi bq ; il divise donc la différence a — bqy c'est-à-dire r ; c'est donc un diviseur commun à ô et r. Réciproquement, tout diviseur commun à é et r, divise bq^ et, par suite, la somme ég^-4-r, c'est-à-dire a; c'est donc un diviseur commun h a et b. Les deux couples (a, b) et {b^ r) sont donc complètement équivalents, au point de vue des diviseurs commims.
Considérons alors deuxnombres quelconques, sur lesquels nous ne ferons aucune hypothèse particulière, par exemple, 80712 et 8712. Divisons 80712 par 8712 ; le quotient est 9 et le reste 2304 ; nous pouvons donc, d'après ce qui précède, au point de vue des diviseurs communs, remplacer le couple 80712 et 8712 par le couple plus simple 8712 et 2304. Divisons de même 8712 par 2304 ; nous aurons 3 pour quotient et 1800 pour reste, et nous pourrons remplacer le couple 8712 et 2304 par le couple plus simple 2304 et 1800. Et ainsi de suite.
La suite de ces divisions se termine nécessairement ; car les restes successifs vont en décroissant, de telle sorte qu*on arrive nécessairement soit à un reste nul, c'est-à-dire à une division exacte, soit à un reste égal à 1, étalons comme il divise exactement le précédent, quel qu'il soit, la division suivante se fait exactement. Dans tous les cas, on a donc une suite limitée de divisions terminée par une division exacte.
Dans le cas actuel, il y a 7 divisions en tout, la dernière se faisant exactement ; c'est la division de 216 par 72. Il ressort des raisonnements précédents que les deux nombres donnés, d'une part, le plus petit de ces deux nombres et le premier reste, d'autre part, et deux restes consécutifs quelconques forment des couples équivalents, au point de vue des diviseurs communs. Donc les deux nombres 80712 et 8712 ont les mêmes diviseurs que 216 et 72. Or 216 est un multiple de 72 ; donc les diviseurs de 72 appartiennent tous à 216 ; par conséquent les diviseurs communs à 216 et à 72 sont les diviseurs de 72 ; le plus grand d'entre eux est 72 ; donc 72 est le plus grand commun diviseur entre 80712 et 8712.
De tout ce qui vient d'être dit, résultent la règle et le théorème suivants :
Bà6LB« — Peur trouver le plus grand commun diviseur de
deux nombres donnés, on divise le plus grand par le plus petite celui-ci par le premier reste ainsi obtenu^ puis le premier reste par le second ; et ainsi de suite^ jusqu'à ce que ton arrive à une division exacte. Le dernier reste obtenu est le plus grand commun diviseur cherché.
Théorème. — Les diviseurs communs à deux nombres sont les diviseurs du plus grand commun diviseur.
Les mêmes conclusions 8*appliquent à chacun des couples formés par le plus petit nombre et le premier reste ou par deux restes consécutifs.
Si nous désignons par a et 6 les deux nombres donnés, a > 6, par r^, r,, ..., r* les restes successifs, les diverses divisions signalées donnent naissance aux égalités suivantes :
a = bq^+r^ (r, < 6)
La suite, a, *, r^^ r^, ..., r^^ est décroissante. Tous les couples (a, *), (*, r,) ,..., {r|,^^,rj^) ont les mômes diviseurs communs ; r» est le plus grand commun diviseur de chacun d'eux, et les diviseurs communs à tous ces couples sont les diviseurs de rj^.
Les égalités (1) constituent Talgorithme du plus grand commun diviseur. — On appelle algorithme une opération composée ou un ensemble d*opérations simples conduisant à un résultat déterminé.
Pour effectuer les opérations qui conduisent au plus grand commun diviseur, on réunit toutes les divisions en une seule opération complexe; pour cela, on écrit, à chaque fois, le quotient à la place du diviseur et réciproquement,
de telle sorte que les divisions soient placées les unes à la suite des autres, sans interruption. Nous donnons ici les opérations qui conduisent au plus grand commun diviseur de 80712 et 8712 et au plus grand commun diviseur de 81833 et 9125.
Reharoue I. — Les diviseurs commuas h a et b sont les mêmes que ceux qui sont communs à a et a + A, «et a — b, b et a -+-6, 6 et a — b. On peut donc, dans le couple Vp, rp.i, remplacer le reste rp par son complément à rp_i, c'est-à-dire par le nombre rp_i — rp. Ceci est avantageux quand le nouveau nombre est inférieur à Vp, ce qui arrive toutes les fois que le reste rp est plus grand que la moitié de rp^i (nous appelons moitié d'un nombre le quotient par 2 de ce nombre à une unité près).
Si le dernier reste r» est égal à 1, les deux nombres a et b n'ont pas de diviseur commun : ils sont donc premiers entre eux, et l'on voit que l'algorithme du plus grand commun diviseur permet de savoir si deux nombres sont ou ne sont pas premiers entre eux.
Reharoue II. — Limite supérieure du nombre iet divisions à effectuer dans la recherche du plus grand commun diviseur . — Il n'y a qu'à consulter la suite des égalités (1), pour voir qu'à chacun des nombres de l'ensemble
correspond une division, si l'on compte toutefois la dernière division qui se fait exactement. Parcourons cette suite en ordre inverse, nous obtiendrons
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remarquons en outre qu'entre trois nombres consécutifs nous avons la relation
dans laquelle qp est au moins égal à 1 ; nous en conclurons de suite
rp^> rp^i -h rp.
D'autre part, le premier reste rk est au moins égal à i, le second rk-t au moins égal à 2 ; si donc nous formons une suite qui commence par les nombres i et 2, et dont chaque terme soit la somme des deux précédents,
les nombres de cette suite ne seront pas supérieurs à ceux qui leur correspondent dans l'ensemble
''Aï ^ik-i, , n, b.
Il en résulte donc que si l'on parcourt la suite des nombres ainsi obtenus jusqu'à ce que l'on arrive à un terme supérieur à 6, on n'aura pas moins rencontré de nombres
qu'il y en a dans l'ensemble r^^ r^^i, , b. Le rang
du dernier nombre envisagé est donc au moins égal au nombre des divisions à efifectuer, et constitue une limite supérieure du nombre des opérations.
Si on cherche le plus grand commun diviseur entre deux termes consécutifs de cette suite, on ajuste autant de divisions à effectuer qu'il y en a d'indiquées.
Nous donnons ici cette suite pour tous les nombres qu'elle renferme et qui sont inférieurs à 10.000 :
Si donc le plus petit des deux nombres employés est inférieur à 10000, il y a au plus 19 opérations à effectuer.
Deux nombres consécutifs de cette suite sont premiers entre eux.
On peut trouver autrement une limite supérieure du
nombre des opérations : il suffit de remarquer que, d'après
la loi de formation des nombres indiquée antérieurement,
les termes de rangs impairs sont supérieurs aux diverses
puissances de 2,
car chacun d'eux est la somme du nombre antéprécédent dans la suite complète et d'un nombre plus grand que lui ; il dépasse donc le double de celui qui le précède dans les rangs impairs. Nous chercherons alors un nombre n tel que 2">6, et le nombre 2n ou même 2n — 1 est une limite supérieure du nombre des divisions. Mais cette limite est en général plus élevée que la précédente : si nous prenons pour exemple le cas où le plus petit nombre est é^al à 6500, la première règle donne 19, ou même 18, pour nombre maximum des opérations, tandis que la seconde règle donne 27.
Théorèmes relatif» au plus grand commun diviseur
1* Si on multiplie deux nombres par un troisième, leur plus grand commun diviseur est multiplié par ce troisième.
En effet, nous avons vu, au n" 55, 6*, que si l'on multiplie deux nombres a et b par c, le reste dé leur division est multiplié par c; les deux nombres b et ri, étant multipliés par c, le reste de leur division est aussi multiplié par c ; et ainsi de suite, jusqu'au dernier reste, qui est également multiplié par c. Or celui-ci est le plus grand commun diviseur des deux membres donnés ; donc etc.
Exemple : 15 et 7 ont pour plus grand commun diviseur 1 ; donc leurs produits par 8, 120 et 56, ont pour plus grand commun diviseur 8.
2" Si on divise deux nombres par un de leurs diviseurs communs, le plus grand commun diviseur est divisé par le nombre employé.
in
On sait*(n" 55, 7**) que si ron divise deux nombres, a et 6, par un de leurs diviseurs communs, le reste de leur division est divisé par ce nombre ; soit c le diviseur employé; b et Tj, étant divisés par c, le reste de leur division est aussi divisé par c; et ainsi de suite, jusqu'au dernier reste, qui est également divisé par c. Or ce dernier reste est le plus grand commun diviseur ; donc etc.
Exemple: Les nombres 80712 et 8712 ont pour plus grand commun diviseur 72 ; si nous divisons ces deux nombres par 12, les quotients, 6726 et 726, ont pour plus grand commun diviseur 6.
Conséquence. — Les quotients de deux nombres par leur plus grand commun diviseur sont premiers entre eux.
Car le nouveau plus grand commun diviseur est égal kL
Ejtemple: 80712 et 8712 ont pour plus grand commun diviseur 72 ; leurs quotients par 72 sont 1121 et 121, et ces deux nombres sont premiers entre eux.
Donc ce qui caractérise le plus grand commun diviseur de deux nombres, parmi tous leurs diviseurs communs, c'est que les quotients qu'il fournit sont premiers entre eux.
Plus grand commun diviseur de plusieurs nombres
— Considérons plusieurs nombres donnés a, 6, c, (/,
Ou appelle diviseur commun de ces nombres, tout nombre qui les divise tous exactement.
Le plus grand de tous les diviseurs communs s'appelle le plus grand commun diviseur de ces nombres.
Si plusieurs nombres donnés n'ont pas d'autre diviseur commun que le nombre 1, ils ont 1 pour plus grand commun diviseur, et ils sont dits premiers dans leur ensemble.
On dit que plusieurs nombres sont premiers deux à deux.
PT
lorsque tous les couples que l'oii peut former avec deux de ces nombres ont pour plus grand commun diviseur Tunité.
Théorème. — Pour avoir le plus grand commun diviseur de plusieurs nombres, on prend le plus grand commun diviseur de deux d'entre eux, puis e plus grand commun diviseur de celui-ci et d'un troisième nombre de Vensemble, puis le plus grand commun diviseur du nouveau résultat et tun quatrième nombre de VensemblCy et ainsi de suitCy jusqu'à ce que Fon ait épuisé tous les nombres de Vensemble. Le dernier résultat obtenu est le plus grand commun diviseur cherché.
Considérons, en effet, quatre nombres a, 6, c, e(, et désignons par 8i le plus grand commun diviseur de a et de 6, par 83 le plus grand commun diviseur de \ et de c et enfin par 8 le plus grand commuiv diviseur de $s et de d. Nous avons vu que les diviseurs communs à a et 6 sont les diviseurs de \ ; nous pouvons donc, au point de vue des diviseurs communs, remplacer a et 6 par Si. Les diviseurs communs à a, 6, c sont les diviseurs communs à Sj et c, c'est-à-dire les diviseurs de 8, ; nous pouvons donc, au point de vue des diviseurs communs, remplacer a, 6, e par 83, et, par suite, remplacer l'ensemble a, 6, c, d par 8j et d ; ces deux-ci ont pour diviseurs communs les diviseurs de leur plus grand commun diviseur, 8 ; donc les diviseurs communs aux quatre nombres a, 6, c, d sont les diviseurs de 8 ; le plus grand d'entre eux est 8 lui-môme.
Le raisonnement est identiquement le même, quand Tensemble donné contient trois ou plus de quatre nombres.
Il résulte encore de notre raisonnement que les diviseurs communs à plusieurs nombres sont les diviseurs de leur plus grand commun diviseur.
Exemples : 60, 84, 180, 156 ont pour plus grand commun diviseur 12.
5, 7, 15, 13 sont premiers dans leur ensemble. 5, 7, 16, 27 sont premiers deux à deux.
Les propositions suivantes sont presque évidentes.
1* Lorsqu'on multiplie plusieurs nombres par un nombre . qvûkonque, leur plus grand commun diviseur est multiplié par ce nombre,
£n eiîet, prenons comme précédemment un ensemble de quatre nombres a, *, c, cl, et désignons par 8i, Sj, 8 les plus grands communs diviseurs de a et 6, de 8i et c, de Si et d ; si nous multiplions tous les nombres par un nombre donné, k^ d*après les propriétés du plus grand commun diviseur de deux nombres, Si, 82 et 8 seront aussi multipliés par k, car les deux nombres qui fournissent Tun d'eux oDt été multipliés par k.
î^" Lorsqu'on divise plusieurs nombres par un de leurs diviseurs communs^ leur plus grand commun diviseur est divisé par ce nombre.
Démonstration complètement analogue à la précédente.
Il résulte de là que les quotients de plusieurs nombres par leur plus grand commun diviseur sont premiers dans leur ememble ; car le nouveau plus grand commun diviseur est égal à 1.
Tandis que les quotients de plusieurs nombres par un autre diviseur commun admettent encore un diviseur commun autre que l'unité, le quotient du plus grand commun diviseur par ie diviseur employé.
Ce qui caractérise le plus grand commun diviseur parmi tous les diviseurs communs à plusieurs nombres donnés, c^esi que les quotients qu'il fournit sont premiers dans leur ensemble.
On peut d'ailleurs démontrer a priori que les quotientô de plusieurs nombres par leur plus grand commun diviseur sont premiers dans leur ensemble. En effet, soient plusieurs nombres a, b, c, rf, dont nous désignons le plus grand commun diviseur par 8; nous aurons
a = a'^, b = b'^, c = (/8, d = rf'8.
Si les quotients a', &', (/, i n*étaient pas premiers dans leur ensemble, ils auraient un diviseur commun $|, et Ton aurait
a' = a\, b' = b\, e' = c'a,, (t = (f«„ «t, par suite,
a = 0*8^8, b = 6'8,8, c = (/S^a, d = d'S.Î. Les nombres proposés auraient donc pour diviseur commun 8^8, qui est plus grand que 8, ce qui est contraire à rhypothôse, puisque 8 est le plus grand commun diviseur.
82. Théorèmes qui découlent de la théorie do plus grand eommun diviseur.
l*' Lorsqu'un nombre divise un produit de deux facteurs et est premier avec Vun d'eux, il divise Vautre,
Soit c un nombre qui divise le produit ab de deux nombres donnés, et supposons c premier avec b ; cela veut dire que c et 6 ont pour plus grand commun diviseur l'unité : donc les produits ac et ab ont pour plus grand commun diviseur le nombre a. D'autre part, le nombre c divise ae dont il est facteur, il divise ab par hypothèse ; donc il divise le plus grand commun diviseur de ces deux nombres, c'està-dire a,
V Lorsqu'un nombre est premier avec tous les facteurs dun produit, sauf un, et qu'il divise ce produit, il divise le facteur avec lequel il n'est pas premier.
En effet, soit un produit aéc..../, dans lequel tous les facteurs, sauf /, sont premiers avec un nombre donné m, qui, en outre, divise le produit considéré; nous allons montrer que m divise /. Pour cela, nous pouvons dire : m divise le produit de a par Je .... /, il est premier avec a, donc il divise 6c..../; de même m divise le produit de b par C....I, il est premier avec b, donc il divise c .... /; et ainsi de suite, jusqu'à ce que nous soyons arrivé à /, qui est donc divisible par m.
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3** Lorsqu'un nombre m est premier avec divers nombres a, b, c, ...., 1, il est premier avec leur produit»
En effet, tout diviseur o de m est premier avec chacun des nombres a, b, c, ....,^1 oar s'il avait un diviseur commun avec Fun d'eux, 6, par exemple, ce diviseur appartenant à m, 6 et m ne seraient pas premiers entre eux. Il résulte donc du théorème précédent que 8 ne peut diviser le produit a, 6, (?.... /. Donc ce produit et le nombre m n'ont aucun diviseur commun.
On peut généraliser ce théorème et démontrer que si deux ensembles de nombres a^, a,, ...., a^ et b|, b,, ...., bk, sont tels que tout nombre du premier ensemble soit premier avec tout nombre du second^ les deux produits SL^dL^. . . .sl^ et b|b2....bk sont premiers entre eux.
Car, d'après le théorème précédent, les nombres 01, a^i .•••, chi sont premiers avec le produit bib^.,..bk; de même celui-ci est premier avec le produit des précédents ; ce qu'il fallait démontrer.
Si l'on suppose maintenant que tous les facteurs a soient égaux entre eux, et qu'il en soit de même des facteurs &, on a la propriété suivante :
Lorsque deux nombres sont premiers entre eux^ toute puissance de Vun est première avec toute puissance de Vautre.
4* Lorsqu'un nombre est divisible par deux nombres premiers entre eux, il est divisible par leur produit.
Soit c un nombre divisible par deux nombres premiers entre eux, a et b. De la première hypothèse, découle l'égalité c = aqy q étant un certain nombre entier ; de la seconde, découle que b divise aq^ et, comme il est premier avec a\ il divise q\ donc on a ^ = bq\ et, par suite, e = abq\ ce qu'il fallait démontrer.
5* Lorsqu^un nombre est divisible par plusieurs nombres premiers entre eux deux à deux^ il est divisible par leur produit.
Désignons par N un nombre divisible exactement par
plusieurs nombres a^b^c^ , /, premiers entre eux deux
à deux. De nos hypothèses résulte que N = aç„ q^ étant un certain nombre entier; nous allons montrer maintenant que ^1 est divisible par tous les nombres donnés, autres que a, par exemple par b ; en effet, b divise N ou ag„ par hypothèse, et est premier avec a, donc il divise g,. Nous aurons donc q^ = bq^^ 9, étant un certain nombre entier ; nous verrons de même que q^ est divisible par tous les nombres qui viennent après b ; nous aurons donc, par exemple, q^ = c^,, et ainsi de suite. Si donc nous désignons par n le nombre des diviseurs donnés, nous aurons les égalités suivantes :
N = aq^, 7, = bq^, q^ = c?,, . . . . , fl;.., = Iqn \ et, par suite, en remplaçant successivement ^i, 9^2,93,... .,?»-i par les valeurs indiquées, nous aurons N = aôc — /jn, qn étant un certain entier. C'est justement ce qu'il fallait démontrer.
Conséquence. — Si un nombre est divisible par plusieurs nombres premiers différents, il est divisible par leur produit.
Les théorèmes suivants sont aussi complètement évidents, d'après ce qui précède.
Tout nombre premier qui divise un produit de facteurs^ divise Vun d'eux.
Tout nombre premier qui divise un produit de facteurs premiers, est égal à Vun d'eux.
Tout nombre premier qui divise une puissance d'un autre nombre, divise ce nombre.
Nous avons vu antérieurement que tout nombre composé N peut se mettre sous la forme
N = aoib^ A,
a, b, — , / désignant les facteurs premiers différents du
nombre N et «, p, , X désignant les exposants de chacun d'eux, c^est-à-dire les nombres de fois qa*ils figurent dans N. Les nombres premiers a, ^, ...., l sont premiers entre eux deux h deux ; il en est donc de même de leurs puissances, a«, 6^, ...., A; par conséquent, il résulte de ce qui précède que la condition nécessaire et suffisante pour qu*un nombre soit divisible par N, c'est qu'il soit divisible par les divers nombres a«, ôP, ...., A.
Lu caractère de divisibilité relatif au module N se composera donc de la réunion des caractères de divisibilité relatifs aux modules a«, ôP, , A ; mais ceci n'aura lieu
que si Ton se borne à chercher et à énoncer les conditions sous lesquelles un nombre est divisible exactement par N, et non pas si Ton a pour but de trouver le reste de la division d'trn nombre par N.
C*est ainsi que Ton reconnaîtra qu'un nombre est exactement divisible par 6, à ce qu'il est divisible successivement par ^ et par 3 ; de même on reconnaîtra qu'un nombre est divisible par 77, à ce qu'il est divisible successivement par 7 et par il.
Plus petit oommim multiple de deux nombres. — On
appelle multiple commun à deux nombres, tout nombre qui est exactement divisible par chacun d'eux.
Deux nombres quelconques ont toujours des multiples communs : pour le voir, il n'y a qu'à former leur produit, ou un multiple quelconque de ce produit.
Le plus petit de tous les multiples communs à deux nombres s'appelle \eplus petit multiple commun de ces deux nombres,
Théoeème. — Le plus petit commun multiple de deux nom^ ares est le quotient de leur produit par leur plus grand commun diviseur. Tout multiple commun à deux nombres est un multiple de leur plus petit commun multiple^ et réciproque^ ment*
Pour démontrer ce théorème, nous allons chercher la forme des multiples communs à deux nombres donnés a et i ; à cet effet, nous désignerons par $ leur plus grand commun diviseur, et par a', b\ les quotients de ces deux nombres par leur plus grand commun diviseur, quotients qui sont, comme Ton sait, premiers entre eux.
Désignons alors par M un multiple commun à a et i ; ce multiple est compris parmi les multiples de a et est de la forme M = aA, A étant un certain nombre entier. Pour que M soit en outre divisible par 6, il faut que aA soit divisible par 6, ou, ce qui est la même chose, que o'SA soit divisible par i'8 ; il faut donc et il suffit que a!K soit divisible par 1/ ; or i' est premier avec a', donc il doit diviser A et cela suffit. On a donc A = mb\ et, en portant cette valeur de A dans M, on a
M = aA = ma6' = -^1 car i'=-f
d'aprôs la notation du n* 47.
Les multiples communs à a et 6 sont donc tous les nombres de la forme H = -r-, m étant un nombre entier
quelconque.
Le plus petit de tous est donc {i = y, et tous les autres sont des multiples de celui-ci. C*est là le théorème que nous voulions démontrer.
Remarque. — Si les deux nombres donnés sont premiers entre eux, leur plus petit commun multiple est leur produit.
Exemples, — Les deux nombres 80712 et 8712 ont pour
plus grand commun diviseur 72, ainsi que nous l'avons vu
antérieuretment ; leur plus petit commun multiple est donc
%a ou 80712X121,
c'est-à-dire 9766152.
Le plus petit commun multiple de 7 et de 11 est 77.
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84« Plus petit commun multiple de plosieiirs ncmibres. —
On appelle muiUple commun à plusieurs nombres, tout nombre exactement divisible par chacun d'eux.
Plusieurs nombres donnés ont toujours des multiples communs : pour le voir, il n'y a qu'à former leur produit, ou un multiple quelconque de ce produit.
Le plus petit de tous les multiples communs à plusieurs nombres est leur plus petit commun multiple.
Théorème. — Pour avoir le plus petit commun multiple de plusieurs nombres^ a, b, c, d, , on forme le plus petit commun multiple de di et de h^ {i|, puis le plus petit commun multiple de \i^ et de c, f^, puis le plus petit commun multiple de ^^ et de d.^ (*, ; et ainsi de suite. Le dernier nombre ainsi obtenu est le plus petit commun multiple des nombres donnés.
En effet, les multiples communs h a ei b sont les multiples de (Xi ; on peut donc, au point de vue des multiples communs, remplacer a et 6 par fXi, c'est-à-dire a, 6 et c par fxi et c ; les multiples communs à ceux-ci sont les multiples de jx, ; on peut donc, au point de vue des multiples communs, remplacer a, 6, c par [Xj ; et ainsi de suite. On arrive ainsi à un dernier plus petit commun multiple, fx, dont les multiples sont les multiples communs aux nombres donnés ; par conséquent ce nombre est le plus petit d'entre eux, et le théorème est démontré.
Conséquence. — Les multiples communs à plusieurs nombres sont les multiples du plus petit commun multiple.
Si plusieurs nombres sont premiers entre eux deux à à deux, leur plus petit commun multiple est leur produit.
88. Autre manière d'obtenir le plus petit commun multiple de plusieurs nombres. — Formule de Gauss. !• Si fx est le plus petit commun multiple de plusieurs nomr
bre$ a, b, c, d, les quotients de [i par a, b, c, d sont premiers dans leur ensemble.
Soient a\ b', c', d' ces quotients. On a
|i = aa' = bb' = ce' = cW,
Si a', y, e\ dl avaient un diviseur commun, 8, on aurait
a' = a\ 6' = 6'8, d = ifl, d! = d%
et, par suite,
fx = aa'^ = bb'^ = c(fB = rfrf'8 ;
{I serait donc divisible par 8, et le quotient ^^ plus petit
que {X, serait un multiple commun à a, 6, c, d, ce qui est contraire à Thypothèse.
2*^ Tout multiple commun à plusieurs nombres a, b, c, d, est un multiple du plus petit commun multiple.
Car soient M un multiple quelconque de a, b, c, dy et
fjL le plus petit commun multiple. Divisons M par fx, nous
aurons
M = |x9+hl' (|x'<hl).
Puisque M et {x sont tous deux divisibles exactement par a.byC, rf, il résulte du n*» 55, 7*», que si jt' n'était pas nul, il serait aussi divisible exactement par a, ô, c, rf ; alors {X ne serait pas le plus petit commun multiple, ce qui est contraire à Thypothèse ; donc |x' = 0.
3^ Les quotients d'un multiple quelconque de a, b, c, d autre que le plus petit commun multiple, par ces nombres^ ne sont pas premiers dans leur ensemble ; cette propriété n'a lieu que pour le plus petit commun multiple.
Car si fx désigne le plus petit commun multiple, on a
^ = aa' = bb' = cd = dd',
les nombres a', A', c', d' étant premiers dans leur ensemble ; d'autre part, un multiple quelconque M est égal à 1x7, q étant un entier différent de 1 ; les quotients relatifs à M
sont donc a'q, b'q^ c'q^ d'q ; et Ton voit qu'ils ont pour diviseur conunun q.
4* Si on forme les produits des nombres a, b, c, d trois à trois et que Von désigne par A leur plus grand commun diviseur^ le plus petit commun multiple des quatre nombres est égal à leur produit divisé par A.
En effet, considérons le nombre ; c'est un multiple
bcd acd abd commun à a, ô, c et rf, puisque les quotients — » — > -— »
-—^ sont des nombres entiers ; c'est d'ailleurs le plus
petit de tous les multiples communs, puisque ces quotients sont premiers entre eux (n° 81).
' 86. Calcul des restes obtenus dans la recherche du plus grand commun diviseur de deux nombres, en fonction de ces nombres. — Lorsqu'on cherche le plus grand commun divis^mr de deux nombres a et b, a';> b, on est conduit à effec- Ltier diverees divisions que nous avons indiquées par les égalités (1) :
b = rig^a-hra, (r^ <r^)
Ci}
rk^2 = rk^iÇk -h Tk {rk < rk^^)
rk^i = r/cqit+i.
11 est facile de déduire de là une forme de chacun des restes, dans laquelle a et & seront en évidence. En effet, la première égalité donne ri = a — bqi ; la seconde donne r^ = & — riq^^ et si Ton y remplace ri par la valeur que l'on vient d'écrire, cette exf»ression de rj devient
rj = 6— 58(a— bqi) ou rs= &(H-îiîa) — «?8-
Nous voyons donc que ces deux premiers restes sont, au signe p^^^, de la forme bu — ai?, m et t? étant des nombres entiers po ai tifs.
Nous allons montrer que d'une manière générale on a, pour tin reste quelconque, la forme
i—i)frp = bup'^avp, (*) Up et Vp étant des nombres entiers positifs. *
Nous Tenons de voir que cette loi est yraie pour les deux premiers restes ; si donc, en l'admettant jusqu'à un certain in<âce, nous démontrons qu*elle est vraie pour Tindice suivant, nous Taurons établie dans toute sa généraUté. Admettons donc les deux égalités
(— i)r'*rp^ = bup^ — avp^,
(— l)^r^t = fru^i — avp^u et reportons-nous à la |K division, marquée par la p* égalité (1) ; celle-ci nous donne
ou (— i)Prp = (- iVr^r,^ + (— l)r^^ig, ;
pour avoir (— i)i>r,, il nous suffira donc de multiplier les deux
égalités admises par i et qp et de les ajouter ; nous aurons ainsi
(— ^)^P = H^P^i + ^P^i^p) — «(«i«-8 + Vp-iQp)'
Si donc nous posons
Up=iUp_i-^-up^^q„
Vp = Vp^i-{-Vp_^qp, nous aurons
{—i)frp = bup'^avp; et il est évident, d'après les valeurs que nous venons de trouver pour Up et vp^ que ces deux nombres sont des entiers positifs^ puisque cela a été admis pour les nombres u et v qui viennent avant ceux-ci. Or nous avons vu que la loi est vraie pour les indices 1 et 2, elle est donc vraie pour Tindice 3, puis pour Tindice 4^ etc.
Nous voyons en outre que chacun des nombres n se déduit de ceux qui viennent avant, en multipliant le précédent par le quotient de la division qui a donné le reste qu'on calcule et en ajoutant à ce produit le nombre u antéprécédent. Les nombres v se déduisent les uns des autres de la même manière. 11 suffît de se reporter aux premiers des nombres u et v, pour voir que Ton peut commencer la suite des u par 1 et ^i, celle des v par 0 et 1 ; le premier quotient à employer pour appliquer la loi de formation précédente est alors ^g, le quotient de la seconde division.
Si nous appliquons le théorème précédent au dernier des restes, rkj nous aurons de même
(— i)*r» = ftMk — ar*,
(*) ( — i)P est mis en facteur pour donner an premier nombre le signe . qnll doit prendre. D'après les règles des signes concernant le produit de plusieurs nombres entiers, positifs et négatifs, (— 1)^ = -4- 1, si p est pair, ( — i)' = — 1, si p est impair, et on a
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et en modifiant légèrement les notations actuelles nous pourrons énoncer le théorème suivant, qui est très important.
Théorème. — Le plus grand commun diviseur 8 de deux nombres a et b peut toujours se mettre sous la forme ± S = bu — ET,
u et T étant des nombres entiers positifs.
Si on divise les deux membres de cette égalité par 8, ce qui se fera pour le second en divisant successivement a et & par 8, on aura
drl = &'!*— a't), €n riéï^îgnant par a' et b' les quotients des nombres a et b par leur plus grand commun diviseur. Il résulte de cette égalité que les nombres u elv qui figurent dans l'expression du plus grand commun diviseur sont premiers entre eux, qu'il en est de même des quotients a et b\ et des couples a' et i?, b' et u ; car si les nombres de Tun de ces couples avaient un diviseur commun, autre que Tunité, ce diviseur appartiendrait à b'u et a'r, et, par suite, à b'u — a'v, c'est-à-dire à 1, ce qui est impossible.
Les nombres n et Y qui figurent dans l'expression du plus grand commun diviseur sont donc premiers entre eux.
Mais la réciproque n'est pas vraie : il re suffit pas qu'un nombre 8 puisse prendre la forme it 8 = &m — ai?, u et i? étant des entiers premiers entre eux, pour qu'il soit le plus grand commun diviseur entre a et b.
Exemple : 56 X 3 — 32 X 4 = 40 ;
3 et 4 sont premiers entre eux, et cependant 40 n'est pas le plus gi and commun diviseur entre 56 et 32.
Quand les deux nombres a et 6 sont premiers entre eux, on a S ;:= 1 et, par suite,
it 1 = 6w — av,
Rcciproquement, si cette égalité a lieu dans les conditions indiquées antérieurement, a et & sont premiers entre eux ; donc :
La condition nécessaire et suffisante pour que deux nombres a et h soient premiers entre eux, est que V égalité bu — av = zb 1 ait lieu pour certains nombres entiers m et \,
Demandons-nous maintenant si cette égalité &w — au = ± 1, quand elle est possible, peut être satisfaite pour plusieurs couples de nombres entiers u et v. Pour cela, désignons par w^ et i?o la solution (*) qui provient des calculs précédents et par u, v une
{') Équation i égalité dans laquelle figurent des nombres inconnus, a?, y, a;,.,, i|u'iL faut déterminer de façon que Tégalité soit satisfaite.
SoltiUon d'une équation^ système de valeurs que Ton peut attribuer aux îiiconmieâ d'une équation, de façon qu'elle soit vérifiée.
antre solation quelconque, 8*ii y en a; nous aurons à la fois &t# — au = db 1 et di*o — avo = ± 4 ;
nous pourrons d^ailleurs toujours supposer que le signe du second membre est le même dans les deux cas, car si cela n'était pas, comme rien ne nous empêche de supposer u et v négatifs, nous changerions les signes des deux membres de la première égalité. Si nous retranchons alors la seconde de la première, elle devient b(u — Wo) — «(« — «o) = 0, ou
&(u— tio)=a(v — Vo).
Or a divisant le second membre, dont il est facteur, divise aussi le premier, qui est égal au second ; de plus, a est premier avec b, donc il divise u-- u^ et Ton a ti — t«o = a\ij [l étant un nombre entier positif ou négatif quelconque. Si Ton porte cette valeur de u— Uq dans l'égalité précédente, elle nous donne v — v^^ &fA. Par conséquent, s*il y a des solutions, elles sont données par les deux formules
M = «0 •-*- api» tj = t?o + 6fi,
dans lesquelles \i désigne un nombre entier quelconque, position négatif. 11 est facile de voir, du reste, que tous les couples u et V que nous venons de trouver vériflent l'égalité dt< — ai> = rt i , le signe ± étant le signe de la seconde égalité.
Donc régalité envisagée a une infinité de solutions, qui sont déterminées par les formules précédentes.
On peut toujours déterminer fx de façon que u soit inférieur à a, d'après la théorie de la division ; alors le nombre correspondant V est aussi inférieur à d; car on a av = du q= 1, et, comme u est au plus égal à a — 4 , on a
av < &(a — 1) ip 1
\ ou ao < &a— (&dbl);
cette inégalité montre bien que v est aussi plus petit que b, si & > 1 ; mais si & = 1, le plus grand commun diviseur esl égal à 1, et alors on a
-l = &(a-i)-aXi;
dans c« cas t? = ô = l .
Nous aurons complètement élucidé cette question en montrant que cette solution est justement la vsolution t4o, v^, qui découle des opérations qui conduisent au plus grand commun diviseur de a et b.
Nous avons, en effet, a = bq^ + r», et & = riq% -+- r^; si nous portons cette valeur de b dans celle de a, elle devient
« = ?i(^i?i + ^i) -+- rj = rjMj -h rgUi,
ARITHM. HUMB.
Nous démontrerons de même que
a = r2Ms + nwa ;
il n*ya qu'à remplacer dans Pégalité précédente r^ par r^q^-^-vz. Et ainsi de suite jusqu*à
m c[iii montre bien que a est supérieur à uu.
De même, en partant de 6 = r^q^ + r^, on peut écrire cetîe égalité b = rii?2 -j- rat^j puis on obtient h = rjUg + ^3t?a, etc., jusqu'à h = rA_it?A + ^&»&_i ; donc 6 > t?&.
Or Uk et Va sont justement les nombres qui ont été désignés par Mo et t?o. On voit donc que cette solution est bien la solution plus petite que a et b. Dans toutes les égalités de la forme
(— iyvp =: bup — avp^
il en est de même a fortiori , puisque m* est le plus grand des nombres u, et Vk le plus grand des nombres v.
Exemples : 80712 et 8712 conduisent aux divisions : 80712 = 8712 X 9 H- 2304, 8712 = 2304 X 3 -f- 1800, 2304 = 1800 X 1 + 504, 1800 = 504 X 3 504 = 288 X 1 288 = 216 X 1 216 = 72 X 3
Si donc on désigne par a et 6 les deux nombres 80712 et 8712, on a pour les restes successifs les diverses expressions :
que Ton peut calculer directement, ou en tenant compte de la loi de formation que nous avons donnée pour les u et les v : on commencera alors la suite des m par 1 et 9 et la suite des v par 0 et 1, et le premier quotient employé sera gg = 3. Si on considère de même les nombres a = 73 et 6 = 11,
a la suite des égalités :
et les restes successifs sont :
(— l)M =20& — 3a, Remarque. — Dans le cas où & = i, la seule division qui existe est la division exacte ; il n'y a aucun reste à calculer, les résultats précédents sont inapplicables; mais nous avons vu directement que le plus grand commun diviseur 1 s'écrit dans ce cas
i=a — (a — 1) ou — 1 = a — 1 — a ;
donc b étant égal à 4, on a t4 = a ~ 1, v = 1.
* 87. Usage de Tégalité =b 3 = fru — ai» . — Nous avons vu antérieurement que Ton peut toujours, par des calculs simples, qui dérivent immédiatement de la recherche du plus grand commun diviseur de deux nombres a et 6, mettre ce nombre $ sous la forme
it 8 = ftw — av, u et V étant des nombres entiers premiers entre eux, et le signe du premier nombre étant + ou — suivant que le nombre total des restes est pair ou impair.
Deux résultats découlent immédiatement de lÀ :
i* Tout diviseur commun à & et h divise le plus grand commun diviseur de ces nombres.
Car il divise évidemment bu — av.
2® Les quotients de deux nombres par leur plus grand commun diviseur sont premiers entre eux.
Car, en appelant a' et b' ces deux quotients, ils satisfont à régalité ±i = b'u — a'v.
Nous pouvons reprendre id une partie des résultats déjà trouvés dans ce qui précède, et en donner d'autres démonstrations.
3* Tout diviseur commun $', à deux nombres a et b, autre que le plus grand commun diviseur $, donne des résultats non premiers entre eux.
Car les deux quotients obtenus sont encore divisibles par ^> qui est un nombre entier (i«).
4® Si on multiplie les detue nombres & et h par un nombre quel" conque k, leur plus grand commun diviseur $ est aussi multiplie par k.
Car les quotients de ha et kb par A$ sont a' et b\ premiers entre eux (2«, 3"). Donc AS est le nouveau plus grand commun diviseur.
5® Si on divise deux nombres a, et h par un de leurs diviseurs communs^ le plus grand commun diviseur est divisé par ce nombre.
Démonstration analogue à la précédente.
6® Si un nombre c divise un produit de deuœ facteurs b, et h et est premier avec Vun d'eux, il divise Vautre,
Supposons c premier avec b ; nous aurons ±1 = cw — bvj t« et V étant des nombres entiers positifs. En multipliant par a les deux membres de cette égalité, on a
ih a = a4iu —- abv.
Or c divise acu, il divise aussi abv, par hypothèse ; donc il divise acu — abv y c'est-à-dire ±a (*).
De ce théorème découlent diverses conséquences, qu'il est inutile de rappeler ici, car nous n'avons rien à changer aux démonstrations déjà données.
7° Si un nombre est premier avec plusieurs autres, il est premier avec leur produit.
Soit, en effet, un nombre b premier avec plusieurs autres nombres «1, «2, , On,* cela veut dire qu'il existe des entiers u ei v
tels que l'on a
^i**i — ^^1 = it l»
«aWj — àv2 = ±1,
anUn — bVn = ±1.
Si on multiplie toutes ces égalités membre à membre, en observant la règle qui donne le produit de deux sommes algébriques, on voit que, dans le premier membre, tous les termes, sauf le produit de ceux qui sont dans la première colonne, contiennent b en facteur. On a donc
aitti OnV — bV = àzi,
U et V étant des nombres entiers; par conséquent, aia^ an
et b sont premiers entre eux.
De ce théorème et des précédents découlent diverses conséquences déjà étabhes et sur lesquelles il est inutile de revenir ici, puisque nous ne modifierons pas les démonstrations déjà données.
Remarque. -— L'objet de ce paragraphe a été surtout de montrer l'importance de la relation
zh 8 = &w — av, et comment on peut en déduire presque immédiatement tous les
'^i*) Nous disons qu^un nombre négatif est divisible par un nombre positif, qaand sa valeur absolue est divisible par ce nombre. Cette remarque s^applique à tout ce qui précède. Elle est d^ailleurs inutile, si on se reporte au no 67.
théorèmes établis antérieurement par des méthodes moins rapides. 11 est intéressant de montrer que, dans le cas de plusieurs nombres, il y a une égalité de même nature qui exprime le plus grand commun diviseur de ces nombres. Considérons, pour fixer les idées, quatre nombres a, 6, c, d, et soient Si le plus grand commun diviseur de a et &, S^ le plus grand commun diviseur de $i et c, et enfin i le plus grand commun diviseur de 3| et d. On a
u^ et V| étant des nombres entiers positifs ou négatifs; de même
Si = 8iu', + cii>i, Oïl 3s = au^u\ -h lfv^u\ -h cwt
ou St = aus + ^s + «ot,
t«s, t?„ 1498 étant des nombres entiers positifs ou négatifs. Enfin, on ademême 5 = tt'tS|+eip8 ou ^ =z autu't-hàviu'z-hcvoiu'^^dpt^ c'est-à-dire
t43, vtf wz, pt étant des entiers positifs ou négatifs, premiers dans leur ensemble.
Quand on a l'habitude des nombres négatifs, la manière dont on écrit l'égalité ±l^hu^av n'a pas d'importance et on peut aussi bien adopter la notation
8 = au + ^v.
* 88. R6solullon de l'équation ax-^hy = c en nombres entiers — Si a, d et c sont des nombres entiers positifs ou négatifs, on peut se proposer de trouver tous les couples de nombres entiers, positifs ou négatifs, qui, mis à la place de oo et y, vérifient l'équation
ax-{'hy z=. c.
Tous ces couples de nombres se nomment des solutions de l'équation ; du reste, équation et solution sont des termes que nous avons déjà expliqués sommairement, en note (p. 144).
Pour résoudre la question proposée, on peut remarquer que l'on n'altère pas la condition imposée à a; et à y en multipliant ou en divisant les trois nombres a, &, e par le même nombre entier; nous pouvons donc, avant toute recherche, diviser ces trois nombres par leur plus grand commun diviseur, ou, ce qui revient au même, les supposer immédiatement premiers dans leur ensemble.
Gela posé, si a et & n'étaient pas premiers entre eux, le premier membre aurait toujours, pour toute solution entière, les diviseurs qui appartiennent en oommun à a et & ; ceux-ci n'appartiendraient pas au second membre «, puisque a^h et c sont
premier? dans leur ensemble. Par conséquent, il ne pourrait pas j avoir égalité, dans cette hypothèse, et Ton en conclut que si a et ^ ne sont pas premiers entre eux, une fois le plus grand commun diviseur de a, &, c enlevé, Téquation proposée n'a pas de Eolu tiens entières. Donc, étant donnée une équation quelconque de ce genre, on cherche le plus grand commun diviseur entre les dtui premiers nombres a et & j si ce plus grand commun diviseur ne divise pas le troisième, c, Téquation n'admet pas de solutions entières.
11 nous reste à montrer que, dans le cas où le plus grand commun diviseur des deux premiers nombres divise le troisième, l'iquation proposée a une infinité de solutions entières. Nous supposerons, ce qui peut toujours être réalisé dans ce cas, que a et b sont premiers entre eux. Nous remarquons alors qu'à toute solution entière de Téquation ax-hby=:i correspond une solution entière de l'équation aa? -h % = c ; car si les nombres entiers a7o ©^ Vo vérifient Téquation aa7-|-&y = l, il est clair que les nombres cx^ et cy^ vérifient l'équation cuc-^by =z e.
Remarquons, en outre, que si Ton a une solution entière a?i, i/p de réquation proposée, il est facile d'avoir toutes les autres. En effet, appelons a? et y une autre solution entière quelconque, en supposant qu'elle existe ; nous aurons, d'après nos hypothèses, à la fois,
ax-{-by = c et aœi -h ôi/j = c ;
d'où, par soustraction,
a{ic — «4) + b(y — y^) = 0, c'est-à-dire
a(œ — xi) = &(yj — y).
On voit donc que b divise les deux membres de cette égalité, et, cuinnie il est premier avec a, il divise œ — x^; on a donc flj — ^Tj = fjt&, fi étant un certain nombre entier positif ou négatif. En portant cette valeur de a? — a?, dans l'égalité précédante, on en tire y — y^ = — fxa. Donc, étant admis que l'on connaît une solution entière de l'équation a?i, yi et qu'il y a d'auties solutions entières, x et y, on voit que toutes ces solutions sont données par les formules
a7j = a?4 -^- fji& et y = yi — \ia, dans l^quelles fx peut prendre certaines valeurs entières positives t^u .Négatives. 11 est d'ailleurs aisé de voir que quel que soit fjt les nombres a? et y vérifient l'équation ax -\- by z= c. Toute la question revient donc, en dernière analyse, à trouver une solution de l'équation ax-hby = i,
n Pour cela, nous chercherons, par la méthode ordinaire, le plus grand commun diviseur des nombres a et b, qui est 1, et nous calculerons les restes successifs en fonction de a et de b; nous
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arriverons ainsi à
( — i)*i = buit — avky et, en multipliant les deux membres de cette égalité par ( — !)*•
l = a[(-l)*ii,*]-h&[(-l)*ti»].
Nous avons donc, pour Téquation aa?H-ôy = I, la solution entière «^ = (— i )*"*«* et yo = (—*)****; par conséquent, pour réquation donnée aœ-hby =ie, nous avons la solutMtt ^i = (— iy^cvk et yi = (— l)*cujk. Le problème est maintenant complètement résolu.
Exemples. — Trouver les solutions entières de l'équation
Le plus grand commun diviseur des deux nombres a = 80712 et ^ = 8712 est 72 ; il divise exactement 216 ; donc Téquation admet des solutions entières et se ramène À 1121aT-+-12ly = 3.
Nous aurions à chercher maintenant le plus grand commun diviseur de H2I et 421, puis à exprimer les restes successifs que Ton trouve ainsi, en fonction de ces deux nombres. Mais nous pouvons nous servir de calculs déjà faits, car nous avons vu que
72 = 3I5&— 34a, et, par suite,
1 = 315&' — 34a', en désignant par a' et h* les nouveaux nombres 1(21 et 421. Donc nous avons de suite une solution entière de Téquatio» 1121a?-|-12ly = 1; c'est a?o = — 34 et yo = 345.
£n multipliant ces deux nombres par 3, on a une solution de l'équation
ll2la7H-<21y = 3, a?, = — 402 et y, = 945.
Toutes les autres solutions de cette équation sont données par les formules
a? = — 402-h424fJt et y = 945 — 4l24fi, fx étant un entier quelconque positif ou négatif. Résoudre en nombres entiers l'équation
73a?— 4ly = 1.
73 et 11 sont premiers entre eux ; donc cette équation a des solutions entières. Pour en avoir une, effectuons les opérations qui conduisent au plus grand commun diviseur, et calculons les restes successifs, comme il a été dit ; le dernier d'entre eux, 1, se met sous la forme
4 = 44 X20 — 73X3; donc a?o = — 3 et y© = — 20 est une solution entière de
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Téquation proposée ; toutes les autres sont comprises dans les formules
a? = — 3 4-11^1 et y = — 20 -h TfSfJt, \i étant un entier positif ou négatif. Nous aurions dû écrire
» = — 3— Hfx et y = — 20 — 73fx, pour nous conformer à ce qui a été dit dans le cas général; mais, \L pouvant prendre toutes les valeurs entières possibles, positives ou négatives, il n'y a aucun inconvénient à changer le signe de (ji.
Remarque. — On peut trouver, d'une façon peu différente, une solution entière de toute équation de ce genre, lorsqu'elle en admet. Prenons, pour exemple, l'équation 73a— ily = 2.
Nous raisonnerons ainsi : y doit être choisi de telle sorte que 73â; — 2 soit un multiple de 1 i ; si donc nous enlevons les multiples de i 1 qui sont dans 73a?, nous devrons avoir i ly j = 7a? — 2, i/i étant un certain nombre entier. De même, nous aurons 7a7i=:2 + 4yi, x^ étant un nouveau nombre entier; puis 4^8 = 3a?i — 2, puis Zœ^ = yg + 2* 11 est visible maintenant qu'en donnant à y% la valeur 1, œ^ prendra une valeur entière, i. 11 n'y a plus, à partir de ce moment, qu'à remonter la suite des équations écrites pour obtenir les valeurs des divers nombres m et y introduits :
puis 4yi = 7a?i — 2, yi = 3,
et enfin 7a? = 1 lyi + 2, a? = 5 ;
d'où Hy = 73a; — 2 = 363, y = 33.
L'équation admet donc la solution entière a; = 5, y = 33, de laquelle on déduit toutes les autres, comme il a été dit.
11 est à remarquer que la solution que Ton trouve ainsi diffère de celle que l'on trouve par la méthode déduite de la théorie du plus grand commun diviseur.
EXERCICES
1« Trouver le plus grand commun diviseur entre 28657 et i771i«
2° Trouver le plus grand commun diviseur entre 1166803 et 247808.
3"* Trouver les plus petits communs multiples des deux couples de nombres précédents*
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4<» Trouver le plus grand commun diviseur et le plus petit commun multiple des quatre nombres 49980, 33810, 28420, 4il6.
5* Caractères de divisibilité par 18, 24, 36, 45.
6" Si deux nombres sont premiers entre eux, leur somme et leur produit sont des nombres premiers entre eux ; il en est de même de leur différence et de leur produit ; leur somme et leur différence n*ont pas d'autre facteur premier commun que 2.
7* Un nombre impair quelconque et la moitié du nombre précédent sont des nombres premiers entre eux.
8* Le produit de 3 nombres entiers consécutifs est toujours divisible par 6, le produit de 4 nombres entiers consécutifs par 24, et le produit de 5 nombres entiers consécutifs par 420.
9* Le produit de tous les nombres entiers consécutifs depuis 1 jusqu'à j>— 1 est divisible par p quand p n*est pas premier, sauf si ;> = 4,
i0<> Si deux nombres ont pour plus grand commun diviseur S, quel est le plus grand commun diviseur de l*un d'eux et de leur somme ?
11* Le plus grand commun diviseur de deux nombres est le même que celui de leur somme et de leur plus petit commun multiple.
12<» Le plus grand commun diviseur ne change pas quand on divise l'un deux par un nombre premier avec l'autre.
13* Trouver deux nombres dont la somme soit 96 et le plus grand commun diviseur 12.
14^ Résoudre en nombres entiers les équations
4»— 5y = «l, i01aT-hl2y = 10,
DÉCOMPOSITION DES NOMBRES ENTIERS EN FACTEURS PREMIERS
89. Nous avons vu que tout nombre entier peut se décomposer, d'une manière et d'une seule, en un produit de nombre premiers (facteurs) qui sont distincts ou non. IN nus entendons par là qu'il y a une seule décomposition et non pas un moyen unique de l'obtenir.
Pour effectuer cette décomposition nous ne pouvons procélcr que par tâtonnement, et le moyen le plus simple qui se présente à nous est d'essayer successivement, sur le nombre à décomposer, les divers nombres premiers plus petits que lui, en commençant par les plus petits. Chaque fois qu'un essai réussit, on prend le quotient du nombre étudié par le nombre premier reconnu comme facteur de celo -ci, et l'on fait porter les essais suivants sur le nouveau Qooibre; de sorte que chaque essai qui réussit simplifie l'opération à deux points de vue, d'abord en donnant l'un d s facteurs cherchés, puis en reportant les autres essais sur un nombre moindre que le précédent.
Ceprocédéestfacileàjustifier: en effet, soit N =a.6.c..../ un produit de facteurs premiers, distincts ou non, et supposés rangés par ordre de grandeurs croissantes, c'est-àdire dans un ordre tel qu'aucun de ces nombres ne soit inférieur à ceux qui le précèdent. Lorsqu'on fera l'essai des
nombres 2, 3, 5, 7, , jusqu'à a, on ne rencontrera qu'un
essai qui réussisse, celui qui est relatif à a. Si alors on dé-
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signe par N' le quotient de N par a, on a N' s= b.e /, j|j
et Ton voit que pour obtenir les autres facteurs premiers ^
de N, il suffit de s'occuper du nouveau nombre N'; il est -'H
inutile d'ailleurs d'essayer sur ce nouveau nombre, N\ les ^
nombres premiers inférieurs à a, car si l'un d'eux divisait '%
N', il diviserait aussi N, qui est un multiple de N\ et ce V«
facteur eût été rencontré dans les essais que l'on a déjà |
faits sur N. Sur N' on doit essayer le nombre premier a, '1
car il peut appartenir plusieurs fois à N. On arrive ainsi, en *ï paiiant de *a, à un nouveau facteur premier 6, et l'on continue le même moyen d'opération, jusqu'à ce que le dei^ nier nombre obtenu N^*) soit reconnu premier.
Exemple. — Soit le nombre 3780 à décomposer en facteurs premiers. On dispose les résultats sur deux colonnes : dans une première colonne, celle de gauche, on écrit les uns au-dessous des autres les divers
nombres N, N,' N', , sur lesquels portent les
essais, et dans la seconde colonne, celle de droite, on met à côté de chacun des nombres précédents le facteur premier que l'on a essayé.
Le premier essai donne % et le quotient de 3780 par 2 est 1890, sur lequel 2 réussit encore; le nouveau quotient est 946 et le facteur premier 2 n'appartient plus à ce nombre. On essaie alors 3, qui réussit, et le nouveau quotient est 315, encore divisible par 3; et ainsi de suite. On est ainsi conduit à la décomposition :
L'imperfection théorique d'un pareil procédé est manifeste. On voit en effet que, môme en se bornant aux nombres usuels, il faudra une table de nombres premiers très étendue, et qu'un grand nombre d'essais peuvent être nécessaires à chaque fois. Ce procédé ne sera commode que pour les nombres ayant seulement des facteurs premiers très
simples. Prenons encore pour exemple le nombre 345499. Les facteurs premiers de : ce .nombre sont 7, 7, 11, 641. Jusqu'au nombre premier 11, les essais se font rapidement; mais pour reconnaître que 641 est premier, il faut déjà un assez grand nombre d'essais.
On peut être aidé, il est vrai, dans cette recherche, par la connaissance des caractères de divisibilité les plus simples, qui permettent de reconnaître presque immédiatement si un nombre est divisible par 2, par 3, par 5, 7 ou 11 ; mais au delà de 11, il faut faire la division à chaque fois.
90. Diviseurs d'un nombre entier. — L'une des premières applications qui se présentent est la recherche des diviseurs d'un nombre.
Pour cela, il faut d'abord savoir à quel caractère on reconnaît qu'un nombre B est diviseur d'un autre nombre
A. Or, si B est diviseur de A, on peut écrire A = B.C, G étant un certain nombre entier; on peut donc, pour décomposer A en facteurs premiers, suivre le procédé suivant : décomposer d'abord B et G séparément en leurs facteurs premiers, puis faire le produit de tous ces nombres. Il résulte de là que chaque facteur premier de B appartient à A, avec un exposant au moins égal à celui qu'il possède dans B.
Gette condition est d'ailleurs suffisante ; car, en écrivant A et B sous forme de produits de facteurs premiers, on a
A = a«ôPcT^ A,
a, 6, c, , / étant des nombres premiers, et a, p, y» •••••» ^
certains nombres entiers; de même
B = a«'ôP'cT^' A',
*»', P' y'» » ^' 6^2"^^ d^s nombres entiers non supérieurs à
B, P, Y» , X, et certains d'entre eux pouvant être nuls (car
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il n'est pas nécessaire que B contienne tous les facteurs de A). Il est visible alors que si Ton pose C = a«-a'*?-p'cT-r [k-v^ on a A = B . C,
égalité dans laquelle C désigne un nombre entier et qui montre bien que A est divisible par B.
On obtiendra donc tous les diviseurs de A en formant les divers nombres
B = a«'*P'cT' [k\
où Ton donne successivement à a' les valeurs 0, 1, 2, ...., a, à p' les valeurs 0, 1, 2, ...., p, etc.
Il y a deux diviseurs particuliers qui méritent d'être signalés; ce sont ceux qu'on obtient en donnant à a', p',
y, , X' la valeur 0, ou bien les valeurs «, p, fi i^- ^^
premier est égal à 1 (car nous avons vu qu'on doit toujours
prendre a^ = 1, b^ = 1, ); le second est le nombre
A lui-môme.
Pour former tous les diviseurs d'un nombre, il faudra donc combiner de toutes les façons possibles les diverses valeurs de a«' avec celles de b?\ puis les résultats avec les diverses valeurs de c^\ etc. A cet effet, on écrit dans un premier tableau les diverses valeurs de a*',
pois on les multiplie successivement par les diverses valeurs de 6P',
AP
on obtient ainsi un second tableau qui renferme le premier. On multiplie de même les nombres de ce second tableau par les diverses valeurs de c^\
i, c, c«, ,cT;
on obtient un troisième tableau qui renferme le second; et ainsi de suite. Le dernier tableau ainsi obtenu renferme tous les diviseurs de A.
Dans la pratique, on ne récrit pas à chaque fois les tableaux précédents; on se sert des résultats déjà trouvés.
PROPRIETES DES NOMBRES
Exemple : Trouver tous les diviseurs de 3780. Nous avons vu que 3780, décomposé en facteurs premiers, donne
Les nombres a, 6, c, d sont ici 2, 3, 5, 7 ; les nombres a, p, Y^ ^ sont 2, 3, 1, 1. Les diverses valeurs de a«, è\ c^ (/8 sont donc
1,2,4, pour a*; 1, 3, 9, 27, pour b^ ;
1, 5, pour c^, et 1, 7, pour d^.
On a donc les tableaux successifs de diviseurs que voici et que nous avons tous réunis en un seul : ' (I) I 1 2 4
III
) (iv)
Rbharqub. — Pour avoir le nombre des diviseurs d'un nombre A, il suffit de remarquer que le premier tableau contient a-i-1 nombres; le second contient tous ceux-ci multipliés par les f-hl nombres de la seconde ligne, c'esUà-dire, en tout (a-Hl)(P-f-l) nombres; le troisième tableau en contient («4-1) (P-l-l)(Y-f-i) ; et ainsi de Eulte. Il y a donc en tout
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(«-M)(P-M)(T-Hi) > + !)
diviseurs du nombre A = ap^bh"^ A.
Le nombre 3780 possède 3.4.2.2 ou 48 diviseurs, ainsi qu'il est aisé de le vérifier.
En résumé : Pour avoir le nombre des diviseurs d'un nombre donné, on augmente les exposants de ses divers facteurs premiers chacun d'une unité et on multiplie entre eux les nombres ainsi obtenus.
On peut se proposer diverses autres questions relative^ ment aux diviseurs d*un nombre ; mais ce n'est pas ici le lien de les traiter.
Plus graud commun diviseur de plusieurs nombres
Il résulte de ce qui précède, que les facteurs premiers d'un
diviseur commun à plusieurs nombres A^, A,, , An,
appartiennent tous à chacun des nombres considérés, et que chacun de ces facteurs se trouve dans les nombres donnés avec des exposants non moindres que celui qu'il a dans le diviseur envisagé. Réciproquement, si un nombre B ne con* tient que les facteurs premiers communs aux divers nombres Al, A3, , An, chacun avec un exposant au plus égal
au plus petit de ceux qu'il possède dans les nombres A, ce nombre divise exactement chacun des nombres donnés
A^ii A2, , An»
Cela posé, désignons par a, *, , / les facteurs premiers communs aux n nombres donnés, et par a, p, , X
les plus petits exposants qu'ils possèdent respectivement dans les nombres A ; les diviseurs communs à ces nombres seront les diverses valeurs que l'on obtient pour B = a«'^P'cY' A',
en donnant aux exposants a', p', , X' successivement
toutes les valeurs 0, i, 2, , a (pour «0» 0, 1, 2, , p
(pourp'), 0,1,2, ,X(pourX').
Le plus grand des nombres B est donc le nombre
et toas les autres sont des diviseurs de celui-ci. De là résultent les deux propositions suivantes :
1« Pour former le plus grand commun diviseur de plusieurs nombres, on décompose ceux-ci en facteurs premiers^ on prend tous les facteurs premiers communs aux divers nombres, on affecte chacun d*eux du plus petit exposant qu'il a dans les nombres considérés et on fait le produit de tous les nombres cinsi obtenus.
2® Les diviseurs communs à plusieurs nombres sont les diviseurs de leur plus grand commun diviseur.
Plus petit commun multiple de plusieurs nombres
Tout multiple commun à plusieurs nombres, devant admettre tous ceux-ci pour diviseurs, contient tous les facteurs premiers de chacun de ces nombres, et il contient chacun d'eux avec un exposant non moindre que ceux qu'il a dans les nombres donnés. Il est dès lors évident que la forme la plus générale des multiples communs à plusieurs nombres s'obtient en prenant tous les facteurs premiers qui figurent dans les diverses décompositions^ chacun d'eux avec son plus haut exposant,^ et en multipliant le produit de ces divers nombres par un nombre quelconque. Le plus petit de tous ces multiples est celui pour lequel le multiplicateur employé est égal à un.
De là les deux. propositions suivantes:
1® Pour avoir le plus petit multiple commun à plusieurs nom-
breSfOn décompose ceux-ci en leurs facteurs premiers, on prend chacun de ces facteurs avec le plus haut exposant quHl a dans les nombres considérés et on les multiplie entre eux.
2^ Les multiples communs à plusieurs nombres sont les multiples du plus petit commun multiple.
Exemple: Soit à trouver le plus grand commun diviseur
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et le plus petit commun multiple des nombres 3780, 2520,
360 et 48.
Ces divers nombres décomposés en facteurs premiers
donnent
Les facteurs premiers communs à ces nombres sont 2 et
3 , leurs plus petits exposants sont 2 et 1 ; donc le plus grand commun diviseur est 2*.3 = 12.
Le plus petit commun multiple s'obtient eh prenant tous les facteurs premiers qui figurent dans les quatre décompositions, 2, 3, 5, 7, avec leurs plus hauts exposants,
4, 3, 1, 1 ; ce nombre est donc 2*.3».5.7 = 15120.
93. Il résulte de ce qui précède que si deux nombres n'ont aucun facteur premier commun, ih n'ont pas d'autre diviseur commun que t unité , et par suite ils sont premiers entre eux; la réciproque est évidente.
Si plusieurs nombres n'ont aucun facteur premier corn-mun, ils sont premiers dans leur ensemble; la réciproque est encore évidente.
Si plusieurs nombres^ A, B, G, sont premiers respectivement avec un nombre k, leur produit est premier avec k. En effet, ces nombres n'ont, par hypothèse, aucun facteur premier commun avec le nombre k; il en est donc de môme de leur produit.
Nous n'avons signalé ces propositions évidentes, — aux- ' quelles on pourrait du reste en adjoindre beaucoup d'autres, ' — que pour montrer le grand usage qu'on peut faire, dans l'étude des propriétés des nombres, de la décomposition en facteurs premiers.
* 94. Nombres congrus ou équivalents. — Deux nombres a et b sont dits congrus ou équivalents y relativement à un module
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donné, m, quand leur différence est divisible par m. Si cela n'est pas, ils sont dits incongrus par rapport au module m.
E3S, .* 5 et 8 sont congras relativement au module 3 ; 5 et 7 sont incongrus.
Tout nombre est congru à lui-même relativement à un module quelconque.
Tous les nombres congrus avec un nombre donné a sont compris dans Texpression a + km, h désignant un entier quelconque, positif, négatif ou nul. Parmi eux, ily en a deux qui sont inl'é rieurs à m en valeur absolue; nous les avons appelés les restes de a relativement au module m ; le plus petit en valeur absolue s'appelle le reste minimum. Au lieu de reste^ on dit souvent résidu.
Les nombres congrus ont les mêmes restes, par rapport au module considéré.
On exprime que deux nombres sont congrus relativement a un module m de la façon suivante :
a^h (mod. m),
et ceci se lit a congru à b module m. On voit donc que les deux formules
a = & (mod. m)
et & = a -h Am,
h désignant un entier quelconque, positif, négatif ou nul, sont équivalentes.
Eoc. : 25 s 21 (mod. 4) ; les deux restes sont 1 et — 3. Le reste minimum est 1 ; 25 = 21 4- 4, 21 = 14-4X5» â5 = 14- 4 X 6.
La formule a^h (mod. m) s'appelle une congruence.
Les congruences jouissent de plusieurs propriétés semblables à celles des égalités.
Si plusieurs nombres sont congrus à un même nombre^ par rapport au même module, ils sont congrue entre eux deux à
Celte proposition est complètement évidente, d'après ce que nouâ avons dit sur la forme générale des nombres congrus à un nombre donné.
^Si Von a : a ^ a', b ^ b', . . . . , 1 ^ T (mod, m), on a
aussi
dza dz b dz . . . . dz 1= db a' ± b' ifc .. . . riz r (mod, m).
Car les deux membres ne diffèrent que par un certain multiple, positif ou négatif, de m.
Si a ^ a' {mod, m), h désignant un nombre quelconque, Oïl a aussi ab ^ a'b (mod, m).
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£n effet, les nombres a et a' ne diffèrent que par un ma)lipl& de m ; il en est donc de même des nombres ah et a'b.
Si a ^ a', b Si b' {mod. m), on a aussi ab ^ a'b' (mod, m).
En effet, on a, par hypothèse, a-r^ a' '\- km et fr = fr' + hm ; donc, en multipliant ces deux égalités membre à membre, on a ah = ctb' -hpm, p désignant le nombre entier a' h + b'k + hhm.
Ce théorème s'étend sans difficulté au cas où on considère un nombre quelconque de congruences.
Les propriétés relatÎTes à la division ne sont pas vraies sans restriction.
Ainsi, de ce que ab s a'b (mod. m), il ne résulte pas nécessairement que asm a' (mod. m) ; cela n^est certain que si b est premier avec m; car alors on a un produit de deux facteurs, divisible par m, b(a — a'), et, comme m est premier avec le facteur b, il divise le second, a — a^. Mais si b n*est pas premier avec m, soit 8 le p. g. c. d. entre 6 et m ; le produit
^a — a') est divisible par x* et comme ? ®t r sont premiers
entre eux, on peut seulement affirmer que a — a' est divisible
La congruence ab ^ al> (mod, m) entraîne donc seulement a = a' {mod, -^ ), 8 étant lep, g. c, d, entre m et h.
De même si l'on a a& s a'b' (mod. m) et a a a' (mod. m), il n*en résulte pas nécessairement b^ b' (mod. m).
En effet, on a toujours 6 = &' 4- m/n- f , h étant un entier positif ou négatif, et r le reste de b — If relatif au module m ; en prenant pour r le reste positif, r est compris parmi les nombres 0, 1, 2, ..., m — 1. On déduit de là 6 s &' -h r (mod. m), et, comme a^^a' (mod. m), on a
ab s a'b* -h a'r (mod. m).
En retranchant la première congruence de celle-ci, il reste a'r = 0 (mod. m). Cette condition n'entraîne r = 0 que si a' est premier avec m ; mais si a' et m ont un p. g. c. d. 8 autre
m 2m 3m (8 — i)m que i , on a r = 0 ou -j ou -g- ou -j-» ... ou g , et,
dans ce cas, on n'a pas nécessairement h ^b' (mod m), mais
seulement_& as &' (mod. -g-).
Au lieu de a', on eût pu considérer a ; or ces deux nombres, pris successivement avec m, donnent le même p. g. c. d., puisque, par hypothèse, a — a' est divisible par m.
Enfin, il est évident que si deux nombres sont congrus relative-
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ment à un module quelconque, ils sont congrus par rapport à tout diviseur de ce module.
Car dire que a s a' (mod. m), c'est dire que a — a' est divisible par m, et alors cette différence est divisible par tout diviseur de m.
* 95. Idée des congruenees entières. — Si nous considérons une congruence renfermant une inconnue, par exemple la congruence
a;' — 8a? -h 6 s 0 (mod. m),
dans laquelle œ représente un nombre entier inconnu qui doit rendre le premier membre divisible par m, nous dirons que Tune des valeurs entières de œ qui satisfait à cette condition est une racine de la congruence.
11 est facile de voir que si une congruence a une racine, a?, elle en a une infinité, et que tout nombre congru à a?, par rapport au module m, satisfait aussi à la congruence. En effet, soit y ^ a> (mod. m) ; on a y' ^ x^ (mod. m). D'où
y9^a^^ ^ 8y S — Sa?, 6 s 6 (mod. m) ;
il n*y a plus qu'à combiner ces trois congruenees par voie d'addition pour obtenir
t/3_8y_j_6^a;8_3a.^es0 (mod. m).
Si donc on a une racine a? d'une pareille congruence, tous les nombres de la forme œ-h hm sont aussi racines. On regarde tous ces nombres comme ne formant qu'une solution, et on se borne à chercher les racines inférieures au module m.
Si l'on considère la congruence
a;3 — 8a? -4- 6 ss 0 (mod. 5),
il n'y a qu'à essayer les 5 nombres 0, 1, 2, 3, 4; le premier membre donne les restes 1, 4, 3, 4, 3» et aucun de ces nombres ne convient. Cette congruence n'a pas de racine. On peut en conclure en outre qu'il n'y a pas de nombre entier qui annule a?« — 8a? 4- 6, c'est-à-dire que l'équation a?' — 8a? -f- 6 = 0 n'a aucune racine entière.
Résoudre une congruence, c'est trouver les racines de cette congruence; on peut dire que la congruence précédente est résolue et n'a pas de racine.
La congruence
a?* — 4a?' -h 5a?* — 7a? — 6 ■■ 0 (mod. H) admet pour racines i, 5, 10.
" 96. Caractères de divisibilité. — Les caractères de divisibilité peuvent être exposés très simplement avec le langage
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actuel. Prenons pour exemples les caractères de divisibilité par 9 et par il.
Soit N un nombre de 7 chiffres, par exemple, et soient a, b, c, d, e, f^ g ces chiffres, le nombre étant parcouru de droite à , gauche. Nous avons vu que Ton a 1 5 10 s 100 ■■ 1000 ai 10000 B 100000 ai 1000000 (mod.9) ; d*où Ton déduit la suite des congruences
a^a, iOb SB b, iOOe stt c, \
iOOO d^d, lOOOOe SB 0, 100000 Z' la f, ? (mod. 0). 1000000 gwsg /
En ajoutant ces diverses congruences, on obtient
N m a-hb-hc-hd-he-hf-^g (mod. •).
(1 n'y a plus qu'à traduire cette congruence en langage ordinaire pour avoir le caractère de divisibilité par 9. On a de même
1 = 1, 10 a — 1, 100 al, 1000 — — 1, etc., (mod. 11).
On en déduit
. a^a, iOôsi — &, 100 c aie J
1000 c^ s — (2, 10000 6 as e [ (mod. 11). 100000/'=-/', 1000000 ^s^\
En ajoutant ces diverses congruences on obtient
N aa — ô + c— d + e — /"^y (mod. 11).
C'est le caractère de divisibilité par 11. 11 n'y a plus qu'à traduire cette congruence en langage ordinaire pour obtenir le caractère de divisibilité tel que nous l'avons donné antérieurement.
* 97. Congruences du premier degré. — La congruence ax-hb^O (mod. m), dans laquelle a et 6 désignent des nombres entiers donnés, positifs ou négatifs, et où a désigne un nombre entier inconnu, s'appelle la congruence du premier degré.
Nous allons chercher les racines de celte congruence, c'est-àdire les nombres entiers de l'ensemble 0, 1, 2, . . ., m — 1, qui, mis à la place de a?, rendent le premier membre divisible par m.
La résolution de cette congruence revient à la recherche des
solutions entières de l'équation à deux inconnues oo? -h d = my
ou my — 007 = d, pourvu que l'on ne garde de chaque solution
j que la valeur de m et que l'on se borne à celles qui sont plus
/ petites que m.
Si a et m sont premiers entre eux (voir n* 88), l'équation aune infinité de solutions entières données par les formules flv = 0^0 + km, y = yo + Aa, dans lesquelles h désigne un
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nombre entier quelconque, positif, négatif ou nul. Toutes les valeurs de œ sont donc congrues, suivant le module m, au même nombre â?o > il y a donc une et une seule racine, le reste de x^ lelatif au module m.
Si a et m ne sont pas premiers entre eux et que leur plus grand commun diviseur ne divise pas le nombre ^, il n'y a pas de solution et la congruence est impossible.
Si a et m ont un plus grand commun diviseur 8, autre que I, et qui divise è, il y a une infinité de solicitions entières données
par les formules » = »o + * "F» y = yo -t- A g^ ; et si Ton sup-
pose, ce qui est toujours permis, qtte œ^ est plus petit que -^t
on voit que a? a 8 valeurs incongrues suivant le mbdule m,
«^o> ^o + -§» a?o + -3*v..->a?o-*-(5— Ij-g-
Ce sont les racines de la congruence proposée.
'£n particulier, si le module est un nombre premier p et que a ne soit pas divisible parp, la congruence oa? -+- è s 0 (mod. p) a toujours une racine et une seule.
' 98. Théorème de Fermât. — On eût pu baser l'exposé théorique qui précède sur la proposition suivante, dont nous déduirons d'ailleurs le théorème de Fermât.
Théorème. — Soient h un nombre entier quelconque, a et m 'âeuœ nombres entiers premiers entre etMB, il y a toujours parmi Qbs m nombres suivants, congrus par rapport au module a,
b, b + a, b + 2a, , bH-(m — i)a,
jun nombre et un seul^ qui soit congru à un nombre donné A.
Mn effet, tous ces nombres sont incongrus relativement à m, «HT la différence entre deux d'entre eux est de la forme ha^ h distant un nombre entier plus petit que m ; cette différence ne peut donc être divisible dans aucun cas par le nombre m, puisque m est premier avec a. Donc les restes de tous ces nombres relaiii^ement au module m, sont distincts, et, comme ils sont au nombre de m, ce ne peut être que les m restes des divisions par
.iM, 0,1,2, , m — 1 , ces restes étant d'ailleurs écrits dans
«mixcèrtain ordre. Le reste de A se trouve forcément dans cette aaile ; donc il y a sûrement l'un des nombres proposés qui admet le même reste que A, c'est-à-dire qui est congru à A.
11 résulte de là que l'un des nombres ax-^-b a pour reste 0^ iO'ffst-à-dire que la congruence du premier degré a une racine et \ seule, dans le cas où a et m sont premiers entre eux.
Théorème de Fermât. — Si p désigne un nombre premier ab-
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9olu et a un nombre non divisible par p, on a toujours a^"*— lasO {mod. p).
Nous Tenons de voir que les nombres 6, 6 + a, d + 2a, . . ., ^ + (i> — l)a» admettent ponr restes tons les restes des divisions par p, et cela qael que soit b;sï en particulier on prend ^ = 0, le premier de ces nombres donne pour reste 0 et les
autres donnent pour restes 1, 2, 3, , p-- 1. On voit donc
que les nombres a, 2a, 3a, , (jp — 1 ]a sont congrus aux
nombres 1, 2, 3,..., p^i; donc le produit 1.2.3...f|)— l)ar-*
est congru au produit 1 .2.3 (p r- 4 ). On a donc
p-i)aP-*3l.2.3 (p-1) (mod. p
et si l'on divise les deux termes de cette congruence par le nombre 1.2.3 (p—l)» <l^î est premier avec p, on obtient la
congruence ai^^ — I a 0 (mod. p) ; ce qu'il fallait démontrer.
Conséquence. — La congruence xp^ — 1 a 0 (mod. p), dans laquelle p désigne un nombre premier absolu, admet p — i racines; ce sont les p— 1 nombres inférîeursà p, 1,2, 3,...,p — i.
* 99. Nombres associés iMir rapport à un module premier p. — Théorème de Wiison. — Considérons un nombre premier absolu p et l'ensemble des nombres plus petits que lui, 1 , 2, 3,...., p — i, et désignons Tun de ces nombres par a ; il y a toujours dans l'ensemble un nombre a' qui, pris avec a, vérifie ia congruence oa' a 1 (mod. p). En effet, la congruence €ix ^ i (mod. p) admet une racine et une seule, car a et p sont premiers entre eux. Le nombre a' se nomme Vassocié de a par rapport au module p.
Deux nombres a et 6 n*ont pas le même associé ; car s'ils avaient le même associé a', la congruence a'x ai i (mod. p) aurait deux racines, a et 6, ce qui n'est pas.
Un nombre est, en général, différent de son associé ; car pour que a soit égal à son associé, il faut que a* aa | (mod. p), ou a> — laO (mod. p). Le produit (a-— l)(a+l) doit donc être divisible par p, c'est-à-dire contenir le facteur premier p ou être nul. Or le premier facteur est toujours inférieur à p : il prend les valeurs 0, 1, 2,....,p — 2 ; le second prend les va^
leurs 2, 3, 4, , p . Le produit (a — l)(a -4- 1 ) n'est donc
divisible par p que si le premier facteur est nul ou le second égal kp ; ceci arrive pour a=l, ou a=:p — 1.
Si donc on enlève de l'ensemble 1, 2, 3, , p — 2, p— 1,
le premier et le dernier nombre, les autres peuvent se partager en couples de nombreà associés.
CiOmme application, nous allons démontrer le théorème 'de Wilson, dont nous donnerons l'énoncé à la fin de ce paragraphe.
Les nombres 2,3, ...... |^ — 2 pouvant se distribuer eiî' couples
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de nombres associés, leur produit est congru à 1, et Ton a 2.3.4 (jp — 2) s 1 fmod. p).
11 est d*ailleurs évident que
1 (p — 1) s — 1 (mod. p).
En multipliant ces deux congruences, membre à membre, on a
p— l)s — 1 {mod.p)y
ou bien 1.2.3 (p — 1) 4-1 s 0 {mod.p).
On voit donc que si p désigne un nombre premier, il divise dans tous les cas la somme 1 .2.3 (p — 1) + 1. Les nombres premiers seuls jouissent d'ailleurs de cette propriété ; car si p n'est pas premier, il admet un facteur premier plus petit que lui, q, et le nombre q faisant partie des nombres
1 , 2, 3, iP — i, divise leur produit ; il ne divise pas la seconde
partie de la somme^ qui est 1 ; donc il ne divise pas cette somme. A fortiori, p ne la divise pas non plus.
De là le théorème suivant .*
Théorème de Wilson. — La condition nécessaire et suffisante pour qu*un nombre p soit premier est qu'il divise la somme
Cette propriété donne donc un moyen infaillible de décider si un nombre est ou n'est pas premier. Malheureusement, les calculs auxquels l'application de ce procédé donne lieu sont inabordables.
" 100. Sur le nombre des nombres premiers avec un nombre donné et non supérieur à ce nombre. — Par rapport à un module quelconque m, les nombres entiers se distribuent en classes de la forme a -+- hm, k désignant un nombre entier quelconque, positif, négatif ou nul, et a un nombre entier inférieur à tn. Tous les nombres d'une même classe ont en commun avec m les mêmes diviseurs ; il suffit donc à ce point de vue de chercher ce qui se passe pour les nombres plus petits que m. Nous allons nous proposer de chercher, parmi ces nombres, ceux qui sont premiers avec m, ou plutôt leur nombre.
Dans le cas où m est égal à 1, le nombre m = 1 est premier avec lui-même; dans tout autre cas, cela n'a pas lieu, et il suffit de considérer les nombres plus petits que m.
Pour que le cas de m = 1 rentre dans le cas général, nous appellerons <p(m] le nombre des nombres premiers avec m et non supérieurs à m, et nous aurons alors (p(l) = 1 ; nous aurions eu o(l) = 0, si nous n'avions pris que les nombres plus petits que m et non m lui-même. — On a de même <p(2) =1, o(3) = 2, ?(4)=2, cp(5) = 4, etc.
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Noos allons montrer que d'une manière générale^ si a et b sont deux nombres entiers premiers entre eux, on a ^(ab) = (p(a)(p(b).
En effet, les nombres entiers depuis i jusqu'à ab peuvent se mettre dans un rectangle de h lignes contenant chacune a nombres consécutifs,
2a4-l, 2a4-2, 2a + 3, , 2aH-A, ....,3a
(ô— l)a+l, (ô— i)a+2, (d— l)a4-3, , (&— l)a-hA, ...., ha.
Tous les nombres d'une même colonne sont de la forme k-^aœ: ils ont avec a les mêmes diviseurs ; si donc Tun d'eux est premier avec a, ils sont tous premiers avec a; sinon, non. Or un nombre premier avec ah n'a aucun facteur premier commun avec lui ; il. n'a donc aucun facteur premier commun avec a ni avec h et est premier avec chacun d'eux; cela suffit d'ailleurs pour que le nombre envisagé soit premier avec ah. Nous allons donc chercher dans le rectangle les nombres premiers avec a, et, parmi ceux-ci, les nombres premiers avec h ; nous aurons ainsi les nombres premiers avec ab. Dans la première ligne, il y a (p(a) nombres premiers avec a; chacun d'eux donne une colonne de nombres premiers avec a ; il y a donc (p(a) colonnes de nombres premiers avec a. Dans l'une de ces colonnes, A, A -h a, A -h 2a, , A-|-(ft— l)a,
il y a cp(&) nombres premiers avec h, car ces divers nombres sont congrus, suivant le module h (n^ 98), aux nombres
et, parmi ceux-ci, il y a ^(h) nombres premiers avec d, par définition même du symbole o(&). Donc il y a en tout «p(a)9(&) nombres premiers avec ah dans le rectangle écrit plus haut.
Ex. : «p(6) = ?(3)?(2) = 2,
Remarque. — Pour que ce théorème soit toujours vrai, il faut donner au symbole cp(m) la signification qui lui a été donnée antérieurement, et telle que «p (i ) = 1 , sans quoi on n'aurait pas Q>(m) = <p(m)<p(l), qui doit avoir lieu dans tous les cas. ^ ' Ce théorème est susceptible d'être généralisé :
Soient a, b, c, ,ï des nombres entiers ^premiers entre eux
deux à deux; on a toujours <p(a.b.c 1) = ?(a)«p(b)<p(c) ....<p(l).
Puisque a et h sont premiers avec c, le produit ah est premiers avec c(n» 82, 3*); de même a, h et e étant premier»
PROPRlâTÉS DES NOMBRES
avec d, on a a.b,ç premier avec d, etc. On a donc, en appliquant plusieurs fois le théorème précédent :
<p(a&)=cp(a)cp(&),
ff{abcd) = <p{aôc)<p(d),
<p(a&c kl) = «p(a&c h)^{l);
multiplions toutes ces égalités membre à membre et supprimons, de part et d'autre, les facteurs communs ; nous aurons ^[abc l) = ç(a)<p(&)<p(c) <p(Q;
ce qu'il fallait démontrer.
Jl est facile maintenant de calculer (p(m) dans tous les cas : i"» Si m est un nombre premier p, il est premier avec tous les
nombres plus petits que lui, et on a «p(p) = j[) — 4 . 2* Si m est une puissance d'un nombre premier, m = p^ il
est premier avec tous les nombres plus petits que lui, sauf les
multiples de p,
P, 2p, dp, (i)»»-*-!)?,
auxquels on peut ajouter jp'*^p, en allant jusqu'à mzzp^; il y a p^^ multiples de p depuis 1 jusqu'à p*»; donc il y a «p(p«) = p« — pn-i = p«-i (p — 1)
nombres premiers avec p» et inférieurs à p«.
Pour m = 1, ces formules sont en défaut.
Z^ Si m est un nombre composé quelconque, et que l'on désigne para, b, c, , l ses facteurs premiers, par a, p, -y, ...., X,
leurs exposants, on aura
et m est un produit de nombres tous premiers entre eux deux à deux. On a donc
ou <p(m) = a«-*(a— l)&p-*(&- 1) ..... A-*(« - 1),
ou ç(m) = aa-*e>M i^-*(a— !)(!> — 1). ....(;— 1).
Remarque. — Lorsque nous aurons étudié les nombres fractioaaaires, nous pourrons écrire ainsi (p(.m) :
îw»»'*' 'i'-ïji'-ïj ('-î)
Pour terminer ce paragraphe, nous allons établir que la somme
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de tous les nombres ^ (d) relatifs aux divers diviseurs d^un nombre m est égale au nombre m lui-même, £n effet, soit a an nombre inférieur à m; appelons 3 Ir
p. g. c. d. entre a et m, les deux nombres a' = s- ®^ T ^^ premiers entre eux; on voit donc que tout nombre inférieur à w donne naissance à un nombre a' = r premier avec un diviseur, <^ = -7 de m, et plus petit que lui» Tout nombre a' plus petit que d (diviseur de m) et premier avec lui, peut d^ailleurs être obtenu ainsi ; il provient du nombre -x a\ inférieur à m
et ayant avec lui pour p. g. c. d. -^^ Enfin chaque couple de
nombres a* et d provenant d'un nombre a bien déterminé, n*est obtenu qu'une fois. Si on prend a=zmy on a le couple 1,1. On voit donc quMl y a autant de nombres depuis 1 jusqu'à tn, qu'il y a d'unités dans la somme <p(d} + «pl^f) + ^{<f) 4- ..... ,
dy cT, cT, étant les divers diviseurs de m, pourvu que l'on
compte le couple 1 , 1 , et que Ton prenne ^ (1) = 1 . On a donc, avec ces hypothèses, que l'on fait d'ailleurs toiigours.
EXERCICES
i^ Décomposer en facteurs premiers les nombres 13104, 10584, 15210,75140,91494.
2® Former le tableau des diviseurs de chacun de ces nombres.
3« Plus grands communs diviseurs et plus petits communs multiples de ces nombres, pris trois à trois. Tableaux des diviseurs communs de ces groupes.
4« Former les plus petits nombres qui admettent 9 diviseurs, 12 diviseurs, 15 diviseurs, 18 diviseurs.
5® Montrer que les diviseurs d'un nombre A =: a<^b?G'^ A
sont les divers termes du produit des sommes
H-a4-a»4- -ha^
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6» Effectuer la somme 1 -4- a + a* + -4- a<».
7» Trouver la somme des diviseurs d'un nombre donné A = a«&P l\
8* Trouver le carré du produit de tous les diviseurs d'un Dombre* — On commencera par cherdier la somme des n premiera nombres entiers.
9* Décomposer un nombre en couples de diviseurs premiers entre eux. Appliquer aux exemples précédents.
10* Calculer n sachant que n(n + 1} =: 092.
11* Décomposer un nombre en trois facteurs premiers entre eux, deux à deux.
12« Calculer n sachant que n{n-\' l)(2n+ 1) estégal à 75174.
13» Décomposer 1.2.3.4 100 en facteurs premiers . Conclure de ce procédé que le produit de iOO nombres entiers consécutifs est toujours divisible par 1.2.3.4 100. Généraliser.
1 4« Trouver toutes les valeurs de a? qui rendent (a? — 1 )(a? +2) divisible par 35.
Même question pour a^ — i ou {x — l)(aî-4-l).
15* a étant un nombre donné, trouver les valeurs de x pour a-hix^ est un carré, y'.
16* Trouver un nombre connaissant le produit de ses diviseurs et leur nombre.
17* Soient A, B, G trois nombres et D leur p. g. c. d. Soient aussi Dj, Di, Ds leurs p. g. c. d. deux à deux.
Montrer que le p. p. c. m. des trois nombres est le quotient dti produit A.B.CD par Di.Dj.Ds.
18* Résoudre les congruences Ix — 5s0 (mod» 41), 7a? +35 s 0 (mod. 42), 42a? — 21 s 0 (mod. 3S),
19® Trouver les racines de la congruence a» — i s 0 (mod. i 9)>
20*^ Former les nombres premiers avec 36 et plus petits que lui.
21« Montrer que la congruence 4a?" — 60?^* + 7a?*» — 1 ^0 (mod. 19) se ramène à 4aî^ — 6»» -4- 7a? — 1 s 0 (mod- 19}. Généraliser.
CHAPITRE PREMIER
iOi. Longueurs. — Nous avons vu que le nombre entiers pour objet primordial le dénombrement des objets. Il sert aussi à la mesure ou à la représentation numérique des grandeurs qui peuvent se partager en parties toutes égales à une grandeur-type de même espèce, choisie arbitrairement pour unité. Mais c'est là un usage à peine différent du précédent, car on peut dire aussi, dans ce cas, que le nombn^ entier employé sert à dénombrer les unités contenues dans la grandeur à mesurer.
C'est cependant Textension de cette seconde idée qui va nous conduire à de nouveaux nombres.
Nous appellerons longueur une portion de ^ ^ droite comprise entre
deux points A et B.
^ i(y Nous dirons que deux
longueurs AB et CD sont 1 égales^ si Ton peut transporter l une d'elles sur Tautre de façon qu'elles se recouvrent exactement (ou si l'on peut penser cette opération).
Une longueur AB est dite somme de plusieurs autres ïon-
_ ^ gueurs AG, CD, DE, EB,
A c D Ê B lorsqu'elle est formée
pkr la réunion de longueurs égales à celles-ci, placées bout à bout sur la même droite.
Une longueur AG est la différence entre deux longueurs
AB et CB, quand, ajou-
tée à la plus petite, elle reproduit laplus grande.
Une longueur est dite multiple d'une autre quand elle est la
somme de longueurs
""a C D E F B toutes égales à cette
autre. Exi : AB est la somme de 5 longueurs égales AG, CD, DE, EF, FB ; alors AB, qui contient 5 fois AG, est un multiple de AG,
Une longueur AG est dite sous-multiple ou partie aliquote d'une autre longueur AB, quand celle-ci est un multiple de la première.
Nous regarderons comme évident qu'une longueur quelconque peut toujours être partagée en un nombre quelconque de parties égales, c'est-à-dire qu'il y a toujours des parties aliquotes répondant à un nombre entier quelconque. De même, nous regarderons comme évident que les multiples dnine longueur quelconque finissent par dépasser toute [ongueur donnée, et que les parties aliquotes d'une longueur quelconque finissent par tomber au-dessous de toute longueur donnée à l'avance.
Deux longueurs égales n'ont pas de différence; nous fMrons cependant qu'elles ont une différence nulle; nous îicquerrons çiinsi l'idée de longueur nulle.-
Nous dirons enfin qu'une longueur variable qui finit par être toujours moindre qu'une longueur quelconque tend vers la longueur nulle ou tend vers 0.
Ces dernières notions ne nous serviront d'ailleurs que plus
tard.
Enfin, pour comparer les longueurs les unes aux autres, nous choisirons arbitrairement une longueur-type, à laquelle nous comparerons toutes les autres, et que nous appellerons unité.
102. Oélinlifon du nombre fraclionDalre. — Lorsqu'on compare une longueur donnée OA à Tunité, deux cas simples peuvent se présenter : ou bien la longueur OA est un multiple de Tunité elle-même, ou bien c'est un multiple d'une partie aliquote de l'unité.
Si la longueur OA est un multiple de l'unité, c'est-à-dire contient un nombre exact de fois l'unité, il suffira d'indiquer ce nombre pour
Q *~" — *'— — ' ' * que la longueur soit par-
, — _4 faitement connue. Sup-
posons que 0 A contienne 5 fois l'unité, nous dirons que le nombre 5 est la mesure de OA, et nous représenterons OA par l'égalité conventionnelle OA=5î4, comme si OA était le produit de 5 par u. La somme ou la différence de deux longueurs de ce genre a pour mesure la somme ou la différence arithmétique des mesures de ces longueurs. Ceci résulte immédiatement des définitions. On voit en outre que la définition que nous avons donnée pour la somme de deux longueurs concorde parfaitement avec celle qui a été donnée au début de cet ouvrage.
Cela posé, considérons une longueur OA qui soit multiple d'une partie aliquote de l'unité, et supposons que la
partie considérée soit contenue
» '^ ■ ■ ■ » p fois dans l'unité et m fois
. , ' dans OA. Pour représenter la
^ ^ longueur OA, il faudra former
un nouveau nombre, un nouveau symbole numérique qui
contienne d'uiie certaine façon les deux nombres entiers
m et p, afin qu'il rappelle que la longueur OA contient
m fois la p« partie de Tunité. Toute notation dans laquelle entrent les deux nombres m et p e^t bonne a priori. C'est
la notation — qui est adoptée ; elle se lit m sur p ; et ce nou-
veau symbole numérique s'appelle un nombre fractionnaire.
Un nombre fractionnaire exprime la mesure d'une longueur de la seconde espèce ; il indique combien de fois une longueur déterminée contient une certaine partie aliquote de l'unité.
Les deux parties m et }? du nombre fractionnaire ~ se
nomment les termes du nombre ; la partie supérieure s'appelle le numérateur ; la partie inférieure, le dénominateur. Le dénominateur indique combien de fois la partie aliquote employée est contenue dans l'unité ; le numérateur, combien de fois elle est contenue dans la longueur à mesurer. Si la longueur est plus grande que l'unité, m est plus grand que p. Si, au contraire, la longueur est plus petite que l'unité, m est plus petit que p, et, dans ce cas particulier, le nombre s'appelle communément une fraction.
Lorsque la fraction ou le nombre fractionnaire est donné numériquement, il s'énonce souvent d'une façon particulière, différente de la lecture signalée plus haut. Ainsi
ô' ô' ô' 7' S® lisent un demi, un tiers , deux tiers,
trois quarts, ; - ? —• i se lisent cinq septièmes, vingt-
cinq neuvièmes, ou cinq sur sept, vingt-cinq sur neuf, etc.
Le nombre — est un nombre fractionnaire ; les nombres
Nous allons déduire de la définition même du nombre frao-
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tionnaire toutes les propriétés essentielles de ces nouveaux nombres.
1' Deux nombres fractionnaires seront dits égaùat;, sMis
mesurent la même longueur. Gela posé, soit — un nombre
P fractionnaire qui mesure une longueur OA; cela veut dire
que la longueur OA contient m fois une longueur contenue
elle-même p fois dans Tunité ; désignons cette partie ali-
quote de Tunité par v. Nous pouvons donc penser que OA
est divisée en m parties égales èr d et Tunité en p parties
égales à v. Prenons maintenant une partie aliquote de v
contenue n fois dans v ; chacune des p parties de Tunité
; la contenant n fois, elle sera contenue pn fois dans u ;
de même, elle sera contenue mn fois dans OA. Donc, par
définition, le nombre fractionnaire — est aussi la mesure
pn
de OA. On a donc, quels que soient les entiers m, n, p,
régalité
mn ^m
pn^p'
De là cette première propriété :
On n'altère pas un nombre fractionnaire en multipliant ses deux termes^ ou en les divisant par le même nombre^ quand cela se peut.
Ex.: 2 ""4 ""6' 3 "" 6 ~" 15'
2' On dit qu'un nombre fractionnaire est plus grand qu'un autre s'il mesure une longueur plus grande que celle mesurée par cet autre ; on dit qu'un nombre fractionnaire est n fois plus grand qu'un autre s'il mesure une longueur n fois plus grande que celle mesurée par cet autre.
in' Cela posé, soit - xm nombre fractionnaire qui mesure
une longueur OA, et soit OB une longueur n fois plus
ARITHM. HUMB. 12
grande que OA. La longueur OA contient m fois une certaine partie aliquote de Tunité ; il est clair que OB contiendra oette partie aliquote n fois plus, c'est-k-dire mn fois. La
mesure de OB «st donc — mais^ par définition, ce
nombre est n fois plus grand que - ; donc, en appelant
P encore multiplication par n, l'opération qui a pour but de
rendre — i n fois plus grand, on. a l'égalité .
m ^ mn — Xn =
De là, cette seconde propriété : -
Pour multiplier un nombre fractionnaire par un nombre entier^ on multiplie le numérateur par ce nombre entier. De méme^ on divise un nombre fractionnaire par un nombre entier^ en divisant le numérateur par ce nombre^ quand cela se peut,
3° On dit qu'un nombre fractionnaire est plus petit qu'un autre, s'il mesure une longueur moindre que celle mesurée par cet autre ; il est dit n fois plus petit que le second, si la longueur qu'il mesure est n fois plus petite que la seconde.
Cela posé, soit — un nombre fractionnaire qui mesure
une longueur OA, et soit. OB une longueur n fois plus petite que OA. Alors OB contiendra le même nombre de fois que OA une partie aliquote de l'unité n fois plus petite que celle contenue dans OA. Or la partie de l'unité qui sert à mesurer OA est contenue p fois dans l'unité ; donc une partie aliquote n fois plus petite sera contenue n fois dans chacune des précédentes, c'est-k-dire np fois dans
l'unité. La mesure de OB est donc — • et, par définition,
np^ ^ ^
ce nombre est n fois plus petit que — ; donc, en appelant
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encore division par n Topération qui a pour bût de rendre
un nombre n fois plus petit, on a Tégalité
— : n = — ou ^ = —
p np n np
De là, cette troisième propriété :
Four diviser un nombre fractionnaire par un nombre entier^ on multiplie le dénominateur par ce nombre. De méme^ on multiplie tm nombre fractionnaire par un nombre entier en divisant le dénominateur par ce nombre, si cela se peut.
Remarque I. — Théoriquement, ces deux dernières propriétés ne sont pas indispensables. Elles entrainentlapi'emière. Car si on multiplie le numérateur par un nombre entier n, on rend le nombre considéré n fois plus grand ; puis, en multipliant le dénominateur du nouveau nombre par r?» on rend ce
nombre n fois plus petit. Le dernier nombre obtenu, — » est
donc égal au premier, — •
Remarque II. — Un nombre entier, a, peut être mis d^une infinité de façons sous forme iï'actionnaire. On voit d'abord
qu'il peut être écrit ji car ce nombre indique que la longueur mesurée par a contient a fois une partie aliquote contenue une fois dans Tunité. On doit donc écrire
-. = a. D'ailleurs, d'après la première propriété, on a
am ^ a ^
mi'
Il résulte de ceci que tout nombre fi'actîonnaire, - 1
P doit être regwdé «omme étant le quotient de m par p ; car
m mp
le produit de — par p est -^ ou m.
L'introduction des nombres fractionaires rend donc possibles toutes les divisions entre nombres entiers ; et la pro-
(*) Le signe : placé entre deux nombres A et B indique la division de A par B ; ainsi A : B est équivalent ^ g*
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priété précédente explique pourquoi on a choisi pour représenter un nombre fractionnaire la notation même qui sert à indiquer le quotient de deux nombres entiers : a priori la manière d'assembler les deux nombres entiers m et p est complètement arbitraire ; mais il est nécessaire de choisir, pour la représentation des nombres fractionnaires et pour celle des quotients, la même notation.
Critérium d'égalitô des nombres Iractionaaires
Considérons deux nombres fractionnaires égaux i et 7;-
Ce sont deux nombres qui mesurent la même longueur on
des longueurs égales. En prenant des longueurs bb' fois
plus grandes, elles auront la même mesure ; or on a ainsi
abb' , a'bb' pour, mesure les nombres -7- et —77- qui sont respectivement égaux aux nombres entiers ab' et a'b. Donc l'égalité
-- = - entraine Tégalité aV = ba!. h b
Réciproquement, si Ton a ab^ = ba\ les deux nombres entiers ab' et 6a' mesurent des longueurs égales ; les parties aliquotes de ces longueurs sont donc aussi égales. En prenant des longueurs bb' fois plus petites que les précédentes, onaura donc encore des longueurs égales. Or, cellesci contiennent le même nombre de fois que les longueurs anciennes, non plus Tunité de longueur, mais la bb'« parafe' tié de celle-ci : les mesures nouvelles sont donc -77, et
bb
7771 c'èst-à-dire (N® 103, 1*") 7 et 7,; et ces deux nombb b b^ ^
bres sont égaux, comme mesurant des longueurs égales.
Donc l'égalité ab' = ba' entraine Tégalité 7 = t?-
Nous pouvons donc énoncer le caractère suivant, auquel on reconnaît que deux nombres fractionnaires sont égaux:
La condition nécessaire et suffisante pour que deux nombres
a a' fractionnaires r ef - soient égaux, est que les nombres entiers
ab' et ba' soient égaux,
il té
On démontre de même que si -z est plus grand que - 1
on a aV ^ olb\ et que si - est plus petit que p » on a aV <^a!b.
Exempks.-^ 77 = 57 ; car 10 X 21 - IS X 14 = 210 ;
|>g, car 2X5>3X3; et enfin |<|, car
Remarque. — L'égalité aft' = ba' entraine quatre égalités distinctes, en apparence,
If^V <i~ V' b^â" a'" a
Chacune de celles-ci entraine la première : ces égalités sont donc complètement équivalentes.
nombre fractionnaire est dit plus simple qu'un autre, lorsque ses deux termes sont plus petits que ceux de cet autre, Simplifier un nombre fractionnaire, c'est le remplacer par un autre nombre égal et à termes plus petits,
ConsidéronSi à cet effet, un nombre fractionnaire, 7»
dans lequel les deux termes ne sont pas premiers entrç eux ; la valeur de ce nombre ne sera pas altérée, en divisant les deux termes par un de leurs communs diviseurs (n^ 103, i*). Toute opération de ce genre donne évidemment un nombre plus simple que le précédent. Une telle simplification ne peut se poursuivre indéfiniment ; elle cesse dès que le numérateur et le dénominateur sont premiers entre
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eux, et ceci arrive quand on a enlevé d'une façon quelcôn- ((ue, aux deux termes, tous les facteurs premiers qui leur sont communs. On peut parvenir à ce résultat du premier coup en cherchant le p. g. c. d. entre les deux termes, 5, et en divisant haut et bas par 8.
Le nombre qu*on obtient ainsi, -i s'appelle la valeur réduite de r«
Exemple, — Le nombre ^— peut Ée remplacer -successi-
vement par les nombres plus. simples, jôa' ôï' ô ®* ô'
en divisant les deux termes successivement par 2,. 2, 9, et
3, Le nombre - 1 dont les deux termes sont premiers entre
eux, est la valeur réduite du nombre proposé. On eût pu
robteînir immédiatement, en divisant les deux termes du
nombre proposé par le produit 2.2.9.3 = 108 des divers
facteurs supprimés dans les deux; termes. Il est évident,
d'après ce que nous avons vu antérieurement, que 108 est
le p. g. c. d. entre 216 et 324.
- L'opération, dont nous venons de donner un ex.emple
s'appelle la simplification des nombres fractionnaires ; le nom^
bre fractionnaire - est dit irréductible ou réduit à sa plu4
simple expression. , . . . , -
Pour justifier toutes ces locutions nous allons montrer que.le plus simple de tous leânombrea fractionnaires égaux à un nombre donné est sa valeur réduite. Ceci résulte du ihéorème suivant:
Théorème. — Tout nombre fractionnaire égal à un autre
nombre fractionnaire dont les deux termes sont premiers entre
euar, a pour termes des équimultiples de ceux-ci.
. > . . -d • - • * a • • Soient en effet r ®t 7 deux nombres fractionnaires
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égaux, les deux tennes du second étant supposés premiers
entre eux. Nous savons que les deux égalités -r ^ - et
ap == b% sont équivalentes ; la seconde égalité montre que
a divise 5a et par suite ap ; mais^ a est premier avec .P;
donc il divise a, et on a a = ika, k étant un certain
nombre entier. En portant celte valeur de a dans régalitjà
a^ = ia, on en tire 6 = A:^.
. On voit donc que tout nombre fractionnaire ayant pour
valeur réduite -» est de la forme tt» * étant un cer-
tain nombre entier. Réciproquement, tout nombre de cette
forme est égala -• P . Les nombres fractionnaires égaux à un nombre donné sont en nombre infini, et sont tous les nombres de la
forme rg » * étant un entier quelconque et - la valeur
réduite du nombre.
La valeur réduite d'un nombre fractionnaire est donc bien le plus simple de tous les nombres qui lui sont égaux, •
Quand on parle de la valeur d'un nombre fractionnaire^ c'est toujours de la valeur réduite dont il est question.
Si dans la forme 7^ » on fait * «= 0, on obtient le
nombre -1 qui ne représente rien, mais qui peut être
regardé comme égal à un nombre fractionnaire quelconque.
Remarque. — Nous dirons" que deiix longueurs OA et OB
sont commensitrables lorsqu'elles ont une partie aliquote
• - commune, c'est-à-dire l(wrs-
-^ O A ^u'il y a une certaine longueur
' -j : -^ contenue un nombre exact dé
fois dans OA et aussi dans XiB. Éi on prend fa longueur OB pour unité, et que Ton ait trouvé une longueur contenue m fois dans OA et p fois
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dans OB, la longueur OA a pour mesure le nombre — La
partie aliquote commune à OA et OB s'appelle une corn
tnune mesure des longueurs OA et OB.
a tn
.Soit - la valeur réduite de -• tous les nombres qui me«
surent OA, OB étant pris pour unité, sont de la forme r^-
Il y a donc une infinité de communes mesures à OA et à OB. La plus grande de toutes est celle qui est contenue le plus petit nombre de fois dans OB; la plm grande commune mesure à OA et OB est donc la p* partie de OB et donne
pour mesure la valeur réduite :t du nombre — •
106. Réduction des nombres fractionnai l'cs au même dénominateur. — Lorsque deux nombres fractionnaires ont le même dénominateur, leurs numérateurs indiquent combien de fois les longueurs qu'ils mesurent contiennent une même partie aliquote de Tunité. On reconnaît donc, rien qu'à l'inspection des numérateurs, si les deux nombres sont égaux ou inégaux, et, dans ce dernier cas, quel est le plus grand d'entre eux.
D'autre part, d'après ce qu'on à vu au n® 103, on peut réduire deux nombres fractionnaires au même dénominateur, en multipliant les deux termes de chacun d'eux par le dénominateur de l'autre; car on obtient ainsi les deux
^ ab' a'b •
nombres rn ®t ni ' égaux respectivement aux précédents,
et ayant le même dénominateur. Les deux nombres sont égaux si ab' =; a'b ; le premier est plus grand ou plus petit que le second suivant que ab' > a'i ou ab' < alb. Nous retrouvons ainsi une démonstration rapide des propriétés contenues dans le n® 104. •''
On peut procéder d'une manière un peu différente; con-y sidérons çn effet un multiple commun h, b eih V^ M, e^
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multiplions les deux termes du premier nombre par le
nombre entier -r-, puis les deux termes du second par le
nombre entier n; ^^^ deux nombres ne sont pas altérés et
sont ramenés à avoir pour dénominateur commun, H. On prend, si cela ne donne lieu à aucune recherche pénible, le p. p. c. m. des deux dénominateurs. Au début, nous avons pris M = hbf.
Exemples, — ^* i et -• on multiplie les deux termes 4 5
du premier nombre par 5, ceux du second par 4, et
on a les deux nouveaux nombres ^r ^i ^z% respectivement
zO zO
égaux aux précédents et ayant le même dénominateur.
q et
Coname 15 < 24, on a r<z'
S"" ^ et Z3 ; 288 est un multiple conmiun à 32 et 72,
c*est même le p. p. e. m« On multiplie les deux termes du
premier nombre par —- = 9, et les deux termes du
second par -rrr = 4; on a ainsi les deux nouveaux nom- ^72
'^^^ ÔQQ ®^ âoo ; conmie 45 > 24 , on en conclut
Zoo 2oo
— > =-• — On eût pu simplifier, avant tout calcul de ce
àÂ 7z
genre, la seconde fraction, en divisant haut et bas par 6; on
eût obtenu alors les deux nombres ^s ®^ IS ^ réduire au
même dénominateur. Ici le p. p. c. m. des dénominateurs
est 96 et les deux nombres que Ton obtient sont 5^ et — •
On réduit de même plusieurs fractions au même dénomi-
nateur, en multipliant lés deux termes de chacune d'elles par le produit des dénominateurs de toutes les autres; ou, d'une manière plus générale, on emploie un multiple commun à tous les dénominateurs, M, et on multiplie les deux termes de chaque nombre par le quotient obtenu en divisant M parle dénominateur du nombre fractionnaire considéré. Il est clair qu'en opérant ainsi les nombres ne sont pas altérés (n^ 103), et qu'ils prennent tous le même dénominateur, M. Il y a avantage à prendre le p. p. c. m«, quand on le peut.
Exemple: 3' g' ê' âi'êViÔ të
Le p. p. m. c. des dénominateurs est 120; on multipliera donc les deux termes de la première fraction par 40, ceux de la seconde par 60, puis par 20, 5, 15, 3 et 8. Les nombres donnés deviennent respectivement .
Rien n'est plus simple. alors que de les classer, par ordre de grandeurs croîssanteB ou décroissante^, et on a
27 _32 40 45^ 59_ W 100 120' 120' 120' 120' 120Vl20' 120\
cest-à-dire :^» îg^ 3' g' 24' f é'
pour les nombres donnés, rangés par ordre de grandeurs croissantes. .'[:....
Nous allons voir dans la suite d'autres applications de la réduction au môme dénominateur. Cette opération, jointe à la simplification des nombres fractionnaires, est constamment employée dans les applications.
CHAPITRE
107. Addition des nombres fractionnaires. -- On appelle somme de plusieurs nombres fractionnaires le nombre qui mesure la somme des longueurs mesurées par chacun d'eux.
Il en est ainsi quand les longueurs considérées ont pour mesures des nombres entiers ; il est donc tout naturel de prendre cette propriété pour définir la somme des nouveaux nombres.
Soient -p» -î, i~» n nombres fractionnaires mesu-
^1 0^ On
rant les longueurs OAi, 0A„ , 0A„; désignons par M
un multiple commun aux dénominateurs, b^^ i„ ...... bn\
nous pouvons, d'après le paragraphe précédent, ramener
les nombres à avoir tous pour dénominateur le nombre M,
et les écrire sous les formes tj-i -t^» » —• Les nom-
bres ainsi représentés expriment que les longueurs 0A|,
OA„ , OAn contiennent Ai fois, A, fois, , A» fois la
M* partie de l'unité. Donc la longueur formée par la réunion
de toutes celles-ci contient A^ -h A, 4- -t- An fois cette
même partie aliquote de l'unité; elle a donc pour mesure
Al -H A, 4- +An
et l'on a les égalités suivantes :
«1 A, a, A, On __^ An
ttj a, . an Ai-j-Aj-f- -h A»
D'où la règle : ■
Règle. — Pour ajouter les uns aux autres plusieurs nombres
fractionnaires^ on les réduit d'abord au même dénominateur^
puis on forme un nombre ayant pour dénominateur le déno'
minateur commun actuel et pour numérateur la somme des
numérateurs actuels.
a Si un nombre fractionnaire j mesure une longueur plus
grande que l'unité, le nombre a est plus grand que b; d'ailleurs la longueur mesurée est la somme d'un multiple de Tunité et d'une longueur plus petite que l'unité ; le nombre fractionnaire lui-même est la somme d'un nombre entier, du nombre qui mesure le multiple de l'unité, et d'une fraction qui mesure la longueur inférieure à l'unité.
On peut, d'après ce qui précède, décomposer immédiatement le nombre fractionnaire, comme il est indiqué. En effet, divisons a par è, nous aurons a =z be-hc {c <ib)
et le nombre r est égal a — j— ou a -r- 4- t = « -H t- 0 0 b b b
Le nombre entier e s'appelle la partie entière du nombre
-1 et ^ est \2i partie fractionnaire. On écrit e quelquefois
ainsi : e = E ( r ) •
Les nombres fractionnaires se composent donc : des fractions proprement dites ^ qui sont inférieures à 1 et parmi lesquelles on peut mettre le nombre 0; puis des expressions fractionnaires^ qui sont supérieures à 1, dont chacune est la somme d'un nombre entier et d'une fraction proprement dite, et qui comprennent, comme cas particuliers, tous les nombres entiers.
Les expressions fractionnaires et les nombres entiers se traitent dans les calculs comme les nombres fractionnaires
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ordinaires, à la forme desquels ils peuvent toujours se. ramener.
108. Soustraction des nombres fractionnaires. -- La soustraction est Topération inverse de l'addition : elle a pour but, étant donnés deux nombres différents, de trouver le nombre qu'il faut ajouter au plus petit pour avoir le plufe grand. Ce résultat s'appelle la différence entre les nombres donnés.
Soient r et -r, deux nombres fractionnaires, tels que
- > p ; proposons-nous de trouver le nombre qu'il faut
ajoutera ^, pour avoir -1 c'est-à-dire de soustraire p de -r*
Pour cela, réduisons les deux nombres au môme dénomi-
c d nateur, d, et soient -ii -; les deux résultats obtenus, a a
e — c' Nous voyons de suite que le nombre — ^ est le nombre
c' c — (/ -H c' demandé, car ce nombre, ajouté à -71 donne -^
t ou -r* D'où la règle :
Règle. — Pour retrancher un nombre d'un autre ^ on réduit ces deux nombres au même dénominateur^ puis on forme un autre nombre ayant pour dénominateur le dénominateur commun et pour numérateur la différence des numérateurs actuels,
\ Si deux nombres fractionnaires sont égaux, leur difîé-
j rence est nulle.
i Exemples. — 1* Faire la somme de
1 1 5 il 3 ^ jl
Ces nombres, réduits au même dénominateur, sont i 4C^ 60 100 85 45 27 32
leur somme est donc 40 + 60+100-t- 55 + 45 + 27 H- 32
2» Faire 1& somme et la différence de ~ et —. Ces nom-
bres, réduits au même dénominateur, sont — et — •
Leur somme est donc |2Ô~65' ®^ ^^^^ différence, 28 _J^ 120" 30*
109. Biultiplicatlon des nombres fractionnaires. — On arrive à définir la multiplication des nombres fractionnaires, en généralisant une propriété simple du produit de deux nombres entiers. Cette propriété est relative à la mesure des rectangles qui senties grandeurs géométriques les plus simples après les longueurs.
Si on prend pour unité d'aire le carré construit sur Vunité de longueur^ le produit de deux nombres entiers mesure raire du rectangle qui a pour côtés les longueurs mesurées par les nombres considérés.
Nous allons faire la démonstration sur un exemple numérique : considérons le rectangle ayant pour côtés deux lon- ^ \^ gueurs mesurées par les nom-
bres 3 et 6, c'est-à-dire contenant exactement trois fois et cinq fois Tunité de longueur.
Divisons le plus petit côté AB en trois parties égales, de même l'autre côté AD en cinq parties égales, et par les
points de division situés sur chacun d'eux menons des parallèles à l'autre; il est clair que nous- divisons ainsi le rectangle on trois rangées 4e cinq carrés chacune. Ces
carrés ont pour cdté Tunité de longueur; ta mesure du rectangle est donc 15 ou 5 X 3.
Cette règle est encore vraie si Tun des côtés du rectangle
a pour mesure un nombre fractionnaire et Tautre un nombre
entier. Supposons, en effet, que Tun des côtés ait pour
mesure 3/4 et Tautre 5; divisons le plus grand côté AD en
cinq parties égales et le plus petit en trois parties égales.
Si par les points de division de chacun de ces côtés nous
menons des parallèles à l'autre, nous décomposerons le
rectangle donné en trois rangées de cinq rectangles tous
égaux; chacun d'eux est d'ailleurs contenu quatre fois dans
le carré construit sur l'unité de longueur, puisque l'un de
ses côtés est Tunité et l'autre le quart de l'unité. Donc la
mesure du rectangle donné est — ou 7X5.
C'est la généralisation de cette règle qui va nous permettre de définir le produit de deux nombres fractionnaires.
Nous appellerons produit de deux nombres fractionnaires, le nombre qui mesure l'aire du rectangle construit sur deux côtés ayant ces nombres pour mesures, à condition toutefois de prendre pour unité d'aire le carré construit sur l'unité de longueur.
Soient, pour fixer les idées, les deux nombres 5 ^^ - ;
construisons le carré ayant pour côté l'unité de longueur, et divisons l'un des côtés, AB, en cinq parties égales et l'autre côté, AC, en sept parties égales ; sur le côté AB prenons AB' égale à trois des cinq parties de AB ; de môme sur AC prenons AC qui vaut six des sept parties de
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AC ; le rectangle donné est alors AC'D'B'. Si par les points de division de chacun des côtés du carré on mène des parallèles k Tautre, on décompose ainsi les deux figures en rectangles tous égaux : le carré unité en contient 5X7
ou 35 et le rectangle donné en contient 3X6 ou 18.
Donc la mesure du rectangle est, par définition, ~ ou
• Mais ce nombre est justement ce que nous appelons
le produit de - par--
De là, la règle suivante :
Règle. — Pour multiplier entre eux deux nombres fraction^ naires, on forme un nouveau nombre fractionnaire ayant pour numérateur le produit des numérateurs et pour dénominateur le produit des dénominateurs.
Cette règle s'étend immédiatement au cas de plus de deux facteurs. On définit en effet de proche en proche le produit
de plusieurs nombres fractionnaires. Soient -r^ t-*» >
^» n nombres fractionnaires; on appelle prorfwi^ de tous ces
nombres le résultat obtenu en multipliant d'abord le premier par le second, puis le résultat par le troisième, puis le nouveau résultat par le quatrième, et ainsi de suite. Le numérateur s'obtient, d'après ce qu'on a vu plus haut, en multipliant ai par a„ puis le résultat par a,, etc. Le dénominateur s'obtient d'une façon analogue.
On voit donc que le produit de plusieurs nombres fractionnaires est un nouveau nombre fractionnaire qui a pour numéra-leur U produit des numérateurs, et pour dénominateur le produit des dénominateurs.
En définitive, tout revient à multiplier entre eux certains nombres entiers. On peut donc écrire les facteurs d'un produit de ce genre dans un ordre quelconque. On emploie aussi la notation de l'exposant, quand les facteurs d'un produit sont égaux. Les règles de calcul relatives aux exposants sont les mêmes que lorsqu'il s'agit de nombres entiers et se démontrent de la même façon (n®' 41, 42).
110. Division des nombres fractionnaires. — La division est l'opération inverse de la multiplication.
Diviser - par -» c'est trouver un nombre -r, qui, mul- 0 d 0
tiplié par -i reproduise le premier nombre. Les trois nombres 7 ) -1 r:se nomment dividende, diviseur et quotient, à a à'
D'après la règle de multiplication des nombres fractionnaires, un nombre de cette espèce ne change pas si on le mul-
tîplie par un nombre fractionnaire quelconque, ^i puis si
on multiplie le résultat parle nombre renversé -; cela revient en effet à introduire les mêmes facteurs haut et bas. On voit donc que le produit de - par -» le nombre — i re-
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produit - si on le multiplie par -• C'est donc le quotient
de 3 par -n.
■ On appelle inverse d'un nombre fractionnaire, un autre nombre de cette espèce, qui, multiplié par le premier, donne
pour produit Funité. L'inverse de - est donc - : c'est le
premier nombre renversé. De là, la règle suivante :
Règle. — Pour diviser un nombre fractionnaire far un autre nombre fractionnaire:, on multiplie le dividende par Vinverse du diviseur.
La division portant sur des nombres entiers ou fractionnaires, est une opération qui ne présente d'impossibilité que dans le cas où le diviseur est nul. Des quatre opérations que nous venons d'étendre aux nombres fractionnaires, une seule présente des cas d'impossibilité aussi fréquents que les autres cas, c'est la soustraction ; l'opération indiquée
par -r — -^ est en efiTet impossible quand r<C-j
L'in-
troduction des nombres fractionnaires négatifs nous permettra de lever cette difficulté. L'addition et la multiplication sont toujours possibles.
iii. Propriétés deTaddition des nombres fractionnaires. — Propriétés de la soustraction. — L'addition et la soustraction des nombres fractionnaires se ramènent aux opérations similaires efifectuées sur des nombres entiers, les numérateurs des divers nombres réduits au même dénominateur. Ces opérations jouissent donc des mômes propriétés
(*) Il n'y a qu'un seul quotient répondant à la définition donnée, car les pro-
duits de - par deux nombres différents sont différents. a
fondamentales que les opérations de môme nom sur les nombres entiers.
Il nous suflat de rappeler ces propriétés.
i* L'addition est commutative^ c'est-à-dire que, dans une somme, on peut changer l'ordre des parties :
a+b = bh-a,
A et B étant des nombres entiers ou fractionnaires (n» 23). 2* L'addition est associative, c'est-à-dire que l'on peut, dans une somme, remplacer diverses parties par leur somme effectuée :
A, B, G étant des nombres entiers ou fractionnaires, et (B -f- G) désignant la somme B -f- G effectuée (n* 23). 3* L'addition jouit de la propriété
A -h 0 = A, A étant entier ou fractionnaire, car, dans ce dernier cas,
0 peut s'écrire — i m étant un entier quelconque. — Pour
les démonstrations de ces propriétés, se reporter au n* 23.
Il y a, pour l'addition actuelle, une nouvelle propriété, évidente dans le cas des nombres entiers, et qui n'a de sens que lorsqu'un nombre donné peut être écrit sous plusieurs formes.
4** L'addition est uni forme, c'est-à-dire que le résultat auquel elle conduit est toujours le même, quelles que soient les formes données aux diverses parties.
En d'autres termes, si l'on a r = r, et -; = — , on a
a c d d aussi - + - = --,--.
En effet, pour faire l'opération indiquée dans le premier
a c membre, on réduit r et - au même dénominateur, m, de b d '
sorte que -r = ~ ' ■:> = —' et le premier membre a ^ b m d m ^
im
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pour valeur le nombre fractionnaire
de même,
pour faire l'opération indiquée dans le second membre, on
a' c' réduit 77 et ;^ au même dénominateur, m', de sorte que
et - = £^ , et le second membre a pour valeur
Tout revient donc à démontrer que
or on a - = — , - = -^ et t = r, ; donc — = — ,•
on a de même — = — , , et ces deux égalités sont resm m
pectivement équivalentes aux égalités wm' = n'm et pm' =.p'm\ en ajoutant ces deux-ci membre à membre, on obtient la nouvelle égalité m'(n-l-p) = m(n'4-p'),
qui montre que les deux nombres -
— L et -^ sont
égaux.
Quant à la soustraction, c'est une opération qui sera généralisée et ramenée à l'addition. Pour le moment, nous nous bornerons à dire que la soustraction jouit de deux propriétés analogues à celles que nous avons établies pour l^addition.
1* On a toujours A — 0 = A, que A soit entier ou fractionnaire.
V La soustraction est une opération uniforme ; cette propriété s'énonce et se démontre comme dans le cas de Taddition.
112. Propriétés de la multiplication et de la division des nombres fractionnaires. — En dernière analyse, la multiplication des nombres fractionnaires se ramène à la multipli-
cation de certains nombres entiers : le numérateur du produit est, en effet, le produit'de tous les numérateurs, et le dénominateur est le produit de tous les dénominateurs. Il suit de là que toutes les propriétés fondamentales de la multiplication des nombres entiers sont applicables à la multiplication des nombres fractionnaires.
1° La multiplication est commutativey c'est-à-dire que dans un produit on peut changer l'ordre des facteurs. Cette propriété s'exprime par l'égalité AB = BA, A et B étant des nombres entiers ou fractionnaires quelconques (n* 38).
2* La multiplication est associative, c'estrà-dire que dans un produit on peut remplacer plusieurs facteurs par leur produit effectué. Cette propriété s'exprime par l'égalité symbolique ABC = A(BC), dans laquelle A, B, C désignent des nombres entiers ou fractionnaires quelconques et où (BC) est le produit effectué de B par C (n" 39, 40).
3** La multiplication est distribuHve par rapport à V addition, c'est-à-dire que pour multiplier une somme par un nombre quelconque, on peut multiplier chacune des parties de la somme par ce nombre et faire la somme des produits ainsi obtenus. Cette propriété s'exprime par l'égalité sym-
*'^^''ï"'' A(B-4-C) = AB+AC,
A, B, C désignant des nombres entiers ou fractionnaires quelconques et' (B-t-C) désignant la somme de B et C (n* 39). Écrire A(Bh-C) au lieu de AB+AC s'appelle aussi mettre A en facteur.
4" La multiplication jouit des deux propriétés A X 0 = 0 et A X i = A, A désignant toujours un nombre entier ou fractionnaire quelconque.
5** La multiplication est une opération uniforme, c'est-àdire que si dans un produit on remplace chaque facteur par un nombre égal, le résultat n'est pas altéré.
En effet, si on a r = T/ et j = :i}» on en déduit 0 0 ad
ah' = hd et ^rf' = rfc'.
En multipliant ces deux égalités membre à membre, on obtient acb'dl = édaV ; d'où l'on déduit
ac __ a'd a c a' c'
ïd'^Wdi ^^ b^d~V'd''
De la 3* propriété on déduit sans peine que le produit d'une somme par une autre somme s'obtient en multipliant chaque partie de l'une par chaque partie de l'autre et en ajoutant les divers résultats. (Démonstration toute semblable à celle du n*» 39.)
Quant à la division, elle se ramène à la multiplication, et jouit de trois propriétés évidentes : elle est uniforme (*) (voir ce qui précède, ô*) ; puis on a
et
7 121 13 Exemples. — Additionner les nombres j» ts" ®^ T' ^^
j. u ^ 7 . 2 121 ,^ 1- 13 ^ . 1 a d abord -=14--, — = lOH — et— = 3 -4-7: 5 5 12 12 4 4'
or, dans la somme, on peut remplacer chaque nombre
par les deux parties dont il se compose, ce qui donne
ou
ou
"+g-fi+â
4 2 1 -^ii = *^ + ê+3-
On a
finalement pour somme 14 H- — •
Multiplier 1 -H 5- par
On peut
d'abord effec-
(*) La division ne fournit qu'un seul résultat, quelle que soit la forme que rùD donne au dividende et celle que Ton donne au diviseur.
7 43 tuer les sommes et multiplier entre eux = et —i ce qui
6 4 9i li
domie Sî = ^■+-5jî' On peut aussi multiplier terme à
terme les deux sommes et ajouter les résultats, ce qui
donne 3 + - + --+-- = 4+- 4-^-*- - = 4-h-.
113. Propriétés des égalités. — Le3 propriétés simples des égalités ne sont pas autre chose que la traduction dans un langage un peu différent des propriétés relatives aux diverses opérations.
Ainsi : On peut ajouter le même nombre aux deux membres cTune égalité; on peut ajouter membre à membre deux égalités. C'est au fond la 4* propriété de Tadditîon (n* 111).
On peut multiplier membre à membre deux égalités. C'est la 5* propriété de la multiplication (n" 112), etc.
Les inégalités ne peuvent être sérieusement étudiées qu'après l'introduction des nombres fractionnaires négatifs.
* 114. Nombres fractionnaires négatifs. — L^égalité A+C= B défînit toujours un nombre entier ou fractionnaire, G, lorsque A et B sont eux-mêmes deux nombres entiers ou fractionnaires et que A est plus petit que B. Ce nombre G se nomme la différence entre B et A et se représente par C = B — A, dé sorte que les deux égalités A + C=B et G = B— A soient équivalentes ; on peut adjoindre Tégalité A = B — G aux deux précédentes : elle leur est équivalente.'
Mais si B est plus petit que A, Tégalité conditionnelle A + C = B est impossible ; elle ne définit plus aucun nombre fractionnaire. Si on veut satisfaire à cette égalité, il faut alors créer un nouveau symbole numérique. Remarquons que, dans ce cas, A — B existe et désignons ce nombre par C, de sorte que . A — Bt=G' ou A — C'=B. Nous appellerons alors nombre négatif un nombre affecté du signe -r , tel que — C, et nous conviendrons que ce nombre, ajouté à un nombre ordinaire A plus grand que lui, doit être soustrait de celui-ci, comme si le signe — existait seul ; nous aurons ainsi, en posant C=: — C, Ah-G = A-h(-C') = A~Ç'=:B, et Tégalité sera rendue possible. , * . i..
Les nombres _ ordinaires, par opposition à ceux-ci, se nomment des nombres positifs ; il sont regardés comme affectés du signe +• La valeur d*un nombre^ abstraction faite de son signe, se nomme sa valeur absolue.
On voit donc que les signes 4- ou — ne sont pas seulement des indicateurs d'opérations, mais aussi qu'ils peuvent être liés intimement à des symboles numériques dont ils font partie inté> grante.
Ce que nous venons de dire suffit pour montrer que nous allons reprendre identiquement ici tout ce qui a été dit au n^ 30. Nous déduirons les propriétés des nombres négatifs de cette définition et de l'obligation que nous nous imposerons de conserver . l'équivalence des deux égalités A-hG=B et C = B — A.
Comme il n'y a qu^à répéter ici les raisonnements déjà faits (n^ 30, 31, 32, 43, 44, 45, 46), nous nous bornerons à énoncer les résultats.
Pour faire la somme de deua> nombres, l'un positif. Vautre négatif, on fait la différence de leurs valeurs absolues, et on donne au résultat le signe + ou le signe — , suivant que la plus grande valeur absolue appartient au nombre positif ou au nombre néga^ tif{no^O).,
Pour faire la somme de deux nombres négatifs, on fait la somme de leurs valeurs absolues et on donne au résultat le signe — (Ti« 31). \
Pour soustraire d'un nombre quelconque un nombre négatif, an ajoute au premier la valeur absolue du second {n^ 31)..
On appelle somm^ algébrique une somme de nombres fractionnaires ou entiers, quelconques, positifs ou négatifs,
S = A+B-hC-h....-+-K-hL,
que l'on obtient en ajoutant le second au premier, puis le troisième' au résultat obtenu, puis le quatrième au nouveau résultat, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on ajoute L à la somme eflfectuée A-hB4-G4- + K.
La valeur d'une somme algébrique s'obtient en ajoutant les uns auas autres tous les nombres positifs qu'elle contient, puis au^si, les uns aux autres, tous les nombres négatifs qu'^elle contient ; soient Si et — Sa ces deux sommes. On ajoute ensuite ces deux nombres l'un à l'autre, diaprés la première règle (n* 32).
Pour faire la somme de plusieurs sommes algébriques, on les écrit les unes à la suite des autres, en gardant à chacun des nombres qui les composent le signe qu'il a dans la somme où il se trouve. Si le premier nombre d'une somme n'est précédé d^ aucun signe, on lui adjoint le signe -\- [n^ i2), -■'
Pour retrancher une somme algébrique d'une autre somme
■' algébriqttey on écrit à la suite 4^ nombres de celle-ci ' tous les nombres de la premier e^ changés de signe (n® 32).
L'addition actuelle est une opération commutative, associative^ uniforme, et jouit en outre des propriétés A -H 0 = A et A-h(— A) = 0 in«»32).
Si donc on regarde diaque nombre comme précédé d'un signe, -H ou —, le signe -h, regardé comme signe d'addition, transforme ceux-ci en signes d'opérations d'après les règles suivantes : ^^ sur -H donne le signé d'additioïi, -h; -h sur — donne le signe de la soustraction, —, De même le signe —, regardé comme signe de soustraction, transforme les signes des nombres, d'après les règles suivantes : — sur -4- donne le signe de la soustraction, — ; — sur — donne le signe de l'addition, -h. Ex :
Pour abréger l'écriture, on n'écrit pas dans une somme algé-
. brique le signe de l'addition à chaque fois : on se borne à écrire
le signe affecté à chacun des nombres qui composent cette
somme, et même, si le premier de tous a le signe -h, on ne le
fait précéder d'aucun signe. Ainsi la somme algébrique
s'écrit simplement —4 — 3 -*-2-+-8 — 7;
la somme 4-|+ (-H^) -H (-g)-*- (+2)4. (.-|)
sécrit ^4---- + .-..
Les démonstrations qui ont été faites aux n<*' 30, 31, 32, 43, 44, 45 et 46 s'appuient s^r l'idée de nombjre entier qui se présente la première à l'esprit : le nombre y est considéré comme indiquant combien il y a d'objets dans un groupe. Les nombres fractionnaires peuvent aussi être envisagés de cette façon : en
...j^fllM^n
isa : : : : : /nombres practioknauies.
effets réduisons tous lés nombres d'une question au même dénominateur, par exemple au dénominateur i 80 et envisageons une longueur égale à la 180* partie de Tunité de longueur ; tous les nombres fractionnaires considérés indiquent combien de fois cette partie aliquote de l'unité est contenue dans les longueurs que ces nombres représentent. Alors les démonstrations dont nous avons parlé peuvent se répéter identiquement dans le cas actuel; Il en est de même de celles relatives aux propriétés qui suivent.
Pour multiplier attire eux deuœ nombres ^ entiers ou fraetûmnaires, positifs ou négatifs, on fait leproduit de leurs valeurs absolues et on donne au résultat le signe + ou le signe — , suivant que les deux nombres sont de même sign^ ou de signes contraires
(n^iS). -- r .
Pour multiplier une somme algébrique par un nombre quelconque, entier ou fractionnaire, positif ou négatif, on multiplie cliacune des parties de la somme par ce nombre, et on ajoute les résultats obtenus, en tenant compte de leurs signes (N*»44, 45).
Pour fnultiplier entre elles detw sommes algébriqttes, on fait les produits de chacun des termes de l'une d'elles par chacun dés termes de Vautre, et. on forme avec les résultats une nouvelle somme algébrique (N* 46). - : :
Le quotient de deux nombres quelconques, entiers ou fractionnaires, positifs ou négatifs, s^obtient en prenant le quotient des valeurs absolues et en lui donnant le signe -h ou le signe —, suivant que les deux nombres ont ou n'ont pas le même signe
N^BÔ
* 115. Ensemble des nombres rationnels. — Tous les nombres entiers ou fractionnaires, positifs ou négatifs, constituent un ensemble' appelle ensemble d^, nombres rationnels ; on adjoint à ces nombres le nombre 0. /
Étant donnés deux nombres de cet ensemble, pour défînir le plus grand on généralise un résultatj)btenu dans le cas des nombres ordinaires, positifs.
On dit quHin nombre A est plus grand qu*un nombre B quand la différence A — B est un nombre positif. Sinon, on dit que A est plus petit que B^
11 résulte de là que tout nombre positif est plus grand que ' tout nombre négatif ; ainsi
.4>— 5, car 4 — (-8) = 4 + 5 = 9.
De même 0 est supérieur à tout nombre négatif ; ainsi
0 > — 2, car 0 r^ (^ 21 = 2. : .
Un nombre négatif est d*autant plus grand que sa valeur absolue est plus petite ; ainsi —2 > — 5, car — 2 — (— 5) = --2-+.5 = 3.
C'est le contraire qui a lieu pour les nombres positifs, et, pour ceux-ci, la nouvelle définition est d'accord arec celle qui provient de la considération des longueurs.
Si on augmente ou si on diminue le numérateur d*un nombre fractionnaire positif, on augmente ou on diminue ce nombre.
Si on augmente ou si on diminue le dénominateur d'un nombre . fractionnaire positif, le nombre diminue ou augmente. Ainsi
45^13» ^ 15 13"" 15.13 "" 15.13 Si on augmente d*un même nombre les deux termes d'un nombre fractionnaire positif, inférieur à i, on augmente le nombre considéré.
En effet, si a < ft, on a r-r— >t» ^^
H tn o
g-hm a _ m{b — a) • fr-f-m ~" 5 "" h\p -h m) *
et cette différence est positive, puisque d > a.
C'est le contraire qui arrive si 6 < a, c'est-à-dire si le nombre -T est supérieur à K
On peut augmenter assez le dénominateur d'un nombre fractionnaire positif pour rendre ce nombre plus petit que tout nombre fractionnaire, donné à l'avance.
\ Ainsi le nombre ? 1 déduit du nombre r on ajoutant m
j unités au dénominateur, peut toujours être rendu plus petit
: I qu'un nombre fractionnaire, donné à l'avance, ^ ; car la diffé-
i c a &c-4-cm — ad ^ ... . , u ^
rence -3 — r — •. — = — ,,; ■> > ., — est positive si le nombre j d b-^-m d(ô-f-m) *^ •
Ibc -f- cm surpasse ad, et ceci a toujours lieu, quand m est assez grand.
;[ Au-dessous de tout nonabre rationnel positif, donné, il y en a
I une infinité d'autres.
• a CL
Soit T un nombre rationnel positif donné ; le nombre r^r —
;' est toujours ââ-dessous de celui-ci, quel que soit l'entier posi-
tif » m. ' '
Entre deux nombres rationnels quelconques, positifs ou négatifs, il y a toujours une infinité de nombres de l'ensemble.
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Soient, en effeL t et -i deux nombres de rensemble et -r le plus grand ; cela veut dire que la différence t -^ j 6st positive ; appelons ^ ce nombre ; nous aurons t = 2"*" 5' ^^ au-dessous du nombre s> il y a une infinité de nombres positifs, p ;
donc il y a entre t ©t ^ une infinité de nombres, 3 + âî*
H n'y a donc pas dans Tensemble, à part 0, de nombre plus petit que tous les autres. — 11 n'y a pas non plus de nombres f^r: consécutifs.
La considération de l'ensemble des nombres rationnels nous ^ - conduit à deux idées fondamentales : l'idée de limite et l'idée de
^' continuité. Ces detix idées ne peuvent s'appliquer qu'à un nom-
bre variable, passant successivement par une infinité de valeurs.
Lorsqu'un nombre rationnel variable prend des valeurs qui ' finissent par être moindres, en valeur absolue, qu'un nombre
'l^ quelconque donné à l'avance, i)n dit que ce nombre tend vefs 0-
^; Désignons par
f'\" , . "1> ^2> » Ati,
f > ^ les valeurs que prend ce nombre, écrites dans un certain ordre ;
||^ d'après l'hypothèse que nous avons faite, les nombres
|- A„ A2, , An, ,
p : * lorsque leur rang est suffisamment éloigné, tombent, en valeur
P ' absolue, au-dessous d'un nombre positif quelconque, donné à
V' l'avance.
Nous disons que la suite précédente a pour limite 0, ou encore que le nombre variable An tend vers 0, lorsque son indice aug-
V mente indéfiniment, et nous écrivons ^- Lîm. An =^ 0.
|r Ceci se lit : limite àe An, pour n infini, égale 0.
!^v . Considérons maintenant une suite infinie de nombres rationnels,
^r positifs ou négatifs,
V . Al, As, ..... , An
^, nous disons que cette suite est donnée, lorsque Ton peut calculer
%'. un nombre quelconque de cette suite, connaissant son rang.
^ • ^-Z V T+ï' TTl' ' TiMrrT'-:-- ' ^*^
f^r cette suite, le 100» terme a pour valeur -j^» le 120» j^, etc.
S'il existe un nombre rationnel, A, dont les nombres de la
' suite se rapprochent indéfiniment, c'est-à-dire si Ton peut tou- I jours aller assez loin dans la suite, pour que la différence en- ; tre A et un nombre quelconque de la suite, situé au delà d'un / certain rang, soit inférieure en valeur absolue à un nombre positif rationnel donné, e, et si ceci a lieu, quelque soit ce nombre positif rationnel, e, nous dirons que la suite a pour limite le nombre A, ou que le nombre variable An tend vers A, a pour limite A ; et nous écrirons
Lim. An = Â.
naseo
a pour limite le nombre i, tant que a et ^ désignent des entiers positifs.
Lasuite ±^i, ^ + ^, |+i...... |.+^„,.... apour
limite •=-•
Lorsque le nombre A est positif, passé un certain rang, il n*y a plus dans la suite que des nombres positifs ; car, par hypothèse, il y a toujours un nombre entier p, tel que
|A-A„|<A (valeur absolue de A — An plus petit que A), dès que n ^ p. Si Ton porte sur une droite quelconque des longueurs
OA, OAn, OAns , ayant toutes pour origine un même
point 0, et mesurées par les
nombres A, An, Ans i il
'^ 0 A. K^'K A,^» résulte de nos hypothèses que
' ,' les points An, An', An*,
[ se rapprochent indéfiniment du point A ; nous dirons qu'ils
ont pour limite le point A, et que le point A est le point-limite
• i de l'ensemble An, An', An*,
Cette représentation ^géométrique échappe, quand le nombre A est nul, car la longueur OA n'existe plus ; il est facile de voir alors que le point 0 est le point-limite de l'ensemble des
; points An, An', An»,
f l Nous verrons plus tard qu'il y a une représentation analogue
^ pour les nombres négatifs.
* Tout nombre f de l'ensemble actuel est la limite d'une infinité
' de suites appartenant à l'ensemble ; il suffit, en effet, de consi-
dérer la suite
T + ei, X + H, , î:-i-^»-
les nombres rationnels ej, ej, «n, ayant pour limite 0; or
il y a une infinité de pai^eiiles suites.
it
TP
. a . a-M , a-4-2 . a-Hn
^— S' ^-r+T' *-FT2' •••• ^""r+iï'
*' 3' F ' 3ÏÎ'
Lorsque dans un ensemble de nombres, il n'y a pas de nombres • consécutifs, qu'il n'y a aucun saut brusque, qu'il y a toujours une infinité de nombres assez près d'un autre pour que leur différence avec cet autre soit moindre qu'un nombre donné à l'avance, e, et cela quel que soit e, nous dirons que cet ensemble est continu. L'ensemble actuel est continu.
Nous verrons cependant plus tard, en faisant intervenir l'idée . géoméfxique des points d'une droite, que le continu numérique absolu comprend encore d'autres nombres que ceux-ci.
* 116. Inégalités.— Si nous exprimons qu'un nombre rationnel A est plus grand qu'un nombre rationnel fi, ou plus petit, avec l'un ou l'autre des symboles > ou <, nous aurons une mégalitéj
A > fi ou A < fi.
La première exprime que A = fi H- P, P étant un nombre rationnel positif ; la seconde, que A = B + N, N étant un nombre rationnel négatif.
i^ Si, auœ deuos membres d'une inégalité, on ajoute le même nombre rationnel, positif ou négatif, quelconque, on obtient une nouvelle inégalité de même sens que la première.
Le sens d'une inégalité est indiqué pa; le symbole de séparation des deux membres > ou <.
Soit, par exemple, A > B. Cette inégalité revient à A = B + P, P étant positif ; si nous ajoutons maintenant, aux deux membres de cette égalité, le nombre G, quelconque, nous aurons A-h C = fi + P + C = (B-f-C)-HP.
Donc on a bien ; A + G > B -h G.
2* Si Von multiplie les deux membres d*une inégalité par le même nombre positif, on obtient une nouvelle inégalité de même setis que la proposée.
Soit, par exempte, A < B, qui revient à A = B -^ N, N désignant un nombre négatif quelconque. £n multipliant les deux membres de cette égalité par un nombre quelconque, G, nous
aurons AC = (B + N)C = BC -H NC. Or si le nombre C est positif, NG est négatif, et l*on a AG < BG.
Si, au contraire, G est négatif, NG est positif, et Ton a I
AG>BG; d'où:
3® Si Von multiplie les deux membres d'une inégaUté par le même nombre négatifs on obtient une nouvelle inégalité de sens contraire à la proposée.
Diviser par G, c'est multiplier par ^. On peut donc diviser
les deux membres d'une inégalité par un même nombre, en ■
tenant compte des deux propriétés qui précèdent.
4^ Si Von ajoute membre à membre plusieurs inégalités de même sens, on obtient une nouvelle inégalité de même sens qu^ les proposées.
Soient, par exemple, A > fi, A' > B', A*' > B*, trois inégalités de même sens; on peut écrire :
P, P', F étant certains nombres positifs. En ajoutant membre à membre ces diverses égalités^ on a :
(A 4- A 4- A')= (B 4- B' 4- B-')4-(P 4- F 4- F) ; mais P 4- F 4- F est un nombre positif ; donc on a A 4- A 4- A'' > B 4- B' + B^
Avant de procéder à l'addition de plusieurs inégalités de même sens, on peut multiplier certaines d'entre elles par des nombres positifs. I
Si toutes les inégalités que Ton considère n'ont pas le même ■
sens, on multipliera certaines d'entre elles par des nombres négatifs, par exemple par — 1, et on obtiendra ainsi des inégalités de même sens.
Pour exprimer qu'un nombre est positif, nous écrirons n^aintenant A > 0 ; et, pour exprimer qu'un nombre est négatif, nous écrirons A < 0.
EXERCICES
!• Les fracùons -^, ^j^^^, ^-^^-^ sont .rréduc tîbles.
2*^ Réduire à sa plus simple expression la fraction 574574 999999'
3® Trouver une fraction telle que la somme du numérateur et du dénominateur soit 80 et leur différence, 50. Réduire cette fraction à sa plus simple expression.
4^ Former les plus petits nombres tels que le produit du numérateur par le dénominateur soit 80 et la somme de ces deux nombres inférieure à 25.
5» Réduire plusieurs nombres fractionnaires à leur plus petit dénominateur commun. Appliquer au cas de deux nombres irréductibles dont les dénominateurs sont premiers entre eux.
6*^ La somme de deux fractions irréductibles de dénominateurs différents n'est jamais un nombre entier.
V Lorsque le dénominateur d'un nombre fractionnaire est le produit de deux nombres entiers premiers entre eux, a et &, ce nombre fractionnaire est la somme ou la différence de deux autres nombres fractionnaires de dénominateurs a ei b. Cette transformation peut se faire d*une infinité de manières. — Généraliser.
8» Effectuer les sommes
nH-l)(2n-i
9® Que faut-il pour que le produit ou 1^ quotient de deux nombres fractionnaires irréductibles soit un nombre entier?
BXBRGICES
âO0
10® On donne plusieurs fractions irréductibles ; trouver la plus petite fraction irréductible dont les produits par ces fractions soient entiers.
11<^ On range par ordre de grandeur les fractions irréductibles inférieures à \ et dont le dénominateur ne dépasse pas iin nombre donné ; montrer que si on prend à volonté dans celte suite trois fractions consécutives :
a a' oT
on a
h" ' b-hb"'
12« On appelle multiple d'un nombre fractionnaire le produit de ce nombre par un entier quelconque. Trouver le p. p. m* cde deux ou plusieurs nombres fractionnaires.
130 Trouver des fractions ayant pour dénominateurs des puis-
sances 4^ 3 et comprises entre 0^:^ ®^ 95738"
▲aiTHM. HUMB.
CHAPITRE ÏII
117. Définition du nombre décimal. — Représentation de ee nombre. — On appelle nombre décima/ un nombre fractionnaire qui a pour dénominateur 10 ou une puissance de 10.
Exemples.— 77:. tt:;:. 77:^^.
On appelle plus particulièrement fraction décimale un
nombre décimal inférieur à 1.
57 107 6981 327804 Exemples.- j^. j^^, -^, -j^.
Si on prend pour numérateur l'unité, les fractions déci-
maies sont — » . — i » — i — » Chacune
d'elles est 10 fois plus petite que celle qui la précède (n° 103).
Ces fractions portent le nom d'unités du premier^ du second^ du troisième^ ordre décimal.
Si on les compare aux unités des divers ordres qui ont été introduites dans la numération des nombres entiers, on a la suite
'*<^'*^'*«'*'ro'i4'ï^
illimitée dans les deux sens, et où chaque nombre est dix fois plus petit que celui qui le précède (en marchant de gauche à droite).
L'ordre d'une unité décimale est marqué par le nombre de zéros qu'il y a au dénominateur, ou, ce qui revient au
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même, par Texposani de la puissance de 10 qui figure ^tx dénominateur.
Considérons un nombre décimal quelconque .^^^
et occupons-nous du numérateur 326749108. Ce nombre exprime combien le nombre décimal considéré contient d'unités du 5^ ordre décimal. Mais, dans ce nombre, abstraclion faite de ce qu'il représente actuellement, le 2% le 3% le
4«, chiffre obtenu en parcourant le nombre de droite à
gauche, représente des groupes de 10, de 100, de 1000,
unités de Tordre représenté par le dernier diiffre décimal, à droite du nombre. Nous ne faisons que rappeler la convention fondamentale de la numération écrite.
Les chiffres 0, 1, 9, 4, 7, 6, 2, 3, représentent des unités 10, 100, 1000, 10000, 100000, 1000000, 10000000, 100000000 de fois plus grandes que les unités représentées par le chiffre 8 et qui sont ici des unités du 5"" ordre décimal. Donc 0 représente les unités du 4* ordre décimal ; 1, les unités du 3* ordre décimal ; 9, des unités du second ordre décimal ; 4, des unités du premier ordre décimal ; alors 7. représente des unités ordinaires ; 6, des dizaines ; 2, des centaines; et
3, des milles.
Le nombre considéré vaut alors 3267 unités, plus — (qui
se lit quat7'e dixièmes)^ plus j^ (qui se lit neuf centièmes)^
P'"^ ÎÔ56 ^^^ ®® ^^^ "** millième), plus j^^ (qui se lit huit cent-millièmes).
On peut donc représenter le nombre décimal proposé, en écrivant simplement le numérateur, pourvu qu'un signe quelconque indique la nature des unités représentées par le dernier chiffre à droite. Mais, en étendant la convention faite en numération écrite, que tout chiffre placé à droite d'un autre représente des unités dix fois plus petites que celles représentées par cet autre, il suffira de marquer la
SIS
place des unités ordinaires : on emploie à cet effet une virgule que Ton place immédiatement après le chiffre des
* 1 u AA ' ^ 326749108 , ^ ,^
unités, et le nombre décimal ^^^ est représenté
d'une manière parfaitement claire par
puisque la valeur de chacune des parties de ce nombre est nettement indiquée.
RÈGLE. — Pour représenter un nombre décimal, on écrit le numérateur comme si ce nombre existait seul^ en séparant sur sa droite, à Vaide d'une virgule^ autant de chiffres qu'il y a de zéros au dénominateur ou d'unités dans l'exposant de la puissance de 10 qui sert de dénominateur.
Dans le cas où le numérateur a moins de chiffres que le dénominateur, cette règle n'est pas immédiatement applicable. Il suffit alors de se rappeler que Ton n'altère pas la valeur d'un nombre entier quelconque, en ajoutant, à gauche de ce nombre, autant de zéros que l'on veut: ainsi 4329 = 004329. On peut donc, par ce moyen, donner autant de chiffres que l'on veut au numérateur d'un nombre décimal quelconque ; on se bornera, lorsque cela sera nécessaire, à lui en donner autant qu'il y en a au dénominateur. Le premier zéro à gauche représentera les unités ordinaires, et on n'aura plus qu'à appliquer la règle cidessus, c'est-à-dire mettre une virgule à la suite de ce premier zéro.
Exemples.
jô-, = 0,008, .-, = 0,0072.
n résulte immédiatement de toiit ceci que pour chaque
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nombre supérieur à 1, la règle est immédiatement applicable ; elle ne Test pas immédiatement pour un nombre décimal inférieur à 1 : il faut d*abord ajouter des zéros sur la gauche du numérateur.
La partie entière d'un nombre décimal est repréientée par le nymbre entier qui précède la virgule, et la partie décimale $* obtient en remplaçant^ dans V écriture, ce nombre par 0; en d'autres termes, étant donné un nombre décimal quelconque, on obtient la partie entière en supprimant sur la droite du numérateur autant de chiffres qu'il y a de zéros au dénominateur; cette partie supprimée^ prise elle-même pour numérateur^ donne la partie décimale ou fractionnaire du nombre.
Ceci résulte évidemment de ce qui précède. Mais on peut
le démontrer plus directement, en s'appuyant toujours sur
les lois de la numération. Soit, en effet, le nombre décimal
^QQQQQ ; le numérateur est égal à
en divisant par lO'^ on a
ou 3267 + j^vnnnA' {^oÎT Tadditiou des nombres fraction- 100000
naires.)
Un raisonnement analogue peut se répéter dans chaque cas et conduit évidemment à la règle donnée plus haut.
Pour lire un nombre décimal, on énonce d'abord la partie
entière, à la façon ordinaire, en faisant suivre le nom de ce
nombre du mot unité, on énonce ensuite la partie décimale,
comme si c'était un nombre entier, en faisant suivre du
nom des unités décimales représentées par le dernier chiffre
non nul.
Ainsi le nombre
se lit trois mille deux cent soixante-sept unités^ quarante-neuf mille cent huit cent-millièmes;
le nombre 0,0235 se lit deux cent trente-cinq dix-millièmes; le nombre 0,00432700 se lit quatre mille trois cent vingtsept millionièmes.
Le nom de chaque unité décimale se déduit du nom de l'unité ordinaire de même ordre qu'elle en faisant suivre ce nom de la terminaison ième.
Quand il n'y a pas d'unités ordinaires dans un nombre décimal, c'est-à-dire quand ce nombre est plus petit que 1, on ne fait aucunement mention de la partie entière.
Pour écrire un nombre décimal dicté, on écrit d'abord la partie entière à la façon habituelle, on la fait suivre d'une virgule, puis on écrit la partie décimale comme si c'était un nombre entier, en ayant soin de remplacer par des zéros les unités de chaque ordre décimal qui manque. Ainsi le nombre dicté quatre mille trois cent vingt-sept millionièmes s'écrit 0,004327 ; car aucune partie entière n'étant énoncée, cette portion du nombre doit être figurée par un 0; d'autre part, les unités de l'ordre décimal exprimé étant du sixième ordre, la partie décimale contient deux 0 au début.
On ne change pas la valeur d'un nombre décimal, en ajoutant à droite ou à gauche de ce nombre autant de zéros que Von veut.
Car, en procédant ainsi, on n'ajoute aucune unité d'un ordre déterminé au nombre considéré, et chacun de ses chiffres continue à représenter le même nombre.
On pourra donc ainsi faire représenter à plusieurs nombres décimaux des unités du même ordre, en ajoutant à la droite de ceux qui contiennent le moins de chiffres décimaux autant de zéros qu'il en faut pour qu'ils aient le même nombre de chifï'res décimaux que celui qui en a le plus
Ainsi 0,5, 0,072, 0,004327 peuvent s'écrire 0,500000, 0,072000, 0,004327.
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Au fond, ceci revient à la réduction au môme dénominateur, car les premiers nombres sont
10 ' iOOO' lOOOOOO' et les seconds,
1000000 ' 1000000* lOOOOOO'
Pour multiplier un nombre décimal par une puissance de 10, on déplace la virgule vers la droite d'autant de rangs qu'il y a d'unités dans t exposant de cette puissance. Pour diviser un nombre décimal par une puissance de 10, on déplace la virgule d'autant de rangs vers la gauche qi^il y a d'unités dans Vexposant de cette puissance.
Car, en déplaçant la virgule d'un rang vers la droite, chaque chiffre représente des unités dix fois plus fortes ; le nombre est donc ainsi multiplié par 10. En déplaçant la virgule d'un rang vers la gauche, chaque chiffre représente des unités dix fois plus petites ; le nombre est donc ainsi divisé par 10.
S'il n'y a pas assez de chiffres pour opérer le déplacement complet, on complète le nombre par des zéros placés à droite ou à gauche.
118. Addition des nombres décimaux. — Étant donnés plusieurs nombres décimaux, 45,721, 3081,22, 0,085674, 0,0293, on peut, en complétant certains d'entre eux par des zéros, les amener à représenter tous, abstraction faite de la virgule, ies unités d'un môme ordre décimal, le plus élevé de ceux qui figurent dans les nombres proposés. C'est ainsi que les nombres donnés s'écrivent d'abord 45,721000, 3081,220000, 0,085674 et 0,029300.
Si Ton supprime la virgule dans chacun d'eux, ils représenteront les nombres précédents, à condition de penser que le dernier chiffre de chacun représente des unités du
sixième ordre décimal. Les nombres entiers ainsi obtenus indiquent combien les nombres proposés contiennent de millionièmes.
La somme de ces nombres indiquera combien il y a d'unités du sixième ordre décimal dans tous les nombres donnés, pris à la fois ; elle représentera donc, sous forme entière, la somme des nombres décimaux donnés. 11 n'y aura plus qu'à indiquer, à l'aide de la virgule, que le dernier chiffre à droite représente des millionièmes. De là, la règle suivante :
Règle. — Pour ajouter plusieurs nombres décimaux les uns aux autres^ on les écrit les uns au-dessous des autres, en plaçant dans une même colonne les unités d^un même ordre, on fait abstraction de la virgule, et on fait la somme comme si les nombres étaient entiers ; puis, le résultat obtenu^ on met la virgule à droite de la colonne des unités.
L'exemple précédent conduit à l'opération
OU
car il est évident que les zéros ajoutés, ne servant à rien, peuvent être omis.
Tout ce que nous avons dit revient au fond à la réduction des nombres donnés au même dénominateur, puis à leur addition, d'après la règle d'addition des nombres fractionnaires.
119. Soustraction des nombres décimaux. — En raisonnant de la môme manière, ou en réduisant deux nombres donnés au même dénominateur , on est conduit à effectuer la soustraction de deux nombres décimaux comme si
c'étaient des nombres entiers; le résultat obtenu, on rétablit la virgule à droite de la colonne des unités.
Exemple: Retrancher 0,085674 de 45,721.
On complète le second nombre avec trois 0 placés à sa droite et on a Topération
Règle. — Pour retrancher Vun de Vautre deux nombres décimaux, on ajoute des zéros à droite du nombre gui a le moins de chiffres décimaux^ jusqu'à ce qu'il en ait autant que l'autre ; on fait la différence comme si les deux nombres étaient entiers, et on met au résultat une virgule à droite de la colonne des unités,
120. Multiplication des nombres décimaux. — On applique la règle de multiplication des nombres fractionnaires. Ainsi pour avoir le produit de 0,0763 par 26,24, on revient à la
représentation première de ces nombres et Ton a -TTrî et
Le produit s'obtient alors en effectuant le produit des
numérateurs, et le produit des dénominateurs, ce qui se
fait en ajoutant les exposants des deux puissances de 10.
On a ainsi
Il est facile maintenant de supprimer la représentation intermédiaire et de formuler la règle.
Règle. -- Pour obtenir le produit de deux nombres déci' maux, on fait le produit des nombres entiers obtenus, en faisant absi'raclion de la virgule dans chacun d'eux^ et on sépare, à droite de ce nombre, par une virgule, autant de chiffres qu'il
y m a dans les parties décimales du multiplicande et du mul^ lipUcateur réunis*,
1^1. Division des nombres décimaux. — On s'appuie encore ici sur la division des nombres fractionnaires
quelconques.
Soit, par exemple, à diviser le nombre 5,841 par 3^,00849 ; ces deux nombres peuvent s'écrire
en les réduisant au même dénominateur, on a les deux
nombres
Si l'on multiplie maintenant le dividende par le diviseur renversé, on a le quotient exact des deux nombres,
584100 3200849' Ce nombre fractionnaire est irréductible et, pour le nioment,*il n'y a rien de plus à dire sur ce cas particulier. Nous pouvons cependant énoncer la loi suivante :
Le quotient exact de deux nombres décimaux s'obtient en complétant par des zéros celui des deux gui a le moins de chiffres décimaux^ et en formant un nombre fractionnaire ûuec ces deux nombres rendus entiers par la suppression de la virgule, le dividende étant placé en haut.
11 nous reste maintenant à évaluer, sinon exactement, au moins approximativement, de pareils quotients à l'aide des nombres décimaux.
12'2. Valeurs approchées d'un quotient. — Tous les nombres que nous avons rencontrés jusqu'ici se présentent sous forme de nombres entiers ou de quotients de nombres
mtiers.
Si la division indiquée par un nombre fractionnaire se fait exactement, le nombre est représentable par un nombre entier, et nous n'avons rien à en dire, sinon que ce nombre fractionnaire était susceptible de simplification.
Examinons le cas où le nombre ^^ indique une division
donnant un reste. Dans ce cas, nous allons chercher combien de fois une fraction déterminée est contenue dans le quotient, et si elle n'est pas contenue un nombre exact de fois dans ce quotient, le plus grand nombre de fois qu'elle y est contenue.
Cherchons d'abord combien de fois une fraction de la
forme - est contenue dans -=;• Les nombres fractionnaires n B
ayant pour dénominateur n, forment la suite croissante
conmie les nombres de cette suite augmentent au-delà de
toute limite, le nombre - est égal à l'un d'eux, eu compris B
p p ^ \ entre deux d'entre eux, =- et 1 de sorte que,
dans tous les cas, on a - < -î; < »
no n
pour une certaine valeur de p. Le nombre entier p est justement le nombre cherché, et nous obtiendrons ce nombre en multipliant les trois nombres qui figurent dans ces inégalités par n ; nous aurons ainsi
inégalités qui nous montrent que le nombre p est le quotient, à une unité près, de AX»» parB; nous sommes donc ramené, pour le calcul de p, à une division ordinaire.
Les deux nombres - et ^ diffèrent de - d'un
nombre moindre que — et se nommen t les valeurs appro-
chées de - , par défaut ou par excès ^ à - près. B D,
Il peut se faire, comme nous Tavons vu, que la valeur approchée par défaut, -, soit juste égale à -• Cela arrivera sûrement en particulier pour les valeurs approchées
par défaut à - près ou r^ près, k étant un entier quel-
conque, et n'arrivera que pour celles-là, si - est irréductible.
On peut aussi chercher des valeurs approchées à -z près : il suffit de trouver un nombre entier p vérifiant ies inégalités
p^g^vr /p
B OU, en multipliant par - « les inégalités
OC
Ceci nous montre que p est le quotient, à une unité près, de Ap par Ba, et nous sommes encore ramené à une division ordinaire.
Les calculs que nous avons indiqués ne dépendent que
de la valeur de - et non de sa forme : ^ peut donc être
réduit ou non à sa plus simple expression.
Cela posé, considérons une suite infinie de nombres entiers croissants,
^t^ 'Ifi 1 WA, ,
par exemple la suite naturelle des nombres entiers, ou celle des nombres impairs, ou les multiples de 5, — d'une manière générale, toute suite croissante et illimitée de nombres entiers ; — formons la suite des valeurs approchées
il 1
par défaut, à — » — » , — » près.
Pi Pi Pk
n, n, nk
ou la suite des valeurs approchées par excès,
Pi-hi p, -f- i p* 4- 1 ï » » — — » I
ou toute autre suite contenant ces nombres mélangés d*une façon arbitraire, le premier étant Tune des deux valeurs
approchées à — près, le second, Tune des valeurs appro-
chées à — près, , le A«, Tune des valeurs approchées
à — près ; et soit
«1, ûj» » ÛA,
cette suite. Le nombre ^ étant toujours compris entre les
deux valeurs apjH'ochées qui répondent à l'un des entiers
«, diffère de ak d'un nombre moindre que — i en plus ou
en moins. Or le nombre entier nk dépasse tout nombre
^ ^ ^ ^ ^ , entier donné , quand k est as-
0 a, û»û*| «i sez grand; donc, pour les
mêmes valeurs de A, le nombre — est inférieur à un
rfk
nombre fractionnaire quelconque, e, donné à l'avance. Il en résulte que les longueurs qui sont mesurées par les nombres ai, a,, , ait, y ont des extrémités aussi voisines
j^ que l'on veut de l'extrémité de la longueur mesurée par -•
On exprime cette propriété remarquable de la suite des ak, en disant que cette suite a pour limite le nombre -• On dit
de mcmc que les longueurs ak ont pour limite la Ion-
gueur — et que leurs extrémités ont pour point-limite Tex- B
trémité de la longueur - • Cette notion nous suffira pour le B
moment ; mais elle sera précisée plus tard. (Voirie chapitre sur les nombres incommensurables.)
Nous dirons qu*un nombre indéterminé, qui peut prendre toutes les valeurs d*un ensemble donné, est un nombre variable. C'est ainsi que nous dirons que le nombre ak est variable avec son indice, car il peut prendre toutes les valeurs de la suite précédente, et alors nous exprimerons
autrement l'idée de limite : nous dirons que le nombre -
est la limite du nombre variable ak^ quand Tindice k augmente indéfiniment, et nous écrirons
Lim. ak = -•
Ar=oo B
Cette égalité se lit : limite de a^, pour k égale infini^ égale A
Réduction d*un nombre fractionnaire en décimales
— Prenons maintenant comme suite illimitée de nombres entiers croissants les diverses puissances de 10,
Alors les valeurs approchées de -i telles que nous les
avons calculées dans le paragraphe précédent, seront des
nombres décimaux, ^ et ^* . • chacun de ces nom-
bres diffère de - d'un nombre moindre que jrrr ou qu'une B 10*
unité du hfi ordre décimal. Pour les calculer, nous suivrons
la règle donnée antérieurement : nous multiplierons A par
10*, et nous prendrons le quotient à une unité près de ce
produit par B ; ce quotient sera le nombre entier p*.
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Dans la pratique, pour obtenir la valeur approchée par
Pk
défaut j^ 1 on divise le nombre A par le nombre B ; une 10*
fois parvenu au reste ordinaire, le quotient obtenu est la
valeur approchée par défaut du quotient — i à une unité
près ; pour obtenir la valeur approchée par défaut à un* dixième près, on ajoute ensuite un 0 à droite du reste, afin d'obtenir un nouveau dividende partiel, et Ton calcule un nouveau chifiTre au quotient ; cette opération revient évidemment à la multiplication de A par 10 et donne le plus
grand nombre de dixièmes contenus dans le quotient r^- Si
Ton veut avoir la valeur approchée par défaut à un centième près, on ajoutera encore un zéro à droite du nouveau reste et Ton calculera un chiffre de plus au quotient ; il est évident que cette façon d'agir revient à la multiplication de A. par 100 et à la division, à une unité près, de ce produit par B. Et ainsi de suite. Dans chaque cas, on obtiendra la valeur approchée elle-même, en plaçant une virgule à droite du chiffre qui figure les unités du quotient.
Exemples, — Trouver à un millième près le quotient de 795 par 48.
On divise 795 par 48, à la façon ordinaire, et on forme trois nouveaux dividendes partiels, quand l'opération ordinaire est terminée, en ajoutant successivement un zéro à la droite des trois restes qui viennent ensuite.
Ceci revient, comme nous Tavons 48 dit, à la multiplication du dividende
16 562 P^^ mille ; le quotient obtenu sera
270 divisé par mille, en plaçant une
300 virgule à droite du chiffre qui ter-
120 mine le quotient ordinaire.
24 L'opération est faite à côté.
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Trouver le quotient à un dix-millième près de 32,728 par 0,9621.
D'après ce que nous avons tu antérieurement, le quotient exact de ces deux nombres est le quotient de 327280 par 9621 . n suffit donc d*appiiquer la même méthode et de poursuivre ropération jusqu'à ce que Ton ait obtenu quatre décimales, c'est-à-dire quatre chiffres après celui qui termine le quotient ordinaire, à une unité près ; cela exige la formation de quatre nouveaux dividendes par- ^^■^^^ |_9e21 ^.^,g j^ j,^jj^ j^ ^j^ abaissés suc-
I 34,0172 cessivement. L'opération est faite à 16600 ... ^
Nous sommes donc conduit^ par 24430
ce procédé, à une opération indéfinie que nous pourrons continuer tant qu'il nous plaira, en abaissant un zéro à chaque fois pour former de nouveaux dividendes partiels. Si nous arrêtons cette opération, lorsqu'il y a un, deux, trois, ... chiffres décimaux au quotient, nous aurons les valeurs approchées par défaut à un dixième, un centième, un millième,... près. En ajoutant à chaque fois une unité au dernier chiffre décimal écrit, on obtient les valeurs approchées par excès. Cette opération s'appelle la réduction d'un nombre fractionnaire en nombre décimal ou en décimales. Elle jouît des propriétés suivantes :
lo Les résultats sont les mêmes si l'on multiplie ou si l'on divise, (piand cela se peut, les deux nombres A et B par le même nombre ; car ces opérations n'altèrent pas la valeur du
nombre -^•
' 2® Chaque valeur approchée par défaut se déduit de la
précédente, en ajoutant un nouveau chiffre décimal, qui peut
être nul.
3^ Les valeurs approchées par défaut successives forment
une suite croissante (*) ; elles augmentent à chaque fois de moins d'une unité de Tordre décimal du dernier chiffre précédemment écrit.
4'' Pour déduire une valeur approchée par excès de celle qui la précède, on retranche à celle-ci une unité du dernier ordre décimal écrit et on lui ajoute au moins une, au plus dix unités de l'ordre décimal suivant. Les valeurs approchées par excès vont donc en diminuant ou restent constantes pendant un certain temps, ou restent toujours les mêmes (**).
Exemple, — Le développement décimal 0,50400999504... donne pour suite des valeurs approchées par défaut 0,5 ;
0,50; 0,504; 0,5040 ; 0,50400 ; 0,504009; et pour suite
des valeurs approchées par excès 0,6 ; 0,51 ; 0,505 ; 0,5041 ;
0,50401 ; 0,504010 ; Les valeurs approchées par excès
que fournit le développement 0,999 sont toutes égales à 1.
Toutefois, il est bon de remarquer que ce développement décimal ne se rencontre dans aucune division.
5® Toute valeur approchée par excès surpasse la valeur approchée par défaut qui lui correspond d'une unité du dernier ordre décimal écrit.
6<> De toute valeur approchée par défaut, on déduit les valeurs approchées par défaut qui précèdent celle-ci, en supprimant des chiffres décimaux sur la droite du nombre décimal considéré.
7^ Si l'on porte sur une même droite, dans un même sens et à partir d'un même point, des longueurs mesurées par
ces diverses valeurs approchées et par le nombre —, on
se rend mieux compte des propriétés signalées, et l'on voit que l'extrémité de la longueur — est le seul point qui
(*) On appelle suite croissante une suite dans laquelle les termes ne vont iamais en diminuant ; il peut arriver du reste que deux ou plusieurs termes consécutifs soient égaux.
(**) Ce dernier résultat ne se rencontre dans aucun déyeloppement décimal iiroTenant d*ane diTision.
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tombe entre les extrémités des longueurs approchées par défaut et des longueurs approchées par excès. Ce point est le point-limite commun à ces deux ensembles dépeints (*}, Il nous reste à voir maintenant dans quels cas le développement en décimales se termine, dans quels cas il est illimité, et quelle est alors sa loi de formation.
124. Nombres fractionnaires donnant naissance à des nombres décimaux limités ou à des nombres décimaux illimités.
Théorème. — Lorsqu'un nombre fractionnaire irréductible donne naissance à un nombre décimal limité^ son dénominateur ne renferme pas d'autres facteurs premiers que â et 5, et réciproquement.
Supposons d'abord qu'un nombre fractionnaire soit égal
à. un nombre décimal ; alors il sera de la forme rr-i et
pour obtenir sa valeur réduite il n'y aura qu'à supprimer au numérateur et au dénominateur les facteurs qui leur sont communs ; cette opération n'introduit aucun nouveau facteur premier au dénominateur, et celui du nombre obtenu en dernier lieu ne peut contenir que les facteurs premiers qui se trouvaient déjà en bas, c'est-à-dire 2 et 6 ou 2 ou 5.
Réciproquement, si cela est, le nombre irréductible
donné, t» sera de la forme t = ^^tit-; si les deux b b 2^5^ '
nombres n et » sont égaux, on a 7 = -rrr » et le nom-
bre donné est un nombre décimal ; sinon, supposons, pour fixer les idées, p supérieur à n ; en multipliant le numérateur et le dénominateur par 2r^, nous aurons
(*) La plupart des propriétés signalées b appliquent à un développement quelconque en décimales, quelle que soit sa somme, pourvu qu^on définisse Ici valeurs approchées par défaut et par excès à Taide des n premières décimales.
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b ~ opMp = ,Qy — ; le nombre - est donc encore
égal à un nombre décimal, que Ton obtiendra en cherchant
sa valeur approchée par défaut, à — près ; les valeurs
approchées suivantes seront toutes égales à celle-ci, car à partir de ce moment, les restes successifs de la division indéfinie sont tous nuls et les nouveaux chiffres décimaux nuls aussi.
Exemples :
_7_ _I>l»!_i78 _ft.-- 8.8~ 2»5» ~1000~ '
Conséquence. — Lorsqu'au dénominateur d'un nombre fractionnaire irréductible, il y a d'autres facteurs premiers que i et 5, ce nombre donne naissance à un nombre décimal illimitée
Nous allons montrer que, dans ce cas, le développement est périodique^ c'est-à-dire qu'à partir d'un certain rang décimal, les mômes chiffres se reproduisent indéfiniment et dans le même ordre.
En effet, à partir du reste ordinaire, tous les dividendes partiels se forment de la même manière, — en ajoutant un zéro à la droite de chaque reste partiel obtenu ; or, tous ces restes partiels sont inférieurs au diviseur, ô, et se trouvent
parmi les nombres i, 2, , b — i; donc leur nombre
est limité, et l'on finira toujours, après un certain nombre d'opérations, par retomber sur un reste déjà obtenu. Apartir de ce moment, les mêmes opérations se reproduisent indéfiniment et Ton trouve les mêmes restes et au quotient les mêmes chiffres.
2Î3 NOlfBBRS DÂGHIAUX
Exemples :
Dans on nombre décimal périodique, on appelle période la partie décimale qui se reproduit identiquement et indé- Oniment. Quand on cite cette période, on la regarde comme tm nombre entier : dans les exemples précédents, les périodes sont 3, 769230 et 63.
Un nombre décimal est dit périodique simple^ quand la période commence immédiatement après la virgule. — Le second des trois nombres donnés conmie exemples, est périodique simple.
Un nombre décimal est dit périodique mixte^ quand la période ne commence pas de suite après la virgule. — La partie décimale qui précède la période est la partie non périodique, — Dans le premier et le dernier des exemples précédents, les parties non périodiques sont 8 et 488.
La partie entière d'un nombre fractionnaire n'intervient pas dans ce qui nous reste à dire sur les nombres décimaux. Nous ne considérons donc que des nombres inférieurs à 1, et d^ fractions décimales, ayant pour partie entière 0.
La fraction ordinaire qui donne naissance à une fraction décimale périodique est dite fraction génératrice de celle-ci.
Exemples. — - est la fraction génératrice de 0,8333 . . • ,
et —, la fraction génératrice de 0,769230769230
io
La fraction génératrice d'une fraction décimale périodique est la limite des fractions décimales obtenues en prenant
im, deux, trois, chiffres décimaux. Ainsi - est la 11-
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mite de la suite
car la différence entre le nombre - et le terme de rang n
est inférieure à 777- (n* 123) ; il en est de même a fortiori lu"
de la différence entre - et un terme quelconque de la suite o
qui vient après le rang n. Si donc on prend n assez
grand pour que rrr- soit inférieur à un nombre fraction-
naire choisi arbitrairement, e, tous les termes de la suite
qui viennent après le n* différeront de - d'un nombre
moindre que t ; donc, par définition de la limite, - est la
limite de cette suite (*).
Fraction génératrice d'une fraction décimale pério
dique donnée. — Considérons, en premier lieu, une fraction
décimale périodique simple, et prenons, par exemple, la
fraction
sur laquelle nous allons faire un raisonnement applicable à un exemple quelconque.
Nous allons montrer d'abord que la suite des fractions décimales
a une limite.
Pour cela, nous prendrons dans cette suite les termes qui contiennent un nombre exact de périodes, c'est-à-dire
les termes de rangs 3, 6, 9, ...... 3n, Le n* de ces
termes, celui qui contient n périodes, représente des
(*j Lé nombre t étant Choisi arbitrairement, est naturellement aussi petit que Ton veut.
unités de Tordre j— ;^- Chaque fois qu'on avance d'un rang
dans cette nouvelle suite, on ajoute 597 unités du dernier ordre décimal écrit, en sorte que les termes que nous envisageons seuls peuvent être représentés par
lOOO' iOOO"*'lOOO«' 1000 ■*■ 1000» "^1000»'*"
Désignons le n* de ces termes par A»; nous aurons
et si nous multiplions ce nombre par 1000, nous obtiendrons :
.AAAA ^r.^ S97 597 • 697
1000An = 597^- — H-j^^- H-^3^;
nous allons obtenir une nouvelle expression du nombre
A» en retranchant de cette égalité celle qui définit le nom-
bre An ; nous aurons ainsi 999An = 597 — rrr^r^- Nous
voyons donc que le nombre An a pour valeur
par conséquent la différence entre r^ et A» est donnée
9yy par l'égalité
: — An =
Or le second membre de cette égalité devient aussi petit
que l'on veut, quand n grandit au-delà de toute limite ;
donc le nombre variable A„ a pour limite — - .
Si maintenant nous revenons à la j)remière suite, celle qui contient tous les nombres décimaux déduits du nombre
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décimal périodique simple domié, nous constatons que les tennes de cette suite vont en croissant, et qu'il y a, quelque grand que soit n, toujours des termes de la forme précédente qui viennent après ceux que Ton envisage ; donc tous
les nombres de cette suite sont inférieurs à — j. De plus,
lorsqu'on s'éloigne de plus en plus dans cette suite, les termes finissent par dépasser tel des nombres An que Ton veut envisager ; donc ces termes finissent par être aussi
voisins de —r que Ton veut ; ils ont donc pour limite le
nombre
Il sufiit de généraliser par la pensée le raisonnement que Ton vient de faire sur un exemple particulier, pour être conduit au théorème suivant :
Théorème. — Toute fraction décimale périodique simple a pour limite la fraction ordinaire que Von obtient en prenant pour numérateur le nombre entier formé par une période unique et pour dénominateur un nombre composé d'autant de 9 qu'il y a de chiffres dans la période.
Remarque. — La fraction ordinaire que Ton obtient ainsi
ne peut dépasser Tunité; elle est en général inférieure à 1;
elle ne peut être égale à i que si la période est égale à 9 ;
dans ce cas, la fraction décimale périodique simple donnée
est
la limite de tous les nombres décimaux que Ton en déduit
est - ou i.
Nous allons montrer maintenant que, sauf ce dernier cas, la fraction ordinaire obtenue en appliquant le théorème énoncé précédemment est la fraction génératrice de la fraction décimale périodique simple donnée.
En effet, dans tout autre cas que le cas exceptionnel signalé, la fraction obtenue est inférieure à 1 ; si donc on la convertit en décimales, elle ne peut donner naissance qu'à une fraction décimale limitée ou illimitée ; mais dans les deux cas, le numérateur successivement multiplié par
10, 100, 1000, , et divisé ensuite par le dénominateur,
donne le premier, les deux premiers, les trois premiers, chiffres décimaux ; si la fraction décimale était limitée, on finirait par ne plus trouver que le chiffre zéro au quotient. C'est la seule différence entre ce cas et l'autre.
Revenons alors au nombre ^^ » multiplions le numéra-
teur par 1000 et divisons le produit par le dénominateur ; nous aurons ainsi les trois premiers chiffres décimaux. Mais le produit de 597 par 1000 est égal à 597(999 -H 1) ou 597 X 999 -h 597 ; ce qui nous montre que le quotient est 597 et le reste 597. Ce reste multiplié par 1000 et divisé par 999 donnera les trois chiffres décimaux suivants ; on obtient donc ainsi 597 pour les nouveaux chiffres décimaux. Et ainsi de suite.
Théorème. — La fraction génératrice d'une fraction déclmaie périodique simple donnée, autre que
l'obtient en divisant le nombre entier formé par la période par un nombre entier formé d'autant de 9 qu'il y a de chiffres dans cette période.
Le dénominateur d'une fraction génératrice de ce genre, étant de la forme 10» — 1, ne contient aucun des facteurs premiers du nombre 10. Si donc on réduit une pareille fraction à sa plus simple expression, le dénominateur final ne contiendra ni le facteur 2 ni le facteur 5 ; d'où, le théorème :
Théorème. — Le dénominateur d'une fraction irréductible^
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génératrice d*une fraction périodique sifnple, ne contient ni le fadeur 2 ni le facteur 5.
126. Fraction génératrice d'une fraction décimale périodique. — Suite.
Nous allons étudier maintenant le cas d'une fraction décimale périodique mixte donnée.
Pour faire cette étude, nous nous appuierons sur les deux propriétés suivantes, relatives aux limites, et qui sont presque évidentes :
!• Si Pon considère deux suites infinies de nombres fractionnaires ou entiers, et tels que les termes de tune soient res" pectivement égaux aux termes correspondants de Vautre, multipliés par un même nombre, fractionnaire ou entier^ ces deux suites ont ou n'ont pas des limites en même temps. Si ces limites existent, celle de la première est le produit de celle de la se* conde par le multiplicateur employé.
Soit, en effet,
Al, Aj, , An, ..•••
une suite infinie de nombres fractionnaires ou entiers ;
multiplions tous les nombres de cette suite par un nombre
fractionnaire ou entier, m ; nous aurons une nouvelle suite,
Bj, Bj, , B„,
Si la première a une limite, A, c'est que la différence entre A et A„ est moindre, â partir d'un certain rang, p, qu'un nombre choisi arbitrairement, t ; alors la différence entre mk et mA„ sera moindre, à partir du même rang, que »ne ; or e est un nombre quelconque, donc mt est aussi un nombre quelconque, et, par suite, le nombre B» ou mkn a pour limite le nombre mk quand n grandit au delà de toute limite.
Si l'on admet que c'est la seconde suite qui a une limite, un raisonnement complètement analogue montre que la
première a pour limite — • m
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2* Si Von suppose que (Tune suite infinie de nombres frac» iionnaires ou entiers,
Af, A%f .....y An> f
on déduit une seconde suite^
B,, Bi, , Bii9
m ajoutant à chacun des termes de la première un nombre dé» terminé, m, fractionnaire ou entier^ les deux suites ont des limites ou n*en ont pas en même temps. Si les limites existent, cdie de la seconde est égale à celle de la première, augmentée de m.
Dire que la première suite a une limite, A, c'est dire qu'à partir d'im certain rang, p, la différence entre A et Ab est moindre qu'un nombre, e, choisi arbitrairement. Or la différence entre A 4- m et Bn est égale à la précédente ; donc Bn a pour limite A 4- m, quand n augmente indéfiniment.
Réciproquement, si Ton admet que la seconde suite aune limite, B, on démontre par un raisonnement semblable au précédent que la première suite a pour limite B — m.
Cela posé, soit
une fraction décimale périodique mixte ; et considérons la
suite infinie
nous allons d'abord montrer que cette suite a une limite et trouver cette limite. Pour cela, nous remarquons qu'on peut, au commencement de cette suite, supprimer autant de termes que l'on veut, sans que la limite soit altérée, s'il y en a une, sans qu'une limite apparaisse, s'il n'y en a pas primitivement ; cela résulte de l'idée même de limite, et delà définition, qui est indépendante des premiers termes, si grand que soit leur nombre.
Supprimons alors les deux premiers termes de la suite, multiplions tous les autres par 100, et retranchons de tous
ces nouveaux nombres le nombre 86 ; nous aurons les trois suites :
qui ont des limites ou qui n*en ont pas en même temps. Mais,
d'après ce que nous avons vu dans le paragraphe précédent,
la dernière suite provient d'une fraction périodique simple
et a pour limite le nombre r^* La seconde suite a donc
pour limite le nombre 86 4- r^ri et la première, une li-
86 697 mite 100 fois moindre, jt-t -h ^^^. Or ce dernier nombre peut s'écrire
ou — ^ • ou — = •
En généralisant ce résultat, nous sommes conduit au théorème suivant :
Théorème. — Toute fraction périodique mixte donne naistance à un nombre décimal variable dont le nombre des chiffres décimaux augmente indéfiniment et qui a pour limite une fraction ordinaire dont le numérateur s'obtient en retranchçint du nombre formé par la partie non périodique^ suivie d^une période f la partie non périodique^ et dont le dénominateur est un nombre composé d^ autant de 9 qu^il y a de chiffres dans la période suivis d'autant de zéros qu'il y a de chiffres dans la partie non périodique.
Si la période ne se compose que du chiffre 9, la limite j
s'écrit plus simplement. Ainsi le nombre 0,86999 a
une limite 100 fois moindre que le nombre 86,999 , et|
ce dernier a pour limite 86-»-- ou 87; le premier nom-
bre a donc pour limite rrrr ou 0,87, Mais la règle donnée
plus haut peut être appliquée et donne le nombre
869— 86 783 900 "" 900' qui est égal à 0,87.
En laissant de côté ce cas exceptionnel, il est facile de voir que la fraction limite obtenue par le procédé indiqué donne naissance au nombre décimal périodique mixte qui Ta fournie, quand on la développe en décimales.
86511 En efTet, pour développer le nombre en décima-
les, il suffit de développer le nombre 100 fois plus grand, 86511
et de reculer ensuite la virgule de deux rangs vers
ou
la gauche. Or ce nombre peut s'écrire
La partie entière de ce nombre est 86 et la partie déci-
maie est ^:;rz. Or cette dernière donne naissance à la frac-
tion décimale périodique simple 0,697597597 Donc le
nombre
donne naissance au nombre 86,597597.
6t par suite le nombre proposé donne naissance au nombre 0,86597597...,. On a donc finalement le théorème suivant :
Théorème. — Sauf le cas où la période e^t égale à 9, la fraction génératrice (Tune fraction périodique mixte donnée ^obtient en formant une fraction ordinaire dont le numérateur €it U nombre entier composé par la partie non périodique suivie d'une période et diminué de la partie non périodique^ et dont le dénominateur est formé d\çkutant de 9 qu'il y a de
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chiffres à la période^ iuivù d'autant de 0 quily a de chiffres dans la partie non périodique.
Si on applique convenablement le théorème précédent, le numérateur n'est pas terminé par un zéro, sans quoi la partie non périodique serait terminée par le même chiffre que la période et celle-ci pourrait commencer un rang plus tôt. Ainsi cela arriverait dans l'exemple précédent, en prenant 865 pour partie non périodique et 975 pour période ; mais le nombre est alors
et la période véritable commence un rang plus tôt que récriture actuelle ne le suppose. D'ailleurs le nombre
obtenu ainsi est ^^.^^^^^^ et il est égal au précédent. Rien ne y9yiiUU
s'oppose, en effet, dans nos raisonnements, à ce que Ton
modifie la période à volonté. Ainsi le nombre 0,597597...
peut s'écrire 0,5.975.975 , et, en le traitant alors comme
une fraction périodique mixte, on a pour fraction généra-
tnce = := — . On peut encore prendre
pour période 597597, et le nombre qu'on obtient ainsi
,---.- est égal à —- • cela est facile à voir directement, car
1 • K , A ^ y. 597 X iOOi
le premier nombre est égal à ^^ q^^-
Il résulte aussi de la remarque que nous venons de faire que
La fraction génératrice d'une fraction décimale périodique
mixte une fois réduite à sa plus simple expression, contient
encore au dénominateur au moins l'un des facteurs premiers â
' et 5^ et fun d'eux autant de fois qu'il y a de chiffres dans la
' partie non périodique,
j Car le numérateur n'étant pas divisible par 10, un seul des facteurs 2 et 5 peut être commun au numérateur et au
dénominateur; Tun des deux reste donc autant de fois m dénominateur qu*il y a de zéros primitivement à la droite de ce nombre, c'est-à-Klire autant de fois qu'il y a de chiffres dans la partie non périodique.
Nous pouvons maintenant terminer facilement cet exposé par la démonstration des théorèmes réciproques qui suivent.
Théorème. — Toute fraction ordinaire irréductible dont lé dénominateur ne contient ni le facteur â, ni le facteur 5, donne naissance à une fraction décimale périodique simple.
Cette fraction décimale ne peut être limitée, sans quoi le dénominateur ne contiendrait pas d*autres facteurs premiers que 2 et 5; elle ne peut être périodique mixte, sans quoi le dénominateur contiendrait le facteur 2 ou le facteur 5 et d'autres facteurs premiers. Elle est donc nécessairement périodique simple.
Théorème. — Toute fraction ordinaire irréductible dont le dénominateur contient les facteurs premiers 2 e^ 5 ou 2 ou 5, avec d'autres facteurs premiers, donne naissance à une fraction décimale périodique piixte, dont la partie non périodique contient autant de chiffres quHl y a d'unités dans l'exposant le plus haut des facteurs 2 e^ 5.
Par un raisonnement semblable au précédent, on voit que cette fraction décimale ne peut être limitée ni périodique simple. Elle est donc périodique mixte, et nous avons vu que le nombre de fois que figure au dénominateur le facteur 2 ou le facteur 5 qui entre le plus de fois est égal au
nombre des chiffres de la partie non périodique. 5 31 Exemples. — ô ®* Ta donnent des fractions décimales lio 40
mitées :
donnent des fractions périodiques simples ;
77 ' 7777 ' 5H^ donnent des frations périodiques mixte».
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* i27. Restes des puissances d'un nombre a par rapport à un module quelconque b, premier avec lui* — Considérons ia suite des puissances de a,
et prenons les restes des nombres de cette suite, par rapport à un module b, premier avec a ; aucun de ces restes n'est nul, puisqu'aucun de ces nombres n*a de facteur commun avec b ; les divers restes obtenus sont donc tous compris dans Tensemble
1 , 2, 3, , b — 1 ; leur nombre est limité, et, au bout d*un
certain nombre d*opérations, on retombera forcément sur un reste déjà obtenu. Soient a* et a*+* les deux puissances de a qui donnent le même reste ; alors la différence a^'*^f^—a'' = a^{a^— 1) est divisible par b ; or c'est un produit de deux facteurs dontTun d'eux, a*, est premier avec b ; donc Tautre est divisible par b ; si donc on parcourt la suite des puissances de a, on rencontre certainement une puissance de a, autre que a®, qui donne pour reste lunîté.
Désignons par a* la première de celles qui donnent pour reste 1. il est facile de voir que les divers nombres
donnent des restes différents,
et que cet ensemble de restes est périodique. En effet, si deux de ces nombres, a* et a*', donnaient le même reste, la différence a*' — a^ serait divisible par b ; or elle peut s'écrire a*(a*^*— 1), et, comme a* est premier avec ô, a*'"* — 1 serait divisible par b ; mais V et k sont tous deux plus petits que t, et il y aurait une puissance de a venant avant a' et ayant pour reste Tunité.
D'autre part, toute puissance telle que a''''* donne le même reste que a*, puisque a' donne pour reste 4 . Donc les nombres
a', «*+*, , a*^* donnent à nouveau les restes «i, otj, , eu ;
de même les < puissances de a qui suivent celles-ci donnent les mêmes restes. Donc la suite des restes est périodique, elle commence au premier reste, 1, et comprend t termes.
Les seules puissances de a qui donnent pour restes 1 sont celles qui ont pour exposants les multiples de t, 0^ t, 2^..., nt,... ; si donc on trouve une puissance de a, a\ qui donne pour reste Tunité, on peut être assuré que h est un multiple de t.
* 128. Théorème de Fermât généralisé. — Si Ton désigne par <p(b) le nombre des nombres premiers avec b et non supérieurs à b, si Von désigne, en outre, par a un nombre quelconque premier avec b, la différence a!^ ^ — i est divisible par b.
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Soient, en effet, ai, a,, , «jp^^j, les nombres inférieurs à b
et premiers avec lui ; les produits oai, oocs, , aa^(^) donnent
pour restes, par rapport au module d, tous les nombres de cet ensemble ; car deux de ces nombres, aah et acik, ne peuvent donner le même reste, sans quoi leur différence, a((Xk — «a), serait divisible par &, ce qui n'est pas, puisque le premier facteur est premier avec b et le second plus petit que lui ; d'autre part, les restes ainsi obtenus sont tous pt-emiers avec b, car, en désignant par r Tun d'eux, on a aah z= bq + r, et si r et 6 avaient un facteur commun, ce facteur appartiendrait à aa*, c'est-à-dire à a ; donc les restes de ces divers produits sont les nombres premiers avec b et plus petits que lui. 11 en résulte que le produit de tous les multiples de a considérés est congru au produit des nombres a ; on a donc
«laj V*)""^^*^ ^ *«** V*) ^^^^' ^^ '
or on peut diviser les deux membres de cette congruence par le produit «laa. . . . .c^m{b) <riî est premier avec h, et Ton a a^^ ' s 1 (mod. b).
Le théorème est donc établi.
Si nous désignons par ^ comme nous l'avons fait précédemnient, le plus petit exposant de a tel que a* ^ i (mod. b)y nous pouvons affirmer, d'après ce qui a été dit antérieurement, qae t est un diviseur de o[b).
* 129. Nombre des termes de la période du développement d'un nombre fractionnaire en décimales. — Multiplions maintenant tous les termes de la suite des puissances de a par A premier avec b ; nous aurons la nouvelle suite
A, Aa, Aa^, , Aa^ , ,
qui fournit, elle aussi, une suite de restes périodique, et dont la période comprend t termes.
En effet, la différence entre deux termes de cette suite, Aa* et Aa*+*, ne peut être divisible par b que si la différence entre les deux puissances de a est divisible par &, car l'autre facteur, A, qui figure dans cette différence, est premier avec b ; or ceci n'arrive que si h est un multiple de t. Donc les nombres A, Aa,
Aa2, , Aa*"* donnent des restes différents, p,, Pa, , pri
les nombres Aa«, Aa*+*, , Aa^^-i, donnent les mêmes restes ;
la suite des restes est donc périodique, et la période comprend les t restes p.
Cela posé, considérons la suite des puissances de 10,
qu'il faut diviser successivement par b pour avoir le dévelop-
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pement de ? en décimales. Si b est premier avec iO, la suite des
restes est périodique et contient t termes, t étant un diviseur de ^ (b). Chacune de ces divisions fournit une valeur approchée
de - à une unité près, à un dixième près, à un centième près,
etc. ; chacun des restes obtenus, suivi d'un 0, donne le dividende partiel qui conduit à un nouveau chiffre décimal. La partie décimale est donc périodique simple et contient t termes.
Si nous multiplions tous les termes de ceUe suite par un nombre a, premier avec &, nous obtenons la suite
a, lOa, 10*a, .... , I0«a, ,
qui donne, quand on divise tous ces termes par d, à la façon ordinaire, les valeurs approchées par défaut du quotient de a par b à une unité près, à un dixième près, à un centième près, etc., à condition de placer la virgule à droite du chiffre des unités. Les divers restes ainsi obtenus sont les restes partiels de la division indéfinie qui donne les approximations successives de
^ ; chacun d'eux suivi d'un zéro donne le dividende partiel suivant ; or cette suite de restes est périodique, la période commence au premier reste, et le nombre de ces termes est un diviseur de <p {b). Le développement décimal est donc périodique simple et contient t chiffres à la période. De là, ce théorème, déjà démontré indirectement.
Théorème. — Si l'on convertit en décimales un nombre fractionnaire irréductible, r, dont le dénominateur ne contient ni le
facteur 2, ni le facteur 5, le développement est illimité et périodique simple ; la période contient t chiffres, t étant un diviseur de «p(b), et le nombre t est indépendant du numérateur : il est le
même que pour le nombre fractionnaire t-^
La valeur de la période elle-même dépend dn numérateur.
Supposons maintenant que b ne soit pas premier avec 10, mais contienne d'autres facteurs premiers que 2 et 5, que Ton ait b = 2»5^&', et supposons, pour fixer les idées, que l'on ait p >> « ; considérons les nombres
a \0a iOOa 10"a
les parties entières représentent, abstraction faite de la Virginie, les valeurs approchées par défaut de r » à une unité près, à un dixième près, à un centième près, etc. Jusqu'au
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nombre -r— ? tous ces nombres, réduits A leur plus simple expression, contiennent encore au dénominateur le iadeur 5 ou les facteurs 2 et 5 ; mais le nombre — r- » réduit à sa plus
«mple expression» n » no contient plus le facteur 2 ni le facteur
5 au dénominateur et, par suite, il donne naissance à un nombre décimal périodique simple, qui, limité à son A* chifire décimal,
donne la valeur approchée par défaut de r? à t^ près. Pour déduire de là les valeurs approchées de r? il faudra diviser les
valeurs approchées de -p par iO}», c'est-À-dire reculer la virgule
de p rangs vers la gauche. On introduit ainsi dans la partie décimale, une partie non périodique de p termes ; quant au nombre des chiffres de la période, c'est toujours un diviseur de ^(*'). Ce nombre ne dépend que de b' et non du numérateur. On a donc le théorème suiTant :
Théorèmï:. — Si l'on oonvertit en décùnales un nombre fraciionnavre irréductible dont le dénominateur contient les faicteurs 2 et^ ou seulement l'un d'euxj on obtient un nombre décimal périodique mixte, dont la partie non périodique comprend autant de chiffres, qu'il y a d'unités dans Vexposant le plus élevé de 2 et ^^ et la partie périodique^ i chiffreSy t étant un diviseur de ©(b'), b' désignant le dénominateur débarrassé des facteurs 2^5.
Les nombres des chiffres delà partie non périodique et de la période ne dépendent nullement du numérateur ; mais ces chiffres eux-mêmes en dépendent.
Pour plus de détails sur ces questions^ consulter les Recherthés arithmétiques de Gauss (section sixième).
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EXERCICES
!• Si Ton considère deux fracUons, 77 et —, de même dénominateur, et dont la somme soit égale à I , démontrer que si on les réduit en décimales, la somme de deux chiffres dé même rang dans les deux quotients est toujours égale à 9, et la somme des restes correspondants toujours égale au dénominateur, 11. — Modifier cet énoncé, pour le cas où les fractions sont exactement réductibles en décimales.
^ Si l'on réduit 7- en décimales, on obtient une fraction déci-
maie p^Hodique simple dont la période contient 16 chiffres.
Faire voir <|ue les chiffres de la seconde moitié s'obtiennent en
retranchant ^ 9 ceux de la première moitié. Généraliser.
3* Le produit ^ deux nombres décimaux périodiques simples est un nombre décimal périodique simple. lOn prend pour valeur de chacun de c^ nombres, la limite qui lui correspond).
4« Si la période d'une fraction irréductible -r a 6 — 1 chiffres, le
dénominateur est un nombre premier, et si l'on range ces chiffres sur un cercle de façon qu'il n'y ait ni premier, ni dernier chiffre, le cercle ainsi obtenu est indépenâaiit du numérateur, a,
5^ Si plusieurs fractions irréduçtU^Ies de dénominateurs
h, h\¥y , premiers entre eux deux 1^ deux, fournissent des
périodes de «, «', n", chiffres, toute AM^tion irréductible de
dénominateur hh'h" fournit une période tent le nombre des
chiffres est le plus petit commun multiple de n^ n'^n"^
6* Démontrer que quel que soit le nombre entier », la fraction
décimale qui provient de — | r H — —5 est périodique
mixte.
CHAPITRE PREMIER
130. Définitions. — On appelle carré d*un nombre le produit de ce nombre par lui-même.
Les carrés des nombres entiers forment une suite infinie et croissante,
chacun d'eux se déduit du précédent d'après une loi très. simple et qui résulte de l'égalité suivante :
dans laquelle a et * désignent des nombres entiers ou fractionnaires quelconques.
Pour établir cette égalité, il suffit de se rappeler la signification de (a 4- 6)*, qui désigne le produit de deux facteurs égaux à a 4-*, et la règle qui donne le produit de deux sommes : d'après cette règle, il faut multiplier successivement les deux termes de a -h ô par a et b] on a ainsi les produits a*, ôa, ab et b*; on doit maintenant faire la somme de ces quatre nombres; il est visible que si l'on
réunit ensemble les deux produits ba et ah qui sont égaux, on a Tégalité annoncée.
Nous pouvons donC énoncer la propriété suivante :
Le carré d'une somme de deux nombres {entiers ou fractionnaires) est égal à la somme des carrés des deux parties^ augmeunièe die Unt doublé produit.
Considérons alors deux nombres consécutifs, n et n+i; le carré du second est égal à n* + 2n -h 1. Or ce carré est le (n 4- !)• de la suite des carrés des nombres entiers ; le nombre 2n -h 1 est le (n-h !)• nombre impair.
On a donc te carré d'un nombre tnJlier en ajoutant au carré de celui qui le précède le nombre impair de même rang que le carré que Von veut former.
Écrivons alors la suite des nombres impairs,
et au-dessous de ceux-ci les carrés des nombres entiers successifs; il suffit de partir de 1, écrit au-dessous du premier des nombres impairs, pour avoir tous les autres carrés, à Taide de simptes additions : on dira 1 et 3, 4, 4 et 5, 9,
9 et 7, 16, , et i*on écrira chaque résultat à droite du
carré précédent.
Il est donc absolument évident que cette suite de carrés est croissante, et même rapidement croissante, et qu'elle ne contient pas tous les nombres entiers.
Cela posé, on appelle ratfine cannée d'unnombre entier. A, un autre nombre entier, a, qui, élevé an carré, reproduit le nombre A. L'opération qui permet de trouver ce nom'bre a s'appelle elle-même une extraction de racine carrée.
L'opération ainsi définie est rarement possible, car un nombre entier. A, choisi arbitrairement, tf est pas, en général, un carré.
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Mais si A n*est pas on nombre de la suite des Ganrés, il est compris entre deux termes consécutifs de cette suites a* et (a -h i)' ; de sorte que, dans tous les cas, quel que soit rentier A, on a toujours, pour une certaine valeur de rentier a, la double inégalité qui suit :
a«<A<(a-hi)».
Nous appellerons racine carrée à une unité prés d'un nombre entier quelconque. A, la racine carrée du plus grand carré contenu dans ce nombre. Il résulte des explications précédentes, que cette racine carrée est le nombre a qui figure dans la double inégalité écrite plus haut.
La différence entre le nombre A et le plus grand carré, a', contenu dans ce nombre, se nomme le reste de Fopération qui a pour but de déterminer a.
Lorsque Topération se fait sans reste, le nombre A est dit carré parfait.
D'après les inégalités précédentes, la différence A — a" est plus petite que la différence (<H-1)* — a" = 2a-hi.
Donc le reste est plus petit que le double de la racine^ augmenté de un,
La plupart des définitions précédentes s^appliquent immédiatement aux nombres fractionnaires.
Un nombre fractionnaire est dit carré parfait^ si on peut l'obtenir en multipliant un autre nombre fractionnaire par lui-môme. Si cela arrive, le nouveau nombre fractionnaire s'appelle la racine carrée du premier. Mais cela n'arrive pas, en général, et nous définirons plus tard des racines carrées approchées.
Racine carrée à une unité près
1"* Cas. — Le nombre donné A est inférieur à 100. — Alors la racine carrée à une unité près est inférieure à 10; elle est immédiatement donnée par la table de multiplication.
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qui contient, en particalier, les carrés des neuf premiers nombres entiers.
Exemples. — La racine carrée de 36 est 6; le plus grand carré contenu dans 42 est 36, la racine carrée est 6 et le reste 6; le plus grand carré contenu dans 75 est 64, la racine carrée est 8 et le reste 11.
2* CAS. — Le nombre donné A est supérieur à 100. — Alors 10 est parmi les nombres dont les carrés sont plus petits que A; la racine carrée de A est donc au moins égale à 10, et se compose de dizaines et d'unités. Soient a le nombre des dizaines et b celui des unités; la racine carrée peut s'écrire a -f- 6, à condition de penser que a désigne des dizaines. Or le carré de a-t-ô se compose d'abord du carré de a, qui est un nombre exact'de centaines, du double produit de a par 6, qui est un nombre exact de dizaines, et du carré de b, qui est un nombre inférieur à 100.
Ainsi 37 peut s'écrire 3 4-7, pourvu que nous pensions que 3 représente des dizaines, et son carré est 9 centaines, plus 42 dizaines, plus 49 unités. Comme le carré de a -4- 6 est contenu dans A, et qu'il y a encore un reste non nul, en général, on voit que le carré du nombre des dizaines de la racine est contenu dans les centaines du nombre A. Mais nous allons montrer, ce qui n'est pas évident, d'après ce qui précède, que fe nombre des dizaines de la racine carrée à une unité près d'un nombre A est la racine carrée à une unité près du nombre des centaines de A.
Désignons, en effet, par Aj le nombre des centaines de A et par A, la partie restante ; désignons, en outre, par *x la racine carrée à une unité près de A, ; nous aurons
et, en multipliant ces trois nombres par 100,
(10a?)« < lOOA^ < [10(a?-+-l)p.
On a donc sûrement (lOo?)* < lOOAt -h Aa, c'est-à-dire
(iOar)»<A; d'autre part, [iO(a?4-i)]* est supérieur à iOOAi ; donc ce nombredes centaines surpasse au moins le nombre des centaines de A de une centaine, et, par suite, le second nombre est supérieur à A; on a donc finalement
(i(kc)»< A <[(10(a? + !)]•.
La racine carrée à une unité près du nombre A est donc au moins égale à x dizaines et plus petite que or+i dizaines ; elle contient donc x dizaines.
Une fois que Ton aura le nombre des dizaines, on obtiendra le chiffre des unités en retranchant de A le carré du nombre formé par les dizaines de la racine ; cela se fait en retranchant le carré de x du nombre des centaines de A, et abaissant à droite de cette différence les deux derniers chiffres de A. Le premier reste ainsi obtenu, B, contient encore deux fois le produit des dizaines par le chiffre des unités, le carré des unités et le reste de l'opération ; si donc on divise le nombre des dizaines de B par le double des dizaines de la racine, on aura le chiffre des unités ou un chiffre trop fort. Pour essayer ce chiffre, on le met à droite des dizaines de la racine, on élève le nombre ainsi formé au carré et on retranche le résultat de A ; si cette soustraction est possible, le chiffre essayé est bon ; sinon, on le diminue de une unité et on recommence l'essai; on agit ainsi jusqu'à ce que l'essai réussisse. — On peut simplifier les essais, en remarquant que l'on a déjà retranché de A le carré du nombre des dizaines, et qu'il suffit alors de soustraire du reste obtenu, B, le double produit des dizaines par les unités, puis le carré des unités, c'est-à-dire, avec les notations antérieures, de retrancher de B le nombre 2aÂ+^^ ou 6(2a-4- 6). A droite du double des dizaines, on placera donc le chiffre à essayer, on multipliera le nombre ainsi formé par ce chiffre et on retranchera le produit de B, si cela se peut ; sinon, on diminuera ce chiffre de une unité et on recommencera l'essai de la môme façon.
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^; Exemple: Extraire la racine carrée à vne unité près de
^^ 8657. — On dispose Topération d'une manière analogue à
|î eelle employée pour la division: on met le
nombre donné à la place du dividende, la
racine à la place du diviseur, les calculs
^; 557 3 auxiliaires à la place du quotient et au-
i; 549 ~ dessous; enfin les soustractions indiquées
dans les diverses parties de Topération, audessous du nombre donné. Séparons les 86 centaines du nombre par un point ; la racine carrée à une unité près de 86 est 9 et constitue le nonibre des dizaines de la racine ; retranchons des 86 centaines du nombre le carré de 9 dizaines ou 81 centaines ; il reste 5 centaines, à droite desquelles nous abaissons les 57 unités non employées du nombre proposé. Divisons les 65 dizaines de ce reste par le double des dizaines trouvées à la racine, par 18; nous avons pour quotient 3, qui est le chiffre des imités ou un chiffre trop fort. Pour essayer ce chiffre, nous le |- plaçons à droite des 18 dizaines qui représentent le double
^ des dizaines de la racine, nous avons ainsi le nombre 183,
? dont le produit par 3 doit être soustrait de 557. La sous-
: .. traction est possible ; le chiffre essayé est bon, la racine est
Y 93 et le reste, 8.
"^ Examinons maintenant le cas où le nombre des dizaines
de la racine est lui-même supérieur à 10 et prenons comme
I. exemple le nombre 74986356124. Le nombre des centaines
i^' de ce nombre est 749863561 ; ce nombre est plus grand que
100; donc sa racine contient aussi des dizaines, que nous
aurons en extrayant la racine carrée à une unité près du
nombre des centaines de ce nouveau nombre, c'est-à-dire
de 7498635; la racine de celui-ci contient elle-même des
dizaines et des unités; nous sommes donc conduit à
extraire la racine carrée des centaines de ce nouveau
^- nombre, et ainsi de suite.
CARRâB
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En définitive, nous sonunes ramenés à extraire successivement les racines carrées des nombres 7, 749, 74986, ...., pour avoir le premier, les deux premiers, les trois premiers, chiffres de la racine, ce qui se fait en abaissant
à la suite de chacun des restes partiels la tranche de deux chiffres qui vient après la dernière employée. De cette façon, la portion de racine trouvée à un moment quelconque, représente les dizaines de la racine du nombre qu'on obtient en prenant une tranche de plus, et chaque chiffre de la racine, autre que le premier, représente au moment où on le cherche, le chiffre des unités de la racine du nombre actuellement employé. Ainsi la dernière tranche à gauche du nombre donné est 7, sa racine carrée est 2 et le reste 3 ; si Ton considère maintenant le nombre 749, le reste est 349 et le second chiffre de la racine est le chiffre des unités de la racine de 749 ; on Tobtiendra en divisant les 34 dizaines du reste par le double des dizaines de la racine, c'est-à-dire par 4 ; le quotient est 8 ; pour essayer ce chiffre, nous le plaçons à droite des quatre dizaines obtenues en doublant la racine, nous multiplions le nombre ainsi formé, 48, par
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8 et nous obtenons 384, qui ne peut pas se soustraire de 349, donc le chiffre 8 est trop fort.
Nous essayons alors le chiffre 7 de la môme façon, et Tessai réussit ; le second chiffre de la racine est donc 7 et le reste, 20. Pour le nombre suivant, 74986, le reste est 2086 et s'obtient en abaissant la troisième tranche ; pour ce nombre, la portion trouvée à la racine, 27, représente les dizaines. On aura le chiffre des unités, c'est-à-dire le troisième chiffre de la racine, en divisant les 208 dizaines du reste par le double de 27 ou 54; le. quotient est 3, et ce chiffre essayé comme précédemment, est trouvé bon. Il n'y a plus qu'à continuer ainsi jusqu'à ce que toutes les tranches aient été abaissées successivement. > On peut introduire diverses simplifications dans l'écriture ; on peut se dispenser, par exemple, d'écrire deux fois le produit obtenu dans chaque essai ; on peut même ne pas récrire du tout et faire la multiplication ainsi que la soustraction de chaque essai en même temps. Pour former le double de la racine, à un moment quelconque, on peut remarquer que le double de la portion précédente a déjà été formé et qu'on lui a ajouté le nouveau chiffre ; il suffit donc de l'ajouter encore une fois pour avoir le double de la portion actuelle.
Si, dans l'une des divisions indiquées, le quotient surpasse 9, on peut l'abaisser immédiatement à 9, puisque ce quotient doit fournir un chiffre de la racine.
Si dans Tune des divisions indiquées, le quotient est 0, on écrit ce chiffre à la racine, à droite du reste employé on abaisse la tranche suivante, et on continue l'opération.
Règle. — Pour extraire la racine carrée d'un nombre entier quelconque, à une unité près^ on divise le nombre en tranches de deux chiffres, à partir de la droite, la dernière tranche à gauche pouvant ne contenir qu'un seul chiffre.
On extrait alors la racine carrée à une unité près du nom-
Ire formé par cette dernière tranche, on a ainsi le premier chiffre de la racine ; on retranche le carré de ce chiffre de la tranche employée, et, à droite de la différence obtenue, on abaisse la tranche suivante ; on a ainsi le premier reste.
On divise le nombre des dizaines de ce premier reste par le double du chiffre trouvé à laracine, et on a le second chiffre de la racine ou un chiffre trop fort. Pour essayer ce chiffre y on le met à droite du double du premier chiffre de la racine, et on multiplie le nombre ainsi formé par le chiffre à essayer ; si le produit obtenu peut se retrancher du premier reste, le chiffre essayé est bon ; sinon on le diminue d'une unité, et on recommence Vessai, Lorsque l'essai a réussi, on abaisse à droite de la différence obtenue la troisième tranche du nombre ; on a ainsi le second reste.
On divise le nombre formé par les dizaines de ce reste par le double de la portion déjà trouvée à la racine, et on a le troisième chiffre de la racine ou un chiffre trop fort. On essaie ce chiffre comme précédemment, en le plaçant à droite du double de la portion déjà trouvée de la racine, et en multipliant le nombre ainsi formé par le chiffre à essayer ; si le produit obtenu peut se retrancher du second reste, le chiffre est bon; sinon on le diminue d^une unité et on recommence Vessai, Lorsque tessai a réussi, on abaisse à droite de la différence obtenue la quatrième tranche du nombre, et on a ainsi le troisième reste,
U opération se poursuit ainsi, toujours de la même façon, jusquà ce que toutes les tranches du nombre donné aient été abaissées successivement.
Si dans Vune des divisions indiquées, on trouve pour quotient 0, c\st le chiffre correspondant de laracine. Sion trouve pour quotient 10 ou un nombre plus fort, on rabaisse immédiatement ce quotient à 9,
Si, dans le but d'abréger les essais, on diminue le chiflre à essayer de plus d'une unité, on peut tomber sur un chiffre trop petit ; on sera averti de Terreur commise par ce fait que le reste partiel obtenu à ce moment sera plus grand que
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le double de la porLion trouvée à la racine et si^osée exacte. En effet, à un moment quelconque, la portion tfwvée à la racine doit être la racine carrée à une unité près cNl nombre formé par un certain nombre de tranches prises sur la gauche du nombre donné. Désignons par B ce nombre, par a la portion trouvée à la racine et supposée trop petite ; alors la racine est au moins a + 1 et Ton a
BXa4-i)'>«».
Donc B — a* est au moins égal à (a-|-l)' — a*, c'està-dire à 2a-*-i; mais B — a" est le reste partiel que Ton vient d'obtenir ; donc, etc.
Enfin, il est facile d'avoir une limite supérieure du nombre des essais à faire dans chaque cas. A tout moment le chiffre que Ton cherche est le chiffre des unités de la racine carrée à une unité près d'un nombre B formé par un certain nombre de tranches prises sur la gauche du nombre proposé A ; si donc on désigne par a la portion déjà trouvée à la racine et par b le chiffre des unités de cette racine, on a
B = (iOa4- ô)* 4- r = 100a«^ 20flr* + (>« -h r ;
le reste que l'on vient d'obtenir est donc
B — 100a* = 20aft -+- ft> + r ;
or on obtient le chiffre à essayer en divisant le reste partiel obtenu par le double du nombre formé par les dizaines de la racine, c'est-à-dire par 20a, et en abaissant à 9 ce quotient, 8*il surpasse 9; ce nombre est la partie entière du
quotient -— = 6-4- ----- — » il surpasse b de
la partie entière de -rrr — Le maximum de r est ^ 20a
2(i0a -f- b) ; on a donc
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Ce dernier nombre est égal à 1 + '^ etsaplushaute
valeur s'obtient en faisant 6 = 9 et a = 1 ; on trouve ainsi 6. Donc le nombre trouvé surpasse le véritable chiffre d'au plus 6 unités.
Mais dans le cas que nous venons de signaler il n'y a justement aucun essai infructueux à faire, puisque le vrai chiffre est 9, le quotient trouvé, 14, et que ce quotient doit être rabaissé à 9. Laissons alors à a sa plus petite valeur, 1, et donnons à h successivement les valeurs 8, 7, 6, 5, ....; nous voyons que le quotient trouvé surpasse b d'au plus
5, 4, 3, 2, unités, ce qui donne 1, 2, 3, % essais à
faire. Le nombre maximum des essais infructueux est donc 3 et on l'obtient parfois pour 6 = 6 et a = i.
Exemple : Extraire la racine carrée à une unité prés 6^^288. La racine est 16 ; le chiffre 6 n'est obtenu qu'après trois essais.
132. Preuve de la racine carr6e. — De tout ce qui précède, il résulte que la racine carrée a pour but de décomposer un nombre entier en deux parties : Tune, le carré d'un nombre entier, a ; l'autre, un nombre entier, r, au plus égal au double de la racine. Si donc on désigne par A un nombre entier donné, l'opération actuelle est définie par
l'égalité
Pour vérifier une opération particulière, on élèvera la racine au carré, on ajoutera au résultat le reste de l'opération et on devra retrouver le nombre donné, A. Si cela est, il y a de fortes présomptions pour que l'opération soit exacte. Si cela n'est pas, on ne peut rien affirmer, car les erreurs commises peuvent aussi bien se trouver dans les opérations de vérification que dans l'opération elle-même.
On peut procéder autrement, en prenant les restes des divers nombres, par rapport à un module quelconque, mais
simple, 9 ou 11, par exemple. Par rapport au module 9, on a successivement
A =mult. 9-HA', (A' < 9)
a =mult. 9 + a'; (a' < 9) d^où a« = mult. 9 + a'»,
et r =mult. 9 4-r'; (r' < 9)
Tégalité précédente devient donc
mult. 9 + A' = mult. 9 -h a'* 4- f',
et celle-ci nous montre que A' est le reste de a'* + r' par rapport au module 9.
On prendra donc les restes du nombre donné, de la racine et du reste de l'opération par rapport au module 9 ; on vérifiera que le carré du second augmenté du troisième donne pour reste le premier, relativement au module 9.
Les deux méthodes de vérification indiquées, appliquées à Texemple traité antérieurement, réussissent toutes deux et nous permettent de croire à l'exactitude de l'opération. Ainsi le carré de 273836 est 74986154896, et ce nombre, ajoutéaureste,201228, donne lenombreproposé 74986356124. D'autre part, le reste du nombre proposé par rapport au module 9 est 1, celui de la racine est 2 et celui du reste, 6 ; on a ensuite 2 X 2 4-6 = 10, dont le reste est 1, ce qu'on devait trouver.
133. Racine carrée à une unité près â*un nombre fractionnaire ou décimal quelconque. — On appelle racine carrée à une unité près d'un nombre fractionnaire ou décimal quelconque, A, la racine carrée du plus grand carré entier conîenu dans le nombre proposé (n° 130).
Il est facile de voir que la racine cannée de K à une unité près est la même que celle de sa partie entière, B ; en effet, on a A = B H- /*, f désignant une fraction ou un nombre fractionnaire inférieur à 1; d'autre part, si a désigne la
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racine carrée à une unité près de B, on a
• fl«<B<(a4-i)«; donc a* est plus petit que B + f; enfin (a-hl)" étant au moins égal à B + i, est supérieur à B + A On a donc finalement la double inégalité
qui montre que a est la racine carrée à une unité près de A.
Le reste de l'opération est A — a".
Exemples : La racine carrée à une unité près du nombre 8657,485 est la môme que celle de 8657 ; elle est égale à 93, et le reste est 8,465. De même la racine carrée du nombre 865784,3278 est la même que celle du nombre 865784, et le reste est 884,3278.
134. Propriétés relatives à la racine carrée . — Le nombre des chiffres contenus dans la racine carrée à une unité près d'un nombre entier quelconque est égal au nombre des tranches de deux chiffres qu'il contient^ le nombre étant parcouru de droite à gauche et la dernière tranche à gauche pouvant n'avoir qu'un seul chiffre.
Cette propriété résulte évidemment de la fagon dont se fait l'opération ; mais elle peut aussi se démontrer directement. Soit en effet n le nombre des tranches que contient l'entier A ; le nombre A est au moins égal au plus petit des nombres de n tranches, 100"-*, et il est inférieur au plus petit nombre de n + 1 tranches, lOO'»; on a donc
ou iO*('*-*)< A<10«».
Or la racine carrée de 10^* est 10*, d'après les règles de calcul des exposants ; donc la racine carrée de A est au moins égale à 10**-* et elle est moindre que 10». Elle a donc n chiffres.
ARXTHM. HUMB. 17
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Le carré d'un nombre fractionnaire irréductible est un autre nombre fractionnaire irréductible dont les deux termes sont des carrés parfaits.
Car si ^ désigne un nombre fractionnaire irrédnclible, b
son carré est -^, d'après la règle de multiplication des
nombres fractionnaires (n« 109). Orce nouveau nombre est irréductible, puisque les facteurs premiers différents dé a* et 6* sont les mêmes que ceux de a et b, et que ceux-ci n'ont aucun facteur commun.
11 résulte de là que :
Si un nombre entier n'est pas un carré parfait, il n'est le carré d'aucun nombre fractionnaire , Si les deux termes d*un nombre fractionnaire irréductible ne sont pas des carrés parfaitSy le nombre lui-même n'est le carré d'aucun nombre entier ni fractionnaire.
Il n'y a qu'à supposer réalisées les hypothèses rejetées dans ces deux énoncés, pour s'apercevoir de leur inexactitude.
Si Ton donne un nombre fractionnaire quelconque, -^i
irréductible ou non, on verra de suite si c'est un carré en le
, a ab .
réduisant au dénominateur b^; on aura amsi "T == "ir ' ^^
ab devra être un carré parfait. En effet, le nombre -v-> réduit
à sa plus simple expression, devra avoir pour termes deux carrés parfaits; on aura donc a = Aa^, b = /p^^ «2 et p* étant les termes du nombre réduit à sa plus simple expression et k un certain entier, et dès lors : ab = /:*a«p*, ce
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qui prouve le fait énoncé. D'ailleurs, il est évident que si
a ah est un carré parfait^ le nombre -^ est aussi un carré
parfait, puisque ce fait est manifeste sur le nombre égal ab
Par conséquent^ suivant que ab est ou n'est pas un carré
parfait, le nombre — est ou n'est pas lui-même un carré,
que ce nombre soit ou ne soit pas réduit à sa plus simple expression.
Valeurs approchées d'une racine carrée. — On
appelle racine carrée à —r— près d'un nombre entier ou fractionnaire quelconque le plus grand nombre décimal formé d'unités du n* ordre décimal et dont le carré soit inférieur au nombre donné ou égal à ce nombre.
Si nous désignons par -77-— ce nombre et par A le nombre donné, nous aurons, d'après la définition précédente,
Multiplions les trois nombres qui figurent dans ces inégalités par 10^« ; nous aurons les deux inégalités suivantes :
qui expriment que x est la racine carrée, à une unité près, du nombre AxlO*«.
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* Donc, pour avoir la racine carrée de k à -— prèSy on muU
tiplie le nombre donné par iO'**, on prend sa partie entière, et l'on extrait la racine carrée de ce nombre entier à une unité près, puis on divise cette racine par 10".
Les deux nombres r-r- et ,^ que Ton obtient par ce
procédé s'appellent les valeurs approchées par défaut et par
excès à 77- près de la racine carrée du nombre donné, A.
Si A est un nombre décimal, il suffit, pour obtenir la valeur approchée par défaut, d'avancer la virgule de 2n rangs vers la droite, et d'extraire la racine carrée du nombre entier ainsi formé, à la façon ordinaire, en plaçant toutefois une virgule à droite du chiffre qui termine la racine carrée du nombre donné à une unité près : la multiplication du nombre donné par 10'" et la division de la racine par 10» se trouvent faites en même temps. Si A n'est pas un nombre décimal, on peut toujours le considérer comme tel : s'il est entier, on met autant de zéros que l'on veut à droite de la virgule; s'il est fractionnaire, on le développe en décimales, et on obtient ainsi autant dé chiffres décimaux que l'on veut, ce qui permet d'avancer la virgule de 2» rangs vers la droite, et, par suite, d'avoir la partie entière du produit de A par 10*».
Dans la pratique, lorsqu'on veut avoir les valeurs appro- . chées par défaut de la racine carrée d'un nombre donné, on développe le nombre A en décimales, si cela est nécessaire ; on poursuit ce développement aussi loin que l'on veut, soit à l'aide de zéros, s'il est limité, soit à l'aide de la période, s^il est illimité, et l'on extrait la racine carrée du nombre ainsi formé, à la façon ordinaire, comme si on voulait obtenir la racine carrée à une unité près, c'est-àdire en ne considérant d'abord que les tranches de la partie entière ; puis cela fait, on met une virgule à droite du chiffre des unités de la racine, et l'on continue l'opération
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toujours de la même façon, en abaissant à chaque fois deux chiffres décimaux à droite du reste obtenu, de telle sorte que la partie décimale soit ainsi régulièrement parcourue de gauche à droite. Si Ton s'arrête au n« chiffre décimal,
on a la valeur approchée de la racine à — prés et par défaut.
Nous sommes donc encore ici en présence d'une opération, en général illimitée, et qui donne lieu, comme le dé-
veloppement de — en décimales, aux remarques sui-
vantes :
i* Les valeurs approchées par défaut d'une racine carrée, à une unité près, à un dixième près, à un centième près, etc., forment une suite croissante, dont chaque terme se déduit du précédent par l'addition, sur sa droite, d'un nouveau chiffre décimal, qui peut être nul. Deux valeurs approchées par défaut et consécutives peuvent être égales. Elles seront toutes égales, à partir d'un certain rang, si le développement est limité.
2® Les valeurs approchées par excès forment une suite décroissante, dont chaque terme se déduit du précédent, en lui enlevant une unité du dernier ordre décimal écrit et m lui ajoutant une unité, au moins, 10 unités, au plus, de l'ordre décimal suivant. Deux valeurs approchées par excès et consécutives peuvent être égales. Il n'arrive pas, dans l'opération actuelle, que toutes les valeurs approchées par excès soient égales.
3* Si l'on connaît une valeur approchée par défaut quelconque, on aura celles qui la précèdent, en supprimant des chiffres décimaux sur sa droite.
4° Si l'on porte sur une droite, à partir d'un même point, 0, et dans le même sens, vers la droite, par exemple, des longueurs OAi, OAa, , OAn, , mesurées par les valeurs approchées par défaut, et des longueurs OB,, OB2, , 0B„, , mesurées par les valeurs approchées par
excès, le point mobile qui décrit Tensemble des points An, marcho de gauche à droite, quand n augmente, et celui qui décrit Fensemble des points Bn, marche de droite à gauche ;
1g premier point est toujours à gauche du second et la distance qui les sépare tombe au-dessous de toute longueur donnée à l'avance, quand n est assez grand, car cette distance, ÂnBn, a pour mesure — * On voit donc qu'entre les deux ensembles de points, il ne peut y avoir qu'un seul point de la droite, A ; on admet que ce point existe ; on le nomme point-limiie commun aux ensembles An et Bn ; et ^ la longueur qu'il définit nous servira plus tard à définir la racîae carrée exacte du nombre donné.
Si les valeurs approchées par défaut sont toutes égales, à partir d'un certain rang, n = A, c'est le dernier des points An, le point Aa, qui est le point-limite de l'ensemble des B„.
Le développement actuel en décimales est très différent de celui que l'on a rencontré dans la réduction d'un quotient en décimales. Ici on ne connaît pas la loi de formation du développement et ce développement ne peut être poursuivi indéfiniment ; en d'autres termes, il est impossible de donner la valeur du jo« chiffre décimal, tant qu'on n'a pas fait Topération jusque-là.
Tout développement décimal, quelle que soit sa source, conduit à des remarques analogues, sauf en ce qui concerne les valeurs approchées par excès, qui peuvent être toutes égales à partir d'un certain rang.
Comme exemple, nous donnons ici le calcul de la racine
carrée du nombre décimal 3,14159265358979323846 , à
une unité près du 10* ordre décimal.
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Dans cet exemple, les calculs auxiliaires sont réduits au minimum.
Les valeurs approchées par défaut sont 1, 1,7, 1,77,
la 9* et la 10* sont égales
Les valeurs approchées par excès sont 2, 1,8, 1,78,
1.772453851, 1,7724538510, .... ; la 10» et la 11» sont égales.
On peut se proposer aussi de calculer les yaleurs approchées de la racine carrée d'un nombre A, à - près > • étant un nombre fractionnaire quelconque. Pour cela, il
faut trouver un nombre entier op, tel que le carré de —
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soit inférieur à A ou égal à ce nombre, et tel que le carré
de ^ ' soit supérieur à A. Le nombre entier x doit
donc être déterminé par la double inégalité
m -,ar«<A<^(a?-t-r;«.
En multipliant ces trois nombres par -^i on obtient la double inégalité
qui montre que x est la racine carrée à une unité près
Ao* du nombre — ^- Donc
Pour avoir la racine carrée (Tun nombre. A, d — près^ on
multiplie ce nombre par le carré du nombre fractionnaire renversé f on prend la partie entière du produit, on extrait la racine carrée de cette partie entière à une unité prèSy et on mul*
tiplie le nombre ainsi obtenu par —
* 136. Résidus et non-résidus quadratiques n* —Par rapport à un module donné, m, tous les nombres entiers peuvent se distribuer en classes: chacun d'eux est de la forme a -h km, h étant un certain nombre entier, positif, négatif ou nul, et a,
Tun des nombres entiers plus petits que m, 0, J , 2, , m — i .
Le carré de ce nombre est a'^+^akm-hh'^m^ ; il ne diffère de a* que par un multiple de m, et, par suite, le reste qu'il donne par rapport au module m, est le même que Je reste de rt*.
On peut donc remplacer tout nombre entier, au point de vue
[*) M. A. Matrot, ingénieur en chef des mines, a préparé une brochure fort Ltilércssante sur la théorie élémentaire des résidus quadratiques et dont je me suis inspiré dans les notions que je donne ici. Voir aussi les Recherches arithmétiques de Gauss (section quatrième).
RÀCINB CARRÉB 265
^ dn reste que fournit son carré relativement au module m, par le I nombre qui lui est congru suivant le module et qui est plus petit que le module.
Nous aurons donc les divers restes des carrés, par rapport à un module quelconque m, en considérant les nombres inférieurs
à m, 0, i , 2, , m — 1, les élevant au carré et prenant les
restes des résultats obtenus. Le premier de ces nombres, 0, correspond aux multiples de m et donne pour reste 0 ; nous ne le considérerons pas. Le second donne pour reste 1. 11 est facile de voir que les nombres
ne donnent pas des restes tous différents les uns des autres. Considérons en effet un nombre a, au plus égal à -^, si m est pair,
à — - — , si m est impair, et prenons son complément au mo-
dule, m — a; les deux nombres a et m — a ont pour carrés a* et m' — 2ma 4- a', et ceux-ci ont le même reste, par rapport au module m. Il résulte de là que les seuls. nombres de la
suite 1 , 2, 3, , m — J , dont les carrés peuvent fournir des
restes différents, sont les nombres
I, 2, 3, , Y» si m est pair,
4, 2, 3, , — 5 — > SI m est impair.
Mais ces nombres eux-mêmes, lorsque m n'est pas premier, ne donnent pas toujours des restes de carrés distincts.
Cela posé, tout nombre iîiférieur à m, et obtenu comme reste
de carré, par rapport à ce module, se nomme un résidu quadra^
tique de m ou simplement un résidu de m. Les autres nombres,
l inférieurs à m, se nomment des non-résidus qtiadratiques ou
simplement des non-résidus de m.
Le nombre des résidus de m est au plus -jy bï m est pair,
î au plus — 5 — > si m est impair. Le nombre des non-résidus
est au moins -q- — 1> dans le premier cas, au moins — ^ — ,
> dans le second.
^ Cette relation d'un nombre entier, a, à un autre nombre en-
^ lier, m, s'exprime par Tune ou l'autre des notations a = R(m), a = Rw, ou simplement aRm, si a est résidu de m, et
e ; par a = N(m), a = Nm, aNm, si a est non-résidu.
i*^ Si le nombre a est résidu, la congruence x^ s a(mod.m) a
^ des solutions entières ; sinon, elle n'en a pas. Lorsque cette con-
gruence a une solution, elle en a au moins deux, à moins que m
ne soit pair, et que la solution ne soit — ; car en désignant par a
ime racine de cette congruence, on voit que m — a est aussi racine, puisque les deux carrés, a* et (m — a)*, donnent le même reste ; d'ailleurs, ces deux nombres ne sont égaux que si m
Pour former les résidus d'un nombre m, on forme donc les carrés des nombres 1, 2, 3, , -^ » si m est pair, les carrés
des nombres 1, 2, 3,.
f si m est impair, et on prend
leurs restes par rapport à m. Ceci se fait en partant de 1,
et en ajoutant successivement les nombres impairs 3, 5, 7,
[n^ 130), et en retranchant à chaque fois du résultat le nombre m, si cela se peut. Si m est pair, le dernier nombre
employé est -^ et peut s'écrire (g- — 1 ) + 1 ; son carré est
iî-')Hî-'h' »" (f-')"+»-''
Jes opérations seront donc terminées quand on aura ajouté le nombre impair immédiatement inférieur au module. Si m est impair et égal à 2n-4-l, le dernier nombre employé est n, et peut s'écrire (n — 1) -+- 1 ; son carré est (n — 1 )» + 2 (n — 1 ) + 1 ou (n — 1 )' 4- 2n — 1 ; les opérations seront donc terminées quand on aura ajouté le nombre impair immédiatement inférieur aa module.
Exemple. — Trouver les résidus de 10. Les résidus de 10 sont donnés ainsi : 1, 1 et 3, 4, 4 et 5, 9, 9 et 7, 16 ou 6, 6 et 9, 15 ou 5. Ce sont donc les nombres 1, 4, 5, 6, 9. 11 y a ici
^ = 5 résidus et -^ — 1=4 non-résidus, 2, 3, 7, 8.
Trouver les résidus de 21 . On a d'abord I , puis 1 et 3, 4, 4 et 5, 9, 9 et 7, 16, i6 et 9, 25 ou 4, 4 et 11, 15, 15 et 13, 28 ou 7, 7 et 15, 22 ou I, 1 et 17, 18, 18 et 19, 37 ou 16. H y a 7 résidus, I, 4, 7, 9, 15, 16, 18, et 13 non-résidus, 2, 3, 5, 6, 8, 10, H, 12, 13,14,17,19,20.
Nous donnons ici une table des résidus de tous les nombres entiers, depuis 2 jusqu'à 20.
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Pour aucun de ces nombres nous n'avons écrit le résidu 0. 11 suffît de jeter les yeux sur cette table pour apercevoir que certains des modules ont leur nombre maximum de résidus et que cela n'arrive pas pour tous.
Nous allons terminer ce paragraphe par quelques propriétés générales et très simples concernant les résidus.
1° 5» m désigne un nombre impair de la forme 4n-+-i, les résîdtcs s'obtiennent en formant les carrés des nombres
1, 2, 3, , 2n et prenant les restes de ces carrés par rapport
au module m. Le dernier des résidus est 3ii+ 1, et on déduit de celui-ci tous les autres en ajoutant successivement les nombres
pairs 2, 4, 6, , et en retranchant à chaqt^ fois du résultat le
module, si cela se peut.
En effet, les deux nombres 2n et 2n -h 1 sont complémentaires au module ; donc leurs carrés donnent le même reste. Or, on a
donc le reste de ce carré, par rapport au module, 4» H- 1, est 3n -f- 1 . D'autre part, le nombre de la première moitié, qui en a [i après lui, peut se remplacer par son complément au module, qui fait partie de la sieconde moitié et qui en a \k avant lui, c'est-à-
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dire par 2n H- 1 -h fi. Le carré de celui-ci est
{2n + jx)> + 2(2»-4-fi) + i ou (2n + fji)a + 4n 4- 1 +2|i;
il est donc congru au carré du nombre précédent, augmenté de 2fJi. On voit donc que si on parcourt les résidus en sens inverse de Tordre primitivement adopté, en partant de 3n-+-4, on aura le résidu suivant en ajoutant 2 à celui-ci, puis le suivant en ajoutant 4 au nouveau, etc., et en retranchant le module du résultat obtenu^ quand cela se peut.
Il y a donc deux moyens d'obtenir les résidus de m = 4n -*- 1 : î® partir de i et ajouter successivement les nombres impairs
3, 5, 7, ; 2® partir de 3»-+- 1 et ajouter successivement
les nombres pairs 2, 4, 6, ; chaque résultat, bien entendu,
étant ramené au-dessous du module, par la soustraction de ce module, s'il y a lieu.
2* Si m est un nombre impair de la forme 4n + 3, les résidus
s*ohtiennent en formant les carrés des nombres 1,2,3, 2n4-1,
et prenant leurs restes par rapport au module va. Le dernier de ces résidus est vl-^ \, et tous les autres peuvent se déduire de
celui-ci, en ajoutant successivement les nombres pairs 2,4, 6, ,
et retranchant à chaque fois du résultat le module, si cela se peut.
En effet, le carré du dernier de ces nombres, 2n-4-l, est 4n' -H 4n -4- 1 = n(4n + 3) + n -H 1 ; le reste de ce carré, par rapport au module 4n -h 3, est donc n -^ 1. D'autre part, le nombre qui vient fx rangs avant 2» -h i est 2» + 1 — fi ou 2n -f- 2 — fx — 1 ; son carré est
(2n4-2— fx)»— 2(2n4-2--fx)4-l=(2n-^2 — fi)«— (4n-f-3)-t-2fx;
il est donc congru au carré du nombre qui vient après celui que Ton considère augmenté de 2tx. Si donc ou parcourt les résidus en sens inverse du sens adopté antérieurement, le premier de tous est n+ 1, le second s'obtient en ajoutant 2 à celui-ci ; le troisième, en ajoutant 4 au nouveau résidu, etc., et en retranchant du résultat, le module, quand cela se peut.
11 y a donc encore ici deux moyens d'avoir les résidus de m = 4n H- 3 : 1® partir de 1, et ajouter successivement les nombres impairs 3, 5, 7, ; 2® partir de n-f- 1 et ajouter successivement les nombres pairs 2, 4, 6, ; chaque résultat,
bien entendu, étant ramené au-dessous du module, par la soustraction de ce module, s'il y a lieu.
3® On établira d'une façon aussi aisée que si m est simplement pair (le double d^un nombre impair), le dernier des résidus obtenus
par le procédé habituel est —, et que les autres se déduisent de
celui-ci par V addition de 1, puis de 3, puis de 5, etc. ; si m est
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doublement pair {multiple de 4), le dernier des résidus obtenus par le procédé habituel est 0, et que les autres se déduisent de celuici par r addition de i, puis de 3, puis de b, etc. Dans ce dernier cas, la suite des résidus est donc réversible : chacun d'eux se reproduit au moins deux fois, à égale distance des extrêmes. Bien entendu que Ton ramène chacun des résultats au-dessous du module, par la soustraction du module, sHl y a lieu, et que Ton écrit les résidus tek qu'on les trouve, sans altérer leur ordre, et sans craindre de les répéter plusieurs fois.
Exemples: Les résidus de 10 sont les restes des carrés des nombres 1, 2, 3, 4, 5. Ce sont
Si on les écrit dans l'ordre inverse, 5, 6, 9, 4, 1, on a 6 = 5-f- 1 , 9=6-1-3, 4ouI4 = 9-h5, lou2l = 14 + 7.
Les résidus de 20 sont les restes des carrés des nombres 1, 2, 3, 4, o, 6, 7, 8, 9, 10. Ce sont
On voit bien qu'en supprimant le dernier résidu, 0, ce qu'il ne faut du reste Jamais oublier, la suite est réversible.
4® En désignant par m un nombre entier quelconque autre que 3, 4 et 9, il y a toujours dans la seconde moitié de l'ensemble
1, 2, 3, , m — 1, c'est-à-dire parmi les nombres — 5 — >
— 5 — , , m — 1, si m est impair ^ ou parmi les nombres
mm.. j . . . 1
•5-, ■S'-Hl» y "^ — 1> SX va est pair, au moins un carré.
Supposons m impair et désignons par h la racine carrée à
une unité près de — 3 — ; nous aurons
et tout revient à montrer que (^+1)* est inférieur à m. Or (A + 1)« = A« -f- 2A -I- 1 , et ^» ne dépasse pas ^^î^^ ; il suffit
donc d'établir que 2h + 1 est inférieur à l'autre portion de m,
w-l-1 ,..1 .^T . m-hi -f^w — i
-; on doit donc avoir 2A 4- 1 < — s — ou A < — -, —
ou h^ < - — ri— ^ • Mais ceci aura nécessairement lieu si
lu
' -— ^ surpasse — - — > puisque h^ ne dépasse pas ce nom-
bre. Le théorème est donc vrai pour tous les nombres impairs
270 RACINE GARRÉB
qui vérifient Tînégalité
(m^<)8 m— 1 16 -^ 2 ou ,»8_2in + l > 8m — 8
ou m«— I0m-f9>0;
Or cette inégalité peut s'écrire
elle a toujours lieu, dès que m dépasse 9. Pour m = 5 on m = 7, on a les suites
et le théorème est vrai. Pour m = 3 ou m = 9, on a les suites 1, 2 ; 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, et le théorème est en défaut.
Supposons m pair, et désignons par h la racine carrée à une
unité près de â""* î nous aurons A*< -r-— 1 <{A-j- 1)'. On
doit donc avoir (^-hl)* < m, et, comme h'^ ne surpasse pas
|__4, 2^-hl<|-hl ou A<J, ^'<l5' Ceci aura
lieu nécessairement si — est plus grand que •§• — 1> c'est-àdire pour tous les nombres pairs qui vérifient l'inégalité
m» > 8m — 16 ou m2 — 8m-f.l6 >0.
Cette inégalité a toujours lieu, sauf pour m = 4, et, pour cette valeur, le théorème proposé est en défaut : la suite 1, 2, 3 ne renferme d'ailleurs aucun carré.
Si, dans le cas de m pair, on fait commencer la seconde moitié à ^ -+- 1, comme cela a déjà été fait dans ce qui précède,
le théorème énoncé est en défaut pour m = 2, m = 4, tn = 8. ' ' 11 résulte de ce théorème que, sauf les cas d'exception signalès, il y a toujours des résidus de m daris la seconde moitié de Veti-
semble 1, 2, 3, , m — 1. A ce nouveau point de vue, le ca3
de m = 9 cesse d'être exceptionnel, car 7 est résidu.
* 137. Résidus des modules premiers. -~ Nous laisserons de côté le module 2, car il est évident que les nombres inférieurs à
2 sont résidus ; on a, en effet, 0 a 4 s 16 s (mod. St) el
1 s 1 s 9 s 25 s .::.. (mod. 2).
Le nombre 0 est toujours résidu ; mais ce résidu particulier
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n*obéit pas aux mêmes lois que les autres, et, pour cette raison, H n'en sera pas plus question ici que dans ce qui précède.
Pour les modules premiers impairs, les seuls dont nous voulions nous occuper ici, le théorème suivant est fondamental :
Si p désigne un nombre premier impair, Vensemble des nom* bres inférieurs à t^ et non nuls, i, 2, 3, p — 1, contient
*— 5 — résidus et ^T" non résidus.
Nous avons vu que les carrés, i*, 2«, 3*, , \~I ) > <ion-
nent, par rapport au module i>^ les mêmes restes que y--â — ) »
( ^-g — j » , (p — 1 )•. Il suffit donc d'étudier les restes des premiers carrés et de montrer qu'ils sont distincts les uns des autres. A cet effet, considérons deux de ces carrés, a* et &', leur différence est \b — a)(& + a) ; elle n'est pas divisible par p, puisque chacun des facteurs qui la composent est inférieur k p (a ei b sont en effet deux nombres différents de la première moitié,
4,2,3,....,^-——); donc a* et 6» donnent des restes différents. «
Parmi ces résidus, il y en a toujours dans la seconde moitié de Tensemble 1, 2, 3, , p— 1, sauf pour p= 3. Si on remplace chacun de ceux-ci par son complément au module, affecté du signe —, on voit que les résidus d'un nombre premier p, sont
^—T — nombres positifs ou négatifs dont les valeurs absolues sont prises dans la suite 1, 2, 3, , ^-^ —
Z/C produit de deux résidus est un résidu ou est congru à un résidu .
Ce théorème est vrai pour un module quelconque, premier ou non premier ; soient en effet deux nombres quelconques a et &, pris parmi les résidus ; on a a a A^ (mod. m) et b ^ B^ (mod. .m) ; d'où ab s A^B^ (mod. w), ce qui démontre le théorème.
Le produit d'un résidu par un non-résidu est un non-résidu ou est congru à un non-résidu.
Le théorème actuel n'est pas vrai pour un module non premier. Ainsi 4 est résidu de 20, 6 est non-résidu et cependant le produit 6 X ^ == 24 est congru à 4, qui est résidu.
Supposons donc que le module, p, soit un nombre premier absolu, et désignons par r un de ses résidus. Il est facile de voir que les produits par r de tous les nombres de l'ensemble 1, 2, 3, , p — 1, les nombres, r, 2r, 3r, , (p— l)'*» sont in-
congrus suivant le module jp, c'est-à-dire ont des restes tous différents par rapport à ce module ; car deux d'entre eux, ar et &r, ont pour différence r[b — a), nombre non divisible par p, puisque chacun des deux facteurs qui le composent est inférieur
à p, et que p est premier. Les nombres r, 2r, 3r, , (p — i)r
sont donc congrus aux nombres 1, 2, 3, , p — 1, écrits dans
un certain ordre ; or, parmi tous ces produits, ceux de r par les
résidus de p donnent des résidus ; il y en a ^ ■ • les autres
donnent donc les non-résidus.
Conséqtœnce, — Les produits des non-résidus par un résidu quelconque sont donc respectivement congrus aux non-résidus, écrits dans un certain ordre.
Le produit de deuœ non-résidus est un résidu ou est congru a un résidu.
De même que le précédent, le théorème actuel n'est pas vrai pour un module non premier. Ainsi 6 et 7 sont non-résidus de 20; leur produit, 42, est congru à un non-résidu, 2.
Supposons donc que le module p soit un nombre premier absolu, et désignons par n un non-résidu de p. Nous montrerons aussi aisément que dans le raisonnement précédent que les produits par n des nombres de Tensemble 1, 2, 3, . . ., p — i, les nombres n, 2n, 3n, . . ., (p — l)n, sont incongrus suivant le module p, c'est-à-dire donnent pour restes les nombres 1, 2, 3, ..., p — i, écrits dans un certain ordre. Or parmi tous ces produits, ceux de n par les résidus donnent les non-résidus; les autres donnent donc les résidus.
' Conséquences, — Les produits des résidus par un non-résidu quelconque sont respectivement congrus aux non-résidus, écrits dans un certain ordre.
Les produits des non-résidus par un non-résidu quelconque sont respectivement congrus aux résidus, écrits dans un certain ordre.
De même, les produits des résidus par un résidu quelconque sont respectivement congrus aux résidus, écrits dans un certain ordre.
Si on considère un produit d'un nombre quelconque de facteurs, ce nombre est congru à un résidu ou à un non-résidu d'un nombre premier quelconque, p, suivant qu'il y a un nombre pair ou impair de ces facteurs congrus à des non-résidus de p.
Le produit de 2 par ^ est congru à un résidu; de même
le produit de — 2 par ^T^ . donc 2 et ^ sont rési-
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dus ou non-résidu8 en même temps ; de même — 2 et
sont de même espèce.
Table des résidus des modules premiers inférieurs à 100. Modules Résidus
A&ITHM. BUMB.
Modules
Résidus
i, 2, 4, 5, 8, 9, 10, li, 13, 16, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 25, 26, 31, 32, 36, 38, 40, 42, 44, 45, 46, 49, 50, 51, 52, 55, 62, 64, 65, 67, 72, 73, 76
138. Du résidu —1. Résidus minima. — Si p est un nombre premier de la forme 4n 4- 1, ^—5 — = 2n; le nombre
des résidus est donc pair.
p — 1 Si p est un nombre premier de la forme 4n-i-3, '^--^=2n+l ;
le nombre des résidus est impair.
Gela posé, rappelons que si, dans l'ensemble 1, 2, 3, ..., p — 1, on met à part les deux nombres 1 et i> — 1, les autres nombres, 2,3, . . . , p — 2, peuvent être associés deux à deux de façon que chaque couple de nombres associés, a et a', vérifie la congruence oa' s 1 (mod. p) (n° 99).
Deux nombres associés, a et a', ont pour produit un nombre congru à un résidu; donc ils sont de même espèce, c'est-à-dire tous deux résidus, ou tous deux non-résidus (n® 137).
11 suit de là que dans Tensemble 2, 3,' . . ., p — 2, il y a un nombre pair de résidus et aussi un nombre pair de non-résidus. Or des deux nombres qui restent, 1 et p — 1, le premier est toujours résidu. Si donc p a un nombre pair de résidus, p — 1 ou — 1 est résidu ; sinon, ce nombre est non-résidu.
Réciproquement, si — 1 est résidu d'un module premier p, ce nombre a un nombre pair de résidus, 1 et — \ ou p — 1, d'abord, puis ceux de Tensemble 2, 3, . . . , p — 2 ; si — 1 est non-résidu, le module p a un nombre impair de résidus. Dans le premier cas, p est de la forme 2X2» + 1 ou 4n-t-i, et, dans le second, p est de la forme 2(2n -*- 1) -h 1 ou 4n H- 3. j Nous pouvons maintenant énoncer le théorème suivant, qui est très important:
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Le nombre — i ou son équivalent p ~ 1 est résidu de tout nombre premier , p, de la forme 4n + i> ^t non-résidu de tout nombre premier, p, de la forme 4n-4-3. Et réciproquement.^
Ce théorème va nous permettre d'écrire les résidas d'un modale premier p d'une manière plus simple que celle adoptée jusqu'ici, et ya nous conduire ainsi à d'importantes propriétés. Partageons l'ensemble 1 , 2, 3, . . . , 1> — i en deux moitiés
1,2,..., ^-y- et ^^-j- » ^-^—,..,11 — 1; nous savons
que dans la seconde moitié, sauf pour p = 3, il y a [toujours au moins un résidu ; chacun de ces résidus est plus grand que la moitié de p; il peut se remplacer par son complément à p, précédé du signe — . Si nous agissons ainsi, nous obtiendrons les résidus quadratiques de p, avec les plus petites valeurs absolues qu'ils peuvent avoir, et nous voyons que les résidus quadratiques de p sont des nombres ou tous les nombres de l'ensemble
1, 2, 3, ..., ^ g » affectés respe,ctivement soit du signe +,
soit du signe — , soit de ces deux signes.
Mais si p est de la forme 4n+i, ^i est résidu, le produit de — 1 par a est résidu ou non-résidu, en même temps que a, les deux nombres + a et —a sont donc toujours de même espèce. Parmi les résidus ne Ogurent donc que certaines
des valeurs absolues 1, 2, 3, . . ., ^--^— » chacune avec les
deux signes.
Si, au contraire, p est de la forme 4n + 3, — 1 est nonrésidu, et les deux nombres a et —a sont toujours d'espèces
différentes. Parmi les nombres de l'ensemble, 1, 2, 3, . . . , ^-y~ '
le même nombre ne figure qu'une fois comme résidu, avec l'un
ou l'autre des signes -4- ou —, de sorte que les 2— — résidus
sont ces nombres eux-mêmes, affectés respectivement, soit du signe H-, soit du signe — .
Exemples. — Les résidus de 29 sont -f- 1, — 1 , -h 4, — 4, 4-5, — B, -f-6, —6,-1-7, — 7,4-9,-9,-1- 13 et— 13.
Les résidus de 31 sont 1, 2, —3, 4, 5, —6, 7, 8, 9, 10, — 11, — 12, — 13, 14, — 15.
Totêt nombre premier , p, de la forme 4n-|-l, divise une somme de deuas carrés y premiers entre eux.
Nous venons de voir, en effet, que, pour tout nombre premier, p, de cette forme, le nombre — \ est résidu. On a donc 1* s 1 (mod. p), a' s — 1 (mod. p),
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et, par suite,
a* + i ss 0 (mod. p).
Tout nombre premier, p, de la forme 4n + 3, divise me somme de trois carrés^ premiers dans leur ensemble.
Les résidas d'un pareil nombre sont, en effet, les nombres de la suite
affectés tantôt du signe +, tantôt du signe — . Le premier de ces résidus est + 1 , et il y en a sûrement, sauf si p = 3, qui ont le signe — ; donc il y a certainement deux résidus consécutifs, dans ce nouveau mode de représentation, tels que le premier ait le signe -+-, et le second, le signe — . Soient alors a et — a — 1 ces deux résidus ; ils fournissent les deux congruences a^ ^ a, (mod. p),
ô« s — a — 1 (mod. p) ; d'où l'on déduit, par voie d'addition,
a« H- &« s — 1 (mod, p), ou a* + &• H- 1 s 0 (mod. p).
Lorsque p=3, on a p = H-l-f-*; le théorème est donc encore vrai.
Le nombre premier 2, qui n'est compris dans aucune des deux formes précédentes, est une somme de deux carrés, 2 = 1-1-1.
* 139. Grltérii^us d*Euler et de Gauss. — Soit p un nombre premier impair, p = 2A-hl; nous avons vu que dans l'ensemble 2, 3, . . . , p — 2, il y a un nombre pair de résidas qui sont deux à deux des nombres associés, puisque 1 et p — 1 ^ — 1 sont deux autres résidus si h est pair, et que i est le seul autre résidu si h est impair. Cela rappelé, désignons par A le produit de tous 1(^ résidus d'un nombre premier impair, p, et par B le produit des non-résidus.
A contient d'abord un produit de couples de nombres associés, puis le facteur i, si A est impair, et les deux facteurs 1 et — i, si A est pair ; on a donc A s 1 (mod. p), si h est impair, et A BB — 1 (mod p), si h est pair. De même, B est un produit de couples de nombres associés, si h est pair, et c'est un pareil produit, multiplié par — 1, si A est impair ; on a donc B s — l (mod. p.) si h est impair, et B ^ 1 (mod. p), si h est pair. Dans tous les cas, on a A a — B (mod.p) ou A + B a 0 (mod. p)j et aussi ABs — i ou AB-+-i s0(mod. p). Cette seconde congruence a déjà été établie fno 99) et n'est pas autre chose que la traduction du théorème de Wilson.
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Si nous considérons alors un résidu quelconque de p, r, Içs produits de tous les résidus de p par r sont respectivement congrus aux divers résidus de jp, écrits dans un certain ordre ; de même, les produits de tous les non-résidus de p par r sont respectivement congrus aux non-résidus de p, écrits dans un certain ordre (n« 437). Multiplions entre eux tous les produits de première espèce, nous aurons Âr^ a A (mod. p), Ih =^"I" j;
multiplions de même entre eux tous ceux de seconde espèce, nous aurons hr^ a B (mod. p). Ces deux congruences peuvent s'écrire A(r* — 1) = mult. p, et B(r* — 1) = mult, de ip ; comme A et B sont des produits de nombres inférieurs à pi ils sont tous deux premiers avec p, et Ton est conduit, aussi bien par Tune que par l'autre de ces égalités, à affirmer que r* — 1 est divisible par p^ ou que r* si (mod. p).
Considérons maintenant un non-résidu quelconque de p, n ; les produits de tous les résidus de p par n sont respectivement congrus aux non-résidus de p, écrits dans un certain ordre ; en multipliant tous ces produits entre eux on a donc An^ s B (mod. p) ; les produits de tous les non-résidus de p par n sont respectivement congrus aux résidus de j9, écrits dans un certain ordre ; on a donc Bn* a A (mod. p.). Or B a — A (mod. p) ; les deux congruences obtenues peuvent donc s'écrire
An* s — A (mod. p) et Bn* s — B (mod. p).
Comme Â et B sont premiers avec p, chacune d'elles entraîne la congruence n* ^ — 1 (mod. p) .
Réciproquement, si un nombre entier e, inférieur à p, satisfait à la congruence e* s 1 (mod. p)^ il est résidu de p ; s'il satisfait à la congruence c* ai — 1 (mod. p), il est non-résidu de p. En effet, dans le premier cas, e ne peut pas être nonrésidu, sans quoi on aurait à la fois e* a I , e* ^ — 1 (mod. p) ; d'où 2 s O(mod. p)» ce qui ne peut arriver que pour le nombre premier 2, cas exclu. Un raisonnement analogue s'applique au second cas. Nous pouvons énoncer maintenant le théorème que voici :
Critérium d'Euler.— On reconnaît qu'un nombre entiers, inférieuf à p, nombre premier impair, est résidu ou non-réstdu de p,
suivant que Von a e ^ s 1 [mod, p) ou e * a — i (mod. p).
Le nombre 0, considéré comme résidu, ne satisfait pas à ce théorème. Les théorèmes concernant les produits de résidus et de non-résidus, n'auraient de même aucun sens, si on les appliquait à l'ensemble total des nombres entiers inférieurs à p, 0 compris. Car tout produit qui contient le facteur 0 est nul et devrait être regardé comme un résidu.
Ce que nous venons de dire suffit pour faire comprendre pour- 'quoi le résidu 0 a été exclu des considérations antérieures.
Occupons-nous maintenant d'un second critérium dû à Gauss.
Ce critérium s'obtient sans peine en partant de la remarque suivante : Si p désigne un nombre premier impair et e un entier
plus petit que p, les produits par e des nombres 1, 2, 3, ,
> ont des restes différents relativement au module p, ei leurs
restes minima ont des valeurs absolues différentes.
Soient, en efiet, eh et eh deux de ces produits ; leur différence, {k — h) e, n'est pas divisible par p, puisqu'aucun de ses facteurs n'est divisible par p(e < p, A— A < p) ; les restes fournis par ces deux produits sont donc distincts. Supposons maintenant que l'un de ces produits^ eh, ait un reste minimum positif, r, et que l'autre ait un reste minimum négatif, — p ; nous aurons eh^r{mod. p)
et eÀ S5 — p(mod.p);
si r était égal à p, on aurait ê{h + k)^ O(mod. p) ; mais ceci n'est pas possible, puisque e et h-i^h sont tous deux plus petits que p.
D'ailleurs les restes minima sont au plus égaux à ^^-5— >
puisque p est impair; donc les ^ • restes minima que l'on
tu
obtient ainsi senties nombres 1, 2, 3, ,^ > affectés res-
pectivement soit du signe +, soit du signe — . Désignons par P le produit des nombres positifs i, 2, 3, , ^-i-- et par jx le
tu
nombre des restes minima négatifs ; nous aurons alors, en rnulti-
p-t pliant tous les produits signalés entre eux, Pe * s (—1)1*?
(mod. p) ; d'où e * «s (— <}1* (mod.jp) ; e est donc résidu ou non-résidu, suivant que fx est pair ou impair.
Critérium de Gauss. — On reconnaît qu'un nombre e, inférieur à un nombre premier impair ^ p, est résidu ou non-
p — 1 résidu de p, à ce que, parmi les produits e, 2e, 3e, . . . . , ^ ^^
il y en a un nombre pair ou impair qui donnent des restes supérieurs
Le critérium d'Euler appliqué au nombre — \ , nous donne
(— 1) * =1, quand le nombre premier p est de la forme
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Pli 4n-h1, et (— 1) * = — 4, quand le nombre premier p est de la forme 4n-+- 3. On retombe ainsi sur le théorème du paragraphe précédent, concernant le nombre —1.
Quel que soit l'entier e, inférieur à un nombre premier im-
pair, p, on a e * -^ zb 4 (mod. p). En élevant au carré les deux termes de cette congruence, on a eP^ ai 4 (mod. p). On retrouve ainsi le théorème de Fermât.
Appliquons le critérium de Gauss au nombre 2. Pour cela
cherchons combien il y a parmi les nombres 2, 4, 6, ....^ 2 X o
ou p — 4, de restes supérieurs à ^— ^^ — Tous ces nombres sont des restes ; ils vont en augmentant; le dernier d'entre eux est supérieur à ^-^^ '» il suffît donc de connaître le premier reste
supérieur à ^T" pour avoir le nombre de ceux qui jouissent
de cette propriété . Désignons ce nombre par 2(A H- 1 ) ; le précédentsera 2A et nous aurons
ou A<^-^<A4-i;
le nombre h désigne donc la partie entière de ^-r — ,
Â = E ( ^ Y ) • Or lo nombre total des restes est ^^ i celui des restes 2, 4, 6, , 2k est égal à A ou à e(S-Z~J\. U y
a donc ^-^^ E(^^^) restes supérieurs à ^-^î le nombre fx dont nous avons parlé dans le critérium de Gauss est donné par la formule fx=^^^^ ^( T )*
Il est alors facile d'avoir, dans chaque cas, la parité du nombre f* ; il suffît, pour cela, de se rappeler que le nombre premier
p est de la forme 4n -f- 1 ou 4n -i- 3, et que ^--r — a pour partie entière n. On a donc
|A = 2n — n = n, dans le premier cas, et jx=:2n-|-l — n =n-t- 4, dans le second.
Si donc n est pair, n = 5»î, le premier nombre fx est pair, le second est impair. Si n est impair, le premier nombre [i est im*^ pair, le second e?t pair. Nous voyons donc que ^
2 est résidu de tout nombre premier de la forme 8m -4-1 ou 8m -I- 7, et non-résidu de tout nombre premier de la forme 8m -h 3 ou 8m + 5.
11 serait facile d'avoir maintenant les résultats concernant le nombre —2 : il suffît de se rappeler que — 2 = (— 1).2 et de combiner les résultats relatifs au nombre 2 avec ceux qui .^ont relatifs au nombre —1. Mais nous sommes déjà entré dans trop de détails.
* 140. Théorème de Bachet. — Ce théorème, Tun des plus beaux de TArithmétique, s'énonce de la manière suivante :
Tout nombre entier est une somme de quatre carrés entiers, au plus,
La démonstration de ce théorème découle des principes qui précèdent et de quelques propositions accessoires qu'il nous resle à établir.
i^ Le produit d*une somme de deux carrés par une somme de deux carrés est une somme de deux carrés.
Cela résulte de Tégalité
(a» -I- Ô8)(a'* 4- &'3) = iaa' + bb^ -h (ab' — ba')\
qui se vérifie immédiatement.
On peut écrire aussi
(a» + 62;(a'2 -|- 6'») = (aa^^ bby-+-{ab' -h ba')K
2® Le produit d'une somme de quatre carrés par une somme de quatre carrés est une somme de quatre carrés.
Cela résulte de l'égalité [a« + 2^8 -h c2 + d^X^'* + ^'' + <î'* + ^*) = A» + B^ + G* -h D», (*) dans laquelle A, B, C, D désignent les nombres
A = aa' + bb' -^-cc' •\' dd\
B = ab'-^ba'-hcd'—dc',
C=ac'— &d' — ca'-hfZ&',
D=ad* + bc'^cb'^da'.
Les procédés directs pour établir cette égalité remarquable nous manquent, et nous devons nous borner à la vérifier, en développant les calculs, d'après les règles qui donnent le produit des sommes algébriques, et la somme de plusieurs sommes algébriques.
(*) Identité due à Euler, à qui on doit, d^ailleurs, aussi le principe de la flémonstration que nous donnons ici.
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3<* Tout nombre premier impair p qui divise une somme de quatre carrés dont un au moins n*est pas divisible par p, est luimême une somme de quatre carrés , au plus.
Nous ne supposons pas que le nombre des carrés soit effectivement quatre, certains d'entre eux pourront être nuls ; mais nous ne supposerons pa^ qu'il y en ait plus de deux qui soient nuls ; car il est évident que tout nombre entier divise un seul carré, son propre carré, et que cela ne peut conduire à aucune propriété concernant le nombre étudié.
Soient alors A, B, G, D les quatre nombres indiqués et tels que A«4- B2 H- C^ 4- D» soit divisible par p ; prenons les restes minîma positifs ou négatifs de ces quatre nombres par rapport au module p et représentons-les par a, b, c, d. Ces quatre nombres ne sont pas nuls par hypothèse, et nous avons les diverses relations suivantes, dans lesquelles mp désigne toujours un multiple de p :
A = îwp + a, B = fwp -h d, G = mp -h c, D = mp -|- d,
Il résulte de cette dernière égalité et de Thypothèse faite que p divise a^ -f- ô* 4- c^ + d* ; par suite on a la relation
(1) a«4.&2 + c2 + d2 = pî,
où q désigne un nombre entier non nul. D'autre part, p étant impair, on a aussi
et, par suite,
4(a8 -h fc2 -I- c» -+- d>)< 4p2.
ou a2-+-ô2-Hc2-Hda<p2j
donc q est plus petit que p.
Si q est égal à 1, le théorème est démontré. Sinon, nous prenons les restes minima, positifs ou négatifs, de a, b, c, d par rapport au module 3, et nous écrivons
a = 3/'H-a, b=zqg-hP, c = qh-hyf d = gA-h8,
puis
Cette relation, jointe à la relation (1), nous montre que
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«s^^ pa 4- y» 4- 82 est divisible par q, et nous pouvons poser
Montrons d*abord que q' n'est pas nul : si cela était, «, P» Y» ^ seraientnuls tous les quatre et a, 6, c, d seraient tous divisibles par q ; mais alors a» -h 6^ 4. g* -h d* serait divisible par 3* et, d'après la relation (1), on aurait
(f^-h9^-hh*'hk^)q^p;
le nombre premier p serait divisible par q, ce qui est impossible puisque q est plus petit que p et plus grand que 1. Nous allons montrer maintenant que q' est moindre que q : pour cela nous nous appuyons sur les inégalités
2|«l^g, 2|M^Î» 2|yI^?, 2|8|^î,
qui nous conduisent à
puis, à cause de (2),
l'égalité n*est pas possible, car il faudrait pour cela que
a:=rP = Y=8 = -^, et alors
ô= ffgfi'H-i).
c = |.(2A-hi), on aurait donc
et dès lors, à cause de Fégalité [\),
q{r'\-g^'\-h^'hk^-hf-hg'hh--hh-h\) = p,
ce qui nous conduit à la même impossibilité que précédemment : p divisible par q. Nous avons donc bien 0 < 3' < g.
Multiplions entre elles les égalités (1) et (2) et transformons le premier membre de la nouvelle relation par Tidentité d'EuIer ;
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nous aurons successivement
(aa+ôa4-cï-*-d«)(aa+pa-hY*-»-^*) = PîV.
A'a + B'«+ C'« + D'« = jpç V, avec
A' = aa + &p-f-CY+rf«,
B' = ap — ta — c« + dY, C' = ay-hW — ca— dp, D' = fl8— b^-hc^—'da.
Si nous remplaçons maintenant, dans ces expressions, a, 6, e, d par leurs valeurs en fonction du module g, nous avons
OU A' = qifa +^p -+- Ay H- A5 + g')
B' = g(/Ti-pa-^ + AY).
C' = î(/'Y-hl78-/^-A?)>
D' = î(/TB-i7Y-»-^P~*«).
et nous voyons que les quatre nombres A', B', C, D' sont divisibles» par q ; si donc nous désignons les facteurs qui multiplient q dans ces nombres ou plutôt, leurs valeurs absolues, par a', ft*, c*, d', nous aurons
(3) a'2 -f- fr'» + c'2 -h à'^ = p?'.
Si g' est égal à 1, la proposition est vérifiée. Sinon, nous remarquons que pour transformer l'égalité (1) à Taide de (2), nous avons simplement supposé i <q <p et p premier ; régalité (3) peut donc être traitée de la même façon et nous conduira à une nouvelle égalité du même genre
ar^ + b"^ -h c"^ -+- d"^ = pq\
avec 0 Kq' <, S''. Et ainsi de suite.
Les nombres 9, 4', 9', ... vont en diminuant sans que l'tm d'eux devienne nul ; donc il y en a an qui devient égal à 1 et la proposition est établie.
Ce théorème une fois établi, rien n'est plus facile à démontrer que le théorème suivant :
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Tout nombre premier est une somme de quatre carrés entiers, au plus.
En effet, on a 2 = 4«-i-48, 3 = l2-hl2-|-l2; d'autre part, nous avons vu que tout nombre premier de la forme 4n + 1, divise une somme de deux carrés, non nuls, et premiers entre *eux, «*-|-l ; que tout nombre premier de la forme 4tH-3, divise une somme de trois carrés, non nuls, et premiers dans leur ensemble, a* 4- ô* -f- 1 ; donc tout nombre premier divise une somme de quatre carrés, premiers dans leur ensemble, et dont deux, au plus, sont nuls. Il résulte donc du théorème précédent que tout nombre premier est une somme de quatre carrés au plus, dont deux au moins ne sont pas nuls. Cette dernière restriction ne s'applique pas au nombre premier i, qui a, du reste, été exclu de toutes les considérations précédentes.
Pour démontrer le théorème de Bachet, il suffit maintenant de se rappeler que tout nombre entier est un produit de facteurs premiers, distincts ou non, que chacun d'eux, étant une somme de quatre carrés, au plus, il résulte de 2® que le produit de deux d'entre eux, est une somme de quatre carrés, au plus ; par conséquent le produit de deux des facteurs premiers donnera une somme de quatre carrés, le produit de ce nombre par un troisième facteur donnera une nouvelle somme de quatre carrés ; et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on soit arrivé au produit total, qui BSt le nombre lui-même.
La démonstration de la proposition 3^, dont le principe estdûà Euler, a été complétée par M. A. Matrot. (Journal de Math. El. de M. de Longchamps, 1891). Eile'a été simplifiée récemment par M. Goulard.
EXERCICES
1® Extraire les racines carrées des nombres
2704, 5476, 9604, 389376, 978121. Rép, 52 74, 98, 624, 989.
2« Extraire les racines carrées, à ,,^^^^ près, des nombres
entiers non carrés parfaits et inférieurs à 20.
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3« Extraire, à r^ près, les racines carrées des nombres
Rép. 9,2 f, 0,43 5,34.
4^ Le produit de la somme de deux nombres par leur différence est égal à la différence de leurs carrés,
(a-+-fr)(a — ô) = a" — ft«.
5<^ La différence de deux nombres est 4, la différence de leurs carrés est 56. Trouver ces nombres.
Rép. 9. et 5.
60 Le carré de la différence de deux nombres est égal au carré de leur somme, diminué de quatre fois leur produit :
(a — &)» = (a + ô)« — 4aô.
7o Le carré de la différence de deux nombres est 9, leur produit est 28. Trouver ces deux nombres.
R^. 7 et 4.
8® Le carré de la somme de deux nombres est 121, la somme de leurs carrés est 65. Trouver ces nombres.
i?^. 7 et 4.
9* Le carré d'un nombre et le carré de son dernier chiffre à droite sont terminés par le même chiffre. — Tout carré est terminé par 0, f , 4, 5, 6, 9 : il n'y a pas de carrés terminés par 2, 3, 7, 8.
40« Tout carré pair est divisible par 4. Tout carré impair est un multiple de 4, augmenté de 1 .
11<» Toute somme de deux carrés est un multiple de 4, ou un multiple de 4 augmenté de 1, bu un multiple de 4^ augmenté de 2 : il n*y a pas de nombre de la forme 4n + 3 qui soit carré parfait, ni somme de deux carrés.
12* Tout carré parfait admet un nombre impair de diviseurs ; tout nombre non carré admet un nombre pair de diviseurs.
130 Le carré d*un nombre premier, autre que 2 et 3, est un multiple de 24, augmenté de 1.
. 44* Tout carré pair divisé par 16 donne ponr reste 0 ou 4.
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15° Le produit de deux nombres entiers consécutifs est divisible par 12, si le plus grand est un carré ; le produit de trois nombres entiers consécutifs est divible par 60, si le nombre intermédiaire est un carré.
16o Le carré d'un nombre entier quelconque est de Tune des formes 5n, 5»-hl, 5n--4.
iT Si la somme des carrés de deux nombres premiers entre eux est un carré, le produit de ces nombres est divisible par 6.
18* Trouver les résidus de 25, 0 compris. Rép.: 0, 1, 4, 6, 9, il, 14, 16, 10, 21, 24.
19» Par rapport au module p, 2 et ^ sont toujours
associés.
20« Si p désigne un nombre premier impair, £/^lLl j est toujours résidu.
81« Les racines primitives d'un nombre premier impair p, sont comprises dans les non-résidus (n^ 77).
22° Si r est racine primitive de p, les nombres 1, r, r», ..., rr^, donnent des restes différents. Le reste qui commence la seconde moitié est — 1.
23® Appliquer le critérium d'Ëuler au nombre 2, par rapport au module 71.
24® Appliquer le critérium de Gauss au nombre 3, par rapport aux modules 13, 23, 17, 19.
, 25® Démontrer que 3 est résidu des nombres premiers de laforme 12n+l> 12n + ll et non-résidu des nombres premiers de la forme 12n-|-5, 12n-f-7.
26® Tout nombre premier qui divise une somme de deux carrés, premiers entre eux, est lui-même une somme de deux carrés. Tout nombre premier de laforme 4n + l est une somme de deux carrés.
27® Tout nombre entier qui ne contient que des facteurs pre-
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miers de la forme 4n+i est une somme de deux carrés, au plus. • i
28« Démontrer Pégalité I
(aS + e»> -f- c^){a'^ -f- d'« -f- c'«) — (aa' H- bb' + ccy
= (*(/ — c&')* -h (ca' - ac')« -f (««>' — àay \
29<» Trouver deux nombres consécutifs connaissant leur produit
30^ Trouver deux nombres différant de deux unUés, connais' sant leur produit.
CHAPITRE II
141. Définition. — On appelle cube d'un nombre, le produit de trois facteurs égaux à ce nombre.
Les cubes des nombres entiers forment une suite infinie et croissante,
La loi qui permet de déduire chacun d'eux du précédent est assez compliquée ; elle résulte de la formule suivante :
(a -H by = a« -h Sa^ + 3a6» -h b\ qui peut encore s'écrire
{a-hbf = a8-f-6» + 3a6(a-h6).
Pour démontrer cette égalité, il n'y a qu'à s'appuyer sur la règle qui donne le produit de deux sommes : on a ainsi
successivement
et, en multipliant les deux membres par a 4- 6,
(a+ bf = ,c3 -u2a«6 -t- a6« + aH + 2ab* + b^ ;
il n'y a plus qu'à réunir les termes de môme espèce,
2a^b et a*6, ab^ et 2a6', pour avoir l'égalité annoncée.
Le résultat que nous venons d'obtenir peut s'énoncer
ainsi :
Pour élever une somme au cube, on prend la somme descubet des deux parties de cette somme, puis, on lui ajoute trois fois le produit de ces deux parties par leur somme.
{*) La racine cubique ne figure pas au programme officiel de la classe de mathématiques élémentaires, mais comme elle est néanmoins traitée dans la plupart des cours de mathématiques élémentaires, nous n^avoni pas cm devoir imprimer ce chapitre en petits caractères.
Exemple, 7 = 5 + 2; on a donc 7* = (5 -4- 2)' ou V = 125 + 8 -♦-30X7=: 125 + 8 + 210 = 343.
Considérons alors deux nombres entiers consécutifs, n ein + 1 ; nous voyons de suite que le cube du second est n» + 3n^ + 3n+l. Le cube d'un nombre entier est donc égal au cube de celui qui le précède immédiatement, augmenté de trois fois le carré de ce nombre, puis de trois fois ce nombre, et de un.
Si donc nous savions former les nombres de la forme 3n*+3n + l, où n prend toutes les valeurs entières, à partir de 0, nous pourrions obtenir les cubes des nombres entiers successifs, par voie d'addition. Or deu.\ nombres consécutifs de cette espèce sont
3n'^ + 3n + l et 3(n + l)« + 3(n + l) + l ;
le second est égal au premier augmenté de 6n + 6. Chacun des nouveaux nombres est égal au précédent augmenté de 6. Nous pouvons donc former le tableau suivant :
Nombres de la forme
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La première colonne de ce tableau contient les nombres de la forme 6n +6 ; elle commence au nombre 6 et chacun des nombres qu*elle contient s'obtient en ajoutant 6 au nombre qui est au-dessus de lui. La seconde colonne contient les nombres de la forme 3n"-i-3n-|-l ; elle commence au nombre 1, et chacun des nombres qu'elle contient s'obtient en ajoutant à celui qui est au-dessus de lui, le nombre placé dans la première colonne et sur la même ligne que celui-ci. La troisième colonne se déduit de la seconde par le même procédé.
La suite des cubes des nombres entiers est donc une suite croissante et même rapidement croissante, et qui ne contient pas tous les nombres entiers.
Cela posé, on appelle racine cubique d'un nombre entier, A, un autre nombre entier a, qui, élevé au cube, reproduit le nombre A. — L'opération qui permet de trouver ce nombre s'appelle elle-même une extraction de racine cubique.
L'opération ainsi définie est rarement possible, car un nombre entier, A, choisi arbitrairement, n'est pas, en général, un cube.
Mais si A n'est pas un nombre de la suite des cubes, il est compris entre deux nombres de cette suite, consécutifs, a* et (a-f- 1)' ; de sorte que, dans tous les cas, quel que soit l'entier A, on a toujours, pour une certaine valeur de l'entier a, la double inégalité qui suit :
a«<A<(a-hl)».
Nous appellerons racine cubique à une unité près d'un nombre entier quelconque. A, la racine cubique du plus grand cube contenu dans ce nombre. — Il résulte des explications précédentes, que cette racine cubique est le nombre a qui figure dans la double inégalité écrite plus haut.
La différence entre le nombre A et le plus grand cube, a% qui figure dans ce nombre, se nomme le reste de l'opération qui a pour but de déterminer a.
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Lorsque Topération se fait sans reste, le nombre A est dit cube parfait.
D'après les inégalités précédentes, la différence A — a' est plus petite que la différence (a-f-1)'— o* = 3a'-f-3a4-l. Donc le reste est plus petit que le triple carré de la racine ^ augmenté du triple de cette racine et de un.
La plupart des définitions précédentes s'appliquent immédiatement aux nombres fractionnaires.
Un nombre fractionnaire est dit cube parfait lorqu'on peut robtenir en élevant un autre nombre fractionnaire au cube. — Si cela arrive, le nouveau nombre fractionnaire s'appelle la racine cubique du premier. — Mais cela n'arrive pas, en général, et nous définirons plus tard des racines cubiques approchées.
Racine cubique à une unité près
le' cas. — Le nombre donné est inférieur à 1000. — Alors la racine cubique à une unité près est inférieure à 10; elle est immédiatement fournie par la suite des cubes des neuf premiers nombres entiers
Exemples. — La racine cubique de 343 est 7. Le plus grand cube contenu dans 427 est 343, et la racine cubique est 7; le reste de l'opération est 427 — 343 = 84. Le nombre 915 a pour racine cubique 9, et le reste est 186.
2« cas. — Le nombre donné A est supérieur à 1000. — Alors 10 est parmi les nombres dont les cubes sont plus petits que A; la racine cubique de A est donc au moins égale à 10, et se compose de dizaines et d'unités. Soient a le nombre des dizaines et b celui des unités de la racine ; la racine cubique peut s'écrire a h- A, à condition de penser que a désigne des dizaines. Or le cube de a -h 6 se compose d'abord du cube de a, qui est un nombre exact de milles, de trois fois le carré des dizaines par les unités, de
trois fois les dizaines par le carré des unités et du cube-des unités. Comme le cube jîe a-f-J est contenu dans A et qu'il y a encore un reste, non nul, en général, on voit que le cube du nombre des dizaines de la racine est contenu dans les milles du nombre A. Mais nous allons montrer, ce qui n'est pas évident d'après ce qui précède, que le nombre des dizaines de la racine cubique à une unité près d'un nombre . A est la racine cubique à une unité près du nombre des milles ' de A. I
Désignons, en effet, par A^ le nombre des milles de A et par A3 la partie restante; désignons, en outre, par or la r»- i cine cubique à une unité près de A^ ; nous aurons |
a^<A,<(x-Hi)% I
et, en multipliant ces trois nombres par iOOO, (iOa?)» < iOOOA, < [10(ar+i)]8.
On a donc sûrement (10a?)» < lOOOAj+Aj, c'est-à-dire (iOa?)»<A; d'autre part, [10(a?-hi)]» est supérieur à lOOOAj ; donc ce nombre de milles surpasse le nombre des milles de A d'au moins une unité de cet ordre ; on a, par conséquent, [iO(a?-4-i)l« > lOOOA^ + 1000, et, par suite, [10(a?-4-l)]» > lOOOA,-}- Aa, puisque A, est plus petit que 1000, On a donc finalement
La racine cubique à une unité près du nombre A est donc au moins égale à x dizaines et plus petite que x-^i dizaines ; elle contient donc x dizaines.
Une fois qu'on aura le nombre des dizaines de la racine,
^ on obtiendra le chiffre des unités en retranchant de A le cube du nombre formé par les dizaines de la racine; cela se fait en retranchant le cube de x du nombre des milles de
,A, et abaissant à droite de cette différence les trois derniers chiffres de A. Le premier reste ainsi obtenu, B, contient encore trois fois le carré des dizaines par le chiffre des unités, plus trois fois les dizaines par le carré du chiffre des
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unités, plus le cube des unités et le reste de Topération; si donc on divise le nombre des centaines de B par le triple carré du nombre des dizaines de la racine, on aura lechiffîre des unités ou un chifire trop fort. Pour essayer ce chiffre, on le met à droite du nombre des dizaines trouvées à la racine, on élève le nombre ainsi formé au cube et on retranche le résultat de A; si cette soustraction est possible, le nombre obtenu est bon; sinon, on diminue le chifire des unités de un et on recommence Tessai ; on agit ainsi jusqu'à ce que l'essai réussisse. — On peut simplifier les essais, en remarquant que Ton a déjà retranché de A le cube du nombre des dizaines, et qu'il suffit de soustraire du reste obtenu, B, le triple carré des dizaines par le chiffre des unités, puis le triple des dizaines par le carré des unités et enfin le cube des unités, c'est-à-dire, avec les notations antérieures (*), de retrancher de B le nombre 3a*6-4-3a6>+6«, ou *(3a'4-3a6-f-6'). On forme alors trois fois le carré des dizaines, trois fois le produit des dizaines par le chiffre à essayer, puis le carré de ce chiffre ; on fait la somme de ces trois nombres, on la multiplie par le chiffre à essayer, et on retranche le produit de B, si cela se peut ; sinon, on diminue le chiffre à essayer d'une unité et on recommence l'essai de la même façon.
Exemple. — Extraire la racine cubique à une unité près de 82671.
On dispose l'opération d'une manière analogue à celle
^ „ . employée pour la division : 43 Racine 1 ^ . j x x i
on met le nombre donné à la
Nombre 82.671 64_
Reste 3164
4800 place du dividende, la racine
360 à ]a place du diviseur, les
? calculs auxiliaires à la place du
5169 quotient et au-dessous; enfin
3 les soustractions indiquées
(•) Dans ces notations, a représente des dizaines et b des unités ; par conséquent 3a3 représente des centaines, 3a& des dizaines, et 5' des unités.
dans les diverses parties de ropération, au-dessous du nombre donné. Cela fait, on sépare sur la gauche du nombre, le nombre des milles, 82; le plus grand cube contenu dans ce nombre est 64, dont la racine cubique est 4; donc le nombre des dizaines de la racine cherchée est 4. Le cube de 4 dizaines ou 40 est 64000; en retranchant ce nombre de 82671, on a pour reste 18671, qui contient trois fois le carré des dizaines par le chiffre des unités, trois fois les dizaines par le carré des unités, le cube des unités et le reste de l'opération; donc en divisant ce nombre par le triple carré des dizaines, c'est-à-dire par 48 centaines ou 4800, on aura le chiffre des unités ou un chiffre trop fort : il suffit de diviser les 186 centaines du premier reste obtenu par 48; on a ainsi 3, qui est le chiffre des unités ou un chiffre trop fort. Reste à essayer ce chiffre, c'est-à-dire à constater que le cube de 43 est contenu dans le nombre donné; cela peut se faire en élevant 43 au cube et en retranchant le résultat du nombre proposé ; mais comme on a déjà retranché le cube de 4 dizaines de ce nombre, il suffit de retrancher du premier reste obtenu, 18671, le ifiombre
3xB'x3-t-3X40X3«-f-3% ou 3(3 X4Ô'-+-3X 40X3-4-3»);
le nombre qui se trouve entre parenthèses est
4S00 4-360-1-9 ou 5169,
le produit de ce nombre par 3 est 15607; ce nombre peut se soustraire de 18671 et le reste ainsi obtenu est 3164; donc le chiffre essayé est bon. La racine est 43 et le reste est
Si le nombre des milles du nombre donné est lui-même supérieur à 1000, le nombre des dizaines de la racine est lui-môme supérieur à 10 et s'obtient par plusieurs opérations
successives. On le regarde comme composé de dizaines et d'miités, et, comme il est la racine cubique à une unité près du nombre des milles de A, Âi, on est ramené à trouver les dizaines de la racine cubique de A| à une. unité près, c*est-à-dire la racine cubique, à une unité près, du nombre des milles de A^. On décompose au besoin cette nouvelle portion de la racine en dizaines et en unités, et on continue ainsi jusqu'à ce qu'on arrive à considérer un nombre de trois chiflhres an plus, dont la racine cubique s'obtient immédiatement.
Le procédé revient donc, en définitive, à négliger sur la droite du nombre donné une tranche de trois chiffres, puis une seconde, puis une troisième, etc., jusqu'à ce que la portion gardée représente un nombre inférieur à iOOO. La racine cubique à une unité près de cette portion donne le premier chiffre de la racine. On envisage alors le nombre formé par la partie que l'on a ainsi séparée sur la gauche du nombre, suivie de la tranche de trois chiffres qui se trouve immédiatement à droite ; le second chiffre de la racine représente les unités de la racine cubique à une unité près de ce nouveau nombre, et le chiffre que l'on vient de trouver en représente les dizaines. On retranche donc le cube de ce chiffre de la dernière tranche à gauche et on ajoute, à droite de la différence obtenue, la tranche de trois chiffres qui vient immédiatement après ; on a ainsi le premier reste partiel. On divise, comme précédemment, ce premier reste par le triple carré du chiffre trouvé en premier lieu et regardé comme désignant des dizaines ; cette division se fait en divisant les centaines du reste partiel par le triple carré du premier chiffre de la racine. On trouve ainsi le second chiffre de la racine ou un chiffre trop fort. On essaie ce chiffre comme dans le cas précédent, en formant le triple carré des dizaines, le triple produit des dizaines par le chiffre à essayer, le carré de ce chiffre, et multipliant la somme de ces trois nombres par le chifft'e
à essayer ; si le produit peut se soustraire du premier reste, le chiffre obtenu est bon; sinon il est trop fort, et on le diminue d*une unité, puis on recommence Tessai. Lorsqu'on arrive à une soustraction possible, on abaisse adroite de la différence une nouvelle tranche de trois chiffres, celle qui vient immédiatement après la tranche précédemment abaissée, et on a le second reste partiel. La portion trouvée à la racine représente les dizaines de la racine cubique à une unité près du nombre formé par les trois premières tranches du nombre donné A(*). On aura donc le chiffre des unités, c'est-à-dire le troisième chiffre de la racine, par un procédé complètement semblable à celui déjà employé. Seulement pour former le triple carré de la portion déjà trouvée à la racine, on pourra se servir de calculs déjà faits ; en effet on a déjà formé le nombre 3a* -f- 3ai -f- b^ [a représente des dizaines et b des unités), a+^ représentant la somme des dizaines et des unités de la portion déjà trouvée à la racine, il suffira d'ajouter à ce nombre 3a6 + 26', pour avoir le Iriple carré de a + &; enfin, comme le nombre a'\-b représente maintenant des dizaines, on multipliera le résultat par 100. Et ainsi de suite, jusqu'à ce que toutes les tranches primitivement négligées aient été successivement abaissées.
Exemple. — Extraire la racine cubique à une unité près du nombre 546739823157.
On dispose l'opération comme précédemment.
Les dizaines de la racine sont la racine cubique à une unité près du nombre 546739823; les dizaines de cette racine partielle sont la racine cubique aune unité près du nombre 546739; et enfin les dizaines de cette nouvelle racine partielle sont la racine cubique à une unité près du nombre 546.
(') U s'agit bien entendu des trois tranches qui sont sur la gauche du nombre.
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Nombre
Racine
Restes partiels
Calculs avxiliairet
Or le plus grand cube contenu dans 546 est 512, cube de 8; donc 8 est le premier chiffre de la racine. Les deux premiers chiffres de la racine forment la racine cubique à une unité près du nombre 546739; donc on obtient le second chiffre en procédant comme dans l'exemple donné antérieurement; on retranche de 546 le cube de 8 ou 512; à droite du reste, 34, on abaisse la tranche 739, et on a le premier reste partiel, 34739, qu'on divise par le triple carré du nombre formé par les dizaines de la racine envisagée actuellement, c'est-à-dire par 19200; le quotient est 1. Pour essayer ce chiffre, on ajoute à 19200, le triple du produit des dizaines par les unités, 240, puis le carré des unités, 1, et l'on multiplie la somme, 19441 par 1 ; on peut retrancher ce produit du premier reste partiel; donc le chiffre 1 est bon. — A droite de la différence ainsi obtenue, on abaisse la tranche de trois chiffres qui suit celle précédemment abaissée, la tranche 823, et on a le second reste partiel, 15298823 ; on aura le troisième chiffre de la racine en le
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regardant comme le chiffre des unités de la racine cubique du nombre 546739823 ; 81 est le nombre des dizaines de cette racine ; nous aurons donc le chiffre à essayer, en formant le triple carré de 81 et en divisant le nombre des centaines du second reste partiel, 152988, par le résultat ainsi obtenu : quant au triple carré de 81, il s'obtient en ajoutant 3X80Xl-t-2Xl* au nombre 19441 formé antérieurement et qui vaut déjà 3X8Ô'-4-3X80+i (tous ces calculs auxiliaires sont faits au-dessous de la racine). Le quotient de 152988 par le nombre ainsi obtenu, 19683, est 7; c'est le chiffre à essayer. Pour faire l'essai, on forme le nombre 3X 81* + 3X81 X 7 -h 7» (2« colonne de calculs auxiliaires), on multiplie ce nombre par 7 et on retranche le produit du second reste partiel ; la soustraction est possible; donc le chiffre 7 est bon. Le 3* reste partiel s'obtient en abaissant la dernière tranche du nombre proposé; c'est 1401310157. On divise les centaines de ce nombre par le triple carré de 817 et on a le dernier chiffre de la racine; le triple carré de 817 est égal à 1985359 ou (3 X 8ÏÔ' -h 3 X 810 X 7 -h 7»), augmenté de 3X810X7 + 2X7» on a ainsi (2*' colonne de calculs auxiliaires) 2002467. En divisant 14013101 par 2002467 on a le chiffre à essayer, 6. L'essai de ce chiffre réussit et est indiqué dans la dernière colonne de calculs auxiliaires. La racine du nombre proposé est donc 8176 et le reste de l'opération, 198947381.
Après toutes ces explications de détail, il nous est permis maintenant de donner la règle suivante :
Règle. — Pour extraire la racine cubique (Fun nombre eniier quelconque à une unité près^ on dispose l'opération comme une division^ le nombre donné étant mis à la place du dividende^ ta racine f au fur et à mesure que l'on en trouve les divers chiures, à la place du diviseur, et les calculs auxiliaires, auxquels les essais conduisent f à la place du quotient et au-dessous;
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les diverses soustractions que l'opération nécessite se font dans l'espace situé au-dessous du nombre donné.
On partage le nombre donné en tranches de trois chiffres à partir de la droite^ la dernière tranche à gauche pouvant n^a^ voir que deux chiffres ou un seul.
La racine cubique à une unité près du nombre formé par cette dernière tranche à gauche est le premier chiffre de la racine.
On retranche du nombre formé par cette tranche^ le cube du chiffre trouvé^ et à droite de la différence, on abaisse la tranche qui suit ; on a ainsi le premier reste. On divise le nombre des centaines de ce reste par le triple carré du chiffre trouvé à la racine ; si ce quotient dépasse 9, on l'abaisse à 9 et on a le second chiffre de la racine ou un chiffre trop fort.
Pour essaya ce chiffre^ on pense quil désigne des unités, le chiffre précédent représentant des dizaines ; on forme alors une somme contenant trois fois le carré des dizaines, trois fois les dizaines par les unités, et le carré des unités ; puis on multiplie cette somme par les unités et on retranche le résultat du premier reste. Si la soustraction est possible, le chiffre trouvé est bon; sinon on le diminue d^une unité et on recommence Vessai. Dès que Pon arrive ainsi à une soustraction possible, le chiffre essayé est bon, et en abaissant à droite de la différence obtenue ainsi la troisième tranche du nombre proposé, on a le second reste.
On divise le nombre des centaines de ce reste par le triple carré du nombre déjà trouvé à la racine {nombre de deux chiffres); si le quotient surpasse 9, on rabaisse à 9, et l'on a ainsi, même dans ce cas, le troisième chiffre de la racine ou un chiffre trop fort.
Pour essayer ce chiffre, on pense quHl désigne des unités, la portion précédente représentant des dizaines ; on forme alors une somme contenant trois fois le carré des dizaines, trois fois le produit des dizaines par les unités et le carré des unités ; puis on multiplie cette somme par les unités et on retranche
le résultat du second reste. Si la soustraction est possible, le chiffre essayé est bon ; sinon on le diminue d^une unité et on recommence l'essai. Dès que l'on arrive ainsi à une soustraction possible, le chiffre essayé est bon, et en abaissant à droite de la différence obtenue la quatrième tranche du nombre proposé [à partir de la gauche), on a le troisième reste.
L'opération se continue ainsi par le même procédé jusqu'à ce que l'on ait abaissé successivement toutes les tranches du nombre proposé.
Pour passer du triple carré de la portion trouvée à la racine, à un moment quelconque, au triple carré de la portion obtenue avec un chiffre de plus, on remarque qu'on a déjà formé le triple carré des dizaines de ce nouveau nombre, le triple du produit des dizaines par les unités, le carré des unités, et que hn a fait la somme de ces trois nombres ; il suffit alors d'ajouter à cette somme deux nombres connus: le triple produit des dizaines par les unités et le double du carré des unités.
Remarque. — Lorsque la portion déjà trouvée à la racine forme un nombre suffisamment grand, il y a au plus un essai à effectuer pour chacun des chiffres que Ton trouve ensuite à la somme. En effet, à un moment quelconque, le chiffre que Ton cherche est le chiffre des unités de la racine cubique à une unité près d'un nombre B, formé par un certain nombre de tranches prises sur la gauche du nombre proposé, A; si donc on désigne par a la portion déjà trouvée à la racine et par b le chiffre des unités de la racine de B, on a B = (iOa4-i)»+r, r désignant le reste fourni par le nombre B. On a donc
B = lOOOa» -h SOOa^ -h SOab' -h ^' -4- r,
et, par suite, le reste partiel que Ton vient d'obtenir est B — iOOOa» = 300a«* -h 30a6> 4- ô» -f- r. Or on obtient le chiffre à essayer en divisant ce reste partiel par le triple carré du nombre formé par les dizaines de la racine, c'està-dire par 300a* ; ce chiffre est donc la partie entière de
RACms CUBIQUE 301
~ 306^5 ^^*' *"*" 3ÔÔ^i ' ^^'
suite, il surpasse le véritable chiffre, b, de la partie entière
SÔÔ""» ' ^ condition toutefois que le résultat
total ne dépasse pas 9. Mais la plus haute valeur de r est 3(i0a + by -+- 3(10a +• b) ; donc la plus haute valeur de la partie additive est
300a» + 30aô« + 60a* + 30a 4- 6» + 36» -f- 36
ou 14
Dès lors, nous obtiendrons la plus grande valeur de cette
partie additive en donnant à 6 la plus grande valeur qu'il
puisse avoir, 9; nous aurons ainsi 1h , , _ , — ou
IH h^^^ ,' Dès que a atteint la valeur 11, la partie
10 997 fractionnaire — h;;7r;r-; est inférieure à 1, et alors le véa 300a»
ritable chiffre est augmenté d'une unité au plus. Il en résulte donc que dès qu'on aura les deux premiers chiffres de la racine, il ne pourra y avoir qu'un seul essai infructueux.
Exemple. — Si l'on extrait la racine cubique à une unité près du nombre 2000375, on trouve 125, et chacun des deux derniers chiffres est obtenu après un essai infructueux.
143. Preuve de la racine cubique. — L'extraction de la racine cubique d'un nombre entier À est une opération qui a pour but de décomposer ce nombre en deux parties: l'une, a», qui est le cube d'un nombre entier; l'autre, r, qu'on nomme le reste de l'opération et qui est moindre que 3a»H-3a + l.
Dès lors, si l'on élève la racine trouvée au cube, et si l'on ajoute à ce résultat le reste trouvé aussi, on devra obtenir
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le nombre donné. Lorsque cette vérification réussît, il y. a de fortes présomptions pour que Topération soit exacte; mais, si elle ne réussit pas, on ne peut rien affirmer, attendu que les erreurs qui se sont produites, ont pu se produire aussi bien lors de la vérification qu'au cours de Topération elle-même. Dans l'exemple traité antérieurement, la vérification réussit.
On emploie aussi la méthode des restes relatifs à un module quelconque, 11 par exemple : en désignant par k\a\r^ les restes des nombres A, a, r, par rapport au module 11, on a les égalités successives
A = mult. 11-f-A',
a = mult. 11 4- a\
r = mult. 11 -4- r^y
et a» = mult. 11 -+- a'« ;
par conséquent l'égalité A = a'+r se change en
mult. 11+A' = mult. ll-4-a'«-hr';
on voit donc que le reste de A par rapport au module 11 est le même que celui de a'^ ■+■ r'. Ce raisonnement s'applique d'ailleurs à un module quelconque. On prend donc les restes de la racine et du reste de l'opération, par rapport à un module quelconque, 11 par exemple, on élève le premier au cube cl on lui ajoute le second ; le reste fourni par ce nombre, par rapport au module 11, doit être le même que celui fourni par le nombre donné.
Dans l'exemple traité antérieurement, le nombre proposé fournit, par rapport au module 11, le reste 0; la racine donne 3, dont le cube 27 conduit au reste 5 ; enfin le reste de l'opération donne 6. Or 6 -+-5 = 11 ; donc la vérification réussit.
144. Racine cubique à une unité près d'un nombre fractionnaire ou décimal, quelconque. — On appelle racine eu-
bique à une unité près d'un nombre fractionnaire ou décimal quelconque, A, la racine cubique du plus grand cube entier contenu dans le nombre proposé (n* 141).
Il est facile de voir que la racine cubique à une unité près de A est la même que celle de sa partie entière ^ B ; en effet, on a A = B -+- /, f désignant un nombre fractionnaire plus petit que 1 ; d'autre part, si a désigne la racine cubi* que à une unité près de B, on a
donc a* est plus petit que B-hf ou A; en outre, (a+1/ étant supérieur à B, est au moins égal à B+l et, par suite, supérieur à B-^-f ou A. On a donc finalement la
double inégalité
qui montre que a est la racine cubique de A à une unité près.
Le reste de l'opération est A — a*.
Exemples. — La racine cubique à une unité près du nombre 82671,46 est 43 et le reste est 3164,46. — La racine cubique à une unité près du nombre 846739823157,5298 est 8176 et le reste est 198947381,5298.
145. Propriétés relatives à la racine cubique. — Le nom" bre des chiffres contenus dans la racine cubique à une unité près d'un nombre entier quelconque est égal au nombre des tranches de trois chiffres qu^il contient^ le nombre étant parcouru de droite à gauche et la dernière tranche à gauche pouvant n'avoir qu'un ou deux chiffres.
Cette propriété simple résulte évidemment de la façon dont on fait l'opération ; mais elle peut aussi se démontrer directement. Soit en effet n le nombre des tranches que contient l'entier A ; le nombre A est au moins égal au plus petit des nombres de n tranches, 1000""*, et il est inférieur au plus petit des nombres de n + 1 tranches 1000" ;
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on a donc
ou 10*{»-*) < A < 10«".
Or la racine cubique de 10«* est 10*, d'après les règles de calcul des exposants ; donc la racine cubique de A est comprise entre 10""* et 10". Elle a donc n chiffres.
Le cube (Tun nombre fractionnaire irréductible est un autre nombre fractionnaire irréductible dont les deux termes sont des cubes parfaits.
Car si t désigne un nombre fractionnaire irréductible,
a' son cube est rjî d'après la règle de multiplication des nombres fractionnaires (n® 109). Or ce nouveau noinbre est irréductible, puisque les facteurs premiers différents de a' et de b^ sont les mêmes que ceux de a et 6, et que ceux-ci n'ont aucun facteur commun.
Les exposants des facteurs premiers dans a' et 6®, sont tous divisibles par 3. Le produit de ces deux nombres est un cube parfait. — Réciproquement, si le produit des deux termes d'un nombre fractionnaire irréductible est un cube parfait, ce nombre fractionnaire est aussi un cube parfait. Car, dans ce produit, tous les exposants des facteurs premiers sont des multiples de 3. Or le numérateur et le dénominateur étant premiers entre eux, contiennent des facteurs premiers différents ; il en résulte que certains des facteurs premiers du produit figurent avec leurs exposants dans le numérateur, et les autres, avec leurs exposants aussi, dans le dénominateur. Les deux termes du nombre fractionnaire sont donc des cubes parfaits.
Il résulte de là que :
Si un nombre entier n'est pas un cube parfait, iln^est le cube d'aucun nombre fractionnaire. Si les deux termes d^un nombre fractionnaire irréductible ne sont pas des, cubes parfaits, U
nombre lui-même n'est le cube d'aucun nombre entier ou fractionnaire.
Il n'y a qu'à supposer réalisées les hypothèses rejetées dans ces deux énoncés, pour s'apercevoir de leur inexactitude.
Si Ton donne un nombre fractionnaire quelconque r»
h^éductible ou non^ on verra de suite si c'est un cube, en le
réduisant au dénominateur b^ ; on aura ainsi r = -77 ♦
et ab^ devra être un cube parfait. En effet, le nombre -,
réduit à sa plus simple expression, - 1 devra avoir pour ter-
P mes deux cubes parfaits, a'^ et b'^\ on aura donc
a = ka'^,^ b = kb'\ b^ = k^b'^ et aft« = k'^aH'^ ; on
voit donc que aô' est le cube de ka'b'^. D'ailleurs, si ab*
a ab^ est un cube parfait, A', le nombre donné, j-=—^ est
le cube de * Donc, que le nombre «- soit ou ne soit pas
réduit à sa plus simple expression, ce nombre est un cube ou non, en même temps que ab^ ; et, pour reconnaître l'espèce de ce nombre, on est ramené à la recherche delà racine cubique d'un nombre entier.
Valeurs approchées d'une racine cubique. — On ap
pelle racine cubique à — ^ près d'un nombre entier ou fractionnaire quelconque, le plus grand nombre décimal formé d'unités du n« ordre décimal et dont le cube soit inférieur au nombre donné ou égal à ce nombre.
Si nous désignons par — ce nombre et par A le nombre donné, nous aurons, d'après la définition précédente,
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Multiplions les trois nombres qui figurent dans ces inégalités par 10**, nous aurons les deox in^liiés snivantes :
x»<AXlO»-<(xH-l»,
qui expriment qne x est la racine cubique à une unité près du nombre AXiœ».
Donc, pour avoir la racine cubique de K à 10* près, on multiplie le nombre donné par W\ on prend sa partie entière^ et l'on extrait la racine cubique de ce nombre entier à une unité près, puis on divise cette racine par iO".
Les deux nombres —- et que l'on obtient parce
procédé s'appellent les valeurs approchées pcar défaut et par
excès, à -j— près, de la racine cubique du nombre (lonné, A.
Si A est un nombre décimal, il su£Qt, pour obtenir la valeur approchée par défaut, d'avancer la vii^ule de 3n rangs vers la droite, et d'extraire la racine cubique du nombre entier ainsi formé, à la façon ordinaire, en plaçant toutefois une virgule à droite du chiffre qui termine la racine cubique du nombre donné à une unité près : la multiplication du nombre donné par 10** et la division de la racine ensuite par 10» se trouvent ainsi faites en môme temps. Si A n'est pas un nombre décimal, on peut toujours le considérer comme tel : s'il est entier, en mettant autant de zéros que Ton veut à droite de la virgule ; s'il est fractionnaire, on le développe en décimales, et on obtient ainsi autant de chiffres décimaux que l'on veut, ce qui permet d' avancer la virgule de3n rangs vers la droite, et d'avoir la partie entière du produit de A par 10"*.
Dans la pratique, lorsqu'on veut avoir les valeurs approchées par défaut de la racine cubique d'un nombre donné, A, on développe le nombre A en décimales, si cela est nécessaire ; on poursuit ce développement aussi loin que Ton
veut, soit à Taide de zéro, s'il est limité, soit à Taide de la période ou par la division, s'il est illimité, et Ton extrait la racine cubique du nombre ainsi formé, à la façon ordinaire, comme si on voulait obtenir la racine cubique à une unité près, c'est-à-dire en ne considérant d'abord que les tranches de la partie entière; puis, ce\a fait, on met une virgule à droite du chiffre des unités de la racine, et l'on continue l'opération toujours de la même façon, en abaissant à chaque fois trois chiffres décimaux à droite du reste obtenu, de telle sorte que la, partie décimale soit ainsi régulièrement par. courue de gauche à droite. Si l'on s'arrête au n« chiffre décimal, on a la valeur approchée de la racine à — rj près et par défaut.
Nous sommes donc encore ici en présence d'une opération, en général illimitée, et qui donne lieu, comme le
développement de - en décimales, aux remarques suivantes :
i^ Les valeurs approchées par défaut d'une racine cubique, à une unité près, à un dixième près, à un centième près, etc., forment une suite croissante, dont chaque terme se déduit du précédent par l'addition, sur sa droite, d'un nouveau chiffre décimal, qui peut être nul. Deux valeurs approchées par défaut et consécutives peuvent être égales. Elles seront toutes égales, à partir d'un certain rang, si le développement est limité.
2** Les valeurs approchées par excès forment une suite décroissante, dont chaque terme se déduit du précédent, en lui enlevant une unité du dernier ordre décimal qui y figure, et en lui ajoutant une unité au moins, 10 unités au plus de l'ordre décimal suivant. Deux valeurs approchées par excès et consécutives peuvent être égales. Il n'arrive pas, dans l'opération actuelle, que toutes les valeurs approchées par excès soient égales (n* 135).
3** Si Ton connaît une valeur approchée par défaut quel conque, on aura celles qui la précèdent en supprimant des chiffres décimaux sur sa droite.
4* Si Ton porte sur une droite, à partir d'un même point 0 et dans le même sens, vers la droite, par exemple, des lon-
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gueurs OAj, OA^, , OAji, , mesurées par les valeurs
approchées par défaut, et des longueurs OB,,OBj,...,OBjj.,..., mesurées par les valeurs approchées par excès, le point mobile qui décritTensemble des points Aji marche de gauche à droite, quand fx augmente, ou reste immobile, à certains moments, et celui qui décrit Tensemble des points B(i marche de droite à gauche, quand fx augmente ou reste immobile, à certains moments ; le premier point est toujours à gauche du second et la distance qui les sépare tombe audessous de toute longueur donnée à Tavance, quand [i est
assez grand, car cette distance, AtiB(i, a pour mesure
lOi^
On voit donc qu'entre les deux ensembles de points, il ne peut y avoir qu'un seul point delà droite. A; on admet que ce point existe ; on le nomme point-limite commun aux ensembles A(i et B(jL, et la longueur qu'il définit nous servira plus tard à définir la racine cubique exacte du nombre donné.
Si les valeurs approchées par défaut sont toutes égales, à partir d'un certain rang, [a = A:, c'est le dernier des points A(i, le point A*, qui est le point-limite de l'ensemble des Bix.
Dans le cas actuel, on ne connaît pas la loi de formation du nombre décimal illimité dont nous venons de parler (n^ 135).
Comme exemple, nous donnons ici le calcul de la racine
RACINE GUBIQUB
cubique du nombre décimal 3,141692653589793238, à une unité près du 6* ordre décimal :
i02Hl ^
Dans cet exemple, les calculs auxiliaires sont réduits au minimum.
Les valeurs approchées par défaut sont 1 ; 1,4 ; 1,46 ; 1,464; 1,4645; 1,46459; 1,464591.
Les valeurs approchées par excès sont 2; 1,5; 1,47; 1,465; 1,4646; 1,46460; 1,464592.
Deux des valeurs approchées par excès sont égales, la cinquième et la sixième.
On peut se proposer aussi de calculer les valeurs appro-
chées de la racine cubique d'un nombre A, à - près, -
étant im nombre fractionnaire quelconque. Pour cela, il
faut trouver le plus grand multiple de - dont le cube soit
contenu dans A ; il faut donc trouver un nombre entier x tel que Ton ait la double inégalité
En multipliant ces trois nombres par ^ i on a la double
inégalité
Ao'
qui montre que x est la racine cubique à une unité près du nombre -—• • Donc
Pour avoir la racine cubique du nombre A à - près, on
multiplie ce nombre par le cube du nombre fractionnaire renversé^ on prend la partie entière du produit, on extrait la racine cubique de cette partie entière à une unité près, et on
multiplie le nombre ainsi trouvé par -•
EXERCICES
i* Extraire les racines cubiques des nombres 103823, 238328 et t 79592582707.
et
2*^ Calculer, à un millième près, les racines cubiques des nombres entiers depuis 2 jusqu'à 9.
R . y2=ii ,259, y^ = i ,442,
yfz=: 1,912, yw= 2, yw= 2,o8o.
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3<> Trouver un nombre tel que le carré de sa moitié, multiplié par le nombre lui-même, donne pour produit 59582.
4® Le cube d'un nombre et celui de son dernier chiffre sont terminés par le même chiffre. Trouver les chiffres qui terminent les cubes. Peut-on en conclure qu'un nombre donné n'est pas un cube ?
5** Démontrer que les cubes parfaits sont de la forme 9n dz i ou 9n.
ô'^ Si un nombre est premier, son cube surpasse le nombre lui-même d'un multiple de 24.
7* Trouver deux nombres consécutifs connaissant la différence de leurs cubes. Appliquer la méthode au cas où la différence des cubes est 611557.
R. 451 et 452.
80 Trouver deux nombres différant de 2k unités et dont la différence des cubes est donnée. Appliquer la méthode au cas de A = 3, la différence entre les cubes des deux nombres étant
R. 7 et 13.
9° Trouver trois nombres consécutifs connaissant leur produit. Eic. : le produit donné est 2730.
R. 13, 14 et 15.
10° Trouver trois nombres différant chacun du précédent de deux unités et dont le produit soit donné. Eœ, : le produit donné est 1287.
R. 9, 11 et 13.
11^ Si p désigne un nombre impair plus grand que 63, il y a toujours un cube parfait dans la seconde moitié de l'ensemble
12^ Trouver un nombre connaissant le produit de son carré par le nombre lui-même augmenté de ^. Ex. : le produit donné est 1694.
3fâ
13* Trouver combien il y a de cubes parfaits compris entre deux nombres donnés.
14" Établir les deux égalités
aS — Ô3 — (a _ i,)(a2 -^ab-h b^) et a3 -h 63 z= (a + b)[a^ — ab + b^).
1o° On connaît la somme de deux nombres et la somme de leurs cubes ; trouver leur produit. Trouver les deux nombres. ^43?* : la somme des deux nombres est 109, la somme de leurs cubes est 342151.
R. 47 et 62.
16° On connaît le produit du carré d'un nombre par le cube d'un autre nombre, et le produit du cube du premier nombre par le carré du second ; les deux nombres sont premiers entre eux* Trouver ces nombres.
n° On connaît le produit d'un nombre par le carré du second et le produit du second par le carré du premier. Trouver ces nombres.
18^ Condition nécessaire et suffisante pour que la fraction r soit sa racine cubique à - près.
19° La différence entre le cube d'un nombre premier et ce nombre ne contient aucun facteur premier supérieur à ce nombre.
CHAPITRE III
NOMBRES INCOMMENSURABLES OU IRRATIONNELS o
147. Définition des nombres incommensurables ou Irrationnels. — Lorsque, dans la division des nombres entiers, nous nous sommes trouvé en face d'une opération généralement impossible, la nécessité de créer un nouveau symbole numérique pour représenter un quotient exact s'est imposée à notre esprit. La théorie de la mesure des longueurs nous a fourni immédiatement ce nouveau symbole, — que nous avons appelé un nombre fractionnaire, — et cette même théorie nous a indiqué les principales propriétés des nouveaux nombres.
Actuellement, nous venons de traiter deux opérations, en général impossibles aussi, quand on se borne à l'emploi des nombres entiers ou fractionnaires : la racine carrée et la racine cubique. Nous avons vu que, dans la plupart des cas, il n'y a pas de nombre rationnel {nombre entier ou fractionnaire) qui, élevé au carré, ou au cube, reproduise un nombre rationnel donné, A. Nous n'avons donc pu définir ni la racine carrée exacte, ni la racine cubique exacte, et nous nous sommes borné à étudier des opérations approchées, définies, d'ailleurs, d'une manière imiforme.
La théorie de la mesure des longueurs va nous permettre
(*) Le lecteur désireux de posséder complètement le mécanisme nouveau, fera bien de compléter la lecture de ce chapitre et du chapitre complémentaire, par la lecture des quarante premières pages de l'excellent ouvrage de M. J. Tannery « Introduction à la théorie des fonctions d'une variable. »
encore de lever cette difQculté: elle va nous procurer de nouveaux symboles numériques qui nous donneront, quand cela sera nécessaire, la racine carrée ou cubique exacte d'un nombre rationnel, et même, comme nous le verrons dans la suite, la racine carrée ou cubique exacte de Tun quelconque des nouveaux nombres, et des racines d'ordres plus élevés. La même théorie nous conduira aussi aux principales règles de calcul concernant les nouveaux symboles.
Supposons donc, comme cela a été fait antérieurement, que nous ayons choisi une certaine longueur, U, pour unité (n° 102), et que nous voulions mesurer une longueur incommnnsurable avec l'unité, c'est-à-dire ne contenant aucune partie aliquote de l'unité un nombre exact de fois. De pareilles longueurs existent : la géométrie nous apprend que la diagonale du carré construit sur l'unité de longueur est dans ce cas ; d'ailleurs la suite des développements que nous abordons maintenant, va nous conduire à former de telles longueurs, sans qu'il soit nécessaire de rien emprunter à la géométrie, en dehors de l'idée même de longueur. — Une pareille longueur n'est pas mesurable, à l'aide des nombres employés jusqu'ici.
Soit A une longueur incommensurable avec l'unité, U; divisons l'unité en n parties égales, n étant un nombre entier quelconque, et formons les multiples de cette partie
aliquote de l'unité, -; par hypothèse, aucun d'eux n'est
égal à A, mais ils finissent par dépasser A et cette longueur est comprise entre deux d'entre eux, consécutifs, à condition toutefois de regarder une longueur nulle comme étant un multiple de quelque longueur que ce soit (*) ; ces
deux multiples ont pour mesures — et » m pou-
{*) Cette idée, relative à la longueur nulle, correspond exactement à cette idée arithmétique que 0 est multiple de tout nombre.
vant être nul. Les deux nombres ainsi obtenus, — et »
s'appellent les mesures approchées de A, par défaut et par
excès ^ à - p7*ès. Il est clair d'ailleurs que le nombre m ne
peut être toujours nul, et qu'il croit môme indéfiniment
avec n, sans quoi le nombre finirait par être
moindre qu'un nombre quelconque et la longueur que ce nombre mesure, au-dessous d'une longueur quelconque; mais cette conséquence est absurde, puisque la longueur
mesurée par le nombre est supérieure à A.
Choisissons maintenant d'une manière quelconque une suite infinie de nombres entiers quelconques et croissants,
**ll ^81 ^8» 1 W|lï
et considérons, pour chacun d'eux, l'une des mesures ap-
prochées de A à — » —, , — , , près. Appelons
n, fij n^
A|, Aj, , Ajj^,
les longueurs mesurées par les nombres considérés. Cette suite infinie de longueurs,
''^11 ^%y 1 Aj^,
jouit des deux propriétés suivantes :
V Quelle que soit la longueur L, (ayant pour mesure le nombre rationnel e), si petite qu'elle soit, il y a toujours un nombre entier, /), tel que, pour toutes les valeurs de ji supérieures à p, on ait constamment
(•) On appelle différence entre deux longueurs distinctes, la longueur qu'il faut ajouter à la plus petite pour avoir la plus grande. Si Ton ne sait pas laquelle de deux longueurs A et A» est la plus grande, on représente cette différence par |A«— A| ou |A — AJ et cette écriture symbolique se lit « valeur absolue de An moins A » on « valeur absolue de A moins A^». Ceux qui ont lu les chapitres complémentaires de cet ouvrage comprendront sans peine la raison de cette désignation.
En effet, quel que soit l'entier p, on a toujours, pour les va-
leurs de fx supérieures à p, — < — et L^^ < Lp, en
appelant L„ et Lp les longueurs ayant pour mesures — et
Ut
— D'ailleurs, d'après la manière même dont on a obtenu rip
Aj^, on a jAjj^ — A| < LjjL et, a fortiori, \k^ — A| < Lp ; or, on peut prendre p assez grand pour que Lp soit moindre que Lg : il suffit que leurs mesures vérifient Tinégalité
— < e , OÙ - < fip ; et ceci est sûrement réalisé, pour
Tlp E
un certain indice, p, puisque les nombres n^ finissent par dépasser tout nombre donné. On a donc, dès que l'indice \i atteint et dépasse le nombre p,
|Aj,-A|<L^<Lp<L,.
On exprime cette propriété qu'ont les longueurs A^j^ de différer aussi peu que Ton veut de la longueur A, quand ji est assez grand, en disant que la suite
A|, Aj, , Ajji^,
a pour limite la longueur A.
On modifie à peine cette conception, en portant sur une même droite, dans le même sens, et à partir d'un certain point 0, les longueurs A et k^. Les extrémités des longueurs k^ finissent par être aussi voisines que l'on veut de
0 " ÀjÂ. Â^ À a7
l'extrémité. A, de la longueur OA, et le point A s'appelle
le pom^-/imi<e de l'ensemble des points A,, A,, ...., A^j^,
2* Il y a toujours un entier, p, tel que, pour toutes les valeurs de ji et fx' supérieures à p, on ait toujours
li, étant, comme précédemment, une longueur commensu-
rable avec Tunité, arbitrairement choisie, aussi petite que Ton veut.
Cela résulte de ce qui précède. Soit, en effet, p rentier tel que, pour fjt > p, fx' > p, on ait simultanément
|A^,-AI<Îl, et |A-A^|<iL„
on aura nécessairement \k^, — k^\ < Lg ; car si le point K est compris entre les points A^j^ et A^^,,
on a |Aj,, — Aj,| = [A^^, — A| -4- |A — k^\ ,
et si le point A n'est pas compris entre les points k^ et
A|jlM
on a toujours
|A^,-A^| = |A^,-AI-|A-A^| ou . |Aj^, — Ajj,| = |A — Ajj^l — |Aj^, — A|.
Par conséquent, on a toujours
|Ah.'-Aj,|<|A^,-A| + |A-A^|.
Or chacune des deux longueurs indiquées dans le second membre est inférieure à la moitié de Lg, si fx et fx' surpassent le nombre p déterminé comme il a été dit antérieurement; donc, dans les mômes conditions, la longueur mdiquée dans le premier membre est inférieure à Lg. On exprime cette propriété qu'ont les longueurs de la
suite A,, Aj, , Ajj^, de différer les unes des autres,
aussi peu que Ton veut, quand les indices sont assez grands, en disant que la suite des longueurs A^j^ est convergente.
Désignons la suite des nombres qui mesurent les longueurs k^ par
ûi, «a» î ^
Cette nouvelle suite jouit de la seconde propriété : elle est convergente, car Tinégalité
se traduit arithmétiquement par
et cette nouvelle inégalité a lieu dans les mêmes conditions que la première.
Mais rien ne nous permet d'affirmer que la nouvelle suite jouit de la première propriété, car nous ne connaissons actuellement aucun nombre que Ton puisse attacher à la longueur A et qui puisse servir de limite à cette suite.
— Nous allons montrer maintenant que, réciproquement, toute suite infinie et convergente de nombres rationnels, conduit nécessairement à Tidée de limite.
Considérons, en efi'et, une pareille suite
et considérons, en même temps, les longueurs qui ont ces nombres pour mesures,
■^lî ^2'i 1 -^{JLî î
portons toutes ces longueurs sur une même droite, dans le même sens et à partir d'un même point, 0. Nous allons faire voir que, à mesure que le rang grandit, on peut enfermer les extrémités de ces longueurs dans des intervalles de plus en plus restreints et se contenant mutuellement.
A cet effet, nous choisissons une suite infinie quelconque de nombres rationnels, décroissants et tombant au-dessous de tout nombre, quand leur rang est assez éloigné,
et nous désignons par
El, Ej, , EjjL, . ...,
les longueurs indéfiniment décroissantes que ces nombres mesurent.
La suite donnée étant convergente, il y a toujours un entier p,, tel que, pour les valeurs de fx et fx' supérieures à p„ on ait toujours
\%' — «ni < ^1» et, par suite, |A^. — A^j^l < Ej. Nous choisirons p^ de façon que ces deux inégalités aient lieu à partir de pi môme, et nous pourrons alors donner à Tun des indices la valeur p,, de sorte que Tinégalité, plus particulière, \A^ — ApJ < Ej, ait lieu pour toutes les valeurs de fx, qui viennent après pj. — Dès lors, toutes les
0 B, Ap, b;
longueurs A^j^ qui suivent Api, sont comprises entre les deux longueurs OB^ = kp^ — E^ et OB', = Ap, + E, , et les points A„ tombent tous, à partir de fx==p4, entre les deux points B, et BJ, dans l'intervalle B^B'^, d'une longueur totale égale à SE,.
Il y a de même un entier p„ tel que pour tous les indices fx et jx', égaux ou supérieurs à pj, on ait
l^ïx/ — «|xl < h^ et, par suite, lA^^^, ■— A^\ < Ej, ou, en particulier, |A — ApJ^ < E^.
Dès lors, les extrémités des longueurs k^ qui suivent Ap,, tombent toutes entre les extrémités des deux longueurs OBa = Ap, — Ej, OBi = Apj+Ea. Il nous reste à placer maintenant le nouvel intervalle, BjBg, par rapport au premier, BjBJ. Pour cela nous remarquons d'abord que p, n'est pas plus petit que p,; car, dès que Ton a «jjL' — «nl< h^ oû a aussi \a^t — ajj^|< e,, puisque e, est plus grand que e^; donc, à partir de l'indice p^, on a \a^f — a^\ < e, ; mais cette inégalité peut avoir lieu avant, et si l'on avait pris p, > pg, c'est que le nombre pi eût été mal choisi (*). Par conséquent, la longueur Ap, ne vient
(*) Le nombre pi indique en effet le plus petit indice à partir duquel Hnégalité |a„' — a„\ •< e| a lieu.
pas avant Ap, et elle tombe dans Tintervalle BjBJ. Deux cas peuvent alors se présenter : ou bien, en portant à partir du point Ap, deux longueurs égales à Ej, les deux points obtenus Bj et Bi, tombent entre B^ et Bj, ou bien Tun
d'eux tombe en dehors A.,. de cet intervalle ; si
cette dernière hypothèse se réalise, on peut supprimer la portion du nouvel intervalle qui est extérieure à l'ancien, soit BJBi soit BjBj, car les longueurs qui suivent Ap„ suivent A^j, et ne peuvent tomber en dehors de Tintervallc BiBj.
On voit donc que dans les deux cas on a formé un nouvel intervalle, tout entier contenu dans le premier, d'étendue inférieure ou égale à SE,, et à Tintérieur duquel tombent toutes les extrémités des longueurs qui suivent A;^. Nous continuerons à désigner les extrémités de cet interviille par B,B^. Et ainsi de suite.
Les extrémités les plus rapprochées de 0, B„ Bj, B,,
sont toutes à gauche des points Bi, B'a, Bi...... et se dé-
placent de gauche à droite, ou restent stationnaires ; les
extrémités les plus éloignées, BJ, B^, BJ, sont toutes
h droite des points Bj, Bg, Bg, et se déplacent de droite
h gauche, ou restent statioimaires. Entre ces deux groupes de points, il ne peut pas y avoir deux points différents de la droite, A et A', sans quoi la longueur B^^B' serait supérieure en étendue à une longueur fixe AA', tandis qu'elle ne dépasse pas ^E^, longueur qui tombe au-dessous de toute longueur donnée, quand [x grandit indéfiniment.
On admet qu'entre ces deux ensembles il y a un point Àf ), et ce point se nomme le potn^/imtVe commun aux trois
ensembles Bi, Bj, B^, TBÎ, Bi, B|^, , et
Ap Ag,...., AjjL, La longueur OA s'appelle la /onjfuewr-
limite des longueurs OA^; elle est aussi la limite des longueurs OBjj^ ou OB'^.
La suite dont nous sommes parti est une suite infinie, rationnelle et convergente quelconque, et, par suite, elle peut parfaitement nous conduire à une longueur commensurable avec Tunité, OA. Dans ce cas, le nombre a, qui la mesure, est la limite des nombres a„, d'après la définition de la limite qui a été donnée antérieurement {**); car on a \k^ — A| < 2E*, dès que p. surpasse pjt, d'où \a^— a\< Se*, dans les mêmes conditions; et le nombre 2tk est aussi petit que l'on veut.
On peut, du reste, opérer sur une longueur commensurable avec l'unité, OA, comme nous avons opéré sur les longueurs inconmiensurables, en prenant ses mesures appro-
chées à — » — > » — » près, les nombres entiers
fil, n^, , n , , croissant indéfiniment. On formera ainsi
des suites de longueurs ayant pour limite la longueur OA et, comme conséquences, des suites de nombres rationnels ayant pour limite le nombre a.
Si la longueur OA est incommensurable avec l'unité, comme nous l'avons supposé au début de tout ceci, nous ne connaissons pas de nombre qui la mesure : mais il correspond à cette longueur une idée numérique bien déterminée, car elle nous fait connaître toutes les longueurs^ commensurables avec l'unité et plus petites ou plus grandes que OA. Nous dirons alors qu'elle définit un nombre incom-
C) On ne peut pas établir rigoureusement Texistence du point-limite ; mais i*hypothëse que ce point existe n*a rien d'arbitraire : elle s'impose nécessairement à Tesprit humain.
(**) Se reporter aux no« 115 et 122.
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mensurable^ a, qui partage tous les nombres rationnels en deux ensembles : Tnn contenant le nombre 0 et les nombres qui mesurent les longueurs plus petites que OA; Taulre, contenant les nombres qui mesurent les longueurs plus grandes que OA. Nous regarderons ce nombre comme étant attaché à la longueur OA, comme mesurant la longueur OA. Nous appellerons encore de pareils nombres des nombres irrationnels.
De cette façon, nous aurons un symbole numérique qne nous ne pourrons pas représenter à la façon habituelle, par chiffres, mais qui pourra toujours être comparé aux autres nombres, en se rappelant qu'il mesure une longueur donnée, OA.
148. Nombres égaux, Inégaux; divers modes de représentation. — Inverse d'un nombre. — Nous dirons que deux nombres sont égaux ou inégaux^ suivant qu'ils mesurent des longueurs égales ou inégales, et nous classerons les nombres dans le môme ordre que les longueurs qu'ils mesurent.
Nous pourrons alors évaluer, à l'aide de nombres rationnels^ un nombre irrationnel donné, avec autant d'approximation que nous voudrons, et assigner des limites supé- I loures à la différence (*) entre deux nombres quelconques. Alors nous pourrons dire, par une extension toute indiquée de l'idée de limite, qu'un nombre irrationnel, a, est la limite de la suite infinie, rationnelle et convergente qui le définit.
Au point de vue du calcul, il est avantageux de débarrasser autant que possible chaque nombre de l'idée de longueur et de ramener tous les calculs à effectuer sur les nouveaux nombres à des calculs ordinaires. Nous parvien-
(*) Nous appellerons évidemment somme ou différence de deux nombres, U^ aumbre qui mesure la somme ou la différence des longueurs mesurées par cou nombres.
drons sans peine à ce résaltat, en définissant un nombre irrationnel, a, mesure d'une certaine longueur A, comme la limite d'une suite infinie, ratioimelle et convergente
de nombres qui mesurent un certain système de longueurs ayant pour limite A.
Les nombres rationnels peuvent aussi être obtenus comme limites de pareilles suites : le nouveau mode de représentation des nombres n'exclut donc aucun des nombres antérieurement connus.
Tout nombre, rationnel ou irrationnel, est susceptible d'être représenté par une infinité de suites du genre de celles que nous avons rencontrées : car il y a une infinité de manières de choisir une suite infinie et croissante
de nombres entiers n^^ n„ , n„^, , et, par suite, de
former des suites convergentes de mesures approchées d'une longueur donnée, A; et même, avec une suite déterminée de nombres entiers croissants, n , on peut former une infinité de suites de mesures approchées, en variant U loi suivant laquelle Tune d'elles contient, pour certains indices, des valeurs approchées par défaut, pour d'autres, des valeurs approchées par excès.
En particulier, on pourra prendre des valeurs approchées
^ w m im ' i^ p"*'- ^'' ''*'*''"' ^pp'*"-
chées jouissent encore ici des propriétés signalées, à propos des développements décimaux que nous avons déjà rencontrés.
. 1* On passe d'une valeur approchée par défaut à une valeur approchée par excès, en augmentant la première d'une unité de l'ordre décimal de son dernier chiffre. Ceci résulte de la définition même des valeurs approchées par
défaut et par excès f -^ et -^ \ .
2* Les valeurs approchées par défaut forment une suite
croissante (dont les termes ne vont jamais en diminuant). Les valeurs approchées par excès forment une suite décroissante (dont les termes ne vont jamais on augmentant).
les deux valeurs approchées
Car soient — :: et
à — :: près; elles sont reliées au nombre a par la double inégalité
or cette double inégalité peut s^écrire
on multipliant par 10, haut et bas, chacun des deux nombres
^^^♦1 ^jt-i
a hf.
fractionnaires qui y figurent. D'ailleurs les valeurs appro-
chées à ~~^i près sont des multiples consécutifs de TTilTi'
et comprennent le nombre a : ils sont donc compris entre les deux multiples précédents, Tun d'eux pouvant être égal Il un de ces nombres.
Dans les figures explicatives placées plus haut, oiî a marqué i lOoj^- ^ lQ(«,^-hi)
les onze multiples de ^TJTm' depuis —^^ jusqu'à »+i "
et l'on a désigné les premières valeurs approchées par a^j^ et ù^, les secondes, par a^j^^ et à^^i^ . Réciproquement, étant donné un développement décimal
quelconque, limité ou illimité, il donne naissance à deux suites de valeurs approchées qui jouissent de toutes ces propriétés et qui, par suite, définissent une longueur limite OA, commensurable ou incommensurable avec l'unité (n" 122, 135, 146). Le nombre qui mesure cette longueur s'appelle la valeur du nombre décimal considéré. Si deux suites infinies, rationnelles et convergentes,
ûj, a„ ...., a^, ......
définissent le même nombre, les longueurs qu'elles mesurent ont la môme limite, OA; par conséquent, au-delà
d'un certain rang, p, les longueurs corres-
-^ ^ • ^ pondantes aux nombres
des deux suites tombent toutes dans un intervalle, BB', ayant pour milieu le point A et arbitrairement choisi. En d'autres termes, ayant arbitrairement choisi le tiombre rationnel c, on peut toujours trouver un entier p, tel que pour toutes les valeurs de ji supérieures à p on ait
Réciproquement, si cela a lieu, les deux suites conduisent à la même longueur limite OA. Car soit A la limite de la suite des longueurs A^^ qui correspondent aux nombres de la première suite, il y a, quel que soit s, un entier p, tel que, pour les valeurs de (x supérieures à p, on ait
lAj,— A|<-L., et |Bj,— Aj,|<-L,; on a donc, dès que
fx surpasse p, |Bjj^ — A| < L, ; ce qui montre que la suite des longueurs B^^^ a pour limite la longueur A.
On peut adjoindre au critérium d'égalité que nous venons de trouver, une autre règle souveçnt commode et presque évidente : si Pon sait que deux nombres a et b sont toujours compris entre deux nombres variables a» et h^y et dont la
différence tend vers 0 (*), on peut affirmer gîte les deux nombres 9l et h sont égaux. Car s'ils étaient distincts, les longueurs qu'ils mesurent seraient différentes, et la longueur variable, comprise entre les extrémités des longueurs OAj^ et OBjj^, qui correspondent à a^ et h^^ serait supérieure
à la longueur AB ; elle ""q irli B B~ ^^ pourrait donc pas
^ ^ tomber au-dessous de
toute longueur donnée, ce qui est cependant admis.
Si deux suites infinies, rationnelles et convergentes, définissent des nombres différents, les extrémités des longueurs Ajj^, qui représentent les nombres de la première suite, et celles des longueurs B„, qui représentent les nombres de la seconde suite, finiront par tomber dans des intervalles absolument distincts, ayant pour milieux respectifs les deux points A et B (**), et d'étendues moindres qu'une
longueur choisie à l'a-
1 i' i i' vance, aussi petite que
0 A B l'on veut. Si donc B dé-
signe la plus grande des deux longueurs, et h la mesure d'une longueur rationnelle plus petite que AB, on aura à partir d'un certain rang
Réciproquement, si cela a lieu, il est clair que les longueurs Bjj^ ont une limite au moins égale à A + La (U étant une longueur de mesure A), et, par suite, supérieure à A.
C'est donc à ce caractère, purement arithmétique, comme les précédents, que nous reconnaîtrons qu'un nombre b est supérieur à im nombre a.
(*) On dit qu'un nombre variable tend vers 0, quand il tombe au-dessous de tout nombre donné, à un certain moment. (**) Les notations actueHes ont les mêmes sens que précédemment'
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Pour terminer ce paragraphe, nous allons définir Vinverse d*nn nombre a.
Considérons un nombre quelconque, a, autre que 0, et défini par la suite infinie, rationnelle et convergente,
«!,«,, a„, , et soit A la longueur qu'il mesure.
Les longueurs qui représentent les nombres a^, se rapprochant de plus en plus de la longueur OA, on peut être
assuré qu'au-delà d'un certain rang, il n'y a ""o L î Â^ i' plus de longueurs nul-
les parmi elles, et qu'elles sont même supérieures à une certaine longueur La, inférieure à A, et ayant pour mesure le nombre rationnel A. Rien ne nous empêche d'ailleurs de commencer la suite à ce moment, car nous pouvons négliger au début d'une suite infinie autant de termes que nous voulons.
Cela posé, considérons la nouvelle suite
il i .
elle aussi est convergente, car on peut écrire
et Ton est ainsi conduit à l'inégalité
1 LI/lVU^I
puisque le nouveau dénominateur. A', est moindre que l'ancien, a^a^\ or, nous pouvons toujours rendre le second membre moindre qu'un nombre rationnel quelconque, e ; il suffit de poser \a^^ — a^}^ < A's, inégalité certainement réalisée, dès que }k et }3! sont assez grands, puisque la suite des a^ est convergente. La nouvelle suite est donc convergente ; par suite, elle définit un nombre, 6, que l'on
représente par -i et qu'on appelle Vinverse du nombre a.
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Quelle que soit la suite que ron prenne pour définir le nomare a, on arrive toujours au même inverse. — Car si l'on prend deux suites convergentes, définissant le nombre a,
«Il «i» 7 «p
et si Ton suppose qu'elles ne contiennent que des nombres supérieurs à un certain nombre rationnel, A, il est aisé de montrer que les deux suites
il 1
définissent le môme nombre ; en effet, la différence entre deux termes de même rang est
%<^Il
et ce second nombre est inférieur à
' «^ r - or, ce-
iui-ci est inférieur à un nombre quelconque, e, dès que i^ atteint et dépasse un certain entier jo, puisqu'on peut toujours aller assez loin dans les deux suites données pour que la différence {a^^ — a^\ soit moindre que hh. Donc, etc.
Les inverses de deux nombres différents sont classés en sens
opposé des nombres euxmêmes.
Car, soient a et A
deux nombres non nuls,
. et définis par les suiteb
infinies, rationnelles el
convergentes,
0 JL, B
ài, ^2»
•1 i*tl,> •1 V
NOMBRES INGÔMMËNStnElÂBLES OU IRRATIONKBLS 329
Au-delà d'un certain rang, les longueurs qui représentent les nombres de ces suites ont pour extrémités des points qui tombent dans des intervalles aussi restreints quo. Ton veut et ayant pour milieux respectifs les points A et B ; cos longueurs sont donc alors toutes comprises entre deux longueurs commensurables avec Tunité, La et La, prises arbitrairement, Tune au-dessus de OA et OB, à la fois, ; l'autre, au-dessous. Nous pouvons d'ailleurs supposer que les suites commencent à ce moment. Si, d'autre part, nous supposons a > ô, nous aurons, à partir d'un certain rang, a^> à^-i-ly l étant un certain nombre rationnel, et, par suite,
puisque a^^ — ^ji > ' ^t a^b^ < A:*. Nous avons donc
au-delàd'un certain rang. Donc rinverse de b est plus graiid que rinverse de a,
La mesure d'une longueur B, lorsqu'on prend une longueur A pour unités est IHnverse de la mesure de A, B étant prise pour unité
Si les deux longueurs A et B sont commensurables entre elles, c'est-à-dire s'il y a une partie aliquote de A qui soit aussi partie aliquote de B, le théorème est évident : car soit C cette partie aliquote commune ; supposons-la contenue n fois dans A et « fois dans B ; le nombre - est la
mesure de A par rapport à l'unité B, et le nombre - » la
mesure dé B par rapport à l'unité A. Or chacun de ces nombres est l'inverse de l'autre ; le théprèmis est donc établi. Supposons maintenant que A et B n'aient pas de commune mesure, et désignons par a la mesure de A par rap-
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port à Tunité B, par ô, la mesure de B par rapport à Tunité A. Le nombre a est compris entre deax mesm*es ap-
prochées quelconques de A, par rapport à B, à - près, -
ît + 1 i P V
et : le nombre - est donc compris entre —=—7 et-
p » a ^ in-i n
Nous allons démontrer maintenant que le nombre b est aussi compris entre les mômes nombres. Pour cela, rappelons que le nombre - est la mesure d'une longueur Aj,
f moindre que A, par rapport à B ; cette longueur Ai est
commensurable avec B; par conséquent, la mesure de B
P par rapport à Ai est -9 et ce nombre exprime que B contient p fois la n« partie de A^ que nous appellerons Cj. Cela posé, puisque A^ est plus petit que A, la n« partie de A, C, est supérieure à Cj ; cette longueur C est
donc contenue au plus p — 1 fois dans B, et par suite la
mesure approchée par défaut à - près de B, la longueur A
étant prise pour unité, est au plus ^-- — ; la mesure appro-
chée par excès est donc au plus -1 et Ton est certain que h
est inférieur à -• On démontrerait de môme que h est supén
rieur à ^ , » Les deux nombres - et ô sont donc tous n-f-1 a
deux compris entre . et -•
Mais la différence entre ces deux nombres est
P_ JP_ ^ P._ ^ JP_ ^ 1 .
n n-Hi n(n-t-i) n-f-1 n'
p le nombre — -r est moindre qu'un nombre rationnel quel-
conque, supérieur à 6 ou à -> le nombre - devient aussi
petit que Ton veut, quand p et, par suite, n augmentent
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indéfiniment; donc le produit ^ . X - tend vers 0. —
Par suite, les deux nombres - et à sont égaux.
Il résulte de là que si une longueur reste fixe, et si Punité qui sert à la mesurer change^ sa mesure varie en sens inverse de Vunité.
Car soit A une longueur mesurée successivement à Taide de deux unités différentes, Ui et Us ; désignons par a^ et a%
les deux nombres qui la mesurent. Les nombres — et -
sont les mesurés de Ui et Uj par rapport à A. Si donc
D, "> U, , on a — > — » et, par suite, a^<Ca^. L'énoncé
précédent n'est qu'une façon de traduire ce résultat.
Enfin énonçons nettement les résultats suivants, qui sont des conséquences immédiates de la définition de l'inverse : .
Le nombre 0 n^a pas d'inverse.
Si b est Vinverse de a, a est aussi l'inverse de b.
149. Addllion et soustraction des nombres rationnels on irrationnels. — Étant donnés deux nombres rationnels ou irrationnels, a et 6, mesurant deux longueurs doimées A et B, il est naturel d'appeler somme de ces nombres, le nombre qui mesure la longueur-somme de A et de B.
Nous appellerons de même différence de ces deux nombres, le nonibre qui mesure la différence des deux longueurs A et B.
Supposons,, pour fixer les idées, a > 6, et désignons par A„ et B„ les longueurs qui sont mesurées par les nombres a et 6^, a^ et b^ étant des nombres quelconques des deux suites rationnelles
6j, èj, ...... b^t
Mr
ii?
qui définissent les nombres a et b. Les longueurs A» et Bj^ ont pour limites respectives A et B.
Aux deux suites
correspondent les suites de longueurs
Ai + Bj,, Aa-nBa, , A^^^-
A,-B„ A,— B„ , Aj, — Bj,,
qui ont respectivement pour limites A -hB et A — B.
En effet, quelle que soit la longueur L^, ayant pour mesure le nombre rationnel e, il y atoujours un nombre entier p, tel que pour les valeurs de (x supérieures à p, on ait toujours
\^-K\<zK
|B-BJ<.L,;
«ii+V
on a donc sûrement, à partir de cet indice, (**) |A4-B-A^--Bj,l<L, et |A-B-Aj, + Bj,l<L,;
ce qui démontre que les deux dernières suites sont conve^ gentes et ont pour limites respectives A + B et A— B. Donc les deux suites
a^ + h^, aj 4- ôj, ...
définissent les nombres a-tb et a — i, somme et différence de a et de ft.
On peut démontrer directement, sans faire intervenir ridée de longueur, que si Ton suppose les deux suites
(*) Puisque a > 6, on peut supposer les nombres de la première suite supérieurs à ceux de la seconde. (Voir ce qui précède.)
(**) Les deux différences |A'-f-B— A^j^ — Bjj^l et |A — B — A^j^ + B^^l ne dépassent pas la somme [A— >- AuJ-|-|B-;B^|. Gela a déjà été expliqué antérieurement.
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convergentes, les suites
«1 + ^1, a, -+-^8, , ûji + ^jt! f
a, — ^„ a, — ôj, , ^t*~"V
(en supposant a toujours plus grand que 6») sont convergentes, et que, par suite, elles définissent deux nombres, a et p, que Ton appellera alors la somme et la difîérence des nombres a et ^ définis par les deux premières suites. Nous aurons un exemple de ce genre de raisonnement dans la multiplication.
Les deux opérations que nous venons de définir sont des opérations uniformes^ c'est-à-dire que chacune d^elles conduit à un résultat bien déterminé.
Car si Ton considère deux suites infinies, rationnelles et convergentes, pour définir chacun des nombres a et 6,
( «1? «jî . . . . , fljj^, .... ,
( *i) *ai * V •• ••' b
les suites de longueurs qu'elles mesurent ont la môme limite, A ou B ; par conséquent les deux suites
• A, -+-B,, A,-hBj, , A^-+-Bji> ,
. Ai + Bl, A; + Bi, , A;-f-B^,
ont pour limite commune A + B ; les deux suites
ûj + ^i, «j-t-^fi «jx+^Hi' '
a'i + ^i, «i + ^i, , ''il + ^ili
définissent donc le même nombre. Môme raisonnement pour les suites relatives à la différence des deux nombres a et b.
L'addition est une opération commutative^ c'est-à-dire que Ton aa-*-ô = ô-Ha.
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En effet, les deux nombres a et & étant définis par I^ deux suites
ûjll •
ày,y .
les deux nombres a-^-b
et
*Tha
sont définis
par
les
suites identiques
• » ûj,
donc ils sont égaux.
L'addition jouit de la propriété a+0 = a. En effet, tout nombre rationnel, r, peut se définir par la suite
et, en particulier 0, par la suite
si donc le nombre a est défini par la suite
le nombre a+0 est défini par la suite identique
a,-+-0, a,-+.0, aj^H-O,
La soustraction jouit d'une propriété analogue a — 0 = a.
Il nous reste à définir la somme d'un nombre quelconque
de nombres a, ft, , /, rationnels ou irrationnels. Si les
nombres a, ^, , / mesurent les longueurs A, B, ...;., L,
nous pouvons appeler «omme de ces nombres, le nombre qui
mesure la somme des longueurs A,B, , L. Nouspouvons
aussi procéder de proche en proche, et appeler a+b+c la somme du nombre a+ft, que nous savons former, et de c; puis a+b-^c+d^ la somme du nombre a-f-ô+c et de d. Et ainsi de suite. Nous en concluons de suite que si les nombres a,, ft, , / sont définis par les suites
• • • 1 *ix*
le nombre a+^-h -f-/ est défini par la suite
fli + ^iH h/|, a^-hb^-ï h/,,..., aj^-4-*^H h/^,...
Il est facile d'établir maintenant que Taddition est une opération associative^ c'est-à-dire que pour effectuer une somme, on peut d'abord effectuer des sommes partielles, fournies par certains groupements des parties de cette somme, puis former la somme dé celles-ci.
Bornons-nous à établir que aH-6-Hc=a-+-(i-f-^), [à+c) désignant la somme b-hc effectuée. Cela résulte de ce que, si Ton désigne par
«H «Jl 1 V
*n *ji ï à
^1» ^fi 1 ^(1»
les suites qui définissent les nombres a, b et c, les deux nombres a-hb-^-c et a 4- (ô -h c) sont définis par les suites identiques
a^ + b^ + c^, a,-|-6,-Hc„ , %-^b^ + e^, ......
«l + (^-^c,), a,-4-(ft,-hc,), , ajj, + (6^-+-Cj^),
Lorsqu'un nombre a est plus grand qu'un nombre 6, la longueur A correspondant à a est supérieure à la longueur B, qui correspond à b. Il y a une longueur, C, et une seule qui, ajoutée à B, reproduit A. Il y a donc un nombre, c, et un seul qui, ajouté à i, reproduit a. Ce nombre est y excès de a sur 6, la di^érence entre d et ft, et l'opération qui donne le nombre c est la soustraction. On peut donc ainsi définir la soustraction comme opération inrerse de Taddition.
Multiplication des nombres rationnels ou Irrationnels
— Considérons deux nombres quelconques, a et i, définis par les deux suites infinies, rationnelles et convergentes,
«47 «ai » «p
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nous allons montrer que la suite
est aussi rationnelle et convergente
Coînme elle est évidemment rationnelle, îî suffit d'établir le èecond point.
Pour cela, nous désignerons par a la différence entre a^» et Ojj^, par p la différence entre b^> et b^, dételle sorte que Ton ait
V = S+* et . 6^. = 6j,+ p,
ou a^' = (i^—* et b^. = b^'\-^,
ou a^'^a^-^-a et 'b^' = b^—?,
ou a^. = a^^cL et i^t,' = b^—^\
alors la différence \a^'b^' — o^b^\ sera égale à
«^ii+P«{x + «P ou à "M^t + ap— P^jxl
ouà |paj, + «P — «^txl oui |aôj^4-paj,-ap|.
On aura donc toujours
Cela posé, désignons par y le plus grand des deux nombres a et p, ou un nombre supérieur à a et p, et les dépassant d'ailleurs d'aussi peu que l'on veut ; appelons, en outre, A:, un nombre rationnel supérieur aux nombres des deux suites a^ et b^. Nous aurons nécessairement
or on peut rendre 3k^ plus petit qu'un nombre quelconque,
e J il suffit de prendre y < ;r7 • Nous voyons donc qiic si
ok
on prend a et p moindres que -71 on a
on
IV*h-'"~Vh^'<^*'
d'ailleurs, comme les deux suites a„ et 6„ sont converçentes, les deux nombres a et p sont moindres que ^» dès
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que fx et fi' dépassent un certain nombre entier, p; donc, à partir d'un certain rang, p, Tinégàlité précédente est toujours satisfaite et la suite a^b^ est convergente.
Cette suite définit donc un certain nombre, c; nous ap* pellerons ce nombre le produit de a par b et nous le représenterons par a6, de sorte que ab = c.
La multiplication est une opération uniforme^ c'est-à-dire que quels que soient les modes de représentation adoptés pour deux nombres a et b^ elle ponduit toujours au même résultat.
Car soient
û'n «il ^1 1 «^1
deux suites infinies, rationnelles et convergentes, définissant le même nombre, a, et
*ii *2i • V »
*n *8» f *Ji,
deux suites de même nature définissant le même nombre b ; les deux suites
fli&j, a,6„ t ajj^éjj^, ,
définissent le même nombre, ou, ce qui revient au même, la différence la^6^ — a^b^\ est moindre qu'un nombre quelconque, c, dès que fx dépasse un certain nombre entier, p. Ceci se démontre par un raisonnement complètement semblable à celui employé .dans la définition du produit ab,
La multiplication est une opération commutative^ c'est-àdire que dans un produit de deux facteurs on peut échanger entre eux les deux facteurs, ou que l'on a ab = ba.
Supposons, en effet, que les deux nombres a et é soient définis par les, suites convergentes) et rationnelles
ARITHM. HUMB. 22
alors les deux nombres ab et ba sont définis par les dem suites identiques
a^éj, a,6„ , a^^^ij^^, . ...,
Ml» Mil » *,iV ;
donc ces deux nombres sont égaux.
La multiplication jouit des deux propriétés A X i = A et A X 0 = 0.
En effet, les deux nombres i et 0 peuvent se définir, dans le mode actuel de représentation, par les suites
soit alors a^^ a,, , a^, , la suite qui définit le nombre a ; les deux nombres a X i et a X 0 sont définis par les deux suites
a, Xi, flfXi, , a^Xi, ,
fliXO, a,XO, , a^XO,
et Ton obtient ainsi les deux nombres a et 0.
, Pour définir un produit de plusieurs facteurs, on procède de proche en proche : ainsi le produit a. b.c ....l s'obtient en multipliant d'abord a par A, puis le nombre obtenu; par c, puis le nouveau résultat par d; et ainsi de suite. Si Ton représente par
«1» «tï 1 %i t
*1» *i» » *jJLf f
Ci • Cm* •••••• C,
les suites qui définissent les nombres, a, ^, c, ....,/, le
nombre ab sera défini par la suite
Mil «Al • %^^^ ;
le nombre abc par la suite
Mi^u ûtVi» t «ii^piV '
etc., et enfin le nombre abc. . . 2 par la suite
«iVi--«'tf <i%b^c^, . .1^, , a^b^c^...l^,
Cette suite n'est pas altérée si Ton change Tordre des facteurs d'une façon quelconque ; elle n'est pas altérée davantage si l'on réunit certains facteurs entre eux, en effectuant leur produit. Donc :
!• Dans un produit d'un nombre quelconque de facteurs on peut écrire les facteurs dans P ordre que l'on veut;
2* La multiplication est une opération associative.
Enfin la multiplication est une opération distributive par rapport à Vaddition^ c'est-à-dire que le produit d'une somme par un nombre a est la somme des produits des diverses parties par a.
Bornons-nous à démontrer que l'on a
a(b'\-c) = ab-hac\ pour cela, désignons par
«11 «8» f «jii
^11 ^a. 1 *ji»
les suites infinies, rationnelles et convergentes qui définissent les nombres a^ b, c\ alors les suites
Û|C|, ûfjCj, , «ji^fji» •••••»
ft| -i- Cj, Aj -t- C„ , b^-^rC^, .....
sont rationnelles et convergentes et définissent les nombres ab^ ac, 6 4- c. Les deux nombres a{b -l- c) et aô -h ac sont définis par les deux suites infinies, rationnelles et con-
vei^entes,
^i{ài'^c^\ a,(6,-|-c,), ...... a^{b^-^e^), ,
a^éj + a^Cj , a,é, -+- a,c,, , a^b^ H- a^j^Cj^^, ;
or ces deux suites sont identiques ; donc elles définissent des nombres égaux.
On démontrerait de môme que les deux nombres a{b'^C'{' -hl) et ab-^^ac-h- -Hn/ sont égaux.
Lorsqu'on écrit le nombre ab-hac-h 4- a/ sous la
forme a{b -hcH- -+-^ on dit que Pon met a en facteur (*).
Telles sont les principales propriétés de la multiplication.
DlTision des nombies rationnels ou irrationnels
Nous définirons la division comme opération inverse de la multiplication. Étant donnés deux nombres a et 6, dont Tun, 6, n'est pas nul, nous appellerons 9u(7^ien^ de a par b un nombre c qui, multiplié par 6, reproduit a. Les deux
nombres a et 6 se nomment dividende et diviseur ; le
a quotient, c, se représente par le symbole r-
Nous allons montrer d'abord que le quotient existe ; pour c^a, il nous suffit de rappeler que le nombre non nul, b^ a
un inverse, 7; d'ailleurs si l'on désigne par ôj, 6j, ,
(*) On peut déduire de là la règle de multiplication de deux sommes, comme au n<» 39. On peut môme en déduire le produit d*une somme S par une différenée de la forme o' — fr'-f-c', par exemple. Car soient
S = a-j-ft-hc + d et S' = o' — fr'-4-c' ;
on a S' -I- 6' = a' -H c ;
par suite, SS' + S6' =(a-f- h-hc-hdjia^ H-c'),
SS' H- Sb' r= oa' 4- 60' -f- ca' -h da' -\- ac'-hbc' + eC + de' ; or 86' = af-hbV -i- c6' -+- dô' ;
donc on a SS' = aa' -i- ba^ -i- ca' -h da^ ^ ac' -h bc' ^ ce' -h d^ -af-bb'^cb'-db'.
Ce résultat diffère du résultat relatif à deux sommes, en ce que les termes qui proviennent du terme à soustraire, doivent être aussi soustraits dans le résultat.
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*tti la suite (*) qui définit le nombre 6, son inverse y
est défini par la suite r-i r-i » r-» , pourvu que
la suite des nombres b^ ne contienne pas de nombre nul, ce que Ton peut toujours supposer (n* 148) ; il en résulte
que le produit d'un nombre b par son inverse r est égal
à Tunité. Cela posé, considérons le nombre aXr ou
T X a ; le produit de ce nombre par 6 est a X t X ^ ou
a ; donc le nombre a X r est le quotient de a par 6, et
lia l'on peut écrire aXT=TXa = T*
Il nous reste à faire voir maintenant que ce nombre est unique : pour établir ce point, il suffit évidemment de montrer que si Toumultiplieunnombrenonnul, &, pardeuxnombres inégaux, c et c'y les produits obtenus sont inégaux. Désignons, à cet effet, le plus grand des deux par c', et par
^i» ^t» » ^jt» »
M» ^î» 1 ^jfci • • • • •
les trois suites qui définissent les nombres 6, c, <f. A par^ tir d*un certain rang, p, nous aurons nécessairement b^>h et c'^> c^-^-h, A et A étant certains nombres rationnels ; par suite ^^^'^> ^^^\x.'^^^^^ ®^' ^ fortiori^ ^vPu. > *ti^jji + **- Nous voyons donc que le nombre 6c', qui est défini par la suite des nombres f^^^'^% est plus grand que le nombre 6c, défini par la suite des 6^c^. La division est donc une opération uniforme.
(*) Il est entendu que, dans cet exposé^ sauf quand cela sera dit expressémentf et plus tard, les suites employées- sont rationnelles et convergentes.
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La division jouit encore des propriétés évidentes j = a, -=0, et 3 = 1.
Cette opération se ramène à la multiplication ; il suffit, pour le voir, d'énoncer explicitement le résultat établi antérieurement : on obtient le quotient de a par b, en multipliant a par tinverse de b.
On eût pu établir autrement les résultats qui précèdent : partir des deux suites
*i» *i» t *jii •••••
qui définissent a et 6, remarquer que la seconde définissant un nombre non nul, on peut supposer tous les nombres qu'elle contient supérieurs à un certain nombre rationnel, h^ et former la suite
ai aj a
ai 0^ b^
montrer ensuite que cette suite est convergente et en conclure qu'elle définit un nombre, c. Ace moment, il est visible que le nombre c, multiplié par i, donne pour produit le nombre a ; c'est donc le quotient de a par h.
On démontrerait enfin que ce résultat est unique, en considérant d'autres suites
"I» «21 9 fljjtl • ••M
définissant les nombres a et 6, et en montrant que les deux suites
al ai a
définissent le môme nombre.
152. Déflnltton du radical arithmétique. — Soit m un nombre entier donné. La puissance m^ d*un nombre entier quelconque est un autre nombre entier, qui contient les mêmes facteurs premiers que lui, mais avec des exposants 971 fois supérieurs à ceux qu^ils ont dans le nombre donné. La puissance m« d*un nombre rationnel irréductible quel-
conque -z est le nombre irréductible r- : ce nombre est
irréductible, car les nombres a*" et p», ayant respectivement les mêmes facteurs premiers que « et p, n'ont aucun facteur commun.
Il résulte de là que si mi nombre rationnel, réduit à sa plus simple expression, n'a pas pour termes deux puissances m^ exactes, il n'est la puissance m* d'aucun nombre rationnel. L'énoncé de cette propriété s'applique aux nombres entiers,, dont chacun peut revêtir la forme fractionnaire, 7»
Cela posé, considérons un nombre, a, qui ne soit la puissance m« d'aucun nombre rationnel, — s'il est lui-même rationnel, — ou qui soit irrationnel, et cherchons les valeurs
approchées de la racine m« de a, à ttt* rr-,> » — » ••••
près. En procédant comme nous l'avoiis fait dans le cas de la racine carrée et de la racine cubique, nous appellerons
valeurs approchées par défaut et par exeès^ à — près^ de la
1 Ptt Pa + l
racine m* de a» les deux multiples de — ;: » -^ et —*
^ lO»* W 10»*
qui vérifient lia double inégalité suivante :
Désignons alors par a^, a„ a,, , a^^ la suite dçs
valeurs approchées par défaut, et par
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la suite des valeurs approchées par excès. '
La première suite est croissante^ la seconde est décroissante ; car la doiile inégalité écrite plus haut peut s'écrire ' encore
et elle montré que la valeur approchée par défaut, à TTjrjTi
très , n'est pas moindre que la précédente,- ^^^-^ de même
la valeur approchée par excès, à ^,^ près, n'est pas supé-
10(PmH-1) rieure à celle qui la précède, iZ+T^ (^^^^ ^® V^^ précède»
nM48).
La différence entre éj* et a^i est — ; elle. tend vers 0»
quand fx augmente indéfiniment.
Si donc on porte sur une droite, h partir d'un môme point 0, et dans le même sens, des longueurs
"O ~" A,Â. AJ] ^ B^ B. B»
. OAj, OA,, ...... OAii, , ayant pour mesures les nombres
ai, «2, , aji, , et des longueurs OBi, OB,, , OBjx, ,
ayant pour mesures les nombres ft^, ^j, .,..., ôy., , le
point mobile qui décrit l'ensemble des points Aji, marche de gauche à droite, ou resté stationnaire, à certains inoments, le point mobile qui décrit l'ensemble des points B{jl, marche de droite à gauche, ou reste stationnaire, à certains moments ; le premier point est toujours à gauche du second, et la distance qui les sépare, A{jlB(i, tombe, lorsque fi est assez grand, au-dessous de toute longueur. Donc, ces
deux ensembles de points ont un point-limite conimun, A, et les longueurs OA(i, OB^l ont pour limite commune OA. Le nombre, a, qui mesure cette longueur OA est la limite commune des deux suites a|i et Aji et se nomme la racine m* de a.
Nous allons établir maintenant que la puissance m« de a est égale à a. Nous nous appuierons, pour cela, sur les propriétés suivantes :
Si deux nombres sont inégaïucy leurs puissances m^ sont inégales^ et la plus grande des deux correspond au plus grand des deux nombres.
Soit, en effet, a < * ; on a a* < ai, d*après une propriété établie au début de la division, et ai < 6* ; donc a* < ô* ; de môme a' < b\ et b^a < 6' ; donc a' < 6» ; et ainsi de suite.
Si b désigne un nombre plus grand que a, on a l'égalité suivante :
Car, en multipliant la différence b — a successivement par 6»»-*, ô«-«a, ô«— V, , ona(nM2)
et la somme de ces nombres est ô"» — a»».
Revenons maintenant aux suites des a^ et b^^ qui nous ont servi à définir le nombre a. La longueur OA est toujours comprise entre OA^j^ et OB^^^, quel que soit fx ; on a donc toujours a^<Ca<Cb^\ d'où «]!<«'"< ^ ; d'autre part, à partir d'un certain rang, p, les longueurs des deux suites sont moindres qu'une certaine longueur La, supérieure à OA, et. ayant pour mesure le nombre rationnel A. On a donc d'abord,.
bm — flw = (j — a Kô'"-*-f-6"»-*a 4- 4-a!?~*)f'
*'\i, *•(! yy^ ^^ii'^ jA H- i*^^ ^^ H» '•
6t ensuite,
im m ^ mA"»"*
Cette différence tenH vers 0, quand l'indice fx augmente Indéfiniment ; donc les deux nombres a et a»», tous deux compris entre a^ et A^, sont égaux.
Nous appellerons donc racine m* de b, onradical arithmétique (tordre m portant sur un nombre a, un nombre a qui, élevé à la puissance m, reproduit le nombre a. Nous désignerons ce nombre par le symbole "\Ja^ qui se Ut : racine m* de a.
Un nombre n^a qu'une racine m* ; car les puissances m*' de deux nombres distincts sont distinctes.
La racine m* de 0 est 0; celle de 1 est i. yâ doit être considéré conmie égal à a, V^ n'a aucun sens. La racine carrée se représente par yâ ou, pour abréger, par ^a
Il nous reste maintenant à montrer qu'on peut définir le nombre a d'une infinité de façons, à l'aide de suites convergentes. Pour cela, considérons une suite infinie de nombres entiers croissants
'^ti*
et prenons à chaque fois les valeurs approchées de la racme m* à -> —, , —, près,.c est-à-dire, pour — »
les deux nombres -t et -i tels que Ton ait
« fp U^istn
nous aurons nécessairement, diaprés ce qui a été dit plus haut,
si donc nous formons une suite infinie de nombres rationnels,
^1» ^t» • • • • > C|jt»
en prenant à chaque fois Tune des deux valeurs approchées,
la suite ainsi obtenue aura pour limite le nombre «. Car le
nombre « est compris entre e^. et la seconde valeur appro*
chée qui correspond au nombre n|& ; par conséquent la difTô-
rence entre a et le nombre c^ est moindre que la différence
entre les deux valeurs approchées qui correspondent au
nombre n|i, c'est-à-dire moindre que — • cette différence
tend donc vers 0, quand Tindice [a augmente indéfiniment. Ce qui précède nous montre qu'il existe des longueurs incommensurables avec Tunité de longueur. Car si nous considérons un nombre qui ne soit pas un carré parfait, par exemple le nombre 3, et si nous désignons par a la racine carrée de ce nombre, définie comme il a été dit, à Taide d'une longueur-limite OA, nous aurons a* = 3 ; d'autre part, nous savons que « n'est pas un nombre rationnel ; donc la longueur OA n'estpascommensurable avec l'unité. Nous eussions pu choisir pour exemple toute autre racine d'un nombre rationnel, pourvu que l'on eût constaté à l'ap vance que cette racine est irrationnelle.
153. Calcul des radicaux ai'ltbmétiques. -— > On appelle indice d'un radical, ^â, le nombre m. Si un radical porte sur une puissance de a, op, le nombre p s'appelle l'c^posant du radical.
1* Le produit de deux radicaux de même indice est un radi" cal de même indice portant sur le produit des nombres placés sous les radicaux.
Il s'agit de démontrer que l'on a
Pour cela, désignons par a, p, y les valeurs des trois radicaux et élevons les deux nombres a^ et ^ h la puissance m ; nous aurons («p)*» = «"*?»" et y". Or «»" = a, p» = A, yw = (li ; donc Y"* = (*?)"*• Les deux nombres Y et ap ont même puissance m* ; donc ils sont égaux.
On démontre de la même manière le théorème suivant, qui est une généralisation du premier.
2* Le produit d'un nombre quelconque de radicaux de même indice est un radical de même indice portant sur le produit des nombres soumis aux divers radicaux»
3* Le quotient de deux radicaux de même indice est un radical de même indice portant sur le quotient des deux nombres soumis aux radicaux.
Il s'agit de démontrer que Ton a
"Va _ m/â
Té"" Vr
Pour cela, désignons par ot, p et y les trois radicaux, et
a élevons les deux nombres r et y à la puissance m; nous
- j = g^ et Y*"- Or a« = a, p« = i et
ym — . donc Y"* = (ïï) * L®^ ^^^^ nombres Y ot ont même puissance m^ ; donc ils sont égaux. . Exemples , . v^2.v/3 = v^;
4* Pour élever un radical à une puissance^ il suffit de multiplier r exposant du radical par celui de la puissance indiquée.
Il s'agit de démontrer que Ton a"
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Or on a (75?)" = 75p.7^ 75p, (nfois)
et, d'après S"", le second membre est égal à
7«P.a^...ûP(nfois) ou 7a^+^+***+^ ou %?». Exemples : (^2)*= VS^ = Vi ;
5** Powr extraire une certaine racine d*un radical, il suffit de multiplier son indice par celui de la racine à extraire.
Il s'agit de démontrer que Ton a
^ y/a= yfa.
Pour cela, élevons les deux membres à la puissance mn ; le second donne par définition a ; pour avoir le résultat auquel conduit le premier, il suffit de se rappeler que Ton élève un nombre à la puissance mn en élevant ce nombre d'abord à la puissance n, puis le résultat à la puissance m ; on a ainsi 7^ , d'abord, puis a. Les deux membres ont donc même puissance mn^ ; donc ils sont égaux.
Cette propriété permet dans bien des cas de ramener l'extraction d'une racine à d'autres opérations plus simples. Ainsi l'extraction d*une racine quatrième se ramène à deux racines carrées successives, l'extraction d'une racine sixième à une racine cubique d'abord, puis à une racine carrée, ou à une racine carrée suivie d'une racine cubique ; etc. Ainsi
VâSe = v/Tiie = vIB = 4;
Il résulte aussi des deux dernières propriétés que :
6* On n'altère pas la valeur d'un radical en multipliant ^'indice et P exposant par le même nombre.
Ainsi •"VSïi = TÔP./
Car en multipliant Tindice par n, on extrait la racine n« du radical '^ô^, et, en multipliant ensuite Texposant par n, on élève le nouveau nombre à la puissance n'. On retombe donc sur le premier nombre.
Cette propriété peut aussi se démontrer directement, en élevant les deux membres à la puissance mnfi.
Elle peut s'énoncer d'une autre façon :
V On n'altère pas la valeur (Pun radical^ en divisant^ quand cela se peut y Vindice et t exposant par le même nombre.
On peut déduire de là une règle de simplification des radicaux.
RÈGLE. — Pour simplifier un radical arithmétique^ on divise Vindice et Peocposant par leur plus grand commun diviseur.
Exemples: VU = V^ = •8=^2^2 = v/S^i/l = 2^;
On peut appliquer les mêmes propriétés à la réduction des radicaux au même indice. A cet efTet, on choisit un multiple commun à tous les indices, M ; on divise ce nombre par Tindice de Tun quelconque des radicaux: soit M' le quotient obtenu ; on multiplie ensuite Tindice et Texposant de ce radical. par M'. En procédant ainsi pour tous les radicaux, on n*altère pas leurs valeurs respectives, et on leur donne le même indice^ M.
Exemple: ^6, Vîl, î^.
Prenons pour indice conmiuh le produit des indices, 30 ; nous aurons à multiplier Tindice et Texpos^t du premier radical par 15, Tindice et l'exposant du second radical par 10 ; enfin l'indicé et l'exposant du dernier radical par 6, Nous obtenons ainsi lés trois radicaux tygïF ^ tyjngrr^
•M2*^ = 'Vâ'ôjn
et »?/4â5 = 72^3^
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Si ron veut avoir en3uite le produit des trois radicaux donnés, on obtiendra un seul radical d*indice 30, 80^4138176 ^ 6 72**.3.7«.
* 154. Nombres irrationnels négatifs. — Si Ton désigne par a et h deux nombres ordinaires queiconcjnes, rationnels ou irrationnels, et que l'on suppose a > &, Tégalité conditionnelle fr + c = a définit un nombre c et un seul, que nous avons appris à calculer dans les diverses soustractions qui ont été exposées au cours de cet ouvrage. Mais si h est plus grand que a, la soustraction indiquée est impossible ; pour la rendre possible, il faut introduire un nouveau symbole numérique, différant par l*une de ses propriétés des symboles antérieurs. Nous remarquerons, à cet effet, que h — a existe, et nous désignerons par c* ce nombre ; nous aurons alors 6 — - a = c' ou b — e' :=z a. Pour identifier cette égalité avec Tégaiité conditionnelle ft-t-c = a, nous poserons cz=: -^c'^ nous appellerons ce nouveau nombre un nombre négatifs et nous conviendrons que b -h (— c') = & — c', c'est-à-dire que pour ajouter à un nombre positif un nombre négatif de valeur numérique moindrej on fait abstraction du signe d^ addition et on fait la soustraction qui reste indiquée.
Lies nombres ordinaires se nomment des nombres positif s ; on leur adjoint le signe -♦- ; la valeur numérique d'un nombre, abstraction faite de son signe, se nomme la valeur absolue de ce nombre.
Si Ton reprend alors tous les raisonnements déjà faits (u^* 30, 31, 32, 43, 44, 45, 46, 59) et déduits de la convention précédente et de Tobligation pour les égalités ft-f-c = a, b =. a^c^ c z= a — bf d'être équivalentes, on établit, comme cela a été fait aux D9* rappelés, les règles de calcul dfis nombres positifs et négatifs ; il n'y a de différence que pour le calcul de la valeur absolue de chacun des résultats-; mais cette question a été amplement traitée dans le chapitre actuel. 11 résulte de ces règles que les nombres positifs se comportent comme des nombres ordinaires, et, dans la plupart des cas, le signe + afférent à un nombre n'est pas indiqué.
*155. Segments. — Représentation des nombres par des
segments. — Nous avons montré dani tout ce qui précède qu'à toute longueur correspond une idée numérique bien déterminée, et nous avons déduit de cet élément géométrique la définition do nombre rationnel et aussi du nombre irrationnel.
Gomme nous avons appelé nombres égaux les nombres qui ipesurent des longueurs égales, il en résulte nécessairement qu'à une longueur donnée ne correspond qu'un seul nombre.
11 y a donc une correspondance complète et uniforme entre ridée de longueur et Tidée de nombre, et la représentation géométrique du nombre ne laissera plus rien à désirer pour nous» si nous parvenons A représenter les nombres négatifs d'une manière analogue.
Ce but est atteint d'une façon très aisée en donnant un sens
aux longueurs comptées sur une ■ M ». ■ droite. Pour cela, nous regarde-
A B rons une longueur AB comme
étant parcourue par un point mobile, toujours dans le même sens, et d'une extrémité à l'autre; et, pour distinguer ce nouvel élément de la simple longueur, nous l'appellerons un segment. Nous entendrons par là une portion de droite affectée d'un sens, un élément géométrique composé formé de deux éléments géométriques simples : le sens et la longueur.
Comme il y a deux sens de marche sur une droite, il y a aussi deux espèces de segments : les uns, parcourus dans un sens déterminé, choisi à l'avance, et que nous nommerons segments de première espèce ; les autres, parcourus en sens contraire, et que nous nommerons segments de seconde espèce.
Le point d'où part le mobile s'appelle Yorigine du segment ; le point où il arrive s'appelle V extrémité.
Pour lire un segment, on énonce d'abord la lettre placée à l'origine, puis celle placée à l'extrémité. Ainsi le segment AB est la longueur AB parcourue par un mobile de A vers B.
Gela posé, choisissons sur une droite quelconque un sens déterminé, celui de la flèche, par exemple, et prenons pour sens des segments de première espèce le sens ainsi fixé.
K >. JH ■ ■ ■ ».
Alors tous les segments parcourus dans ce sens et tels que AB, CD et B'A' sont des segments de première espèce ; ceux qui sont parcourus en sens contraire, et tels que A'B', BA et DC, sont des segments de seconde espèce.
Nous dirons que deux segments sont égaïuo quand ils ont l^s mêmes éléments constitutifs : sens et longueur. Ex,: AB et CD, A'B' et DC.
Nous dirons que deux segments sont égaux et opposés, quand ils ne diffèrent que par le sens. Ex, : AB et A'B', AB et BA.
Nous appellerons somtne de deux segments le segment obtenu en portant à la suite de l'un d'eux un segment égal à l'autre et dont l'origine soit placée à l'extrémité de cet autre. Ainsi, en pre-
nant le segment BE égal au segment CD, on obtient un segment AE, qui est la somme des deux segments AB et CD.
11 suffît de regarder les trois figures indiquées ci-dessus, pour apercevoir que :
La somme de deux segments de même espèce est un segment de même espèce qu^eucs et ayant pour longueur la somm^ de leurs longueurs ;
La somme de deux segments d'espèces différentes, est de l'espèce de celui qui a la plus grande longueur , et a pour longueur la différence de leurs longueurs,
11 est alors aisé de s*éleyer à Tidée de somme de plusieurs
segments AiB,, A^Bs, , AnBn : on forme d*abord la somine
des deux premiers^ puis, au segment ainsi obtenu, on ajoute le troisième, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on ait épuisé les segments donnés, dans Tordre où ils ont été donnés.
Cet ordre lui-même est indifférent, car on voit de suite que la somme de deux segments n'est pas altérée par le changement de Tordre d'addition ; il suffit, pour cela, de se reporter aux deux résultats que Ton vient d'énoncer. Si l'on remarque en outre que dans une somme on peut remplacer deux segments consécutifs par leur somme effectuée, on verra de suite qu'il est permis d'écrire tous les segments d'une somme dans un ordre quelconque, et aussi de remplacer un nombre quelconque d'entre eux par leur somme effectuée.
11 suit de là que pour effectuer la somme de plusieurs segments d'espèces quelconques, on peut faire d'abord la somme des segments de première espèce, puis celle des segments de seconde espèce, chacune de ces sommes s'obtenant comme une somme de longueurs ; puis, cela fait, ajouter les deux segments ainsi obtenus l'un à Tautre, d'après la première règle, c'est-à-dire en formant un segment de même espèce que celui qui a la plus grande longueur et dont la longueur soit la différence entre celles des deux sommes partielles.
A&ITHM. HUMB.
On appelle différence entre deux segments, AB et CD, le seg- ^ ^ ment DE qu'il faut ajouter
^J g Q 5 ^ au second pour airoir le
premier.
11 résulte de la règle d'addition de deux segments que : si les deux segments sont de même espèce, et si le second est de longueur moindre que le premier, la différence entre eux est de même espèc6 qu'eux et a pour longueur la différence entre les longueurs des deux segments ; si, au contraire, la longueur du second dépasse celle du premier, la différence entre les deux segments est d'espèce contraire et a pour longueur la différence entre les longueurs données;
Mais si les segments sont d'espèces différentes, il faut ajouter
au second un segment de ~T g p g j5^ même espèce que le pre-
mier et dont la longueur soit égale à la somme des deux longueurs.
En résumé, si l'on se reporte aux trois cas que. nous Tenons d'étudier, on voit que pour soustraire un segment CD d'un autre
segment quelconque AB, — . . — . • — — . — il faut changer le sens du
A B D C E segment CD, et l'ajouter
ensuite au segment AB ; car, dans les trois cas, on a DE = DC + CE = DC-h AB, puisque CE = AB, par définition.
Cela nous montre que les segments se combinent entre eux, par voie d'addition et de soustraction, comme les nombres positifs et négatifs ; et c'est cette remarque qui a conduit à représenter les segments par des nombres positifs et négatifs.
Nous appellerons alors valeur d'un segment le nombre qui a pour valeur absolue la mesure de la longueur de ce segment, et pour signe -H ou —, suivant que le segment est de première espèce ou de seconde espèce.
De la sorte, les deux éléments du segment sont représentés : la longueur, par un nombre absolu ; et le sens, par un signe.
Pour représenter tous les nombres, il suffît alors d'envisager une droite quelconque x'œ, sur laquelle on choisit un sens, le sens x'x^ par exemple, et un point 0. Le sens choisi sera, par
convention, celui des segments de première espèce ou positifs ; le point 0 sera l'origine commune à tous les segments représentatifs de nombres. Alors chaque nombre positif sera repré-
sente par un segment issu de 0, et parcouru dans le sens de la flèche, tel que OÀ, et chaque nombre négatif, par un segment issu de 0, et parcouru en sens inverse, tel que OB.
Et de ces conventions résulte qu*à tout nombre donné correspond un point bien déterminé de la droite, et réciproquement, qu*à tout point donné de la droite correspond un nombre bien déterminé en valeur absolue et en signe.
En raison de cette correspondance absolue, uniforme et réciproque, entre les points de x'x et les nombres positifs ou négatifs, nous dirons souvent point A, au lieu de nombre a, et inversement.
Nous désignerons la droite o/a?, utilisée ainsi, sous le nom d'a<ve des nombres.
Nous représenterons le nombre attaché à chaque segment AB, par la même notation que le segment lui-même, AB. Alors, nous pourrons écrire AB = — BA, ou AB-f-BA = 0.
Le théorème suivant est une généralisation de cette formule :
TifÉORÉHE. — Entre les nombres représentatifs des segments déterminés par trois points en ligne droite^ A, B, C, on a toujours AB + BC 4- CA r^ 0, quelles que soient les situations respec~ tives des trois points^ et quel que soit le sens adopté comme sens positif,
, 11 y a toujours, en effet, un des trois points qui est compris entre les deux autres; soit A ce point. On a alors nécessairement CB = CA -h AB, en grandeur et en signe, puisque ces trois seg-
^ ^ ments ont le même sens
"" B^ A C 6t que le segment CB a
une longueur égale à la somme des longueurs des deux segments GA et AB. Mais CB = — BG ; donc on a
CA-|-AB = — BO, ety en ajoutant BG aux deux membres de cette égalité, ^
AB -h BC H- CA = 0.
Conséquence, — Si on considère deux points de Taxe des nombres, A et B, donnés par les segments OA et OB,
^ ^ B représentatifs de deux
nombres donnés a et d,
B Ô 'A il est facile d'avoir la va-
leur du segment AB. 11 suffit, en effet, d'appliquer le théorème précédent, en partant du point 0, et d'écrire
OA-i-AB4-BO = 0; d'où AB = OB — OA = b^ a.
Introduisons aussi le milieu 1 du segment AB et proposonsnous d'évaluer le segment _ 01, à l'aide des deux seg-
" ~ ■ ments OA=a et OB=ft.
Nous avons successivement
AH-0B
d'où
OA-hOB
Les nombres, positifs ou négatifs, envisagés comme symboles représentatifs des points d'une droite, se nomment des abscisses. Si a = OA, le nombre a s'appelle Vabscisse du point A.
L'ensemble de tous les nombres compris entre deux nombres donnés, a et &, en y adjoignant a eib eux-mêmes, se nomme un intervalle, l'intervalle (a, ft). Un intervalle est figuré sur l'axe des nombres par tous les points du segment AB, dont les extrémités représentent les nombres a et b.
Le nombre b — a, qui représente le segment AB, s'appelle Vétendue de l'intervalle (a, b).
Un pareil ensemble est continu ; il ne contient pas de nombres consécutifs. En regardant l'idée de continuité comme une idée fondamentale et géométrique, nous dirons qu'un pareil ensemble constitue le continu absolu indépendant.
Si un nombre peut prendre toutes les valeurs d'un intervalle, nous dirons que ce nombre est une variable . On regarde alors le segment correspondant AB comme étant parcouru par un point mobile. M, dans un sens ou dans l'autre, et le nombre variable est à chaque instant la
K— ^ — --* y * — valeur du segment OM. 11 est
O À M B impossible à l'esprit de conce-
voir comment cela peut être réalisé, car étant donnée une position du point M, la position suivante n'est pas assignable ; la même difficulté existe au point de vue numérique, si l'on considère le nombre variable, a;=OM, qui parcourt l'intervalle (a, b). L'esprit humain ne se rend compte que dès ensembles discontinus, ou qui peuvent être présentés ainsi.
. L'arithmétique, ne considère que des variables pouvant prendre toutes les valeurs d'ensembles discontinus. Celles dont nous par* Ions sont du domaine de l'Algèbre et de la haute analyse.
* 156. Différence fondamentale qui existe entre l'ensemble des nombres rationnels et l'ensemble total des nombres (*). — Les nombres rationnels peuvent être classés dans une suite infinie^ c'est-à-dire que l'on peut écrire une suite où chaque nombre rationnel soit mis à une place bien déterminée.
En eflfet, écrivons tous les nombres rationnels, entiers compris sous la forme «gt a et P étant des entiers premiers entre eux. La somme S = a + P est au moins égale à 2.
11 y a un nombre pour lequel S = 2 ; c'est j ou 1.
1 2 11 y a deux nombres pour lesquels S = 3 ; ce sont - et j ou 2.
1 3 11 y a deux nombres pour lesquels S = 4 ; ce sont - et j ou 3.
Et ainsi de suite.
Rangeons de même par ordre de grandeur croissante les nombres pour lesquels S = N, et écrivons tous les nombres rationnels, tels que nous les obtenons ainsi, les uns à la suite de? autres ; nous aurons formé une suite infinie, dans laquelle chaque nombre rationnel positif occupe une place bien déterminée.
Nous pouvons à chaque fois adjoindre aux nombres d'un groupe, les nombres négatifs de mêmes valeurs absolues, et les ranger tous par ordre de grandeur croissante ; nous aurons alors une suite infinie où tout nombre rationnel occupe une place bien déterminée,
Par ce procédé Tensemble continu des nombres rationnels se trouve mis sous forme d'ensemble discontinu.
Nous allons montrer maintenant que les nombres d'un inter» valle (a, b), c'est-à-dire d'un continu absolu, ne peuvent pas se classer ainsi dans une suite infinie.
Pour cela, nous allons montrer que quelle que soit la suite infinie considérée
(*) Lldée de longueur ne permet pas dMntroduire d^autres nombres que les trois espèces de nombres déjà obtenus : nombres entiers, nombres fractionnaires, nombres irrationnels. Car, avec ces trois espèces de nombres nous avons obtenu les mesures de toutes les longueurs. — On peut bien considérer des suites infinies et convergentes de nombres quelconques, rationnels ou irrationnels, et, à la vérité, ces suites slntroduisent dans nombre de questions ; mais chacune d'elles conduit à une longueur limite, qui est représentée par un nombre entier ou fractionnaire ou irrationnel.
Ces nouvelles suites se combinent aussi aisément que celles que nous avons étudiées.
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il y a toujours dans un intervalle, si petit qu'il soit, des nombres qui n'appartiennent pas à la suite.
Soit, en effet, (a, h) un intervalle donné, figuré par le segment àb ; parcourons la suite m* jusqu'à ce que nous ayons rencontré un nombre Up^, qui tombe entre a et &, puis, de nouveau, jusqu'à ce que nous ayons rencon- «t» ^ tré un nombre w,^, qui tombe
5 r — \ ^ encore entre a et 6 ; soient a, et
hi les deux nombres Mp^ et %^, rangés par ordre de grandeur croissante. Avant l'indice q^ > pi, il n'y a pas de nombre de la suite qui tombe entre «i et ^i.
Parcourons maintenant la suite, à partir de Wg^, jusqu'à ce que nous rencontrions un nombre U;,, puis un second, Uq^, qui. tombent tous deux entre ai et &| ; soient a, et bi ces deux nombres rangés par ordre de grandeur croissante. Avant l'indice Sli(Çi>P2 > ?! >Pi)> il n'y a pas de nombre de la suite qui tombe entre «a et &j.
Et ainsi de suite.
Alors divers cas peuvent se présenter :
Ou bien, à partir d*un certain rang, nous ne trouverons plus de nombre tombant dans le dernier intervalle formé, {ahf bh), et
aucun des nombres compris entre ak et ft* n'appartient à la suite; ou bien il n'y aura qu'un nombre de là suite, u\, tombant dans tm dernier intervalle formé comme il a été dit, («a, bh), et aucun des autres nombres compris entre ah et bh n'appartient à la strîte.
Ou bien enfin ceci n'arrive jamais, et Pon peut toujours former des intervalles (aj^, bk) par le procédé indiqué : alors les points <Zi> ^> • • • •> ^kt • » ont nécessairement une limite, a, les
-or --U, -a^
points di, ^„ ^bki une limite, p. (N* 147.) Si ces deux
points ne coïncident pas, aucun des nombres compris entre a et P
ne fait partie de la suite. Si ces deux points coïncident, le nombre a ne fait pas partie de la suite, car, au bout d'un certain
nombre d'opérations, il eût été rencontré, puisqu'il est Compris entre tous les couples de nombres au et hk.
Conséquence. — On ne peut pas classer tous les nombres d'un intervalle (a, b) en une suite infinie.
Nous ne connaissons aucun moyen de transformer un continu absolu en un discontinu.
* \ 57. Égalités. — Inégalités. — On dit que deux nombres sont égauxj lorsqu'ils représentent le même segment (ou bien lorsqu'ils ont le même signe et la même valeur absolue).
Deux nombres qui ne diffèrent que par le signe sont dits égausg et de signes contraires^ ou égaux et opposés.
En arithmétique, il arrive souvent qu'un nombre n'est qu'indiqué par diverses opérations sur d'autres nombres, et non encore connu ; si deux nombres de ce genre sont égaux, on sépare les expressions qui indiquent les opérations à faire pour avoir chacun d'eux par le signe de l'égalité (=), et l'on obtient ce qu'on appelle une égalité.
Une égalité est donc de la forme
aH-&H-.... =a'-f.6'-4- ,
en désignant par a, &, > a', &', des expressions complexes pouvant elles-mêmes indiquer plusieurs opérations à faire sur des nombres connus (*).
Les principales propriétés des égalités découlent des propriétés des diverses opérations et des règles de calcul relatives aux nombres positifs ou négatifs. Elles ont donc été déjà exposées. Bornons-nous à les rappeler.
On peut ajouter le même nombre, positif ou négatif, aux deux membres d'une égalité. Gela est d'ailleurs évident en ramenant tout à des sommes de segments.
On peut faire passer un terme d'un membre d^une égalité dans un autre, pourvu qu'on le change de signe. Gela revient à ajouter le même nombre aux deux membres, ce terme changé de signe.
On peut multiplier ou diviser les deux membres d'une égalité par le même nombre, positif ou négatif Gela résulte de ce que la multiplication et la divison sont des opérations uniformes.
On ne doit pas employer le multiplicateur 0, car il transforme toute égalité ou inégalité en une égalité inutilisable, 0=0. Ex : 5 n'est pas égal à 7 et cependant tJ X 0 = 7 X 0.
On ne peut pas diviser non plus par 0, sans quoi, l'égalité peut donner naissance à une inégalité. Ex: a -^b == c.
(*) a -H 6 -i- et a' -4- 6' H- sont les deux membres
de l'égalité : a, 6, , a\ &*, sont les termes.
Multiplions les deux membres par a^b; nous aurons a' — 2ab -i- b^ =: ac -- bc^ ou a{a'^b — c) = b(a — b — c).
Si on divise par a — b^c, on trouve a = ft, ce qui est, en général, absurde ; cela tient à ce que le diviseur a — & — c est nul.
On peut multiplier ou diviser^ membre à membre, deux égalités. Ici non plus, il ne faut pas employer Tégalité 0 = 0, etc.
Deux nombres a et & qui ne sont pas égaux sont dits inégaux. Si la différence a-^b est positive, le nombre a est plus grand que le nombre b ; sinon, il est plus petit (*).
Si a est plus grand que &, on écrit a > 5; ou & < a.
Si a est plus petit que b, on écrit a < &, ou & > a.
ay> b ou a <,b constitue une inégalité ; a et b sont les deux membres de cette égalité ; chacun d'eux peut se composer de plusieurs termes, c'est-à-diie être une indication d'opérations à effectuer pour avoir a ou b.
Le signe > ou < indique le sens de l'inégalité.
On peuty sans changer le sens d'une inégalité, ajouter le même nombre, positif ou négatif, aux deux membres. Car si a > &, on a aussi a -h c > b-^-c, puisque a^c — [b^c) = a — b.
On peut faire passer un terme d'un membre d^une inégalité dans Vautre, pourvu que l'on change son signe. Ceci revient à ajouter ce terme, changé de signe, aux deux membres.
On petu multiplier les deux membres d*une inégalité par le même nombre positif.
Car écrire a > ft, par exemple, revient à écrire a = ft -|-p, p étant un nombre positif ; si on multiplie les deux membres de cette égalité par un nombre positif, c, on a
ac = bc-hpc', or pc est positif ; donc ac > bc.
Si on multiplie les deux membres d'une inégalité par un nombre négatif, elle change de sens.
Démonstration analogue à la précédente. Nous n'énonçons pas les théorèmes analogues pour la division par un nombre, h, car
diviser par h revient k multiplier par r«
. (*) Tout nombre positif est plus grandi que tout nombre négatif el plus grand que 0 ; 0 est plus grand que tout nombre négatif ; deux nombres négatifs sont classés en sens inverse de leurs valeurs absolues. Si un nombre variable croît 1a point qui le figure sur Taxe des nombres marche dans le sens positif.
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En remplaçant les deux membres d'une inégalité par leurs inverses, elle change de sens, si ces deux nombres ont le même signe ; sinon, elle garde son sens,
Soît a > & rinégalité considérée ; dans le premier cas, ab est positif, et, en divisant par ab, on a -r > -i» ou r > ->
G'est-à-dîre - < t ; àans le second cas, ab est négatif, et on a
-T < -T' o'i T < -» c'est-à-dire - > t* ab ab b a a b
Si les nombres qui figurent dans deux inégalités de même sens sont positifs, on peut multiplier ces deux inégalités membre à membre.
Car soient, par exemple, a > 6 et a' ^ b' deux inégalités de même sens, a, b, a', b' étant positifs ; on a d*abord a* a > a'b, et a'b > b'b. Donc aa' > bb\
Ge théorème est encore vrai, en supposant seulement a' et b positifs ; alors a est forcément positif.
Un théorème analogue a lieu pour la division membre à membre de deux inégalités de même sens.
EXERCICES
i^ Si a eib sont deux nombres rationnels non carrés parfaits, l'expression ^â-^^b ou /a — ^b est un nombre irrationnel. Généraliser.
2^ Si a et & sont deux nombres rationnels non carrés parfaits,
quelle doit être la forme de a pour que ^â /b ou ^ soil
rationnel ?
3^ a eib étant deux nombres rationnels et b n'étant pas un carré, trouver dans quels cas le nombre t/o+V^ est la somme de deux radicaux carrés portant sur des nombres rationnels, ^ -+■ ^y.
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4<» Extraire les racines carrées de 13+4^3, de 27 + 10/2, de ilH-Ov^.
5<^ a, b eio étant des nombres rationnels non carrés parfaits, trouver les relations (jui existent entre ces nombres si Ton a
CHAPITRE PREMIEB
RAPPORTS fT PROPORTIONS
158. Rapport. — On appelle rapport de deux longueurs OA et OB, ou de deux grandeurs dé même espèce, mesur râbles,* la mesure de la première obtenue en prenant la seconde pour unité.
Le théorème suivant est fondamental dans la théorie des rapports :
Théorème. — Le rapport de deux longueurs OA et OB est le quotient des nombres qui mesurent ces deux longueurs^ lorsqû*on prend une unité quelconque.
Soient, en effet, OA, OB et OC les deux longueurs données et Tunité choisie. Si nous supposons d'abord que les trois longueurs ont ime commune mesure, contenue m fois dans OA. n fois dans OB et p fois dans OC, nous avons, d'après le nM02,
mes. de OA parrap. à OC = -j ~ - - - jf
mes.de OB parrap. à OC = -;
mes. de OA par rap. à OB =
or, le troisième nombre est égal au quotient des deux premiers ; donc le théorème est établi dans ce cas.
Supposons maintenant que OA, OB et OC n'aient pas de commune mesure, et prenons une partie aliquote quelconque de OC, contenue, par exemple, p fois dans OC; soient
les mesures approchées de OA , et
celles de OB; désignons par OAi, 0A„ OBj,
alors — 1 P
OBj les longueurs correspondantes, par a et 6 les nombres qui mesurent les longueurs OA et OB, et par a le rapport de OA à OB. Nous avons alors
et
m ^ ^ m-hl
si nous multiplions, terme à terme, les inégalités de la première ligne par celles de la troisième, nous en déduisons (n* 151)
n-t-î ^b^"^^' est la mesure de OA,, par rapport à runilé
Or
n-Hl
OB,, tandis que a est la mesure de OA par rapport à l'unité OB; donc [nM48] (*)
r<C«î de même a<C
n-hl n
Par conséquent, les deux nombres r et a sont tous deux
{*) La mesure d^ime longueur est diminuée, si on diminue la longueur à mesurer et si on augmente Tunité.
wr
compris entre j et 1 et , pour montrer
qu'ils sont égaux, il suffit d'établir que la différence j a pour limite 0, quand p augmente indéfiniment. A cet effet, remarquons que les entiers m et n augmentent aussi indéfiniment^ quand p grandit indéfiniment; car, si Tun d'eux, n par exemple, restait fini, la
longueur ou OB, finirait par être moindre que toute
longueur donnée; or elle est plus grande que OB; il y aurait contradiction; donc les nombres m et *• augmentent indéfiniment avec p.
Écrivons alors
m-hl m m-l-i mm m
ou
fH-1 n n n
m-l-i m 1 ml
,, , m-+-l m i ai ( a^ m \
d'où 7<--*"r"' l^*^ i^rjni'
n n-l-1 n on \ à n-+-i/
m-\^ 1 m Sous cette forme, il est visible que r tend
vers 0, lorsque />, et, par suite, u augmentent indéfiniment.
Ce théorème est d'un grand usage, en géométrie, pour la mesure des angles, des aires, des volumes, etc., et pour effectuer un changement d'unité.
Il nous montre aussi pourquoi on adopte pour le rapport la notation du quotient, et nous conduit à la définition suivante.
On appelle rapport arithmétique le quotient de deux nombres a et 6; c'est le nombre -^r» qui est dit rapport de a
à b ; mais on lit ce nombre comme un quotient, et c'est sous ce nom qu'on le désigne le plus communément.
La valeur d'un rapport est donc le nombre rationnel ou irrationnel qui, multiplié par le second nombre, é, reproduit le premier, a. Si les nombres a et b sont rationnels , le
quotient de a par b peut se mettre sous forme d'un nombre
a fractionnaire irréductible, - ; c'est ce nombre qui est la va-
P leur du rapport. Si les deux nombres sont irrationnels, ou
qu'un seul d'entre eux le soit, la valeur du rapport sera, en
général, irrationnelle, et l'on ne pourra avoir que ses valeurs
approchées.
Exemples: Le rapport — a pour valeur — ; le rap-
fi /fi
port -rr- a pour valeur 10; le rapport — a pour valeur v^3; o^ ■ ^2
le rapport p- a pour valeur 4 -+- /3.
Rapports égaux. ^ Calculs sur les rapports. — On
appelle rapports égaux deux rapports qui ont la même valeur.
Deux rapports qui n'ont pas la même valeur sont dits inégaux ; celui qui a la plus grande valeur est dit plus grand que l'autre.
On écrit donc suivimt les cas t = 77» ou %^%, ( -
A'ccx X j û'\ a ^ a' a a'
différent de t, ) i ou t > t-, ou j<r,*
La condition nécessaire et syiffisante pour que deux rapports
a a' soient égaux^ - = ~ , est que Von ait ab' = ba'.
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La condition est nécessaire; car si Ton désigne par q la valeur de chacun des rapports, on a
a = hq, a! = b'q ou b'q = a',
et, en multipliant ces deiix égalités membre à membre,
aVq = a*bq ; H n*y a qu'à diviser les deux membres de cette égalité par le même nombre q pour avoir Tégalité annoncée. La condition est sufQsante ; car si Ton a ab' = baf, et
que Ton pose t = ? ou a=:bq^ on en déduit bb'q = bal\
d'où, en divisant par b les deux membres de cette égalité,
L'égalité a6' = 6a' donne naissance à quatre égalités distinctes :
les deux dernières contiennent les inverses des nombres qui figurent dans les premières.
On n'altère pas la valeur d'un rapport en multipliant ses deux termes par un même nombre.
Car soit q la valeur d'un rapport 7; on a a = bq, et,
_ aoL par suite, aa = baq, quel que soit a; donc — = çr.
On peut toujours réduire des rapports quelconques au même
dénominateur.
En effet, choisissons un nombre quelconque N ; il suffit de multiplier les deux termes de chacun des rapports
-, J^^ -py respectivement par -r-i -pi -p^ i pour
avoir partout le dénominateur N.
Dans la pratique, on multiplie d'abord les deux termes de chaque rapport par un nombre tel que ce rapport ait une représentation numérique aussi simple que possible. Alors
pour réduire plusieurs rapports au même dénominateur, on prend N égal au produit des dénominateurs , c'est-à-dire qu'on multiplie les deux termes de chaque rapport par lô produit des dénominateurs de tous les autres.
Exemples. — Le rapport -^r^
s'écrit d'abord
USJ
qui entraîne l'égalité
i^x»« = ix'-
Considérons maintenant les trois rapports
R I 9 fn
=•• Les deux premiers se réduisent facilement à
;7t: et — ; pour simplifier le dernier, on multiplie ses deux
termes par \/7 — 1, et l'on a -î^-^ — = v/7-4-1. Les
dénominateurs sont donc 50, 15 et 1 ; leur p. p. c. m. est
150, et les trois rapports, ramenés au dénominateur 150,
sont
et
On obtient la somme de plusieurs rapports ayant le même dénominateur^ en formant un rapport ayant même dénominaleur queux et pour numérateur la somme des numérateurs.
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Car soient t» t* » t plusieurs rapports de môme
dénominateur 6, et de valeurs q^, 7,, , qn\ on a
«t = *?!» fli = éjn » «n = bçn ;
et, en ajoutant membre à membre toutes ces égalitéSy
Donc ' • '^ =?i-H?,+ + ?».
Si •r>-r ou 9i>y„ onademéme -^-r — 2=71 — 7,. D'où:
On obtient la différence de deux rapports ayant le même dénominateur^ en formant un rapport ayant même dénominateur qu'eux et pour numérateur la différence des deux numérateurs,
— Pour avoir le produit de deux rapports, on divise le produit des numérateurs par celui des dénominateurs.
Car soient r et rn deux rapports de valeurs 9 et g' ; on a a = bq ^ a' = b'q' ; d'où , par multiplication, aa' = bVqq', Par conséquent, rp = qq\ ce qui démontre la propriété annoncée.
On obtient le quotient de deux rapports, en multipliant le rapport dividende par le rapport diviseur renversé.
Car soient -r et -r. deux rapports de valeurs q et q ; on a a:=z bqy a' = h'q' ; d'où, par multiplication en croix,
aVq' = a'bq. On déduit de là ab' = a'b X -,(*); donc
-— - = i. ce qui démontre la proposition annoncée. ha' q^
(•) De régalitô a6' =2 6a' — ♦ on déduit ab' = 6a', si Ton pose
grrg', cl 06' > 6a' ou a6'<6a', si Ton pose q>q' ou q<q'. Tout ceci peut se Toir d^ailleurs immédiatement et autrement.
ARTTBM. HUMB. 3^
Le nombre - est Tinverse de t* Ceci se voit d'aila b
leurs de suite puisque - a pour valeur - « q étant la valeur de 7-
160. Propriétés oonoernant les rapports égaux. — Théorème. — De, toute suite de rapports, arithmétiques égaux^ oh peut déduire un rapport égal à chacun d^eux, en prenant pour numérateur la somme des numérateurs et pour dénominateur la somme des dénominateurs.
Désignons par r^i r^t * 7- une suite de rap-
.^1^8 On
ports égaux, et par q la valeur de chacun d'eux; nous aurons
et, en ajoutant toutes ces égalités, membre à membre,
«1 +«2+ -+-an=(fti-4-ft,4- ■^àn)q.
Nous voyons donc que le rapport
fli + at-^ + q»
a pour valeur le nombre q.
Nous pouvons tout aussi bien retrancher certaines de ces égalités successivement de la somme des autres, pourvu que les soustractions puissent se faire, et nous aurons une égalité de la forme
Le rapport a donc aussi pour valeur le nombre q.
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On déduit de là Ténoncé du théorème suivant, plus général que le premier : -
Théorème. — De toute suite de rapports arithmétiques
légaux f on déduit d'autres rapports égaux aux premiers, en
-prenant pour termes les sommes des termes correspondants de
certains d'entre eux^ ou bien les sommet dès termes correspond
dants de certains d*entre eux, diminuées des sommes analogues
formées avec d'autres rapports.
Avant de faire subir à une suite de rapports égaux les opérations indiquées par le théorème précédent, on peut multiplier les termes de Tun quelconque d'entre eux par le niéme nombre, et faire subir une modification analogue à un nombre quelconque de ces rapports; car en agissant .ainsi on n'altère pas la valeur commune à tous les rapports donnés.
Nous pouvons donc énoncer maintenant le théorème suivant, qui comprend les deux précédents comme cas particuliers.
Théorème. — De toute suite de rapports arithmétiques égaux, on peut déduire d'autres rapports égaux aux précédents, en multipliant les deux termes de chacun d'eux par un nombre quelconque, et en formant avec les nouveaux rapports des combinaisons^ terme à terme, par voie d'addition ou de soustraction, pourvu que les soustractions indiquées par les signes — soient possibles {*). a
Ainsi la suite d'égalités
flj _ «s . __ ttn
bi bi bn '
(*) Le lecteur qui aura suivi la partie complémentaire de cet ouvrage, pourra inbroduire seul et sans peine des rapports algébriques, quotients de noihbres positifs ou négatifs, et leur étendre, sans aucune restriction, les propriétés démontrées jusquMci. ^^
;entraîne ;
a, _ 0, . — ?? — ^ ^l^^l ^ ^aQ^2 ~ ^an'ln
,les signes employés, haut et bas, étant à chaque fois identiques, et les signes — indiquant seulement qu'il faut soustraire de la somme des autres termes tous ceux qu'ils affectent.
Applications, — i* Trouver deux nombres, x et y vérifianl les deux égalités
2x — 3y = 0 et 5x + 7y = il,
Si Ton admet que le problème soit possible, il est facile d*en avoir la solution ; car la première égalité peut s'écrire
- rz 1 7 et, en multipliant les deux termes du premier rapport par 5, les deux termes du second par 7, et ajoutant
terme à terme, on a le nouveau rapport -;; j^ » qui est
lo + 14
égal aux deux précédents. Or 5a?-|- 7j/ = il ; donc on a
la suite d'égalités | = | = ^9 '
On déduit de là a? = — , y = ^ > et il est facile de
vérifier que ces nombres satisfont aux deux égalités imposées.
2® Trouver deux nombres x et .y vérifiant les deux égalités x + 2y = ll, 5x — 7y=:ll.
Si l'on admet que le problème posé ait une solution, on peut traiter a? et y comme deux nombres ordinaires vérifiant les deux égalités données ; et alors il n'y a qu'à retrancher la première égalité de la seconde pour obtenir de suite 4a? — 9y = 0, et être ramené au problème précédent.
On obtient ainsi la suite d'égalités : .
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d où â? = — t t/ = — •
17 ^ il
Il est facile maintenant de vérifier que ces deux nombres conviennent.
Les propriétés suivantes se démontrent aussi aisément.
Théorème. — De toute suite de rapports égaux, on peut déduire d'autres rapports ayant la même valeur que ceux-ci^ en élevant d'abord au carré tous ces rapports, les combinant terme à terme par voie d'addition ou de soustraction, après avoir multiplié les deux termes de chacun des nouveaux rapports par un même nombre, et enfin extrayant les racines carrées des deux termes du dernier rapport ainsi obtenu {*).
Considérons une suite de rapports égaux
«i— *"^ «^ SSÎ ••••• ^^ — j
6, 6j bn
et désignons par q la valeur de chacun d'eux ; nous aurons
a, = 6i9, a, =: b^q, , a» = bnq.
Si nous élevons au carré les deux termes de chacune de ces égalités, nous obtiendrons les égalités nouvelles:
a\:=b]q\ al = blq\ , oj = «^«.
En multipliant les deux termes de la première: par oh,
ceux de la seconde par «„ , ceux de la n« par on, nous^
aurons une nouvelle suite d'égalités *
d'où nous déduirons, par additions et soustractions succes-
(*) Il est bien entendu qu'il faudra procéder de façon à ne pas rencontrer «l^opération impossible. Le théorème, actuel peut être étendu : on peut élever d^abord tous les rapports à une même puissance, n, les combiner comme il est dit, puis extraire la racine n^ haut et bas.^ c i ,.^ .
sives,
{dz«,a?±a,aîzh...;V±«na»).==(dz«>î±a,é|zh ±a^bi)q\
et, par suite^
iba,ôi±:a,ô«dr ±:«n«
et de là OÙ lire ^'^
_ •:!: ata? zb Qt,ai d: zt Onoi
... . * *^=t«,6îd:a,6J±:.....ihMÎ* ^
Le théorème est donc établi.
On prend, à chaque fois, le même signe, haut et bas, et les signes doivent être entendus ainsi : tous les termes précédés du signe +, dans chaque terme, sont ajoutés les un& aux autres, et ceux qui sont précédés du signe — sont retranchés successivement ou en une fois de cette somme. .
Appucation. - Trouver deux nombres vérifiant Cégaliié 2x — 3y = 0 et dont la somme des carrés soit égale à 637. Si le problème est possible, on a
3 " 2 ~ *' 2'. étant un nombre inconnu actuellement.
On a donc a? = 3z, y = 22r, et, par suite, «* = 92«, j/« = 4z' ; d'où a:*-4-y" = 132* ; z est donc déterminé par l'égalité 13z» = 637.
Les deux membres de cette égalité sont divisibles par 13 et l'on a s* = 49 ; d*où z = 7.
, Par suite, a? == 21 , y = 14 ; et il est facile de vérifier que ces deux nombres remplissent toutes les conditions qui leur sont imposées.
161 . — Proportions. Moyennes. — L'égalité de deux rapporte constitué uiie proportion.
Ce qui caractérise une proportion,
c'est l'égalité aV = 6a' (n*» 159).
Les deux termes a et b' se nomment les extrêmes \ les deux termes b et a^ sont les moyens ; a est le premier antécédeni^ a! le second antécédent ; b est le premier consé* quent^ V le second conséquent.
Lorsque quatre nombres a, b^ a', b' vérifient Tégalité aV = bol^ on dit qu*ils sont en proportion.
Une proportion peut s'écrire de quatre façons différentes (n* 159) :
Dans Tune quelconque de ces égalités on p^'ut remplacer Tun des rapports par un autre obtenu en ajoutant terme à terme les deux rapports qui y figurent ou en les retranchant de la même façon.
La première donne donc
en supposant
La seconde donne
a-hb
ou
ou
ou
ou
en supposant encore a> b.
Les deux autres conduisent aux mêmes égalités, écrites d'une façon différente.
Si on envisage Tégalité
b a + ft a + ô a'H-6'
b'^TTb'' ^^ -r=^ir'
on peut l'énoncer ainsi :
Dans toute proportion^ la somme des deux premiers termes
est au second, comme la somme des deux derniers est auder-
rtier, etc.
Puisque T = T 77 et que -r = r r,» on a aussi
ou 7 = T T> ; donc
Dans toute proportion, la somme des deux premiers termes est à leur différence, comme la somme des deux derniers est à leur différence^ etc.
L'un quelconque des quatre nombres d'une proportion est dit quatrième proportionnelle entre les trois autres. Pour qu'une quatrième proportionnelle soit bien définie par les trois autres nombres, il faut donner l'ordre des nombres.
En désignant par x la quatrième proportionnelle aux trois nombres 12, 5, 4, et en se donnant l'ordre ar, 12, 5, 4, on a
:^ = V, d'où 4a? = 60, a? = 15.
Iz 4'
Si on se donne, au contraire, l'ordre 12, a?, 5, 4, on a
— = - • a ou oa? = 48, ar = — •
Si deux des trois nombres donnés sont égaux, le nombre inconnu s'appelle une troisième proportionnelle entre les trois nombres, pourvu toutefois que les deux nombres égaux soient tous deux moyens ou tous deux extrêmes.
Exemple : a?, 2, 2, 5 ou 2, a?, 5, 2.
On a 1 = ?; d'où 0^ = 1
On appelle moyenne proportionnelle entre deux nombres, un nombre qui forme les deux moyens où les deux extrêmes
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d^une proportion dont les deux nombres donnés sont les autres termes.
Si - =« - ou - = T» « est moyenne proportion*
nelle entre a et 6 ; on a donc a?' = ab ; d'où x = ^. La moyenne proportionnelle entre 2 et 18 est X = /axis ou a? = 6.
On appelle moyenne arithmétique entre deux nombres, a
et *, leur demi-somme — ^— . La moyenne proportion-
nelle s'appelle aussi moyenne géométrique.
La m^oyenne arithmétique entre deux nombres est toujours plus grande que la moyenne géométrique^ sauf quand les deux nombres sont égaux.
Si a et b sont les deux nombres donnés, - ■ es|;
plus grand que \/â3, car les carrés de ces nombres sont
{a-\-bY , , ,,, — - — ' et aft, et Ion a
puisque (a -|- ô)* = 4aô 4- (a — 6;* ou 4a6 -j- (ô — a)" . Si a = 6, les deux moyennes sont égales à a.
On appelle moi/enne Aarmom^tié entre deux nombres, o, et ô, un nombre tel que son inverse soit la moyenne arithmétique des inverses des deux autres.
Soit X cette moyenne ; elle est définie par l'égalité
ou
2a6 ab
ar 2 ' X 2a6 »
on a donc ' x ==
La moyenne harmonique est donc le quotient du carré de la moyenne géométrique par la moyenne arithmétique ;
elle est plus petite, en général, que la moyenne géométrique.
Enfin on appelle parfois moyenne entre plusieurs nombres inégaux, un nombre compris entre le plus petit et le plus grand d- entre eux.
Théorème. — Si on considère plusieurs rapports inégaux^ le rapport obtenu en les ajoutant terme à terme est compris entre le plus petit et le,plus grand d'entre eux.
En effet, considérons plusieurs rapports, t-i t-> »
^1 ^% an 7- 1 qui ne soient pas tous égaux, et désignons par q la
On
valeur du plus petit de ces rapports et par q' la valeur du plus grand ; nous aurons r ^ 9 ^^ r ^ 9' » ^*> ®^
Ok Oit
multipliant par bk les deux membres de chacune de ces égalités,
au>bhq et au<hkq'.
Nous avons donc les relations suivantes, dans lesquelles quelques-unes sûrement sont des inégalités :
«1 > à^q, a, > 6j9, , fln > M '»
en ajoutant membre à membre toutes ces inégalités, nous aurons
ûi-Ha|+ -l-anX^t + ôjH- '^àn)q\
d où -r r^ r > q.
Nous avons de même
ai<*i<?', a8<M't » an<bnq'\
d'où at-H«i + -HO» < (61 H- *, + + bn)q\
et, par suite,
Le théorème est donc établi par ces deux inégalités.
(*) Pour les propriétés relatives aux inégalités et' invoquées ici, il suffit de se reporter à la division des nombre» quelconques (n* 154).
RAPPORTS BT PROPORTIONS 879
EXERCICES
4<> Si aux Ijùatre termes d'une proportion on ajoute le môme nombre, cette proportion est en général détruite. Dans quel cas subsiste- t-elle encore ? -
2» Quel est le plus graiïd des deux rappdrlà
g + ft ®' a^-hb^^
3* Deux nombres quelconques sont les termes extrêmes d'une proportion dont leur moyenne arithmétique et leur moyenne harmonique sont les moyens.
i*» Que faut^il pour qu'en ajoutant terme à terme deux proportions on obtienne une nouvelle proportion ?
5* Trouver deux nombres connaissant leur rapport et leur somme.
6*» Trouver deux nombres connaissant leur rapport et leur différence, ou la somme de leurs carrés, ou la différence de leurs carrés.
V Démontrer que le rapport de deux entiers ne contenant pas le chiffre 0, est compris entre les rapports des chiffres de même rang, au numérateur et au dénominateur. (On admettra que les deux termes ont le même nombre de chiffres, le numérateur pouvant contenir, lui, le chiffre 0.)
8<* Si on forme une suite commençant par 2 et 1, puis les moyennes arithmétique et harmonique de ces nombres, gi et &|, puis les moyennes arithmétique et harmonique de g^ et b^, et ainsi de suite^ on aura toujours deux nombres qui comprennent entre eux ^. Généraliser. Déduire de là le moyen d'extraire une racine carrée avec une approximation donnée.
gb:apitre II
BRANOEURS PROPORTIONNELLES
RÈBLES DE TROIS,
D'INTÉRÊT, D'ESCOMPTE, DE MÉLANGE, ETC
162. Grandeurs proportionnelles. — Lorsque des grandeurs d'une espèce donnée sont mesurables, la théorie de leur mesure s'expose absolument comme celle de la mesure des longueurs. Par rapport à une grandeur unité choisie parmi elles, il y a des grandeurs commensurables et des grandeurs incommensurables ; les premières ont pour mesures des nombres entiers ou fractionnaires ; les autres, des nombres incommensurables. Quant aux conditions que doivent remplir des grandeurs d'une espèce déterminée pour être mesurables, il faut évidemment les chercher parmi les propriétés abstraites dont jouissent les longueurs; mais il est difficile de les préciser d'une façon nette et exclusive.
Cette difficulté, purement théorique d'ailleurs^ dans la plupart des cas, ne doit pas nous préoccuper ici : l'arithmétique ne s'occupe que de grandeurs mesurables, indépendamment de toute théorie sur la mesure des grandeurs, et envisage non pas la grandeur elle-même, mais le nombre qui la mesm'e. Quand la notion même de grandeur intervient, ce n'est qu'accidentellement pour établir entre divers nombres d'une question des relations qui permettront de la résoudre.
On dit que deux grandeurs, exprimées numériquement, sont directement proportionnelles ou varient proportionnellement^ lorsque le rapport de deux valeurs quelconques de
}a première est le même que celui des valeurs corrôspondante» de la seconde.
Exemples. — Le salaire d'un ouvrier est proportionnel aux heures de travail qu'il a faites. Le prix d'une étoffe est proportionnel à sa longueur, la largeur de Tétoife restant d'ailleurs la môme.
Si Ton désigne par a? et y les valeurs variables des grandeursque Ton compare et par a?|, x,, ...., Xn .... des valeurs particulières de la première, par yi, t/a, ...., y» .... les valeurs correspondantes de la seconde, on a
^±=^ ou ^n^^. .
donc le rapport des valeurs correspondantes de deux grandeurs directement proportionnelles est constant, et réciproquement. Cette propriété eût pu être prise pour définition.
Lorsque deux grandeurs sont directement proportionnelles^
si Tune d'elles devient 2, 3, 4, fois plus grande ou plus
petite, r autre devient aussi 2, 3, 4, fois plus grande ou
plus petite.
Cela résulte évidemment de ce fait que le rapport - reste
if
constant.
Réciproquement, si deux grandeurs variables et comparées
Vuneà t autre sont telles que l'une devenant 2, 3, 4, fois
plus petite ou plus grande, Vautre devienne aussi 2, 3, 4,
fois plus petite ou plus grande, elles sont directement propor^
tionnelles.
En effet, soient a et ô les deux valeurs initiales de ces
p grandeurs ; supposons d'abord que la première devienne - a,
p et q étant deux entiers ; alors on peut penser que la première grandeuMst devenue q fois plus petite, c'est-à-dire -^i
pu .
puis p fois plus grande, c'est-à-dire Ç-; d après ce que nous
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avons dit, la seconde grandeur est devenue d'abord -; puis
— ; le rapport entre les nouvelles valeurs — et ~ est 9 .99
iftnc toujours égal à j-
S^jq^Qjîons maintenant que la nouvelle valeur, a', soit incommeas^able avec Tancienne, a, c'est-à-dire que Ton ait a' = a A, k étant un nombre irrationnel , et désignons
par — et —- df^ux valeurs approchées par défaut et
par excès, et quiconque», ist h. Quand la première gran-
deur devient — on ^ ^> ^ seconde devient — ou
^ ; donc le nombre, h\ qui ooiwaÇQnd à a', est
. mh ^ (wn-i)6 X • 11 »* L/i
compris entre — ' et ^ — t et si 1 on pose w^ h%
on voit que le nombre A' a aussi pour valeurs approché»
— et Or deux nombres qui ont toujours les mômes
valeurs approchées sont égaux; donc A' = A, et Ton a a' a
Le dernier raisonnement que nous venons de faire suppose en outre, qu'indépendamment des hypothèses déjà faites, on puisse affirmer que les deux grandeurs croissent ou décroissent en môme temps, dans tous les cas.
On dit que deux grandeurs exprimées numériquement sont inversement proportionnelles, o\]l varient en raison inverse tune de Vautre, lorsque le rapport de deux valeurs quelconques de la première est inverse de celui des valeurs correspondantes de la seconde.
Exemples, — Le temps que Teau qui s'écoule par plusieurs robinets égaux met à remplir un bassin est inversement proportionnel au nombre des robinets. Le nombre de mètres de toile que l'on peut fabriquer avec une quantité
donnée de fil, varie en raison inverse de la largeur assignée à rétoffe.
Si Ton désigne par or et y les valeurs variables des grandeurs que Ton compare et par or^, ar„ ...., ar», ..... des
valeurs particulières de la première, par y^, y„ ..,., y»
les valeurs correspondantes de la seconde, on a
Xn yi
-- = ^ ou xnyn = x,y,\
donc le produit des valeurs correspondantes de deux grandeurs inversement proportionnelles est constant, et réciproquement. Cette propriété eût pu servir de définition.
Lorsque deux grandeurs sont inversement proportionne lks\
si l'une d'elles devient 2, 3, 4, fois plus grande ou plus
petite. Vautre devient 2, 3, 4^ fois plus petite ou plus
grande.
Cela résulte évidemment de ce que le produit xy est constant.
Réciproquement, si deux grandeurs variables et comparées
Vune à Vautre^ sont telles que Vune devenant 2, 3, 4,
fois plus petite ou plus grande, l'autre devienne 2, 3, 4,
fois plus grande ou plus petite, elles sont inversement proportionnelles,
La démonstration se fait comme précédemment.
Lorsqu'on dit, en arithmétique, que deux grandeurs sont directement ou inversement proportionnelles, c'est une convention ou un fait expérimental que Ton exprime ou bien une vérité empruntée à une autre science : géométrie, physique, mécanique, astronomie, mais jamais on n'a à démontrer cette assertion.
Ainsi on démontre, en géométrie, que des droites parallèles interceptent sur les deux côtés d'un angle des longueurs proportionnelles. L'expérience, en physique, dé-
moatre que les volumes occupés par une masse^ d'air donnée sont, toutes autres conditions restant les mêmes, en raison inverse des pressions qu'elle supporte. L'observation, en astronomie, a montré que les carrés des temps des révolutions des planètes autour du soleil sont entre eux comme les cubes des distances moyennes de ces astres au soleil (*); etc.
Il arrive souvent qu'une grandeur d'espèce donnée dépend de plusieurs autres grandeurs d'espèces différentes ; il y a alors intérêt à la comparer à chacune de celles-ci. Pour cela, on fait varier seulement l'une d'elles et on étudie les variations de la grandeur proposée. Nous nous placerons seulement dans le cas simple où les deux grandeurs variables sont proportionnelles, et nous démontrerons le théorème suivant :
Si une grandeur X dépend de plusieurs autres grandeurs Y, Z, T, de telle sorte que toutes, sauf une ^ restant fixes, la grandeur X soit proportionnelle à celle qui varie, la valeur de X est proportionnelle au produit des valeurs de Y, Z, T.
Soient, en effet, a? et x' deux valeurs de X qui répondent aux valeurs y, z, t et \f,z',t des grandeurs Y,Z, T; appelons x^ et a?8 les valeurs de X qui répondent à y', z, t, et y', z', t. Pour passer de a? à x^, deux des valeurs relatives
aux autres grandeurs restent fixes ; donc — = — ,; de môme
— = - et — f = - . En multipliant membre à membre
ces trois égalités et simplifiant le premier produit, on a
X yzt
—, = ^rn- Le théorème esttlonc établi.
On démontrera de môme que si X varie proportionnellement à Y et Z et en raison inverse dé T, le nombre x
yz varie proportionnellement à — .
(*) Cet énoDeé n'est pas tout à fait exact : le véritable énoncé exige pcnr étrd compris des notions assez étendues^ en géométrie.
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163. Règle de trois simple. — Le problème général de la règle de trois simple peut s'énoncer ainsi :
Étant données deux grandeurs directement ou ^versement proportionnelles et deux valeurs correspondantes de ces grandeurSf trouver la valeur de l'une d'elles qui correspond à une valeur donnée quelconque de Vautre.
Soient a et i les valeurs correspondantes données des deux grandeurs A et B, et 1/ une autre valeur de B; la valeur de A qui lui correspond, x, est donnée par Tune ou Tautre des proportions
suivant que A et B sont directement ou inversement proportionnelles. On voit donc que x se calcule comme une quatrième proportionnelle et que Ton a
ab' ah
a? = -7-t ou X = -rr'
L'inconvénient de cette méthode, pour les commençants, est son abstraction môme et aussi la précision qu'il faut apporter au classement des quatre nombres devant former la proportion dont on a besoin. Il existe une autre méthode, dite de réduction à Vunité, qui est préférable pour les débutants et que nous exposerons sur les exemples suivants.
Exemple de règle de trois simple et directe. — Un fût de 228^ (*) de vin coûte i36^80 ; combien coûtera un fût de 72i\ les prix des fûts et autres frais étant mis à part?
Nous admettons, bien entendu, qu'il s'agit du même vin dans les deux cas :
!""• Méthode. — Le prix d'une quantité variable de ce vin est évidemment proportionnel au volume (**), c'est-à-dire
C) 2281, abréTiation de 228 litres; 136^,80, abréviation de 136 franc» 80 centimes ou centièmes de franc.
(**) G*est une convention commerciale.
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au nombre de litres qu'il contient. Si donc nîoiis désirons par X le prix de 721 litres, nous dirons : x est à 721,
comme 136,80 est à. 228, ou rgr = ' ■; donc
.=igf X721 = 432',6.
2*" Méthode. — Dans cette méthode, on commence par chercher le prix du litre, et Ton raisonne ainsi : puisque 228^ coûtent 136',80, un litre coûte 228 fois moins ou 136,80
t et 721* coûtent 721 fois le prix du litre, c^est-à-dire X 721 = 432',6.
Exemple de règle de trois simple et inverse. — Ont personne achète 228^ de vin â 0^,65 U litre. Combien aura-t-elié de litres de vin à 0^,75 le litre, pour le même prix?
i^ Méthode. — Le nombre de litres de vin que Ton a
pour un prix déterminé est inversement proportionnel au
prix du lilre. Si donc on appelle x le nombre de litres du
^ 0 65 nouveau vin, ^^^ ^ = q^; d'où
2' Méthode. — Puisque pour une somme donnée on a 228^ de vin à 65 centimes le litre, pour la même somme on aurait 65 fois plus de vin à un centime le litre, ou 228 X 65, et Ton aura 75 fois moins de vin à 75 centimes
le litre, c'est-à-dire ^^^ ^^ = 197»,6.
Nous ne donnons pas dérègle : il est préférable de recommencer sommairement le même raisonnement dans chaque cas particulier.
164. Règle de trois composée. — Le problème général de la règle de trois composée peut s'énoncer ainsi :
Étant données pltisieuri grandeurs variables X, Y, Z, T, . . ., et telles que la première, soit propottUmnelle aux autres^ dans^ le sens çtit a été défini au n* 162, si Von connaît la valeur de X qui répond à des valeurs déterminées de Y, Z, T, ..., trouver la valeur de X qui répond à d^auires valeurs données de
Soient a la valeur de X qui répond à des valeurs données, ô, c, rf, de Y, Z, T, ...., et op la valeur inconnue
de X qui répond à d'autres valeurs *', (/, rf', ...., connues et données aussi de Y, Z, T, ....; si X est directement proportionnelle à toutes les grandeurs Y, Z, T, ...., on a
x= a -^-— - ; SI X est directement proportionnelle à Y
et Z et inversement proportionnelle à T, ona x = a-r-jn
et ainsi de suite (voir le dernier théorème du n° 162).
Règle. — Pour obtenir la nouvelle valeur de la grandeur étudiée X, on multiplie son ancienne valeur par le produit des rapports des deux valeurs de chacune des grandeurs dont elle 4tfend : on prend le rapport de la nouvelle valeur à ranciénne^ si £9 grandeur X est directement proportionnelle à celle que Pon emijisajie; et le rapport de V ancienne valeur à la nouvelle, si la gran^isur X est inversement proportionnelle à celle que Fonenvisagei
1*' Exemple. — Une pièce d*éioffe de 103* de long et de 0",95 de large coiUtll47'; combien coûtera une autre pièce de la même étoffe de 92» as long et de 1"',20 de large ?
-Le prix d'une étoffe donMe est directement proportionnel à sa longueur et à sa largeur (*); le prix demandé est donc donné par la formule
a. = 1147XjÔ3X^=1289'.
(*} GonTention commerciale.
La méthode de réduction à Tunité est encore applicable, éil'on dit : 103" d'étoffe à 96«» de largeur coûtent 1147, donc 103"* d'étoffe à lo« de largeur coûteraient 96 fois
moins, ou -rrs-» et un mètre à 1«« de largeur coûterait
103 fois moins encore ou ; un mètre à 120«"» de
1147 X 120 largeur coûtera 120 fois plus ou ^ » et 92 mètres
vO y\ 103
. -^^ . , ^. X i4^7 X 120 X 92 ^^^, à 120^°» de largeur coûteront 95 y jq3 — = ^^^^ •
2* Exemple. — Pour faucher 1500 hectares de pré, il faut employer pendant 15 jours, 312 ouwrwr* travaillant 12^ par jotir. Combien faudrat-il d'ouvriers pour faucher 825 hectares de pré, pendant i3 jours, chacun d'eux travaillant 9^ par jour?
Le nombre des ouvriers employés est directement proportionnel au nombre des hectares, et inversenient proportionnel au temps, c'est-à-dire aux nombres d'heures de travail et de jours. On a donc, d'après la règle,
^ = ^*2ïHÔÔ- 9 13= ^«*-
On peut d'ailleurs raisonner ainsi : pour faucher 1500 hectares il faut 312 ouvriers travaillant 12** par jour, pendant 15 jours, c'est-à-dire travaillant 12 X 15 heures en tout; pour faire le même travail en une heure, il faut 312 X 12 X 15 ouvriers, et pour le faire en 13 jours de
9^, c'est-à-dire en 13 X 9 heures, il faudra ^^^^^^^^
ouvriers.
Une règle de trois simple et directe donne maintenant le ttombrejd'ouvriers nécessaires pour 825 hectares.
165. Régies d'Intérêt. — Vintérèt d'une somme d'argent est le loyer de ce capital : c'est l'indemnité qu'exige le prê-
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leur pour les services que cette somme d'argent est.appelée à rendre à l'emprunteur.
L'intérêt est proportionnel au capital et au temps pendant lequel le capital est engagé. Ce sont là deux conventions universellement admises. L'intérêt se paie annuellement, ou par semestre, ou par trimestre.
On appelle taux l'intérêt produit par iOO' pendant un an.
Dans les calculs relatifs à l'intérêt, le mois est supposé de 30 jours et l'année de 360 jours.
Si Ton désigne par i le taux; par C le capital exprimé en centaines de francs et en parties décimales de cette unité, par T le temps exprimé en années et parties décimales d'année, l'intérêt i produit par le capital donné a pour valeur i = CM.
En effet, puisque une centaine de francs produit / francs
dans un an, C centaines produiront G fois plus ou C X ^
et pendant T années, T fois plus encore, c'est-à-dire
CJ.T.
Si l'on prend pour unité décapitai le franc, et pour unité
de temps le jour, on a C = r^r^r î S étant la somme prê-
tée, et T = 5^ 1 N désignant le nombre de jours, évalué à raison de 360 par an et de 30 par mois. Alors
De là on peut déduire n'importe lequel des trois nombres t, ty C, T ou iy <, S, N, connaissant les trois autres.
Nous allons d'ailleurs traiter directement sur des exemples toutes les questions auxquelles donne lieu le problème général de l'intérêt.
i*' Problème. — Trouver l'intérêt produit par une somme de 95600^, au taux de 3',â0, pendant 7 ans 3 mois t^ jours. Le nombre de jours est conventionnellement de 7 X 360 4- 3 X 30 -f- 22 = !
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Or pendant un an 100' rapportent 3',20 ; donc pendant
3 20 un an i' rapporte -^ ou 0',032, et 95600' rapportent
Pendant un jour cette somme rapporterait 360 fois moins, et pendant 2632 jours elle rapporte 2632 fois plus. On a donc
2« Problème. — A quel taux fautM placer une somme de 12000' pour qu'elle produise 1250' en 2 ans 3 mois f
Dans deux ans et trois mois, il y a 27 mdis. Or 12000'
rapportent 1250' en 27 mois ; ils rapportent donc — 2^
en un mois, et 1 franc rapporte 12000 fois moins ou
27 X 12000 ~ 27X1200 ' ^^^ conséquent, 100' rapportent
en un mois 100 fois cette somme ou - — — — = —
27 X i200 27 X 12 et en 12 mois, 12 fois plus ou — . Le taux est donc
3* Problème. -^ Quelle somme fauUil placer, au taux dé 3', 75, pour avoir 1145' dHntérêt en 2 aw 5 mois ? Dans 2 ans et 5 mois, il y a 29 mois.
Pour produire 3', 75 d'intérêt en 12 mois, il faut lOW •
donc pour produire 1', il faudra un capital de -— ; en uin
mois, il faudra un capital 12 fois plus fort, et, en 29 mois, 29 fois plus faible que celui-ci. Donc le capital qui produit
12 X 100 1' en 29 mois est ^-^^^— ^, et celuLqui produit 4446'
est 1446 fois plus fort. On a donc
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4* Problème. — Pendant .combien de temps faut-il placer 42800', à ipour 100, pour avoir 1345' d^intéréts ?
12500X4 Pendant un an ou 360 jours, 12500' rapportent — j^ —
on 125.x 4 ^ 500'. Donc puisque 500' sont obtenus en 860 jours, 1' sera obtenu en 500 fois moins de temps, et 1345' en 1345 fois plus de temps. Le nombre de jours cherché est donc
Le temps demandé est donc 968 jours ou 2 ans 8 mois 8 jours.
— n arrive parfois que par suite d'une convention spéciale, non seulement Femprunteur ne rembourse aucune partie du capital pendant les premières années, mais encore ne paie pas les intérêts ; alors ceux-ci sont regardés comme un nouveau capital prêté dans les mômes conditions que rancien, et qui s'ajoute chaque année à ce capital, pour porter intérêt pendant les années suivantes. On dit alors que ce capital est placé à intérêts composés.
Exemple. — 12000' placés à intérêts composés et à 5 pour 100 Tan, rapportent 600' la première année; le capital prêté est donc 12600', à la fin de la première année. Il rapporte 630' la seconde année, de sorte que le capital prêté est 13230^ à la fin de la seconde année. Et ainsi de suite.
Pour traiter toutes les questions se rapportant aux intérêts composés, il faut connaître d'autres moyens de calcul que ceux que nous connaissons actuellement.
166. Rentes sur FÉtat. — Lorsque TËtat contracte des emprunts, il reconnaît sa dette en délivrant à chacun de ses prêteurs une feuille de papier estampillée et numérotée énonçant le montant de l'intérêt annuel auquel aura droit le possesseur de cette feuille, appelée titre ou inscrip-
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tion{*) rfe rew/e. Ces titres sont négociables par l'intermédiaire des agents de change.
L'Ëtat fait un emprunt en rente dite perpétuelle, quand il s'engage à payer, à des échéances déterminées, l'intérêt annuel consenti sur le capital emprunté, sans prendre d*engagement quant à une date de remboursement du capital. Cette date peut dès lors être reculée indéfiniment, d'où le nom de rente perpétuelle.
Au contraire, quand l'État fait un emprunt dit amortissable^ non seulement il s'engage à payer, à des époques déterminées, l'intérêt simple du capital emprunté, comme dans le cas précédent, mais de plus il s'engage à rembourser le capital dans des conditions et dans une période déterminées.
Conversions. — Quand TÉtat juge qu'il pourrait diminuer le taux de Tintérôt qu'il paye aux rentiers sans que ceux-ci lui retirent leur confiance, et que ses engagements antérieurs ne lui interdisent pas l'opération, il convertit une certaine catégorie de rentes : è cet effet, il offre aux rentiers de leur rembourser le montant de leur capital prêté à sa valeur nominale, ou d'accepter en échange de leurs titres de nouveaux titres rapportant un intérêt diminué. Chaque conversion présente en outre certaines conditions particulières. Cest ainsi que, en vertu de la loi du 9 juillet 1902, le 3 >i »/<, perpétuel a été converti en 3 Voï désormais non convertissable jusqu'en 1911.
Fonds d'État français. — - Les rentes françaises se divisent actuellement en deux grands types: le 3 pour iOO perpétuel et le 3 pour 100 amortissable.
Négociation des titres de rente. — Les préteurs peuvent d'ailleurs négocier entre eux leurs titres de rente, par Tin-
{*) Parce qu'ils soDt inscrits sur une série de registres dont Tensemble constitue le Grand-Livre de la Dette publique. Ils y sont inscrits simplement avec un numéro d'ordre si le titre est au porteur, et avec, en pus, le nom du rentier possesseur actuel du titre si le titre est nominatif.
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termédiaire des agenls de change^ qui perçoivent à ce sujet une commission appelée courtage. Le courtage est fixé à i^ pour iOOO^ de valeur négociée. Le prix de la rente est variable : il est soumis aux lois de Vo^re et de la demande. Chaque jour, ce prix est débattu à la Bourse par les agents de change, et il y a un prix moyen qui est fixé. Le prix d'un titre de rente se nomme le cours de la rente.
Si le cours de la rente atteint 100', on dit que la rente est au pair. Le 3 pour 100 perpétuel a atteint le pair, pour la première fois, en juin 1892. Si le cours de la rente est inférieur ou supérieur à 100', on dit que la rente est au-dessus ou au-dessous du pair.
Le cours d'émission est le prix demandé par TEtat, au moment de l'emprunt, pour un titre de rente.
1" Problème. — Le cours de la rente 3 pour 100 étant 96', 75, trouver le taux d^un placement fait en 5 pour 100.
3 francs d'intérêt sont donnés par 96', 75 plus le jj-— de
cette somme pour courtage ou 0,0968; donc ils coûtent
96',85. Par conséquent 1' rapporte ô^-^ et lOÔ rapportent
Tel est le taux d'un pareil placement.
2* Problème. — Le cours de la rente 3 pour 100 étant 97' ,23, quelle somme faut-il verser pour avoir QiVde rente ? Pour avoir 3' de rente, il faut verser
donc pour avoir 612' de rente, c'est-à-dire -^ = 204 titres
de rente, il faudra verser 204 fois 97',33 ou 19855',32.
3* Problème. — Le cours de la rente 3 pour 100 amortis^ sable étant 98',12, combien aura-t-on de rente pour 68950',44î Quel capital touchera-t-on si on est remboursé ?
Le prix de 3' de rente est en réalité de 98', 22 ; on aura donc autant de fois 3' de rente, que le nombre 68950',44
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contient de fois le nombre 98, ^sij, c'est-à-dire 70Î fois. On peut donc acheter 2106' de. rente avec cette somme.
Puisque chaque titre est remboursé à 100', l'acheteur touchera 702X100 ou 70200'.
Remahoub. — Tous les problèmies que nous Venons de traiter sur Tintérét et les rentes sur TiËtat ne sont pas autre chose que des applications de la règle de trois.
167. Règles d'escompte. — L'escompte a pour but de permettre aux commerçants d'utiliser des capitaux immobilisés pendant un certain temps. Un exemple fera aisément ' comprendre le but de l'escompte et sa nature : une personne achète à un commerçant pour 650' de marchandises payables dans 16 mois ; le commerçant, qui a besoin d'argent, tire une traite sur le vendeur, qui s'est engagé à payer la somme de 650', dans 16 mois, sur la présentation de cette traite ; il inscrit la somme à payer sur cette traite et porte ce billet chez son banquier ; celui-ci avance au commerçant la somme marquée sur le titre qu'il lui présente, moins .les intérêts de cette somme jusqu'au jour de l'échéance. C'est cette opération qui porte le nom d'escompte.
La somme inscrite sur \m billet est sa valeur nominale.
La somme que le banquier peut donner en échange, est da valeur actuelle.
Létaux de l'escompte est l'intérêt attribué à 100' pendant un an. Vescomptt est la retenue faite par le banquier sur le montant du billet.
i ^ Problème. — Trouver la somme remise par un banquier sw un billet de valeur nominale de 6S0', payable dans 46 mois, le taux de V escompte étant 6 pour 100.
Il suffit de calculer les intérêts de 650' pendant 16 mois,
I fi M
est>-à-dire pendant — ou - d'ann^ intérêts sont donnés par la forn>iile
I fi X
'c*est>-à-dire pendant — ou - d'année, à 6' pour 100. Ces
i = G/T, (nM65)
qui, dans le cas actuel, est
Le banquier remet donc 650 — 52 = 598' au commérçant.
Cette manière de calculer Tescompte n'est pas juste en théorie, car le banquier retient les intérêts d'une sonune qu'il n'a pas déboursée. Il devrait donner en réalité une somme telle qu'en l'ajoutant à ses intérêts, elle reproduisit la somme proposée.
Le premier escompte^ qui est le plus simple et le plus fréquent, s'appelle escompte commercial ou en dehors ; le second est l'escompte rationnel ou escompte en dedans.
Proposons-nous de traiter le problème précédent avec ce nouveau mode d'escompte. Nous chercherons d'abord la valeur actuelle de un franc payable dans 16 mois, l'escompte étant de 6 pour 100. Pour cela nous remarquons que
lOOr vaudront à ce moment-là, lOOf plus les intérêts à 6
pour 100, c'est-à-dire lOO-f-6 X ^ = 108'. Donc 108'
payables dans 16 mois ont pour valeur actuelle 100'; par conséquent l' vaut î^. et 650« valent ^^^ = 60i',88.
lOo lOo
On peut encore raisonner ainsi : soit x la valeur actuelle du billet escompté ; les intérêts de ce capital pendant
a? X 6 X 4 ^ 16 mois sont ..- . ^ ^ = sïï» si on ajoute cette somme 100 X o *5
à ap, on doit retrouver 650 ; on a donc ^ + a? = 650,: ou
Par suite x
Cette façon de procéder économise donc 3',85 au commerçant.
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2* Pboblèkb. — A quel taux a été escompté un billet de 550(K, payable dans huit mois^ sachant que le porteur du biUet a touché 5390n
Le banquier a retenu 5500 — 5390 = 410'. Nous voyons
donc que 5500^ pendant 8 mois ont produit 110 d'intérêt ;
donc lOO' produiront dans le même temps, r^^rr X 100, et,
pendante mois, li^^xÇ = 3r
Le taux de cet escompte, supposé fait en dehors, est donc 3 pour 100.
S'il s*agit d'escompter en dedans, il faut regarder liO comme ayant été produits, dans huit mois, par 5390^ Le
taux est donc X — ou = . = 3'.06.
3* Problème. — Un commerçant fait escompter* à 4 pour 100, un billet payable dans un an et reçoit 5280^. Quelle était la
valeur nominale du billet ?
Dans un an lOOr vaudront 104', et l' vaudra -— ou 1,04;
lui/
donc 5280' vaudront 5280 X l',04. Mais nous supposons ainsi que c'est la valeur actuelle qui porte intérêt ; nous ' supposons donc l'escompte en dedans. Dans ce cas^ le billet a pour valeur nominale 5280 X 1,04 = 5491',12.
Si nous supposons l'escompte en dehors, il faut dire au contraire qu'une valeur nominale de 100' a pour valeur actuelle 100 — 4 = 96. Donc 96' vaudront 100' dans un
an, et 5280 vaudront ^^^ ^ 100 ^^ ^^^^
4* Problème. — Au bout de combien de temps était payable un billet de 5500', pour lequel on a reçu 5280', le taux de Pescompte étant 4 pour 100 ?
L'intérêt produit est 5500—5280 ou 220'. Cet intérêt a été produit par 5500 , si l'escompte a été fait en dehors. Il n'y a qu'à comparer cet intérêt à celui produit par 5500',
FJ
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dans les mêmes conditions, pendant un an, pour avoir le temps que Ton cherche. Or 5500 à 4 pour 100 rapportent 220' en un an ; donc le billet était payable dans un an.
Si nous supposons, au contraire, l'escompte en dedans, les 220f ont été produits par 5280'. Or l'intérêt de 5280^ à 4 pour 100, pendant un an, est 211^2 ; le billet était donc
payable au bout de 577-0 ou ^77^ d'année ou 375 jours.
On peut mettre en formules tous les calculs précédents. Désignons par V la valeur nominale d'un billet, par V sa valeur actuelle, par « ce que rapporte unfi'anc dans un an, par t le temps évalué en années etfractions décimales d'année, et enfin par E l'escompte en dehors et E' l'escompte en dedans. Nous aurons E = Vaf ou E' = V'af ; d'autre part V'+E=V ou V'-f.E' = V.
Les formules relatives à l'escompte en dehors sont donc
V'=5V(1 — «0 et E = V«r, les formules relatives à l'escompte en dedans sont
V' = -^^ et E' = ^.
La diflérence entre les deux escomptes est
E-E' = ;r-7-:Xar
h a^ C'est donc Yintérét produit par Pescompte en dedans
Connaissant trois des nombres V, V, a, t, il est facile dans chaque cas d'avoir le quatrième. Le lecteur pourra se donner lui-même de nombreux exercices sur ce sujet.
168. Règles de société. — Lorsque plusieurs personnes se réunissent pour constituer le capital nécessaire à une entreprise, elles forment une société ou un être collectif jouissant des prérogatives commerciales attachées aux personnes. La portion du capital social apportée par l'un des sociétaires se nomme sa mise.
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^ .Nous n'avons à i^us occuper ici que des calculs afférents à la répartition des b4Défices ou des pertes entre les divers membres de la société.
Pour faire ces calculs, on admet que les parts des sociétaires sont proportionnellea m^ mises et aux temps pen<dant lesquels ces mises ont éM^ eçiployées dans le fonds social, c'est-à-dire proportionnelle»^^^ produits des mises par les temps. (N* 162.)
Nous sommes donc amené à résoudre l|| |iroblème suivant :
Partager un nombre donnée A, en parties prôpQHfàtmeUes à des nombres donnés^ a, b, c.
Désignons par ôr, t/, z l^s trois parties du nombre 4j^ nous aurons, par hypothèse,
-=| = - et a?4-y-h« = A;
abc
or si nous ajoutons les trois rappoi^ts égaux terme à terme
nous obtenons un rapport égal à chacun d'eux,
donc nous avons la suite d'égalités
et, en égalant chaque rapport au dernier, nous obtenons les valeurs de a:, y, z,
Aa A6 Ac -
a + é + c ^ a-^b-hc à-^b-hc
Rien n'est plus simple alors que de résoudre les diverses questions que soulève l'existence d'une société : nous allons les traiter sur des exemples particuliers.
!•' Problème.— 7Vo/s associés ont mis dans une affaire;
wr
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pendant un certain temps, 1500^ 27W, 420ff , et ont à se partager 588' de bénéfices. Quelîes seront les parts de chaèun d'eux ?
Les misés des trois associés ayant été employées pén* dàni le même temps, les bénéfices sont proportionnels aux ouses. Si donc on désigne par x, y, x les bénéfices qu'ils ont réalisés, on a
X _ y _ z \_ x-hy + z ^_ 588
. 1500 "■ 2700 "" 4200 "" 1500 -h 2700 + 4200 "" 84ÔÔ ' En multipliant par 100 chacun des rapports, on a
on déduit de là, sans peiné,'
Les bénéfices respectifs des trois associés sont donc 105^ 189' et294^
2* Problème. — Trois associés ont consacré à une affaire chacun la même somme, Tun pendant 1 an ; V autre f pendant 3 ans^ et le dernier, pendant 4 ans. Ils ont subi ¥)00l de perte. Quelle est la perte de chacun d'eux?
Les mises sont les mêmes ; donc les pertes sont proportionnelles aux temps pendant lesquels les mises ont été employées. Si donc on désigne par a;, y, z les parts de cha* cun d'eux dans la perte subie, on a
x_y_z a?-hy + »_4000 ï-3-4" 8 --|-=-«^00^-
Le premier a donc perdu 500'; le second, 1500^, et le troisième, 2000^.
3^ Problème. .— Quatre associés ont mis dans une affaire: le premier, ,500', pendant 4 ans ; le second^ 3500^, pendant 2. ans i k troisième, 1500', pendant 7 ans, et le quatrième.
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2O0O', pendant 3 ans. Ils ont gagné 1275'. Quelle est la part de chacun d'eux dans ce bénéfice ^
Les bénéfices sont proportionnels aux produits des mises par les temps, c'est-à-dire proportionnels ; aux nombres 500 X 4 = 2000, 3500 X 2 = 7000, 1600 X 7 = 10500, 2000x3 = 6000. En désignant par x^ y, z, t ces bénéfices, on a donc
^ — y — ^ — ^ _ a?4-y + z + ^ _ 1275 2ÔÔ5 "" 7000 ~ 10500 "" 6000 ~ 25500 "" 25500.
Multipliant tous ces rapports égaux par 100, on a la nouvelle suite d'égalités
les parts respectives des quatre associés sont donclOO^ 350'; 5^^^ 300'.
Remarque. — Dans chaque cas, il y a une vérification : la somme des parts des divers associés doit être égale au bénéfice ou à la perte totale.
169. Règles d'alliage. — Un alliage est à la fois un mélange et une combinaison de plusieurs métaux qui sont, en général, fondus ensemble dans des proportions déterminées.
Nous ne parlerons ici que des alliages dans lesquels entre un métal précieux, or ou argent. (Voir système métrique^ au paragraphe monnaies,)
On appelle titre d'un alliage le rapport du poids du métal précieux contenu dans une quantité déterminée de cet alliage, au poids total de la portion considérée.
Dans un alliage on néglige ordinairement la valeur du métal vulgaire et on ne s'occupe que du métal précieux. On se base alors pour obtenir la valeur d'un lingot d'alliage sur le poids de ce lingot, le titre de l'alliage et la va-
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leur du kilogramme d'or fin ou d'argent fin. La valeur a uu kilogramme d'or fin est 3444',44 ; celle d'un kilogramme, d'argent fin avait été fixée conventionnellement à 222^22 ; mais depuis cette époque, la valeur de l'argent a baissé : aujourd'hui elle est variable et moindre que le prix cidessus indiqué.
Pour apprécier la valeur d'un objet fabriqué avec un alliage d'or ou d'argent, il faut encore tenir compte du travail des ouvriers employés à cette besogne et de leur talent. Mais ceci ne peut nous occuper dans un ouvrage de ce genre, et nous ne parlerons jamais que de la valeur intrinsèque d'un objet, de sa valeur absolue.
Les objets fabriqués pour la France et en France sont à trois titres, s'ils sont en or, et à deux titres, s'ils sont en argent.
Ce sont, pour les objets d'or, les titres de 920 millièmes, 840 millièmes et 750 millièmes. Pour les objets d'argent ce sont les titres de 950 millièmes et 800 millièmes.
Poujr les objets fabriqués en France et destinés à l'exportation, il n'y a pas de titres déterminés ; mais le fabricant doit indiquer le titre par un poinçonnage spécial.
Pour évaluer la valeur intrinsèque d'un alliage, il faut connaître son poids et le titre de cet alliage. On néglige d'ailleurs la valeur du métal ordinaire qui entre dans la composition de l'alliage.
Du reste les quelques exemples numériques que nous allons traiter feront bien comprendre la nature des questions dont nous nous occupons maintenant.
1" Problème. — Quelle est la valeur intrinsèque d'un objet d'or au second titre^ sachant qu'il pèse 2^^,500?
Chaque gramme de cet alliage contient 0^,840 d'or ; par conséquent 2500 grammes contiennent 0,840X2500=2100». Or le kilogramme d'or fin vaut 3444^44 ; donc 2100» valent 3444,44 X 2,1 ou 7233^, 3a..
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2* Problème. — Quel est le titre d'un objet (Targent pesant 3^^,Â!Mi et valant bion
L'argent fin vaut conventionnellement 222' ,22 le kilogramme; il y aura donc autant de kilogrammes d'argent fin dans Tobjet en question qu'il y a d'unités dans le quotient de 570 par 222,22, c'est-à-dire 2^^,565. Le titre de cet objet est par suite le quotient de 2565 par 3420 ou 0,750.
3* Problème. — Quel est le poids d'un objet d'or au premier titre et valantiSO^ fis 1
Puisque l'or fin vaut 3444^44 le kilograname, le poids de l'or fin contenu dans l'objet en question est le quotient de
180,63 par 3444,44 OU ^ ; ce nombre exprime le poids
en kilogranmxes ; pour avoir le poids en grammes, il faut
'multiplier le nombre précédent par iOOO ; on a ainsi :
■-■■■■■■, • D autre part, cet objet étant au premier titre, o44444
920» d'or fin donnent un poids de 1000« ; donc un gramme
donne •^^- On obtiendra donc le poids total en multipliant
le nombre obtenu antérieurement par 1806300000
On a ainsi
(70. Problèmes généraux sur les alliages. — 11 nous reste à parler de deux problèmes importants que nous allons donner sous une forme tout à fait générale.
i^ On forme à l'aide de plusieurs lingots composés des mêmes métaux, de titres respectifs ^1,^2, ... *n, et de poids pi, pj, .».,Pn, un autre lingot dont on demande le titre.
Le titre d'un lingot étant le poids du métal fin que chaque unité de poids de cet alliage renferme, les divers lingots employés contiennent en métal fin les poids pi<i, p2<2, . . . yPntn ; le lingot formé par leur réunion contient donc en métal fin le poids
Piti + P2'2 4- •• • -hpntn \
en outre son poids total est
Pi-hp2-h... -hpn; doQC le titre de Talliage ainsi obtenu est donné par le rapport
Pl<l -+-Pjta -H ... -hpn^n Pi -r pa 4- . . . 4- Pn
2« Avec plusieurs alliages composés des mêmes métavuo et de titres respectifs <i, «a, . . . , f», former un autre alliage de titre déterminé, t.
Soient pu pty . . .,p„ les poids des lingots employés, le lingot final aura pour poids pi -f-pa 4- . . . -Hpn, il renfermera donc en métal fin le poids
(pi-4-P2-f- ...-f-p»)«; d'autre part le poids du métal fin contenu dans le lingot de titre tif est p^ft ; donc le poids total de ce métal est
Plti-hPiti 4- . . . 4-Prt*n,
et on a Tégalité
(pi 4- P2 4- . . . 4-P/i)< = pi«i 4-p2<8 4- . . . 4-p««n.
Cette équation est la seule que Ton ait pour déterminer les rapports des poids Pk entre eux ; le problème est donc indéterminé dès qu'on emploie plus de deux alliages.
Si on emploie deux alliages seulement, on a l'équation
(pi 4-pj)< = pl*l 4-p2<2,
qui donne immédiatement le rapport —,
pi _ <2 — < .
P2 "~ t — fi En supposant tt < ta, on voit de suite que le problème n'est possible que si t est compris entre ti et t%, et alors le rapport précédent indique dans quelles proportions il faut combiner les deux alliages pour avoir un autre alliage au titre indiqué, t.
171. Problèmes sur les mélanges. — il est inutile de donner la définition du mélange; il nous suffira de traiter les problèmes principaux qui s'y rapportent.
Un mélange étant formé par la réunion de plusieurs substances dont l'unité de poids ou de volume a pour chacune un prix connu, on demande de déterminer le prix de l'unité correspondante du frtélange .
2'* Trouver dans quelles proportions on doit mélanger diverses substances de prix connus pour obtenir un méla'tge dont le prix de l'unité soit atissi donné.
Ces deux problèmes se traitent de la même façon que les problèmes généraux sur les alliages.
Soient pi, Pi, ..',Pn les quantités employées des diverses substances indiquées, c'est-à-dire leurs poids ou leurs volumes, et soient /i, /'2, . . ., A les prix respectifs de Tunité de chacune d'elles ; le prix toial du mélange sera
Pifi -^Pifi -f- . . . -h Pnfn.
D'autre part, le mélange renferme
Pi -♦- P2 -+- . . . -4- Pn unités et, si Ton désigne par f le prix de l'unité, il vaut en tout
(Pi -^P2 4- ... -hPn)f-
On a donc l'égalité
(Pl -hPa -t- . . . -hPn)f = PlA H- P«/*2 H- . . . -h Pnfn,
et cette équation donne la solution des deux problèmes généraux que nous avons indiqués.
Elle donne
-__ Pifi +Pa/2 4-...+Pn/n ' Pi 4- pa + . . . -H Pn '
c'est le prix de l'unité du mélange ; c'est la solution du premier problème.
Si, au contraire, on se donne /*, elle permet de déterminer les rapports des nombres Pk, c'est-à-dire les quantités des substances que l'on doit employer. Lorsque le nombre des substances employées est supérieur à deux, ce dernier problème est indéterminé : on peut se donner les poids de toutes les substances sauf une, ou bien tous les rapports sauf un.
Quand on n'emploie que deux substances, le rapport des quantités employées, -^, se calcule immédiatement et l'on a
PL - A-r „.. Pi _ f-f2
P2 "" f-fi ""^ p, - f,-.f*
suivarftfque A < / < /2 ou /a < f<fi. On voit en outre que le problème n'est possible que si le prix indiqué pour le mélange est compris entre les prix A et A des substances à mélanj(er.
Si l'on veut tenir compte du bénéfice à réaliser parle marchand, il suffira de l'ajouter au prix total du mélange pour obtenir par un procédé semblable le prix moyen de vente du mélange : ainsi soit B le bénéfice total qu'il veut réaliser, on aura cette fois l'égalité
(Pl -+-P2 4- . . . -f- Pn)f = PlA -+- P2A + . . . -h Pnfn -H B.
Mais des exemples particuliers feront mieux comprendre toutes ces questions et surtout les solutions purement arithmétiques que l'on peut en donner.
Exemples. — !• t/n négociant mélange 6 sacs de farine à 54' U
sac, 8 sacs à 52' le sac et 11 sacs à 49' le sac. On demande le prix de revient du sac de mélange;
Le prix de vente d'un sac de ce mélange sachant que le négociant veut gagner 2' par sac sur le prix précédent supposé prix d'achat ;
Enfin le prix de vente de chaque sac sachant que le négociant veut gagner 10 */© sur le prix d'achat,
La solution de ce problème peut se présenter ainsi : 6 sacs de farine à 54' le sac valent 54 X 6 ou 324' ; 8 sacs à 52' le sac valen t 52x8 ou 41 6' ; et 11 sacs à 49' le sac valent 49 x H ou 539'. Le mélange vaut donc 324 -h 416 -f- 539 ou l 279'. Tel est le prix des 25 sacs du mélange ; un sac vaut 25 fois moins ou
Si le marchand veut gagner 2' par sac, il vendra 53',16'' le sac du mélange.
S'ilveutgagnerlOp. Voilvendralesac 51',16-h5',116 = 56f,27".
2" Bans quelles proportions un marchand doit-il mélanger deux
vins qui lui coûtent respectivement 0',60*' et 0',35° le litre pour
obtenir du vin qu'il puisse vendre 0',50 le litre en gagnant 10 p, <*/o
sur le prix d'achat ?
Le prix de vente représente les -r^ du prix d*achat : d'abord
ce prix lui-même on -j^y puis les -j^ de ce prix qu'il veut réaliser comme bénéfice. Or 110 centièmes valent 0,50, un centième vaut donc HO fois moins ou ' et 100 centièmes
valent 100 fois plus ou ' . Ce calcul effectué donne
0',454 pour le prix de revient d'un litre du mélange.
Chaque fois que le négociant prend un litre de vin à 0',60, il perd 0,60 — 0,454 = 0',146; chaque lois qu'il prend un litre de vin à 0',35, il gagne 0,454 — 0,35 = 0',104. Si donc on désigne par X le nombre de litres du premier vin et par y le nombre de litres du second qu'il prend pour former le mélange, on devra avoir
0,146 X« = 0,104 X y, ou 146.0? = 104. y ;
le rapport -• est donc égal à -j^ ou à ^=j- : pour 52 litres
du premier vin il faudra prendre 73 litres du second. Pour achever de déterminer le nombre de litres de chaque
406 BXBRCIGBS
vin qu'il faut prendre, il faudra indiquer en outre le nombre total de litres du mélange ou le nombre de litres de l'un des _vin8 que Ton veut mélanger.
30 Un marchand achète 3 pièces de vin de 225 litres chacune au prix de 22' Vhectolitre pris sur place et 4 pièces de même capacité à raison de 19' Vhectolitre, Les frais de transport et autres s'élèvent à 7' par h ectolitre. Quelle quantité d'eau doit-il ajouter au mélange pour gagner ZO *>/o en revendant le tout à raison de O'jSO* le litre?
Ce marchand a acheté 3x225 ou 6*75 litres de vin à 22' rhectolitre; il a déboursé pour cela 675X0,22 = 148',50. Il a acheté 4 x 225 ou 900 litres de vin à 19' Thectolitre ; il a déboursé ainsi 9x19 = 171'.
Les 15,75 hectolitres qu'il a achetés lui coûtent en outre chacun 7'; d'où un nouveau débours de 15,75 X "7 = HO',25.
Il a dépensé en tout 148,50 -f 171 4- 110,26 = 429',75. Comme il veut gagner 30 «/o, le prix de vente doit dépasser le prix de revient de 429,75 X 0,3 = 128',925 ; il doit donc revendre le tout
Quand la quantité d'eau nécessaire aura été ajoutée au mélange, chaque litre devra valoir 0',30 ; il faudra donc qu'il pos-
sède en tout — rr-^ — = 1 862,2 litres environ. Or les deux vins
mélangés forment à eux seuls 1 575 litres; donc il devra ajouter 1 862,2 — 1 575 = 287,2 litres d'eau.
EXERCICES
1« Chaque page d'un in-octavo contient 35 lignes ; il y a 11 mots en moyenne par ligne et 475 pages. Combien faudrait-il de temps pour lire cet ouvrage en prononçant 185 mots par minute? Quel serait l'espace parcouru par un train qui fait55i«"» à l'heure pendant ce temps ?
2' 92 ouvriers mettent 35 heures à faire un ouvrage déterminé. Combien 161 ouvriers mettront-ils de temps?
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3« 4554 kilogrammes de blé ont été vendus 483^ L*hectolitre vaut 23' ; combien pèse un hectolitre ?
4« 30 ouvriers travaillant 8 heures par jour ont mis 27 jours pour faire 450 mètres d'un ouvrage déterminé. Combien de jours faudra-t-il à i8 ouvriers travaillant 9 heures par jour pour faire 270 mètres du même ouvrage ?
5* 25 ouvriers ont fait en 48 jours, en travaillant 14 heures par jour, 72 mètres d'un ouvrage dont la difficulté est exprimée par 3. Combien 42 ouvriers mettront-ils de jours, en travaillant iO heures par jour, pour faire 120 mètres d'un ouvrage dont la difficulté est exprimée par 5 ?
6^ Un industriel emploie deux ouvriers dont le premier reçoit pour sa journée un salaire double de celui que reçoit l'autre. On donne au premier pour 12 journées de travail 40* et 10 litres de vin ; on donne au second pour 9 journées de travail 16',40 et 2 litres de vin. Quel est le prix d'un litre de ce vin ?
7* Dans une usine on emploie 50 hommes, 35 femmes et 20 enfants. Le montant des salaires d'une semaine de 6 jours de travail s'élève à 1344^. On sait que 8 journées d'homme valent 45 journées de femme et que 9 journées de femme valent 16 journées d'enfant. Trouver le salaire d'un homme, d'une femme et d'un enfant.
S^ Une pièce d'étoffe de 48"'^55 a coûté en tout la somme de 970'. Combien aurait-on de bénéfice par mètre, si 18",50 de cette étoffe étaient vendus 492', 10 ?
9® 7 hectares 9 ares de vigne valent 45 hectares 83 ares de prairie et 28 hectares de ptairie valent 62 hectares 65 ares de bois. Quel est le prix d'un hectare de bois, sachant que le prix d'un hectare de vigne est 5300' ?
10<» Une personne a placé les - de son capital à 6 p. Vo ^^ le
reste à 4 1/2 «/q. La première partie rapporte par an 939',60.
Trouver la deuxième partie et le revenu total, et de plus le taux
unique auquel il faudrait placer le capital entier pour obtenir le
même revenu.
14* Une personne qui devait payer sa dette le 40 novembre ne l'a payée que le 15 janvier suivant, ce qui a augmenté sa dette de 42'. L'intérêt étant de 5 p. Vo par an, que devait cette personne?
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12® Une personne emprunte une certaine somme, et au bout de 8 mois elle rembourse le capital avec les intérêts en donnant 258T,50. Quel était le capital emprunté, sachant que les intérêts ont été calculés à raison de 5',25 o/o par an ?
IS'» Quelle somme faut-il placer en ce moment à 5 p. % par an pour recevoir dans 3 mois 18 jours 875', capital et intérêts?
14^ Une personne pouvant disposer d'une somme de 1800' en place une partie à 4',50 p. Vo et le reste à 5',75 p. «/o ; après 4 ans 3 mois elle retire 373', 73 pour Tintérêt de son capital Quelle est la somme qui a été placée à chaque taux ?
15® Une personne a fait 3 parts de son capital : la première a été placée à 5 p. % pendant 3 ans 8 mois ; la deuxième, qui est double de la première, a été placée à 5 p. <^/o pendant 3 ans 6 mois ; la troisième, qui est triple de la seconde, a été placée à 4 p. 7o pendant 3 ans 9 mois. Les intérêts de ces divers capitaux se sont élevés à une somme totale de 14150'. Calculer les trois parts et le capital entier.
16o On achète 800' de rente 4 >^ p. «/o à 105'; on vend 2 mois après cette rente à 106',50, puis Ton achète du 3 p. •/« à 92',60 que l'on revend 95' au bout d'un mois. Combien cette double opération a-t-elle rapporté et combien pour cent ?
17o On achète 3000' de rente 3 °/o à 102',45 et huit jours après 4000' de la même rente à 100',35. On demande : 1» de déterminer le cours auquel on pourrait vendre sans perte ; 2» de dire quel gain Ton fait en revendant le tout à 10l',75 ?
18o On présente à un banquier deux billets dont Tun était payable au bout de 30 jours et l'autre de 70 jours. L'escompte fait par le banquier a été de 20',50 à raison de 7 p. Vo- Si l'escompte avait été fait 10 jours plus tard, il aurait été moindre de 3f955. Quelle était la valeur de chacun de ces effets ?
19» Un commissionnaire reçoit une caisse de marchandises pesant 234 kilogrammes, qu'il paye 250^ le quintal. 11 ouvre la
caisse et s'aperçoit que cette marchandise a perdu par suite
d'avaries Jes ^ de sa valeur. 11 la revend 572^17 et reçoit en
paiement un billet à 6 mois, qu'il fait escompter immédiatement à 6 p. V- On demande ce qu'il a gagné ou perdu. .->,..
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20« Un capitaliste a commencé une entreprise avec 426000' ; trois mois après il s*est associé une personne qui a versé 7000' ; trois mois après, il s*est associé une troisième personne qui a versé 45000'. Un mois après le troisième versement, le premier capitaliste se retire, et au bout d'un an Tentreprise se liquide avec 7500' de perte. Quelle part doit supporter chaque associé ?
21* Un particulier commence avec 42000' une affaire commerciale; huit mois plus tard, il y intéresse un capitaliste qui lui confie 20000' ; dix mois après, un second capitaliste lui confie d'abord 30000', et trois mois plus tard, 6000'. Au bout de 2 ans, l'entreprise a rapporté un bénéfice de 5000'. On demande quelle sera la part de chaque associé, sachant que le particulier qui conduit l'affaire prélève une prime de 4 p. Vo sur le bénéfice.
92<» On fond ensemble trois lingots d'or : le premier au titre de 0,910 ; le second au titre de 0,860, et le troisième au titre de 0,780. Us pèsent respectivement 675 grammes, 701 et 296 grammes. Quel est le titre de Talliage ainsi obtenu ?
23" Dans quel rapport faut-il allier deux lingots d'argent aux titres de 0,870 et de 0,620, pour obtenir un alliage au titre de 0,750?
^'i^ On mélange 665 litres d'un vin à l',50 le litre et 875 litres d'un autre vin à 1',75 le litre. Combien faudra-t-il mettre d'un vin à 0',25 le litre pour que le litre revienne à 4^,20?
CHAPITRE PREMIER
172. Définitions. — Il est rare que les calculs numériques s'effectuent sur les valeurs exactes des nombres indiqués ; le plus souvent on leur substitue des nombres qui en difièrent peu et qu'on appelle des nombres approchés.
Il est d'abord impossible de procéder autrement quand il s'agit de nombres qui proviennent de mesures, d'observations ou d'expériences qui sont toutes entachées d'erreurs, et qui/ d'ailleurs» ne permettent d'évaluer ces nombres qu'avec une certaine approximation. Chacun d'eux diffère du nombre véritable d'une certaine quantité dont on peut seulement fixer une limite supérieure. Il peut même arriver que cette limite supérieure soit relativement beaucoup plus grande que la différence qui existe entre le nombre cherché et celui qu'on lui substitue, et qu'elle ne donne qu'une idée assez vague de l'approximation obtenue.
En second lieu, même quand un nombre est exactement connu, soit par sa définition arithmétique, soit par une définition géométrique, soit de toute autre façon, on ne l'introduit dans le calcul que par son développement déci-
(*) Ce chapitre a été inspiré en un assez grand nombre de points par la brochure de J. Griess sur les approiimations numériques.
mal ; si celui-ci est illimité comme il arrive ordinairement^ ou bien s'il contient un trop grand nombre de chiffres décimaux, on le remplace par un nombre voisin obtenu en supprimant tous les chiffres qui viennent après un certain rang, ou, ce qui revient au même, en les remplaçant tous par des zéros.
Nous appellerons erreur absolue la différence qui existe entre le nombre exact et le nombre approché qu'on lui substitue.
Mais cette définition trop précise correspond rarement à ce qui se passe dans les applications : l'erreur proprement dite n'est presque jamais connue ; il n'y a qu'une limite supérieure de cette erreur qui soit connue, et c'est cette limite que nous substituerons à l'erreur absolue.
Désignons par a un nombre exact inconnu, par ai le nombre approché et par a une limite supérieure de l'erreur commise ; nous pourrons affirmer seulement que le nombre d est compris entre aj — a et ai H- a, qui sont respectivement une hmite inférieure et une limite supérieure de a et nous désignerons ces deux nombres par a' et a''. Inversement, si nous connaissons une limite inférieure et une limite supérieure d'un nombre inconnu, en prenant leur demi-somme nous aurons un nombre approché et l'erreur commise aura pour limite supérieure la demi-différence entre les deux nombres donnés.
Toutefois ce qu'il importe le plus de connaître, ce n'est pas l'erreur absolue : une môme erreur absolue peut être insignifiante ou considérable suivant la grandeur du nombre cherché. Ainsi une longueur de plusieurs kilomètres connue à un mètre près est déterminée avec beaucoup d'approximation, au moins pour les besoins usuels ; au contraire^ une longueur d'un décamètre environ connue à un mètre près, est mal déterminée.
Ce qu'il faut connaître, c'est donc l'erreur commise sur chaque unité du nombre à mesurer, c'est Je rapport de
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l'erreur absolue au nombre lui-même ; c'est ce que nous appellerons l'erreur relative.
L'erreur relative a pour expression numérique — en
gardant les notations précédentes. Généralement ce n'est que par sa limite supérieure qu'elle interviendra dans les
calculs et son expression sera -r» a étant une limite
supérieure de Terreur absolue et a' une limite inférieure du nombre a.
Nous dirons qu'un nombre ai est approché d'un nombre a à a près par défaut ou par excès, quand il différera de ce nombre d'une quantité moindre que a, en étant plus petit que lui dans le premier cas et plus grand dans le second.
Si nous observons maintenant que tout nombre peut au moins être pensé comme étant.développé en décimales aussi loin que l'on veut» nous voyons que nous obtiendrons deux
nombres décimaux approchés à moins de — — près en ne
gardant que les n premiers chiffres décimaux et en ajoutant 0 ou une unité au dernier chiffre décimal à droite. Le premier de ces nombres est approché par défaut, et le second, par excès. Ce sont, d'ailleurs, les seuls nombres décimaux ayant n chiffres décimaux qui jouissent de cette propriété, car les autres diffèrent de ceux-ci d'au moins une unité du n« ordre décimal, dans le même sens qu'eux par rapport au nombre exact. L'erreur qui correspond à
chacun d'eux est donc supérieure à tt;— •
Les deux nombres décimaux que nous avons envisagés se nomment les valeurs approchées par défaut ou par excès à
-r-r- près du nombre considéré.
Pour obtenir la valeur approchée par défaut à -j^ près, on supprime dans le développement décimal tous
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les chiffres qui suivent le n« chiffre décimal ; et» pour obtenir la valeur approchée par excès, on ajoute une unité du dernier ordre décimal conservé à la valeur précédente.
Exemple. — Considérons le nombre imparfaitement connu 3,141592 . . . , dont nous avons les six premiers chiffres décimaux ; les nombres 3, 3,1, 3,14, 3,141, . . . sont les valeurs approchées par défaut à une unité, un dixième, un centième, un millième près, etc. ; les nombres 4, 3,2, 3,15, 3,142, . . . sont les valeurs approchées par excès.
Si nous substituons au nombre lui-même les nombres 3,1415 et 3,1416, nous commettons dans le premier cas une
erreur absolue moindre que -j— -> par suite, une limite
supérieure de Terreur relative est ^ . ; dans le second
cas. Terreur est par excès, elle est moindre que -r^rj- ou même que j^r^f et la limite supérieure de Terreur relative que nous envisagerons est ^ •
Nous dirons qu'un nombre approché ai a m chiffres exacts lorsque ses m premiers chiffres à partir de la gauche coïncident avec ceux du développement fourni par le nombre exact. Le nombre formé par ces m chiffres est alors la valeur approchée par défaut du nombre exact à une unité près de Tordre représenté par le m« chiffre.
Ainsi soit tti = 3,14257 un nombre approché du nombre 71 = 3,141592..., ce nombre a trois chiffres exacts.
Nous dirons qu'un nombre approché Ui est connu avec m chiffres lorsque le nombre obtenu en gardant les m premiers chiffres à partir de la gauche est Tune des valeurs approchées par défaut ou par excès du nombre exact à une unité près de Tordre représenté par le w« chiffre.
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Ainsi nous dirons que le nombre a, = 5,71489 est connu avec quatre chiffres si Ton sait que 5,714 est une des valeurs approchées par défaut ou par excès du nombre exact a, à un millième près. Le nombre a est alors sûrement compris entre 8,713 et 8,715 ; le nombre approché ai a donc trois chiffres exacts.
Lorsqu*un nombre approché est connu avec m chiffres, en général, les m — 1 premiers chiffres sont exacts, le m'' est incertain. Cependant ce résultat peut être en défaut si le m* chiffre est un 0 ou un 9, car alors en ajoutant et retranchant une unité du dernier ordre conservé, non seulement le m* chiffre, mais aussi le m — 1« est modifié par Tune des deux opérations.
173. Relations entre l'erreur absolue et le nombre des chiffres exacte. — 1** Lorsqu'un nombre approché a n déci*
maies exactes, son erreur absolue est moindre que -rTr- •
Cette propriété est presque évidente d'après ce qui précède. Démontrons-la sur un exemple.
Considérons le nombre tcj = 3,14567 connu avec deux décimales exactes. Alors, diaprés nos définitions, le nombre exact, ic, est compris entre 3,14 et 3,15 qui diffèrent entre
eux de -jr-^ ; le nombre iti est aussi compris entre les mêmes nombres ; donc il diffère de it d'une quantité moindre que — .
2° Si l'erreur absolue d'un nombre approché a pour limite
supérieure jr-^ ce nombre a en général n — 1 décimales
exactes.
En effet soit ai le nombre approché ; le nombre exact est
compris entre ai — — ^^ et ^i^TTr^' Or si le n« chiffre
n'est ni un 0 ni un 9, les deux nombres précédents se forment en diminuant et augmentant le n« chiffre de 1 et les autres chiffres du développement ne sont pas altérés ; les n — 1 premières décimales sont donc des chiffres exacts, c'est-à-dire des chiffres du développement décimal qui représente le vrai nombre.
Ce raisonnement ne s'applique évidemment pas au cas où le n« chiffre est un 0 ou un 9, car alors le chiffre précédent est modifié dans l'un des deux nombres «i — -—>
lO"
flj 4. _-. Dans ce cas, il y a en général n — 2 chiffres exacts.
Exemples : — Soit Oi = 2,72609 un nombre approché à
— -r près; le nombre exact a est compris entre
2,72509 et 2,72709;
il a donc deux décimales exactes.
Soit tti = 2,72934 un nombre approché à îTjÂfvPrès; le
nombre exact est compris entre
2J2834 et 2,73034;
il a donc une décimale exacte.
S'il y avait immédiatement avant ce n« chiffre plusieurs chiffres qui, comme lui, fussent des 0 ou des 9, ils seraient modifiés aussi et le résultat précédent serait aussi altéré.
A cause de ces restrictions, il est impossible de fixer a priori, d'une façon absolument certaine, le nombre des chiffres exacts d'un résultat de calcul. Mais cela importe peu^ car ce qu'on tient surtout à connaître au début d'un calcul, c'est l'approximation sur laquelle on peut compter, c'est-à-dire une limite supérieure de Terreur commise.
A ce point de vue les deux remarques suivantes sont intéressantes.
Lorsqu'un nombre est approché par excès à — près^ le
nombre plus simple qu'on obtient en supprimant tous les chiffres décimaux qui suivent le n« est approché dans un sens
ou dans Vautre à -r- près.
Cela est absolument évident; car la nouvelle erreur que
1 on commet est moindre que -;r- et est de sens contraire
lu'*
à la première; donc l'erreur totale est aussi moindre que l^î mais on ne sait dans quel sens elle a lieu.
Lorsqu un nombre est approché par défaut à -— près, le
nombre plus simple qu'on obtient en supprimant tous les chiffres décimaux qui suivent le n« et augmentant ensuite celui-ci
d'une unité est approché dans un sens ou dans Vautre à — près.
Cette remarque est aussi évidente que la précédente.
174. Relations entre Terreur relative et le nombre des chiffres exacts. — Le paragraphe actuel peut être ramené entièrement au précédent au moyen des deux remarques suivantes :
Quand on connaît une limite supérieure de V erreur absolue d'un nombre approché^ on en déduit une limite supérieure de Verreur relative en divisant la précédente par une limite inférieure du nombre exact;
Quand on connaît une limite supérieure de Verreur relative d'un nombre approché^ on en déduit une limite supérieure de Verreur absolue en multipliant la première par une limite supérieure du nombre exact.
On n'altère pas l'erreur relative d'un nombre approché en multipliant le nombre exact et le nombre approché par le même nombre. La propriété suivante est dès lors évidente.
i* Quand un nombre approché a m chiffres exacts et que son
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premier chiffre à gauche est c, son erreur relative a pour
limite supérieure — tttz-z •
En effet divisions ou multiplions le nombre exact et le nombre approché par une même puissance de 10, de telle sorte que la virgule vienùe se placer à droite du premier chiffre significatif c; le nombre approché aura alors m — i décimales exactes et sera plus grand que c ; une limite supérieure de Terreur absolue sera donc ,^^ . et, par suite, une
limite supérieure de Terreur relative sera — ttt—. •
Pour que cette propriété s'applique aux nombres plus petits que un, il faut ne compter les chiffres exacts qu'à partir du premier chiffre non nul.
2o Lorsque le premier chiffre significatif à gauche d'un nombre approché est c et que V erreur relative est moindre que
— jT—i ce nombre aura en général m chiffres exacts si c <7
et m — 1 seulement si c > y-
En effet, si nous multiplions ou si nous divisons le nombre exact et son nombre approché par une même puissance de 10 telle que la virgule vienne se placer à droite du chiffre c, le nombre approché aura pour limite supérieure c + i qui est inférieur ou égal à y > donc y est aussi une limite supérieure du nombre .et, comme Terreur relative n'a pas changé, une limite supérieure de Terreur absolue sera
ï>< — Tfw ~ Jn^* ^^ ^'y ^ P^^^ ^^'^ ^® reporter au paragraphe précédent pour avoir la propriété énoncée.
Si c ^ Y, on prendra lOy comme limite supérieure du
nombre transformé et la limite supérieure de Terreur absolue
sera alors _^* Il y a donc en général m — 2 décimales exactes, c'est-à-dire en tout m — 1 chiffres exacts.
On démontrera de même la propriété suivante :
3® Lorsqu'un nombre a pour premier chiffre significatif à gauche c et est approché par excès, avec une erreur relative
moindre que > si c << Y> ^^ ^^^^ ^^^ valeur appro'
chée connue avec m-f- i chiffres en supprimant les chiffres qui suivent le (m H- !)•. Si c > y» ^^ même procédé donnera une valeur approchée connue avec m chiffres seulement .
Quand le nombre est approché par défaut avec une erreur moindre que .^^ on force d'une unité le (m -f- Vf chif-
fre à droite en partant de c et on a encore une valeur approchée connue avec m-+-l ou avec m chiffres, suivant que c est moindre que y ou au moins égal à y
Formules des erreurs.
175. — Lorsqu'un nombre inconnu résulte d'une suite d'opérations arithmétiques à effectuer surd'autres nombres, il arrive souvent que ceux-ci ne sont pas connus exactement et que Ton ne peut opérer que sur des nombres approchés pour chacun desquels on connaît seulement une limite supérieure de Terreur commise. 11 importe alors de se rendre compte de Terreur que Ton commet en se plaçant dans le cas le plus défavorable, c'est-à-dire en supposant que toutes les erreurs s'ajoutent et en prenant à chaque fois une limite supérieure de chacune d'elles ; en partant de cette idée on peut, dans chaque cas, calculer une limite supérieure de Terreur commise sur le résultat et se rendre compte ainsi de l'approximation que Ton peut obtenir. Cette limite supérieure de Terreur se nomme Terreur provenant des données.
Mais cette évaluation de Terreur n'est suffisante que si Ton efTectue les calculs indiqués sur les nombres approchés eux-mêmes, sans modification, tels qu'ils sont donnés,
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et si Ton garde le résultat complet obtenu. En général, ce n'est pas ainsi qu*on procède : chaque nombre approché est remplacé lui-même par un autre plus simple dans lequel on ne garde qu'un petit nombre de décimales et le résultat est simpliûé d'une façon analogue en n'y conservant que les premiers chiffres vers la gauche ou en lui substituant un autre nombre approché de forme numérique plus simple. Il y a là une double cause d'erreurs nouvelles qu'il faudra ajouter encore à la précédente pour pouvoir juger avec sécurité de Tapproximation obtenue.
Gela montre nettement que dans aucun cas on ne pourra compter sur une approximation plus grande que celle que donne l'évaluation d'une limite supérieure de l'erreur provenant des données.
Le problème qui nous occupe se décompose donc en deux : 1» Évaluer une limite supérieure de l'erreur commise dans le calcul d'une formule arithmétique, lorsqu'on connaît pour chaque nombre approché qui y figure une limite supérieure de Terreur; en d'autres termes trouver, pour un nombre inconnu défini par une suite de calculs arithmétiques, l'erreur provenant des données ; '^^'\ 2* Calculer avec une approximation donnée le résultat
^ d'une formule arithmétique portant sur des nombres donnés
S:}, et trouver le plus petit nombre de chiffres qu'il soit utile
p. de conserver dans chacun d'eux ainsi que dans le résultat.
Le second problème se présente seul quand les données sont exactes. L'approximation obtenue est alors aussi grande que Ton veut, c'est-à-dire que l'erreur commise ^ peut être rendue aussi petite que Ton veut. Mais il n'y a pas
toujours avantage à abaisser ainsi l'erreur commise, car en général à toute diminution de cette erreur correspond une plus grande complication des calculs et aussi un résultat moins simple, puisqu'il est nécessaire, si l'on poursuit ce but, d'augmenter le nombre des chifiTres conservés dans les nombres employés et dans le résultat.
Quand les données ne sont qu'approchées, il faut d'abord résoudre le premier problème et voir de quelle erreur maxima on peut disposer ensuite pour la simpliflcation des calculs afin que Terreur totale ne dépasse pas celle qui est permise.
Pour résoudre le premier problème, nous allons passer en revue les diverses opérations de l'arithmétique et indiquer les diverses formules d'erreurs auxquelles elles conduisent. Il nous suffira ensuite de combiner ces divers résultats pour obtenir celui qui se rattache à une formule quelconque d'arithmétique.
176. Addition et soustraction. — Examinons d'abord avec soin le cas de deux nombres a et 6 connus par des nombres approchés Oi et bi avec des erreurs au plus égales à a et ^. Le premier nombre est compris entre a, — a et ai -4- a ; le second, entre 6i — p et ^i -t- p. La somme est donc comprise entre aiH-^i — a — p et ajH-ô,-f-a-i-P; il en résulte que le nombre cherché a-f-é diffère du nombre approché ai-f-6i d'une quantité moindre que a -4- p. Par conséquent la limite supérieure de Verreur commise sur la somme de deux nombres est égale à la somme des limites supérieures des erreurs commises sur chacun d'eux.
S'il s'agit de la différence a — 6, elle est comprise entre a, — ô, — a — p et a, — 6» -t- a -h p et le résultat est encore le même.
Rien n'est plus simple que d'étendre ce résultat de proche en proche à une somme d'un nombre quelconque de parties ou à une expression de la forme a-HÔ — c-f-rf — e-H-/".
La limite supérieure de l'erreur commise sur une expression de ce genre est égale à la somme des limites supérieures des erreurs commises sur les diverses parties.
Multiplication. — Considérons d'abord un produit
it*:.
(de deux facteurs a et 6 donnés par deux nombres approchés ai et b^ avec des erreurs moindres que « et p. Le nombre p = aà est compris entre (oi — a)(6i — P) et (ai + oi)(^i + P) ; il diffère donc de ai^i d*une quantité moindre que aiP+M-Ha^- Si donc nous appelons ic •cette limite de Terreur commise, nous aurons
n = (ai -4- a)P -f- bia, "En augmentant cette limite ainsi que les deux nombres «1 -Ha, ^1, nous pourrons écrire
Tt = a^p -H b^a^ a" et 6'' étant des limites supérieures de a et de b.
Divisons maintenant par le produit a'b^ de deux limites inférieures des nombres a et fr ; le second membre deviendra
a" b" ftr les deux nombres -^^ — i plus grands que I, sont
très voisins de 1 ; d'autre part, les erreurs commises ont toujours été agrandies notablement ; nous pouvons donc,
dans la pratique, prendre
B -j^ comme limite supé-
xieure de Terreur relative du produit ai. Par conséquent n nous désignons par a', f»\ ri des limites supérieures des «rreurs relatives qui correspondent aux trois nombres a, *, ;?, nous pourrons écrire
it' = a' -+- P'.
Ce résultat se généralise aisément et s'étend sans peine de proche en proche à un produit d'un nombre quelconque de facteurs, et Ton arrive à la régie suivante :
Une limite supérieure de l'erreur relative d'un produit s'obtient en prenant la somme des limites supérieures des erreurs relatives des facteurs,
£n multipliant par le produit des limites supérieures des
divers facteurs, nous avons une limite supérieure de Terreur absolue et nous voyons qu'elle s'obtient en multipliant chaque limite d'erreur absolue par le produit des limites supérieures des autres fadeurs et ajoutant les résultats. Ainsi la limite supérieure de Terreur absolue d'un produit p = abc est donnée par la formule
Ce résultat important aurait pu tout aussi bien se déduire de la formule analogue qui a d'abord été établie dans le cas d'un produit de deux facteurs et qui se généralise presque aussi aisément que la formule relative aux erreurs relatives ; mais cette dernière est incontestablement plus élégante et plus facile à retenir.
Lorsque tous les facteurs sont égaux, que p est une puissance, p = a% la formule des erreurs absolues
devient
ir = ma"^'^(iy
et celle des erreurs relatives,
w = ma',
Application. — Avec quelle approximation peut-on calculer
le produit
sachant que chaque facteur est approché à moins d'une unité
de l'ordre de son dernier chiffre à droite ?
Ici p = aft, 7c = a'P -h b'a, a = -|^, p = ^^^^ ;
puis a" = 7,46, 6" = 9,432.
Par conséquent it = 0,00746 -i- 0,09432 ; donc « = 0,10178.
Tel est le maximum de Terreur commise ; en général, à cause des exagérations déjà commises, on pourra prendre
it = — ; en tout cas, on est sûr que Terreur est moindre
que -.
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Division. — Considérons le quotient p = ~ de
b deux nombres donnés par des nombres approchés a^ et b^
avec des erreurs absolues moindres que a et p. Le nombre p est compris entre ^^ et 4^±^ ; il diffère
donc de -^ d'une quantité moindre aue ^'^-^^^^ . ^* bi{bi — ^) '
par conséquent une limite supérieure de Terreur absolue est formée par l'égalité
«1? 4- bi<x.
b' étant la limite inférieure, ou, a fortiori^ par l'égalité
it = — ,
a" et b" étant toujours les limites supérieures de a et de b. En divisant par une limite inférieure du nombre », —, nous aurons une limite supérieure de Terreur relative
a' fr • 6: 6'8 a'
Or nous avons déjà fait cette remarque que les deux nom- , a" b"
^^^ o^' Y^ *^^"^ grands que 1, sont très voisins de i,
que, d'autre part, a et p sont en général des limites supérieures d'erreurs notablement agrandies ; par conséquent, nous aurons, avec une exactitude bien suffisante dans la
pratique,
C'est la formule des erreurs relatives : elle montre que nrreur relative d'un quotient a pour limite supérieure la ^omme des limites supérieures des erreurs relatives du divid&nde et du diviseur.
Application. — Avec quelle approximation peut-on calculer le quotient
sachant que chacun des nombres approchés diffère du nombre exact d'une quantité moindre qu'une unité de l'ordre de son dernier chiffre à droite ?
et
3p -+- ÂoL 43
i peut donc prendre
On peut donc prendre pour ir le nombre ou
Les erreurs relatives sont — ^ et ; donc Ter-
reur relative du quotient est plus petite que . » Elle
est sûrement moindre que »
I uou
Si on avait calculé d'abord cette limite supérieure de Terreur relative et qu'on voulût en déduire une limite supérieure de Terreur absolue, on remarquerait ici que 1 est une limite supérieure du nombre et que par suite Terreur absolue est moindre que xi ou - Nous trou- 1 UUU 1 uuu
Yons ainsi une limite double de la première, ce qui montre bien les exagérations qui se produisent par nos méthodes et le peu de danger qu'il y a eu à remplacer antérieurement a" b"
179. Racine carrée. — Soit a un nombre connu par un nombre approché ai avec une erreur moindre que a, le nombre >/a est compris entre ^ai — a et •ai 4- a ; par conséquent le nombre v^â][ diffère du nombre exact d'une quantité moindre que v^ — V^ai — a ou V^ÔH^ — v^ ; or, en multipliant et divisant la première quantité par
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v/ô^ -H v^tti — a, la seconde par v^ai H-a-hv^, elles devien-
nent respectivement -7= , et . =- ;
elles sont moindres toutes deux que -ztt^ «' étant une
^ 2va'
limite inférieure de a, au plus égale à ai — a.
Si nous divisons cette limite supérieure d'erreur absolue
par une limite inférieure du nombre, >fSy nous obtenons
une limite supérieure de l'erreur relative, -5-7 •
Donc une limite supérieure de l'erreur relative d'une racine carrée s^obtient en prenant la moitié de Verreur relative du nombre soumis à cette racine.
Application. — Avec quelle approximation peut-on calculer V^4^32788, sachant que Verreur relative du nombre approché
est moindre que — — - ?
L'erreur relative du résultat est moindre que ;
d'autre part, le nombre cherché est moindre que 3, donc
l'erreur absolue est moindre que
Effectuons maintenant le calcul, nous trouvons 2,080 ; si donc nous prenons 2,08 nous commettions une nouvelle
erreur moindre ^^ > Terreur totale est donc plus petite 1 000
que et a fortiori que -77x77- > la racine est connue
1 uOU iUO
avec 3 chiffres. La seconde erreur est par défaut ; si donc on sait que la première Test aussi, les trois chiffres conservés sont exacts. Mais si Ton ne sait rien sur le sens de la première erreur, on peut affirmer simplement que 2,08 est l'une
des deux valeurs approchées du nombre cherché à -jrrr
près, par défaut ou par excès.
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180. Racine cubique. — L*erreur commise est ici moindre que Val — Vfli — « ou ^ ai-f-a— Vât. Pour transformer la première différence, par exemple, on s'appuie sur Tiden-
tité
a?« — y» = (a? — y)[x^ H- ary + j/*),
et on multiplie puis on divise cette différence par la même quantité
elle devient alors
{Jâiy H- ^âly/âi — a-+- (^i— a)* quantité moindre que , a' étant une limite infé-
rieure de a, au plus égale à ai — a. La seconde différence conduit au même résultat. Donc
une limite supérieure de Terreur absolue est — î7=r— • Nous aurons une limite supérieure de Terreur relative en
' oc
divisantlenombreprécédentpar y?; nous aurons ainsi -ç-r'
Par conséquent on obtient une limite supérieure de l'erreur relative d'une racine cubique en prenant le tiers de la limite supérieure de l'erreur relative du nombre envisagé.
181. Formule générale du monôme. — Considérons, par exemple, le nombre p à calculer par la formule
ab^
Désignoiis par a', P', y, 8' et ir' des limites supérieures des diverses erreurs relatives ; en appliquant successivement les diverses règles que nous avons établies pour les opérations simples de Tarithmétique, nous aurons
Quand nous aurons tc', il sera aisé de calculer %, lalimite supérieure de Terreur absolue et de nous rendre compte de Tapproximation que Ton peut obtenir ; il suffira de calculer sommairement, à vue, une limite supérieure du nombre p, p\ et de multiplier n' par p\
Galoul du résultat d'une formule arithmétique donnée aveo une approximation donnée.
182. Nous n'avons plus à nous occuper maintenant que du second problème, dont nous allons d'ailleurs exposer renoncé à nouveau avec détails.
Étant donnée une expression numérique portant sur des nombres exactement connus, nous nous proposerons de calculer le résultat auquel elle conduit avec une approximation donnée, en cherchant quelle erreur nous pourrons commettre sur chacun des nombres de cette formule sans cesser d'obtenir Tapproximation den)andée, et en profitant de cette erreur permise pour simplifier autant que possible le nombre envisagé, c'est-à-dire pour déterminer le plus petit nombre de chiffres qu'il soit nécessaire de garder dans ce nombre.
Généralement l'approximation denîandée s'énonce en disant que le résultat doit être connu avec un certain nombre de chiffres décimaux, ou à une unité près du m* ordre décimal, ou, d'une façon plus générale, à n unités près du mr ordre décimal.
Il est naturel alors, une fois le calcul terminé, de ne garder dans le résultat que les m premiers chiffres décimaux^ c'est-à-dire les chiffres qui représentent des unités de Tordre indiqué dans l'approximation ou qui représentent des unités d'ordres supérieurs. On supprime alors tous les chiffres qui suivent le m« chiffre décimal et on garde le m'^ ou on le force d'une unité, suivant que la partie supprimée est
moindre ou plus grande qu^une demi-unité du m« ordre décimal. On commet ainsi une nouvelle erreur moindre qu'une demi-unité du m« ordre décimal et qu'il faut ajouter à celles qui proviennent des simplifications faites ou à faire pour avoir une idée juste de l'approximation finale. Pour que celle-ci reste ce qu'elle doit être, il faudra alors imposer à Terreur absolue du résultat complet l'obligation d'être moindre que n — 0,5 unités du m« ordre décimal. Nous ne nous servirons dans ce qui suit que des formules d'erreurs absolues et nous commencerons, d'abord par les formules simples qui ne renferment que l'indication d'une seule opération.
183. Addition et scastraction. — Supposons qu'il s'agisse d'effectuer la somme de 12 nombres à une unité près du quatrième ordre décimal, ou une expression composée d'additions et de soustractions successives.
Alors la limite supérieure de l'erreur absolue imposée au
résultat complet doit être ' ou » Il faudra alors
1 U iMi) if U 000
ne commettre sur chacun des nombres employés qu'une erreur au plus égale à jg^^^ ou à ^^ ou enfin à
î par suite, on conservera dans chacun de ces nom-
lUOOOOO
bres les six premières décimales seulement, on fera ensuite la somme indiquée et on supprimera les deux derniers chiffres décimaux, en forçant le dernier chiffre conservé lorsque le premier chiffre supprimé est égal ou supérieur à 5.
Lorsqu'on n'a pas d'intérêt à connaître le sens de l'erreur finale, on peut prendre certains des nombres par excès et d'autres par défaut; cela ne peut que diminuer l'erreur totale. Mais si Ton a intérêt à évaluer le résultat, soit par excès, soit par défaut, il faudra prendre tous les nombres de façon qu'ils soient approchés dans le même sens.
MulUpllcatlon. — Exemple : Calculer le produit
ir = 3,141692 .. .
^ = 1,732050, Désignons les deux nombres employés par a et b, appelons e le produit et appliquons la formule des erreurs absolues avec les notations indiquées antérieurement
Y = o"P + 6"«; nous devrons satisfaire à l'inégalité
et il nous sufflra de poser ^"?<rKi^ ®* ^''^'^ÏOÔÔ*
Comme a" = 4 et 6' = 3, nous voyons qu'il suffit de
prendre a et p moindres que » et, par suite, de
garder 5 chiffres décimaux dans chacun des deux nombres.
Si nous posons 6''a<^jj^ et o!'^<^^^ nous voyons
alors qu'il suffira de prendre 4 chiffres décimaux dans le premier nombre et 5 dans le second. Nous trouvons ainsi comme résultat 5,441235075 ; en supprimant tous les chiffres décimaux qui suivent le 3»% nous commettons une nouvelle erreur par défaut, moindre que j-^ ou tj^tt; cette
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erreur s'ajoute à celle déjà commise qui est par défaut aussi
et moindre que ^g— ; donc le nombre 5,441 est approché
par défaut à moins de j— jr et il a 4 chiffres exacts.
Division* — Exemple : Soit à calculer à moins de
loa
le quotient
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L'erreur permise sur le résultat complet est 5— . D'autre part, la formule des erreurs absolues est
et l'on doit poser
Nous prendrons, par exemple, ^"*<57wv et û"P<57vj:;
comme b" = 4 et a" = 5, nous aurons pour limites
supérieures de a et de ^ les nombres -rrrr et . -rrrr', donc
il nous suffira de garder deux décimales dans a et trois dans b
et d'effectuer le quotient ^ . jusqu'à la troisième décimale
afin de voir si on doit forcer ou non la seconde. Nous trouvons ainsi 1,438; donc le nombre demandé est 1,44, seulement on ne sait pas dans quel sens il est approché.
Si Ton prend a = 4,82 et ô = 3,142, on sera sûr que le quotient complet sera approché par défaut. En prenant a = 4,53 et 6 = 3,141, le quotient complet sera approché par excès à moins de j— . Ces deux procédés condui-
sent au même résultat que préoMemment avec la même incertitude.
Racine carrée. — Soit à calculer à — — r près la
lUUO
racine carrée de
L'erreur permise sur le résultat complet est
= 1 millième — — millième.
D'autre part» une limite supérieure de Terreur absolue corn-
mise sur la racine est ^-=% si a désigne celle que Ton peut commettre sur a. On déterminera donc a en posant 27^<2^' '^ "l"^ •^*'"'''' '<îm' ^*"* inégalité est remplie nécessairement si on prend a < rnÂn' P^^ s^^*®>
il suffira de garder trois décimales dans le nombre employé. On traitera tout aussi aisément le cas de la racine cubique.
187. Formule complexe. — Lorsqu'il s'agit d'une formule composée par Tindication de plusieurs opérations arithmétiques successives, on procède de proche en proche : on ramène Topération totale à une suite d'opérations élémentaires dans chacune desquelles figurent au plus deux nombres choisis parmi les nombres donnés ou ceux qui en dérivent; la dernière conduit au résultat cherché et permet de fixer l'approximation nécessaire sur chacun des termes dont elle se compose ; à Taide de ces approximations on remonte aux opérations précédentes et on fixe de nouveau les approximations à faire sur les termes dont elles se composent; et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on connaisse l'approximation relative à chacun des nombres donnés et aussi celle qui correspond à chaque résultat partiel.
Mais un exemple fera mieux comprendre le mécanisme de
l'opération.
1 ab^
Proposons-nous de calculer à 7— r près le nombre p = —75»
100 cjd
a, 6, c^ d ayant pour valeurs respectives,
a =: 1,783645..., b = 2,054632..., c = 4,197021..., rf= 6,742854 ...
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Nous poserons d'abord 6« = e, puis f = ae, / = — , m = \/rf, et enfin p =
\ L'approximation demandée étant de -r-, si nous tenons
compte de la nouvelle erreur qui proviendra de la suppression des chiffres décimaux qui suivent le second, en forçant
au besoin celui-ci d'une unité, nous devrons calculer —
m avec une erreur moindre que ~- et nous aurons à déter-
zuu miner X et (j» de façon que
m'2 ^^200' or nous pouvons prendre m! = 2, et, par suite, poser simplement
cette inégalité peut se dédoubler en
or nous pouvons prendre aussi évidemment /" = 5, m" = 3; par conséquent X et (a seront limités par les inégalités
et ,<gL= 0,0020....
Pour calculer w, nous garderons donc les trois premiers chiffres décimaux du résultat et nous introduirons une nouvelle erreur égale au plus à une demi unité du 3^ ordre décimal, de sorte que Terreur à commettre sur le nombre exact ne devra pas dépasser 0,0015 . . . ; d'ailleurs la formule
des erreurs relative à m est (x = ---=^ ou ici ja = --; nous
2 va' 4
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devrons donc avoir 8 < 4 x 0.0015 = 0,0060 et il suffira de prendre dans d les trois premières décimales, puis de calculer sa racine carrée avec 4 décimales, les trois premières seules devant être conservées. Le calcul est fait à côté et donne 2,5965; il faut donc prendre m = 2,897.
L'approximation relative à / est 0,0033..., elle doit être réduite à
0;Q02S Donc, en reprenant la formule des erreurs d'un
quotient, nous aurons
Si 86
ety comme d = 4,
Nous poserons donc
et nous en déduirons ç<0,0044, Y<O,O0il; il nous suffira donc de prendre c avec trois décimales et de calculer f avec une approximation au moins égale à 0,0044.
Nous sommes ramenés à effectuer la multiplication f =: ae avee une erreur absolue au plus égale à 0,0044; retranchons-en une demi-unité du troisième ordre décimal pour Terreur que nous commettrons encore en négligeant les chiffres décimaux qui viendront après le troisième; nous devrons donc limiter <p par l'inégalité <p < 0,0039. Or nous pouvons prendre <p égal à a"e -4- e"a et nous devrons dioisfr a et & de façon à satisfaire à Tinégalité
a"e-f-ô"a< 0,0039, OU feoMment
d'affleurs nous pouvons prendre a" = 2 et e" = 10. Nous sommes donc conduits finalement à
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par snite, nous garderons les quatre première» décimales
de a et nous calculerons e avec quatre décimales.
Reste à calculer e zsz b^. Ici la limite supérieure de
rerreur permise est 0,0009 — 0,000(» = 0,00085 ; nous
devrons donc poser db"^ < 0,00085 et, comme nous pou-
vons prendre b"^ = 5, nous aurons p < — -- — ou
enfin p < 0,00015. Donc nous prendrons b avec cinq décimales.
Il serait facile maintenant d'achever les calculs. Nous le ferons bientôt, quand nous nous serons servis de l'exemple actuel pour expliquer les généralités que nous allons donner.
188. M. Guyou, à qui Ton doit de grands perfectionnements à la théorie des erreurs, indique le dispositif suivant pour ordonner les calculs et appliquer méthodiquement les règles données antérieurement :
i*» Remplacer par des lettres^ dans l'expression donnée, le nombre ou les nombres auxquels on espère pouvoir substituer des nombres plus simples. Un même nombre doit être représenté par autant de lettres distinctes qu'il se présente de fois dans la formule.
^o Préparer un tableau à quatre colonnes, ayant respectivement pour titres :
(i) Opérations à effectuer ;
(2) Résultats approchés par défaut et par excès ;
(3) Approximations nécessaires ;
(4) Résultats définitifs.
3® Indiquer dans la colonne (i) les opérations à effectuer successivement, en désignant par de nouvelles lettres les résultats de ces opérations et en ayant soin, lorsque, dans une de ces opérations, on aura à utiliser un des nombres qui ont été désignés au début par des lettres, de placer la lettre qui indiqué ce nombre avant l'opération elle-même.
4® Dans la colonne (2) on inscrira des valeurs grossière-
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ment approchées par excès et par défaut des nombres mentionnés dans la colonne (1).
5^ Inscrire sur la dernière ligne de la colonne (3) en regard du nombre demandé rapproximation demandée ; déterminer (en plaçant les calculs au-dessous du tableau) Tapproximation nécessaire aux éléments de la dernière opération. Tinscrire en regard de ces éléments, et continuer, en remontant, jusqu'à ce que la colonne soit remplie.
6* On écrira immédiatement dans la colonne (4) les valeurs des nombres qui ont été désignés au début par des lettres, avec rapproximation indiquée en regard, et Ton effectuera enfin les opérations indiquées dans la colonne (i) en poussant les calculs jusqu'aux unités de Tordre du premier chiffre significatif à gauche de l'approximation inscrite dans la colonne (3), en forçant d'une unité le dernier chiffre conservé, lorsque le premier chiffre supprimé est égal ou supérieur à 5.
Nous avons appliqué ce dispositif à l'exemple traité antérieurement et nous avons trouvé le tableau suivant :
- Opérations
(2) Val. approchée
(3) Approx.
(4) Résul. défin.
f=ae
m-rzsld
Tfx < 0,01 , m'X < 0,01 fx < 0,002 , X < 0,0033
yw
c> -h rï< 0,0448
Quelques mots sur l'emploi des erreurs relatives.
189. Lorsqu'on veut calculer un nombre donné comme résultat d'une formule numérique avec une erreur relative moindre qu'un nombre donné a priori, on peut revenir immédiatement aux erreurs absolues, etj par suite, aux calculs précédents en procédant de la façon suivante : on calcule grossièrement une limite inférieure du nombre cberché et on multiplie la limite supérieure de l'erreur relative imposée par le nombre ainsi trouvé ; il suffit évidemment de calculer le nombre cherché avec une erreur absolue moindre que le résultat ainsi obtenu.
Toutefois remploi deserreurs relatives elles-mêmes est com mode dans quelques cas et permet d'aborder aisément les questions d'un certain genre. Proposons-nous, par exemple, de calculer un nombre avec m chiffres exacts : il suffira en général de calculer ce nombre avec une erreur absolue moindre qu'une unité de l'ordre du (m H- 1)« chiffre, c'est-à-dire
avec une erreur relative moindre que — r^r^ y étant un
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nombre d*uQ seul chiffre supérieur au premier chiffre significatif à gauche du nombre cherché ou bien y étant égal à 10 ; car, si cela est, le nombre que Ton calcule est inférieur à Y quand on met la virgule à droite du premier chiffre significatif et l'erreur absolue est^ par suite, moindre que
— i--— = — -— > le nombre exact est donc compris entre y. 10"* 10"*
le nombre trouvé et celui que Ton obtient en augmentant d'une unité le m« chiffre décimal, les m — 1 premier» chiffres décimaux sont exacts en général et le nombre a m chiffres exacts. Nous supposons dans ce qui précède que Tapproximation est faîte par défaut.
Si Ton veut éviter le calcul du premier chiffre à gauche du nombre inconnu, on prend y = 10 ; dans tous les cas le maximum ainsi fixé pour y 6st sûrement acceptable.
190. Produit ou quotient. — Soit à calculer le produit de deux nombres connus a et 6, c = ab, avec m chiffres exacts.
On commence par déterminer le premier chiffre à gauche du nombre c, /, puis on prend y = f + * «t Ton impose
à Terreur relative l'obligation d'être moindre que — T7:zr*
D'après la règle relative au produit et que nous avons
établie antérieurement, il suffit de prendre des valeurs
approchées de a et d telles que les erreurs relatives soient
toutes deux moindres que ;r — r— ; on reconnaît alors à ^ 2^.10"*
simple inspectioa le nombre de chiffres que Ton doit garder dans chacun des facteurs et il n'y a plus qu'à effectuer l'opération.
Exemple.
exacts.
Calculer le produit icv/3 avec deux chiffret
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On voit immédiatement que WS est plus petit que 6 ;, par conséquent Terreur relative devra être par défaut et
moindre que ^ ^, • Il suffira donc que Terreur relatiw dé chaque facteur soit moindre que ou
i,2xitt
Or en gardant les trois premiers chiffres de it Terreur
absolue est moindre que -— , et Terreur relative moindre
que ^ ' ; elle est donc moindre que -7-5 — j^rr- et il u.lU IjsXlU
suffit de garder dans n les trois premiers chiffres. Dans i/B
il faut garder les quatre premiers chiffres.
L*opération est
Le nombre exact est compris entre 5,43848 et 5,44848 ; les deux premiers chiffres sont donc exacts.
Le théorème sur Terreur relative d'un quotient étant le même que celui qui donne une limite supérieure de Terreur relative d*un produit, on raisonnera de la même façon quand il s^agit de calculer un quotient avec une erreur relative moindre qu'un nombre donné ou avec un certain nombre de chiffres exacts.
Racine carrée. -— Soit c le premier chiffre à gauche
du nombre donné et supposons que nous gardions dans ce
nombre les ot-h1 premiers chiffres. Terreur relative
sera alors par défaut et moindre que — rrr-- Celle de la
racine sera aussi par défaut el moindre que ^r — -— • . Si
donc 2c est supérieur au premier chifîre à gauche de la racine, celle-ci aura m chiffres exacts ; sinon on ne sera sûr que de m — i chiffres.
Exemple. — Calculer ^3 avec trois chiffres exacts. On a ^ = \/v^
et v^3 = 1,732030... .
Comme v^ commence par i, y^ commence aussi par 1 et Ton a forcément 2c > 1 ; il suffit de prendre quatre chiffres dans v^.
L'opération est
et le résultat est 1,31.
Exemple. II. — Calculer à un dix 'millième près le nombre
Le nombre x est compris entre 3 et 4; donc l'erreur rela-
tive devra être moindre que ^ > et, par suite, celle sur
le nombre soumis au radical moindre que ^ ^ ou
D'autre part, on a
et si on garde les quatre premiers chiffres décimaux Terreur
absolue est moindre que -rj-^ et Terreur relative moindre que -jjT^ el, par défaut, comme la précédente.
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L'opération effectuée donne le résultat 3,1979...; le nombre cherché est donc compris entre 3,1979... et 3,1980.. . Par conséquent le nombre 3,1980 est approché
du nombre exact à moins de -— » mais sans qu'on sache dans quel sens.
EXERCICES
1« En désignant par n le nombre indéfini 3,1415926, calculer la racine carrée approchée par excès de - > à moins de tt^hâ*
2« Calculer avec 5 décimales exactes le nombre . Quelle
erreur commet-on, en ne gardant du développement de iz que les trois premières décimales ?
3° Calculer i/2 4- ^2 avec deux décimales exactes.
4* On donne trois nombres a, b, c avec un nombre illimité de décimales, et on prend de a et 6 lee valeurs approchées par
défaut, à près, de o la valeur approchée par excès à ^
près. Quelle erreur commet-on sur le nombre — * sachant que a est compris entre 5 et 6^ 6 entre 2 et 3 et c entre 7 et 8 ?
5« On pose a = 2,71856..., b = 1,605043..., œ = 0,04271... Calculer y =: ax-^b à — r^ près.
6* Dans les mêmes hypothèses que précédemment, calculer y=iax^-^bœ à jg^ près.
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EXEMPLES DE SOLUTIONS
192. I. — Trouver le nombre des chiffres contenus dans les 10350000 premiers nombres^ et trouver combien ces nombres contiennent de fois le chiffre 0.
Parmi tous ces nombres, il y a
9 nombres d'im seal diiffre,
id.
O U lUJI
de
chiflTres,
id.
id.
id. ,
id!
id.
id. ,
id.
id.
id. ,
id.
id.
id. ,
id.
id.
id. ;
enfin depuis le nombre 10000000 jusqu^au nombre 10350000, ces deux nombres compris, il y a 350001 nombres de 8 chiffres.
Le nombre total des chiffres est donc
Tel est le nombre total des chiffres contenus dans les nombres indiqués.
Pour traiter la seconde partie de la question, nous cher-
cherons d'abord le nombre des zéros contenus dans les 9999999 premiers nombres, puis le nombre des zéros contenus danales 350001 nombres qui suivent.
La première partie se résout aisément en écrivant tous les nombres depuis 0 jusqu'à 9999999 avec 7 chiffres, c'est-à-dire en complétant chacun d'eux par des zéros placés sur la gauche ; nous aurons ainsi la suite
Il est évident que, dans cette suite, chacun des chiffres
0, i, 2, , 9, entre le môme nombre de fois ; or, iOOOOOOO
de nombres de 7 chiffres contiennent 70000000 déchiffres, et, comme il y a 10 chiffres en tout, chacun d'eux entre 7 000 000 de fois dans les nombres indiqués et écrits comme nous l'avons dit.
Seulement, en agissant ainsi, nous avons ajouté un grand nombre de zéros, sur la gauche des nombres, et qu'il faut enlever du nombre total. D'ailleurs, il est facile d'obtenir le nombre des autres chiffres, et en le retranchant du nombre des chiffres contenus dans les 9999999 premiers nombres, nous aurons le nombre des zéros.
En effet, notre manière de procéder n'altère pas le nombre de fois qu'un autre chiffre que zéro est contenu dans les nombres donnés ; il y a donc 7000000 X 9 = 63000000 de chifires significatifs. Or nous avons vu que tous ces nombres contiennent 9 X 7654321 = 68888889 chiffres ; il y a donc en tout
68888889 — 63000000 =5888889 fois le chiffre zéro.
Reste à trouver maintenant le nombre des zéros contenus dans les 350001 nombres depuis IOOOOOOO jusqu'à 10350000.
De IOOOOOOO jusqu'à 10099999, il y a 100000 nombres qui contiennent chacun deux zéros plus ceux des nombres de la suite 00000, 00001, 00002, ,99999; cela fait
200000 -h 50000 = 250000 zéros.
De 10100000 à 10199999, il y a 100000 nombres qui contiennent chacun un zéro plus ceux des nombres de la suite que nous venons de signaler; cela fait
100000 -J- 50000 = 150000 zéros.
De même il y a 150000 zéros dans les nombres depuis 10200000 jusqu'à 10299999.
La même marche montre que
de 10300000 à 10309999, il y a20000+4000 = 24000 zéros
de 10310000 à 10319999, id. 10000 + 4000=14000 id.
de 10320000 à 10329999, id. 10000 + 4000 = 14000 id.
de 10330000 à 10339999, id. 10000 + 4000=14000 id.
de 10340000a 10349999, id. 10000 + 4000 = 14000 id.
Enfin le nombre 10350000 contient 5 zéros.
Il y a donc en tout 5888889 + 250000 + 150000 X 2 + 24000 + 14000 X 4 + 5 = 6508894 zéros.
193. II. — Un facteur rural fait W^ par jow\ et marche 345 jours de Vannée^ jours de congé et jours de maladie déduits. Trouver combien il fait de mètres en son année; combien il faut prononcer de mots pour lire tous les nombres depuis 1 jusqu'à celui que Von obtient ainsi^ et le temps quHl faut pour les prononcer y sachant que l'on prononce environ 185 mots par minutCy et admettant ce résultat comme exact.
Ce facteur rural faisant 30^"* par jour, fait
30 X 345 = 10350''"' en 345 jours ;
il fait donc 10350000"^.
La question est donc de trouver le nombre des mots qu'il faut prononcer pour énoncer tous les nombres depuis 1 jusqu'à 10350000 inclusivement.
Désignons, à cet effet, par A le nombre de mots qui figurent dans les noms des 999 premiers nombres ; pour obte-
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nir le nombre de mots qui flgm'ent dans les noms des nombres depuis 1000 jusqu'à 999999, nous remarquons que, sauf
1000, 2000, 3000, , 999000, tous les au^es nombres de
six chiffres (chaque nombre ét^t au besoin complété par des zéros placés sur sa gauche) sont formés par deux nombres de trois chiffres écrits Tun à côté de l'autre ; donc les noms des nombres de trois chiffres sont répétés 999 fois pour chaque tranche, ce qui donne déjà 2.999. A; d'autre part, à chaque fois le noîn mille est prononcé une fois, et cela .a lieu autant de fois que Ton peut écrire deux tranches de trois chiffres, distinctes ou non. Tune à côté de l'autre, c'est-à-dire 999 fois ; mais pour
les nombres 001001, 001002, ,001999, on ne dit pas
un mille trois, par exemple, mais mille trois ; il y a donc pour chacun d'eux un mot à retrancher, e'esi-à-dire en tout
999 mots. Enfin les nombres omis, 1000, 2000, ,999000,
contiennent 999 fois le mot mille plus les A noms des nombres de la première tranche. On a donc pour le nombre total des noms depuis 1 jusqu'à 999999,
ou B = 2000A-h999'.
Pour aller de un million à dix millions exclusivement, on répète 9 fois tous les noms précédents, puis il y a les 20
mots de un million, deux millions, , dix millions et
enfin, pour chacun des autres nombres, deux mots, le mot million et un ou deux, jusqu'à neuf.
De 1 jusqu'à 10000000, il y a donc
B-4-9B-h20-hl8.999999
mots à prononcer.
Reste à calculer le nombre des mots donnés par les nom* bres depuis 10000000 exclusivement jusqu'à 10350000 niclusivement : ce sont d'abord 330000 fois les deux mots dix millions plus les noms des 350000 premiers nombres ;
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appelons G ce nombre de noms, nous aurons finalement
n faut maintenant calculer A et G.
Le calcul de G se fait aisément en procédant d'une manière analogue à celle déjà employée ; on trouve ainsi
G = 350A ^-iOOO{H—l) + 349000+ 4,
en désignant par H le nombre des mots prononcés pour énoncer les nombres depuis i jusqu'à 349 inclusivement. Quant aux deux nombres A et H, ils sont faciles à obtenir par simple dénombrement ; on les obtient même très rapidement en tenant compte de la façon dont les nombres se déduisent les uns des autres. On trouve
d'où l'on déduit G = 2735004.
n est facile d'achever maintenant les calculs, et Ton trouve pour le nombre cherché
Si l'on veut le temps employé à prononcer tous ces mots, à raison de 185 par minute, il n'y a qu'à diviser le nombre trouvé par 185 ; on obtient ainsi 571 973 minutes.
Or 60"* valant une heure, le temps précédent évalué en heures est le nombre de fois que le nombre trouvé contient 60, c'est-à-dire
9532 heures, et il reste 53».
En admettant qu'une personne se voue à cette tâche et y consacre 8 heures par jour, elle mettrait 1191 jours et demi.
194. m. — A ^exception des nombres premiers et des nombres simplement pairs, tout nombre entier est égala une somme de nombres impairs consécutifs.
Pour démontrer ce théorème, il suffit de chercher la
forme d'nn nombre qui est la somme de nombres impairs consécutifs.
Soit une suite de pareils nombres
2*4-1, 2*4-3, , 2*-4-2p-hl,
cette suite contenant p-hi nombres; nous supposons, bien entendu, p au moins égal à 1. Pour avoir la somme de ces nombres, il suffit de remarquer qu'en parcourant la suite de gauche à droite, les nombres augmentent de deux unités à chaque fois, et qu'en la parcourant de droite à gauche, ils diminuent de deux unités à chaque fois ; si donc on écrit deux fois cette suite, une fois dans Tordre indiqué et une fois dans Tordre inverse, de façon que les nombres de même rang soient les uns au-dessous des autres, nous voyons que la somme des deux nombres placés Tun au-dessus de Tautre est toujours la même. Mais en formant la somme de ces sommes partielles, toutes égales d'ailleurs, nous obtenons deux fois la somme demandée et autant de fois la somme des termes extrêmes de la première suite qu'il y a de nombres dans cette suite, c'est-àdire p-hi fois la somme 4* -4- 2p -+- 2. Nous avons donc finalement pour somme
Le nombre S ainsi obtenu est donc nécessairement un produit de deux facteurs ; ces deux facteurs ont d'ailleurs la môme parité, car leur différence est paire ; si donc Tun d'eux est divisible par 2, Tautre Test aussi. Par conséquent, nous ne trouverons de cette façon ni nombres premiers, ni nombres simplement pairs.
Cela posé, considérons un nombre impair quelconque, mais non premier ; ce nombre est le produit de deux facteurs impairs, égaux ou inégaux, dont aucun n'est moindre que 3. Égalons le plus petit de ces facteurs, ou Tun quelconque d'entre eux s'ils sont égaux, à p4-i, et Tautre, à 2*4-p-hl ; nous aurons ainsi les deux nombres en-
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tiers p ei k; la suite que nous cherchons sera parfaitement déterminée.
Considérons maintenant un nombre divisible par 4, et décomposons-le en un produit de deux facteurs pairs tous deux, égaux ou inégaux ; il suffît alors de procéder comme précédemment pour trouver la suite de nombres impairs consécutifs dont il est la somme.
D'ailleurs un multiple de 4 est de la forme 4n, et il est visiblement la somme des deux nombres impairs consécutifs, 2n — 1 et 2n4-l.
Remarque. — Pour un nombre donné, il peut y avoir plusieurs modes de décomposition de ce genre ; la méthode indiquée les donne tous. — Si le nombre donné est carré parfait, les deux facteurs peuvent être pris égaux, et Ton a A: = 0, ce qui veut dire que la suite des nombres impairs considérée commence à 1 . On retrouve ainsi une propriété connue.
196. IV. — Soient deux nombres premiers entre eux y s, eth\ on considère les deux nombres ^
lia -f- 2b et 18a 4- 5b ;* montrer :
1° Que si Vun d*eux est divisible par 19, P autre est aussi divisible par 19 ;
2* QuHls ne peuvent pas avoir d'autre facteur commun que
Désignons par a et p les deux nombres proposés ; nous avons, par hypothèse,
a = lla+2* et p = 18a-h5ô; mais il est visible que
si nous remplaçons a par cette valeur dans a, nous obtenons
a = ll(19a-f-56- p) + 26,
a = 11.19a +570 — llp;
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cette égalité nous montre que si p est divisible par 19, les trois parties du second membre sont divisibles par 19, et, par suite, a est un multiple de 19. On peut d'ailleurs tirer de là 11 p et en déduire que ce nombre est divisible par 19 si a est un multiple de 19 ; mais si 11 ^ est divisible par 19, p est divisible par 19. La première partie est donc établie.
11 y a d'autres manières d'établir ce résultat : par exemple, il n'y a qu*à se servir de l'égalité
2* Supposons maintenant que les deux nombres « et p aient un diviseur commun autre que 19 ; alors de l'égalité
a-Mip = 19(lla-h36),
il résulte que ce facteur divise aussi lla-f-3é ; divisant llaH-3é et lia -t- 26, il divise leur différence, b; il divise donc aussi
a — 2i = lia et p — 56 = 18a ;
par suite il divise leur différence 7a, puis lia — 7a = 4a, puis 7a — 4a ^ 3a, enfin 4a — 3a = a.
Or ce résultat est en contradiction avec les hypothèses, puisque les nombres a et 6 sont premiers entre eux; donc les deux nombres a et p ne peuvent pas avoir de diviseur commun autre que 19.
V. — Faire la somme des fractions
JL -L «L -L
Généraliser,
Si l'on remarque que la fraction — ; rr peut s'écrire
-— r» on obtient immédiatement
— = i_l _L_1_1 JL-^_^ J--.i_^ 1.2 2' 2.3 ~ 2 3' 3.4 ""3 4' 4.5 "" 4 5.
En ajoutant ces diverses égalités membre à membre, et observant que dans le second membre les frations -i -
et - s'ajoutent et se retranchent et par suite disparaissent,
Ton obtient
Considérons alors la somme
.dans laquelle n désigne un nombre entier quelconque ;
nous montrerons absolument comme dans le cas précédent
que cette somme a pour valeur i r» D'ailleurs le
n -h 1 nombre j peut devenir aussi petit que Ton veut
quand n grandit indéfiniment ; il en résulte donc que la somme précédente a pour limite i, quand le nombre des fractions croit sans fin.
VI. — Montrer que la somme
n"*"n-hl n4-2
donne naissance à une fraction décimale périodique mixte. Généraliser ce résultat.
Si nous réduisons ces trois fractions au même dénominateur, nous pouvons écrire ainsi la somme envisagée :
(n-hlXy*-i-2)4-n(n + 2)-i-n(n-^l)^ n(n-i-i)(n-+-2) Or parmi les trois nombres n, n+i et n4-2, il y en a un qui est divisible par 3 et un seul ; le dénominateur est donc divisible par 3 ; quant au numérateur, il contient trois termes dont deux sont divisibles par 3 et un non divisible par 3 ; il n'est donc pas divisible par 3. De même
parmi ces nombres, il y en a certainement un qui est pair, ou deux. Si un seul est pair, c'est le nombre n -4- i, et un raisonnement complètement semblable au précédent montre que le dénominateur est divisible par â et que le numérateur ne contient pas ce facteur; si deux de ces nombres sont pairs, ce sont n et in -h 2; alors en réunissant le premier et le dernier terme du numérateur, la somme proposée peut s'écrire ainsi :
2(n-4-l)»-hn(n + 2) n(n-+-l)(n-H2) et, sous cette forme, il est visible que le dénominateur contient au moins deux fois le facteur 2, tandis que lé numérateur ne le contient qu'une fois. Donc, dans tous les cas, quelles que soient les simplifications qui se produisent, la fraction irréductible équivalente à celle qui précède contient au dénominateur, au moins une fois, chacun des facteurs 2 et 3; par suite elle donne naissance à une fraction décimale périodique mixte.
Pour généraliser ce résultat, considérons la somme il 1
n n-hi n+p — i
dans laquelle p désigne un nombre premier quelconque et n un nombre entier quelconque. Les dénominateurs n^ n-f-1, ...., n-hp — i, sont p nombres entiers consécutifs; il y en a donc un et un seul qui contient le facteur premier p. Cela posé, réduisons toutes ces fractions au même dénominateur et effectuons leur somme; nous obtiendrons
(n-t-l)(n4-2) (n+p— i)-hn(n-H2) (n-hp— i)-|-
•n(n-4-l) (n-hp— 1)
Il résulte de ce qui précède, que le dénominateur de cette fraction est divisible par p; quant au numérateur, c'est la somme des produits p — 1 à p — 1 des nombres n, 71-4-1,...., n + p — 1; l'un de ces produits et un seul ne
Gontientpas le nombre qui est divisible par p; donc toutes les parties du numérateur, sauf une, sont divisibles par p, et, par suite, le numérateur n'est pas divisible par p.
D'autre part, les nombres qui figurent au dénominateur commun sont pairs de deux en deux; parmi ceux-ci, les nombre's situés de deux en deux sont divisibles par 4; parmi ceux-ci, les nombres situés de deux en deux sont divisibles par 8; et ainsi de suite. On finit par trouver un seul nombre pair qui contient une puissance .de 2 supérieure à toutes les autres (*) ; soient 2^ cette puissance et 2* la puissance de 2 qui est en facteur au dénominateur. Chaque terme du numérateur contient au moins 2*"* en facteur, et, en supprimant ce facteur haut et bas, il reste 2^ au dénominateur, tandis que le numérateur, se composant de termes tous pairs, sauf un, ne contient plus le facteur 2.
La fraction irréductible équivalente h la fraction étudiée contient donc au dénominateur les facteurs premiers 2 ei p; donc elle donne naissance à une fraction décimale périodique mixte.
Le raisonnement actuel n'est pas applicable aux deux cas où Ton a p = 2 ou bien p = 5.
— Dans le cas de p = 2, on a à étudier la somme
-H -t ou —7 -.9 ce nombre fractionnaire est
n n+i n(rn-i)
toujours irréductible, car les facteurs premiers de n, pas plus que ceux de n-hl, n'appartiennent à 2n-hi. D'ailleurs l'un des deux nombres n et n-t-i est pair; le facteur 2 appartient donc au dénominateur. Si n est différent de i , l'un des deux nombres n et n 4- i admet un autre facteur premier que 2 ; si ce facteur est autre que 5, la fraction décimale obtenue est périodique mixte, Suppo-
(*) Le procédé d'exclusion employé peut conduire à deux nombres divisibles par la même puissance de 2 ; alors Tun des deux contient en facteur la puissance immédiatement supérieure.
sons que ce facteur soit 5, c'est-à-dire que n ou nn-l soit une puissance de 5, d'abord n; alors les deux derniers chiffres à droite de ce nombre forment le nombre 25 ; ceux de n + i forment le nombre 26 ; ce dernier nombre n'est pas divisible par 4; donc le nombre n+iy qui ne contient pas le facteur 5, contient au moins un autre facteur
premier que 2; par conséquent la fraction décimale obte*
2î*-|- i nue en développant — jr est périodique mixte. Il est
vrai que ce raisonnement ne s'applique pas au cas de
n = 5; mais alors on a la fraction z-^ qui donne nais-
sance à une fraction décimale périodique mixte. Supposons» en second lieu, que ce soit n + 1 qui soit une puissance de 5; alors, sauf le cas de tu- i = 5, le nombre n-\-i est ternainé par 25, et le nombre n par 24; comme il y a des puissances de 2 terminées par 24, cette considération ne peut nous renseigner. Mais, dans ce cas le nombre n est de Tune des deux formes 5^+* — 1, 5'* — 1, k étant au moins égal à 1 ; datis le premier cas, le nombre n est divisible par 5—1 ou 4, et le q&otient est impair ; n admet donc d'autres facteurs premiers que 2 et 5; dans le second cas, n est divisible par 5* — 1 ou 24, et admet
le facteur 3. Dans tous les cas signalés, la fraction -7 —
donne naissance à une fraction décimale périodique mixte»
Si n 4- 1 = 5, on a n = 4; la fraction devient z^ et
donne une fraction décimale limitée, 0,45.
Enfin si n = 1, on a la fraction - qui donne encore un
nombre fractionnaire limité, 1,5.
Examinons maintenant le cas de p = 5; nous avons alors à étudier la somme
' n n + l n + 2 nH-3 w + 4
Un des 5 nombres n, n-Hl, ru- 2, n4-3, n-h4.
est divisible par 5, et un seul de ces nombres jouit de cette propriété; il en résulte donc, par un raisonnement complètement semblable à celui déjà fait, que si Ton réduit les cinq fractions au môme dénominateur et qu'ensuite on les ajoute, la fraction irréductible égale h cette somme contiendra au dénominateur le facteur 5. D'autre part, si Ton considère 5 nombres consécutifs qui ne commencent ni par 4, ni par 2, ces nombres contiennent d'autres facteurs premiers que 2, 3 et 5, c'est-à-dire que l'un d'eux admet un facteur premier supérieur à 5 {*); ce nombre est, du reste, seul, puisque la suite ne contient que cinq nombres. Le raisonnement est facile à achever et, sauf pour n = 1 ou n = % la somme envisagée donne naissance à une fraction décimale périodique mixte , Si n = 1, on a la somme
qui donne le nombre décimal périodique mixte 2,28333 .... Si n = 2, on a la somme
qui donne un nombre décimal limité 1,45.
198. VII. — Trouver quatre nombres entiers consécutifs connaissant la somme de leurs carrés.
Désignons par A la somme donnée et par x le plus petit des quatre nombres; les trois autres nombres seront repré-. sentes par a?-i-l, a? -h 2, a?-*-3. Les carrés des quatre nombres sont donc représentés par «•, a?*-*-2x-t-l,
(*) Supposons, par exemple, les nombres terminés par 0, i, 2, 3, 4; le premier est divisible par 5 ; le second et le quatrième n'ont ni le facteur 2, ni le facteur 5 ; d'ailleurs, ils diffèrent de deux unités et Tun d'eux n'est pas divisible par 3 ; l'un d'eux contient donc on autre facteur premier que 2, 3, 5.
^^ PROBLÈMES BT THÉORÈMES
a?*-h4a?-H4, a?'-H6ar-l-9, et leur somme par 4r* -h 12a? -4- 14.
Ea égalant cette somme à A, on obtient Tégalité suivante :
4a-«-}-12arH-14 = A.
Cette égalité nous montre que A doit être divisible par 2
et que Ton a, en divisant les deux membres par 2^
ou 2(x-+.l)' + 2(x-»-l)-4-3 = ^;
de là on déduit
le nombre entier - — 3 doit donc encore être divisible
par 2. En désignant ce nombre par 2B, on a donc finalement («+l)»+(apH-l) = B.
Cette égalité entraîne immédiatement la double inégalité (a?4-l)»<B<(x4-2)»; par suite, le second nombre, x + 1, est la racine carrée à une unité près du nombre B.
On a donc à faire les opérations suivantes^ qui doivent être toutes possibles : diviser par 2 le nombre donné et retrancher 3 du résultat; diviser ce nouveau nombre par 2 et extraire la racine carrée du quotient à une unité près. D'après Tégalité {x + !)• + (a? -t- 1) = B, le reste obtenu doit être égal à la racine.
Si toutes ces conditions sont remplies, le problème est possible et résolu : on a obtenu le second des quatre nombres cherchés; sinon le problème est impossible.
Exemple,— A = 630, ^ = 315, —3 = 312; donc
La racine carrée à une unité près est 12 et le reste 12. Le
problème est donc possible et les quatre nombres sont
1:9. Ylïl.'^' Trouver deux nombres connaistant la somme de leurs cubes et sachant qu'ils diffèrent entre eux de dewç unités.
Désignons par x le plus petit des deux nombres ; Tautre nombre sera a? -h 2; les cubes de ces nombres sont représentés par a?* et (a? 4- 2)' ou a?*-f-6ar'-|-12a?4-8. Si donc nous désignons par A la sonmie donnée de ces deux nombres, nous aurons
Cette égalité nous montre que A doit être divisible par 2, et qu'alors on a
Or le premier membre est plus grand que (ar-f-1)» et il est moindre que (a?-f-2)^ ou (a?-Hl4-i)*, puisque Ton a
[(ar4-l)-hl?=(a?-l-l)»-4-3(a?4-l)«-|-3(a?^.l)+l.
Le nombre - est donc compris entre (ap'4- i)» et (a? + 2)', et la double inégalité
nous montre que a?+ 1 est la racine cubique à une unité
près de ^- Lé reste est le triple de la racine, d'après l'égalité qui donne a? 4- 1.
En définitive, on est conduit aux opérations suivantes, qui doivent être toutes possibles, dans les conditions indiquées : on divise par 2 le nombre donné, on extrait la racine cubique à une unité près du quotient ainsi obtenu, et Ton obtient le nombre compris entre les deux nombres
donnés, si le reste de Topération est le triple de la racine ; sinon, le problème est impossible.
Exemple. — A = 221472; on a - = 110736. La ra-
cine cubique à une imité près de ce nombre est 48 et le reste 144 ; comme on a
le problème est possible et les deux nombres demandés sont 47 et 49.
CHAPITRE lïl
200. On appelle système métrique décimal ou système légal des poids et mesures, Tensemble des unités de mesure adoptées en France pour l'évaluation des grandeurs les plus usuelles.
Ce système est aujourd'hui le seul employé en France, en vertu des lois du 18 germinal an III et du 4 juillet 1837.
Nous avons à signaler les unités de mesure des longueurs, des aires ou surfaces, des volumes, des poids, des monnaies, des arcs de cercle et du temps.
Sauf pour les arcs de cercle et les temps, les unités d'une môme espèce se déduisent les unes des autres par le procédé employé dans la Numération décimale : de Tune d'elles, regardée comme unité principale, on déduit des unités d'ordres supérieurs, 10, 100, 1000, fois plus grandes, que
l'on nomme en faisant précéder le nom de l'unité principale des mots déca^ hecto^ kilo, ; puis on forme des
imités 10, 100, 1000, fois plus petites que l'unité principale, que l'on nomme en faisant précéder le nom de celle-ci des mots déci, centi, milli^ ^*\
La loi de formation des unités employées dans le système métrique est donc la même que celle employée dans le système décimal pour la formation des nombres.
L'unité fondamentale du système métrique est l'unité de
(*) Ces règles ne sont pas absolaes cependant : nous verrons quelques exceptions plus tard.
longueur, le mètre : de celle-ci, comme nous le verrons dans la suite, dérivent simplement toutes les autres.
Le mètre est la quarante-millionième partie de la longueur du méridien terrestre. Un mètre-type en platine ou étalon fut construit et déposé aux Archives le 4 messidor an VII ; il fixe la longueur légale du mètre. Les mesures géodésiques modernes ont donné pour le méridien terrestre moyen une longueur plus grande que celle qui fut adoptée à cette époque, et la quarante - millionième partie de la longueur actuellement admise pour le méridien terrestre
surpasse le mètre légal de ^^^ environ.
Le mètre exprimé à Taide des unités anciennes de longueur vaut 3 pieds, 11 lignes, 296 millièmes de ligne, ou 0,513074 de toise.
201. Mesures de longueurs. — L'unité de longueur est le mètre.
Les autres unités sont :
Le décamètre^ qui vaut 10 mètres (*)
Vhectomètre, id. 100 id.
Le kilomètre, id. 1000 id.
Le myriamètre, id. 10000 id.
Le décimètre^ qui vaut — de mètre
Le centimètre, id. j^rr id.
lUU
Le millimètre, id. — — r id.
Les petites unités, mètre et fractions du mètre, sont employées pour mesurer les petites longueurs : pièces
(*) Abréviations : w, mètre, Dm, Hm, Km, Mm, décamètre, hectomètre, kilomètre, myriamètre ; dm, cm, mm, décimètre, centimètre, millimètre.
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d'étoffe, dimensions de meubles, de parquet, de boise-
|riès, etc.
! En physique, où Ton a besoin d'évaluer de très petites longueurs, des dixièmes et jusqu'à des centièmes de milli-
' mètre, on emploie des instruments spéciaux, tels que verniers, vis micromé triques, etc.
Le décamètre sert à mesurer les dimensions des propriétés privées : la chaîne d'arpenteur est un décamètre.
L'hectomètre, le kilomètre et le myriamètre servent à évaluer les longueurs des chemins : ce sont les mesures itinéraires dont on se sert actuellement.
Les anciennes mesures de longueur étaient la toise^ le pied, le pouce^ la ligne et les fractions décimales de la ligne 0.
Les grandes longueurs, les chemins, par exemple, s'évaluaient à l'aide des multiples de la toise, de \di lieue terrestre, du mille marin, de la lieue marine.
La toise valait 6 pieds ; sa longueur en mètres et fractions du mètre est 1,94904.
Le pied valait 12 pouces ; sa longueur en mètres est 0,32484.
Le pouce valait 12 lignes ; sa longueur en mètres est 0,02707.
Enfin la ligne a pour longueur 0"',002256.
La lieue terrestre valait environ 4445"; aujourd'hui, dans le langage courant, la lieue désigne une longueur de 4^".
Le mille marin vaut 1852"", et la lieue marine, 5557", ou 3 milles marins.
Dans la marine, on emploie encore la brasse, qui vaut
5 pieds ou 1",624 ; le nœud, qui est le — du mille marin et qui vaut 15",435; et Vencdblure, qui vaut 120 brasses ou 194",880.
n Abréviations : T, P, p, I, toise, pied, pouce, ligne.
SYSTÈME MÉTRIQnB
L'origine du nœud est facile à expliquer : on emploie, & la mer, pour mesurer la vitesse d'un navire, une ligne munie de nœuds en drap, distants les uns des autres de i5*,435 ; à Textrémité de la ligne est attaché un triangle de bois lesté de plomb à sa base, de façon qu'il se tienne verticalement dans Teau ; dans cette position, Teau oppose à son mouvement une grande résistance, et il se tient sensiblement immobile, lorsque le remous du navire ne l'atteint plus ; on. admet que ceci a Heu, quand il est à une distance du navire sensiblement égale à la longueur même du navire. On compte alors le nombre de nœuds qui pas-
sent en — d'heure ou 30 secondes : autant il passe de
nœuds dans cet intervalle, autant le navire parcourt de milles à l'heure. — Le triangle de bois dont on se sert pour cette opération, s'appelle loch.
Table pour la conversion des toises y pieds, pouces et lignes^ en mètres et fractions décimales du mètre.
Uèbn
Mètres
Mètrat
MUUmitres
Applications. — !•' Exemple. — Sachant que Vaune vaut 3 pieds 7 pouces 10 lignes, - » trouver la longueur de Faune exprimée en mètres et fractions décimales du mètre.
Il n'y a qu'à se reporter à la table précédente, pour écrire immédiatement les diverses parties de l'addition qui suit:
3 pieds == 0"^,97452 7 pouces = 0 ,18949 10 lignes = 0 ,0225»
g de ligne = 0 ,00188
Valeur de l'aune 1"^, 18844
Pour avoir - de ligne, nous avons divisé la valeur de 6 lignes, qui est dans la table précédente, par 6.
2* Exemple. — Convertir en mètres et fractions décimales du mètre 1554 toises 5 pieds 8 pouces H lignes.
On a immédiatement, en se servant de la table précédente,
1000 toises = 1949»,037 900 id. = 1754 ,133
60 id.
4 id.
6 pieds
8 pouces
11 lignes
Résultat
202. Mesures de surfaces. — On prend toujours pour unité de surface le carré construit sur l'unité de Tongueur qui a été choisie : un carré est une figure dont les quatre côtés sont égaux et se coupent à angle droit.
Les unités de surface rangées par ordre de grandeurs décroissantes sont :
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Le myriamètre earré^ aire du carré dont le côté a un myriamètre de longueur ;
Le kilomètre earré^ aire du carré dont le côté a un kilomètre de longueur ;
Vhectomètre carré^ aire du carré dont le côté a un hectomètre de longueur ;
Puis, le décamètre carré , le mètre carré^ le décimètre carré ^ le centimètre carrée le millimètre carré (*).
Chacune de ces unités e$t 100 fois plus petite que celle gui la précède, et 100 fois plus grande que celle qui la suit.
En effet, considérons deux unités consécutives dans Ténumération que nous venons de faire, par exemple le mètre carré et le décimètre carré, et soit ABCD un carré ayant un mètre de côté. Divisons alors chacun des côtés du carré en ^ r ^^ parties égales, et par
les points de division de Tun des côtés menons des parallèles à ceux de Tautre couple ; nous aurons formé ainsi dix rangées parallèles contenant chacune 10 carrés de un décimètre de côté ; donc le mètre carré vaut 400 décimètres carrés.
De même, le décamètre carré vaut 100 mètres carrés ; etc.
On voit donc qu'il ne faut pas confondre le dixième, le centième, etc. du mètre carré avec le décimètre carré, le centimètre carré, etc.
Le mètre carré et les unités inférieures servent à évaluer
(*) Abréviations : mg, mètre carré, Dmq, Hmq, Kmq, Mmqy décamètre cajrré, hectomètre carré, etc. ; dmq, cmg, mmqy décimètre carré, etc.
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les petites surfaces, telles que la surface d'un plafond, d'un -mur, d'une cour, l'emplacement d'une maison, etc.
Les grandes unités servent à évaluer les propriétés ou les étendues de provinces, de pays, etc.
Le décamètre carré et l'hectomètre carré servent plus particulièrement à la mesure des champs, des prés, des bois ; ce sont les inesures agraires. A ce point de vue, elles prennent d'autres noms : le décamètre carré forme un are ; l'hectomètre carré, un hectare ; l'hectare vaut 100 ares, l'are vaut 100 mètres carrés ou 100 centiares.
Les anciennes mesures de surface étaient les carrés construits sur les anciennes mesures de longueur : la toise carrée, le pied carré, le pouce carré, etc.
La toise carrée vaut 36 pieds carrés ; le pied carré vaut 144 pouces carrés ; le pouce carré vaut 144 lignes carrées.
Les mesures agraires étaient : la perche des eaux et forêts,
carré de 22 pieds de côté ; Varpent des eaux et forêts, qui
valait 100 perches ; la perche de Paris, carré de 18 pieds de
côté ; Yarpent de Paris, qui valait 100 perches de Paris.
Table pour la conversion des toises et pieds carrés
en mètres carrés.
Toises carrées
Mètres carré»
Pieds carrés
Mètres carrés
iO
ARITHM. HUMB.
Application.
Trouver la valeur en mètres carrés de 354 toises carrées, 27 pieds carrés^ -•
Le tableau précédent nous fournit immédiatement les diverses parties de Taddition qui suit :
300 tois. car. = 1139«S62
SOpiedscar.s: 2 ,11
Résultat
7'able des mesures agraires exprimées en pieds carrés, toises carrées et mètres carrés.
Perche des eaux et forêts. .
Arpent des eaux et forêts. .
Perche de Paris.
Arpent de Paris
Are . .'"^, ..,.•...
Pieds carrés
Toises car.
Mitres ai.
Hectare
Appucation. — Convertir en hectares^ ares et fractions dé-
cimales de Vare 32 arpents 87 perches^ - [Mesures des eaux et
forêts).
L'arpent des eaux et forêts valant 5107°»q,20, 32 arpents
valent
De même 87 perches des eaux et forêts valent
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Enfin - de perché valent
Donc le résultat en mètres carrés s'obtient en effectuant l'addition suivante :
Résultat 168014,34
Par conséquent le nombre demandé est :
16 hectares 80 ares 14 centiares, 34.
203. Mesures de volumes. — On prend toujours pour unité de volume le cube construit sur Tunité de longueur. On appelle cube une figure fermée dont la surface extérieure est formée de six carrés égaux : exemple, un dé à jouer.
Les unités de volume rangées par ordre de grandeurs décroissantes sont :
Le myriamètre cube^ volume du cube dont le côté a un myriamètre de longueur;
Le kilomètre cube^ volume du cube dont le côté a un kilomètre de longueur;
V hectomètre cube^ volume du cube dont le côté a un hectomètre de longueur;
Puis, le décamètre cube^ le mètre cube^ le décimètre cube, le centimètre cube et le millimètre cube (*).
Chacune de ces unités est 1000 fois plus petite que celle qui la précède et 1000 fois plus grande que celle qui la suit.
En effet, prenons pour exemple le mètre cube et le décimètre cube et soit ABCDA'B'C'D' le cube ayant pour côté un
(*) Abréviations : Mme, Kmc, Hmc, Dmc, mc.dmc, cmc,et mmc.
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mètre ; divisons le carré ABCD en 100 décimètres carrés, comme il a été fait antérieurement (n* 186) ; nous pouvons sur chacun de ces décimètres carrés placer un décimètre cube, et nous aurons ainsi une couche de 100 décimètres cubes et ayant pour hauteur un décimètre. Il est clair qu'il faudra superposer 10 rangées pareilles pour avoir un mèlre cube ; donc le mètre cube contient 10 fois 100 ou 1000 décimètres cubes.
De même le décamètre cube vaut 1000 mètres cubes; etc. On voit donc qu'il ne faut pas confondre le dixième, le centième, etc.. de mètre cube avec le décimètre cube, le centimètre cube, etc. Car, par exemple, un centième de mètre cube vaut 10 décimètres cubes.
Le mètre cube et ses sous-multiples sont les unités les
plus employées; quant aux grandes unités^ le kilomètre cube, par exemple, on ne s'en sert que pour exprimer des volume énormes, comme ceux des planètes.
Les unités de volume sont couramment employées pour
la mesure du bois de
chauffage. Dans ce cas, le mètre cube prend le nom de stère : le stère usuel est un châssis en bois ou en fer composé de trois membrures de un mètre chacune ; Tune, AB, est horizontale; les deux autres, AG et 6D, sont verticales.
Dans ce cadre prismatique, on empile des bûches de 1 mètre de longueur, jusqu'à ce que le volume indiqué soit rempli. Dans les coupes de bois, on procède même d'une façon plus primitive : on plante simplement deux pieux de 1 mètre de hauteur et distants L'un de l'autre de 1 mètre, ou bien, l'un à côté de l'autre, deux pieux pour figurer chacune des faces du stère. 11 est rare d'ailleurs que l'on mesure, dans une coupe de bois, le bois débité en bûches de cette façon; on forme en réalité des parallélipipèdes rectangles dont la longueur, la hauteur et la largeur ne sont point égales à 1 mètre. Pour avoir le volume d'un tas de bois semblable, on multiplie, d'après les règles établies en géométrie, les trois nombres qui mesurent en mètres les dimensions du tas et alors on a le volume exprimé en stères.
Les autres unités de ce genre sont le décastère^ qui vaut
10 stères, et le décistère^ qui vaut jj: de stère.
Lorsqu'il s'agit de mesurer le volume d'un liquide ou d'un tas de grains, les unités de volume prennent des noms nouveaux, et les multiples et sous-muliiples de l'unité principale
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sont formés d'après les lois de la numération. On les appelle alors des mesures de capacité, i
L'unité de capacité fondamentale, est le litre ^ qui vaut 1 décimètre cube, mais qui n'a pas nécessairement la forme d'un cube : la forme des mesures de capacité est en général cylindrique.
Quand le litre est destiné à la mesure des liquides, on lui donne la forme d'un cylindre de 172"^" de hauteur et de 86"* de diamètre.
Quand il est destiné à mesurer les grains, le sel, etc., la hauteur et le diamètre valent tous deux 108"'",4.
Les mesures supérieures au litre sont le décalitre^ qui vaut 10 litres, et l'hectolitre^ qui vaut 100 litres.
Les mesures inférieures au litre sont le décilitre^ qui vaut
--- de litre, et le centilitre^ qui vaut j^ de litre.
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Le litre et les fractions du litre servent à mesurer les liquides ou les graines qu'on achète par petites portions, telles que le vin au détail, l'huile, le vinaigre, les haricots, les pois, les lentilles, etc.
Le décalitre, l'hectolitre servent à mesurer le blé, l'avoine, l'orge, le vin, etc. ; on emploie même souvent dans les campagnes le double décalitre comme mesure intermédiaire.
Les anciennes mesures de volume s'obtenaient en construisant des cubes sur les unités de longueur adoptées alors.
La principale unité était la toise cube^ volume d'un cube dont le côté a une toise de longueur; le fied cube; le pouce cube^ etc. La toise cube vaut 216 pieds cubes; le pied cube 1728 pouces cubes, etc.
Table pour la conversion des toises et pieds cubes en mètres cubes.
ToiB«s eob«s
MAtres cobes
Pieds colws
MAIras cubes
Application. — Trouver la valeur en mètres cubes de 85 toises
cubesy 173 pieds cubes, — •
Le tableau précédent nous fournit immédiatement les diverses parties de Taddition qui suit :
80 toises cubes = 592««,311
id.
100 pieds cubes
id.
id.
;rr de pied cube
Résultat : 635««,288
Les mesures employées pour le bois de chauffage étaient
la corde, qui avait 8 pieds de couche sur à de hauteur; la
longueur des bûches variait de 2 pieds à 4 pieds - ; mais
pour la coi'de des eaux et forêts, la longueur des bûches était
fixée à 3 pieds -> La corde est encore employée dans
plusieurs départements, et la voie^ qui vaut la moitié de la corde, est encore employée à Paris.
Voici les valeurs des diverses cordes en stères :
Si le bois a 2^- , la corde vaut 2*',370;
Id.
id.
Id.
id.
Id.
id.
Id.
id.
Id.
id.
La principale mesure de capacité était la pinte de Paris; elle vaut en litres 0,9313. Elle se divisait en deux ckopines.
Puis venaient : la velte^ valant 8 pintes ; le muids de Bourgogne^ valant 36 veltes ou 288 pintes. Le muids se divisait en 2 feuillettes^ et la feuillette en 2 guartauts. On emploie encore, dans plusieurs départements du centre, le poinçon^ qui contient 228 litres.
Pour mesurer les grains, on employait le boisseau de Paiis^ qui vaut 13\ 008697, et qui se divisait en 16 litrons\ le setier^ qui valait 12 boisseaux, et le muids qui valait 12 se tiers.
Le setier vaut 1^1,560.
5 setiers valent 7^^80.
Application. — Trouver la valeur en hectolitres de 15 muids de Bourgogne^ 23 velteSy 7 pintes.
Exprimons le nombre proposé en pintes :
15 muids valent 288 X 15 = 4320 pintes 23 veltes valent 8 X 23 = 184 id. 7 pintes = 7 id.
Valeur en pintes 4511 pintes
Donc la valeur en litres est
Le nombre proposé vaut alors 42Hi,01.
Conversion des hectolitres en setiers.
Hectolitres
Setiers
Hectolitres
Setiers
204. Mesures de poids. — L*unité de poids est le gramme. Les unités multiples se forment de la même manière que les multiples du mètre : il y a le décagramme^ qui vaut 10 grammes; V hectogramme^ qui vaut 100 grammes; le kilogramme^ qui vaut 1000 grammes ; et le myriagramme^ peu employé d'ailleurs, et qui vaut 10000 grammes.
Les sous-multiples du gramme sont le décigramme^ qui
vaut -— de gramme ; le centigramme^ qui vaut r— de gramme ; 10 100
et le milligramme^ qui vaut rr^ de gramme.
On emploie aussi les multiples par deux et les moitiés des diverses unités : il y a des poids de 2 grammes, de 2 hectogrammes, de 50 grammes, de 500 grammes, etc.
Quant à la manière -dont x>n fait dériver les poids du mètre, elle est très simple. Le kilogramme est le poids d'un décimètre cube d'eau distillée^ dans le vide^ et à la température de 4^ centigrades.
On a choisi de Teau distillée, afin que Teau employée
dans cette opération soit toujours une substance identique à elle-même. On pèse cette eau dans le vide, afin que l'influence variable de Tair sur le poids de cette eau soit éliminée. On prend Teau à -4" centigrades, car c'est à cette température que Teau est le plus condensée, c'est-à-dire qu'une même quantité d'eau occupe le moindre volume {*). Gomme toutes les conditions indiquées sont difficiles à réaliser, on a construit, une fois pour toutes, un kilogramme étalon en platine, en se rapprochant le plus possible des conditions imposées, et on a déposé ce corps aux Archives, le 4 messidor, an YII. C'est ainsi qu'on a fixé, en France, le poids légal du kilogramme.
Le gramme est donc le poids^ dans le vide, d'un centimètre cube d'eau distillée^ prise à 4" centigrades.
Le gramme et les poids inférieurs sont employés dans les pesées qui exigent une grande précision : en physique, en chimie, et en pharmacie ; chez les orfèvres, pour les métaux précieux.
Le kilogramme, l'hectogramme, le décagramme, et leurs multiples ou quotients par deux, sont employés pour les pesées ordinaires : chez le boucher, le boulanger, l'épicier, etc.
Pour indiquer de grands poids, on emploie le quinta métrique^ qui vaut 100** ; le tonneau (**), qui vaut 1000^. Cette dernière unité est surtout employée pour évaluer le poids d'un navire ou son chargement.
L'ancienne et principale unité de poids était la livre ;
(*) En réalité, l'eau employée û*est point pesée dans le Tide ; mais par des procédés que la physique apprend à connat^e, on ramène ce poids à ce qu*il serait si la pesée pouvait s'effectuer dans le yide. En prenant Teau à 4^ on fixe une température, ce qui est indispensable dans une définition de ce genre ; puis, si Teau employée n*est pas tout à fait à cette température, son ( poids est altéré d'une façon insensible, car au voisinage du maximum de den- ' site, le poids d'un volume déterminé de liquide varie très lentement. <
{**) On dit aussi, : une tonne.
celle-ci se divisait en 2 marcs, le marc en 8 onces y Fonce en 8 gros^ et le gros en 72 grains.
La livre vaut 0'«,48951. Aujourd'hui on désigne ainsi
ordinairement le - kilogramme, qui se rapproche du reste
beaucoup de l'ancienne livre.
Enfin le quintal valait 100 livres.
Table pour la conversion des anciens poids en nouveaux.
Uvres
Kilogrammes
Onces
Grammes
Gros
"Grammet
Marcs
Kilogrammes
Le grain vaut 0«',053.
Le quintal vaut 48*«,951.
Application. — • Sachant que le kilogramme d'or fin vaut 3444^,44, trouver la valeur d'un lingot d'or de i livre^ 5 onces^ 3 gros et 65 grains.
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Une livre vaut . . . 0*»,4895i
5 onces valent ... 0 ,15297
3 gros valent ... 0 ,01147
65 grains valent . . 0 ,00344
Poids du lingot . . 0*»,65739
Or le kilogramme d*or vaut 3444^44 ; donc le lingot en question vaut
Dans le langage courant, on appelle dennté d'un corps le poids d'un décimètre cube de ce corps, exprimé en kilogrammes.
II résulte de là que pour avoir le poids d'un certain volume d'un corps déterminé, il suffit de multiplier la densité de ce corps par le volume exprimé en décimètres cubes.
Enfin, dans le commerce des pierres précieuses, on se sert d'une unité de poids spéciale, qu'on appelle le carar. Le carat vaut, en France, 0»',2059.
Monnaies.— L'unité de monnaies française est le /ranc
le franc est la valeur légale d'une pièce d'argent qui pèse
6 grammes et qui contient t^^j^t: d'argent et 7:^7^, de cuivre.
lUUU lUUU
Au moment où l'unité de monnaie fut fixée, cette pièce
était au titre de 0,9, c'est-à-dire contenait jr d'argent et —
de cuivre. En outre, l'or valait, à poids égal, 15,5 fois la
valeur de l'argent. Aujourd'hui, la proportion a augmenté en faveur de l'or, et, comme l'or est la base dès échanges internationaux, il s'ensuit que la valeur réelle de l'argent a baissé : ce n'est que conventionnellement que les pièces d'argent ont gardé en France la valeur qui leur a été fixée par la loi.
L'unité monétaire a été fixée par la loi du 18 germinal
an III (7 avril 1795). La loi du 28 thermidor an III porte que Funité monétaire conserve le nom de franc; que le titre de la monnaie d'argent sera de 9 parties de ce métal pur et d'une partie d'un autre métal ; que la pièce de 1 franc pèsera 5 grammes, celle de 2 francs, 10 grammes, et celle de 5 francs, 25 grammes.
On voit donc que les valeurs et les poids de ces pièces de monnaies sont fixés conformément aux principes du système décimal, puisque ces valeurs sont les multiples du franc par 2 et par 5, les seuls facteurs de 10, et que les poids sont des sous-multiples de 10 et de 100.
Plus tard, la loi du 7 germinal an XI (28 mars 1803) ordonne en outre de frapper des pièces d'or de 20 francs dont il y ait 455 au kilogramme ; ceci donne bien 15,5 pour le rapport des valeurs de deux poids égaux d'or et d'argent.
On ne fabrique pas les pièces d'or ni les pièces d'argent avec du métal précieux pur parce qu'on a remarqué qu'en alliant ces métaux avec du cuivre, on obtient des pièces plus dures et qui s'usent moins vite.
On appelle alors titre d'un objet d'or ou d'argent le rapport du poids du métal précieux contenu dans l'objet au poids total.
Exemple : Si on fond ensemble 835 grammes d'argent et 165 de cuivre, l'alliage obtenu est au titre de 0,835.
Les pièces d'or sont au titre de 0,900 ; les pièces de 5 francs en argent sont au titre de 0,900 aussi. Mais, d'après une loi du 25 mai 1864, complétée par une autre loi du 14 juillet 1866, les pièces d'argent qui valent moins de 5 francs sont au titre de 0,835.
Enfin il y a des monnaies de bronze, pour représenter les petites fractions du franc.
Les pièces qui ont été frappées depuis 1866 sont :
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Argent
Bronze II
La pièce Id.
Id.
Id.
Id.
de 100"
La pièce de 8" Id. 2" Id. 1" Id. 0'',80 Id. 0",20
La pièce de 0",10 Id. 0",05 Id. 0",02 Id. 0",0i
Ces monnaies sont toutes décimales ; les vrais sous-mul-
tiples du franc sont le décime, qui vaut — de franc, et le
centime, qui vaut -rrrz de franc.
Les pièces de bronze se nomment : pièce de 10 centimes, pièce de 5 centimes, de 2 centimes et de 1 centime : les petites pièces d'argent portent des noms analogues : il y a la pièce de 20 centimes et la pièce de 50 centimes.
Les pièces fondamentales, qui se déduisent les unes des autres d'après les principes du système décimal, sont : les pièces de 100 francs, de 10 francs, de 1 franc, de 10 centimes et de 1 centime. Puis il y a, sauf pour la pièce de 1 centime, les quotients par 2 et par 5.
Un certain nombre de pièces ont été retirées de la circulation : ce sont les pièces d'argent de 25 centimes, de 75 centimes et de 1^50, qui ne sont pas décimales, et la pièce d'or de 40' qui n'est pas décimale non plus.
D'ailleurs, sans qu'aucune loi soit intervenue, l'État ne fabrique plus de pièces de 20 centimes, ni de pièces d'or de 5', et la frappe des pièces d'argent en général a été arrêtée: pendant Tannée 1890, il n'a été fabriqué aucune pièce d'argent.
Une convention monétaire fut conclue entre la France, la Belgique, l'Italie et la Suisse, le 23 décembre 1865 ; la Grèce y adhéjca en 1868 ; cette convention reçut son exécu-
tion du !•' août 1866 au 31 décembre 1879. Une nouvelle convention fut conclue le 5 novembre 1878 entre les mêmes États ; elle a été en vigueur du 1" janvier 1880 au 3i décembre 1885.
Enfin, une autre convention a été conclue à la date du 6 novembre 1885 entre la France, lltalie, la Grèce et la Suisse ; la Belgique a adhéré à cet arrangement le 30 décembre 1885, et depuis le l**" janvier 1886 les dispositions de cet acte sont en vigueur.
D'après cette convention, les cinq États désignés antérieurement frappent des pièces d'or et d'argent au môme titre, au même poids et au même diamètre ; la monnaie de chacun de ces États a cours dans les quatre autres, et même les pièces de 5 francs sont reçues dans les caisses publiques au même titre que la monnaie d'or.
Nous donnons ci-dessous un tableau dans lequel se trouvent indiquées les pièces d'or fabriquées par les cinq États, ainsi que leurs poids, leur titre, les tolérances admises sûr le titre et sur le poids, et leurs diamètres.
Nature des pièces
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Titre droit
POIDS
Poids droit
Tolérance
Diamètre
D'autres pays, TEspagne, la Bulgarie, la Roumanie, la Serbie et la plupart des Républiques de TAmérique du Sud, ont adopté notre système monétaire.
L'Autriche et la Russie, depuis i886, frappent des pièces d'or au même poids et au môme titre que nos pièces de 20^.
Les pièces de bronze actuellement employées sont: la pièce de dix centimes^ qui pèse 10 grammes ; la pièce de cinq centimes^ qui pèse 5 grammes. Elles sont faites avec un alliage qui contient 95 parties de cuivre, 4 d'étain et 1 de zinc.
Leurs diamètres sont 30"»"* et 25"*"^ ; enfin la tolérance
relative au titre est de rjrjr pour les pièces de 10 centimes
€t de — - pour les pièces de 5 centimes.
Les anciennes monnaies étaient la livre tournois^ qui servait d'unité ; le sow, dont il fallait 20 pour valoir une livre ; le liard^ dont 4 valaient un sou ; enfin le denier^ dont 3 valaient un liard.
81 livres tournois valent èi très peu près 80'; de sorte que
cine livre tournois vaut -- = 0',987651.
oi
Les objets d'or et d'argent sont assujettis en France au contrôle de TËtat : chacun d'eux doit être poinçonné. La loi autorise deux titres pour les ouvrages d'argent : le premier à 0,950; le second à 0,800. Elle autorise trois titres pour
les ouvrages d'or : le premier à 0,920 ; le second à 0,840 ;
le troisième à 0,750. Les tolérances sont de -rrrrr sur le titi^e
tt
d'un ouvrage d'or et de jrrp-r- sur celui d'un ouvrage d'ariuOO
gent.
Il est interdit dé fabriquer des ouvrages d'or et d'argent à un titre plus faible que ceux qui ont été signalés ; mais si le titre est plus élevé, l'objet n'est pas brisé pour cela, il est simplement poinçonné au premier titre inférieur.
Un kilogï»amme d'or monnayé fournit 31 pièces de 100^ ; il vaut donc 3100^ Le kilogramme d'or fin vaut 3444^44.
Un kilogramme d'argent monnayé fournit 40 pièces de 5^ ; il vaut donc 200^. Le kilogramme d'argent fin vaut 222^,22. Mais nous avons déjà dit que cette valeur de l'argent est . purement conventionnelle et n'est plus la valeur réelle.
Les principales monnaies d'Allemagne sont : le wiarft, qui vaut l',il de notre monnaie ; puis les pièces de 2 marks,
5 marks et - mark. Ces pièces sont en argent, et pour avoir
leur valeur réelle, comparativement à la monnaie d'or, il faut leur faire subir une dépréciation, variable d'ailleurs, et que l'on ne peut calculer sans connaître le cours de l'argent.
Les pièces d'or sont : les pièces de 5 marks, de iO marks et de 20 marks. La pièce de 10 marks vaut 12^,35 : de sorte que la valeur du mark-or est l',235 ; c'est là l'unité vraie de monnaie allemande .
; Les principales monnaies d'Angleterre sont : le shilling y qui vaut 1^16 ; le florin^ qui vaut 2 shillings ; le double- florin ; la couronne^ qui vaut 5 shillings, et la demi-couronne^
ÀKITHM. BUMB. 31
■MIH
Ces pièces sont en argent, et, pour avoir leur valeur réelle, il faut procéder comme nous l'avons déjà indiqué.
Les pièces d*or sont : le souverain ou livre sterling^ qui ' vaut 25^22, et le demi-souverain (*).
Application. — Trouver la valeur du souverain anglais, versé au change de V Hôtel des Monnaies^ sachant que le gou* vernement accorde à l'entreprise des monnaies 6^70 pour frais de fabrication par kilogramme d'or monnayé et que le sauverain anglais pèse 7^',988 au titre de 0,916.
La valeur du kilogramme d'or monnayé au titre de 0,900 et lancé dans la circulation est 3100^ ; il faut déduire de cette somme les frais de fabrication, soit 6^,70 pour avoir la valeur réelle, qui est 3100—6,70 = 3Û93',30. Ainsi 9008' d'or valent 3093^,30 10«^ id. 34 ,37
^ id. 20 ,62
916«?' valent donc 3148^29 Par conséquent le kilogramme d'or monnayé au titre anglais vaut 3148^29 ; le gramme vaut 3^,1483, et 7^,988 valent
Remarque. — Si l'on voulait la valeur de la même pièce d'or au pair, il n'y aurait qu'à comparer la quantité d'or fin qu'elle contient à la quantité d'or fin contenue dans une pièce de 20^ par exemple, ou dans un kilogramme d'or monnayé au titre français, et ne pas déduire de sa valeur les frais de fabrication.
203. Mesure du temps. — L'unité de temps dérive de la considération des mouvements de la terre.
On appelle jour sidéral la durée de l'une des révolutions de la terre autour de son axe, c'est-à-dire le temps iqui
(•) Comme monnaie de compte, on emploie le shilling-or^ dont 20 valent une livre-sterling, et qui vaut par conséquent l',26.
SYSTÈME METRIQUE 483
s'écoule entre deux passages consécutifs d'une étoile au méridien supérieur. Cette unité de temps n'est employée qu'en astronomie.
On emploie, dans la vie courante, le jour solaire moyen. On appelle yowr solaire t^rat l'intervalle de temps qui s'écoule entre deux passages consécutifs du soleil au méridien ; les jours solaires vrais ne sont pas tous égaux, et le jour solaire moyen est la moyenne des jours solaires vrais contenus dans une année. On appelle année le temps que la terre emploie à effectuer une révolution complète autour du soleil. L'année contient 365 jours moyens et - environ.
Le jour sidéral est un peu plus court que le jour solaire moyen.
Le jour se divise en 24 heures ; l'heure, en 60 minutes ; la minute, en 60 secondes.
L unité scientifique de temps est la seconde de temps solaire moyen que nous venons de définir.
On exprime les temps en heures, minutes, secondes et fractions décimales de la seconde. Si l'on emploie les unités supérieures à celles-ci, on les convertit préalablement en heures, en se basant sur la remarque suivante concernant l'année.
Vannée civile ou Vannée ordinaire contient un nombre exact de jours : 365 jours, en général; mais tous les quatre ans, il y a une année dite bissextile^ et qui contient 366 jours.
Les années sont indiquées dans le calendrier par leurs numéros ; le numéro d'ordre d'une année s'appelle son millésime ; les années bissextiles sont celles dont le millésime est un multiple de 4, sauf toutefois pour les années dont le millésime est un multiple de 100 et qui ne sont bissextiles que lorsque ce numéro est un multiple de 400 (*).
(*) Exemples : 1892 est une année bissextile ; 1893 sera une année ordinaire ; 1900 sera une année ordinaire, et 2000 une année bissextile.
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L'année se divise en 12 mois, de durées inégales.
L'année commerciale est de 360 jours et le mois commercial est de 30 jours ; mais cette convention n'a pas de rapport avec la mesure théorique du temps.
INAPPLICATION. — Trouver la valeur en minutes et fractions décimales de la minute de 26 jours, 13 heures, 32 minutes^ _27 secondes, 12 t*).
26 jours valent 24 X 26 = 624>» ; dans le temps indiqué il y a donc 624 H- 13 = 637»^ ; or, l'heure valant 60",
637»» valent
Il y a donc 38220 4- 32 = 38252"^ dans le temps indiqué. Il nous reste maintenant à convertir 27*,42 en parties décimales de la minute, c'est-à-dire à prendre la 60"** partie de 27,12; on obtient ainsi 0"*,452.
Le nombre cherché est donc 38252"^,452.
Remarque, — On trouverait d'une manière analogue que la semaine, qui vaut 7 jours, contient 7X24X60X60 secondes, ou 604800».
2* Application. — Sachant que tannée tropique vaut 365,2422166 your« solaires moyens, convo^tir celte durée en jours, heures, minutes, secondes et fractions décimales de la seconde.
Le nombre de jours est évidemment 365; il reste une fraction décimale de jour égale à 0,2422166; comme le jour vaut 24»», cette fraction vaut 24 X 0,2422166 = 5»»,8131984. Il y a donc S^ et il reste une fraction décimale de l'heure égale à 0»»,8i3i984; comme l'heure vaut 60"*, cette fraction d'heure vaut 60 X 0,8131984 = 48"^,79i904. Il y a par conséquent 48" et il reste une fraction de minute égale à 0"',791904. Cette fraction vaut en secondes 60 X 0,791904 = 47»,51424.
(*) Abréviations ; jour, / ; heure, h ; minute, m ; seconde, s.
La durée de Tannée tropique est donc de 365J5ï»48»47»,51424.
3* . Application. ^ Exprimer en jours^ heures^ minutes, secondes et parties décimales de Ja seconde une durée de 3()54728%64.
Le nombre de minutes est le quotient aune unité près du nombre donné par 60; quant au reste, c'est évidemment la partie de cette durée qui sera exprimée en secondes et parties décimales de la seconde. ^
Beste 8',64
ieste 32" 848
Reste Sh
Le reste de cette division est 8,64, nombre qui représente des secondes ; le quotient est 50912, nombre qui représente des minutes. Dans ce nombre de minutes il y autant d'heures que d'unités dans le quotient à une unité prè^ par 60, le reste de cette, opération étant la partie qui reste exprimée en minutes : on a ainsi 32" ; le quotient est 848 et représente des heures. On aura de môme le nombre de jours en prenant la partie entière du quotient de ce nombre par 24; comme précédemiïient le reste sera la portion exprimée en heures. ' : . >
Nous avons réuni toutes ces divisions eu une^^seul^ et même opération complexe, et nous obtenons • • -
35J8^32»8»,64 ; pour la durée indiquée. c^::.: ' : ^ v ^ ,:
207. Mesure, de Ift circonférence. — L^unité d'arc la ,pli}S communément employée est le depr^.*
fiO degré est la trois-cent-soixantième, pa^rtie de la circonférence.
Chaque degré se aîvise en 60 parties égales appelées minutes et chaque minute, en 60 secondes; pour les parties
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d'arc plus petites qu'une seconde on emploie les parties décimales de la seconde (*).
La conversion d'un arc donné en degrés^ minutes, secondes et partie décimales de la seconde, soit en degrés et parties décimales du degré, soit en minutes et parties décimales de la minute, etc., se fait par un procédé semblable h celui employé antérieurement pour traiter le problème analogue sur les temps.
i" Application. — Convertir en degrés et parties décimales du degré Pare de !?• 5? 24^7.
Il suffit, pour cela, d'évaluer la partie complémentaire de cet arc, 52'24*,7, en secondes et parties décimales de la seconde ; puis d^exprimer le nombre ainsi obtenu en fractions de degré, en se rappelant que le degré vaut 3600* et
que, par suite, une seconde vaut r^ de degré.
On a ainsi
62' qui valent 60X82=3120' et W,l = 24',7
donc cette portion de degré vaut
et Ton est ramené à convertir cette fraction en fraction
décimale. On a ainsi
et. pour Tare donné,
2* Appucation. — Sachant que toute circonférence a pour longueur 2itR, R étant le rayon et 'k lé nombre 3,14159265, trouver, en degrés, minutes, secondes et fractions décimales de
n Abréviatioas : degré,»; minute,'; seconde,». ., .....
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la seconde, la mesure de tare dont la longueur est égale au rayon.
L'arc de longueur 2icR vaut en degrés, 360; donc Tare de
qCA
longueur 1 vaut ^^-rr» et Tare de longueur R vaut 2icR
2ic 6,2831853
Pour convertir en minutes la partie décimale^ il suffit de la multiplier par 60 (n* 190, 2* App.), ce qui donne
ir,74674;
pour convertir la nouvelle partie décimale en secondes, on la multiplie aussi par 60 et Ton a :
Donc Tare demandé est
57Mr44',80.
On commence à adopter, dans divers ouvrages, la division du quadrant en 100 parties égales, appelées grades.
Le grade est alors divisé en cent minutes centésimales ; la minute, en cent secondes centésimales. Ce système d'unités est absolument conforme au système décimal.
La circonférence entière vaut alors 400 grades.
L'es abréviations sont : ^, pour le grade ; ^ , pour la minute, et ' , pour la seconde.
Ces unités ont été employées par Delambre, et aussi par Laplace, dans V Exposition du système du monde.
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EXERCICES
!• On sait que la longueur d'une circonférence est 2tcR, R étant le rayon et it le nombre 3,1416. Trouver le rayon du méridien terrestre, en assimilant ce méridien à un cercle. Exprimer ce rayon en kilomètres, en milles marins, en lieues marines.
2« Trouver, en hectares et en arpents des eaux et forêts, Taire d'un pré ayant la forme d'un rectangle de 1500™ et 235»,7 de côtés, sachant que cette aire, en mètres carrés, est le produit des deux côtés. ;
3* Faire la somme des longueurs
Exprimer cette somme çn pieds et parties décimales du pied, en toises et parties décimales de la toise, et enfin en mètres et parties décimales du mètre.
4» Trouver en toises carrées et parties décimales de la toise carrée l'aire d'un rectangle dont les deux côtés ont pour longueurs 57T4P7P et 82T2i*3P.
Exprimer ensuite le résultat en mètres carrés et parties décimales du mètre carré.
Si*- Trouver combien il y a de mètres cubes dans 8 toises cubes 5 pieds cubes 9 pouces cubes. Convertir ce volume en litres.
6* Les possessions de la France, jointes à la France elle-même, forment environ 4700 milliers de kilomètres carrés de territoire. Évaluer cette aire en hectares. Trouver le côté du carré qui aurait la même aire, les deux côtés d'un rectangle de même aire et dont Tun des côtés est triple de l'autre.
T Mêmes questions pour l'empire britannique, qui a 293460 myriamètres carrés de superficie.
8° En Europe, il y a 36 habitants par kilomètre carré. Trouver la superficie de l'Europe sachant qu'elle renferme 360 millions
d'habitants.
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9« La mesure principale de longueur anglaise edt le yardy qui vai^t 0^^,91438348. Trouver la longueur du mille anglais, sachant qu'il vaut 1760 yards. Trouver l'aire en mètres carrés du yard carré et de l'ocre, sachant que l'acre vaut 4840 yards carrés.
10<^ La mesure principale de capacité anglaise est le gallouy qui vaut 4^543458. Trouver en litres et en mètres cubes la capacité du bushely qui vaut 8 gallons, et du chaldron, qui vaut 36 bushels.
il* L'une des unités de poids anglaises est la livre avoir du paidsy qui vaut 7000 grains, et 453^,592645. Valeur du grain en centigrammes et de la livre troy impériale, qui vaut 5760 grains. Rapport du quintal anglais qui vaut 112 livres avoir du poids au quintal français ancien.
12* En Russie, la toerst a pour longueur l'^",067 et vaut 500 sagènes mxirines. Longueur de la sagène marine.
13* L'unité de monnaie autrichienne est le florin, pièce d'argent au titre de 0,900 et pesant 12^,345. Valeur du florin en francs. Le florin^r vaut 2f,50. Rapport des deux florins.
14* Au Brésil, la pièce de 20000 reis or pèse 17^,929 et est au titre de 0,947. Valeur du reis.
i5* La piastre en Chine vaut 5^38 ; c'est une pièce d'argent au titre de 0,900. Poids de cette pièce.
46* La latitude de Copenhague est 55* 41' 13" ; celle de Gibraltar 31* 7' 20"; celle de Ispahan 32*39' 34". Somme de ces trois latitudes.
47* Sachant que 15^ en longitude Valent 1^, et que les longitudes de Saint-Pétersbourg, de Berlin et de Vienne sont 47*58'8% llo3'30'' et 14*2'27", trouver ces longitudes en heures, minutes et secondes.
48* La densité de l'acier trempé est 7,816. Trouver le poids d'une toise cube de cet acier.
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