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Les théories générales se classent et se gravent plus facilement dans l'intelligence que la connaissance de tous les cas particuliers, en supposant même qu'aucun de ceux-ci n’ait été omis
: (LecoiNTE).
NUMÉRATION
1. L'arithmétique est la science des nombres, * Elle fait connaître leurs propriétés et nous. onne la raison des procédés qu'on emploie pour les combiner :itre eux.
2. On appelle nombre, la coliection de plusieurs unités ou quantités de méme espèce et égales entre ‘elles. On peut encore dire qu’un nombre est l'expression du‘. sport d'une &randeur quelconque comparée à l'unité prise co.1ime terme de comparaison.
8. On entend par quantité ou grandeur, tout ‘ce qui est susceptible d'augmentation ou de diminution. Comparer une grandeur à l'unité prise comme terme de comparaison, c'est Mesurer cette grandeur.
4. Un nombre est dit concret, quand il désigne l'espèce d'unité qu’il renferme : cinq hommes : il est dit abstrait, quand il ne désigne par l'espèce d'unité qu'il renferme : cinq.
5. Les nombres concrets ou abstraits peuvent être entiers, décimaux ou fractionnaires : entiers, lorsqu'ils ne contiennent que des unités entières, comme dix ,pommes, quinze jours ; décimaux, lorsqu'ils contiennent, outre les entiers, des subdivisions décimales, comme cinq piastres cinquante centins.
6. Les nombres dits complexes sont des nombres dont le système de décomposition n’est pas décimal et dont les
subivisions se rapportent à des unités différentes. EXEMPLE : 10 jours, 5 heures, 17 minutes et 45 secondes.
7. L'arithmétique se divise en deux parties : la numération et le calcul.
8. La numération est la partie qui apprend à former, à écrire, à énoncer et À reproduire tous les nombres. De là, deux espèces de numération : la numération purlée et la numération écrite,
Voici comment on a procédé
On a donné un nom particulier aux neuf premiers nombres : un, deux, trois, quatre, cinq, six, sept, huit, neuf que lon a appelés unités simples.
Dix-un que l'on a appelé onze
Dix-deux “ “4 « Jouze Dix-trois “4 « « boige Dix-quatre “ “ « « quatorze
Dix-cing “ “ « « quinze
Dix-six *) USE; Veste Dix-sept, dix-huit, dic-neuf (Vingt) vingt-et-un........vingt-neuf
(Trente) trente-et-un..... : .trente-neuf , (Nonante)........ nonante-neuf (quatre-vingtdix-neuy)
À ce dernier nombre, on a ajouté une unité et on a appelé ce nouveau nombre cent ou unité de 3 ordre.
On a compté par centaines, comme on avait compté par unités et dizaines, en disant : cent, deux cents, trois cents... es neuf cents entre lesquels on a intercalé les quatre-vingt-dixneuf premiers nombres, et on a obtenu ainsi tous les nombres jusque neuf-cent-quatre-vingt-diæ-neuf Une unité, ajoutée à ce dernier nombre, a formé la classe des mille ou unité de la deuxième classe,
Cette deuxième classe a cté formée comme la classe des unités, dizaines et centaines d’unités simples et l’on a obtenu ainsi le nom de tous les nombres jusque neuf-cent-quatredix-neuf-mille-neuf-cent-quatre-vingt-dix-neuf.
Après la classe des mille, on a formé la 3° classe ou classe des millions, puis la classe des billions et ainsi de suite. Chacune de ces classes possède ses unités, dizaines et centaines,
12 Ce système a reçu le nom de décimal parce que le nom dix en est la base.
B.—NUMÉRATION ÉCRITE
14. La numération écrite est l'art de reproduire tous les nombres possibles au moyen de quelques caractères appelés
chiffres.
15. Comme nous l'avons vu dans la numération parlée, la suite des nombres est illimitée ; il ne serait done pas possible d'attribuer un signe particulier à chaque nombre. Pour simplifier la question, on a opéré pour la numératidn écrite comme on avait opéré pour la numération parlée et l'on a donné un caractère particulier aux neuf premiers nombres : 1, 2, 8, 4, 5, 6, 7, 8, 9.
Pour former la première dizaine, on a employé un dizième caractère 0 (zéro) qui, par lui-même, n’a aucune valeur, mais qui permet, en égard à la remarque (13) de donner à chacun des chiffres nne valeur dix, cent, mille... fois plus grande, suivant le rang qu'il occupera, en plaçant à la droite un, deux, trois...... zéros, et qui permet de remplacer les unités des ordres qui viendraient à manquer.
16. Nous voyons done, dès lors, qu'à chaque chiffre peuvent être attribuées deux valeurs :
1° La valeur absolue qui est celle que le chiffre acquiert lorsqu'il est considéré isolément, c’est-à-dire, celle que lui donne l’image qui le représente ;
2° La valeur relative ou de position qui est celle que le chiffre acquiert, en égard à la place qu'il occupe ‘dans un nombre, en vertu de ce principe, qui est la base de tout notre système décimal : un chifre placé à la gauche d'un autre représente des unités d'un ordre dix fois supérieur à cet autre.
Ainsi, pour représenter le nombre cinquante-deux, on écrit 52. =
Le nombre six-cent-soixante-trois s'écrit 663.
“ “ sept-mille-quatre-cent-trente.et-un s'écrit 7431.
Soixante-deux-millions-cinq-cent-et-sept s'écrit 62000507.
17. De ce qui précède sur la numération, on peut déduire les deux règles suivantes :
Règle I—Pour énoncer un nombre écrit en chiffres, on partage le nombre en tranches de trois chiffres chacune, en allant de droite à gauche ; et, commençant par la tranche de
gauche, on énonce successivement chaque tranche comme ei elle était seule, en y ajontant le nom de la classe d'unité qui lui currespond.
Règle II.— Pour écrire en chiffres un nombre énoncé, on écrit successivement, en allant de gauche à droite, les nombres des diverses classes d'unités, comme ils sont énoncés, en ayant soin de remplacer par des zéros les classes ou les unités des divers ordres qui viendraient à manquer.
CALCUL DES NOMBRES ENTIERS
18. Le calcul renferme un certain nombre d'opérations que nous rencontrerons dans le cours de ‘cet ouvrage et parmi elles, il en est quatre qui servent de base à toutes les autres, et que, pour cette raison, on appelle fondamentales ; ce sont l'addition, la soustraction, la multiplication, et la division.
19. On appelle théorème, une propriété qui ne devient évidente qu’à la suite d'une démonstration.
La définition fait connaître le but que l’on se propose
21. La démonstration est la suite des raisonnements que l'on doit faire pour arriver à mettre en lumière l'énoncé d'un théorème ou d'une définition. : ù
22. La Règle est la conséquence de la démonstration ; c'est, en quelque sorte, la traduction en langage ordinaire des opérations effectuées pendant la démonstration pour arriver au but proposé.
A.—ADDITION
28 Définition.—L'addition est une opération qui a pour but de réunir plusieurs nombres en un seul appelé somme ou total.
L'addition s'indique par le signe + (plus) que l'on place entre les nombres à additionner.
27. Il faut former un nombre appelé somme ou total] qui renferme, à lui seul, autant d'unités des différents ordres qu'il y en a dans les nombres proposés.
Or, nous savons que nous ne pouvons comparer que des unités de même espèce, c'est-à-dire que nous ne pouvons pas former un tout avec des espèces différentes ; ainsi, par exemple, 5 pommes plus 6 poires, cela fait onze objets ; mais, On ne peut donner à «1 objets la désignation de poires ou de pommes, Par analogie, on ne peut donc ajouter que des unités à des unités, des dizaines à des dizaines, et ainsi de suite.
28. D'où Règle.—Pour additiônner plusieurs nombres, il faut les écrire les uns en dessous des autres de munière que les unités d'un même ordre soient dans une méme colonne verticale, souligner le, dernier d'un trait horizontal - pour le séparer du résultat ; additionner succesivement,
. en commençant par la droite, les nombres contenus duns chaque colonne ; si la somme ne dépasse pas 9, on l'écrit telle qu'on l'a trouvée ; dans le cas contraire, elle contient des unités de l'ordre immédiatemeut supérieur que l'on reporte sur la colonne suivante, et ainsi de suite, pour toutes les colonnes jusque la dernière en dessous de laquelle on écrit la sonvme trouvée.
EXEMPLE : 452 + 347 + 563 + 613 ; 452 ; 452 347 347 563 543 613 bo3
15 Somme de la co;onne des unités. 1975
16 Le Œ “dizaines.
18 CA fe ré .“ centaines.
1975 Somme totale.
29. Preuve de l'addition — Pour faire la preuve de l'addition, on effectue la même opération de huut en bas, si on l'a commencé de bas en haut et réciproquement, Le résultat doit être le même,
80. Autre manière de faire lu Preuve.—On peut séparer un ou plusieurs des nombres proposés et faire la somine des nombres restants, puis additionner avec cette somine la somme des nombres mis à part.
B.—SOUSTRACTION
81. Définition.— La soustraction est une opération qui a pour but, étant donnés deux nombres, d'en trouver un troisième appelé reste, excès ou différence qui, ajouté au plus petit, reproduit le plus grand.
82. Règle I.— Pour soustraire un nombre d'un seul chiffre d'un autre no.sbre, on retranche du plus grand successivement autant d'unités qu'il y a dans le plus petit.
EXEMPLE : 9—5=4 En effet 9—1=8; 8—-1=7; T—1=6,6—-1=5; 5—1]—4,
83. Règle II — Pour soustraire un nombre d'un autre, on écrit le plus petit en dessous du Plus grand, en ayant soin que les unites d'un mme ordre soient dans une même colonne verticale et l'on soul igne le tout pour le séparer du résultat que l'on écrit en dessous. Ensuite, commençant par la première colonne de droite, on retranche le chifre inférieur du chiffre supérieur correspondant, et l'on écrit le résultat en dessous de la colonne ; On opère successivement et de la même manière sur chaque colonne jusque la ‘dernière colonne de gauche.
EXEMPLE : Soit à soustraire 524 de 786
Reste 262
84. Si le chiffre que l'on doit soustraire est plus grand que celui dont on doit le soustraire, l'opération semble impossible ; mais, dans ce cas on emprunte une unité à la colonne de l'ordre immédiatement supérieur qui vaut 10 unités de l’ordre de la colonne considérée.
EXxEMPLE : 724 L'on dit : 6 de 4, cela ne se peut ;
536 empruntant une unité à la colonne des dizaines qui vaut dix unités simples, 10 et 4=14 unités ; 6 de 14, il reste 8 que l'on écrit sous la
colonne des unités. Ayant emprunté 1 dizaine, il n’en reste plus qu’une au lieu de 2 et 8 dizaines de 1 dizaine cela ne se peut ; empruntant une unité à la colonne suivante des centaines qui vaut 19 dizaines, on dit 10+1—= 11 et 8 de 11=3. Passant à la colonne des'centaines 5 de6=1. Le reste est donc 138.
85. Preuve de la soustraction. — La preuve de la soustraction tire son procédé de la définition même de la soustraction. JL faut que le reste ajouté au plus petit des deux nombres donnés reproduise le plus grand.
Dans la soustraction précédente, le reste 138 + 586 = 724.
C.— MULTIPLICATION
86. Définition.—ZLa multintication est une opération par laquelle, étant. donnés deux nombres, l'un appelé multiplicande et l'autre multiplicateur, il s'agit d'en former un troisième, appelé produit, qui soit formé avec le multiplicande comme le multiplicateur a été formé avec l'unité.
Il suit de la définition même de la multiplication, que le produit est de la méme nature que le multiplicande, puisqu'il n'est autre chose que le multiplicande répété un certain nombre de fois indiqué par le multiplicateur.
Le multiplicateur est donc toujours ur nombre abstrait qui n’a d'utilité que de marquer eombien de fois doit être répété le multiplicande.
er Cas.—Soit à multiplier 7 X
D'après la définition, le produit doit être formé avec le multiplicande 7 comme le multiplicateur 3 a été formé avec l'unité. Or, 3 à été formé en répétant l'unité 3 fois, done le produit s'obtiendra en répétant le multiplicande 7, trois fois, c'est-à-dire 7 + 7 +7=21.
Les résultats de la multiplication des nombres de 1 chiffre pris deux à deux ont été réunis dans un tableau, qu'on appelle table de multiplication ou table de Pythagore.
e Cus.—Soit à multiplier 734 X
D'après la définition, le produit doit être formé avec 734 comme 4 a été formé avec l'unité. Or, répéter 4 fois le nombre 734, revient à prendre 4 fois les unités, 4 fois les dizaines, 4 fois les centaines et faire la somme de tous les résultats, en ayant soin de reporter sur les dizaines, celles obtenues par l'addition des unités ; sur les centaines celles obtenues par l'addition des dizaines, etc.
734 4 X 4 unités = 6 unités + 1 dizaine
4 4 X 3 dizaines = 12 dizaines = ? dizaines + 1 centaine
—— 4 X 7 centaines = 18 centaines
Ce produit se compose donc de 6 unités, 3 dizaines et 29 centaines, c'est-à-dire 2936 unités.
40. Avant de démontrer le 3° cas, nous allons démontrer les principes suivants, sur lesquels est basée la démonstration du 3° cas.
41. Principe I.— Dans un produit de deux ou plusieurs facteurs, on peut intervertir l'ordre des facteurs.
En effet, je disque4X3=3X4 Car:
4X38=4+444—=12 et 3xX4=3+8+8+8—12
nn y is
42. Principe II. — Pour multiplier un nombre par un multiple ou une puissance quelconque de 10, il suffit de multiplier ce nombre par le chiffre significatif du multiple et d'ajouter à la droite du résultat uutaut de O que l'indique l'indice de la puissance.
lo Soit à multiplier 73 X 10.
Cette opération indique qu'il faut rendre le nombre 738, dix fois plus grand, c'est-à-dire exprimer chacune de ses unités dans un ordre dix fois plus grand. Il suffit pour cela, en vertu du principe de la nu:nération (16, 2) de faire avancer chacun des chiffres d'un rang vers la gauche, ce qui se fait en écrivant un zéro à la droite du nombre. On obtient ainsi 73 X 10 = 730.
20 Soit à multiplier 73 X 600.
Or 600 = 6 X 100 = 6 X 10° Donc 75 X 600 = 736 X 10 ?=
Ce qui revient à rendre les unités de 488 cent fois plus grandes, c’est-à-dire les faire avancer de 2 rangs vers la gauche, ce qui se fait en écrivant 2 zéros à la droite du nombre considéré, donc 43800. '
43. Principe III.— Pour multiplier un nombre par une somme, il suffit de le multiplier par chacune des parties de la somme et de faire la somme des produits partiels.
Soit à multiplier (& X b X c) par m.
Je dis que (a+b+c)X*m—am+bm +cm.
En effet: (a+b+c) x m = (a + b+c)+(a+b+c) + (a+b+c)...... le groupe (a + b+ c) étant répété m fois (définition de la multiplication), Or cette somme contient m fois le nombre a, m fois le nombre b, et m fois le nombre o, . donc : J
(@a+b+c)m=a+ata.. +b+b+b..+c+e+ce...
d'où
@+b+c)m=mXxa+mXxb+m X'0 et, comme* on peut intervertir l’ordre des facteurs, il vient : (@+bXc)m=aXm + 0bX m + cXxm.
44, Reprenons le 3° Cas :
Soit à multiplier 7436 X 342.
Or 342 = (2 + 40 + 300) donc :
7436 X 342 = 7436 x (2 + 40 + 300) = 7436 X 2 + 7436 X 40 + 7436 X 300 (Principe III). * Chacune des opérations indiquées dans le 2e membre de cette dernière égalité peut s'effectuer en vertu du 2° cas (39) et du principe II (42).
Or :
7436 X 2 est le produit du tultiplicande par les unités du multiplicateur.
7436 X 40 est le produit du wultiplicande par les dizaines du multiplicateur.
7436 X 300 est le produit du multiplicande par les centaines du multiplicateur.
D'où Règle.— Pour multiplier un nombre de plusieurs chiffres par un nombre de plusieurs chiffres, il faut multplier le multiplicande par chacune des unités du muliplicuteur et faire la somme des produit partiels obtenus.
45. Preuve de la multiplication. — La preuve se fait par la multiplication des mêmes nombres, mais en renversant l'ordre des facteurs (41) Nous verrons plus loin ( )la preuve de la multiplication par un nombre quelcunque.
D.—Division.
46. Définition. — Zu division est une opération par laquelle, étant donné le produit de 2 facteurs appelé dividende, et l’un des facteurs, appelé diviseur, on demande de trouver l'autre facteur, appelé quotient.
Trois cas peuvent se présenter
Ler Cas.— Le diviseur n’a qu'un chiffre et le dividende ne dépasse pas 10 fois le diviseur.
2e Cas.—Le dividende et le diviscur sont des nombres quelconques, mais le dividende ne dépasse pas 10 fois le diviseur.
Se Cas—Le dividende et le diviseur sont des nombres quelconques et le dividende est plus grand que 10 fois le diviseur.
48, 1er Cas.—Voir table de multiplication.
e Cas.—Soit à diviser 440 par
Le dividende, étant le produit du diviseur par le quotient, le produit des dizaines du diviseur par les unités du quotient ne pourra :* trouver que dans les dizaines du dividende. Donc, pour trouver le chiffre du quotient, il suffira de diviser les dizaines du dividende par les dizaines du diviseur, ce que nous pouvons fai.e en vertu du ler cas de la division (48).
Nous trouverons ainsi le chiffre exact du quotient ou un chiffre trop fort ; car, le procuit de ce chiffre par les dizaines du diviseur peut être augmenté par les dizaines qui auraient reflué de la multiplication des iunités du diviseur par le quotient. Pour s'assurer de la chose, on multiplie le diviseur, par ls chiffre trouvé au quotient, et, si le produit peut se retrancher du dividende, c’est que le chiffre est bon ; si cela
ne peut se faire, on le diminue successivement de une unité ‘jusqu’à ce qu'on obtienne un produit qui puisse se soustraire du dividende et donner un reste plus petit que le diviseur ou un reste nul.
e Cas.—Soit à diviser 86750 par
La première chose à faire est de rechercher quelle est l'espèce de la plus haute unité du quotient et ensuite quelle sera cette unité. Or le dividende est le produit du diviseur par le quotient ; donc en multipliant 235 par les unités du quotient, il faut reproduire le dividende.
Mais 235 X 1 < 86750 donc le quotient contient des unités.
235 x 10 < 86750 Ca “des dizaines.
235 X 100 < 86750 pat : “ des centaines.
235 X 1000 > 86750 SENS ne contient pas d'unité de mille,
L'espèce des plus hautes unités du quotient est done déterminé et sera des centaines,
Or, le produit du diviseur par les centaines du quotient, est un nombre exact de centaines qui ne peut se trouver que «uns Gv. centaines du dividende,
Pour trouver ce chiffre des centaines du quotient, il suffit évidemment, de diviser les 867 centaines du dividende par les 235 unités du diviseur. Opération qui peut .e faire en vertu du 2° cas de la division,
Cette opération donne le chiffre exact du quotient ou un chiffre trop fort. Pour s'en assurer, on effectue le produit qui doit pouvoir se soustraire des centaines du dividende, Dans le cas contraire, on diminue le quotient progressivement de une unité jusqu'à ce que le produit soit égal ou inférieur au dividende.
86750 | 235 Le reste 16250 contient le produit 70500 369 du diviseur par les dizaines et 16250 unités du quotient. Or, le produit 14100 du diviseur par les dizaines du quotient étant un nombre exact de
2150 dizaines, ne peut se trouver que y dans les 1625 dizaines du nouveau 35 dividende. Pour trouver ce chiffre,
il suffit de diviser les 1625 dizaines par 235, ce qui donne le chiffre exact des dizaines du quotient ou un chiffre trop fort, On s'assure, par le procédé cité plus haut, de l'exactitude de ce chiffre.
On trouve ainsi un nouveau reste ou dividende partiel 2150 qui ne renferme plus que le produit du divi: ur par les unités du quotient. Cette dernière opération se fait par les procé:lés du 2e cas,
D'où Règle.— Pour diviser deux nombres entiere l'un par l'autre, on écrit Le diviseur à droite du dividende dont on le sépare par un trait vertical et l'on souligne Le diviseur pour le séparer du quotient que l'on écrit en dessous.
Gela fait, on sépare par un point, sur la gauche du dividende, autant de chiffres qu'il y en a dans le diviseur ou un de plus, ei le nombre résultant est plus petit que le diviseur ; ce qui donne le premier dividende partiel que l'on divise par le diviseur : on obtient ainsi le premier chifre du quotient et l'on soustrait le produit du dividende partiel.
À la droite du reste ainsi obtenu, on écrit Le chiffre suivant - du ‘vidende, ce qui donne un second dividende partiel sur lequel on opère comme sur le premier, et ainsi de suite jusqu'à ce que l'on aît abaissé successivement tous Les chiffres du dividende.
La suite de tous les chiffres obtenus au quotient forme le quotient cherché,
6L Le produit du diviseur par les unités du quotient peut être égal au dernier dividende partiel ou lui être inférieur.
Dans le premier cas, la division se fait exactement sans laisser de reste ; dans le second cas, la division laisse un reste.
On peut done écrire, d'une fuçon générale, en appelant D le dividende, d le diviseur, Q le quotient et R le reste :
D=dxQ+R formule générale, dans laquelle R paut être égal ou différent de zéro, mais toujours plus petit que d.
52. S'il arrive qu'après avoir abaissé un chiffre du dividende à la suite du reste, on obtienne un dividende partiel moindre que le diviseur, on écrit 0 au quotient ; on abaisse le chiffre suivant du dividenüe à la droite du dividende partiel précédent et l'on continue l'opération avec le nouveau dividende partiel.
53. Théorème I.—Duns toute division, si on uugmente ou dirinue le dividende sans toucher au diviseur, le quotient devient plus grand ou plus petit.
En efet, le nombre à partager étant devenu plus grand ou plus petit, ‘hacune des parties exprimées par le quotient sera devenue plus grande ou plus petite.
Mes HE,
54 Théorème I1.— Dans toute division, si on augmente ou diminue la diviseur sans toucher au dividende, le quotient devient plus petit ou plus yrand,
En effet, le nombre de parties que l'on doit faire devenant plus grand ou plus petit, chacune des parties deviendra plus petite ou plus grande
65. Théorème ILI.— Le quotient de deux nombres ne change pas si on mulliplie ou ei on divise à Lu fois le dividende et le diviseur par un même nombre.
Soient A le dividende, B le diviseur et Q le quotient,
D'après la définition de la division et la formule générale (61), on peut écrire A — B x Q.
Multiplions les deux nombres de cette égalité par un nombre quelconque m, il vient :
AXm=BxQxm ou AXm=BXxmXxQ
Et on voit que le quotient Q n'a pas changé.
Autrement : En multipliant par m le dividende sans toucher au diviseur, on rend le quotient m foi: plus grand (53) ; en multipliant le diviseur Par 7-,sans toucher au divi. dende, on rend le quotient », fois plus petit ; donc le quotient, ayant été rendu m fois plus grand, puis m fois plus petit, n'a pas changé de valeur.
56. Théorème IV.—Si on multiplie ou qu'on divise Le dividende par un nombre, le quotient et le reste (s'il y en a) sont multipliés par ce nombre.
Soi D=dQ+R Maltiplions les deux membres par un nombre mn, il vient : Dm=(dQ+R)m et en vertu de (43) Dm=dQxm+Rm ou Dm=dxQm+Rm ce. q Ê. d.
57. Théorème V.-—- Si on multiplie ou qu'on divise à La fois le dividende et le diviseur par un méme nombre, le
quotieñt ne change pas, maïs le reste est multiplié par ce mombre. N Soit D=dQ+R Dm=(dQ+R)m=dQxm+Rm et en vertu de (41) Dr: = dm X Q-+HRm Ce qui démontre le théorème.
58. Théorème VI.-—On n'altère pas le reste de La division de deux nombres en supprimant dans le dividende un multiple exuct du diviseur.
Soit A=BQ+R (1)
Supposons que À contienne un multiple m.B du diviseur B. Retranchons ce multiple des deux membres de l'égalité (1), il vient : Ê
A—mB=BQ+R—mB ou A—mB=B(Q—m)+R
Ce qui démontre le théorème.
59. Le théorème III permet de simplifier la division dans le cas où le dividende et le diviseur sont tous deux terminés par des zéros.
Règle.— Lorsque le dividende et le diviseur sont terminés par des zéros, on suprrime sur la droite de chacun d'eux le même nombre de zéros, autant que dans celui qui en a le moins, et l'on procède à l'opération sur les deux nombres résultants.
60. Preuve de la division —La preuve de la division se fait en multipliant le diviseur par le quotient ou réciproquement et en ajoutant le reste au produit. Le résultat doit reproduire le dividende.
Nota.—-Nous retrouverons plus loin la preuve de la division par un nombre quelconque.
60bis. Quotient de deux nombres avec une approximation donnée.
Lorsque deux nombres ne sont pas exactement divisibles l'un par l'autre, on appelle quotient approché de ces deux nombres, à moins de € près, le plus grand multiple de # qui multiplié par le diviseur, donne un produit inférieur au dividende, s
I. Soit à chercher le quotient de 453 par 23 à yvv près (= 1055).
D'après la définition, nous devons trouver le plus grand nombre de millièmes qui, multiplié par 23 reproduise un produit inférieur à 4583.
Soient æ et (x+1) les deux nombres consécutifs de millièmes entre lesquels est compris le quotient cherché ; on aura donc :
mu X 23 < 458 < 41 X 23
Le signe < se dit “ plus petit ou égal ”,
En réduisant au même dénominateur :
Et, si nous considérons le quotient par défaut, nous pouvons écrire : x X23— 453000 ou T= c'est-à-dire trouver le quotient par défaut à une unité près de 453000 par 23 ou 19647, et alors
19647 100 = oo — 19,647
Donc pour trouver le quotient de deux nombres à r05 près, par exemple, on écrit trois zéros à la droite du dividende et on effectue la division des deux nombres ainsi modifiés. On aura soin de rendre le quotient obtenu 1000 fois plus petit (53).
IL. Trouver le quotient de 453 par 23 à moins de # près. Nous devons trouver le plus grand nombre de fois # qui
multiplié par 23 donne un nombre inférieur à 453. Soient æet (x + 1) les deux nombres consécutifs de # entre lesquels est compris le quotient cherché. On aura :
ta X 23 <453 < + (x +1) X 23
HER ass Er X 23
æ x 23 < 453 X 5 < (x + 1) X 23 et enfin
a < <(+1) T2 ce qui veut dire qu’il faut chercher le quotient à une unité près de ss ou de 2286 par 23 ; quotient qui est évidemment le même que celui de la partie entière de 564 par 23. Or, ce quotient est 24 à 1 unité près.
Done æ=24 et par suite
4 4x 24 Fu . = 194
CARACTÈRES DE DIVISIBILITÉ
61. On appelle diviseur exact ou diviseur d'un nombre tout nombre qui le divise exactement.
62. On appelle nombre premier absolu ou nombre premier tout nombre qui n'a d'autre diviseur que lui-même ou l'unité.
63. La Recherche des caractères de divisibilité est basée sur les principes suivants :
64. Principe I. — l'out nombre qui divise exactement . deux ou plusieurs nombres divise exactement leur somme ou leur différence. :
Soient 2 nombres A et B exactement c:visibles par le nombre m. Je dis que (A + B) est divisible par m.
En effet, puisque m divise A et B, on peut écrire
Et ajoutant membre à membre, il vient :
A+B=mQ+mQ=m(Q + Q) d'où À +B us = Q + Q° = nombre entier De même A—B m
Ce qui montre que À + B m
= Q — Q’= nombre entier
= nombre entier.
65. Principe Il.—Tout nombre qui en divise un autre divise tous les multiples de cet autre.
Si d divise À, je dis qu'il divise +» À.
Eneffet.mA=A+A+A............répété m fois
divisant les 2 membres par d, il vient
MA ASE EPACES Se Fi d FR
Or d divise À, donc d divise la somme À + A+A..... c'est-à-dire m A.
66. Principe III.—/* reste de la division d'un tout, composé de deux parties, par un nombre, est le même que ceiui de la partie qui n’est pas divisible par ce nombre.
En effet, soit N=A+B et supposons que la partie À soit divisible par d et que B ne le soit pas ; on aura :
A=dQ B=dQ +R d'où A+B=dQ+dQ+R=d(G+Q)+R donc N=d(Q+Q)+R et l'on voit que le reste R de la division de N par d est le même que celui de la division de B par d.
67. Théorème.—Tout nombre qui n'est pas premier admet un facteur premier.
Soit N un nombre qui n'est pas premier, c'est-à-dire admettant d'autres facteurs que N et 1.
Soit a le plus petit des diviseurs de N. Je dis que a est premier.
En effet, si a n'est pas premier, il admet un diviseur qui nécessairement sera plus petit que lui. Mais ce diviseur de a est aussi diviseur de N, ce qui est contre l'hypothèse, puisque nous avons supposé que a est le plus petit. Donc a est premier,
Théorème. — La suite des nombres premiers est illimitée
Supposons, qu'on ait découvert un certain nombre de nombres premiers, et soient 1, 2, 8, 5, 7, 11 et 13, ces
nombres. Admettons Pour un instant qu'il n’y ait pas
d'autres nombres premiers que ceux-là, En effectuunt le
produit P de ces différents facteurs il vient : P=2X3X5X7X11X13
Si (P + 1) est premier, c'est qu'il existe un nombre premier plus grand que 13 ; si (P + 1) n'est pas premier, il admet un facteur premier (67).
Je dis que ce facteur premier est différent de ceux considérés dans le produit P.
En effet, si ce facteur était parmi ceux de P il diviserait à la fois (P + 1) et P et par suite leur différence (P + 1 — P) c'est-à-dire 1, ce qui est impossible ; donc le diviseur premier de (P + 1) est supérieur à 13, ce qu’il fallait démontrer.
69. Pour former la table des nombres premiers, on écrit à la suite des deux nombres 1 et 2, la suite des nombres impairs 8, 5, 7,9, 11, 13 ete. On supprime, dans cette suite, tous les facteurs de 3, ce qui se fait en barrant tous les nombres de 3 en 3 à partir de 3 ; puis, à partir de 5, tous les nombres de 5 en 5 ; et ainsi de suite. Les nombres restants sont des nombres qui ne sont divisibles que par eux-mêmes ou l'unité ; donc ils sont premiers.
10. Théorie générale de la recherche des caractères de divisibilité des nombres quelconques par des diviseurs quelconques.
Soit N un nombre quelconque et considérons qu'on ait partugé ce nombre, en allant de droite À gauche, en tranches de m chiffres chacune, la tranche de gauche pouvant avoir 1,2,....(m— ) chiffres ; et soient, toujours en allant de droite à gauche, A, B, C,D ces tranches considérées Comme autant de nombres isolés.
Nous aurons :
-N=A+B x 10m + C x 102» + D'X10%m+,,., (1) représentant le nombre décomposé en tranches de m chiffres. L'égalité (1) peut se mettre sous les formes suivantes :
genes ARE RP Raman cr
1ère Forme.
N=10"(B+0C X 10m + D + 10%m +....) + A Ajoutant et retranchant au 2° membre de (1) B+C+D+...... il vient :
etalors: N=[B(10"—1)+C(10%m—1)+....] +(A+B+C+....) (2e Forme) L'égalité (2) peut s'écrire aussi :
N =[B (10m + 1) + C (10 + 1) + D (10% + 1)....] +(A—B+C—D+....) (8e Forme) 71. lère Forme.
N=— 10m (B+C x 10m + D x 10%M....)+ A La première partie est divisible par 10" ou par un facteur de 10", donc :
1° Le reste de la division d'un nombre par un diviseur quelconque de la m° puissance de la base, est le méme que : que le reste que l'on obtient en divisant par ce diviseur La première tranche de m chiffres à droite.
‘T2. 2e Forme.
N = [B (10m — 1) + C (102 — 1) + 103m —1)+..]+ * (A+B+C+....) La 1 partie du 2° membre est divisible par (10® — 1) ou par un facteur de (10m —1). En effet :
(10 — 1) est divisible par (10 — 1) donc 10" = (10m — 1)+° d'où multipliant par 10", il vient :
102m= (10% — 1) 10m + 10m = (10m -— 1) 10m + (10m —1)+1 et enfin 102m — 1=(10m — 1) 10m + (10m — 1) divisible PRET De même 105%m =102m x 10m ={10"—1) 10m + (10m — 1) + 1}10m 10m = (10% — 1) 102% + (10m — 1) 10m + 10m 105%m = (10m — 1) 102m + (10m — 1) 10m + (10m —1)+1 d'où 10%— 1 = (10m — 1) ,9%n + (10m — 1) 10m + (10m — 1) nombre indivisible par (10® — 1) et ainsi de suite. Donc
2° Le reste de la division d'un nombre par Un diviseur quelconque de la me Puissance de la base, diminué de une unilé, est le même que celui que l'on obtient en divisant la somme des tranches de xx. chiffres par ce diviseur.
e Forme
On démontrera comme ci-dessus (72 que la 1ère partie du 2° membre est divisible par (10M +1). Done :
8 Le reste de la division d'un nombre par un diviseur quelconque de la me Purssance de lu buse, augmentée de une unilé, est le méme que celui que l'on obtient en divisunt par ce fucteur lu différence entre la somme des tranches de m chiffres de rangs impuirs et la somme des tranches de m chiffres de rangs pairs.
74. Théorème.—Le reste de lu division par D d'un produit de deux facteurs A X B est le méme que celui de la division par D du produit des restes R°'X R" obtenus en divisant séparémeut À et B par D.
Soient A=DQ+R
et B=DQ'+R Formons le produit A X B = (DQ + R) (DQ'+ R") =D?QQ'+DQR’+DÇR+R'R’
D'où AXB_D?QQ+DQR'+DQR+RR"
Les restes obtenus dans les 2 membres de cette égalité doivent être égaux. Or les 3 premiers termes du numérateur
du 24 membre sont divisibles par D; done le reste de À- Li
: sera le même que la partie R’R” par D (67). Ce théorème sert de base à la preuve de la multiplication et de la division par un nombre quelconque.
75. Divisibilité par 2.— Tout nombre est divisible par 2 lorsque son dernier chiffre de droite est un chiffre pair. a) Application de la 1ère forme du théorème général. 2 est un diviseur de 101 (Are puissance de 10)
Donc dans la règle (71), m = 1 ; d'où Tout nombre est divisible par 2 lorsque la 1ère tranche de droite de 1 chiffre est divisible par 2 ; le reste que l'on obtient est le même que celui de cette tranche de 1 chiffre par 2. b) Soit un nombre 254 = 25 X 10 + 4 La 1ère partie de la somme (25 x 10) est divisible par 2; donc le nombre lui-même sera divisible par 2 si l’autre partie de la somme l'est (principe 1er ).
Donc si le chifire de droite est pair le nombre est divisible par 2.
16. Divisibilité par 5.— Tout nombre est divisible par 6, lorsqu'il est terminé par un zéro ou un 6.
a) Application de la 1° forme de la théorie générale (71) 5 est facteur de 101; donc m=1 Il faut done que la tranche de droite de 1 chiffre soit divisible par 5.
b) Soit un nombre 540 = 54 X 10 : divisible par 5 (principe I).
Soit 545 = 54 X 10 +5 Or 54 X 10 est divisible Par 5 (principe 1) Donc 54X10 + 5 ou 545 sera divisible par 5 si la deuxième partie de la somme est divisible par 5 (principe II).. L . T7. Divisibilité par 4 ou 25.— Tout nombre est divisible par 4 ou 26, lorsque le nombre formé par les deux derniers chiffres de droite est divisible par 4 ou 26. a) Application de la 1° forme.
4 et 25 sont, divisenrs de 10? ; donc m = 2 (71) T1 faut donc que la tranche formée par les 2 chiffres de droite soit divisible par 4 ou 25, b) Soit 636 = 6 X 100 + 36 La 1° partie de la somme (6 X 100) est divisible par 4. Donc le nombre sera divisible par 4, si la 2 partie de la somme est divisible.
Soit 675 = 6 X 100 + 75
6 X 100 est divisible par 25 ; donc 675 le sera si 75 est divisible par 25,
78 Divisibilité par 8 ou 195.— Tout wombre est divisible par 8 ou 125, si le nombre formé par Les trois chiffres de droite est divisible par 8 ou 126.
Application de la 1° forme (71)
8 et 125 sont diviseurs de 1000 ou 10° ; donc m =3
Il faut donc que la tranche formée par les 3 chiffres de droite soit divisible par 8 ou 125.
79. Divisibilité par 9.—Zout nombre est divisible par 9, lorsque la %omme de ses chiffres considérés comme unités simples est un nombre divisible par 9.
a) Application de la 2e forme (72)
9 est diviseur de (101 — 1), done m = 1
Il faut donc que la somme des chiffres considérés comme unités simples soit divisible par à.
b) Soit un nombre 79452 — 2 + 50 + 400 + 9900 + 70000 Or 1l=m9+1 2= m.9 +2
100 = m9 +1 De 400 = m9 +4 1000 = m9 +1 9000 = m 9 +9 10000 = m 9 + 1 70090 — m 9 + 7 et ajoutant il vient
79452 = m 9 + 2+5+4+9+7) Or : m.9 est divisible par 9 ; done 79452 sera divisible par 9 si la 2de partie (2+5+4+9+ 7) de la somme est divisible par 9. Ce qui démontre la règle.
Preuve de la multiplication par
Application du N°74:
Vérifier ia multiplication 7653 X 427 — 3267831 Reste de 3267831 par,=38 4 R’= reste de 7653 par 9 = 3 \ Reste de R’X R’ ou 3 x 4 par R’=reste de 427 par 9 — 4 J 9=8 81. Preuve de la division par 9.
Vérifier 3267831 + 7653 = 427 Nous savons que D = d X Q donc à 3267831 = 7653 x 427 et on retombe sur la preuve par 9 de la multiplication.
e-paper entemamner ee
Le même calcul s'applique à un diviseur quelconque
€3 Divisibilité par 3 —Tout nombre est divisible par 3, lorsque la somme de ses chiffres considérés comme unités simples est divisible par 3.
84. Divisibilté par 11.—Tout nombre est divisible par 11, lorsque l'excès de la somme des chiffres de rangs impairs eur la somme des chiffres de rangs puirs eat 0 ow un nombre divisible par 11.
a) Application de la 3° forme de la théorie générale (78). 11 est un diviseur de (10! + 1) donc m= 1.
b) Soit le nombre 79541 = 1 + 40 + 500 + 9000 + 70090
Or 1=mill+i 1=mll+i 10=mI11—1 40 = m.11 — 4 100æ=mI11+1 d'où 500=m11+5 1000 = m 11—1 9000 = m 11 —9 10000 = m 11 +1 10000 = m11+7 et ajoutant, il
vient :
Or (m.11) est divisible par 11, done 79541 le sera si la 2e partie de la somme (1 — 4 + 5 —9 +7) est divisible par 11. Ce qui démontre la règle.
85 Divisibilité par 7 et 13 —Tout nombre est divisible A 7 ou 13 lorsque l'excès de la somme des tranches de
3 chiffres de rangs impairs sur lu somme des tranches de 3 chiffres de rangs pairs est divisible pur 7 ou 13.
a) Application de la 3° forme.
7 et 13 sont des diviseurs de (10° + 1) ; donc m =3
b) Soit le nombre
/ 79645324 — 324 + 64 X 1000 +79 X 100000 Or ia=m7+l 324 = m 7 + 324 100 = m7 1| où 645000 = m 7 — 645 1000000 = m 7 +1 79000000 = m 7 + 79 ajoutant, il
vient :
Or, la première partie de la somme est divisible par 7.
mit
Donc, le nombre lui-même sera divisible par 7 si la 2de partie l'est, ce qui démontre l'énoncé,
86 Les caractères de divisibilité perim:ttent de décomposer un nombre en ses facteurs premiers,
87. Les caractères de divisivilité seront employés plus loin dans la simplification des fractions ; ils nous permettent de découvrir aisément par quels nombres les 2 termes d'use fraction peuvent être divisibles à la fois.
THÉORIE DE LA RECHERCHE DU PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR
88. La Théorie de la recherche du P. G. C. D. est basée sur les deux principes énoncés dans ln recherche des caractères de divisibilité.
ler Principe.—Tout nombre qui en divise deux autres divise leur somme ou leur différence.
2e Principe.—Tout nombre qui en divise un autre, divise les multiples de cet autre.
Théorie générale
Soient A et B deux nombres dont il faut chercher le p. g. c. d. ‘
Si B divise A ce sera le P. ge d. cherché ; opérons done la division de A par B ; soit Q le quotient st R le reste. On a donc
A=BQ+R
B n’est donc pas donc pas le p. g. e. d.
Je dis que le p. g. c. d. entre A et B est le même que celui entre Bet R. En effet, tout diviseur de A et b est diviseur de A et BQ (principe IT) ; et tont diviseur de A et BQ est diviseur de leur différence À — BQ (principe I) c'est-àdire R.
Divisons donc B par R et soit
B=RQ+R
Tout diviseur de Bet R est diviseur de B et RQ, done
diviseur de : —R Q/ c’est-à-dire de R’ et ainsi de suite.
On obtient done la suite des opérations suivantes : A=BQ+R B=BQ'+R R= R'Q'+R’ R'= R'Q" R" divisont exactement K’. Je dis que R” est le plus grand commun diviseur cherché.
En effet, le p. g. c. d. doit diviser A et B, donc À et BQ, donc aussi A—BQ=R; divisant B et R, il divise Bet RQ, donc B—RQ':= R'; Divisant B et R'il divise R et R'Q”, donc R — RQ"=R".
D'un autre côté, R” divisant R’ et R” divise (R'Q"” + R”)=R ; divisant R et R’, il divise RQ'+R', c'est-à-dire B ; et divisant B et R, il divise (BQ+R) c'est-à-dire A.
Done R”, divisant A et B, ne peut être plus grand que le plus grand commun diviseur entre ces deux nombres. ‘
R” ne pouvant être, ni plus petit, ni plus grand que le plus grand commun diviseur, lui est égal.
80. Règle.— Pour trouver le p.g c. d. entre deux nombres, on divise le plus grand par le plus petit ; si cette vpe, tion ne donne pas de reste, le plus petit nombre est le p. g. c d. cherché. Dans le cas contraire, on divise le plus petit nombre par le 1er reste, le 1e" reste pur le second, et ainsi de euile jusqu'à ce que la division se fasse exactement. Le . dernier diviseur est le p. g. c. d. cherché,
Ces opérations sont établies comme i-dessous.
EXEMPLE : à rechercher le p. g. c. d. entre 1574 et 192
2 est le p. g. c. d. cherché.
91. Simplifications.—1lo On peut, à un moment quelconque de l'opération, retrancher du plus grand nombre un multiple exact du plus petit. (58).
2° On peut à un moment quelconque de l'opération et sans altérer la valeur du P. g c. d. supprimer dans un reste un facteur premier avec le diviseur,
En effet, le facteur étant premier avec l'un des deux nombres, ne pourra faire partie des facteurs communs qui doivent Composer le p. g. c. d
92. Procédé pour restreindre le nombre des divisions et limiter le nombre des opérations.
On peut toujours, dans une quelconque des divisions précédentes, supposer le reste plus petit. que le 4 diviseur, en Prenant le quotient entier pur défaut ou par excès et que le P. 8. c. d. n'est pas altéré par la forme négative que prend un reste,
Cela posé, soit n le nombre de divisions qu'il a fallu faire Pour obtenir le p. g. c. d. entre A et B. Ona:
Avec les conditions: 2 R< R () 2R"CR
2R; & Ro4
D'où multipliant membre À membre les égalités (1) il vient : 2RX2R X2R°x.. 2R, <B XRXR'XR"..R;1 d'où —_
2BX2R'xX2B"%x..) BXB XF’ ....B.
2R,<B (2) Or le plus grand nombre d'opérations que
ou
l'on peut avoir à faire lors de la recherche du P. g. c. d. et donné lorsqu'on arrive à un reste R, = 1 (cas ou les deux nombres sont premiers entre eux) alors (2) devient : 2n < R,
= C'est-à-dire que l’exposant de la puissance à laquelle il faut élever 2 pour obtenir B ou un nombre immédiatement plus petit, est la limite supérieure du nombre des opérations à effectuer.
LT Vies
98. Théorème.— Tout nombre qui en divise deux autres divise leur P. G. 0. D. L
Soit m un nombre divisant À et B et soit D leur p. g. c. d. Je dis que m divise D.
En effet, la recherche du p.g.c. d. donne les égalités suivantes: A=BQ+R |
BRQ+D À Or m divisant A et B, divise R=DQ [ A et B Q done À — BQ c'est-à-dire R ; divisant B et R, il divise Bet RQ’ donc B— RQ’ c'est-àdire D. C. q. f. d.
94 Deux nombres sont dits premiers entre eux lorsqu'ils out pour plus gran: commun diviseur l'unité.
95. Th<orè ne.— Tout nombre qui divise un produit de deux fucteurs A X Bet qui est premier aves l'un d'eux À, divise l'autre B. ,
Soit D un nombre divisant le produit À X B et premier avec À. Je dis qu'il divise B.
En effet D et A sont premiers entre eux, ils ont donc pour p.g. ç. d. l'unité et on à :
A=DQ+R d'où malti-(AB=DQB+RB/ D=RQ'+R pliant par|D B=RQB+RB 5obBr nn vient
R, = Ro+1Qn+2+ 1 Ra B=Rn+1Qn+2B+B
Or D divise AB par hypothèse ot D X QB qui est un
multiple de D. Donc, en vertu de (92), il divise leur p g. c.
ë 96. Théorème.—/Zout nombre premier P qui divise un produit À.B.C. D divise l'un des fucteurs de ce produit.
En effet, si P ne divise pas À, par exemple, c'est qu'il est
premier avec À, et alors, il divise l'autre facteur BXCXD;
s'il ne divise pas B, il divise l'autre facteur C X D du produit
=: B x C x D; enfin, divisant le produit C X D, il doit diviser
l'un des facteurs C ou D (95).
é À, mier
pour
e un & il est XD; oduit iviser
97. Décomposer un nombre en ses facteurs premiers, c'est déterminer les nombres premiers qui divisent le nombre proposé et combi:x 4 fois chacun d'eux y entre comme facteur.
On opère cette : composition en divisant le nombre donné autant de fois qu'il esë pusble par chacun des nombres Premiers, jusqu'à ce que l'on arrive à un dernier quotient qui soit lui-même un nombre prenier.
EXEMPLE : 1260 | 2 Les facteurs premiers sont done : 630 | 2 2,8, 5,7.
315 | 3 2 y entre 2 fois 3 “e “« Es « 5 “e « 1 LL 7 « « 1 «
et alors 1260=2 X3xX5X7 98. Théorème.— Un nombre ne peut étre décomposé en ses facteurs premiers que d’une seule manière,
Supposons qu'on puisse décomposer un nombre P de 2 manières différentes et soient
P=axbxcxd et P=@xbLXcx d !
On a identiquement & X b X € X d = XX c'X d'
Mais alors @ divisant & X b XcX d doit diviser le 2° membre &X b'X c'X d, donc il doit diviser l'un des facteurs (96).
Or, comme tous les facteurs sont premiers, il faut que l’un d'eux soit égal à a. à
Soit a = a ; alors il vient
bXcxd=bx0cx d On prouverait de même que D” doit être = b RE T.
99. Théorème —Un nombre divisible Par plusieurs autres premiers entre eux 2 à 2, est divisible par leur produit.
Soit P un nombre divisible par plusieurs autres a, b,c premiers entre eux.
P étant divisible par a donne P = «Q (1) en appelant Q le quotient,
Or b divise P done aussi son égal a Q ; et, comme il est premier avec « il doit diviser Q etl'onu: Q—=bQ d'où P=aQ = abQ en remplaçant Q par sa valeur.
De même c divise P donc aussi 4bQ’ et, comme il est premier avec a et b, et doit diviser Q et l'ona : Q'=cQ”
D'où enfin
P-abQ'=abc X Q” et P »
abe — Q ce qui montre que «a X b X c divise P
Hecherche du p. g. c. d. entre plusieurs nombres
Soient À, B, C, E les nombres proposés.
Soit D ie p.g. c. d. entre A et B
D’ É “ Det C D’ SE “ D'etE
Je dis que D” est le p. g. c. d cherché.
En effet, le p. g. c. d. cherché divise A et B, donc aussi leur p. g. c. d. D; divisant D et C, il divisera aussi leur p. g. © d. D’ et entin étant diviseur de D'et E il est diviseur de leur p. g. c. d. D”.
Donc D”
p.g cd.
D'un autre côté D” divise E et D’. Or D’ est le p.g.c. d. entre D et CO, donc D” divise D et C
D” divisant D divise A et B puisine D est leur p. g. @. d.
Donc puisque D” divise A, B, C et E, il doit diviser leur p. g. c. d. et on peut donc écrire :
= nombre entier (1)
= nombre entier (2)
D” Les égalités (1) et (2) exigent nécessairement que D'=p g.c.d. D'où
Règle.— Lour trouver le p.g. c. d entre plusieurs nombres, on cherche le 0. g. ce d. entre les 2 plus grands, pus le p. g. c. d. entre le p. g. e. d. trouvé et le 3° nombre, et ainsi de suite. Le dernier p. g. c. d. est le p. g. c. d. cherche.
nbres.
si leur ge d, le leur
D'où mbres,
suite.
101. Recherche du P.6.. d. par la décomposition en facteurs. — On décompose les nombres .en leurs facteurs Premiers, et l'on forme un pro’iuit composé de tous les facteurs Premiers communs aux différents nombres et affectés de l'exposant le plus faible,
Il est évident que le nombre ainsi formé est diviseur de tous les nombres Proposés, car il contient des facteurs de chacun d'eux ; de plus, il est le plus grand, car s'i! contenait un facteur commun affecté d’un exposant supérieur à celui qui en a le moins, il ne Pourrait plus diviser celui-ci, (1)
EXEMPLE : Chercher le P.g c. d. entre 140, 1260, 2100.
5 91513 où
Le p. g. c. d. est done 2 x 5 X 7 = 140
$ 3.—Du PLUS rErrr commun MULTIPLE,
102. On entenil Par plus petit commun multiple entre plusieurs nombres, le plus petit nombre qui est divisible exactement par chacun des nombres donnés.
1038. Pour former le P-P.c. m. entre plusieurs nombres, il faut les déco "poser en leurs facteurs Premiers et former un proluit composé de tous les facteurs différents et y entrant autant «le fois que celui des nombres qui en contient le plus de cette espèce, c'est à-dire que chaque facteur doit entrer dans le produit avec l'exposant le plus élevé.
Il est évident que le nombre ainsi formé est multiple de chacun des nombres donnés, car il contient tous les facteurs Premiers de chacun d'eux ; de plus, il est le pius petit multiple ; cur on ne Pourrait supprimer un seul de ces facteurs sans qu'il cessât dêtre divisible par celui des nombres qui en contient le plus de cette espèce, (1)
(1) Voir les conditions de possibilité de la division dur Monûtme par un monôme en algèbre.
Soit à chercher le p. p. e. m. entre 315, 60, 40, 36. 31513 6012 4012 361,2
Lep.p.ce.m.=8 x 2% X 5 X 7 = 2520.
104. Recherche du p p c. m. de 2 nombres à l’aide du p g.c.d.
Le p. p. c. m. de 2 nombres est égal au quotient du produit de ces deux nombres par leur p. g. c. d.
Soient A et B deux nombres et D leur p. g. c. d.
ee re } Q et Q' étant premiers entre eux.
Soient Am un‘multiple de À et
Br de “ B on aura Am=mDQ et Bm'=mDQ Pour que le multiple soit commun aux deux nombres, il
faut que mDQ=mPQ () ou mQ=mQ" Or, Q divise m Q, donc aussi m'Q) ; et, comme il est premier avec Q, il doit diviser m” Done m=QKk K étant le quotient de m par Q.
Remplaçant m’ par sa valeur dans (1), il vient : mDQ=QKDQ (2) valeur d’un multiple quelconque de A et B qui devient en y remplaçant
Q et Q par leurs valeurs È et 5
ds B _ AB QKDQ 5" KXDX-; Se. X K (3)
Le commun multiple (3) deviendra le plus petit commun multiple en donnant à K la plus petite valeur, c'est-à-dire 1, et alors (3) devient
AB
Ce qui démontre l'énoncé.
l’aide
roduit
bres, il
premier
ir Q.
ur d'un plaçant
commun à-dire 1,
À) NUMÉRATION DES FRACTIONS ORDINAIRES
105. On appelle fraction ordinaire ou simplement fraction une ou piusieurs parties de l'unité divisée en parties égales.
106. On représente une fraction à l’aide de deux nombres, écrits l’un en dessous de l'autre et séparés par un trait horizontal. Le nombre écrit en dessous inilique en combien de parties on a divisé l'unité : i| s'appelle le dénominateur ; le nombre écrit au-dessus indique combien on a pris de parties : il s'appelle le numérateur.
Ces deux nombres s'appellent les termes de ln fraction. Ainsi, par exemple, dans ; on a divisé l'unité en 7 parties et on a pris 3 de ces parties,
107. On énonce une fraction ordinaire en énonçant d’abord le nurmérateur puis le dénotninateur que l'on fait suivre de la terminaison ième, à l'exception de
Warez ; 3 ui s'énonce un demi
un tiers
« se
un quart
Dans l'exemple ci-dessus la fractio.: s'énonce trois-septième.
108 Ii suit de la nature même de: fractions que :
1° De 2 fractions qui ont le même dénoninateur, celle-là est là plus grande qui a le plus grand nuinérateur ;
2° De 2 fractions qui ont le même numerateur, la plus grande est celle qui a le plus petit dénominateur.
109. Toute expression, dans laquelle ie nnmératenr est plus petit que le dénominateur, est plus petite que l'unité et se nomme fraction ordinaire.
de
Toute expression, dans laquelle le numérateur est plus grand que le dénominateur, est plus grande que l'unité et se nomme nombre fractionnaire. Ce nombre contient des unités entières.
110. Règle. — Pour extraire les unités entières contenues dans un nombre fractionnaire, il suffit de diviser le numérateur par le dénominateur ; s'il y a un reste, ce dernier s'indique sous forme de fraction, ayant pour numérateur le reste e pour dénominateur le diviseur. m4!
111 Réciproquement pour convertir des quantités entières accompagnées de fractions en nombre fractionnaire, on multiplie la partie entière par le dénominateur de la fraction, on ajoute à ce produitle numérateur et l'on donne au résullat.le dénominateur de la fraction.
EXEMPLE : 53 =9 et
4 4 : 5x9 45 EXEMPLE: 55 =5 +3 Or 5 unités valent 5 =
4_45 , 4 _ 49 Donc GÉRÉE 5
112. Théorème I—Une fraction proprement dite devient plus grande ou plus petite quand on augmente ou qu'on diminue les deux termes d'un méme nombre.
PROC
Si, aux 2 termes de la fraction 3, on ajoute un même
nombre 3, par exemple, on obtient la fraction _ + = à
Je dis que î est plus grande ques. Comparer les deux fractions : et _s c'est les comparer à l'unité Or à lu fraction ë il manque à pour faire 1 unité et à la fraction ; il manque î pour faire 1 unité,
Or î est plus petit que ë (108, 2°).
Il s'ensuit que la fraction î se rapproche plus de l'unité
8 5 que la fraction ë& Donc ;; est plus grand que &, Car une
fraction est d’antant plus grande qu'elle se rapproche plus de l'unité.
On démontrerait de même que à est plus grand que 5-32
118. Théorème II—On ren | une fraction un certain nombre de fois plus grande quand on multiplie son Numérateur par ce nombre sans toucher au dénominateur, Ou bien quand on divise le dénominateur sans toucher au numérateur.
‘Soit en effet, la fraction ë Si je multiplie le numérateur
par 3, par exemple, j'obtiens
Je dis que è est 3 fois plus grand que #
En effet, de deux fractions qui ont le même dénominateur,
la plus grande est celle qui a le plus grand numérateur (108, Lo),
De même, si je divise le dénominateur de la fraction Ë par
2 j'obtiens à qui est deux fois plus petite que 5 (108, 2»),
114 Théorème III —On rend une fraction un certain nombre de fois plus petite, Quand on divise son numérateur OU quand on multiplie son denominuteur Par ce nombre sans toucher à l'uutre terme.
Même démonstration que 118.
U5. Théorème VI —On ne change pas lu valeur d'une fraction en multipliant où en divisunt ses deux termes pur tin Même nombre.
1° Soit le facteur : EURE (D)
4 étant entier où fractionnaire D'où :
a = bq
Multiplions les deux membres par m il vient :
am=bmaq d’où :
a =) (2) De (1) et (2) on tire a am 5" bm 2 Soit Ê=9 q étant entier ou fractionnaire et
supposons que À = am et B=bm ; il vient :
A am
B=p5x=9 (1) d'où am=bmqg=bq.m et divisant les 2 membres par m il vient :
a=bq ‘d'où 5 =q (2 De (1) et (2)ontire, am a bm bd
116 Pour effectuer les différentes opérations sur les fractions, et spécialement cei qui concerne l'addition, la soustraction et l'appréciation de leurs grandeurs relatives, il faut pouvoir, en vertu de la définition des nombres et de la numération, comparer des quantités de même espèce. On est ainsi amené à chercher à ramener toutes les fractions, sur lesquelles on doit opérer, au même dénominateur, c'est-à-dire à la même espèce.
117. La réduction des fractions au même dénominate-- est donc une opération qui a pour but de changer les fractions proposées en d’autres fractions équivalentes et qui aient toutes un dénominateur commun,
118. Règle I.— Pour réduire deux fractions au même dénominateur, on multiplie les 2 termes de la 1 pur Le dénominateur de la 2de et les 2 termes de la 2" pur le dénominateur de la 1ère.
CR re 2 : 3 Soient 3 et ë à réduire au même dénominateur.
re : , 2x5 0
La fraction = est équivalente à 5 = >
ar . 2
La fraction — om
119. Règle Il.— Pour réduire un nombre quelconque de fractions au même dénominateur, on multiplie les ? termes
de chacune d'elles par le produit des dénominateurs des autres.
£ ROUES RC Soit à réduire 5 :, AT 1X3X4X6 2X2X4%X6 3X2X3X6 2X3X4X6 FX2X4X6" TXOXIXU" ZE, M, 18 À 1% 147 Ti” 14 T4 120. Règle III— Pour réduire plusieurs fractions au même dénominateur, on forme le plus pelit commun multiple de tous les dénominateurs ; puis on multiplie les 2 termes de chaque fraction par le quotient obtenu en divisant le p. p. c. m. pur le dénominateur de lu fract :où considérée.
Soit à réduire au même dénominateur 5 9 7 17 ROME Er QE 36 30 315 36—2 X 32 P. p. c. m.=2520 36=2X5x7
5X2X3Xx4
et ns 6X2X3X4
40=9 X 5 VIS par gs 5 60=2X3X5 He
D'où
P. pr. m.
Tx2»x 8x7 D. p. ce. m.
Simplification des fractions
Simplifier une fraction, c'est la transformer en une autre équivalente, mais dont les termes soient moins grands, afin de se faire une idée plus nette de la fraction d'unité qu'elle représente.
122. Règle.— Pour simplifier une fraction, on divise Les 2 termes par un méme nombre qui les divise exactement ; on opère de la même façon sur le résultat de cette opération
Jusqu'à ce que les 2 termes n'aient plus de diviseur commun.
123, Les caractères de divisibilité nous permettent de découvrir la suite des nombres par lesquels il faut diviser les 2 termes de la fraction ; la théorie de la recherche du p. g. c. d. nous permet de trouver directement le nombre le plus grand par lequel il faut diviser les 2 termes de la fraction pour la transformer en une fruction équivuiente à termes premiers entre eux.
124. Une fraction, ainsi simplifiée, est dite réduile à sa plus simple expression et la fraction ainsi obtenue est appelée fraction irréductible.
Soit la fraction LE. Si je cherche le p. g. e. d entre 1295 et 740, je trouve 185. Divisant les 2 terines par 185, j'obtiens
_4 fraction irrédurtil.ie
125. Théorème. — Toute fraction irréductible a ses 2 termes premiers entre eux.
En effet, si les 2 termes ne sont premiers entre eux, ils ont un facteur commun et la fraction est alors réductible, ce qui est contre l'hypothèse.
126. Kéciproquement, toute fraction dont les termes sont premiers entre eux est irréductible.
Soit 5 une telle fraction et scit e une fraction équivalente,
a _c ad Onaalors 53 d'où c=,
Or b est premier avec a, donc b divise d et on a d=bq et alors 2 c= = aq
Donc s=" c'est-à-dire que les 2 termes de la seconde q
fraction doivent être le même multiple des termes homologues de la 1ère, Donc celle-ci ne peut être réduite en termes plus simples.
197 Théorème.—Deux frictions irréductibles équles ont leurs termes homologues identiques.
Soit la fraction irréluctible °, == ÿ On en déduit a=cq
Mais on a, d'un autre côté, la fraction irréductible ÿ =° HE Zi} © D'où combinant (1) et (2) il vient : c axd=cxtb
Remplaçant « et 4 par leur valeur, il vient :
cqxbgq'=cb d'où qq'=1 Ce qui montre que g=g=1 et par suite
a=c et b—d e. q. f. d.
B) CALCUL DES FRACTIONS ORDINAIRES, L—ADDITION DES FRACTIONS ORDINAIRES,
128. Règle.— Pour additionner 2 ou plusieurs fractions ordinaires, on les réduit uu méme dénominateur, si elles ne le sont pas &'jà ; Puis, on fuit la somme de tous les numérateurs, et on donne, comme dénuminateur à cette somme, le dénominateur commun.
1 2 1°) Soit 3 + à
1 L'IMANE E 1) … F ; 2) 5+3+3+8g Réduisons au même dénominateur
par la règle III il vient :
1,2, 8 5 6 8 9 10 > 8 3 2tatito=mtotptp-5=2%5=)2,;
129. Pour additionner entre eux des nombres entiers accompagnés de fractions, on fait la somme de toutes les fractions ; on ea extrait les entiers, s'il y a lieu, que l’on ajoute à la somme des parties entières que l'on fait séparément,
Soit 22 + 34 + 03 +
NL 45+48+40+50 183 1 DH i te 0 7 24+3+6=11 Donell + 32% = 14 On peut encore convertir les nombres fractionnaires en fractions et faire l'addition par le procédé ordinaire.
SOUSTRACTION DES FRACTIONS ORDINAIRES
130. Règle.— Pour soustraire une fraction d'une autre fraction, on Les réduit au méme dénominateur ; on retranche le plus petit mumérateur du plus grand et l'on donne aw
reste Le dénonvinateur commun.
ra |. 16-7 9
1°) Soit Bi — si = “ô
131 Pour soustraire un nombre entier, accompagné d'une fraction, d'un nombre entier, accompagné d'une fraetion, on commence par soustraire les fractions entre elles ; puis on fait la soustraction des nombres entiers, en tenant compte de la modification qui aurait pu être opérée si la fraction qui accompagne le plus petit nombre entier est plus grande que celle qui accompagne le plus grand nombre entier.
2°) D # or 75=°5 et alors 23 3 23 6% — 4 = (81) + G—4 On peut encore réduire les 2 nombres fractionnaires en fractions et opérer suivant la règle générale : le calcul est plus long.
IIL—MULTIPLICATION DES FRACTIONS
132. Règle.—Pour multiplier ‘une fraction. par un mombre entier, on multiplie le numérateur par ce nombre
sans toucher au dénominateur ; ow bien, on divise le dénominateur sans toucher au numérateur.,
Cette règle est ln conséquence immédiate du théorème II sur la numération des fractions ordinaires.
138, Règle.— Pour multiplier un nombre entier par une fraction, on multiplie l'entier par le numérateur de la fraction et l'on donne au produit le dénominateur de lu fraction.
dote 3 nie Soit à multiplier 4 X 5: lÎlfaut,en vertu de la définition de la multiplication, former un produit qui soit composé avec le multiplicunde comme le multiplicateur a été formé avec l'unité,
RU RE Or le multiplicateur à a été formé en prenant 3 fois le à de
NU LS : 1 l'unité, done le produit s'obtienlru en prenant 3 fois le ; de 4, 1 4 PR OT MOTTE Mais le 3 de 4= set 3 fois le; = == = 5:
134. Règle — Pour multiplier une fraction par une fraction, il faut multiplier les numerateurs entre eux et les
dénominateurs entre eux.
» L 4 Soit à multiplier 3 par
5 : n É 5 7 Il faut former un produit Composé avec 3 comme & a été formé avec l'unité.
CAT ÿ Fe 1 fes Or % a été formé en prenant 5 fois le & de l'unité,
PA : 1 2 Donc le produit s’obtiendra en prenant 3 fois le ; de 3. 1 2 2 : : i
Or le ÿ de 3=553 (rendre une fraction 6 fois plus petite)
; 1 2x5 10 5 et 5 fois le 83x01 5:
IV.—DiviSION DES FRACTIONS ORDINAIRES
136. Règle.— Pour diviser une fraction par un nombre entier, on multiplie le dénominateur par le nombre entier, sans toucher au numérateur ; ow bien, si la chose est possible, on divise le numérateur sans toucher au dénominateur.
Conséquence du théorème IT de la numération des fractions.
138. Règle—Pour diviser un nombre entier par une fraction, on multiplie le nombre entier par la fraction diviseur renversée.
Soit 9 +3 Appelons Q le quotient.
Le dividende étant égal au produit du diviseur par le quotient, il vient :
C'est done que les ; du quotient valent 9 1 9 donc 3 ‘ “ n 5 ’ : 9x5 et les ; ou le quotient ctierr= 7 Cq. f. d.
138. Règle — Pour diviser une fraction par une fraction, on multiplie la fraction dividende par la fraction diviseur renverse. h Soit à diviser +5 Soit Q le quotient.
Il vient ii X Q
On appelle fraction décimale une ou plusieurs
parties de l'unité divisée en parties égales de 10 en 10 fois . plus petites,
140. Ce qui a été dit, lors de la numération des nombres entiers, pour les nombres partant de 1 et étant de 10 en 10 fois plus grands, peut se répéter pour les nombres partant de 1 et étant de 10 en 10 fois plus petits. En sorte que l’on peut consilérer la suite indéfinie des nombres dont le nombre 1
tiendrait le milieu et qui, s'étendant à droite ét à gauche, seruit, dans toute son étendue, régie par le même principe :
“ Tout chifire plucé à la gauche d'un autre, exprime des unités d'un ordre 10 fois supérieur à cet autre.”
Ainsi l’unité divisée en 10 parties serait composée de 10 dizièmes ; chaque dizième de 10 centièmes ; Chaque centième
de 10 millièmes, etc.
141. Pour distinguer les unités entières des parties décimales, on les sépare par une virgule que l'on place entre les unités simples et les dizièmes.
EXEMPLE : 37,6245 s’énonce 37 unités 6245 dix-millièmes, ou encore 376245 dix-millièmes. S'il n'y a pas d'unités entières, on les remplace par un zéro, de même que les unités décimales des ordres qui pourraient manquer.
EXEMPLE
142. Règle.—Pour énoncer une fraction décimule ou un nombre décimal, en langage ordinuire, on énonce le nombre comme s'il n'y avait pus de virgule, en lui donnunt le nom de l'unité décimule représentée par le dernier chiffre de droite,
148. Règle. — Pour ecrire une fraction décimale ou un nombre décimal, en chiffres, on l'écrit comme s'il s'agissait d'un nombre entier, en uyunt soin de placer la virgule de telle munière que le dernier chiffre à droite soit au rang qui convient à l'unité décimale énoncée.
ii AL PRES AE
144. Prinocipe.—On ne change pas la valeur d'une fraction décimale, quana on écrit un certain nombre de zéros à sa droite.
En effet, de même que dans les nombres entiers, les unités de 10 en 10 fois plus grandes vont de droite à gauche, dans les nombres décimaux, les unités de 10 en 10 fois plus petites vont de gauche à droite, et par conséquent, les différents ordres d'unités d'un nombre décimal, dizième, centième, ete... ne sont pas affectés quand on ajoute des zéros à la droite du nombre.
145. Règle.— Pour rendre un nombre décimal, 10, 100, 1000... fois plus grand ou plus petit, il suffit de reculer lu virgule de 1, 2, 3... rangs vrs la droite ou vers la gauche.
57,463 est 10 fois plus grand que 5,7463 parce que chaque unité occupe nn ordre d'unités 10 fois supérieur au chiffre correspondant dans le 2° et inversement,
I. —ADDITION
146. Règle. _L'addition des nombres décimaux se fait exactement comme l’uddition des nombres entiers.
On les écrit les uns en dessous des autres de telle sorte que les unités d’un même ordre se trouvent dans une mêmne colonne verticale, c'est-à-dire, d’une façon générale, que Les virgules se trouvent dans une même colonne verticale.
ExEMPLE: soit à additionner :
7,4652+42,623+125,44 0,89786 7,46520 L 4262800 | disposition du calcul 125,40000 0,89786
IL. —SousrrAcTIoN
147. Règle. La soustraction se fait comme pour les nombres entiers, en tenant compte de lu place des virgules,
ITT.—MurnPLicaTIoN.
148. Règle — Pour multiplier entre eux deux nombres décimuux, on opère comme si les nombres étaient entiers, sans s'occuper des virgules ; Mais, on sépare sur la droite du produit, par une virgule, autant de chiffres décimaux qu'il y en « duns les deux facteurs réunis.
Soit à multiplier 14,25 x 34
14,25 En supprimant la virgule au wultipli- 3,4 cande, on rend ce nombre 100 fois plus su grand (145) et, par conséquent, le produit
__—_— 100 fois plus grand,
be En supprimant le virgul Itipli-
Pprimant le virgule au multipli
cateur, on rend ce nombre 10 fois plus grand et, par conséquent, le produit 10 fois plus grand. Donc, par la suppression des virgules dans les 2 factèurs, on a rendu le produit 100 X 10 = 1000 fois trop grand et, pour lui rendre sa vraie valeur, on doit séparer sur la droite du produit 3 chiffres décimaux. 5
IV.—Divisron
149. Règle.— Pour diviser un nombre décimal par un nombre entier, on fuit en sorte que les 2? nombres aient le Même nombre de chiffres décimuux (c'est-à-dire que l'on ajoute, à la droite du nombre entier, autant de zéros qu'il ya de chiffres décimaux dans le dividende,
Dès lors, on supprime la virgule au dividende, et on opère comme si les nombres étaient entiers ; lorsque tous les chiffres du dividende sont épuisés, on place une v‘rgule au quotient ton continue l'opération en écrivant un zéro à la droite de
PS ARE à ERP « cn D + “à 2
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chaque dividende partiel, jusqu'à ce que l'on ait obtenu, au quotient, le nombre de chiffres décimaux marqués par l'approzimation désirée.
ExEMPLE : Chercher le quotient de 1245,25 par 87 avec
: F 1 une approximation du 660 :
24250 22200 Reste de la division de
20500 1245,25 par 37 = 15 18500
Nor£. Dans ln pratique, on fait l'opération sans s'occuper de la virgule du dividende ; lorsque les chiffres de la partie entière du dividende sont épuisés, on place une virgule au
quotient et l'on continue l'opération.
Règle.—Pour diviser un mombre entier par un
. nombre décimal, on opère de la même façon ; on écrit à la
droîte du dividende autant de 2éros qu'il y « de chiffres décimaux dans le diviseur et, après avoir supprimé la virgule, on opère comme précédemment.
Soit à diviser 37 par 4,25.
3700 1426 3400° 87 quotient à 75 près 3000 Reste — 0,25 151. Règle.—Pour diviser un mombre décimal par un nombre décimal, on fait d'abord en sorte que le nombre de chiffres décimuux ‘sou égul dans le dividende et dans le
diviseur., puis on supprime la virgule, et on opère comme si les nombres étaient entiers,
CAT UE Ton 1 Soit à diviser 1245,25 par 4,375 à 555 près 1245250 | 4375 37025 284,628 quotient’ Li près 20250 Reste — 2 500 27500 12500 37500 En supprimant la virgule au dividende et au diviseur, le quotient n'a pas changé, mais le reste 2500 est 1000 fois trop grand.
Donc reste exact = 2,5
FRACTIONS DÉCIMALES PÉRIODIQUES
154. Lors de la division du numérateur par le dénominateur d’une fraction irréductible, il peut se présenter 3 cas :
1° La division se fait exactement et le quotient a alors un nombre limité de chiffres. Ce cas donne lieu aux fractions décimales ordinaires. .
2° La division ne se fait pas exactement et le quotient contient un nombre illimité de chiffres, se reproduisant périodiquement à partir du premier chiffre décimal. Ce cas donne lieu aux fractions décimales périodiques simples.
20 Mn RARE à USE RTS nd 8
3 La division ne se fuit pas exactement et le quotient contient un nombre illimité de chiffres dont une partie seulement se reproduit périodiquement. Ce cas donne lieu aux fractions décimales périodiques mixtes.
155. Voyons duns quel cas. on peut reconnaître qu'une fraction ordinaire irréductible donnera une fraction décimale ordinaire, une fraction décimale périodique simple ou une fraction décimale périodique inixte.
1° Toute fraction ordinaire irréductible : dont le déno-
minateur ne contient pas d'autres facteurs premiers que ceux de la base (2 ou 5) donne lieu à une fraction décimale ordinaire.
Le nombre des chifires décimaux est marqué par le plus grand exposant du facteur 2 ou 5 contenu dans Île dénominateur de la fraction. ;
ExemeLe: 2=06 ; à = 25 — 0,625
2œ Toute fraction ordinaire irréductible à dont le dé-
nominateur me contient pas de facteurs premiers contenus dans la base, donne lieu à une fraction décimule périodique simple.
a) La partie décimale est illimitée, En effet, le dénominateur étant premier avec la base, en multipliant le numérateur par 10 et des puissances de 10, on n’introduit que les facteurs 2 et 5 premiers avec le dénominateur. Donc lu division ne pourra jamais se faire exuctement
b) La partie décimale est périodique. En effet, comme tous les restes doivent être plus petits que le diviseur et en nombre indétini, il faudra qu'après un certain nombre de divisions < (D-1) au maximun + les restes se représentent et : aussi les quotients (La période est l'ensemble des chiffres qui se reproduisent périodiquement).
Exemrie: ; = 0,571428 571428 CT CEE à
8 Toute fruction vrdinuire irréductible, ÿ dont le dénominateur contient, outre des Jacteurs premiers non contenus duns la base, des facteurs de La buse, donne lieu à une fraction décimale périodique mixte (composition des cas 1° et 2°) Le nombre des chiffres non périodiques est déterminé par le plus grand exposant du facteur 2 ou 5 contenu dans le dénominateur; le nombre des chiffres périodiques (fournis par les facteurs premiers avec la base) est égal au maximun à autant d'unités moins 1 qu'il y en a dans le facteur premier avec la base.
EXEMPLE : Fre
3 3 otre 5 140 © 9777x5 — 0,02142857
B\ FRACTION DÉCIMALE PÉRIODIQUE SIMPLE
157. Soit une fraction décimale périodique simple N=0,abc abc abc... (1) abc étant la période. Multiplions les 2 membres par l'unité suivie d'autant de zéros qu'il y a de chiffres pério liques, (par 1000 dans ce cas) Il vient 1000 N=abc, abc abc... (2)
Retranchons (1) de (2), il vient:
999 N=«œbce d'où
N = HA d'où
Règle—Toute fraction décimale périodique simple est égale à une fraction ordinaire, dont le numérateur est formé de la période et dont le dénominateur est formé d'un mombre composé d'autant de 9 qu'il y a de chiffres dans la
158. La période d'une fraction périodique simple est divisible par le numérateur de la fraction irréductible qui a donné la fraction périodique.
M Soit en effet 5 la fraction irréductible qui a donné naissance à la fraction périodique 0, abc'ahe abe.... done
M 5=0, abc abc.... d'où
_(0abe abc...)D A M
Or la fraction étant irréductible, M et D sont premiers entre eux, done M doit diviser 0, abe abc, donc aussi abc.
C) FRACTION PÉRIODIQUE MIXTE
159. Soit une fraction décimale périodique mixte N=0,de abc abc abc... () de étant la partie non périodique et & be la partie périodique. Muitiplions les 2 membres de (1) par l'unité suivie d'autant de zéros qu’il y a de chiffres dans la partie non périodique et dans la partie périodique (Dans ce cas 100006) il vient : 100000 N = de abc, abc abc... (2) Muitiplions (1) par l'unité suivie d'autant de zéros qu'il y a de chiffres dans la partie non périodique, il vient : 100 N=de;abc abc... (3)
Retranchons (3) de (2) il viendra :
100000 N —100 Nude abe de 99900 N —4de abe— de
S deabc—de ns N 0 D'où
Règle.— Toute fraction décimale périodique mixte est égale à une fraction ordinaire, dont le mumérateur est égal à lu partie non périodique suivie de lu partie périodique, moins la partie non périodique ; et, dont le dénominateur est formé d'un nombre composé d'autant de 9 qu'il y a de chiffres dans la période suivis d'autant de zéros qu'il y a de chiffres duns la partie non périodique.
EXEMPLE : 0,2666... — ce) =;
FEnve 4327058 - 422 26 0,43276587658....— ON — = onu = te
2163613 4990500 160. Le numérateur de la géneratrice d'une fraction Périodique mixte, ne peut être terminé par un zéro. En effet, si cela pouvait avoir lieu, on devrait, dans le numérateur de In valeur de N=denbc—de avoir, ec ou 29900 Cc=e et alors la partie périodique commencerait un chiffre plus tôt et la partie non périodique n'aurait plus que un chiffre d ce qui est contre l'hypothèse.
FRACTIONS CONTINUES
161 Les fractions continues doivent leur origine à l'évaluation approchée des fractions dont les termes sont grands et premiers entre eux.
Les fractions continues sont du domaine de l'algèbre et y donnent lieu à une théorie dont les propriétés sont très importantes. Certaines fractions de la forme a+; 1, sont facilement transformées en fractions ordi- ©+ db naires par la méthode des fractions continues.
Lg ss A, BB
ann ce
+ ou one A san TE LÈ
Nous croyons rendre service aux élèves en leur indiquant, par une théorie facile et très succinte, la formation des réduites successives qui donnent ln valeur de la fraction cherchée.
162. Les fractions continues sont des expressions de la forme à hrs À
PAR 3
En effectuant les opérations indiquées dans cette expression, on obtient pour résultat une fraction ordinaire qui est la valeur de la fraction continue,
Soit par exemple : à on trouve successivement :
enfin
163,— Supposons qu'on veuille réduire en fraction continue : A é une expression fractionnaire 5
A et B étant des nombres entiers.
On aura 5 = a+£$ a+ C étant le reste
Divisant B par C il vient :
- = b+ 3 = b+ c D étant le reste de la division de même
: fers se - ; 5" + 5 = e + et ainsi de suite. D'où
i=u+p,i : Donc . e + à Le Pous convertir une fraction ordinuire en fraction conti. nue, il faut Opérer sur ses deux termes comme si on voulait trouver leur P, G C. D,
Soit à réduire #7 — j + j
187 — qu'on écrit par
1 1 pi 5e
ST +34} abréviation (1,1,2,1,1,4,5,)
164.- On appelle quotient incomplet des nombres tels que a, b,c,d.... qui entrent dans la fraction continue ; quotient complet chaque quotient incomplet suivi de toute lu quantité
qui lui est jointe par le signe + ( b + : PL
H les frucd
tions j. à , LS s'appellent fractions partielles, :
: 1 , À Les expressions &, & L , « + 5 ne , etc., formées par les €
différentes fractions partielles portent le non de réduites ou fractions convergentes,.
Loi de la formation des réduites
On a pour les deux premières :
a 1 ah 4=; (Se or rs
On passera à la 3° réduite en changeant, dans la 2e ,ben (e + 5) et il vient alors :
| | 1 = ati MC) +1 «(ts strate
o+l FORT (ab +he+a RUE On en déduit done qu'une réduite quelconque, à partir de la 8°, peut étre formée en multipliant les deux termes de La
3° réduite = et ainsi de suite,
PP ER € ES
por "à indie ini Ai us
| 1h il É ti tE fl
réduile précédente par le quotient incomplet de lu réduite considérée et ujoutunt respectivement aux produits les deux termes de l'uvant précélente réduite.
166. Soit à former les réduites ou fractions convergentes de la fraction continue représentée par :
X = (1,4,2,1,2,1,4) On trouve par l'application de la Règle N° 165 les fractions convergentes suivuntes :
Nore.—Si, dans la fraction & B est plus grand que À, on
sr. A 1 ar écrira 5-5. 0 opère comme précédemment,
mais les réduites trouvées doivent être renversées, puisque les valeurs approchées doivent toutes être plus petites que l'unité.
On appelle puissance d'un nombre, le produit de ce
nombre multiplié un certain nombre de fois par lui-même.
2€ puisswnce ou carré d'un nombre est le produit de ce nombre par lui-même ; la % puissance ou oube d'un nombre est le produit de ce nombre pris trois fois comme facteur et ainsi de suite.
168. La puissance s'indique par un chiffre placé à la droite et au-dessus du nombre Ce chiffre ou indice de la Quissance #appelle l'exposant.
Ainsi la 3 puissance ou cube de 2 s'écrira 23,
168. ‘lhéorème.—Si un nombre premier divise une Puissance d'un nombre, il divise ce nombre el réciproquement.
Soit & nn nombre premier divisant A4: je dis que a divise A.
En effet A1=AXAXA En vertu de (96), « divise un des facteurs A.
170 Théorème —Si deux nombres sont premiers entre eux, leurs puissances sont premières entre elles et réciproquement.
Si « et b sont premiers entre eux, je dis que «? et b? sont aussi premiers entre eux.
Car, s'ils admettaient un facteur premier commun, il diviserait séparément « et b, re qui est impossible, puisque « et b sont premiers entre eux.
171. Lu racine d'un nombre est un autre nombre qui, multiplié par lui-même autant de fois que l'indique l'indice de la racine, reproduit le nombre donné.
Ainsi la racine carrée d'un nombre est un autre nombre qui, multiplié par lui-même, reproduit le nombre donné,
172. L'indication d'extraction de la racine est donnée par le signe y qu'on appelle radical.
178. L'indice du radical est un chiffre qui se place dans l'ouverture du signe ÿ/ et qui indique à quelle espèce de racine on a affaire.
EXEMPLE : +=: parce que 3X3—9 et on dit que la
racine carrée de 9=3 #8=2 parce que 2X2X2=S8 : racine cubique de 8=2 NOT me axaxa....=0 : racine n° dea=« CE
DU CARRÉ ET LA RACINE CARRÉE
174. On appelle carré d’un nombre, le produit de ce nombre piis deux fois comme facteur.
175. Théorème I.—Lu difiérence entre les carrés de deux mombres consécutifs vaut l'unité augmentée du double du plus petit de ces nombres.
En effet on a :
(a+132 — a? = à? + 2a +1 a? =2a +1 . Corollaire.—La partie entière de la racine carrée d’un nombre fractionnaire est identique à celle de la partie entière de ce nombre.
176. Théorème II.— La purtie entière de lu racine currée d'un nombre N se compose d'uutunt de chiffres qu'il y. a d'unités exactes ou par excès, dans la moitié du nombre de chiffres de la partie entière de N.
Soit N° la racine carrée de N et ayant n chiffres à sa partie entière. :
N'ayant n chiffres est plus petit que le plus petit nombre de (n+1) chiffres, et plus grand ou tout au moi :s égal au plus petit nombre de n chiffres. C'est-à-dire :
10n-1<N'<10" D'où élevant au carré 102æ-2€N <1022
Or 103 est le plus petit nombre de (2n+1) chiffres et
On peut donc dire que puisque N est <102n, il ne peut avoir (2n+1) chiffres et puisque N est > 10%-2il peut avoir au minimum @a-—1) chiffres.
N aura donc (2n—1) ou 2n chitfres, c'est-à-dire n tranches de 2 chiffres, l’une de celles-ci pouvant n'avoir que 1 chiffre.
Théorème III. —/, racine carrée du plus grand
J 8 le nombre formé pur les chiffres chiffres de droite de À, exprime le nombre de d'izuines de v\. |
En effet, désignons Par « le nombre de dizaines, par b le chitfre des unités de ;/N et R l'excès de N sur le plus grand carré entier qui y est contenu. On aura :
Or la partie (a.10)? ne peut donner de chiffres significatifs d'ordre inférieur à celui des centaines ; done cette partie ne pourra être contenue que dans les centaines de N ,
Soit N’les centaines contenues dans N,
Nous allons prouver que la racine carrée du plus grand carré entier compris dans N° est précisément a.
Soit en effet 4’ la partie entière de VN',ona:
d'y N° <a'+1 d'où élevant au Carré, on a :
a? <N'<(a'4+1} et par suite, si N” représente le nombre formé par les deux chiffres de droite de N, on a : a? <N’, N°'<(u'+1)? puisque 0, N°” est <1 (théorème I) D'où enfin a’ ,10? <N'N"<(&41)2102 Or N'N'=N donc a’10 <VN <(a'+1)10
Ainsi y/N est compris entre a’ et (a’+1) dizaines donc 4=4
Corollaire.—Le premier chiffre dey/N s'obtient en extrayant la racine carrée du plus grand carré entier contenu dans la tranche de gauche du nombre N, décomposé en groupes de deux chiffres, à partir de la droite,
. Si N’ est composé de plus de deux chiffres, on raisonne sur N°’ comme sur N, et on reconnaît que la racine carrée du plus gr&ad carré entier contenu dans le nombre de centaines de N’, est le nombre de dizaines de y/N° et ainsi de suite.
178. Théorème IV.—Si, uprès avoir retrunché de N, le carré des dizaines de la racine, on divise le reste du mombre de centaines, suivi au préuluble du 1: chiffre de la tranche suivante, par le double du nombre de dizuines obtenu à lu racine, on aura le chiffre des unités ou un chiffre trop élevé.
En eflet, après avoir retranché de N;'le carré des dizaines ; il vient :
Or, la purtie 2(u.10)b ne peut donner d'unités significatives d’un ordre inférieur aux dizaines ; done le chiffre de droite de l'excès indiqué ne peut en faire partie ; et par suite, en divisant le nombre formé par les chiffres à gauche du chiffre de droite, par le doubie du nombre des dizaines, on aura le chifire des unités ou un chitfre trop fort, car cette partie contient encore des unités de report, ayant pour origine le carré L? des unités et le reste R.
Corollaire.—On obtiendra done le second chiffre de la racine, ou un chiffre trop fort, en divisant.l'excès de la tranche de gauche sur le plus grand carré entier qui y est contenu, mais suivi du premier chiffre de la tranche suivante, par le double du premier chiffre de la racine.
Remarque I.—Lorsqu'après avoir déterminé un reste, et placé à sa droite le premier chiffre de la tranche suivante, le nombre ainsi formé est moindre que le double de la purtie déjà obtenue à la raçine, on place un zéro à la rucine, afin de conserver aux chiffres précédents leur valeur relative ; et pour
continuer l'opération, on écrit le second chiffre de la tranche considérée, puis le suivant, et on continue comme précédemment. j
Remarque II.—I| arrive parfois qu'on présume à tort, qu'un chiffre à essayer est trop grand, et qu’on le diminue immédiatement de une ou de Plusieurs unités ; dans ce cas on sera averti qu'on s'est trompé, lorsque le reste sera supérieur au double de la racine ainsi déterminée. (théorème 1)
179. Les théorèmes précédents permettent à l'élève de formuler la règle pour déterminer la partie entière de la racine carrée d’un nombre.
EXEMPLE : 5602689 2367 4 43 | 466 4727 16.0 3 6 7 129 | "129 | 5706 | 33080 312.6 279 6 3308.9 3308 9
180. Si à la fin de l'opération, il n'y a pas de reste, le nombre est dit carré parfait et la racine est exacte.
$ 3.—Lois DES NOMBRES NON CARRÉS PARFAITS,
181. Théorème I.— Jout nombre N admettant un facteur Premier à, n'est pas curré Parfait, s'il n'est Pas divisible par a?.
En effet, la j/N ne peut être que de la forme
na
Donc le carré doit admettre le facteur a?
Corollaire.— Tout nombre Pair qui n'est pas multiple de 4 n'est pas carré parfait,
182. Théorème II.— Tout nombre impair N qui, dimimué de une unité, n'est pas divisible par 4, n'est pus un carré parfait.
Car, la racine carré de N aurait la forme (2n+1), dont le carré 4n? + 4n + 1 admet le diviseur 4 après avoir été diminué de 1 unité.
183. Théorème III.— Tout nombre terminé par un des chiffres 2, 3, 7 ou 8 n'est pas carré parfait.
Cela résulte de ce que le carré de chacun des 9 premiers nombres n’est terminé par aucun de ces chiffres.
184. Théorème IV—Tout nombre terminé par un nombre impair de zéros, n'est pas carré parfait.
En effet, ln racine terminée par des zéros, donnerait un carré ayant à «a droite un nombre pair de zéros.
185. Théorème V.— Tout nombre terminé par 5 n'est pas carré purfuit, si le chiffre des dizaines n'est pus ?.
Car la racine na pour forme (a.10+5) dont le carré est (4.103? + 2(a.10)5+5? =
(4.102 + (a.10)10+-52 c'est-à-dire un nombre terminé par 25.
166. Théorème VI.—Tout nombre terminé pur 6 n'est pus carré parfait, si le mombre de ses dizuines n'est pas 2IApPAT .
En eftet, la racine carrée devrait être terminée par 4 ou par 6 dont les currés donnent 16 ou 36 ayant un nombre impair de dizaines,
187. Théorème VII —Un nombre N est premier lorsque, m'étant pas carré parfait, il n'est divisble par aucun des nombres premiers moindre que sa racine carrée (partie entière). à
En eflet, si N était divisible par un facteur premier > que VW, le quotient serait <1/ N et par suite, N admettrait un facteur premier moindre que v'N, ce qui est contre l'hypothèse,
S 4— RACINE CARRÉE PAR APPROXIMATION
188. Lorsque le nombre N, dont on demande la racine carrée, n'est pas un carré parfait, on se propose souvent de déterminer y/N avec une «pprocimation donnée, par
exemple, à moins de Le : alors il faut entendre sous cette
désignation, qu'il s’agit de trouver deux nombres consécutifs de plèmes comprenant entre eux V°\.
189. Théorème.— Les nombres consécutifs de pimes qui “mprennent VN, sont respectivement les racines carrées des carrés entiers consécutifs, entre lesquels Np? est inter-
calé.
Soient, en effet, 5 et Fa deux nombres de p'èmes consé-
cutifs Comprenant entre eux y/N, on a :
x æ+41 - <V/N C ques sv P D'où élavant au carré, on a :
5 <N < Er c'est-à-dire a? KNp? <(x+1}
et par suite en extrayant la racine
8 Np° <@+1) (0) eqtd
Ainsi pour obtenir V'N à moins de jee il faut diviser pur
p les racines carrées entières, par défaut et par excès, du produit Np? déterminé à moins de une unité,
EXEMPLE : Extraire 4/453 à moins de ä près 453X 62 —453X36—=16308 \ 16308 —127 par défaut et 128 par excès
Donc T=21e et = 21e sont les racines cherchées,
Corollaire.— En posant p==10, 100, 1000,.... on reconnaît que, pour déterminer vN avec une, deux, trois... .décimales, il faut multiplier N par 10?,]00?,1000 .... ou placer à sa droite deux, quatre, six....zéros ; et séparer une, deux, trois... décimales à la racine carrée entière du nombre ainsi préparé.
190. Lorsque N est une fraction décimale, il faut préparer N de telle sorte qu'elle ait deux fois autant de chiffres décimaux qu’on veut en avoir à y/N ; on fait abstraction de la virgule et l'on sépare, sur la droite de la racine carrée obtenue, les décimales demandées.
Lorsque N est une fraction ordinaire, on lt réduit en décimales jusqu'à ce que l'on ait deux fois autant de chiftres décimaux qu'on veut en avoir à la racihe ; et on opère ensuite comme précédemment,
191. Lorqu'on veut déterminer 4} 5 sans que l'approximation ab [a pour être fixé sur la grandeur de l'unité subdivisionnaire ;
car le résultat sera V/ab b
soit donnée, il suffit de mettre cette fraction sous là forme
Si l’approximation de _ devient () la formule
(189) devient NE L <(x+1) et par suite æ& <
æxa a INw Gi Ua b NE< b
Il faut donc multiplier par ; les racines carrées entières,
par défaut et par excès, du produit cs déterminé à moins
de une unité,
EXEMPLE : V453 à 3 près
NE _453x36 —— = æ& 25
652=25 par défaut—26 par excès, et par suite
a 5 125 5 Fagn apatr me a 5 130 4 1H Dex 2001
652 à moins de une unité
et
Les deux racines sont donc 20; (par défaut) et 21% (par
excès).
Fer 5 Leur différence est dez
$5.—Du cu8e et DE LA rACIYE CUBIQUE.
193. On appelle cube d'un nombre, le produit de ce nombre pris 3 fois comme facteur.
Les cubes des neuf premiers nombres sont :
194. Théorème I.—Z4 différence entre les cubes de denr nombres qui diffèrent de une unité, vaut l'unité augmentée du triple produit du plus petit de ces nombres, pur luimême augmenté de un.
En effet :
: Corollaire.—La partie entière de la racine cubique d’un nombre fractionnaire est identique à celle de Ja partie entière de ce nombre.
195. Théorème II.—/4 purtie entière de lu racine cubique d'un nombre N, se compose d'autant de chiffres qu'il y a d'unités exactes ou pur excès, dans Le tiers du nombre de chiffres de lu partie entière de N.
Soit N' la racine cubique de N et syant n chiffres à sa partie entière. Ona identiquement, d'après un raisonnement précédent (178).
10n-1 <N'<10" Elevant au cube , 103% -3 N°3 <10% 10%-3 <N <10% Or 10%-3 est formé de 3n—2 chiffres, et 10% 4“ “ “ Sn+1 chiffres ; c'est-à-dire qu'ile admettent (n) et (n+1) tranches de à chiffres une d'entre elles m'en ayant qu'un. Done N ne peut avoir (3n+1) chiffres et en aura au minimum (3n—2). Il peut donc avoir (3n—2), (3n--1) ou 3n chiffres. C. q. f. d.
196. Théorème Il —La racine cubique du plus grand cube entier, contenu duns la nombre formé par les chiffres situés à guuche des trons chiftres de droîte de N, est le nombre de dizaines de ÿN
En effet, désignons par & le nombre de dizaines, par b le” chiffre des unités de #N et R l'excès de N sur le plus grand cube entier qui y est contenu.
Il vient :
Or, la partie (4.10) ne peut donner d'unités significatives d'un ordre inférieur aux mille ; donc cette partie ne peut se trouver que dans les mille de N.
Soit N' le nombre formé par les mille de N ; appelons N°” le nombre formé par ‘les 3 chiffres de droite de N.
Je dis que la racine cubique du plus grand cube entier compris dans N'est précisement 4
Car, a’ étant la partie entière de #N’, on a
a < P/N' < (a'+1) et élevant au cube
a3Z N° < (a+1} et, puisque 0, N” est moindre que l'unité, on& :
a3 € N’, N° < (a’+1} et multipliant par 10 pour
avoir N'N'=N, on a u'3108 € N'N" ou N <(a'+1)3103 d'où d'10 < PN < (+1) 10
Ainsi #N est comprise entre a’ et (a'+1) dizaines
Donc a=d
Corollaire.-.Le premier chiffre de #’N s'obtient en extrayant la racine cubique du plus grand cube entier contenu dans la tranche de gauche du nombre N , décomposé en groupe de 3 chiffres à partir de la droite.
Car si N'est composé de plus de 3 chiffres, cn_raisonnera sur N° comme on l'a fait sur N.
197 Théorème IV.—S5, après avoir retranché de N le cube des dizuines de sa racine, on divise le reste du nombre de mille, suivi au Préalable du premier ch ifre de la tranche suivante, par le triple carré du nombre de dizaines ubtenu à la racine, on aura Le chiffre des units, où un chiffre trop fort.
En effet, le reste total de cette sonstraction est :
Or, la partie 3 (a:10}° b ne tives d’un ordre inférieur aux centain de droite de l'excès
cette partie contient encore W?,BetR,
Remarque L— Lorsque, après avoir déteriminé un reste et placé à sa droite le Premier chiffre de la tranche suivante, on obtient un nombre inférieur au triple carré de la partie
D LS uen D D rc vu
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obtenue à la racine, on place un zéro à la racine, afin de conserver aux chifires précédents leurs valeurs relatives ; pour continuer l'opération, on écrit les deux chiffres suivants de la tranche considérée et le premier chiffre de la tranche suivante, puis on continue comme précédemment.
Remerque I1—Il arrive parfois qu'on présume, à tort, qu'un chiffre est trop grand, et qu'on le diminue immédiatemeñt de une ou de plusieurs unités ; alors, on sera averti de l'erreur lorsque le reste sera supérieur au produit du triple de la racine obtenue par cette même racine augmentée de l'unité, c'est-à-dire 3a(a+1) [Théorème 1]
198. Afin de vérifier si le second chiffre trouvé à la racine est bon, il faut former la somine 3 (a.10} b+3 (a.10 jb2 +h3 et celle-ci doit pouyoir se retrancher de l'excès de la t-anche de gauche sur le plus grand cube qui y est contenu, et suivi de la tranche suivante
Cette somme (S) peut se mettre sous la forme
On forme donc successivement 3(a.10)? ; 3(a 10)b; et b? La somme (s) de ces 3 quantités multipliée par b doit pouvoir se retrancher de l'excès cité plus haut.
199. Les théorèmes précédents permettent à l'élève de formuler une règle pour déterminer la partie entière de la racine cubique d’un nombre
Exewpce : Soit à extraire <es 983 632 328 Disposition des calculs :
ET
00. Si, à la fin de l'opération, il n'y n pas de reste, le nombre est dit cube parfait et 1x racine est exacte.
$ 6.— Racine CUBIQUE PAR APPROXIMATION,
201— Lorsque le nombre dont on demande la racine cubique n'est pas un cube Parfait, on se propose souvent de léter. miner cette racine avec wne approximation donnée, par exemple, à moins de un pie: et il s'agit alors de trouver deux nombres consécutifs ile pième comprenant la racine cubique du nombre donné.
202. Théorème, - Les nombres successifs de piemes qui comprennent ÿ N, sont respectivement les racines cubiques des cubes entiers consécutifs, entre lesquels Np est interculé
En effet, désignons par ? et Te les deux nombres consé.
cutifs de pièmes entre lesquels # N est comprise, on a : p SN <
d'où élevant au cube
æ CNE GHÿ d'où
ps p°
23 < Np° < (+1 et enfin
Z<PNps < (x+1) (1)
Ainsi, pour obtenir ÊN à moins de De
Par p les racines cubiques entières, par défaut et pur excès du produit Np3.
: Reg 1 EXEMPLE : Déterminer NE avec une erreur < ÿ
Np3 = 212 x 69 = OX6 2 = 45975 4 ‘ ‘
Ù faut diviser
4507 est comprise entre 16 et 17 où NÜE PL de % 5 et ë ou 2 3 Corollaire.—Si on pose p=10, 100, 1000 ...
c'est-à-dire si on veut obtenir #N avec une, deux, trois... décimales, il faut multiplier N par 105, 1003,1000%..,. ou
plrcer à sa droite trois, six, neuf... aéros ; et séparer une, deux, trois .… décimales à ln racine cubique entière du nombre ainsi préparé.
208. Lorsque N est une fraction décimale, il faut la préparer de telle sorte qu'elle nit trois fois autant de décimales qu'on veut en avoir à #/N ; puis faire abstraction de la virgule, et séparer sur la droite de ln racine cubique entière obtenue, les décimales demandées.
Lorsque N est une fraction ordinaire, on la réduit en décimales jusqu'à ce qu'on ait trois fois autant de chiftres décimaux qu'on veut en avoir à la racine, et on opère comme précélemment.
204. Lorsqu'on veut déterminer NE sans que l'approximation soit donnée, il suffit de mettre cette fraction sous la
forme Es pour être fixé sur la grandeur de l'unité sub-
divisionnaire, car le résulat sera ie 205. Si l'approximation à devient © la formule (1) (202)
devient :
æ << <ax+1 et par suite à
il faut multiplier par : les racines cubiques entières, par
défaut et pur excès, du produit a déterminé à moins de une unité. A TEe ExemPLe : Extraire NE à à près.
SYSTÈMES DES POIDS ET MESURES
$ L.—SvsTèmMe Mérriour
206. L'unité fondamentale de ce système est une longneur que l'on a appelé mètre. Le mètre est là dix-millionième partie du quart du méridien terrestre où In quarnnte-ruillionième partie du méridien,
207. Anciennement et avant 1789, les mesures dont on se servait étaient très variables ct différentes, ce qui apportait dans les relations cofnmerciales, non-seulement de grandes complications, mais encore des fraudes et des abus auxquels on se décida à mettre un terme en cherchant une mesure prise dans la nature, et l'on s'arrêta À une subdivision de la mesure du globe terrestre.
Le mètre étalon en Platine a été déposé aux archives de Paris, Ce système adopté primitivement par la France, l'est aujourd hui par presque tous les Etats de l'Europe.
En Amérique, on suit sérieusement le mouvement : des considérations de routine seules empêchent d'admettre ce système trop brusqueinent,
Les unités principales du système sont au nombre de
1° le mètre pour les mesures de longueur le mètre carré et l’are pour les mesures de swrfuce le mètre oube ou stère pour les mesures de volume le litre pour les mesures de capacité le gramme “ & “_ poids le franc de à “ monnaie
A.—Mesure des longueurs.
210 L'unité fondamentale de mesure des longueurs est le mètre. Les sous-multiples du mètre sont :
le décimètre = 5 partie du mètre
le centimètre le miilimètre = ——
Les multiples du mètre sont :
le décamètre = 10 mètres
l’hectomètre = 100 É
le kilomètre = 1000 “
le myriamètre — 10000 “
La chaîne d'arpenteur vaut 1 décamètre=10"
Le kilomètre sert presque exclusivement pour la mesure des grandes distances. L'hectomètre ne sert que pour le bornage des routes ; le: myriamètre ne sert que dans les travaux de triangulation des pays.
Pour les petites mesures, on se sert des sous-multiples. B.—Mesure des surfaces.
o11 L'unité fondamentale de mesure des surfaces est le mètre carré ou centiare : c'est un carré ayant 1 mètre de côté.
Les sous-multiples sont :
le décimètre carré qui vaut er mètre carré
é CR EC" “ le centimètre carré Ton LR
le millimètre carré “ 000000,
Les multiples sont :
le décamètre carré ou are qui vaut 100 m° : c'est l'unité de mesure des surfaces agraires
l'hectomètre carré ou hectare qui vaut 10000 m? ou 100 ares ;
le kilomètre carré qui vant 1.000.000 m2? ou 100 hectares
L'hectare et ses sous-multiples, l'&re et le centiure, servent aux mesures agraires,
Les subdivisions du mètre carré sont de 100 en 100 fois plus petites ; il faut donc 2 chiffres Pour exprimer un ordre d'unités.
Le nombre 62"%,425672 s'énonce 62 mètres carrés, 42 décimètres carrés, 56 centimètres carrés, 72 millimètres carrés.
C.— Mesure des volumes
212. L'unité fondamentale. de mesure des volumes est le mètre cube ou stère : c'est un cube ayant un mètre en hauteur, en largeur et en longueur.
Les sous-multiples sont :
Le décimètre-cube qui vaut Hi du mètre cube
« “ 1 « « LOI Le centimètre.cube 1000000
Le mètre cube n’a pas de multiples,
Les subdivisions du mètre cube sont de 1000 en 1000 fois plus petites ; il faut donc 3 chiffres Pour exprimer un ordre d'unités. ;
Le nombre 62m3,425672 s'énonce 62 mètres cubes, 425 décimètres cubes, 672 centinètres cubes,
Le nombre 2m395 s'énonce 2 mètres cubes, 350 décimètres cubes,
218. Le mètre cube prend le nom de stére lorsqu'il sert à la mesure du bois de chauffage. Le stère n'a qu'un sousmultiple, le décistère qui vaut ñ de stère ; et un multiple le décastère qui vaut 10 stères.
D.— Mesure des capacités.
214. Les mesures de capacités sont celles qui servent à mesurer les liquides et les matières sèches (blé, ete.). L'unité de mesure des capacités est le litre.
Le litre est la capacité d’un cube ayant 1 décimètre d'arête, c'est-à-dire de 1 décimètre cube
Le litre remplace l’ancienne pinte pour les liquides et le litron pour les denrées sèches.
Les sous-multiples sont :
le décilitre qui vaut le _ du litre
: a io lee le centilitre Te
Les multiples sont :
Je décalitre qui vaut 10 iitres (anciennement le hanneau) l'hectolitre “ ‘“ 100 litres ( id le setier)
E.— Mesure des poids.
L'unité des mesures de poids est le gramme
Le gramme est le poids d'un centimètre eube d'eau distiilée à la température de 4° centigrades.
On a choisi 4° centigrades (39.2 Farenheit) parce que, à cette température, l’eau est à son maximum de densité.
On a trouvé que le poids du gramme valait 18,8275 grains anciens et comme la livre ancienne contenait 9216 grains, on reconnaît que le kilogramme vaut 2 livres,
Les sous-multiples dn gramme sont :
le décigramme qui vaut le 5 du gramme
Eee à
C7 RL à le centigramme FE
le milligramme “ « «
Les multiples du gramme sont:
le décagramme qui vaut 10 grammes l'hectogramme «“ « 100 « | le kilogramme “ « 1900 « ; 100 kilogrammes forment le quintal métrique et 1000 # forment la tonne ou tonneau
F.— Monnaies décimales.
216. Nous donnerons quelques renseignements sur les | monnaies décimales faisant partie du système métrique et Hs employées en France et en Belgique. ;
L'unité de ces monnaies est le Franc; c'est un alliage i d'argent pesant 5 grammes et contenant 90% d'argent pur et 10% de cuivre.
! Les monnaies se divisent en monnaies d'or, d'argent et de $ bronze.
1 Les monnaies d’or sont : EL les pièces de 100, 50, 20, 10 et 5 francs. È | la pièce d'or de 5 francs bèse 1,6129 grainme. | à les pièces d’or sont au titre de 0,900. L 4 : 2 Les monnaies d'argent sont :
les pièces de 5, 2 et 1 francs
| 5 franc ou 50 centimes (0.50) à :
a de “ou 20 centimes (0.20)
La pièce de 5 francs en argent est au titre de 0,900, c'est. à-dire au titre de l'unité monétuire.
Les autres pièces sont au titre de 0,835,
La pièce de 1 franc n'est donc pas l'unité monétaire ; ear, sous le poids de 5 grammes, elle contient 83,5°/, d'argent pur au lieu de 90°/, et 15,5°/, de cuivre au lieu de 10°/
8 Les monnaies de bronze sont :
les pièces de 10, 5, 2 et 1 centimes.
La pièce de 5 centimes pèse 5 grammes
Il existe de plus,en Belgique, des pièces de 20, 10 et 5 centimes faites avec un alliage de nickel contenant 75°/, de nickel et 25°/, de cuivre.
Sous le même poids, la valeur légale de la monnaie d’or est 154 fois celle de la monnaie d'argent et celle-ci 40 fois celle de cuivre.
Un certain nombre d'Etats de l'Europe ont formé l'Union Monétaire pour la fabrication des monnaies d'or et d'argent d’après les données d’allinge et de poids ci-dessus, mais sous des noms différents.
N. B.—Le cuivre introduit dans les monnaies d'or et d'argent à pour but :
1° de diminuer l’usure
2 de couvrir les frais de fabrication
3 de feire face à la perte que prépare à l'Etat la refonte des monnaies lorsque, par le fuit de l'usage, le poids légal n'existe plus.
4 de percevoir un impôt sur la circulation monétaire
217. Par l'étude des mesures du système métrique, nous pouvons conclure que toutes les mesures dérivent du mètre. Cette seule considération révèle la supériorité de ce système ; celle-ci n'existe, non seulement, dans l’homogénéité et dans la régularité des différentes mesures, mais encore lorsqu'il s'agit de cette partie de l’arithmétique.
Enfin, ce système est fixe, invariable et susceptible d'être adopté dans tous les pays, puisqu'il n'appartient à aucune pation.
ontirtatnntinnnte UN VUS
$2—MESURE DE Temps,
Le temps est divisé en Jours et en années
La subdivision du jour indique la rotation de la terre autour de son axe ; celle en années indique la révolution de la terre autour du soleil, Cette dernière se fait en 365 jours 5 heures 48 mimutes et 48 secondes (année solaire).
1 jour contient 24 heures 1 heure “ 60 minutes 1 minute 1e 60 secondes
L'heure vaut donc 60 X60—3600 secondes
l'jour “ “° 24X60=1440 minutes 1 année “ 365 x 2445=8765 heures
$3.— MESURES cIRCULAIRES.
219. Ces mesures sont celles qui s'appliquent à la division du cercle. Toute circonférence se divise en 360 parties égules appelées degrés (° ).
1 degré se divise en 60 minutes d'arc (’) 1 minute“ “ “ 60 secondes “ (4)
220. Cette division permet, très aisément, de calculer les heures de deux endroits différents du globe, connaissant leur différence de longitude. On sait, par exemple, que Montréal se trouve à 75° 45/24" ouest de Paris ; On demande l’heure qu'il sera à Montréal lorsqu'il marquera midi à Paris.
La terre faisant une révolution complète de 360° en 24 heures, elle décrira 15° par heure ; donc 1° en 4 minutes de temps et 1’ d'arc en 4 secondes de temps, Donc, pour décrire les 75° 45 24”, i] faudra 5h 3. Il sera donc 657’ du matin lorsqu’à Paris il sonnera midi.
221. Déterminer en degrés, minutes et secondes de circonférence, une base topographique de 760m 85.
Le quadrant terrestre vaut 10.000.000 de mètres donc 10.000.000 de mètres correspondent à 90°
nm « 90 et 1 10.000.000 “ “ « 20x760.85 et 760.85 10.000.000 d'où 76085 correspondent à 0°,0068465=00,020"65
222, La division de la circonférenre en degrés, minutes et secondes étant une division complexe, les savants qui ont imaginé le système métrique des poids et mesures, ont pensé qu'il y aurait un grand avantage à introduire la division décimale dans la mesure des angles,
On à regardé comme unité principale le: de la circonférence ou quadrant et cette unité à été divisée en 100 parties que l’on a appelées grades, le grade en 100 minutes et la minute en 100 secondes. Cette division est la division centésimale.
La première est appelée, par distinction, la division sexagésimale 228. 100 grades valent 90°
« « 90 9 A 1 D 10 de degré * Réciproquement :
degrés valent, 100 grades
1°. ‘vaut 2 ou Fr de grade
Il est donc très aisé de passer d’un système à l'autre.
Monnaie sterling ou angluise.
224, Cette monnaie a cours dans la Grande-Bretagne. Elle se décompose en Louis ou Souverain en shellings en pences ou deniers et en farthings
Pl 2 A VO 5
Tableau des équivalences, 4 farthings (far) = 1 penny (d) 12 pences (ou deniers) — 1] shelling (s) 20 shellings 1 Louis (£) 21 shellings 1 Guinée-(G) Le Louis ou Souverain est aussi appelé la livre sterling et vaut $4866.
24 pences ou deniers, monnaie de cuivre, pèsent 1 livre Avoir-du-poids.
MESURES ANCIENNES
À.—Mesures de longueur.
225. On emploie les deux anciennes mesures, la mesure française et la mesure anglaise, Elles sont toutes les deux aussi complexes l’une que l’autre.
Mes. anglaises Tableau des équivalences Mes. françaises
0,089 pouces anglais pouce (po)
1 grain d'orge = 0,3121 pouces franc.| 1 ligne = Ca LC 1 pouce (8 lignes)(po)| 12 lignes (1g) = 1 12 pouces = 1 pied (pi) 12 pouces = 1 pied (pi) = 1
3 pieds L rerge (ver) 6 pieds toise (to)
54 verges 1 perche (per) 3 toises 1 perche (per)
40 perches 1 furlong (fur) 19 perches 1'arpent (arp)
8 furlongs 1 mille (m) 84 arpents = 1 lieue (li)
3 milles 1 lieue (li) 1000 Ne franc, = 1068 pieds anglais 1 mille = 5280 pieds anglais = 4944 pieds rançais
1 pied français=0, mètre 325 L'toise=1 mètre 949
Mesures pour les draps.
226. Comme le nom l'indique, ces mesures servent pour le drap et toutes les marchandises qui se vendent à la verge.
Tableau des équivalences.
2} pouces 1 nail (na) 4 nails ou 9 pouces À de verge (qr) 4 quarts ou 36 pouces 1 verge (ver) 8 “_ 4 de verge 1 aune flamande (A. F1) IE Le ras 1 “anglais (A. A) “ 14 verge 1 “ française (A Fr)
— #54 — B.—— Mesures de eurface.
On emploie encore les anciennes mesures françaises et
les mesures anglaises.
Mesures françaises.
144 lignes carrés = 1 pouce?
144 pouces? = 1 pied?
36 pieds? = 1 toise® 9 toises! = 1 perche?
100 perches? = 1 arpent?
7056 arpents? 1lieue? = 1.039 lieue ang.
Meswres anglaises.
144 pouce? = 1 pit =0.8767 pi. fr.
Ypes = 1vert=7,8904 ‘* “ mi “urgest =1 per2=238,6851 ‘* ‘* port =l vergée? (rood=R)= 29,4673 per. fr.
4 vergées? =1 acre? (A)= 1,1787 arp. fr.
640 acres=? 1 mille? (M. car)= ,3629 arp. fr.
9 milles? =] lieue? (1. car) =
C.— Mesures de volume
298. Ces mesures servent aux corps solides et en général à tous les corps nyant 3 dimensions. Les dénominations sont : la corde, le tonneau, le pied cube et le pouce cube. On emploie des mesures anglaises et des anciennes mesures françaises.
Mesures françaises.
= L'pied® (pi. ou.) = ltoise? (to. cu.)
Mesures anglaises.
1728 pouces?
216 pieds?
1728 ces = 1 pied? (pi. eu.) 27 Pieds = 1 verge’ fs cu.) 40 pi de bois en gna)= 1 tonspi * * de refend f neau (T) 16 pi* = 1 pied de corde (pi. cor.)
8 pi. cor. ou) 1 corde (bois à 128 pi 7 brûler (Cor.)
1000 pi? franç. = 1218,186432 pi ang.
-1000 to® franc. = 9745,491456 vrg?
D.—Mesures de capacite.
lo Mesures pour les liquides
= 14,4373 pouces cubes | 42 gallons 1 chopine (cho) Mes pinte (pirt) 84 1 pot (pt) 12 “ 1 gallon gai) ææ ‘ 1 baril (brl) } tonneau
1 septier 2 “
2 chopines 2 pintes
2 pots
314 gallons
1 tierçon (ten)
1 barrique (hhd)
1 tonne (ton)
1 pipe (pp)
1 tonneau (T) 33,6875 pieds cubes
(LR
D à ad A RS th al cn
2 Mesures pour matières sèches.
Mesures anglaises, Mesures impériales.
là chopine = 4,05925 pouces cubes
= 1 pinte !4 pintes = 1 gallon = 1 gallon 2gallons = } de minot 8 gallons = 1 minot (min) 4quarts = | minot (bushel) 8 minots = 1 setier (set) 8 minots = 1 setier (quarter)
Minnt du Canda.
Lpot = 96 po, cu. français ou 116,94589 po. cu. anglais 20 pots = 1 minot — 2338,91795 pouces cubes anglais
E—Mesures de poids.
lo Poids Avoir-du-poids.
230. Le Poids Avoir-du-poids sert à peser les marchandises tels que sucre, café, thé, farine, etc, ainsi que les métaux, excepté l'or et l'argent.
Il se divise en tonneau, quintal, quart de quintal, livre, once et dragme.
Tableau des équivalences.
16 dragmes (dr) — 1 once (on) ou (oz) 16 onces = livre (Ib) 25 ou 28 livres = À du quintal (qr) 4 quarts (100 ou 112 Ibs) = 1 quintal (qtl) ou (cwt) 20 quintaux ou 2240 lbs = 1] tonneau (ton) ou T
La livre légale Avoir-du-poids est le poids de 27,7274 pou- . ces cubes d’eau distillée à la température de 62° F (17 ’cent.), le baromètre marquant 30 pouces,
2 Poids de Troyes.
281 Le Poids de Troyes est employé pour les pesées d'or et d'argent, les bijoux, ete. On l'emploie dans les expressions de chimie et de physique.
Il se divise en livre, once, gros et grain.
Tableau des équivalences.
= 1 gros (gr) ou (pwt) = 1 once (on) ou (oz) = 1 livre (Ib)
3 Poids des pharmaciens.
932. Le poids des pharmaciens est employé en médecine. Il se divise en livre, once, dragme, scrupule et grain. Tableau des équivalences.
24 grains (gr) 1 scrupule (sc) 8 scrupules 1 dragme (dr) 8 dragmes 1 once (07) 12 onces 1 livre (Ib) 233. Equivalence entre Les différents poids.
1 1b A. d. P. 7000 gr Troyes 1 Ib Troyes 5760 “ “ 1on. “ ou de pharmacien 480“ “ 11b A. d. P. 4374 “ .
175 on. Troyes 192 on. À. d. P.
175 Ibs Troyes 144 lbs A. d. P.
| F.—Mesures d'arpenteurs.
234. Pour la mesure des terrains et des longueurs, les arpenteurs se servent, en outre des mesures françaises ($4—A) d'une chaîne de quatre perches où 66 pieds (mes. ang.) divigée en 100 chainons (links) et d’ure chaîne de 100 pieds.
Tableau des équvalences.
1 chainon (link (1) 1 perche (per) 1 chaine (ch) 1 furlong (fur) 1 mille (m) 1 chaîne carré (ch car) 1 acre (A)
7ié6 pouces 25 chainons 100 chaînons 10 chaînes 8 furlongs 10000 chaînons carrés 10 chaînes carrés
RAPPORTS ET PROPORTIONS
$ 1.—Dérixrrions,
235. On appelle rapport, le résultat de Ja Comparaison de deux nombres de même espèce.
On peut Comparer les nombres de deux manières : par soustraction, c'est-à-dire voir de combien un nombre en sur Passe un autre, ou par division, c'est-à-dire voir combien de fois un nombre en contient un autre, :
De là deux espèces de rapports :
le rapport par différence ou arithmétique et
le rapport par quotient ou géométrique.
236. Les nombres que l'on compare sont appelés les termes du rapport. Le Premier est l'antécédent, Je second le conséquent,
EXEMPLE : 36—12—94 est Un rapport par différence
ne
287 Les rapports Par quotient étant les plus employés et d'ailleurs les seuls employés dans les calculs, nous n'éMidierons que ceux-là.
238 Deux rapports sont dits inverses l'une de l'autre, quand l’antécédent de l’un est le conséquent de l'autre et réciproquement,
Par quotient
36 12 EXEMPLE : 5 et z% 239 De ce que le rapport entre deux nombres est le quotient de ces deux nombres, les Propriètes trouvées pour les fractions s’eppliquent aux rapports.
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240. On appelle proportion l'égalité de deux rapports. Comme il y a deux sortes de rapports, il s'en suit qu’il y à deux sortes de proportions :
les proportions par différence ou arithmétiques et les proportions par quotient ou géométriques.
ou 27:3=36:4 ou encore et plus communé
ment = que l’on énonce 27 est à 3 comme 36 est à 4.
Le premier et le quatrième termes sont appelés les extrêmes. Le deuxième et le troisième sont les moyens.
242. Lorsque les deux moyens sont égaux, la proportion est dite continue et le terme moyen s'appelle moyenne proportionnelle, dans la proportion par quotient, et moyenne arithmétique, dans la proportion par différence.
243. Théorème I.—Duns toute proportion par quotient, le produit des extrêmes est égal au produnt des moyens. a_c b d fractions, multiplier les deux termes par une même quantité.
Soit la proportion on peut, sans changer la valeur des
Muitipliant les deux termes de 3 par d et les deux termes
de à par b ; il vient :
axd_cXb 5Xd” dXb Ces deux fractions étant égales et ayant les dénominateurs égaux, il s'ensuit que les numérateurs le sont également, d'où . axd=bXxe c. q. f. d.
244. ‘fhéorème II.— Réciproquement, si quatre nombres sont tels que le produit de deux d'entre eux est égül à celui des deux autres, ces quutre nombres sont en proportion.
hs CEE RENE VA MESSE e
Si aXd=bxe on en déduit en divisant les 2 membres par bxd :
axd_bxe d'où :
bXd bxd
245. Cette propriété permet de déterminer un terme quelconque d’une proportion connaissant les 3 autres.
Le thèorème I permet également de dire qu'on peut changer l'ordre des termes d’une Proportion pourvu qu’on conserve les mêmes extrêmes et les mêmes moyens, de sorte que le produit des extrêmes soit toujours égal au produit des moyens,
246. On appelle quatrième proportionnelle à trois nombres donnés A, B, C un quatrième nombre x tel que
A _C De BxC - d'où Axxz=BXC et mi
Donc pour trouver une quatrième proportionnelle on divise le produit des mo yens par l'extrême connu.
On appelle troisième proportionnelle à deux nombres donnés A et B un nombre x tel que AB... 2 B:
px doù AXr=B =T Si le terme inconnu est tel que
A _ zx : PU N) FRRE a alors æ'=A XB d'où 85 AXB
Ce nombre x est alors appelé moyenne Proportionnelle entre A et B.
Donc la moyenne Proportionnelle entre deux nombres est égale à la racine carrée du produit de ces deux nombres.
247. Théorème III. — Dans toute Proportion, la somme ou la différence des deux Premiers termes est à la somme ou à la différence des deux derniers, comme le 1er est au 3e ou comme le 2° est au 4°.
Soit la proportion 5 Ajoutons ou retranchons l'unité
aux deux membres de l'égalité, il vient :
e +l=-+ 55! 1 ou
ou encore en intervertissant
l'ordre des moyens
248. Théorème IV.—Dans toute proportion, la somme des deux premiers termes est à leur différence, comme la somme des deux derniers est à leur différence.
Soit is
Le théorème précédent donne :
a+b _a e+td © A cause du rapport commun = il vient :
a+b _ a—b c+d c—d a+b _c+d # PE = c..q. f. d.
949. Théorème V.—Dans toute proportion, la somme ou la différence des antécédents est à la somme ou la différence des conséquents comme um antécédent est à son
ce qui peut s'écrire :
Soit - ce qui peut s'écrire :
et d’après le théorème III
eq. f d.
NE
250. Théorème VI—Si on multiplie plusieurs pro- Portions terme à terme, les 4 produits forment une proportion.
Soient Bre 50 Edo
FRS = 2; A d'où l'on tire :
6XI5XI8 Sx27x21 OÙ I
251. Théorème VIL— Dans une suite de rapports égaux la somme des antécédents est à lu somme des conséquents Comme un antécédent est à son conséquent.
Soit la suite RE Æ
df h
nous donne 2-%—° b+d d
et comme Par:
et alors enfin
atc+te+g _g Drdrfrh nn ©qfd
Des moyennes.
Moyenne géométrique
Soit a>b ona a’>ab et b:<ab D'où b?<ab<u: d'où aussi
; b< Vs Cette expression 4/ab est appelée moyenne géométrique.
254. La. moyenne arithmétique entre deux nombres est plus grande que leur moyenne géométrique.
: a+b le Soient —— et NE ces deux moyennes et supposons
que a>b ; on peut alors écrire a=b-+-d et dès lors Vai-\ G+db=o+ot (0) . a+b btdtb 2b+d d Ona aussi —5—=—; 7 + à (2)
Elevons (1) et (2) au carré, il vient :
(yJab)"=00=1 +08 (3) et (En © Comparant (3) et (4) on voit que
( : b > ( ND) c'est-à-dire que
à. = Ja e. q. f. d.
APPLICATION DES PROPORTIONS
255. Des grandeurs liées entre elles de telle sorte que la variation de valeur de l’une entraîne la variation des valeurs des autres sont dites proportionelles. ,
Les grandeurs proportionnelles conduisent à des opérations connues sous le nom de Règles de trois, de mélange eb d'alliage, de partage, de société, d'intérét et d'escompte.
A.— &ègle de trois simple.
256. Problème.—8 ouvriers ont mis 20 jours pour faire un certain travail. Combien faudrait-il d'ouvriers pour faire le même travail en 4 jours ?
Si travaillant pendant 20 jours, il a fallu 8 ouvriers pour faire un certain travail ; pour faire ce même travail en 1 jour, il faudra 20 fois plus d'ouvriers à Ê et pour faire ce travail en 4 jours, il faudra 4 fois moins
d'ouvriers que pour le faire en 1 jour ou 22 40
Réponse : 40 ouvriers. '
Règle de trois composée
Problème.— Combien 14 nuvriers feront-ils de verges d’un certain travail en travaillant pendant 7 jours, 10 heures par jour ; si 8 ouvriers en ont fait 146 verges en 10 jours en travaillant 8 heures par jour ?
8 ouv. trav. pendant 10 jours à 8 hrs Par jour font 146 verges
1 4 8 « « « ant 14 8 “ 14 8 « 14 8 “
14 Le
’ ; 46X14X7X10 14 10 * 8XI0x8
Réponse = 233% verges
B.—Règle de mélange.
La Règle de mélange a pour but
1° De déterminer la valeur Moyenne d'un mélange de plusieurs substances de valeurs différentes, lorsque l'on connaît la quantité de chaque substance qui entre dans le mélange et la valeur particulière de chacune d'elles,
2e De déterminer la quantité de chaque substance qui entre dans un mélange, lorsque l'on.connait la Valeur particulière de chacune et la valeur moyenne du mélange.
959. Problème I.—Un homme a mélangé 25 minots de pois à 6 sous le minot, avec 15 minots de blé à 4 sous et 20 minots d'avoine à 3 sous. Quel est le prix d'un minot de ce mélange ? Si 1 minot de pois coûte 68, 25 minots coûtent 150 sous 1 « “blé “ 4,15 “ . 60 “ 1 «“ d'avoine “ 38,20 “ T 60 “
Le mélange contient 60 “ et coûte 270 “ « 20
donc Cr) Réponse : 4 sous 6 deniers
Done pour trouver le prix moyen d'un mélange, il faut
multiplier le prix de chaque substance qui y entre par sa
quantité respective, puis diviser la somme des produits par la
quantité totale du mélange.
260. Problème I1.—On a acheté du vin à 3 francs le litre et du vin à 175 le litre. Combien doit-on prendre de litres de l'un et de l'autre pour faire un inélange de 200 litres à 2.30 fr. le litre ? :
Vin de 3 frs. donne une perte de 70
Vendu à 2.30 Vinde175 , donne un gain de 55
La perte devant être compensée par le gain, il faut sur 195 litres (par exemple) de mélange prendre 70 litres de vin à 1.75 55 “ “ “ “3.09
Sur 1 litre de mélange, on prendra
= Sur 200 litres de mélange il faut prendre :
= 119 litres à 1.75
Il n'y a ni perte ni gain, puisque 200 litres à 2.30 donne 460 francs.
et [112 «“ «175 « 196.00 « 88 “ «300 « 264.00 “
Vérification 460,00 francs C.—Règle d'Alliage,
261. Lorsque le mélange a pour objet de résoudre des questions relatives à la réunion de métaux, intimement mélés par la fusion, la règle de mélange prend le nom de règle d'alliage, et particulièrement amalgame quand l'un d'eux est du mercure. On désigne sous le nom de titre d’un alliage le rapport de la quantité de métal Pur au poids total. Ainsi de l'or est au titre de 0,980 lorsque, sur 1000 grammes, par exemple, d’un lingot d'or à ce titre, il y a 980 &rammes d'or pur.
262. Les problèmes d'alliage se traitent identiquemernit comme ceux de mélange.
On a deux lingots, le premier au titre de 0,885, le second au titre de 0,950. Combien faut-il de &rammes à chaque lingot pour former un alliage de 1500 grarnmes au titre de 0,900 ?
885 15 augmentation du titre 650 50 diminution du titre
La perte doit être compensée par l'augmentation, il faut donc :
Svr 65 gram. de mélange prendre { : gr. à rss) æ&
Sur 1 gramm. de mélange, il faut
On prendra donc 3465 grammes à 0,950
L LE « 4 et 115353 0,885
D.. -Partages Proportionnels.
263, On a souvent à partager une grandeur en parties proportionnelles à des nombres donnés. Ce problème se présente lorsque, par exemple, plusieurs personnes forment une société ; les bénéfices et les pertes se partagent proportionnellement à la mise de chacun.
E.—RÈGLES DE SOCIÉTÉ
Règle de société simple.
266. Ce cas est celui où les mises sont restées pendant le même temps dans une société ; les bénéfices ou les pertes sont alors proportionnels aux mises.
267. Problème.—Trois personne: s'associent pour faire un commerce, La première fournit une mise de 8900, la seconde $1200 et la troisième 81500. Au bout de l’année, le bénéfice est de 8504 Quelle est la part de bénéfice de chacune d'elles ?
Soient x, y, z les parts inconnues :
Elles sont proportionnelles aux mises, donc
Appliquons le N° 222, il vient :
___æ+y+z Venere 990 + 1200 + 1500 = 500 71200 1500 Mais æ+y+2=504 donc
3600 —900 d'où z=$126
Règle de société composée.
d'où 7=#168
d'où :=8210
268. Ce cas est celui où les mises et les temps sont inégaux. Alors les parts sont proportionnelles aux produits des mises par les temps.
En effet, une certaine somme x placée pendant un certain temps t équivaut à une somme txæ placée pendant un temps 1.
in M 2 0 M a sa
Pr A OR nr
Eee
269. Problème.—"Trois associés ont mis dans une entreprise : le premier 8000 franes pendant 10 mois, le second 12000 francs pendant 6 mois, ev le troisième 5000 francs pendant 13 mois. Le bénéfice a été de 17360 francs. Quelle est la part qui revient à chacun ?
Le premier associé ayant mis 8000 francs pendant 10 mois, on peut considérer qu'il a mis 8000 X10= 80000 francs, pendant 1 mois. De même pour le seeond et le troisième qui, dans ces conditions auraient mis pendunt 1 mois, respectivement 72000 et 65000 frs.
Nous retombons alors dans le cas précédent et on trouveru pour les parts :
der 17360 _ x
217000 80000 jd 17360 2 217000 LS ET “ y=5760 frs.
ge 17360 z 317000 — 76000
. d'où æ=6400 frs.
270. Nous verrons, en étudiant les questions d'intérêts, comment on doit interprêter le ens de la règle de société composée, en ayant égard aux intérêts de chacun des associés, intérêts variant proportionnellement au temps pendant lequel la part a été laissée en participation.
DES PROGRESSIONS ET DES LOGARITHMES
$ 1.—DES TROGRESSIONS.
271. On appelle progression une suite de nombres tels que le rapport entre deux termes consécutifs est constaminent le même.
Comme il y a deux sortes de proportior . il y a deux sortes de progressions :
1° Les progressions par différence ou arithmétiques.
20 Les progressicns par quotient ou géométriques.
A.—PROGRESSIONS ARITHMÉTIQUES
272. On appelle progression arithmétique ou par diffé rence, une suite de nombres tels que chacun d'eux surpesse celui qui le précède ou en est surpassé d'une quantité constente appelée raison de la progression.
Ces différents nombres s'appellent les termes de la progression.
278. Pour indiquer que des nombres font partie d'une progression arithmétique, on les écrit les uns à la suite des autres en les séparant par un point et en les faisant précéder du signe +
Exemple : + 4.7. 10 13. 16.19.22........
274. La progression est croissante lorsque les termes vont en croissant : La raison est alors positive.
La progression est décroissante lorsque les termes vont
- en décroissant : La raison est alors négative. l
275. Er général, nous désignerons les termes d'une progression arithmétique par les lettres a. b.c....i. k. l, la raison positive ou négative par r et le nombre des termes par n.
+ a.b.c....ùkl
276. Théorème I.—Duns toute progression arithmétique, un terme de rang quekconque est égal au premier plus autant de fois la raison qu’il y a de termes avant lui.
D'après la définition des progressions .le 2° terme b=a+r le 3 terme c=b+r=a+r+r=a+2r le 4 terme d=c+r=a+2r+r=a+3r et ainsi de suite. En général, le terme À qui en a (n—1) devant lui est donc égal à : ti l=a+(n—Dr (1) Cette formule permet de déterminer un des éléments a, l, n, our quand les 3 autres sont donnés.
En effet, on tire : de (1) a=l—(n—1}r (2) , 6
d'où n= + (4)
2717. ExempLe.— Soit la progression arithmétique +-2, 6. 10. 14. 18....
l Trouver le 20° terme de cette progression.
La formule (1) donne I=a+(n—1)r dans laquelle a=2, m=20 etr—4 d'où
2 Trouver la raison d’une progression arithmétique, dont
le 1° terme est 2, le dernier 78 et le nombre de termes =20 : _I=a _18—2
La formule (3) donne r=—5=-55
% Trouver le nombre des termes d’une progression arithmétique dont le 1° terme —2; le dernier —78 et la raison =4
La formule (4) donne n= +1 41e 20
278. Théoréme II —Dans toute progression arithmétique limitée, la somme de deux termes à égule distance des extrêmes est constante et égale à la somme des extrèémes.
Soit la progression <+4.b.c......x æ ayant p termes devant lui et y ayant p termes après lui.
D'après les formules (1) et (2) on a:
T=a+pr (m) y=l—pr (n)
Ajoutons (m)et (n), il vient: æ+y=at+l (5)
279. Théorème II — La somme des termes d'une progression arithmétique est égale au produit de la demi-somme des termes extrêmes par le nombre des termes.
Soit la progression a. b.c......i.k.l et # le nombre des termes. Appelons S la somme, il vient: ,
S=a+b+c+....i+k+l et aussi S=l+k+i+....c+b-+a
Ajoutons ces deux égalités membre à membre.
28 (a+li+(b-+k)+(c+i)+ Cite) +(E+b)+ (+2) :
Or les différentes parties (a+l), (b+k)....sont toutes égales à (a+) (Théorème II.) Leur nombre est celui des termes de la progression c’est-à-dire=n.
On aura done 2S=(a+l)n d'où
Gin (@)
279vis, Autre forme de la valeur de S.
Remplaçons dans (6), L par sa valeur &+(n—1)r il vient :
a -1 2a+(n—1)r = = LAURE HET x
Cette forme est utile lo:squ'on ne donne pis le dernier terme de la progression et que l’on connaît le 1° terme, la raison et le nombre des termes-
Elle évite la recherche de L.
Insertion de moyens arithmétiques.
280. Insérer un certuin nombre de moyens arithmétiques entre deux nombres donnés, c'est former une progression par différence dont les nombres donnés soient Les termes extrêmes et dont les moyens insérés soient les termes intermédiaires.
Supposons que l'on demande d'insérer m moyens arithmétiques entre 2 nombres a et b. La question revient à chercher la raison de la progression dans laquelle il y aurait (m+2) termes. Or, la formule Z=a+(n—1)r nous donne pour ce cas, b=a<+(n:+1}r d'où l'ontire r— Et (7)
On obtient donc la raison de la progression en divisant la différence entre les 2 nombres donnés par le nombre des moyens à insérer plus un.
281 Théoréme III—Si entre deux termes consécutifs d'une progression arithmétique, on insère le même nombre de moyens, les progressions partielles ainsi obtenues forment une seule et:même progression.
Soit à insérer m moyens arithmétiques entre G aetb, betc; cet d......de la progression
.dont la raison est r
Les raisons des progressions partielles sont, en vertu de la
formule (7) ba c—b d—c r MEL ME mel ml
D'ailleurs, le dernier terme de chacune de ces progressions est le premier terme de la suivante. Donc on peut considérer cette suite de progressions comme n’en formant qu'une seule,
Applications
282 I. Trouver la somme des 32 premiers termes de la progression ‘ +2. 6.10.1418...... É L'application de la formule (6) nous donne
St, n
Il faut donc d’abord rechercher le dernier terme. On a en vertu de (1) {=a+(n+1}r=2+31x 4=126 D'où sit
II. Soit à insérer 10 moyens arithmétiques entre 5 et
La raison de la progression est donnée par MORE mi i0+I Ii La progression est —+5. 8,11. 14.17.....,32. 35.38.
B.—Progressions Géométriques.
283. On appelle progression géométrique ou par quotient une suite de nombres dont chacun est égal au précédent multiplié par un nombre constant que l’on appelle la raison de la progression.
284. Lorsque la raison est plus grande que l'unité les termes vont en croissant et la progression est croissante.
Lorsque la raison est plus petite que l'unité, les termes vont en décroissant et la progression est décroissante.
285. Pour indiquer que des nombres font partie d’une progression par quotient, on les écrit les uns à la suite des autres en les séparant par 2 points et en les faisant précéder du signe ++
286. En général, nous désignons les termes d’une progression géométrique par a, b, c i,k,l; par n le nombre des termes et par Qq la raison, de sorte que l’on aura.
i #Ha:ibie......iikil .@)
287. Théorème 1.--Duns toute progression géométrique, ‘un terme de rang quelconque est égal au premier terme multiplié pur la raison élévée à une puissance marquée par le nombre des termes qui précèdent.
Soit une progression (1). D'après la définition des progressions géométriques on a:
le 2 terme b—agq le “ c=bq—aq" leæ “ d—cq=u" et ainsi de suite lent “ =agr-1 (2) Cette formule (2) nous permet de déterminer l’une des quantités a, b,q,n conn issant les 3 autres.
à l=aqgn"1
Un Li de 10) Ée T mt La formule donnant la valeur de n ne peut être résolue
qu’à l'aide des principes sur la théorie des logarithmes.
288 Théorème II.—Les termes d'une progression géométrique décroissante tendent vers zéro.
La raison, étant plus petite que l'unité, peut être représentée par à par exemple, et alors un terme qui en 4 n avant lui est
représenté par
l=ax Q)' =
Si le nombre des termes croît indéfiniment, le facteur g"
devient infiniment grand, et par suite, la fraction © devient
infiniment petite et se rapproche d'autant pius de zéro que le nombre des termes est plus grand.
289. Théorème IV.— Dans toute progression géométrique le proc vit de deux termes à égale distance des extrémes est égal au produit des'extrémes.
Soit la p.g. #a:b:e....æ....y....iik:l.
dans laquelle x a p termes devant lui et y, p termes après lui.
En vertu des formules (2) et (3) on a :
Muitiplions membre à membre ces deux égalités, il vient : 2y= = al (5)
290. Théorème V.—Le produit des termes d'une progression géométrique est égal à la racine carrée du produit des extrêmes élevé à une puissance marquée pur le nombre des termes de la progression.
Soit la p. g æua:b:c....i:k:l. de n termes.
Appelons P le produit des termes.
P=axbsr....ixtxl et aussi P=lxkxi....ëxbxa :
Multiplions membre à membre, il vient :
P'=(al)X(bk)X (ci)... (ic) X(kb) X(La) Or les produits entre parenthèses sont égaux entre eux et .à (al) (Théorème IV) et, comme ils sont en nombre-n» on a:
Pr=(ay doù P=y(a (6)
291. Théorème VI.—La somme des termes d'une progression par quolient est égale à une fraction dont le numérateur est l'excès du produit du dernier terme par la ræison gur le 17 terme,et le dénominateur l'excès de la raison sur l'unité. :
Soit S la somme de la progression
S=a+b+e+...ithtl (1) Multiplions les 2 membres de cette égalité par q, il vient : Sq=ag+bqg+eqg+....ig+kq+lq. (2) mais ag=b,bg=c;cq=d;....ig-k;kq=l
Et alors (2) devient :
Sg=b+c+d....+k+l+lq (3)
Retranchant (1) de (3) il vient :
Sqg—S=lq—a
S(q—l=lg=a S= 4 2 0 291t#, Autre forme de la valeur de S.
Remplaçons dans (7), L par sa valeur ag"! il vient : ù
_agn"1xXq—a _ ag"—a _a(gn—1) S= SRE CO 1 (7) Cette forme est utile lorsqu'on ne donne pas le dernier terme de la progression. Elle évite la recherche de L.
Remarque.—Si la progression est décroissante, la formule
devient S= ms qui tend vers la limite S= 2 (8) lors- 1—q 1—g
que la progression décroît infiniment.
Insertion de moyens géométriques.
992. Insérer un certain nombre de moyens géométriques, entre deux nombres donnés, c'est former une progression par quotient, dont les deux nombres donnés soient les extrémes et dont les moyens insérés soient les termes intermédiaires.
Soit à insérer m moyens entre deux nombres a et b.
La progression ainsi formée a done (m+2) termes dont a et b sont les extrêmes ; la raison de cette progression est
m+1 /b donc qg= NE (formule 4).
On obtient done la raison en extrayant du quotient des deux nombres donnes une racine ayant pour indice le mombre des moyens à insérer plus un.
998. Théorème VII—Si entre deux termes consécutifs d'une progression géométrique, on insère le sème nombre de moyens, les progressions partielles ainsi obtenues forment une seule et méme progression.
Supposons que l'on ait à insérer m moyens “ntre chacun des termes a, b, c... .d’une progression géométi1que.
La raison de la prog. entre « et b est
et ainsi de suite.
m+i —....=q doncg'=qg'=q"=..,.— V4 (9) D'ailleurs le dernier terme de chacune de ces progressions est aussi le 1°° terme de la suivante, On peut donc considérer toutes ces progressions comme n’en formant qu’une seule,
Applications.
294. Soit la progression géométrique #2:6:18:54:162 1° Tronver le 12° terme de cette progression. La raison=3 et ona [—=2X3!—354294 2 Le dernier terme d'une progression géométrique étant 354294, la raison 3 et le nombre de termes 12, donner le 1°" terme u 354294 Tant iii & Déterminer la somme des 12 termes de la progression. S lg—a _354294X3—2
Définition arithmétique
Etant données deux progressions, l'une géométrique commengant par l'unité, l'autre arithmétique commençant par
aéro, Les termes de la progression arithmétique sont appelés . Les logurithmes des termes de la progression géométrique.
Les progressions, ainsi écrites, forment un système de logarithmes, et elles ne sont assujetties qu'à la seule condition de commencer, la première par 1, la seconde par 0.
296. On voit donc qu'il y a une infinité de systèmes de logarithmes, puisqu'on peut considérer une infinité de systèmes remplissant cette unique condition.
Nous ne considèrerons dans les calculs que'le système des logarithmes vulgaires, appelées aussi logarithmes de Briggs et qui a pour base 10 qui est la base du système de numération décimale. 6
297. On appelle base d'un système de logarithmes le nombre de la progression par quotient correspondant à l'unité de la progression arithmétique. La base est done le nombre qui a pour logarithme Z.
298. Le système de Briggs ou système de logarithmes vulgaires est défini par les progre.sions suivantes :
+0, 1. 2.3.4 ..... on voit que :
le logarithme de 1-0 E " 10=1 Gi “ 102=2 et ainsi de suite ; et, en général : logarithme de 10°=n ; et l’on écrit : log. 1=0 log. 10=1 log. 100=2 et, en général, une puis- . sance de 10 a pour logarithme son exposant.
Définition algébrique par la fonction exponentielle
On peut encore définir les logarithmes d'un nombre donné dans le système décimal : le nombre auquel il faut élever la base 10 pour reproduire le nombre donné. En général, le logarithme d’un nombre, dans une base quelconque B, est l'exposant auquel il faut élever cette base pour reproduire le nombre donné.
800. D’après le $ 269, on voit que les puissances entières de 10 seules ont des logarithmes entiers ; les logarithmes de tous les autres nombres entiers ou fractionnaires sont incommensurables. Ils ont été calculés en décimales. La partie entière du logarithme s'appelle la caractéristique, et la partie décimale s'appelle la mantisse.
Les nombres compris entre 1 et 10 ont des logarithmes compris entre 0 et 1 : leur caractéristique est donc 0.
Ceux compris entre 10 et 100 ont des logarithmes compris entre 1 et 2 : leur caractéristique est donc 1.
En général, les nombres compris entre 2 puissances de 10 ont pour caractéristique l'indice de la plus petite de ces puissances.
Donc, La caractéristique d'un logarithme contient autant d'unités moins une qu'il a de chiffres dans le nombre.
ExEempPLe: le nombre 8964 ayant 4 chiffres aura le chiffre 3 pour caractéristique, parce qu'il est compris entre 10 et
104 dont les logarithmes sont 3 et 4
B.—PROPRIÉTÉS DES LOGARITHMES
301. Théorème I.—Le logarithme d'un produit de plusieurs facteurs est égal à la somme des logarithmes de ces facteurs.
+ Soient « et b deux nombres faisant partie d’une progression gévmétrique croissante, ayant respectivement m et n termes devant eux.
On aura a=q"
b=q" le 1° terme de la progression étant 1
D'où axXb=q"+"
Supposons que mr et nr soient les termes de la progression arithmétique correspondants à g" et g" de la progression géométrique : On aura
log a=mr logb=nr D'où log a-+log b=mr+nr=r(mt+n)
Re A TE
ee rer
Or le terme (m“—-n}r est, dans la progression arithmétique, le logarithme du terme g"+" de la progression géométrique.
Alors log gm+" =(m+n}r Et par suite log (aXb)=log a +log b.
” 802 Théorème 12. —Le logarithme d'un quotient est égal à la différence des logarithmes du dividende et du diviseur.
Soit = Q le quotien donné, d'où a=bQ.
En vertu du théorème I, on a : log a=log b+log Q d'où: log Q=log a—logb c'est-à-dire log G=I08 a—log b
803. Théorème II.—Le logarithme d'une puissance d'un mombre est égal au logarithme du nombre multiplié par l'exposant de la puissance. ë
Soit am une puissance dont il faut chercher le logarithme.
On a am=axaxaxæ (répété m fois)
En vertu du théorème I, on a :
log am=log a+log a+log a répété m fois)
Donc log am=m log a ;
804. Théorème IV.—Le logarithme de la racine d'un mombre est égal au logarithme du nombre divisé par l'indice du radical.
Soit Ve=t d'où a=bm ét par suite du Théorème III
log a=m logb d'où log a m
log b=
Or, log b=log{{a: done log Ne .
TABLES DE LOGARITHMES
305. Les tables de logarithmes renferment les logarithmes de tous les nombres, généralement de 1 à 10000. Celles de Chambers vont jusque 10800.
Les logarithmes sont le plus souvent calculés jusque la T° décimals Chaque table de logarithmes donne une préface explicative au sujet de son emploi. Une lecture attentive de cette préface suffira pour mettre le lecteur au courant de la méthode à suivre pour trouver le logarithme d’un nombre donné, ou trouver le nombre correspondant à un logrrithme donné.
COMPLÉMENTS ARITHMÉTIQUES
806. On appelle complément arithmétique d'un logarithme ce qui mnnque à ce logarithme pour faire 10 unités entières ou, ce qui revient au même, le résultat que l'on obtient en retranchant de 10 le logarithme donné,
Ainsi le complément de 3,4725843—10—3,4725843=
On obtient un complément en retranchant de 10 le
chiftre de droite et tous les autres de 9 C. 12,7258437=3,2741563 C. 3,7465287= 12,2534713.
807 Usage des Compléments,
Lorsque, dans les calculs par logarithmes, on est conduit à faire une soustraction, on la transforme le plus suuvent en, une addition à l’aide des compléments.
Supposons que l'on ait à trouver le résultat numérique L'VHI—I"; 1,1/1;"1," étant des logarithmes à ajouter et à retrancher. On peut écrire que
IH
Or 10—{’=complément de l
10— {”’=complément de L” Donc IVH I" 214 C. log l'+L"+C. log l”—20
C'est-à-dire que pour avoir le résultat cherché, il faut faire la somme des logarithmes affectés du signe + et des compléments des logarithmes affectés du signe— ; puis retrancher de la caractéristique du résultat autant de fois 10 que l'on a pris de compléments.
808, Nous avons dit, au début des considérations générales, qu'il y avait une infinité de systèmes de logarithmes définis par les progressions.
Nous ‘allons voir le moyen de passer d'un système de logarithm à un autre.
On peut toujours choisir, à volonté, deux progressions, ‘ J'une géométrique commençant par l'unité, l'autre arithmétique commençant par zéro. Ces progressions fournissent un système de logarithmes, qui jouira de toutes les propriétés démontrées pour les logarithmes vulgaires.
Soient æ et x’ les logarithmes d'un fombre N dans deux systèmes de base a et b Par définition, le logarithme d'un nombre est la quantité à laquelle il faut élever la buse pour reproduire le nombre donné ; on aura done :
N=a" et () { Nb"
D'où, prenant les logarithmes des égalités (1) dans le premier système, on aura,
’ = logaN =x logaN =2'\ogab D'où
’ logaN
a'= 2 XIogeN= xx
10gab GS 1ogab 10gab Or x est le logarithme de N dans la vase b ; donc:
Pour paeszr d'un système dont la base est a à un autre système dont la base est b, on multiplis tous les logurithmes caleulés dams le 1° système par l'inverse du logarithme de la gme base, pris dure le 17 système. Cette quantité constante s'appelle module,
209. Le rapport des logarithmes de deux momibres est le méme dans tous les eustèrnes.
Soient À st B deux nombres et soit 7 le rapport de leurs logarithmes dans un certain systèms. On aura donc log,A m 1) 82 7 d'où = (1) Er d'où m log, B=n log,A ou encore log, A" =log,B" ou A" =B" (2) Prenons le logarithme de cette égalité (2) dans un autre système.
log,An =log,B" C'est-à-dire n log,A=m !og,B donc
log, m 8) 2 = — @) log,B n
De (1) et (3) on tire : Jog,A loiB. Ce qui veut dire : log,A log,B que le rapport des logarithmes d'un même nombre dan: deux systèmes différents est le même pour tous les nombres.
Si l’on désigne ce rapport constant par Mona
RAM d'où log,A log, A=M log,A (e)
On en conclut que, lorsque l'on connait le logarithme d’un nombre dans un système, pour avoir le logurithme de ce nombre dans un autre système, il faut multiplier le premier logarithme par un nombre constant M. Ce nombre constant s'appelle le module dy second système par rapport au premier.
81L Nous avons vu (279) que
fus xæ (b) Si nous identifions (a) et (b) logab on voit que
le module M=
logab
C'est-à-dire que le module est l'inverse du logarithme de la nouvelle base pris dans l'ancienne base.
Ex&mPLe : Etant donné que le logarithme de 3452 est 3,5380708 dans la base 10,on demande de trouver le logarithme de ce nombre dans la base 7.
log,3452=M log, bone
7 X log,,3452
Exemple de calcul logarithmique :
log,3452=
L] EE IR PRE EEE x =] 1,1805 x 4761,2"x0.00826 * 0,000489x 157 X 0,087 5 log X=log 7,1895 + 2 log 4764,2+-5 log 0,00826—1og 0,000480—3 log 457— 2 log 0,0576 5 log X- log 7,1805+-2 log 4764,2+-5 log 0,00826+-C. log 0,000480 — 104 C. 3 log 457—10+-C. 2 lou 0,0576—10
lo 7,1895 2 log 4764,2
5 log U,00326 C. log 0,000489— 10 3,3106911 log 0,000489-4,6893089 - C. 3 log 457—10 8,0202514 3log 457 —7,9797486 C. 2 log 0,0576— 10 2,4791550 2 log 0,0576 =3,5208450
log X = 2-2, X=0,052212
DES INTÉRÊTS
812. On appelle intérêt la somme payée par l’emprunteur au prêteur, pour l'usage d’une certaine somme d'argent que l'on appelle capital.
L'intérêt se règle d'après les conventions entre les intéressés ou d’après les conventions légales et se paie à tant pour cent par an (Ÿ).
Ainsi on dit qu'un capital est placé à 57, quand on reçoit 5 dollars par 100 dollars placés pendant un an. Cet intérêt pour cent s'appelle taux.
A.—INTÉRÈTS SIMPLES,
Formules générales
L'intérêt est dit simple, lorsqu'il se paie chaque année et constitue une rente.
Soit un capital À placé pendant f années au taux à On demande l'intérêt au bout de ce temps. Soit X l'intérêt cherché.
Puisque $100 rapportent en lan $
Donc pour trouver l'intérét uu bout du temps t, on divise le produit du capital, du taux et du temps par 100. Ait X= 56 (@)
Hors
814. De la formule (1), on peut déduire une des quantités ZX, À, i,t, les trois autres étant connues.
815. Trouver le capital, connaissant l'intérêt pour un an, le taux et le temps du placement.
La formule (1) nous donne, en tirant la valeur de A
On divise donc 100 fois l'intérét par ie produit du taux par le temps.
316 Trouver le taux, connaissant le capital, l'intérêt et le temps du placement.
La formule (1) donne encore :
Applications
1. On demande l'intérêt produit par une somme de $1500 placé à 5°/. pendant 4 ans?
Formule (1) donne = it dans laquelle
A=1500, i=5, t=4 donc Û _1500X8X4.
CRE CNE
II. On demande le capital qui, placé pendant 3 ans à 4°}, a donné un intérêt de 8240,
Formule (2) donne AT
X = 240, à = 4, m3 donc
dans laquelle
III. On demande de déterminer le taux de l'intérêt d'un capital de 86000 qui, étant placé pendant 12 ans, a produit $2880.
Formule (3) donne i= PE dans laquelle
X = 2880, A=6000, {=12 100X2880 i= Goo * + IV. On demande de déterminer le temps pendant lequel un capital dé 85680. placé à 5°/ a produit un intérêt de 82840.
{ Formule (4) donc {= T
X=—2840, A=5680, i=5 = TRS - 10 ans.
319. Si l'on veut résoudre toutes les questions précédentes et rechercher la valeur des divers éléments au bout de 1 an, il suffit de faire dans les formules {=1
820. Si le temps donné est un nombre de mois, il suffit de remplacer, dans les formules, { en fraction d'année, Ainsi, par
dans laquelle
FT
exemple, £ mois=;, d année.
Alors les formules deviennent :
Ait 1200X .__ 1200X X=— = ————— cp 106 = % ET 821. Si le temps donné est un nombre de jours, il suffit de remplacer, dans les formules, t en fraction d'année. Ainsi, par exemple, £ jours= d'année. On admettra 360 jours
pour l’année commerciale.
Les formules deviennent ulors :
X= Ait —36000X à = 360v0X #= 36000X 36000 it At Ai Si le temps est donné en année, mois et jours, on le transforme complètement en jours.
821%. Problème.— Trois associés ont mis dans une entreprise : le premier 8000 frs pendant 10 mois, le second 12000 frs pendant 6 mois et le troisième 5000 frs pendant 13 mois, Le bénéfice a été de 17360 frs. Quelle est la part qui revient à chacun (Le taux de l'intérêt étant fixé à 60/0)
Intérêts de 8000 frs pendant 10 mois= 400
Re MAR 6 «= 20
be “25000 : =1085 Il reste done à partager proportionnellement aux mises la . somme de 17360—1085—16275. Ce partage donne : 16275 X 8000 zou — 3208
< 16275X5000 dE T7 2e 2255
Pour le 1° associé
Pour avoir la part totale de bénéfice, on ajoutera aux parts précédentes la part de bénéfice provenant de l'intérêt de la somme placée.
Ainsi le 1° associé aura 5208+400— 5608 UT "78124360 = 8172 ge nt “82554325 3580
Total des bénéfices = 17360
B.—InrTéRÊTs Composfs.
© 822. On dit qu'un capital est placé à intérét composé, lorsque le prêteur, au lieu de retirer chaque année l'intérêt du capital, le laisse entre les mains de l'emprunteur, pour le
faire valoir conjointement avec la somme primitive pendant l'année suivante, Soit A le capital placé et X ce capital aceru des intérêts n la durée du placement 4 le taux °) et r l'intérêt de 81 pendant 1 an ; alors î 7 100 Si $L rapporte r par an, A rapporte Ar donc au bout de Ja 1ère année, le capital est devenu : A+Ar=A(1+r)=A De même, au bout de la 2 année, le capital A’ placé dans les mêmes conditions que A, produit A’r et devient au bout de cette année :
À'+A'r=A"(1+r)=A(1+r) (1+r)=A(1+r)" = A" Ce nouveau capital A”, placé dans les mêmes conditions pendant la 3° nnnée, prodnit A”r et devient donc : A"+A"r=A"(1+r)=A(1- r)° et ainsi de suite, de sorte qu'au bout de n années, le capital accru de ses intérêts, sera devenu, par analogie : X=A(1+r} (1) 822b, Si au lieu de supposer l'intérêt dû seulement 1 fois par année, on le suppose dû # fois par année au taux
r ‘ ; re de j par intervalle, le capital A, accru des intérêts se coin- (3
posant de } d'année en k d'année devient, au bout de
n années :
323 Cas où le temps comprend une fraction d'année. Supposons que la durée du prêt soit de n années et k jours. On calcule d'abord ce que devient le capital pendant les n années, La formule (1) nous donne X'=A(1+r) puis on considère ce nouveau capital comme placé à intérêt simple pendant les & jours.
Or #1 rapporte en 365 jours r 0] « SA 2 x ; 365 « LL rk 1 k ET Donc au bout de ce temps $1 devient (1 +3) et A(1+r}" devient au bout du même temps
X=A(1+ry (+35) (2)
824. Les formules (1) et (2) nous permettent de calculer une des quatre quantités À, X, i ou mn, les trois autres étant connues. \
De (1) on tire successivement :
X n/X log X—Ilog A X=A(1+r): Aie: (= 4/5: TEE : (3) (4) (5)
825. Problème I Quelle est la valeur après n années d'un capital A placé à intérêt composé et au taux r ?
La formule (1) duune X=A(1+r)n
Application : n=7 ans ; A=12540 i=50),
X=12540 (140.05) =12540 (1.05)" log X=log 12540 +7 log 1.05 log 12540 - 40982975 7 log 1.05—0.1483251
log X = 42466226 X=$17645,04 Problème II.—Quelle somme faut-il placer à un taux donné » pour obtenir une somme X après n anrfées ?
La formule (3) donne Aire Application : X = 24600 : n =12 3 1=4.750),
log A=log 24600—12 log 1.0475 log 24600= 4,39! 135?
12 log 1,0475= 0,2+18480 log A= 41490871 A=$14095,70 Problème III—Un capital a été placé aujourd'hui, il
produira une somme X dans n années. Quel est le taux de l'intérêt ? ;
La formule (4) donne ANR
Application : A=28895 ; X=250000 ; n_.73
13 |950000 (1+r)= Fr
log 250000=5,3979400 log 28895=—4,4608227
0,9371173 log (+= TT 0018872 (+r)=103 r-0,03 i=3,, Formules de placement ou de dotation.
‘Problème IV.—Une personne place chaque année une somme & à intérêt composé, pendant n années. Le taux étant r, quelle somme cette personne retirera-t-elle au bout du temps déterminé ?
1° La somme est placée au commencement de l’année.
La somnie a, placée au commencement de Ja 1ère année, devient & (1+r}" au bout de n années ;
La même somme, placée au commencement de la 2e année, devient a (1+r)°-! au bout du temps du placement, et ainsi de suite
La somme «, placée au commencement de l'avant-dernière et de la dernière année, correspond respectivement à a(1+r) et a(1+r).
Le montant total est donc
À Sa (1) [14 (147) + (1) + (m2 (ln) 1] CARTELS LES (COR EEE TIPUT (CEE EN 2 La somme à est placée à Wu fin de chaque année.
La suite sera : '
S=a[1+(+r)+ (14)... +(L+r) 2 (rh -1]
g_4 [G-+r 1 (1+r)—1 =41G+nn—1] @) 1+7—1 r
Remarque I. —Les formules (6) et (7) se déduisent l’une
de l’autre, car il est facile de voir que
S=S"(1+r) donc Re
NT Remarque IL—Les élèves confondent souvent cette
question de placement ou de dotation avec la question des
annuités,
On doit, à la rigueur, appeler annuité tout versement fait annuellement quelqu'en soit le but ; mais, on réserve plus spécialement ce nom à l'usage qu'en indique le paragraphe suivant.
$ 2.—DEs ANNuITÉS.
826. On entend, d'une façon générale, par annuîté le paiement annuel au moyen duquel l'emprunteur éteint sa dette, capital et intérêts, au bout d'un certain nombre d'années.
L'annuité entendue dans ce sens, c'est-à-dire comme remboursement s'effectue toujours à L& Jin de l'année.
Si l'on paie annuellement une rente qui surpasse l'intérêt, on diminue peu à peu sa dette et l'on parvient à s'en libérer complètement au bout d'un temps plus ou moins long. C'est cette sorte de rentes qu'on appelle rentes à termes ou annuités. La portion de l'annuité (somme payée annuellement) qui représente un acompte sur le sapital emprunté s'appelle amortissement.
EXEMPLE : Une somme de 834600 empruntée pour 51 ans est remboursable par annuités de 81600,56, l'intérêt étant de 4/0.
La partie des $1600,56, qui représente un ncompte sur la somme de 834600 empruntée, est l'umortissement, L'autre partie correspond à la portion annuelle de l'intérêt,
Ces deux parts ne sauraient être tixes ; elles varient d'une année à l’autre pendant le remboursement, mais leur somme est fixe : $81600,56 dans le cus' de l'exemple.
Les annuités sont variables on fixes.
Les annuités variables consistent en paiements annuels différents. Les seules variations d'annuités qui offrent un intérêt pratique sont celles qui ont une base fixe ; les annuités irrégulièrement variables ne constituent pas un mode spécial de remboursement, Un exemple très simple d'annuités régulièrement variables est celui où l'annuité se compose d’un amortissement tixe et d'un intérêt décroi-sant.
Les annuités fixes sont des paiements annuels toujours égaux au moy .a desquels on amortit, au bout d'une certaine période de temps, un emprunt fait à un taux déterminé.
En langage finantie:, on appelle amortissement l'ensemble des institutioris et des opérations qui ont pour but d'éteindre une dette publique.
Dans un sous restreint, il s'applique au système de remboursement qui repose sur l'emploi de l'intérêt composé.
Formule générale
Uné personne emprunte aujourd'hui une somme À pour n années au taux de r pour 1 piastre (io) ; pour s'acquitter, elle paie, à la fin de chaque année, une somme déterminée X
(RFO US us + US LA PERRE 2 SEE
dis
calculée de manière qu'après n paiements égaux à X, elle ait remboursé capital et intérêts compris.
Si l'emprunteur attendait la fin de la n° année pour upérer le remboursement, il devrait à cette époque, en vertu de la formule des intérêts composés :
Mais il paie, à la fin de la 1°r° année, une première somme X ; il avance donc ainsi le remboursement partiel de (n—1) années. Or, pendant (n—1) années, cette somme X aurait produit X(L+r)"-1, Il libère donc sa dette de X(1+r)"-1 et il ne doit donc plus que :
De même, la somme X payée à la fin de la 2 année, libère l'emprunteur d'une somme équivalant, au bout de (n—2) années, à X(1+r)"-2; il ne doit donc plus, au bout de la 2° année, que
A (1+r)2X (1+r)n-1X (1 +r)n-2 et ainsi de suite; de sorte qu'à la fin de l'avant-dernière année, il rembousera une somme X qui vaudra à la fin de la dernière année X(1+r). Enfin, à la fin de la dernière es il rembourse X et sa dette est épuisée.
Donc on peut écrire que :
A(+rP_X(L+r)n-1_X (1+r)n-2,,,,_X(1+7)-X=0
A(l+r}=æX (l+r)}-14+X (tr 24... +X(1+r)+X
ACL+r)P=X [(Ltrp-1+(lerm-2+...,.+(l+r)+1]
La quantité entre crochets est la somme des termes d'une progression géométrique dont le premier terme est 1, le dernier (1+r,n-1, et la r.son (1+r). (N° 291)
ga _ _ (+r)n-l = ——
A+ ex CUT d'où enfin :
X= Ar (1+r)n
Cette formule permet de trouver une des quatre quantités À, r, X ou n lorsqu'on connaît les trois autres.
On remarquera toutefois que la résolution de la formule (1), par rapport à r, donne une expression de (n+1} degré que l'on ne peut résoudre que par des procédés particuliers.
On arrivera à une valeur suffisamment approchée de r par
‘ une suite de tâtonnements convenablement dirigés.
828. Problème I.—Quelle annuité X faut-il payer à la fin de chaque année pour amortir en n années un emprunt donné A et ses intérêts composés, le taux étant de » pour 81 ?
La formule (1) donne Xe D
log X=log At log r+n log (1+r)-log[(1+r)"—1] Application : A=34680 ; n=51 ans ; i=4, Calcul de (1+r}—1 log (1+r)"=n log (1+r)=51 log (1,04)=0,8686983 (1+r)51==7,8909 ; (1+7r)°'—1=6,3909 34600 X0,04X7.3909 Problème II.—On emprunte aujourd’hui une somme A au * taux r et l'on veut la rembourser au moyen d'annuités égules à X. Pendant combien de temps devra-t-on payer ? La formule (1) donne :
X . log X—log (X--Ar Aire d'où ne ES Han ) Ce problème n’est possible que si (X—Ar) est positif, car les nombres négatifs n'ont pas de logarithmes rée!s, Si X=Ar, la formule devient ne ETES
et comme log 0=—%x on en déduit :
Donc si X=—Ar, c'est-à-dire si l’emprunteur ne paie, à la fin de chaque e:.1ée, que l'intérêt simple du capitel, il doit toujours le capital et sa dette ne s'éteindra jamais, Ce cas est celui des rentes perpétuelles,
Application : A=260000 ; X=10000 ; i=3,25%/0 nt Æ X=—log (X—Ar) _ log 10000 — log 1550 log (1+r) log 1,0326
log 10000==4,0000000
log 15502=3,1908817
log 1,0325=0,0138201 0,8096683 n= TE 501 = 58,29
‘On devra donc effectuer 58 annuités de 810000 plus
les 1 d'une annuité soit 82900.
Problème III.—Quelle somme A peut-on emprunter aujourd'hui en offrant de la rembourser en n années, par annuités égales à X, le taux étant de r ?
La formule (1: lonne ann
Application : X=825 ; n=37 ; taux &},
Culeul de (1+r}° n log (1+r)=37 log (1,04) =0,6302321 (1+r)=4,2681 (+7) —1=3,2681 825 X 3,2681
Dès lors A grxa See 815792,80
MOMENT OU ÉPOQUE MOYENNE
829 Plus’ urs sommes sont payables à des époques différentes, et on veut les fondre en une seule payable à une époque déterminée, É
Quel sera le montant de cette somme ?
11 faut tout d'abord ramener toutes les sommes à une même époque, luquelle peut d’ailleurs être choisie arbitraire. ment. û
Soit une somme de $5000 payable au bout de 5 ans
et # “ 4000 “ LE “ 3 4
ou demande quelle somme X il faudra verser au bout de 7 ans Pour payer, à cette époque, les deux sommes ensemble, le taux étant de 4°/:
Le capital 85000 vaut actuellement [voir formule (3) des intérêts composés].
(OU De même 84000 valent actuellement (04ÿ La somme X vaut actuellement (104) Il s'ensuit que : - LCD UUTENUUL X= 5000 (1.04)°+ 4000 (1.04) X=5000 x 1.08 + 4000 X 1.1 2-=$9922,86
ESCOMPTE
880. L'escompte est la diminution faite eur un paiement en monnaie, lorsque celui-ci s'effectue avant qu'il soit dû. Cette remise dépend de ln somme due, du temps dont on avance le paiement et du taux de l'intérêt qui prend ici le nom de taux d'escompte.
La valeur à l'échéance s'appelle valeur nominale et la valeur, au moment où l'on fait escompter, s'appelle valeur actuelle, réelle ou comptant.
La valeur actuelle d'une dette payable sans intérêt à une époque déterminée est done la somme qui, étant placée à l'intérêt légal produirait le montant de la dette au moment de l'échéance. En d’autres termes, la somme payable à l'échéance fixée doit représenter la somme à payer immédiatement plus les intérêts de cette dernière depuis l'époque actuelle jusqu’à l'échéance indiquée,
AIS TRS TIREQ a r mor
PEN RE
L'escompte ainsi calculée s'appelle l'escompte en dedans. L'escompte en dedans d'un billet est donc l'intérét de sa valeur actuelle.
Cette manière de calculer l'escompte, quoique étant la seule juste, n'est cependant pas adoptée par le commerce. La retenue epérée est l'intérét de la valeur nominale, c'est-à-dire de la valeur à l'échéance, calculé pendant le temps qui reste à s’écouler jusqu'à l'échéance : cet escompte est ce que l'on appelle l'escompte commercial ou en dehors.
Dans ce cas, la valeur actuelle sera la valeur nominale, diminuée de l'intérêt de cette valeur nominale depuis l’époque actuelle jusqu’à l'échéance indiquée. L'escompte en dehors comprend donc l'escompte en dedans plus l'intérêt de ce dernier et, c'est ce dernier intérêt qu'il n’est pas juste de retenir,
En résumé :
L'escompte en dedans est lu différence entre la valeur mominale et Lu vuleur actuelle d'un billet ;
L'escompte en dehors est l'intéçét compté sur la valeur moniinale du billet pendant le temps qui reste à s'écouler entre le moment du paiement et celui de l'échéance.
De ce qui précède, cn peut établir le tableau suivant :
Escompte en dedans. | Escompte en dehors.
A Valeur nominale | A Valeur nominale A’ Valeur actuelle A’ Valeur actuelle E’ Escompte E Escompte , Ait n__ Ait
A=A + Ti E= + , _100 À A'’=A—E
100 + it
Ait 100 +it
Escompte en dehors.— Formule générale
Soit À une somme payable dans t jours. Quel est l'escompte en dehors, si l’on veut être payé immédiatement, le taux étant de 1/0 ?
EmA—Â'e
Soit E l'escompte,
Nous avons vu que l'escompte er. dehors était l'intérêt de la valeur nominale du billet, donc :
__ Au E=55006 (1) La somme à payer est donc A'—A- E—A— er ; it M'=A(I— 35005)
Ces formules (1) et (2) permettent de résoudre toutes les questions relatives à l’escompte en dehors.
882. Problème. —Uné somme de 8720 est payable dans 3 mois. Quelle est la somme à payer immédiatement, le taux de l'escompte étant de 6°/° en dehors ?
La formule (2) donne pour A=720 ; i—6 ; 1=90
, 6 X 90 A =720(1— EG) = 709.20 L'escompte est donné par 720—704,20—10.80 Ait 720X6X90 36000 — 36000 — 10:80
Escompte en dedans — Formule générale
Quelle somme doit-on payer immédiatement Pour escompter en dedans un billet de $A payable dans { jours, le taux de l'escompte en dedans étant de i£ ?
Soit A la somme à payer immédiatement ; l'intérêt de cette somme pendant les £ jours qui doivent s’écouler jusque l'échéance à 1% sera ER . Donc la somme à payer dans
ou par la formule (1) E=
t jours sera A=A’+ ao A (14) d’où :
36000 la valeur actuelle est :
, A : Ex PR (3) 36000 La valeur de l'escompte en dedans est donc :
À A A(1 ! re Ait FA— te ( + ü = 1+35000 + 36060
Les formules (3) et (4) permettent de résoudre toutes les questions relatives à l’escompte en dedans.
834. Problème.—Même que celui pour l'escompte en dehors. Appliquons la formule (3) en y faisant A=720 ; i=6, t=90 il vient :
__ 720 6X 90 1436000 L'escompte est done donné par 720—709,386=10,64 ou par la formule (4).
E= Ait a 720 X 6 X 90 360004 36000+6 X90 335. Nous avons dit que la différence entre l'escompte en dehors et l'escompte en dedans était précisément l'intérêt de ce dernier pendant le temps entre l'époque actuelle et le terme de l'échéance. En effet, les formules (1) et (4) donnent :
Ait Ait
cf: 1 36000 — 86000 — AË (svoo5— 56000 + :)= Ant it Ait it Fit 36000 36000 + à — 36000 + & 36000 36000 Or cette valeur est précisément l'intérêt à 1% pendant le
temps t de la somme mn E (c'est-à-dire l’escompte en dedans.
836. Application.—Les deux problèmes précédents ont donné : é Escompte en dehors E=10,80 Ç, “ dedans E'=10,64
E'it 10,64X6:X90 Or 5000 3600 de l'escompte en dedans à 6%.
=0,16 intérêt pendant 90 jours
A.— OPÉRATIONS SUR LES NOMBRES ENTIERS
837. I.—Un produit de deux facteurs renferme uutant de chiffres qu'il y en a dans les deux facteurs réunis ou un de moins.
Soient A et B deux facteurs ayant respectivement m et n chiffres. Je dis que le produit AXB contiendra (m+n) ou (m+n-—1) chiffres,
En effet, À ayant m cbiffres est plus petit que le plus petit nombre de (m +1) chiffres, et plus grand ou égal au plus petit nombre de m chiffres.
C'est-à-dire 10m-1<A< 10m
De même 10n-1<B<10n Et, faisant le produit 10m+n-2 CA X B<10m+n
Ce qui veut dire que le produit A x B est plus petit que le plus petit nombre de (m#n+1) chiffres (10M+2) : il x done au plus (m+n) chiffres. D'un autre côté, il est plus grand ou égal a 10m+n-2, c'est-à-dire le plus petit nombre de (m+n—1) chiffres : Conc il peut avoir (m+n—1) chiftres.
388, IL.—Si on effectue les divisions successives de N par a, du quotient entier par b, du nouveau quotient entier par ©, le dernier quotient entier est Lu partie entière du quotient de N par abe. ,
Appelons 9q,gq,gq, les quotients successifs et
Ti fa7, les restes correspondants.
Nous aurons donc successivement :
N=aq+r;| N=albg,+r,l+r,=
qi=bqi+Ts ç d'où aLb(cqas+r,)+ral4r quote) N=uabeg,+(abr,+ar,+",) (1)
Or r,, Ty Ta étant les restes, on peut écrire que : r,<a—1, r,<b-1, r,<c—1 D'où (1) devient :
N=abcq,+<[ab(o—1)-+a(b—1)+a-1] ee) N=abeg .+<(abe—ab+ab—a+a—1) N=abeg,+<(abc—1)
N 1 Des Donc ==9,+< (G-—) et, à fortiori
N 2 ae + <l On voit donc bien que q, est la partie entière de la division de N par abc, puisque la 2°-partie est plus petite que l'unité.
B.— THÉORIE DES SYSTÈMES DFE NUMÉRATION
389. Nous avons jusqu'à présent été habitués à faire tous les calculs dans le système à base décimele. Nous allons voir que ce système n’est pas unique, et que l’on peut faire toutes les opérations dans un système à base quelconque.
840. On désigne sous le nom de Base d'un système de numération, le nombre de chiffres ou figures qu'on emploie pour écrvre tous les nombres.
En généralisant le principe fondamental de :: numération écrite du système décimal, on peut dire : dans un système de base B quelconque, tout chiffre placé à la guuche d'un autre doit exprimer des unités B fois plus grundes que celles de cet autre.
84i Dans un système de numération quelconque tous les nombres peuvent se représenter graphiquement.
(°) Nors.—Les indications (+ <) signifient ‘ plus une quantité plus petite que »
Soit le système septenaire (qui a 7 chiffres),
Il a les 6 premiers chiffres significatifs et le chiffre complémentaire 0. Si à 6 (qui est 9 dans le système décimal), on ajoute 1 unité, on aura 7 (10 dans le système décimal) ou 1 unité de 2° ordre qui s'écrit 20; augmentant de 1, 2, 3,4, 5, 6 ce dernier nombre, on aura 11, 12, 13, 14, 15, 16 qui vaudront dans le système 7 : (huit), (neuf), (dix), (onze), (douze), (treize). Une nouvelle unité ajoutée à 16(19 dans le système décimal) forme 2 unités du 2 ordre ou (vingt) et ainsi de suite ; on formera
21 22 23 24 25 26 30 (quinze) (seize) (dix-sept) (dix-huit) (dix-neuf) (vingt) (uen) 31 32 33 34 35 36 40 uxn 41 42 43 44 45 50 (5x7) 51 52 53 54 55 À 60 (8x7) 61 62 63 64 65 ÿ 100 (7x7)
On obtient, en opérant sur 100 comme sur 10 : 101 102...... + er ce 666
En ajoutant une unité à 666, on obtient l'unité du 4° ordre ou 1000 (7°) et ainsi de suite.
Ainsi, dans le système septenaire, tous les nombres pourront être représentés au moyen des caractères s
342. Remarque, I.—Les nombres et chiffres entre parenthèses sont, dans le système décimal, les équivalents de ceux dans le système septenaire à côté desquels ils sont écrits,
Remarque II —Si les nombres écrits dans le système 10 peuvent se traduire simplemenc en langage ordinaire, cela tient à une connexion intime, existant entre la langue et ce système ; comme une semblable relation n'existe Pas pour un système quelconque de numération, il s'ensuit que pour une base différente de 19, on est forcé d'énoncer chaque chiffre avec l'ordre des unités qu'il représente.
Trois problèmes peuvent se présenter
1° Traduire un nombre décimal dans un système quelconque (Base B).
Puisqu'il faut B unités du 1° ordre pour former une unité du 2° ordre, le quotient du nombre par B exprime le nombre d'unités du 24 ordre ; le reste, écrit dans le système B, sera la figure du 1°" ordre.
En opérant sur ce quotient comme sur le nombre proposé, on obtiendra le nombre d'unités du 3° ordre et le chiffre du 24 ordre de l'expression demandée ; et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on obtienne un quotient moindre que B et qui, écrit dans Ja base B, donnera le nombre d’ünités de l'ordre le plus élevé (ordre marqué par le nombre plus un, des divisions effectuées).
Si la base est supérieure à 10, on emploie les lettres a, b,6,d.... pour représenter les chiffres significatifs exprimant plus de neuf unités.
Exemyie.--Ecrire 784365 dans le système onze
On représentera dix unités par a ; les figures sont donc :
0, 1, ?, 3, 4, 5, 6,7, 8,9, a Tubleau des opérations.
784365 11 14 71305 | 11 3 5 [os [1 065 90 98 sr 11 10 25 102 39 5 — 11 (2 3 3 6 .9 4 Le nombre 784365 du systèine 10 s'écrit :
49633a dans le système onze.
845. 11.- Ecrire dans le système décimal un nombre du système B. "
Deux méthodes :
1° Par voie de multiplication.— Cette méthode se résoud de la manière suivante: on multiplie (dans le système décimal) la figure de gauche par B et on y ajoute le chiffre suivant. Multiplier de nouveau ce résultat par B et ajouter
2 oi à a HE nd at Se
au produit la figure suivante, et ainsi de suite jusqu'aux unités simples du nombre proposé.
Exemple.—Traduire duns le système décimal le nombre 78456 du systèine neuf.
TX 9=638 ; 63+8=71 ; 71X9—639 ; 639+4—643 ; 643X9=—5787 5787+5=5792 ; 5792X9+6=52134 dans le système 10.
2° Pur voie de division.—Cette méthode est identique à celle résolvant le problème 344, avec cette différence que les divi-ions successives par la base 10 doivent être effectuées dans le système B et que les restes sont écrits dans le système
Soit à transformer par voie de division 78456 de la base neuf dans la base dix.
arte
CR, ONE. «US
Le nombre dans le système 10 est donc 52134.
La division devant se faire dans la base 9, on dira : TX9=68 ; 63+8=71 ; 71+10=7 et il reste 1 ; abaissant le 4, il reste 14 qui devient 1X9+4=18 ; 13+10=1 et il reste 3 ; 35=3%9+5=32 ; 32+10=3 et reste 2 ; 26=2X9+6=24; 24+10—2 “ «“ 4 et ainsi de suite pour les autres dividendes.
346. III Problème.—Æcrire dans le système B' un nombre du système B.
Il y a deux méthodes :
1° Tramsfvrmer le nombre donné duns la base 10, puis traduire le résultat dans la base PB.
Exemple.—Traduire dans le système à base 8 le nombre
” 63ab8 du système douze.
Û — 136 — Transformons-le d'abord dans le système décimal (N° 345),
Par voie de multiplication. Par voie de division. 63ab8 63ab8 | a (dix) 6X124+8=75 ; 75X12+a=910, 910X12+b=10081 10981 X12+8=181180
Le nombre dans la base 10 est :
131180 à transformer dans la base 8 (problème N° 343),
Donc le nombre 63ab8 de la base onze vaut 400154 dans la base 8.
2° méthode. — Procéder directement par voie de division e: effectuant les divisions par B' dans le système B et écrire les restes dans la buse B.
Exemple : Traduire directement dans la base onze le nombre 1270170 écrit dans la base 8.
(onze=13 dans la base 8)
1270170 | 13 (onze)
Le nombre 1270170 de la base 8 vaut 223906 dans la base onze.
Suite du calcul: 1X8+2=—10 pas divisible par 11 10X 8+7=87 ,87+11=7 il reste 10 qui dans le système 8 s'écrit 12 (car 1X8+2=10)
Abaissant le chiftre suivant, on na : 120= 10X8-+0=80 ; 80+11=7 il reste 3 31=3X8+1=25 25+11=92 et reste 3 37=3X8+7=31 31+1122« “1 9 qui s'écrit 11 dans la base 8 110=9xX8+0=72 72+11=6" « 6 et ainsi de suite.
847. Les opérations fondamentales dans un système quelconque, s'effectuent de la même manière que dans la bace 10 ; seulement les reports ne peuvent s'obtenir que par des divisions partielles.
Exemple de la multiplieation
Soit à multiplier dans la base onze le nombre 798a3 par 2a94
dre Le multiplicande est multiplié suc-
cessivement par chacun des chiffres
296281 de l’autre facteur et Ja somme 650345 (effectuée dans la base onze) de ces 72a138 produits partiels, disposés comme 148696 dans le système décimal, a donné le
21750842] produit total.
Calcul : 4x3=12 12+a=1 reste 1 4Xa=40 40+1=41 41+a=3 reste 8 4X8=32 32+3—35 35+a=3 “ 9 4X9=36 36+3—39 S9+g=3 « 6 4x7=28 28+3=31 31+a=2 « 9 Pour effectuer la somme des produits partiels : 1=1 8+5=13+a=1 reste 2 4+2+8+1=15 15+a=1 “ 4 6+3+3+6+1=19 19+a=1 “ 8 et ainsi de suite.
849, Exempl: de la division.
Soit à diviser dans La base neuf le nombre 643218 * par
64321837 | 7432 La détermination du 1e dividende 57845 7715 partiel se fait comme dans les nom- 58658 bres décimaux. Ici, c'est 64321 dont 57345 la figure de droite indique l'unité _ du 4° ordre pour le plus élevé du 13133 quotient, 7482 Ensuite, pour obtenir le quotient 46017 entier de ce dividende partiel par 41371 7432, on réduit 64 (système 9) en = unités décimales, et, en divisant le 4536 résultat cinquante-huit (6X9+4=58) par 7, on obtient le chiffre cherché ou un chiftre trop fort, à cause des reports des produits inférieurs du diviseur par cette figure. Cette division partielle unnerait 8, mais on s'assure facilement que cette figure est trop élevée et que 7 est le chiffre des unités du 4° ordre du quotient cherché, puisqu'il donne un reste 5865 moindre que le diviseur. Abaissant à la droite de ce reste le chiffre 8, on continue l'opération comme précédemment.
7482X7—57345 En effet : (N° 348) 7X2=14+9=1 reste 5 7X3-+1=22+9=2 « 4 1X4+2=30+9=3 “ 8 TX7+8=52+9=5 “ 17 Soustraction de 64321 — 57345 dans base 9.
5del cela ne se peut, j'emprunte 1 unité de l'ordre supérieur qui vaut 9 unités simples ; 9+1=10 10—5=5 4del cela ne se peut, j'emprunte 1 unité de l'ordre : supérieur qui vaut 9 unités de l'ordre considéré ri 1+9=10 ; 10—4=6 et ainsi de suite, en tenant toujours compte que 1 unité d’un ordre vaut
5865 9 unités de l'ordre immédiatement inférieur,
860. Problème.—Comment pèsera-t-on 6863 kilog. si on ne dispose que de poids de 1, 2, 3, 4, 5, 6, 6°, 6°... kilog.
En convertissant le nombre 6863 du système 10 dans le système six on trouve 51435 Done sur l’un des plateaux de la balance devront se trouver :
1 poids de 5 kil, 3 poids de 6, 4 poids de 6*, 1 poids de 6° et 5 poids de 6* 1 poids de 5— 5 kilog.
3 “ « 6= 18 « 4 “ 6= 144 1 “ 6*= 216 5 “ 6*=6480 851 Déterminer la base B du système de numnération sachant que 523 vaut deux-cent-soixante-deux. B étant la base, 523 peut s'écrire :
8+2P+5B:=—9262 ou 5B°+2B-259-0 Equation du 2° degré qui donne : LE VAF20X259 _—2+ 5183 9472
— = —F B'=7 indique que le système cherché est le système septenuire, k
La valeur de B’= + doit évidemment être rejetée,
C.—I. NoMBRES PREMIERS
852. Théorème I —Si P est Premier avec À, les (P—1 ) premiers multiples de À :
À, 24, 34 (P—1)A (1) divisés par P donnent (P —1) restes différente.
Supposons que deux multiples de A, mA et m'A choisis parmi les précédents (1) puissent donner des restes égaux à r, par exemple, on aura donc :
eh d'où r=mA —PQ
m'A=PQ'+r r=mA—PQ' et done
MA—PQ=mA—PQ c. a. d.
A(m—m)=P(Q—Q) done “MEmQ-Q (2)
Or P est premier avec À ; donc, d'après (2), il doit diviser (m'—m) quantité plus petite que P, ce qui est impossible. Corollaire.—Les restes r, r’ r” r””...: étant différents et en nombre (P—1), sont donc les nombres consécutifs 1, 2, 3, 4....(P—1), mais dans un ordre qui peut être autre que l'ordre naturel.
Théorème II.—Si P est premier avec À
1° Les P premières puissances A°, A' A:
divisées par P donnent au moins deux restes égaux à 1 2° jusqu'à la moindre puissance de À, autre que A°, ces restes sont différents 8° au delà, ile sont périodiques.
1° Les restes de A°, A', A°’,....AP-1 par P sont en nombre P et chacun étant plus petit que P, deux au moins sont égaux Si donc A" et A’ sont ces deux puissances donnant des restes égaux r, on aura :
An=PQ+r pass A Am—Am=PQ'—Q) A(AN'-m—1)= P(Q—Q) AA Q On voit donc que P divise P le produit Am(Am'-m—]) et comme il est premier avec A" il doit diviser (Am’-M—1), c'est-à-dire que ln division de Am'-" par P donne pour reste 1. 2° Donc, on voit qu'avant d'arriver à AP, il y a au moins une puissance Am'-® de À autre que A° qui donne pour reste 1.
Soit m'—men ; alrrs la suite des puissances devient : A°,A',A',A°,....An,...AP-1 et alors les restes de A°, A' A*...,An-1 par P sont différents, car si on pouvait supposer que deux puissances A®' et An” <An de À divisées par P donneraient des restes égaux à r, on aurait : An'=PQ+r An PQ +r) An'—An'æP(Q—Q) et A(AN"-n'—])== P(Q'—Q) et alors A°-2" divisé par P donnerait Pour reste 1, ce qui est contre l'hypothèse.
8° Enfin si A» divisé par P donne pour reste 1 on a : A=PQ+1 et on en déduit :
An+lm AnAm(PQ+1)A= PQA+A A°+%m An+1A=(PQA+A)A=PQA:4+A: et ainsi de suite A®=AtMm-1XA=PQAr4An C'est-à-dire que les puissances An, An+1, An+2,,, Aîn-1 donnent, étant divisées par P les mêmes restes que les puissances A° A! A2... An-1 divisées par le même nombre P.
854. Remarque.—Soit AM=PQ+r d'où AM+IZPQA+Ar on en déduit qu'un reste quelconque s'obtient en multipliant le précédent par À et en divisant le produit par P.
855. Application.—Déterminer le reste du quotient entier de 49% par 11.
Or les puissances 4° 41 42 4° 44 45 donnent par leur division par 11 les restes suctessifs :
1 4 5 9 3 1 Û Donc les puissances de 11 qui sont de la forme 45%, 46x+1, 45x+2 46x43, 45x44 admettent pour restes correspondants F6 75 943
Mais 4%6—45X19+3_45x+3 Le reste correspondant est done 9.
356. Théorème III.—Si À ayant a, b,c pour facteurs premiers el si A=aP ba c”, le nombre des nombres premiers avec À existant depuis 1 jusque À sera Ù aP-1 ba-1 c-1 (a—1) (b—1) (c—1)
En effet, les seuls multiples de a de 1 à A sont :
a, 2a, 3a, 4a.... À ou # en nombre #
En les supprimant, il reste de 1 à A
A—à =A(1 —2) nombres premiers avec & a a
De même pour b ; il existe & (1 — +) multiples de b et
en les supprimant, il reste de 1 à A
A1) 4-1) =a(1 1) (1-4) nt
premiers avec a et b.
On trouvera de même qu'il reste :
a(1 _ 2) (1 _ 5) Q- — +) nombres premiers
; avec a, b, c ou A(—) (+) (=) (1) Et en rempléçant A par
sa valeur, il vient :
r (a—1 c—1\ œtr æ ( = ) = _— (£ )= ap-1ba-1 FRANS 1)(e-1) (2) 857. Exemple—Combien y a-t-il de nombres pros avec 720 entre 1 et 720 ?
720=2*X3*X5. Il y aura donc d'après (1) ou (2)
720( =) (=) (F5 )=102 nombres at
IL. —CARACTÈRES DE DIVISIBILITÉ
858. Theorème I.—Duns tout système de numération, le reste de la division d'un nombre par un diviseur à quelconque de Bm (B étant la buse) et le méme que celui de la division par à de la tranche de m chiffres de droite.
Soit N un nombre et appelons a, b, c, f.. .les valeurs absolues des tranches de m chiffres de droite à gauche :
N=...... feba de sorte que :
N=a+Bmb+Bmc+Bsmf+ c. à. d.
N=a+B"(b+Bmc+Bmf+,,..) 0)
Or la partie Bm(b+Bmc+ B?mf+....) du 2° membre est : un multiple de d, done divisible par d.
Donc le reste de N par d est le même que celui de la partie non divisible par d.
859, Théorème II— Dans tout système de numération le reste de la division d'un nombre Par un diviseur à quelconque de (B"—1) (B étant la base ) est le même que celui de la somme des tranches de m chiffres de droite à gauche, par le méme diviseur à.
Soit encore N=a + Bmb+ Bmc+Bimf+
Ajoutons et retranchons a+b+c+.... il vient :
N=a+Bb+Bîme+Bim/+. a +b+c+f—a—b—c—.. .
(2) N={[6(B"—1)+0(B2m—1)+f(Bim—1)+..1+
Or d divisant Bm_—], on en tire
B=dQ+1 d'où Bm=(4Q+ 1)Bm=—dQBn + Bn d'où Bèm—dQBm+dQ+1 où
Bm—1=dQB"+4Q = d(QB" + Q)= dQ ce qui indique que B—1 est divisible par d et ainsi de suite. Donc la première partie du second mewubre de (2) est divisible par d ; donc le reste de N pas d est le même que celui de la partie non divisible par d, c'est-à-dire (a+b+co+f....)
: €60. Théorème IL:.—Dans tout système de numération le reste de la division d'un nombre Par un facteur à. de Bm+1(B=base) est le même que celui Par à de la somme des tranches de m chiffres de rang impair sur celle destranches de m chiffres de rang pair, en commençant par la droite
Soit encore N=a+Bmb+B?mc+Binf+....
qu'on peut encore écrire comme dans le théorème II
(3) N={b(Bm+1)-+0(B20 —1)+f (B%+1)+.... 4 ‘ (a—b+e—f+....) Or Bmyl=dQ d'où Bw—dQ—1 et B"—(dQ-—1) B" D'où Bîm—BmdQ—Bm=BmdQ—dQ+1 c. a. d.
Bin 1 =dQB"—1Q=d(B"Q—Q)=d0 qui montre bien que (B?"—1) est divisible par d. De même Bm—B2"Bm—(Bm4Q—dQ+1) B" =BmdQ —B"dQ+B"— =BdQ—BrdQ+dQ—1, d'où Bin}1=d(B"Q—B"Q+Q)-dQ" qui montre que B%+1 est divisible par d et ainsi de suite.
IL s'ensuit que la 1ère partie du 2% membre de (3) est divisible par d, done le reste de N par d est le même que celui de l'autre partie par d, «’est-à-dire de (a—b+c—f....)
861. Théorème IV.—Duns tout système de numération, un facteur à de (mB+1), B étant la base, est diviseur d'un mombre, lorsque l'excès du nom bre d'unités du second ordre, eur le nombre formé par m fois la figure de droite, est multiple de à.
Soit N un nombre et désignons par a le chiffre de droite et N'le nombre d'unités du second ordre ; on aura :
Ajoutons et retranchons (mBa) au 2 membre de (1), il vient :
=N'B+a-+mBa—mBa N=B(N'—ma)+a(mB+1)
Or, atmB+1) est divisible par d par hypothèse, donc N sera divisible par d, si (N'—ma) est divisible par d.
362. Théorème V.—Duns tout système de muméralion, un facteur à de (mB—1), B étant la buse, est diviseur d'un nombre, lorsque le nombre d'unités du second ordre augmenté de m fois Le chiffre des unités, esi multiple de à.
Soit a le chiffre des unités et N° le nombre des unités du 2 ordre du nombre N, On aura.
N=N'XB+« et comme précédemment N=B(N'+ma)—(mB=1)e Or d divise (mB—1)« ; done N sera divisible par dsi (N'#Fma) est divisible par d
D.—DÉTERMINATION DES DIVISEURS SIMPLES ET COMPOSÉS D'UN NOMBRE
Leur nombre et leur somme,
863. Soit N un nombre dont on demande les diviseurs simples et composés.
Appelons a le moindre facteur premier de N (supposons que ce facteur y soit contenu n fois) et N’ le dernier quotient ; on aura :
N=an XN’
Soit b un autre facteur premier de N ; puisque b divise N et divise ar XN’ et, comme il est premier avec «, il divise N’; et si N° contient p fois le facteur b, on peut écrire
N'=bP XN” done N=an br x N” À De même, si c'est un troisième facteur premier de N, il devra diviser N” et supposons qu'on ait N°=c1XN” on aura N=anbrea XN’” et enfin si N dr il vient : N=ar bp ça dr
On peut donc dire que a, b, c, d, sont les seuls facteurs premiers simples admis par N,
Formons les facteurs composés
Considérant le facteur a, on peut dire que ‘ 1,a, @ , a. ....a" sont des diviseur. de N en nombre (n+1)
De même 1, 8, b&?,b%,....l sont des diviseurs de N en nombre (p+1) k ;
Chacun de ces derniers multipliés par les (n+1) facteurs précédents donne aussi des facteurs de N.
Les produits
(tata +a8 +. ...ar X1+b+b% 4b5 +... ,bo) donne donc tous ces facteurs.
En multipliant les produits précédents par les facteurs
1, c,@,08,....c1, chacun des termes du produit :
Atatat +... an X1+b+b2 +. .,.bP )(L+oto +..….ca) est un diviseur de N.
Enfin en considérant le dernier facteur d, chaque terme du produit, :
(À) (tata? +..ar ) (1+0+b2 +..bP) Atc-+e? +..c1)
(1+d+d? +..d.) sera diviseur simple ou composé de N.
Le noubre d:s facteurs de N est donc :
pour le fucteu: x, (n+1} facteurs
ss te d, (r+1) “et le nombre total sera
(2) (n+1Xp+1)q+1Yr+1)
Si on fait la somme des termes de chacun des facteurs de l'expression (1) [somme des termes d'une progression géométrique], on obtient :
an+t—1 bP+i—1 ca+i—1 d'+1—1]
nie ME = de 1 * 4 $
Exemple.— Déterminer les diviseurs simples et com
posés de 12600 et leur somme 12600=2X3:X 5° x 7 D'après (2) le nombre des diviseurs est donc (3+1)(2+1).2+1)(1+1)=72 D'après (3) leur somme c
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866. Théorème L.— Toute fraction ordinaire irréduoti. ble, dont le dénominateur D ne contient pas d'autres racteurs
Premiers que ceux de la base B est convertible en une expres-
sion dont les chiffres, exprimant des unités de B en B Juis plus petites, sont en nombre limité, et indiqué par le plus haut quotient entier exact où our excès des exposants des facteurs de D, divisés par les ‘æposants des mêmes facteurs
de la base B.
Soit une fraction irréductible 5 et supposons que la base
B contienne les facteurs premiers b, c, d, un nombre tel que B=bncvda Supposcns aussi que le dénoniinateur D contienne les mémes facteurs b, c, d en nombre tel que D=br'er' du Soit r le plus haut quotient entier exact ou par excès de Fée : de sorte que l’on ait nur; p'<pr; Qj<qr. (1) Alors en multipliant la fraction : par une puissance r de
la base, il vient :
N+Br __N+bmwerrlar Valeur entière, puisque le numéra. D bwed teur est multiple de D en vertu de (1). De plus B' est la moindre puissance de B par laquelle il faut multiplier le facteur pour obtenir un quotient entier : cur, si en multipliant seulement par B'-1, le numérateur de la nouvelle fraction contiendra au moins l’un des facteurs à une puissance dont l’exposant serait «uw moins inférieur de une unité à l'exposant du facteur analogue de D et le quotient ne serait pas entier.
Donc après r opérations successives, la division sera terininée et elle ne peut l'être avant.
367, Corollaire.—Toute fraction ordinaire irréductible du système décimal, dont le dénominateur ne contient pas de facteurs premiers différents de 2 et 5, donne lieu à une fraction décimale composée d’un système limité de chiffres et dont le nombre est le plus haut exposant de 2 et de 5 dans le dénominateur,
En effet, pour B=bxXa=2x5=10
et r devient égal à la plus haute valeur de n et p', c'est-àdire 1.
868. Théorème Il—Toute fraction ordinaire irréductible dont le dénominateur D contient d'autres facteurs premiers que ceux de la base B, donne lieu à une expression dont les chiffres exprimant des unités de B en B fois plus petites sont en nombre illimité et sont de plus périodiques.
Car, en multipliant le numérateur N par B,B',B°...., on n'introduit pas dans N les facteurs étrangers à la base, qui existent au dénominateur ; et par suite le quotient de N par D ne sera Jamais entier. Donc le nombre des chiffres est illimité.
De plus, le quotient est périodique ; car chaque reste devant être inférieur à D, on devra au plus tard à la (D—1)}° division
- après la virgule, retrouver un reste déjà obtenu, lequel suivi d'un zéro, forme un quotient obtenu précédemment et ainsi de suite. Donc la suite est périodique.
Remarque.— Les fractions périodiques sont dites simples ou mixtes suivant que la période commence ou non au premier chiffre à droite de la virgule. .
869. Théorème Il.—Toute fraction ordinuire irréductible dont le dénominateur ne contient aucun des facteurs de lu base, donne lieu à une fraction périodique simple.
Soit 5 une fraction irréductiblé, D ne contenant aucun des
facteurs de la base, et supposons que cette fraction ait donné naissance à une fraction périodique mixte.
0,x'y'zlayzturyztu....
La théorie des fractions périodiques (159) nous dit que
N° 2'y'élayatu—x'y'zt D aaaaa0000 @ étant le plus haut chiffre significatif de la base B
Supposons que cette fraction réduite à sa plus simple : Ne expression donne une fraction D: On aura alors :
Or ces deux fractions sont irréductibles, donc il faut que
N=N' avec D=D' ù
Or D=D' est impossible, puisque D’ contient des facteurs n'entrant pas dans D, '
Ainsi la fraction étant périodique, ne peut être que périodique simple.
870. Théorème IV.—Toute fraction irréductible dont le dénominateur, outre les facteurs différents de ceux de la buse, contient des diviseurs de la base, donne lieu à une fraction périodique mixte dont la partie non périodique est composée
‘autant de chiffres qu'il y a d'unités dans le plus haut quotient entier ou par excès des exposants des facteurs de la base entrant dans le dénominateur, divisés io les exposants des mêmes facteurs de la base.
Soit la base B=bncPda et soit - la fraction contenant, dans le dénominateur D outre les facteurs b, c, d de la base d’autres facteurs représentés par D’
PRO EE D DovePar
Alors Soit r le plus grand quotient entier ou par excès des rapports
D'abord la fraction est périodique mie car si elle était simple, o on pourrait avoir N_zæyatu N°
Das D" [a=-B-1]
étant des fractions irréductibles, da doit “avoir N=N’ avee D=D”
e Or. D=D” est impossible, parce que D et D” ne contiennent pas les mêmes facteurs premiers de la base, Ensuite, si la partie non périodique ne se composait que de (r—1) chiffres, on pourrait avoir N 4 N' D Dae=-bent-nqar=5 Alors, en réduisant cette fraction À ses moindres termes, son dénominateur renferme un des facteurs b,c, d de la base B à une puissance moindre que dans le dénominateur D de la fraction irréductible égale ; ce qui est impossible. On verrait de même que la période, ne peut commencer après (r+1) chiffres ; donc, elle débute dès le (r+1)}e chiffre
Valeurs successives de N
Lorsque y/N est obtenue avec une première approximation, on peut se servir de ce premier résultat pour en obtenir un second, plus rapproché de /N ; ce dernier résultat sert de base à un troisième et ainsi de suite.
En effet, soient « une valeur approchée par défaut de y N et æ sa partie complémentaire telle que VN=a+x
Alors N <(a+c) =a+2ar+xt et en prenant pour première valeur approximative
N=a+2ax . d'où N «a?
= et alors par excès Fe 2a P °
N—a? 2745 N—a a+N 1 N \N-0+0- La de "0 = = (et )=0.
Soit b le second résultat approché et æ’ la valeur complémentaire par excès, on aura donc :
N=(b—x) ou N=ht—9»h+2"? et approximativement
N=bt— pr donnant & par défaut b—N æ'= : et alors par excès
(LUN UEN DEN 1/,,N\ x-(1- D} D — % (Et )=e
De méme/N=}(e+X) et ainsi de suite
872. Théorème.—Si À et B ont un méme nombre de chiffres et que plus de la moitié de leurs chiffres soient communs à partir de lu gauche, on a :
1 A+B 1 Va- 1P< et 2 -1Ja8<; | 1° En effet, le nombre de chifires de la différence A—B
étant par hypothèse moindre que la 4 du nombre des chiftres de B, on a : |
ABB où (VA )-(E) <ÿs Ge) (a)
À étant ed
II.— Racine carrée par voie de division
Théorème.— Lu moitié plus un du nombre des chiffres de la partie entière de y N étant trouvés, on obtient Les autres en divisant le reste total par le double de la vuleur relutive de la partie déterminée à la racine et l'erreur est moindre que deux.
Supposons que /N soit composée d'une partie entière de (2n+1) chiffres ; en désignant par « la valeur absolue du nombre formé par les (n+1) chiffres de gauche, par & la partie entière complémentaire de y’N et par R le reste ; on a :
N=(aX 1004)" + Re(a X107):+2 (a X109)e+2+R
e=N=—(aX10n)3—2t—R N—(ax 10m) [ “
EF 2(aX10n) | Z(ax10n) — LZaxi1on)
R aa] Appelons 4 le quotient de R'le reste de la division de N—(ax 107)" par 2(aX 10°), il vient :
LA COS R ® jaxto) Kr y Hax10x J-
“ Let 7 Haxior ] ;
Or R étant le reste de la /N, le maximum de R vant
2(aX10%+&), car la différence entre les carrés de 2 nombres
consécutifs vaut l'unité augmenté du double du plus petit
nombre, donc le reste vaut au maximuin cette valeur dimi-
nuée de 1, c’est-à-dire le double du plus petit nombre, Done \
2(axX10n +) æ* R’ a Liaxio —*Haxio) — Xaxi0 es
: æ æ* R’ ss + 108) Tax 107) — ax 10 1]
Or N ayant (2n+1) chiftres : ‘ & en ayant (n+1), il s'ensuit que æ a 2n+1—n—1=n chifhes, Donc x est plus petit que le plus petit nombre de (n+1) chiffres e. a. d. æ<10r et aussi pour cette raison a>10n c. a. d. (aX10n )>10%a © Donc enfin :
10 Jo R nie, 1 Re — [ 10 EXIOR — 2x 10m ] ” TE R Lt) ]
et ajoutant aux
deux membres à il vient
1 'r1 0 +5<! donc enfin Tag—<2 ec. q.f. d.
N. B. Les signes (—<) et (—<) s'énoncent :
“ moins une quantité plus petite que ,, et “ moins une quantité plus petite ou égale à ,,
874. Application.—Déterminer 1/3 avec 8 décimales 300 00 00 00 00 00 00 00 [1,7320 (4-+1 des chiftres de la y/3)
173 20 00 00 0 5080 (4 chiffres de droite de 1/3). s:
Reste 2 88 00 00 00
: ÿ 3 Le reste étant > 5080 la racine est donc # v'3=1,73205080
par défant, avec une erreur moindre que 1 unité décimale du 8° ordre.
G.—NOTEs SUR LA RACINE CUBIQUE.
I. Valeurs suocessives an
876, Il arrive souvent que l'approximation de #N n'est pas fixée, alors tout l'intérêt de la question se réduit à vbtenir des valeurs de plus en plus rapprochées ; dans ce cas on peut opérer comme sut :
Soit & une valeur approchée de #N et soit (a+x) la valeur complète demandée, On a alors '
N=(a+v) mu +3a"x+3ax"+" ou, comme première approximation &° et z° étant très petits :
N=a+3atx d'où 4 et alors moirmas Na a +N—a a 4N 2 N\_ ne 7 mm © mieu unes LE 0)
Cette quantité est une valeur approchée de #N par excès, et l'on peut poser #WN=b—7 et alors
Nm(b—y)"=b"—30"y+3by"—y" ; et y° et y° peuvent être négligés comme très petits, on à pour 24 approximation
N=b—3by d'où y= PE et enfin pp LN 3b°—L"+N 2b+N 2 N ne nn enr nneer me (QE) ne valeur par défaut et ainsi de suite.
Cette méthode a, sur celle analogue pour la racine carrée, l'avantage de donner des résultats alternativement par excès et par défaut, c'est-à-dire de fixer l'’approximation ; car, si deux valeurs successives ne diffèrent, par exemple, qu'à partir de la 8° décimale, on serait en droit d'affirmer que les 7 premières décimales: sont exactes.
N. B. Ce procédé, et celui analogue pour la racine carrée, sont dûs à M° BERTRAND de l’Institut de France.
Ii RACINE CUBIQUE PAR VOIE DE DIVISION.
876. Théorème.—La moitié plus un, du nombre :i; chiffres de la partie entière de WN étant trouvée, on obtient les suivants en divisant le reste total par le triple carré de la valeur relative de la partie déjà déterminée à la racine et l'erreur est moindre que trois.
Supposons que #N suit composée, à sa partie entière, de (2n+1; chiftres ; en désignant par « la valeur absolue du nombre formé par les (n+1) figures de gauche et par x le nombre complémentaire de ŸN on a, R étant le reste : N=(a.109+&)°+R=(a.10%)" +3(a.10n)"z + 3(a. 109) +29+R d'où
N—(ax 10n)s a? æ* R
FT 8x 10 — Laxior 3x 10 *Faxion |
Appelons le quotient entier de [N—(aX 10») r 3 (a 10»): «R: le . il vient : RE, 1] "
zmq- R . a ar R’ ] PT ao ao Ho — Fes
Or la diflérence entre les cubes de-deux nombres consécutifs valant le triple carré du plus petit des nombres, plus le triple de nelui-ci, plus un ; il s'ensuit que le maximun de R vaut
3(aX10n+x) +3(ax10+x) et alors :
8(aX10" + z)* +3 (aX109 +) 8(aX10n) æ1 æ° R’ Faxi0 +3 ax 10 — {ax 10) (aX10n}* +2 (ax 10)æ+2? + ax10"+x CaX 10) Cu R’ Taxi tFrocon: 7 3(uX10n)
a=q—< à ou
2x Ca 1 æ
AO Gone Ÿ ax 100 * ax 10:
æ? œ FR’
Taxiots (aX 10%) 3(aX10n):
Or #N ayant (2n+1) chiffres ‘et & en ayant (n+1), il s'ensuit que æ a (2n+1—n—1)=n chiffres ; donc + est plus petit que le plus petit nombre de (n+1) chiffres c. a. d. x<10n ;
a a (n+1) chiffres, donc «>10? ; donc aussi aX 107> 10%
Il vient alors :
2X109 , 10%, 1, 10 ds ST ST BST dé Ge 7-76. 1 10% © 3x10®m 3x101m 2 1 1 mg (rt Ho +3 — sx ) 2 2 1 1 Mais pour næ=l ona: 10107 107 + 53x10 <!
et à plus forte raison 2 1 10 * 108 * 107 ie am —<3 877. Application. Déterminer #5 avec 4 décimales. 5 000 000 000 000 |, 170 (4+1 des chiffres de la racine)
<= 1 et par suite
| 867 000 000 100. Trop fc‘, car on ne peut obtenir que deux chiffres, Donc ÿ 5=1,7099 à moins de 0,0001.
N. B. Cette démonstration, comme la démonstration analogue pour la racine carrée est dûe à M" LÉON LECOINTE, professeur de Mathématiques à Bruxelles,
A UT CN A
Faisant le produit terme à terme et faisant la somme des produits, on a :
P=Aa+Bb+Co+:...li+7t+L
Or B=Ag, Cu Ag°...,T=Aqn-2, L=Agn-1 et substituant, il vient :
P=Aa-+bAg+cAg....tAgn-?- lAg®-1 (1) et multipliant par q l'égalité (1) on a : D
Pq=Aaq+bAgq®+cAg*.….. .tAgn-l--[Agn (2)
Retranchant (2) de (1), il vient :
P(1-9)=Aa+(b—a) Ag+(c—b) Ag°+..(1—+) Agr-L_JAg® Or (b-a)=(e—b)....(l—k)=r d'où P(1—g)=A@+rAg+rAg"+..…. .rAgn-1—{Agn =: P (1—g)=A (a—lgn)+rAg(1+g+g" .g2-?)
: Le à
Or la somme 1+g+gt+q+... Pa d'où Ë < P(1—-g)=A (a-192)+rAQ EF et enfin 4 aps roi) 5
Va = à
K.—SUR LES LOGARITHMES
879. I—La différence entre les logarithmes de deux “60 nombres est d'autant plus petite que ces nombres sont plus A grands et diffèrent moins entre eux, ne. L
Soient N et (N+d) de::x nombres; on aura :
N+d= N1+($) et pose le logarithme des deux membres, il vient :
log (N+d)=tog [N(1+$)]=10g N+1og (14%) D'où
log (N+d)—log N log (+4)
* Or la différence log (+$) se rapproche d'autant plus de
log 1 ou de zéro que ÿ À est plus petits c. a. d. que d est petit
et que N est grand.
880. II. - ZI est nécessaire que les progressions à ééérates ices d'un système (le logarithmes contiennent respectivement les termes un et zéro et que ces lermes se correspondent.
En effet, supposons que ces termes soient remplacés par k et £’ par exemple.
Supposons qu’un produit ab corresponde à un multiple kc
la progression géométrique et que kc=ab (1) d'où =? D'autre part, prenant le logarithme de (1) il vient : log k-+log e=log a+log b Mais log &=# par hypothèse, alors k'+log c—log a+log b et log c=log a+log b—k
et remplaçant c par sa valeur + il vient :
1og(P)=log a-+logb—# d'où P=N et ab = EN
Donc pour déterminer un produit (ab), il faudrait faire une addition (log a +log b), une soustraction (log a+log b)—#" et une multiplication, celle de £ par le nombre naturel. corres:
pondent au résultat hpasithuiinee (log a +log b—#), c'est-àdire qu'un tel système de nombres artificiels epiqueentt les opérations au lieu de les simplifier.
Les hypothèses k-=1 et &’=0 font disparaître cette complication.
881. III. Problème, —Déterminer le nombre n dss termes de la progression.
pour que la somme soit 4 à 0,001 La somme des n termes donne :
__ a—lq a ag" "IX us 0 DE ES Donc (1) 1" 4 et
a=]l (1) donne : | 8 et substituant dans (2) g=4
il vient :
on (5)"=4000 " Prenant le log. des deux membres, il vient :
n(log 4—log 3)=log 4000 d'où _log 4000
n= Roi he =21 termes par excès,
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