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PRÉFACE
Le Traité d'Arithmétique que nous publions aujourd'hui est rédigé conformément aux derniers programmes officiels pour l'enseignement secondaire classique. Il s'adresse aux élèves des lycées, des collèges, des écoles libres, des séminaires , et généralement à tous ceux qui veulent faire de l'arithmétique une étude sérieuse et approfondie.
L'Arithmétique est le premier élément de ce volumineux faisceau de connaissances qu'on nomme les Sciences, Touies les grandeurs que l'on étudie, dans les sciences, à différents points de vue, se mesurent, c'est-à-dire s'évaluent en nombres. Leur nature intime nous est souvent inconnue; mais il suffit de connaître leurs mesures pour pouvoir les comparer entre elles. La découverte de leurs propriétés conduit à des conséquences qui se traduisent par des équations, c'est-à-dire par des nombres. Ainsi la Géométrie fournit les moyens d'apprécier les longueurs des lignes, les
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aires des surfaces, les volumes des corps. L'Astronomie évalue les dimensions des corps célestes, leurs distances mutuelles, les éléments de leurs mouvements dans l'espace. La Mécanique compare numériquement les forces entre elles, et formule les équations des mouvements que ces forces produisent. La Physique mesure les densités , les poids des corps, leurs dilatations, leurs actions mutuelles, la grandeur des ondulations de la lumière; \di Chimie étudie leur composition moléculaire , et compte leurs éléments. C'est donc à des résultats numériques que viennent aboutir, en dernière analyse, les recherches scientifiques.
Les règles de l'Arithmétique sont simples et faciles; on peut en enseigner le mécanisme aux enfants, qui le comprennent et l'exécutent aisément. Mais les raisonnements qui démontrent ces règles sont souvent assez abstraits pour embarrasser de trop jeunes intelligences. Nous avons cherché à aplanir ces difficultés sérieuses par tous les moyens qu'a pu nous suggérer une pratique déjà bien longue de l'enseignement universitaire. Nous espérons donc que notre livre pourra être mis utilement entre les mains des élèves qui, dans nos lycées, abordent, en quatrième, l'étude raisonnée de l'Arithmétique.
D'un autre côté, nous avons voulu satisfaire aux exigences des programmes d'admission aux écoles spéciales du Gouvernement. Les élèves de philosophie et de mathématiques élémentaires, qui aspirent au baccalauréat es lettres ou au baccalauréat es sciences, ou qui doivent concourir pour entrer à l'École militaire, à l'École navale, à l'École forestière ou à l'École centrale des arts et mamu-
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factures, trouveront, dans cet ouvrage, l'exposé complet des théories délicates et des règles pratiques, dont la connaissance approfondie est indispensable au succès de leurs examens.
Enfin, nous avons jugé utile de traiter çà et là quelques questions plus élevées dont le développement appartiendrait à l'Arithmétique supérieure. Ainsi, nous avons parlé de la numération en général, donné les règles du calcul dans un système quelconque de numération, et exposé les moyens de passer d'un système à un autre. Nous avons enrichi la théorie élémentaire des nombres premiers de quelques théorèmes remarquables dus à Fermât et àWilson. Nous avons donné les formules relatives au nombre et à la somme des diviseurs d'un nombre donné. Nous avons cru devoir donner quelques explications sur la théorie des nombres incommensurables que l'on rencontre dans un grand nombre d'apphcations géométriques. Enfin, nous avons exposé, dans une longue note placée à la fin de l'ouvrage, les règles des calculs d'approximation, et l'usage, dans ce but, des erreurs absolues et des erreurs relatives. Tous ces développements, qui sont en dehors des programmes officiels, sont imprimés avec un caractère spécial. Les élèves de mathématiques spéciales, qui ont à réviser l'Arithmétique pour lesconcours d'admission à l'École polytechnique ou à l'École normale supérieure, trouveront, dans ces additions, la solution de questions intéressantes, solution que leur rendra facile l'usage habituel des méthodes algébriques.
Le T faite d' Arithmétique est divisé en six livres : chacun de ces livres comprend un certain nombre de chapitres,
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et chacun de ces chapitres est terminé par de nombreuses questions à résoudre.
Avant la pubUcation des nouveaux programmes, les ouvrages sur l'Arithmétique se terminaient par la théorie des progressions et par celle des logarithmes. Aujourd'hui ces théories et leurs applications font partie du cours d'Algèbre élémentaire. Nous n'avons fait que nous conformer aux vues de la Commission des études universitaires^ en supprimant T ex posé de cette partie de V Arithmétique universelle, et en renvoyant sur ce point nos jeunes lecteurs aux ouvrages d'Algèbre.
H.GARCET.
Octobre 1867.
NOTIONS PRELIMINAIRES
1. Grandeur, QUANTITÉ. On nomme grandeur ou quantité tout ce qui est susceptible d'augmentation ou de diminution. Une longueur, un poids^ une durée, une vitesse, sont des grandeurs.
2. But des mathématiques. Les mathématiques sont la science des grandeurs. On considère les grandeurs sous plusieurs points de vue : de là la division des mathématiques en plusieurs branches.
3. Unité. Pour avoir une idée précise d'une grandeur, on la mesure. i>/e,swrer une grandeur, c'est la comparer à une autre grandeur de même espèce, bien connue, qui prend le nom à.'unilé. Il y a donc autant d'espèces d'unités qu'il y a d'espèces de grandeurs. Le mètre est une unité de longueur; le kilogramme est une unité de poids.
4'. Nombre. Lorsque l'on compare une grandeur avec son unité, le résultat se nomme un nombre. Des corps distincts, de même espèce, nous donnent la première idée du nombre. Exemple : quinze arbres, i)m^i-/mîï maisons; la séparation des unités est ici réelle. Dans d'autres cas, la séparation est ou peut être fictive. Exemple : cinq kilogrammes, dix mètres.
5. Nombre entier, fractionnaire. Toutes les fois que la grandeur contient exactement son unité, le nombre est dit entier : exemples, trois, huit. Lorsque, pour évaluer la grandeur, on est obligé de partager l'unité en parties plus petites, le nombre est fractionnaire : exemples, trois quarts, cinq septièmes.
NOTIONS PRÉLIMINAIRES
6. NoMRRES ABSTRAITS, CONCRETS. h']S nombres sont essentiellement a6sfr«î75, c'est-à-dire qu'on les considère, abstraction faite de la grandeur dont ils fournissent la mesure. Le nombre sept mesure une grandeur quelconque qui contient sept fois son unité : il mesure une longueur, s'il s'agit de sept mètres; un poids, s'il s'agit de sept kilogrammes.
Lorsque le nombre est suivi du nom de l'unité qui l'a fourni, on le nomme quelquefois, mais à tort, nombre concret : car sept mètres, par exemple, ne désignent pas un nombre, mais une grandeur.
7. But de l'arithmétique. \J arithmétique est la science des nombres .• elle comprend : 1» le caici^/, c'est-à-dire toutes les opérations ou combinaisons que l'on peut effectuer avec les nombres; 2» les propriétés élémentaires des nombres.
Nous nous occuperons d'abord des nombres entiers.
8. Signes. Pour indiquer que deux grandeurs sont égales, on emploie le signe =.
Exemple : six mètres = trois toises,
exprime que la longueur représentée par six mètres est égale à la longueur représentée par trois toises.
Pour indiquer qu'une grandeur est supérieure à une autre, on emploie le signe >. Pour indiquer qu'elle est plus petite^ on emploie le signe <.
Exemples : dix mètres >> trois mètres,
exprime que dix mètres valent plus que trois mètres.
Cinq kilogrammes < douze kilogrammes,
exi)rime que cinq kilogrammes valent moins que douze kilogrammes.
FORMATION DES NOMBRES ENTIERS
dO. Le plus petit des nombres entiers est Funité : on forme le suivant en ajoutant Tunité à elle-même. En ajoutant Funité à ce nouveau nombre, puis l'unité à ce dernier, et en continuant de la sorte, on forme une suite de nombres entiers aussi longue qu'on lèvent.
La suite des nombres entiers est illimitée.
NUMÉRATION ORALE
il . La numération parlée ou orale a pour but de nommer un grand nombre de nombres avec un petit nombre de mots.
On a donné aux nombres les plus petits des noms particuliers : un, deux, troisj quatre^ cinq, six, sept, huit^ neuf.
Le nombre qui suit neuf a été appelé dix : on Ta considéré comme représentant une nouvelle unité, nommée dizaine, ou unité du second ordre. Et Fon a compté par dizaines comme Fon a compté par unités. On a dit, en conséquence: un dix, deux dix, trois dix, quatre dix, cinq dix, six dix, sept dix, huit dix, neuf dix. L'usage a malheureusement substitué à ces
noms réguliers les suivants : dix, vingt, trente, quarante, cinquante, soixante, septante, octante et nouante; et même, pour les trois derniers, les noms plus irréguliers encore de soixante-dix, quatre-vingts et quatre-vingt-dix.
La collection de dix dizaines s'est nommée centaine ; c'est l'unité du troisième ordre. On a compté par centaines comme on a compté par unités; et l'on a dit : un cent, deux cents, trois
cents neuf cents.
La collection de dix centaines a formé Twwùe du quatrième ordre. On Ta nommée mille, et l'on a compté par mille comme
par unités, en disant : un mille, deux mille, trois mille
neuf mille.
On a continué de la sorte à réunir dix unités d'un ordre pour former une unité de l'ordre supérieur. Mais pour éviter la création d'un trop grand nombre de mots nouveaux, on a nommé dizaine de mille l'unité du cinquième ordre, centaine de mille l'unité du sixième ordre. Puis la collection de mille mille ou unité du septième ordre s'est appelée million; et, par analogie, on a nommé dizaine de millions et centaine de millions les unités du huitième et du neuvième ordre. Le billion {ou milliard), la dizaine de hillions et la centaine de billions ont formé les unités du dixième, du onzième et du douzième ordre; le irillion, la dizaine de trillions et la centaine de Irillions, les unités du treizième, du quatorzième et du quinzième ordre. Et ainsi de suite.
Les unités, les mille, les millions, les billions, les trillions forment les unités principales ou des différentes classes : elles sont de mille en mille fois plus grandes les unes que les autres . Elles ont, à partir du million, une nomenclature régulière.
Un nombre quelconque peut toujours être décomposé en unités des divers ordres. On peut dire, en effet, combien il contient d'unités simples, combien de dizaines, combien de centaines, etc.; et chacun de ces groupes ne contient pas plus de neuf unités. 11 est donc possible de nommer un nombre entier quelconque; il suffit d'énoncer successivement les nombres d'unités de ses différents ordres. S'il contient trois mille, quatre centaines, neuf dizaines et huit unités, on le nommera en
douze;
treize;
quatorze ;
quinze;
seize.
disant : trois mille, quatre cent, neuf dix, huit unités; on, suivant l'usage, trois mille quatre cent quatre-vingt-dix-huit unités.
d2. Irrégularités. Outre les irrégularités déjà signalées dans la manière de nommer les dizaines, l'usage a consacré les suivantes. Pour les six nombres qui suivent dix :
Au lieu dédire dix un, on dit onze;
» dix deux,
» dix trois,
» dix quatre,
» dix cinq,
» dix six^
Et ces irrégularités se reproduisent naturellement, quand on nomme les nombres de mille qui suivent dix mille, les nombres de millions qui suivent dix millions, etc. On dit : douze
mille, quinze milhons Ainsi un nombre qui contient
une dizaine de mille , quatre mille , cinq centaines , huit dizaines et huit unités, s'énonce : quatorze mille cinq cent quatre-vingt-huit unités.
§ III. numération écrite.
43. La numération écrite a pour objet d'écrire les nombres avec un petit nombre de caractères, appelés chiffres.
11 y a neuf caractères pour représenter les neuf premiers nombres ; ce sont les suivants :
un, deux, trois, quatre, cinq, six, sept, huit, neuf.
Ces caractères suffisent pour écrire tous les nombres, si l'on a soin d'indiquer à la suite de chaque chiffre le nom de Tordre d'unités qu'il est destiné à représenter. Ainsi, quatre mille sept cent quarante-six unités s'écrira : 4 mille 7 cent 4 dix 6 unités. Mais on se dispense d'écrire ainsi les noms des unités de chaque ordre, en adoptant cette convention fondamentale : Un chiffre, placé à la gauche d'an autre, représente des unités de l'ordre supérieur.
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D'après celte convention, si plusieurs chiffres sont écrits à la suite les uns des autres, le premier adroite représente des unités simples ; et, en allant de droite à gauche, les suivants représentent des dizaines, des centaines, des mille, etc. Le nombre énoncé plus haut s'écrira : 474^-
Chaque chiffre a ainsi une valeur absolue, qu'il tient de sa forme, et une valeur relative, qu'il tient de son rang dans le nombre.
14. Du ZÉRO. Il est cependant un cas où les neuf caractères sont insuffisants; c'est celui où le nombre ne renferme pas d'unités d'un certain ordre. Le nombre quatre mille soixantehuit, par exemple, ne contient pas de centaines; mais il contient 4 mille, et le chiffre 4> d'après la convention, doit, pour représenter des mille, être placé au quatrième rang. On a longtemps obvié à cette difficulté en plaçant les chiffres signiflcalifs d'un nombre dans les colonnes verticales d'un tableau, et en laissant vides celles des colonnes qui correspondaient aux ordres manquants. On écrivait quatre mille soixante-
4 6 8 huit, comme on le voit ici. Mais on s'est débarrassé plus tard de i'assujélissement du tableau à colonnes, en inventant un dixième caractère, o, appelé zéro, qui n'a pas de valeur par lui-même, mais qui est destiné à tenir la place des ordres qui manquent. A l'aide de ce nouveau caractère, le nombre ci-dessus s'écrit : 4068.
IV. RÉSUMÉ
d5. En résumé, dans le système de numération que nous venons d'exposer, une unité d'un certain ordre vaut dix unités de l'ordre inférieur; une classe d'unités comprend trois ordres, appelés unités , dizaines et centaines; et l'unité de chaque classe vaut mille fois l'unité de la classe inférieure.
Dans un nombre écrit en chiffres, le rang d'un chiffre indique Vordre des unités qu'il représente; et chaque tranche de trois chiffres, à partir de la droite, correspond à une classe composée de trois ordres.
16. Base. Le système de numération porte le nom de système décimal, et sa base est 10.
17. ÉCRIRE EN CHIFFRES UN NOMRRE ÉNONCÉ. 1» Si h nombre est moindre que mille, et ne se compose par suite que d'une classe, on écrit, à mesure qu'on les énonce, les nombres de centaines, de dizaines et d^unités qu'il renferme. Ex. : quatre cent vingt-huit s'écrit : 428.
2'^ Si le nombre est supérieur à mille, l'énoncé même fait connaître les diflerentes classes dont il se compose : on écrit chaque classe, à mesure qu'on l'énonce, comme si elle était seule, à Vaide d'une iidnche de trois chiffres, en ayant soin de remplacer par des zéros les ordres qui pourraient manquer dans chacune d'elles.
Ex. : 1° trois cent deux mî7/fows soixante-huit mille quarante unités, s'écrit :
2o Quarante trillions sept billions trois cent mille vingt-quatre imités, s'écrit :
40 007 000 3oo 024.
Dans ce dernier exemple^ la classe des millions^ qui manque tout entière, est représentée par une tranche de trois zéros.
d 8. Énoncer UN NOMBRE ÉCRIT EN chiffres, i» Si le nombre n'a pas plus de trois chiffres, on énonce successivement les centaines, les dizaines et les unités qu'il contient.
Exemples : 427 s'énonce quatre cent vingt-sept. 3o8 » trois cent huit.
79 » soixante-dix-neuf.
2o Si le nombre a plus de trois chiffres, on le partage en tranches de trois chiffres, à partir de la droite, de sorte que ces tranches représentent successivement, en allant de droite à gauche, les classes des unités, des mille, des millions, des billions, etc. Puis on énonce chaque tranche, en commençant par la gauche, comme si elle était seule, en lui donnant le nom de la classe correspondante.
Exemples : J» 5 802 567 204 s'énonce 5 biUions 3o2 millions 567 mille 204 unités.
2° 80 000 o5o 020 006 s'énonce : 80 trillions 5o millions 20 mille 6 unités.
Remarque. Il résulte des principes de la numération
que, si Von place un, deux, trois zéros à la droite d'un
nombre, on rend ce nombre dix, cent, mille fois plus
grand. Car chacun des chiffres du nombre, se trouvant par
là reculé d'un, de deux, de trois rangs vers la gauche,
acquiert une valeur relative égale à dix fois, cent fois, mille
fois celle qu'il avait auparavant. Exemples : 3700 vaut
100 fois 37 ; 423ooo vaut 1000 fois 423.
Il suit de là qu'en supprimant un, deux, trois zéros
à la droite d'un nombre, on le rend dix, cent, mille fois..... plus petit.
V. DES SYSTÈMES DE NUMÉRATION EN GÉNÉRAL
20. Numération en général. La base d'un système de numération est le nombre qui exprime combien il faut d'unités d'un certain ordre pour former l'unité de l'ordre supérieur. Dans le système adopté, la base est dix. Mais on peut former des systèmes en choisissant arbitrairement la base ; et il n'eût peut-être pas été sans avantage de composer le système usuel avec une autre base.
Exposons succinctement le système duodecima/, dont la base est douze.
Les premiers nombres sont ; un, deux, trois, quatre, cinq, six, sept, huit, neuf, dix, onze.
L'unité du second ordre est la douzaine : elle vaut douze unités du premier ordre. L'unité du troisième ordre est la collection de douze douzaines; on peut la nommer centaine. Les unités du quatrième, du cinquième, du sixième ordre, sont le mille, la doazainede mille et la centaine de mille. Les suivantes sont le million, la douzaine de millions, la centaine de
millions ; le billion On n'oubliera pas que, malgré la ressemblance des
noms, une unité d'un certain ordre vaut douze unités de l'ordre inférieur. Ainsi la centaine vaut douze fois douze unités; le mille vaut douze centaines.. .. On n'introduira pas d'anomalie dans la nomenclature.
Les chifïres nécessaires à l'écriture sont d'abord ceux qui représentent les neuf premiers nombres, puis deux caractères particuliers a et p qui représentent dix et onze, et enfin le zéro. On convient que tout chiffre placé à la gauche d'un autre représente des unités de Tordre supérieur : et comme, dans un nombre quelconque, chaque ordre d'unités ne peut pas contenir plus de onze unités, les douze caractères suffisent pour écrire tous les nombres.
Les règles pour écrire eu chiffres uu nombre énoncé sont celles que nous avons données (nos 17 et 18).
Exemples : deux-cent dix-douze et liept millions , onze-cent quatredouze et dix mille, deux-douze et cinq unités, s'écrit : aay [34a oaS.
De même 5a o3y2 4^0 a3^ s'énonce cinq-douze et dix billions, Iroisduuze et onze millions, quatre-cent mille, dix-cent trois-douze et onze unités.
EXERCICES
I. Écrire en chiffres, dans le système décimal, les nombres suivants :
dix billions, trois cent quatre millions, deux mille, cent unités ; quarante-deux Irillions^ \\n^t millions, iïoïs unités; cent billions, soixante unités.
II. Énoncer les nombres suivants écrits dans le système décimal :
370025008802 ; 4oooo5oooo2 ; 67200000004.
III. Écrire en chiffres, dans le système duodécimal, les nombres : douze mille, sept-cent onze-douze et onze unités ;
trois-cent dix -douze et six millions, quatre-douze et dix unités,
IV. Énoncer les nombres suivants écrits dont le système dont la base est sept.
3o642o5 ; 4o3ooo526 ; 5oooooo2o.
V. On écrit des chiffres à la suite les uns des autres. Dire le nom de Tordre du 27^6 ou du 41™^ chiffre, à partir de la droite. (Réponse : centaine de septillions ; dizaine de duodécillions.)
Dire le rang qu'occupent dans le nombre les dizaines de trillions, les unités de quintillions. (Réponse : le i4™^, le ig^'^ rang.)
VI. On écrit la suite naturelle des nombres entiers sans séparer les chiffres :
Trouver la valeur absolue du 2583™e chiffre de cette suite, en allant de gauche à droite. (Rép. 7,)
Vil. Dans tout système de numération, le double du nombre qui précède la base et le carré de ce nombre s'écrivent avec les mêmes chiffres pris en ordre inverse. — Exemples : dans le système décimal, 2 fois 9 = 18, et 9 fois 9 = 8i ; dans le système duodécimal, 2 fois p = la, et p^ — ai.
(Rép. : On exprime les deux nombres à l'aide de la base et des unités simples qu'ils renferment.)
DE L'ADDITION
21. DÉFINITIONS, Vaddition des nombres entiers est une opération qui a pour but, plusieurs nombres étant donnés, de composer un nombre qui renferme autant d'unités que tous ces nombres ensemble.
Le résultat se nomme somme ou total ; les nombres donnés sont les parties de la somme.
Le signe de Faddition est +. Ainsi 7 -h 4 désigne la somme des nombres 7 et 4-
Les nombres que Ton additionne représentent toujours des grandeurs de même espèce ; on ajoute 7 mètres et 4 mètres, 7 heures et 4 heures, 7 maisons et 4 maisons. Et le résultat s'obtient par la même règle^ indépendamment de la nature de la grandeur considérée.
2-2. On distingue trois cas : 1*^ addition de deux nombres shnples ou d'un seul chiffre ; 2*^ addition de plusieurs nombres simples ; 3^ addition de plusieurs nombres quelconques.
23. Premier cas. On additionne deux nomhres simples en ajoutant au premier , une à une, toutes les unités qui composent le second. En ajoutant à 7 chacune des unités qui composent 4, on a II pour somme.
Il est indispensable de savoir par cœur tous les résultats de ces additions simples; et pour les apprendre, on les consigne dans une table, dite table d'addition, que Ton construit delà manière suivante :
On écrit, dans une première ligne horizontale, les dix chiffres en commençant par zéro ; on forme la seconde hgne en ajoutant une unité aux nombres de la première, la troisième en ajoutant une unité aux nombres de la seconde; et Ton continue ainsi à ajouter une unité aux nombres de la dernière ligne construite, jusqu'à ce qu'on ait obtenu dix lignes horizontales.
TABLE D ADDITION
lO
lO
lO
lO
lO
Il est évident que la somme de deux chiffres quelconques se trouve dans la case qui est à l'intersection de ia ligne perpendiculaire qui commence par le premier et de la ligne horizontale qui commence par le second.
24. Deuxième cas. Pour additionner plusieurs nombres simples, on ajoute successivement au premier nombre le second, au résultat le troisième, au nouveau résultat le quatrième, et ainsi de suite.
Soit^ par exemple^ à faire la somme 84-7-1-3-1-9-1-6. On dit: d'après le l"'' cas, 8 et 7 l'ont i5. Gomme i5 se compose de I dizaine-h 5 unités, si Ton ajoute 3 unités, ona 1 dizaine -f-5 unités -1-3 unités, ou i dizaine -h 8 unités, ou 18 unités. Puis 18 unités -h 9 unités valent i dizaine H- 8 unités -h 9 unités; et comme 8 unités -j- 9 unités valent 17 unités, d'après le premier cas, ou i dizaine -{-7 unités, la somme vaut 2 dizaines H- 7 unités ou 27 unités. De même, 27 unités -h 6 unités valent 2 dizaines -h 7 unités -f- 6 unités, ou 2 dizaines -h i3 unités, ou 2 dizaines -h i dizaine -\- 3 unités.
OU 3 dizaines + 3 unités, ou enfin 33 unités. La somme est donc 33.
25. Troisième cas. Soient à additionner des nombres quelconques, 3728,67349, 857 et 4729. Il est évident que Ton peut décomposer l'opération en plusieurs autres, et additionner d'abord les unités des divers nombres, puis leurs dizaines, puis leurs centaines, etc. Pour le faire facilement, on dispose les nombres les uns sous les autres, de manière que les unités de même espèce soient dans la même colonne verticale, comme on le voit ici :
Puis on dit, en commençant par la droite : 8 et 9 font 17, et 7 font 24, et 9 font 33, c'est-à-dire 3 dizaines et 3 unités; on écrit les trois unités au rang des unités, et Pon garde les 3 dizaines pour les additionner avec les dizaines des nombres. Passant à la colonne des dizaines, on dit : 3 dizaines retenues et 2 dizaines font 5 dizaines, et 4 font 9 dizaines, et 5 font i4 dizaines, et 2 font 16 dizaines, c'est-à-dire une centaine et 6 dizaines ; on écrit les 6 dizaines au rang des dizaines, et Pon garde la centaine pour Pajouter aux centaines des nombres. Passant à la colonne des centaines, on dit : une centaine retenue et 7 centaines font 8 centaines, et 3 font 11 centaines, et 8 font 19 centaines, et 7 font 26 centaines, ou 2 mille et 6 centaines; on écrit les 6 centaines au rang des centaines, et Pon garde les 2 mille pour les ajouter aux mille. On continue ainsi, jusqu à ce que Pon ait additionné les nombres de toutes les colonnes.
Cette règle générale n'a pas besoin de démonstration : elle consiste à additionner séparément les miités, puis les dizaines, puis les centaines, etc., en appliquant la règle du second cas ; puis à écrire les sommes partielles^ quand elles ne dépassent pas 9, sous les colonnes qui les fournissent. Quand une somme est plus grande que 9, on n'écrit que les unités de la somme, et Von
DE L ADDITION
garde les dizaines pour les ajouter comme unités simples à la somme suivante.
26. Preuve de l'addition. L«a preuve criinc opération est une autre opération qui sert à contrôler la première. On fait la preuve de l'addition^ en plaçant les nombres dans un autre ordre et en recommençant T addition; par exemple, en opérant de bas en haut, si l'on avait d'abord opéré de haut en bas. Le résultat, étant évidemment indépendant de Tordre dans lequel les nombres sont écrits, doit se retrouver le même.
Si l'on obtient ainsi le même nombre dans les deux additions, il y a lieu de croire que ce nombre est la somme cherchée. Cependant il n'y a pas certitude à cet égard, car on aurait pu commettre la même erreur dans les deux opérations. Si les deux résultats sont différents, il est certain que l'un des deux, au moins, n'est pas exact; mais roj)ération fausse peut êirela seconde aussi bien que la première. On doit alors recommencer les calculs, jusqu'à ce que l'on soit assuré du résultat.
27. ADDITION DANS UN SYSTÈME QUELCONQUE. La règle est la même , et se prouve de la même manière que dans le système décimal. Il nous suffira d'en donner un exemple, pris dans le système duodécimal.
6a4o8 5 I 3p7 4 a egap 7(558 6?]
yagpSS On dira, en se rappelant qu'il faut douze unités d'un ordre pour former une unité de l'ordre supérieur: 5 et a font i3, et p font 22, et 6 font 28 ; on pose 8, et on retient 2. Puis 2 et 8 font a, et 4 font 12, et a font 20, et 8 font 28 ; on pose 8 et on retient 2. Puis 2 et 7 font g, ei 9 font 16, et 5 font iP; on pose p, et on retient i. Ensuite i et 4 font 5, et p font i4, et 6 font la, et p font 29 ; on pose 9, et on retient 2. Puis 2 et a font 10, et 3 font i3, et 7 font la ; on pose a, et on relient i. Enfin i et 6 font 7 : on pose 7.
exercices.
L Additionner les nombres suivants, écrits dans le système décimal :
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II. Addiliomier les nombres suivants, écrits dans le système dont la base est huit :
(Rép. : On trouve pour résultats 103744, 735o4, 146416.)
m. Additionner les nombres suivants, écrits dans le système dont la base est onze :
5678a 6789 a 9 9ai8
(Rép. : Les résultats sont: 6i63o, 77826a, 661100.)
IV. Pourquoi commence-t-on par la droite l'opération de l'addition ?
V. En i865, à Paris, on a compté 13578 mariages entre garçons et filles, 894 entre garçons et veuves, 1490 entre veufs et filles, 578 entre veufs et veuves. Quel est le nombre total des mariages de l'année?
YI. La même année, on a compté à Paiis:
„ „ , ( masculins 25i5
Lntants mort-nes {
I féminins 1886
à domicile
aux hôpitaux civils
Décès( id. militaires
dans les prisons
masculins 10307 féminins 18929
masculins 6817
féminins 5963
masculins 679
féminins 5
masculins 94
féminins 37
déposés à la Morgue ( masculins 220
et reconnus j féminins 3i
déposés à la Morgue ( masculins 128
et non reconnus ) féminins 1 1
Quel est le nombre des décès de l'année pour chacun des deux sexes ? Quel est le nombre total des décès?
CHAPITRE III DE LA SOUSTRACTION
28. Définitions. La soustraction est une opéralion qui a pour but, deux nombres étant donnés ^ d'en trouver un troisième qui^ ajouté au plus petit, reproduise le plus grand j ou de chercher de combien d^unités le plus grand surpasse le plus petit.
Le résultat se nomme reste, excès ou différence.
Le signe de la soustraction est -— . Ainsi 12 — 7 exprime Fexcès de 12 sur 7, ou la différence entre 12 et 7.
Les deux nombres dont on cherche la différence représentent toujours des grandeurs de même espèce : on retranche 7 mètres de 12 mètres^ 7 heures de 12 heures , 7 maisons de 12 maisons. Et le résultat s'obtient par la même règle, quelle que soit la nature de la grandeur considérée.
29. On distingue trois cas : 1^^ soustraction, quand Ig plus petit nombre est moindre que 10, et que le plus grand le surpasse de moins de dix unités; ^^ soustraction, quand aucun des chiffres du plus grand nombre n'est inférieur au chiffre correspondant du plus peiil; 3° soustraction, quand quelquesuns des chiffres du plus grand nombre sont inférieurs aux chiffres correspondants du plus petit.
30. Premier cas. Pour soustraire un nombre, 7 par exemple, d'un autre. nombre, 12 par exemple, on retranche du second, une à une, chacune des unités c[ui composent le premier. On trouve ainsi 5 pour différence.
Oa bien on ajoute au plus petit, une à une, les unités nécessaires pour former le plus grand. Le nombre d'unités ainsi ajoutées est le reste cherché.
On doit savoir ces résultais par cœur , et il est facile de les trouver dans la table d'addition.
Deuxième cas. Soient deux nombres 58437 et 35 128 dont
on demande la différence. Si l'on peut soustraire respectivement les unités, les dizaines, les centaines, etc., du plus petit nombre, des unités, des dizaines , des centaines, etc., du plus grand, le nombre formé de ces différences partielles sera évidemment le reste cherché. Pour opérer plus facilement , on place le plus petit nombre sous le plus grand , de manière que les unités de même ordre se correspondent.
Puis on dit : de 7 unités ôtez 3 unités , reste 4 unités; de 3 dizaines ôtez 2 dizaines , reste i dizaine ; de 4 centaines ôtez
1 centaine, reste 3 centaines ; de 8 mille ôtez 5 mille, reste 3 mille; de 5 dizaines de mille ôtez 3 dizaines de mille, reste
2 dizaines de mille. Le reste est 233i4.
Cette règle est générale et n'a pas besoin d'autre démonstration.
32. Troisième cas. Il peut arriver que certaines soustractions partielles soient impossibles. La règle , dans ce cas, est fondée sur ce principe évident:
La différence de deux nombres nest pas changée , quand on augmente chacun des deux nombres de la même quafitité.
Soient, comme exemple , les deux nombres 4^072 et 28346.
On ne peut pas soustraire 6 unités de 2 unités; on augmente ces 2 unités de 10 unités , ce qui donne 12 unités , et rend la soustraction possible; il reste 6 unités. Et comme 10 unités valent i dizaine, on corrige l'erreur commise, en augmentant d'une dizaine le plus petit nombre ; il suffit, pour cela, d'augmenter d'une unité le chiffre 4 des dizaines. On retranche alors 5 dizaines de 7 dizaines : il reste 2 dizaines. On ne peut pas retrancher 3 centaines de o centaines : on ajoute en conséquence dix centaines à o centaines, et on retranche
3 centaines de lo centaines: le reste est 7 centaines. Mais, pour corriger Terreur, on augmente de 10 centaines le nombre inférieur en ajoutant i au cliiCfre des mille. Comme on ne peu! retrancher 9 mille di3 5 mille, on ajoute encore 10 mille aux 5 mille, ce qui en donne i5 , et Ton retranche 9 mille de i5 mille; le reste est 6 mille. Puis, pour corriger la nouvelle erreur, on ajoute i dizaine de mille aux 2 dizaines de mille du plus petit nombre, et l'on retranche 3 dizaines de mille de
4 dizaines de mille : le reste est i dizaine de mille. On trouve ainsi pour reste 16726.
Cette explication est générale, et donne la règle générale suivante : On retranche successivement les unités, les dizaines, les centaines, etc., du plus petit nombre, des unités, des dizaines, des centaines, etc., du plus grand; et Von écrit les restes sous les chiffres qui les ont fournis. S'il arrive qu'une soustraction partielle soit impossible, on augmente de 10 le chiffre supérieur , ce qui rend la soustraction possible; et l'on ajoute i au chiffre inférieur de la colonne suivante , avant de le soustraire du chiffre supérieur correspondant.
33. Preuve de la soustraction. On vérifie une soustraction de deux manières: 1° On ajoute le reste au plus petit nombre; la somme doit reproduire le plus grand ; 2° on soustrait le reste du plus grand nombre; la différence doit reproduire le plus petit.
La preuve de l'addition peut se faire aussi par la soustraction. On ajoute tous les nombres à l'exception d'un seul, et l'on retranche cette somme de la somme totale. La différence est évidemment le nombre que Ton a isolé.
34. Soustraction dans un système quelconque. Nous nous bornerons à donner un exemple pris dans le système duodécimal :
On dira : de 3 ôtez 8, impossible ; ajoutant douze, de i3 ôtez 8, reste 7 ; de a ôtez 6, reste 4 ; de 10 ôiez 2, reste a ; de 17 ôtez 10, reste 7 ; de 5 ôtez 3, reste 2.
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EXERCICES
I. Faire les soustractions suivantes dans le système décimal : 3548 5ooo4 7830246 672300456
II. Faire les souslraclions suivantes dans le système dont la base est sept 3542 65oo6 30045 ^^5 432105462
(Rép. : Les résulials sont : 56i^ 25460, 46o6o3, 346o2i2o5.) US. Faire les soustractions suivantes dans le système dont la base tsineuf: 4865 5672305 3670004 6720035876
(Rép. : Les résultats sont: 187O, 4705763,, 2716548, 6666871608.)
IV. Pourquoi commence-t~on par la droite l'opération de la soustraction ?
V. Une personne est née en 1792 : quel est son âge en 1867? Une autre est née en 1775 : quel est son âge en 1867 ? (Rép. : 75 ans, 92 ans.)
YI. Sont nés à Paris, en iS65, 27927 garçons et 27169 filles ; sont morts à Paris, pendant la même année, 2644^ personnes du sexe masculin et 24976 personnes du sexe féminin. Quel est l'excès des naissances sur les décès pour l'un et pour l'autre sexe? Quel est raccroissement total de la population parisienne ? (Rép. : 1482, 2193, 3673.}
VIL Le nombre des naissances, eu France, pendant l'année i863, a été de 5i858i pour le sexe masculin, et de 4942 13 pour le sexe féminin. Le nombre des décès a été de 453o75 pour le sexe masculin, et de 439295 pour le sexe féminin. Calculer l'accroissement de la population de la France, d'abord en séparant les sexes: calculer l'accroissement total. (Rép.: 655o6, 54918, 120424.)
VllL Pour ajouter à un nombre la diiïérence de deux autres, il suffit d'ajouter à ce nombre le premier de ceux-ci, et d'en relrancber ensuite le dernier.
IX. Pour soustraire d'un nombre la diiïérence de deux autres, 11 suffit d'ajouter à ce nombre le dernier de ceux-ci, cl d'en retrancijcr ensuiic le })rcniler.
35. DÉFINITIONS. La muUipUcation est une opération qui a pour but, deux nombres étant donnés, de répéter l'un deux, appelé multiplicande , autant de fois qu'il y a d'unités dans l'autre, appelé midliplicateur.
Le résultat se nomme produit; le multiplicande et le multiplicateur sont les facteurs du produit.
Le signe de la muUiplicalion est X. Ainsi 12 X7 exprime le produit de la multiplication de 12 par 7.
Le multiplicande représente toujours une grandeur d'une certaine nature, le multiplicateur est essentiellement abstrait, et le produit mesure toujours une grandeur de même nature que le multiplicande. Ainsi 1.2 mètres répétés 7 fois donnent 84 mètres; 12 heures répétées 7 fois donnent 84 heures. Et le résultat s'obtient par la même règle , quelle que soit la nature de la grandeur représentée par le multiplicande.
La multiplication n'est qu'une addition dans laquelle tous les nombres à ajouter sont égaux. xVinsi multiplier 12 par 7^ c'est additionner 7 nombres égaux chacun à 12. Mais lorsque le multiplicateur est un [)eu considérable, l'addition entraîne^ rait des calculs fort longs; et c'est pour les abréger que l'on donne la règle de la multiplication.
36. Nous distinguerons cinq cas : I" produit de deux nombres d'un seul chilfre; ^'^ produit d'un nombre de plusieurs chiffres par un nombre d'un seul; 3° produit d'un nombre quelconque par l'unité suivie de plusieurs zéros; 4° produit d'u:î nombre quelconque par un chiffre significatif suivi d'un ou de plusieurs zéros; 5" [U'oduit de deux nouibrei; quelconques.
37. Premier CAS. Par exemple, multiplier 7 par 4- D'après la définition, il faut additionner 4 nombres égaux à 7.
Il n'y a pas d'autre règle pour ce cas. Aussi est-il indispensable de savoir par cœur les produits deux à deux des nombres d'un seul cliiffre. Ces produits sont consignés dans une table, dite table de Pgthagore, que l'on construit de la manière suivante:
TABLE de multiplication.
On écrit les 9 premiers nombres sur une première ligne horizontale. On forme la seconde en ajoutant à eux-mêmes les nombres de la première, de sorte que chacun des nouveaux nombres est double de celui qui est au-dessus de lui. On forme la troisième ligne en ajoutant chacun des nombres de la seconde à celui qui lui correspond dans la première, de sorte que chacun des résultats vaut trois fois celui qui est au-dessus de lui dans la première. On continue ainsi à ajouter chacun des nombres de la dernière ligne calculée avec celui qui lui
correspond dans la première, jnsqu'à ce qu'on ait obtenu une ligne contenant 9 fois les nombres de la ligne su[)érieure.
Pour se servir de cette table, ()ar exemple, pour nmlti plier 7 par 4, on prend le inulliplicande 7 dans la ligne supérieure, et l'on descend jusqu'à la ligne (jui commence à gaucbe par le multiplicateur 4. Le produit 28 se trouve dans la case correspondante.
38. Deuxième cas. Par exemple, multiplier 7486 par 4. Répéter 4 fois 7486, c'est additionner 4 nombres égaux à 7486.
ADDITION. MULTIPLICATION
Il faudrait donc , en appliquant la règle d'addition (25) , additionner séparément les unités, les dizaines, les centaines, etc., c'est-à-dire répéter 4 fois 6 unités , 4 lois 8 dizaines , 4 fois 4 centaines, 4 fois 7 mille; puis écrire ces résultats à la gauche les uns des autres , en gardant , quand l'un deux surpasse 9, les dizaines qu'il renferme pour les ajouter au résultat suivant. De là résulte la règle générale.
Pour multiplier un nombre de plusieurs chiffres par un nombre simple , on multiplie séparément par le muUiplicateur chacun des chiffres du multiplicande , en allant de droite à gauche , et Von écrit ces produits à gauche les uns des autres, s'ils ne surpassent pas 9. Dans le cas oii l'un deux surpasse 9, on n'écrit à leur rang que les unités du produit, et l'on ajoute les dizaines retenues au produit partiel suivant.
39, Troisième cas. Par exemple, multiplier 8729 par 100. Répéter 100 fois 8729 , c'est rendre le nombre 8729 100 fois plus grand. Or on a vu (19) qu'il suffit, pour cela, d'écrire deux zéros à la droite de 8729 ; ce qui donne 872900.
Donc, pour multiplier un nombre par Vunité suivie d'un ou de plusieurs zéros ^ on écrit à la droite du multiplicande autant de zéros qu'il y en a dans le multiplicateur.
40. Quatrième CAS. Par exemple, miilliplier 3729 par 400- Répéter 400 fois 3729, c'est additionner 400 nombres égaux à 3729.
ADDITION. Or on peut décomposer cette
37291 longue opération en looaddi-
3729'! __3-2nx/i ^^^"^ partielles dont chacune 3729I ' comprendrait quatre nombres
3729 égaux. Le résultat de chacune
d'elles, équivalent à 4 fois
3729» =3'-2QX/ s'obtiendrait par la règle du 3 17 2 9 ( " deuxième cas (38) ; et le résultat
3^29) final, équivalent à 100 fois le
précédent, s'obtiendrait par la règle du troisième cas (39). De là
la règle suivante :
Pour multiplier un nombre par un chiffre quelconque suivi d'un ou dcphmcurs zéros , on multiplie le nombre par le chiffre significatif (38), puis on écrit à la droite du produit autant de zéros qu'il y en a à la droite du multiplicateur (39).
ADDITION
BÈGLE PRATIQUE.
Or on peut décomposer celte opération en trois additions partielles, et ajouter ensuite les trois sommes obtenues. Il suffit, en effet, de séparer d'abord 4 nombres, puis 60 nombres, et enfiii les 900 nombres qui restent. La première somme équivaut à 4 fois 7648, la seconde à 60 fois 7648, la troisième à 900 fois 7648. Ces trois produits s'opèrent d'après les règles connues du 2'' et du [f cas. Ils sont respectivement 30592, 45888o, 6883200. Il ne reste plus qr/â les additionner; ce que Ton fait, après les avoir placés les uns sous les autres, comme on le voit ci-dessus. Le produit total est 7372672.
On peut remarquer que le second produit, fourni parle chiffre des dizaines du multiplicateur, est toujours terminé par un zéro; que le troisième, fourni par le chiffre des centaines, est toujours terminé par deux zéros, etc. Comme ces zéros n'ont aucune valeur par eux-mêmes, on peut les supprimer, pourvu qu'on laisse vides les places qu'ils occupent, comme on le voit dans le tableau ci-dessus, intitulé MqU pratique.
Et le raisonnement, étant général, conduit à la règle générale suivante :
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Pour multiplier un nombre par un autre, on mulliplie séparément le multiplicande par chacun des chiffres du multiplia caleur; et l'on écrit les produits partiels les uns sons les autres^ de sorte que le premier chiffre à droite, dans chacun d'eux, soit au rang du chiffre du multiplicateur qui l'a fourni. Puis on ajoute tous ces produits.
i^il. Cas ou des zéros terminent le multiplicande, ou le
MULTIPLICATEUR, OU LES DEUX FACTEURS
lo Mullii)lier 4200 par 28. Le multiplicande contenant 42 centaines, le |)roduit contiendra 28 fois 42 centaines; on l'obtiendra donc en répétant 28 fois 42, ce qui donne 1176, et en faisant exprimer des centaines au produit, ce qui donne 117600.
2" Multiplier 42 par 2800. Il faut additionner 2800 nombres égaux à 42. Si Ton partage l'opération en 100 additions partielles contenant chacune 28 nombres, on en conclut qu'il faut d'abord multiplier 42 par 28, ce qui donne 1176; puis répéter 100 fois ce résultat, ce qui donne 117600.
30 Multiplier 4200 par 280. Le multiplicande contenant 42 centaines, le produit se compose de 280 fois 42 centaines, ou (2°) de 11760 centaines, ou enfin (1°) de 1176000 unités.
On conclut de là la règle générale suivante \Si des zéros terminent le multiplicande ou le multiplicateur, ou les deux fadeurs^ on les néglige; et après l'opération, on écrit ces zéros à la droite du produit,
A3. Produit de plusieurs facteurs : puissances. Le produit 2X7x4x12x5 est le nombre que Ton obtient en multipliant d'abord 2 par 7, puis le produit par 4, puis le nouveau produit par 12, et enfin ce dernier par 5. Le résultat 336o est le produit des facteurs 2, 7, 4? 12, 5.
Si les facteurs sont égaux à un même nombre, le produit prend le nom de puissance du nombre. Ainsi 7X7 est la 2^ puisï^ance ou le carré de 7; 'jX'jX'j est la 'à" puissance ou le cube de 7; en général, le produit de plusieurs facteurs égaux est une puissance de l'un d eux dont le degré est égal à leur nombre. On indique une {)uissance d'un nombre en plaçint le degré ou Vexposant à la droite et au-dessus du nombre : 7' est la cinquième puissance de 7.
44. Usage de la multiplication. Le principal usage de la multiplication consiste à trouver la \aleur de plusieurs grandeurs égales, quand on ( on naît la valeur de l'une d'elles. Par exemple, un mètre d'étolîe coule i5 francs, 24 mètres de la même étoffe coûteront 24 fois i5 francs : il faudra donc, pour avoir le prix de 24 mètres, multiplier i5 francs par 24; on trouvera 36o fi'ancs.
45. Multiplication dans un système quelconque. Trouver, par exemple, le produit des nombres 4*86 et PyS écrits dans le système duodécimal :
Il faut savoir par cœur les produits deux à deux des onze premiers nombres. H faut, en outre, savoir transformer, sans mettre la plume à la main, un nombre qui ne surpasse pas onze fois onze, et extraire les dou^ zame.s qu'il renferme. La théorie ne diffère pas, d'ailleurs, de celle qui est relative au système décimal.
Dans l'explication qui va suivre, nous écrirons, pour plus de commodité, chaque produit élémentaire dans le système décimal, et nous le transformerons immédiatement dans le nouveau système. On multiplie d'abord 4a86 par 3, en disant : 3 fois 6 font i8, ou i douzaine el 6 unités, ce qui s'écrit i6 dans le système duodécimal ; on pose 6 el on relient i; 3 fois 8 font 24j g'' I font 25, ce qui s'écrit 21; on pose i, et on retient 2 ; 3 fois a font 3o, et 2 font 32, ce qui s'écrit 28 ; on poàe 8, et on relient 2 ; 3 fois 4 font 12^ et 2 font 14, ce qui s'écrit 12 ; on po^^e 2, puis i. On
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multiplie de même 4ao(S pin- 7 et par [3, ce qui donne 5>x?.p6 et 45996; et Ton DJodle les prodniis parliels. Le produit lotnl est 4893176.
§ ïi. PRINCIPES RELATIFS A LA rflULÏlPLlCATION,'
16. Principe i. /.e produit de plusieurs facteurs est indépendant de Vordre des facteurs. Pour démontrer ce théorème, on distingue plusieurs cas.
1° Le produit de deux facteurs ne dépend pas de Vordre des facteurs. Ainsi 7x4=4x7. En etT(.'t,, multiplier 7 par 4? c'est répéter 4 ^o\s le nomJ)re 7, et, pnr suite, c'est répéter 4 fois chacune des unités qui composent 7. C'est donc rendre chacune de ces unités égale à 4*, et comme il y en a 7, le produit renferme 4 répété 7 fois, ou 4x7. Donc 7x4=4x7.
2» Dans un produit de trois facteurs, on peut intervertir Vordre des deux derniers. Ainsi :
En effet, 12x4 exprime 4 douzaines, et, par suite, 1 2X4x3 exprime 3 fois 4 douzaines; mais (i«) 3 fois 4 douzaines valent 4 fois 3 douzaines, ou i2X3x4-Donc i2X4x3m2x3x4-
3° Dans un produit d'un nombre quelconque de facteurs, on peut intervertir Vordre des deux derniers, Ainsi :
En efiet, pour effectuer ces produits, il faut, dans Y un comme dans Tautre cas, multiplier d'abord 3 par 5, puis le résultat par 7; ce qui donne io5. On a donc, dans le premier cas, à multiplier io5 par 2, puis par 8; tandis que, dans le second, on doit multiplier io5 par 8, puis par 2. Et Ton a vu (2°) que ces deux produits sont égaux. Donc, etc.
40 Dans un produit de plusieurs fadeurs, on peut intervertir deux facteurs consécutifs quelconques. Ainsi :
En effet, les 2 produits 3x6x8x5 et 3x6x5x8 sont égaux (3'*); el l'égalité ne cesse pas d'avoir lieu, quand on multiplie chacun d'eux par 2, puis par 7. Donc, etc.
5" Enfin, dans un produit, on peut intervertir (es facteurs d'une manière quelconque. Ainsi :
En effet, dans le premier prodiîit, 3X7X5X2X8x4, o]i peut intervertir 5 et 2, et écrire 3X7X2X5x8x4- On pent , dans ce dernier, intervertir 7 et 2, et écrire 3X2X7X5x8x4- Et Ton peut encore ici intervertir 3 et 2, ce qui donne 2X3X7X5x8x4- Maintenant que 2 est au premier rang-, comme on le voulait, et que 3 se trouve de lui-même au second ranp, on peut amener 4 au troisième, en le permutant successivement, par le même procédé, avec 8, avec 5 et avec 7. Le produit est alors 2X3x4X7X5x8. Enfin, en permutant 7 et 5, on a 2X3x4x5x7X8, c'est àdire le produit des facteurs dans l'ordre désiré. Ce procédé étant évidemment général, le théorème I est démontré.
Al. CoROLLAîRE : PREUVE DE LA MULTIPLICATION. Le premier cas de ce principe montre que. pour l'aire la preuve de la multiplication, on peut prendre le multiplicateur pour multiplicande et le multiplicande pour multiplicateur, et recommencer Topération. Les produits partiels ne seront pas les mêmes; mais on devra retrouver le produit total.
48. Principe ïi. Pour multiplier un nombre par un produit effectué de plusieurs facteurs, on peut le multiplier successivement par chacun d'eux. Par exemple, 60 est égal au produit 4x3x5. Il faut prouver que
Multiplier 49 par 60, c'est additionner 60 nombres égaux à 49. Or on peut partager cette série de nombres en 5 groupes contenant chacun (4x3) nombres; et Ton peut subdiviser chacun de ces groupes en trois groupes renfermant chacun 4 nombres. Chacun de ces derniers groupes équivaut à 49x4 • par suite, chacun des premiers, valant 3 fois plus, équivaut à 49X4x3. Et le total, c'est-à-dire le produit est 5 fois plus grand, et est égal à 49X4x3x5. Ce qu'il fallait prouver.
On peut aussi s'appuyer sur le théorème précédent (46). En
effet, d'après ce théorème, 49x60=160x49. Or le produit 60x49 ne dilîère pas du produit 4x3x5x49 *• car, pour effectuer ce dernier, on niuliiplie 4 P'ir 3, puis le résultat par 5, ce qui donne 60; puis on niulliplie 60 par 49- Oo a donc aussi 49X6o=3x4x5'x495 ou, en intervertissant les facteurs,
49. Conséquences, i" Pour multiplier un produit par un autre, il suffit de faire le produit de tous les facteurs. Ainsi, en convenant qu'un produit entre parentlièses est considéré comme effectué, on a :
(3X7X1 i)X(6X9X4)=^3X7Xi 1x6x9x4.
En effet, d'abord on peut supprimer la seconde parenthèse, et écrire :
(3X7Xii)X(6x9X4)=(3X7Xi 0x6x9x4,
en vertu du principe précédent (48). Puis on peut supprimer la première parenthèse, et écrire :
(3X7Xii)x6x9X4=3X7Xï 1x6x9x4; *
car, pour effectuer Fun ou l'autre de ces produits, il faut commencer par multiplier 3 par 7 et le résultat par 11. La proposition est donc démontrée.
Le même raisonnement prouve que, réciproquement, on peut, dans un produit de facteurs, remplacer quelques-uns d'entre eux par leur produit effectué. Exemple:
3x5X7XiiXi3xi7Xi9==3x5x(7XiiXi3)Xi7Xi9.
2" Pour multiplier un produit par un nombre, il suffit de multiplier l'un des facteurs par ce nombre. Ainsi :
En effet, d'après les principes précédents (48), (46) :
De même (i2X7)x5=i2X(7X5).
En effet(48): (i2X7)x5— i2X7X5=ii2X(7X5).
3" Pour muUipHer une puissance d'un nombre par une autre puissance du même nombre, on ajoute les exposants. Ainsi :
I2'^XI2'^=I
En effet (48) :
12-^XI2^ = (I2XÏ2XI2XÏ2XI2)X(I2XI2XI2) ^12X12X12X12X1 '^-Xl 2X12X12=1 2*.
40 Pour éler>er à une certaine puissance un produit de plusieurs facteurs, il suffit d'élever chaque facteur à cette puissance el de faire le produit des facteurs.
En effet (48), (46):
(3X7Xi2j'^= (3X7Xi2)x(3X7Xi2)x(3X7Xi2)X(3X7Xi 2) = 3X7X 1 2X3X7X 1 2 x3X7X 1 2X3X7X 1 2 = 3x3x3x3X7X7X7X7X 1 2X 1 2X 1 2X 1 2 = 3'X7'Xi2^
50 Pour élever un nombre à des puissances successives, il suffit de l'élever à une puissance unique dont l'exposant est le produit des exposants des puissances.
En effet (3o) : {fY=fxfxf = rj
50. Principe m. Le nombre des chiffres d'un produit de deux facteurs est égal au nombre des chiffres du multiplicande augmenté du nombre des chiffres du multiplicateur, ou à cette somme diminuée d^une unité.
Prenons, en effet, deux nombres, l'un de 4 chiffres, l'autre de 3 chiffres. Le multiplicande ayant 4 chiffres est plus petit que 10*; le multiplicateur ayant 3 chiffres est plus petit que lo"^; le produit est donc moindre que io*Xio% ou que lo"^ : il a donc au plus 7 chiffres, c'est-à-dire autant que les deux facteurs.
D'un autre côté, le multiplicande ayant quatre chiffres est au moins égal à 10'^ ; le multiplicateur ayant trois chiffres est au moins égal à 10^ : le produit est donc au moins égal à 10^X10% ou à 10^, ou à looooo : il a (!onc au moins 6 chiffras.
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c'est-à-dire autant qu'il y en a dans les deux facteurs, moins un. C'est ce qu'il fallait démontrer.
On étendra facilement ce théorème au cas de plus de deux facteurs.
EXEUCICES.
I. Effectuer les mullipiicalions suivantes sur des nombres écrils dans le système décimal :
(Rép. : 1649172, 35705-^768, 4'-'-2o82939o4, 687787146808208091,)
H. Effectuer les r.i-.ihiplications suivantes sur des nombres écrits dans le système duodécimal:
(R. : Les produits sont : 9a98oo, 476t)P^iio, 58^9^66771^92, et 5iaa9092 6aiaP768.)
ÎII. Effi'ctuer les muliiplications suivantes sur des nombres écrits dans le système dont la base est sept :
362 6 5o43 35604^5 65ooo432
323 6o35 63oo43 6 4ooo3
(R. : Les produits sont : 2656i6, 556o5323i, 334533r3o53oi, et 62061003411626.)
IV. L'année 1868 aura 366 jours, le jour se compose de 24 heures, riicure de 60 minutes, !a minute de 60 secondes. Combien y aura-t-il de sicoudes dans l'année 1868? (Rép.: 31622400 secondes.)
V. La distance au soleil de l'étoile la plus voisine est 206265 fois la distance de la terre au soleil : cette dernière vaut 23280 fuis le rayon éq'iatorial de la terre, lequel a une longueur égale à 6377398 iiiètrei. Quelle Cbt, en mètres, la dislance de l'éloile au soleil ?
iRép.: 3o6233o348438i6oo mètres.)
VL Une locomotive parcourt 775 mètres en une minute : combien de mètres aura-t-elle parcourus après 3 heure:} 28 minutes? {I\ép.: 161200 mètres )
VII. La lumière met 8 minutes i8 secondes à venir du soleil à la leirc ; elle parcourt 298000 kilomètres par seconde : calculer la distance de la terre au soleil. (R»;p.: 148404000 kilom.)
VIII. Le rayon du soleil vaut log Ibis le rayon de la terre. On sait que les volumes de deux sphères sont entre eux comiiie les cubes de leurs rayons ; et Ton demande combien de fois le vo'.ume du soleil contient celui de la terre. (R.: 129J029 fois.)
IX. Une personne veut distribuer à quelques pauvres une certaine somme d'argent: elle calcule que, si elle donnait 2 francs à cliacuii., il lui resterait 2j francs ; mais que, pour donner à cliacun 3 francs, il lui manquerait i5 francs. Quel est le nombre de pauvres à secourir, et quelle est la somme destinée à cet usage? (R.: 4» pauvres, io5 fr.)
X. Une personne met une pendule en iolerie : en iixant le prix du billet à 5 francs, elle n'obtient pas le prix qu'elle désire; il manque 90 fr. En le fixant à 6 francs, il ne manque plus que 10 francs. Quel est le prix delà pendule''' Quel est le nombre des billets émis?(R.: 490 fi'* > 80 billets.)
XL Une personne achète i3 kilogrammes de café et 12 kilogrammes de sucre ; elle paye pour cet achat 63 francs. Une autre fois, elle achète aux mêmes prix 14 kil. de café et i3 kil. de sucre, et elle paye 63 fr. Quels sont les prix du kil. de café et du kil. de s^cre ? (R.: 3 fr., 2 fr.)
XII. Un père a aujourd'liui 42 ans, et son fils en a 12. Dans combien d'années l'âge du père sera-t-il double de Tàge du fds ? (R.: 18 ans.)
XIII. Un enfant est né le i5 février iBji. Combien a-t-il vécu de jours au i^' mai 1867, sachant que les mois de janvier, mars, mai^ juillet, août, octobre et décembre ont 3i jours, que ceux d'avril, juin, septembre et novembre en ont 3o, et que février^ qui en a 28 ordinairement, en a eu 29 dans les années 18^2, i8j6, 1860 et 1864. (R. : 0918 jours)
XIV. Le carré d'un nombre de plusieurs chiiFres est terminé par le chiffie qui termine le carré de ses unités.
XV. Si deux nombres entiers diffèrent de 2 unités, leur produit est inférieur d'une uuilé au carré du nombre intermédiaire,
XVL Pour multiplier la sonnne de deux nombres par la sonniie de deux autres, il suffit de niuliiplier chacune des parties du multiplicande par chacune des parties du multiplicateur, et d'ajouler les quatre produits.
XVIÎ. Pour multiplier la somme de deux nombies par la diiférence de deux autres, il suffit de multiplier chacune des parties du multiplicande [)ar chacun des iKjuibies du muliiplicateur succe."sivcme;il, et de retrancher
la somme des deux derniers produits de l;i somme des deux premiers.
XVIII. Pour multiplier la différence de deux nombres p;>r la difTérence de deux autres, il sufOl de muhiplier d'abord le premier par le premier et le second par le second d;ins les deux facteurs, puis le premier par le second et le second par le premier, et de retrancher la somme de ces deux derniers produits de la somme des deux premiers.
XiX. Le produit de la somme de deux nombres par leur différence est égal à la différence des carrés des deux nombres.
XX. Le produit d'une suite de m nombres dont le premier est 2, et dont chacun surpasse le précédent de 4, est égal au produit d'une autre suile lie m nombres consécutifs croissants, dont le premier est w + i: c'est-à-dire
2 X 6 X loX i4 . . . X (4»n - 6) X (4w— 2) . =(m+i)X(m + 2)X. .-Xlam— i)X2m.
(R.: On vérifie que le théorème est vrai pour m = 2 ou 3 ; puis on prouve que, s'il est vrai pour un nombre n, il est vrai pour n-\- 1.)
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CHAPITRE V DE LA DIVISION
51. DÉFINITION. La Division est une opération par laquelle, éiant donnés deux nombres, appelés Tun dividende et l'autre diviseur, on cherche un troisième nombre appelé quotient, qui, multiplié par le diviseur, reproduise le dividende.
On indique une division, en séparant les deux nombres par deux points. Ainsi 28:4 exprime le quotient de la division de 28 par 4. Ce quotient est 7; car 4 fois 7 font 28. On peut ainsi regarderie dividende 28 comme un produit dont le diviseur et le quolient sont les facteurs.
52. Usages de la division. La division se présente dans deux sortes de questions : nous le montrerons par des exemples.
1° Sachant que 7 mètres coûtent 28 francs, on demande le prix d'un mètre. Puisque 7 mètres coûtent 28 fr., un mètre coûte 7 fois moins; donc, pour obtenir le prix cherché, il faut partager 28 fr. en 7 parties égales. Or ce partage se fait en divisant 28 par 7 : car, si l'on connaissait le prix du mètre, en le multipliant par 7, on retrouverait le prix des 7 mètres ou 28 fr. Le prix cherché est donc un nombre tel que, multiphé par 7, il donne pour produit 28 : il est donc le quotient de la division de 28 par 7.
La division a donc pour but, dans ce cas, de partager un nombre appelé dividende en autant de parties égales qu'il y a d'unités dans un autre nombre appelé diviseur. C'est de ce point de vue que viennent les mots dividende, diviseur, division. On remarquera que, dans celle opération, le quotient 4 mesure une grandeur de la même nature que le dividende 28, et que le diviseur 7 est abstrait. Le quotient est donc le multiphcande, él le diviseur est le multiplicateur du produit."
2" Sachant quun mMre coule 7 francs , combien aura-t-on de mètres pour 28 fr. ? Puisqu'un mètre coûte 7 francs, autant de fois 7 francs seront contenus dans 28 fr., autant on aura de mètres pour ce prix. Le nombre de mètres cherché s'obtiendra donc en cherchdini combien de fois 2.S coniieni 7. Or cette recherche se fait en divisant 28 par 7 : car, si l'on connaissait le nombre de mètres cherché, en multipliant 7 fr., prix du mètre, par ce nombre, on obtiendrait le prix total 28 fr. Le nombre que Ton cherche est donc tel que, multipliant 7, il reproduit 28 : il est donc le quotient de 28 par 7.
La division a donc pour but, dans ce cas, de chercher combien de fois un nombre appelé dividende en contient un autre appelé diviseur. C'est de ce point de vue que vient le nom de quotient, donné au résultat de la division. On remarquera que, dans ce second cas, le dividende et le diviseur représentent des grandeurs de même espèce, et que le quotient est abstrait. Le dividende est donc ici le multipKcande, et le diviseur est le multipHcateur du produit.
Pour démontrer la règle de la division, nous raisonnerons sur des nombres abstraits, et nous nous appuierons indifféremment sur l'une ou l'autre des définitions qui précèdent.
53. Quotient entier , reste. Le plus souvent, il n'y a pas de nombre entier qui, multiplié par le diviseur, reproduise le dividende. Par exemple, si l'on a à diviser 38 par 5, le quotient vaut plus de 7, et il ne vaut pas 8. Dans ce cas, on se borne à chercher le plus grand nombre de fois que le diviseur est contenu dans le dividende. Ainsi : 38 contient 5 fois 7; et comme 5 fois 7 ne font que 35, on dit qu'il y a un reste 3. Le nombre 5 s'appelle le quotient entier ou la partie entière du quotient.
11 est évident que le dividende se compose du produit du diviseur par le quotient et du reste; et que le reste doit être moindre que le diviseur. Cette égalité s'écrit ainsi :
54. Nombre des chiffres du quotient entier. U est utile, avant de commencer une division, de connaître le nombre J des chiffres que le quotient entier doit avoir. Voici une règle
très-simple pour Toblenir. Soit à diviser 7853265 par 859. Si l'on écrit successivement un zéro, deux zéros, trois zéros à la droite du diviseur, on remarque que le résultat est toujours contenu dans le dividende : donc le dividende vaut plus de mille fois le diviseur, et le quotient entier est au moins 1000. Mais si l'on écrit un quatrième zéro, le résultat surpasse le dividende; donc le dividende ne vaut pas dix mille fois le diviseur, elle quotient entier est inférieur à 10000. Ce quotient a donc 4 chiffres.
Ainsi, on écrit à la droite du diviseur assez de zéros pour que ce nombre devienne supérieur au dividende ; et le nombre de zéros ainsi ajoutés est le nombre des chiffres du quotient entier.
55. Nous distinguerons deux cas dans la division : 1^ le cas où le quotient n'a qu'un chiffre ; 2^ le cas où il en a plusieurs. Dans chacun de ces cas, nous examinerons d'abord le cas où le diviseur n'a qu'un chiffre, puis celui où il en a plusieurs.
56. Premier cas. 1» Le quotient et le diviseur n'ont qu'un chiffre.
Par exemple : diviser 56 par 8. Comme 56 est moindre que 80, le quotient n'a qu'un chiffre, et il n'y a pas de règle pour l'obtenir : il est indispensable de savoir le résultat par cœur. Il est facile d'ailleurs de le trouver dans la table de multiplication, puisqu'elle contient les deux nombres, l'un comme produit, l'autre comme facteur. Le quotient est 7.
On verra de même que /\i, divisé par 5, donne pour quotient 8 et pour reste 2.
57. Premier cas. 2|o Le quotient n'a qu'un chiffre^ le diviseur en a plusieurs. Par exemple : diviser 3749 par 687. Comme 3749 est moindre que 6870, le quotient n'a qu'un chiffre. Le dividende 3749 contient le produit du diviseur 687 par ce chiffre inconnu; et ce produit se compose des produits partiels des 6 centaines, des 8 dizaines et des 7 unités du diviseur par le quotient. Or le produit des 6 centaines par le quotient est un nombre entier de centaines qui ne peut se trouver que dans les 37 centaines du dividende; si donc ces 37 centaines ne contenaient pas autre chose que ce produit, en divisant 37
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centaines par 6 centaines^ on aurait, le nombre cherctié. Mais ces 37 centaines peuvent renfermer des centaines provenant des deux autres produit et du reste, s'il y en a un. Il en résulte qu'en divisant 37 centaines par 6 centaines, on s'expose à trouver pour quotient un chiffre plus fort que te chiffre cherché, et qu'il devient nécessaire de Vessayer.
On divise donc 37 par 6; le quotient est 6. Pour essayer ce chiffre, on multiplie le diviseur 687 par 6 ; et comme le produit 4122 est supérieur au dividende, on en conclut que 6 est trop fort. On essaye le chiffre inférieur 5, en multipliant 687 par 5 ; et comme le produit 3435 est inférieur au dividende, on en conclut que 5 est le chiffre du quotient. En soustrayant 3435 de 3749, on obtient le reste 3i4. On dispose ordinairement l'opération comme on le voit ci-dessous :
Le raisonnement qui précède, étant général, conduit à la règle pratique suivante :
On divise par le premier chiffre à gauche du diviseur Vensemble des chiffres de même ordre dans le dividende : on multiplie le diviseur par le chiffre obtenu; et si le produit peut se retrancher du dividende, ce chiffre est le quotient cherché. Si la soustraction est impossible, le chiffre est trop fort : on le diminue d'une unité, on recommence l'essai, et l'on continue ainsi, jusqu'à ce qu'on obtienne un produit que l'on puisse retrancher du dividende.
58. Remarques. 1° Lorsque le nombre des chiffres du diviseur est considérable, on peut abréger notablement l'essai du quotient, en le commençant par la gauche. Soit, par exemple, ù diviser 36678259 par 7938594. On divise 36 par 7. Pour essayer le quotient 5, on doit chercher si ion peut retrancher du dividende 5 fois le diviseur. Or 5 fois 7 millions font 35 millions, qui, retranchés de 36 millions, donnent pour reste I million. Après cette soustraction, le dividende se réduit à 1678259. Or 5 fois 9 centaines de mille font 45 centaines de
mille, qui ne peuvent se soustraire de 16 centaines de milie : donc, à fortiori, le produit du diviseur total par 5 ne pourra {)as se soustraire du dividende, et le chiffre 5 est trop fort. Pour essayer 4, on dit : 4 l'ois 7 ndHions donnent 28 millions, qui, soustraits de 36 millions, laissent pour reste 8 millions : le reste total est donc 8678209. Or 4 fois 9 centaines de mille donnent 36 centaines de mille, lesquelles peuvent se retrancher de 86 centaines de mille, et laissent un reste supérieur à 9 centaines de mille. On est dès lors certain que le chiffre 4 n'est pas trop fort; car ce reste, suivi du chiffre 7, sera nécessairement supérieur de plus de 9 dizaines de mille au produit partiel suivant, et les soustractions suivantes seront toutes possibles. On comprend comment ce procédé dispense de calculer le plus grand nombre des produits partiels.
2° Lorsqu'on a trouvé le véritable chiffre du quotient, on multiplie le diviseur par ce chiffre, et Ton retranche le produit du dividende pour obienir le reste. Dans la pratique, on faii. simultanément la multiplication et la soustraction. Ainsi, reprenons rexemj)le précédent :
On dit : 4 fois 4 font 16; de 19 reste 3, et je retiens i : 4 fois 9 font 36, et i donne 37; de 45 reste 8, et je retiens 4 : 4 fois 5 font 20, et 4 font 24 ; de 32 reste 8, et je retiens 3 : 4 fois 8 font 32 , et 3 font 35; de 38 resîe 3, et je retiens 3. Et ainsi de suite. La méthode consiste, on le voit, à ajouter à chaque chiffre du dividende assez de dizaines pour rendre la soustraction possible, et à corriger Terreur en ajoutant le même nombre d'unités au produit partiel suivant; ce qui augmente les deux nombres d'un même nombre,et ne change pas le reste (32). 59. LwHTE DU NOMBRE DES ESSAIS. Lorsqu^ou divise par le premier chiffre à gauche du diviseur le premier ou les i\t\\\ premiers chiffres à gauche du dividende, on obtient un chiffre qui est une limite supérieure du quoiient.Si Ton divise le même dividende partiel par le diviseur partiel augmenté d'une unité, ou obtient wnelmnivÂnférieuredn quotient. Ainsi, soit ta diviser
41678 par 5986. Le quotient de 41 par 5 est 8, limite supérieure; le quotient de 4i par (5+i) ou 6 est 6, limite inférieure. En efîet on divise, dans ce dernier cas, /[i mille, nombre inférieur au dividende 41678, par 6 mille, nombre supérieur au diviseur 6986 : le chiffre trouvé ne peut être qu'inférieur au quotient inconnu. Par conséquent, le quotient cherché vaut au moins 6 et au plus 8. Si donc 8 et 7 sont trop forts, il n'est pas nécessaire d'essayer 6 : on est certain qu'il est le chiffre cherché, et Ton n'a eu que deux essais à faire.
60. Second CAS. \o Le quotient a plusieurs chiffres, et le diviseur nen a quun seul. Par exemple, diviser 58725 par 9.
Comme il faut écrire 4 zéros à la droite du diviseur 9 pour le rendre supérieur au dividende, le quotient a 4 chiffres. Le produit du quotient parle diviseur se compose donc de 4 produits partiels, c'est-à-dire de 9 fois les mille, 9 fois les centaines, 9 fois les dizaines et 9 fois les unités du quotient. Or le premier produit, ou 9 fois les mille du quotient, forme un nombre de mille qui ne peut se trouver que dans les 58 mille du dividende. Et j'ajoute que, si l'on divise 58 par 9, le quotient 6 est le chiffre exact des mille du quotient. En effet, dire que 58 contient 9 fois 6, c'est dire que 58 est compris entre 9 fois 6 et 9 fois 7; il peut être égal à 9 fois 6, mais il est inférieur à 9 fois 7, au moins d'une unité. Par suite 58 mille sont compris entre 9 fois 6 mille et 9 fois 7 mille, et ils diffèrent de ce dernier produit d'un mille au moins. Si donc on ajoute à 58 mille les 725 unités qui complètent le dividende, et qui ne valent pas un mille, le résultat 58725 est toujours inférieur à 9 fois 7 mille, et il devient ou reste nécessairement plus grand que 9 fois 6 mille. Le quotient entier est donc au moins 6 mille, et n'atteint pas 7 mille : le chiffre des mille est donc 6. Ce qu'il fallait démontrer.
Puisque le quotient contient G mille, le produit de ces () mille par le diviseur se compose de 54 mille, lesquels, retranchés des 58 mille du dividende, donnent pour reste 4 mille. Si l'on ajoute à ces 4 mille les 725 unités non employées du dividende, le reste total 47^5 ne contient plus que les trois autres produits partiels. On raisonne donc sur ce reste, comme on a raisonné sur le dividende primitif. Le produit des centaines du quotient par 9 ne peut se trouver que dans les 47 centaines du reste; et, en divisant 47 par 9> on obtient 5, chiffre exact des centaines du quotient. Le produit 9 fois 5 centaines, ou 45 centaines, étant soustrait de 47^5, le reste 225 ne contient plus que les deux derniers produits. En divisant de même 22 par 9, on obtient le chiffre 2, chilîre exact des dizaines du quotient; puis, en retranchant 9 fois 2 dizaines de 225, et en divisant le nouveau reste 45 par 9, on obtient le chiffre exact 5 des unités du quotient. Le quotient cherché est donc 6525; et comme 9 fois 5 font 45, le reste est nul, et la division se fait exactement.
Dans la pratique, on n'écrit pas, après chaque multiplication partielle, le reste total sous le précédent. Ainsi, après avoir retranché 54 mille de 58 mille, on ne place à côté du reste 4 que le chiffre 7 du dividende, seul chiffre nécessaire pour déterminer le second chiffre du quotient. De même, après avoir retranché 45 centaines de 47 centaines, on n'écrit, à côté du reste 2, que le chiffre suivant 2, et ainsi de suite. Cette simphfication est indiquée dans le second des tableaux ci-dessus.
Le raisonnement qui précède, étant général, conduit à la règle suivante : On divise par le diviseur le premier ou les deux premiers chiffres à gauche du dividende, ce qui donne le premier chiffre du quotient; on multiplie le diviseur par ce chiffre^ et Von retranche le produit du dividende partiel. A côté du reste, on abaisse le chiffre suivant du dividende ; on divise ce second dividende partiel par le diviseur, ce qui donne le second chiffre du quotient. On multiplie le diviseur par ce chiffre^ et Von retranche le produit du second dividende partiel. A côté du second reste, on abaisse le chiffre suivant du dividende : on obtient ainsi le troisième dividende partiel, que Von divise par le divi-
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seur, et l'on continue ainsi, jusqu'à ce que Von ait abaissé successivement tous les chiffres du dividende.
61. Second cas. 2° Le quotient et le dlciseur ont plusieurs chiffres. Par exemple, diviser 4888569 par 5876.
Comme il faut écrire trois zéros à la droite du diviseur pour le rendre supérieur au dividende, le quotient a trois chiffres. Le produit du quotient par le diviseur se compose donc de trois produits partiels, savoir : des produits des centaines, des dizaines et des unités du quotient par 0876. Or le produit des centaines du quotient par 5876 est un nombre exact de centaines qui ne peut se trouver que dans les 4^385 centaines du dividende. On est donc amené à diviser 48385 par 5876, pour avoir le chiffre des centaines. J'ajoute que cette division, que Ton sait elTectuer (57), fournit le chiiîre exactement. En effet, soit 8 le clîiïïre qu'elle donne : dire que 8 est le quotient de la division de 48385 par 5876, c'est dire que l'on a :
(le signe ■< voulant dire inférieur ou au [)]uséj^^ai à); et les deux derniers nouibres diffèrent au moins d'une unité. Donc
8 centaines x5876<^ 4^385 centaines <9 centaines X5876;
et les deux derniers nombres difTèrent au moins d'une centaine. Si donc on ajoute à 4^385 centaines les 69 unités qui complètent le dividende, et qui ne valent pas une centaine^ on aura évidemment
8 cen laines X5876 < 4838569 < 9 centaines x 5876 :
ce qui veut dire que ie dividende vaut i)îus de 5876 fois 8 cen-
faines, et ne vauî pas 0876 l'ois 9 centaines; par suite le quotient vaut plus de 8 centaines;, et n'en vaut pas 9. Le chilfre des centaines du quotient est donc 8. C. Q. F. D.
Le chiffre 8 des centaines étant connu, on multiplie ces 8 centaines par le diviseur, ce qui donne 47008 centaines, et Ton retranche ce produit du dividende. Il reste 1877 centaines, qui, jointes aux 69 unités non employées, fournissent un reste total égal à 137769. Ce reste ne contient plus que les deux autres produits. On raisonne donc sur ce reste, pour trouver les dizaines du quotient, comme on a raisonné sur le dividende pour trouver les centaines. On sépare les 13776 dizaines, et l'on divise 18776 par 5876 d'après la règle du n° 57. Le quotient 2 est le chiffre des dizaines. On multiplie ce chiffre par 5876, et l'on retranche le produit, 11752 dizaines, de 13776. Le reste 2024 dizaines, suivi des 9 unités non employées, ne contient plus que le dernier produit. El en divisant (57) ce nombre 20249 P^'^ ^876, on trouve le chilfre des unités 3. Le quotient est donc 828; et il y a un reste 2621.
Ce raisonnement, qui est général, conduit à la règle suivante : On sépare sur la gauclie du dividende un nombre suffisant pour contenir le diviseur au moins une fois, mais moins de dix fois : ce nombre est le premier dividende partiel, et l'ordre de son premier chiffre à droite est l'ordre des plus hautes unités du quotient. On divise, d'après la règle du no 57, le premier dividende partiel par le diviseur, et l'on obtient le premier chiffre à gauche du quotient. On multiplie le diviseur par ce chijfre, et l'on retranche le produit du premier dividende partiel. A côté du reste, on abaisse le chiffre suivant du dividende, ce qui donne le second dividende partiel, et Von divise ce nombre par le diviseur (57), ce qui fournit le second chiffre du quotient. On multiplie le diviseur par ce second chiffre, et Von retranche le produit du second dividende partiel. A côté du reste, on abaisse le chiffre suivant du dividende, et l'on forme ainsi le troisième dividende partiel, sur lequel on opère comme sur les précédents. On continue ainsi, jusqu'à ce qu'on ait épuisé tous les chiffres du dividende.
62. Remarques, i" Dans la pratique , on fait à la fois la mul-
tiplication du diviseur par le chiffre du quotient, et la soustraction, comme nous l'avons expliqué (n» 58), et comme on le voit dans le second tableau (n° 61).
2° Lorsqu'un dividende partiel ne contient pas le diviseur, le quotient ne contient pas d'unités de l'ordre correspondant. On place donc un zéro au quotient, et Ton abaisse immédiatement le chiffre suivant du dividende, pour former le nouveau dividende partiel, et continuer Topération.
3« Si le diviseur est terminé par des zéros, on les supprime; on sépare sur la droite du dividende un nombre de chiffres égal au nombre des zéros supprimés, et Ton divise seulement la partie qui reste à gauche dans le dividende par le diviseur modifié. On obtient ainsi le quotient cherché. Mais, pour avoir le reste complet, on rétablit, à la droite du reste qu'on vient d'obtenir, les chiffres qu'on a supprimés au dividende.
Par exemple, pour diviser 35874 par 600, on divise 358 par
6, ce qui donne 59 pour quotient et 4 pour reste. Le quotient
de la division primitive est 59, et le reste est 474* En effet,
puisque 358, divisé par 6, donne pour quotient 59 et pour reste
4, on a
et 358 et 6 x 60 diffèrent au moins d'une unité. Par suite 6 centaines X 59 < 358 centaines < 6 centaines X 60,
et la différence est d'au moins une centaine. Si donc on ajoute h 358 centaines les 74 unités qui ne valent pas une centaine, on aura
c'est-à-dire que le dividende primitif est compris entre 59 fois et 60 fois le diviseur primitif, ou que le quotient est compris entre 59 et 60 : il est donc 59.
Quant au reste, puisqu'en retranchant 59 fois 6 de 358 , on obtient 4 pour reste , en retranchant 59 fois 6 centaines de 358 centaines , on obtiendra pour reste 4 centaines; et par suite, en retranchant le même produit de 35874 ? on obtiendra 474- Ce qu'il fallait démontrer.
Preuve. Pour faire la preuve de la division, on multi
plie le diviseur par le quotient, on ajoute le reste au produit, et Von doit ainsi retrouver le dividende. Car le reste est Fexcès du dividende sur le produit du diviseur par le quotient.
On peut aussi faire la preuve de la multiplication , en divisant le produit par l'un des facteurs : le quotient obtenu doit être Vautre facteur,
64. Application. Montrons, par un exemple, comment on doit appliquer les diverses règles qui précèdent. On propose de diviser 43756796 par 5987, et de faire la preuve.
On dispose le diviseur à droite du dividende , et on les sépare par une barre ; puis on trace une autre barre sous le diviseur pour le séparer de la place destinée au quotient.
DIVISION. PREUVE
38oo
On sépare ensuite 5 chiffres sur la gauche du dividende, nombre suffisant pour contenir le diviseur au moins une fois et moins de dix fois; puis on dit : en 43 combien de fois 5, 8 fois : en 43 combien de fois 6, 7 fois; on n'a donc qu'un essai à faire ; si 8 est trop fort, 7 sera bon: or 8 fois 5 font 40 , de 43 reste 3 ; 8 fois 9 font 72 , de 37 impossible ; 8 est donc trop fort. On n'essaye pas 7, qui est bon, et l'on dit immédiatement : 7 fois 7 font 49 , de 56 reste 7 , et Fon retient 5 : 7 fois 8, 56 et 5 retenues 61 ; de 65 reste /\, et Ton retient 6 : 7 fois 9, 63 et 6 retenues 69; de 77 reste 8^ et Fon retient 7 : 7 fois 5, 35 et 7 retenues 42; de 43 reste i.
Le reste est 1847 : on abaisse le chiffre suivant 7 du dividende, et Fon a le second dividende partiel 18477. On dit : en 18 combien de fois 5 , 3 fois ; en 18 combien de fois 6, 3 fois aussi ; on n'a pas d'essai à faire , puisque 3 n'est ni trop faible
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ni trop fort. On fait donc la multiplication et la soustraction en disant: 3 fois 7, 21 ; de 27 reste 6, et l'on retient 2; 3 fois 8, 24, et 2 retenues 26; de 27 reste i, et Fou retient 2; 3 fois 9, 27, et 2 retenues 29; de 34 reste 5, et l'on retient 3; 3 fois 5, i5, et 3 retenues 18; de 18 reste o.
Le reste est 5i6 : on abaisse le chiffre suivant 9 ^ ce qui forme le troisième dividende partiel. Ce nombre ne contenanl pas le diviseur, il n'y a pas de dizainesau quotient ; on les remplace par un zéro. Puis on abaisse le chiffre suivant 6, et on forme ainsi le dernier dividende partiel. On dit : en 5i combien de fois 5 , 9 fois au plus : en 5i combien de fois 6, 8 fois. On essaye 9, qui est trop fort. On multiplie par 8, en disant : 8 fois 7, 56; de 56, o^ et l'on retient 5; 8 fois 8, 64 et 5 retenues 69; de 69, o, et l'on retient 6; 8 fois 9, 72 et 6 retenues 78; de 86 reste 8, et l'on retient 8 ; 8 fois 5, 40, et 8 retenues 48; de 5i reste 3.
Le quotient est 7308, et le reste est 38oo.
Quant à la preuve, on multiplie le diviseur par le quotient, ot on ajoute le reste: Ton retrouve le dividende.
65. Division dans un système quelconqiie. On propose de diviser 48a4a7 par yaS (système duodécimal}. Il n'y a rien à changer à la théorie vi à la règle précède tites.
PREUVE
7 ti a
4 o OC 4 a 7
On sépare 4 chiffres sur la gauche du dividende, et Ton dii : en 48 (4 douzaines et 8 unités), combien de Ibis 7, 8 fois; combien de fois 8, 7 Ibis. On voit que 8 est trop fort. On multiplie par 7, en disant : 7 fois 3 lont I douzaine et 9 ; de 'i douzaines et 4, reste 7, et l'on retient 2 ; 7 lois a font 5 douzaines et a, et 1 retenues font 6 douzaines; de 6 douzaines et a, reste a, et l'on retient 6; 7 ibis 7 font 4 douzaines et i, et 6 retenues font 4 douzaines et 7 ; de 4 douzaines et 8, reste r .
Le reste est la-y ; on abaisse le chiffre suivant a, et Ton divise laja par 7a3, en disant : en i douz. et a, combien de fois 7, 2 fois; 2 fois 0,6; de a, reste 4 ; '^- ft>is a, i douz. et 8 ; de 2 douz. et 7, reste p, et l'on relient 2 ; 2 fois 7, i douz. et 2, et 2 retonues, i douz. et 4 ; de i douz. et a, reste (>.
Le reste est (S|34. On trouvera de môme le dernier chiffre du quotient.
liC quotient est 72a, et le reste est 4ai. Puis on fera la preuve.
S II. PRINCIPES RELATIFS A LA DIVISION
66. Principe i. Pour diviser un produit de plusieurs fadeurs par l'un deux, il suffit de supprimer ce facteur.
Par exemple^ le quoUent de la division par 12 du produit
8x12x7X9 est 8x7X9.
En effet (46)
Or multiplier par 12 le produit 8X7X9, puis diviser le résultat par 12, c'est faire deux opérations qui se détruisent. Donc le quotient est 8 X 7 X 9.
67. Principe ii. Si, dans un produit , on considère un des fadeurs comme étant lui-même un produit de deux facteurs, pour diviser le produit par lun de ces derniers facteurs, il suffit de le supprimer.
Par exemple, dans le produit 8x 12X7X9, 12 est égal à 4 X 3; pour diviser le produit par 4 il suifll de supprimer ce facteur, et le quotient est 8 x 3 X 7 X 9.
En effet, en appliquant le principe (49, io),
et d'après (66), le quotient de ce dernier produit par 4 est 8x3X7X9-
68. Principe m. Si Von multiplie par un même nombre le dividende et le diviseur d'une division , le quotient de la nouvelle division est le même que le quotient primitif; mais le reste, s'il y en a un , est le produit du reste primitif par le multiplicateur.
Par exemple, en divisant 57 par 6, on a pour quotient 9 et pour reste 3 : il faut prouver qu'en divisant (57x8) par (6xB), on a encore pour quotient 9, mais que le reste est (3 X 8). On a, en effet :
Or, on multiplie ^'] par 8 , en multipliant par 8 les deux parties qui composent ce nombre; donc :
(57X8) = (6X9X8)-f-(3x8), ou (57x8) == (6 X 8 X 9) + (3 X 8).
Cette égalité montre que le nouveau dividende {57 X 8) contient 9 fois le nouveau diviseur (6x8); mais qu'il ne le contient pas Eo fois, puisque Texcès (3x8) est moindre que ce diviseur (6x8). Le quotient est donc 9, et le reste (6x8). C'est ce qu'il fallait démontrer.
69. Principe iv. Vour diviser un nombre par un produit de plusieurs facteurs, il suffit de le diviser successivement par chacun de ces facteurs.
Supposons d'abord que chacune des divisions successives se fasse sans reste. Par exemple: on divise successivement 1080 par 5 , puis le quotient 216 par 6 , puis le quotient 36 par 4 ce qui donne 9 : il faut prouver que 9 est le quotient de la division de 1080 par (5 X 6 x 4)-
En effet, par hypothèse, 1080 =: 5 X 216;
donc (48) 1080 = 5 X 6 X 36.
Or 36 ^ 4 X 9,
donc (48) 1080 = 5x6x4X9;
donc en divisant 1080 par le produit (5x6x4)^ on obtient le quotient 9. Ce qu'il fallait démontrer.
Supposons, en second heu, que certaines divisions laissent des restes. Par exemple: on divise 569 par 4^ piiis le quotient entier 142 par 5, puis le nouveau quotient entier 28 par 3, ce qui donne 9 pour dernier quotient entier. Il faut prouver qu'en divisant 569 par (4x5x3), on aura encore 9 pour
d'où, à fortiori,
puis
donc
quotient entier. En ell'et ;, d'une part, on a, par hypothèse :
Par conséquent , si l'on divise 569 par le produit 4x5x3, le quotient est au moins 9.
D'autre part, 569, divisé par 4^ donnant pour quotient 142 et pour reste un nombre i plus petit que 4, 569, est moindre que 4 X 143. De même 142 est moindre que 5 X 29; et comme la différence est d'une unité au moins, on peut dire que
donc 4 X 143 < 4 X 5 X 29,
et, par suite, 56g < 4 X 5 X 29.
De même 28 est moindre que 3 x 10, et la différence est d une unité au moins; donc 29 ^ 3 x lOj?
donc 4 X 5 X 29 < 4 X 5 X 3 X 10,
donc 569 < 4 X 5 X 3 X 10.
Par conséquent, si l'on divise 569 par le produit 4 X 5 x 3, le quotient est moindre que 10. Ainsi le quotient est au moins 9, et ne vaut pas 10: donc le quotient entier est 9. Ce qu'on voulait prouver.
70. Principe v. Le nombre des chiffres du quotient est toujours égal à l'excès du nombre des chiffres du dividende sur le nombre des chiffres du diviseur y ou à cet excès augmenté d'une unité.
On sait, en effet, que lorsqu'on a séparé sur la gauche du dividende le premier dividende partiel, le chiffre des unités de ce nombre représente des unités de même ordre que le premier chiffre à gauche du quotient ; il y a donc, à droite du premier dividende partiel, autant de chiffres qu'il y en a à droite
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du premier chiffre du quotient. Le nombre des chiffres du quotient surpasse donc d'une unité le nombre des chiffres du dividende qui suivent le premier dividende partiel. Par conséquent;, si le premier dividende partiel contient autant de chiffres que le diviseur, le nombre des chiffres du quotient surpasse d'une unité la différence des nombres de chiffres du dividende et du diviseur; et s'il en contient un de ])lus, le nombre des chiffres du quotient est égal à cette différence. G. Q. F. D. Par exemple, dans la division de 7364291 par 378, le premier dividende partiel a autant de chiffres que le diviseur, et en laisse 4 après lui; le nombre des chiffres du quotient est 5 (ou 7 — 3+1). Au contraire, dans la division de 7364291 par 978, le premier dividende partiel a un chiffre de plus que le diviseur, et en laisse 3 après lui. Le nombre des chiffres du quotient est 4 (ou 7 — 3).
71. Principe vi. Pour diviser une puissance d'un nombre par une autre puissance du même nombre^ on soustrait l'exposant du diviseur de l'exposant du dividende.
Par exemple : 7^ : 7^ = 7*.
En effet, le dividende est le produit de 9 facteurs 7, le diviseur est le produit de 6 facteurs 7; le quotient s'obtient (66) en supprimant ces 6 facteurs ; il est donc le produit de 3 facteurs 7.
§ m. PASSAGE d'un système DE NIHMÉRATION A €N AUTRE.
72. Premier problkml. Un nombre c^A écrit dans le système décimal: on demande de l'écrire dans un a idre système.
Par exemple» écrire le nombre 4874'-^- (base dix) dans le système dont la base esl douze.
le nombre est 24^ 5 a.
Puisque, dans le nouveau système, il faut \x unités d'un ordre pour former une unité de l'ordre supérieur , autant de fois 48742 contiendra 12, autant il y aura d'unités du second ordre. On divise donc 48742
par 12, et l'on trouve 4o(m douzaines et lo unités de reste. Le chiirrc des unités du nombre est donc a. De même, autant de fuis 4061 contiendra 12, autant il y aura d'unités du troisième ordre: on divise donc 4061 par 12, et l'on trouve 338 unités du troisième ordre, et 5 douzaines de reste. Le chiffre des douzaines du nombre est donc 5. En divisant de même 338 par 12, on trouve 28 unités du quatrième ordre, et 2 centaines de reste. Le troisième chiiïre est 2. Enfin, en divisant 28 par 12, on trouve 2 unités du cinquième ordre, et 4 niille de reste. Le quatrième chiffre est 4, et le cinquième est 2. Le nombre cherché est 2425a.
Rf-.GLE. On divise U nombre donné 'par la base du nouveau système, puis le quotient par celte b isc, puis le nouveau quotient par la même base, et Von continue^ jusqu'à ce qu on obtienne un quotient moindre que la base. Les restes successifs qiie Von obtient et le dernier quotient, écrits en allant de droite à gauche, sont les chiffres du nombre cherché.
Les calculs se font dans le système décimal.
73. Second problème. Un nombre est écrit dans un système quelconque : on demande de l'écrire dans le système décimal.
Soit, par exemple, le nombre ci.y/[^2, écrit dans le système duodécimal. Puisque, dans ce système, une unité du 5"»e ordre vaut 12 unités du 4"^i 10 uniiés du 5""" ordre valent 10 fois 12 ou 120 unités du 4"*^. Eu leur ajoutant les 7 unités du 4™^ ordre que renferme le nombre, on a un total de 127 unités du 4*"* ordre (écrites dans le système décimal). De même, puisqu'une unité du 4""^ ordre vaut 12 unités du 3«"ej 127 unités du 4"^* ordre valent 127 fois 12, ou i524 unités du 3™^ ordre ; lesquelles, augmentées des 4 unités de même ordre du nombre, forment un total de 1628 unités du 3m^ordre. De même ces i528 unités du S^e ordre valent i528fois 12 ou i8336 unités du 2me ordre : en ajoutant les 11 douzaines du nombre, on a 18347 unités du 2me ordre. Enfin celles-ci valent 18347 ^^^^ i^» ^^ 220164 unités simples, auxquelles on ajoute les 2 unités du nombre. Le nombre cherché est 220166.
Règle. On multiplie le premier chiffre à gauche du nombre par la base du système dans lequelil est écrit, et on ajoute au produit le chiffre suivant. On multiplie la somme par la base, et Von ajoute au nouveau produit le chiffre suivant. On multiplie la nouvelle somme par la base, et l'on ajoute encore au produit le chiffre suivant du nombre. On continue ainsi^ jusqu'à ce qu'on ait ajouté le dernier chiffre du nombre.
Les calculs se font dans le système décimal.
74. Troisième problème. Un nombre est écrit dans un système quelconque : on demande de récrire dans un autre système.
Par exemple, le nombre 4p3a est écrit dans le système duodécimal : on propose de récrire dans le système dont la base est neuf.
On peut, en appliquant successivement les deux règles précédentes, faire passer d'abord le nombre du système duodécimal dans le système décimal (73), puis le faire passer de ce dernier dans le système dont la base est neuf (7î).
Mais on peut opérer le passage directement, en appliquant l'une quelconque des deux règles.
4Xi3=53, 534-1-^ = 65; 65Xi3 = 866, 866 + 3=870; 70X13 = 12680, 12630 + 11 = 12641;
Dans le premier cas, on divise par la nouvelle base, en opérant dans le système dont la base est douze. Les restes successifs et le nouveau quotient fournissent le nombre 12641.
Dans le second cas, on multiplie par la base du premier système, c'està-dire p^r douze, en opérant dans le nouveau dont la base est neuf: ainsi douze s'écrit i3. Les multiplications et addition^s successives fournissent le même nombre 12641,
EXERCICES
L Effectuer les divisions suivantes sur des nombres éciils dans le syslème décimal :
(Rép. : Les quotients sont : 126, 852, 792 ; et les restes sont : 23, i57, 1257.)
IL Effectuer les divisions suivantes sur des nombres écrits dans le système duodécimal :
1» 3p7a:7P, 2" 489ap.2 : [35 3, 3» 2 7597.28^3 : api a^.
(Rép.: Les quotients sont 1" 60, 2" 4P7, 3" 2a()9, et les restes sont Pia, 2''5i5, 307P830)
IIL Kflecluer les divisions suivantes sur des nombres écrits dans le système dont la bsse est trois:
DE LA DIVISION. Si
(Uép.: Les quotients sont 1° o.i, 2" jîoi, 3" r r i 2, cl les restes sont l'' i o, 2" 200, *>" 11?..)
IV. Écrire, dans le système dont la base est huit, les nombres suivanls qui sont, écrits dans le syslè'ne décimal :
(Rép.: On trouve 5 47, i 4(^11, i 3 6 2 00.)
V. Écrire dans le système décimal les nombres suivants qui sont écrits dans le système dont la base est cinq :
(Rép.: On trouve 097, 55o, 8694.)
VI. Faire passer dans le système dont la base est nmf les nombres suivants, qui sont écrits dans le système dont la base est huit :
(Rép.: On trouve 460, 47 4 5, 355 120 6.)
Vil. La lumière parcourt en 8 minutes 18 secondes la distance de 371 16000 lieues de 4 kilomètres qui sépare le soleil delà terre. Quelle distance parcourt-elle en une seconde ? (R.: 7453o lieues.)
VIII. Une locomotive parcourt, sur un chemin de fer, 5o kilomètres par heure; combien d'années mettrait-elle à atteindre le soleil, en conservant la même vitesse ? (R.: 339 ^"s, i5 jours.)
IX. Deux wagons partent en même temps de deux lieux distants de 640 kilomètres, et vont à la rencontre l'un de l'autre. Le premier parcourt 45 kilomètres par heure, le second n'en parcourt que 35. On demande après combien de temps ils se rencontreront, et quel chemin chacun d'eux aura parcouru ? (R.: 8 heures ; 36o kil. et 280 kil.)
X. Deux wagons parlent de deux villes distantes de 820 kilomètres ; ils vont dans le même sens. L'un a une vitesse de 60 kilomètres h l'heure, l'autre une vitesse de 40 kilomètres. Ce dernier ne part que 3 heures après le premier ; on demande à quelle distance de son point de départ il sera rejoint par l'autre, et quel chemin chacun d'eux aura parcouru? (Rép,: 1280 kil. Le premier aura parcouru 2040 kil.)
XL Une fontaine fournit 4^2 litres d'eau en 3 heures ; une autre en fournit 736 en 8 heures ; une troisième en fournit 927 en 9 heures. Combien mettront-elles de temps, en coulant ensemble, à remplir un réservoir contenant i5368 litres? (R.: 4^ h. 20 m.)
XII. Si la première fontaine était remplacée par un robinet d'égale capacité destiné à vider le réservoir, pendant que les deux autres continueraient
à le remplir, en combien de temps le réservoir serait-il rempli? (Rép.; 3oi h. 20 m.)
XIII. La somme des chiffres, dans un nombre de deux chiffres, est i5 : en renversant les deux chiffres, on forme un nouveau nombre qui surpasse le premier de 27. Quel est le nombre? (R.: 69.)
XIV. Un père propose le problème suivant : ma tille a trois fois l'âge qu'elle avait, lorsque mon fils avait l'âge actuel de ma fille ; et quand ma fille aura l'âge actuel de mon fils, ils auront ensemble 60 ans. Quels sont les âges actuels du fils et de la fille ? (R.: aSansetiS ans.)
XV. Partager iioo fr. entre quatre personnes, de manière que la première ait autant que la seconde et la troisième ensemble, que la seconde ait autant que la troisième et la quatrième ensemble, et que la part de la troisième soit double de celle de la quatrième. (R.; Les parts sont Soofr., 3oo fr., 200 fr., 100 fr.)
XVI. On divise séparément un nombre donné par deux nombres entiers consécutifs. Prouver que, pour que le quotient entier soit le même dans les deux opérations, il faut et il suffit que ce quotient soit plus petit que le reste de la première division.
XVII. Lorsqu'une division se fait sans reste, on peut faire la preuve en divisant le dividende par le quotient ; on trouve pour quotient le diviseur. Lorsqu'il y a un reste, peut-on dire qu'en divisant le dividende par le quotient, on trouvera pour quotient le diviseur, et pour reste le reste primitif?
XVIII. Quand deux nombres entiers sont tous deux pairs ou tous deux impairs, la demi-somme de leurs carrés est la somme de deux carrés.
CHAPITEE PREMIER DIVISIBILITÉ DES NOMBRES
75. Définitions. On dit qu'un nombre est d/ij/sî5/e par un autre, ou qu'il est multiple d'un autre, lorsqu'il est le produit de cet autre par un nombre entier. Le second est dit diviseur ou sous-mulliple du premier.
Ainsi 20 est divisible par 4, ou est multiple de 4, parce qu'il est égal à 5 fois 4 ' d'autre part, 4 est un diviseur ou un sousmultiple de 20.
Un nombre est pair, lorsqu'il est divisible par 2; il est impair, quand il n'est pas divisible par 2. Ainsi 8, 12, 20 sont des nombres pairs; i3, i5, 27 sont des nombres impairs.
Un nombre quelconque est toujours divisible par lui-même et par Tunité. Quand il n'a pas d'autres diviseurs, on dit qu'il est premier absolu, ou simplement premier. Ex. : 7, it, 17, sont des nombres premiers.
Deux nombres quelconques ont toujours l'unité pour diviseur commun. Quand ils n'ont pas d'autres diviseurs communs, on dit qu'ils sont premiers entre eux. Ainsi 12 et 25 sont premiers entre eux.
I. PRINCIPES SIJB LA DIVISIBILITÉ
76. Principe i. Tout nombre, qui divise séparément les diverses parties d'une somme, divise aussi la somme.
Ex. : 9 divise séparément 36, 54, 72; il doit diviser la somme 36-1- 544- 72. En effet, chacun de ces nombres étant égal à un certain nombre de fois 9, leur somme est, à son tour, un certain nombre de lois 9; elle est donc divisible par 9.
77. Conséquences. II résulte de là i» que tout nombre, qui divise wn autre nombre, divise les multiples de ce dernier. Ainsi 9, divisant 36, divise 3 fois 36. Car 3 fois 36 équivaut à une somme de trois nombres égaux à 36; et 9, divisant chaque partie de la somme, divise la somme.
S* Que tout nombre, divisible par un autre, est divisible par les sous-multiples de ce dernier. Ainsi 36, divisible par 9, est divisible par 3, diviseur de 9. [En effet 3, divisant 9, divise son multiple 36.
78. Principe ii. Tout nombre, qui en divise deux autres, divise leur différence. Ainsi 12 divise 72 et 48: il doit diviser 72 — 48. Car 72 et 48 étant chacun un certain nombre de fois 12, leur différence est aussi un certain nombre de fois 12 : elle est divisible par 12.
On énonce encore ce théorème sous une autre forme, en disant : Tout nombre, qui divise une somme de deux parties et l'une de ces parties, divise l'autre. Plus généralement, tout nombre, qui divise une somme de plusieurs parties et toutes les parties moins une, divise la dernière. Car toutes les parties divisibles peuvent se grouper en un seul nombre, qui est (76) divisible par le diviseur, et l'on retombe sur le cas précédent.
79. Principe m. Si un nombre divise toutes les parties d'une somme, à l'exception d'une seule, il ne divise pas la somme ; et si l'on divise séparément par le diviseur cette dernière partie et la somme totale, les restes des deux divisions sont les mêmes. Ainsi, soit la somme 36 4- 54 4- 81 + 67 ; le nombre 9 divise les trois premières parties; il ne divise pas 67, et le reste de la division de 67 par 9 est 4; il faut prouver qu'en divisant la somme totale par 9, on aura pour reste 4-
En effet, 36, 54 et 81 sont égaux chacun à un certain nombre de fois 9; 67 est égal à un certain nombre de fois 9, augmenté de 4 : donc la somme totale est elle-nième égale à un certain
nombre de t'ois 9, augmenté de 4- Donc cette somme^ divisée par 9, donnera pour reste 4- G. Q. F. D.
80. Corollaire. 11 résulte de là que le reste d\ine division ne change pas, quand on augmente ou quand on diminue le dividende d'un multiple du diviseur.
81. Principe iv. Si deux nombres différents, divisés par le même diviseur, donnent le même reste, leur différence est un multiple du diviseur. Par exemple, 68 et 4i> divisés par 9, donnent pour reste 5 : il faut prouver que leur diflerencc 68 — 41 est divisible par 9.
Le théorème serait évident, si les deux restes étaient nuls; car alors les deux nombres seraient multiples du diviseur, et leur différence (78) le serait également. Or chacun des deux nombres est un multiple du diviseur, augmenté du même nombre 5; et Ton sait (32) que la différence de deux nombres ne change pas, quand on augmente chacun d'eux d'un même nombre. Le théorème est donc démontré.
Réciproquement, si la différence de deux nombres est divisible par un troisième, chacun de ces nombres, divisé par le même diviseur, donne le même reste. Par exemple, /\S — 21 ou 27 est divisible par 9 : il faut prouver que 4^ et 21, divisés séparément par 9, donneront le même reste. En effet, dire que la différence entre 4B et 21 est un multiple de 9, c'est dire que 48 est la somme de 21 et d'un multiple de 9; on ajoute donc à un dividende 21 un multiple du diviseur 9, pour former 48; le reste n'est donc pas changé (80).
82. Principe v. Si l'on divise séparément deux nombres par un même diviseur, le produit des deux nombres, diminué du produit des deux restes, est un multiple de ce diviseur. Par exemple 47^ divisé par 9, donne pour quotient 5 et pour reste 2; 34, divisé par 9, donne pour quotient 3 et pour reste 7; il faut prouver que le produit des deux nombres (47 X 34), diminué du produit des deux restes (2 x 7), est un multiple de 9.
En etî'et, puisque ^7 est un multiple de 9 augmenté de 2, (47 X 34), qui vaut 34 fois plus, est égal à 34 fois le multiple de 9, plus 34 fois 2, c'est-à-dire (77) à un autre multiple de 9 augmenté de (2 x 34) ; et par suite, en divisant (2 x 34)
par 9, on a le même reste (79) qu'en divisant (47 x 34) par 9.
Mais (2X34) = (34X2). Or 34 étant égal à un multiple de 9, augmenté de 7, (34 X 2) est égal à un autre multiple de 9, augmenté de (7 X 2). Et par suite , en divisant (7X2) par 9, on a le même reste qu'en divisant (34 X 2) par 9.
Donc enfin, en divisant par 9 les trois produits (47 X 34), (2X34) et (2X7), on obtient le même reste : donc (81) la différence entre (47 X 34) et (2 x 7) est divisible par 9. Ce qu'il fallait démontrer.
II. CARACTÈRES DÉ DIVISIBILITÉ PAR CERTAINS NOMBRES
83. Premier genre de caractère. i° Un nombre est divisible par 2 ou par 5, lorsque, son chiffre des unités est lui-même divisible par 2 ou par 5.
En effet, un nombre quelconque peut toujours être considéré comme la somme de deux parties dont l'une renfermerait les unités simples du nombre, et l'autre l'ensemble de ses dizaines et unités supérieures. Par exemple, 738 est la somme do 73 dizaines et de 8 unités. Or une dizaine, étant égale à (2X5), est multiple à la fois de 2 et de 5 : il en est de même (77) d'un nombre quelconque de dizaines, qui est multiple de 10. Donc (76), si la deuxième partie du nombre, c'est-à-dire le chiffre des unités 8, est divisible par 2 ou par .5, le nombre total le sera également. C Q. F. D.
Si le chiffre des unités n'est pas divisible, le nombre total (79) ne l'est pas non plus, et les restes des deux divisions sont les mêmes. Ainei, dans l'exemple précédent, 8 est divisible par 2; divisé par 5, il donne le reste 3. Donc 738 est divisible par 2; mais, divisé par 5, il donne le reste 3.
84. 2" Un nombre est divisible par 4 ou par 25, quand le nombre formé par l'ensemble des deux derniers chiffres à droite est lui-même divisible par 4 ou par 25.
En effet, un nombre quelconque peut toujours être décomposé en deux parties dont l'une contiendrait les deux derniers chiffres, et l'autre les centaines et unités supérieures. Par exemple, 17352 est la somme de 173 centaines et de 52 unités.
Or une centaine^ étant égale à (4X25), esta la fois multiple de 4 et de 25; et il en est de même (77) de 178 centaines. Donc, si la seconde partie, 52, est divisible par 4 ou par 20, tout le nombre le sera. C. Q. F. D.
Si le nombre formé par les deux derniers chiffres n'est pas divisible par 4 ou par 25, le nombre total ne Test pas non plus, et les restes des deux divisions sont les mêmes. Ainsi, dans l'exemple précédent, 52 est divisible par 4; divisé par 25, il donne pour reste 2. Donc 17352 est divisible par 4; mais, divisé par 25, il donne pour reste 2.
85. 3»^ Un nombre est divisible par 8 ou par i25, quand le nombre formé par les trois derniers chiffres à droite est divisible par Sou par i25.
En effet, un nombre quelconque est toujours décomposable en deux parties dont Tune contiendrait les trois derniers chiffres, et l'autre les mille et unités supérieures. Par exemple, 37872 est égal à 37 mille plus 872 unités. Or un mille, étant égal à (8 X 125), est multiple à la fois de 8 et de 1 25 ; et il en est de même (77) de 37 mille. Donc si la seconde partie, 872, est divisible par 8 ou par i25, le nombre total le sera également. C. Q. F. D.
Si le nombre formé par les trois derniers chifï'res n'est pas divisible par 8 ou par i25, le nombre total ne l'est pas non plus, et les restes des deux divisions sont les mêmes. Ainsi, dans rexemple précédent, 872 est divisible par 8; divisé par i25, il donne pour reste 122. Donc 37872 est divisible par 12; mais, divisé par i25, il donne pour reste 122.
86. Remarque. On voit aisément quelle est la loi que suivent les diviseurs dans ce premier genre de caractère : 2 et 5 sont les deux facteurs de la base du système; 2, 4, 8..., sont les puissances successives de 2; 5, 25, i25..., sont les puissances successives de 5. Le nombre de chiffres, dont dépend la divisibilité, est égal à Texposant de la puissance : car 2 x 5= 10, 2^x5^= 10^ = 100, 2^ X 5^^ = 10^ — TOGO, etc.
87. Second genre de caractère, jo Un nombre est divisible par g, quand la somme de ses chiffres, pris avec leur valeur absolue, est elle-même divisible par 9.
Pour le prouver, on remarque d'abord qu'une puissance de 10 est un mulliple de 9, augmenté d'une unité; car^, en retranchant I d'une puissance de 10^ on obtient un nombre composé de 9.
On en conclut qu'un nombre formé d'un chiffre quelconque^ suivi de plusieurs zéros, est un multiple de 9, augmenté de ce chiffre. Car, par exemple, 6000 est égal à 6 fois 1000 : or, 1000 est un multiple de 9, augmenté d'un : donc 6000 est égal à 6 fois ce multiple, plus 6 fois i, c'est-à-dire à un multiple de 9, plus 6.
Cela posé, soit un nombre quelconque 476235. On peut, diaprés ce qui précède, former le tableau suivant :
400000 = mult. de 9 -H 4
70000 = mult. de 9 -i- 7
6000==: mult. de 9 -h 6
200 = mult. de 9 -j- 2
3 o = mult. de 9 -H 3
Si l'on ajoute toutes ces parties, en remarquant que la somme de plusieurs multiples de 9 est (76) un multiple de 9, on a
476235 = mult. de 9 -H (4 H- 7 -1-6 -4- 2 -4- 3 -}- 5).
Un nombre est donc toujours décomposable en deux parties dont l'une est un multiple de 9, et dont l'autre est la somme de ses chiffres pris avec leur valeur absolue. La première est divisible par 9 : si donc la seconde est divisible par 9, le nombre total Test également. C. Q. F. D.
Si la somme des chiffres n'est [)as divisible par 9, le nombre total ne l'est pas non plus, et les restes des deux divisions sont les mêmes (79).
Dans l'exemple précédent, la somme des chiffres est 27, nombre divisible par 9 : le nombre est donc divisible par 9. Dans le nombre 7836584768, la somme des chiffres est 62; la somme des chiffres de 62 est 8 : donc ce nombre n'est pas divisible par 9, et le reste de la division ost 8.
88. 2" Un nombre est ditisible par 'd, quand la somme de ses chiffres, pris avec leur valeur absolue^ est elle-même divisible par 3.
On vient de prouver, en effet, que tout nombre est décoin- {>osable en deux parties dont l'une est un multiple de 9, et dont l'aulre est la somme de ses chiffres. Or tout multij)le de 9 est (77, 2") muUipie de 3. Donc un nombre quelconque est décoinposable en deux parties : savoir un multiple de 3, et la somme de ses chiffres. Or la première partie est divisible par 3; si donc la seconde Test, le nond}re Test également.
Et si la somme des chiffres n'est pas divisible par 3, le nombre ne Test pas non plus, et les restes des deux divisions sont les mêmes (79).
Par exemple, 534 est divisible par 3; 275, divisé par 3, donne pour reste 2.
89. Troisième genre de caractère. Un nombre est divisible par II, quand la différence entre la somme des chiffres de rang impair et celle des chiffres de rang pair, pris avec leur valeur absolue et comptés en allant de droite à gauche, est o ou est divisible par 1 1 .
Pour le prouver, on remarque 1» qu'une puissance de 10 dont l'exposant est pair, comme 100, loooo, loooooo, etc, est un multiple de 1 1, augmenté d'une unité. Car, en retranchant i de cette puissance, on obtient un nombre composé d'un nombre pair de 9, comme 99, 9999^ 999999, etc. Or ce nombre peut être partagé en tranches de deux chiffres dont chacune est égale à 99, c'est-à-dire à 9 fois 11; chacune d'elles, prise avec sa valeur relative, est donc (77) un multiple de 11; et le nombre total, somme de ces multiples, est lui-même un multiple de 11.
On remarque 2° qu'une puissance de 10 dont l'exposant est impair, comme 10, 1000, looooo, etc., est un multiple de 11, diminué d'une unité. En effet, d'abord 10=11 — i. Puis, une puissance impaire étant une puissance paire multipliée par 10, on a, par exemple :
iooooo=iooooxio:=(multiple de ii-l-i)xio ^multiple de ii-i-io.
Or 10 est un multiple de ii moins i : donc enfin
iooooo=multiple de ii — i.
Il résulte de ces deux remarques qu'un nombre formé d'un chiffre quelconque suivi de zéros est un multiple de ii, augmenté ou diminué de la valeur absolue de ce chiffre, suivant que le nombre des zéros est pair ou impair. Ainsi :
6oooo==:mult. de 11-I-6, 6ooo^=mult. de 11— 6.
Cela posé, soit un nombre quelconque 872856. On peut, d'après ce qui précède, former le tableau suivant :
5o = mult. de 1 1 — 5
800 = mult. de 1 1 H- 8
2000= mult. de 1 1 — 2
70000 = mult. de 1 1 H- 7
3 o 0 o o o =: mult. de T I — 3
Si l'on ajoute toutes ces parties, on voit que
372856=mult. de 11+6—5-1-8—2+7—3,
égalité que Ton peut écrire
372856=mult. de 11 -i-(6+8-i-7)— (5+2+3);
car, pour additionner et soustraire des nombres, quel que soit leur ordre, il suffit d'additionner la somme de ceux qui sont à ajouter, et de soustraire ensuite la somme de ceux qui sont à retrancher.
Un nombre quelconque est donc égal à un multiple de 11, auquel on ajouterait la somme de ses chiffres de rang impair, et dont on retrancherait ensuite la somme de ses chiffres de rang pair. Si donc ces deux sommes sont égales, c'est-à-dire si leur différence est nulle, les deux opérations se détruisent, et le nombre est un multiple de 11 . Si la première somme surpasse la seconde d'un multiple de 11, les deux opérations se réduisent à ajouter au multiple de 11 leur différence qui est multiple de 11; etle nombre est encore un multiple de 1 1 (76), Si la seconde
somme, au contraire, surpasse la première d'un multiple de 1 1 , les deux opérations se réduisent à retrancher du mulliple de 1 1 leur différence qui est multiple de ii; et le nombre est encore (78) mulliple de ii.C. Q. F. D.
Exemples :
1« 347853 = muU. de ih-(3-h8h-4) — (5 + 7 + 3).
= mult. de T I + 1 5 — 1 5 = mult. de 1 1 . -2° 372856== mult. de 11 -h ((i-+- 8+ 7) — (5 + 2 + 3)
^muU.deii+21 — io==mult.deii+ii=mul(.dei i.
3° 758494 — mult.de ii + (4 + 4 + 5) — (9 + 8 + 7)
tr: mult. de 1 1 +1 3 — 24=mult.de 11 — 11 -:= mult. de 1 1 .
90. Reste DE LA DIVISION PAR 11. Si la différence des deux sommes n'est pas divisible par 11, le nombre se composant d'un multiple de 11, augmenté ou diminué d'un nombre qui n'est pas muUipîe de 11, n'est pas lui-même (79) divisible par II, Mais, pour trouver le reste de la division, il faut distinguer deux cas.
1° Cas où la somme des chiffres de rang impair surpasse la somme des chiffres de rang pair: par exemple, dans le nombre 837251946, la première somme (6+9+ 5 + 7 + 8) est égale à 35, la seconde (4 + 1 +2+3) est égale à 10, et leur différence est 25. On peut donc écrire :
837251946 = mult. de 11 + 35 — 10 = mult. de 11 +25.
Donc, en divisant le nombre par 11, on a le même reste (79) qu'en divisant 25 par 11, c'est-à-dire 3. Dans ce cas, le reste s'ohlient donc en divisant par 11 la différence des deuxsommes.
^'^ Gasoil la somme des chiffres de rang impair est inférieure à cette des chiffres de rang pair: par exemple, dans le nombre 273428593, la première somme (3+5 + 2+3 + 2) est égale à i5, la seconde (9+8 + 4 + 7) est égale à 28, et leur différence est i3. On peut donc écrire
273428593 = mult. deii+i5 — 28.
Comme on ne peut pas retrancher 28 de i5, on prend, dans le multiple de 11 qui précède, un multiple de 11 assez grand pour rendre la soustraction possible, soit 22; et le reste est encore (78) multiple de 11. On a ainsi ;
62 LiviŒ II.— cîiAriiKE 1.
273428593 = 1111111. de 11 + 22+ 10 — 28.
=:mult. de 11+37 — 28=niult.deii+9.
Le reste de la division est 9. x\insi, dans ce cas, le reste s'obtient en augmentant la somme des chiffres de rang impair d'un multiple de 1 1 assez grand pour la rendre supérieure à la somme des chiffres de rang pair, et en soustrayant ensuitecelte dernière somme du résultat.
Exemples: 1° Soit le nombre 348527 : les sommes sont 16 et i3y leur différence est 3 ; le reste de la division par 11 est 3.
2° Soit le nombre 857365; les sommes sont i3 et 21; on ajoute II à i3, ce qui donne 24; on retranche 21 de 24, le reste de la division est 3.
91. Divisibilité par un nombre quelconque. La méthode de démonsîration, commune h tous les caraclères de divisibilité, que nous venons d'exposer, consiste à décomposer h' nombre proposé en deux parties dont la première soit un multipie du diviseur que l'on considère. Quant à la seconde partie, de laquelle dépend exclusivement le caractère, elle doit, d'une part, se former facilement à l'aide des chiffres du nombre donné ; elle doit, de l'autre, fournir le reste de la division beaucoup plus promptement que si l'on divisait effectivement le nombre donné par le diviseur. Il suffirait donc de réunir ces conditions, dans le cas d'un diviseur déterminé, pour obtenir un caractère commode de divisibilité par ce diviseur.
Or, lorsqu'on divise les puissances successives de 10 par certains'nombres particuliers, on trouve des restes qui, comme ou le verra plus tard, peuvent se reproduire périodiquement, et fournir ainsi la solution du problême. Un exemple le fera comprendre. Cherchons un caractère de divisibilité par 7.
Comme 10=7+3, 100 qui vaut 10 fois 10, c'est-à-dire îe produit d'un multiple de 7 augmenté de 3 par lui-même, est égal à un multiple de 7 augmenté de 3 fois 3 (82), ou à un multiple de 7 augmenté de 3. De même 1000, qui vaut 10 fois 100, est égal au produit d'un multiple de 7 augmenté de -^ par un multiple de 7 augmenté de 3, c'est-à-dire à un multiple de 7 augmenté de 3 fois 2 ou de 6. On peut donc former le tableau suivant :
10 = mult. de 7 + 3
100 = mult. de 7 + 2
1000 = nnilt. de 7 + 6
dans lequel chaque reste s'obtient en multipliant le précédent par 3, et en divisant le produit par 7.
Mais on remarque que 6=7 — i ; donc 1000 est un multiple de 7 diminué de I. Par suite loooo, qui vaut 10 fois 1000, est un multiple de 7 diminué de 3 fois i, ou de 3 ; rooooo est un multiple de 7, diminué de 3 fois 3, ou encore un multiple de 7, diminué de 3 ; looopoo est un multiple de 7, diminué de 3 fois •>. ou de (>, ou encore un multiple de 7 augmenté de 1. Par conséquent ;
I = I 1000 = mult. de 7 — I
10 = mult. de 7 -H 3 loooo = mult. de 7 — 3
100 = mult. de 7 + i looooo = mult. de 7 — 2
Et, à partir de loooooo, la double série se reproduira :
loooooo = mult. de 7 + I ipoo^oo^oo =: mult. de 7 — i
looooooo = mult. de 7 + 3 10000000000 = mult. de 7 — 3
loooooooo = mult. de 7 •+- 2 looooooooooo 1= mult. de 7 — a
Et ainsi de suite. Par conséquent un nombre, formé par un chiffre quelconque suivi de zéros, est un multiple de 7, augmenté ou diminué du produit de ce chiffre par l'un des nombres i, 3, 2.
Cela posé, considérons un nombre quelconque 79.875.624.839.632, et partageons le en tranches de trois chiffres à partir de la droite. La première tranche 632, valant 2+3o+6oo, est un multiple de 7, augmenté de ('^ X i)4-(3 X 3) -}- (6 X ?•)• La seconde tranche 839 mille, valant (9 -|- 3o 4- 800) mille, est un multiple de 7, diminué de (9X1) + (3X3)-H(8x^). La troisième tranche 624 millions, valant (4 + 20 + 600) millions, est un multiple de 7, augmenté de (4 X i) + (2 X 3) + (6 X 2)' La quatrième, 875 billions, est un multiple de 7, diminué de (5 X i) + (7 X3) + (8X2). La dernière, 79 trillions, est un multiple de 7 augmenté de (9 X i) + (7 X 3). Le nombre total est donc un multiple de 7, augmenté des sommes de produits correspondant aux tranches de rang impair, et diminué des sommes de produits correspondant aux tranches de rang pair. On peut disposer ainsi le calcul :
nombre
multiplicateurs
K'^ tranche |3x3= 9
2'»nranche]3x3= 9
jsx 2 = 16
reste 6
j4Xi= 4
(5Xi= 5
3™e tranche|2 x3^ 6
4'nnranche 7 X3=:2i
^-^^ tranche î^^'"" ^ l7X3 = 2i_
somme 76
somme 7 5
m LIVRE II. — CHAPITRE I.
La première somme vaul yS, la seconde 76. Donc le nombre est un multiple de 7, augmenté de 76 et diminué de 76, Si l'on emprunte 7 au multiple pour l'ajouter à yS et rendre la soustraction possible, on voit que le nombre est un multiple de 7, augmenté de 82 et diminué de 76. Donc
79875624839632 = mult. de 7 + 6 ;
donc le reste de la division de ce nombre par 7 est 6.
De là on conclut la règle suivante : On pa7'tage le nombre en tranches de trois chiffres à partir de la droite ; on multiplie les trois chiffres de chaque tranche^ le premier par i, le second par 3, le troisième par 2. On fait séparément la somme des produits correspondant aux tranches de rang impair^ et la somme des produits correspondant aux tranches de rang pair; et l'on retranche cette seconde somme de la première, après avoir augmenté celle-ci, s'il est nécessaire, d'un muliiple convenable de 7, poiir rendre la soustraction possible. La différence, divisée par 7, donne le reste de la division du nombre par 7. Si ce reste est n»/, le nombre donné est divisible par 7.
92. Application a la preuve de la multiplication. Supposons que l'on ait à contrôler le produit de 6548 par 724.
multiplication. preuve par 9. preuve par II.
6548 . . . reste 5 j ... reste 3 1
reste 2 [ reste 5
reste 4 ) « . . reste
47407^2 . . . reste 2 .... reste 5.
On sait (82) que, si l'on divise les deux facteurs 6548 et 724 par un même nombre, la différence entre le produit 47407^2 de ces facteurs elle produit des deux restes est un multiple du diviseur. Par suite (8i), en divisant le produit des deux nombres et le produit des deux restes par le diviseur, les deux opérations doivent donner le même reste.
D'après cela, pour faire la preuve de la multiplication, dite par 9, on cherche les restes de la division de chaque facteur et du produit par 9; et pour cela il suffit d'additionner les chiffres de chacun (87) , en retranchant 9 autant de fois que possible.
On trouve ainsi les restes 5^ 4, 2. On multiplie 5 par 4, et l'on divise le produit 20 par 9; on doit trouver le reste 2, qu'a donné le produit.
Pour faire la preuve de la multiplication par 11, on clierclie les restes de la division des deux facteurs et du produit par II (90); on trouve 3, 9, 5 : on fait le produit des deux premiers 3 et g, et on le divise par 11. Le reste 5 que Ton trouve doit être celui qu'a donné le produit,
93. Remarques. l^Si la preuve ne réussit pas, l'opération est inexacte. Si elle réussit, on ne peut pas affirmer que l'opération est exacte; mais Terreur, s'il y en a une, ne peut être qu'un multiple du diviseur. Il est donc utile de contrôler à la fois l'opération , comme nous Tavons fait ci-dessus , à l'aide des preuves par 9 et par 1 1 ; car, si elles réussissent toutes deux, Terreur, ne pouvant être qu'un multiple commun à 9 et à II, devient moins probable.
2° Le principe v (82), qui démontre les preuves précédentes, est général et s'applique à tout diviseur, à 7 par exemple. Si Ton choisit, en particulier, 9 et 11 , c'est parce qu'on obtient très-facilement les restes que fournissent ces diviseurs, et qu'en outre on emploie, pour les trouver, tous les chilTres des nombres. Les diviseurs 2 et 5, 4 et 25, etc., qui donnent aussi des restes faciles à calculer, ne remplissent pas la dernière condition ; et le contrôle qu'ils fourniraient, ne portant que sur le premier ou les deux premiers chiffres du produit , n'offrirait qu'une garantie insuffisante.
94. Application a la preuve de la division. Dans toute division, si Ton retranche le reste du dividende , on obtient pour différence le produit du diviseur par le quotient. On peut donc appliquer à la différence considérée comme produit, et au diviseur et au quotient considérés comme facteurs, les preuves démontrées dans les n°' précédents.
95. Caractères de divisibilité dans i'n système quelconque. Les caractères de divisibililé varient avec la base du système de numération dans lequel on opère. Mais les raisonnements qui les fournissent sont les mêmes dans tous les systèmes.
Considérons, en particulier, le système duodécimal.
^0 La base douze a pour diviseurs 2, 3, 4, 6. Un nombre est divisible par l'un de ces nombres, lorsque le chiffre des unités est lai-même divisible par ce facteur.
Un nombre est divisible par le carré de l'un de ces nombres, lorsque le nombre formé par les deux derniers chiffres à droite est divisible par ce carré.
Un nombre est divisible par le cube de l'un de ces nombres, lorsque le nombre formé par l'ensemble des trois derniers chiffres à droite est divisible par ce cube.
Les raisonnements sont ceux des nos 33^ 84, 85, 86.
2» Le nombre qui précède immédiatement la base est onze. Un nombre est divisible par onze, quand la somme de ses chiffres, pris avec leur valeur absolue, est divisible par onze.
Gomme onze est un nombre premier, il est le seul nombre qui, dans ce système, jouisse de cette propriété.
30 Le nombre qui suit immédiatement la base est treize (douze-un). Un nombre est divisible par ce diviseur, quand la différence entre la somme des chiffres de rang impair, en allant de droite à gauche, et la somme des chiffres de rang pair, est elle-même divisible par ce diviseur.
Les raisonnements sont ceux des nos 87, 89.
Enfin, lorsqu'un nombre n'est pas divisible par un des diviseurs précédents, le reste de la division s'obtient par la règle du cas correspondant dans le système décimal.
Exemple: Sp^Sajô est divisible par 2, par 3, par 6 ; il n'est pas divisible par 4, et cette dernière division donne pour reste 2.
Comme 76 représente 7 douzaines et 6 unités ou 90 unités dans le système décimal, le nombre est divisible par 3^ ou 9 : il n'est pas divisible par 4, par 16, par 36 ; et ces divisions donnent pour restes 2, a, 16 (douze-six).
La somme des chiffres est 3p : donc ie nombre divisé par onze donne pour reste 3.
La somme des chiffres de rang impair est 19 ; la somme des chiffres de rang pair est 22. Ajoutant douze-un à la première, ou a 2a: et la différence 2a — 22 est 8. Donc le nombre divisé par douze-un donne pour reste 8.
96. Remarque. Il est souvent commode de classer les nombres entiers par catégories, relativement à un diviseur donné.
Relativement au diviseur 2, les nombres sont pairs ou impairs. Ils sont tous renfermés dans les deux formules 2 A;, 2 /c-j- i, dans lesquelles k désigne un nombre entier quelconque.
Relativement au diviseur 3, les nombres sont divisibles par 3, ou la division par 3 donne le reste i ou le reste 2. Ils sont renfermés dans
trois catégories représentées par les trois formules, 3^, 3fc-f- i, 3/c+ i. Comme un multiple de 3 augmenté de 2 est aussi un multiple de 3 diminué de I, la dernière formule peut aussi s'écrire 3k — i.
Relativement au diviseur 4, les nombres sont de même renfermés dans les 4 formules, ik, 4/c + i, 4/C+2 et4& + 3, auxquelles on peut substituer les suivantes 4^, 4^4- 1> 4^ — 2, /ik — i.
Relativement au diviseur 5, on a les cinq formules 5A;, Sk-\-î, 5fc+2, 5fe + 3, 5/1-1-4) ou bien 5fe, Sk-j-i, 5/;+2, 6k — 2, 6k — i.
Et ainsi de suite.
EXERCICES
I. Un nombre est divisible par 6, lorsque le chiffre de ses unités, ajouté à 4 fois la somme de tous les autres, donne une somme divisible par 6.
IL Un nombre est divisible par 12, lorsqu'en ajoutant au nombre formé par les deux derniers chiffres à droite 4 fois la somme de tous les autres, on obtient une somme divisible par 12.
III. Un nombre est divisible par i5, lorsqu'en ajoutant au nombre formé par les deux derniers chiffres à droite 10 fois la somme de tous les autres, on obtient une somme divisible par i5.
IV. Un nombre est divisible par 33, lorsqu'en partageant le nombre en tranches de deux chiffres, à partir de la droite, la somme des tranches, prises avec leur valeur absolue, est divisible par 33.
(Rép. : On résout ces quatre questions en décomposant le nombre en deux parties dont l'une soit multiple du diviseur.)
V. Si, après avoir écrit un nombre quelconque, on en écrit un autre qui soit composé des mêmes chiffres pris dans un autre ordre, la différence de ces deux nombres est un multiple de 9.
VI. Quand un nombre n'est pas divisible par 3, le carré de ce nombre est toujours un multiple de 3, augmenté de i.
VII. Un nombre premier est toujours un multiple de 6, augmenté ou diminué d'une unité. La réciproque est fausse.
VIII. Si un nombre entier n'est pas divisible par 5, son carré est un multiple de 5, augmenté ou diminué d'une unité.
IX. Si un nombre n'est pas divisible par 7, son cube est un muliiple de T, auEçmenlé ou diminué d'une unité.
X. Si deux nombres ne sont, ni l'un ni l'autre, multiples de 5. la différence de leurs quatrièmes puissances est divisible par 5.
XL Si deux nombres ne sont, ni l'unniTautre, multiples dey, la différence de leurs sixièmes puissances est divisible par 7.
(Rép. : On démonlre ces divers ihéorèmes en s'appuyaut sur la remarque du n° 96.)
XII. Un nombre divisible par 4 est toujours la différence des carrés de deux nombres cnliers.
XIII. Un nombre simplement pair, c'esl-ii-dire double d'un nombre impair, ne peut être la différence de deux carrés entiers.
XIV. Une puissance quelconque d'un nombre entier est toujours la dif férence de deux carrés entiers.
XV. Tout nombre divisible par 4 est la somme de deux nombres impairs conscciilifs.
XVI. Un nombre simplement pair ne peut jamais être la somme d'une suile de nombres impairs consécutifs.
XVII. La différence entre les cubes de deux nombres entiers consécutifs est toujours égale à la somme de quatre carrés dont trois sont égaux entre eux.
(Rép. : On s'appuie, pour ces questions, sur des décompositions faciles à trouver.)
XVIII. La somme des carrés de deux nombres entiers ne peut èlre divisible par 7, que lorsque chacun des deux nombres est divisible par 7.
(Rép. : Remarque du n' 96.)
CHAPITRE II DU PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR
97. Définitions. On nomme diviseur commun à plusieurs nombres un nombre qui divise exactement chacun d'eux. Ex. ; 9 est diviseur commun aux nombres 36, 8i, 729, i233.
Des nombres peuvent avoir plusieurs diviseurs communs; mais aucun de ces diviseurs ne peut surpasser le plus petit des nombres donnés. Il existe donc pour eux une limite supérieure : le plus grand de tous les diviseurs communs se nomme le plus grand commun diviseur.
I. PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR DE DEUX NOMBRES
98. Principe 1. Lorsque, deux nombres étant donnés, le plus grand est divisible par le plus petit, le plus petit est le plus grand commun diviseur entre eux.
Ainsi, entre 72 et 24 qui divise exactement 72, le plus grand commun diviseur est 24. En effet, 24 divise 72 et se divise luimême; il est donc diviseur commun à 72 et à 24. D'ailleurs il est le plus grand des diviseurs communs , puisqu'aucun nombre plus grand que 24 ne saurait diviser 24.
99. Principe ii. Lorsque^ deux nombres étant donnés, le plus grand n'est pas divisible par le plus petit , leur plus grand commun diviseur est le même que celui qui existe entre le plus petit et le reste de leur division.
Ainsi 84 n'est pas divisible par 35 ; la division donne 2 pour quotient et 14 pour reste. Il faut prouver que le plus grand commun diviseur entre 84 et 35 est le même que celui qui existe entre 35 et 14. En effet, la division de 84 par 35 conduit à l'égalité
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laquelle exprime que 84 est la somme de deux parties dont Tune est un multiple de 35;, et dont l'autre est le reste i4 de la division.
Or, 1° Tout diviseur commun à 84 et à 35, divisant la somme 84 et l'une des parties (77), savoir le multiple de 35, doit diviser Tautre (78), qui est le reste 14. Ainsi tout diviseur commun à 84 et à 35 est diviseur commun à 35 et à 14.
2" Tout diviseur commun à 35 et à 14 , divisant les deux parties, savoir le multiple de 35 et 14, divise aussi (76) leur somme qui est 84. Donc tout diviseur commun à 35 et à 14 est diviseur commun à 84 et à 35.
11 résulte de ces deux propositions que les diviseurs communs à 84 et à 35, et les diviseurs communs à 35 et à 14, sont exactement les mêmes ; et que , si l'on construisait deux tableaux contenant, Tun les diviseurs communs à 84 et à 35, et l'autre les diviseurs communs à 35 et 14. ces deux tableaux seraient identiques. Le plus grand nombre serait donc le même dans chaque tableau; en d'autres termes, le plus grand commun diviseur entre 84 et 35 est le même qu'entre 35 et 14.
Corollaire. Tout nombre qui divise deux nombres divise le reste de leur division.
JOO. RÈGLE DU PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR DE DEUX NOMBHES
Ces deux principes conduisent à la règle à suivre pour trouver le plus grand commun diviseur de deux nombres. Soient, par exemple, les deux nombres 8118 et 2772.
Si 2772 divisait exactement 8118, il serait (98) le plus grand commun diviseur cherché. On est donc conduit à essayer cette division. On trouve 2 pour quotient et 2574 pour reste ; 277a n'est donc pas le plus grand commun diviseur.
Mais, d'après le second principe (99), le plus grand commun diviseur entre 8118 et 2772 est le même que celui qui existe entre 2772 et le reste 2574. Si donc 2574 divisait exactement 2772, il serait le plus grand commun diviseur: on est donc conduit à essayer cette nouvelle division. On trouve i pour quotient et 198 pour reste: 2574 n'est donc pas le plus grand commun diviseur. Mais ce nombre est le même que le plus grand commun diviseur entre 2574 et le reste 198, Si donc 198 divise
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2574^ il sera le plus grand commun diviseur cherché. C'est ce qui arrive en effet, puisque 2574 est égal à i3 fois 198.
Ce raisonnement est général, et conduit à la règle suivante : Pour trouver le plus grand commun diviseur de deux nombres, on divise le plus grand par le plus petit; s'il y a un reste, on divise le plus petit par ce reste. S'il y a un second reste, on divise le premier reste par le second. S'il y a un troisième reste, on divise le second reste par le troisième. Et l'on continue ainsi à diviser chaque reste par le suivant, jusqu'à ce que l'on rencontre un reste qui divise exactement le reste précédent. Le dernier diviseur employé est le plus grand commun diviseur.
On dispose ordinairement le calcul de la manière suivante :
On écrit toutes les divisions sur une même ligne, et on place le quotient au-dessus du diviseur , afin de réserver la place pour le reste suivant.
dOl. Remarques. 1» Les restes successifs allant toujours en diminuant , on en trouvera nécessairement un qui divisera exactement le reste précédent, comme Texige la règle. Mais ce dernier reste pourra être l'unité. Si cette circonstance se présente, les deux nombres, ayant l'unité pour plus grand commun diviseur, sont premiers entre eux (75).
Réciproquement; si deux nombres sont premiers entre eux . la règle précédente conduira nécessairement à un dernier reste égalai. Car si le dernier reste , divisant exactement le précédent, était différent de i, il serait diviseur commun aux deux nombres, ce qui est contre l'hypoilièse.
2° Si, dans la suite des opérations, on rencontre deux restes consécutifs que Fon sache premiers entre eux, comme leur plus grand commun diviseur est Tunité, il en est de même (100) du plus grand commun diviseur des nombres donnés euxmêmes, et il devient inutile de continuer le calcul.
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Exemple : Plus grand commun diviseur entre 567 et 121.
Comme 7 n'a d'autre diviseur que 7, et que 38 n'est divisible que par 2 et par 19, 7 et 38 sont premiers entre eux : il en est de même de 567 et 121.
102. Simplification. Lorsque Tim des restes est plus grand que la moitié du diviseur qui l'a fourni, on peut abréger le calcul, en prenant comme diviseur, dans la division suivante, au lieu du reste obtenu, Texcès du diviseur sur ce reste.
Exemple : Plus grand commun diviseur entre 5832 et 774.
En appliquant la règle générale, on forme le tableau suivant :
et Ton trouve 18 pour plus grand commun diviseur.
Or le premier reste 4i4 est plus grand que la moitié du diviseur 774 qui l'a fourni : l'excès de 774 sur 4i4 est 36o; et il faut prouver qu'on peut substituer 36o à 4i4 comme diviseur de la seconde division. Pour cela, on remarque que 5832 étant égal à 7 fois 774 + 414^ ou à 7 fois 774-I-774 — 36o, on peut
écrire i
Et par conséquent, en vertu du principe 11 (78), tout diviseur commun à 5832 et à 774 est diviseur commun à 774 et à 36o ; et tout diviseur commun à 774 et à 36o est diviseur commun à 5832 et à 774. Les plus grands communs diviseurs entre 5832 et 774, et entre 774 et 36o,soïit donc les mêmes. On peut donc substituer 36o à 4^4 comme diviseur de la seconde division.
Cette modification supprime la seconde division; car puisque l'on a, d'après le tableau ci-dessus :
774=z4i4-j-36o et 414 = 3604-54,
on en conclut 774^=(36oX2)-l-54.
DU PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR
Par suite, en divisant immédialemenl 774 par 36o, on a pour reste 54, qui est le reste de la troisième division.
Ainsi, chaque fois que Ton trouve à appliquer la simplification dont nous parlons, on supprime une division. Voici le tableau du calcul ainsi modifié :
On y rencontre deux fois l'occasion d'opérer la simplification : d'abord, lorsqu'on remplace 4i4 par 36o; puis plus loin, lorsqu'on remplace 36 par 54 — 36 ou par 18. On a ainsi supprimé deux divisions.
On peut remarquer que, si l'on opère de cette manière, chaque diviseur est toujours moindre que la moitié du diviseur précédent. Car il en est toujours ainsi, quand le quotient est au moins égal à 2 ; et dans le cas où le quotient est i seulement, la nouvelle règle substitue au diviseur employé l'excès du diviseur précédent sur celui-ci, nombre plus petit que la moitié du diviseur précédent.
103. Limite du nombre des divisions a faire dans la recherche du plus grand commun diviseur de deux nombres.
Désignons les deux nombres par A et B ; appelons R^, R3, R^. . . .R„. les restes des divisions successives, ou plutôt les nombres qui doivent servir de diviseurs successifs, lorsqu'on applique la méthode simplifiée (102). 11 y a w divisions, et le dernier reste R„ est le plus grand commun diviseur. D'après la remarque qui précède, on a :
B>2R,, R5>2R3, R3>p.R4,....Rh_,>2R„.
Si Ton multiplie membre à membre ces diverses inégalités, on a :
ou, en supprimant les facteurs communs aux deux membres,
Or, s'il y a un plus grand commun diviseur, il est au moins égal à 2. Ainsi, dans ce cas, R„ est égal ou supérieur à 2, et l'on a
B>2"-^2, 0UB
Donc si l'on élève 2 à une puissance indiquée par le nombre des divisions
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à faire, celle puissance esi contenue dans le nombreB. En d'autres termes, le nombre n des divisions à faire ne peut surpasser l'exposant de la plus haute puissance de 2 contenue dans le plus petit des deux nombres. Désignons par k le noiiibre des chiffres de B, de sorte que Ton a :
B<io''.
Comme 10 est plus petit que 16^ ou que ?>, 10'' est inférieur à 2*'-; el, à plus forte raison, on a
Mais on a : 9.^<B.
donc, a fortiori, -?.*'' -^ 2^'',
ce qui exige, n<:^4k.
Donc le nombre des divisions à faire est inférieur à 4 fois le nombre des chiffres du plus petit des deux nombres.
On peut aller plus loin: car 100 ou 10^ est plus petit que 2'^ ; donc
D'un autre côté,
IO
et par suite
ce qui exige^
Ainsi le nombre des divisions ne peut pas atteindre sept fois la moitié du nombre des chiffres du plus petit des deux nombres.
Exemple : Si le plus petit des deux nombres est 840, comme 2^ = 5ia, et 2^° = 1024, le nombre des divisions est au plus égal à 9. D'après la seconde règle, le nombre des divisions est inférieur à 4 fois 3 ou à 12 ; d'après la dernière, il est inférieur à moitié de 21 ; il est donc au plus égal à 10. Ces deux dernières règles sont plus faciles à appliquer que la première , mais elles donnent des limites plus éloignées.
lOi. Principe iiî. Tout nombre qui divise deux nombres divise leur plus grand commun diviseur, et réciproquement. Soient, en effet, les deux nombres 5832 et 774 (exemple n** J02). On sait que tout nombre qui divise deux nombres divise (98, corollaire) le reste de leur division. Par suite, tout nombre qui divise 5832 et 774 divise le reste 4i4 • divisant 774 et 4i4> il divise le second reste v36o. Il divise par la même raison tous les restes conséculifs ; il divise donc le dernier, qui est le plus grand commun diviseur. C. Q. F. D.
La réciproque est évidente (77), puisque les deux nombres sont multiples de leur plus grand commun diviseur.
DU PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR
d05. Principe iv. Si l'on multiplie deux nombres par un même nombre, le plus grand commun diviseur des deux produits est le produit du plus grand commun diviseur des deux nombres par le multiplicateur. Par exemple, si Ton multiplie par 12 les deux nombres 5832 et 774 dont le plus grand commun diviseur est 18 (exemple n° 102), le plus grand commun diviseur des produits est (18 X 12). En effet, on sait que, si Ton multiplie deux nombres par un même nombre, le quotient de leur division ne change pas; mais le reste est multiplié par ce nombre (68). Par conséquent, si Ton multiplie par 12 les deux nombres 5832 et 774, et qu'on divise le premier produit par le second, le quotient est 7, comme auparavant, mais le reste est(4i4X 12). Si Ton divise ensuite (774X12) par(4i4Xi2), le quotient est i, mais le reste est(36oXi2). On voit donc que tous les restes sont les produits par 12 des restes de l'opération primitive : le nouveau plus grand commun diviseur est donc le produit par 12 du plus grand commun diviseur primitif. G. Q. F. D.
Il résulte de là que, si Von divise deux nombres par un même diviseur, le plus grand commun diviseur des quotients est le quotient du plus grand commun diviseur des deux nombres par le même diviseur. Car le plus grand commun diviseur entre (5832X12) et (774x12) étant le produit par 12 du plus grand commun diviseur entre 5832 et 774, il est clair que ce dernier est le quotient de la division du premier par 12.
406. Principe v. Si l'on divise séparément deux nombres par leur plus grand commun diviseur, les quotients obtenus sont premiers entre eux.
Soient, par exemple, les deux nombres 5832 et 774 ; on les divise par leur plus grand commun diviseur 18, et il faut prouver que les quotients 324 et 43 sont premiers entre eux. C'est qu'en effet, d'après le principe précédent, le plus grand commun diviseur des quotients est le quotient du plus grand commun diviseur primitif par lui-même, c'est-à-dire l'unité: les deux quotients sont donc premiers entre eux.
II. PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR DE PLUS DE DEUX NOMBRES
107. Principe iv. On peut, dans la recherche du plus grand commun diviseur de plusieurs nombres, remplacer deux d'entre eux par leur plus grand commun diviseur .
Soient les cinq nombres 36o, io8, 84, 64 et 18. Le plus grand commun diviseur entre 36o et 108 est 36; et il faut prouver que le plus grand commun diviseur des cinq nombres
36o, 108, 84, 64, 18 (I" groupe)
est le même que le plus grand commun diviseur des quatre
nombres
36, 84, 64, 18 (2^ groupe).
En effet, d'une part, tout diviseur commun aux cinq nombres du premier groupe, divisant 36o et 108, divise (lOi) leur plus grand commun diviseur 36 : il est donc diviseur commun aux quatre nombres du second groupe.
D'autre part, tout diviseur commun aux quatre nombres du second groupe, divisant 36, divise 36o et 108 qui sont ses multiples : il est donc diviseur commun aux cinq nombres du premier groupe.
Il résulte de ces deux propositions que les diviseurs communs sont les mêmes pour les deux groupes ; et, par conséquent, le plus grand commun diviseur du premier est aussi le plus grand commun diviseur du second. C. Q. F. D.
RÈGLE POUR TROUVER LE PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR DE
PLUSIEURS NOMBRES. Puisque Ton peut, dans la recherche du plus grand commun diviseur, remplacer deux des nombres par leur plus grand commun diviseur, on diminue ainsi d'une unité le nombre des nombres sur lesquels on opère. Si Ton applique au second groupe le même procédé, c'est-à-dire si l'on remplace deux des nombres de ce groupe par leur plus grand commun diviseur, on obtient un troisième groupe dans lequel le nombre des termes est encore diminué d'une unité, et qui a le môme plus grand commun diviseur que les groupes précédents. En continuant ainsi, on arrive nécessairement à un groupe de deux nombres, dont le plus grand commun diviseur est le plus grand commun diviseur cherché.
DU PLUS GRA]SD COMMUN DIVISEUR
On opère ordinairement de la manière suivante :
360,108,84,64^ T 8. I"' groupe.
3 6 , 84,64, 18. 2* grou|)e.
12 ,64,18. 3^ grou[)e.
4 ,18. 4' groupe.
On cherche le plus grand commun diviseur 36 des deux premiers nombres 36o et io8; puis le plus grand commun diviseur 12 entre celui qu'on vient de trouver, 36, et un troisième nombre 84; puis le plus grand commun diviseur 4 entre ce dernier 12 et un quatrième nombre 64. Et Von continue ainsi , jusqu'à ce que le système soit réduit à deux nombres /i et 18. Leur plus grand commun diviseur 2 est le plus grand commun diviseur cherché.
109. Principe vu. Tout nombre qui divise plusieurs nombres divise leur plus grand commun diviseur.
En effet, dans Texemple qui précède (108), (ont nombre qui divise les cinq nombres du premier groupe divise les quatre nombres du second : parla même raison, il divise les trois nombres du troisième groupe, puis les deux nombres du quatrième, et par suite le plus grand commun diviseur 2 de ces deux derniers (104). C'est ce qu'il fallait démontrer.
110. Principe viii. Si Von multiplie i)lusieurs nombres par un même nombre, le plus grand commun diviseur des produits est le produit du plus grand commun diviseur des nombres donnés par le multiplicateur.
En effet, considérons encore l'exemple qui précède, et multiplions par 7 les cinq nombres du premier groupe ; les produits sont :
360x7, îo8><7, 84x7, 64x7, 18x7.
Le plus grand commun diviseur entre (36oX7) et (108x7) est (36x7), d'après le principe iv (105) : les termes du second groupe sont donc
On prouve de la même inanière que les termes des autres groupes sont multipliés par 7. Le plus grand commun diviseur est donc multiplié par 7. C'est ce qu'il fallait démontrer.
On en conclut que, si Von divise plusieurs nombres par un même diviseur, le plus grand commun diviseur des quotients est le quotient du plus grand commun diviseur primitif par le diviseur.
11 i. Principe IX. Si l'on divise plusieurs nombres par leur plus grand commun diviseur, les quotients obtenus sont premiers entre eux. En effet, d'après le principe précédent, le plus grand commun diviseur des quotients est le quotient du plus grand commun diviseur des nombres par lui-même, c'est-à-dire l'unité : les quotients sont donc premiers entre eux.
EXERCICES
I. Trouver le plus grand commun diviseur entre 24782 et 6552. (Rép.:36.)
II. Trouver le plus grand commun diviseur entre 58784 et 3872. (Rép.: 352.)
lïï. Trouver le plus grand commun diviseur entre 228456, 4/9^2 et 6804. (Rép.: 36.)
IV. Trouver le plus grand commun diviseur entre 546264, 372686, i653i2 et 87408. (Rép.: 36.)
V. Si l'on reconnaît que deux nombres donnés admettent un diviseur commun, on peut diviser les deux nombres par ce facteur, puis chercher le plus grand commun diviseur des quotients, et multiplier le résultat par le facteur supprimé : le produit est le plus grand commun diviseur des nombres donnés.
VI. Que Ton forme la suite des nombres entiers
dans laquelle chaque nombre, à partir de 3, est la somme des deux précédents. Si Ton cherche le plus grand commun diviseur entre deux nombres entiers quelconques, il est impossible que plus de deux restes consécutifs tombent entre deux termes consécutifs de la suite : et, s'il y en a réellement deux, il n'en tombe aucun dans rinlervalle précédent.
I. PRINCIPES
112. DÉFINITIONS. On nomme nombre premier un nombre qui n'a d'autres diviseurs que lui-même et Tunité. On dit que deux nombres sont premiers entre eux^ lorsqu'ils n'ont d'autre diviseur commun que l'unité.
Exemples : les nombres 2, 3, 5, 7, 11, sont premiers; les nombres 35 et 24 sont premiers entre eux.
Remarque. Deux nombres entiers consécutifs sont premiers entre eux : car tout diviseur commun aux deux nombres divise (78) leur différence qui est i.
H3. Principe i. Tout nombre premier qui ne divise pas un autre nombre entier est premier avec lui.
Par exemple, 7 est un nombre premier qui ne divise pas 10; 7 est premier avec 10. En effet, 7, étant premier, n'a que deux diviseurs, i et 7. Or 7 ne divise pas 10, par hypothèse : donc 7 et 10 n'ont d'autre di\'iseur commun que l'unité , et sont premiers entre eux (112).
114. Principe ii. Tout nombre entier, premier ou non^ admet au moins un diviseur premier y autre que i.
En efl'et: 1° Si le nombre est premier, 11 est pour lui-même un diviseur premier.
2° Si le nombre n'est pas premier, 95, par exemple, il admet, par définition, un ou plusieurs diviseurs autres que l'u^ nité. Soit 5 le plus petit de ces diviseurs: 5 est nécessairement un nombre premier, car, s'il ne l'était pas, il serait divisible par un autre nombre plus petit que lui, qui par suite (77) diviserait 95;et, par conséquent, 5 ne serait pas le plus petit diviseur de 95.
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il5. Principe m. Si deux nombres entiers ne sont pas premiers entre eux., ils admettent au moins un diviseur premier commun, autre que l'unité.
Soient les nombres 72 et 56, non premiers entre eux: ils admettent, par définition, un diviseur commun, autre que l'unité. Si ce diviseur commun est premier, le théorème est démontré. S'il ne l'est pas, il admet lui-même (114) un diviseur premier, qui, le divisant, divise (77) ses multiples 72 et 56. C.Q.F.D.
416. Principe IV. Tout nombre entier, non premier, est un produit de facteurs premiers.
En effet, soit le nombre 60: il admet (114) un diviseur premier, 2 par exemple, et l'on a
Si 3o est premier, 60 est un produit de deux facteurs premiers. Si, au contraire, 3o n'est pas premier , il admet un diviseur premier, 2 par exemple, de sorte que l'on a
3o = 2 X 1 5, et, par sui'e (48), 60 --: 2 >< 2 x i5.
Si i5 est un nombre premier, 60 est un produit de trois facteurs pi-einiers. Si i5 n'est pas premier, il admet un diviseur premier, 3 par exemple, et Ton a
et, par suile, 60 -r 2X2x3x5.
11 est clair que, dans celle suite de divisions , les quotients successifs 3o, i5, 5 vont en diminuant, et qu'on arrive nécessairement à un quotient premier. Alors le nombre est un produit de facteurs premiers. C'est ce qu'il fallait démontrer.
il7. Principe v. La suite des nombres premiers est illimitée. 11 est évident qu'il y a des nombres premiers , puisqu'on en peut désigner; 2, 3, 5, par exemple. Mais nous allons démontrer que, si grand que soit un nombre premier, il en existe un plus grand que lui.
Considérons, par exemple, le nombre premier 17. Formons le produit
2 X 3 X 5 X 7 X II X i3x 17
THÉORIE ÉLÉMENTAIRE DES NOMBRES PREMIERS. Si
de tous les nombres premiers qui ne sont pas supérieurs à 17, et ajoutons une unité à ce produit. Ou la somme
(2x3x5X7X II X i3x 17) -t- ï
est un nombre premier; et, comme elle est évidemment plus grande que 17, il existe un nombre premier plus grand que 17. Ou elle n'est pas un nombre premier , et alors elle admet (114) un diviseur premier. Mais ce diviseur ne peut être aucun des nombres 2, 3, 5, . . . 17, qui, divisant la première partie, ne divise pas la seconde, c'est-à-dire i : il faut donc que ce diviseur premier soit plus grand que 17: il existe donc encore, dans ce cas, un nombre premier supérieur à 17.
Ainsi, quelque grand que soit le nombre premier que Ton considère, il en existe de plus grands que lui. La suite des nombres premiers ne se termine donc pas ; ce qu'il fallait démontrer.
Il n'est pas inutile de faire observer que les cas dont nous venons de parler se présentent tous les deux. Ainsi les nombres i2X3)-l-i 0U7, (2X3x5)-}- I ou3i,(2X3x5xi7)-M ou 211 , sont des nombres premiers. Mais le nombre (2x3x5X7X II X i3) -H I ou 3oo3i est le produit des nombres premiers 59 et 509 , qui sont plus grands que i3; et de même le nombre (2 X 3 X 5 X 7 X 1 1 X i3 X 17) -H i ou 5io5ii est le produit des nombres premiers 19, 97 et 277 qui sont plus grands que 17.
118. Principe vi. Tout nombre entier, qui divise un produit de deux facteurs et qui est premier avec l'un deux, diviie Vautre.
Parexemple : 12 divise le produit (35x4^), et il est premier avec 35: il faut prouver que 12 divise 48' Et, en effet, puisque 35 et 12 sont premiers entre eux, leur plus grand commun diviseur est Tunité. Si l'on multiplie ces deux nombres par 48, le plus grand commun diviseur des produits (35 X 48) et (12 X 48) est (i X 48) ou 48 (105). Or 12 divise (35 x 48) par hypothèse; il divise aussi (12x48)^ dont il est un des facteurs: donc il divise (104) le plus grand commun diviseur de ces produits, c'est-à-dire 48. C'est ce qu'il fallait démontrer.
119. Principe vu. Tout nombre premier qui divise un produit de plusieurs facteurs divise au moins Vun deux.
Par exemple : 7 est un nombre premier , qui divise le produit (42 X 27X36x58); il faut prouver qu'il divise au moins Tun des facteurs. Et, en effet, ce produit de 4 facteurs peut être considéré comme un produit de deux facteurs (42 X27 X 36) et 58. Or^, ou 7 divise 58, et le théorème est démontré ; ou il ne le divise pas, et alors (113) il est premier avec lui, et par suite (118) il divise Tautre facteur. Mais, dans ce cas, cet autre facteur 42 X 27 X 36) peut être à son tour considéré comme un produit de deux facteurs (42 X 27) et 36. Ou 7 divise 36, et le théorème est démontré; ou 7 ne divise pas 36, et il est premier avec lui; et, par suite , il divise l'autre facteur (42 X 27). On prouve de même que, dans ce cas, ou 7 divise 27, et le théorème est démontré; ou il est premier avec 27, et alors il divise 42.
Ce mode de raisonnement est évidemment général, et prouve le principe.
Il faut remarquer avec soin que le diviseur est ici essentiellement un nombre premier , et que le principe ne serait pas vrai pour un nombre entier quelconque. Ainsi 6 divise le produit (9x8), et ne divise ni 9 ni 8. ^
Corollaire. Tout nombre premier qui divise une puissance d\m nombre entier divise ce nombre. Car une puissance d'un nombre entier est un produit de facteurs égaux à ce nombre; et le nombre premier , qui divise ce produit, divise l'un des facteurs, c'est-à-dire le nombre entier.
120. Principe viii. Tout nombre entier ^ premier avec chacun des, facteurs d'un produit, est premier avec le produit.
Par exemple , 12 est premier avec chacun des facteurs du produit (25x35x49); pour prouver qu'il est premier avec le produit, on remarque que, s'il ne Tétait pas, ilaurait avec lui un diviseur premier commun (1 15) : ce diviseur premier, divisant le produit, diviserait (119) l'un des facteurs, 35 par exemple; et par suite 12 et 35 auraient un facteur premier commun; ce qui est contre l'hypothèse.
Réciproquement, tout nombre entier, premier avec un pro-
duit, est premier avec chacun de ses fadeurs. Car si 12 n'était pas premier avec riin des facteurs, avec 35 par exemple , il aurait, avec lui (H5) un diviseur premier commun, lequel, divisant 35, diviserait (77) son multiple (25 X 35 X 49)- Hy aurait donc entre 12 et ce produit un facteur premier commun, ce qui est contre rhy[)olhèse.
j21. Corollaires. V Tout nombre entier, premier avec un autre , est premier avec toutes les puissances de ce dernier. Ainsi 12, premier avec 35, est premier avec 35': car 35^ = (35x35x35); et 12, premier avec chacun des facteurs, par hypothèse, est (120) premier avec le produit.
Réciproquement, tout nombre entier, premier avec une puissance d'un nombre, est premier avec ce nombre (120, réciproque).
2*^ Si deux nombres sont premiers entre eux, leurs puissances de tous les degrés sont premières entre elles. Ainsi 12 et 35 étant premiers entre eux, il en est de même de 12^ et de 35^ Car 12, étant premier avec 35 , est premier avec 35^; et 35', étant premier avec 12, est premier avec 12*. C.Q.F.D.
J22. Principe IX. Tout nombre entier, divisible séparément par plusieurs nombres premiers entre eux deux à deux, est divisible par leur produit.
Par exemple, i44o est divisible séparément par 4? par 9, par 5 : de plus, 4 est premier avec 9 et avec 5 ; 9 est premier avec 5 : ilfaut prouver que i44ot^st divisible parle produit (4X9X5).
Et en effet, i440) étant divisible par 4, est le produit de 4 par un nombre entier 36o, et l'on a :
Or 9 divise i440j et il est premier avec l'un de ses facteurs 45 il divise donc (118) l'autre facteur 36o, el Ton a :
36o=9X4o- Par suite ï44o=4X9X4<^-
De même 5 divise i44o^ et il est prenner avec 4 et avec 9, et par conséquent (i-20) avec leur produit (4X9) : il divise donc l'autre facteur 40» et Ton a
et, par suite, i44o=4X9X5x8.
Ainsi i44o est le produit de (4X9X5) par un nombre entier 8 : il est donc divisible par 8. C'est ce qu'il fallait démontrer. Remarque. Si les diviseurs que Ton considère sont premiers absolus^ ils sont évidemment premiers entre eux deux à deux, et le théorème leur est applicable. Mais cette condition n'est pas nécessaire; il suffit qu'ils soient premiers entre eux deux à deux. D'un autre côté^ il ne suffirait pas qu'ils fussent premiers entre eux : ainsi 6, lo^ i5 sont des nombres premiers entre eux, car aucun nombre ne les divise tous trois; mais un nombre divisible séparément par 6, par lo et par i5, n'est pas pour cela divisible par (6x lox i5), ou par 900. — Exemple : 120 est divisible par 6, par 10 et par i5, et n'est pas divisible par 900.
d23. Remarque. Ce principe permet d'étendre les caractères de divisibilité par certains nombres particuliers. En effet, que l'on décompose un nombre donné en plusieurs facteurs, premiers entre eux deux à deux;iout nombre, divisible par chacun d'eux, sera divisible par leur produit qui est le nombre donné.
Ainsi, un nombre est divisible par 6, quand il est divisible par 2 et par ^, c'est-à-dire quand le chiffre des unités est pair, et que la somme des chiffres est divisible par 3.
Un nombre est divisible par 36, quand il est divisible par 4 et par 9, c'est-à-dire quand les deux premiers chiffres forment un nombre divisible par 4, et que la somme des chiffres est divisible par 9.
Un nombre est divisible par 22o^(4x5xii), quand il est divisible séparément par 4, par 5 et par 11.
124. Principe x. Un nombre n'est décomposable qu'en un seul système de facteurs premiers.
Pour démontrer ce théorème important, on prouve que deux produits de facteurs premiers ne peuvent être égaux, s'ils ne sont composés des mêmes facteurs, et si ces facteurs ne sont affectés des mêmes exposants.
1° Soient deux produits de facteurs premiers distincts :
3x7X11X17 et 2X5xi3X23.
Si ces produits étaient égaux, 3 qui divise le premier diviserait le second, et par conséquent (H9) diviserait aussi Tun de ses facteurs, i3 par exemple. Or i3, nombre premier, n'a d'autre diviseur que lui-même : 3 devrait donc être égal à i3. En d'autres termes, si les produits étaient égaux, tout facteur premier de Tun devrait être facteur premier de l'autre. Donc les deux produits ne peuvent être égaux, s'ils ne sont composés des mêmes facteurs premiers.
2« Soient deux produits composés des mêmes facteurs premiers, mais affectés d'exposants différents :
5*Xii'Xi7' et S-'X 11X17'.
Divisons ces produits par l'un des facteurs premiers, affecté de son plus faible exposant, par exemple par 5* : les quotients
5xii'Xi7' et IIXI7S
ne sauraient être égaux, puisqu'ils ne sont pas composés des mêmes facteurs (1"). Si donc on reconstruit les nombres donnés en multipliant ces deux quotients inégaux parle même nombre 5\ les deux produits sont aussi inégaux. Donc deux produits composés des mêmes facteurs premiers ne peuvent être égaux, si les exposants des facteurs égaux ne sont pas les mêmes.
Il faut donc, pour que deux produits de facteurs premiers soient égaux, qu'ils soient composés des mêmes facteurs premiers, et que les facteurs premiers égaux soient affectés des mêmes exposants; il faut, en d'autres termes, qu'ils soient identiques. Ces conditions, d'ailleurs, sont manifestement suffisantes ; et elles constituent le théorème.
125. Remarque. On voit qu'un nombre entier est complètement défini, lorsqu'on désigne les facteurs premiers qui le composent : car tout nombre est un produit de facteurs premiers (116), et l'on ne peut reproduire ce nombre avec un autre système de facteurs premiers (124). Cette définition rend presque intuitifs certains théorèmes, comme nous aurons occasion de le constater.
^26. Principe xi. Pour qu'un nombre entier soit divisibîepar un diviseur donné, il faut et il suffit qu'il renferme tous les
facteurs premiers du diviseur, et que chacun de ces facteurs y soit affecté d'un exposant au moins égal a celui dont il est affecté dans le diviseur.
Soit, en effet, (2^x5^X7) le diviseur, décomposé préalablement en ses facteurs premiers. Pour qu'un nombre entier soit divisible par (2'x5^X7), il faut qu'il soit égal au produit de (2*x5^X7) par un certain nombre entier k.
Or, les facteurs premiers de N sont (124) ceux du produit (2' X 5^- X 7 X ^) : il faut donc que N contienne au moins 3 facteurs 2, 2 facteurs 5 et i facteur 7.
Celte condition est d'ailleurs suffisante ; car si, par exemple,
N = 2*x3x5*X7Xii, on peut, en groupant les facteurs (49), écrire : N=(2^X52X7)X(2X3X52X II).
Le nombre N est donc divisible par le diviseur.
127. Principe xii. Pour qu'un nombre entier soit diviseur d'un nombre donné, il faut et il suffit qu'il ne contienne pas d'^autres facteurs premiers que ceux de ce nombre, et que chacun de ces fadeurs y soit affecté d'un exposant au plus égal à celui dont il est affecté dans le dividende.
Soit, en effet, (2^x5^x7X11^) le dividende donné, décomposé en ses facteurs premiers. Pour qu'un nombre n divise ce nombre, il faut que l'on ait :
2'x52X7Xii'=nxA:,
k étant un certain nombre entier. Or, les facteurs premiers de n et de k sont ceux du produit (2''x 5^x7X11^). Donc, le diviseur n ne peut pas renfermer d'autres facteurs premiers que 2, 5, 7, Il : il ne peut, non plus, renfermer plus de 3 facteurs 2, plus de 2 facteurs 5, plus de i facteur 7, plus de 2 facteurs II.
Celte condition est d'ailleurs suffisante; car si, par exemple,
n=:2^X7Xii, on peut, en groupant les facteurs du nombre donné, récrire :
2=^X52X7 X 11-= (2^X7 Xii)X(5'X II),
ce qui montre que le nombre n divise le nombre donné.
128. Principe xiu. Pour qu'un nombre entier soit une puissance parfaite d'un autre nombre entier, il faut et il suffit que les exposants des facteurs premiers qui le composent soient des multiples du degré de la puissance.
Soit, en effet, un nombre entier (2^x5' X 7), décomposé en ses facteurs premiers; formons en le cube, par exemple. On a : (49,4*')
Or, la décomposition du cube en facteurs premiers ne peut se faire que d'une seule manière (124). Les exposants des facteurs premiers qui composent le cube sont donc des multiples de 3.
Réciproquement, si les exposants des facteurs premiers qui composent un nombre sont des multiples de 3; si, par exemple, le nombre est (2^ X 5' X 7^^)? ce nombre est un cube parfait; car il est égal à (2'x5X7*) '•
II. APPLICATIONS
129. Problème i. Former une table des nombres premiers. La série des nombres premiers étant illimitée (H7), la table
qu'il s'agit de former doit renfermer seulement tous les nombres premiers inférieurs à une limite donnée.
Proposons-nous, par exemple, de former la table des nombres premiers inférieurs à 1000. On écrit, à la suite les uns des autres, tous les nombres entiers jusqu'à 1000 :
l, 2, 3, 4, 5, ê, 7, 8, 9,10, 11,^2, 13, M, fô,^@, 17, ^8, 19,20,
r, 22, 23, 2i, 2S, 2%, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 3â, 3ê, 37, 38, 39, 40, l, 42, 43, ii, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 1, 62, 63, 64, 65, m, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74, 75, 76, 77, 78, 79, 80.
et Ton efface successivement tous ceux qui ne sont pas premiers.
Pour cela, on efface tous les nombres de deux en deux, à partir de 2, c'est-à-dire 4, 6j S, ... 998, 1000; car ce sont tous les multiples de 2.
On efface ensuite tous les nombres de trois en trois, à partir de 3^ c'est-à-dire 6, 9, 12, ... 999; car ce sont les divers multiples de 3.
Comme 4 est multiple de 2, les multiples de 4 ont été effacés comme multiples de 2. On efface donc les nombres de cinq en cinq, à partir de 5^ c'est-à-dire 10, i5, 20, ... 995, 1000 ; car ce sont les divers multiples de 5.
Comme 6 est multiple de 2 et de 3, il est effacé ainsi que ses multiples; mais 7 est un nombre premier. On efface tous les nombres de sept en sept, à partir de 7, c'est-à-dire 14, 21, 28,.,. 994 ; car ce sont les divers multiples de 7.
Et Ton continue ainsi, jusqu'à ce que Ton reconnaisse que tous les nombres non premiers sont effacés.
C'est ainsi que l'on a formé la table suivante :
I, 2, 3, 5, 7, II, i3, 17, 19, 23, 29, 3i, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 6y, 71, 73, 79, 83, 89, 97.
loi, io3, 107, 109, ii3, 127, i3i, 137, iSg, 149, i5i, 167, i63, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199.
307, 3ii, 3i3, 317, 33i, 337, 347, 349, 353, 359, 367, 373, 379, 383, 389, 397.
809, 811, 821, 823, 827, 829, 839, 853, 857, 859, 863, 8yy, 88i,
130. Remarques, i*' La méthode précédente porte le nom de crible à'Éraiosthène. L'opération même fournit, à mesure qu'elle se poursuit, les nombres premiers dont on doit effacer
les multiples. Ainsi, lorsqu'on a effacé tous les multiples de 7, le plus petit nombre non effacé que Fou rencontre après 7 est II ; dès lors 11 est un nombre premier, car il n'est multiple d'aucun nombre inférieur.
2° Lorsqu'on est amené par la méthode à effacer les multiples d'un nombre })remier, ceux de 11 par exemple, le plus petit de ces multiples qui ne soit pas encore effacé est le carré de ce nombre premier. Car les multiples de 11, inférieurs à 11 fois II, c'est-à-dire 2 fois 11, 3 fois 11, etc., sont en même temps des multiples de 2, de 3, etc, et ont été effacés comme tels. Il en résulte que la table est achevée, lorsque l'on est conduit à effacer les multiples d'un nombre premier dont le carré est supérieur à la limite que l'on s'est imposée. Par exemple, si la limite supérieure est 1000, comme 31^=961, etque 37^= i369, on doit s'arrêter, après avoir supprimé les multiples de 3i. Les nombres qui restent alors sont tous premiers.
131. Problème ii. Décomposer un nombre en ses facteurs premiers. Soit le nombre 2820. On reconnaît (83) que ce nombre est divisible par 2, et l'on trouve que 2820:=2Xi4i^« On reconnaît que le quotient 14 10 est aussi divisible par 2, et l'on trouve i4io:=2 X 7o5 : par suite (i8)
Le quotient n'est pas divisible par 2, mais il est divisible (88) par 3 ; et l'on trouve 705 = 3 X 235 : par suite
Le nouveau quotient 235 n'est pas divisible par 3 ; on passe donc au nombre premier suivant, et l'on reconnaît (83) que 235 est divisible par 5. On trouve 235 = 5x47;» de sorte que :
Et comme 47 est un nombre premier, l'opération est achevée, et l'on a
On conclut de là la règle générale suivante : On divise successivement le nombre donné par les nombres premiers 2, 3, 5, 7 , et Ion s'arrête lorsque l'on a trouvé un diviseur exact : ce diviseur est le plus petit facteur premier du
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nombre. On divise h quotient obtenu par- ce facteur, puis le nouveau quotient par le même nombre, jusqu'à ce que la division ne réussisse plus. On opère ensuite sur le dernier quotient exact, comme on a opéré sur le nombre donné, et l'on continue ainsi, jusqu'à ce qu'on obtienne un quotient premier. Les diviseurs des divisions exactes et le quotient premier sont les facteurs premiers du nombre.
d32. Remarques, l*" Lorsqu'on applique la règle précédente, on rencontre des quotients exacts qui vont toujours en diminuant; on en trouvera donc un qui sera premier. D'ailleurs les diviseurs que l'on essaie successivement vont toujours en augmentant; par conséquent;, si ces essais ne réussissent pas, on rencontrera nécessairement un diviseur qui fournira un quotient inexact, plus petit que lui. Lorsque cette dernière circonstance se présente, on doit s'arrêter; le quotient que Ton essaie de diviser est premier. Pour le prouver, reprenons Texemple précédent. Après avoir divisé 235 par 5, on a trouvé pour quotient 47- Or 47 n'est plus divisible par 5; d'ailleurs, divisé par 7, il fournit un quotient inexact plus petit que 7 : dès lors 47 est premier. En effet, si 47 admettait un diviseur plus grand que 7, par exemple 1 1, il en admettrait un second qui serait le quotient de 47 par 11. Mais ce quotient serait plus petit que le premier quotient, puisque le diviseur nouveau 11 est plus grand que 7 : par suite, 47 admettrait un diviseur plus petit que 7 ; ce qui est impossible.
L'opération conduit donc d'elle-même au dernier facteur premier du nombre donné : et Von doit s'arrêter, lorsque Von est amené à essayer comme diviseur un nombre premier qui fournit un quotient plus petit que lui.
2*^ Lorsqu'on veut reconnaître si un nombre est premier, on essaie de le diviser parles nombres entiers 2, 3, 4» •••jusqu'à ce qu'on arrive à un diviseur qui fournit un quotient plus petit que lui.
433. Problême III. Diviser un nombre par un autre, quand la division doit se faire exactement.
Soient le dividende (2*x3^X7Xïi^) et le diviseur (2X3^X7), préalablement décomposés en leurs facteurs premiers. Puisque
le reste est nul, le dividende contient tous les facteurs premiers du diviseur (126), et on peut récrire en groupant les facteurs
2*X3'X7Xii'=:(2X3'X7)X(2'X3xii').
Sous cette forme, on voit que le quotient est (2'x3xii').
RÈGLE. On décompose le dividende et le diviseur en leurs fadeurs premiers; on prend chacun des facteurs premiers qui se trouve au dividende avec un exposant plus fort qu'au diviseur, et on Vaffecte dun exposant égal à la différence des exposants. Le produit des facteurs ainsi obtenus est le quotient cherché.
134. Problème iv. Former la table des diviseurs d'un nombre donné.
Soit le nombre 2160. On le décompose en ses facteurs premiers, et l'on trouve
Puis on écrit, sur une première ligne, l'unité et les puissances successives du premier facteur 2 jusqu'à celle qui entre dans le nombre; on écrit, sur une seconde ligne, Vunité et les puissances du second facteur 3 jusqu'à celle qui entre dans le nombre ; puis, sur une troisième ligne, Vunité et le troisième facteur 5, et ainsi de suite. On forme ainsi le tableau suivant :
On multiplie chacun des termes de la première ligne par chacun des termes de la seconde, puis chacun des produits ainsi obtenus par chacun des termes de la troisième, et ainsi de suite: 12 2^ 2' 2*
Ce tableau est le tableau des diviseurs du nombre.
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En effets chacun des nombres du tableau [2] est le produit d'un des termes de la première ligne par un des termes de la seconde et par un des termes de la troisième, pris dans le tableau [i]; il ne contient donc que les facteurs premiers du nombre, affectés d'exposanis égaux ou inférieurs à ceux dont ils sont affectés dans le nombre : il est donc un diviseur du nombre (127).
D'autre part^ tout diviseur du nombre se trouve dans ce tableau; car, quelque soit celui que Ton désigne, il résultera nécessairement de la multiplication d'un des nombres pris dans la première ligne du tableau [i] par un des nombres pris dans la seconde et par un des nombres pris dans la troisième. Aucun diviseur n'a donc pu être oublié.
Enfin, aucun diviseur n'a pu être formé deux fois; car, dans une même ligne horizontale, les nombres du tableau [2] diffèrent par le premier facteur; et, d'une ligne àTautre, ils diffèrent par l'un des deux derniers.
Il est donc prouvé que le tableau [2] renferme tous les diviseurs du nombre et ne les renferme qu'une fois chacun.
Remarque. On pourrait aussi obtenir ce tableau, sans décomposer le nombre en ses facteurs premiers. Il suffirait de diviser le nombre par les nombres entiers i, 2, 3, 4^ etc., et d'écrire en regard les diviseurs et les quotients des divisions qui réussiraient. On aurait ainsi :
435. Problème v. Trouver le nombre des diviseurs d*un nombre entier.
Cherchons, par exemple, le nombre des diviseurs de 2160. Dans le tableau [i] du numéro précédent, chaque ligne renferme autant de termes, plus un, qu'il y a d'unités dans l'exposant de la puissance du facteur premier correspondant. Par conséquent, lorsque l'on multiplie chaque terme de la première ligne par chaque terme de la seconde, on forme autant de
produits qu'il y a d'unités dans (4-f-i)X(3-hi); et lorsqu'on multiplie chacun de ces produits par chaque terme do la troisième ligne^ on forme un nombre de produits égal à :
(4-hi)x(3+i)x(n-i).
Ce raisonnement est général, et montre que : Pour former le nombre des diviseurs d'un nombre entier, on le décompose en facteurs premiers; on augmente d'une unité chacun des exposants, et l'on fait le produit des sommes ainsi obtenues. Le produit est le nombre cherché.
Remarque. Si le nombre donné est un carré, tous les exposants sont pairs; augmentés d'une unité, ils deviennent impairs. Dans tout autre cas, un des exposants au moins est impair; augmenté d'une unité, il devient pair; et, par suite, le produit est pair. Donc le nombre des diviseurs d'un nombre donné estpair, à moins que le nombre ne soit un carré parfait.
136. Problême vi. Trouver la somme des diviseurs d'un nombre entier. Considérons encore le nombre 2160. La somme de ses diviseurs esi la
somme des termes du tableau [2] du no i34, c'est-à-dire la somme des pro •
duils qu'on obtient en multipliant successivement l'une par l'autre les trois
sommes (i -1-2 +2^+23-1-2*), (i -j- 3-}- 3^-1- 3'), (i-f-5), qui composent
le tableau [i]. Or, chacune de ces sommes est la somme des termes d'une
progression par quotient; et l'on démontre, en algèbre, le procédé pour
la former. La première est ésale à , la seconde à -n > et la der-
hière à • Donc la somme demandée est égale à
137. Problème vit. Former le plus grand commun diviseur de plusieurs nombres entiers.
Soient les nombres (2^x3*x5X7)^ (2^X3^x5^X11), (2''X3*x5'Xi3), préalablement décomposés en leurs facteurs premiers. Un diviseur commun à cesnombresnepeut contenir que les facteurs qui sont communs à tous, c'est-à-dire, 2, 3, 5. De plus, il ne peut pas contenir plus de 2 facteurs 2, puisqu'il doit diviser le second nombre (127); il ne peut, par une raison analogue, contenir plus de 2 facteurs 3, ni plus d'un facteur 5,
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Si donc le produit (2^x3^x5), qui contient tous ces facteurs, est un diviseur commun^ il est le plus grand commun diviseur. Or, cette condition est évidemment remplie. On peut donc conclure la règle suivante :
Pour former le plus grand commun diviseur de plusieurs nombres, on les décompose en leurs facteurs premiers; on choisit chacun des facteurs premiers communs à tous les nombres, et on Vaffecte de son plus petit exposant; le produit des nombres ainsi obtenus est le plus grand commun diviseur cherché.
Remarque. Un diviseur commun aux divers nombres ne peut renfermer qu'une partie des facteurs premiers du plus grand commun diviseur. Il en résulte que tout diviseur commun à plusieurs nombres divise leur plus grand commun diviseur. . Si Von divise les nombres donnés par leur plus grand commun diviseur, les quotients
n'ayant plus de diviseurs communs, sont premiers entre eux.
i38. Problème viîi. Former le plus petit multiple commun à plusieurs nombres.
On nomme plus petit multiple commun à plusieurs nombres le plus petit nombre qui soit exactement divisible par chacun d'eux.
Soient les nombres (2^ x3x^'), (2^x5X7^), (2X3'X7), (3-x5-X7'^), préalablement décomposés en leurs facteurs premiers. Un nombre divisible par chacun de ces nombres doit contenir tous leurs facteurs premiers (126), c'est-à-dire, 2, 3, 5, 7. De plus, il ne peut pas contenir moins de 3 facteurs 2, puisqu'il doit être divisible par le second nombre. Par une raison analogue, il ne doit pas contenir moins de 2 facteurs 3, ni moins de 2 facteurs 5, ni moins de 3 facteurs 7. Si donc le produit (2^x3^x5^X7^)? qni ne renferme que ces facteurs, est un multiple commun, il est le plus petit miilti[)le commun. Or cette condition est évidemment remplie. On peut donc con^ dure la règle suivante ;
Pour former le plus petit multiple commun à plusieurs nombres entiers, on les décompose en leurs facteurs premiers ; on
prend une fois chacun des facteurs communs ou non communs, et on Vaffecle de son plus grand exposant. Le produit des nombres ainsi obtenus est le plus petit multiple commun cherché. 139. Remarque. Un multiple commun quelconque aux divers nombnes doit renfermer tous les facteurs premiers du plus petit multiple (126); mais il peut en renfermer d'autres. Il est donc le produit du plus petit multiple par un nombre entier; ou, en d'autres termes, tout multiple commun à plusieurs nombres est multiple de leur plus petit multiple commun.
III. APPENDICE
140. Autre méthode pour former le plus petit multiple commun a plusieurs NOMBRES. On peut obtenir le plus petit multiple commun à plusieurs nombres sans décomposer ceux-ci en leurs facteurs premiers. La méthode repose sur le théorème suivant.
Théorème i. Si Von divise séparément deux nombres entiers par leur plus grand commun diviseur, on obtient leur plus petit multiple commun en multipliant par ce plus grand commun diviseur le produit des quotients obtenus.
Soient, par exemple, les deux nombres 84 et 52 ; leur plus grand commun diviseur est 4 : les quotients de 84 et Sa par 4 sont 21 et i3; de sorte que 84 = 21 X 4, et 52 = i3 X4- li faut prouver que le plus petit multiple commun à 84 et à 52 est le produit 21 X i3 X 4-
Or tout multiple commun à84 et à 52, étant multiple de 84 ou de (21X4), est égal au produit (21 X 4 y< k), k étant un nombre entier ; et ce produit, devant être multiple de 52 ou de (i3 X 4)» doit être divisible successivement par 4 et par i3. Comme la division du produit par 4 donne pour quotient (21 X 'î), il fautque (21 Xfe) soil divisible par i3; et comme i3 est premier (^06) avec 21, il faut (118) qu'il divise k. Par conséquent k est un multiple de i3, et l'on a : A; = i3 X «? n étant un nombre entier.
11 suit de là que tout multiple commun à 84 et à 52 est égal au produit
2iX4Xi3Xn.
D'ailleurs, quelle que soit la valeur entière donnée à n, le produit précédent est un multiple commun à 84 et à 52. Car on peut l'écrire sous l'une
des formes
(2iX4)X(i3X«)et(i3X4)X(2iXn), c'est à dire
84X(i3Xn) et 52X(2iX»),
lesquelles fendent la propriété évidente.
Ainsi, pour qu'un nombre soit multiple commun à 84 et à 02, il faut et
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il suffit qu'il soit le produit des quatre facteurs 21, i3, 4 et îi, parmi lesquels n peut seul recevoir une valeur entière quelconque. D'où il rrsulte que le plus petit multiple commun correspond à la plus [lelile valeur entière de n, c'est-à-dire à n = i , et qu'il est égal à (2 1 X 1 3 X 4) • C'est ce qu'il fallait démontrer.
141. Remarques. 1o Le plus petit multiple commun (21 X i3 X4) pp'^îs'écrire sous l'une des deux formes (2iX4Xi3), (i3X4X2i), c'est-àdire (84X i3),(52 X21). // est donc égal au produit de Vun des deux nombres donnés par le quotient de la division de f autre par leur plus grand commun diviseur. C'est sous cette forme qu'on le calcule ordinairement.
2(> Il peut encore s'écrire (en le multipliant et le divisant successivement par 4), (21 X4X i3X4) : 4, ou (84x^2) • 4< ^l est donc le quotient obtenu en divisant le produit des deux nombres donnés par leur plus grand commun diviseur.
30 Et par suite, le produit de deux nombres entiers est égal au produit de leur plus petit multiple commun par leur plus grand commun diviseur.
40 Tout mulliple commun à deux nombres est multiple de leur plus petit multiple commun. Car tout multiple commun aux deux nombres 84 et 5a est égal à (21 X i3X4Xîi), c'est-à-dire au produit du plus petit multiple commun (21 X i3X4) par un nombre entier n.
4 42. Théorème ii. On peut, dans la recherche du plus pelit multiple commun à plusieurs nombres, remplacer deux quelconques d'entre eux par leur plus petit multiple commun.
Soient les nombres 12, 28, 48, 90, et 4^5. Le plus petit mulliple commun à 12 et à 28 est 84; et il faut prouver que les plus petits multiples communs aux deux systèmes
12, 28, 48, 90, 4<J5 '|er py^tcj^e
84, 48, 90, 4^5 2- système
sont les mêmes.
Or 1° tout mulliple commun aux cinq nombres du premier système, étant multiple commun a 12 et à 28, est (141 ,4*») mulliple de leur plus pelit multiple commun 84 : il est donc mulliple commun aux quatre nombres du second système.
2" Tout multiple commun aux quatre nombres du second système, étant multiple de 84, est multiple de 12 et de 28 (77, 2") : il est donc multiple commun aux cinq nombres du premier système.
11 résulte de ces deux propositions que les multiples communs sont les mêmes pour le premier et pour le second système : par conséquent le plus pelit multiple commun pour le premier est aussi le plus petit mulliple commun pour le second. C'est ce qu'il fallait démontrer.
143. IlÈGLli POUR TROUVER LE PLUS PETIT MULTIPLE COMMUN A PLUSIEURS
NOMBRES. Puisque l'on peut, dans la recherche du plus petit multiple commun à plusieurs nombres, remplacer deux d'entre eux par leur plus petit multiple commun, on diminue ainsi d'une unité le nombre des nombres sur lesquels on opère. Si l'on applique au second système le même procédé, c'est-à-dire si l'on remplace deux des nombres de ce système par leur plus petit multiple commun,, on obtient un troisième système dans lequel le nombre des termes est encore diminué d'une unité, et qui a le même plus petit multiple commun que les systèmes précédents. En continuant ainsi, on arrive nécessairement à un système de deux nombres dont le plus petit multiple commun est le plus petit multiple commun cherché. On opère ordinairement de la manière suivante :
12, 28, 48, 90, 4o5 lersystème.
84, 48, 90, 4o5 2« système.
336, 90, 4o5 3e système.
5o4o, 4o5 4^ système.
On cherche le plus petit multiple commun 84 des deux premiers nombres 12 et 28, puis le plus petit multiple commun 336 de celui qu'on vient de irouver^ 84, et d'un troisième nombre 48 ; et Von continue ainsij jusqu'à ce que le système soit réduit à deux nombres 5o4o et 4o5. Leur plus petit multiple commun 45360 est le plus petit multiple commun cherché.
144. Remarque. Tout multiple commun aux cinq nombres du premier système, étant multiple commun aux quatre nombres du second système, est, par la même raison, multiple commun aux trois nombres du troisième^ et, par suite, aux deux nombres du quatrième. Il est donc multiple du plus petit multiple commun. On peut donc énoncer ce théorème:
Tout nombre entier, divisible par plusieurs nombres, est divisible par leur plus petit multiple commun.
145. Théorème m. Si deux nombres a et b sont premiers entre eux; que Von forme la série naturelle des nombres
puis que Von multiplie chaque terme par a, ce qui donne la suite
en divisant par h chacun des termes de cette seconde suite, on obtient pour restes les divers termes de la série [i] , rangés dans un ordre quelconque.
En effet : i» aucun des restes ne peut être nul : car si, par exemple, le terme ka de la série [2] était divisible par b, comme b est premier avec a, il faudrait (148) que b divisai fe qui est plus petit que lui : ce qui est absurde.
2o Deux termes différents, ka, la, de la série [2] ne peuvent pas donner le même reste; car, si cela arrivait, leur différence {l — A;) a serait (81) divisible par le diviseur h : et comme b est premier avec a , il faudrait que b divisât {l — k), nombre plus petit que lui ; ce qui est absurde.
3» Chacun des restes est plus petit que le diviseur 6.
Il résulte de ces trois remarques, que les [b — i) restes obtenus sont tous différents, et sont, par suite, les termes delà série [ij.
Par exemple, 7 et 10 sont premiers entre eux. Si l'on multiplie par 10 les nombres delà suite
ce qui donne
et qu'on divise chacun de ces produits par 7, on obtient pour restes successifs
146. Théorème iv. Théorème de Fermât. Si un nombre premier p ne divise pas un nombre entier a , il divise a?"* — i. Considérons, en effet,, la série naturelle
I, 2, 3, 4 (P— i), [ij
et multiplions par a chacun de ses termes, ce qui donne la série
puis divisons par p ces divers produits. Si nous désignons les restes par
rj, Tg,... rp-i, nous aurons les égalités
-2a=pq^-]-r^, 3a = p(/34-r3,
et si nous multiplions membre à membre ces égalités, nous aurons
aX2aX3aX...X(p— i)a = Mp-i-ri r^ r^.., />_,,
Mp désignant un multiple de p (82).
Or, le premier membre contient (p — i) fois le facteur a; d'ailleurs lè produit r^ r^r^. . . r^-^ est le produit (145) des (p — t) premiers nombres^
Donc l'égalité précédente peut s'écrire en intervertissant les facteurs ,
I.9..3. . . [p—i) {a/'-^ — T)=Mp
Ainsi p divise le premier membre de cette dernière égalité ; mais il est premier avec chacun des facteurs, 1,2,3... (p — i), puisqu'il est premier absolu : donc (120) il est premier avec leur produit : donc il divise le premier facteur (aP-* — i). Ce qu'il fallait démontrer.
Par exemple : 7 est un nombre premier qui ne divise pas lo; 7 divise io«—i, ou 999999. En effet, 999999 = 7X142857.
147. Théorème v. Théorème de Wilson. Si un nombre p est premier^ il divise le produit de tous les nombres entiers inférieurs à p, augmenté d'un. En d'autres termeSy h étant entier, on a :
iX2X3...X(p--i) = ^p.
Pour le prouver , considérons la série naturelle des nombres
et muîtiplions-en les termes par l'un d'eux, a; nous aurons une seconde
série
la, 2a, 3a, . . . (p — 2) o , (p — i) a. [2]
Comme p est premier^ il est premier avec a qui est plus petit que lui ; donc (i45), si l'on divise par p les termes de la série [2], les restes obtenus seront les termes delà série [i]. Et par conséquent, il y a, parmi ces produits, un terme et un seul, qui, divisé par p, donne pour reste i. Désignons ce terme par aa, de sorte que
ona == mp ■+■ 1 . [3]
Deux cas peuvent se présenter; a et a peuvent être égaux ou inégaux, i 0 Si a et a sont égaux, ils ne peuvent être égaux qu'à i ou à p — i . En effet, dans ce cas, l'égalité [3] se présente sous la forme
«2 — i=i7np, ou (a — i)(a+i)=wip.
Il faut donc que p, nombre premier, divise un des facteurs (a — i) ou
(a+i). Mais p nepeut diviser (a — i), qui est plus petit quep, à moins que
a=i; et il ne peut diviser (a + i), qui est plus petit que 2p, moins que
a-hi =p, ou a = p — I. Donc, dans ce cas, a et a sont égaux tous deux à i,
ou tous deux à (p — i.) 2° Si a et a sont inégaux, aucun d'euxne peut être égala i ouà (p — i).
En effet, si l'un d'eux, a, par exemple, était égal à i , la série [2] deviendrait
et ce serait manifestement le premier terme i X i, qui, divisé par p, donnerait pour reste i : par suite, on aurait a — i =a ; a serait égal à a. Si, au contraire, on avait a = p — i, la série [2] deviendrait
et ce serailmanifestemenl le dernier terme (p — i) {p — i), ou (p^ — 2p4-i), qui, divisé par p, donnerait le reste i ; on aurait donc a = p^i=a;aeta seraient encore égaux.
Ainsi, pour que a soit égal à a, il faut et il suffit qu'ils soient égaux tous deux à I, ou tous deux à (p — i).
Il résulte de là que, si a n'est égal ni à r, ni à (p — i), c'est-à-dire s'il est un des termes de la série,
a est aussi un terme de celle série^ aulre que a- Chacun des nombres de la suite [4] étantpris successivement pour a, on trouvera donc à lui associer, dans celte même suiie, un autre terme a, et un seul , lel que l'on ait :
aa = mp4-i. [3]
Les termes de la suite [4], qui sont en nombre pair, s'associent donc, deux par deux, d'une seule manière, pour remplir la condition [3]. Si l'on désigne ces groupes par a et a. 6 et ê, c et y, on a
o.a = mp -\- 1 , g & = m'p -\- I , Y c = m"i} + 1 .
Comme les premiers membres de ces égalités renferment tous les nombres de la série [4], une fois chacun, la multiplication, membre à membre,
donne (8'i)
2X3X4. ..X(p — 3) (p-2) = Mp+i , [5]
Mp désignant un nouveau multiple de p.
Multiplions enfin les deux membres par i et par (p — i), et nous aurons
iX2X3X4...X(p— 2)(p-i) = (Mp-|-i).(p— i)=:À;p — i^
ou
iX2X3X4...X(p — 2)(p— i)4-i=A'p.
C'est ce qu'il fallait démontrer.
Exemple : soit pzr:ii3. Dans le produit
2X3X4X5x(^X7X8X9XioXir,
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les nombres associés dont le produit, divisé par i3, donne i pour reste» sont : 2 et 7, 3 et 9, 4 et 10, 5 et 8, G et ii. Le produit des 12 premiers nombres est 39916800; divisé par t3, il donne 3070623 pour quotient et i pour reste.
Remarque. Cette propriété appartient exclusivement aux nombres premiers; car, si p n'est pas un nombre premier, il admet un diviseur premier, qui, étant un des termes de la suite [i], divise nécessairement le produit
iX 2 X3x (p — i); ce facteur ne divise donc pas la somme
Il X 2 X 3. . . X (p — i)| + 1 ; et par suite, p ne saurait la diviser.
148. Thkorémk VI. Si N est un nombre entier premier avec a; que Von considère la suite illimilée
I, a, a\ a\ aK .., [r]
et qu'on divise chaque terme par N ; les restes
se reproduisent périodiquement. Si Von désigne pir a'' la plus petite puissance de a, qui, divisée par N, donne le reste i,/a période des restes comprend h termes distincts ; et les seules puissances de a, qui fournissent le reste i , sont celles dont les exposants sont multiples de h.
En effet, le diviseur N, étant premier avec a, est premier avec toutes ses puissances (121) : donc il n'en divise aucune : donc aucun des restes [2] ne peut être nul. D'aillours, chacun de ces restes est moindre que le diviseur N : par conséquent, après avoir divisé par ce diviseur (N — i) termes consécutifs au plus de la série [i] , on doit retrouver un des résultats précédemment obtenus. Si Ton désigne par a"*et a" deuxpuissances qui, divisées par N, fournissent le même reste, leur différence (a" — a'"), ou a'^{û^~'^ — i) est un multiple du diviseur (81); mais N est premier avec a"* : donc N divise (a«— ♦» — i). Donc a"*-"*, divisé parN, donne pour reste i.
Il y a donc, dans la série [i], certains termes qui, divisés par N, donnent le reste i. Soit a^ la plus petite puissance de a qui remplit celte condition :
a'^^mN+i. [3]
Les restes fournis par les puissances inférieures sont tous distincts; car, si deux d'entre elles, a"* et a*', donnaient le même reste, on vient de voir que o"— "* donnerait le reste i, ce qui est contre l'hypothèse.
D'autre part^ en multipliant l'égalité [3] par a, par a^, par a', etc., on a :
07»+a=^.m.NH-a^; par conséquent, les restes fournis par a'^'^S a^'^^, a'»"'"^,. . . sont lesmèmes
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que les resles fournis par a, a% a^,. . . Les h restes, i, fj, r^, r;,_i,. . . se reproduisent donc périodiquement.
En6n les puissances a2/i, a'ih,. . , fournissent le même reste que a*, c'est-à-dire Tunilé, et sont les seules qui fournissent ce reste.
C'est ce qu il fallait démontrer.
i 49. Corollaire. Si le diviseur'^ est nn nombre premier p, le nombre h des termes de la pi r iode des restes est égale à (p — i), ou à Vun de ses diviseurs.
En effet, h ne peut être supérieur à (p — i), puisque le nombre des resles distincts est au plus égal à (p — i). D'ailleurs, d'après le théorème de Fermat (146), a''"^ divisé parp, donne le reste i : donc/i peut être égal à (p — i). Mais si h est inférieur à (p — i), il en est un diviseur : caries seules puissances de a, qui donnent le reste i, sont celles dont les exposants sont multiples de h; (p — i), qui remplit celte condition, est donc un multiple de h.
EXERCICES
I. Décomposer en leurs facteurs premiers les nombres 2048, 7560, 36504. (R.: -|0 ■?.''; 2° :i'x3^X3X7; 3o 23x3^XI3^)
II. Trouverions les diviseurs des nombres 4096, 7830, ia564 ; calculer ensuite pour chacun d'eux le nombre et la somme des diviseurs.
(R. : 4096 a i3 diviseurs dont la somme est 8191 ; 7830 a Sa diviseurs dont la somme est 21600; i2564'a 18 diviseurs dont la somme est 3i85o).
m. Trouver!, à l'aide de la décomposition en facteurs premiers, le plus grand commun diviseur des nombres 6904, 7848, 16732, 22524.
ÏV. Trouver le plus petit multiple commun aux nombres aSô, 766, 9262, 12348. (R. : 609299712.)
V. Tout nombre impair, non premier, est la somme d'une suite de nombres impairs consécutifs, en nombre impair.
VI. Toute puissance d'un nombre entier est la somme d'une suite de nombres impairs consécutifs.
YII. Un nombre premier ne peut jamais être égal à la somme d'une suite de nombres impairs consécutifs.
VUI. Il existe toujours, parmi les multiples d'un nombre entier quelconque, un nombre formé exclusivement par des chiffres 9, ou par ces chiffres suivis de zéros.
IX. Un nombre ne peut être à la fois un carré et un cube parfait, sans être une sixième puissance parfaite.
X. Les produits des neuf premiers nombres par 3, ou par 7, ou par 9, sont terminés par les neuf premiers nombres.
XI. Dans le système de numération dont la base e^i douze, les produits des onze premiers nombres par cinq, par sept ou par onze, sont terminés par les onze premiers nombres.
XII. Un nombre pair étant décomposé, autant de fois que cela est possible, en deux facteurs, Tun impair (l'unité comprise), et l'autre pair, la somme des facteurs pairs, diminuée de la somme des facteurs impairs corresponoants, est égale à la somme des diviseurs de la moitié du nombre donné.
XIII. Un nombre premier (2 et 3 exceptés), est toujours un multiple de 6, augmenté ou diminué d'une unité. — La réciproque est fausse.
Î.IV. Le carré d'un nombre premier, (2 et 3 exceptés), est toujours un muliiple de 24, augmenté d'une unité.
X^ Si a et 6 sont deux nombres entiers, le produit ab {a^-{-b^) (a'- -6*) est toujours divisible par 3o.
XVI . Si a et 6 sont premiers entre eux, ( a-\-b) et {a — b) ne peuvent pas avoir l'autre diviseur commun que 2.
XVII. Si a et 6 sont premiers entre eux, {a-f-6) et (a^ — ab -\- b') ne peuvent pas avoir d'autre diviseur commun que 3.
IVIII. Le produit de trois nombres entiers consécutifs est toujours divisible par 6. Le produit de quatre nombres entiers consécutifs est toujours divsible par 24. Le produit de cinq nombres entiers consécutifs est toujours divisible par 120.
XIX. Si trois nombres entiers a, b, c, satisfont à l'égalité a^-|~6^ = c^, a 01 b est divisible par 3 ; a ou c est divisible par 4 ; et, 6, ou c est divisible par 5. (Exemples: 3^-^4^=6\ 6^-^-12^=13^)
XX. Si a et 6 sont deux nombres entiers, et si (a^ — 6^) est un nombre premier, cette différence est égale à la somme (a+6.).
XXI. Prouver qu'un nombre premier p entre comme facteur dans le produit (i X 2 X 3 X 4 X . . . X »), autant de fois qu'il y a d'unités dans le nombre (m-i-rn'-\-m"-{-. . .), m étant le quotient de la division de n parp, m' le quotient de m par p, m" celui de m' par p, etc.
XXII. Conclure de là que le produit de n nombres entiers consécutifs est divisible par le produit des n premiers nombres entiers.
XXIII. Que l'on considère un nombre formé d'un certain nombre de 9, et un second nombre formé de chiffres quelconques, mais en nombre égal : que l'on échange les chiffres du dernier par permutation circulaire, c'est-àdire de manière que, l'ordre des chiffres restant le mémo, chacun d'eux occupe successivement la première place ; prouver que tout diviseur commun aux deux premiers nombres divise tous les autres.
Exemple : Considérons 999999 et 872354; les nombres définis par renoncé sont 487235, 548723, 354872, 235487, 723548 : on demande de prouver que tout nombre qui divise 999999 et 872354 divise tous les autres.
XXIV. Pour trouver tous les nombres premiers compris entre i et le carré n^ d'un nombre donné, formez les séries suivantes :
49, ^3, 77, 91, io5, 119...
en poussant chaque série jusqu'au terme le plus voisin de n'. Les nonbres impairs non contenus dans ces suites sont les nombres prenriers cherchés.
(Tous ces exercices se démontrent en s'appuyanl sur la théorie des nombres premier?,)
QUI NE SONT PAS ENTIERS
dSO. DÉFINITIONS. Lorsqu'une grandeur ne contient pas exactement son unité, il faut, pour la mesurer, partager l'unité en un certain nombre de parties égales; s'il arrive que Tune de ces parties soit exactement contenue dans la grandeur, le nombre qui résulte de la comparaison se nomme nombre fractionnaire ou fraction.
Exemples : trois quarts, cinq septièmes.
Tl peut arriver que, quelque petites que soient les parties égales de Tunité, la comparaison laisse un reste : alors il n'y a pas de commune mesure entre la grandeur et son unité. Nous dirons plus loin comment, dans ce cas, on définit la mesure de la grandeur, qui porte le nom de nombre incommensurable.
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451. Définitions. Une fraction ordinaire est la collection de plusieurs parties égales de Tunité. Elle comprend deux termes : le dénominateur qui indique en combien de parties égales Tunité a été partagée, et le numérateur, qui indique combien de ces parties ont été réunies pour former la fraction.
Exemple : On a partagé Tunité en sept parties égales, et Ton en a pris quatre. La fraction est quatre septièmes.
On écrit une fraction en plaçant le dénominateur sous le numérateur, et en les séparant par une barre horizontale. Exemple : }.
On énonce une fraction en nommant d'abord le numérateur, puis le dénominateur dont on fait suivre le nom de la terminaison ième. Exemple : f s'énonce quatre neuvièmes.
Il y a exception pour les dénominateurs 2, 3, 4 ; au lieu d'appeler les parties deuxièmes, troisièmes, quatrièmes, on les nomme demis, tiers, quarts,
152. Remarques. 1» Une fraction peut être considérée comme une grandeur rapportée à une espèce particulière d'unité. Ainsi f indique une grandeur composée de cinq septièmes de l'unité. A ce point de vue, deux fractions sont dites de même espèce, quand elles ont le même dénominateur. Exemples : _^^ _i_^ _^. Des fractions sont dites d'espèces différentes, quand elles n'ont pas le même dénominateur. Exemple : J, vi-* A-
2° Une fraction est plus petite que Vunilé, quand le numérateur est moindre que le dénominateur. Exemples : |, f, rî ; car la fraction comprend moins de parties qu'il n'en faut pour composer l'unité.
Une fraction est égale à Vunité, quand le numérateur est
égal au dénominateur. Exemples : |, y, {}; car la fraction compte autant de parties qu'il en faut pour composer Tunité.
Une fraction est supérieure à Vunité^ quand le numérateur surpasse le dénominateur. Exemple : ^, f, ^; car la fraction comprend plus de parties qu'il n'en faut pour former l'unité. Dans ce cas, la fraction prend le nom de nombre fractionnaire.
i I. PRINCIPES SUR LES FRACTIONS.
153. Principe i. Une fraction peut être considérée comme le quotient de la division de son numérateur par son dénominateur. Par exemple, f est le quotient de la division de 5 par 9. En effet, si Ton partage une unité en neuf parties égales, le quotient, qui est Tune des parties, est, par définition, un neuvième : donc si Ton partage cinq unités en neuf parties égales, le quotient est cinq neuvièmes, ou g.
Ou bien : si Ton multiplie ^ par 9, le produit est 9 fois 5 neuvièmes, ou (46) 5 fois 9 neuvièmes, ou (152) 5 fois Funité, ou 5 unités. Donc f est un nombre tel que, multiplié par 9, il reproduit 5 : donc il est le quotient de la division de 5 par 9. Ce qu'il fallait démontrer.
Ce dernier raisonnement démontre que : lorsqu'on multiplie une fraction par son dénominateur, on obtient pour produit son numérateur.
15-4. Corollaire. Le théorème précédent permet d'exprimer complètement le quotient de la division de deux nombres entiers. Soit, par exemple, 58 unités à diviser par 6 : le quotient est 9 unités, et il reste 4 unités à partager en 6 parties égales. Or le quotient de 4 par 9 est f . Le quotient complet demandé est donc 9-hf.
Ainsi, on exprime le quotient complet d\ine division, en ajoutant au quotient entier une fraction qui a pour numérateur le reste et pour dénominateur le diviseur.
155. Principe ii. On augmente une fraction en augmentant son numérateur , ou en diminuant son dénominateur.
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Car, en augmentant le numérateur, on augmente le nombre des parties dont se compose la fraction, sans changer leur grandeur.
En diminuant le dénominateur^ on exprime que chaque partie a une valeur plus grande, puisqu'il en faut moins pour former l'unité ; mais on ne change pas le nombre de celles qui composent la fraction, laquelle devient, par conséquent, plus grande qu'elle n'était.
Il résulte de là qu'on diminue la valeur d'une fraction en diminuant son numérateur ou en augmentant son dénominateur.
156. Principe m. Lorsqu'on ajoute un même nombre aux deux termes d'une fraction^ on augmente la fraction si elle est moindre que Vunité ; on la diminue si elle est plus grande que l'unité.
Soit une fraction J ; elle est moindre que l'unité, et elle en diffère de |. Si l'on ajoute un même nombre, 5, par exemple, k ses deux termes, elle devient J-f; elle reste moindre que l'unité, et elle en diffère de -fj. Or -^ est (155) inférieure à | ; donc la nouvelle fraction {f est plus grande que la première |.
Soit maintenant une fraction ^; elle est plus grande queTunité, et elle la surpasse de |. Si l'on ajoute 5 aux deux termes, elle devient f| ; elle reste supérieure à l'unité, mais elle n'en diffère que de -^ : donc la nouvelle fraction ff est plus petite que la première |.
Ce raisonnement est général; car, quelle que soit la fraction considérée, la différence entre le numérateur et le dénominateur ne change pas (32), puisqu'on ajoute un même nombre aux deux termes ; et, par suite, en comparant séparément les deux fractions avec l'unité, on obtient pour différences deux fractions qui ont le même numérateur.
On peut énoncer les deux parties du théorème, en disant que la fraction, dont on augmente les deux termes d'un même nombre, se rapproche de l'unité.
Il en résulte quune fraction s'éloigne de l'unité, lorsqu'on diminue ses deux termes d'un même nombre.
Principe IV. On multiplie une fraction par un nombre
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en multipliant le numérateur par ce nombre, sans changer le dénominateur.
Car on multiplie ainsi le nombre des parties par ce nombre,
sans en altérer la içrandeur. Ainsi — vaut 4 fois -•
Il en résulte qu'on divise une fraction par un nombre, en divisant (quand cela se peut) le numérateur par ce nombre.
158. Principe v. On divise une fraction par un nombre, en multipliant le dénominateur par ce nombre.
Car si Ton multiplie, par exemple, le dénominateur par 4^ on exprime que les parties qui composent l'unité sont quatre fois plus nombreuses, et, par suite, quatre fois plus petites, tandis qu'on en prend toujours le même nombre pour composer la fraction. Ainsi -2— est 4 fois plus petit que -•
Il résulte de là qu'on multiplie une fraction par un nombre, en divisant (quand cela se peut) le dénominateur par ce nombre.
i59. Principe vi. On ne change pas la valeur d'une fraction, en multipliant ou en divisant ses deux termes par un même nombre.
Soit la fraction l : si l'on multiplie ses deux termes par 4, on obtient f|, et cette fraction est équivalente à la première. En effet, multiplions successivement par 4 le numérateur, puis L' dénominateur de ^, et comparons les trois fractions
-» » TJ-..
La seconde vaut (157) quatre fois la première, et la troisième est (158) le quart de la seconde. La troisième est donc équivalente à la première. C'est ce qu'il fallait démontrer.
Il en résulte qu'on ne change pas la valeur d'une fraction, en divisant (quand cela se peut) ses deux termes par un même nombre.
160. Fractions irréductibles. Il existe une infinité de fractions égales entre elles, puisqu'il suffit de multiplier les deux termes d'une fraction par un même nombre entier que!-
conque, pour obtenir une fraction équivalente à 'la première.
On nomme fraction irréductible une fraction dont la valeur ne peut pas être exprimée à Taide de termes plus petits.
IGl. Principe VII. Lorsqu'une fraction est irréductible, ses deux termes sont premiers entre eux.
Car si les deux termes avaient un diviseur commun, en les divisant parce nombre (159), on obtiendrait une nouvelle fraction égale à la première, et dont les termes seraient plus simples: la fraction donnée ne serait donc pas irréductible.
d62. Principe viii. Lorsqu'une fraction n'est pasirréductible, ses deux termes sont des multiples par un même nombre des deux termes de la fraction irréductible équivalente.
Soit une fraction IJ qui n'est pas irréductible; comme on ne peut pas diminuer indéfiniment les termes de cette fraction qui doivent rester entiers, il existe une fraction irréductible équivalente. Soit I cette fraction ; on a :
Si l'on multiplie ces deux fractions égales par 36, les produits
3x36 sont 27 pour la première (153), et — - — pour la seconde (157).
On a donc
Or 27 est un nombre entier : donc 4 divise le produit 3x36. Mais 4 est premier avec 3 (161) : donc 4 divise 36, et Ton a
Par conséquent,
Ainsi 27 et 36 sont les produits de 3 et 4 par le même nombre 9 ; ce qu'il fallait démontrer.
163. Corollaires. 1» Une fraction est irréductible^ quand ses deux termes sont premiers entre eux.
2" Si deux fractions irréductibles sont égales, elles ont dés
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termes identiques, car les termes de chacune sont à la fois multiples et diviseurs des termes de l'autre.
30 Pour former toutes les fractions égales à une fraction donnée, on prend la fraction irréductible équivalente à cette fraction, et on en multiplie les deux termes par la série des nombres entiers i, 2, 3,4--'
Première transformation. Réduire un nombre entier en
fraction d'espèce donnée.
Par exemple : réduire 7 en neuvièmes. Puisqu'une unité vaut 9 neuvièmes^ 7 unités valent 7 fois 9 ou 63 neuvièmes; ce que l'on écrit y.
Règle, — Pour réduire un nombre entier en fraction, on le multiplie par le dénominateur désigné, et Von prend le produit pour numérateur.
Exemples: 8 vaut -^> 17 vaut ^.
465. Seconde transformation. Extraire d'un nombre fractionnaire les unités qu'il renferme.
Soit, par exemple, le nombre ^. Puisqu'il faut 9 neuvièmes pour composer une unité, autant de fois 9 neuvièmes sont contenus dans 37 neuvièmes, autant il y a d'unités dans cette fraclion. Or, 37 contient 4 fois 9, et il reste i. Donc 37 neuvièmes valent 4 unités plus un neuvième, ou %- = 4 S*
Règle. — Pour extraire d''un nombre fractionnaire les unités qu'il renferme, on divise le numérateur par le dénominateur ; le quotient fournit les unités, et le reste devient le numérateur d'une fraction complémentaire à laquelle on donne pour dénominateur le dénominateur de la fraction,
Exemples : -^ =r: 7 -j- -p» — -^ = o -i-—. . i^ i5 49 49
166. Troisième transformation . Réduire une fraction à saplus simple expression, — Pour réduire une fractionà saplus simple
expression, c'est-à-dire pour trouver la fraction irréductible équivalente, on cherche le plus grand commun diviseur des deux term.es; puis on divise les deux termes par ce plus grand commun diviseur, et l'on prend les deux quotients pour termes de la fraction réduite.
Car les deux quotients étant premiers entre eux (105), la nouvelle fraction est irréductible (163) ; elle est d'ailleurs équivalente à la fraction donnée (1 59).
Exemples :
J- = -; le plus grand commun diviseur est 12.
^ = ôî ie plus grand commun diviseur est 288.
Quelquefois, on supprime, à mesure qu'on les rencontre, les facteurs comm>uns aux deux termes, en commençant par les plus petits.
Exemple :
On s'arrête^ lorsqu'on rencontre deux quotients correspondants, premiers entre eux.
467. Quatrième transformation. Transform,er une fraction donnée en fraction d'espèce donnée.
Par exemple : transformer f| en vingt-quatrièmes. On peut d'abord réduire la fraction (166) à sa plus simple expression; elle devient |. Pour qu'une fraction nouvelle soit égale à |, il faut et il suffit (16St) que ses deux termes soient des multiples par un même nombre de 2 et de 3. Or^ 24 vaut 8 fois 3 ; donc le numérateur nouveau doit être égal à 8 fois 2., ou à 16; et la fraction transformée est g-f .
Ce raisonnement est général; il montre que, pour que la transformation réussisse., il faut et il suffit que le dénominateur nouveau soit un multiple du dénominateur de la fraction donnée, préalablement réduite à sa plus simple expression. Et l'on conclut la règle générale suivante ;
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Pour transformer une fraclion en fraction d'espèce donnée, on réduit la fraclion, s'il y a lieu, à sa plus simple expression : on divise alors le dénominateur que Von veut avoir par le dénominaleur de la fraclion réduite, et l'on multiplie le numérateur par le quotient. Le produit obtenu est le numérateur de la fraclion transformée.
468. Cinquième transformation. Réduire des fractions au même dénominateur.
do Cas de deux fractions. Pour réduire deux fractions au même dénominateur, c'est-à-dire pour obtenir deux fractions équivalentes aux premières^ et ayant un dénominateur commun, on multiplie les deux termes de chacune par le dénominateur de l'autre.
Ainsi, d'après cette règle, les deux fractions
— et ô deviennent : -y. et — r.* 12 8 90 90
Les nouvelles fractions sont équivalentes aux premières, puisqu'on a multiplié les deux termes de chacune par un même nombre : elles ont d'ailleurs le même dénominateur, puisqu'il est le produit des deux dénominateurs primitifs.
"2"* Cas de plusieurs fractions. Pour réduire plusieurs fractions au même dénominateur, on multiplie les deux termes de chacune par le produit effectué des dénominateurs de toutes les autres.
Les nouvelles fractions, en effet, sont équivalentes aux premières, puisqu'on a multiplié les deux termes de chacune par un même nombre; elles ont d'ailleurs le même dénominateur, puisqu'il est le produit des dénominateurs primitifs.
Exemple : les fractions
9 21 12 lô
deviennent
2X2ixi2Xi5 4x9X12X15 5x9X21x1 5 11x9X21X12 9X2iXi2Xi5' 21x9x12x15' 12x9X21X15' 15x9X21X12'
ou -2^, ^480^ 1417^^ 24948 34020 34020 34020' 34020*
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169. Remarque. Lorsqu'on a obtenu un dénominateur commun pour les fractions proposées, on peut en obtenir immédiatement une inflnilé d'autres : il suffit de multiplier par un même nombre entier quelconque les deux termes des fractions nouvelles; car, par cette opération, on ne change pas leurs valeurs, et elles ne cessent pas d'avoir un dénominateur commun. Mais il est souvent possible de donner aux fractions un dénominateur commun plus simple que le produit de leurs dénominateurs ; et il est utile d'obtenir, dans chaque cas, le dénominateur minimum. C'est la question que nous allons traiter.
170. Réduction de plusieurs fractions au plus petit dénominateur commun. Reprenons les fractions
9 21 ' 12* là
Elles sont irréductibles; si elles ne Tétaient pas, on devrait commencer par les réduire à leur plus simple expression.
Dans cet état de choses, pour qu'une fraction soit égale à ;, il faut (162) que son dénominateur soit un multiple de 9 : et de même, pour que d'autres fractions soient égales respectivement à -^i, xïf 45J il faut que leurs dénominateurs soient respectivement multiples de 21, de 12 et de i5. Par conséquent, pour que les nouvelles fractions soient équivalentes aux fractions données, il faut que leur dénominateur commun soit multiple commun à 9, 21, 12 et i5.
D'autre part, celte condition est suffisante; car, si Ton choisit un multiple commun à tous les dénominateurs, par exemple 2^20, on peut transformer (167) chaque fraction en une fraction équivalente, ayant ce multiple commun pour dénominateur.
Ainsi, pour qu'un nombre puisse servir de dénominateur commun, il faut et il suffit qu'il soit multiple commun à tous les dénominateurs. Il suit de là que le plus petit dénominateur commun est le plus petit multiple commun à tous les dénominateurs.
Règle. — Pour réduire des fractions au plus petit dénominateur
commun^ on réduit d'abord les fractions à Icur.phis simple expression, s'il y a lieu ; puis on cherche le plus petit multiple commun aux dénominateurs des fractions réduites : c'est le dénominateur commun. On divise ensuite ce nombre par chacun des dénominateurs, et Von multiplie chaque numérateur par le quotient correspondant. Les produits sont les numérateurs des fractions transformées.
On dispose ordinairement le calcul de la manière suivante :
Fractions i)roposées : -'-•>
Facteurs premiers : 3%
Plus peiit multiple coni:nun :
Uuotienls : 140,
Fractions transformées : -— r-
III. OPÉRATIONS SUR LES FRACTIONS
171. Addition des fractions. Additionner dos fiMciioos, c'est former un nombre qui renferme toutes les r.nilés et partics d'unité c|ue contiennent les fractions.
io Si les fractions ont le même dénominateur, on ajoute les numérateurs, et on donne à la somme pour dénominateur le dénominateur commun.
3xr).
lOJ,
2iio
= ii.
Par exemple,
11 est clair, en effet, qu'en ajoutant 3 douzièmes, 4 douzièn)es el 7 douzièmes, on obtient t4 douzièmes, ou — ; ce qui équi-
vaut a I — •
2" Si les fractions ont des dénominateurs différents, on les réduit d'abord au même dénominateur , et l'on applique ensuite la règle précédente.
^ , 2 3 5 56 63 60 170 II Exemple : ^^+-+^=^^+^+^=.^^ = , ^.
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3« Si des entiers sont joints aux fractions, on ajoute d'abord les fractions , et l'on extrait les unités delà somme, s'il y a lieu; puis on ajoute les unités ainsi obtenues avec les entiers.
Exemple : 3^+ 8 4 = 3 45+8 2|= 3 + 8 +2^= . ^i^-
d72. Soustraction des fractions. Soustraire une fraction d'uneaulre fraction, c'est en former une troisième, qui, ajoutée à la première, reproduise la seconde.
d° Si les deux fractions ont le même dénominateur , on soustrait l'un des numérateurs de Vautre^ et l'on donne à la différence pour dénominateur le dénominateur commun.
Exemple : <-z=:~.
douzièmes, donnent 4 douzièmes; ce qu'ion écrit
11 est clair, en eftet, que ii douzièmes, diminués de 7
2° Si les deux fractions ont des dénominateurs différents^ on les réduit d'abord au même dénominateur ^ et l'on applique ensuite la règle précédente.
Exemple: - — ^ = 7^ — f^=7^'
II 0 55 55 DO
3" Si des entiers sont joints aux fractions, on soustrait séparément la seconde fraction de la première, et le second entier du premier,
Exemple: 5-^— 3-=o — r — 3 — i= 2 — ^• ^ iD 7 10;) lOO lOO
Il peut arriver que la soustraction des fractions soit impossible.
Exemple : 8 3 - = 4 —
On ae peut pas soustraire f de f ; on augmente f d'une unité qui vaut |, et Ton retranche y de f, il reste }; puis, par compensation, on ajoute i unité à 3, et l'on soustrait 4 de 8 : il reste 4- î^a diiférencc est donc 41-
De même : 6 — ^ — 5 — .
II IT
173. Multiplication des fractions. Multiplier un nombre par un nombre entier, c'est répéter le premier autant de fois qu'il y a d'unités dans le second. Or cette définition n'est pas applicable au cas où le multiplicateur est fractionnaire ; on ne
peut plus dire, en effet, que multiplier un nombre par-» c'est
répéter ce nombre - de fois. Il est donc nécessaire d'adopter
une définition nouvelle; et l'on dit que : multiplier un nombre
par une fraction, c'est prendre cette fraction du nombr»
donné. Ainsi, multiplier un nombre par -» c'est prendre les -
de ce nombre.
Pour que cette définition nouvelle soit admissible, il faut qu'elle n'implique pas contradiction, et qu'elle se confonde avec la première, lorsque le multiplicateur fractionnaire peut être mis sous la forme entière. Et c'est ce qui a lieu ; en
i5 effet, multiplier un nombre par -^» par exemple, c'est prendre i5 fois le cinquième du nombre; en d'autres termes, c'est le répéter trois fois, puisqu'il faut 5 cinquièmes pour former l'unité.
D'ailleurs, la définition nouvelle se justifie par la nécessité où l'on se trouve de fournir des règles générales pour la solution des problèmes, quels que soient les nombres qui mesurent les grandeurs sur lesquelles on opère.
Que l'on ait, en effet, à résoudre les questions suivantes : Un mètre d'étoffe coûte 36^, 25' ; combien coûtent 1 5 mètres?
Un mètre d'étoffe coûte 36^,25"; combien coûtent^ de mètre?
Un mètre d'étoffe coûte 36^, 25^; combien coûtent 7 mètres
et p de mètre ?
Il s'agit, dans tous les cas, de calculer le prix d'une certaine quantité de mètres, connaissant le prix du mètre. Or,
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dans le premier cas, on doit répéter le prix du mètre i5 fois, c'est-à-dire multiplier ce prix par i5. On doit, dans le second, prendre les f du prix, et, dans le troisième, ré[)éter ce prix 7 fois, et en prendre, en outre, les f . Il faut donc admettre que, dans ces deux derniers cas, on a, comme dans le premier, à multiplier le prix du mètre par | ou par 7 |.
Remarquons enfin, qu a un certain point de vue, multiplier par une fraction, c'est encore répéter : car multi[)lier un nombre par Y, c'est réi)éter cinq fois le septième du multiplicande.
Trois cas se présentent dans la multiplication; savoir : multiplication lo d'une fraclion par un entier ; 2o d'un entier par une fraclion ; 3» d'une fraction par une fraction.
174. Premier cas. Mulliplicalion d'une fraclion par un entier. Soit, par exemple, |x4*»iï^ultiplier| par 4, c'est répéter 4 fois y; ce que l'on fait (157) en multipliant le numérateur par 4. Ainsi
Hègle.— Pour muHiplier une fraclion par un nombre entier, on muUiplie le numérateur par rentier, sans altérer le dénominateur.
S'il arrivait que le dénominateur fût divisible par le multiplicateur, on ferait la multiplication (158) en effectuant cette division, sans toucher au numérateur.
II 1 1 . I
Exemple : -- >< 9 =z: — — a -.
175. Second cas. Mulliplicalion d'un nombre entier par une fraction.
Soit, par exemple, à multiplier 4 par ^, c'est-à-dire à prendre les ^\ de 4. Puisque le onzième de 4 est (153) yîi ^^s jj da 4 valent 7 fois plus; on a donc (174) :
^'>^1I- 11^^- 11 ~ll ^ 11
Règle.— Pour multiplier un nombre entier par une fraclion,
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on multiplie l'entier par le numérateur, et Von donne au produit pour dénominateur le dénominateur de la fraction.
176. Troisième cas. Multiplication d'une fraction par une fraction.
Soit, par exemple, à multiplier * par ^-^ , c'est-à-dire à prendre les -^ de ~. Puisque le onzième de * est (158) —^y» les -/f de *' valent 7 fois plus.
On a donc (157) :
II 9 X
Règle. — Pour multiplier une fraction par une autre, on multiplie les numérateurs entre eux et les dénominateurs entre eux, et l'on prend le premier produit pour numérateur et le second pour dénominateur.
Si des entiers sont joints aux fractions, on réduit chacun d'eux en fraction de même espèce (164) que celle qui raccompagne, et Ton applique la règle précédente.
Exemple :
X 2 ^ riz — X- ™ ^~- =r:^ I
177. Remarque. Lorsque le multiplicateur est une fraction proprement dite, le produit est plus petit que le multiplicande ; car multiplier un nombre par f, par exemple, c'est en prendre seulement les cinq septièmes.
178. Produit de plusieurs fractions. On définit le produit de plusieurs fractions comme le produit de plusieurs nombres entiers; c'est le résultat obtenu en multipliant la première fraction par la seconde, puis le produit par la troisième, puis le nouveau produit par la quatrième, etc. D'après cette définition, on forme le produit de plusieurs fractions, en multipliant les numérateurs entre eux et les dénominateurs entre eux^ et en divisant le premier produit par le second.
Exemple :
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d79. Division DES FRACTIONS. Diviser un nombre par un autre, c'est former un troisième nombre qui, muUipbé par le second, reproduise le premier. La définition est ici la même que pour les nombres entiers ; mais on ne doit pas perdre de vue que le mot multiplier, qui s'y rencontre, a reçu une signification nouvelle.
Trois cas se présentent dans la division, savoir : division 1° d'une fraction par un nombre entier; 2° d'un nombre entier par une fraction; 3» d'une fraction par une fraction.
480. Premier cas. Division d'une fraction par un nombre entier.
Soit, par exemple, à diviser f par 4, c'est-à-dire à prendre le quart de |. On sait qu'il faut (158) pour cela multiplier le dénominateur 9 par 4' On a ainsi :
Règle. — Four diviser une fractionpar un nombre entier, on multiplie le dénominateur par rentier, sans toucher au numérateur.
S'il arrivait que le numérateur fût divisible par l'entier, on opérerait cette division, au lieu de multiplier le dénominaleur (157).
Exemple : — p : 4 =^ -p*
481 . Second et troisième cas. Division d'un nombre entier ou fractionnaire par une fraction.
Soit, par exemple, à diviser N par f, N étant entier ou fractionnaire. Diviser N par |, c'est trouver le nombre, appelé quotient, qui, multiplié par f, reproduit N, c'est-à-dire le nombre dont les Ç sont égaux à N. Or, si les ? du quotient valent N, un seul septième du quotient vaut 5 fois moins, ou J de N ; et, par suite, le quotient tout entier vaut 7 fois plus, ou les l de N, c'est-à-dire N X 5. Ainsi :
N:-=NX?- 7 5
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De là résulte la règle suivante : Pour diviser un nombre par une fraction, on muUiplie le nombre par la fraction diviseur renversée.
Exemples :
:i:^ = 3xï = ^ = 4i;
Si des entiers sont joints aux fractions, on rérluit chacun d'eux en fraction de même espèce que celle qui raccompagne, et l'on applique la règle précédente.
Exemple :
4*9 4*9 4 ^'^ ïoo 1^0
182. Remarque. Lorsque le diviseur est une fraction proprement dite, le quotient est plus grand que le dividende; car, pour obtenir le quotient, on multiplie le dividende par la fraction diviseur renversée, qui est, dans ce cas, un nombre plus grand que l'unité.
i83. Théorèmes GÉNÉRAUX, i"" Dans un produit de nombres entiers et fractionnaires, on peut intervertir les facteurs.
En etfet, d'après la règle même de la multiplication (176), et en appliquant le principe (46) relatif aux entiers, on a :
et cette démonstration s'étend immédiatement au cas de plusieurs facteurs.
Ce théorème une fois démontré, on en conclut les suivants, absolument comme on Ta fait dans le cas des nombres entiers (48 et suiv.).
2° Pour multiplier un nombre par un produit effectué de plusieurs facteurs^ il suffit de le multiplier successivement par chaque facteur,
3» Pour multiplier un produit par un aulre^ il suffit défaire le produit de tous les facteurs.
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EXERCICES
I. Trouver le nombre dont les - et les 7 réunis valent 6S. (R. : 48.)
II. Trouver le nombre dont les - diminués des- valent 85. (R. : 3i5.)
T,T c- iT 1 r .• 38544 4'^7356 54278^4
Ilï, Simplifier les fractions — —* — » —^ — -.
" 'gg' 6^' 188389'
IV. Réduire au plus petit dénominateur commun les fractions
V. Une lige est partagée en trois parties : la première a 9 mètres; la dernière vaut la prem.ière augmentée de la moitié de la seconde; et la seconde vaut la somme des deux autres. Quelle est la longueur de la lige?
(R. : 72 mètres.)
VI. Une femme porte des oranges au marché : elle vend d'abord la moitié du nombre de ses fruits, pins la moitié d'un. Puis elle vend la moitié de ce qui lui reste, et la moitié d'une orange. Ensuite elle vend la moitié du nouveau reste, plus la moitié d'une orange. Après une quatrième et une cinquième vente, faites dans les mêmes conditions, il ne lui reste rien. Quel était le nombre de ses oranges ?(R. : 3i oranges.)
VII. Un bassin peut être rempli par une première fontaine en 10 heures^ et par une autre en i5 heures. En combien de temps sera-t-il rempli par les deux fonlaines coulant ensemble? (R. : 6 heures.)
VIII. Kn conservant les données précédentes, on suppose qu'un robinet coulant seul viderait le bassin en 5 heures. En combien de temps le bassin supposé plein serait-il vidé, les deux fonlaines et le robinet coulant ensemble? (R. : 3o heures.)
IX. Un renard, poursuivi par un lévrier, a 60 sauts d'avance; il fait 9 sauts pendant que le lévrier n'en fait que 6 ; mais 3 sauts du lévrier valent 7 sauts du renard. Combien le lévrier fera-t-il de sauts, avant d'atteindre le renard? (R. : 72 sauts.)
X. Un réservoir plein d'eau peut être vidé par deux robinets d'inégales grandeurs. On ouvre le premier robinet, et l'on fait couler le quart de l'eau. Puis on ouvre le second, et on les laisse couler tous les doux. Le
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réservoir achève de se vider ; il emploie pour cela ^ d'heure de plus que le premier n'a mis de temps pour vider le quart de Peau. Si Ton eut ouvert les deux robinets dès le commencement, le réservoir eût élé vidé un quart d'heure plus lût . Combien de temps faudrait-il au premier robinet, s'il était seul ouvert, pour vider le réservoir? (R. : 4 heures.)
XI. Une balle élastique, abandonnée à l'action de la pesanteur, sans vitesse initiale, rebondit à une hauteur égale aux 7 de la hauteur dont elle est tombée; après avoir rebondi 4 lois, elle s'élève à la hauteur de 75 mètres. De quelle hauteur est-elle tombée primitivement ? (R. : 388m ^.)
XII. Trois ouvriers, A, B,C, se présentent pour exécuter un ouvrage : associés deux à deux, A et B le feraient en 12 jours, A et G en 16 jours, et B et C en 24 jours. On demande combien de temps ils eniploieront en travaillant tous les trois, et combien chacun d'eux mettrait de temps , en travaillant seul, pour exécuter l'ouvrage? (R. •• Les trois ouvriers mettraient 10 jours 3 j A mettrait seul 19 jours {, B 82 jours, C 96 jours.)
XIII. Deux mortiers lancent des bombes sur une ville assiégée. Le premier en a lancé 36, avant que le second ait commencé son feu, et il en envoie 8 dans le même temps que le second en envoie 7; mais le second dépense en 3 coups la même quantité de poudre que le premier en 4 coups. On demande combien de bombes doit lancer le second mortier pour dépenser la même quantité de poudre que le premier. (K. : 189 bombes.)
XIV. Dans le trajet d'une voiture, on a remarqué que la roue de devant, dont la circonférence est de 5 pieds |, a fait 2000 tours de plus que la roue de derrière, dont la circonférence est de 7 pieds g. Quelle est, en pieds, la longueur du chemin parcouru? (R. : 89900 pieds.)
XV. Les deux aiguilles d'une montre marquent midi; quand se rencontreront-elles pour la première fois; combien de fois, et à quelles heures se rencontreront-elles dans les 12 heures suivantes? (R. : Elles se rencontreront 11 fois, à 1^ 5"' —^y à 2'' io"i ~, et ainsi de suite, à des intervalles égaux.)
XVI. Un maîireadeux journaliers qu'il paie au même prix : il donne à l'un, pour 56 jours de travail, 4 boisseaux de blé et 56 francs; il donne à l'autre, pour 84 jours, 7 boisseaux ^ et 69 francs. A combien estime-t-il le boisseau de blé? (R. : 10 francs.)
XVII. Trouver une fraction dont la valeur se réduit à t si l'on diminue les deux termes de 3 unités, mais devient J sil'on ajoute 5 aux deux termes.
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XVIII. Si deux fractions sont irréductibles, leur somme ne peut être un nombre entier si elles n'ont pas le même dénominateur.
XIX. Si trois fractions sont irréductibles, leur somme ne peut être un nombre entier, si chacun des dénominateurs n'est pas diviseur du produit des deux autres. (On s'appuie sur la théorie des nombres premiers.)
XX. Prouver qu'aucun nombre entier, mis à la place de la lettre x, ne
I. PRINCIPES SLR LES NOMBRES DÉCIMAUX
184. Définitions. On nomme fraction décimale une fraction dont le dénominateur est une puissance de lo.
Exemples: — » — » — -^^•
Une fraction décimale peut être, comme une fraction ordinaire, plus petite ou plus grande que l'unité.
On partage l'unité en dix parties égales appelées dixièmes, le dixième en dix parties égales appelées centièmes (parce qu'il en faut cent pour former l'unité), le centième en dix [)arties égales appelées millièmes (parce qu'il en faut mille pour former l'unité), le millième en dix parties égales appelées dix millièmes, le dixmillième en dix cent 'millièmes, le cent-millième en à'wmillionièmeSj et ainsi de suite. Ces parties: le dixième, le centième, le millième, le dix- millième,... se nomment les parties décimales deTunité; ce sont \es unités décimales des divers ordres : elles sont, comme les unités entières, dix fois plus petites les unes que les autres.
185. Une fraction décimale quelconque peut toujours être considérée comme composée de parties décimales de Vunité, et le nombre des parties de chaque ordre est inférieur à 10.
Soit, en effet, la fraction décimale ■ ^ ^ ♦ Elle peut se dé-
' lOOOO ^
composer ainsi (471) :
573q6 5oooo 7000 , 3oo , 00 6
lOOOO lOCOO lOOOO lOOOO ICOOO ICOOO
Or, chacune des fraciions partielles peut être simplifiée, en
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divisant chacun des deux larmes par une même puissance de lo; et l'on a
lOOOO 10 lOO lOOO lOOOO
Cette décomposition est générale, et démontre la proposition.
486. Écriture des nomrres décimaux. Si l'on étend aux nombres décimaux la convention qui sert de base à la numération écrite des nombres entiers (13), c'est-à-dire si Ton admet que tout cliilîre placéàla droite d'un autre représente des unités dix fois plus petites, le chiffre placé à la droite des unités représentera des dixièmes; le chiffre placé à la droite des dixièmes re[;résentera des centièmes; le chiffre placé à la droite des centièmes représentera des millièmes, et ainsi de suite. Par
conséquent, la fraction ^'^^ s'écrira
lOOOO
^ ^ ^ = j unités n'ôqG.
Pour distinguer la partie décimale de la partie entière, on
place une virgule à droite du chiffre des unités, et l'on écrit
Si la fraction ne contient pas d'unités entières, on les rem-
3"5 place par un zéro. Ainsi — ^ s'écrit 0,370. ' ^ 1000 ^
S'il manque certaines parties décimales, on les remplace aussi par des zéros. Amsi-î s écrit 0,4002.
^ lOOOO
L'écriture des nombres décimaux est ainsi ramenée à la même forme que celle des nombres entiers; et les divers ordres d'unités, à droite et à gauche du chiiîre des unités simples, et à égale distance de ce chiffre, portent des noms qui ont la même origine, comm.e onlo voit ici :
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Énoncer un nombre décimal écrit. Soil le nombre
On devrait, d'après ce qui pn'icède, énoncer successivement chaque chiffre décimal, en lui donnant le nom de Tordre décimal qu'il représente, et dire : 28 unités, 6 dixièmes, 7 centièmes, 2 millièmes, 3 dix-millièmes, etc. Mais on peut, comme dans le cas des nombres entiers, grouper 1(,'S chiffres trois p;ir trois, à partir de la virgule. En effet, i dixième valant 10 centièmes, 6 dixièmes valent 60 centièmes; et, par suite, 6 dixièmes et ycentièmes valent 67 centièmes. De même, i centième valant 10 millièmes, 67 centièmes valent 670 millièmes; et, par suite, 67 centièmes et 2 millièmes valent 672 millièmes. On verra de même que 3 dix-millièmes, 4 cent-millièmes et 5 millionièmes valent 345 millionièmes. Le nombre donné peut donc s'énoncer 28 unités, 672 millièmes, 345 millionièmes, 8 dix-miUionièmes.
Ce raisonnement est général, et conduit à la règle suivante : Pour énoncer tm nombre décimal écrit, on partage la partie décimale en tranches de trois chiffres, à partir de la virgule, en allant de gauche à droite; on énonce la partie entière, comme Von sait; et, à la suite, on énonce succemvement chaque tranche décimale comme un nombre de trois chiffres entiers, en donnant à la première le nom de millièmes^ à la seconde le nom de millionièmes, etc., à la dernière le nom de V ordre de son dernier chiffre.
Le même raisonnement prouve que Von peut énoncer séparément la partie entière et la partie décimale comme deux nombres entiers, en donnant à la seconde le nom de l'ordre de son dernier chiffre, et dire 28 unités, 6723458 dix-millionièmes.
On peut enfin énoncer ensemble les deux parties comme un seul nombre entier, en donnant encore au résultat le nom de l'ordre du dernier chiffre décimal; et dire 286723458 dixmillionièmes.
188. Écrire un nombre décimal énoncé. Si le nombre est énoncé par classes de trois ordres, on écrit chaque classe à son rang, comme si elle était seule, en remplaçant par des zéros les
ordres qui manquent. Ainsi 3 unités, 29 millièmes, 4^0 millionièmes, 6 cent-millionièmes, s'écrit 3,02940006.
Si le nombre est énoncé comme un nombre entier, on Vécril comme on écrit un nombre entier ; et l'on place la virgule de manière à faire exprimer au dernier chiffre à droite l'ordre d'unités qu'il doit représenter. Ainsi 3548 millièmes s'écrit 3,548. De même 38 cent-millièmes s'écrit o,oo()38.
189. Écrire un nombre décimal sous forme de fraction ORDINAIRE. On supprime la virgule, et on donne pour dénominateur au nombre entier que Von obtient l'unité suivie d'autant de zéros qu'il y avait de chiffres décimaux. Ainsi, 3,48 s'écrit
— ^ ; car il \aut (187) 348 centièmes. De même o,oo38 s'écrit
lOOOO
490. Principe i. On n'altère pas une fraction décimale en écrivant ou en supprimant des zéros à sa droite.
Ainsi les fractions 3,84 ^^ 3,84oo sont équivalentes : car elles renferment le même nombre d'unités, le même nombre de dixièmes, le même nombre de centièmes.
191. Principe 11. Lorsque, dans un nombre décimal y on avance la virgule d'un, de deux, de trois... rangs vers la droite, on multiplie le nombre par 10, par 100, par 1000. . .
Considérons, en effet, la fraction 3,7892, et avançons la virgule d'un rang vers la droite; ce qui donne 37,892. Chaque chiffre, dans le nouveau nombre, a uue valeur relative dix fois plus grande : le 2 exprime des millièmes au lieu d'exprimer des dix-millièmes; le 9, des centièmes au lieu de millièmes, efainsi de suite. Ce nombre a donc une valeur 10 fois plus grande que le premier.
On prouve de même, que les nombres 378,92 et 3789.2 valent, l'un 100 fois, l'autre 1000 fois le nombre primitif.
Il résulte de là qu'en reculant la virgule d'un, de deux, de trois rangs vers la gauche, on divise le nombre par 10, par ioo_, par 1000.
Remarque. Supprimer la virgule dans un nombre décimal, c'est la reporter après son dernier chiffre adroite : c'est donc
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miilliplier le nombre par lo; par loo ou par looo, selon que ce nombre contient un, ou deux, ou trois chiffres décimaux. Si, par exemple, dans le nombre 53,478, on supprime la virgule, et qu'on écrive 53478, le nombre exprime des unités, au lieu d'exprimer des millièmes; il est 1000 fois plus grand que le premier.
192. Princu»e ni. Bans un nombre décimal, une unité décimale d'un certain ordre est toujours plus grande que le nombre formé par l'ensemble des chiffres qui la suivent.
Soit, par exemple, le nombre 3,87925673 ; il s'agit de
montrer que Fensemble des chiffres, quels qu'ils soient, qui suivent le chiffre des milUèmes 9, ne vaut pas i millième. Et, en effet, supposons que ces chiffres aient leur plus grande valeur absolue, et soient tous des 9, et évaluons leur somme. Le premier chiffre exprime 9 dix-millièmes ; il manque i dixmillième ou 10 cent-millièmes pour former i millième. Le chiffre suivant exprime 9 cent-millièmes; il manque donc encore i cent-milhème ou lomilhonièmes, pour que la somme forme i millième. Le chiffre suivant n'ajoute à la somme que 9 millionièmes. En continuant ainsi, on voit que l'on n'ajoute jamais à la somme déjà formée que les j\ de ce qu'il faudrait lui ajouter pour compléter le millième : la somme, quelque loin qu'on la prolonge, ne vaudra donc jamais i millième. C'est ce qu'il fallait démontrer,
193. Corollaire. Il résulte de \h, que deux fractions décimales ne peuvent représenter le même nombre que si elles sont identiques. Car si, à partir d'un certain ordre, les chiffres de même rang venaient à différer, ne fût-ce que d'une unité, cette différence ne pourrait être détruite par une différence, en sens contraire , entre les chiffres suivants.
On voit encore que, si, dans un nombre décimal, on supprime tous les chiffres qui suivent un certain ordre, Terreur que Von commet est moindre qu'une unité du dernier ordre conservé. Par exemple, si, dans le nombre 3,782965. . . on supprime tous les chiffres qui suivent 2, et que l'on écrive 3,782, on commet une erreur par défaut^ moindre qu'un millième; car tous les chiffres supprimés ne valent pas un millième.
Si, après avoir supprimé ces chiiîres, on augmente d'une unité le dernier chiffre conservé, et qu'on écrive 3,783, on fait une erreur par excès, qui est aussi moindre qu'un millième. Car, d'une part, on ajoute i millième^ et de l'autre on retranche un nombre plus petit qu'un millième. Le résultat est donc plus grand que le nombre donné; mais il n'en diflère pas d'un millième.
D'ailleurs le premier des chiffres supprimés étant 9 dix-miliièmes, l'erreur par défaut vaut plus de 9 dix-millièmes, tandis que l'erreur par excès ne vaut pas i dix-millième. Par conséquent, le nombre 3,783 est plus approché que 3,782, du nombre exact 3,782960
II. OPÉRATIONS SLR LES NOMBRES DÉCIMAUX
194. Addition. On place les nombres à additionner les uns sous les autres, de manière que les unités de même ordre se correspondent; alors les "virgules se correspondent aussi. Puis. en commençant par la droite, on ajoute les chiffres situés dans la même colonne verticale, absolument comme si les nombres étaient entiers, et on reporte les retenues à la colonne suivante: enfin on place la virgule au résultat sous les virgules des différents nombres.
La démonstration de cette règle ne diffère pas de celle qui a été donnée dans le cas des nombres entiers.
Exemple : additionner 37,4 ; 8,47 ', 0,786 ; et 2.
195. Soustraction. On place le peut nombre sous le grand, de manière que les unités de même ordre se correspondent, en atjant soin de compléter par des zéros (190) le nombre supérieur, s'il renferme moins de chiffres décimaux que le nombre à soustraire. Puis on fait l'opération en commençant par la droite,
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comme si les nombres étaient entiers, et Von place la virgule au résultat sous les virgules des deux nombres.
La démonstration de cette règle ne diffère pas de celle qui a été donnée dans le cas des nombres entiers.
Exemple : de 48,92, soustraire 7^928.
196. Multiplication. La multiplication des nombres décimaux se définit comme celle des fractions ordinaires. Elle comprend deux cas, celui où le multiplicateur est entier, et celui où il est fractionnaire.
Premier cas : le multiplicateur est entier. Soit, par exemple, à multiplier 3,547 P^'^ ^^' ^^ multiplicande se compose de 3547 millièmes, et il s'agit de répéter 86 fois ce nombre de millièmes. Or, la règle de la multiplication est indépendante de la nature de la grandeur qu'exprime le multiplicande (35): il faut donc multiplier 3547 par 86, sans faire attention à l'espèce des unités ; et comme le produit doit exprimer une grandeur de même nature que le multiplicande, on doit lui faire exprimer des millièmes, c'est-à-dire séparer trois cbiffres décimaux sur la droite.
Ce raisonnement conduit à la règle suivante: On multiplie les deux nombres l'un par Vautre, comme si le multiplicande était entier, et Von sépare sur la droite du produit autant de chiffres décimaux qu'il yen a au multiplicande.
197. Second cas: le multiplicateur est décimal. Soit, par ex^împle, à multiplier 48;734 par 3,29. Comme le niulliplicateur se compose de 329 centièmes, le produit est les 329 centièmes du multiplicande. Pour Tobtenir, il faut donc prendre
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rrabord le centième du mulliplicande, ce qui se fait (191) en reculant la virgule de deux rangs vers la gauche, et donne 0,4^^34 ; il faut ensuite multiplier ce centième par 829, ce qui nous ramène au cas précédent. En supprimant ainsi la virgule au multiplicateur, elen la reculant au multiplicande d'autant de rangs qu'il y avait de chiffres décimaux dans le multiplicateur, on ne change pas le nombre total des chiffres décimaux des deux facteurs.
On conclut de ce raisonnement la règle générale suivante : On opère la muUiplication comme si les nombres étaient entiers, et Von sépare sur la droite du produit autant de chiffres décimaux qu'il y en a dans les deux facteurs,
198. Remarques. 1° S'il arrivait que le produit obtenu ne contînt pas assez de chiffres pour permettre d'appliquer la règle précédente, on placerait des zéros sur la gauche, en nombre suffisant pour le compléter.
Exemple: multiplier 0,027 P^"^' ^?^7-
Le produit de 27 par 7;est 189 : or, d'après le raisonnement (197), ce produit doit représenter des cent-milhèmes ; il doit donc compter cinq chiffres décimaux, et, par suite, s'écrire 0,00189.
2» On aurait pu déduire la règle générale de la règle relative à la multiplication des fractions ordinaires. Convertissant, en effet, les deux facteurs en fractions ordinaires, et appliquant la règle (176), on a évidemment :
48,734 X 3.,c, ^ 48734 ^ feg ^ 48734 x:h9 ^ . 6033486
ce qui démontre la règle.
199. Division. La division des nombres décimaux se définit comme celle des fractions ou celle des nombres entiers. Elle comprend deux cas : celui où le diviseur est entier, et celui où le diviseur est décimal.
Premier cas : le diviseur est entier. Soit, par exemple, à diviser 37,57 par 58. Le dividende se compose de 3757 centièmes, et il s'agit de partager ce nombre de centièmes en 58 parties égales. Or la règle de la division est indépendante de la nature de la grandeur que l'on divise; mais le quotient exprime des unités de même espèce que le dividende. Il faut donc diviser 3757 par 58, et faire exprimer des centièmes au quotient.
1" CALCUL. 2e CALCUL.
Le quotient est 64, et le reste 4^ : ce qui veut dire que 3757 unités valent 58 fois 64 unités +4^ unités : par suite 3757 centièmes valent 58 fois 64 centièmes, -1-45 centièmes. Le quotient est donc 0,64 et le reste o,45.
Règle. — Onopèrela division, comme si le dividende était entier, et Von sépare sur la droite du quotient autant de chiffres décimaux qu'il y en a dans le dividende.
200. Remarque. On modifie légèrement cette règle dans la pratique :
On divise d'abord la partie entière du dividende par le diviseur , ce qui donne la partie entière du quotient ; puis abaissant successivement, à droite des restes^ les chiffres décimaux du dividende, on divise les dividendes partiels ainsi obtenus par le diviseur, ce qui donne les chiffres décimaux du quotient, comme on le voit dans le second calcul.
Car le quotient renfermant autant de chiffres décimaux que
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le dividende, chaque dividende partiel exprime des unités de même ordre que le chiffre du quotient qu'il fournit. Quant au resle, il exprime des unités de même ordre que le quotient obtenu.
Après avoir obtenu pour quotient 0,64, on a encore o,45 à partager en 58 panties égales. La partie complémentaire du quotient serait donc i| de centième ; et par conséquent, en la négligeant, on commet une erreur moindre qu'un centième.
201. Valeur approchée du quotieîst. Si Ton veut obtenir en fraction décimale une valeur plus approchée du quotient, on remarque que 40 centièmes équivalent à 4^0 millièmes, et que 4^0 millièmes, divisés par 58, donnent 7 millièmes pour quotient et 44 millièmes pour reste. De même 44 millièmes équivalent à 44o dix-millièmes, et 44^ dix-millièmes, divisés par 58, donnent 7 dix-millièmes pour quotient et 34 dixmillièmes pour reste. Et ainsi de suite.
Ainsi, dans le cas où, après avoir épuisé tous les chiffres du dividende^ la division laisse un reste, on écrit un zéro à la droite de ce reste^ et Von divise le résultat par le diviseur y ce qui donne un nouveau chiffre du quotient On écrit un nouveau zéro à la droite du nouveau reste ; on divise le résultat par le diviseur ^ et Von obtioit un nouveau chiffre du quotient. Lorsqu'on s^ arrête après un certain nombre d'opérations, l'erreur commise au quotient est moindre quune unité de Vordre de son dernier chiffre.
On peut donc obtenir ainsi, ou la valeur exacte du quotient (si l'on arrive à un reste nul), ou une valeur aussi approchée qu'on le désire.
202. Avant de passer au second cas, où le diviseur est décimal, nous avons besoin de généraliser un principe déjà dé-
montré pour les nombres entiers. Ce principe est le suivant: On n'altère pas le quotient complet d\ine division, en multipliant le dividende et le diviseur par un même nombre.
Le dividende est, en effet, par définition, le produit du diviseur par le quotient. Multiplier le dividende par le nombre choisi, c'est donc mulliplier par ce nombre le produit du diviseur par le quotient ; or ce produit de trois facteurs s'obtient (183) en multipliant par le quotient le produit du diviseur par le nombre. Donc le produit du dividende par le nombre est égal au produit de deux facteurs, dont Tun est le produit du diviseur par le nombre, et dont Tautre est le quotient : en d'autres termes, en divisant le produit du dividende et du nombre par le produit du diviseur et du nombre, on obtient le quotient qu'on avait obtenu en divisant le dividende par le diviseur. Ce qu'il fallrit démontrer.
203. Second cas : le diviseur est décimal. V Si le dividende contient plus de chiffres décimaux que le diviseur, on supprime la virgule au diviseur, et on l'avance au dividende, vers la droite, d'autant de rangs qu'il y avait de chiffres décimaux au diviseur. On multiplie ainsi le dividende et le diviseur par un même nombre ; et l'on ne change pas la valeur du quotient (202). Oîi a alors à diviser un nombre décimal par un nombre entier : on applique, en conséquence, la règle du premier cas (200).
2o Si le dividende et le diviseur contiennent le même nombre de chiffres décimaux, on supprime les deux virgules, ce qui n'altère pas le quotient (202); puîs on opère la division d'après la règle des nombres entiers. On la continue d'après la règle (201).
3° Si le dividende contient moins de chiffres décimaux que le diviseur, on écrit, à la droite du dividende, assez de zéros pour que le nombre des chiffres décimaux soit le même départ et d'autre; puis on supprime les virgules, et l'on applic[ue la règle (2o).
En résumé, on voit que, dans chaque cas, on s'arrange pour que le diviseur soit entier, et qu'il ne soit pas terminé par des zéros.
Exemples : Soieni à diviser i" 3^5672 par 2.47; 2" 72,436 par 3,729; 3° 0,4 par 2,536,
Dans le premier exemple, on a supprimé la virgule au diviseur, on l'a avancée de deux rangs au dividende : puis on a fait la division, et, après avoir obtenu les centièmes, on a poussé l'opération jusqu'aux dix-millièmes. Le quotient approché est de 1,4442, et l'erreur est moindre qu'un dix-millième.
Dans le second exemple, on a simplement supprimé les virgules, opération qui a multiplié les deux nombres par 1000^ et n'a pas altéré le quotient. Puis on a fait la division, qui a donné 19, et on a }>oussé l'approximation jusqu'aux centièmes. Le quotient approché est 19,42, et l'erreur est moindre qu'un centième.
Dans le dernier exemple, on a écrit deux zéros à la droite du dividende 0,4, afin que le nombre des chiffres décimaux fût porté à trois comme dans le diviseur. Puis on a supprimé les virgules et effectué la division. Le quotient ne renfermant pas d'unités, on a procédé immédiatement à l'approximation. On a trouvé G, 157 pour quotient approché. L'erreur est moindre que un millième.
204. Remarque. On aurait pu déduire les règles précédentes de la règle générale relative à la division des fractions ordinaires (181). Mais le raisonnement direct nous a paru préférable.
205. DÉTERMINATION d'UN QUOTIENT A UNE APPROXIMATION DON- NÉE EN DÉCIMALES. La règle générale de la division permet de calculer une valeur approchée du quotient à une appioxima- Won donnée d'avance en décimales. Veut-on, en effet, obtenir
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un quotient à moins d'un millième près, on effectue la division, et Ton pousse le calcul jusqu'à ce qu'on ait obtenu au quotient le chilTre des millièmes : alors on s'arrête, car on sait (201) que l'erreur commise sur le quotient ne vaut pas un millième.
§ m. CONVERSION DES FRACTIONS ORDINAIRES EN FRACTIONS
DÉCIMALES
206. DÉFINITION. Convertir une fraction ordinaire en fraction décimale, c'est former, quand cela est possible, une fraction décimale équivalente à la fraction ordinaire : c'est, dans tous les cas, déterminer le plus grand nombre de dixièmes, de centièmes, de millièmes..., contenus dans la fraction donnée.
Il n'existe pas toujours une fraction décimale équivalente à une fraction ordinaire donnée : certaines conditions sont pour cela nécessaires ; elles sont exprimées dans le théorème suivant.
207. Théorème i. Pour qu'une fraction ordinaire irréductible se convertisse exactement en fraction décimale^ c'està-dire pour qu'il existe une fraction décimale équivalente à la fraction ordinaire, il faut et il suffit que le dénominateur de la fraction ordinaire ne contienne pas d'autres facteurs premiers que 1 et 5.
r Cette condition est nécessaire. Supposons, en effet, qu'une fraction irréductible soit équivalente à une fraction décimale, par exemple à 0,629, et, par suite, à ^^ fraction ordinaire x^^\ puisqu'elle est irréductible, son dénominateur (162) est un diviseur de 1000, et ne peut par suite renfermer d'autres facteurs premiers (127) que ceux de 1000. Or 1000, et, en général, une puissance quelconque de 10, est un produit de facteurs 2 et de facteurs 5 : donc le dénominateur de la fraction irréductible ne saurait en contenir d'autres.
2o La condition est suffisante. Considérons, en effet, une fraction ^ qui la remplit, et mettons en évidence les facteurs
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premiers qui composent son dénominateur :
On peut, sans altérer la valeur de la fraction, multiplier (1 59) ses deux termes par un même nombre, et choisir pour multiplicateur 5% c'est-à-dire celui des deux facteurs du dénominateur dont l'exposant est le plus faible, en Taffeclant d'un exposant égal à la différence des exposants. On a ainsi :
80 9J X 5 "" 2^ X 5* 10* loooo '
et cette fraction est évidemment de forme décimale. C'est ce qu'il fallait démontrer.
208. Ce procédé, pour convertir en fraction décimale une fraction qui remplit les conditions de possibilité, n'est pas la méthode ordinaire; mais il montre clairement que le nombre des chiffres décimaux de la fraction transformée ne peut surpasser le plus grand des deux exposants des facteurs 2 et 5 dans le dénominateur.
On peut prouver d'ailleurs que ce nombre ne saurait être moindre que ce plus grand ex[>osant. Pour qu'il fût moindre, en effet, il faudrait que le numérateur 7 X 5^ fût terminé par un zéro, c'est-à-dire fût divisible par 2 et par 5 ; il faudrait donc que le numérateur primitif 7 fût divisible par 2, ce qui est impossible, puisque -^ est irréductible.
On peut donc énoncer ce second théorème :
Théorème 11. Lorsqu'une fraction ordinaire irréductible se convertit exactement en fraction décimale, le nombre des chiffres décimaux de la fraction transformée est égal au plus grand des exposants dont sont affectés les facteurs premiers 2 et 5 dans le dénominateur.
209. Problème i. Convertir une fraction ordinaire en fraction décimale. Soit d'abord la fraction ordinaire | dont le dénominateur remplit les conditions de possibilité. Pour opérer la conversion, on remarque que l est le quotient de la division du numérateur 7 p;\r le dénomiiiatcur 8 : on est donc
amené à évaluer ce quotient en décimales (505). Or 7 unités valent 70 dixièmes ; et 70 dixièmes, divisés par 8, donnent 8 dixièmes pour quotient, et 6 dixièmes pour reste. De même, 6 dixièmes valent 60 centièmes ; et 60 centièmes, divisés par 8, donnent 7 centièmes pour quotient, et 4 centièmes pour reste. Puis 4 centièmes valent 40 millièmes; et 40 millièmes^ divisés par 8, donnent pour quotient exact 5 millièmes. On a donc:
Soit, en second lieu, la fraction f-f dont le dénominateur ne remplit pas les conditions du théorème i : la conversion est impossible, et la question consiste, dans ce cas, à
trouver le plus grand nombre de dixièmes, de centièmes, de millièmes, etc., contenus dans la fraction. Or, si Ton raisonne comme dans l'exemple précédent, on trouve pour premier chiffre 7 dixièmes; de sorte que la fraction |y contient 7 dixièmes plus |4 de dixièmes. Si Ton ne pousse pas plus loin le calcul, 0,7 est le plus grand nombre de dixièmes contenu dans la fraction. Si Ton poursuit le calcul, on trouve pour second chiffre 2 centièmes, de sorte que |-y contient 72 centièmes plus l'f de centièmes; et si Ton s'arrête, 0,72 est le plus grand nombre de centièmes contenus dans la fraction. Mais si l'on continue, on trouve pour troisième chiffre 9 millièmes; de sorte que 3-5 contient 729 millièmes plus ff de millièmes, et par suite 0,729 est le plus grand nombre de millièmes contenus dans la fraction. On peut poursuivre ainsi le calcul aussi loin qu'on veut; on ne saurait arriver à un reste nul, puisque la conversion est impossible. La fraction décimale est donc illimitée.
Règle. — Pour convertir une fraction ordinaire en fraction
décimale, on divise le numérateur par le dénominateur, ce qui donne les unités ; on écrit un zéro à la droite du reste, on divise le résultat par le diviseur, ce qui donne les dixièmes. On écrit un zéro à la droite du nouveau reste, on divise le résultat par le diviseur^ ce qui donne les centièmes. Et l'on continue ainsi, jusqu'à ce qu'on arrive à un reste nul^ cas où la transformation est complète, ou jusqu'à ce qu'on ait obtenu les unités décimales d'un certain ordre, auquel cas l'erreur commise est moindre qu'une unité de cet ordre.
210. Théorème m. Lorsque Vonréduit en fraction décimale une fraction ordinaire qui ne remplit pas les conditions du principe i, la fraction illimitée que Von obtient est périodique ; c'est-à-dire qu'à partir d'un certain chiffre, les chiffres décimaux se reproduisent périodiquement dans le même ordre.
Reprenons, en effet, l'exemple précédent, la conversion de |4. Puisque toutes les opérations partielles ont pour diviseur 37, chaque reste est plus petit que 87 ; il ne saurait d'ailleurs être nul; il est donc compris entre o et 87 ; donc, après 36 divisions au plus, et peut-être plus toi, l'un des restes obtenus doit se reproduire. Le dividende partiel qu'a fourni ce reste redevenant le même, le chiffre du quotient ne peut être que celui qu'il a déjà donné, et par suite le reste suivant se reproduit à son tour. Ce raisonnement est général, et Ton voit ainsi clairement que les restes et les chiffres du quotient se reproduisent périodiquement.
Dans l'exemple cité plus haut, après trois divisions seulement, on retrouve le reste 27 : dès lors, le dividende partiel 270 se retrouve le même que la première fois ; et, comme le diviseur ne change pas, le quotient 7 et le reste 11 sont ceux qu'a fournis une division identique. Par suite, le dividende partiel suivant est iio, comme la première fois, et le quotient 2 et le reste 36 se reproduisent nécessairement. Une nouvelle division ramène le quotient 9 et le reste 27. Et la série des trois restes et celle des trois quotients se reproduisent indéfiniment.
211. DÉFINITION. On nomme fraction périodique une îrdiCiion décimale illimitée, dans laquelle certains chiffres, à partir de Tun d'entre eux, se reproduisent périodiquement et indéfini-
ment dans le incme ordre. L'ensemble des chiffres qui se reproduisent se nomme la période.
Une fraction ordinaire irréductible, dont le dénominateur contient d'autres facteurs premiers que 2 et 5, donne naissance (210) à une fraction périodique. Le nombre des chiffres de la période est toujours inférieur au dénominateur.
Une fraction périodique est simple, lorsque la première période commence immédiatement après la virgule. Ainsi
est une fraction périodique simple, dont la période est 729.
Une fraction périodique esimixte, quand la première période
ne commence pas immédiatement après la \irgule : entre la
virgule et la première période se trouvent alors des chiffres qui
se nomment chiffres non périodiques ou irréguliers.
Ainsi
esl une fraction périodique mixte, dont la période est 382 et dont la partie irrégulière est 57.
Si l'on considère une fraction ordinaire |y et la fraction périodique 0,729729729... à laquelle elle donne naissance, on sait (209) que, quel que soit le nombre des chiffres décimaux que Ton écrive, la fraction décimale ainsi obtenue n'est pas égale à la fraction ordinaire, mais que leur différence est moindre qu'une unité du dernier ordre conservé. Il en résulte que, plus on prend de périodes, et moins la valeur de la fraction décimale ainsi limitée diffère de celle de la fraction ordinaire ; et, comme la valeur de Funité décimale diminue indéfiniment, à mesure que son ordre s'élève, on peut prendre un assez grand nombre de périodes, pour que l'erreur soit aussi petite que Ton veut. C'est ce qu'on exprime en disant que la fraction ordinaire est la limite vers laquelle tend la valeur de la fraction périodique, lorsque Ton écrit un nombre de périodes de plus en plus grand. C'est dans ce sens que l'on écrit :
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212. Problème ii. Èlant donnée une fraction périodique simple, former la fraction ordinaire qui lui a dominé naissance. Soit la fraction illimitée :
Conservons seulement les dix premières périodes, et désignons par fia. valeur delà fraction ainsi limitée :
Multiplions cette fraction par 1000, c'est-à-dire de manière à faire passer la virgule à droite de la première période, nous aurons :
et la partie décimale ne contiendra plus que neuf périodes. Retranchons maintenant f de 1000 f : comme les neuf premières périodes de la fraction [i] ont respectivement les mêmes valeurs relatives que les neuf périodes de la fraction [2], elles disparaissent par la soustraction;, et nous avons pour reste :
999 f = 729 — 10"^ période.
Par suite :
729 10'"'' période.
ce qui veut dire que la fraction f, ou Tensemble des dix premières périodes de la fraction périodique , a une valeur moindre que m, et que la différence est égale à la 999""" partie de la dernière période. Cette différence est extrêmement petite.
Si, au lieu de prendre 10 périodes, on en prend toc, Tensemble de ces 100 périodes est, d'après le même raisonnement, moindre que Jf^; mais la différence est égale à la 999™^ partie de la centième période, c'est-à-dire beaucoup plus petite que la précédente.
En poursuivant ce raisonnement, on reconnaît aisément que, si Ton augmente indéfiniment le nombre des périodes que l'on considère, on obtient des fractions croissantes, toujours moindres que Jlf , mais qui peuvent en différer d'aussi
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peu qu'on veut. On doit tlonc regarder J'jiJ comme la limite vers Ia(|Melle tend la valeur de la fraction périodique, lorsqu'on prend un nombre de périodes indéfiniment croissant; m est donc (211) la fraction ordinaire qui a donné naissance à cette fraction périodique.
Ce raisonnement général conduit à la règle suivante : Pour former la fraction ordinaire génératrice d'une fraction périodique simple, on prend pour numérateur la période et pour dénominateur un nombre formé d'autant de g qu'il y a de chiffres dans la période.
Exemples : les fractions périodiques simples
0,484848...., ^5,472472472...., 36,363636...., oui |)0ur fractions génératrices respectives
AS ^Ano. 0/^36
— , j - •» Jo —
On remarquera que la fraction périodique 0,99999.... a pour
limite - ou i, et ne résulte pas de la conversion d'une fraction
ordinaire en fraction décimale.
213. Problème m. Étant donnée une fraction périodique mixte, former la fraction ordinaire qui lui a donné naissance.
Soit la fraction illimitée
Conservons seulement les dix premières périodes, et désignons par fl'à valeur de la fraction ainsi limitée :
Mulliplions cette fraction par loooo, c'est-à-dire de manière à faire passer la virgule à droite de la première période : nous aurons
loooo f ■= 35842, 842842... .842. [2]
Multiplions ensuife la môine fraction par 10, c'est-à-dire de manière à faire passer la virgule à gauche de la première pé-
riode ; nous aurons ;
Retranchons maintenant 10 f de loooo/*; comme les neut premières périodes de la fraction [3] ont respectivement les mêmes valeurs relatives que les neuf périodes de la fraction [2], elles disparaissent par la soustraction; et nous avons pour reste
gggo f = 35842 — 35—10^ période,
., . 35842 — 35 10^ période
et par suite /= •;
ce qui veut dire que la fraction décimale, limitée aux dix
, . 1 , . , 358zt2 — 35 premières périodes, a une valeur moindre que — ^^ ;
mais que la différence est la 9990^^ partie de la dixième période, nombre assurément fort petit.
Un raisonnement identique à celui du n° précédent montre
évidemment que cette fraction — est la limite versla-
(juelle converge la fraction périodique mixte , lorsqu'on prend un nombre de périodes de plus en plus grand ; elle est donc la fraction ordinaire génératrice de cette fraction périodique.
Ce raisonnement est général, et conduit à la règle suivante :
Pour former la fraction génératrice d'une fraction périodique mixte, on fait passer successivement la virgule à droite et à gauche de la première période ; on retranche l'un de l'autre les deux nombres entiers que Von obtient ainsi (en négligeant les périodes décimales), et Von donne à cette différence pour dénominateur un nombre formé d'autant de 9 qu'il y a de chiffres daîis la période, et d'autant de zéros qu'il xj a de chiffres décimaux irréguliers»
Exemples : Les fractions périodiques mixtes
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ont respectivement pour fractions génératrices
On remarquera que la fraction périodique mixte o,479999---
dont la période est 9^ a pour fraction génératrice
ou ^^ —^ ou encore -^ ^ -^s c.-a.-d. ^,
ou 0^48- Celte fraction périodique ne résulte donc pas de la conversion d'une fraction ordinaire en fraction décimale.
214. Théorème iv. Lorsqu'une fraction ordinaire irréductible se converlit en fraction périodique simple, son dénominateur ne contient ni facteur 2 ni facteur 5.
Supposons, en effet, qu'une fraction ordinaire irréductible donne naissance à la fraction périodique simple 0,432432432...;
elle estéquivalenle (212) à la fraclion ordinaire =^—^; et, comme
elle est irréductible, son dénominateur est (162) un diviseur de 999, et ne peut être, par suite, divisible ni par 2 ni par 5. Ce qu'il fallait démontrer.
215. Théorème V. Lorsqu'une fraction ordinaire irréductible se convertit en fraction périodique mixte, son dénominateur contient les facteurs 2 et 0 ou l'un d'eux, et des facteuî's étrangers.
Supposons , en effet, qu'une fraction ordinaire irréductible donne naissance à une fraction périodique mixte 0,65347347347....; elle estéquivalenle (213) à la fraction ordinaire — ^—^ » et par suite identique (163) à celle qu'on
obtient en réduisant cette dernière à sa plus simple expression. Or celte réduction ne peut pas faire disparaître à la fois tous les facteurs 2 et tous les facteurs 5 que renferme le dénominateur : il faudrait, pour que cela fût possible, que le numérateur 65347 — 65 fût divisible par 2 et par 5, et par conséquent par 10; il faudrait donc qu'il fût terminé par zéro, ce qui exi-
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gérait que le dernier chiffre 7 de la période fût le même que le dernier chiffre 5 de la partie irrégulière ; et si cela était, c.-à-d. si 5 était remplacé par 7, la fraction périodique serait 0,6734734734....; la période serait 734, et la partie irrégulière se réduirait au chiffre 6. Si donc on a bien fait commencer la première période où elle commence en réalité, il n'est pas possible que le numérateur soit divisible par 10. Il résulte
de là, que la réduction de la fraction — ^ à sa plus sim-
pie expression laissera dans le dénominateur tous les facteurs 2 ou tous les facteurs 5 qu'il renferme. Ces facteurs se trouvent donc aussi dans le dénominateur de la fraction irréductible donnée. Il est d'ailleurs nécessaire qu'on y rencontre d'autres facteurs premiers que 2 et 5 : sans quoi la fraction irréductible se convertirait (207) en fraction décimale limitée. Le théorème est donc démontré.
216. Le raisonnement qui vient d'être développé prouve que, lorsqu'une fraction ordinaire irréductible se convertit en fraction périodique mixte, et qu'on revient de la fraction périodique à la fraction génératrice en appliquant la règle générale (213), le dénominateur de la fraction irréductible contient autant de facteurs 2 ou de facteurs 5 qu'il y a de zéros dans le dénominateur de la fraction génératrice. Or ce nombre de zéros, on le reconnaît aisément, est égal au nombre des chiiTres décimaux irréguliers qui précèdent la première période. On peut donc affirmer le théorème suivant :
Théorème vi. Lorsqu'une fraction ordinaire se convertit en fraction périodique mixte, le nombre des chiffres décimaux qui précèdent la première période est égal au plus grand des exposants des facteurs 2 et j que renferme son dénominateur.
Réciproques des théorèmes iv et v
4o Lorsque le dénominateur cVune fraction irréductible ne contient ni facteur 1 ni facteur 5, la fraction réduite en décimales SB convertit en une fraction périodique simple.
En effet, d'une part, elle ne peut se transformer en fraction décimale hmitée, d'après le théorème i (207); d'autre part, elle ne peut se convertir en fraction décimale périodique mixte.
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d'après le théorème v (215). 11 faut donc qu'elle donne naissance à une fraction périodique simple.
2° Lorsque le dénominateur d'une fraction irréductible renferme les facteurs premiers 2 et ^ ou Vun d'eux, et en outre d'autres facteurs premiers, la fi^action, réduite en décimales, se convertit en une fraction périodique mixte.
En effet, d'une part^ à cause de la présence des facteurs étrangers, elle ne peut se convertir en une fraction décimale limitée, d'après le théorème i (207); d'autre part, à cause de la présence des facteurs 2 ou 5, elle ne peut se transformer en fraction périodique simple, d'après le théorème iv (214). 11 faut donc qu'elle donne naissance à une fraction périodique mixte.
218. Conséquence. On peut, en rapprochant les théorèmes i (207), IV (214), V (215) et les réciproques (217), prévoir la forme de la fraction décimale à laquelle donne naissance une fraction irréductible quelconque.
Il ne peut, en efTet, se présenter que trois cas.
io Si le dénominateur de la fraction irréductible ne renferme pas d'autres facteurs premiers que 2 et 5, la fraction donne naissance à une fraction décimale limit;ée (th. i, n» 207).
2° Si le dénominateur ne renferme ni facteur 2, ni facteur 5, la fraction donne naissance à une fraction périodique simple (r^ réciproque, Uo 217).
3° Si le dénominateur renferme les facteurs 2 et 5 ou Tun d'eux, avec d'autres facteurs premiers, la fraction donne naissance à une fraction périodique mixte (2® réciproque, n° 217).
3 7 II Exemples : Les trois fractions ^-» ~, — donnent nais- ^ 40 33 112
sance, la première à une fraction décimale hmitée, la seconde à une fraction périodique simple, la troisième à une fraction périodique mixte. De plus, la première a trois chiffres décimaux, parce que 40 contient trois facteurs 2 ; la dernière a quatre chiffres irréguliers, parce que 112 contient quatre facteurs 2.
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IV. APPENDICE
219. On éU'ud aisément la nomenclature et les propriétés des fractions décimales à un système quelconque de numération, Considérons, pour fixer es idées, le système duodécimal.
On nomme fraction duodécimale une fraction dont le dénominateur est une puissance quelconque de la base douze. Si l'on partage Tunité en j)ailies égales, de douze en douze fois plus petites, un nombre duodécimal quelconque pourra toujours êlreconsidéiv'î comme composé de parties duodécimales de l'unité, et le nombre des parties de chaque ordre sera inférieur à douze ; or. pourra, par suite, écrire un pareil nombre sans dénominateur.
Les principes relaiils aux fractions duodécimales s'énoncent et se démontrent comme les principes aiialogues relatifs aux fractions décimales.
Les opérations, en vertu de raisonnements qui restent les mêmes, se ramènent aux opérations sur les nombres entiers.
La conversion des fractions ordinaires en fractions duodécimales s'opère d'après la règle du n» 209 ; le raisonnement ne change pas. Mais les règles pour revenir des fractions duodécimiiles périodiques aux fractions génératrices, et les trois principes des no* 207, 214 et 215, ainsi que leurs réciproques, reçoivent dans leur énoncé une légère modification, parce qu'ils 5e rapportent aux diviseurs de la base. Nous nous contenterons de donner ces règles et ces énoncés, en laissant au lecteur le soin facile de les démontrer.
Règles : 1» Pour former la fraction génératrice d'une fraction périodique simple, on prend pour numérateur la période, et pour dénominateur un nombre formé d'autant de P(onze) qu'il y a de chiffres dans la période.
2o Pour former la fraction génératrice d'une fraction périodique mixte, on fait passer successivement la virgule à droite et à gauche delà première période, on retranche l'un de l'autre les entiers ainsi obtenus, et Ton donne à celte différence pour dénominateur un nombre formé d'autant de p qu'il y a de chiffres d^ns la période et d'autant de zéros qu'il y a de chiffres duodécimaux irréguliers.
Principes : 1° Pour qu'une fraction ordinaire irréductible se convertisse en fraction duodécimale limitée, il faut et il suffît que son dénominateur ne contienne pas d'autres facteurs premiers que ceux de la base, qui sont 2 et 3.
Gomme la base contient deux facteurs 2 et un fadeur 3, il faudra, pour évaluer le nombre des chiffres duodécimaux de la fraction transformée, distinguer deux cas. Si l'exposant de 3, dans le dénominateur, est égal ou
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supérieur à la moitié de Texposant de ?. , l'exposant, de 3 est le nombre d«'S chiffres duodécimaux demandé. Mais si l'exposant de 3 est inférieur à celte moitié, c'est cette moitié, prise au besoin par excè?, qui fournit le nombre des chiffres duodécimaux. Par exemple, si le dénominateur est .î'X3*, la fraction a 4 chiffres duodécimaux : mais si le dénominateur est i^yc^^, elle en a 5.
2° Pour qu'une fraction irréductible donne naissance à une fraction périodique simple^ il faut et il suffit que son dénominateur ne contienne ni facteur 2 ni facteur 3.
3° Pour qu'une fraction irréductible donne naissance à une fraction périodique mixte, il faut et il sufiit que son dénominateur contienne le facteur 1 et le facteur 3 ou l'un d'eux, et en outre d'antres facteurs premiers. Et le nombre des chiffres duodécimaux de la partie irrégulière se détermine parla règle qui donne le nombre total des chiffres duodécimaux dans le cas où la fraction est limitée.
EXERCICES
I. Trouver les fractions irréductibles, génératrices des fractions périodiques suivantes :
R.: 10 li, 20 ^ 30 5i^.
R.: 40 12 %, 1 30 7 II
74 28 in
III. Une tige de fer, à la température de 25°, a une longueur égale à 4™, 528 ; on la chauffe, et la température s'élève à 600 : quelle est alors sa longueur, sachant que le coefficient de dilatation linéaire du fer est 0,0000118. (R. : 4'"j52987.)
IV. Une certaine masse de gaz est renfermée dans un ballon, à la température de 15° _, sous la pression de om,76o. On porte la température à 40" : quelle est alors la pression supportée par le gaz? On sait que le coeffuioni de dilatation des gaz est 0,00367. (R. ; o™ 8>97.'!
V. Un corps pèse dansrair2497 grammes; il pèse dans l'eau 2275 grammes ; on demande quel est son volume? (R. : i52 centimètres cubes.)
VI. Si la seconde pesée du corps avait lieu dansValcool, dont la densité est 0,792, quel serait le volume du corps? (R. : 192 centimètres cubes.)
Vil. Le maître maçon, 12 maçons et 4 manœuvres ont coûté 196 fr. 65^; le maître maçon reçoit 3 fr. 45c par jour, chaque maçon reçoit i Ir. 25c, et chaquemanœuvre o fr. 85c. Combien de jours ont-ils travaillé? (R. : 9 jours.)
VIII. Pour évaluer la capacité de trois tonneaux A, B, G, on remplit A avec le contenu de B (qui est plein), et il reste dans B les 0,1 25 de ce qu'il contenait. On remplit ensuite B avec le contenu de G (qui est plein aussi), et il reste dans G les 0,2 de ce qu'il contenait. Enfin pour remplir G avec le contenu de A, il manque 32 litres, 4. Quelles sont les capacités des trois tonneaux? (R. : 751, 6; 86I, 4; 108I.)
IX. Une personne a à distribuer à trois compagnies d'ouvriers une somme totale de 6364 fr. 80c. Si elle donnait 2 fr. 40c à chaque homme de la première compagnie, chacune des deux autres ne recevrait que i fr. 20c par homme. Si elle distribuait les 2 fr. 40c à chaque homme de la seconde compagnie, chacune des deux autres recevrait o fr. 8oc seulement par homme. Et si elle donnait les 2 fr. 40c aux hommes de la dernière compagnie, elle ne pourrait donner que o fr. 6oc à chaque homme des deux premières. De combien d'hommes se compose chaque , compagnie? (R. : 780 hommes, 1716 hommes, 2028 hommes.)
X. Une personne dépose à la poste la sçmme de 591 fr. o5c : la poste retient le centième de la somme qu'elle transmet, pluso fr. 20c pour droit de timbre. Quelle somme recevra le destinataire de l'envoi? (R. : 585 fr.)
XI. On enroule sur une aiguille cylindrique un fil d'épaisseur constante, et on trouve que 200 tours juxtaposés recouvrent les o,3 de la longueur de l'aiguille. On enroule ensuite sur la même aiguille un autre fil d'épaisseur constante, et l'on trouve que 3oo tours juxtaposés recouvrent les 0,48 delà longueur de l'aiguille. On demande il» quel est celui des deux fils dont le diamètre est le plus peiit; 2° quel est le diamètre de chacun d'eux en fraction décimale de la longueur de l'aiguille; 3*^ quelle est la plus petite longueur de l'aiguille que puissent recouvrir des nombres entiers de tours des deux fils? (R. : Le premier fil est le plus fin : les diamètres sont o,ooi5 et 0,0016; i5 tours du premier et 16 tours du second recouvrent 0,024 de l'aiguille.)
XII. La fraction périodique o, 536536536, .. a pour limite ; prouver
au' elle a aussi pour limite , ou , . . . fractions que 1 on
obtient en prenant pour période l'ensemble de deux, de trois périodes. Prouver a priori que ces fractions sont égales.
XIII. La fraction périodique mixte 0,43729729729... a pour limite
48729 — 43 ^ , „ . ... 4372972 — 4372 «Prouver qu elle a aussi pour limite — —^^ ? traction
que l'on obtient en prenant pour période 972, et pour partie non périodique 4872. Prouver a priori que ces deux fractions sont égales.
(On cherche, dans ces deux problèmes, à mettre en évidence des facteurs communs aux deux termes.)
XIV. Lorsqu'on réduit en décimales une fraction irréductible dont le dénominateur est un nombre premier, si la période a un nombre pair de chiffres, en ajoutant un chiffre de la première moitié avec le chiffre de même rang de la seconde moitié, on a pour somme 9 ; en ajoutant les restes correspondants, on a pour somme le dénominateur. Par exemple, y, réduit en décimales, donne pour période 142837, et pour restes 3, 2, 6, 4» 5, I ; et l'on voit que
1+8 = 4 + 5 = 2+7 = 9, et que 3 + 4 = 2 + 5 = 6 + 1=7.
(On sépare les deux moitiés de l'opération, et l'on cherche à applique! la théorie des nombres premiers.)
XV. Toutes les fractions irréductibles qui ont le même dénominateur, étant réduites en décimales, fournissent des périodes qui ont le même nombre de chiffres.
(On compare ces fractions à celle qui a le même dénominateur, et qui a l'unité pour numérateur.)
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CHAPITRE III DES NOMBRES INCOMMENSURABLES
220. Définitions. Lorsque, pour mesurer une grandeur, on cherche à la comparer avec une autre grandeur de même espèce prise pour unité, il peut arriver que celle grandeur ne coiilienne -exactement ni son unité, ni une fraction quelconque de cette unité. On connaît de pareilles grandeurs. Ainsi on démontre, en géométrie, que la diagonale d'un carré n'a pas de commune mesure avec son côté, que le côté du triangle éqiiilaléral inscrit dans un cercle n'a pas de commune mesure avec le rayon du cercle. Ces grandeurs sont dites mcommenswrabies; et il n'existe aucun nombre, soit entier, soit fractionnaire, qui puisse en exprimer la valeur.
II est cependant nécessaire d'évaluer ces sortes de quantités, au moins avec une certaine approximation, pour pouvoir les soumettre au calcul. Voici à l'aide de quelles considérations on y parvient.
Supposons qu'il s'agisse d'une longueur AB, et soit CD l'unité adoptée. On porte l'unité sur .\B autant de fois qu'on le peut; et si AB la contient 3 fois avec un reste EB, AB vaut plus de trois unités et moins de quatre unités : sa mesure est 3 par défaut, ou 4 par excès, à moins d'une unité.
On partage ensuite l'unité CD en dix parties égales, et l'on porte l'une de ces divisions FD sur le reste EB autant de fois qu'on le peut. Si le reste contient celte division 7 fois avec un nouveau reste GB, AB vaut plus de 3 unités et 7 dixièmes d'unité, mais ne vaut pas 3 unités et 8 dixièmes d'unité. Sa mesure est 3,7 par défaut, ou 3,8 par excès, à moins d'un dixième près.
On partage encore la division FD en dix parties égales, qui sont des centièmes de l'unité, et on porte l'une des parties sur le second reste GB autant de fois que l'on peut. Si GB coniient cette partie 8 fois avec un resle, AB vaui plus de 3 unités 7 dixièmes 8 centièmes, mais ne vaut pas 3 unités 7 dixièmes 9 centièmes. Sa mesure est 3,78 par défaut, ou 3,79 par excès, à n^oins d'un centièmi' près.
DES NOMBRES INCOMMENSURABLES
On continue ainsi 5 diviser l'unité en parties égales de dix en dix fois plus petites, et à évaluer les restes successifs au moyen de ces diverses subdivisions. On arrive bientôt ainsi, dans l'opération graphique, à des subdivisions tellement petites, qu'il n'est plus possible de continuer, et que la longueur AB paraît évaluée exactement à l'aide de la dernière. Mais cette longueur étant, par hypothèse, incommensurable, on doit admettre en réalité que le reste auquel on parvient ne saurait jamais être nul, et que la subdivision se poursuit à l'infini.
Dès lors on rencontre dans celte opération deux séries de nombres : la
première
se compose de nombres croissants, qui mesurent des longueurs croissantes toutes moindres que AB : la seconde
se compose de nombres décroissants qui mesurent des longueurs décroissantes toutes plus grandes que AB. Deux termes de même rang, dans les deux séries, diffèrent d'abord d'une unité, puis d'un dixième, puis d'un centième,. . . comme les longueurs qu'ils mesurent; et l'on peut considérer deux termes assez éloignés pour que leur diff^érence soit aussi petite qu'on le veut. On peut, donc dire que les deux séries dénombres convergent vers une limite commune qu'elles ne peuvent atteindre. La longueur AB est la limite commune aux deux séries de longueurs que mesurent les deux séries de nombres; on prend pour mesure de AB îa limite commune aux deux séries de nombres. Celte limite, dont il est impossible d'écrire la valeur, se nomme un nombe incommensurable.
Les nombres entiers et les nombres fractionnaires se nomment nombres commensurables.
221. Remarque. Il résulte des considérations qui précèdent, qu'il existe des nombres incommensurables; et que, s'ils sont impossibles à écrire sous forme fractionnaire, on peut du moins en écrire, sous cette forme, des valeurs aussi approchées qu'on le veut. La théorie des racines nous fournira un premier exemple de ces sortes de nombres. Chaque fois que nous les rencontrerons, nous prendrons soin de montrer comment on peut les évaluer effectivement avec une approximation illimitée : et ce sont ces valeurs approchées qui seront soumises au calcul.
Mais il est nécessaire de dire, abstraction faite de toute approximation, ce que l'on doit entendre par opérations sur les nombres incommensurables.
222. Addition et soustraction. Ajoiiter ou soustraire des nombres incommensurables, c'est trouver le nomhre qui mesure la grandeur qu'on
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obtiendrait en ajoutant ou en soustrayant les grandeurs que mesurent les nombres donnés.
223. Multiplication. On distingue trois cas: I^Le multiplicateur est entier : multiplier un nombre incommensurable par 5, c'est trouver le nombre qui mesure une grandeur 5 fois plus grande que celle que mesure le multiplicande.
2" Le multiplicateur est fractionnaire : multiplier un nombre incommensurable par -y, c'est trouver le nombre qui mesure une grandeur égale aux f de celle que mesure le muliiplicande.
3° Le multiplicateur est incommensurable : ici une définition nouvelle est nécessaire. On conçoit deux séries : l'une composée de nombres commensurables croissants, tous plus petits que le multiplicateur; l'autre composée de nombres commensurables décroissants, tous plus grands que lui. Les produits du multiplicande par chacun des termes de ces séries forment à leur tour deux séries de nombres que définissent les deux paragraphes précédents. La limite commune à ces deux séries de produits est ce qu'on nomme ie produit des deux nombres donnés.
224. Division. Diviser un nombre par un autre, c'est trouver le nombre qui, multiplié par le diviseur, reproduit le dividende. Celte définition s'applique aux nombres incommensurables comme aux nombres commensurables, pourvu qu'on donne au mot multiplication le sens qu'il a dans le no précédent.
225. Principes. Ces définitions étant admises, on doit regarder comme évidents les théorèmes suivants, qui, déjà démontrés pour les nombres commensurables, s'étendent ainsi aux nombres incommensurables.
4 0 Le produit de deux ou de plusieurs facteurs est indépendant de V ordre des facteurs.
2" Pour multiplier un nombre par un produit effectué de plusieurs facteurs, il suffit de le multiplier successivemeîit par chacun de ces facteurs.
30 Pour multiplier un produit par un nombre^ il suffit de multiplier Vun de ses facteurs par ce nombre.
4° Pour multiplier un produit par un produit, il suffit d^ effectuer le produit de tous les facteurs.
Tous ces principes sont, en effet, évidents d'après la définition admise pour le produit des nombres incommensurables, parce qu'ils sont démontrés pour des nombres commensurables quelconques, quelqu"'approchés que soient ces derniers des nombres incommensurables considérés.
Nous nous bornons ici à ces simples notions : nous renvoyons les applications aux chapitres où nous rencontrerons des nombres incommensTirables.
CHAPITRE PREMIER SYSTÈME MÉTRIQUE
2^6. Définitions. Le système métrique est Pensemble des mesures qui dérivent du mètre. Il comprend les mesures de longueur, de superficie, de capacité, de poids, et les règles qui fixent la valeur et le poids des monnaies. Il est obligatoire en France depuis le 4^" janvier 4840.
Le système métrique est basé sur le système décimal. Pour chaque espèce de grandeur, il existe une unité principale. Cette unité se subdivise en parties dix fois, cent fois, mille fois.... plus petites : ce sont les unités secondaires ou sous-multiples de Funité. On considère aussi des unités secondaires dix fois, cent fois, mille fois... plus grandes que l'unité principale : ce sont les multiples de l'unité.
Chaque unité reçoit un nom particulier. Pour nommer les multiples, on place, devant le nom de l'unité, les mots (tirés du grec) déca, hecto, kilo, mtjria,
qui signifient dix, cent, mille, dix mille.
Pour nommer les subdivisions, on place, devant le nom de l'unité , les mots (tirés du latin)
déci, centi, milli, qui signifient dixième, centième, millième.
I. MESURES DE LONGUEUR
227. Unité, multiples et sous-multiples. L'unité de longueur est le mètre. Des astronomes français ont, par des procédés que l'on enseigne dans le cours de cosmographie, mesuré, sur un méridien terrestre, la distance du pôle à l'équateur : le mètre est la dix-milUonnième partie de cette distance : c'est l'unité fondamentale d'où dérivent toutes les mesures.
multiples du mètre. SOUS-MULTlPLES DU MÈTRE.
Lq décamètre vaut lom. he décimètre vauto'",i.
L'hectomètre — loc". Le centimètre — o^.oi.
Le kilomètre — looo™. Le millimètre — o'",ooi.
Le myriamètre — loooom.
Le mètre et les unités voisines servent à mesurer les longueurs moyennes, comme les dimensions d'un appartement; le millimètre et ses subdivisions permettent d'évaluer des grandeurs très-petites, comme l'épaisseur d'un cheveu ; le kilomètre et le myriamètre sont les mesures itinéraires.
228. Changement d'unité. Lorsqu'une longueur est évaluée à l'aide de l'une des unités définies précédemment et de ses parties décimales, rien n'est plus facile que de la rapporter à une autre subdivision. Il suffit toujours de déplacer convenablement la virgule. Ainsi une longueur vaut 36'",459, c'est-àdire 36 mètres 4^9 millimètres ; pour l'évaluer en décimètres, on avance la virgule d'un rang vers la droite, et l'on écrit 3g^décim.^5g . (jg niême, en centimètres, la longueur vaut 3g^5centim. (^. q\\q y^ut OU miUimèties 86459 millimètres ; en décamètres , elle vaut 3'^'''"";6459. Car la relation entre les unités métriques successives est la même qu'entre les unités décimales. Ainsi :
oi^iSo36459 = oi'«<=S36459 =:z 36^" ,459 == 364^«'=«™-,59 = 36459"'"»"-
II. MESURES DE SUPERFICIE
229. Unité, multiples et sous-multiples. L'unité de surface est le carré (pii a un mètre de côté, et qu'on nomme le mètre carré.
On iiomiiie de luêiiic décimètre carrée centimètre carrée millimèire carréy des carrés qui ont respectivement pour côtés, un décimètre, un centimètre, un millimètre.
On nomme aussi décamètre carré, hectomètre carré, kilomètre carréy myriamètre carré, des carrés qui ont respectivement pour côtés, un décamèire, un hectomètre, un kilomètre, un myriamètre.
230. Rapport des unités de surface. La géométrie démontre, et l'on peut facilement vérifier que le mètre carré vaut loo
décimètres carrés. En effet, supposons que le carré A;B CD ait pour côté un mètre, ou soit un mètre carré. On peut parta5::er chacun des côtés AB, AD, en dix parties égales ou décimètres, et mener par les points de division des droites parallèles à ces droites ; on partage ainsi le mètre carré en carrés qui sont des décimètres carrés. Or, dix de ces carrés sont juxtaposés le long du côté AB; et comme dix bandes semblables sont juxtaposées le long du côlé AD, il en résulte que le carré total contient lofois lo ou loo décimètres carrés. C'est ce qu'il fallait prouver.
On verra de même que le décimètre carré vaut loo centimètres carrés, que le centimètre carré vaut loo millimètres carrés; que le décamètre carré vaut loo mètres carrés ; que riiectomètre carré vaut loo décamètres carrés; et ainsi de suite.
En un mot, chaque unité de superficie est cent fois plus grande que celle ciui la suit immédiatement. Il faut donc distinguer avec grand soin, malgré fapparente similitude des noms, le
dixième du mètre carré et le décimètre carré ; car le premier est la dixième partie^ et le second la centième partie du mètre carré ; le premier vaut dix fois le second. Le mot carré, mis à la suite du nom d'une longueur, change la signification du nom, qui exprime alors une surface, et modifle par suite la relation de grandeur des unités successives.
231. Manière d'écrire les nombres qui représentent des surfaces. Chaque unité étant cent fois plus petite ou plus grande que sa voisine, chaque groupe d'unités d'une même espèce s'exprime avec deux chiffres, et correspond, dans récriture, à une tranche de deux chiffres. Ainsi, 72 décamètres carrés, 28 mètres carrés, 45 décimètres carrés, 3g centimètres carrés, s'écrivent, en prenant pour unité le mètre carré,
De même 3 décamètres carrés, 7 mètres carrés, 6 décimètres carrés s'écrivent :
On remplace ainsi par un zéro le chiffre qui manque, afin que chaque espèce d'unité soit bien au rang (par rapport à la virgule) que lui assigne sa valeur.
232. Changement d'unité. Lorsqu'une surface est évaluée à Taide de l'une des unités définies, on la rapporte à une autre subdivision par un simple déplacement de la virgule. On place la virgule à la droite du chiffre qui correspond à la nouvelle unité choisie. Ainsi, en prenant successivement pour unités l'hectomètre carré, le décamètre carré, le mètre carré, le décimètre carré, on écrit la même superficie de plusieurs manières; et l'on a :
^ hectom.q.^2436o9 = 724'^'-'""'''ij>36o9=72436'"-*i-,09 = 7243609 décimètres carrés.
233. Mesures agraires. Lorsqu'on mesure les champs ou les forêts, on emploie ordinairement pour unité le décamètre carré, et on le nomme are.
Le seul multiple de l'are est Vhectare, qui vaut 100 ares ; le seul sous-multiple est le centiare ou centième d'are.
Le centiare n'est autre que le mètre carré. L'hectare est riiectomctre carré. En prenant successivement pour unités l'iiectare, l'are et le centiare, 29 hectares, 3 ares, 42 centiares s'écrivent :
2C)liect.^0342 = 2903 ares^42= 29o342cent.^
et valent 290342 mètres carrés.
III. MESURES DE CAPACITE
234. Unité, multiples, sous-multiples. L'unité de volume est le cube (forme de dé à jouer), qui a un mètre pour arête, et qu'on nomme le mètre cube.
On nomme de même décimètre cube, centimètre cube, millimètre cube, des cubes qui ont pour arête le décimètre, le centimètre, le millimètre.
On nomme aussi décamètre cube, hectomètre cube, kilomètre cuhCy myriamètre cube, des cubes qui ont pour arête le décamètre, riiectomètre, le kilomètre, le myriamètre.
235. Rapport des unités de volume. La géométrie démontre, et l'on peut vérifier directement, que le mètre cube vaut
1000 décimètres cubes. En effet , supposons que le cube ABGDEFGH ait pour côté un mètre, ou soit un mètre cube. On peut partager sa base ABGD, qui est un mètre carré, en 100 décimètres carrés (230), et placer sur chacun d'eux un décimètre cube, comme le cube AMNQ. La base sera entièrement recouverte par une couche de 100 décimètres cubes. Or cette couche ne s'élève qu'à une hauteur AI égale à un décimètre. Puisque la hauteur totale AE vaut 10 décimètres, il est
évident que l'on peut superposer les unes aux autres dix couches égales, et remplir ainsi la capacité du mètre cube avec 10 fois loo ou 1000 décimètres cubes. C'est ce qu'il fallait vérifier.
On verra de même que le décimètre cube vaut looo centimètres cubes; que le décamètre cube vaut looo mètres cubes; el ainsi de suite.
En un mot, chaque unité de volume est looo fois plus grande que celle qui la suit immédiatement. Il faut donc distinguer encore avec soin le dixième de mètre cube et le décimètre cube; le premier est la dixième partie du mètre cube, le second n'en est que la millième partie ; le premier vaut lOo fois le second. Ainsi le mot cube, mis à la suite du nom d'une longueur, change la signification du nom, qui exprime alors un volume, et modifie par suite la relation de grandeur des unités successives.
236. Manière d'écrire lés inombres qui représentent des VOLUMES. Puisque chaque unité de Yolume est mille fois plus grande ou plus petite que sa voisine, chaque groupe d'unités de la même espèce s'exprime avec trois chiffres, et correspond, dans l'écriture, à une tranche de trois chiffres. Ainsi 42 décamètres cubes 309 mètres cubes 643 décimètres cubes s'écrivent, en prenant le mètre cube pour unité :
De même, 5 décamètres cubes 4 mètres cubes 26 décimètres
cubes s'écrivent :
5'oo4'^-^-, 026.
On fait en sorte, on le voit, que chaque espèce d'unité soit représentée par une tranche de trois chiffres.
237. Changement d'unité. Lorsqu'un volume est évalué à l'aide de l'une des unités définies, on l'exprime facilement à l'aide d'une autre unité par un simple déplacement delà virgule. On î^lace la virgule à la droite du premier chiffre de la tranche qui correspond à la nouvelle unité. Ainsi, en prenant successivement pour unité le décamètre cube, le mètre cube, le décimètre cube, on a :
3()decam. c, 048-0.3 = oGoiS^- ^' , 'j2J ^:^ 36o48723^-'cim. c.
238. Mesures de c.U'acîté pouu les bois, [/linité de mesure; pour le bois de cliauffai^e est le inèlre cube : il porte le nom de stère. Le seul multiple est le déca&ière, qui vaut lo stères; le seul sous-multii>le est le dccistêre ou dixième de stère.
239. Mesures de capacité pour les liquides et pour les GRAINS. L'unité de mesure est le décimètre cube, qui porle le nom de litre.
Lorsqu'il sert à la mesure des liquides, le litre a la forme d'un cylindre dont la hauteur est double du diamètre de la base : la hauteiu* est de 172 millimètres, et le diamètre est de 86 millimètres. Lorsqu'il sert à la mesure des solides, on lui donne la forme d'un cylindre dont la hauteur est égale au diamètre de base : chaque dimension est alors de 108 millimètres et demi environ.
multiples du litre. SOUS-MULTiPLES DU Lî.TRE.
La décalilre YRui. . lo''^- La décililye Yiiui. . o ''''•,!
UhccloUlrc 100 Le cenUlure o /)i
hekilolilre 1000 Le miUiiilre o ,001
La loi autorise, pour la commodité des mesures, des cyhndres dont la capacité est double ou moitié des mesures précédentes.
Les unités, qui dérivent du htre, sont dix fois plus grandes ou plus petites les unes que les autres : on en écrit la valeur eu décimales, comme celles du mètre et de ses subdivisions.
On transforme aisément un nombre de mètres cubes et subdivisions en litres et subdivisions, en se rappelant que le litre est un décimètre cube. Ainsi :
§ iV. MESURES DE POIDS.
2i0. Unîtes, multiples, sous-multiples. L'unité de poids est le gramme. Le gramme est le poids d'un centimètre cube d'eau distillée, ramenée à son maximum de densité.
L'eau contient ordinal remenl en dissolution des matières
étrangères qui font varier son poids : on la distille, pour qu'elle soit pure. Le poids de l'eau, renfermée dans un volume donné, varie avec sa température ; on la ramène à la température de 4" environ, où elle est la plus dense, pour que les diverses pesées soient comparables. Enfin on la pèse dans le vide.
MULTIPLES DU GRAMME. SOUSMULTIPLES DU GRAMME
Le dé cagramme yaui. lo^""- Le décigrammey3iui.. o'^'^ i
Uhectoyramme loo Le centigramme o ,oi
Le kilogramme looo Le milligramme o ,ooi
Le myriagramme . . . loooo
Le kilogramme tort d'unité pour les poids ordinaires; le gramme et le milligramme, pour les pesées délicates de la pharmacie et de la physique.
L'unité, pour les poids considérables, est le quintal, qui vaut 100 kilogrammes.
Enfin, pour le chargement d'un navire, on prend pour unité le tonneau ou la tonne, qui vaut looo kilogrammes.
D'après cela, 56 tonnes 6 quintaux 34 kilogrammes s'écriront, en prenant successivement pour unité la tonne, le quintal et le kilogramme,
56t, 634 = 566q,34= 56634 kilogrammes.
De même, 27 kilogrammes, 3 hectogrammes, 6 décagrammes, 4 grammes, 9 décigrammes s'écriront
27k, 3649 ou 27364^^,9 ou 273649 décigrammes.
241 . Correspondance entre les unités de poids et de volume. 11 est très-important de remarquer la correspondance qui existe entre les unités de volume et de poids dans le système métrique. Puisque, par définition, un centimètre cube d'eau pèse un gramme ("240), dans les mêmes conditions de pureté et de température,
I litre ou décimètre cube d'eau pèse i kilogramme.
I hectolitre — — i quintal.
I kilolitre ou mètre cube — — i tonne. Par contre, i millilitre ou millimètre cube d'eau pèse i milligramme.
Il en résulte que le poids et le volume d'une cerlaiiie quantité d'eau sont exprimés par le môme nombre, quand on prend pour unités correspondantes le gramme et le centimètre cube, ou le kilogramme et le décimètre cube, ou encore la tonne et le mètre cube, ou enfin le milligramme et le millimètre cube. Ainsi
5iiS738 pèsent 5i<,738.
8t,357 ont pour volume ^^^,35^],
242. Poids d'un corps. Le poids d'un corps s'obtient en multipliant le poids de l'unité de volume par le volume luimême. Le poids de Tunité de volume, ou poids spécifique, est donné, dans des tables spéciales, sous ce nom ou sous celui de densité du corps. On y lit, par exemple, que la densité du fer est 7,788 ; que celle du soufre est 2,086; que celle de l'argent fonda est 10,47. Celaveuldire que, si un décimètre cube d\'au pèse un kilogramme, un décimètre cube de fer ou de soufre ou d'argent fondu pèse 71^,788 ou 21^086 ou ioi<,47.
Il est donc facile de déduire lepoidsd'un corps de son volume, ou le volume d'un corps de son poids, quand on connaît sa densité; il suffît, dans le premier cas, de multiplier le volume par la densité : il suffit, dans le second, de diviser le poids par la densité. La seule précaution à prendre consiste à faire correspondre exactement les unités de volume et de poids, c'est-àdire îes mètres cubes et les tonnes, les décimètres cubes ou les litres et les kilogrammes, les centimètres cubes et les grammes.
Exemples .• 1° Trouver le poids de 827 litres de mercure. On trouve, dans ï Annuaire du bureau des longitudes, que la densité du mercure est 18,596. Un litre de mercure pèse donc i3\596; et, par suite, 827 litres pèsent 827 fois 18^596 ou 4445N892.
2° Trouver le volume de i58 grammes d'or forgé. On trouve, dans la même table, que la densité de l'or forgé est 19,86. Un centimètre cube d'or forgé pèse donc 198^86. Donc autant de fois i58 grammes contiendront i9Si',36, autant le volume demandé conliendra de centimètres cubes. On divise, en conséquence, i58 par 19,86, et on trouve S^c^iô.
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V. MONNAIES
243. Unités, multiples, sous-multiples. L'unité monétaire est le franc. Le franc pèse 5 grammes : il est composé de 9 parties d'argent fin, et d'une partie de cuivre : il contient, par conséquent, 4^^,d d'argent et 02^^,5 de cuivre.
Les multiples du franc, 10 fr. et 100 fr., n'ont pas de nom particulier; les sous-multiples sont le décime ou dixième de franc, et le centime ou centième de franc.
2M. Nature des monnaies. Les monnaies de France sont en or, en argent et en bronze.
Les monnaies d'or sont les pièces de 100 fr., de 5o fr., de 20 fr., de 10 fr. et de 5 fr. Chacune contient 0,9 d'or et 0,1 de cuivre. (Loi du 7 germinal an XL)
Les monnaies d'argent sont les pièces de 5 fr., de 2 fr., de I fr., de 0^50= et de 0^20=. La pièce de 5 fr. reste composée, d'après la loi du 7 germinal an XI (28 mars i8o3), de 9 parties d'argent et d'une partie de cuivre, ou, en d'autres termes, de 0,900 d'argent et de 0,100 de cuivre. Mais, d'après une loi du 25 mai 1864, les pièces de o'5o' et de oW sont composées de 0,835 d'argent et de o,i65 de cuivre. Une autre loi du 27 juin 1866 a étendu la nouvelle composition aux pièces de I fr. et de 2 fr. : de sorte que les pièces de 0^20% de of5o% de I fr. et de 2 fr., fabriquées aujourd'hui, ne contiennent plus que 0.835 de leur poids en argent. Les pièces anciennes, de même valeur, qui existent dans la circulation, et qui contiennent 0^900 d'argent, seront retirées avant le i" janvier 1869, et employées à la fabrication des nouvelles.
Les monnaies de bronze, créées par les lois du 6 mai i852 et du 18 juillet 1 861, sont les pièces de 10 centimes, de 5 centimes, de 2 centimes etde i centime. Elles contiennent 0,95 de cuivre^ 0,04 d'étain et 0,01 de zinc.
On accorde, aux entrepreneurs de monnaies, une tolérance légère dans le poids et dans le titre de chaque pièce, parce qu'on ne pourrait obtenir des pièces ayant rigoureusement le titre légal et le poids légal. Voici un tableau synoptique qui contient tout ce qu'il est utile de connaître sur les monnaies actuelles.
SV!STv:ME SlEiaiQUE.
RÉELLE
mm.
titre.
gr.
gr. S
[2 millièmes
■o,9oor"^^^^"^
3io
1 et
1 en dessous
I2 millièmes
en dessus
PS
et or, wl en dessous
2,5oo
)3 millièmes \en dessus et
jen dessous.
» lO
0,9'^ 1 1 centième
cuivre pour le
0,04 K cuivre,
5oo
étain 2 centième
0,01 \POurlesau-
zinc ;tresmetaux.
Il faut remarquer que cette série de monnaies est bien basée sur le système décimal. On y trouve, en effet, toutes les monnaies décimales que Ton peut avoir de un centime à loo fr.; savoir: i centime, lo centimes, i franc, lo francs, loo francs, puis le double et la moitié de chacune d'elles.
Ces monnaies peuvent servir à mesurer les poids des corps.
245. Valeurs comparatives des monnaies. 1^ La monnaie d'or vaut, à poids é^^al, i5 t'ois et demie la monnaie d'argent. En effet, on voit dans le tableau, qu'un kilogramme d'or monnayé contient 3i pièces de loo fr. et vaut, par conséquent, 3ioofr., tandis qu'un kilogramme d'argent monnayé con-
tient 40 pièces de 5» fr. , et vaut par suite 200 fr. ; or 2ooXi5,5=3ioo. Donc, etc.
2o La monnaie de bronze vaut, à poids égal, 20 fois moins que la monnaie d'argent; car la pièce de 5 centimes pèse 5 grammes, comme la pièce de i franc.
246. Valeurs de l'or et de l'argent purs. La fabrication des monnaies est confiée à des entrepreneurs, qui ont le titre de directeurs de la fabrication. Les frais qui leur sont alloués, et qui sont supportés par les personnes qui portent le métal aux hôtels des monnaies, sont réglés à if,5o par kilogramme d'argent à 0,900 de fm, et à 6f,7o par kilogramme d'or au même titre. Il est facile, d'après cela, d'évaluer le prix du kilogramme d'or ou d'argent pur, tel qu'on le paie au change, retenue déduite. d» Puisqu'un kilogramme d'or monnayé vaut 3ioo fr., et qu'on accorde 6^,70 aux entrepreneurs, le kilogramme ne vaut réellement que la ditférence ou 3o93f,3o. Or ce kilogramme ne contient que 0,900 de son poids d'or pur. Comme on néghge toujours, dans ce calcul, la valeur du cuivre, on peut dire que 0^^,900 d'or pur coûtent 3o93f,3o, et que, par suite, i kil. coûte 3o93f,3o : 0,900, ou 3437 fr. Tel est le prix du kilogramme d'or pur.
2» Puisqu'un kilogramme d'argent monnayé vaut 2oofr.5 et qu'on accorde if,f)o aux entrepreneurs, le kilogramme ne vaut réellement que la différence, ou 198^,50. Or ce kilogramme ne contient que 0,900 de son poids d'argent pur. Comme on néglige encore ici la valeur du cuivre, on peut dire que 0^,900 d'argent pur coûtent 198^00, et que, par suite, i kil. coûte i98f,5o : 0,900 ou 22of,56 à of,oi près. Tel est le prix du kilogramme d'argent pur.
11 résulte de là, que le kilogramme d'argent monnayé en pièces de 2f, de if, de of,5o et de of,2o, qui ne contient que les 0,835 de son poids d'argent pnr, ne vaiiit (en négligeant toujours la valeur du cuiyre) que les o,835 de 220fp6, ou i84f, 16.
EXERCICES
\. Ajouter 36 hectares 7 ares 28 centiares, et 99 ares 8 centiares. (R. : 3706 ares, 3G centiares.)
II. De y S hectares, soustraire Sa hectares 24 ares 9 centiares. (R. : 427^ ares 91 centiares.)
m. Un snc de charbon contient i hectolitre 60 litres; le prix de l'hectolitre est 9 fr. 25. Gombiencoûlent 2436 sacs de charbon? (R. : 36o52f,8o^)
IV. Combien pèsent 338 litres, 409 d'eau distillée? (R. : 338\459.)
V. Combien pèsent 24 lit., 675 de mercure, sachant que la densité du mercure est 13,596? (R. : 335'',48i3.)
VI. Quel est le volume d'un lingot de 75 kil,, 643 de fer, sachant que la densité du fer est 7,788? (R. 9décim. cubes, 713 centim. cubes.)
VII. Calculer le volume qu'occupent 1000 fr. en or monnayé, sachant que la densité de l'or est 19, 36, et que celle du cuivre est 8,95?
VIII. Calculer le volume qu'occupent 1000 francs en pièces d'argent de 2 fr. et de i fr., sachant que la densité de l'argent est 10,47, et que celle du cuivre est 8,95. (R. : 490^% 936.)
IX. On dépose à la Monnaie un lingot d'or pur dont le volume est de 3 décimètres cubes : combien pourra-t-on faire de pièces d'or monnayé avec ce lingot? (R. : 2000 pièces de 100 francs, i pièce de 5o fr., avec un reste.)
X. Un lingot d'argent pur a un volume égal à 40 litres : combien pourrat-on faire de menues pièces de monnaies de 2 U\, de r fr., de o fr., 5o et de o fr., 20? (R. : 5oi55 pièces de 2 fr., i pièce de i fr. et 2 pièces de o fr., 20.)
XI. Trouver le volume d'une pièce de o fr., o5 en bronze, sachant que les densités ducuivre, de l'étain et du zinc sont 8,90,7,29 et 7,19.
(R. : 565 millim. cubes.)
XÏI. Le gouvernement retire delà circulation des pièces d'argent de 2 fr., de I fr., de o fr., 5o et de o fr., 20, à 0,900 de tin pour une somme d'un million : il les livre aux entrepreneurs pour les transformer en pièces nouvelles à o, 835 de fin. Quel estîe bénéfice de l'opération, sachant qu'il accorde i fr., 5o de remise par kilogramme. (R. : 69760 fr., 35.)
XIII. L'air pèse 773 fois moins que l'eau sous le même volume : le mercure au contraire pèse 13,596 fois plus que l'eau. Quel est le volume de la masse d'air qui pèse autant que 5 lit., 428 de mercure? (R. ; 57 met. cubes, 46 décim. cubes, 695 centim. cubes, 24 millim. cubes.)
XIV. Un corps plongé dans un fluide perd de son poids une partie égale au poids du volume de fluide qu'il déplace. D'après cela, on demande le volume d'un fragment de cuivre qui, dans l'air, perd 3 gr., 75 de son poids dans le vide. (R. : 2 décim. cubes, 898 centim. cubes, 750 millim. cubes.)
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MESURES DE LONGUEUR
248. UjMtés, multiples, sous - multiples. L'unité fondamentale est \a.ioise : la toise yiiui 6 pieds, le pied vaut 12 pouces, le pouce vaut 12 lignes, et la ligne vaut 12 points. Par conséquent :
l'ï" -^ 6^ =: 72P — 864' — io368 points.
T^rrir [2^' :rz l44' r_r 1728 poiuts.
i^' :r= 12'=:: i44 points.
En outrCj Vaune vaut 3 pieds 7 pouces 10 lignes 10 points : elle servait à mesurer les étoffes.
L'a perche de Paris vaut 18 pieds. La perche des eaux et forêts vaut 22 pieds. Elle servait à mesurer les dimensions des terrains.
Les mesures f^meVmVes sont : i» la lieue terrestre, c'esi-kdire la vingt-cinquième partie du degré, qui vaut 2280 toises; 2° la lieue marine, c'est-à-dire la vingtième partie du degré, qui vaut 285o toises ; 3« la lieue de poste, qui vaut 2000 toises. Les marins emploient encore le mille, qui vaut un tiers de lieue marine ou g5o toises ; le nœud, qui est le cent-vingtième du mille, et vaut 7 toises 5 pieds 6 pouces; la brasse, qui vaut 5 pieds, et Vencahlure, qui vaut 100 toises.
§ II. mesures de superficie.
249. Unitks, multiples, sous-multiples. L'unité de superficie
est le carré construit sur runilé de longueur. La ioise carrée vaut 36 pieds carrés ; le pied carré vaut i44 pouces carrés, et le pouce carré vaut i44 lignes carrées.
La perche carrée de Paris vaut i8 fois i8 ou 324 pieds carrés. La perche carrée des eaux et forêts vaut 22 fois 22 ou 484 pieds carrés. V arpent vaut 100 perches carrées : par conséquent larpent de Paris vaut 32400 pieds carrés, et l'arpent des eaux et forêts vaut 48400 pieds carrés.
§ III, Mesures de volume.
250. Unités, multiples et sous-multiples. L'unité de volume est le cube construit sur l'unité de longueur. La toise cube vaut 216 pieds cubes, le pied cube vaut 1728 pouces cubes, et le pouce cube vaut 1728 lignes cubes.
Pour le bois de chauffage, Tunité est la corde ; elle a 8 pieds de largeur sur 4 pieds de hauteur, et sur 3 pieds et demi de longueur : son volume est, par suite, 112 pieds cubes. La voie est la moitié de la corde.
Pour le bois de charpente, Tunité est la solive : elle a 12 pieds de longueur sur 6 pouces d'équarrissage : son volume est, par suite, 12 x | X 1^ ou 3 pieds cubes.
Pour les grains, l'unité est le boisseau; le boisseau de Paris vaut 16 litrons. — Le setier de blé vaut 12 boisseaux ; le setter d'avoine en vaut 24. Le muid vaut 12 setiers.
Pour les liquides, Tunilé est Isl pinte ; elle se divise en deux chopines. La velte ou le setier vaut 8 pintes. Le quartaut vaut 9 veltes ou 72 pintes. La feuillette vaut 2 quartauts ou 18 veltes ou i44 pintes. Le muid vaut 2 feuillettes ou 4 quartauts, ou 36 veltes, ou 288 pintes.
§ IV. Mesures de poids.
251. Unité, multiples, sous-multiples. L'unité de poids est la livre poids : elle vaut 2 marcs, le marc vaut 8 onces, l'once vaut 8 gros, et le gros vaut ^1 grains. Par conséquent
jU, __ pm -— jgo __ j2go ^3:: 9216s'"-
ju, 3^ 30^ 64« = 46o8g'--
rr:=: 8''' r= 576^---
Le quintal vaut loo livres, le tonneau \diUi looo livres.
§ V. Monnaies.
552. Unité, multiples, sous-multiples. L'unité est la livre tournois ; la livre se divise en 20 sous, le sou en 12 deniers.
La livre tournois pèse 83 grains : elle contient les fl de son poids en argent et^ en cuivre.
Pour la commodité des échanges, Tancien système des monnaies françaises comprenait des monnaies d'or, d'argent et de cuivre.
Les pièces d'or , au titre de {^j étaient les pièces de 48 livres et de 24 livres.
Les pièces d'argent étaient les pièces de 6 livres, de 3 livres et de I livre.
Les pièces d'argent (bidon) étaient les pièces de 3o sous, de i5 sous, de 12 sous.
Les pièces de cuivre étaient les pièces de 2 sous, de i sou, de 2 liards, de i liard. (Le liard était le quart du sou.)
§ VI Mesure du temps.
253. Unités et subdivisions. Lorsque l'on a créé le système métrique, on a voulu soumettre la mesure du temps à la division décimale; mais l'usage des nouvelles mesures n'a pas prévalu, et l'on est revenu aux anciennes divisions.
L'unité naturelle du temps est le jour ; on le divise en 24 heures^ l'heure en 60 minutes et la minute en 60 secondes. Le jour comprend, par conséquent, i44o minutes ou 86400 secondes : c'est la durée de la révolution de la terre sur son axe.
Vannée est la durée de la révolution de la terre autour du soleil. Elle comprend 36oi 5'' 48 5I^
Le siècle est une période de 100 ans. .
§ vu. DIVISION DE LA CIRCONFÉRENCE.
Unité, sous-multiples. Lorsqu'on mesure les angles
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en géométrie, à Taide des divisions de la circonférence, on ne se préoccupe pas de la longueur de ces divisions ; les mesures restent les mêmes, quelque soit le rayon du cercle.
On partage la circonférence en 4 quadrants, le quadrant en 90 degrés, le degré en 60 minutes, la minute en 60 secondes. Par conséquent :
I circonf . =/ic\usidY. = 36o degrés = 2 1 600 min . =z 1 296000 sec.
iquadr.=: 9odegrés=: 54oomin.rr= 324000sec.
I degré = 60 min. = 36oosec.
Les signes relatifs au degré, à la minute, à la seconde, sont %''/'. Ainsi, 36 degrés 27 minutes 47 secondes s'écrivent: 36"27^47"' On a voulu aussi modifier le système de division de la circonférence, partager le quadrant en 100 grades, le grade en 100 minutes^ la minute en 100 secondes. Mais cette division est abandonnée.
VIII. CALCUL DES NOMBRES COMPLEXES
255. L'évaluation des grandeurs, au moyen des nouvelles mesures, donne toujours lieu à des nombres entiers suivis de fractions décimales; les calculs relatifs à ces grandeurs ainsi exprimées se font donc sur des nombres décimaux, et c'est là un des grands avantages du système métrique. Nous allons voir en effet, par quelques exemples, combien sont fastidieuses les opérations sur les nombres complexes, qui mesurent les grandeurs dans Tancien système. 11 est utile, d'ailleurs, de connaître le mécanisme de ces calculs, puisque le temps et la circonférence sont encore divisés en parties qui ne sont pas décimales.
256. Premier problème. Convertir un nombre complexe en unités de la plus petite subdivision. Exemple: convertir en lignes i5 toises 5 pieds 7 pouces 8 lignes.
Puisqu'une toise vaut 6 pieds, i5 toises valent i5 fois 6 pieds ou 90 pieds; i5' 5^ valent donc 95 pieds. Puisque un pied vaut 12 pouces, 9I3 pieds valent 95 fois 12 pouces, ou 1140 pouces ; donc i5'5''7P valent 1147 pouces. Enfin, puisque i pouce vaut
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12 lignes, 1147 fsouces valent 1147 lois 12 lignes ou i3'j6/i lignes. Donc, ï5^5*'7^8' valent 13772 iignes.
257. Deuxième problème. Ramener à la forme complexe un nombre exprimant une grandeur évaluée en unités de la plus petite subdivision. Exemple: évaluer 17486 grains en livres, marcs, onces, gros et grains.
Puisque 72 grains valent un gros, autant de fois 72 sera contenu dans 17436, autant il y aura de gros dans le poids donné. On divise donc 17436 par 72, et Ton trouve 242 gros 12 grains. Puisque 8 gros forment une once, en divisant 242 par 8, on aura les onces : on trouve 3o onces 2 gros : le poids donné vaut donc 3o onces 2 gros 12 grains. Comme 8 onces valent i marc, 3o onces vaudront 3 marcs 6 onces ; et comme 2 marcs font une livre, 3 marcs vaudront i livre et i marc. Donc 17436 grains valent i"' i"» 6o2C^i2S'-
258. Troisième problème. Ramener à la forme complexe un nombre exprimant une grandeur rapportée à une certaine unité et aux parties décimales de cette unité. Exemple : La lune fait sa révolution synodique (intervalle de deux pleines lunes) en 29J" •%53o588 ; évaluer cette durée en jours, heures, minutes et secondes.
On met à part les 29 jours; puisqu'un jour se compose de 24 heures, la fraction de jour o,i53o588 contient les o,53o588 de 24 heures, ou 1211,734112. Mettant de côté les 12 heures, on remarque de même que 0,734112 d'heure valent 0,734112 de 60 minutes, ou 44^)046720. Enfin, 0,04672 de minute valent 0,04672 de 60 secondes, ou 2^80820. Ainsi
259. Quatrième problème. Réduire un nombre complexe en unités d'une certaine subdivision et en fraction décimale de cette unité. Exemple : Réduire en degrés et fraction décimale de degré un arc égal à i quadrant 36° 27^ 52".
Comme i quadrant vaut 90°, i^i 36° valent 126°. Puis on réduit 27^ 52" en secondes (256), ce qui donne 1672 secondes. Or r valant 36oo secondes, 1" est égale à ^q de degré, et 1672 secondes sont égales à 3~-| de degré. Si Ton réduit celte fraction ordinaire en décimales, ou trouve o°,46444-"
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Ai{l^i i 'I j()" 27^ 5"?/' =:= l 'iiy'y 46444- • •
Addition !)es nombres complexes
1'^' exemple. 2^ exemple.
6 2 10 Ti 18 37 28
20^ 4^ lOP l' 124" 42' 34"
On commence Topération par la droite : Taddition des lignes donne 37 lignes ou 3 pouces i ligne; on écrit i ligne, et on retient 3 pouces pour les ajouter aux pouces. L'addition des pouces donne 34 pouces ou 2 pieds 10 pouces; on écrit 10 pouces, et l'on retient 2 pieds qu'on ajoute aux pieds. L'addition des pieds donne 16 pieds, ou 2 toises 4 pieds. On écrit 4 pieds, et Ton reporte les deux toises à la dernière colonne, où l'on trouve 25 toises.
La seconde addition se fait d'une manière analogue.
26 j. Soustraction des nombres complexes.
P'" exemple. 2^ exemple.
25" i5' 32' i8ib 70 40 56b'r
10" 45^ 47" i3"^ îo" 4« 58c'-
On commence encore Topération par la droite. Comme on ne peut soustraire 45" de 32'', on ajoute i^ ou 60" à 32", ce qui en fait 92, et l'on retranche 45" de 92"; il reste 47" qMC l'on écrit. Pour corriger l'erreur commise, on ajoute i^ aux 29'; comme on ne peut soustraire 3o^ de i5^on ajouie ioou6o^ aux I5^ ce qui en donne 75, et Ton retranche 3o^ de 75^; il reste 45' que l'on écrit. Enfin, on augmente 14^ d'un degré, et Ton retranche i5° de 25% il reste lo".
La seconde soustraction s'effectue d'une manière analogue.
262. Multiplication d'un nombre complexe par un nombre ENTIER. Exemple : L'année musulmane se compose de 12 lunaisons; la durée d'une lunaison est de 29 J 12'' 44"" 2^, 8. Calculer la durée de l'année musulmane.
On multiplie d'abord os, 8 par 12, ce qui donne 95,6. On écrit 0^,6, et Ton garde 9s. Puis on mulli plie 2? par 12, ce qui donne 24^, auxquelles on ajoute les 9 secondes retenues, et l'on a 33s que Ton écrit. Puis on multiplie 44"^ par 12, ce qui donne 528'", ou 81148m. On écrit 48"^ et Ton garde 8'» pour les ajouter à 12 fois 12 heures, ce qui donne i52h, ou 6j8>^ On écrit 81», et Ton garde 6\ pour les ajoutera 12 fois 29J, ce qui donne 354 jours. L'année musulmane se compose donc de 354^ S^^ 48™ 33^6.
263. Division d'ln nombre complexe par un nombre entier. Exemple : On inscrit dans une circonférence un polygone régulier de 17 côtés; quelle est, en degrés, mmutes et secondes, la valeur de l'arc que sous-tend Vun des côtés ?
On a à diviser 36o« par 17.
On trouve d'abord pour quotient 21% et il reste à paitager 3: on les convertit en minutes, et l'on divise 180' par 17, ce qui donne lo^ et un reste de 10^ à partager. On les convertit en secondes, et l'on divise 600" par 17, ce qui donne 35" et -fif de seconde. L'arc cherché est donc égal à 21 10'' 35" -~.
264. Multiplication par un nombre complexe. Lorsque le multiplicateur est lui-même un nombre complexe, on le réduit en fraction ordinaire, et l'on ramène ainsi l'opération aux deux opérations précédentes (262 et 263).
Exemple : i livre poids coûte 26^ 17-^ Sa, combien coiUent
Si Ton convertit 7^^ 9" 3« en gros, on trouve (256) 971 gros : et comme un gros est^^fg de livre, 971 gros forment m de livre. Or une livre poids coûte 26* 17s 8a, donc ^ de livre coûtent 26* 17» 8'^Xfli- l^c>nc le problème se réduit à
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multiplier le nombre complexe par 971 (262), et à diviser le produit par 128 (2G3).
1 19 X 20 -h 14 = 2394'. 90 X 12 H- 4 = 1084^'. 71b 9° 3^ coûtent 2o3^ i8s 8^».
Après avoir multiplié les termes du multiplicande par 971, on a extrait de chaque produit les unités de Tordre supérieiir qu'il contenait, et on a ainsi trouvé pour produit 26io3^ 14^ 4^- Puis on au!- ^ d'abord 26103^ par 128, ce qui a donné 2o3^^; et Ton a réduit le reste iigff en sous, en y joignant les i4' du dividende. On a divisé les 2394' ainsi obtenus par 128, ce qui a donné 18' ; et l'on a réduit le reste 90^ en deniers avec les 4*^ du dividende; enfin on a divisé les 1084^ par 128; ce qui a donné 8 , et un reste.
265. Division par un nombre complexe. Deux cas sont à distinguer:
1" Cas où le dividende et le diviseur ne sont pas de même nature. Exemple: 3 toises 4 pieds 5 ponces coûtent 48 7^ lod ; combien coule i toise ? On réduit d'abord les 3* 4^ 5i' eo pouces (256); ce qui donne 269 pouces; et comme un pouce est y^ de la toise, 3*4^5? valent -f,f de toise. Puisque ~ de toise coûtent 48^ f iQd, 1 toise coûte 48* 7^ lo^ : V2- ou 48^- f 10^1 X ^. On est donc ramené ainsi au cas précédent. Et Ton trouve qu'une toise coûte 12^ 19% à i denier près.
2o Cas où le dividende et le diviseur sont de même nature.
Exemple : Une livre poids coûte 5^ 4* ^'^ ', combien aura-t-on de
livres, onces, gros et grains pour 45^ 2^ 6^1 ?
• i-o LSVaK iV. — CîlAPJÏKE IL
On a à chercher combien de fois le presnier nombre est contenu dans le second. On réduit ici les deux nombres en deniers. Le premier est égal à i256j, et le second à io(S3(ki.
Rép. : 8ib go7G5og% à un grain près.
Puisqu'une livre poids coûte i256<i, autant de fois i256d seront contenus dans io83o deniers_, autant on aura de livres poids pour ce prix. La division donne 8"' -H ^-gi"^. On convertit cette fraction^ d'après la règle ordinaire, en onces, gros et grains; et l'on trouve 9" 7** oog^ par excès.
EXERCICES
I. Convertir en lignes : '1° 9I 3^ Gp 81; 2" 5 aunes ip 4p. (R. : io 8288I; 2o 2822I 10 points.)
II. Convertir en grains : jo 18"' i5o 7^ 4oS'r; î« .. ^^ 3^ 2'6ë^. (H. : I0 i75o728r;2o 3976818T.)
m. Convertir en secondes les arcs suivants : 1° 3« -20 36"; 2o i qiiad. 480 52' 24". (R. : I0 12336"; 2» 499944" )
IV. Convertir en secondes les durées suivanlt.'s : l"^ 2 ■ j. 7 h. 24 m. 42 & ; 2^j 3oo j. 4 h. 5o m. 28 s, (R. : 1° 2100282 s.; 2" 25937428 s.)
V. Réiiuire en toises, pieds, pouces, lignes : 1" 4^534'; 2" 34^5251. (R. : 40 56t ip op 61; 2° 3g6i 2^ 7? 9I.)
VI. Réduire en livres, onces, gros^ grains : 1" 5000081"; 2o 2435ooirr, (Pi. ; lo 51b 60 6g 32irp; 2° 2611^ 60 5g 688r.)
\1I. Calculer en degrés, minutes et secondes, les arcs suivants : io 206265"; 2o loooooo". (R. : '|o5jo i^' 45"; 202660 46' 40".)
VIII. Calculer en jours, heures, minutes, secondes, les durées suivjinici- : Io 5ooooo s» ; 2o 3548645 s. (R. : '1'» 5 j. 18 h. 53 m. 20 s; 2» 41 J- ' l»- 44 îîi- 5 s.)
IX. L'année sidérale vaut 365j, 2563744- Quelle est sa durée en jours, heures, minutes et secondes? (R. . 365 j. 6 h. 9. m lo s. , 75.)
X. Le point équinoxial du printemps rétrograde chaque année sur le grand cercle de l'écliptique d'un arc égal à 5o",2. Quel temps devra s'écouler pour qu'il parcoure ainsi la circonférence entière? (R. : 258i6 ans environ.)
DES ANCIENNES MESURES DE LA FRANCE
XI. La terre fait sa révolution sidérale autour du soleil en 365j, 2563744 ; Vénus fait la sienne en 224], 7007869. On suppose qu'à un instant donné les deux astres sont sur un même rayon partant du soleil, et du même côté par rapport à lui, de sorte que Vénus se trouve entre le soleil et la terre. On demande après combien de temps le phénomène se reproduira. (R.: 583 j. 22 h. 6 m. 14 s.)
XII. Les données étant les mêmes, quels arcs auront parcouru les deux astres pendant ce temps? (R. : La terre 575° 3i' 5", Vénus 935» 3i' 5".)
XIII. Paris et Saint-Pol (Pas-de-Calais) sont très-sensiblement sous le même méridien. La latitude de Paris est 48^ 5o' 11"; celle de Saint-Pol est 5o" 22' 55". On demande quelle est, en lieues terrestres, la distance des deux villes, sachant que le quart du méridien terrestre est égal à 5i3o74o toises. (R. : 38 lieues, 1469 toises.)
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I. MESURES DE LONGUEUR
266. Rapport de la toise au mètre. On a mesuré, comme nous Tavons dit, la loDgueur du quart du méridien terrestre, et on Ta trouvée égale à 5i3o74o toises; puis on a pris pour valeur du mètre la dix-millioimième parlie de celte longueur.
Ainsi :
looooooo'"^'^'"'^' = 5 1 30740 ^'^'^''^
Il résulte de là que :
Par suite
i'",o4qo365'()i „ ., ,„,, ,,, jp __ — vyH,z_ ^ = 0"^, 324809432,
II' = . — ' — - — "^-^ — =o'", 02700991)3,
On en conclut aussi :
I m. = oT,{)i3o74 == o"^ 3p op III, 296 I «i^cim. ^:^ o%o5i3o74 '=■ O"" o'' 3i' 8", 33o
I centim,-- 0^^,005 l3o74 = O'' O"" ()P 4"» 4^3 I "«''l'"'- = o'", 0000 1 3074 == OT ()P OP o', 44^-
267. Conversion des anciennes mesures en nouvelles. — Pour convertir un nombre donné de toises, pieds, pouces, lignes, en mètres et parties décimales du mètre, il suffit de connaître la relation entre le mètre et la toise. On réduit le nombre donné en lignes (256); et comme un mètre vaut 3^ op iii^ 296,
COMPARAISON DES ANCIENNES ET DES NOU\'ELLES MESURES
OU 443i, 296, autant de fois le nombre donné de lignes contient 443', 296, autant il contient de mètres : on divise donc le nombre donné par 4i5}^9^- Le quotient est le nombre cherché.
Mais, pour faciliter cette conversion, on a construit des tables qui renferment les valeurs, en mèlres, de i^^ 2^,. , . g^; de ip, 2%. . . 9P; de ip, 2?,. . . 9''; de i', 2',. . . 91. On n'a phïs alors que des opérations très-simples à faire.
Voici ces tables :
LIGNES
MIÎXI- MÈTRES.
1" Ejcemple. Calculer la longueur de l'aune en mètres et
parties décimales du mètre. L'aune vaut 3'' 7P lo' — Or
S'' valent . o '^ , 9 7 4 5 2
lo' o, 02 2 5 6
Donc Taune vaut i"', 18845
^^ Exemple. Réduire en mètres une longueur égale à 548M''8p6'.
Soo'" valent. 974*", 5i8
La longueur vaut. . . 1069, 601
A cause des erreurs commises dans les approximations^ on devra prendre pour la longueur demandée 1069™, 60.
IL MESURES DE SUPERFICIE
268. Rapport de la toise carrée au mètre carré. On obtient la valeur de la toise carrée en mètres carrés, en faisant le carré du nombre qui exprime la toise en mètre; et l'on obtient de même la valeur du mètre carré en toise carrée, en faisant le carré du nombre qui exprime le mètre en toise. On trouve ainsi :
i-qnr 3-S79M36338 j m q _. QT q ^ 26'd244g2g4']^,
On a construit des tables pour la conversion des anciennes mesures de surface en nouvelles.
269. Rapport des mesures agraires. Les valeurs, faciles à calculer, sont renfermées dans le tableau suivant :
ARES
Perche des eaux el forêls.
Arpent des eaux et forêts.
Perche de Paris
Arpent de Paris
Are
lOOOO
Hectare
§ III. mesures de volume.
270. Rapport de la toise cube au mètre cube. On obtient la valeur de la toise cube en mètre cube, et celle du mètre cube en toise cube, en faisant le cube de la valeur de la toise en mètre, et celui de la valeur du mètre en toise. On trouve ainsi :
Rapport des mesures de capacité
La corde des eaux et forêts vaut S^'v, 8390.
La solive vaut o"' *=_, 10283.
Le boisseau vaut i3 litres.
Le setier vaut 12 boisseaux, ou i ''*=<='•, 56o.
La pinte vaut o '•'•_, 93i3i8.
§ IV. mesures de poids.
272. Rapport de la livre poids au kilogramme. Le kilogramme vaut i8827S'^-5 i5. Comme la livre vaut 9216 grains, il en résulte que :
et
ii^ =z ^ — =1 2'\o428765ig=2ib o" 5^ 3;^&^i5.
Ces rapports fondamentaux permettent de construire le tableau suivant :
GRAMMES
On en conclut facilement encore que :
jbecl. — : o 3 2 11,71 |dec,ig. ^:^0 O 2 44, 37 1SI-. :== O O O l8_, 84
273. Conversion des anciennes mesures en nouvelles. Lorsque l'on a à convertir des livres, onces, gros et grains en kilogrammes, on peut faire le calcul direct, en s'appuyant sur les rapports fondamentaux. Mais il est plus simple de se servir du tableau qui précède.
Exemple: Combien iBib i2°3G57sr valent-ils de kilogrammes?
iS'î^, ou 2 fois 9 livres, valent 8's8i no
9 onces o, 27035
3 id .- 0,09178
3 gros 0,01147
5o graios o, 00266
7 kl o, 00037
Total... 95^,19273 i8ib i2'^3*'57gr valent 9^,193.
§ V. Monnaies.
274. Rapport de la livre au franc. En comparant les quantités d'argent pur contenues dans la livre tournois et dans le franc, on est arrivé à ce résultat
8i^rzz:8ofr.
Il suit de là que
iw==-g^==of ,98765432, et que
Ces rapports conduisent aux valeurs suivantes, faciles à
retenir :
low^ =^ 9^,8765432
looyy^ = 98^765432
looo/f = 987^65432
loooo/f = 9876^,5432
COMPARAISON DES ANCIENNES ET DES NOUVELLES MESURES
Et roii peut, à Taide de ce tableau, transformer en francs, décimes et centimes, une sonmie exprimée en livres, sous et deniers.
Exemple : Que valent en francs, décimes et centimes, /iô2/\ii-
4000/f valent 4 fois looo/f , ou. . . ?)g^o'',6i6
Total... 4468^,999 Ainsi 4^24/f 17' ^' valent 44% fr.
§ VI. Système de mesures interméoliire.
275. Lors de ré!al)li?sementdiî système métrique, on éprouva quelques difficultés à le faire adopter, à cause des rapports fort peu simples qui existaieiît entre les anciennes et les nouvelles mesures. Et Ton eut l'idée, pour préparerson adoption définitive,de modifier légèrement les valeurs des anciennes mesures, de manière à rendre la comparaison plus facile. On supprima alors les anciennes mesures, et on leur substitua le système ainsi modifié :
La nouvelle toise valut 2 mètres.
La nouvelle aune valut i°',2o.
La nouvelle livre poids valut {- kilogramme.
La nouvelle livre tournois valut i franc. Ce système dura 3oans, depuis 1810 jusqu'à 1840, époque à laquelle il fut remplacé obligatoirement par le système métrique.
EXERC ICES.
I. La taille d'une personne est 5? 8p 10' : quelle est sa valeur en mètres ? (Rép.: iin,863.)
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II. La taille minimum, exigée pour un soldat, est iin,56 : quelle estsa valeur en pieds , pouces , lignes ? (Rép. :. 4P 9p 7' yO
m. Combien 268 arpents 56 perches de Paris valent-ils en hectares?
(R<''p. : 88hect. Sgar. 83c.)
IV. Combien 548 hectares 36 ares 42 centiares valent-ils en arpents et perches carrées des eaux et forêts ? (Rép. : 1073 arpents jiP^'^'^jij.)
V. Convertir 24 solives 2^.^. i3opc- en mètres cubes et fraction décimale du mètre cube. (Rép. : 'i^<^-,S6y4y.)
VI. Convertir 346*'-, 28 en cordes des eaux et forêts. (Rép.: gocord^a.)
VII. Convertir 234 setiers 10 boisseaux en hectolitres et fraction décimale de l'hectolitre. (Rép. : 366 hectolitres 34 lilres.)
VIII. Convertir 4^- livres 7 onces 5 gros 17 grains en kilogrammes et fraction décimale du kilogramme. (Rép. : 2okii-, 79339.)
IX. Combien 97 kilogrammes 54^ grammes valent-ils en livres, onces, gros et grains ? (Rép. : 19911^ 4° 4^ 7^'.)
X. Convertir 4624* i8s 91' en francs , décimes et centimes. (Rép. : 4567f,85.)
XI. Combien 348f,2 5 valent-ils en livres, sous et deniers? (Rép. : 352*
12' gd.)
XII. Le souverain (monnaie d'or anglaise) pèse 7gr,98i ; il contient les 0,916 de son poids en or : quelle est sa valeur en francs, décimes, et centimes? Quelle est la valeur du kilogramme d'or monnayé ? (Rép.: Le souverain vaut 25f,i2, et le kilogramme 3i48f,29.)
XIII. Le frédéric (monnaie d'or de Prusse) pèse 6gr,682 ; il contient les 0,903 de son poids en or. Quelle est sa valeur en monnaie française? Quel est le prix du kilogramme d'or monnayé? (Rép.: Le frédéric vaut 2of,6o, et le kilogramme 3o83f.)
XIV. Un terrain de 60 arpents de Paris a élé payé, à raison de 3ooo livres tournois Tarpent, avant l'établissement du système métrique; sa valeur a doublé depuis celte époque. On demande quelle est en francs sa valeur actuelle, et ce que vaut l'hectare de ce terrain ? (Concours général i865, classe de troisième.)
(Rép. : Le terrain vaut 355555f,55 ; l'heclare vaut i7333f.)
DES RACINES
276. Définitions. On nomme, en général, puissance d'un nombre le produit d'un certain nombre de facteurs égaux à ce nombre. Le produit de deux facteurs se nomme carré ; le produit de trois facteurs se nomme cube. Les autres puissances se distinguent par le nombre de facteurs, que Ton nomme exposant. Ainsi la septième puissance d'un nombre est le produit de 7 facteurs égaux à ce nombre : 7 est Texposant de la puissance.
La puissance y'"^ de 12 s'écrit 12^
On nomme, en général, racine d'un nombre, un autre nombre qui, élevé à la puissance correspondante, reproduit !<; premier. La racine 5'"* de 32, par exemple, est le nombre 2, qui, élevé à la cinquième puissance, reproduit 32. Cette racine
s'écrit V32 , et 5 est ïindice delà racine. Les racines deuxième et troisième portent les noms spéciaux de racines carrée et cubique.
277. Principes généraux sur les racines. Il n'existe pas toujours de nombre entier qui soit la racine d'un autre nombre entier. Nous verrons bientôt que, dans ce cas, cette racine n'existe pas non plus sous forme fractionnaire, et qu'on doit par suite la classer parmi les nombres incommensurables. Nous démontrerons les règles qui permettent d'en trouver des valeurs aussi approchées qu'on le voudra ; et ce sont ces valeurs approchées qui entreront dans les calculs.
Ces nombres incommensurables, considérés comme limites de leurs valeurs approchées, sont soumis aux mêmes principes que les nombres commensurables ; et, quand un principe est
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démontré pour les nombres commensurables, il s'étend tout naturellement, et sans démonstration nouvelle, aux nombres incommensurables (^2l5).
Jo On a vu (49,4") qu'une puissance d'un produit est égale au produit des puissances de même degré de ses facteurs : quC;, par exemple :
(5X7Xii)^ = 5^X7'X II'.
Ce principe est vrai dans le cas où les facteurs sont incommensurables, îl en résuUe immédiatement, que la racine d'un produit est égale au produit des racines de même indice de ses facteurs, et qu'on a, par exemple :
Eq effet, si Ton élève au cube y 8 x 27 X 64 on obtient
8x27x64*. et si Ton élève au cube le produit \/8 X '^^27 X\/64y on obtient encore 8 X 27 x 64, en vertu du principe cidessus visé.
1" On a vu (49, 5°) que, pour élever un nombre à des puissances successives, il suffit de l'élever à une puissance unique dont l'exposant est égal au produit des exposants primitifs ; et ({u'on a, par exemple :
Ce principe est vrai dans le cas où le nombre est incommensurable, ïl en résulte immédiatement que, pour extraire d'un nombre diverses racines successives, il suffit d'extraire du nombre une racine imique dont l'indice est le produit des indices primitifs; et qu'on a, par exemjde :
En effet, si l'on élève y i5o à la 12e puissance, on obtient i5o.
Et si l'on élève aussi y Vi5o à la i2e puissance, ce qui peut se faire, d'après le principe ci-dessus rappelé, en l'élevant successivement au cube et à la quatrième puissance^ on obtient encore i5o.
DES CAKRÉS ET DES RACINES CAIUlÉES. 18"
CPrAPITRE PREMIER DES CARRÉS ET DES RACINES CARRÉES.
§ l. FORMATION DES CARRÉS.
278. RÈGLE. Le carré d'un nombre se [orme en multipliant ce nombre par lui-même. 11 n'existe pas de règle particulière pour le calculer.
Si le nombre est entier, on applique la rcî^le de la multiplication des nombres eniiers. Le carré de 36 est 1296.
Si le nombre est fractionnaire, on applique la règle de la multiplication des fractions, c'est-à-dire que l'on forme séparément les carrés du numérateur et du dénominateur. Le carré
,5 .25 de - est^«
7 49 On conclut de cette règle, que le carré d'une fraction irréductible est une autre fraction irréductible; car les deux termes de la fraction irréductible étant premiers entre eux, il en est de même (121, 2o) de leurs carrés.
279. Les carrés des neuf premiers nombres entiers sont renfermés dans le tableau suivant :
Nombres 123456789 Carrés i 4 9 16 25 3649 64 81
Le carré d'un nombre composé de V unité suivie de plusieurs zéros se compose de F unité et d'un nombre double ds zéros.
Exemple : 1000' = loooooo.
Le carré d'un nombre formé par un chiffre quelconque suivi de plusieurs zéros est égal au carré de ce chiffre suivi d'un nombre double de zéros.
Exemple: 400^^^=16000000.
280. Principe. Lorsqu'un nombre est décomposé en deux parties, son carré se compose : 1^ du carré de la première partie; 2^ du double produit de la première par la seconde; 3° du carré de la seconde.
Considérons, en effet, un nombre 24 comme composé de deux parties, 18 et 6'; et multiplions (18 4-6) par (18 + 6.)
Il faut d'abord multiplier (18 H- 6) par 18, ce qui donne 18^ 4- (18x6), puis multiplier (184-6) par 6, ce qui donne (i8 x6) 4- 6- ; il faut enfin ajouter les deux résultats, et Ton a :
281. Corollaire. Lorsqu^un nombre est décomposé en dizaines et unités, son carré se compose de trois parties, qui sont : r le carré des dizaines; 2" le double produit des dizaines par les unités; 3" le carré des unités.
Exemple : 3f = (3diz.)' + (2f. 3 diz.X7)-H7'.
Il faut remarquer avec soin : 1» que le carré des dizaines est un nombre entier de centaines, que Ton obtient en faisant le carré du nombre des dizaines ; ainsi, le carré de 3 dizaines ou de 3o est 900 ou 9 centaines.
2*^ Que le double produit des dizaines par les unités est un nombre entier de dizaines, que Ton obtient en multipliant le double du nombre des dizaines par le chiffre des unités. Ainsi, 2 fois 3 dizaines X 7 = 6dizainesX7 = 42 dizaines,
282. Autre corollaire. La différence entre les carrés de deux nombres entiers consécutifs est égale au double du plus petit, plus un.
Soient, en effet, deux nombres entiers consécutifs : 17 et 18. On peut considérer 18 comme égal à (174- 1), et par suite (280), i82commeégal à (17^ 4-2 fois 17 X i 4- i^), ou simplement à (ir72_j_2fois 1^4-1). D'oi^i l'on voit que le carré de 18 surpasse celui de 17 de 2 fois 17 4- 1 ; ce qu'il fallait démontrer.
Remarque. Comme 2 fois 17 -i- i 1= ï7-I-(i7+i) ou 17 + 18, on peut dire que la différence entre les carrés de deux nombres entiers consécutifs est égale à la somme de ces deux nombres,
§ II. extraction de la racine carrée d'un nombre entier.
283« Principe. Lorsqu'un nombre entier n'est pas un carré parfait, c'est-à-dire n'est pas le carré d'un autre nombreentier^ il n existe pas de nombre fractionnaire, dont le carré reproduise le nombre donné.
Par exemple, 0 n est pas un carré parfait; et il faut prouver
que Ton ne peut pas exprimer la racine carrée de 5 sous forme
fractionnaire. Supposons, en effet, que la racine carrée de 0
puisse être égale à la fraction 2} ou à ~, fraction que Ton peut
toujours supposer irréductible ; il faudrait alors que o fût égal
i5 lo^
au carré de — ou à — ^ » fraction nécessairement (278) irréduc-
tible, ce qui est impossible. La racine carrée de 5 n'est donc
pas commensurable.
28-4. DÉFINITION. Lorsqu'un nombre n'est pas un carré parfait, on nomme racine de ce nombre, à moins d'une unité près par défautf la racine du plus grand carré entier que renferme le nombre.
Exemple: 12 n'est pas un carré parfait, mais il est compris entre 9 et 16, qui sont les carrés de 3 et de 4 ; 3 est donc la racine du plus grand carré entier contenu dans 12; c'est la racine de 12, à moins d'une unité près par défaut.
Le problème que nous allons résoudre, dans ce paragraphe, consiste à déterminer la racine exacte d'un nombre entier, quand elle existe, ou la racine approchée à moins d'une unité, quand la racine exacte n'existe pas. Dans ce dernier cas, l'excès du nombre sur le carré de la racine approchée se nomme le reste.
Nous distinguerons cinq cas dans l'extraction de la racine carrée des entiers.
Premier cas. Le nombre entier est plus petit que
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Par exemple : extraire la racine carrée de 58. Comme 58 est plus petit que too, le plus grand carré contenu dans 58 est aussi inférieur à loo; et, par suite, la racine, exacte ou approchée, de 58 est inférieure à lo : elle est donc composée d'un seul chiffre, et on la trouve de mémoire. On sait que le plus grand carré contenu dans 58 est 49, dont la racine est 7. La racine de 58, approchée à moins d'une unité près, est donc 7 ; et le reste est 9.
286. Second cas. Le nombre entier est formé de runilé et d'un nombre pair de zéros. Par exemple : extraire la racine carrée de ï 000000.
Il est évident qu'il suffit de supprimer la moitié du nombre des zéros, et d'écrire
car (279) le carré de 1000 est 1 000000.
287. Troisième cas. Le nombre est un carré parfait, suivi d'un nombre pair de zéros. Par exemple: extraire la racine carrée de 640000.
Il est évident qu'il suffit d'extraire la racine du carré parfait, et de la faire suivre de la moitié du nombre des zéros. Ainsi
\/64oooo=8oo,
car (279) le carré de 800 est 640000.
288. Quatrième cas. Le nombre entier est compris entre 100 et loooo. Par exemple : extraire la racine carrée de 6948.
TABLEAU DU CALCUL. TABLEAU ABRÉGÉ
Comme ce nombre esl plus grand que 100, le plus grand carré qu'il renferme <st au moins 100 ; et la racine, exacte ou approchée, esl au lîioins 10. Comme il est inférieur à loooo, sa racine, exacte ou apjin-chée, est inférieure à 100. Cette
racine, nécessairement comprise entre lo et loo, se compose donc de deux cliifTres, savoir: un chiffre de dizaines et un chiffre d'unilés. Et le carré de la racine se compose par suite de trois parties (281), qui sont : le carré des dizaines, le double produit des dizaines par les unitôs, et le carré des uiiités.
Le nombre 6948 contient ces trois parties , et. peut être un reste. Or lecarré des dizaines de la racine est (281) un nombre de centaines, qui doit se trouver exclusivement renfermé dans les 69 centaines du nombre. On est donc amené à séparer les deux chiffres 4^ sur la droite. Et nous allons prouver que, sî /'on extrait la racine du plus grand carré contenu dans 69, considéré comme représentant des unités simples, le chiffre 8 ainsi obtenu est, sans essai, le chiffre des dizaines de la racine. En effet, dire que 8 est la racine du plus grand carré contenu dans 69, c'est dire que 69 est compris entre 8^ et 9^ ; 69 pourrait être égal à 8\ mais il diffère de 9^ au moins d'une unité, puisqu'il s'agit de nombres entiers : c'est ce que l'on peut écrire ainsi :
Si l'on multiplie ces trois nombres par 100, on n'altère pas le sens des inégalités qui deviennent
Mais les deux derniers nombres diffèrent alors au moins d'une centaine. Par conséquent, si l'on ajoute à 6900 les 4B unités qui complètent le nombre donné, et qui ne valent pas une centaine, 6948 reste, malgré cette addition, inférieur à (9^X 100); et il reste ou il devient supérieur à (8^ x 100). Ainsi
Ceci prouve que le plus grand carré contenu dans 6948 est au moins (8^ X 100), c'est-à-dire (8xio)%et qu'il est inférieur à (9^X100) ou à (9X10)^; par suite la racine exacte ou approchée de 6948 se compose de 8 dizaines, et d'un certain nombre d'unités moindre que 10. Ce qu'il fallait démontrer. Ce raisonnement, évidemment général, conduit à cette règle :
(') «^ s'énonce inférieur ou égal à.
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Pour trouver le chiffre des dizaines de la racine carrée du nombre y séparez deux chiffres vers la droite, et extrayez la racine du plus grand carré entier contenu dans la tranche de gauche : celte racine est le chiffre des dizaines cherché.
Puisque la racine renferme 8 dizaines, son carré renferme (-281) le carré de 8 dizaines, c'est-à-dire 64 centaines. Si Ton soustrait ces 64 centaines de 6948, le reste 548 ne contient plus que les deux autres parties du carré, et le reste possible. Or le double produit des dizaines par les unités est un nombre entier de dizaines, qui doit être exclusivement contenu dans les 54 dizaines du reste. On est donc amené à séparer le chiffre 8 sur la droite. D'un autre côté, le double des dizaines de la racine est 16 dizaines; c'est l'un des facteurs du produit du double des dizaines par les unités. Si donc 54 dizaines ne renfermaient; pas autre chose que ce produit_, on diviserait 54 dizaines par 16 dizaines, ou, ce qui est la même chose, 54 par lô ; et le quotient 3 ainsi obtenu serait l'autre facteur, c'est-àdire le chiffre des unités de la racine. Mais il peut arriver, qu'outre le produit dont il s'agit, 54 dizaines renferment des dizaines provenant du carré des unités et du reste. 11 en résulte qu'en divisant 54 par 16, on s'expose à trouver pour quotient un chiffre plus fort que celui des unités ; et il devient nécessaire d'essayer ce quolient.
Ce raisonnement, évidemment général, conduit à la règle suivante : Apres avoir trouvé le chiffre des dizaines delà racine, on retranche son carré de la tranche de gauche ; et à côté du reste^ on abaisse la tranche de droite, dont on sépare le dernier chiffre à droite. Puis on divise la partie séparée à gauche par le double du nombre des dizaines déjà trouvées; le quotient que l'on obtient est le chiffre des unités de la racine, ou un chiffre trop fort, qu'il faut essayer.
Le quotient de 54 par 16 est 3. Pour essayer ce chiffre, on le place à la droite de 16, on obtient i63, et l'on donne ainsi à 16 sa valeur relative 16 dizaines. Puis on multiplie i63 par le chiffre 3 qu'on essaie : le produit comprend évidemment 16 dizaines nmltiphées par 3, c'est-à-dire le double produit des dizaines par les unités présumées, et 3 X 3, c'est-à-dire le
carré de ces unités. Si donc le produit 4% peut se reIran • cher du reste 548 (et c'est ce qui arrive ici), le chiffre S n'est pas trop fort, puisque les deux dernières parties du carré do 83 sont contenues dans le reste. La racine approchée est donc 83, et le reste 5g.
Si, au contraire^ le produit se trouvait plus grand que 548, le reste ne contiendrait pas les deux dernières parties du carré de 83 ; le chiffre 3 serait trop fort : il faudrait le diminuer d'une unitéj et recommencer l'essai.
On voit que la règle pour Texlraction de la racine carrée, dans ce cas, renferme trois parties bien distinctes : \^ la recherche du chitïre des dizaines, à l'aide d'une racine carrée simple ; 2" la recherche du chiffre des unités, à l'aide d'une division ; 3*^ l'essai de ce dernier chiffre.
On dispose le calcul comme on le voit ci-dessus ( tableau du calcul); le nombre occupe la place du dividende, dans une division; la racine^ à mesure qu'on en trouve les chiffres, s'écrit à la place du diviseur ; le double de la racine trouvée se place au-dessous, au lieu qu'occupe ordinairement le quotient; et les calculs de l'essai se font là. On peut d'ailleurs abréger l'écriture : 1° en soustrayant, sans l'écrire, le carré des dizaines de la tranche de gauche; 2*' en faisant le calcul de Fessai, sans écrire le multiplicateur ni le produit, et en se contentant de soustraire ce produit du reste, à mesure qu'on en trouve les éléments {tableau abrégé).
289. Cinquième cas. Le nombre entier est supérieur à loooo. Proposons-nous, en premier lieu, d'extraire la racine carrée du nombre 74285, qui est compris entre loooo et loooooo.
TABLEAU DU CALCUL I
Ce nombre étant plus grand que 100, sa racine, exacte ou approchée, est au moins 10 : elle contient donc des dizaines et
des unités; et son carré contient le carré de ces dizaines, le double produit de ces dizaines par ces unités, et le carré de ces unités. Le nombre donné renferme donc ces trois parties, et peut-être un reste.
Or le carré des dizaines de la racine est un nombre entier de centaines, qui se trouve exclusivement contenu dans les 742 centaines du nombre : on est donc amené à séparer les deux derniers chiffres 85. Et Ton peut prouver que, si Ton extrait la racine du plus grand carré contenu dans 742, considéré comme représentant des unités simples (opération que Ton sait faire (288), et qui donne 27), le nombre 27 est, sans essai, le nombre des dizaines de la racine. En effet, dire que 27 est la racine du plus grand carré contenu dans 742, c'est dire que
la différence entre 28^ et 742 étant au moins d'une unité. Si Ton multiplie les trois nombres par 100, les inégalités subsistent,
et la différence entre les deux derniers nombres est au moins d'une centaine. Si donc on ajoute à 74200 les 85 unités qui complètent le nombre donné et qui ne valent pas une centaine, 74285 reste inférieur à 28^x100; mais il devient ou reste supérieur à 27" X 100. Ainsi J
On conclut de là, que le plus grand carré contenu dans 74285 est au moins 27- X 100, ou (27X10)% mais qu'il est inférieur à 28^ X 100, ou à (28XIo)^ Par conséquent la racine, exacte ou approchée, de 74285 se compose de 27 dizaines et d'un certain nombre d'unités inférieur à 10. Ce qu'il fallait démontrer.
Ainsi le nombre des dizaines de la racine d'un nombre compris entre loooo et loooooo est la racine du plus grand carré contenu dans le nombre des centaines du nombre, c'est-à-dire dans un autre nombre nécessairement compris entre 100 et
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loooo. Ces dizaines s'obtiennent donc par la règle du 4'"" t^as. Puisqu'en retranchant de 742 unités le carré de 27 unités, on obtient pour reste i3 unités, en retranchant de 742 centaines le carré de 27 dizaines, on aura pour reste i3 centaines; et ces 1 3 centaines, jointes aux 85 unités du nombre donné, formeront un nombre i385, qui ne contiendra plus que les deux autres parties du carré de la racine et le reste possible.
Or le double produit des dizaines par les unités est un nombre entier de dizaines, qui se trouve exclusivement contenu dans les i38 dizaines du reste. On est donc amené à séparer le chiffre f) sur la droite. D'un autre côté, le double des dizaines de la racine est 54 dizaines : c'est l'un des facteurs du produit du double des dizaines par les unités. Si donc i38 dizaines ne contenaient pas autre chose que ce produit, on diviserait i38 dizaines par 54 dizaines, ou, ce qui revient au même, i38 par 54; et le chiffre 2 obtenu au quotient serait Fautre facteur , c'est-à-dire le chifTre des unités de la racine. Mais, outre le produit dont il s'agit, i38 dizaines peuvent renfermer des dizaines provenant du carré des unités et du reste. lien résulte qu'en divisant i38 par 54, on s'expose à trouver au quotient un chiffre plus fort que le chiffre des unités, chiffre qu'il devient nécessaire d'essayer.
L'essai, d'ailleurs, se fait et se raisonne comme dans le cas précédent ; on place le chiffre à essayer, 1, à côîé du double des dizaines, 54; on multiplie le nombre ainsi formé, 542, par le chiffre 2 ; et si (ce qui arrive ici) le produit 1084 peut se soustraire du reste i385, le chiffre essayé 2 est le chiffre des unités. La racine est 272, et le reste 3oi. Si, au contraire, la soustraction était impossible, le chiffre essayé serait trop fort; on le diminuerait d'une unité, et l'on recommencerait l'essai.
La méthode que nous venons de suivre montre comment la recherche de la racine d'un nombre qui a cinq ou six chiffres se ramène à la recherche de la racine d'un nombre qui en a deux de moins ; et comment cette dernière une fois déterminée, on trouve, par un procédé uniforme de division, le chiffre des unités qui complète la racine cherchée. Un raisonnement complètement identique montrera comment on peut passer de
la recherche de la racine d'un nombre qui a 5 ou 6 chiffres à celle de la racine d'un nombre qui en a deux de plus; puis de cette dernière à celle de la racine d'un nombre qui a encore deux chiffres de plus; et comment, par conséquent, on pourra déterminer la racine carrée, exacte ou approchée, d'un nombre entier quelconque.
290. RÈGLE. On est conduit ainsi à la règle générale suivante : Pour extraire la racine carrée d'un nombre entier, exacte ou approchée à moins cVune unité prés , on partage le nombre en tranches de deux chiffres , en allant de la droite àla gauche (la tranche de gauche peut n'avoir qu'un chiffre, et le nombre des tranches est le nombre des chiffres de la racine). On extrait la racine carrée du plus grand carré contenu dans la tranche de gauche; c'est le chiffre des plus hautes unités de la racine. On soustrait de la tranche le carré de ce chiffre ; on place à côté du reste la seconde tranche, on sépare un chiffre à droite et Von divise la partie ainsi séparée à gauche par le double du chiffre trouvé à la racine : le quotient est le second chiffre de la racine, ou un chiffre trop fort. On l'essaie, d'après la régie donnée plus haut. A côté du nouveau reste, on abaisse la troisième tranche^ et on sépare un chiffre à droite : puis on divise la partie ainsi séparée à gauche par le double de la racine déjà trouvée : le quotient est le troisième chiffre de la racine ou un chiffre trop fort. On ressaie, d'après la règle. A côté du troisième reste, on abaisse la quatrième tranche, et Von sépare un chiffre à droite. Puis on divise la partie ainsi séparée à gauche par le double de la racine déjà trouvée, pour trouver le quatrième chiffre de la racine. Et Von continue de la sorte, jusqu'à ce quon ait épuisé toutes les tranches du nombre, et déterminé, par une dernière division, le chiffre des unités et le reste final.
Si le reste est nul, la racine est exacte; car on a retranché du nombre toutes les parties qui composent le carré de la racine.
Si Vune des divisions est impossible, parce que l'un des dividendes partiels que Von forme, d'après la règle, est moindre que le double de la racine déjà trouvée, c'est que le double produit correspondant des dizaines par les unités, contenu dans la partie séparée, ne renferme pas même une fois le double des
dizaineSjOuque le chiffre des unités cherché n'est pas niôme i ; on place un zéro à la racine, on abaisse immédialement la tranche suivante , et Von continue l'opération d'après la règle générale.
291. Remarque. La méthode qui précède n'amène jamais à la racine un chiffre trop faible, si Ton a soin de prendre pour ce chiffre le plus grand nombre de fois que la partie séparée contient le double de la racine. Mais si^ dans la crainte de faire quelques essais inutiles, on diminue trop ce plus grand quotient, il peut arriver qu'on écrive un chiffre trop faible. On trouve alors un contrôle dans le principe suivant :
Le chiffre obtenu à la racine est trop faible, lorsque le reste quHl fournit est supérieur au double de la racine trouvée.
On sait^ en effet (282), que si Ton ajoute au carré d'un nombre entier le double de ce nombre plus une unité, on obtient le carré du nombre entier suivant. Or, si l'on soustrait d'un nombre donné le carré d'un second nombre considéré comme la racine du premier, trois cas se présentent : ou le reste est inférieur ou au plus égal au double de la racine, ou il est égal au double de la racine augmentée d'une unité, ou il est supérieur à cette somme. Dans le second cas, le nombre donné est égal au carré du second, augmenté du double de ce dernier et d'une unité, c'est-à-dire au carré du nombre entier suivant. Dans le premier cas, il est inférieur; et dans le dernier, il est supérieur à ce carré. Il en résulte que, dans le second et le troisième cas, la racine obtenue est trop faible au moins dune unité; dans le premier seulement, elle est approchée à moins d'une unité ; et c'est ce qu'il fallait démontrer.
Chaque fois que, dans l'extraction d'une racine carrée, on obtient un reste, il est utile, avant d'abaisser une tranche, de constater que le reste n'est pas supérieur au double de la racine déjà trouvée.
292. Preuve de l'opération. Pour faire la preuve de l'extraction d'une racine carrée, on s'assure d'abord que le reste ne surpasse pas le double de la racine. Puis on fait le carré de cette racine, et on lui ajoute le reste: la somme doit reproduire le nombre donné.
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On peut aussi faire la preuve par 9. Pour cela, on retranche d'abord le reste du nombre donné; la différence ainsi obtenue est le carré de la racine. On cherche le reste de la division de cette différence par 9. Puis on fait le carré du reste de la division de la racine par 9, et l'on divise encore ce carré par 9 ; ce dernier reste doit être égal au reste de la division de la différence par 9.
Exemple : 74285 — 3oi = 73984 : divisée par 9^ cette différence donne pour reste 4- Or la racine 272, divisée par 9, donne pour reste 2, dont le carré est 4. Les deux restes sont donc les mêmes.
293. Exemple d'extraction de racine carrée. Voici un exemple où l'on applique la règle générale^ avec la disposition de calcul adoptée ordinairement.
raclée.
PREUVE
La racine est 764035, et le reste est 395204.
294. Remarque. Le reste de l'opéralion peut varier entre o et le double de la racine (291). Il peut donc être inférieur, égal ou supérieur à la racine. Or, dans les deux premiers cas, il n'y a pas une différence d'une demi-unité entre la racine approchée et la racine exacte (283) ; dans le dernier, la différence est supérieure à une demi-unité. Pour le prouver, considérons, par exemple, le nombre 54, dont la racine est 7 et le reste 5; de sorte que l'on a ;
et comparons à ce nombre le carré de (7-1-^); nous avons (280) :
Si donc le reste 5 est inférieur à 7 -H j, c'est-à-dire est au plus égal à la racine 7, 54 est inférieur à (7 -h |)^• et, par suite, la racine de 04 ^^l inférieure à 7 {. Si, au contraire , le reste 5 était supérieur à 7 4- j, et, par suite à la racine 7, 54 serait supérieur à (7 4- f) ^ et la racine de 54 serait supérieure à 74-^. C. Q. F. D.
295. Caractères auxquels on reconnaît qc'un nombre entier n'est pas un carré parfait. — 1** t/n nombre n'est pas un carré parfait, quand il est terminé par l'un des chiffres 1, 3, 7 ou 8. En effet, d'une part, le tableau des carrés des neuf premiers nombres (279) montre qu'aucun d'eux n'est terminé par l'un de ces chiffres. D'autre part, la règle de la multiplication, ou la composition du carré d'un nombre décomposé en dizaines et unités, prouve que le carré d'un nombre entier quelconque est toujours terminé par le chiffre qui termine le carré de ses unités. ïl suit de là, qu'aucun carré ne peut être terminé par Tun des chiffres 2, 3, 7, 8; et, par suite, qu'un nombre entier, terminé par l'un de ces chiffres, ne saurait être un carré.
2" Un nombre entier n'est pas un carré parfait, lorsquil est terminé par 5, si le chiffre des dizaines est autre que 2. En effet, d'après le tableau des carrés (279), 5 est le seul chiffre dont le carré soit terminé par 5; et par suite, les nombres terminés par 5 sont les seuls dont les carrés soient terminés par 5. Or, si l'on considère un nombre quelconque terminé par 5, par exemple 735, on peut, pour former son carré, le décomposer en 73 dizaines et 5 unités, et appliquer le principe (281) :1e carré se composera 1° du carré de 73 dizaines, qui est un nombre entier de centaines; 2° du double produit de 73 dizaines par 5 unités, ou, ce qui revient au même, du produit de 73 dizaines par 10 unités, c'est-à-dire de 73 centaines; 3° du carré de 5 ou de 25 unités. Les deux premières parties ne contenant pas d'unités inférieures aux centaines, le carré de 735 sera terminé par 25. Il suit de là, que le carré de tout nombre terminé par 5 est terminé par 25; et, par suite, aucun nombre ne peut être un carré parfait, si, terminé par un 5, il n'est pas terminé par 25.
S"* Un nombre entier n'est pas un carré parfait, quand il est terminé par un nombre impair de zéros. En effet, d'après le tableau des carrés, les nombres terminés par zéro sont les seuls qui puissent être et qui soient, en réalité, terminés par zéro. Or la règle de multiplication prouve que, lorsqu'un nombre est terminé par des zéros, son carré est terminé par un nombre double^ et, par conséquent, pair de zéros. Il résulte de là, qu'un nombre ne peut être un carré parfait^ si le nombre des zéros qui le terminent est impair.
4." Un nombre entier n'est pas un carré parfait , sî, admettant comme diviseur un nombre premier, il n'admetpas comme diviseur le carré de ce nombre. En effet, pour élever au carré un nombre entier^ préalablement décomposé en ses facteurs premiers, on double les exposants de ces facteurs : un carré renferme donc tous ses facteurs premiers au moins au carré ; et, par suite^ un nombre n'est pas un carré, si l'un de ses facteurs premiers est affecté de l'exposant i, ou même^, plus généralement^ d'un exposant impair.
296. Extraction de la racine carrée d'un nombre entier écrit dans un SYSTÈME QUELCONQUE DE NUMÉRATION. Les principes qul servcnt de base à !a ihéorie, et les raisonnements qui conduisent à la règle pour l'extraction de la racine carrée des nombres entiers, sont indépendants du système de numération dans lequel on opère. La règle générale (290) est donc la même dans tous les systèmes; et son application ne présente d'autre difticulté que celle qui naît du peu d'habitude que l'on a d'opérer en dehors du système décimal. Nous nous bornerons, en conséquence, à un exemple, que nous choisirons dans le système dont la base est douze.
Soit à extraire la racine carrée du nombre 5a37p42aoo. calcul. preuve.
14928P 4a83a5 9PP9P 296578
5a37P43aoo
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297. Les carrés des onze premiers nombres, écrits dans le système duodécimal, sont compris dans le lahlcau suivant :
Nombres. i, 2, 3, 4, 5, (>, 7, 8, 9, a, p. Carrés. i, 4, 9, 14, 21, 3o, 41, 54, 69, 84, ai.
Aucun d'eux n'est terminé par 2, 3, 5, 6, 7, 8, a^ p. Un nombre n'est donc pas un carré, s'il esi terminé par un de ces chifFres. On remarquera que le carré de 6 est terminé par un zéro, circonstance qui ne se présente jamais dans le système décimal.
§ III. EXTRACTION DE LA RACINE CARRÉE d'UN NOMBRE FRACTIONNAIRE.
298. Principe. Lorsque les deux termes d'une fraclioîi irréductible ne sont pas à la fois des carrés parfaits, cette fraction n'admet pas de racine commensurahle.
Cette racine, en effets ne peut être un nombre entier, puisque le carré d'un nombre entier est entier lui-même ; et, pour qu'elle fût une fraction, telle que |, qu'on peut toujours supposer irréductible, il faudrait que la fraction irréductible donnée fût égale au carré de f ou à ^ ; il faudrait, par conséquent, que son numérateur fût égal à 5% et son dénominateur à 7'^, ce qui est contre l'hypothèse. La racine, si elle existe, n'est donc pas commensurahle.
Nous allons Yoir ce que Ton convient d'appeler, dans ce cas, racine carrée approchée.
299. Extraction de la racine carrée d'une fraction ordinaire. — Trois cas peuvent se présenter.
1» Les deux termes de la fraction sont des carrés. Exemple : If. Dans ce cas, on extrait séparément les racines carrées des deux termes, et l'on a, sans approximation :
2o Le dénominateur seul est un carré. Exemple : ||. Dans ce cas, il n'existe pas (298) de racine commensurahle. Mais on peut toujours, en extrayant la racine du numérateur, à moins d'une unité près, trouver les deux carrés consécutifs qui le
comprennent ; ici l'on a :
par suite
Comme les racines de ^j et de ff sont | et |, on convient d'appeler racine carrée de ~ un nombre compris entre f et|, et de dire que cette racine a pour valeurs approchées | par défaut, - par excès, à moins de ^ près.
Ainsi, dans ce cas, on extrait, à moins d'une unité près^ la racine carrée du numérateur, et Von extrait exactement celle du dénominateur ; puis on prend les deux racines pour les termes de la racine demandée. L'erreur est moindre qu'une fraction qui a pour numérateur l'unité, et pour dénominateur la racine du dénominateur primitif.
3° Le dénominateur n'est pas un carré. Exemple : y^. On ramène ce cas au précédent, en multipliant les deux termes de la fraction par son dénominateur; ce qui n'en altère pas la valeur, et fait du dénominateur un carré parfait. On a ici :
2_ 7Xi2__ 84
I2XI
Or la racine de 84 est comprise entre 9 et 10 ; la racine de ^^ est donc, d'après la convention précédente, comprise entre A et J-| ; elle est Tune ou Tautre de ces fractions, à moins de ^ï près.
Ainsi, dans ce cas, on multiplie le numérateur par le dénominateur; on extrait, à moins d'une unité près, la racine du produit, et l'on donne à cette racine pour dénominateur le dénominateur de la fraction donnée. L'erreur est moindre qu'une fraction, ayant pour numérateur l'unité, et pour dénominateur le dénominateur de la fraction.
Si des entiers sont joints à la fraction, on les réduit en une fraction unique avec la fraction qui les accompagne, et Von applique la règle précédente.
Exemple : 3 A .= 4i = HJ^ = 49|.
La racine est J | ou f|, à moins de ^^ près.
300. Remarque. Lorsqu'une fraction ordinaire n'est pas irréducliblC;, il peut arriver qu'elle soit le carré d'une autre fraction, sans que ses deux termes soient des carrés parfaits : il faut et il suffit, pour qu'il en soit ainsi, que le produit du numérateur par le dénominateur soit un carré jjarfait.
1° La condition est nécessaire: en effet, si une fraction ordinaire est le carré d'une autre fraction, telle que ,, qu'on peut toujours supposer irréductible, les deux termes de cette fraction sont (162) des multiples par un m.éme nombre de 5^ et de 7*; c'est-à-dire que, si le multiplicateur commun est 12, par exemple, le numérateurest égal à (5^Xi2), etle dénominateur à (fX 12); et, par suite,leur produit est égalà(5^Xi2X 7^X12), ou à (5^ X7' X 12^). Ce produit est donc un carré.
2° La condition est suffisante : car, supposons qu'elle est remplie, et considérons, par exemple, une fraction -^ telle que le produit 8x18=144 soit un carré parfait; si l'on divise ces nombres égaux par le carré de 18, on a
8x18 __ 144 l_il'
18^ —TS^' ^^ i8"~i8^'
la fraction f^ est donc un carré.
301. Extraction de la racine carrée d'un nombre décimal. On peut toujours convertir un nombre décimal en fraction ordinaire; et le dénominateur, qui renferme autant de zéros qu'il y avait de chiffres décimaux, est ou n'est pas un carré parfait, selon que le nombre des chiffres décimaux est pair ou impair. Il est, d'ailleurs, toujours facile d'amener ce nombre à être pair, quand il ne l'est pas: il suffit d'écrire un zéro à la droite du nombre décimal. On peut donc appliquer toujours la règle (299) aux nombres décimaux.
exemple : exiTune la racine carrée de 7,429. On a :
y^H ^ y;»^ y JOOOO
Or 74290 est comprise entre 272^ et 278^ Donc la racine de 7,429 est comprise entre m et f^. Elle est donc égale à
2,72 par défaut, ou à 2,78 par excès, à moins de 0,01 près.
302. Remarque. Les règles que nous avons données jusqu'ici pour l'extraction de la racine carrée d'un nombre, soit entier, soit fractionnaire, fournissent celte racine, lorsqu'elle est ellemême un nombre entier ou fractionnaire. Lorsque cela n'a pas lieu, elles fournissent des nombres dont les carrés comprennent le nombre donné, nombres que Ton convient de regarder comme des valeurs approchées de la racine. Il importe, dès lors, pour justifier ces conventions, de définir nettement ce que Ton doit appeler racine carrée d'un nombre, lorsqu'il n'existe pas de nombre commensurable ayant ce nombre pour carré. Il est, en outre, nécessaire de montrer qu'on peut trouver des nombres commensurables aussi approchés qu'on le veut d'une racine ainsi définie, et de donner les règles générales pour les obtenir. C'est là l'objet du paragraphe suivant.
§ IV, extraction de la racine carrée d'un nomrre avec une
APPROXIMATION DONNÉE d'AVANCE.
303. Principe. On peut toujours trouver deux nombres commensurables, aussi peu différents Vun de Vautre qu^on lèvent, dont les carres comprennent un nombre donné {non carré).
Prenons, en effet, pour différence 0,001 , et considérons la série des nombres
o 0,001 0,002 o,oo3 0,004 o.ooD 0^006 0,007.. •
Leurs carrés forment une suite de nombres croissant indéfiniment à partir de zéro : ils sont donc d'abord plus petits qu'un nombredonné,45, par exemple; puis ils deviennent plus grands que lui. Le plus grand des carrés plus petits que 45, et le plus petit des carrés plus grands que lui, sont donc deux termes consécutifs qui comprennent le nombre donné, et dont les racines sont commensurables et diffèrent de 0,001.
Ce raisonnement est général, quelque petite que soit la différence choisie: le principe est donc démontré.
304. DÉFINITIONS. Pour définir la racine carrée d'un nombre quelconque, qui n'est pas le carré d'un nombre commensu-
rable, la racine de i, par exemple, concevons que Ton cherche (303) des nombres commensurables dont les carrés comprennent 2, en prenant successivement pour différence o,i 0,01 0,001, etc. Si Ton trouve que 2 est compris entre les carrés de 1,4 et de 1,5, puis entre ceux de 1,41 et de 1,42, puis entre ceuxde i,4i4etde i;4i5,puisentreceuxde i,4i42etde i,4i43, on forme ainsi deux séries dénombres.
les uns croissants et dont les carrés sont inférieurs à 2, les autres décroissants et dont les carrés sont supérieurs à 2. Deux termes de même rang, dans les deux séries, diffèrent d'abord de 0,1, puisdeOjOi, de 0,001; et ils peuvent différer (303) aussi peu qu'on le voudra. Les deux séries tendent donc vers une limiU commune ; et c'est cette limite commune, parfaitement déterminée, que l'on convient d'appeler la racine carrée de 2, et que l'on désigne par le symbole V^*
Il résulte de cette définition, que la racine carrée de 2 est comprise entre deux termes de même rang pris dans les deux séries. 11 est donc naturel de dire que ces deux termes sont des valeurs approchées de la racine, Vune par défaut, rautre par excès ^ et que l'erreur est moindre que leur différence^ qui peut devenir d'ailleurs aussi petite que l'on voudra. Ainsi i,4i4 et i,4i5 sont des valeurs approchées de \/2,à moins de 0,001 près, puisque V2 est comprise entre elles.
On doit encore remarquer, que chacun des termes de la première série est le plus grand nombre d'unités d'un certain ordre décimal, dont le carré soit contenu dans 2. Ainsi i4i4 millièmes forment le plus grand nombre de miUièmes dont le carré soit inférieur à 2. On dit, en conséquence, que i4i4 millièmes forment le plus grand nombre de millièmes contenus dans la racine carrée de 2.
Ces considérations nous conduisent à la définition générale
des racines carrées par approximation. Il semble naturel de nommer racine carrée d'un nombre^ à une approximation donnée, tout nombre qui diffère de la racine incommensurable du nombre d'une quantité moindre que l'approximation donnée. Par exemple, la racine de 2, à moins d'un millième près, serait un nombre qui différerait de sji de moins d'un millième. Mais cette définition ne déterminerait pas suffisamment ce nombre ; car tous les nombres compris entre i,4i4 et i,4i5 remplissent la condition exigée. On a donc dû modifier la définition, et Ton a adopté la suivante:
La racine carrée cFun nombre, à une approximation donnée, par exemple, à -^prés, est le plus grand multiple de un douzième dont le carré soit contenu dans le nombre donné. Ce multiple est évidemment unique; il est moindre que la racine incommensurable : le multiple suivant est supérieur à cette racine. Le premier est nommé la racine approchée par défaut, et le second la racine approchée par excès.
305. Extraire la racine carrée d'un nomrre, avec une APPROXIMATION DONNÉE. Par exemple, extraire la racine carrée d'un nombre quelconque N, à moins de ^^ près. Il s'agit, d'après la définition (304), de trouver le plus grand nombre de douzièmes dont le carré soit contenu dans N. 11 s'agit donc,
en désignant par — le nombre cherché, de satisfaire à la double inégahté
c'est-à-dire à — , < N < — — ^ •
Or, on n'altère pas le sens de ces inégalités en multipliant les trois termes par 12'''; il suffit donc de satisfaire à la double inégalité
X^ <NX 12^ < (^-h l)*.
Ceci exprime que le produit (NX12') est compris entre le carré du nombre entier x et le carré du nombre entier suivant (a; H- 1). Par conséquent x est la racine du plus grand carré entier contenu dans (Nx 12^).
Ce raisonnement, évidemment général, conduit à la règle suivante :
Pour extraire la racine carrée d'un nombre quelconque, à une approximation donnée sous la forme d'une fraction dont le numérateur est l'unité, on multiplie le nombre par le carré du dénominateur de la fraction qui indique F approximation; on extrait la racine du plus grand carré entier contenu dans le produit, et Von donne à cette racine pour dénominateur le dénominateur de r approximation.
On ramène ainsi l'extraction de la racine carrée d'un nombre, à une approximation donnée, à l'extraction de la racine d'un autre nombre , à une unité près.
306. Applications. 1° Casou le nombre est entier. Exemple: extraire la racine carrée de 6 à y^ près. On applique simplement la règle précédente. Le produit 6x i44 = S64; la racine du plus grand carré entier (290) contenu dans 864 est 29; et par conséquent, || est la racine approchée par défaut, à moins ^^ h) fi est la racine approchée par excès.
2o Cas ou le nomrre est une fraction ordinaire. Exemple : extraire la racine carrée de ^^ à moins de ^^g près. Le produit ^ X 10^ est égal à --A—, ou à ^|-, ou, en extrayant les entiers , à 98 :j%. Or le plus grand carré entier contenu dans 93 Yï ^5f le même que le plus grand carré entier contenu dans 93. Car, si le plus grand carré entier contenu dans 93 est 81, de telle sorte que l'on ait
comme 93 et 100, qui sont entiers, difTèrent au moins d'une unité, on peut ajouter ^^k 98, et l'on a encore
ce qui démontre la proposition. On néglige donc la fraction complémentaire {^, on extrait la racine du plus grand carré contenu dans 93, laquelle est 9; et ^ est la racine de /^, à :i^ près par défaut ; f9 est la racine par excès. La règle, dans ce cas, se résume ainsi : On multiplie la frac-
lion par le carré du déno^ninafeur de r approximation y on extrait les entiers du produit, on extrait la racine du plus grand carré contenu clans ces entiers, et Von donne à cette racine le dénominateur de V approximation.
Si le nombre donné est un nombre décimal, la règle est la même. Exemple : extraire la racine de 3,76 à J près. Le produit 3^76 X B^ := 240,64; la racine de l'entier 240 est i5, par défaut. La racine approchée est donc -^, à moins de | près, par défaut.
Cas ou le nombre donné est incommensurable. Par
exemple , extraire la racine carrée de V2, à moins de i, près. On multiplie d'abord V^ par 49^ et Ton cherche le plus grand nombre entier contenu dans ce produit. Pour cela,
on remarque (277), que (s/2 x 49)' =^ 2 x 49^ = 4^02, et que, par conséquent, le plus grand nombre entier cherché est la racine du plus grand carré contenu dans 4802, c'est-à-dire 69. On extrait donc la racine carrée de 69, qui est 8, à une unité près; et f est la racine carrée àe\f^,k\ près par défaut.
308. Cas ou l'approximation est donnée par une fraction DONT le numérateur n'est PAS l'unité. Par exemple, extraire la racine d'un nombre N, à moins de \ près. On doit entendre par cette racine le plus grand multiple de f dont le carré est contenu dans N. Si donc on désigne le multipHcateur inconnu par X, il faut satisfaire à la double inégahté :
{~X^' < N < j-X(^-hi) »
ou :
et, pour cela, il est nécessaire et suffisant, qu'en divisant par - j , ou en multipliant par (?j » on ait:
^^ <Nx (^y <(x-{- if.
Cette double condition exprime que, si Ton multiplie le
nombre donné par le carré de Tapproximation renversée, le produit doit être compris entre le carré du multiplicateur inconnu x et le carré du nombre entier suivant [x H- i). Le nombre x est donc la racine du plus grand carré entier contenu
dans le produit N x ( ^ ) -Et l'on est ainsi conduit à la règle
suivante :
Muliipluz le nombre donné par le carré de V approximaiion renversée, extrayez la racine du plus grand entier contenu dans te produit, etmultipliez celte racine par la fraction qui exprime r approximation .
Par exemple^ extraire la racine de 2 | à | près. Le produit
3 /qV i3 81 io53 ^ i3 2pX - =-^x-y- = =52—;
la racine de ^2 est 7 par défaut. La racine cherchée est donc 7 X I, ou ^/ ou I I, à moins de f près, par défaut. La racine par excès serait 8 X |^ ou ^^, ou i |.
Un raisonnement analogue montre que, si Von demande la racine carrée de N, à moins de 3 unités prés, par exemple, on doit encore multiplier Npar le carré de l'approximation renversée, c'est-à-dire par {^)^^ extraire la racine du plus grand carré entier contenu dans le produit, et multiplier cette racine par 3.
Exemple : extraire la racine de 2o3 fà moins de 3 unités. Le produit de 2o3 | par {^f est 22 Jf ; la racine de 22, à moins d'une unité, est 4 par défaut ; et par suite, la racine cherchée est 4 X 3 ou J2, par défaut : elle est 5 X 3 ou lo, par excès.
309. Cas ou l'approximation est donnée en décimales. Pour ce cas, la théorie est la même ; mais ia règle présente des simpHAcations, qui résultent des méthodes de calcul propres aux nombres décimaux.
1» Le nombre donné est entier. Par exemple, extraire la racine carrée de 12 à 0,01 près. Le produit de 12 par 100^ est 120000 : la racine de 120000, à une unité près, est 346; et par conséquent la racine de 12 à o,ot près, est 3;46 par défaut; elle serait 3,47 P^i" excès.
La règle se réduit donc à cette prescription: Chi écrit, à la droite de rentier, deux fois autant de zéros que Von désire avoir de chiffres décimaux dans la racine : on extrait, à moins d'une unité, laracine du nombre ainsi obtenu, et l'on sépare, sur la droite du résultat , le nombre de chiffres décimaux qu'indique V approximation.
2*^ Le nombre donné est fractionnaire. S'il n'est pas décimal, on le réduit d'abord en fraction décimale. Soit, par exemple, à extraire la racine carrée de 6^47282. . . à 0,1 près. Le produit du nombre par 10^ est 647,282. . . L'entier contenu dans ce produit est 647, et sa racine, à moins d'une unité, est 20 : la racine cherchée est donc 2,5 à 0,1 près, par défaut.
Règle. On réduit, s'il y a lieu, le nombre donné en fraction décimale, et l'on y conserve deux fois autant de chiffres décimaux que Von désire en avoir à la racine : puis on extrait la racine carrée du résultat, à moins d'une unité prés, en faisant abstraction de la virgule, et l'on sépare sur la droite le nombre de chiffres décimaux qu^exprime i approximation.
3^ Le nombre donné est incommensurable. On cherche d'abord une valeur approchée de ce nombre en décimales, en calculant deux fois autant de chiffres décimaux que la racine doit en avoir, et Von applique la règle précédente.
Par exemple, pour extraire, à moins de 0^0 1 près, la racine
carrée de Vs, on évalue d'abord \/2 à moins de 0,0001, et Ton trouve 1,4142. On extrait la racine de 14142, qui est îï8, par défaut; et 1,18 est la racine de \/2 à 0,01 près, par défaut; 1,19 est la racine approchée par excès.
EXERCICES
L Extraire les racines carrées des nombres suivants, écrits dans le système décimal : 1° 4273 ; 2® 58437; 30 6723954358.
(Rép. : I0 rac. 65, reste 48; 2» rac. 241, reste 356; 3° rac. 81999, reste ÏÎ8357.)
II. Extraire, à moins de 0,001 près, les racines des nombres suivants^ écrits dans le système décimal : 1» 38; 2° 7,39; 3° 15,78249673; 4o o,o5; 50 o,oo3.
(Rép. : 1" 6,164 ; 2o 2,718 , i" 3,972 ; 4 o,2i3 , S^ o,o54.)
III. Extraire, à moins de -^ près, les racines carrées des nombres suivants, écrits dans le système décimal : 1° 7 ; 2» 3 -jL; 3° 5,29.
(Rép. : 10 .?! ou •.^^■, 2" 1} ou if ; 3o M ou 2f.)
IV. Extraire, à moins d'une unité, les racines carrées des nombres suivants, écrits dans le système dont la base est huit : î» 572 ; 2» 435426 ; 30 1234560 j 40 76543210.
(Rép. : lo 23 ; 2° 376 ; 3o im ; 4» 7725.)
V. Extraire, à moins de 0,01, les racines carrées des nombres suivants, écrits dans le système dont la base estdouze ; 1« a3 ; 204-^.^'- ; 3'^ irx4Sc)^4*
(Rép. : I0 a, 19; 2o 74, i5; 3» 2753,36.)
VI. Extraire^ à moins de ^, les racines carrées des nombres suivants, écrits dans le système dont la base est neuf : '!<* 47 ; -" ^ ; 3» 5^.
(Rép. : 1o i^ ou 6^ ; 2o | ou | ; 3» 1^^ ou si.)
VII. A l'inspection du chiffre qui termine un nombre écrit dans le système dont la base est l'un des nombres 4, 5> 6, 7, 8 ou 9, reconnaître si le nombre ne peut pas être un carré parfait.
(Rép. : On raisonnera comme au n» 297.)
VIII. On donne les deux côtés de l'angle droit d'un triangle rectangle, égaux, l'un à i3 toises, l'autre à 11 toises 4 pieds 5 pouces. Calculer l'hypoténuse de ce triangle en anciennes et en nouvelles mesures. (Concours général de 1867, classe de troisième.)
(Rép. : On sait que le carré de l'hypoténuse est la somme des carrés des deux côtés de l'angle droit; et l'on trouve que l'hypoténuse vaut 17 toises 3 pieds I pouce exactement, ou 34'",i35 à un millimètre près.)
IX. Calculer le côté d'un carré dont la surface est égale à 597 hectares 38 ares 56 centiares. (Rép. : 2474^,40 à i centimètre près.)
X. Trouver deux nombres, sachant que leur somme est 73, et que la différence de leurs carrés est 1679. (Rép. : 48 et 25.)
XL Un jardinier veut faire un carré plein de tulipes : s'il met un certain nombre d'oignons de front, il lui reste i3 oignons sans emploi ; mais pour pouvoir mettre un oignon de plus de front, il lui en manque 8. Combien avait- il d'oignons de tulipe? (Rép. : ii3 oignons.)
XII. Un colonel veut ranger son régiment en carré plein j il essaye de deux manières. D'après la première, il lui reste 39 hommes ; mais, pour mettre un homme de plus sur chaque côté, il lui manque 5o hommes. De combien d'hommes se compose le régiment? (R. : 1975 hommes.)
XIII. Trouver un nombre entier tel que son carré le surpasse de 3o6 (R. : 18.)
XIV. Trouver un nombre tel qu'en l'ajoutant à 94 et en l'en retranchant successivement, le produit des deux résultats soit égal à 85i2. (R. : 18.)
lUI
XV. Trouver le nombre entier qui, ajouté à sa racine carrée, donne pour résultat i332. (R. : 1296.)
XYI. Les principales planètes qui tournent autour du soleil sont : Mercure, Vénusj la Terre, Mars, Jupiter, Saturne, Uranus et Neptune. Leurs distances moyennes au soleil sont respectivement: Mercure 0,3871 ; Vénus o_,7233; la Terre i; Mars 1,5237; Jupiter 5,2028; Saturne 9,5389; Uranus 19,1826 ; Neptune 30,0370. La durée de la révolution sidérale de la terre autour du soleil est 365j, 2563744- On demande de calculer les durées des révolutions sidérales des autres planètes, sachant que, d'après la troisième loi de Kepler, les carrés de ces durées sont entre eux comme les cubes des moyennes dislances? (R. : Mercure 873,969 ; Vénus 2243,701 ; Mars 686j,98o; Jupiter 433 2J, 585; Saturne 107593,220,' Uranus 3o686J, 821; Neptune 6oi26j,72.)
XVIL Les quatre satellites de Jupiter obéissent àla même loi, en tournant autour de la planète. Leurs distances au centre de Jupiter sont respeciivement 6,o485 ; 9,6235 ; i5,35o2 ; 26,9983 (Tunité est le rayon de la planète). Déterminer les durées des révolutions des trois premiers, sachant que la durée de la révolution du dernier est i6J,6888. (R. : 1er satellite, ij,769i ; 2"^* 3j,55i2 ; Sm* 73,1546.)
XVÏll . Si l'on multiplie un carré entier quelconque par le nombre entier qui le précède immédiatement, le produit est divisible par 12. (R. ; Application de la théorie des nombres premiers et de la décomposition en facteurs.)
XIX. Si l'on multiplie un carré entier quelconque par le nombre qui le précède et par celui qui le suit immédiatement, le produit des 3 facteurs est divisible par 60.
XX. On vérifie aisément que la somme des nombres entiers i, 2, 3, etc., est égale à la moitié du produit du dernier nombre entier de la suite par ce-
lui qui viendrait après lui. (Ex.
i_}-2== , 14-2 + 3 -= , etc.)
En admettant que cette loi est vraie pour un certain nombre de termes, on propose de la démontrer généralement, lorsque la somme comprend un terme de plus.
I. FORMATION DES CUBES
310. Règle. Le cube cVun nombre se forme en multipliant le carré du nombre par le nombre lui-même. Il n'existe pas de règle abrégée pour le calculer.
Le cube de i5est i;?x i5, ou 3375.
Le cube de f est (f)' X f , ou
Le cube d'une fraction irréductible est aussi une fraction irréductible : car les termes de la fraction donnée étant premiers entre eux, il en est de même (121 , 2o) de leurs cubes.
311. Les cubes des neufs premiers nombres sont renfermés dans le tableau suivant :
Nombres i, 2, 3, 4? ^? ^? 7» 8, 9. Cubes I, 8, 27^64, 125^ 216^ 343, 012^ 729.
Le cube d'un nombre composé de Vunité suivie de plusieurs zéros est égal à Vunité suivie d'un nombre triple de zéros.
Exemple : 100^ = 1 000000.
Le cube d'un nombre formé par un chiff^^e Quelconque suivi de plusieurs zéros est égal au cube de ce chiffre suivi d'un nombre triple de zéros.
Exemple : 5oo^ = 120000000.
312. Principe. Lorsqu'un nombre est décomposé en deux parties, son cube se compose : V du cube de la première partie; 2o du triple produit du carré de la première partie par la seconde ; ^'^ du triple produit de la première par le carré de la seconde ; 4^ du cube de la seconde.
Considérons, en effets un nombre 24 comme composé de deux parties 18 et 6 : nous savons déjà (280) que
(18 + 6)2=1:18^+ (2 fois 18x6)4-6^;
multiplions ce carré par (18 -f G) pour former le cube : le produit par 18 sera
18=5 + (2 fois 18^x6) + (18 x()'^); le produit par 6 sera
(18^X6) + (2 fois 18 x62) -4- 6^
Le cube sera donc
243 = i8^' + (3fûisi82x6) + (3foisi8x6^) + 6^ C.Q.F.D.
313. Corollaire. Lorsqu'un nombre est décomposé en dizaines et unités, son cube se compose de quatre parties qui sont: if> le cube des dizaines ;^° le triple produit du carré des dizaines par les unités; 3" le triple produit des dizaines par le carré des unités ; 4*^ le cube des unités.
Exemple :
4f =z (4 dizY + [3 fois (4 dizf X 7] -h (3 fois 4 diz x f) + 7^
11 faut remarquer 1^ que le cube des dizaines est un nombre entier de mille, que l'on obtient en faisant le cube du nombre des dizaines : ainsi le cube de 4 dizaines ou de 40 unités est 64000 ou 64 mille.
2^ Que le triple produit du carré des dizaines par les unités est un nombre entier de centaines, que Ton obtient en multipliant le triple carré du nombre des centaines par le chiffre des unités : ainsi 3 fois le carré de 4 dizaines multiplié par 7 est égal à 3 fois (40)'-X7 ou à 336oo, ou à 336 centaines.
3*^ Que le triple produit des dizaines par le carré des unités est un nombre de dizaines. Ainsi 3 fois 4 dizaines multiplié par 7* est égala 12 dizaines x 4g, ou h 588 dizaines.
314. Autre corollaire. La différence entre les cubes de deux nombres entiers consécutifs est égale à trois fois le carré du plus petit des deux nombre's, plus trois fois ce plus petit nombre, plus un.
Soient, en effet, deux nombres entiers consécutifs, 17 et 18. On peut considérer 18 comme égal à (17 -h i), et alors (312)
18^ est égal à ïf -\- (3fois ifx i) -f- (3 fois 17X1^) + I^ ou simplement à 17^ H- (3 fois 17^) 4- (3 fois 17) H- i : c'est ce qu'il fallait démontrer.
Remarque. Cette différence peut s'écrire: 3 fois i7X(i 7+1) 4" ï> ou (3 fois 17X18) + 1. Elle est donc égale au triple produit des
deux nombres, plus un.
§ II. EXTRACTION DE LA RACINE CUBIQUE d'uN NOMBRE ENTIER.
315. Principe. Lorsqu'un nombre entier n'est pas un cube parfait, c'est-à-dire n'est pas le cube d'un autre nombre entier, il n'existe pas de nombre fractionnaire dont le cube reproduise le nombre donné .
La démonstration est complètement analogue à celle à\i n° 283; nous y renvoyons le lecteur.
316. Définition. Lorsqu'un nombre n'est pas un cube parfait^ on nomme racine cubique de ce nombre, à moins d'une unité près, par défaut, la racine du plus grand cube entier contenu dans le nombre.
Le problème que nous allons résoudre consiste à déterminer la racine cubique exacte d'un nombre entier quand elle existe, ou la racine, approchée à moins d'une unité, quand la racine exacte n'existe pas. Dans ce dernier cas, l'excès du nombre sur le cube de la racine approchée se nomme le reste.
Nous distinguerons cinq cas dans l'extraction de la racine cubique des nombres entiers.
Premier CAS. Le nombre entier est pluspetitque
Par exemple, extraire la racine cubique de 307. Puisque 307 est plus petit que 1000, le plus grand cube contenu dans 307 est aussi inférieur à 1000; et, par suite, la racine, exacte ou approchée, de 307 est inférieure à 10. Elle est donc composée d'un seul chiffre, et l'on doit la savoir par cœur. Ainsi, on sait que le plus grand cube contenu dans 307 est 216, dont la racine est 6. La racine de 307, approchée à moins d'une unité près;^^ est donc 6, et le reste est (307 — 216) ou 91.
318. Second cas. Le nombre entier est formé de l'unité et d'un nombre de zéros multiple de 3.
Par exemple, extraire la racine cubique de loooooo. Il est évident qu'il suffit de diviser par 3 le nombre des zéros, et d'écrire
V lOOOOOO =ioo,
car (311) le cube de loo est loooooo.
319. Troisième cas. Le nombre entier est un cube parfait, suivi d^un nombre de zéros multiple de 3.
Par exemple, extraire la racine cubique de 64000000. Il est évident qxïil suffit d'extraire la racine cubique de 64, et de diviser par 3 le nombre des zéros. Ainsi
car (311) le cube de 400 est 64000000.
320. Quatrième cas. Le nombre entier est compris entre 1000 et I 000000.
Par exemple, extraire la racine cubique de 97432.
TABLEAU DU CALCUL
TABLEAU ABRÉGÉ
Comme 97432 est compris entre 1000 et loooooo dont les racines sont 10 et 100, la racine , exacte ou approchée, de ce nombre est comprise entre 10 et 100. Elle se compose donc de deux chiffres, un chiffre de dizaines et un chifTre d'unités ; et son cube contient par suite (313) quatre parties, savoir : le cube des dizaines, le triple produit du carré des dizaines par les unités, le triple produit des dizaines par le carré des unités, et le cube des unités.
Le nombre 97432 contient ces quatre parties, et peut-être un reste. Or, le cube des dizaines de la racine est (313) un nom-
bre entier de mille, qui doit se trouver exclusivement renfermé dans les 97 mille du nombre. On est donc amené à séparer les trois chiffres 4^2 sur la droite; et nous allons prouver que^ si Von extrait la racine cubique du plus grand cube contenu dans 97; considéré comme représentant des unités simples, le chiffre 4, ainsi obtenu, est, sans essai, le chiffre des dizaines de la racine. En effets dire que 4 est la racine du plus grand cube contenu dans 97, c'est dire que Ton a
97 pourrait être égal à 4% mais il est inférieur à 5' au moins d'une unité, puisqu'il s'agit de nombres entiers. Si Fon multiplie les trois nombres par looo, on n'altère pas le sens des inégalités, et Ton a
mais les deux derniers nombres diffèrent au moins d'un mille- Si donc on ajoute à 97000 les 432 unités qui complètent le nombre donné, et qui ne valent pas un mille, 97432 reste, malgré cetle augmentation, inférieur à 5' x 1000; et il reste ou devient supérieur à 4^X 1000. Ainsi
/pX 1000 < 97432 < 5-^x 1000.
De là on doit conclure que le plus grand cube contenu dans 97432 est au moins 4^ X 1000, c'est-à-dire (4 X lo)'^, et qu'il est inférieur à (5xio)^ Et, par suite, la racine cubique, exacte ou approchée, de 97432 se compose de 4 dizaines et d'un certain nombre d'unités moindre que 10. C. Q. F. D.
De là résulte cette règle : Pour trouver le chiffre des dizaines de la racine, séparez trois chiffres vers la droite, et extrayez (317) la racine du plus grand cube entier contenu dans la tranche de gauche : cette racine est h chiffre des dizaines cherché.
Puisque la racine renferme 4 dizaines, son cube renferme le cube de 4 dizaines ou 64 mille. Si l'on soustrait ces 64 mille de 97432, le reste 33432 ne contient plus que les trois autres parties du cube, et le reste possible. Or le triple produit du
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carré des dizaines par les unités est un nombre entier de centaines, qui doit être exclusivement contenu dans les 334 centaines du reste. On est donc amené à séparer les deux chiffres 32 sur la droite. D'un autre côté^ le triple du carré des 4 dizaines est 4^ centaines ; c'est Tun des facteurs du produit du triple carré des dizaines par les unités. Si donc 334 centaines ne contenaient pas autre chose que ce produit, on diviserait 334 centaines par 48 centaines, ou, ce qui est la même chose, 334 par 48; et le quotient 6 ainsi obtenu serait le chiffre des unités. Mais il peut arriver que, outre le produit dont il s'agit, 334 centaines renferment des centaines provenant des deux dernières parties du cube et du reste; il en résulte qu'en divisant 334 par 48, on s'expose à trouver pour quotient un chiffre plus fort que celui des unités, chiffre qu'il devient dès lors nécessaire d'essayer.
Ce raisonnement, évidemment général, conduit à la règle suivante : Après avoir trouvé le chiffre des cUzaiîies, retranchez son cube de la tranche qui Va fourni, et, à côté du reste, abaissez la tranche de droite du nombre donné; puis séparez deux chiffres à droite du nombre ainsi obtenu, et divisez la partie qui reste à gauche par le triple carré du chiffre trouvé à la racine. Le quotient obtenu est le chiffre des unités cherché, ou un chiffre trop fort, qu'il faut essayer.
Le quotient de 334 par 48 est 6. Pour essayer ce chiffre, on pourrait simplement le placer à droite des dizaines trouvées, et former le cube du nombre 46 ainsi obtenu ; il est évident que, si ce cube peut se soustraire de 97432, c'est que le chiffre 6 est bon, et que la racine cherchée est 46 ; si, au contraire, la soustraction est impossible, c'est que le chiffre est trop fort.
Mais l'essai est plus rapide de la manière suivante : On triple le chiffre 4 des dizaines, et, à côté de ce triple qui est 12, ow place le chiffre à essayer; on obtient 126, et Ton donne ainsi à 12 sa valeur relative 12 dizaines. Puis on multiplie 126 par le chiffre 6 qiCon essaie, ce qui donne 'j^Q; et F on ajoute ce produit au triple carré des dizaines, c'est-à-dire à 48 centaines, ce qui donne 5556. Enfin on multiplie la somme par le chiffre 6,
el le produit 33336, si le chiffre essayé est bon, doit pouvoir se retrancher du reste 33432. Eu effet, si Ton désigne par d les dizaines de la racine prises avec leur valeur relative, et par u les unités qu'on essaie, on voit aisément que
126= 3 d -h u, que 756 zzz '5 dxu -{- it^, que, par suite, 5556 = 3 fP -h 3d X w -I- w^ et qu'enfin 33336 = 3 d' X u -h .'5 d X u' -h u\
Ce nombre est donc la somme des trois dernières parties du cube de (d-hn). Il doit donc, si le chiffre ii n'est pas trop fort, pouvoir se retrancher de 33432, qui contient ces trois parties. Et 5/ la soustraction est impossible, on doit en conclure que le chiffre essaijé est trop fort : il faut le diminuer d^une unjté, et recommencer Vessai,
Dans l'exemple proposé, la soustraction est possible, et donne pour reste 96. La racine approchée est donc 46, et le reste 96.
La règle que nous venons d'exposer se compose, on le voit, de trois parties distinctes : i» la recherche du chiffre des dizaines, à l'aide d'une racine cubique simple ; 2° la recherche du chiffre des unités, à l'aide d'une division ; 2"" l'essai de ce dernier chiffre.
On dispose le calcul, comme on le voit plus haut (tableau du calcul) ; et Ton abrège l'écriture, comme on le voit dans le second tableau ( tableau abrégé.)
321. RÈGLE POUR FORMER LE TRIPLE CARRÉ DE LA RACINE TROU- VÉE. Il sera nécessaire, dans le cinquième cas, de connaître le triple carré de la racine déjà trouvée, pour continuer l'opération. Or ce triple carré se déduit immédiatement des nombres que les détails du calcul amènent successivement. Supposons,
en effet, qu'après avoir achevé I 26 l'opération du n° précédent, dont 6 nous reproduisons le tableau, on veuille former le triple carré de /\6. On place le carré 36 du chiffre des unités sous le nombre 5556
qii'on a obtenu précédemment , et Von ajoute les trois nombres superposés 756^5556 et 36.
La somme est le triple carré cherché. En effet,
'j56= 3dxu-i-u^
j556=3d''-h^dxu-hn'
Donc6'54S=3d--\-6dxu-h'du'=3{d^-\-2dxu-hu^)='d{d^u)\
C'est ce qu'il fallait démontrer.
Cinquième cas. Le nombre entier est supérieur à
lOOOOOO.
Proposons-nous d'abord d'extraire la racine cubique du nombre 632487359 qui est compris entre un million et un biUion.
TABLEAU DU CALCUL
Ce nombre étant plus grand que 1000, sa racine cubique, exacte ou approchée, est plus grande que 10 : elle renferme des dizaines et des unités, et son cube contient les quatre parties que nous savons (313). Or le cube des dizaines est un nombre entier de mille, qui est exclusivement contenu dans les 632487 mille du nombre. On est donc amené à séparer les trois chiffres 359 sur la droite. Et Ton prouve, comme au n° 320, que si l'on extrait la racine du plus grand cube entier contenu dans 632487 ; considéré comme représentant des unités simples, cette racine forme les dizaines de la racine cherchée. Or on sait trouver (320) la racine du nombre 632487 qui n'a que six chiffres ; on applique donc la règle, et l'on obtient 85 pour racine et 18362 pour reste. La racine cherchée comprend donc 8^ dizaines.
Puisqu'en retranchant de 632487 unités le cube de 85 unités, on obtient pour reste i8362 unités, il est clair qu'en retranchant de 632487 mille le cube de 85 dizaines, on aura pour
reste i(S362 mille ; et ces t83(S2 mille^ ajoutés aux 3^39 unités qu'on avait isolées, forment un nombre ^S'^62'^C)C}y qui ne contient plus que les trois autres parties du cube et le reste possible.
Or le triple carré des dizaines multiplié par les unités est un nombre entier de centaines, qui doit se trouver exclusivement contenu dans les i83623 centaines du reste. On est donc amené à séparer les deux chiffres 5ç) vers la droite. D\m autre côté^ le triple carré des dizaines de la racine est 21675 centaines (on l'obtient par le procédé rapide du n» 321) : c'est Tun des facteurs du produit. Si donc 1 83623 centaines ne contenaient pas autre chose que ce produit, on diviserait i83623 centaines par 21675 centaines, ou, ce qui est la même chose, i83623 par 21675; et le chiffre 8, trouvé au quotient, serait l'autre facteur^ c'est-à-dire le chiffre des unités. Mais, outre le produit dont il s'agit, les i83623 centaines peuvent contenir des centaines provenant des deux dernières parties du cube et du reste. 11 en résulte qu'en divisant i83623par 21675, on s'expose à trouver au quotient un chiffre plus fort que le chiffre des unités, chiffre qu'il devient nécessaire d'essayer.
L'essai, d'ailleurs, se fait et se raisonne comme au n» 320 . on place le chiffre 8, qu'on essaye, à droite du triple des 85 dizaines, et l'on multiplie le nombre 2558 ainsi obtenu par 8. Puis on ajoute le produit 20464 au triple carré des 85 dizaines, c'est-à-dire à 21675 centaines : et l'on multiplie la somme 2187964 par 8. Si le produit peut se retrancher du reste 18362359 (ce qui arrive ici), le chiffre 8 n'est pas trop fort; la racine est 858, et le reste est 858647- Si, au contraire, la soustraction est impossible, le chiffre essayé est trop fort; on le diminue d'une unité, et l'on recommence l'essai.
La méthode qui précède montre comment la recherche de la racine cubique d'un nombre qui a 7, 8 ou 9 chiffres, se ramène à la recherche de la racine d'un nombre qui en a trois de moins; et comment cette dernière une fois déterminée, on trouve, par un procédé uniforme de division, le chiffre des unités qui complète la racine cherchée. Un raisonnement complètement identique montrera comment on peut passer de la
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recherche de la racine d'un nombre qui a 7, 8 ou 9 chilTres, à celle de la racine d'un nombre qui a trois chiffres de plus, puis de celte dernière à celle de la racine d'un nombre qui en a encore trois de plus ; et comment, par suite, on pourra déterminer la racine cubique, exacte ou approchée, d'un nombre entier quelconque.
323. Règle. On est ainsi conduit à la règle générale suivante : Pour extraire la racine cubique d'un nombre entier^ exacte ou approchée à moins (Vune unité, on partage le nombre en tranches de trois chiffres, en allant de droite à (/awc/je (la tranche de gauche peut n'avoir qu'un ou deux chiffres, et le nombre des tranches est le nombre des chiffres de la racine). On extrait la racine cubique de la première tranche de gauche ; ce qui donne le chiffre des plus hautes unités de la racine. On soustrait de cette tranche le cube du chiffre trouvé ; et, à côté du reste, on abaisse la seconde tranche, dont on sépare deux chiffres sur la droite. Puis on divise la partie séparée à gauche par le triple carré de la racine trouvée ; le quotient est le second chiffre de la racine ou un chiffre trop fort. On l'essaie d'après la règle du n*^320. A côté du nouveau reste, on abaisse la troisième tranche, on en sépare deux chiffres à droite, et Von divise ce qui reste à gauche par le triple carré de la racine déjà trouvée: le quotient est le troisième chiffre de la racine ou un chiffre trop fort. On V essaye d'après la règle ^ et Ion continue ainsi jusqu'à ce que Von ait épuisé toutes les tranches du nombre, et déterminé, par une dernière division, le chiffre des unités de la racine elle reste final.
Si le reste est nul, la racine est exacte ; car on a alors retranché du nombre toutes les parties qui composent le cube de la racine.
Si Vune des divisions partielles est impossible, parce que Vun des dividendes partiels fournis par la règle est moindre que le triple carré de la racine déjà trouvée^ c'est que le chiffre correspondant de la racine n'est pas même i : on place un zéro à la racine, et deux zéros à droite du triple carré; on abaisse immédiatement la tranche suivante, et Von continue Vopération d'après la règle générale.
324. Remarque. Un chiffre^ trouvé à la racine, est trop faible, lorsque le reste quil fournit est égal ou supérieur à 3 fois le carré de la racine trouvée, plus 3 fois cette racine, plus un. Car cette somme est la différence qui existe entre le cube delà racine trouvée et le cube du nombre entier suivant (314).
325. Preuve. Pour faire la preuve de Vopéralion, on fait le cube de la racine trouvée^ et on ajoute le reste au résultat : la somme doit reproduire le nombre donné.
Pour faire la preuve j)ar 9, on cherche le reste de la division de la racine par 9, on en fait le cube, et l'on cherche de nouveau le reste de la division de ce cube par 9 : on note ce reste. Puis on retranche le reste de la racine du nombre donné, et l'on cherche le reste de la division de celte différence par 9 ; ce dernier reste doit être le même que celui qu'on a noté.
326. Remarque. Le reste de V opération peut varier entre 0 et un nombre égal à 3 fois le carré de la racine, plus 3 fois la racine, plus un: il peut donc être considérable par rapport à la racine, sans que pour cela la racine trouvée soit trop faible.
Exemple de racine cubique: y
470448.. ii885
iZ.
La racine est 3965, et le reste est i32o5332.
328 Caractères auxquels on reconnaît qu'un nombre entier n'est pas un cube parfait. Les cubes des neuf premiers nombres (311) sont terminés parles neuf premiers chiffres : il n'est donc pas de chiffre qui ne puisse terminer le cube d'un nombre entier : et le caractère tiré de la nature du chiffre des unités manque pour les cubes.
On prouve aisément : 1° qu'un nombre terminé par un 5 n'est pas un cube, si le chiffre des dizaines est autre que 2 ou 7; 2^ qu'un nombre terminé par des zéros n'est pas un cube, si le
nombre des zéros n'est pas multiple de 3 ; 3*^ enfin qu'un nombre ne peut être un cube, si chacun de ses facteurs premiers n'y entre avec un exposant multiple de 3.
329. Exemple d'extraction de racine cubique, dans un système quelconque. Extraire, par exemple, la racine cubique du nombre 7a58532i, écrit dans le système dont la base est douze.
oo4 P
Le premier chiffre est 4 ' on essaye, pour le second, 7 qui est trop fort : l'essai de 6 réussit. L'essai de 8 pour le troisième chiffre réussit également. La racine approchée est 468, et le reste de 4^79-
330. Quant aux caractères auxquels on pourrait reconnaître, à priori, qu'un nombre, écrit dans un système quelconque^ n'est pas un cube parfait, nous avons donné la méthode pour les découvrir (nos 295, 297) ; et il n'est pas opportun d'y revenir.
§ lU. EXTRACTION DE LA RACINE CUBIQUE D UN NOMBRE FRACTIONNAIRE.
331 . PRINCIPE. Lorsque les deux termes cVune fraction irréductible ne sont pas à la fois des cubes parfaits, cette fraction n'admet pas de racine cubique commensurable.
La démonstration est identique à celle du n° 298.
332. Extraction de la racine cubique d'une fraction ordinaire. On distingue trois cas.
1^ Les deux termes de la fraction sont cubes parfaits; exemple : /^-3 . Dans ce cas, on extrait les racines cubiques des deux termes, et l'on a, sans approximation:
FT
2*^ Le dénominateur seul est un cube parfait : exemple : ^4^3. Dans ce cas, il n'existe pas de racine commensurable (331), mais on peut toujours, en extrayant la racine dunumérateur,
à moins d'une unité près, et celle du dénominaleur exactement, trouver deux fractions dont les cubes comprennent la fraction donnée. On a, en effet,
On convient, dès lors, de dire que | et 5 sont des valeurs approchées de la racine de ^3, l'une par défaut, Fautre par excès, ctiacune à moins de \ près.
Cette convention donne la règle à suivre.
S^ Le dénominateur n'est pas un cube parfait: exemple : y^. On ramène facilement ce cas au précédent; il suffit, en elTet, de multiplier les deux termes de la fraction donnée par le carré de son dénominateur; on obtient ainsi ^3^"; et la fraction, qui n'a pas changé de valeur, a pour dénominateur un cube parfait. On extrait donc, à moins d'une unité près, la racine cubique dunumérateur (8x1 1^) ou 968, qui est 9; etl'on dit que la racine de ^ est ^ par défaut, fj par excès, à moins de A- près.
Si des entiers sont joints à la fraction^ on les réduit en fraction, et on applique la règle précédente.
Exemple :
La racine approchée de i8i3 est 12; donc la racine de 5f est \- par défaut , V" P^r excès, à moins de j près.
333. Remarque. Lorsqu'une fraction ordinaire n'est pas irréductible, il peut arriver qu'elle soit le cube d'une autre fraction, sans que ses deux termes soient séparément des cubes parfaits: // faut et il suffit, pour qu'il en soit ainsi, que le produit de son numérateur par le carré de son dénominateur soit un cube parfait.
lo La condition est nécessaire: can si une fraction ordinaire est le cube d'une fraction, telle que ^ Q^ic l'on peut toujours
supposer irréductible, ses deux termes sont(121^2o) des multiples par un même nombre de f)'^ et de f\ c'est-à-dire que, si le multiplicateur commun est 12, par exemple, ils sont égaux, l'un à (.?Xi2), et l'autre à (7^x12); et par suite, le produit du premier par le carré du second est égal à (5-^X12X7^X12^), ou à 5^x 7*'Xi2^ Ce produit est donc un cube parfait.
2° La condition est suffisante : car, supposons qu'elle soit remplie, et considérons une fraction -~^, telle que le produit 06x189^=2000376= 126^ En divisant ces deux produits égaux par I89^ on a :
la fraction ^-^-^ est donc un cube.
334. Extraction de la racine cubique d'un nombre décimal. On peut toujours convertir un nombre décimal en fraction ordinaire; et le dénominateur, qui contient autant de zéros qu'il y avait de chiffres décimaux, est ou n'est pas un cube parfait, selon que le nombre des zéros est ou n'est pas multiple de 3. Il est d'ailleurs toujours facile d'amener ce nombre à être multiple de 3, quand il ne l'est pas; il suffit d'écrire un ou deux zéros à la droite du nombre décimal. On peut donc toujours appliquer la règle (332) aux nombres décimaux.
Exemple : extraire la racine cubique de 6,3542. On a :
Or, la racine cubique approchée de 63542oo est i85: donc la racine approchée de 6,3542 est i,85 par défaut, et 1,86 par excès, à moins de o,ot près.
333. Remarque. Les règles que nous avons données pour l'extraction de la racine cubique d'un nombre entier ou fractionnaire fournissent cette racine, lorsqu'elle est elle-même un nombre entier ou fractionnaire. Lorsque cela n'a pas lieu, elles fournissent des nombres dont les cubes comprennent le nombre donné, nombres que l'on convient de regarder comme des valeurs approchées de la racine. Il importe, dès lors, pour justi-
fier ces conventions, de définir nettement ce qu'on doit appeler racine cubique d'un nombre, quand il n'existe pas de nombre commensurable qui ait ce nombre pour cube. 11 est en outre nécessaire de montrer, qu'on peut trouver des nombres commensurables aussi approchés qu'on le veut d'une racine ainsi définie, et de donner des règles pour les obtenir, r/est là l'objet du paragraphe suivant.
§ IV. EXTRACTION DE LA RACINE CUBIQUE d'uN NOMBRE AVEC UNE APPROXIMATION DONNÉE d'AVANCE.
336. Principe. On peut toujours trouver deux nombres commensurables aussi peu différents Vun deVautre que Von voudra, dont les cubes comprennent un nombre donné{non cube).
La démonstration est identique à celle du n» 303.
337. Définitions. Les développements donnés au n» 304, pour définir la racine carrée d'un nombre qui n'est pas carré parfait, s'appliquent, sans modification, à la définition de la racine cubique d'un nombre qui n'est pas un cube. On peut toujours concevoir et calculer deux séries de nombres commensurables, les uns croissants et dont les cubes sont inférieurs au nombre donné, les autres décroissants et dont les cubes sont supérieurs au nombre; ces deux séries convergent vers une limite commune , que l'on convient d'appeler la racine cubique
V" — du nombre, et que l'on désigne parle symbole vn.
Il résulte de là, que la racine cubique du nombre est comprise entre deux termes de même rang pris dans les deux séries. 11 est donc naturel de dire que ces deux termes sont des valeurs approchées de la racine, Fune par défaut, l'autre par excès; et que V erreur est moindre que leur différence, qui peut d'ailleurs devenir aussi petite qu'on le voudra.
On remarquera, en outre, que chacun des termes de la série croissante est le plus grand nombre d'imités d'une certaine grandeur dont le cube soit contenu dans le nombre donné, si les dénominateurs des termes correspondants des deux séries sont les mêmes. Et ces considérations nous conduisent à la définition générale des racines cubiques par approximation.
La racine cubique d'un nombre , à une approximation donnée d'avance, par exemple à ^^ près, est le plus grand multiple de /« dont le cube soit contenu dans le nombre donné. Ce mulliplc est évidemment unique : il est moindre que la racine incommensurable. Le multiple suivant est supérieur à cette racine. Le premier est nommé la racine approchée par défaut, et le second la racine approchée par excès.
Extraire la racine cubique d'un nombre quelconque
N, avec une approximation donnée. Soit -^ ra[)proxima-
tion donnée: il s'agit; d'après la définition (337), de trouver le
plus grand nombre de douzièmes^ dont le cube soit contenu
co dansN. Si donc ondésigne par — ce nombre inconnu, il s'agit
de satisfaire à la double égalité
x^ ., (x-h-'iY
Mais on n'altère pas le sens de ces inégalités, en multipliant les trois termes par 12^; il suffit donc de satisfaire à la double
inégalité
^2<Nxi2^<(^-!-i)^
Or ceci exprime que le produit (Nx 12^) est compris entre le cube du nombre entier x et le cube du nombre entier suivant {x-\-i). Par conséquent, x est la racine cubique du plus grand cube entier compris dans le produit (Nxi2^)-
Ce raisonnement, évidemment généra!, conduit à la règle suivante : Pour extraire la racine cubique d'un nombre (juelconque, avec une approximation donnée sous la forme d'une fraction dont le numérateur est l'unité^ on multiplie le nombre par k cube du dénominateur de la fraction qui exprime l'approximation ,• on extrait la racine du plus grand cube entier contenu dans le produit, et Von donne à cette racine le dénominateur de l approximation.
On ramène ainsi l'extraction de la racine cubique d'un nombre, à une approximation donnée, à Textraction de la racine cubique d'un autre nombre, à une unité près.
339. Applications. Cette règle générale s'applique à tous les
nombres; et comme les détails de l'application sont analogues à ceux qui concernent la racine carrée (306), nous nous contenterons d'indiquer les résultats.
1" Cas où le nombre donné est entier. Exemple: \'ô, à J
près. On a :
Or, la racine, ai)prochée par défaut, de 1710 est 11; donc la racine cubique de 5 est V ou i * par défaut, \^ou i f par excès, à moins de 5 près.
2*^ Cas où lenomhreest une fraction ordinaire. Exemple : yf à Yï pi'tis. On a :
5 „ jXirî^ 5xî 7-^.8 8()4o .,,2
-Xia-'^ = — = — =^:z:zl234 —
Or la racine, approchée par défaut, de 1234 est 10: donc la racine cubique de f est fj par défaut; J^ P^^' excès, à moins de Y2 près.
3" Cas où le nombre est décimal. Exemple: y (^^^yyj ix J près.
On a :
6, 37x8'^ rzr6,37XL)i2r:i326i, 44.
Or la racine, approchée par défaut, de 3261 est 14 ; donc la racine cubique de 6,37 est Y en i J par défaut, ^^ 0^» i i par excès, à moins de J près.
4° Cas où le nombre est incommensurable. Exemple: y y/s, à j près. On calcule d'abord le plus grand entier contenu dans V2 X 4% en remarquant que
(Vi X 4^)' = 2 X 4^ = 2 X 4096 =8192,
et que, par suite, le plus grand entier cherché est la racine carrée du plus grand carré entier contenu dans 8192, c'est-àdire 90. D'ailleurs, la racine cubique, approchée par défaut, de
90, est 4- donc la racine cubique de y 2 estj ou i par défaut, et J ou I ^ par excès, à moins de { près. 340. Cas ou i/appiioximation est donnée par une fraction
ORDINAIRE DONT LE NUMÉRATEUR n'eST PAS l'uNITÉ. Soit | l'ap-
proximation donnée.
La racine cherchée est le plus grand multiple de | dont le cube est contenu dans le nombre. En raisonnant comme au n» 308, on arrive aisément à la règle suivante : 3Iultipliez le nombre donné par le cube de V approximation renversée ; extrayez la racine cubique du plus grand cube entier contenu dans le produit, et multipliez cette racine par la fraction qui exprime V approximation.
Exemple: V^"^' ^ 7: près. On a: r.2 /oV II 125 1875
Or la racine, approchée par défaut, de 57 est 3 : donc la racine cubique de 3 1 est 3x|, ou i| par défaut, et 4X5 ou i | par excès, à moins de | près.
Autre exemple : J^ioooo, à moins de 3 unités. On a:
I loooo o 10
looooXô^, = =070 — .
Or la racine^, approchée par défaut, de 370, est 7 ; donc la racine cubique de loooo est 7X3 ou 21 par défaut, et 8x3 ou 24 par excès, à moins de 3 unités près.
341. Cas ou l'approximation est donnée en décimales. Les raisonnements étant ceux du n^SOO, relatifs aux racines carrées, nous nous contenterons d'énoncer les règles pratiques.
lo Le nombre est entier : on écrit, à la droite du nombre entier, trois fois autant de zéros que Von veut avoir de chiffres décimaux a la racine ; on extrait la racine du nombre ainsi obtenu, à moins d'une unité, et Von sépare, sur la droite de la racine trouvée, le nombre de chiffres qu'indique Vapproximation.
Exemple : J/i5 à 0,01 près. On extrait la racine cubique de i5oooooo, qui est 246. La racine cubique de i5 est donc 2,46 par défaut, et 2,47 par excès, à moins de 0,01 près.
2° Le nombre est fractionnaire. Quel qu'il soit, on le réduit
en fraction décimale , et Von y conserve trois fois autant de chiffres décimaux que l'on veut en avoir à la racine : puis, en faisant abstraction de la virgule, on extrait la racine du résultat, à moins d'une unité prés ; et Von sépare, sur la droite de celte racine, le nombre de chiffres décimaux qu'exprime V approximation.
Exemple : ^ / :? à o_,ot près. On a :
Or la racine de 428571, par défaut^ est 71") : donc la racine de Y est 0,70 par défaut, ou 0^76 par excès, à moins de 0,01 près.
30 Le nombre est incommensurable. On cherche d'abord une valeur approchée du nombre en décimales, en calculant trois fois autant de chiffres décimaux que la racine doit en avoir ; et Von applique la règle précédente.
Exemple : \ ^ 5 k 0,01 près.
On évalue d'abord y 5 à 0,000001 près. On trouve 1,709975. Puis on extrait, à moins d'une unité, la racine cubique de
i709975qui est 119. La racine cubique de V 5 est 1,19 par défaut, et 1,20 par excès, à moins de 0,01 près.
EXERCICES
I. Extraire les racines cubiques des nombres suivants, écrits dans le système décimal : 1° 107828; 2° 48372486; 3° 156428235448.
(R. :lo47; 2» 364; 3° 5388.)
II. Extraire^ à moins de 0,01 près, les racines cubiques des nombres suivants, écrits dans le système décimal: lo 48 ; 2° 157,89; 3° 9,5927848596.
III. Extraire, à moins de ^^ près, les racines cubiques des nombres suivants, écrits dans le système décimal : 1° 18 ; 2o 8| ; 3" 41,28,
(R. : 1» il ou .,'„ ; 2« .|-J. ou =,V ! 3» || ou 3A.)
IV. Extraire, à moins d'une unité près, les racines cubiques des nombres suivants, écrits dans le système dont h base esi sepl : 1" 56325; 2» 3-2oii'hA)j ; 3o 4ui36i4ii53i.
V. Extraire, à moins de 0,01 près, les racines cubiques des nombres suivants, écrits dans le système dont la base est douze : 1° p; 2° 4a3 ; 3" pp^i^.
(R. : io 2,28 ; 2° 8,a4; 3o 23,56.)
VI. Extraire, à moins de ^ près, les racines cubiques des nombres suivants, écrits dans le système dont la base est six : 1° 33; 20 4|; 30 .2.
(K. : |o 2^2 ou 2j; 2^ Al ou i|; 3" J.)
VU. A rinspeclion du chiirre qui termine un nombie écrit dans le système dont la base est l'un des nombres 4, 5, 6, 7, 8, 9, reconnaître si ce nombre ne peut pas être un cube parfait.
(On raisonnera comme au n» 297.)
VIII. Trouver l'arête d'un cube dont le volume est 10 toises cubes, 20 pieds cubes. (R. : 2t o^ iip 7I.)
IX. La différence entre les cubes de deux nombres entiers consécutifs fsl 1261. Quels sont ces deux nombres? (R.: 20 et 21.)
X. Un enfant s'amuse à empiler des dés à jouer égaux les uns sur les autres, de manière à former un cube parfait. Lorsqu'il en met un certain nombre sur chaque arête, il lui reste 5 dés sans emploi ; mais, pour en mettre un de plus par arête, il lui en manque 32. Combien avait-il de dés? (R. :32.)
XL La diflérence entre un nombre entier et son cube est le produit du nombre entier par le nombre qui le précède et celui qui le suit immédiatement. (On cherchera à décomposer la différence en facteurs.)
XII. Trouver un nombre entier tel, que son cube le surpasse de 7980. (R. ; 20.)
XIII. Trouver un nombre entier tel, que la différence entre son cube et son carré soit égale à 1684. (R. : 12.)
XIV. Le cube d'un nombre entier quelconque appartient à l'une des trois formes y/j, q/^-I- i, 9'"^^— i» ^^ étant un nombre entier quelconque.
XV. On vérifie facilement que la somme des cubes des nombres entiers est égale au carré de leur somme. (Ex.: i^ 4- a^= [i + 2]'^, i^H- 2^+3^= [[ _1_2_1_ 3]2^ etc.) En admettant cette loi comme vraie pour la somme d'un certain nombre de cubes, on propose de la démontrer géuéralemeul, lorsque la somme contient un cube de plus.
XVI. Calculer les distances des diverses planètes au soleil, en prenant pour unité la dislance de la terre, sachant que les durées des révolutions sidérales autour du soleil sont: pour Mercure, 87^,969 ; pour Vénus,
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224i,7oi; pour la Terre, 365j, 2563744 ; pour Mars, 686j, 980 ; pour Jupiter, 433ii,585 ; pour Saturne, loySQj/juo ; pourUranus, 3o686i,8ii ; et pour Nepiuno, G^iy.Gi-:».. On admellra la loi de Kepler, d'après laquelle les carrés des révolutions sidérales sont entre eux comme les cubes des distances au soleil.
(R. : Mercure, 0,3871; Vénus, o,7'i33 ; Mars, 1,5237 ; Jupiter, 5,2028; Saturne, 9,5389 ; Ur;inus, 19, i8u() ; Neptune, 3o, 0370.
CHAPITRE IIL DES PUISSANCES ET RACINES D'INDICE QUELCONQUE
342. Formation des puissances. On forme la quatrième puissance d'un nombre en multipliant le cube par le nombre; on forme la cinquième en multipliant la quatrième par le nombre; et ainsi de suite.
On peut encore former la quatrième puissance, en multipliant le carré du nombre par lui-même ; car 12^ X 12^= 12'». On peut former la cinquième, en multipliant le cube par le carré : car 12^ X 12^= I2^ Et, en général,, on peut former une puissance d'un certain degré, en multipliant entre elles des puissances de degrés inférieurs, à la condition que la somme des degrés des facteurs soit égale au degré de la puissance cherchée.
Les puissances d'une fraction irréductible sont des fractions irréductibles ; car les deux termes de la fraction étant premiers entre eux, il en est de même (121, 2") de leurs puissances.
345. Principe. Lorsqu'on élève à une certaine puissance la somme de deux nombres, le premier terme de la puissance est la puissance {de même degré) du premier nombre; le second terme est égal au produit de la puissance du premier nombre d'un degré inférieur d'une unité par le second nombre et par l'exposant de la puissance.
Désignons les deux nombres considérés par a et &, leur somme par {a-hb) ; on sait que (a+&)^ = a^-{-'iab-^b^
et que (a + 6)^ = a^+3a^6+ 3 «6^+6^
Multiplions {a+ bf par {a + ^), et n'écrivons que les termes qui nous intéressentj nous aurons :
Multiplions de même ce résultat par (a+ 6) ; nous aurons ;
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La loi de formation est évidente, et démontre le principe.
344. Corollaire. Lorsqu'un nombre est décomposé en dizaines et unités , le premier terme do la puissance ni>»e du nombre est la puissance mm" des dizaines f et le second terme est égal à m fois la puissance (m — i)i>i" des dizaines multipliée par les unités. En désignant les dizaines par d, et les unités par u , d étant pris avec sa valeur relative, on a
((i+ î/)'" = d''' -i- md'^-hi -{-.,..
De plus, d"' est un nombre entier d'unilés du m^^ ordre, que Ton obtient en élevant à la puissance m"*" le nombre des dizaines ; et md'^~' u est un nombre entier d'unités du (m — i)""' ordre.
345. Règle pour l'extraction de la racine cinquième d'un nombre entier. Le lecteur a pu remarquer, dans les théories des racines carrées et cubiques, des analogies assez grandes, pour comprendre que ces théories ne sont que des cas particuliers d'une théorie générale, applicable à l'extraction d'une racine d'indice quelconque. Nous ne voulons pas développer celte théorie générale dans tous ses détails : il nous suffira d'en exposer le cas le plus important, celui où le nombre est entier et où la racine a deux chiffres. Il sera facile ensuite de s'élever au cas générai.
Nous supposerons qu'il s'agit d'extraire, a moins d'une unité, une racine cinquième; et nous raisonnerons sur le nombre 73648291.
Ce nombre étant compris entre 10^ et lo'o ^q^^ ]çg racines sont 10 et 100, sa racine, exacte ou approchée, renferme deux chiffres, un chiffre de dizaines et un chiffre d'unités ; et, par conséquent, le nombre donné contient la puissance cinquième des dizaines de la racine, plus 5 fois la quatrième puissance de ces dizaines multipliée par les unités, plus, etc. Or, la cinquième puissance des dizaines est un nombre entier de centaines de mille, qui doit se trouver contenu dans les 736 centaines de mille du nombre. On est donc amené à séparer les 5 chiffres 48291 sur la droite ; el l'on prouve, comme au n" 288, que si Von extrait la racine de laplus grande puissance cinquième contenue dans y3Cy, considéré comme représentant des unités simples, le chiffre 3 que l'on obtient est, sans essai, le chiffre des dizaines de la racine. D'où la première partie de la règle.
Gomme 3^= 243, si l'on retranche 243 centaines de mille du nombre, le
reste 49348-^-91 ne contienl que les autres parties de la cinquième puissance de la ,racine et un reste possible. Or, 5 fois le produit de la quatrième puissance desdiz;iiiH's pnr les unités forme un nombre de dizaines de mille, qui doit se trouver exclusivement renfermé dans les 49^4 dizaines de mille du reste. On est donc amené à séparer les quatre chiffres 8291 sur la droite. D'un autre côté, 5 fois la quatrième puissance de 3 dizaines vaut 4o5 dizaines de mille : c'ebt l'un des facteurs du produit. Si donc 4934 dizaines de mille ne contenaient pas autre chose que ce produit, on les diviserait par 4o5 dizaines de mille, ou, ce qui revient au même, ou diviserait 4934 par 4o5; et Ton obtiendrait l'autre facteur, c'est-à-dire le chiffre des unités. Mais il peut arriver que, outre ce produit , 4934 dizaines de mille contiennent des dizaines do mille provenant des autres parties de la puissance et du reste; de sorte que le quotient de la division peut être plus fort que le chiffre des unités, et on doit l'essayer. Cet essai se fait, d'ailleurs, en plaçant le quotient trouvé à droite du chiffre des dizaines, et en élevant le nombre ainsi formé à la cinquième puissance. Si cette puissance peut se retrancher du nombie donné, le chiffre est bon ; si la soustraction est impossible, le chiffre essayé est trop fort; ou le diminue d'une unité, et on recommence l'essai.
Dans l'exemple proposé. 4934 contient 9 fois 4"^ ; mais 9 et 8 sont trop forts, et 7 est bon, car 37^^ = 69343907. La racine cinquième est donc 37, et le reste est 43o4334.
346. Règle générale pour l'extraction de la racine mmc d'un nombre ENTIER. Il n'est pas difficile de conclure des raisonnements qui précèdent, et des analogies évidentes avec les racines catrée et cubique, la règle générale.
Pour extraire la racine m'"* d'un nombre entier, on partage le nombre en tranches de m chiffres, en allant de droite à gauche. On extrait la racine m^^ de la première tranche à gauche ; ce qui donne le premier chiffre de la racine. On soustrait de celte tranche la m""^ puissance du chiffre trouvé; à côté du reste, on abaisse un chiffre de la seconde tranche, et Von divise le nombre ainsi obtenu par m fois la (m — i)"'^ puissance du chiffre trouvé; ce qui donne le deuxième chiffre de la racine ou un chiffre trop fort. Four Vessayer, on le place à côté du premier chiffre, on fait la puissance m™*^ du nombre ainsi formé ; et cette puissance doit pouvoir se retrancher des deux premières tranches {à gauche) du nombre donné. Lorsqu'on a vérifié le se- Qond chiffre et obtenu le reste, on abaisse, à droite de ce reste, le pt^emier chiffre de la troisième tranche, et fou divise le nombre ainsi formé par m /bis /a (m— i)"^' puissance delaracine déjà trouvée; ce qui donne le troisième chiffre de la racine ou un chiffre trop fort. On fess:ùc en le plaçant à droite
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dtm deux premiers, et en éleOiVU fcîiscniblc à Id m''"'- puissunce ; le rcsidial doil pouvoir se retrancher dcslruis premières tranches. On continue ainsi, jusqua c: qu'on ait ('puise iontrs les tranches.
3t7. Cr. qu'on doit entf.ndp.e par racine m'"'' d'un NOMDnr;. Ondrmonlrr, comme aux no» 283 el3i5, que, lorsqu'un nombre entier n'est pas une puissance )7i'"'' d'un autre nombre entier, il n'existe pas de nombre fractionnaire dont la puissance m'"*" soit éçjalc au nombre donné. On démontre encore, comme aux nos 298 et 33i, qu'/7 m esl de môme, lorsque le nombre est une fraction irréductible dont les deux termes ne sont pas à la fois des pwssances m"""* parfaites dénombres entiers.
On démontre enfin, comme aux n°"- 3o3 et 335, qu'on peut toujours trouver deux nombres commeusurables, aussi peu. différents l'un de l'autre que l'on veutj, dont les puissances în"""^ comprennent un nombre donné N.
Onpeut donc concevoir deux séries dénombres commcnsuraLles, les uns croissants et dont les puissances m" soient inférieures à N, les autres décroissants et dont les puissances m'* soient supérieures à N. Ces deux séries illimitées convergent vers une limite commune ; et c'est celle limite commune, parfaitement déterminée (mais que Ton ne saurait écrire en nombres), que l'on con\lent d'appeler racine ni'"*' de N, el de désigner par
le symbole ^ N.
La racine étant comprise, d'après celte définition, entre deux termes correspondants des deux séries, ces deux termes sont des valeurs approchées delà racine, l'une par défaut, l'autre par excès ; el l'erreur commise est moindre que leur différend'^ qui peut d'ailleurs devenir aussi petite quon le voudra.
Ces considérations conduisent à la définition générale des iacinesm^"'^par approximation. La racine ni'"'' d'un nombre N, à une approximation
donnée -» est le plus grand nombre de n'""^ dont la puissance m™" soit contenue dans N, Ce plus grand muliiple est unique, il est iiiférieur à y' N ; le muliiple suivant esl supérieur à celte racine. On dit, en conséquence que le premier est la racine approchée par défaut, et le second lu racine approchée par excès.
3i8. Extraction de la racine m'"- d'un nombre N, avec une approximation DONNÉE -. Oa démontre, comme aux n»» 3o4 et 338, que, pour ex n
traire la racine mmc d'un nombre N, avec une approximation -, // faut
multipliera par n'», exlraire la racine mm^ du produit, à une unité près, tt
donner à celte racine pour dénominateur le dénominateur n;et l'on ra-
mène ainsi rextraclion de yj N, à une approximation -i à l'extraction de
N X «'", à une unilé près.
Cette règle générale s'applique d'ailleurs arsément, et nous n'en donne-
rons qu'un exemple. Extraire la racine cinquième de 3, à 0,01 près.
ommmç>,
CALCUL
On multiplie d'abord f par loo^, et l'on prend l'entier contenu dans le produit: ce qui revient à réduir f en décimales avec 10 chiffres décimaux, et àsupprimer la virgule ;on a ainsi 6666666666. On extrait la racine de ce nombre, à une unité près; on trouve 92. La racine cherchée est donc 0,92 par défaut, 0,93 par excès, à 0,01 près.
349. Racines dont l'indice est un produit de facteurs. La méthode générale pour l'extraction des racines est extrêmement laborieuse ; il n'est donc pas sans utilité de montrer comment on peut la simplifier dans certains cas. Or, toutes les fois que l'indice de la racine à extraire n'est pas un nombre premier, on peut ramener l'opération à plusieurs autres plus simples. On a vu, en effet (277), que, "pour extraire d\in nombre N (//verses racines successives, il suffit d'extraire de N une racine unique dont Vindice est le produit des indices primitifs. Et ce principe est applicable au cas où les racines successives sont incommensurables (347).
Il résulte de là que :
La racine 4'"^ d'un nombre est la racine carrée de sa racine carrée; car 4 = 2X2-
La racine 6"^" d\in nombre est la racine carrée de sa racine cubique, ou la racine cubique de sa racine carrée : car 6=: 2X3 = 3X2.
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La racine 8"»'' d'un nombre est la racine carrée de sa racine 4"^'^, ou la racine 4'"^ de sa racine carrée : elfe est, par suite, la racine carrée de la racine carrée de la racine carréedu nomlre; car8=9.X4==4X2 = 2X2X2.
La racine i^me d'un nombre est la racine carrée de sa racine G'»e, ou la racine G^e de sa racine carrée, ou, plus généralement, le nombre obtenu en extrayant successivement, et dans im ordre quelconque^ deux racines carrées et une racine cubique : car 12 = 2X(^—()X2 = 2X2X3.
Toutes les fois queTindice de la racine ne coniiendra pas d'autres fac» leurs premiers que 2 et 3, la racine s'obtiendra par des extractions successives de racines carrées et de racines cubiques.
Examinons maintenant comment on obtiendra l'approximation que l'on désire.
350. Règle. Pour obtenir^ à moins d^une unité par défaut, une racine entière d'un nombre^ il suffd d"* extraire, à moins d'une unité par défaut, les racines entières successives dont dépend la racine cherchée.
Pour le prouver, prenons un exemple, V/ ^ • on a :
Désignons par a la racine carrée du plus grand carré entier contenu dans N, par b la racine carrée du plus grand carré entier contenu dans a, par cla racine cubique du plus grand cube entier contenu dans b. Il faut montrer que c est la racine douzième de la plus grande puissance douzième contenue dans N.
Or, les opérations successives donnent lieu aux inégalités suivantes :
[i] I ¥^a et I a < (6+if [-]
Les inégalités [1] fournissent les suivantes (en élevant la seconde au carré et la troisième à la quatrième puissance) :
et par suite N:^c'^;
ainsi c'^ est contenu dans N.
D'un autre côté^ en vertu des inégalités [i], b est plus petit que (c^-I)^ au moins d'une unité, puisque ces nombres sont entiers ; donc 6-1- 1 est au plus égal à (c + I f ; et l'on a :
(6+iX(c+i)% d'où (6+î)2<^(c+i)6.
Or, ona a<(64~i)% et par suite a<(c+i)'^.
2iO LIVRE V. — CHAPITRE III.
Lis différence cuire a d (c + i)" ne pouvant èlre inférieure à i, il en ré. u lie que Ton a
(a+ iX (c4- if , d'où (an- i)^ < (c + 1)'«.
Or, on a N<(a4-i)-; donc N < (c+ i)*-.
Ainsi (c4- i)'^ n'est pas contenu dans N. On peut donc écrire la double
inégalité c'-'< N < (c+ i)^';
donc c est la racine entière de N, à moins d'une unité par défaut. C.Q.F.D. 351 . Application : Extraire la racine /|2"i* de 68 234 582 367 235, à moins d\me unité.
TABLAU DU CALCUL.
5oo86i88
5oo86i88. . 12 2583 367749 3 (008986549
On extrait d'abord la racine cubique du nombre donné, qui est 4o863 par défaut; puis on extrait la racine carrée de 4o863, qui est 202 par défaut; on extrait enfin la racine carrée de 202, qui est 14 par défaut. La racine 4 2"i* cherchée est donc 14 par défaut, i5 par excès, à moins d'une unité près.
On aurait pu commencer par l'extraciion des deux racines carrées, et finir par l'extraction de la racine cubique; ou bien extraire successivement une racine carrée, une racine cubique et une racine carrée.
352. Cas ou l'approximation donîsée est -. On ramène aisément ce
cas au précédent, à l'aide du principe du n" 348 : il sufpt de muUiplicr le nombre donné par nm, et de chercher le p/(/s grand entier contenu dans le produit : c'est à cet entier qu'on applique la règle du n" 350.
Exemples : i" Extraire y 3^-- à moins de 0,1 près. On réduit d'abord 3^ en décimales, et l'on trouve:
— = o,iJ5i3:jiJjiJo. . .
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On nuiliiplie le résultai par lo*', et l'on ne garde que la partie entière r35[35i35i35. On extrait ensuite la racine cubique qui est 5i3i, puis la racine carrée qui est 71, puis la seconde racine carrée qui est 8. La racine 12"^'" de y- est 0,8 par défaut, et 0,9 par excès, à moins de 0,1 près.
''/ zz:
2" Extraire, à 0,1 près, y 632,5+/4^^î' 0"^ ^^it d'abord évaluer le nombre incommensurable donné 63'2,5-i- v 4534 avec 12 chiffres décimaux; il suffit pour cela d'évaluer / 4^34 avec celte approximation : on trouve (Jj, 334983478129. . . Ou ajoute à ce nombre 632^5 ; et le nombre incommensurable donné est 699,834983478129. .. On extrait alors la racine cubique, à moins d'une unité, de 699834983478129, qui est 88783 par défaut ; puis on prend, à moins d'une uniié, la racine carrée de 88783, qui est 297 par défaut ; on prend enfin, à moins iPune unité, la racine carrée de 297, qui est 17 par défaut. La racine cherchée est donc 1,7 par défaut, r,8 par excès, à moins de o,t près.
3° Évaluer, k moins de 0,01 près, y o,3 + y'(),oo5+ y/o, 000002» Pour obtenir la racine cubique demandée, avec deux chiffres décimaux exacts, il
suffit de connaître la valeur approchée du nombre 0,3 + y'ojOoS -h y 0,000002 avec six chiffres décimaux; car on connaîtra alors la partie entière du produit de ce nombre par 10^. Pour arriver à ce dernier résultat, il suffit de connaître la valeur approchée du nombre o,ooj -f- y/0,000002 avec 12 chiffres décimaux, et, par conséquent, de calculer y 0,000002 avec 12 chiffres décimaux. Si l'on calciile d'abord ce dernier nombre, et qu'on lui ajoute Ojooj ; puis qu'on exlraye la racine carrée du résultat avec 6 chiffres décimaux, et qu'on lui ajoute o,3; puis enfin qu'on exlraye la racine cubique de la somme avec 2 chiffres décimaux ; on trouve pour la racine demandée 0,72.
Ces méthodes sont très-laborieuses : on peut abréger considérablement ces longs c:dculs, comme on le verra, lorsque nous traiterons des npproximations en général (voir la note h la fin du volume).
353. Produits de r.\cines. 1° Lorsque les rac/ne.s de deux nombres oui le même indice, il suffit, pour en faire le produit, de multiplier les deux nombres Cun par VaiitrCy et d'extraire du produit une racine de mCme indice.
Ainsi
m/ "7" m/rr >r> j— —
y/AXvB= V^AXB.
Ces deux quantités sont égales, en effet, puisque la puissance m'^^ de chacune d'elles est égale à AxB (277).
Exemples :
1» ^48x/75= 4^X75 = /36oo = 60.
2° Lorsque les racines de deux nombres ont des indices différents, on les ramène au même indice, en élevant chacun des deux nombres à une puissance marquée par V indice delà racine de Vautre nombre, et en prenant pour indice commun le produit des indices ; puis on fait leur produit, d'après la règle précédente*
Ainsi les racines L^^. et V^ sont équivalentes respectivement à ''J/a'/
et à ^^V, et Ton a :
v^ÂxyB=^yÂ^^^.
Ces deux expressions sont égales, en effet ; car^ en élevant la seconde à la puissance pf/*"', on obtient A"? X B^ : et, en élevant la première à la même puissance, on a (277) le même résultat :
Exemples :
I0 V^i5x/i2 = Vi5^ X 1/12^= v/i5^X 12'^ = v/486000 = 8,8... 2f V72 X /3oo = J/yji^xSoo^ = /373248X90000 = 56,8
3» Lorsque le nombre des racines est supérieur à -i, on réduit ces racines au même indice, en élevant chacun des nombres à une puissance marquée par le produit des indices des autres racines, et en prenant pour indice commun le produit des indices primitifs ; puis on fait leur produit, d'après la règle précédente.
Ainsi y À X y B X V'g = ''^y A'ï'- X Bp'- X C^'^.
Ces deux expressions sont égales, en effet; car la puissance pgr'"" de la seconde est Aï" X Bj"' X Gp? ; et il en est de même de la puissance j)gr'"' de la première ; on a :
Cyi X 'i/B X ;'C )•"" = a/À)"" X (VBr'X (Vc)"'^ = Aï' X B." X O', Exempte: y/ â"x ^3 x v^ 5 = V 2'-x3' X 5«.
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Ces calculs d'ailleurs sont susceptibles des mêmes simpliBcations que la réduction des fractions au même dônominateur. Ainsi
v/5X^ir X pi3 = \»5^'Xii^°Xi3^
EXERCICES
I. Extraire, à moins d'une unité, les racines cinquièmes des nombres suivants: 1» 7384292; 20459886274765; 30563284905286735479.
(R. : lo 23; 2o 214; 3o 8915.)
II. Extraire, à moins de 0,01 près^ les racines septièmes des nombres
suivants: io c^; 2» — * 3» 4-,
(R. : lo 1,36; 2° 0,88; 30 1,73.)
III. Extraire, à moins de -, les racines huitièmes des nombres suivants :
4° 45; 2o 2-; 30 0,428. f?x.: V IvX ^; 2o | et 5; 30 4 et |A 4 V o b j o j j J
IV. Évaluer, à moins de 0,01 près: 'lo y 7 — ^^3 ; 2o y 12 + ^/5;
V. Évaluer, à moins de 0,001 près: V4 + y/5+v^. (R. : 1,876.)
VI. Évaluer, à moins de 0,01 près: y 23 + Y/1925 — ^120000. (R.:2,47.)
VII. Le côté du dodécagone régulier, inscrit dans un cercle dont le rayon
est 7™:36, est égal à 7"i,36Xv2 — V'-^- Calculer ce côté , à moins de om,ooi près. (R. : 3"*, 809.)
VIII. Calculer, à 0,001 près: ^— = -=. (R
y/ioH-^6
IX. Dans un cercle, dont le côté est pris pour unité de longueur, le côté du pentagone régulier inscrit est égal à -Y 10 — 2y/5. Calculer sa valeur,
à 0,0001 près. (R. : 2,7010.)
X. On inscrit un cube dans une sphère dont le volume est i mètre cube On demande de calculer Tarête de ce cube à o",ooi près, sachant qu'elle a
sIt^--''
pour valeur i/ '_: % est le rapport de la circonférence au diamètre ,
et est égal à 3,i4i59265.... (R. : o^jif).)
XI. Un nombre entier ne peut pas être à la fois un carré et un cube parfait, sans être une sixième puissance parfaite.
I. DES RAPPORTS
354- Définition. On nomme rapport de deux grandeurs de même espèce le nombre qui mesurerait la première, si Ton prenait la seconde pour unité.
355. Évaluation d'un rapport. Lorsque les deux grandeurs sont rapportées à la même unité, et par suite évaluées en nombres, le rapport de la première grandeur à la seconde est le quotient de la division du premier nombre par le second.
Pour le montrer, distinguons trois cas :
1° Les deux grandeurs A et B sont évaluées en nombres entiers. Par exemple, ce sont des longueurs : A vaut 8 mètres, et B en vaut i5. Puisque A vaut 8 fois ce que B vaut i5 fois, on peut dire que A vaut 8 fois le quinzième de B, ou les yb ^^ ^' Si donc on prenait B pour unité, A serait mesuré par /g. Le rapport de A à B est donc ye, ou le quotient de 8 par i5.
2° Les deux grandeurs k etB sont évaluées en nombres fractionnaires. Par exemple, A vaut | de mètre, B vaut ^^ de mètre. Le quotient de la division de l par yï étant (181 on peut dire que
^ d'unité = — d'unité X ??• 9 II 4o
Si donc Funité est le mètre^ celte égalité signifie que
En d'autres termes, A est les H de B. Si donc on prenait B pour unité, A serait mesuré par j|. Le rapport de A à B est donc j|, c'est-à-dire le quotient de la division de | par ^.
3° Les grandeurs A etBsont évaluées en nombres incommensurables. Par exemple, Avant V2 mètres, Bvaut ^3 mètres; le rap-
port de A à B est ^. En effet, les valeurs de \J2, approchées \/3
par défaut;, à moins de 0,1 0,01 0,001, etc., sont 1,4 1,41 i,4i4^ etc. ; et, par suite, les valeurs approchées par excès sont 1,5 1,42 i,4i5, etc. Les valeurs de \/3, approchées par défaut, sont 1,7 1,73 1,782, etc., et les valeurs approchées par excès sont par suite 1,8 1,74 1,733, etc. Considérons les deux séries de quotients suivants :
Chacun des termes de la première série est, d'après nos dé-
finitions, inférieur au quotient -^, puisque le dividende est
plus petit que \J2, et le diviseur plus grand que V3 ; et chacun des termes de la seconde série est supérieur au même quotient
■—, puisque le dividende est plus grand que \2, et le diviseur
plus petit que \J3. D'ailleurs, la difi'érence entre deux termes correspondants des deux séries diminue à mesure qu'on prend des valeurs plus approchées, et peut devenir aussi petite qu'on
le veut. Le quotient -^ est donc la limite commune aux deux séries.
D'un autre côté, la longueur A est supérieure à ira, 4 et inférieure à 1^,3; la longueur B est supérieure à i«»;, 7 et inférieure à i"^,8. Comme ces nombres sont commensurables, on
en conclut que le rapport de A à B est supérieur à -~, et infé-
rieur à -^. On verra de même que le rapport de A à B est
supérieur à tous les termes de la première série, inférieur à tous les termes de la seconde. Il est donc la limite commune
v/2 aux deux séries ; il est donc égal au quotient -^.
356. Rapport de deux nomrres. Puisque le rapport de deux grandeurs de même espèce est toujours exprimé par le quotient des nombres qui les mesurent, il est naturel de nommer rapport d'un nombre à un autre, le quotient de la division du premier par le second.
Le rapport d'une grandeur A à une grandeur B et le rapport
d'un nombre a à un nombre b s'écrivent sous forme de fraction
ir-5 ï-, el s'énoncent A sur B, a sur b: ils s'écrivent encore à
Faide du signe de la division A : B, a : 6, et s'énoncent A divisé
par B, a divisé par b.
Un rapport se compose de deux termes : le premier. A, a, se
nomme ï antécédent , ou le numérateur ou le dividende; le
second, B, 6, le conséquent ou le dénominateur ou le diviseur.
357. Rapport inverse. Le rapport inverse ou réciproque de deux grandeurs est le rapport de la seconde à la première : il est égal au quotient du second nombre divisé par le premier.
Le produit de deux rapports inverses est égal à l'unité. Car^
supposons les deux grandeurs évaluées en nombres : les deux
a b rapports seront j-, — S'ils sont commensurables, on peut les
regarder comme des fractions ordinaires à termes entiers (355),
et le produit est , , ou i. S'ils sont incommensurables, on u ,^^ a
arrive au même résultat, en les considérant comme limites de
leurs valeurs commensurables de plus en plus approchées.
358. Remarque. Il n'est pas nécessaire, pour raisonner sur le rapport de deux grandeurs de même espèce, de Tévaluer préalablement en nombre. Mais lorsqu'on soumettra ce rapport à des calculs, il sera toujours entendu que chacune des grandeurs est, dans le rapport, remplacée par le nombre qui la mesure. L'unité, d'ailleurs, restera arbitraire : elle sera seulement la même pour les deux grandeurs.
359. Principe i. On n'altère pas la valeur d'un rapport, en multipliant ses deux termes par un même nombre.
Si le rapport était toujours une fraction à termes entiers, comme les fractions ordinaires, et si le multiplicateur était toujours entier lui-même, le théorème serait démontré (159). Mais les termes du rapport et le multiplicateur pouvant être fractionnaires ou incommensurables, il devient nécessaire de faire une démonstration nouvelle.
Nous désignerons par une lettre, pour abréger l'écriture, chacun des termes du rapport ainsi que le multiplicateur ; et nous allons démontrer que
axm a
* l}Xm~b'
En effet, le rapport ^ est le quotient de la division de a par
b ; désignons-le par q; et nous aurons, par définition,
a=zbXq;
multiplions par m ces deux quantités égales, nous aurons :
aXtn = bxqX m, ou
égalité qui exprime que le quotient de la division de {axm) par
a y<c m> [b X w), ou le rapport r , est égal à q, c'est-à-dire au rapport ^. C.Q.F.D.
360. Remarques. 1 o Diviser un nombre par m, c'est le multi plier par —, quand m est commensurabie (181); il en est donc de
luème (225) quand m est incommensurable. On n'altère donc pas la valeur d'un rapport, en divisant ses deux termes par un même nombre.
2<> On peut former une infinité de rapports égaux entre eux : il suffit de multiplier les deux termes d'un rapport quelconque par un même nombre.
3GI. Corollaire. Ce théorème fondamental conduit aux mômes conséquences que le théorème (159) relatif aux fractions ordinaires. Ainsi :
lo On simplifie un rapport, en divisant ses deux termes par un même nombre.
2° On réduit des rapports au même conséquent, en multiphant les deux termes de chacun par le produit effectué des consé- <|uents de tous les autres.
362. Addition et soustraction des rapports. On peut toujours supposer que les rapports ont le même conséquent. Cela posé, soit à effectuer l'opération
abc
Pour multiplier cette expression par m, il suffit évidemment de multiplier chaque terme par m, cVst-à-dire par son diviseur :
on obtient pour produit a + 6 — c. Par conséquent, 1
est le quotient de la division de a + & — c par m, c'est-à-dire
Règle. On réduit les rapports au même conséquent ; on ajoute alors ou on soustrait les antécédents, et Von donne au résultat le conséquent commun.
Multiplication des rapports. Soient les deux rapports
r> y-; désignons leurs valeurs par q et f/, de telle sorte que
a = bxq, a' = b'Xq'',
et multiplions ces égalités membre à membre ^ nous aurons,
axa' = bxqXb'xq^, ou axa' =ibxb'Xqx:q!.
Cette égalité signifie qiie^ si l'on divise a X a^ par 6 x &^ on a pour quotient q X ({, c'est-à-dire ? X -r^-
Ainsi «x^ = ^.
Règle. Pour multiplier deux rapports entre eux, on divise le produit des antécédents par le produit des conséquents.
364. Division des rapports. Soient les rapports r, -p-, dont on désigne les valeurs par q et q^, de telle sorte que :
a = hxq, a' =^h'X q'.
Divisons ces égalités membre à membre :
a _ bxq m ~ b'Xqi '
Multiplions maintenant les doux membres par le même
b' nombre ^ (359 et 363) :
aXb' __ bxqx¥ a^Xb ~ b' xq' Xb'
ou , en simplifiant le second rapport , et décomposant le premier en ses facteurs (363),
Uègle. Pour diviser un rapport par un autre, on multiplie le premier par Vinverse du second.
365. Principe ii. Lorsqu'on augmente ou quon diminue V antécédent d'un rapport de son conséquent^ le rapport est luimême augmenté ou diminué d'une unité.
Soit le rapport j; il s'agit de prouver que a-hb a a — b a
Or ces égalités sont évidentes, si l'on remarque qu'en vertu de la règle d'addition et de soustraction (362), on a :
et que le rapport j est égala l'unité.
On prouverait de même, que si Von augmente ou si l'on
diminue Vanlécédeni de deux fois, trois fois , le conséquent,
le rapport est augmenté de •>, de 3.... unités,
366. Remarque. Les rapports, dont nous venons d'étudier les propriétés, se nommaient autrefois rapports géométriques; on les distinguait ainsi d'une autre classe de rapports qu'on nommait rapports arithmétiques, et qui mesuraient les différences entre les grandeurs de même espèce. On ne parle plus aujourd'hui de ces sortes de nombres, et les rapports géométriques s'appellent simplement rapports.
II. DES PROPORTIONS
367. DÉFINITIONS. Lorsque deux rapports sont égaux, quelles que soient les grandeurs que l'on considère, on dit qu'ils forment une proportion.
Une proportion existe donc entre quatre grandeurs A, B, CD.
A et B sont de même espèce; C et D sont aussi de même espèce, mais elles peuvent être d'une autre espèce que A et B. Si Ton évalue A et B en nombres a et b, en les rapportant à une même unité quelconque ; et si de même on évalue G et D en nombres c et d, en les rapportant aussi à une même unités
a c les rapports numériques -r' -. seront égaux; et Ton aura la proportion
p^d Il n'est pas toujours nécessaire que les grandeurs soient
remplacées par des nombres, quand on raisonne sur des proportions; mais cela est toujours permis, et cela devient indispensable, quand on en soumet les termes à certains calculs.
Les antécédents de chaque rapport A, C sont les antécédents de la proportion. Les conséquents B, D sont le?: conséquents de la proportion. Le premier antécédent A et le second conséquent D sont les extrêmes de la proportion. Le premier conséquent l> et le second antécédent C sont les moyens de la proportion. La valeur commune aux deux rapports, c'est-àdire le quotient de la division, se nomme quelquefois la raison de la proportion. Le premier terme est A, le seconclB^le troisième G et le quatrième D.
Exemple : — = —
est une proportion dont la raison est ^ ; 8 et i4 sont les antécédents, 12 et 21 les conséquents, 8 et 21 les extrêmes, 12 et 14 les moyens.
On énonce une proportion en disant : A est à B, comme C est àJ)\ 8 est à 12 comme 14 est à 21 . On l'énonce encore : A sur B égale G sur D; 8 sur 12 égale 14 sur 21.
On écrivait autrefois une proportion ainsi :
Mais on a remplacé cet algorithme par Texpression de l'égalité des rapports, qui exprime plus clairement ce que signifie une proportion.
368. Principe fondamental. Pour que quatre nombres di,h,c,â, forment une proportion, il faut et il suffit que le produit des extrêmes soit égal au produit des moxjens.
i° La condition est nécessaire : en effet, si l'on a la proportion
on peut réduire les deux rapports au même conséquent (361), et l'on a :
axd __ r/xb^ bX(l~~ dxb
Or ces deux quotients égaux ont le même diviseur bx d; il
faut donc que les deux dividendes soient égaux, c'est-à-dire
que l'on ait
axd=cxb.
^° La condition est suffisante : car si l'on a quatre nombres
a, b, c, d, tels (jue
on peut diviser ces deux produits égaux par un même nombre bxd; ics quoiienls'sont égaux, et l'on a :
aX d cxb
bxd~~ bxd'^
ou, en simplifiant chaque rapport (361),
Cette propriété fondamentale permet de vérifier aisément si quatre nombres donnés forment ou ne forment pas une proportion. Par exemple, les quatre nombres lo, i5, 16, 24 forment une proporlion; car 10 x 24 = 240, et i5 x 16 = 240. Mais les quatre nombres 8, i3, 20, 32 ne forment pas une proporlion; car 8 x 32 = 236, et i3x 20 = 260.
369. Quatrième proportionnelle a trois nombres. Une quatrième proportionnelle à Irais nombres a, b, c, est le quatrième terme x d'une proportion qui commence par les trois nombres a, b. c (rangés dans Tordre où ils sont donnés). Cette
pro[)ortion s'écrit donc :
Puisque le produit des extrêmes est égal au produit des moyens, on a :
axx^=bx c,
et, par conséquent, x est le quotient de la division de b xc
par a :
25 i LIVRE YI. — CHAPÏTRK î.
_ hxr a
Règle. Pour trouver une quatrième proportionnelle à trois nombres donnés, on divise par le premier le produit des deux autres.
Exemple : la quatrième proportionnelle 37, 12, 3o est
370. Proportion continue; troisième proportionnelle a DEUX nombres. Lorsque^ dans une proportion, les moyens sont égaux, ils prennent le nom commun de moyen terme , et la proportion est dite continue.
Exemples :
sont des proportions continues. Il n'y a plus alors que trois nombres distincts dans la proportion ; et le dernier est appelé troisième proportionnelle aux deux autres.
Soient deux nombres a, h ; une troisième proportionnelle à a et h est un nombre x tel que l'on a
Le produit des moyens est 6' : donc le produit a X ^ des extrêmes est aussi 6^; et, par suite, x est le quotient de la division de 6- par a :
Règle. Pour trouver une troisième proportionnelle à deux nombres donnés, on divise le carré du second par le premier. Exemple : la troisième proportionnelle à i3 et à 8 est
371 . Moyenne proportionnelle entre deux nombres. Une moyenne proportionnelle entre deux nombres r, b, est le moyen terme x d'une proportion continue dont a et b sont les extrêmes. Cette proportion s'écrit donc :
Le produit des cxlrêmes est a x & : donc le produit des moyens x^ est égal haxh; et, par suite^ x est la racine carrée du produit a x?^ :
x=\Jaxb.
Règle. Pour trouver une morjenne proportionnelle entre deux nombres donnés, on extrait la racine carrée de leur produit.
Exemple : la moyenne proportionnelle entre 4 et 9 est x = \/4 X 9 = 6.
Changements de place que l'on peut faire subir aux
QUATRE termes d'uNE PROPORTION, SANS QU'iLS CESSENT DE FORMER
UNE PROPORTION. On pcut Opérer entre les quatre termes d'une proportion tous les changements de place qui n'allèrent pas l'égalilé entre le produit des extrêmes et le produitdes moyens; et Tonne peut leur en imposer aucun autre (368).
Ainsi on peut : {^permuter les moyens entre eux ; 2° permuter les extrêmes entre eux ; S^ mettre les moyens respectivement à la place des extrêmes.
De là résultent huit manières différentes d'écrire quatre nombres qui peuvent former une proportion. Soient, en effet, quatre nombres a, b, c, rf, formant une proportion :
On aura
, en permutant
les
moyens entre eux :
Mettant
ici les moyens à
la place des extrêmes :
Permutant, dans cette dernière proportion, les moyens entre eux:
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Mettant ici les moyens à la place des extrêmes :
ri '^ ^
Permutant de nouveau les moyens :
0 a Mettant encore les moyens à la place des extrêmes :
ri ha
t7l cl = c •
Permutant enfin les moyens :
On obtient bien ainsi huit manières distinctes d'écrire en proportion les quatre nombres a, 6, c, d. Il y a deux de ces dispositions qui commencent par a, deux par b, deux par c, deux par d. Mais il ne saurait en exister d'autres. Car si une proportion commence par a, elle doit finir par d; par suite, les deux moyens^ b et c, ne peuvent fournir entre a et (/ qu(i deux dispositions, savoir : a, b, c, d, ou a, c, 6, d. Par conséquent, chacune des dispositions que l'on obtiendra, en coniîuençanl par un des quatre termes, fournira deux proportions et deux seulement.
Si l'on comptait toutes les manières dont on peut disposer quatre nombres a, b, c, d, l'un à la suite de Tautre, on en trouverait aisément vingt-quatre. Il y a donc, entre les quatre nombres, huit proportions vraies et seize proportions fausses.
373. Autre conséquence. On peut aussi multiplier ou diviser à la fois par un même nombre l'un des extrêmes et l'un des moyens d'une proportion^ sans qu'il cesse d'y avoir proportion. Car on multiplie eu on divise ainsi par un même nombre le produit des extrêmes et le produit des moyens; ce qui n'altère pas leur égalité.
Comparaison des proportions. 1" Si deux proportions
ont un rapport commun, les rapports non communs forment une proportion.
Si Ton a :
on aura :
car deux quantités jj, j-ïï^ égales à une troisième t, sont égales
entre elles.
2*^ Si deux proportions ont les mêmes antécédents, le rapport
des conséquents de ïune est égal au rapport des conséquents de
Vautre.
Si Ton a :
b~~cr ¥~d/' on aura :
car si^ dans les proportions données, on change les moyens de
place, on a :
proportions qui ont un rapport commun (T), et fournissent la proportion demandée.
On verra de même que, si deux proportions ont les mêmes conséquents, le rapport des antécédents de l'une est égal au rapport des antécédents de l'autre.
3° Si deux proportions ont les mêmes moyens, les quatre extrêmes forment une proportion, pourvu que l'on prenne les deux extrêmes de l'une comme extrêmes et les deux extrêmes de Vautre comme moyens.
Si Ton a :
on aura :
- = —, ou — = JT.
Car des deux proportions données on tire (368) : axd = bxc, a'Xd' =.hxc,
d'où
axd — a'x. d',
et par suite (368) :
---=-, ou ~ = %. C.Q.F.D.
On verra de même qae^ si deux proportions ont les mêmes extrêmes, on peut former une proportion avec les quatre moyens, dans les mêmes conditions.
Si Ton a :
b "~" d' h' ~~ d' on aura :
375. Combinaison des proportions. 1° On peut multiplier des proportions terme à terme; les quatre produits forment une proportion.
Si l'on a :
on aura :
a X a' xa" __ c X c' >< c" bxb' x¥' " dx d' X d"'
a a^ a" Caries facteurs p jr, yu , dont le produit constitue le pre-
c d c" mier rapport, sont respectivement égaux aux facteurs y j^j ^,^
dont le produit constitue le second rapport.
4° On peut diviser deux proportions terme à terme -, les quatre quotients forment une proportion.
Si l'on a :
on aura :
bTb' '"d'-lF'
car
a\a' a , b axh' a h' a ^a/_
bTW "" 7i' ' b^ "" a^><b "'b^â/'^b'b^'' et de même
JTd'~'"d'd''
Cl c Oy, dans ces deux divisions, les dividendes r-' -. sont égaux,
a' c' ainsi que les diviseurs 77» -./ : les quotients, c'est-à-dire les
rapports^ sont donc égaux.
30 Si l'on élève à une même puissance les quatre termes d'une proportion, les quatre puissances forment une proportion.
Si Ton a :
b~d' on aura :
car élever les quatre termes au cube^ c'est multiplier, membre à membre (1°), trois proportions identiques.
¥ Si Von extrait des quatre termes d^une proportion des racines de même indice, les quatre racines forment une proportion.
Si l'on a :
^ b d' on aura :
Va \/c
P ~" Vd
Ces rapports, en effet, sont égaux, même quand ils seraient
a c incommensurables , puisque leurs cubes ^ et - sont
égaux (3o).
Composition des proportions. Dans toute proportion
Il a c ,
\o La somwe dos deux premiers termes est au second, comme la somme des deux derniers est au quatrième, c'est-à-dire :
[Il
car cliacim des rapports égaux ^i j, a été ainsi augmenté
d'une unité (365).
2° La somme des deux premiers termes est au premier ^ comme la somme des deux derniers est au troisième, c'est-à-dire :
car on obtient la proportion [2] en divisant terme à terme (374) la proportion [i] par la proportion [a].
3o La différence des deux premiers termes est au second, comme la différence des deux derniers est au quatrième.
Il y a deux cas : si Ton a a > 6 et c> d, on a :
^ -^ ~ir ~ ~dr'
car chacun desrapports égaux ^» y? a été ainsi diminué d'une
unité (365).
Si, au contraire, on a a < 6 et c < d, on a :
ro , • -, l) — a d — c
[3 bn] __ == _^ ;
car, si Ton retranche de l'unité ciTacun des rapports égaux
,-» -j» les restes sont égaux, et Fon a :
ou --—- = - ■ , ou enfin —, — = — -. — •
4o La différence des deux premiers termes est au premier, comme la différence des deux derniers est au troisième] c'està-dire :
[A] = » ou = ; [ibis]
car on obtient ces proportions en divisant, terme à terme, les proportions [3J et [3 bis] par la proportion [a].
5" La somme des deux premiers termes est à leur différence, comme la somme des deux derniers est à leur différence, c'està-dire :
,^, a-h-b c-h d a -hb c -h d r - i • i
[5] 7= ^,' on j =:-. ; l'ôbis]
car on obtient ces proportions en divisant la proportion [i], terme à terme, par la proportion [3] ou par la proportion [3 bis], ou encore en divisant la proportion [2] par Tune des proportions [4] ou [4 bis].
Suite de la composition des proportions. Dans toute
proportion,
1« La somme des antécédents est à la somme des conséquent s, comme un antécédent quelconque est à son conséquent, c'està-dire :
Pour le prouver, on permute les moyens entre eux dans [a],
ce qui donne :
puis on applique à cette proportion nouvelle le théorème
i« (376), et Ton a :
puis l'on permute les moyens : ce qui donne la proportion énoncée [6].
2o La différence des antécédents est à la différence des conséquents, comme un antécédent quelconque est à son conséquent ; c'est-à-dire, selon que a est plus grand ou plus petit que c :
r 1 Cl — c c a c—a c a ^ , . -,
Même raisonnement que pour le cas de la somme ; seulem.enl on applique le théorème 3° (376).
3° La somme des antécédents est à leur différence, comme la somme des conséquents est à leur différence ; c'esi-k-dire , suivant les cas :
[8] = T — ;ï' ou = -, T. [ShlS^
En effet, les proportions [6], [7], et ["jhis], ayant un rapport
, , a-hc a — c a-{-c c — a,
commun, on en conclut : ,— — -,= 7— — -., ou 7— — -,= - — 7, ' o-\-d o-\-d b^d d — 6
et 5 en permutant les moyens, on obtient les proportions [8]
et [8 bis].
378. Série de rapports égaux. Dans une série de rapports égaux, la somme d'un nombre quelconque d'antécédents est à la somme des conséquents correspondants^ comme un antécédent quelconque est à son conséquent.
Soit la série de rapports égaux :
a c f il i b^d'^g — Ic—l" "
a c Les deux premiers -» y formant une proportion, on en
conclut (377, 1«):
lH^i — (r
ou, en remplaçant le rapport -^par son égal -»
a-rc f b-h-d — g
Appliquant à cette proportion nouvelle le même théorème
(377, l'),on a:
; z=z -» OU 7 ; ^^7»
b-hd-\-g g b-\-d-t-g k Appliquant à cette dernière le même théorème, on a:
b-j-d-hg-i-k'^T
et ainsi de suite. Le théorème est démontré. Exemple ;
donc
6 ir i8
EXERCICES
T r. •. 1 .ne , , a-{-b c-{-d
I. On sait que la proportion - = - entraîne la proportion -= ,
(376,5°). Prouver que réciproquement = entraîne - = -.
,, ^. a c . pa-\-qc a
II. Si r = - est une proportion, prouver que ■ — -: et que re-
b d ^ ^ ^ ^ pb-\-qd ~ b' ^
ciproquement la première proportion est une conséquence de la seconde (p et q étant des nombres quelconques).
III. Si _ = - est une proportion, et si p, q, p', q' sont quatre nombres
pa-\-qc p'a~\-q'c „, .
quelconques, on a , = —, ^— Réciproquement cette proportion
pb-\-qd pb-\-q'd ^ ^ ^ ^
a pour conséquence --=--> ou - = -•
IV. Puisque, dans une proportion, - _ -, le produit des extrêmes est
CL
égal au produit des moyens, le terme le plus grand et le terme le plus petit sont facteurs du même produit. Prouver que la somme de ces deux termes est plus grande que la somme des deux autres.
V. Si l'on considère une série de rapports égaux -- — -, r "" 7 »
0 (.t Q ri l
prouver que le rapport 1 est égal a l un d eux.
Vï. Si l'on a la même série de rapports égaux, prouver que l'on a :
= \/a-l-cH-/4-/i-|-0 X [b-\-d-^(j+k-\-l) .
(R. : ces six théorèmes se démontrent à l'aide des transformations des
nos 3yi et suivants.)
VII. Si Ion a une proportion - = -, peut-on trouver un nombres tel que
l'on ait la proportion nouvelle y = ? ( R. : Non, à moins que
l'on n'ait a=6elc = d, ou a = c et 6 = d.)
(l c Qi ^
VIII. Si l'on ajoute terme à terme deux proportions - = -,-,= -» peut-
on obtenir une proportion nouvelle = •' (R.: Non, a moins
que 1 on n ait - = - ou - = - • )
IX. On dit qu'il y a proportion harmonique entre trois nombres a, 6, c,
1 VI ] . I- ^ , . a — 6 f*^ ,1- ,
lorsqu ils donnent lieu a la proportion = - . (hxemple : a = i ,
6 = -- » c = _, nombres qui mesurent les longueurs des cordes donnant 5 o
ui, mi, sol.) En conclure que - = - ' - 4- - ] ; et réciproquement, cette
égalité entraîne la proportion harmonique.
I. DES GRANDEURS PROPORTIONNELLES
379. DÉFINITIONS. i° On dit que deux grandeurs sont directement proportionnelles, ou simplement sont proportionnelles, lorsqu'elles dépendent Tune de Tautre, de manière qu'à chaque valeur de l'une corresponde une valeur de TautrC;, et que le rapport de deux valeurs quelconques de la première soit égal au rapport des valeurs correspondantes de la seconde.
Exemples : Le salaire d'un ouvrier est^ en général^ proportionnel au temps pendant lequel on remploie.
La circonférence d'un cercle est proportionnelle à son rayon.
Le volume d'une sphère est proportionnel au cube de son rayon.
Le poids d'un corps homogène est proportionnel à son volume.
L'espace parcouru par une locomotive^ quand son mouvement est uniforme, est proportionnel au temps employé à le parcourir.
2° On dit que deux grandeurs sont inversement proportionnelles, lorsqu'elles dépendent Tune de l'autre, de manière qu'à chaque valeur de l'une corresponde une valeur de l'autre, et que le rapport de deux valeurs quelconques de la première soit inverse du rapport des valeurs correspondantes de la seconde.
Exemples: Le temps employé à faire un ouvrage déterminé est, en général, inversement proportionnel au nombre des ouvriers que l'on emploie.
Si l'on fait varier les dimensions d'un rectangle, sans altérer rétendue de sa surface, la base du rectangle est inversement proportionnelle à la hauteur correspondante.
Le volume d'une masse de gaz est inversement proportionnel à la pression qa'il supporte.
La vitesse imprimée à un corps par une force constante est inversement proportionnelle à la masse du corps.
3» En général, une grandeur dépend de plusieurs autres: lorsqu'on dit qu'elle est proportionnelle ou inversement proportionnelle à Tune d'elles, on suppose que celles dont on ne parle pas ne varient pas.
On dit qu'une grandeur est proporUonnelle à plusieurs autres, lorsqu'elle est séparément proportionnelle à chacune d'elles: elle est inversement proporUonnelle à plusieurs autres, lorsqu'elle est inversement proportionnelle à chacune d'elles prise isolément.
Exemples : Le poids d'une barre prismatique de fer est proportionnel à sa longueur, à sa largeur, à son épaisseur.
Le temps pendant lequel une certaine somme rapportera un certain intérêt, à un certain taux, est proportionnel à l'intérêt; mais il est inversement proportionnel au capital et au taux.
L'attraction qu'exerce un corps de la nature sur un autre est proportionnelle à la masse du corps attirant; mais elle est inversement proportionnelle au carré de la distance des deux corps.
380. Comment on constate la proportionnalité des grandeurs. La proportionnalité de certaines grandeurs est parfois évidente, ou admise comme telle : telle est la proportionnalité entre le capital et l'intérêt qu'il produit, entre le salaire d'un ouvrier et le temps pendant lequel il travaille. Souvent elle résulte de démonstrations rigoureuses données par la géométrie, la physique et la mécanique. Dans aucun cas, l'arithmétique n'a à la démontrer : elle l'admet comme un fait, et elle raisonne sans se préoccuper des moyens qu'on a employés pour l'établir.
Cependant il est des cas, où la proportionnalité directe ou inverse de certaines grandeurs ne résulte d'aucune démonstration a priori : elle est, pour ainsi dire, d'intuition naturelle. Dans ces circonstances, on s'aide volontiers des deux remarques suivantes :
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l*^ Pour que deux grandeurs A etB soient directement proportionnelles, il suffit que, l'une prenant des valeurs deux fois, trois fois, quatre fois,... plus grandes ou plus petites, l'autre prenne des valeurs correspondantes deux fois, trois fois, quatre fois,... plus grandes ou plus petites.
On suppose que, A prenant des valeurs a, 2a, 3 a,. . . . !ja, I a,.... B prend les valeurs correspondantes &, 26, 3&,.... |6,5 6,....; et il faut prouver que, si A prend une valeur égale à Y 0,, B prend , h pour valeur correspondante. En efîet^ on peut admettre que A prend la valeur | a par deux changements successifs ; c'est-à-dire qu'elle prend d'abord la valeur 5 a, puis ensuite une valeur cinq fois plus grande. Or, quand A prend la valeur , a, 7 fois plus petite que a, B prend, d'après l'énoncé, la valeur 56,7 fois plus petite que b. Puis quand A prend la valeur fa, 5 fois plus grande que j a , B prend, d'après Fénoncé, la valeur f 6,5 fois plus grande que
Y b. Le théorème est donc démontré pour tous les cas où le rapport des valeurs d'une même grandeur reste commensurable. On Tétend d'ailleurs au cas où ce rapport est incommensurable, en le remplaçant par ses valeurs commensurables de plus en plus approchées, pour lesquelles le théorème est toujours vrai.
'^^ Pour que deux grandeurs A et B soient inversement proportionnelles, il suffit que, l'une prenant des valeurs deux fois, trois fois, quatre fois,... plus grandes ou plus petites, Fautre prenne des valeurs correspondantes, deux fois, trois fois, quatre fois,.... plus petites ou plus grandes.
On suppose que, A prenant des valeurs a, 2a, 3a,... | a, |a, etc, B prend desvaleurs correspondantes 6, | 6, | 6, 26,36 etc.; et il faut prouver que, si A prend une valeur telle que I a, B prendra la valeur |- 6. En elTet, quand A prend la valeur
Y a, 7 fois plus petite que a, B prend, d'après l'énoncé, la valeur 76, sept fois plus grande que 6 ; et quand A prend ensuite la valeur f a, j fois plus grande que y a, B prend, d'après renoncé, la valeur J 6, 5 fois plus petite que 76. Le théorème est donc démontré pour tous les cas où le rapport est commensurable, et, par suite, pour ceux où il ne l'est pas.
Exemples : 4^ Si Ton admet que, pour faire un ouvrage deux fois, trois fois, quatre fois... plus grand ou plus petit, il faut employer deux fois, trois fois, quatre fois... plus ou moins d'ouvriers, on en conclura que, dans tous les cas, la quantité d'ouvrage confectionné est proportionnelle au nombre des ouvriers.
2° Si l'on admet, comme on le démontre en physique, que, lorsque la pression exercée sur un gaz devient deux fois, trois fois... plus grande ou plus petite, le volume du gaz devient, au contraire, deux fois, trois fois plus petit ou plus grand, on en conclura que, dans tous les cas, lo volume du gaz est inversement proportionnel à la pression qu'il supporte.
II. DES RÈGLES DE TROIS
381. DÉFINITIONS. On nomme, en général, règle de trois, un problème sur des grandeurs qui sont directement ou inversement proportionnelles les unes aux autres, et dans lequel, connaissant une série complète des valeurs correspondantes de ces grandeurs, il s'agit de trouver la valeur de l'une d'elles correspondante à une seconde série de valeurs des autres grandeurs.
La règle de trois est dite simple, lorsque le problème ne roule que sur deux grandeurs : elle est dite composée, dans le cas où le problème porte sur plus de deux grandeurs.
La règle de trois simple est directe, quand les deux grandeurs sont directement proportionnelles; elle est inverse, quand les deux grandeurs sont inversement proportionnelles.
38-2. RÈGLE DE TROIS SIMPLE ET DIRECTE. Un négociant fait, chaque année , pour 120000 fr. d'affaires, et il réalise un bénéfice de 14000 fr. S'ilportaitle chiffrede ses affaires à 200000 /"r., ciuel serait son bénéfice annuel ?
On dispose ainsi les données et l'inconnue:
TABLEAU
c'est-à-dire qu'on place sur la première ligne horizontale la série complète des valeurs correspondantes, mais connues, des grandeurs; et en regard, sur la seconde ligne, la seconde série de valeurs, parmi lesquelles figure l'inconnue.
La règle est simple; car il n'y a que deux grandeurs en présence. Elle est directe; car si le (chitTre des affaires devient deux fois, trois fois plus grand ou plus petit, le bénéfice réalisé est deux fois, trois fois plus grand ou plus petit (380).
Cela posé, deux méthodes se présentent :
Première méthode^ dite des rapports égaux. Puisque la proportionnalité directe est constatée, le rapport des deux chiffres de bénéfice est égal (379) au rapport des deux chiffres d'affaires; on a donc :
2GGOGG X '
2GGGGG
d'où (369) rc = I 4 G G Gf X
I 2G G GG
Seconde méthode^ dite de réduction àVunité.Vaisqiie i2GGGofr. d'affaires produisent un bénéficede i4Goofr., wn franc produirait un bénéfice 120000 fois plus petit ou — ; et , par suite,
2oooGGf produisent un bénéfice 200000 fois plus grand, ou 14000^ X 20000G
I 20GOO
Ce très-simple raisonnement est, en quelque sorte, traduit aux yeux dans le tableau suivant :
I2G000f 14000^ 20GGG0 X
120000^ l4GGGf
i4ogg'
I2GOOO
l40GG^X 200000
I 2GG0G
Les deux méthodes conduisent à la même règle : on multiplie la première valeur de la grandeur qui est de même espèce
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que IHnconnue par le rapport des deux valeurs de l'autre grandeur, en commençant par la seconde.
Avant d'exécuter les calculs, on simplifie l'expression de l'inconnue, en supprimant les facteurs communs au numérateur et au dénominateur. Dans l'exemple ci-dessus,
383. Règle de trois simple et inverse. On a employé 28 ouvriers pour faire un ouvrage en 18 jours : si Von avait employé 32 ouvriers^ combien auraient-ils mis de jours à faire le même ouvrage ?
tableau.
La règle est simple, puisqu'il ne s'agit que de deux grandeurs ; elie est inverse, puisque, lorsque le nombre des ouvriers devient 2 fois, 3 fois plus grand, le nombre des jours employés devient, au contraire, 2 fois, 3 fois plus petit (380).
lo Méthode des rapports égaux. Puisque la proportionnalité inverse est constatée, le rapport des nombres de jours est inverse du rapport des nombres d'ouvriers (379). On a donc :
28 ~~ X' d'où
2o Méthode de réduction à runité. Puisque 28 ouvriers ont mis 18 jours à faire Fouvrage, un ouvrier mettrait à le faire 28 fois plus de temps, ou i8J x 28 ; et par conséquent 32 ouvriers mettront 32 fois moins de temps. Donc x = — r
TABLEAU
ogouv.
Les deux méthodes conduisent à la même règle : On multiplie la première valeur de la grandeur qui est de même espèce que Vinconnue par le rapport des deux valeurs de l'autre grandeur, EN COMMENÇANT PAR LA PREMIÈRE.
384. RÈGLE DE TROIS COMPOSÉE. On Sait que 2S ouvHer S, travaillant pendant i5 jours, lo heures par jour , 'ont creusé un fossé dont les dimensions étaient : 56o mètres de longueur, 6 mètres de largeur, et /imètres \ de profondeur ; combien 36o?ivriers, travaillante heures par jour, emploieront-ils de jours à creuser un autre fossé dont les dimensions sont : 780 mètres de longueur, 9 mètres de largeur^ et 3 mètres J de profondeur?
TABLEAU
28""^- loii o6o'°"- Q'-"'-' /H^'"'^- ijj 36 8 780 9 3f x
La règle est composée, puisqu'il s'agit de six grandeurs proportionnelles. Le procédé de résolution, quelle que soit la méthode employée, consiste à substituer au problème plusieurs règles de trois simples que Ton résout successivement. Et pour cela, on ne fait varier qu'une seule grandeur à la fois, en laissant les autres constantes; et Ton calcule l'effet que produit cette variation sur la grandeur dont on cherche la valeur.
Première méthode : rapports égaux. \^ 28 ouvriers ont fait un ouvrage en i5 jours : combien 36 ouvriers emploie-
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ront-ils de jours pour le faire? La règle est inverse : donc, en désignant par ^^ le nombre de jours, on a (383) :
[i] x, = rj ^g.
2o Ces 36 ouvriers emploient x^ jours en travaillant loheures par jour; s'ils ne travaillaient que 8 heures par jour, combien emploieraient-ils de jours? La règle est inverse; et, en désignant par x^ le nouveau nombre de jours, on a (383) :
. . lo y. 28 10
[2 J X^ — X^ >< -Q- — I OJ ><C ôTï ^X, "ô-*
3" Ces 36 ouvriers, travaillant 8 heures par jour, emploient x^ jours à faire un fossé qui a 56o mètres de longueur : s'ils creusaient, dans les mêmes conditions, un fossé de 780 mètres de longueur j combien emploieraient-ils de jours? La règle est directe ; et, en désignant par x^ le troisième nombre de jours, on a (382) :
ro-, 780 ^. 28 10 780
lô\ x.-X.X-^^-ibiX^X-jX-^'
4® Le fossé creusé en ^3 jours a 6 mètres de largeur : s'il avait 9 mètres de largeur; combien les ouvriers emploieraientils de jours? La règle est directe; et, en désignant par x^ le nouveau nombre de jours, on a (382) :
L4J 0?, -_ 0^3 X g — I JJ X 3g X -g- X v-^ X g-
5° Ce fossé de 6 mètres de largeur, creusé en x^ jours, a 4™| de profondeur ; pour lui donner, toutes les autres circonstances restant les mêmes, 3 J de profondeur , combien de jours seront nécessaires? La règle est encore directe; et, en appelant x ce nombre de jours, on a (382) :
X — Xj^ X^ / 1 '
OU
rri r 28 10 780 0 ^3 1
[5] ^==,SjX3ëX^x|g^X^X^.
C'est le nombre de jours demandé.
Seconde méthode : réduction à ïunité. Reproduisons le tableau :
\^ Puisque 28 ouvriers^ travaillant 10 heures par jour, ont creusé un fossé de dimensions 56om^ 6'», 41'"^ ^n travaillant i5 jours, un ouvrier, dans les mômes conditions^ emploiera 28 fois plus de temps, ou 1 5^X28; et 36 ouvriers, dans les mêmes conditions, emploieront 36 fois moins de temps, ou t5JX28
Ce premier résul tat est indiqué par les deux lignes suivantes :
jouv. jçyh ■ ^QQ\or.s. glarg. 4 ^ prof. l5JX28,
2^ Puisque les 36 ouvriers, travaillant lo heures par jour, emploient ^, jours à creuser le premier fossé, ils emploieraient, en ne travaillant qu'une heure par jour, lo fois plus de jours, ou^iX 10 ; et, en travaillant 8 heures par jour, ils emploie-
. or ' ' 7 • ^iXlO l5JX 28X10
ront 8 lots moins de lours, ou -^-0 — ' ou tt-. ^ — ,
résultat indiqué ainsi :
ih 56o'«"s- 6'-s- 41p-f- i^i>$^^><L
o/- o r/' r- ,A i5JX 28X10
jO X o
3^ Ces 36 ouvriers, travaillant 10 heures par jour, emploient x^ jours à creuser un fossé ayant 56o mètres de longueur; si le fossé n'avait qu'wn mètre de longueur, ils emploieraient 56o fois
moins de jours, ou ^7^; mais comme il a 780 mètres de longueur y ils emploieront 780 fois plus de jours, ou -^r — , ou
i5JX 28x10x780 , , . , ,
— 777. — K — i^TT^ — ; ce que constate ce nouveau tableau: 36x8x56o ' ^
i5iX28xio
36ouv. gh ilonf. ^larg. 4JP'-of.
4° Le fossé, creusé en x^ jours, a 6 mètres de largeur. S'il
n'avait qu'un mètre de largeur, les ouvriers emploieraient
ce 6 fois moins de jours, ou -j. ; comme il a 9 mètres de largeur,
ils emploieront 9 fois plus de jours, ou ^ . ^ , c'est-à-dire
t5jX28x 10X780X9 ' 1, 1 V • 1-
^7. — r, — zr~- — -. — -, résultat que Ion indique ainsi :
36x8x^6oxt) ^ * ^
■yn o, o 1 , /^ r loi X28X 10X780
o^ Q Q ,, i5JX 28x10X780X9
^ ^ ^^ 3ox8x 060x6
5" Enfin le fossé, creusé en œ^^ jours, a 4 mètres j de profondeur. S'il n'avait qu'tm mètre de profondeur, le nombre de
jours serait divisé par 41? et serait y^; comme il a 3 meures J
de profondeur, le no^nbre de jours doit être multiplié par 3f ; il
est donc " ,, ■> ou — ry^ — ^^^ — ^,, ^ ,i — -•> cest ce 44 36x8X060X6x41
qu'indique ce dernier tableau :
.,.. 00, , f i5iX 28X10X780X9
^ ^^ 36x8x56ox6x4i
Tel est le nombre de jours cherché. On reconnaît que les deux méthodes conduisent au môme résultat, et l'on conclut la règle générale suivante : On multiplie la première valeur de la grandeur qui est de même espèce que Vinconnue par chacun des rapports des valeurs des autres grandeurs. On écrit d'ailleurs chaque rapport en divisant la seconde valeur par la première, ou la première par la seconde^ suivant que la grandeur dont il s agit est directement proportionnelle ou inversement proportionnelle à la grandeur de même espèce que l'inconnue.
Cette règle permet d^écrire immédiatement la solution du problème, sans faire d'autre raisonnement que celui qui a pour objet de constater la proportionnalité directe ou inverse des grandeurs qui varient.
Calcul. On a soin, avant d'effectuer les calculs, de simplifier l'expression de Tinconnue, en supprimant les facteurs communs aux deux termes. Dans l'exemple proposé, on aperçoit un grand nombre de facteurs communs; et Ton trouve, toutes réductions faites :
OOX2 72 72
Pour réduire J-J de jours en heures, il ne faut pas oublier qu'ici le jour est une journée de travail de 8 heures. Ainsi Y2dejour=j4 de 8''=^ d'heures— 4'' g. Et comme l'heure vaut 6o minutes, et la minute Go secondes, si l'on veut pousser le calcul jusqu'au bout (ce qui n'est pas utile ici), on a :
- d'heure = -- de 60™ = ^ = j'i^'oos.
Ainsi ^= 22j 4'' 33'" 20^
§ III. RÈGLE d'intérêt.
385. Définitions. L'intérêt d'une somme d'argent est le bénéfice qu'en retire celui qui la prêle pendant un certain temps. Ce bénéfice est dû par l'emprunteur, à titre de loyer de la chose prêtée.
La somme ainsi prêtée se nomme le capital.
On fixe ordinairement l'intérêt que doit produire une somme de 100 fr., prêtée pendant un an. Cet intérêt se nomme le taux. Si le taux est 5, on dit que le capital est placé à 5 pour cent par an, et on l'indique par les abréviations suivantes : a p. 100, o7o.
La loi fixe le maximum du taux à 5 pour les affaires civiles, à 6 pour les affaires commerciales. Exiger davantage, c'est faire l'usure.
Ui
L'intérêt est simple, quand la somme prêtée reste la même pendant toute la durée du prêt; il est composé, lorsqu'à la fin de chaque année on ajoute au capital les intérêts échus^ pour leur faire produire des intérêts pendant les années suivantes.
On admet comme évident, que Fintérêt simple d'un capital est proportionnel au capital, au taux et à la durée du prêt. Les problèmes d'intérêt sont donc des règles de trois.
386. Problèmes a résoudre. Les éléments d'une question d'intérêt sont le capital prêté, le taux, la durée du prêt et l'intérêt du capital. Lorsque l'on donne trois de ces quatre éléments^ on peut déterminer le quatrième. De là quatre problèmes principaux à résoudre. Nous ne nous occuperons d'abord que de l'intérêt simple.
387. Premier problème : calcul de l'intérêt. On a prêté 2648^ pour 200 jours, à 57o l'cin: à quel intérêt a-t-on droit'/
On dispose ainsi le tableau des données et de l'inconnue :
tableau.
loof en 365J rapportent 5\ 2648 200 X.
Puisque l'intérêt est proportionnel à la fois au capital et à la
durée du prêt, on applique la règle générale des règles de trois
composées (384) ; et, en désignant l'intérêt cherché par x, on
trouve :
fl] x = b'X — ^Xtj^i ou X= — jrr-^.
~ ^ 100 dd5 ôb'j X 100
Règle. On multiplie le capital par le nombre de jours du prêt, et par le taux; et Von divise le produit par 365oo.
Quand le taux est 5, on peut diviser les deux termes de la fraction par 5, et l'on a :
c'est-à-dire qu'o?i multiplie le capital par le nombre de jours du prêi^ et Von divise le produit par ']3oo. Le produit du capitalpar le temps se nomme le nombre, en style de banquier.
On simplifie d'ailleurs le calcul autant qu'on le peut: et Fon a ici :
FoRMtiLE. L'expression [i] de l'intérêt peut s'écrire
X = 2648X X Tt-rp-
Or jfô 6st l'intérêt d'un franc placé pendant un an; on le désigne par r. |^ est la durée du prêt, en prenant pour unité la durée de Tannée; on la désigne par t. Si, en outre, on représente le capital par c, et son intérêt par f , l'expression [ i] devien t :
fa] i=cxrxt.
C'est la formule générale des intérêts simples : Pour avoir l'intérêt d'un capital, on muUiplie le capital par le taux de Cintérêt d'un franc et par le temps évalué en fraction d'année.
388. Second problème : calcul du taux. A quel taux faut-il placer uns somme de 354o fr., pour qu'en 80 jours elle rapporte 40 fr. d'intérêt? Le problème est le même que le précédent : les données sont renversées.
3540^ en 80 jours rapportent 4o^ 100 365 X,
Le taux est un intérêt; il est proportionnel au capital et au temps: donc
loi , 100 365 4ox365xioo
[6] ^ = 4of X ^F7- X -ô— ' ou X= . . - / ô •
^ ^ 3540 ^ 80 3o4ox8o
En simplifiant cette expression, on trouve :
365o V ^ X = — 5- = of, 1 5 environ .
Formule. L'expression [3] peut s'écrire
100 or/ 80
La formule du taux est donc :
CXI
Four avoir le taux de Vinlêrêt d'un franc, on divise Vintérêl du capital par le produit du capital par le temps.
389. Troisième problème : calcul du capital. Quel est le capital qui, placé à 6 pour loo pendant 225 jours, produirait un intérêt de 2400 fr. ?
On dispose ainsi le tableau :
& sont, après 365 jours, l'intérêt de loo^,
Le capital est directement proportionnel à l'intérêt qu'il rapporte dans un temps donné : il est inversement proportionnel au temps pendant lequel il rapporte un intérêt donné. Donc
[41 XZ=ZlOO'X -^X p, ou X=:=— jr— ^
On tire de là :
^^ 8000x73 ^584ooç>^
Formule. L'expression [4] peut s'écrire
et, par suite, la formule du capital est :
rxt
390. Quatrième problème : calcul du temps. Pendant combien de temps faudrail-il placer une somme de 3620 fr. à 4 2 "U par an, pour qu'elle rapportât 25o fr,?
On dispose ainsi le tableau :
100^ rapportent 4S 5 en i an, 3620 25o X.
La durée du prêt est proportionnelle à l'intérêt, quand le
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capital ne varie pas ; mais elle est inversement proportionnelle au capital qui doit produire un intérêt donné : donc
,^, loo 25o ,„ 25oXioo
^ ^ j()20 4^^> J62oX4v>
On tire de là :
5ooo ,, , 1742^"
X = y^-^ d année = i'^t—t, =: i^n i oô j"""-' environ. v)258 3258 •
Formule. L'expression [5] peut s'écrire
et, par suite^ la formule du temps est : [d] i = i-X
cxr
391. Remarque. Ces quatre problèmes se résolvent algébriquement, à l'aide de la formule unique
iz=cxrxt,
dans laquelle on prend successivement, pour inconnue, chacun des éléments, i, r, c, t.
392. Autre remarque. Ordinairement, les banquiers comptent 3o jours par mois, et 36o jours par an. II en résulte que, dans le calcul de Tintérêt d'un capital (387), le dénominateur de l'expression [i] est 36ox 100. Par suite, si le taux est 5, la suppression du facteur commun 5 amène, au diviseur, 72 au lieu de 73. Si le taux est 6, le diviseur est 60; s'il est 4? le diviseur est 90 ; et s'il est 4 {, le diviseur est 80. L'emploi de ces diviseurs abrège notablement les calculs d'intérêt.
393. RÈGLE d'intérêt composé. Lorsqu'un capital est prêté pour plus d'un an, et que le prêteur ne touche pas les intérêts échus à la fin de chaque année, l'usage est d'ajouter ces intérêts au capital, et de grossir ainsi la somme prêtée, de sorte que les intérêts augmentent tous les ans. On dit alors que le capital est placé à inléréts composés, ou que l'on perçoit les inlérêls des intérêts.
■2S0 LIVRE VÎ. — CnAPITlŒ H.
Exemple ; Un capital de 6000 fr. est placé à j °/o l'an, à intérêts composés, pour 3 ans: que devient ce capital au bout des 5 ans ?
Remarquons c{ue l'iniérôt à 5 '^/oest le vingtième du. capital, puisque 5 est 2^ de 100. On établira donc le calcul suivant :
Capital prêté =6000' î)
Intérêts à la fm delà rMn née = 3oo »
Capital à la fin de cette année =6300 » Intérêtsàlafindela 2"i®année = 3i5' ))
Capital à la fin de la 2™^ année = 6 6 i 5 » Intérêts à la fin de la 3*°« année = 3 3 o, 7 5
Capital à la fin de la 3'"« année = 6 9 4 5, 7 5 Intérêts à la fin delà 4'^e année = 347, "^875
Capital à la fin de la 4™'' année = 7 2 9 3, o 3 7 5 Intérêts à la fin de la 5'^^ année = 364, 65t87d
Capital à la fin de la 5'"« année = 766 7^, 689370
Le capital accru est donc 7657^, 69; et, par conséquent, Tintérêt composé est 1667^ ^l9- L'intérêt simple eût été ijoofr.
Nous n'insisterons pas sur les questionsdes intérêts composés. On donne en Algèbre, pour les résoudre, des méthodes expéditives, fondées sur l'emploi des logarithmes.
§ IV. RÈGLE DESCOMPTE.
394. Définition. Une personne achète des marchandises ; au lieu de payer comptant, elle s'engage par un billet à payer à son vendeur, à une époque déterminée^ la somme qu'elle lui doit. Le vendeur, possesseur du billet, voulant immédiatement de l'argent, s'adresse à un banquier , et lui propose d'acheter le billet. Le banquier accepte l'offre, et donne une certaine somme en échange du billet. Mais la somme qu'il donne est inférieure
à la somme portée sur le billet, parce que le billet ne vaudra sa valeur nominale qu'à Tépoque où il est payable.
La retenue que fait le banquier se nomme escompte du billet. La somme portée sur le billet se nomme son montant ou sa valeur nominale. La différence entre le montant et l'escompte est la valeur actuelle du billet. L'époque à laquelle le billet doit être payé se nomme l'échéance.
On distingue deux manières d'escompter un billet : l'escompte en dehors ou commercial, et l'escompte en dedans ou rationnel.
395. Escompte en dehors. Un billet de 4800 fr. est payable à 90 jours : on propose de l'escompter, le taux de l'intérêt étant 60/0.
On raisonne , comme s'il s'agissait de calculer Tintérêi de 4800 fr., prêtés pendant 90 jours, à 6 0/0. On applique, en conséquence, la règle du n^387; et, supposant Tannée de 36o jours,
on trouve : x= =^-.57^ ^ = 72^.
Ainsi l'escompte en dehors est Vintérêt que produirait le montant total du billet, placé pendant le temps qui doit s'écouler jusqu'à l'échéance.
Le banquier remet, en échange du billet, 4800 fr. — 72 fr., ou 4728 fr.
Formules. Si l'on désigne par e l'escompte et par M ie montant du billet, la formule de Tescompte en dehors est:
[a] e = Mxrxt,
r étant, comme précédemment, l'intérêt d'un franc par an, et ne temps qui doit s'écouler jusqu'à l'échéance, évalué en fraction d'année.
Désignons par V la valeur actuelle du billet ; elle est évidemment la différence entre le montant et l'escompte, c'està-dire :
[b] V=M— Mxrx^, ou V = M(i— rx^^.
396. Escompte en dedans. En opérant l'escompte d'après la règle précédente, le banquier retient plus qu'il ne devrait re-
tenir : car il prend Tintérêt du montant total du billet, au lieu de prendre seulement l'intérêt de sa valeur actuelle. Il est clair, en effet, que l'escompte d'un billet ne doit être que la différence entre le montant et la valeur actuelle ; par conséquent la somme déboursée par le banquier, augmentée des intérêts de celte somme^ devrait reproduire le montant du billet. L'escompte, opéré de cette manière, se nomme Vescompte en dedans.
Ainsi Vescompte en dedans est l'intérêt que produirait la valeur actuelle du billet pendant le temps qui doit s'écouler jusqu'à Véchéance.
Appliquons cette définition au problème précédent.
On doit calculer d'abord ce que rapporteraient loo fr. pendant le temps qui s'écoulera jusqu'à l'échéance, en disant : loo fr. rapportent 6 fr. en 36o jours, que rapporteront-ils en 90 jours? (règle de trois simple et directe). Et l'on trouve : i^ 5o.
Cela posé, on remarque que 100 fr., rapportant i^_, 5o en 90 jours, deviennent, au bout de ce temps, ioi*^,5o: par conséquent, payer 100 fr. aujourd'hui et promettre par un billet de payer loi^, 5o clans 90 jours, ce sont deux opérations équivalentes. Donc un billet de loi^, 5o, payable dans 90 jours, ne vaut aujourd'hui que 100 fr.; et l'escompte sur ce billet doit être de i', 5o.
On peut donc établir le tableau suivant :
MONTANT. VALEUR ACTUELLE. ESCOMPTE
loi^, 5() 100 i^ 5o
Or si, dans les mêmes conditions, on présente à Tescompte un billet double, triple, quadruple, il est évident que sa valeur actuelle sera double, triple, quadruple, et que la retenue sera aussi double, triple, quadruple. Donc la valeur actuelle V, et rescompte e du billet de 4800 fr., se calculent par deux règles de trois simples et directes. On a ainsi :
100x4800 , ,, T.5ox48oo ,
ioi,5o ^^ ^ ^ ioi,5o
Formules. Si i fr. rapporte rf en un an, il rapporte rx^dans le temps /; il devient donc^ au bout de ce temps^ (iH-rXO- Donc un billet (i-f-rxO^ payable au bout du temps t, ne vaut aujourd'hui que I fr. ^ et doit^ par suite^ subir un escompte égal à rX^- Donc, dans les mêmes conditions, un billet, dont le montant est I fr.,aune valeur actuelle égale à -» et doit subir
rX^ un escompte é^al à — • Donc un billet, dont le mon-
tant est M - a une valeur actuelle éofale à > et doit subir
^ o i-i-rx^
Mx^X t un escompte éi^al à — • Ainsi :
(6', V=-i!— , e = ^XrXf (,,,.
^ ^ i-i-rxi i-\-rxt
397. Prorlèmes divers a résoudre. Les questions relatives à Tescompte, comme celles qui sont relatives à l'intérêt, donnent lieu à quatre problèmes principaux, selon que Ton prend pour inconnue l'escompte, le taux, le temps ou le montant. Nous venons de résoudre le premier. Disons brièvement comme on résout les trois autres.
398. Calcul DU TAUX : Un billet de 8000 /r., payable dans quatre mois, a subi un escompte de 120 fr. A quel taux a-t-il été escompté ?
4« Escompte en dehors. 120 fr. sont l'intérêt de 8000 fr. pour quatre mois (394). On établit donc ce tableau :
etrona(388): ^ = 120X0 — X7-~4s50'
Formelle
2o Escompte en dedans : 120 fr. sont l'intérêt de la valeur actuelle du billet, ou de 8000^ — 120^ = 7880^, pour 4 mois.
De là le tableau : 7880? 4"''''^ 120^
et Ion a (388) : ^=:i2oX-ôô-X t- =4S^7«
g Formule: r =
{M—e]xt
399. Calcul du temps. Un billet de loooo fr. a été escompté au taux 6, et a subi ime retenue de 240 fr.: à quelle époque était-il payable ?
i"" Escompte en dehors. 240 fr. sont Tintérêt de loooo fr. pour le temps cherché. On écrit donc le tableau suivant :
loooo 240 oc
et Ion a 390) : x= i"" X X-r- = o'% 4'""" 24^°"'^
Formule: t =
Mxr
2° Escompte en dedans. 240 fr. sont Tintérêt de loooo'— 24of ou de 9760^; d'où le tableau :
et l'on a (390) : ^ == i^" x — jv- x -^ = 4'""" 283»^'-^ ^ 97^0 o
Formule : t =z
(M— e)xr
400. Calcul du montant du billet. Quel est le montant d'un billet qui, payable dans cinq mois , et escompté à 6 Vo, a subi un escompte de 5oo fr. ?
V Escompte en dehors. Ce problème ne diffère pas de celui du no 389.
On pose donc :
6^ sont, pour 12 mois, l'escompte de loof 000 » 5 y) X
. 1, f 5oo 12
et Ion a: ^=: io<y x -tt-x — =20000^ .
Formule: M =
rxt
2° Escompte en dedans. On calcule d'abord ce que loo fr. rapportent en cinq mois, et Ton trouve 2^,50. On en conclu l que loofr., à ce taux, deviennent, en cinq mois, 102', 5o. Donc la valeur actuelle d'un billet de io2^,5o, payable dans cinq mois, est 100 fr. ; et si Ton paie ce billet actuellement, il subira un escompte de 2.\ 5o. On pose, en conséquence, le tableau :
2^ 5o est l'escompte d'un billet dont le montant est 102^, 5o 5oo ^ X
et 1 on a : x= io2,5oX — f" =2o5oof.
Formule: M= ^
rxt
§ V. DES RENTES SUR l'ÉTAT.
401. Exposition. Lorsqu'un État a besoin d'argent pour une entreprise extraordinaire (guerre, travaux publics, etc.), il emprunte aux particuliers, et s'engage à payer à perpétuité Ja rente de l'emprunt. Il donne, en conséquence, à chaque prêteur, une inscription de rente, c'est-à-dire une déclaration, qui atteste que ledit prêteur est inscrit sur le grand livre de la dette publique, pour une rente annuelle. L'État n'est jamais obligé à rembourser le capital de sa dette, quoiqu'il ait le droit de le faire. Il paie la rente par moitié tous les six mois, ou par quart tous les trois mois.
La quotité de la rente seule est désignée sur l'inscription de rente : le capital qu'elle représente n'y figure pas. Toutefois, l'inscription, qui est aux mains du créancier de l'État, porte le titre de rente 3o/o, rente 4*^/0, rente 4l°h? "rente 5%: ce qui veut dire que 3 fr. de rentes en 3%, ou 4 f^"- de rentes en 4%, ou 4 fr., 5o de rentes en 4 i °/", ou enfin 5 fr. de renies en 5%, représentent également un capital nominal de 100 fr.: de .^orte que, si l'État voulait rembourser une de ces inscriptions, il devrait donner 100 fr. à son créancier.
Un particulier peut toujours vendre ou acheter à un autre des rentes sur TÉtal; les Agents de change près la Bourse sont institués pour servir d'intermédiaires entre l'acheteur et le vendeur; ils perçoivent^ pour ce service^ une rétribution fixée par la loi ou par l'usage, et nommée courtage. Le cours de la rente, c'est-à-dire le prix auquel on peut Tacheter ou la vendre, est variable comme celui de toute marchandise ; il dépend de Voffre et de la demande; il se débat entre les agents, pour le compte de leurs clients. Le vendeur cède son titre ; et TÉtat le transfère à l'acheteur, en lui livrant une inscription nouvelle.
Le cours du 3% est le prix d'une inscription donnant droit à 3 fr. de rentes : le cours du 41% ^st le prix d'une inscription donnantdroità4fr-;j5o de rentes. Lorsque TolTre est supérieure à la demande, le cours diminue, il y a baisse; il y a hausse, lorsque la demande est supérieure à FoiTre. Lorsque la rente atteint, dans ses fluctuations diurnes, le cours de loo fr., on dit qu'elle est au pair. L'État ne peut racheter des rentes et les annuler, que lorsque le cours est au-dessous du pair.
Les emprunts et les conversions ont augmenté ou modifié, à plusieurs reprises, les rentes françaises.
Le principal fonds d'État, en France, est aujourd'hui le 3 o/o; les inscriptions sur le grand livre atteignent, pour ce fonds, la somme énorme de 318406294 fr. de rentes. L'État a encore deux autres dettes. Tune en 4 | o/^, s'élevant à 39236885 fr. de rentes ; et l'autre en 4Vo> ^^ s'élevant qu'à 456236 fr. de rentes. Les arrérages ou. intérêts du 3Vo se paient par quart, le i^"" janvier, le i"' avril, le i«'' juillet et le v octobre de chaque année ; les arrérages des deux autres rentes se paient par moitié, le 22 mars et le 22 septembre.
402. Achat d'une inscription de rentes déterminée. Unepersonne veut acheter, en 3%, une inscription de 62S fr. de rentes; le cours est 69^, 5o. Quelle somme doit-elle débourser ?
Dire que le cours est 69', 5o, c'est dire que 3 fr. de rentes se paient 69', 5o. On peut donc poser le tableau suivant : 3^ de rentes se paient 69^, 5o 628^ X
Comme évidemment le prix est proportionnel à Tinscription, on a :
x=6gfj OCX -T- — 14548', 66.
L'acheteur doit, en outre, à l'agent, comme courtage, 5o fr. pour 3oco fr. de rentes; et, par conséquent, pour 628 fr. de rentes, il doit 10^,46. Il a donc à payer i45oc)^i2.
403. Conversion d'une somme déterminée en rentes. Une personne veut placer 20000 fr. en rentes 3% ; à quelle inscription a-t-elle droit, le cours du 3% étant 70^, 25?
On écrit le tableau suivant :
70f, 25 rapportent 3^ de rentes
et Ton a: x=.yx 3 = 804^..
La rente ne comporte pas de fraction de franc. On calcule le capital représenté par 854 fi*- de rentes, d'après le problème précédent; on trouve 19997', 83. Comme cette somme, augmentée du courtage, dépasserait 20000 fr., on ne livre à Tacheteur qu'une inscription de 853 fr. de rentes; or celte rente représente un capital de 19974 , 4^. D'ailleurs le courtage,
5ox853 pour 853 fr., est-TT — — = 14', 21. Donc le prix total de
Tinscription est 19988^,63; et l'on doit rendre à l'acheteur ii',477 qui complètent les 20000 fr.
404. Intérêt d'un placement en rentes. A quel taux placet-on son argent, quand on achète du 3%, au cours de 70 fr. ?
La question revient à celle-ci : 70 fr. rapportent 3 fr. de rentes: combien 100 fr. rapportent-ils?
On a (387) : ^=3x— =4',28.
En réalité, le taux est un peu plus fort, parce qu'on reçoit les arrérages tous les trois mois, et que, en outre, quelle que soit l'époque de l'année à laquelle on achète, fût-ce quelques jours seulement avant le détachement du coupon, la jouissance remonte à la date du dernier paiement.
405. Comparaison des cours. Quelle esl F opération la plus avantageuse : acheter du 3"/° au cours de 70 fr,, ou du 4k ^^ cours de 102^, 5o ?
Au cours de 70 fr., i fr. de rentes 3 %se paie -^ ou 23^ , 33....
102^ 5 Au cours de 102^ 5o^ i fr. de rentes 47% se paie ^ ^ >
ou 22^, 77
L'achat en 44 est donc la plus avantageuse des deux opérations.
§ VI. DES partages PROPORTIONNELS.
406. Définition. Partager une grandeur en parties proportionnelles à des nombres donnés, c'est la partager en autant de parties qu'il y a de nombres, de telle sorte que deux parties quelconques soient dans le même rapport que les nombres correspondants.
407. Problème. Partager 3oooo fr. en trois parties proportionnelles aux nombres 7, 10 e^ 12.
Si l'on désigne para;, y, z, les trois parties inconnues, la définition du partage proportionnel fournit immédiatement la série de rapports égaux :
En ajoutant les antécédents d'une part et les conséquents de
l'autre, on forme un nouveau rapport — , , " égal àcha-
cun des premiers (378); d'ailleurs ce rapport est égal à 3oooo
. Donc on a :
^ 30000 ,^. ^^7X3oooo^ 33
y 3oooo ,, , ioX3oooo ,^0 , ,, qo -^ rz: , d ou y = = 10044^ t5J
z 3oooo j, , i2X3oooo _, of „^
— = , dou z =: =12410,79.
Règle. On forme chaque partie en mullipliant le nombre à
AITLICATIONS DE LA THÉORIB DES PROPORTIONS. 289
partager par le nombre auquel elle est proportionnelle, cl en divisant le produit par la somme des nombres proportionnels aux diverses parties.
VII. DES RÈGLES DE SOCIÉTÉ
408. Définition. Une règle de société est un problènfie dans lequel on partage, entre divers associés, un bénéfice gagné ou une perte subie par eux, dans une entreprise commune, et cela conformément aux droits de chacun.
Nous admettrons, et l'équité l'exige, que la part de chaque associé doit être proportionnelle à sa mise dans la société. Dès lors une règle de société est une règle de partages proportionnels.
409. Problème. Trois personnes, A, B, C, ont mis dans une entreprise commune : la première 25400 /"r., la deuxième 365oo fr., la troisième 42600 fr. La société se dissout après avoir réalisé un bénéfice de 18000 fr. On demande de partager cette somme entre les trois associés.
On peut appliquer immédiatement la règle précédente (408). Mais on peut résoudre la question sans le secours des proportions. Car, si l'on ajoute les trois mises, pour avoir la mise sociale 104^00 fr. , on peut dire :
Puisque io45oofr. ont gagné 18000 fr., i fr. a gagné — yp — • Par conséquent la première mise, 25400 fr., a gagné :
x= ■ ^^^^. — ^/^ôy'ô^, 12.
De même la seconde mise,365oofr., a gagné :
i8ooox365oo /. o f o
y==- jp = 6287^,08 :
et la troisième mise, 42600 fr., a gagné :
io4ooo ^ ^
règle. Pour calculer la part de chaque associé, on multi-
plie le bénéfice ou la perte à partager par la mise de l'associé, et l'on divise le produit par la mise sociale.
Dans la pratique, on calcule a priori , en décimales, le rapport du bénéfice ou de la perte à la mise sociale, rapport qui est
commun aux trois formules (il est ici — 7= — ); et, pour ob-
tenir la part de chaque associé, il suffit de multiplier sa mise par ce rapport. Mais il faut calculer ce rapport avec une grande approximation, pour que Terreur, multipliée par les mises qui sont souvent considérables, ne devienrie pas ellemême trop importante. Ce procédé est surtout avantageux, lorsque le nombre des associés est grand.
410. RÉPARTITION DE l'impot FONCIER. La répartition de l'impôt foncier entre les propriétaires du sol, en France, se fait à Faide de plusieurs grandes règles de société. Lorsque le total de Fimpôt foncier a été fixé, on le partage entre les 89 départements, proportionnellement à leurs richesses respectives. On partage ensuite la part afférente à un déparlement, entre ses arrondissements, proportionnellement à leurs richesses respectives. On procède de la même manière pour le partage de Fimpôt entre les cantons d'un même arrondissement, puis entre les communes d'un même canton, puis enfin entre les propriétaires du sol d'une même commune. Chacun paye ainsi sa part de Fimpôt proportionnellement à sa fortune immobilière.
AU. Autre problème. On pose, dans les traités d'arithmétique, un problème de société plus compliqué, dans lequel on suppose que les mises ne sont pas restées pendant le même temps dans la société; et l'on admet, pour pouvoir le résoudre, que les parts dans le bénéfice ou dans la perle doivent être proportionnelles aux temps, comme elles le sont aux mises.
Exemple: Trois personnes^ Â^B,C, ont mis dans une entreprise commune, A^ 2^000 fr. pour 3 ans ; B ^ 20000 fr.pour 4 ans, et C, iSooo fr.pour 5 ans. Calculer la part de chacun dans une perte de 12000 /"r.
Dans l'hypothèse où Fon se place, une somme de 20000 fr. rapporte ou f)erd, en 3 ans, ce que ra[)porterait ou perdrait, en
un arij une somme 3 fois plus grande, ou 25ooo^X3. De même une somme de 20000 fr. rapporte ou perd, en 4 ans, ce que ra[)porterait ou perdrait, en un an, une somme 4 fois plus grande^ ou 20000^X4* Et enfin, une somme de 18000 fr. rapporte ou perd, en 5 ans, autant que rapporterait ou perdrait, en un an, une somme 5 fois plus grande, c'est-à-dire i8ooo^x5. La perte, pour chaque associé, est donc la même que s'ils avaient niis respectivement dans la société, pendant un même temps, des sommes de 70000 fr., de 80000 fr. et de 90000 fr. On est ainsi ramené au premier cas. D'ailleurs, ces mises fictives sont proportionnelles aux nombres i5, 16 et 18. Il suffira donc de partager 12000 fr. proportionnellement à ces nombres.
Mais il faut avouer que c'est là un problème de pure abstraction, dont on ne saurait rencontrer d'application dans la vie commerciale. Il n'est guère admissible, en effet, qu'une personne qui entre, avec une certaine mise, dans une société déjà formée, participe aux bénéfices ou aux pertes qui ont pu se produire avant son admission; et il n'est pas plus rationnel, qu'une personne, qui se retire de la société, participe, après son départ, aux bénéfices et aux pertes qui pourront se réaliser.
YIII. DES RÈGLES DE MÉLANGE
412. Définition. Les règles de mélange sont des problèmes dans lesquels, connaissant les quantités et les prix de diverses substances que Ton mélange, on cherche le prix de l'unité du mélange.
Ce sont encore des problèmes qui ont pour objet de déterminer dans quelles proportions certaines quantités doivent entrer dans un mélange, pour que Tunité du mélange acquière un prix déterminé.
413. Premier problème. Un m^archand de vin mêle ensemble 80 hectolitres de vin qui lui reviennent à i3o fr. Vhectolitre, 70 hectolitres qui ne lui coûtent que 120 fr. Vhectolitre, et 60 hectolitres qui valent i5o /"r. l'hectolitre. A quel prix peut-il vendre l'hectolitre du mélange ?
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LesSoheclol. de la première espèce valent i3ofx8oou io4oo^
Les 70 hectol. de la seconde espèce valent 120^x70 ou 84oo\
Les 60 hectol. de la troisième espèce valent 1 5o^x 60 ou 9000'.
Donc, les 210 hectol. du mélange valent . . . 27800^
et par suite un hectohtre du melanare vaut -^ » ou 1 32^38.
414. Second problème. Dans quel rapport faut-il mélanger deux espèces de vin, lun à 110 fr., Vautre à i'i6 fr. Vhectolitre^ pour obtenir un mélange valant i2j fr. VhectoUlre? Combien d'hectolitres de chaque espèce formeraient un mélange de 100 hectolitres , à 127 fr. l'hectolitre ?
Supposons, pour un instant^ que les quantités inconnues des deux espèces de vin que l'on mélange restent séparées, et qu'on les vende ainsi isolément, chacune 127 fr. l'hectolitre ; le résultat final sera le même pour le marchand. Or, sur chaque hectolitre à 120 fr., qu'il vendrait 127 fr., le marchand gagnerait 7 fr. ; mais sur chaque hectolitre à i36 fr., qu'il vendrait 127 fr., il perdrait 9 fr. Par conséquent^, pour que la perte et le gain se compensassent, il suffirait qu'il vendît 9 hectolitres de la première espèce et 7 hectohtres de la seconde y car il gagnerait d'un côté 9 fois 7 fr., et il perdrait de l'autre 7 fois 9fr. Il devra donc mélanger les deux vins dans la proportion de 9 contre 7.
D'après cela, 9-4-7 ou 16 hectohtres du mélange demandé contiendront 9 hectolitres de la première espèce et 7 de la seconde. Pour trouver combien 100 hectolitres du même mélange en contiendraient de chaque espèce, on remarque que ces quantités sont évidemment proportionnelles. Si donc on écrit le tableau :
IX. DES RÈGLES D'ALLIAGE
/*15. DÉFINITIONS. Lorsqu'un lingot contient plusieurs métaux, on nomme titre du lingot, par rapport à l'un d'eux, le rapport du poidsl du métal correspondant au poids total du lingot.
Exemple : un lingot contient 20 kilogrammes d'or, i kilogramme de cuivre et 36 grammes d'étain; il pèseai^, o36; et les titres relatifs à l'or^ au cuivre et à Tétain, sont respectivement
Ordinairement Tun des métaux est un métal précieux (or, argent, platine), qu'on nomme le métal fin ; l'autre ou les autres sont des métaux communs (cuivre, étain. etc.), dont l'ensemble se nomme spécialement V alliage. On donne aussi le même nom d'alliage au lingot total. Quand on parle du titre d'un lingot^ sans particulariser davantage, il s'agit du titre relatif au métal fin. On l'exprime toujours en millièmes. Ainsi la monnaie d'or française est au titre de 0,900; la monnaie d'argent a deux titres, 0,900 pour les pièces de 5 francs, et o,835 pour les autres.
416. Problèmes élémentaires. Puisque le titre d'un lingot est le rapport du poids du métal fin au poids du lingot, il en résulte que le poids du métal fin est le produit du poids du lingot par le titre, et que le poids d'un lingot est le quotient du poids du métal fin par le titre.
Exemples : 1° Un lingot contient 36 kilog. d'or et 4 kilog. de
cuivre; son titre est y-» ou 0,900.
2° Un lingot, au titre de o,835, pèse 28 kilogrammes; le poids du métal fin est o^, 835 X 28, ou 23^^380.
3° Un lingot, au titre de 0,900, contient 84 kilogrammes d'or fin; combien pèse-t-il? Si ce poids était connu, en le multipliant par 0,900, on obtiendrait le poids de l'or fin, ou 84 kilogrammes : donc le poids inconnu est le quotient de 84 kilog.
84ok „, I
par 0,900, ou —2—» ou gô^ t.*
417. Premier problème. On fond ensemble trois lingots d'or. Le premier^ au titre de 0,927, pèse 72 kilogrammes; le second, au titre de 0^892, pèse 84 kilogrammes ; le troisième; au titre de 0,900, pèse 100 kilogrammes. Quel est le titre du mélange ?
Le poids de l'or fin contenu dans le i^"" lingot est ok,927X 72, ou 66k, 744.
Le poids de Tor fin contenu dans le 2« lingot est 0^,892x84, ou 74^,928.
Le poids de Tor fin contenu dans le 3' lingot est 0^,900 x 100, ou 90k.
Donc les 256 kilogrammes de l'alliage contiennent 23ik,672
d'or fin; et, par suite, le rapport du poids de l'or fin au poids
2,3 1 6^2 total, ou le titre, est Z./ , ou o,qo5 environ.
418. Second problème. On fond ensemble deux lingots d'or, Vun au titre de 0,887, ^^<^^*^^^ ctw titre de 0,910. Dans quel rapport devra-t-on les allier, pour obtenir un lingot au titre légal de 0,900.^ — Quelle quantité faudra-t-il prendre de chacun d' eux ^ pour obtenir un lingot de ^^kilogrammes au même titre?
Comme la fusion amène l'homogénéité du lingot résultant, les choses se })assent, comme si chaque kilogramme du premier lingot, au titre de 0,887, prenait au second ok,oi3 d'or, et lui cédait ok,oi3'de cuivre ; et comme si, en même temps, chaque kilogramme du second lingot cédait au contraire au premier ok,oio d'or, et en recevait ok^oio de cuivre. Par conséquent, pour que les deux opérations se compensassent, il suffirait de fondre ensemble 10 kilogr. du premier et i3 kilogr. du second ; car alors le premier recevrait du second 10 fois ok,oi3 d'or, et lui céderait 10 fois ok,oi3 de cuivre, tandis que le second recevrait du premier i3 fois ok,oio de cuivre, et lui céderait i3 fois ok,oio d'or, ce qui est la même chose. On doit donc prendre des quantités des deux lingots qui soient dans le rapport de 10 à i3.
D'après cela, 10 + i3 ou 23 kilogrammes de l'alliage demandé contiendront 10 kilogrammes du premier hngot et i3 kilogrammes du second. Il est évident qu'un poids quel-
conque de Talliage contiendra des quantités proportionnelles de chaque lingot. On pourra donc écrire le tableau :
ALLIAGE. I" LINGOT. 2^ LINGOT
23 lO l3
et l'on aura immédiatement :
x=z io-x-^= iQk, 565, w= i3kx -^ = 20^,435.
419. Troisième problème. Un lingot d'argent est au titre de 0,845, et pèse 100 kilogrammes. Quelle quantité de cuivre doiton lui allier, pour l'amener au titre légal de o, 835 1
Après comme ayant Faddition du cuivre, la quantité d^argent contenu dans le lingot est invariable et égale (416, 2») à ok,845 X loo ou à 84^,5. Mais, après Taddition, le titre est
0;835 : donc alors le poids total du lingot (416, 3'') est -^^ ou
101^^1976. On a donc dû ajouter 101IS1976 — look, ou 1^1976 de cuivre.
420. Quatrième problème. Un lingot d'or, au titre Je 0^887, pèse 80 kilogrammes ; quelle quantité d'or pur faut-il lui allier , pour l'amener au titre légal de 0,900?
Dans le cas actuel, c'est la quantité de cuivre qui reste invariable dans le lingot, après comme avant Taddition de l'or; et comme le titre relatif au cuivre est évidemment i — 0,887 ou 0,1x3, la quantité de cuivre du lingot (416 ,2°) est ok^ii3 x8o ou 9^^040. Mais après l'addition de For, le titre relatif au cuivre n'est plus que i — 0,900 ou 0,100. Donc le poids total du lingot
est (416, 3") alors 2^^^» ou Qok,4. On a donc dû ajouter ^ ' ' 0,100 .^ '^
9ok.4— 8ok, c'est-à-dire iok^4 d'or pur.
421. Cinquième problème. T/i lingot d'argent, au titre de 0,812, pèse 120 kilogrammes. Quelle quantité d'un autre lingot d'argent, au titre Je 0,888, doit-on lui allier, pour obtenir un lingot au titre légal de o,835?
Chaque kilogramme du premier lingot, passant, par lafusion,
du titre de 0,812 au titre de 0^835, gagne ok,o23 d'or; chaque kilogramme du second^ passant du titre de 0^888 au titre de o,835^ perd au contraire ok,o53 d'or. Pour que les deux opérations se compensent, il suffit donc d'allier 53 kilogrammes du premier lingot avec 23 kilogr. du second ; car le premier gagnera 53 fois 23 grammes d'or, tandis que le second perdra 23 fois 53 grammes d'or.
Or si 53 kilogrammes du premier lingot doivent être alliés à 23 kilogrammes du second, les 120 kilogrammes du premier devront être alliés à une quantité proportionnelle du second ; et l'on aura :
X = 23k X -Yô = 52k,0755.
X. DES RÈGLES D'ÉCHANGE
422. Définition. Les monnaies, qui ont cours dans deux pays différents, ont entre elles des rapports dont la valeur dépend de leur nature et de leur titre. La règle d'échange a pour objet, quand on connaît ces rapports, d'évaluer, en monnaie de l'un des pays, une somme d'argent exprimée en monnaie de l'autre.
423. Premier problème. Une personne envoie de Paris à Londres 200 livres sterling. Elle charge un banquier français de renvoi, moyennant une remise de \pour cent. Quelle somme en francs doit-elle déposer? On sait que 5 livres sterling valent 127 francs.
Puisque 5 livres sterling valent 127 fr.,
200 livres sterling vaudront ^f= 127'x ^V""^^^^^ »
car la proportionnalité est directe. Le banquier recevant ^ pour cent de cette somme, c'est-à-dire | de 5o^,8o ou 25s4o> la personne doit déposer chez lui une somme de 5o8of -h 25^,40, ou 5io5f,4o.
424. Second problème. On sait que 28 francs valent 2^ shillings d'Angleterre^ que d^ shillings valent 16 florins d'Autriche, que 23 florins valent 245 réaux d'Espagne^ que ic)Sréauxvalent \3groubles (de 10 kopecks) de Russie. Et l'on demande combien ii)oo francs valent de roubles.
Puisque 198 réaux valent 189 roubles, i réal vaut — ^ de rouble; et 245 réaux valent l'ig''''''^ X^^- Donc 23 florins, qui
valent 245 réaux, valent aussi iSo^o^^x— %.Donc 16 florins va-
lent i39roub><^M2 X K- C'est donc aussi la valeur de 35 shil- 198 23
lings ; et, par suite, 25 shillings, c'est-à-dire 28 fr._, valent
ij^roub^ ~~Q X-^Xq?* Par conséquent, i5oo fr. valent en
roubles
.) , 245 16 25 i5oo
198 23 Ôô 28
On simplifie l'expression, avant de faire les calculs, et Ton trouve
i3gX2X25x5oo 3475ooo ,^ ^ ,,
XI. DES REGLES DE FAUSSE POSITION
425. DÉFINITION. Les règles de fausse position ou de fausse supposition sont des problèmes que l'on peut résoudre à Taide de deux hypothèses arbitraires et successives sur le résultat cherché. Nous exposerons la méthode sur quelques exemples.
426. Premier problème. On veut payer 64 fr. avec 20 pièces^ en n'employant que des pièces de 5 fr. et des pièces de 2 fr.: combien doit-on employer de pièces de chaque espèce?
Première hypothèse. Supposons qu'on emploie 10 pièces de chaque espèce, la somme totale ainsi formée vaudra 10 fois 5fr.-f-iofois2 fr. ou7ofr. Elle sera trop grande de (70— 64^) ou 6 fr. Ainsi ïerreur en trop est de 6 fr.
Seconde hypothèse. Supposons que l'on remplace une pièce de 5fr. par une pièce de 2 fr., le nombre des pièces restera le même ; mais la somme diminuera de 5 fr. et augmentera de 2 fr. ; elle diminuera finalement de 3 fr. L'erreur diminuera donc de 3 fr.
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Ainsi, chaque fois que Ton remplacera une pièce de ^ fr. par une pièce de 2 fr._, Terreur^ qui était primitivement de 6 fr., diminuera de 3 fr. Pour que cette erreur diminue de 6 fr. et devienne nulle, il suffit donc de remplacer autant de pièces de 5 fr. qu'il y a de fois 3 dans 6, c'est-à-dire 2 pièces.
On prendra donc lo — 2 ou 8 pièces de 5 fr., et 10-4-2 ou 12 pièces de 2 fr. Et, en effet, la somme payée vaudra 8 fois 5 fr. -f-i2fois2fr. ou 64 fr., et le nombre des pièces sera 84- 12 ou 20.
427. Second problème. Former la longueur du mètre en juxtaposant 52 pièces d'or, les unes de 20 fr., les autres de 10 fr., de manière que leurs centres soient tous en ligne droite. Le diamètre de la pièce de 20 fr. est 21 millimètres ; celui de la pièce de 10 fr. est 19 millimètres.
Première hypothèse. Supposons qu'on n'emploie que des pièces de 10 fr.; la longueur formée avec 52 de ces pièces sera 52 fois 19 millimètres, ou 988 millimètres. L'erreur en moins sera donc de 12 millimètres.
Seconde hypothèse. Supposons qu'on remplace une pièce de 10 fr. par une pièce de 20 fr., la longueur totale augmentera de 21 millimètres, mais elle diminuera en même temps de 19 millimètres : elle augmentera finalement de 2 millimètre?. Et Verreur diminuera, Y^SiV suiie^ de ^millimètres.
Ainsi, chaque fois qu'on substituera une pièce de"20 fr. à une pièce de 10 fr., l'erreur, qui était primitivement de 12 millimètres, diminuera de 2 miUimètres. Pour qu'elle diminue de 12 millimètres, et devienne nulle, il suffît de remplacer autant de pièces de 10 fr. qu'il y a de fois 2 dans 12, c'est-à-dire 6 pièces.
On prendra donc 6 pièces de 20 fr., et 52 — 6 ou 46 pièces de 10 fr. Et, en effet, la longueur fournie par les 6 pièces de 20 fr. est 6 fois 21 ou 126 milhmètres, et la longueur fournie par les 46 pièces de 10 fr. est 46 fois 19 ou 874 millimètres ; or
428. Troisième problème. On propose de partager lenomhr [00 en deux parties telles que le quart de la première, ajout
e ajouté
au cinquième de la seconde, donne une somme égale à 21 5-^.
Première Injpothèse. Supposons qu'on partage 100 en deux parties égales; le quart delà première sera 12 J, t^t le cinquième de la seconde sera 10; la somme sera 22 2; et rerrciir en trop sera 22 1 — 21 ^, ou i ^V^ ou ||.
Seconde hypothèse. Supposons maintenant qu'on diminue la première partie d'une unité, et qu'on augmente la seconde d'une unité , pour que la somme des deux parties reste égale à 100 : la somme des deux fractions diminuera de {, mais augmentera de I : elle diminuera donc, en réalité, àej — l, ou de 2*0' L'erreur diminuera donc de ^.
Ainsi, chaque fois que l'ondiminuera d'une unité la première partie, Terreur, qui était primitivement de |~, diminuera de ■^. Donc, pour qu'elle diminue de |^, ou qu'elle s^annule, il suffit de diminuer la première partie de 21 unités.
On prendra donc 5o — 21 ou 29 pour la première partie, et 5o -f-21 ou 71 pour la seconde. Et en effet, le quart de 29 est 7 1^; le cinquième de 71 est 14 |; et leur somme est 21 2^^.
429. Remarque. Celte méthode exige, pour être employée, que l'on constate avec soin, que la variation des erreurs est proportionnelle à la variation des valeurs attribuées à l'inconnue. Elle est, dans ce cas, rigoureuse; mais elle est peu élégante, et l'on ne doit s'en servir qu'à défaut de méthode directe.
XII. DES MOYENNES
430. Définition. Lorsque plusieurs quantités de même nature ont des valeurs différentes, on nomme valeur moyenne de ces quantités le quotient de la somme de toutes ces valeurs par leur nombre. C'est la valeur qu'il faudrait attribuer à chacune d'elles, si l'on voulait que toutes les valeurs devinssent égales, sans que leur somme changeât.
La détermination des valeurs moyennes est un cas particulier de la règle de mélange ou d'alliage , celui où les poids ou les volumes des quantités que l'on mélange sont égaux.
Exemples : 1° On mélange, par parties égales, du vin de trois qualités, l'une à i4o fr., la seconde à ii5fr., la troisième à
102 fr. rhectolitre. Quel est le prix de l'heclolitre du mélange? C'est le prix moyen :
i4o-f-ii5-l- 102 f
X =—^ 7^ = I IQ .
Si" On fond ensemble des poids égaux de quatre lingots d'argent^ aux titres de 0,935 0,927 0,912 0,902. Quel est le titre de l'alliage ? C'est le titre moyeti:
^_o,935-ho,927H-o,9i2+o,902_3,676
^ — ' -z — -z — u,i^it;.
431. Problème. On a mesuré y à plusieurs reprises, un angle avec un graphomètre : on a trouvé chaque fois des valeurs différentes, savoir: 28o52/36";28°5i/ 62"; 28''5i^48" et 28«5i/24". Quelle est la valeur de l'angle ?
Puisque les quatre mesures ne s^accordent pas, on n'a pas d'autre ressource que de ctioisir la valeur moyenne:
exercices.
I. Lorsqu'une grandeur A est directement proportionnelle à plusieurs autres B, C, D, elle est proportionnelle à leur produit ; c'est-à-dire que si l'on désigne par a, b, c, d, et parOj, b^, c^, d^, deux séries de valeurs correspondantes des quatre grandeurs, on a :
a b X c X rf .
«1 ~ ^1 X c^ X dj'
et Ton peut écrire : o = /cX^XcXd,
k étant un nombre constant qui reste le même, quelle que soit la série de valeurs correspondantes que Ton considère.
II. Lorsqu'une grandeur A est inversement proportionnelle à d'au ires grandeurs B, C, D, elle est inversement proportionnelle à leur l'produit ; c'est-à-dire que l'on a :
a_ _ b^XClX d^, a^^ b Xc X d '
ei l'on peut écrire: « \= _i__.
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III. Si une grandeur A est directement proportionnelle aux grandeurs B, C, et inversement proportionnelle aux grandeurs D, E, elle est proportionnelle au quotient de la division du produit des premières par le produit des secondes; c'est-à-dire que Ton a :
et l'on peut écrire
dXe
IV. On a payé 743# i5s 8d pour 43^ j*" 5? d'un certain ouvrage : combien faut-il payer pour 38t 4? ioP du même ouvrage ? ( R. : 657^ 12* 8J .)
V. On aurait besoin, pour tapisser une chambre, de 10 rouleaux de papier, ayant une largeur de om, 36 ; on trouve à employer des rouleaux dont la largeur n'est que om^ 3o. Combien emploiera-t-on de ces rouleaux? (R. :i2.)
VI. i5 ouvriers, travaillant 10 heures par jour, ont employé 72 jours à faire 1800 mètres d'un certain ouvrage : combien devra-t-on employer d'ouvriers, travaillant 8 heures par jour, pour faire, en 8 jours, 1920 mètres du même ouvrage ? (R. : 180 ouvriers.)
VII. Il a fallu 960 mètres de drap à | de large, pour habiller 400 hommes : combien faudra-l-il de mètres de drap à g, pour en habiller 6720 ? (R.: 23o4om.)
VIII. Un courrier, marchant 12 heures parjour, a fait 7^0 lieues en 5o jours : combien doit-il marcher d'heures parjour, pour faire 100 lieues en 9 jours? (R. : 8I1 53m 20s. )
IX. Une somme de 222oof a rapporté 2497f, ^° ^" ^ ^"^ ^ "^^'^ î ^^"^" bien une autre somme de 42 5of rapportera-t-elle en 3 ans 9 mois ? quel est le taux de l'intérêt ? (R. : intérêt = 796^, 876 ; taux = 5 7o)
X. Un marchand a acheté à un fabricant une certaine quantité d'élolfe de laine pour 77i8f, 5o ; et il lui a fait, pour règlement de son compte, un billet payable dans 18 mois. Quel doit être le montant du billet, sachant que l'intérêt convenu est de f */o par mois ? (R. : 8239f, 5o).
XL Une personne achète une forêt 48000 fr.; elle convient de s'acquitter en 6 paiements égaux, de 8000 fr. chacun, faits, le premier comptant, et les cinq autres de mois en mois. On lui offre de payer les 48000 fr. en une seule fois ; à quelle époque devra-t-elle payer? Le taux de l'intérêt est 5°/o. (R. : 2 mois 14 jours environ.)
XII. On offre à un marchand de lui vendre 3oo mètres de drap, première qualité, à ^ de large, pour 7200 fr. argent comptant, ou bien 5oo mètres de drap, seconde qualité, à f^ ^^ large, pour 12000 fr.
payable dans 2 ans. A dimensions égales , i mètre de drap, seconde qualité, coûte les -f| du prix du mèlre de drap, première qualité. Le taux est 10 0/0 par an, et l'on a égard aux intérêts composés. Quelle est l'opération qui est la plus avantageuse au marchand? (R. : La seconde : on trouve que 5oom de drap, seconde qualité, à j^, aux conditions du premier marché, se paieraient 12 100 fr. dans 2 ans.)
XIIL Une personne qui doit 20000 fr. paie une rente de 1200 fr. par an pour l'intérêt de sa dette : elle voudrait amortir en deux ans le capital et la rente, au moyen de deux paiements égaux effectués à la fin de chaque année. On a égard aux intérêts composés. Quelle est le montant de chaque paiement? (R.: logoSf, 74.)
XIV. On sait que 243* 5s 8d ont rapporté 12* 8» gd; et l'on demande ce que rapporteraient, au même taux, 1702^^ 19s Sd. (R.: 8y-H- i» 3d. )
XV. Un homme laisse, en mourant, sa femme enceinte : il ordonne que, si elle a un fils, elle ne prendra dans son héritage que la moitié de la part de ce fils ; mais que, si elle a une fille, elle prendra, au contraire, le double de la part de sa fille. Cette femme accouche de 'deux jumeaux, un fils et une fille. Comment faut-il partager l'héritage qui est de 35oooo fr., pour satisfaire aux intentions du testateur ? (R. : La mère looooo fr., le fils 200000 fr., la fille 5oooo fr.)
XVL Une personne laisse en mourant quatre héritiers: le premier doit avoir 5, le second f, le troisième |^^ et le quatrième ^ du bien total. (La somme des quatre fractions vaut plus d'une unité.) Calculer ce qui revient à chacun, sachant que l'héritage est de 8463oo fr. ( R. : i4o77of, 68, 201101 f; 2iii56f, o4; 293272^, 28. )
XVIL Une personne a fait deux placements, l'un à 5 0/0, l'autre 360/05 la somme des deux placements est de 40000 fr., et l'intérêt total qu'ils ont produit est de 2120^ On demande la valeur de chaque placement. (R. : 28000^, i2ooof.)
XVIIL On propose de partager 200^ entre deux personnes, de manière que le quart de la première part, diminué du cinquième de la seconde, soit égal à 27^, 5o. (R. : i5o et 5o. )
XIX. Une montre, qui avance de 5 minutes par jour, a été mise sur l'heure juste à midi. On demande quelle heure il sera le même jour, quand l'aiguille marquera 8h i5m après midi. (R.: 8h i3™ 17* environ.)
XX. Trois mobiles, dont les vitesses sont constantes, partent, en même temps, d'un même point d'une circonférence ; ils tournent dans le même sens, etparcourent en une secondé, le premier 5o 36', le second 4" 32', le troisième 4^^ 16'. Déterminer les époques des rencontres deux à deux, et trois à trois des mobiles.
( R.: L'intervalle de deux rencontres successives des deux premiers est o'i 37'° 3os ; rinlervalle de deux rencontres successives du premier et du troisième est 4'^ S™. La première rencontre des trois mobiles aura lieu au moment où les deux prenfiiers se rencontreront pour la 98™'' fois, et le premier et le troisième pour la i35""' fois, c'est-à-dire 55ih i^™ après le départ.)
XXI. On imprime un livre dont le nombre des lignes par page et le nombre des lettres par ligne sont déterminés. Si Ton avait mis 3 lignes de plus par page et 4 lettres de plus par ligne, la page aurait contenu 224 lettres de plus : en mettant 2 lignes de moins par page et 3 lettres de moins par ligne, la page aurait contenu i45 lettres de moins. Combiena-t-on mis de lignes à la page et de lettres à la ligne? (R.: 29 lignes^ 32 lettres.)
432. But que l'on se propose. Les règles du calcul des nombres entiers et fractionnaires, qui se trouvent éparsesdans cet ouvrage, fournissent le résultat exact d'une opération quelconque à exécuter sur ces nombres. Or, il arrive souvent qu'on n'a pas besoin de connaître ce résultat exact, et qu'une valeur approchée suffit au but qu'on se propose d'atteindre. 11 n'est pas nécessaire, dans ce cas, d'exécuter complètement les calculs; et l'on peut donner des méthodes abrégées qui suffisent pour obtenir l'approximation que l'on désire.
Il arrive, dans d'autres cas^ que les nombres sur lesquels il s'agit d'opérer sont incommensurables, et qu'il n'est pas possible d'en obtenir les valeurs exactes. 11 faut, pour les soumettre au calcul, commencer par en chercher des valeurs approchées; et il importe que, d'une part, ces valeurs soient assez approchées pour fournir au résultat l'approximation que l'on a en vue, et que, de l'autre, les fastidieux calculs qu^elles nécessitent soient abrégés, autant que possible.
11 arrive enfin que les nombres donnés sont le résultat de mesures expérimentales, et ne sont connus qu'avec une approximation limitée, quelque soin qu'on apporte à l'opération. 11 est visible que, dans ce cas, le résultat que l'on cherche ne peut être connu exactement; et il importe de savoir sur quelle approximation l'on peut compter.
On est ainsi conduit à résoudre, pour chacune des opérations de l'arithmétique, les deux questions suivantes :
'1 0 Des nombres sont connus exactement, ou S07it susceptibles d'une approximation illimitée; avec quelle approximation faut-il les évaluer ^ pour obtenir le résultat d'une opération à exécuter sur eux, avec une approximation déterminée ?
2(1 Des nombres sont donnés chacun avec une approximation connue : avec quelle approximation peut-on obtenir le résultat d'une opération à exécuter sur eux ?
Deux méthodes principales existent pour résoudre ces questions, l'une dite des erreurs absolues, l'autre dite des erreurs relatives. Nous les exposerons successivement.
CHAPITRE PREMIER DES ERREURS ABSOLUES
435. Définitions. I. On d'il qu'ifn nombre est évali(é à une unité près d'un certain ordre, lorsque la difîérence entre ce nombre et la valeur approchée qu'on lui substitue est inférieure à une unité de cet ordre. Cette différence se nomme Verreur absolue.
Exemples : Si, au nombre 36, 42819, on substitue le nombre plus petit 36,4228, la différence ou l'erreur 0,00089 ^'st moindre qu'un miHi^me: on dit que 36.4228 est une valeur du nombre, approchée à un millième près, par défaut. Si, au nombre 3,1415926, on substitue )e nombre plus grand 3,i4i6, la différence 0,0000078 est moindre qu'un cent-millième; 3,i4i6 est une valeur du nombre, approchée à un cent-millième près, par excès.
Dans le premier cas, l'erreur 0,00089 ^^t plus petite que o,ooo5; la valeur est donc approchée par défaut, d un demi-millième près; dans le second, l'erreur 0,0000078 est plus grande que o,ooooo5 ; la valeur n'est donc pas approchée à un demi-cent-millième près par excès.
II. Lorsque, dans un nombre entier ou décimal, on supprime tous les chiffres qui suivent un certain ordre d'unités (en les remplaçant par des zéros, si cela est néce.-îsaire), on substitue à ce nombre une vaieur, approchée par défaut, à une unité près de cet ordre : car on sait (192) que 1 ensemble des chiffres supprimés ne vaut pas une unité de Tordre du dernier chlffie conservé. Si l'on augmente d'une unité ce dernier chiffre, on obtient une valeur approchée par excès, mais toujours à une unité près de même ordre, puisqu'on ajoute une unité de cet ordre, et qu'on retranche une quaniiié moindre.
Exemples : Dans le nombre 2,718281828, on supprime tous les chiffres qui suivent les millièmes; et le nombre 2,718 est approché par défaut, à un millième et même à un demi-millième près; et le nombre 2,719 est approché par excès, à un millième près.
Dans le nombre 206264,75, on supprime tous les chiffres qui suivent les centaines; les nombres 206200 et 206800 sont des valeurs approchées, l'une par défaut, l'autre par excès, à moins d'une centaine ; et la dernière e^t approchée à moins d'une demi-centaine.
Il résulte de là, qu'on peut toujours obtenir une valeur approchée d'un nombre, à moins d'une demi-uniié de l'ordre du dernier chiffre conservé.
III. Lorsqu'on dit qu'wn nombre esl calculé avec un, deux, trois. . . chiffres exacts, on entend que l'erreur, en plus ou en moins, esl moindre qu'une unité de l'ordre de son dernier chifTre. Ainsi 3,i4i est la valeur (par défaut) de 3,i4i59 avec quatre chiffres exacts. De même 2,7183 est la valeur (par excès) de 2,7182818 avec cinq chiffres exacts, bien que le dernier chiffre de la valeur approchée ne soit pas égal au cinquième chiffre du nombre exact.
Ces préliminaires posés, nous allons résoudre les deux questions pour chacune des six opérations de l'arithmétique.
I. ADDITION
434. Première question. Des nombres sont donnés avec une approximation illimitée: trouver leur somme, à une unité près d'un ordre donné.
Règle. Si Von n'a pas plus de dix nombres a additionner, on évalue chacun d'eux, par défaut, à une unilc près de Vordre immédiatement inférieur à celui de Ihmité qui exprime r approximation demandée: on fait la somme des nombres approchés ; on supprime le dernier chiffre à droite, et Von augmente d'une unité le chiffre précédent.
Si le nombre des nombres à additionner est supérieur à 10, et n'est pas supérieur à 100, on évalue chaque nombre, par défaut, à une unité près de Vordre inférieur de deux rangs à celui de Vunité qui exprime V approximation ; on fait la somme des nombres approchés; on supprime deux chiffres adroite, et Von augmente d'une unité le chiffre précédent.
Et ainsi de suite.
Soient, par exemple, les quatre nombres yz, y 3, yS et Y7 : on demande de trouver leur somme à 0,01 près. On calcule chacun d'eux à 0,001
près, et l'on trouve y/7 = i,4i4> \/3 = 1,732, y^5 = 2,236, yly = 2,645. Puis on fait l'addition
Enfin, supprimant le 7 et augmentant le 2 d'une unité, on prend 8,o3 pour valeur approchée de la somme à o.oi près, par défaut ou par excès.
Et, en effet, puisque Terreur sur chacun de.s quatre nombres est plus petite que 0,001, l'erreur sur la somme est plus petite que 0,004 ; elle est, à fortiori, moindre que 0,01. La somme cherchée est donc comprise entre
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8,027 et 8,037; ^^ comme il en est de même de 8,0], il eu résulte que 8,o3 est une valeur approchée de la somme, à 0,01 près.
435. Seconde qukstion. Des nombres sont connus avec une approximation déterminée : avec quelle approximation peul-on obtenir leur somme?
Désignons par A,B,C,D, les nombres exacts, para, b,Cy d, leurs valeurs approchées par défaut, et par a, g, y, «» les erreurs absolues. On a :
et, par suite,
A+lî+C4-D = ct + &H-c-|-fZ+a+g-}-Y + 5.
Or, (A + B+C + D) est la somme exacte, et [a -^b + c-\-d) est la somme approchée; donc l'erreur est aH-6-|-y+ 0. Il en serait de même, si les nombres étaient tous approchés par excès.
Ainsi Verreur absolve de la somme de plusieurs nombres^ approchés dans le même sens , est la somme des erreurs absolues des parties.
En général, si l'on désigne par s la plus grande des erreurs absolues et par R le nombre des nombres à additionner^ l'erreur absolue de la somme est plus petite que ns.
Exemple: Les quatre nombres 7,86 8,349 5,6878 4î592 sont approchés, à une unité près de l'ordre de leur dernier chiffre: quelle est l'erreur de leur somme? Ici e = 0,01 : donc Terreur de la somme est moindre que 0,04. Or la somme, approchée par défaut, est 25,8388. La somme exacte est donc comprise entre 25,8388 et 25,8788, Donc 25,8 est une valeur de la somme, approchée par défaut, à 0,1 près.
Si l'on ne connaît pas le sens du V erreur commise sur chaque nombre^ certaines erreurs peuvent se détruire en partie, et Verreur de la somme est moindre que la somme des erreurs, et^ à plus forte raison, moindre que ne. Mais on ne sait plus alors quel est le sens de l'erreur de la somme;, et les limites qui la comprennent sont plus éloignées.
Ainsi, dans l'exemple précédent, où la somme approchée est 25,8388, on obtient les limites qui comprennent la somme exacte, en retranchant 0,04 de la somme approchée, puis en ajoutant 0,04 à la même somme : on a ainsi 25,7988 pour limite inférieure, et 25,8788 pour limite supérieure. Par conséquent, 25,8 est encore la valeur approchée de la somme, à 0,1 près : mais on ne connaît pas le sens de l'approximation.
II. SOUSTRACTION
436. Première QUESTION. Deux nombres sont donnés avec une approximation illimitée : trouver leur différence, à une unité près d'un ordre dcrtHé.
Ml:
SOS CHAPITIÎE I.
Règle. On évalue les deux nombres, soit lov.s deux par dé faul, soil Ions deux par excès, à une unité près de l'ordre indiqué par l'approximation demandée, et Von fait la différence des deux nombres approchés.
Exemple: Trouver, à o^ooi près; la différence entre Vy et V^9.. On évalue ces deux nombres à 0,001 près, par défaut ; on trouve V^7= 2,645, et
1/2=: 1,414. Puis on fait la soustraction, soit de ces deux nombres, soit de leurs valeurs approchées par excès.
Et, en effeî, Terreur sur chaque nombre éîani inférieure à 0,001, l'erreur sur leur différence est, à plus furie raison, moindre que 0,001. Donc i^23i est une valeur de la différence, à 0,001 près, par défaut ou par excès.
437. Seconde question. Deux nombres sont connus avec une approximation déterminée : avec quelle approximation peut-on obtenir leur différence?
Désignons par A et B les nombres exacts, par a el b leurs valeurs approchées par défaut, et par a et p les erreurs absolues. On a:
A = a-hci, B=6 + [5, d'où A— B== a— 6 + a — p.
Or, A — B est la différence exacte, a—b est la différence approchée : donc l'erreur de la différence est la différence entre a et p.
Ainsi, l'erreur absolue de la différence entre deux nombres, approchéspar défaut, est la différence des erreurs des deux nombres. Ce résultat d'ailleurs est approché par défaut ou par excès, selon que a est supérieur ou inférieur à [3.
Si a et 6 sont des valeurs de A et de B, approchées pafexcès, de telle sorte que A = a — a, B=6— p,
on aura : A — B=a — 6+^ — a;
Terreur absolue de la différence est encore la différence des erreurs ; mais le résultat est approché par défaut ou par excès, selon que a est inférieur ou supérieur à p.
Mais si l'un des nombres est approché par défaut et l'autre par excès; si l'on a, par exemple :
A=a— a, B=&-|-|3, on aura : A — B=«^a— & — a— p.
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Verreur absolue est, dans ce cas^ la somme des erreurs, et elle est de même sens que celle du plus grand nombre.
On peut évidemment dire que, dans tous les cas, l'erreur de la différence est moindre que le double de la plus grande des deux erreurs.
Exemple: les deux nombres 8^36 et 5,4j>.9 sont approchés pi;r défaut, à une unité près de Tordre de leur dernier chiffre : il en est de même de 8,'3(j et de 5,42 : donc 8,3r) — j,4>. ou .>..94 csi une valeur de leur dilTérence, à 0,01 près, par défaut ou par excès.
Si Ton ne connaît pas le sens des erreurs, 2,04 n'est plus la valeur approchée delà difterence qu'à o^op. près.
v:> 111, MULTIPLICATION.
438. Première question. Deux nombres sont donnés avec une approxima-^ tion buP finie : trouver leur produit, à une unité près d'un ordre donné.
Règle, dite J'Oughtred. On écrit d\ibord le multiplicande comme à Vordinaire : puis on écrit le chiffre des unités du multiplicalcur sous le chiffre du muUip'icande qui représente des unités cent fois plus petites que celle qui exprime V approximation demandée; et l'on fait pivoter, autour de ce chiffre ainsi placé, le multiplicateur tout entier, de manière que ses chiffres soient écrits en sens inverse du sens ordinaire. On supprime, dans le multiplicande, tous les chiffres qui, sur sa droite^ dcpassent le multiplicateur ; et Von supprime, dans le multiplicateur, tous les chiffres qui, sur so gauche, dépassent le multiplicande.
Le calcul étant ainsi préparé, on multiplie le multiplicande par le premier chiffre à droite du multiplicateur ; ce qui fournit un premier produit partiel. On multiplie ensuite par le second chiffre du multiplicateur le multiplicande dont on supprime un chiffre à droite, et l'on écrit ce second produit jjartiel sous le premier, comme dan^ une addition ordinaire. On multiplie par le troisième chiffre du multiplicateur le multiplicande dont on supprime un 7iouveau chiffres à droite, cl Von écrit ce troisième produit sous les deux autres. On continue ainsi à multiplier par chaque chiffre du multiplicateur la portion du muWplicand': qui commence au chiffre placé au-dessus de lui, jusqu'à ce que Vouait épuisé tous les chiffres désignés au multiplicateur.
On ajoute alors tous les produits partiels; on supprime les deux derniers chiffres à droite, et Von augmente le précédent (Vunc unité. Puis on fait exprimer au résultat des unités de Vordre de celle qui cxpri)iic V approximation demandée.
Exemple : Trouver, à 0,001 près, le produit de 8,-238567935. . .. par 28,739654723, . . . D'après la règle précédenle, on doit placer le chiffre
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8 du multiplicateur sous le chiffre 5 du nfiulllplicande qui exprime des C'^ntmillièmes, puisqu'on demande des millièmes; puis on retourne le multiplicateur, el Ton dispose l'opération comme il suit :
On forme les produits partiels, comme l'indique la règle; et l'on trouve pour somme 25072037. On su[)prime les deux derniers chiffres 37; on augmente o d'une unité, et l'on fait exprimer au résultat des millièmes. II faut prouver que 250,721 est une valeur approchée du produit^ à 0,001 près, par défaui ou par excès.
Remarquons d'abord que, pour former le premier produit partiel, on muliplie par 2 dizaines le multiplicande dont le dernier chiffre exprime des millionièmes, et que, par suite, ce premier produit représente des cenl^ millièmes. Pour former le second produit partiel, on multiplie par 8 unités la portion du multiplicande qui se termine au ch\^Ye à^ii cent-millièmes ; ce second produit exprime donc aussi des cent-millièmes. Il en est de même du troisième produit et des suivants ; car, à mesure que l'on avance, le chiffre du multiplicateur, que l'on emploie, exprime des unités dix fois plus petites que le précédent, tandis que le chiffre qui termine la partie correspondante du multiplicande exprime des unités dix fois plus grandes que le précédent. Tous ces produits partiels représentent donc des centmillièmes : il faut donc, pour les additionner, les placer, comme le demande la règle, les uns sous les autres ; el la somme totale 25072037 exprime aussi des cent-millièmes, et doit s'écrire 250,72037.
Calculons maintenant une limite de l'erreur commise. On a négligé, dans le premier produit partiel, de multiplier par 2 la partie 7935... du multiplicande : or cette partie ne vaut pas une unité de Tordre du 6, qui la précède (au multiplicande); l'erreur correspondante est donc inférieure au produit d'une unité de l'ordre du 6 par 2 unités de l'ordre du 2 (au multiplicateur), c'est-à-dire à 2 cent-millièmes* On a négligé, dans le se-
cond produit partiel, de muliiplier par 8 la partie 67935... du multiplicande : or cette partie ne vaut pas une unité de l'ordre du 5, qui la précède {au multiplicande); l'erreur correspondante est donc inférieure au produit d'une unité de l'ordre du 5 par 8 unités de Tordre du 8 (au niuliiplicaleur), c'est-à-dire à 8 cent-millièmes. Ce calcul s'applique à chacun des produits partiels effectués ; il montre que la somme des erreurs commises, en négligeant certaines parties du multiplicande, est inférieure à un nombre de cent-millièmes égttl à la somme des chiffres employés au multiplicateur, c'est-à-dire à (2-1-8 + 7 + 34-9-1-6-1-5), ou à 40 cent-millièmes.
Ce n'est pas tout : on a encore négligé de multiplier le multiplicande tout entier par la partie 47.>.3... du multiplicateur : et l'on peut évaluer de deux manières une limite supérieure de l'erreur. 1° Le multiplicande, commençant par un 8, ne vaut pas (8 + 1) unités de l'ordre de ce 8; la partie négligée au multiplicateur ne vaut pas une unité de l'ordre du 5 qui est audessous du 8 : donc Terreur commise est inférieure au produit de (8 + 1) unités de l'ordre du 8 par une unité de l'ordre du 5, c'est-à-dire à (8+1) cent-millièmes. 2° La partie négligée au multiplicateur, commençant par un 4, ne vaut pas (4+1) unités de Tordre de ce 4 •" et le multiplicande tout entier ne vaut pas une unité de Tordre supérieure celui du 8, unité qui serait placée au-dessus du 4 du multiplicateur ; Terreur commise est donc inférieure à (4 + 1) cent-millièmes. A.\ai,i C erreur due à cette cause est inférieure à un nombre de cent millièmes égal^ soit au premier chiffre du muUiplicande augmenté d'un, soit nu premier chiffre négligé du multiplicateur augmenté d'un. On choisit naturellement la plus petite de ces deux limites.
La somme totale des erreurs commises, en employant le procodé de la mulliplicdtion abrégée, a donc pour limite supérieure 49 ou même 45 centmillièmes; elle est donc inférieure à 100 cent-millièmes, ou à 0,001. Le produit exact, qui est plus grand que 250,72037 est donc inférieur à 250,72037 + 0,001, ou à 250,72137. Comme le nombre 250.721 est compris entre les mêmes limites, on peut affirmer que 250,721 est une valeur approchée du produit, à 0,001 près, par défaut ou par excès. C'est ce qu'il fallait démontrer.
439. Remarques. \o Le raisonnement qui précède exige, pour être rigoureux, que la somme des erreurs ne dépasse pas 100 unités du dernier ordre ; ce qui arrivera le plus ordinairement. Si cependant l'approximation demandée exigeait Temploi d'un grand nombre déchiffres au multiplie. teur, et si l'erreur commise, en appliquant la règle, devait, en conséquence, surpasser 100 unités du dernier ordre, il faudrait placer le chiffre des unités du mulliplicateur sous le chiffre du muUiplicande qui représente des unités mille fois plus petites que celle qui exprime l'approxmation, faire la mullipli-
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cation d'après la règle, puis supprimer trois chiffres à la droite, et terminer comme plus haut.
On verrait de même que, si le nombre des chiffres emploijés au multiplicateur était assez petit, pour que la somme des erreurs fût inférieure à dix mutés du dernier ordre , il suffirait déplacer le chiffre des unités du multiplicateur sous le chiffre du multiplicande qui représente des unités dix fois plus petites que celle qui exprime l'approximation, et de supprimer un chiffre à la droite de la somme des produits partiels.
2° Le calcul de l'erreur commise dans la pratique de la multiplication abrégée fournit, quand on le désire, des limites plus resserrées que celles que donne la règle. Ainsi, dans l'exemple précédent, on a trouvé que l'erreur par défaut est inférieure à 4^ cent-millièmes : le produit exact est donc compris entre le nombre trouvé 250,72037, et 25o_,72o37 -{-o,ooo45, ou 250,72082; et ces limites ne diflèrent que de 0,00045. Or, 250,7206, nombre compris entre elles, diffère de la première de 0,00023, et de la seconde de 0,00022 ; ce nombre est donc une valeur approchée du produit, à I de millième près.
440. Autre remarque. Les deux facteurs proposés étant susceptibles d'une approximation illimitée, le multiplicande dépas&e toujours le multiplicateur vers la droite, le multiplicateur dépasse toujours le multiplicande vers la gauche; et la règle apprend à les limiter l'un et l'autre.
Mais lorsque les nombres sont connus exactement, il est possible que l'une ou l'autre de ces circonstances ne se présente pas. Examinons les deux cas.
Supposons d'abord que le multiplicateur dépasse le multiplicande vers la droile. Eœemple : trouver, à 0,001 près, leproduitde 30,472 par 2,3478369; la disposition du calcul, d'nprès la lègle, sera la suivante :
8 5,6 3 o I 5 Comme le multiplicande est exact, on ne l'altère pas en plaçant des zéros
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à sa droite, en nombre sulfisaiil pour pouvoir appliquer la règle. Après celle modificalion, on fait Topéralion. Mais, dans le calcul de l'erreur, on doit remarquer que les trois premiers produils partiels sont exacts; car on ne néglige aucune partie du multiplicande. La limite de l'erreur est donc seulement (7 + 8-4-3 + 6+3+1) ou 9.8 cent-millièmes. I.e produit exact est donc compris entre 85,63oi5 el 85,63o43 : il est donc 85, 63o, à ^ millième près, par délaul.
Supposons mainienant que le multiplicande dépasse le mulliplicateur vers la gauche. Eœemp'e : irou\er, à 0,1 près, le produit do 339, 159 par 7,485.
Comme les nombres sont exacts, on peut supposer que les chiffres qui manquent, au multiplicateur, au-dessous des plus hautes unilés du mnliiplicande, sont remplacés par des zéros ; ils ne fournissent aucun produit partiel; et le calcul s'achève, quand on a employé le dernier chiffre significatif du mulliplicateur.
441. Remarquons encore que le résultat obtenu, dans la multiplication abrégée, est indépendant de l'ordre des facteurs. Reprenons, en effet, le premier exemple (438), et intervertissons les fadeurs :
Nous trouvons le même produit approché. C'est qu'en effet, dans le premier cas, on a multiplié 8,723836 par 2 dizaines; et que, dans le second, on
a multiplié 2 dizaines par 8,723806, ce qui revient au même. Dans le premier cas, on a niullipllé 8,72885 par 8 unités; et dans le second, on a multiplié 8 unités par 8,72885, ce qui revient au même; et ainsi de suite.
Cependant le calcul de l'erreur ne donne pas la môme limite : celte limite est dans le dernier cas (8 + 7+2 + 3-1-84-5 + 6 + 2-4-1) ou 42 centmillièmes, au lieu de 45 cent-millièmes. On choisit naturellement la plus petite.
442. Nombre de chiffres qu'exige, pour chaque facteur, l'application de LA RÈGLE DE MULTIPLICATION ABRÉGÉE. Désignous par p et p' Ics uombres de chiffres que contiennent les parties entières de chaque facteur, et par k le nombre des chiffres décimaux que Tapproximalion demande au produit approché. On place le chiffre des unités du muUiplicaleur sous le (A: + 2)n>e chiffre décimal du multiplicande, et, par conséquent, le chiffre des plus hautes unités sous le (A;+ 2 +2/- i )"* chiffre décimal. On doit donc employer au muliiplicande (p' + fe+i ) chiffres décimaux; et, comme il y a p chiffres entiers, le nombre total des chiffres à employer au multl|)licande est (25+p'+/t+ I ). 11 est d'ailleurs le même au multiplicateur.
Ceci peut se généraliser. On voit, en effet, que, pour obtenir k chiffres décimaux exacts dans un produit de deux facteurs dont le mulûplicateur contient p' chiffres entiers, il faut employer (p'+i) chiffres décimaux de plus au multiplicande. Or considérons trois facteurs; et soitp" le nombre des chiffres entiers du troisième. Pour que le produit de ces trois facteurs renferme k chiffres décimaux exacts, il suffit que le produit des deux premiers (multiplicande de la dernière opération) renferme (A;+p"+i) chif. fres décimaux exacts; et pour cela, il suffit que le premier facteur en contienne (A;+p"+ i+p'+i ) ou (p'+|3" + /<;+2). Le nombre total des chiffres à employer dans le multiplicande, et, par suite, dans chaque facteur, est donc (p+p'+p" + A;+2).
On prouverait de même que, pour quatre fadeurs, le nombre des chiffres à employer, dans chacun d'eux, est (p+p' + 2j"+p"'+/V-+3 ) ; et qu'en
général il est, pour n facteurs, {p-\-p'-\-p"-\- +p(''-^^ + /;+ n-i ).
Cette loi suppose que chaque facteur a une partie entière. Si l'un d'eux n'en a pas, on donnera au nombre p correspondant la valeur zéro dans la somme précédente, pourvu que le chiffre des dixièmes soit significatif. On verra facilement que si, en outre, il y a p zéros à la droite de la virgule, il faut retrancher p, au lieu de l'ajouter : de sorte que le nombre des chiffres à employer dans chaque facteur, pour appliquer la rèyle de la multiplication abrégée au cas de n fadeurs, csf (p+p'+p"+. .+p C"*"^) +A;+ /t- 1 ), en regardant choque lettre p comme positive lorsqu'elle représentera le nombre des chiffres de la partie entière d'un fadeur plus grand que i, et comme né-
gativelor^qiCelle représentera le nombre, des zéros qui suivent la virgule décimale dans un facteur plus yclil que i.
Exemple : calculer, à o,oooi près, le produit des trois nombres,
Ici k = 4, 71 =- 3, p = I, p' = I, p" z= — a; et le nombre des chiffres à employer est ( i + i — 24-4 + 3 — i ) ou 6. On multiplie d'abord 3,i4i59 par 1,414^1 >
Ce premier produit est donc 4,443, d'après la règle. On multiplie ensuite 4,443 par 0,006981 (en plaçant le chiffre des unités sous le chiffre des millionièmes du multiplicande^ puisqu'on demande des dix-millièmes). On obtient ainsi 0,080790 : on supprime les deux derniers chiffres, et le produit demandé est 0,0808.
443. Seconde question. Deux nombres sont connus avec une approximation déterminée : avec quelle approximation piul-on calculer leur produit?
Premier cas : Un seul fadeur est approché. Soient A et B les deux facteurs, a la valeur, approchée par défaut, de A, et a Terreur absolue. On a :
d'où A = « + a,
AB^aB + aB.
Or AB est le produit exact, aB le produit approché : donc aB est l'erreur du produit.
Ainsi, quand un des facteurs seid est approché, terreur absolue du produit est le produit du fadeur exact par l'erreur de l'autre.
Exemple : 8,141 est approché à 0,001 près, par défaut; 5,36 est exact : l'erreur absolue du produit est inférieure à un millième de 5,36, ou à o.oo536. Or le produit brut est 16,88576 ; donc le produit vrai, supérieur à celui-ci, est inférieur à i6,88576 + o,oo536, ou à 16,84112. Donc 16,84 est sa valeur approchée, à 0,01 près.
3i(> CHAPITIIE 1.
Second cas : 1 ° Les deux facteurs sont approchés par défaut. On a :
A = a + a, B = 6 4- [3, d'où AB = ab + a[5 -h (6 + p) a,
ou A!> = «Z? + rt[î4-Ba.
Le produit ab est approché par défaut; par suite l'erreur absolue est a.3-}- Ba. Si l'on remplace a par A, l'erreur est plus petite que Ap + Ba.
Ainsi, quand les deux facteurs sont approchés par défaut, l'erreur absolue du produit est moindre que la somme des pi'oduits de chacun d'eux par terreur de Vautre.
2° Uun des fadeurs est approzhè par défaut, Vautre par excès. Ou a ;
A = a H- a, B= b — % d'où AB = «^ — a[^-l-Ba,
ou AB=a6 + 6a — A|3.
Si le produit ab est approché par défaut, l'erreur absolue est, d'après la première formule . Ba — aP; elle est donc moindre que Ba^ et, à plus forte raison, que Ba-}- A[^. Si le produit ab est approché par excès, l'erreur absolue est, d'après la seconde formule, Ap — hx : elle est donc moindre que Ai3, et, a fortiori^ que Ap -j- Ba.
Aiusi, dans ce cas, V erreur absolue d a produit est, comme dans le premier, moindre que la somme des produits de chaque facteur par V erreur de L autre.
3" Les deux fadeurs sont approchés par excès. On a :
d'où AB = a& — a^ — Ba.
Le produit ab est approché par excès, et l'erreur absolue est a^-\- Ba. Si l'on remplace B par b, qui est pins grand, l'erreur est plus petite que f,|5_l_5a. Or a et b sont les valeurs des deux facteurs, approchét^s par excès. On peut donc dire que, dans ce cas, V erreur absolue du produit est moindre que la somme des produits de chaque facteur par Verreur de Vautre, pourvu que l'on prenne les facteurs par excès.
Il est visible que, dans les deux autres cas^ on peut, sans altérer la foriuule, remplacer les deux facteurs par des valeurs approchées par excès. Par conséquent, si l'on désigue par A^ et B^ ces valeurs, et par s l'erreur commise, on a, dans tous les cas :
£ < A,[5 + Bj a.
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Cas de plusieurs facteurs. Soient, A, B, C, I) les f;icleiirs, a, h, c, d leurs valeurs approchées données, a, p, y, S les erreurs absolues, el Aj, Bj, Cj, D , les valeurs de ces facteurs, approchées par excès, que l'on choisit comme on veuf.
Si, dans le produit X\], on remplace A et B par a ei h, Terreur du produit est inférieure à aBj -f- pAj = <?.
Si, dans le produit ABC, on remplace AB par ab et C par c, l'erreur est moindre que çCi H-yAjBi, ou que aBjCj + pAjCj --hyA,Bj =9'.
Si, dans le produit ABCD, on remplace ABC el D par abc et d, l'erreur est moindre que
9'D, + oAiBiCi, ou que aB^C^ + ?A,G,Di + tAiB,D, + 6A,BiC,.
Et ainsi de suite.
L'erreur absolue du produit est moindre que la somme des produits qu'on obtient en multipliant terreur de chaque facteur par le produit de tous les autres pris par excès»
Exemples. 1» On a mesuré les dimemions d'un champ rectangulaire, et Von a trouvé pour longueur i58ni,7 et pour largeur 37»!, 28 : ces mesura sont approchées à une unité près de l'ordre de leur dernier chiffre : on demande li surface du champ.
La géométrie montre qu'il faut faire le produit des deux dimensions. Or, dans ce cas^, on a a <^ 0,1, p <; o,ot j et l'on peut prendre Aj = i58^8, et
B, — 37,29. Donc l'erreur e < '- 1 — ^^, ou e < 1,588 + 3, 720, ou
enfin s ■< ^,317. On remarquera, que cette manière de calculer l'erreur du
produit revient à additionner les deux nombres comme s'ils étaient entiers
(en augmentant chacun d'eux d'une unité), et à séparer, sur ia droite de la
somme, autant déchiffres décimaux qu'il y en avait dans les deux nombres.
Le produit brut est 6916,336. Donc le produit exact est compris entre 59i6;,336 — 5,3i7 et 5916, 336+ 5, 317, c'est-à-dire entre 5911,019 et 6921,653. L'aire demandée est donc égale à 6920 mètres carrés, à 10 mètres carrés près.
2° On a mesuré les trois dimensions d'une chambre ; on a trouvé : longueur = 6^,47, largeur = 4^,38, hauteur = 2in,i5. Chacune des mesures est obtenue ci cm, 01 près. Quelle est la capacité de la chambret La géométrie apprend que, pour l'obtenir, il faut faire le produit des trois dimensions. Or, dans ce cas, on a : a < 0,01, p < 0,01, y < 0,01 ; et l'on peut prendre A^ = 6,5, B^ = 4,4, Cj = 2,2. D'où AjBj = 28,60,
AjCi = 14, 3o, el BjCi = 9,68. Par suite e < s < o,5258.
ou
Or le produit brut est 60,927990. Donc le produit exact est compris eutre 60,927990 — 0,5208 et 60,927990 + o, 0258, ou entre 60,402190 6161,453790. Donc le volume demandé est 61 mètres cubes, à i mètre cube près.
IV. DIVISION
444. Première qlestion. Deux nombres sont donnés avec une opproximation illimitée: trouver le quotient de la division du premier par le secondy à une unité près d'un ordre donné.
Règle. On détermine d'abord le nombre des chiffres entiers et décimaux que doit renfermer le quotient approché.
On sépare, sur la gauche du diviseur, un nombre dont la valeur absolue soit au moins égale au nombre des chffres du quotient; et Von prend, à la suite de ce nombre j autant de chiffres qu'il doit y avoir de chiffres au quotient : Vensembîe des chiffres ainsi déterminés forme le diviseur d'entrée; on supprime les autres. On sépare ensuite, sur la gauche du dividende^ un nombre de chiffres assez grand pour que, abstraction faite des virgu'es, il contienne le diviseur d'entrée au moins une fois et moins de 10 fois : cet ensemble de chiffres constitue le premier dividende partiel, et Von supprime tous les autres.
On divise le premier dividende partiel par le diviseur d'entrée, ce qui donne le premier chiffre du quotient. OnmuUiplie le diviseur d'entrée par ce chiffre, et Von retranche le produit du premier dividende partiel : le reste est le second dividende partiel. On supprime un chiffre à droite du diviseur d'entrée, et l'on divise le second dividend'; partiel par ce diviseur restreint; ce qui donne le second chiffre du quotient. On muUiplie le diviseur restreint ■par ce chiffre, et Ton retranche le produit du second dividende partiel : le reste est le troisième dividende partiel. On supprime un second chiffre à droite du diviseur, et l'on divise par le nouveau diviseur restreint le troisième dividende partiel; ce qui donnei troisième chiffre du quotient. Et l'on continue ainsi, jusqu'à ce que Von ait obtenu tous les chiffres du quotient que Von voulait avoir. Enfin, on fait exprimer au quotient l'ordre d'unités qu'il doit représenter,
Pourdémontrer cette relaie delà division abrégée, nousl'appliquerons à un exemple. Trouver, à 0,01 près, le q^uotient de la division de 3098^72534678. par 78,4865432673...
Le quotient devra contenir deux chiffres décimaux ; d'ailleurs , en avançant la virgule au diviseur d'un rang, puis de deux rangs vers !a droite, on reconnaît que le dividende vaut plus de dix fois, mais moins de cent fois le diviseur : le quotient aura donc aussi deux chiffres entiers ; il aura donc,
en totalité, quatre chiffres. Comme le premier chiffre 7 du diviseur est au moins égal à 4, il forme la première partie du diviseur d'er^lrée, que Ton complète avec les 4 chiffres suivants 8486. Le diviseur d'entrée est donc 78486. Le premier dividende partiel est, par suite_, 359872.
TABLEAU DU CALCUL
La première division se fait suivant les règles ordinaires, et donne 4 pour quotient et 45928 pour reste. Supprimant le chiffre 6 au diviseur, on divise 45928 par 7848, et l'on trouve 5 pour quotient et 6688 pour reste. Supprimant encore le chiffre 8 au diviseur, on divise 6688 par 784, et l'on trouve 8 pour quotient et 416 pour reste. Enfin en divisant 416 par 78, on trouve 5 pour quotient et 26 pour reste. I! faut prouver que 45,85 est le quotient cherché, à moins de 0,01 près, par défatJt ou par excès.
Remarquons d'abord que, si l'on multiplie le dividende par 100, en avançant la virgule de deux rangs vers la droite, on multiplie le quotient par roc; et par suite, pouroblenirle quotientcherché^ à moins de 0,01, il suffira de déterminer le quotient, à moins d'une unité, de la division de 359872,534678. par78, 4865432673... D'un autre côté, on peut toujours placer la virgule, au diviseur, après le nombre 7 qui a été séparé d'abord en vertu de la règle, pourvu qu'on la déplace, au dividende, dans le même sens et du même nombre de rangs. On a donc, en définitive, à trouver, à moins d'une unité, lequotient de la division de35987, 2534678... par 7,84865432673..., et à prouver que ce quotient est 4585. Rétablissons, pour cela, le tableau du calcul ainsi modifié :
MULTIPLICATION ABRÉGÉE
OiO CUAIMTHE I.
On a d'abord multiplié 7,8486 par 4 mille ; ce qui a donné 3 13944 dixièmes, que l'on a soustrait des 359872 dixièmes du dividende. Puis on a multiplié 7,848 par 5 centaines; ce qui a donné 39240 dixièmes, que l'on a retranché des 46928 dixièmes composant le reste. On a multiplié ensuite 7,84 par 8 dizaines; et Ton a soustrait le produit 6272 dixièmes du second reste, 6688 dixièmes. Et enlin on a multiplié 7,8 par 5 unités; et l'on a retranché ce dernier produit, valant 390 dixièmes, des 416 dixièmes du reste; il est resté 2,6. En résumé, on a multiplié le diviseur par le quotient trouvé, pour obtenir, non le produit complet, mais le produit qu'aurait fourni la multiplication abrégée, si Ton avait voulu calculer les dixièmes. Et c'est ce produit incomplet que l'on a retranché du dividende.
Par conséquent, si l'on représente le dividende complet par D, le produit incomplet par P, et le reste complet 2,6534678... par R, on a :
Désignons par d le diviseur complet, et par q le quotient trouvé 4585 ; appelons c l'erreur commise dans le produit, dételle sorte que
P =^ dq — f,
il en résulte que D = dq — c + R;
et, par suite, en divisant par d,
ur — est le quotient exact : pour prouver que q est le quotient approché, à moins d'une unité, il suffit de prouver que la différence des fractions
- et - est moindre que i.
Or, d'un côlé 2,6, étant le reste d'une division dont 7,8 est le diviseur,
est, plus petit que ce diviseur; et la différence est au moins de 0,1 : donc,
si l'on ajoute à 2,6 les chiffres non employés au dividende, dont l'ensemble
ne vaut pas 0,1, le nombre 2,6534678 ou R est inférieur à 7,8, et par
suite à d : donc -- est plus petit que i.
D'un autre côté, on sait que l'erreur e, commise dans la multiplication abrégée (438), est moindre qu'un nombre de dixièmes égal à la somme des chiffres du multiplicateur (4-1- 5 -f 8 + 5); or chacun de ces chiffres est moindre que 10, et leur somme moindre que 4 fois 10; donc l'erreur e est moindre que 4 fois 10 dixièmes, ou 4 unités. Mais d, ayant pour partie entière un nombre au moins égal à 4 unités, est plus grand que 4 unités :
donc - est moindre que t. Ce dernier raisonnement est général; car si le
quotient a n chilTres, Terreur e est inférieure à n fois lo dixièmes, ou à n
unités ; et la partie enlièrc du diviseur d est, d'après la règle, au moins
égale à n.
11 (' Ainsi chacune des fractions — cl - est inférieure à l'unité : donc leur
[[ cl
différence, quel qu'en soit lo sens, est inférieure à i. Donc q est le quotient
approché, à moins d'une unité, par défaut ou par excès. C. Q. F. D.
445. Remarque. U [leui arriver qu'un des dividendes partiels vaille plus de lo fois le diviseur correpponda)tt : dans ce cas, on augmente d'une unité le chiffre que Von vient d'obtenir, et l'on remplace par des zéros tous ceux qui restent à trouver.
En efTet, soit à diviser, à moins de o, i près, 83,48295934. - . . par 0,2782784^65. . . .; ou, ce qui est la même chose, soit à diviser, à moins d'une unité près, 834,8295934. . . • par 0,2782784265. . . Le quotient aura 4 chiffres ; et d'après la règle et le raisonnement (444), on devra prendre, au diviseur, 27 suivi de 4 chiffres, puis au dividendes chifTres; et l'on aura à diviser 83482,9 .... par 27,8278 ....
Le premier chiffre du quotient est 2; et le reste 278273 est moindre que le diviseur 278278; mais, lorsqu'on supprime le dernier chiffre 8, le dividende partiel 278273 est supérieur à 10 fois le diviseur restreint 27827 : le quotient nouveau est donc 10. Ecrivons ce quotient (10), comme s'il n'avait qu'un seul chiffre; et continuons l'opération. Le nouveau reste 3 ne peut avoir qu'un seul chiffre; car, puisque l'on a, par liypolhèse:
278270 ^ 278273 <[ 278278, on en conclut: 278273 — 278270 <] 278278 — 278270;
c'est-à-dire que le reste 3 est inférieur au chiffre supprimé 8. Or les diviseurs restreints, que l'on doit employer successivement, ont tous au moin? deux chiffres, puisque le dernier se compose lui-même de la partie séparée 27 et du chiffre suivant 8. Donc les chiffres, qui restent à trouver au quotient, sont des zéros; et ce quotient est 2 (10) 00, c'est-à-dire 3ooo, ou plutôt 3oo,o.
La démonstration du n" 444 s'applique d'ailleurs, sans modification, à ce
cas , puisqu'elle est fondée sur ce que la somme des chiffres du quotient est moindre que dix fois leur nombre, condition qui est réalisée ici.
446. 11 peut arriver aussi, lorsque les nombres sont donnés exactement, que le diviseur ne contienne pas assez de chiffres, pour que l'on puisse appliquer immédiatement la règle de division abrégée. Dans ce cas, on est obligé de calculer, par la méthode ordinaire, les premiers chiffres du quotient.
Diviser, par exemple, à o,oooi près, 782,5678689 par 4,56597. Le quotient doit avoir 3 chiffres entiers et4 chiffres décimaux, c'est-à-dire 7 chiffres. Il faudrait donc pouvoir en séparer 9, sur la gauche du diviseur : comme ce dernier n'en contient que 6, on calcule les trois premiers chiffres du quotient, par la méthode ordinaire.
CALCUL
On trouve 171 unités, el le reste est 1,7864989. On doit diviser ce reste par le diviseur, et trouver 4 chiffres décimaux. Gomme le diviseur commence par 4, il suffit d'y prendre cinq chiffres sur la gauche, et de prendre 6 chiffres sur la gauche du reste. On divise donc 1,78649 par 4,5659, par la méthode abrégée; et l'on trouve pour complément du quotient 0,3912.
447. Seconde question. Deux nombres sont connus avec une approximation déterminée : avec quelle approximation peut-on calculer le quotient de la division du premier par le second?
Premier cas : le dividende seul est approché. Soient A et B les deux nombres exacts, a la valeur, approchée par défaut, du dividende, et a l'erreur
îibsolue. On a :
A a a et par suite b"^ B~^ B'
Or - est le quotient exact, - est le quotient approché : donc ^ est l'erreur du quotient.
Ainsi, quand le dividende seul est approché, ^erreur absolue rfu quotient
est le quotient de la division de V erreur absolue du dividende par le diviseur.
Exemple : •>'-,7i8 est approché à 0,001 près : 5,7 5 est un diviseur exact :
1 erreur du quotient est moindre que - — r->el par conséquent que 0,0002.
En divisant ^,718 par 5,75, on trouve o,47'.>.7... pour quotient brut. Le quotient exact est donc compris entre 0,4727 — 0,0002 et 0,4727+0,0002, c'est-à-dire entre 0,4725 et 0,4729. Donc il est 0,478, à un demi-millième près, par excès.
Second cas : le diviseur seul est approché. Soient A et B les deux nombres,
b la valeur du diviseur, approchée par défaut^ (3 l'erreur absolue : — est le
quotient exact, -est le quotient approché par excès : si l'on désigne par s
l'erreur absolue du quotient, on a :
_ A_ A __ A(B — /0_ A (3 ' ~ b~B Bl Bb'
Si l'on remplace, dans le dénominateur, B par b qui est plus petit, on
augmente la fraction; et par suite s < -~ ■>
Ainsi, quand le diviseur seul est approché^ Vcrreur absolue du quotient est moindre que le produit du dividende par V erreur du diviseur, divisé par le carré du dicisear {pris par défaut).
On arriverait à la même règle, dans le cas où le diviseur ssrail approché par excès.
Exemple : Trouver le rayon d'un cercle dontia circonférence a 10 mètres de longueur. On sait que le rayon est égal au quotient de la demi-circonlérence par le nombre tt, et que tt: — 3,i4i5, à moins de 0,0001 près, par défaut. On a donc à diviser 5 par 3, 141 5. L'erreur du quotient est infé-
rieure à — ——^ ,ou a o,oooo555.., el par suite a 0,00006. Or, en eiiec-
luanlla division, on trouve i^SgiSjà moinsde 0,0001 près, par défaut. Le quotient exact est donc compris entre 1,591 5 — 0,0006 et 1,5916, ou entre 1,5909 et 1,5916. Ainsi le rayon vaut i'»,59i, à moins de on»,ooi.
Troisième cas. I» Le dividende et le diviseur sont approchés, le premier par défaut^ le second par excès. On a :
A a \b — na A {i]-h p) — B (A— a) A[5 + Ba
erreur = 3 -
B h nij i>i^ ^'^
Si l'on remplace, au dénominateur, 6 j3ar B qui est plus petit, on a
Ap4-Ba
Ainsi, dans ce cas, V erreur absolue du quolîent est inférieure à la somme des produits de chacun des deux nombres par terreur de l'autre, divisée par le carré du diviseur (pris par défaut) ; elle est par défaut.
On démontre la même règle, dans le cas où le dividende est approché par excès elle diviseur p'jr défaut: seulement terre <r est par excès.
2° Le dividende ei le diviseur sont approchés tons deux par, défaut, ou tous deux par excès. Un calcul analogue montre que, dans ce cas, le numérateur de l'erreur est la différence des produits A [3, B a^ au lieu d'en être la somme. On peut donc dire encore que terreur absolue est moindre que la somme de ces produits dtvi-éc par le carré du diviseur [pris par défaut). C'est donc là la règle générale.
Dans les applications, on augmente les nombres qui figurent au numérateur de la formule, et l'on diminue ceux qui figurent au dénominateur ; on obtient ainsi une limite supérieure de l'erreur/plus éloignée, mais plus simple.
Exemple : On mesure une circonférence, et on la trouve ég;»le à 37^,452 h cm, CCI près : calculer la longueur de son diamètre, sachant que 7î =z 3,i4i6o, à o_,ooooi près, par excès. Le diamètre cherché est égal à
• . Dans ce cas, on a a < 0,001, [3 < 0,00001. On peut prendre, au
numérateur de l'erreur, A^ = 40, et B^ = 8,2 : d'où A^p < 0,0004, et
B^a < 0^0082; donc i^ijP + B^a < o,oo36. On prend pour tt, au dénomi-
1 I -» n o.oo36
nateur, la valeur 3 ; et 1 on a e < — , ou s < 0,0004. Or le quotient
brut est 11,9213, à 0,0001 près, par défaut : donc le quotient exact est compris entre 11,9213 — 0,0004 et 11,9214 +0,0004, c'est-à-dire entre 11,9209 et 11,9218 Le diamètre vaut donc ii'n,92i, à o'",ooi près.
V. PUISSANCES
448. Première question. Un nombre est donné avec une approximation illimitée; trouver son carré, son cube. ... , à une^unité près d\m ordre donné.
1" Le carré d'un nombre est le produit de deux facteurs égaux ; la règle delà multiplication alirégée s'appliquera, sans modification, à la recherche du carré demandé. Si l'on désigne par p le nombre des chiffres de la partie
entière du nombre, et pnr k le nombre des chiiïies décimaux que Ton veut avoir, on emploiera (44'2) dans chaque fact(Mir {-^p-^k-^-i) chinVcs.
2" l.e cube d'un nombre esi le produit de trois facteurs égatix ; si doi^c on veut la valtur approchée d'un cube avec k chiflVes décimaux, on devra (p désignant le nonjbre des chiin-cs entiers du nombre) employer (442) dans chaque facteur (3p+/i;+s),) chiffres.
3° En général, pour former, avec k chiffres décimaux exacts, la n""= puissance d'un nombre qui a p chiffres entiers, il faudra appliquer la méthode de multiplication abrégée à des facteurs égaux qui contiendront chacun {np-{-k-{-[n—i]) chiffres
449. Seconde question. Un nombre est connu avec une approximation déterminée : avec quelle approximation peut-on calculer son carré, son cube ?
4" Si l'on désigne par A le nombre^ par a sa valeur approchée et par a Terreur absolue, on aura, pour limite de l'erreur absolue du carré, aA^a (443), A^ étant une valeur de A approchée par excès.
Ainsi l'erreur absolue d^i carré d'un nombre approché est inférieure au double produit du nombre {approché par excès) par son erreur absolue.
2*^ La limite de V erreur absolue du cube d'un nombre approché est (443) 3 A^à, ou trois fois le produit du carré du nombre {approché par excès) pnr son erreur absolue.
3° En général, la limite de la puissance n"ie d'un nombre approché est égale à nA^""* a.
VI. RACINES
450. Première question. Un nombre est donné avec une approximation illimitée : trouver sa racine carrée, cubique, etc., à une unit<iprès d'un ordre donné.
On a vu (352) que^ pour extraire une racine d'un nombre à une unité près d'un ordre donné, on doit multiplier le nombre par une puissance convenable de lo ; puis extraire, à une unité près, la racine du produit, et enfin faire exprimer au résultat les unités de l'ordre considéré. Le problème général se ramène donc toujours à l'extraclion de la racine, à une unité près ; et nous n'aurons à nous occuper que de ce cas.
451. Racine CARRÉE ABRÉGÉE. Pour extraire, à une unité près, la racine carrée d'un nombre donné, on commence Vopêralion, d'après la méthode ordinaire (290) ; puis, lorsqu'on a ainsi trouvé plus de la moitié des chiffres de la racine, on détermine les autres, en divisant le reste par le double de la racine trouvée, suivie d'autant de zéros qu'il reste de chiffres à trouver.
Désignons par N le nombre donné, par a la racine déjà trouvée, suivie
d'autant de zéros qu'il reste de chiffres entiers à trouver, par x le complément de la racine, qui se compose de la partie entière encore inconnue et peut-être d'une partie décimale incommensurable. On a, par hypothèse :
dou =07 H •
Mais si l'on divise le reste (N — a^) par 2a, comme le demande l'énoncé, en désignant par q le quotient entier et par r le reste de cette division,
on a :
H faut donc que l'on ait :
X-\ =(jf-l
•2(1 ia
d'où x = q-\ [al
Pour prouver que q est la valeur de .t, à une unité près, il suffit de
montrer que la différence entre — et — est inférieure à i. Or, d'un côté,
2a ia
r étant le reste d'une division dont 2a est le diviseur, le quotient — est
moindre que i. D'un antre côté, si l'on désigne par (2n+i) le nombre des
chiffres de la racine cherchée, n étant alors le nombre des chiffres de la
partie entière de x^ il est visible que a?^ a au plus (50) in chiffres entiers,
tandis que 2a en a au moins (271-4-1) ; par suite, — est moindre que i.
Donc la différence entre • — et — » quel qu'en soit le sens, est inférieure à
2a 2« l'unité : c'est ce qu'il fallait prouver.
452. On peut même, à la vue du quotient q et du reste r, reconnaître si la racine trouvée {a-\-q) est exacte, ou si elie est approchée par défaut ou par excès. En effet, d'après l'égalité [aj, si x est supérieur à q, c'est-àdire si (a + q) est la racine approchée par défaut , on a : r^x^, et, à plus forte raison, r'^q^.
Si ^ est égal à g, c'est-à-dire, sî-(a-l-q) estla racine exacte^ on a: r=x^=q^.
Si enfin x est inférieur à q, c'est-à-dire, si (a -Hq) est la racine approchée par excès, on a : r <^x^, et, à plus forte raison, r <C9'^-
La racine (a-l-cj) est donc approchée par défaut , exacte oxi approchée par excès, suivant que le reste r de la division est supérieur^ égal ou inférieur au carré du quotient.
D'ailleurs, pour obtenir le reste de la racine, on remarque que, si (a-j-g) est la racine approchée par défaut, on a :
N = <r-\-'2nq-{-r, et {a-\-(iy' = a^ -{-2aq-{-q^; donc N — {({-{- qY ~ r ^q^.
Ainsi le reste, dans ce ras, est l'excès du reste de lu division sur le carre du quotient.
Si, au contraire, la racine, approchée par défaut, est seulement (a+g — i),
on a : N = a2+2ag + r, {a-{-q—ïY = a^+9.a (g — i) +((/— i)^
et le reste N — (a + g— i)^ = ?.a + '• — (g— i)"-= ■2a-\-r — g^ + ug— i = r+2 {a-{-q — i)-\-i — q^-
Ainsi le reste, dans ce cas, est égal au reste de la division, 'plus deux fois la racine appi-ochée par défaut, plus un, moins le carré du quotient.
453. Remarque. Si le premier chiffre de la racine est au moins 5, il suffit de calculer la moitié des chiffres par la méthode ordinaire, pour pouvoir obtenir l'autre moitié parla méthode abrégée. En effet, soit dans ce cas, 2nie nombre total des chiffres de la racine entière : a contient n chiffres suivis de n zéros ; et, comme le premier de ces chiffres est au moins 5, aa contient
(an + i) chiffres; d'ailleurs o;^ n'en contient que 2n au plus : donc — <ri ;
aa
et la démonstration (451) s'applique sans modification.
454. Application. Calculer [/i avec une approximation illimitée.
Pour obtenir v 2 avec une approximation donnée, on doit placer, à la droite de 2, deux fois autant de zéros qu'on désire de décimales. Calculons d'abord trois chiffres de cette racine par la méthode ordinaire.
I I 9 Nous trouvons i4i pour racine, et 119 pour reste. Ainsi 141 forme les trois premiers chiffres de la racine de 200000000, et l'on peut calculer les deux derniers par la méthode abrégée. Pour cela, il faut écrire le reste complet qui est 1 190000, 'et le diviser par le double de la racine trouvée prise avec sa valeur relative, c'est-à-dire par 28200.
Nous trouvons pour quolieiiL 4'-^ ei pour reste 56oo. Ce reste étant plus grand que 42^, la racine est approchée par défaut. Ainsi la racine est 14142; et, si Ton retranche 42" de 56oo,on a pour reste 3836.
On connaît les cinq premiers chiffres de la racine de 20000000000000000, et le reste 3836oooooooo ; la méthode abrégée permet d'obtenir les quatre chiffres suivants :
3836ooooooo o 1007 60 I 5 9 o 8 o 176600
Nous trouvons pour quotient i356, et pour reste 68960600. Comme ce reste est plus grand que 1356*^, la racine est encore approchée pardéfaut: elle est i4i42i356 ; et si l'on retranche i356^ de 68960000, on a pour reste 67121264.
On connaît maintenant 9 chiffres de la racine de (2 X lo^^j. qi Iq méthode abrégée donne le moyen d'avoir les huit chiffres suivants. On doit pour cela placer seize zéros à la droite du reste, et huit zéros à la droite du double de la racine, et faire la division.
i436636oooooooooo
Le quotient est 23730960 ; d'ailleurs le reste est plus grand que le carré du quotient : donc le résultat est approché par défaut, et l'on a :
à une unité près du seizième ordre décimal. On pourrait continuer ainsi. 455. Racine cubique abrégée. Pour extraire^ à une unité lyrès^ la racine cubique d'un nombre donnée on commence r opération d'après laméihode ordinaire {^%o); puis, lorsqu'on a ainsi trouvé plus de la moitié des chiffres de la racine, on détermine les autres, en divisant le reste par trois fois le carré de la racine trouvée, racine qu'on a préalablement fait suiv7'e d'aulant de zéros qu'il reste de chiffres à trouver.
Soient N le nombie donné, a la racine trouvée, suivie d'autant de zéros qu'il reste de chiirres à trouver, x le complément de la racine qui se compose de la partie à trouver et, peut-être, d'une partie décimale incommensurable. On a par hypothèse :
Or, si l'on divise (N — cv") par 3a', comme le demande la règle, en désij;nant par q le quotient et par r le reste de la division, on a :
3a^ ~'^"^3a^' Il faut donc que Ton ail :
d où 33=^+^-5 — Hrr-2
3a^ \ a ia^
Pour prouver que q est la valeur de x, à moins d'une unité près, il suffit
de prouver que la différence entre -— , et ( \- ^-^ | est moindre que i .
ja \ a >ja y
Or, r est le reste d'une division dans laquelle Sa" est le diviseur: donc
r -—s est inférieur à i.
(x^ x^ \ hô— 2 )' '^ pourrait arriver qu'elle ne fût pas
nférieure à l'unité; mais celte circonstance se présentera très-rarement. En effet, supposons que les n chiffres de q ne soient pas tous des 9 : d'après la
ormule, la valeur de^ sera inférieure à (lo" — i); puisqu'elle nepeutsurpas- . er q d'une unité. D'ailleurs, a, ayant (an + 1) chiffres, est supérieur à 10^'*.
(OC^ X? \ X^ f X \ ViT'ï \ peut se mettre sous la forme — f ^ + ô~ ) >
die est donc inférieure au produit
qui devient, en développant les calculs,
i---^+Ar)X I i-t
ou effectuant : i — H ^ — .-. tz, ;
lo
et, sous cette forme, ce produit est visiblement inférieur à l'unité. Ainsi, toutes les fois que les chiffres du quotient q ne seront pas tous des g, l'expression sera plus petite que V unité, et (a+ q) sera la racine approchée, à une unité près.
D'un autre côté, si le premier chiffre de a est plus grand que i, on a :
rt>2.io2'', et par suite — <- ; et comme on a: i H-r^ < 2, on en conclut
« 2 Sa
X^ f ly \
que le produit — ( i + t- ) ^'^^ inférieur à i.
Il n'y a donc d'incertitude que dans le cas très-exceptionnel où, le premier chiffre de a étant i, les chiffres de q sont tous des 9. Quand ce cas se
présentera, on calculera directement une limite de la différence entre
et
» et Ton verra si Ton peut compter sur l'approximation de-
mandée.
456. Application. Extraire, à une unité près^ la racine cubique de 96428639457679. On cherche les trois premiers chiffres par la méthode ordinaire (323).
On trouve 458. Le reste est 356727457679. D'ailleurs le triple carré de la racine 45800 est 6292920000; et l'on doit, pour compléter laracine, trouver le quotient entier, du reste par ce triple carré c'est-à-dire, effectuer le quotient 356727457679 : 6292920000.
On peut employer, pour celte recherche, la méthode de division abrégée (444). Mais, ipour être assuré d'obtenir ainsi le quotient par défaut qu'exige le théorème, il est bon de calculer un chiffre de plus.
On divise donc, d'après la règle abrégée, 35672 par 6292; et l'on trouve pour quotient 567, à moins d'une unité près. On est donc assuré que 56 est le quotient par défaut cherché. La racine cubique est par suite 45856.
457. Seconde question. Un nombre est connu avec ime approximation déterminée: avec quelle approximation peut-on calculer sa racine?
Racine carrée. Soit un nombre A; soient a sa valeur approchée par défaut, et a son erreur absolue ; on a A=a4-a ; Terreur e sur la racine est
En multipliant y/ \—\/a par v/A + v^a, on obtient (A — a) ou a: donc
et si l'on remplace, au dénominateur, 1/A pnr \/a qui est plus petit, on a;
Va
Ainsi Verreur absolue de la racine carrée d'un nombre approché est moindre que Verreur absolue du nombre divisée par le double de la racine carrée du nombre {app^^oché par défaut).
Si A était approché par excès, de sorte qu'on eût A = a — a, l'erreur serait
V« + VA 2 VA
et, à plus forte raison, s <
Wa/
Aj étant une valeur de A, approchée par défaut. La limite de l'erreur a donc la même expression que dans le cas précédent. Racine cdbique. On a, dans ce cas :
car on sait que (J/a — y^a) (^A^ + J/Aa+ ya^) _ ,\ — a.
Si l'on remplace, au dénominateur, A par a, ou, en général, par une valeur Aj approchée par défaut, on a :
Ainsi Verreur absolue de la racine cubique d'un nombre approché est moindre cjue Verreur absolue du nombre divisée par trois fois la racine cubique du carré du nombre (approché par défaut).
458. Applications. 1° Exlraire ia racine carrée du nombre 92,528, approché à 0,001 près.
L'erreur de la racine est moindre que
o.ooi
Vo^
, et , à fortiori , que
= o,oooo555.,. On calcule donc la racine par la méthode ordi-
2X9 naire
et l'on trouve 9,61914. . . La racine exacte est donc comprise entre 9,61914 — 0,00006 619,61915 + 0,00006, ou entre 9,61908 619,61921 : elle est donc 9,6191, à moins de 0,0002 près,
2° Extraire la racine cubique du même nombre 92,528, approché à 0,001 près.
L'erreur de la racine est moindre que —3
■j et, à fortiorij que
o.ooi
» ou que
= 0^0000 166. . . On calcule donc la racine cubi-
que, parla méthode abrégée, jusqu'aux cent-millièmes (455).
4800 i25]6o75oo i352
On trouve 4,52297 par défaut. La racine exacte est donc comprise entre 4,52297 — 0,00002 et 4,52298 + 0,00002, ou entre 4,^2295 et 4,523ooj elle est donc 4,523o, à un demi-dix-millième près, par excès.
§ vil. REMARQUE GÉNÉRALE.
459. Application des méthodes abrégées au calcul des nombres approchés. Lorsqu'on a une opération à faire sur des nombres qui ne sont qu'approchés, on détermine d'abord, comme on l'a vu, une limite de Terreur qui afTecte nécessairement le résultat. Puis on cherche à exécuter le calcul demandé par les méihodes abrégées. Mais on ne doit pas se dissimuler qu'en agissant ainsi, on commet une nouvelle erreur qui peut s'ajouter à la première.et que l'erreur totale peut être supérieure à celle que l'on avait en vue. Il importe donc de s'assurer, à posteriori, que l'on obtient le résultat avec l'approximation désirée : et c'est ce que l'on devra constater dans chaque problème.
Exemples : ]o Calculer, à o™,ooi près, le rayon d'un cercle dont la surface est égale à 5oo mètres carrés.
La géométrie démontre la formule S = tiR^, d'où l'on tire :
5oo Si l'on désigne par a l'erreur commise sur le quotient , 1 erreur sur la
racine est (457) moindre que — 7=, ou que ~ ; car yA^ est > lo. . . Il
2 yAj
suffît donc que l'on ait: — <o,ooi, ou a < 0,02.
Si l'on désigne par 6 l'erreur commise sur tz, l'erreur a sur le quotient
5oo , ,„^ . , 5ooe 5ooS . ox n ft'» est (4i7) moindre que — ^, ou que (en prenant tt = 3). Il sultit
5ooS ^ ^ ^ 0,18 ^ o/-
donc quel onait: <o,o2, ou 6 < — — ou e< o,oooJ6.
^ 9 DOO '
Or TT = 3,14159...; on prend, pour valeur de tt, 3,i4i5 qui n'est pas en
erreur, par défaut, de 0,0001 .On divise 5oo par 3,i4i5; et l'on trouve pour
quotient i59,i5. Commelediviseurest trop faible, iequotient complet est trop
5oo X 0,0001 fort; mais l'erreur, de ce coté, est moindre que , ou que 0,01.
En négligeant les chiffres qui suivent les cenlièmes, on fait une erreur, par défaut, moindre que 0,01. Les deux erreurs étant de sens contraire, le quotient est i59,i5 à 0,01 près, par défaut ou par excès.
On prend 169,14 qui est approché par défaut, à 0,02 près; et l'on extrait la racine, à 0,001 près. On cherche les trois premiers chiffres par la méthode ordinaire, et les deux derniers par la méthode abrégée.
CHAP
ITRE 1.
3 Boooo 2 0
On trouve pour racine 12,61 5. Comme 20 esi, plus petit que i5% on est certain que le résultat est trop fort. Ainsi 12,61 5 est la racine de 1^9, 14 par excès, à moins de 0,001. D'un autre côié, Terreur sur 1 59,14 éiar.t inférieure à 0,02, et par défaut, l'erreur sur la racine, de ce côté, est 0,02
moindre que
- ou que 0,0008. Les deux erreurs étant encore de
sens contraire, on en conclut que R = 12™, 61 5, à 0,001 près, par défaut ou par excès.
2° Calculer l'arête x d'un cube, dont le volume est équivalent à celui d'une sphère dont le rayon est égal à 10", 352, à 0,001 près.
La géométrie donne :
ou
Le premier fadeur R est connu à 0,001 près : le second t/^ est compris entre i et 2. Donc, si l'on désigne para l'erreur sur ce facteur, l'erreur sur le produit est inférieure à 0,001 X 2 -}- l\(/. : on ne peut donc obtenir le résultat à moins de 0,002 : cherchons-le à 0,01 près. Il suffira,
pour cela, que l on ait : 0,002 -{-Ra < 0,01, ou Ra < 0,008, ou a< —7- — ,
ou enfin a <C. 0,0007.
Si l'on désigne par G l'erreur commise sur — , on sait (457) que l'erreur
sur la racine cubique est moindre que 3. — , ou que — 3. — .11 suftildonc
0,0007 j ^'où S < 0,0021 y-' i5 , ouê<o, 0021X2, 5,
quel'on ait: 3/— 3 y 16
ou enfin 6 < o,oo5.
On calcule donc-— -, et l'on trouve 4,19, par excès, à 0,002 près. L'errour
^/TZ , . . 0,002 0,002 sur \ / —■ est donc, de ce côté, inférieure à "37^ ou à , ou eunn
à o,ooo3.0n extrait la racine de 4,19; et l'on trouve, en employant la méthode abrégée, 1,6121 par défaut. Les deux erreurs étant de sens con-
traire, la valeur de la racine est comprise entre i,()i9. i — o.oool et i,6i22+o,ooo3,ouentrei,6ii8et i ,6i2 5: elle est donc 1,6120a o,ooo5 près. On multiplie ensuite 10, 352 par i,()i2o. L'erreur sur ce produit est moindre que 10, 352 X o,ooo5+ 1,6120 Xo,ooi, ou que 0,0052 + 0,0017, ou entin que 0,0069. Or, si l'on exécute la mulliplicotion par la méthode abrégée, on trouve pour produit 16,6873 avec une erreur, par défaut, inférieure à 0,0062. Le produit est donc compris entre 16,6873 et 16,6935. Le produit exactest donc compris entre 16,6873 — o,oo69et 16,6935-1-0,0069, ou entre 16,6804 et 16,7004. Donc x = 16,69 à 0,01 près.
EXERCICES
L Calculer, à 0,0001 près, le produit 0,7926548. . . X 0,6723592, . . (R.: 0,5329 par défaut, à 0,00006 près.)
IL Calculer, à 0,001 près, le produit
0,895432 .. .X 0,765489. . . X 0,672 593. . . (II.: 0,461 à 0,001 près.)
IIL On a mesuré, à o,or près, la hauteur d'une chambre et !a largeur de chacun des murs qui la limitent. On a trouvé la hauteur = 3°^, 12 ; abstraction faite des fenêtres et des portes, les largeurs des quatre murs sont 4m, 25, 3n>,28, 2", 75 et 2»", 45. Combien faut-il acheter de rouleaux de papier pour tapisser cette chambre, sachant qu'ils ont une longueur uniforme de 10
mètres, et unelargeur deo,75. ( R.:5 rouleaux-, j
IV.Onatrouvéquelepoidsd'uncorpsestP= 27"^''. 439, àun grammeprès; et que son volume estV=i5'^"''"- '^■>62g,h unceniimètre cube près: calculer
la densité D de ce corps. ( R.: La densité= - = 1,7026, à 0,0001 près. |
V. Sachant que le volume d'eau , contenu dans un bassin hexagonal régulier, est ¥=273 mètres cubes, et que la hauteur de l'eau est/i= i"',4: calculer
= . /-il
le côté ce du polygone, ào™,ooi près. (R. : La formule est a; = i.
et on trouve x = 8'", 664.) YL Calculer, à o™,ooi, ie rayon x du cercle équivalent au triangle équi-
latéral dont le côté vaut i mètre. (II. : La formule est ce = 4/1^ ; et l'on troiive .r = o'>',37r .)
VIL Calculer, à o"%ooi près, le côté x dn pentagone régulier inscrit dans le cercle dont le rayon rsi égal à i mètre.
(R. : La formule est : a; = y 2,5— Ji, -25:) et l'on trouve a? = 1^,175.)
VIII. Calculer, à o^oooi près, le côté x dupolygone régulier de 16 côtés inscrit dans le cercle dont le ravon est écral à t mètre.
(n.: La formuleest ce = /a — y a-t- ^ -^'-i et l'on trouve x= o^jSqos.)
IX. Calculer, à 0,0001 près, le côJé x du polygone régulier de i5 côlés inscrit dans le cercle dont le rayon vaut i mètre.
(a. : La formule est 0?= ^ (vA^Ô-f- v/ï^^ — V^^+ V 0,75); et Ton trouve X =:o"',4i58.)
X. Un cône a pour rayon de base R= 28m, 453, et pour hauteur /i= 47m, 542 ; chacun de ces nombres est approché, à un millimètre près. On demande le rayon x de la sphère équivalente au cône en volume.
(R. : La formule est x = ^ — -;
on prouve que l'erreur sur la racine cubique est inférieure à 0,001; et l'on trouver; = ii'^j'i.6<^.)
I. PRÉLIMINAIRES
460. Définitions. Ce qu'il importe de considérer dans un calcul d'approximation, c'est moins Verreur absolue que le rapport de cette erreur au résultat cherché. Que l'on mesure une longueur, par exemple, et que l'on commette une erreur absolue d'un mètre,, cette erreur sera insignifiante, s'il s'agit d'une distance de lo kilomètres ; elle sera importante, s'il s'agit d'une longueur de lo mètres. C'est qu'en effet, si l'on répartit uniformément Terreur sur la longueur totale, elle ne sera, dans le premier cas, que de o,oooi par mètre ; tandis qu'elle sera, dans le second cas, de o,i par mètre. Il est donc utile d'apprécier, à ce nouveau point de vue, les erreurs commises dans les calculs.
On nomme erreur relative commise sur un nombre le rapport de l'erreur absolue au nombre exact. Si l'on désigne par A un nombre, par a l'erreur
absolue, et par r l'erreur relative, on a, par déflnition : r = — . On ob~
tient donc Verreur relative, en divisant ïerreur absolue par k nombre exact.
Il résulte de la formule, qu'inversement a = A ?% c'est-à-dire qu'oïi obtient Verreur absolue^ en multipliant le nombre par Verreur relative.
Exemples . Si Ton remplace le nombre 3i;25 par 3i,24, l'erreur absolue
O.OI I
est o,oi; et l erreur relative est :: ou
3 1 , 2 5 3 1 2 5 Si Ton dit que l'erreur relative, commise sur un nombre, est , l'er-
^ lOOO
reur absolue est égale au nombre multiplié par ; elle est le millième
° lOOO
du nombre.
Dans un calcul approximatif bien fait, l'erreur relative est toujours une petite fraction.
Ordinairement, on ne connaît exactement ni les nombres, ni les erreurs absolues; on ne connaît donc pas non plus les erreurs rt^latives; et l'on se
borne à déterminer des limites supérieures de ces erreurs. Pour avoir une limite supérieure de l'erreur relative, on prend une limite supérieure de Verreur absolue et une limite inférieure du nombre. En effet, si l'on substitue au nombre A une valeur Aj, approchée par défaut, et à Terreur
absolue a une valeur a^, approchée par excès, on a : r < -^^ puisque
Pour avoir, au contraire, une limite supérieure de Verreur absolue, on prend une limite supérieure du nombre et une limite supérieure de Verreur relative. En effet, si Ton substitue à un nombre A une valeur approchée par excès A^, et à l'erreur relative r une valeur approchée par excès r^, on a : a < Al r^ , puisque a = A ?*.
Mais on peut substituer à ces méthodes générales des règles plus simples que nous allons faire connaître.
461 . Théorème i. Si, dans un nombre approchéf on sait que m chiffres consécutifs sont exacts, à partir du premier chiffre significatif de gauche, l 'erreur relative est moindre qu'une fraction qui a pour numérateur Cunité et pour dénominateur le nombre formé par Vensemblle des m chiffres {pris abstraction faite de la virgule).
Par exemple, on sait que, dans le nombre 827,42567, les cinq premiers
chiffres sont exacts; Terreur relative est moindre que - — — . En effet,
désignons par A le nombre exact, par a l'erreur absolue, et par r Terreur
relative ; on a ici, par hypothèse^ oj < 0,01, et A > 827,42 ; donc r est
0,01 plus petit que — , ou
tn '•<3^ C.Q.F.D.
(On verrait de même que, si le nombre 57829568 a 4 chiffres exacts,
lOOOO I \
a < loooo, et A > 57820000; d ou r < tt— ^ , ou r <^-^^-— .
462. Corollaires. Si Ton remplace, par des zéros, au dénominateur de la limite [1], tous les chifTres'qui suivent le premier, on â, à fortiori :
-; et, en général,
ou r < :r r
en désignant par k le premier chiffre significatif à gauche du nombre donné. Ainsi Verreur relative est moindre qu'une fraction qui a pournumé-
râleur Cnnilé, et pour dénominateur le premier chiffre du nombre suivi de («n— i) zéros.
Si le premier chiffre significatif du nombre est au moins 2, on ne diminue pas la frocliOR [2] en remplaçant A; par 2 : donc
[3] r < ■. , ou r < — -
Ainsi, l'erreur relative est moindre qu'une demi-unité du [m — i)*"' ordre décimal.
Enfin, le premier chiffre k étant toujours au moins égal à i, on a, dans
tous les cas : r < r» W
Ainsi, lorsqu'un nombre approché contient m chiffres exacts, l'erreur relative est toujours moindre qu'une unité du (m — i)'^^ ordre décimal.
Ces diverses limites vont toujours en grandissant; elles sont d'autant plus simples, qu'elles sont plus éloignées de la valeur de l'erreur relative. On emploie la première, quand les w chiffres sont connus; la seconde, quand on connaît seulement la valeur du premier chiffre; la troisième, quand on sait que ce premier chiffre est au moins 2 ; la quatrième, quand on ne sait rien sur la grandeur de ce chiffre.
Remarque. Lorsqu'on connaît une limite supérieure de Terreur absolue, on en conclut aisément le nombre des chiffres exacts du nombre ; et le théorème précédent fournit des limites de l'erreur relative.
463. Théorème ii. Si l'erreur relative d'un nombre approché est m,oindre
que ■ — - , et même que — r —y, k étant le premier chiffre significatif
à gauche^ on peut compter sur V exactitude des m premiers chiffres ; ou du moins C erreur absolue est moindre qu'une unité de l'ordre du m"*^ chiffre. Par exemple : on sait que l'erreur relative sur le nombre 59, 4^26785. *.
est moindre que — r-» ou même seulement que -; ; il faut prouver que
les 5 premiers chiffres sont exacts. En effet, dire que Terreur relative est
moindre que -; r» c'est dire que Terreur absolue est moindre que -:
du nombre : mais le nombre lui-même, commençant par un 5, estplus petit que () dizaines ou que 6. lo'^ millièmes : donc Terreur absolue est moindre
que de G.io'* millièmes, ou que i millième. Donc les cinq premiers
chiffres son; exacts, dans le sens que nous avons expliqué (433).
Remarque. Lorsqu'on connaît une Umite supérieure de Terreur relative,
ce théorème faii connaître le nombre des chiffres exacts du nombre approché, cl une limite supérieure de l'erreur absolue.
Si donc le nombre est approché par excès, on supprime tous les chiffres cjui suivent lem'm&, et qui ne valent pas une unité de Tordre du dernier chiffre conservé. Si, ou contraire, le nor)ibre est approché pi r défaut, 07i augmente d'une unitéj après In suppression, le dernier chiffre conservé. Car, dans l'un comme dans l'autre cas, les deux erreurs commises sont de sens contraire, et leur différence est moindre qu'une unité de Tordre du dernier chiffre conservé.
464. Corollaires. 4° Lorsqu'on a besoin de connaître un nombre avec m chiffres exacts, on fait eu sorte que Terreur relative soit inférieure à
, ou seulement à —, ^ -r, k étant le chiffre de ses plus hautes
lO"» (/c+i). lO™"^ ^
unités (463).
2° Lorsqu'on veut que Terreur relative d'un nombre soit moindre que
, on calcule exactement les (?n + i) premiers chiffres du nombre. Et
lO™
ces (m-1- i) chiffres suffisent, si le premier est k, pour que Terreur relative soit inférieure à , (461).
II. ADDITION ET SOUSTKAGTION
465. L'erreur relative d'une somme ou d'une différence de nombres n'ofPre pas de rapport simple et utile avec les erreurs relatives des nombres. Si Ton a besoin de la connaître, on calcule d'abord Terreur absolue, et on la divise par la somme ou la différence. Nous ne nous en occuperons pas.
§ m. MULTIPLICATION.
466. Théorème m. L'erreur relative d'un produit de deux facteurs, dont Vun est exact, et l'autre approché, est égale à l'erreur relative du facteur approché.
Soient A et A' les deux facteurs, a Terreur absolue de A ; r = - sera son
erreur relative. L'erreur absolue du produit est (443) aA^; comme le pro-
CcA' OC
duit exact est AA^ son erreur relative B = ; — , = — = r. C.Q.F.D.
AA' A
467. Théorème iv. V erreur relative d'un produit de deux facteurs, approchés par défaut, est égcde à la somme des erreurs relatives des deux facteurs, diminuée du produit de ces erreurs.
NOTE SUR LES APPROXIMATIONS. 3 il
Soient A et A' les deux (acteurs, a et o.' leurs erreurs absolues, r = — '
a' r^ = —- leurserreurs relatives, R l'erreur relative du produit. On a vu (443)
que l'erreur absolue du produit est A'a + (A — a) a/. Son erreur relative est donc
„ aA'-|-a'(A — a) aA' 'A aa' a oJ ' a â.1
ou R^r-i-r'— ?;/. C.Q.F.D.
On démontrerait de même que, sî/esd^^ua:; nombres sont approchés par eœcès, l'erreur relaiive du produit est égale à la somme des erreurs relatives des facteurs, augmentée du produit de ces erreurs ^
El si Vundes deux nombres est approché par défaut, et Vautre par excès, on verrait que l'erreur relative du produit est égale à la différence des erreurs relatives des facteurs, augmentée ou diminuée du produit de ces erreurs.
468. Remarque. On doit remarquer que, chacune des erreurs r et r' étant une petite fraction, leur produit rr' est une petite fraction de chacune d'elles, négligeable devant leur somme. On peut donc dire que, dans les deux premiers cas, l'erreur relative du produit est à peu près égale à la somme des erreurs relatives des deux facteurs. Dans le dernier cas, elle est visiblement plus petite que cette somme .
Dans les applications, on substitue toujours aux erreurs relatives des facteurs des limites supérieures, que l'on calcule d'après les règles du no 462. Ces limites sont assez éloignées, pour qu'on puisse affirmer que, dans tous les cas, et quel que soit le sens de l'approximation., l'erreur relative du produit est plus petite que leur f,omme. Une faut pas perdre de vue cette remarque, qui rend rigoureux les raisonnements habituels dans les questions d'approximation.
469. Cas DE plus de deux facteurs. Si l'on désigne par r, r^, r", r"' . ., les limites supérieures que l'on substitue aux erreurs relatives des facteurs A, A^, A", A'", . . . , et par R l'erreur relative de leur produit, on a évidemment, dans tous les cas :
470. Applications: première question. Deux nombres sont donnés avec une approximation indéfinie : combien doit-on prendre de chiffres dans chaque facteur, à partir d'un premier chiffre significatif, pour obtenir m chiffres exacts au produit ?
Pour que le produit ait m chiffres exacts, il suffit que son erreur relative
soit moindre que — - (463) . Or celte erreur est moindre que la somme
des erreurs relatives des facteurs (468) ; il suffît donc que chacune de ces
dernières soit moindre que - — * ilsuffit, par conséquent (462), si chacun
des facteurs commence au moins par 2, de prendre (m + i) chiffres sur la gauche de chacun d'eux : et si l'un d'eux commençait par i, il suffirait de prendre (m + 2) chiffres sur sa gauche.
Ainsi, pour oblenir un produit de deux facteurs avec m chiffres exacts, il suffît de prendre un chiffre de plus sur la gauche de chaque facteur, s'ils commencent au moins par 2, et deux chiffres de plus sur la gauche du facteur qui commencerait par i, puis d'effectuer la multiplication.
Exemple : Calculer, à 0,001 près, la circonférence du cercle dont le rayon est égal à Y2. On sait que cette circonférence a pour expression 2 u Y2,
ouuyS» Gomme 7t est plus petit que 3, 2_, et que yS est plus petit que 3, le produit est plus petit que 10; il aura donc un chifFre entier et trois chiffres décimaux, c'est-à-dire 4 chiffres. On devra donc prendre tc et yS, chacun avec 5 chiffres ; c'est-à-dire :i: = 3, 141 5, et yS = 2,8284, par défaut. En calculant exactement le produit de ces deux nombres, on trouverait 8 décimales, dont cinq seraient inutiles. On doit donc employer la multiplication abrégée : mais alors on commet une nouvelle erreur dont il faut tenir compte. On trouve, en disposant le calcul de manière à calculer les centmillièmes, que le produit, approché par défaut, est 8,88548, a^ec une erreur moindre que 0,00010. Le produit exact des deux nombres approchés est donc compris entre 8,88548 et 8,88558. Or le produit u V^ ^^t plus grand que ce dernier, de moins de 0,001 : il est donc compris entre 8,88548 et 8,88658. On peut donc dire que la circonférence cherchée est égale à 8,886 à 0,001 près.
Cas de plus de deux facteurs. Pour qu'un produit de 4 facteurs soit obtenu avec m chiffres exacts, il suffit que son erreur relative soit inférieure
à _1- : et par conséquent, que Terreur relative de chaque facteur soit inféio«» '^
rieure à - — * Il suffit, pour cela, de prendre (m+i) chiffres sur la gau- 4 10"»
che des facteurs qui commencent au moins par 4, et (m+2) chiffres sur la
gauche de ceux qui commenceraient par i, par 2 ou par 3.
Si l'on emploie ensuite la multiplication abrégée pour simplifier le calcul,
il faudra faire en sorte que la nouvelle erreur, que l'on introduira ainsi dans
le résultat, n'augmente pas beaucoup la première, de manière à être assuré
de l'approximation demandée.
471. Applications. Seconde q^estiq-s. Deux nombres sont donnés avec \n
chiffres exacts au moins ; sur combien de chiffres exacts peut-on compter
dans leur produit ?
On suppose qu'il y a m chiffres exacts dans celui des facteurs qui on
compte le moins. Si chacun d'eux commence au moins par un 2, leur
erreur relative est inférieure à r (462); l'erreur relative du nro-
duit est donc inférieure à -2 fois celle-ci, ou à — — rr (468); et, par suite, on
peut compter sur l'exactitude des (m— -i) premiers chiffres (463).
Si les deux facteurs commencent par i, leur erreur relative est moindre
que — ^~[j Terreur du produit est moindre que — ^^^^r^i» ou que p ^^^^2 '♦
mais, dans ce cas, chaque facteur étant moindre que 2 unités d'un certain ordre, leur produit est moindre que 4 unités d'un ordre déterminé, et commence par un chiffre inférieur à 4 : donc (463) on peut encore compter sur (m — i) chiffres exacts.
Si enfin l'un des facteurs commence par i, l'erreur relative du produit
est inférieure à ,„_,+ — --»oua ;r-7>ou a- et, a pluslorte
raison, à — -— ^. On peut donc compter encore sur (m — i) chiffres exacts
(463), quand le premier chiffre du produit est inférieur à 6.
Ainsi, lorsque deux nombres sont donnés avec m chiffres exacts au moins, on peut compter au produit sur (m — i) chiffres exacts, à moins que l'un des facteurs ne commence par i, et que le premier chiffre du produit ne soit éga ou supérieur à 6.
Dans ce dernier cas, assez rare, onpeut compter siir (m — 2)chiffres exacts.
Car l'erreur relative du produit est toujours moindre que
Dans le cas de plusieurs facteurs, on calcule le nombre des chiffres exacts que renferme le produit des deux premiers facteurs, par suite le nombre des chiffres exacts que renferme le produit de ce produit par le troisième, et ainsi de suite.
Exemple. Onamesuré, àoni,oiprès, les dinitnsionsd'un champroctaugulaire; et l'on a trouvé la base & = 237ni,42, et lapiauteur /i=65"»,48. Calculer sa surface. On sait que la surface est égale à 6/j.
Les deux nombres étant donnés avec 4 chiffres au moins, et ne commençant ni l'un ni l'autre par i, on peut compter sur l'exactitude de 3 chiffres au produit; et, comme ce produit aura évidemment 5 chiffres entiers, on n'obtiendra sa valeur qu'à une centaine près. Ainsi, non-seulement
les quatre décimales du produit, mais les deux chiffres des dizaines et des unités pourront être fautifs; et il confient de ne pas les calculer tous. Si l'on emploie la multiplication abrégée, en dirigeant l'opération de manière à calculer les unités, on trouve que le produit approché est i5537 par défaut, avec une erreur moindre que i6. Le produit exact des deux nombres approchés est donc compris entre iSSSy et i5553 ; et le produit bh, qui diffère de ce dernier de moins d'une centaine en plus ou en moins, est compris entre 16437 et r5653. Donc 6/i=i55oo mètres carrés, à moins de 2 centaines près.
Pour obtenir une approximation meilleure, il faut prendre la peine de calculer, d'une manière plus précise, l'erreur relative du produit. On a
ici: R< r+- — 3<-— J 1-77 <— 3 — , ou R<- 5. Et,
O.IO"* lO-* y iO bj I0"*I20 4>io
comme le produit b h commence par i , on peut compter sur quatre chiffres exacts: l'erreur absolue ne vaut pas une dizaine. Or, la multiplication abrégée, dirigée de manière à calculer les dixièmes, donne pour résultat 1 5545,4 par défaut, avec une erreur moindre que 17 dixièmes. Le produit exact des deux nombres approchés est donc compris entre 1 5545,4 et 15547,1; et le produit &/i, qui diffère de ce dernier de moins d'unedizaine, est compris entre i5535,4 eti5557,i. Donc ^/i=i555o mètres carrés, à deux dizaines près.
IV. DIVISION
472. Théorème v. Lorsque le dividende est approché et le diviseur exacte Verreur relative du quotient est égale à l'erreur relative du dividende.
Soient A le dividende approché, a l'erreur absolue, -j—r l'erreur rela-
tive, A' le diviseur exact. L'erreur absolue du quotient t^(447) est — ; et,
par suite, l'erreur relalivedu quotient est R= —:•— = — = r. C.Q.F.D.
473. Théouème VI. Lorsque le dividende et le diviseur sont approchés, le premier par défaut, le second par excès, l'erreur relative du quotient est égale à la somme des erreurs relatives des deux termes, divisée par V unité augmentée de terreur relative du diviseur.
Soient A le dividende approché par défaut, a l'erreur absolue, '>' — j
l'erreur relative ; A' le diviseur approché par excès, a' l'erreur absolue, r'z= -- l'erreur relative. On a vu (447), que l'erreur absolue du quotient est
Aa'+A'a , . T. A'c'.+ Aa' A A'a4-Aa' —-r-, r- et par suite so» erreur relative R= -jm k :t7 = i — r r
- I - H- T-, I ' et comme — ^ , = » on en conclut :
A'+a' \A A'/ A'+«' i-hr
R=~^,(r + 0, ou 11=.'-^,. C.Q.F.D
On démontrerait de même que, si le dividende est approché par excès et le diviseur approché par défaut, l'erreur relative du quotient est égale à la somme des erreurs relatives des deux termes, divisée par Vunité diminuée de Verreur relative du diviseur.
On verrait encore que, .si le dividende et le diviseur sont approchés tous deux par exce^ ou lou^ deux par défaut^ Verriur relative du quotient est égale à la différence des erreurs relatives des deux termes divisée par l'unité, augmentée ou diminuée de l'erreur relative du diviseur.
Si enfin le dividende est exact, et le diviseur approché par excès ou par défaut, Verreur relative du quotient est égale à l'erreur relative du diviseur, divisée par V unité augmentée ou diminuée de cette erreur.
On doit remarquer que l'erreur r étant une petite fraction, le dénominateur (i+r') ou (i — r') est toujours très-peu différent de l'unité. Par conséquent, dans tons les cas, l'erreur relative du quotient est à peu près égale à la somme ou à la différence des erreurs relatives des deux termes. Si donc on remplace r et r', dans les applications, par des liniites supérieures, calculées d'après les règles du n" 462, on peut affirmer que, dans tous les caSi Verreur relative du quotient est moindre que la somme de ces limites.
Le théorème, qui seul est utile dans les applications, est donc le même pour la multiplication et pour la division ; les conséquences en sont donc les mêmes.
474. Applications. Première question. Deux nombres sont donnés avec une approximation indéfinie : combien doit-on prendre de chiffres dans chacun des deux nombres, pour obtenir m chiffres exacts du quotient?
On reproduit, mot pour mot, le raisonnement du n» 470; et l'on démontre qu'il suffit de prendre (m -f- i) chiffres dans chacun des nombres, s'ils commencent au moins par 2, et d'en prendre (m+ 2) dans celui qui commencerait par I .
Si, à l'inspection des deux nombres, on reconnaît que le premier chiffre du quotient est k , il suftit que son erreur relative soit moindre que
■; ; — - — :> et que, par suite, celles des deux nombres soient chacune
moindres que -r ;; — ^^rrï' Si donc le premier chiffre du quotient ne
surpasse pas 4, il suffit que chaque erreur soit moindre que
2(4+l)lO^
ou que — -; et pour cela, il suffît de prendre {m-\- 1) chiffres dans chacun des
nombres, quand même ils commenceraient par i. Exemple. Calculer, àoin,ooi près, le rayon d'un cercle dont la oirconfé-
rence est i/5. On sait que ce rayon est égal à • Comme |/5 est un
peu supérieur à 2^ et 27^ à 6, le quotient commencera par un chiffre de dixièmes, et il aura trois chiffres ; il suffira donc d'en prendre 4 au dividende et 4 au diviseur. Or^ on trouve 1^^= 2,287, par excès, et itz = 6,283, par défaut. La division donne o,356. . . , quotient trop fort d'une quantité inférieure h o,oor. Le rayon cherché est donc compris entre om,355. . . . et ora^356. . , . ^ il est donc om,356 à om,ooi près.
Si l'on emploie, pour exécuter le calcul, la méthode de division abrégée, on introduit une nouvelle erreur; on s'arrange pour qu'elle soit peu considérable, et de sens contraire à la première, afin d'être assuré de l'approximation demandée.
475. Applications. Seconde question. Deux nombres sont donnés avec m chiffres cxacls au moins. Sur combien de chiffres exacts peut-on compler dans le quotient ?
En reproduisant mot pour mot les raisonnements du no 471 , on démontre que, toutes les fois que les deuxnombres commencent au moins par 2, on peut compter sur l'exactitude des {m — i) premiers chiffres du quotient.
Si, à Vinspeclion des deux nombres, on reconnaît que le premier chiffre du quotient ne surpasse pas 4, quels que soient les premiers chiffres du dividende et du diviseur, on pourra encore compter sur [m — i) chiffres.
Car, dans ce cas, Terreur relative du quotient est moindre que — ^^irp» ou que - — -j;^^ ; elle est donc inférieure à — ^jj^^^ {k étant le premier
chiffre du quotient). Donc on peut compter sur les (m — i) premiers chiffres (463).
Exemple. La surface d'un trapèze S=452mq,583fi ; ses deux bases t=: 22^,487, />'=47ni,835: quelle est sa hauteur? Chacun des nombres est connu, à une unité près de l'ordre de son dernier chiffre.
On sait que la lormule est h= = -— : — -— • Le diviseur n avant
que 5 chiffres, on ne peut compter que sur 4 chiffres au quotient; d(^s lors,
les deux derniers chiffres du dividende sont inutiles; et il siifiitde diviser 452,58 par 35, i()i. On trouve /t=i2m^87, àoni,oi près.
V. PUISSANCES
476. Théorème vn. L'erreur relalive du carré d'un nombre, approché par défjtut, est égale au double deV erreur dunombre, diminué du carré de cette erreur. L'erreur relative du carré d'un nombre, 'approché par excès, est égale au double de l'erreur dunombre, augm,enté du carré de cette erreur. Dans les deux cas, elle est à peu près égale au double de l'erreur du nombre; et on peut affirmer qu'elle est moindre que le double de la limite qu'on substitue à l'erreur du nombre.
Ce théorème est la conséquence immédiate du théorème iv (467), dans lequel on suppose égales les erreurs relatives des deux facteurs.
Théorème vrii. L'erreur relative du cube d'un nombre approché est à peu près égale au triple de l'erreur relative du nombre; elle est moindre que le triple de la limite qu'on substitue à cette dernière (^469) .
Théorème ix. L erreur relative d'une puissance d'u7i nombre approché est à peu près égale au produit de l'erreur relative du nombre par l'exposant de la puissance (469).
477. Applications : 1o Une toise vaut im, 949036. .. rcalculer la valeur de la toise carrée en mètres carrés, à un centimètre carré près. Le carré cherché aura un chiffre entier et 4 chiffres décimaux, c'est-à-dire cinq chiffres. Comme les deux facteurs commencent par i, il suffit de prendre 6 chiffres. On fait donc le carré de 1,94903, et Ton trouve (multiplication abrégée) 3,798715 par défaut, avec une erreur moindre que 0,000016. Le carré du nombre approché est donc compris entre 3,798715 et 3^798731. Le carré exact, plus grand que le carré approché, est donc compris entre 37,98715 et 3,798831. Ainsi l'q =3™q, 7988, à^omq,oooi près.
2" Un pouce vaut 2711^1^0699. ...: calculer la valeur du pouce cube, à un millimètre cube près. Le cube cherché aura cinq chiffres entiers. Pour que ces cinq chiffres soient exacts, il suffît que l'erreur relalive du cube soit
inférieure à — -, et, par suite, que l'erreur relative du nombre soit infé- 10»
rieure à g; il suffirait pour cela de prendre 7 chiffres (462) sur la gauche de ce nombre. Mais on peut abaisser cette limite, en remarquant que le nombre donné étant plus petit que 3o, son cube est plus petit que 27000^ ei,ù fortiori, que 3. 10*. Que Ton prenne 6 chiffres seulement dans le nombre, cenombre commençant par 27, son crreiu rchilive (461 ) est moindre que
r ; l'erreur relative du cube est donc moindre que :» ou r ;
lo'^ Q-io
or le cube esi moindre que 3. 10* : donc l'erreur absolue du cube est
moindre que |. Donc on peut compter sur 5 chiffres exacts.
La multiplication ordinaire donnerait, dans le cube, douze chiffres décimaux dont pas un n'est à conserver ; il est donc avantageux d'employer la multiplication abrégée. Or, pour obtenir le cube, il faut d'abord obtenir le carré; et il faut le calculer avec assez d'approximation, pour que les unités du cube soient exactes. Il suffit, pour cela, de placer les unités du multiplicateur sous les centièmes du multiplicande et, par suite, de connaître les millièmes du carré. On forme donc le carré de 27,0699 par la méthode abrégée (438), en disposant le calcul de manière à obtenir les cent-millièmes; on trouve73'^, 73528, avec une erreur moindre que 24 cent-millièmes: donc le carré vaut 732>nq,735 par défaut, à un millième près. On multiplie ensuite ce carré par 27,0699 par la même méthode; et l'on trouve que ipc=ig835mmc^ à un millimètre cube près.
30 Le diamètre d'une sphère est d = 7", 386 à o'",ooi près : calculer son volume V avec la plus grande approximation possible. Le volume est
donné par la formule V = - 71 d».
L'erreur relative de détantmoindre que ~ (462;, l'erreur relative du
cube d^ est moindre que 1^^ et à fortiori, que - — ::. Si l'on prend
7c = 3,141, l'erreur relative de tt est moindre que r — s* Donc Terreur
3 lo"*
relative du produit tt d^ est moindre que ( - + -7 ), — , ou que^ — ;. Or c
^2 5j Io3 lO**
produit est moindre que celui de 4 par 8', ou que 2048. Donc Terreur absolue de 71 d^ est moindre que 2 ,048 ; et, par conséquent. Terreur absolue de V est moindre que le sixième de ce nombre; elle est donc inférieure à Tunité.
On calcule donc d^ à 0,1 près; on trouve 402 "ic^ g par défaut; on multiplie ce nombre par 3, 141 : on trouve 1265 '"%5 par défaut, et Ton prend le sixième du résultat. On a ainsi V = 211 '«c, à un mètre cube près.
VI. RACINES
478. Théorème x. L'erreur relative de la racine carrée d'un, nombre approché est à peu près égale à la moitié de ferveur relative du nombre ; elle est moindre que la moitié de la limite qu'on subslitve à cette dernière.
ce
Ce théorème eslla conséquence du théorème qui concerne Terreur relative du carré : car si Resl à peu près égale h ->. r, il en résulte qu(> r est à
peu près égale à—.
Théorème xi. U erreur relative de la racine cubique cVun nombre approché est à peu près le tiers de V erreur relative du nombre : elle est inférieure an tiers de la limite qu^on substitue à cette dernière.
Car si on a, à peu près, R=:3 r, on aura, à peu près, t=~ ^.
Théorème xii. L'erreur relative de la racine n^^ d'un nombre approché est à peu près égale à la n"ie partie de l'erreur relative dunombre.
Car si l'on a, à peu près, R= nr, on aura, à peu près, r = -•
479. Applications. Première question : Un nombre est connu avec une approximation indéfinie; combien de chiffres doit-on prendre pour obtenir sa racine n"^^ avec m chiffres exacts?
Pour que la racine présente mchiffres exacts^ il suffit que son erreurrelative
soit moindre que — - : et, pour cela, il suffit (476)que Terreur relaiive du
n . . I nombre soit moindre que , et, à plus forte raison, moindre que .
Il suffit donc toujours de connaître le nombre avec (m + i) chiffres.
Mais il suffit souvent de connaître m chiffres exacts dans le nombre, pour en obtenir m à la racine.
En effet : 1o Racine carrée. Si le nombre commence par un chiffre égal ou supérieur à 5, Terreur relative sur ce nombre est moindre que
- , ; Terreur relative de sa racine carrée est donc (478) moindre que
- : , ou que ; et l'on peut obtenir m chiffres exacts.
2o Racine cubique. Si le nombre commence par un chiffre au moins égal à 4 (ou même seulement par 34), son erreur relative est moindre que
- ^_, (ou 7^ ^. 1; et, par suile, l'erreur relative de sa racine cu-
4 lo*" ^ y 34 lo"' ^ J
bique est moindre que — ^ . (ou -— ; ) : elle est donc infé-
^12 IO*"~' \ I02 lO"* ''y
rieure à — -, , et l'on peut obtenir m chiffres exacts.
Il est facile de généraliser.
480. Exemples: !<> Calculer, à on'jooi près.la racine cubique de fy D'après la règle générale^ il faudrait réduire ^^ en décimales, et calculer 9 chiffres
décimaux, pour obtenir les 3 chiffres décimaux de la racine. Mais la fraction décimale commençant par un4> il suffira (479) d'en calculer 3 : on remplacera les six autres par des zéros ; et l'on appliquera la règle ordinaire. On trouve ainsi 0,773, en augmentant le dernier chiffre d'une unité, pour que les erreurs se balancent.
2° Calculer, à 0,01 près, y 59+ \/j9. Pour obtenir deux chiffres décimaux à la racine cherchée, la méthode ordinaire exigerait qu'on eu connût
quatre dans le carré : il faudrait donc préalablement calculer ^39 avec quatre décimales.
Mais remarquons que la racine carrée de 39 vaut 6, ... ; que, par suite,
^9 + V^ — ^^.' ''•'■> ^^^^ 1^ racine cherchée vaut 8,. . . ; elle aura donc
3 chiffres. Et, comme le nombre Bg + yjSg commence par 6, il suffira de l'évaluer avec 3 chiffres exacts (479); or il a 2 chiffres entiers connus : il suffira
donc de calculer \3g à 0,1 près : on trouve y39 = 6, 2. . . ; de sorte que
59 + Y39 = 65,2. . . Pour obtenir les centièmes de la nouvelle racine, on remplace les 3 décimales inconnues par trois zéros; et l'on extrait la racine carrée de (35, 2000, qui est 8,07 par défaut. On prend 8,08 pour valeur approchée.
30 Calculer^ à 0,001 près, V7^+ V74+ V?^- ^^^^^ obtenir trois chiffres décimaux , la méthode générale voudrait qu'on calculât
V74+ y 7^ avec 6 décimales, et par suite y 73 avec 12 décimales.
Mais on remarque que V73 = 8,..., que 74 + V?^ = 82,..., que
V 74 + v/73 = g,.., ({uey6 + V74 + v/73 = 84 , . . . , et que, par suite, la racine cherchée = 9,. . . ; elle doit donc avoir 4 chiffres en tout; et comme le nombre commence par 8, il suffit d'évaluer ce nombre avec
4 chiffres exacts. On en connaît la partie entière 84; il suffit d'évaluer
V 74 + V 73 avec deux chiffres décimaux. Or cette racine a une partie entière 9 : elle aura donc trois chiffres; et comme 74+ V'7^ commence par 8, il suffit d'évaluer 74 + sfjS avec 3 chiffres, c'est-à-dire de calculer les dixièmes seulement deY73. On trouve sjy'i = 8,5... Par conséquent, 74 + \lr3 = 82,5. . . Pour avoir la racine de 82.5. .. avec 2 chiffres décimaux, on écrit 3zéros à la droite, etl'on trouYeV82j5ooo = 9,o8...
Donc 75 4- V74 4- s/y^ = 84,08.. . Et, pour obtenir la racine cherchée, on place 4 zéros à la droite de ce dernier nombre; et l'on trouve 9,169. , .
On a donc y 70 + V74 + V;^ =
9,170, a 0,001 près.
4" Calculer, h un centimètre près^ le périmètre d'un polygone régulier de 20 côtés, inscrit dans un cercle dont le rayon est égal à i mètre.
On calcule d'abord le côté du polygone, à 2^ de centimètre près, c'està-dire un demi-millimètre près. La formule est c= y 2 — \ -a^S -{-\J 1,2^.
Or, il est facile de voir que cette racine n'a pas de partie entière, mais qu'elle a des dixièmes: elle a donc 4 chiffres. Il suffit, par suite, d'évaluer
■2 — V •-i;,5 H- Yi,25 avec cinq chiffres exacts ; et, pour cela, on devra
évaluer 2,5 + '1,2 5 avec 6 chiffres. On calcule donc s/i^^l) avec cinq décimales, et Ton trouve i,ii8o3...Parsuite,2,5+i,ii8o3...=3,6ii8o3.. On extrait la racine dece résultat, qui est i_,9oo47.Puis2 — 1,0047=0,09953. On extrait, avec quatre décimales, la racine de ce dernier nombre: on trouve o. 3 1 54. Enfin on multiplie ce résultat par 20, on supprime le dernier chiffre, on augmente l'avant-dernier d'une unité ; et on trouve que le périmètre cherché est égal à 6™,3i.
481. Applications. Seconde question : Un nombre est connu avec une approximation déterminée : avec quelle approximation peut-on obtenir sa racine ?
Si l'on connaît m chiffres dans un nombre approché, son erreur relative
est moindre que — ^^j : l'erreur relative de sa racine n"»« est moindre que I I
— r; elle est à fortiori moindre que , : on peut toujours compter
sur (m — i) chiffres exacts dans la racine.
Mais si la racine a un premier chiffre inférieur à n, cette racine, limitée à m chiffres, est moindre que n. lo"*"* : donc l'erreur absolue de la racine est moindre que i. On peut donc^ dans ce cas, compter sur m chiffres exacts. C'est ce qui arrivera, lorsque le premier chiffre d'une racine carrée sera moindre que 2, lorsque le premier chiffre d'une racine cubique sera moindre que 3, etc.
482. Exemples. 1» La surface d'un cercle est 54^ mètres carrés, à I mètre carré près: à quelle approximation peut-on obtenir son rayon R?
La formule est
L'erreur relative de 542 étant moindre -^ ^, l'erreur relative du quo-
tient ne pourra être moindre; et, par suite, on ne pourra obtenir le quo-
lient avec plus de trois cliiffres exacts ; et encore faudra-l-il pour cela
prendre, pour le diviseur tt, une valeur suffisamment approchée. Prenons par exemple ti, par excès, égal à 3, 1:42, Terreur relative du quotient sera
• f • .1,1 , I /i I N 7 II
inférieure a ——-i-- -, ou a— J 7+5- ' ou a / „, ou à .*
j.io3 io^\5 3oy i5.io
L'erreur relative de la racine sera donc moindre que — —^ ; et comme le
quotient — est inférieur à 180, et la racine inférieure à 14, Terreur absolue de cette racine est moindre que ^X i4, et à fortiori que -•
On peut donc compter sur les centièmes, c'est-à-dire sur 4 chiffres exacts.
On divise en conséquence 542 par 3^142: et Ton trouve pour quotient 172,50.,. Puis on extrait la racine carrée de 172,50..; et Ton trouve i3,i3.... Ainsi R = i3",i4, à om,oi près.
2° Le volume d'une sphère est égal à 34548 litres, à i litre près. Avec quelle approximation peut-on calculer son rayon R?
La formule est R = y^^ÇP = \/^-
L'erreur relative de 2591 1 est la même que celle de 34548, puisque le
premier nombre est les f du second ; elle est moindre que ;q ;• Si Ton
prendu,par excès, égala 3, 14160, Terreur relative du quotient est moindre
I I i/ii\ I 334 ,,
que ~ 3+^ -, ou que—, — + r— ,ou que — ; elle est
û.io" io\34 3ooy lo
1 • p, . . 334 . 5oo II
donc inférieure a — =-, et par suiteà — ^ » c esl-à-dire à -. — •,. L erreur de 10^ '■ 10^ 2 10*
la racine cubique (478) est donc inférieure à-. — . Or le quotient est
^ O lO»
à peu près 8000^ et la racine est à peu près 20. Donc Terreur absolue
de la racine est moindre que 7X20, ou que t^ ,• Donc on peut
compter sur cinq chiffres exacts à la racine.
2 5q t I H suffit, pour les obtenir, de calculer le quotient avec cinq chiffres; car il commence par 8 (479). Le quotient est 8247,7.. . La racine est 20,204. Ainsi R:= 2odécim^2o5, à ora,oooi près.
§ Ml. REMARQUK GÉSÉl'ALE.
483. L'emploi des règles dues à la considération des erreurs relatives peut se concilier avec les méthodes abrégées. Mais il ne faut pas oublier queleserreurs, qui résullentde l'usage de ces méthodes, peuvent s'ajouter à celles que l'on a appréciées d'abord, et qu'il est nécessaire de s'assurer qu'on obtient le résultat avec l'approximation qu'on avait en vue. La précaution la meilleure et la plus simple consiste à diriger les raisonnements et les calculs, de manière à obtenir un chiffre de plus qu'on ne le désire, puis à le supprimer en augmentant, s'il le faut, d'une unité le chiffre précédent, lorsqu'on est assuré du sens de l'approximation.
484. Exemple. LeUtre, destiné à mesurer les liquides, est un cylindre dont la hauteur intérieure est double du diamètre intérieur de la base. Calculer, à o'",ooi près, les dimensions de ce cylindre.
En désignant par II la hauteur, et en prenant le millimètre pour unité,
„ /iGouoooo
Il faut calculer celte racine, à une unité près. Raisonnons, comme si Ton
voulait obtenir les dixièmes. Le quotient a sept chilires a sa
partie entière^; et par suite sa racine cubique en a trois. Nous la calculerons avec quatre chiffres. Comme le quotient commence par [5, nous évaluerons ce quotient avec quatre chiffres seulement (479). Pour cela, il suffira de prendre six chiffres au diviseur, et d'appliquer la division abrégée. On trouve 6093 mille , par défaut. On extrait ensuite la racine cubique de ce quotient avec quatre chiffres, et l'on trouve lya^m^o par défaut. Donc, le résultat .fùt-il en erreur de quelques dixièmes, on peut affirmer que H = 172 millimètres, à un millimètre près ; et que le rayon, qui en est le quart, R = 43 millimètres, à la même approximation.
EXERCICES
I. Le litre, destiné à mesurer les grains, est un cylindre dont la hauteur est égale au diamètre de sa base. Calculer ses dimensions.
/ lOOOOOO
(R.: Formule: R = iH=i /— ^^^ — =io8mm,4.)
II. Calculer, à cm, 001 près, le rayon R du cercle circonscrit au triangle équilatéral, dont le côté est égal à i mètre.
(R. : Formule : R = l/|= or^,^jy,)
III. Calculer, à-i centimètre carré près, la surface S de Toclogone rt^gulier, dont le côté est égal à i mètre.
. (R. : Formule : 8 = 21/2+2 = 4mq,8284.)
IV. Calculer, à omm^i près^ le côté '^c du dodécagone régulier, dont la surface est égale à un mètre carré.
(R. : Formule '• c=^\/ - AJ.= onvagSS.)
V. Calculer, à un centimètre carré près, la surface S du polygone ré^^ulier de vingt côtés, dont le côté est égal à i mètre.
(R. : Formule : S = 5 \ i +i/5+V^5 +2 s/5 | = 3r "'q, 5685.)
VIII. Même question pour la racine cubique
I R. : [n-\- I — 2p,) si le nombre entier contient Zy ou (3/) + i) ciûffres, (« — 2p), s'il en contient (3p + 2). |
IX. Si l'on prend pour valeur approchée de ■ l'expression A(i — a),
(k étant une petite fraction), l'erreur relative est moindre que v}.
X. Le volume d'un gaz à 10° est i mètre cube ; quel est son volume à zéro ?
(R. : V= 1 où a = o,oo365, à o.ooooi piès. On trouv
^ l + ioa > » . X
V = 0,963, à 0,001 près.
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