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AVERTISSEMENT
Ce Traité est divisé en deux Parties qui peuvent être considérées comme formant deux ouvrages distincts.
La première Partie [Astronomie sphérique) renferme la solution de tous les problèmes de l'Astronomie sphérique et de l'Astronomie nautique : on y trouvera en outre une exposition élémentaire de la méthode des moindres carrés. La seconde Partie [Astronomie pratique) contient la description et la théorie des instruments fixes (lunette méridienne, cercle méridien, équatorial, etc.) et des instruments transpôrtables (théodolite, sextant, etc.), ainsi que plusieurs Tables destinées à simplifier la réduction des observations. Des exemples multipliés et de nombreuses figures facilitent rintelligence du texte.
Ce Traité sera donc pour les Astronomes, les Marins et les Voyageurs un excellent Aide-Mémoire ; les Auditeurs des Cours de nos Facultés, les Élèves de nos Ecoles y puiseront d'utiles renseignements.
Nous sommes heureux de remercier ici M. Brûnnow des excellents conseils qu'il nous a donnés, et d'exprimer à M. Wolf toute notre reconnaissance pour le concours bienveillant et précieux qu'il nous a si gracieusement prêté.
PRÉFACE
La publication dans notre langue du Lehrbuch der sphœrischen Astronomie de M. Brûnnow répond à un besoin qu*ont senti tous ceux qui ont eu à faire leur propre éducation astronomique, ou à diriger celle des Élèves- Astronomes. Nous ne possédons actuellement en France aucun Traité pratique intermédiaire entre la Mécanique céleste et les Cosmographies ou les Ouvrages élémentaires purement descriptifs. En effet, ou bien les Auteurs, s'étant proposé d'embrasser tout l'ensemble de l'Astronomie, n'ont pu donner les détails nécessaires sur les problèmes de l'Astronomie sphérique, qui constituent en réalité le fondement de la Science pratique; ou bien les méthodes qu'ils exposent ont déjà vieilli. Les Traités de Delambre et de Lalande, très-intéressants au point de vue historique, sont aujourd'hui hors d'usage. \J Astronomie pratique de Francœur, qui a obtenu un succès réel, est surtout une explication de la Connaissance des Temps j et d'ailleurs cet Ouvrage ne se trouve plus dans le commerce. Le jeune Élève- Astronome ne sait donc où puiser les notions dont il a besoin pour passer de l'Astronomie théorique aux applications.
Cette pénurie paraît avoir sa cause première dans ce fait qu'en France l'éducation astronomique existe à peine en dehors de l'Observatoire, où elle se trans- L b
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met par tradition orale; et en même temps, elle a contribué à maintenir un état de choses contraire aux véritables intérêts de la science. Tandis qu'en Allemagne, en Italie, les cours d'Astronomie des Universités se font autour des instruments, par ceux-là même qui les emploient chaque jour, chez nous les cours publics sont forcément de théorie pure. De là une ignorance presque complète chez les Élèves de nos Écoles, même les plus savantes, des procédés et des méthodes d'observation. Pendant que les laboratoires s'ouvraient au grand jour et devenaient les lieux habituels de réunion des Savants, l'Observatoire a conservé pour le public son aspect mystérieux, il est resté le temple d'une science d'initiés, au grand détriment de l'Astronomie et des autres Sciences, qui ne peuvent que gagner les unes et les autres à un échange continuel d'idées et de méthodes. De là enfin pour nos Établissements astronomiques une très-grande difficulté à trouver où recruter leur personnel^ tandis qtfâ rétranger ce recrutement se fait d'une manière toute naturelle, la vocation astronomique naissant spontanément chez quelques-uns de ces Étudiants sans cesse en rapport avec les Astronomes et les instruments.
C'est encore à ce mode d'enseignement, ou plutôt à cette absence d'un enseignement immédiatement applicable à la pratique, qu'on peut attribuer en trèsgrande partie l'infériorité où la France se trouve sous le rapport du nombre des Observatoires. Tandis que nous ne possédons qu'un Observatoire à Paris et deux en province, la Grande-Bretagne, l'Amérique, l'Allemagne comptept par douzaines leurs établissements
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astronomiques. L'Italie elle-même, au milieu de ses bouleversements, a su conserver ses Observatoires, grâce au mode d'enseignement de ses Universités. L'uniformité et la tendance purement spéculative de notre enseignement supérieur n'étaient guère propres à relever ceux dont la France était peuplée au siècle 'dernier. Si aujourd'hui, chez nous, comme chez nos voisins d'outre-mer, la mode revenait aux instruments d'Astronomie, et il n'en faut pas désespérer, le propriétaire d'un Observatoire serait bien embarrassé pour trouver à qui confier les travaux d'observation, ou pour savoir où en apprendre lui-même l'usage.
Cependant, grâce à l'initiative d'un Ministre dont on ne saurait trop louer l'ardente inquiétude à la recherche du bien, nos Écoles vont peut-être, dans un avenir prochain, se trouver en mesure de fournir à leurs Elèves ces notions pratiques, indispensables pour l'avancement de la science et la création des savants eux-mêmes. Ce que les Claude Bernard, les H. Sainte-Claire Deville, les Wurtz ont fait pour la Physiologie et la Chimie, il reste à le faire pour l'Astronomie : l'Ecole pratique des Hautes Etudes peut et doit répondre à ce besoin.
Un Observatoire en effet ne peut. pas ouvrir ses portes au public et l'admettre à y suivre des cours; le travail astronomique doit se faire dans le recueillement et le silence, et s'accommoderait mal du bruit de la foulé. Mais à un Observatoire qui veut vivre et se perpétuer, il faut des Elèves. Il faut que la pratique journalière des instruments, les entretiens avec leurs devanciers et leurs maîtres, la vue continuelle de tableaux représentant les aspects des astres, les initient
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par tous les sens à la fois aux secrets et aux beautés des cieux ; il faut qu'ils puisent dans ce commerce continuel l'enthousiasme pour leur science, ce feu intérieur qui doit guider et animer tout le travail de TAstronome, s'il ne veut se réduire au triste rôle de manœuvre.
Mais la science est longue, et les novices ont beaucoup à apprendre. L'Astronome peut bien guider ses Élèves, leur indiquer les sources où ils doivent puiser; il lui est plus difficile, s'il travaille lui-même, de leur exposer à fond toutes les théories si diverses dont l'application constitue l'Astronomie pratique. Il ne peut alors que renvoyer ces jeunes intelligences à la lecture des Mémoires originaux, des travaux de Bessel, de Gauss, d'Encke, de M. Le Verrier, etc. ; mais c'est là sou vent une nourriture trop forte et peu en harmonie avec les premiers besoins des Élèves.
L'Astronome trouve à ce moment le plus utile secours dans l'Ouvrage de M. Brûnnow, dont le but est de remplir la lacune que je viens de signaler. La popularité dont il jouit en Allemagne et en Angleterre, où il a été traduit d*àbDrd-par-M.'-Mam, puis par M. BrûnnoW lui-même, montre que le but a été atteint. Le Lehrbuch der sphœrischen Astronomie^ dont MM. Lucas et André offrent aujourd'hui une édition française, réunit en effet, sous une forme simple et peu volumineuse, toutes les notions premières indispensables à la pratique de l'Astronomie.
La théorie des instruments, qui ne se trouve exposée dans aucun autre Ouvrage didactique, forme. ici une partie importante. Non pas que la simple lecture de ces pages puisse suppléer à la pratique des instruments.
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mais elle en est la préparation et le complément indispensable. Cependant, en raison du but que se proposait M. Brûnnow et des circonstances dans lesquelles il a publié son Ouvrage, il n'a consacré à cette théorie qu'une faible fraction de son Traité. Il suffît en effet de se reporter à l'origine de cette œuvre pour comprendre la pensée dans laquelle elle a été conçue. « Ce qui m'a beaucoup facilité l'exécution de ce Traité, dit M. Brûnnow dans la Préface de sa première édition, c'est cette circonstance que j'ai eu le bonheur d'entendre sur les mêmes sujets les leçons de mon vénéré maître, le Professeur Encke ; et l'ordonnance de l'ensemble, comme la manière particulière de traiter chaque problème, est en quelque sorte la reproduction des méthodes que suivait habituellement cet illustre Astronome dans ses cours. » Ainsi c'est à l'Observatoire même de Berlin, dans les leçons pratiques que le Directeur faisait à ses Élèves, que l'un d'eux, aujourd'hui Directeur de l'Observatoire de Dublin, puisait l'idée première de cet Ouvrage, et, par son expérience personnelle, le moulait dans la forme la plus convenable pour l'enseignement de la science pratique.
On voit par là sous quelles garanties se présentait au public le Traité d^ Astronomie sphérique de M. Brûnnow, et l'on coim)rend l'accueil si favorable qui lui a été fait dans toutes les Universités étrangères. Mais en même temps on doit penser que sa destination toute spéciale était de former les jeunes Astronomes dans un QiiserYatQixe, en complétant les leçôns du Maître. Un tel but devait suffire dans un pays où il est si facile de s'initier à la pratique des
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instruments, en raison de la multiplicité des Observatoires.
En France, il lui fallait quelque chose de plus. Si d'ailleurs MM. Lucas et André s'étaient bornés à offrir une traduction littérale de l'Ouvrage de M. Brûnnow, on pourrait contester l'utilité de leur travail. Le temps n'est plus où la langue allemande était lettre close pour les Élèves de nos Écoles; aujourd'hui, grâce à une impulsion énergique, sous l'action de l'aiguillon autrement puissant encore de la nécessité, nos Étudiants peuvent lire les Ouvrages scientifiques anglais et allemands dans les originaux. Et ce serait peut-être leur rendre un mauvais service que de leur faciliter le travail par la traduction littérale d'un livre étranger.
Mais il y avait d'abord à mettre les formes de démonstration du Traité allemand en harmonie avec les méthodes usitées chez nous : l'éducation de l'École Normale rendait mes jeunes Collègues particulièrement aptes à ce travail. Il fallait aussi généraliser l'utilité de l'Ouvrage en complétant dans certaines parties les notions succinctes données par l'Auteur. Grâce au désintéressement de l'Éditeur de ce Traité, les Traducteurs ont pu donner au Livre de M. Brûnnow, et avec l'assentiment de l'Auteur, des développements qui dans certaines parties en font un Ouvrage entièrement nouveau. D'après ce que j^viens de dire, c'est surtout dans l'exposition des méthodes d'observation que ces changements et additions ont dû être introduits. Ils ont eu particulièrement pour but de faire connaître les procédés employés à rOj>servatoire de Paris : aussi a-t-on mis largement à contribution les Annales de V Observatoire et les Instructions rédigées
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des instruments, qui ne forme qu'une des sept parties du Traité de M. Brûnnow, occupe la seconde Partie presque çntière. Enfin TOuvrage a été complété et rendu plus pratique par Taddition de Tables auxiliaires calculées spécialement, ou extraites de Traités qui ne se trouvent plus dans le commerce, comme les Tables de Warnstorff, etc.
Ainsi développé, ce Livre s'adresse donc à la généralité des Étudiants qui, dans les Observatoires ou au dçhors, désirent se familiariser avec les méthodes et les calculs fondamentaux de l'Astronomie. Il indique et la manière de faire les observations, et les réductions qu'en doivent subir les résultats, avant de pouvoir figurer dans les calculs qui se rattachent à une branche plus élevée de la science, la Mécanique céleste.
Les Marins et les Ingénieurs trouveront également dans cet Ouvrage le plus utile secours : toutes les méthodes de détermination de l'heure, des longitudes, latitudes et azimuts, sont exposées avec détails. Grâce à l'initiative du Bureau des Longitudes, des Officiers et des Ingénieurs hydrographes sont aujourd'hui dirigés sur différents points du globe, dans le but de déterminer, par des observations astronomiques, les positions d'un certain nombre de méridiens fondamentaux , devant servir à assurer les longitudes des lieux intermédiaires. L'Ouvrage de M. Brûnnow peut leur être offert, ainsi qu'à tous les missionnaires de la Science, comme une sorte de Manuel ou d'Aide- Mémoire d'Astronomie pratique.
Mes jeunes Collègues ont bien voulu croire qu'il y
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aurait quelque avantage à ce que je revisse les épreuves de leur travail, et j'ai déféré avec empressement à leur désir. J'ose espérer que la correction du texte laissera peu à désirer, et que cette Traduction ne déparera pas la belle Collection d'Ouvrages scientifiques sortis des presses de la maison Gauthier- Villars.
Puissent ces efforts réunis être de quelque utilité aux personnes qui voudront consacrer leur temps à Fétude de l'Astronomie! L'ambition des Traducteurs de cet Ouvrage sera satisfaite, s'ils ont contribué, dans la modeste mesure de leur pouvoir, à ranimer en France le goût de la plus noble et de la plus attrayante des sciences.
INTRODUCTION
I. — Transformatiox des coordonnées. — Formules DE LA Trigonométrie sphérique.
1. Transformation des coordonnées, — L'Astronomie sphérique a pour but de déterminer la position apparente des astres sur la voûte céleste au moyen de coordonnées sphéiîques rapportées à certains grands cercles, ainsi qiie les relations qui lient ces coordonnées entre elles. On peut encore indiquer le lieu d*un astre dans Tespace par des coordonnées polaires : ce sont les angles que la droite menée de l'astre au centre de la .sphère céleste forme avec certains plans et la distance de Tastre au centre de cette sphère, dont le rayon sera toujours pris pour unité. Les coordonnées polaires se transforment facilement en coordonnées rectangulaires; toute r Astronomie sphérique étant ramenée à des transformations de coordonnées rectangulaires, nous commencerons par rechercher les expressions générales de ces transformations.
Considérons dans un plan un système d'axes rectangulaires, «t désignons par x et jr les coordonnées d'un point, par r la longueur de la droite qui joint ce point à l'origine, et par p Fangle de celte droite avec la partie positive de Taxe des x; on a
x=zrcos(fy X=:rsmif.
Prenons maintenant dans le même plan un autre systènu* I. I
d'axes de même origine, et désignons les nouvelles coordonnées par .*?', j' et c'; on a
.r' = r cos/, f' = r sin»*'.
Soit aussi w Tangle que fait la partie positive de Taxe des .r' avec la partie positive de l'axe des x, et comptons tous les angles dans le même sens de o^ à 36o°; on a
eldès lors
ou bien
et de même
.X = r cosp' cosw' — r sin p' sin w, ^ zir r sin v' cosw -h r cos c' sin w,
X := x' cos fv — j ' sin «», X ^=x' sin w* -h^' cosd
.27 ' = ,x COS w H- j^ sin w, / ' 1= — :f sin fv -h j cos w.
Ces formules sont vraies pour toutes les valeurs positives ou négatives de Xyjr et w,
2. application des formules précédentes aux coordonnées polaires, — Soiient Xy y, z les coordonnées rectangulaires d'un point O, û' l'angle que le rayon vecteur passant par ce point fait avec sa projection sur le plan des xf, B' l'angle que cette projection fait avec la partie positive de l'axe des x, ou l'angle qu'un plan passant par l'axe des z et par le point O fait avec le plan des xz, et compté de o° à Sôo*' de la partie positive de l'axe des .r vers la partie positive de l'axe des j. En prenant le rayon vecteur égal à l'unité, on a
x=: cos B' C0j5 a', y ■=. sin B' cos a\ z := sin a\
Si l'on appelle a l'angle que le rayon vecteur fait avec la parlie positive de l'axe des «, et si l'on compte cet angle de o" à 36o" de la partie positive de l'axe des z vers la partie positive des axes des x et /, on a alors
X =1 sin a cosB', y = sin a sin B', s = cos a.
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Si^n conçoit maintenant un second système x!^y\ z' de coordonnées rectangulaires dans lequel Taxe des j^' coïncide avec celui des y^ el les axes des x^ et des z' font l'angle c avec les axes des x et des z; si l'on nooime h Tangle que le rayon vecteur fait avec la partie positive de Taxe des z\ Af Pangle que fait le plan passant par le point O et Taxe positif des z* avec le plan passant par les axes positifs des x et des z (les deux angles b et A' étant comptés respectivement dans les mêmes sens que a et B'), on a
.r' = sin b cos A' , / ' = sin ^ sin A' , z' m cos b.
Et comme, d'après les formules de transformation des coordonnées,
z = x' sin c -\- z' cos r,
xz=ix' COS c — z' sin c,
on obtient
cos û z=: sin ^ sin c cos A' + cos b cos r,
sin a sin B' = sin b sin A',
sin a cosB' = sin b cosc cos A' — cos b sin c\
3. Formules fondamentales de la Trigonométrie sphérique, — Supposons maintenant une sphère ayant pour centre Torlgine, et décrite d'un rayon quelconque (supposé égal à l'unité); si l'on joint par des arcs de .grands cercles le point O et les intersections Ti, II des axes des z et des z' avec la surface de la sphère, on obtient ainsi un triangle sphérique OZZ' dans son acception la plus générale, les angles et les côtés pouvant être plus grands que 180". Les trois côtés OZ, OZ', Z'Z seront respectivement a, ^, c. L'angle sphérique A au point Z', formé par les plans passant par O et TI et par Z' et Z, sera égal à A', tandis que Fangle B au point Z sera généralement égal à 180° — B'. Si l'on introduit donc A et B, au lieu de A' et B', dans les équations du n*' 2, on obtient les formules suivantes, applicables à tout triangle sphérique :
cos a = cos b cos c -h èin b sin c cos A,
sin A sin B == sin ^ sin A ,
sin a cos B = cos ^ sin c — sin b cos c cos A.
Ce sont là les trois formules fondamentales de la TrigontAélrie sphérique, qui n'expriment autre chose qu*une simple transformation de coordonnées.
On peut toujours considérer un sommet quelconque d'un triangle sphérique comme étant la projection du point 0 sur la surface de la sphère, et les deux autres sommets comme les points d'intersection des axes des z et des z' avec celte surface; alors les formules précédentes sont applicables aux autres éléments, si l'on permute convenablement entre eux les côtés et les angles. On aura, en rassemblant tous les cas,
cos a z= cos b cos c -\- sin b sin c cos A , ( 2 ) { cos b = cos a cos c -h sin a sin c cos B,
cos c = cos a cos b -\- sina sin b cos C ;
/ sin â( sin B = sin 6 sin A,
(3) ( sin a sin G = sin c sin A,
( sin ^ sin C = sin <? sin B ;
sina cosB = cosb sine — sinb cosccosA, sinû cosC = coscsinA — sinccos^cosA, sin A cosA = eosfl sine — sinacosccosB, sin b cosC = cosr sin^ — sine cosa cosB, sine cos A = cosa sin b — sin^r cosb cosC, sin r cos B = cos b siu a — sin ^ cosa cosC.
4. Diverses formules de Trigonométrie sphérique» — Si Ton divise les formules (4) par les formules (3) correspondantes, on obtient
sinAcotB = cot^ sinr — cosc cos A,
sin AcotC = colcsinô — cos^ cosA,
sïnB col A = cotû sine — cose cosB,
^ ^ sin B cote = cote sina — cosacosB,
sinC cot A 1= colfl sin ^ — cos^ cosC, sinCcotB =cot6slp.;— cos«çosC.
W lOT
Si i'oD donne à la dernière équation la formé
. ^ « cos^ sintf sinB . ^ ^
smC cosB = : — -, 00$ tf smB cosC,
sino
on obtient
sin C cos B.= cos b sin A — cos a sin B cos C,
ou
sin A cos A =:cosBsinC -f- sinBcosCcosa.
Cette équation correspond à la première des équations (4) où les angles sont changés en côtés, et réciproquement. En permutant les lettres, on obtient les six équations
sin A cos 6 = cosB sinC -f- sinBcosCcosâf, sin A COSC = cosC sinB -h sin C cos B cos a, sin B cosa = cos A sin C + sin A cosG cos b, sinB COSC = cosGsinA + sin C cos A cos 6, sinCcosa = cosA sinB + sinAcosB COSC, sin C COS b = cos B sin A + sin B cos A cosc .
La division de ces équations, par les équations (3) correspondantes, donne
sma coib = cotBsinC -f- cosGcosa, sin a cote = cote sinB -f- cos B cos il, sin b cota = cot A sin C -f- cosC cos b. ' sin A cote m cofCsinA-f- cosAcosô, sine cota z=z cot A sinB -+- cosB cosc, sine cot 6 ::= cot B sin A -f- cos A COSC.
Les équations (6) donnent ensuite
COS A sin C = sinB cosû — sin A cos C cos ^, cosB sinC = sin A cos 6 — sinB cosC cos a.
Si Ton substitue dans la première équation la valeur de sin A cos <6 tirée de la seconde, on obtient, en divisant par sinC,
cos A = sinB sinC cosa — cosB cosC,
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et, par une permutation des lettres, les trois équations suivantes correspondantes aux formules (2), où les côtés sont changés en angles et vice versd :
IcosAr=sinBsinCcosa — cosBcosC, , cosB =: sin A sin C cos b — cos A cosC, . cosC = sin A sin B cos c — cos A cosB.
5. Formules de Delambre et de Néper, — Si Ton ajoute les deux premières des formules (3), on obtient
ou
sin/z[sinB H- sinC] ^= sînA[sin6 -f- sine]
sin I fl cos|(B — C) cos ^ « sin |( B -f- C)
■=z sin J A sin~(^ -f- r) cosy A cosy (^ — c),
et par soustraction
sinyasin}(B — C) cos|flcosj(B -+- C ) ■=- sin|AcoSy(^-+-c)coSy Asin^ [b — c).
On obtient de même, par l'addition et la soustraction des deux premières formules (4),
sin|« cosy (B -r- C) cosy âr coSy.(B H- C) =:sinyAsiny [b -hc) sinj Acosy (^ +<^)>
sin{ « sin|(B — C) co§| asin| (B -f- C)
=:COSy AsiUy (Ô c) COSy AcOSy (^ — c).
Ces quatre équations contiennent le produit de deux des formules de Delambre, et on peut, par la combinaison de ces équations, obtenir ces formules isolément; il faut, à cet effet, se procurer encore une autre équation dans laquelle paraisse une combinaison nouvelle de ces formules. Pour cela nous nous servirons d^tme des équations suivantes :
cosjflcos|(B -f-C) cos^ârsinKB -4- C)
=:siny A COS y (b -f- tjCOSy Acosy [b — c),
siny fl cosy (B — C) siuyfl siuy (B — C), = sinyAsiny(6 -f-c)cosy Asiuy [b — c).
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que l'on obtient par Taddition et la soustraction des deux premières formules (6) ■ Si Ton pose maintenant
sin I A sin j (é -f- c) = a, sin { a cosy (B — C) =: a',
sin jAços|(^ -\'c)=:py cosj.«cos}(B-f-C) = p',
cosj Asiuy (^ — c) =7, sin 7 a sin y (B — C) = 7',
oos j A cos| (^ — c) = ^, cos| a sin | (B -f- C) = ^',
on a les six équations
a' S' =z 0L$y 7' P' = 7p, a' p' = ap, a'/ =: a7, 7' 5' = yS, p'^' = p^,
d'où Ton tire
OU bien
On a ainsi, entre les angles et les côtés d'un triangle sphérique, les relations suivantes :
sin I A sin -\ [b -\- c) = sin | a cos y (B — C), sin Y Acosy(6 -I- c) = cosjûcosy (B -h C), ^^^ 1 cos| A sin J (b — c) = sin | « sin |(B — C),
' coSyAcosJ(6 — c) 1^ cosyfl sin|(B H- C),
ou aussi
sin y A sin j ( ^ -f- c) = — sin y fl cos~ (B — C),
sin y A cos I ( 6 H- c) = — cos } a sin 7 (^ "^ ^)> C0S7 A sin Y ( 6 — c) z= — sin ~ « sin y (B — C), cosy A cosy (3 — c) = — COS î a sin y (B H- C).
Soit que l'on cherche deux côtés et Tangle compris, ou bien un côté et les deux angles adjacents^ les deux systèmes d'équations donnent les mêmes valeurs, on, du moins, des valeurs ne différant entre elles que de 36o°. Si par exemple on cherche A, by c, alors les deux systèmes donneraient pour \{b -^ c) et y (6 — c) les mêmes valeurs
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et pour ^A des valeurs différant de i8o", ou bien pour -^A les roémes valeurs, et pour y(^-4-r),|(^ — c) des valeurs différant de iSo®. Ainsi, dans tous les cas, les valeurs de A, de b et de c, tirées de \\m ou de l'autre système, ne différeront jamais que de 36o**: ces quatre formules (9) sont donc générales, et il est indifférent, dans le calcul de A,- b, r, dVmployer les valeurs /?, B, C, ou ces mêmes valeurs augmentées ou diminuées de 36o®.(*).
Les quatre équations (9) sont employées lorsque, connaissant un côté et deux angles adjacents, ou bien deux côtés et Tangle compris, on cherche les trois autres éléments du triangle; on s'en sert le plus commodément de la manièi*e suivante.
Supposons que ^, B, C soient donnés; on cherchera d*abord les logarithmes de
(i) cos-HB-C),
cosj(B
(2) sin^a.
cos^ a.
(3) sini(B-C),
sin; (B
et ceux de
(7) sin Y«cos| (B — C), (9) bin-j«sin|(B — C),
(8) cosjacos' (B-f C), (10) cos>sini(B-f-C).
Les quotients de (7) par (8) et de (9^ par (10) sont, d'après les formules de Delambrè, égaux à
tang{(^-hc) et tangj(A — r),
ce qui fait connaître b et c. Ensuite on cherche cosj{^ -+- c) ou sin j(^ H- c), selon que le cosinus est le plus grand, ou le sinus; et de même pour cos^ {b — c) et siny (6 — c); on retranche le logarithme du premier (cos ou sin) du plus grand des deux logarithmes (7) ou (8) et le logarithme du second du plus grand
(*) Ces formules sont désignées en France sous le nom dejormules de Delamhre, qui les publia pour la première fois, en 1807, dans la Connais^ sance des Temps pour 1809 (p. 44^)* Gauss ne les donna que deux ans plus tard dans l'ouvrage Theoria motus corporum cœlestium^ p. 5o et suiv.
{Note des traducteurs.)
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des deux logarithmes (9) ou (10), on obtient ainsi sin| A. et cos^A; de là on tire tangjA^ et par conséquent A. Comme sin| A et cosy A doivent donner le même angle que tang j A, on a là un moyen de contrôler l'exactitude du calcul. Exemple. — Soient données les valeurs suivant^ (*)
a= II» 25' 56", 3,
C = . 1 1 . 18.40 , 3, on a
cosy(B— C) ... 2,797 64i3, cosj (B+C) ... i ,127 8046/?,
siuy 0 ... 2,998 260$, cosy fl ... 1 ,997 835 1,
siny (B— C) ... 1 ,999 1432, sinj(B-+-C) . . i ,9960526,
inlacos^ (B~C) ... 3,7959018, sm\ flsin|(B— -C) ...2,9974037,
~a cosj (B-hC) ... 1,1256397/2, cosyflsin^ (B-i-C) ... i ,9938877, i(^ + r):=:i770i9'i3",49, .;(^~r)^5«45'24",i3,
. COSy(^ -f-C) ... 1,9995248/?, COSy(^ C) ... I ,997 8042,
sin|A ... 1 ,126 1149» b =: i83" 4'^7'*62,
cosj A ... 1 ,9960835^ c r= 171 .33.49 > 36,
Si l'on avait pris ••
B=— 175^53' 4", 6, et par conséquent
SID COSt
on aurait eu
\(b-hc) = — 2.40.46 )^it i{b-^c)= 185.45.24 ,i3.
(*) La lettre .n placée après un logarithme indique que le nombre doit être pris avec le signe — .
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et enfin
On trouve les Analogies de Néper, en divisant les formules de Delambre les unes par les autres. Si Ton remplace respectivement À, B, C par B, G, A et a^ by c par b^c^ a^ les équations (9] donnent
, / . « cos ^(a — b\ , ^
tangi(A-B) = ^'"t!"~f!cotiC, **^ ^ ' sin^ [a-^-b] '
,, cosWA — B)
, , . sin^fA — B) . , tangH«-^)=^.4^^^^3;tangi..
6. Emploi d^un angle auxiliaire, — Comme presque toutes les formules des n°' 3 et ^ contiennent des binômes, et sont par conséquent incommodes pour le calcul logarithmique, il peut y avoir avantage à les convertir en monômes; on y parvient par rintroduction d'angles auxiliaires. Soient deux quantités quelconques, X et j, positives ou négatives; on peut toujours poser
les équations
ar in /w sin M,
/ r= /W COSM,
alors
tangM = -9
sjx^ -+- jV
et les valeurs de M et m sont toujours réelles. Or, dans toutes les formules précédentes, les binômes sont formés de deux termes dont Tun contient le sirius et Tautre le cosinus d*un même angle. Si Ton suppose les coefficients du sinus et du cosinus proportionnels au sinus et au cosinus d*un même angle auxiliaire, on pourra appliquer les formules connues pour le sinus et le cosinus- d*uD
on a alors
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binôme, et obtenir de cette maniè^re des expressions commodes pour le calcul logarithmique.
Soient, par exemple, à calculer les trois formules
cos a = cos b cos c + sin 6 sin c cos A, sin a sin 6 = sin b sin A, sina cosB = cos 6 sin c — sin b cos c cos A.
On posera
sin b cos A = /» sin M,
cos b =/?icosM;
cos a z=z m cos ic — M), sin n sin B = sin 6 sin A , sin a cos B = /Ti sin ( r — M).
Lorsqu'on connaît le quadrant dans lequel se trouve B, on peut,
en remplaçant m par sa valeur — ; — -- — ? se servir des formules
sm M
suivantes. On calcule d'abord
tang M = tang b cos A,
et Ton trouve
' tani; A sin M tanff B nr — ^ ,
^ sin(c--M.)
idJi" ic — M) • tang a = — ^^ • — - .
^ cosB
Il faut remarquer qu'au moyen des Tables de logarithmes de Gauss, qui donnent le logarithme de la somme ou de la différence de deux nombres connus seulement par leurs logarithmes, on calcule plus aisément les trois équations sous leur première forme sans le secours d'aucun an|j;le auxiliaire. Ces Tables ont été publiées par Zeck avec sept décimales, et par Uoûel avec cinq décimales.
7. Calcul approché d'un angle au moyen de la tangente ou du sinus. — En général, on détermine toujours les angles que l'on cherche par leurs tangentes; car celles-ci variant plus rapide-
ment, la valeur de Tangle est alors déterminée avec une plus grande approximation.
Soit ^x une variation très-petite de Tangle, on a
A(L tani'jr j = -: •
On exprime ordinairement les variations d*ang1e en secondes ; mais comme la tangente est exprimée en parties du rayon pris pour unité, il faut exprimer la variation A x aussi en parties du rayon, par conséquent la diviser par le nombre 20626498 (*). Les logarithmes employés ici sont hyperboliques; si Ton veut introduire les logarithmes de Briggs, il faut encore mi^ltiplier par le module M =0,4^4 294^- Enfin, si Ton veut exprimer Aflogtangx) en unités de la dernière décimale des logarithmes employés, il faut encore multiplier par 10^ lorsque les logarithmes ont sept décimales. On obtient ainsi
d'où
A{logtangjp = -; a ur Q ^^' = • ^'^ '
^ Sm2X 200 2b4iO SlU2Jr
^ „ sin2jr ,, •
J^ A(logtangjr).
Cette équation fait voir avec quelle exactitode on peut obtenir la valeur d'un angle au moyen de la tangente. En effet, supposons que l'on em))loie îles logarithmes à cinq décimales seulement ; comme le calcul, en général, n*est sûr qu'à deux unités près de
{*) Le nambre 206 264,8 qui a pour logarithme 5,3 14 4^51, est toujours employé lorsqu'on veut conyertir en secondes d'arcs des grandeurs exprimées en parties du rayon, et vice versa. Le nombre de secondes contenues dans la circonférence est 1396000, et la circonférence exprimée en parties du rayon est siTT ==6,a8^ i853. Le rapport de ces deux nombres est ao6 364«B. Si on veut conrertir en secondes d'arc des grandeurs exprimées en parties du rayon, il faut multiplier ces grandeurs par ce nombre, et les diviser an contraire par ce nombre lorsqu'on veut exprimer en parties du rayon des quantités données en secondes d*arc. Ce nombre n'est d'ailleurs autre chose que le nombre de secondes contenues dans le rayon, et son inverse exprime le sinus ou la tangente d'une seconde.
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la dernière décimale, on a
A (log tangx) =n 200,
et l'erreur résultant pour l'angle sera
A x" :rr r- sin 2 J: =: 5 " Sin 2 JT .
Ainsi, avec cinq décimales, Terreur ne sera jamais plus grande que 5"'sin2j;, et, comme le maximum de sin 2 jr est l'unité, tu plus grande erreur ne montera qu*à 5", pour un angle voisin de 45°. Avec des logarithmes à sept décimales, Terreur sera cent fois plus petite, et, par conséquent, l'incertitude de la valeur d'un angle, calculé par la tangente, montera au plus à o",o5.
Mais, quand on calcule un angle par le sinus ou par le cosinus, A(log sin j;) ou A (log cosj:) contiennent, au lieu du facteur sîn2â:, les facteurs tangjr, ou cota:, dont les valeurs peuvent varier de 0 à 00 ; On voit donc que de petites erreurs, dans le logarithme du sinus ou du cosinus d'un anji^le, peuvent produire de grandes erreurs dans la détermination de Tangle, et qu*il est ainsi toujours préférable de calculer les angles par les tangentes.
8. Formules relatives aux t/iartf^les rectangles. — Si dans les formules des triangles sphériques obliquangles on fait un des angles égal à 90", on obtient les formules pour les triangles rectangles. Dans la suite, nous représenterons toujours Thypoténuse par //, les deux côtés dé Tangle droit par c et c', et les angles respectivement opposés par C et C. Si, dans la première des formules (2), on pose A = 90®, on a •
cos/i == cosc cosc',
et, dans la même hypothèse, la deuxième des formules (3) donne
sin A sinC==sinc.
De la première des formules (4)» oq tire
sin/i cosG= cosc sine'» .
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et, en divisant par la valeur de ces A, on a
tangA cosC = tangc', tandis que si l'on divise par sinA sinC ■=■ sine, on a
cotC = cote sine'
ou
tangc = tangC sinc^
On aurait pu aussi obtenir ces deux formules par la deuxième des équations (5) et la troisième des équations (7), en y posant
En multipliant la dernière équation par l'équation analogue
tangc' =: tangC sine,
on obtient
cos^ = cote cote ';
enfin, si l'on combine les deux équations
sin/^sinC'= sine',
sin^ cosC = cose sin*',
on obtient
cosC = sinC' cose.
Ainsi, on a les six formules suivantes qui comprennent toutes les combinaisons des cinq éléments
cos^ r= cose cose',
sinez=: sinA sinC,
, - , tance= tanffAcosC,
tange= tangC sine',
cosA=:i cotCcotC,
cosC = cosesinC,
au moyen desquelles, deux éléments d'un triangle rectangle étant donnés, on peut trouver les autres.
La comparaison de ces formules avec celles du n° 6 montre que l'emploi des grandeurs auxiliaires m et M repose sur la décomposition du triangle quelconque en deux triangles rectangles.
FORMULES IHFFÉKEICTIELLES. l5
En effet, si on abaisse, par exemple, du sommet C d\in triangle quelconque un arc de grand cercle perpendiculaire sur le côté c, m représente dans les formules du n° 6 le cosinus de cet arc perpeirdiculaire et M la portion du côté c comprise entre le sommet A et le pied de Tare perpendiculaire.
9. Formules différentielles de la Trigonométrie sphérique. — En Astronomie, il faut toujours emprunter certaines données à des observations dont on ne peut jamais garantir Inexactitude absolue; on doit donc admettre pour chaque donnée la possibilité d'une petite erreur. Dans chaque problème, on aura à discuter l'influence d'une petite variation des données sur le résultat cherché. Nous sommes ainsi conduits à différenlier les formules de la Trigonométrie sphérique, en regardant toutes les grandeurs comme variables.
Si l'on différentie la première des équations (2), on a
— sina£/a = [ — sinécosc -h cosôsinccosA] db H- [ — cosb sine -f- sin h cosr cos A] de — siub sine sin A ^ A.
I/e coefficient de db est égal à — sin ^i cos C; celui de de est égal à — sina cosB, et si l'on remplace le coefficient de ^A par — sina sinr sin 6, on obtient la formule différentielle
da = cosC db H- cosB de + sin c sinB^A.
Différentions la première des équations (3), après avoir pris les 4
logarithmes des deux membres
coiadà -\-coiBdB=z coi bdb -f- cotAe/A.
Au lieu de différentier la première des formules (4)) différentions la première des formules (5], résultat de la combinaison des formules (3) et (4)» nous obtiendrons
r-r^ dB -f- FcotB cos A — sin A coscl dA
sin'B
sine
siii^b
db -f- [cot^ cose -h cos A sinc]^r,
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OU
sinA ,^ cosC ,. sine ,, cosa ,
sin'B sinB sm^o sinb
En hiuitipliant cette équation par sinB, on trouve
sina ,^ ^ ... sinC ., cosasinB ,
^-7 dB — cosC ^/A = 7—rdb H r—, — de,
s\no sino sinb
ou enfin
sina^B z=z sinCr/À — cosa sinB^^c — sin b cosC^/A.
La première des formules (8), traitée comme la première des formules (2), donne .
r/A r= — coscc^B — cosbdC 4- sinbsmCda,
En résumé, les équations différentielles de la Trigonométrie sphérique sont donc
da = co&Cdb -\- cosBe/cH- sin^ sinC^^A,
cotflrrftf H- cotBi/B = coIÔé/6 H- cot AéfA, (11) { .
sin^£^B = sinC^^ — cosa sin B^/c — sin^ cosC^^A,
dA = — coscJB — cosbdC -+ sin b sinCda .
10. Formules approchées pour de petits angles. — Quand on emploie de petits angles, on peut, sans erreur sensible, prendre le cosinus égal à l'unité, et Tare égal à son sinus ou à sa tangente ; ainsi, si Ton veut exprimer Tare en secondes, on peut remplacer siria, ou tang^, par 206266 a. Mais, si les angles ne sont pas assez petits pour qu*il soit permis de négliger le carré de l'arc, on peut procéder de la manière suivante; on a
et d'où
Sin«
çosfl = I — I fl' 4- j7 <i' — . . . ;
y^cosa = 1 — j a' -f- . . . .
DÉVELOPPEMEIfTS EN SÉRIES. I 7
On obtient donc, en ne conservant que les troisièmes puissances,
sin/7 u
on
= v/cos«,
a = sinfl y/sécrt .
Celle formule peut être employée jusqu'aux angles de 10°, pour lesquels Terreur n'atteint pas une seconde, car
log sin r 0° y/ sec 10"= i , 24 ^ 8864 «
et en y ajoutant le logarithme 5,3i4425i, on trouve pour nombre correspondant 36ooo", 74 ou io"o'o",74-
11. Développements' en séries fréquemment employas dans V Astronomie sphétique, — i° Si Ton a une expression de la forme
a sin .r
tant; r = •>
I — a cosx
on peut facilement développer^ en une série qui procède d*après
les sinus des multiples de l'angle x. En effet, posons tangz = —,
, , ndm-— mdn . • > \ , .
dou azrrr ^ ^ — . 1 cxpressiou pr<'cedcnie nous donne, en
'considérant « et j comme variables,
rly sin .r
fi
da I — la cos jc -h û^
et si, par la méthode des coefficients indéterminés, nous développons en série suivant .les puissances croissantes de a, nous avons, en supposant fl<^i,
-^ zzrsinj: H- «sin2.r -+- rt^sinSx -+-. , . (*). da
(*) On voit facilement que le premier terme est sinx et que le coefflcicnt A,^ de a" se trouve par la relation de récurrence
A„=2A„_,cosx — A,._,.
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Intégrons cette équation, en observant que y s^annule avec a-, nous obtenons '
(12) y z=. aûïïx -\-\a^%\\\*ix + |a'sin3j7 -f-. . . .
2° On rencontre souvent deux équations de la forme
A sinB =r ^sinar, AcosB = I — flcosx.
Il s'agit d'exprimer B et log k en séries procédant suivant les sinus et les cosinus des multiples de x. Or
^ £7sin:r
tang B =
I — acosx
La formule (12), appliquée à Tangle B, le donne immédiatement en une série procédant suivant les sinus des multiples de x. Pour développer log A en série, prenons la valeur de A
A = y I — ia cos.xr -f- à^, La méthode des coefficients indéterminés donne
aç.o%x — a^
I — la cosx -f- a
= ÛCOSJ7 -t- fl^cos2x-h o'cosSr H- . . . (*).
En multipliant cette expression par ? le premier membre
est égal à
1 û?log(l — 2flC0SX -f- «')
2 da et, en intégrant, il vient
log v^i — 2û! cosar -t- fl^ = log A (i3) \.
( izz — (âcosx -f- \a}cQ^ix -f- \ fl'cos3^ -f- . . .),
car pour a =1= o, on a log A = f>.
C^) On voit que le coef&cieot de a est cosx et que le coefficient A„ de a' est donné par la relation
A„=2A„_, coso; — A„_,.
DÉVELOPPEMENTS EN SÊBIES.
3° Soient les deux autres équations
Asin B = asinXy AcosB == I -+- acoso;,
en remplaçant, dans (12} et (i 3), a? par i8o^ — j:, on obtient
(i4) B = asin.r — { fl'sin2j: H- jû'sinSa? — . . ., log ^i -h 'iacosx -{- a"* z= log A
= acos.r — ~^a^ cos2jc -f- \a^ cos^x — . . .
4° Lorsqu'on a l'expression
tang j r=: /ztangx,
on peut la ramener facilement à la forme
a sin .V
lang / = ;
I — acosx
car
tangj — tango: (n — i)langj:
tang(j — x)
I CO.S2J
Ainsi, étant donnée l'équation tang/ = /?tang:c, on obtient
Y =z X -{ sin 2 07 H — ) sin4.r
•^ n -hv 2\/i-l-i/ ^
-+- ô ( I sm 0x4- ....
ASTRONOll
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Si Ton fait '
— COS a ,
on aura
tang' • a ,
et l'équation
tang y -
=: COS a tang.r
donne
!X :=^ X — tang' I a sin 2 j: -h 7 tang* | a syn 4 -t — ^lang*7 asin6jr -^ . . . .
Si
n =z séc a ,
alors
= tang' ^ a,
et l'équation tang/ =: séc a tang a: donne (i8) y =: x' -{- tang' 7 a sin 2 j' -i- ^ tang* ^ asin4'2^ Puisque Ton a
COS a — COS p
COS a 4- COS p
et
sin a — sin p
sin a -}- sin p
langi(e-a)tangi(p-f-a),
lang~(a — p)cot}',a4-p);
, . , j . COS a on obliendra donc, si tangj =z tangj:,
y=^x — lang^ (a — pi tang j (a H- p) sin2x
DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES
Ail moyen des deux dernières formules, on peut développer en séries les analogies de Néper, car Téquation
t / / X sin|(A — B)
^' ^ ' sm|(A-+-B) ^'
donne
\{a — b)=z\c — tangjBcoty Asin^
H- y tang2}Bcol'| Asin2c — . . . ,
ou
\c:=z{[a — h) -h tangj BcotlAsin(fl' — b)
^tani;2jBcot'| Asin2(« — 6) -h
De même Téquation
cosJfA — B)*
donne les séries
j(a + 6)==|c-f- tangy A tang y B sin c
+ y tang Y A tang^l B sin2c + . . .
\cz=:i\[a'\-b) — tangl A langiBsin(a H- b) \ lang'y A tang'y hsmi[a -¥• b) — . . .
On transforme en séries semblables les deux autres analogies
5** Il arrive souvent qu'une quantité / donnée par une équation de la forme
cos y = cos:r + b,
doit être développée en série ordonnée suivant les puissances de b Le théorème de Taylor appliqué à Téquation
j = arc cos (^cos.r H- ^ ) ,
donne, en posant
cosa: = z et y ^=z f [z -\- h) ^
ei puisque
df dx I
d"^/ \ sinxj d.v coso:
dz d(cosx) sinx
\ sino:/ dz^ dx ei{cosx) sin'or
/. COS.r\
d*/ \ sin'j:/ dx i-h3col^.r
dz^ dx d[cosx) sin'x
sina: siu^x
b^ — M I -h 3 cot'-c ) -—- +
6° De même si on avait Téquation
sinj = sin-c4- ô, on aurait la série
^ = jr H h j COt X
, , , cosor cos'jr
+ i[i H- 3 tangua:] — —
Remarque. — Voir, pour les développements en séries, un Mémoire de Encke, inséré dans le n® 662 des Astronomische Nachrichten,
IL — brTERPOLATION.
J2. But de l'interpolation. — On se sert constamment, en Astronomie, de Tables qui donnent les valeurs de certaines fonctions correspondant à des valeurs déterminées des variables. Mais,
dans l'application, on a aussi besoin de connaître les valeurs de la fonction pour des valeurs des variables qui ne sont pas contenues dan^ les Tables. Les méthodes qui permettent d'obtenir ce résultat portent le nom de méthodes d^ interpolation. Elles ont pour but de substituer à la fonction, dont l'expression analytique est ou entièrement inconnue, ou incommode pour le calcul numérique, une autre fonction plus simple, déduite des valeurs numériques données, et qui puisse remplacer la véritable fonction dans les limites des applications qu'on veut en faire.
D'après le théorème de Taylor, on peut toujours développer 'une fonction en série, suivant les puissances entières des variables. Ce théorème ne souffre d'exception que dans le cas où, pour une valeur déterminée de la variable, un des coeflicients différentiels devenatit infini, la fonction cesse d'être continue dans le voi* sinage de cette valeur; le calcul d'interpolation étant une conséquence de ce théorème, exige que la fonction soit continue entre les limites des applications.
Notation des différences, , — Soit w Tintervalle ou la différence de deux arguments consécutifs (différence qu'on regarde ici comme constante); un des arguments étant représenté par /r, un autre le sera par a -\- nw^ n étant la variable; soit, de plus, f{a-V- nw) la fonction correspondante à cet argument.
Désignons psur /'{a -+- /» -h y) la différence entre deux valeurs consécutives /{a -h nw), et /[a -I- (/i -h i) w], (a H- /z H- y) est la moyenne arithmétique des deux arguments consécutifs, le facteur ft» étant sous-entendu (*). Ainsi, la différencey{fl -h w) — f[a) est désignée pary'(a -l-{); la différence/'(aH-2çr') — /[a -+- w) est désignée pary*'(« 4- 1). La même notation sert pour les différences d'ordres supérieurs, ordres qui sont indiqués par le nombre des accents. Par exemple, la différence /'(a -+- 1) — /'{a -l-|) est désignée par /'\a -fa), différence seconde.
On a ainsi le tableau suivant des arguments, des valeurs correspondantes de la fonction et de ses différences.
{*) Cette notation très- commode a été introduite par Encke dans son IMémoire Sur les quadratures inécaniqueSy dans le Jahrbuch de Berlin, 1837.
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Argument. Fonction. Diff. ï. DiCf. II. Diff. lïl. DifT. IV. Diff. V.
a — "^iv f[a — 3 rr )
a — iw /(a — a«') f"(a — i]
Toutes les différences qui onf même argument sous le signe fonctionnel se trouvent sur la même ligne horizontale; les différences d'ordre impair ont toutes un argument égal à a augmenté ou diminué d'une fraction dont le dénominateur est a.
13 Formule d'interpolation de Newton, — D'après le théorème de Taylor, on a
[a) f[a -\- niv) = a -h p /itv -f 7/2* fv^ ■+■ Sn^tv^ -f . . . .
Si l'expression analytique de la fonction était connue, on pourrait évaluer a, p, 7, ^, . . . , car
or on suppose que cette expression n'est pas donnée, ou du moins ne peut être employée, et qu'on connaît seulement des valeurs numériques de la fonction répondant à des valeurs déterminées de l'argument. Mais, si dans l'équation (a) on substitue successivement les diverses valeurs de /i, on obtient autant d'équations qu'on connaît de valeurs de la fonction, lesquelles serviront à faire connaître autant de coefficients, a, p, 7, ^, . . . .
On voit immédiatement que a^=/(a} et que p^v, 7«'%..., s'expriment linéairement au moyen des différences de la fonction donnée qui peuvent elles-mêmes se ramener à une certaine série de différences, de telle sorte qu'en général /{a -4- nw) peut être pris sous la forme
/(^-f-,i«.)z=/(û)4-A/'(fl-f-i)+B/>-hi) + C/>-l-|) + ...,
où A, B^ G>. . . sont dfs fonctions de n déterminées par l'introduction de certaines valeurs de cette variable.
Si n est un nombre entier, la fonction y (a H- nw) se déduit de f[a) et des différences précédentes par de simples additions successives, en considérant les différences d*un certain ordre comme constantes, supposant ainsi que les valeurs de la fonction forment une progression arithmétique d'ordre supérieur. Si les différences premières sont constantes, /[a H- nw) sera simplement égal à f{a) -H nf'[a H- J); si les différences secondes sont constantes, on devra ajouter <i la valeur précédente le produit de /"{a -4- 1) par la somme des nombres de i à /i — i, c'est-à-dire
par : si les différences troisièmes sont constantes, on
devra ajouter à la valeur obtenue précédemment le produit de
f"'[a -h 2 ) par la somme des nombres i , H- 2, i -f- 2H- 3, . . . ,
f^(n — \){n — 2) ^ , 14-2 4-, ..(/? — 2), cest-à-dire par -^ -^ -• On a donc,
en général,
et par suite
C) On le voit aisément par la manière dont la l'onction est formée ii l'aide de ses dilTérences. Si on les désigne en e(Tet, pour abréger, par /',/",/",■■., on obtient le tableau suivant:
Dirr. I. Dirr. n. nitr. m.
fW+f f..f. ./" f
/« + /!/'+ 6/"+4/'" f.'l/fZ-Vf' /"+3/"' -^
Cette formule est connue sous le nom ûe formule d'interpolation de Newton, Le coefficient de la différence de l'ordre n est le coefficient de «" dans le développement de (i H- ^)'*.
EXEMPLE. — Le Jahrhuch de Berlin de t85o donne pour les longitudes héliocéntriques de Mercure, à midi moyen :
„ , ^ Diflf. I. Diff. IL
Diff. III. Diff. IV.
Janv. 0
3io. 6.5i,5 -f- i8 48, o
/ Il
-^îi 44,4
-t-io,i
Si Ton 'veut en déduire la longitude de Mercure à midi moyen pour janvier i, on fera
/(rt) = 3o3"25'i",5 et «:={,
ensuite
' Produits.
/'(û-Hi) =-h6°4i'5o^o, n = ^ -f-3**2o'55'>;
/" [n-hi] = H- 0.18. 48,0, ^'^~ '^ = — i — o. 2.21 ,0;
rm I IN ,, , n(n — \)[n — 7.) , . ^
f"'[a^\) =-f-o. 2.44,4, — -^ - = ^-h ^-o. o.io,3;
/^^(a-h2) =-t-o. 0.10,1, -^ '\ / •' =^~TT8— o- o- 0,4.
Il faut ajouter à/ (a)
La longitude de Mercure, pour janvier i à o**, est donc
La formule de Newton peut s'écrire sous une forme plus commode qui offre l'avantage démultiplier par des fractions plus
simples
f{a ^nw)=f{a)-\-n j^/'(« + ^) + ^j /"(« + i)
On a alors dans l'exemple précédent
Produits.
/■^(fl-f.2) =r:+0<» O' I0",I, ^— 5 = - | - O» o' 6", 3 /'{«+!) -O' 6^3 =r+o. 2.38,1, ^^rzr-J -O. I • I9 .0 /"(a -h l) — I.19 ,0 ==+ o. 17.28 ,8, =~7 —O. 4*^^>2
/(rt)4:3o,8'43^9r:=r3o6«43'45",4,
14. Juires formules d'interpolation, — On peut encore transformer la formule de Newton de manière à n'employer que les différences placées sur une morne ligne horizontale, c'est-à-dire « en partant de /(a), les différences qui oot pour argument a et « 4- |; les deux premiers termes de la formule de Newton sont ainsi conservés; et on a
/"(« + 2) =/" (a 4- I) +/'{fl + I)
on obtient ainsi, pour coefficient de /*''(«)
pour coefficient de /"'"(« -f- ^ )
pour coefficient de /'^(rt)
et enfin pour coefficient de /*"(« H- ^ )
La loi de formation est évidente, et la formule complète s*écril
A la place des différences contenant [a 4- ^), introduisons les différences contenant [o ^ \)y il vient
Ainsi, les coefficients des différences d'ordre impair restent les
nièmes^ tandis que le coefficient âe/^'{a) est
et le coefficient de /**' ( ût ) est
(/îH- 1 ) n [n— 1) (/î -i-i) /î [n — 1 ) [n — 2) {n — i) // (/ï-f- i)(/î-f-2)
On obtient ainsi
où la loi de formation est évidente.
Quand on doit interpoler une valeur dont Targuinent tombe entre « et a — Wy n est négatif. Mais si Ton veut que n soit toujours une quantité positive, il faut dans la formule précédente remplacer n par — /?; et Ton a
\ m Je
(/i-Hi)/?(/y— i)(/i — 2)^,^^^^
^ TÏXr — --^^^^
On emploiei'a cette formule dans tous les cas où Ton voudra interpoler pour des arguments qui précèdent a.
En écrivant les formules (2] et (3) comme on a fait précé-
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demment pour la formule de Newton, on obtient
f{a + n<x.) =/(aj + n j /'(« + jj + ^ if "[a) ' (2a) { '
On emploiera la première formule (2fl) si [a -h nw) est plus près de a que de (<2 -f- w), la seconde (3a) si (a — nw) est plus près de a que de {a — fv) ; et si, dans le tableau donné ci-dessus des fonctions et de kurs différences, on imagine une droite horizontale dans la région de la valeur de la fonction qu'on veut interpoler, il faudra toujours se servir des différences qui sont les plus rapprochées de la ligne horizontale, soit en dessus^ soit en dessous. On n^a pas besoin d'avoir égard aux signes des différences, il faut seulement corriger chaque différence de manière qu'elle se rapproche de celle qui est de l'autre rôle de la ligne horizontale. Par exemple, si l'on emploie la première formule, et que l'argument tombe entre a et a -f-|«', la droite horizontale passera entre /"'(«) et /"(a -\- i); il faudra donc ajouter à /*"(«)
Donc suivant que/'^(a) sera plus grande ou plus petite que y'(rt 4- i), f"[cL) sera diminuée ou augmentée par cette correction, et ainsi s'approchera toujours àef"[a-^\).
On atteint encore une exactitude plus grande, si Pon prend pour dernière différence^ la moyenne arithmétique des diffélances qui sont les plus rapprochées de la ligne* horizontale. Nous désignerons la moyenne arithmétique des deux différences, en conservant le même nombre d'accents, et en mettant entre
INTERPOLATION. 3l
parenthèses la moyenne arithmétique des deux arguments, de sorte que
Alors, contrairement à ce qui avait lieu précédemment, on a des fractions pour les différences d'ordre pair, et des nombres entiers pour les différences d'ordre impair, de sorte qu'aucune ambiguïté n'est à craindre. Par exemple, si l'on s'arrête à la seconde différence, dans cette extrapolation, on prendra la moyenne arithmétique entre /''(«) et /''(a -f- 1), c'est-à-dire /'\a -+- I); au lieu du terme
on prendra le terme c'est-à-dire
Lorsqu'on ne prenait que/''(«), tout le troisième terme manquait, tandis que maintenant il manque seulement
Ainsi, pour nz=z\^ Terreur qui ne dépend que des différences troisièmes est exactement nulle.
Pour le cas de « = y, interpolant au milieu de l'intervalle, il est indifférent d'employer la formule (2) ou la formule (3), car on peut interpoler en avant avec l'argument a, et en arrière avec a-\- w. LsL combinaison des deux équations donne une for*
32 ASTRONOMIE SPHÊRIQUE.
mule plus commode. Pour w = y, la formule (2) devient
/(« + -; «<) =/(«) + ;-/'(« + {) + ^il^'/"(«)
Au contraire, la formule (3) appliquée à l'argument a -\- w donne
/(a + » =/{a ^i)^ \f\a +1) + ^iUlzil /"(«+,)
Si l'on prend la moyenne arithmétique des deux formules, les termes contenant les différences d*ordre impair disparaissent, et on obtient, pour Tinterpolation faite au milieu de Tintervalle des arguments, la formule suivante qui est très-oomniode et ne contient que les moyennes arithmétiques des différences d'ordre pair
OU
OÙ la loi de formation est évidente.
ExEivfPLE. — Cherchons la longitude de Mercure pour janvier ^^11^, Nous emploierons la formule (2^) et les différences
suivantes :
Diff. I. Diflf. II. Diff. III. Diff. IV.
Janv.4 3i7° 7'29'',5 -h2i'32'',4 ** -h 10", i
Ici n=. j\ donc en ne faisant aucune attention aux signes
et Ton obtient
Moyenne arithmétique des
Diff. IV o° o' f4 X r'i ~ o° o' 3",2
Diff. III corrijjées o. 2.5i ,3X77 = 0, i.ii ,4
Diff. II corrigées 0.22.43 ,8 X f =0. 8.3i ,4
Diff. I corrigées 7 . 1 3. 39 ,0 X v ^== ^ .48. 24 ,7
la longitude de Mercure pour janvier 4,5 est donc
Si Ton cherche la longitude pour janvier 5,5, on emploie la formule (3^), et l'on prend les différences qui se trouvent des deux côtés de la ligne horizontale inférieure. On trouve ainsi :
^ Janvier S^^^ longitude = 322° 36' 56'', 7.
Gomme application de la formule (4«), nous chercherons la longitude pour janvier 5,o. Nous obtenons
Moyenne arithmétique des
Diff. IV X — Ti = — o*» o' i",4
Diff. II corrigées X — i^= — o, 2. 52, 3
Valeurs de la fonction . . =: 320.48.34 ,7
et, par suite, la longitude pour janvier 5,o est
Formons maintenant le tableau des valeurs interpolées et de leurs différences :
(*) Hansoo a donné dans ses Tables de la Lune des Tables qui facilitent remploi des formules précédenies.
34 ASTRONOMIE SPHËRIQUE.
Diff. I.
Diff. H.
Diff. III.
Janv. 4)0
La régularité de la marche des différences montre l'exactitude du calcul de l'interpolation. Cette preuve, au moyen des différences, est souvent employée dans les calculs servant à la détermination d'une série de valeurs d'une fonction dont les arguments croissent par intervalles égaux. En effet, si par exemple il s'est introduit dans le calcul de /{a) une erreur a:, le tableau des différences deviendra le suivant :
/{rt-h2ri^) y"(«-h2)
On voit ainsi que le calcul des différences met en évideùce Terreur commise sur la valeur de la fonction, et que la plus grande irrégularité se manifeste dans la ligne horizontale contenant la valeur inexacte de la fonction.
i5. Calcul dss dérwées d'aune fonction donnée par des valeurs numériques, — Il arrive souvent qu'on ait à employer les valeurs numériques des dérivées d'une fonction dont l'expression analytique est inconnue, et qui n'est donnée que par une série de valeurs numériques correspondantes à des valeurs équidistantes de l'argument. Pour trouver dans ce cas les valeurs numériques des dérivées, on se sert des formules d'interpolation.
Si Ton développe la formule d'interpolation de Newton suivant les puissances de /?, on a
on a aussi, par le théorème de Taylor, €l par la comparaison des deux séries,
On trouve des valeurs plus commodes pour les dérivées à l'aide de la formule (2) du n° 14. Introduisons dans cette formule les moyennes arithmétiques des différences d'ordre impair en posant
nous obtenons
formule qui contient les différences d'ordre pair qui se trouvent sur la même ligne horizontale que f[a), et les moyennes arithmétiques des diflerences d'ordre impair qui sont des deux cotés
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de cette ligne. Si on la développe suivant les puissances de n on a
et, par suite,
d'fia)^ I
[/» - :-/^{«) + tIt/''"('') -. • .],
Si Ton cherche les dérivées pour une valeur de la fonclion qui n*est pas comprise dans les données, par exemple f[a + nw)^ on remplacera dans ces formules a par (« -h /ï), de sorte que
Mf^ = i-r/'(«+«)-i/>-H.)
d^ fin -i- nw) t r ^», N 1 -r / V 1
da^ w
Les différences que Ton doit employer ne se trouvent pas dans ie tableau, il faut les calculer; pour les différences d^ordre pair^ par exemple /"(« -h 72 ), cela est facile, car on peut les obtenir par rinterpolatioD ordinaire en considérant /''(«),/"(« -4- «),... comme les fonctions, et les différences troisièmes, comme leurs différences premières. Quant aux différences d'ordre impair, ce sont des moyennes arithmétiques, et Ton doit tout d*abord trouver une formule pour Tinterpolation des moyennes arithmétiques. Nous avons
et, par la formule (2) du n° 14,
I • 2 • o /'(« + I + /i) =/'(« +{-)+ n/"(a) + "J^Lt^r^a + 1)
On obtient ainsi, en prenant leur moyenne arithmétique, la formule d'interpolation des moyennes arithmétiques :
/'(« + r,)=f\a) + nr{a) + -^/"{«)
^if'-^"^^- TTTs /"W+---'
les deux termes
ri^ ^ n
proviennent en effet de la moyenne arithmétique des termes
qui donne
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En combinant les deux termes qui contiennent f^^[a)y on pourra écrire ainsi la formule précédente
. l/'[a + n)=/'{a) + nf"{a)
Lorsqu'on donne une série de valeurs numériques d'une fonction dont les arguments procèdent par intervalles égaux, on peut, avec les formules (5), (6) et (7), calculer les valeurs numériques des dérivées de cette fonction pour un argument quelconque, au moyen des dilTérences d'ordre pair et des moyennes arithmétiques^ des différences d'ordre impair.
On peut encore trouver pour ces dérivées d'autres formules dans lesquelles on emploie les différences d'ordre impair et les moyennes arithmétiques des différences d'ordre pair.
En effet, si dans la formule d'interpolation (3) du n° l^- on introduit la moyenne arithmétique des différences d'ordre pair, en posant
et remarquant que
on obtient
Si l'on remplace n par n -\ — ? la loi des coefficients devient
plus simple, et on a
En développant celte formule suivant les puissances de /?, on obtient, d'après la formule (4) du n** 14,
+ 6fc^'^^"^^'—-]
La comparaison de cette formule avec le développement de
4o ASTRONOMIE SPHÉRIQDE.
/[« -f- (« H- î ) fv] donné par la série de Taylor, montre que
da
si-'"*-*''--]
Ces formules sont stirtout commodes quand on veut calculer les dérivées d'une fonction pour un argument qui est la moyenne de deux arguments consécutifs. Soit Targument a -\- [n -{- ~) w^ on aura
et alors on calculera la différence /'(a + { -f- /i) et généralement toutes les différences d'ordre impair par les formules ordinaires de l'interpolation. Comme les différences d'ordre pair sont des moyennes arithmétiques, la formule à employer ?e déduira de la formule ['^) pour Tinterpolation des moyennes arithmétiques d'ordre impair, en y remplaçant a par a -t- y et en augmentant tous les accents d'une unité; on aura, par exemple,
f"[a -t- l + n) =f"{a -I- i) -(- nf'"[a + \)
Exemple. — Dans le Jahrhuch de Berlin de 1848, on trouve, pour les ascensions droites de la Lune,
h h m 8 Dîff. I. Diff. H. DifT. 111. Diff. IV.
Juin. 12. O l6 l4 26,33 m g
Si Ton cherche la dérivée première pour juillet i3, 10^, 11** et 12'*, à Faide de la formule (9), on doit d'abord calculer pour ces époques les différences premières et les différences troisièmes. La troisième des différences premières se rapporte à Targiiment juillet i3, 6^; elle est /'(a -h ~). Pour 10**, 11^, 12^, n sera respectivement j, -j^, ~. Si Ton interpole d'après la méthode ordinaire, on obtient
Pour 10^ -f-25"'57',n — 2%5i,
Pour II*» H- 25. 58 ,81 — 2 ,58,
Pour 12** -1-26. o ,49 — 2 ,64.
Pour un intervalle w= 12**, les dérivées sont donc
Pour ïo^ H- 25™ 57% 21,
Pour II**... -{- 25 . 58 , 92 ,
Pour 12**.. -1-26. 0,60;
si l'on veut les avoir pour i** d'intervalle, on doit diviser par 12, et Ton obtient les valeurs suivantes
Pour 10** -H 2*° 9% 77»
Pourii** -f-2. 9,91,
Pour 12** -f-2.io,o5,
qui expriment pour ces époques le mouvement horaire de la Lune en ascension droite.
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On aurait pu employer la formule (6), qui renferme les moyennes arithmétiques des différences d'ordre impair; alors, en prenant a ==: juillet i3, 12^ et /i := — |, ce qui correspond «^ juillet i3, 10^, et en remarquant que diaprés la formule (7)
/'(a-')=-(-25"-56',77 et />_ i)=_ a'.Si,
on aurait obtenu pour valeur de la dérivée
Les différences secondes sont
Pour 10** -4- 20% 55,
Pour 11*^ -{-20,34,
Pour 12^ -f- 20 , 1 2 .
En retranchant le douzième des différences quatrièmes et divisant par i44> ^^ obtient les dérivées secondes :
Pour 10** -i- 0% 1432 ,
Pour II"* H- 0,1417,
Pour 12** -f- o , 1 402 ,
où l'heure est prise pour unité de temps.
Remarque. — Consulter sur l'inlerpolalion le Mémoire de Enckc, dans le Jahrbuch, pour i83o, et le Mémoire déjà cité sur les quadratures mécaniques, dans le Jahrbuch, pour 1837.
ni. — Théorie de quelques intégrales définies employées
EN Astronomie sphérique.
INTÉGRALES DÉFINIES
Jr»oo e~^dt est une transformation de Tintégrale eu-
lérienne de première espèce, qu'on appelle fonction'gamma. Pour celte intégrale, on emploie la notation
(l) / e-'a:«->^.rz=r(tf),
OÙ a est toujours une quantité positive, et on trouve en même temps
1 e^' .r «-' elx = I e-* d l^\ == e-' — -{- ~ i x'' e-' dxj la partie en dehors du signe I s'annulant aux limites, on obtient
Jr*co . /»oo
I e-' x*^-^ dx := - I e-'x^'dx, o « Jo
ou bien
(2) «r(fl) =rrr(«4-i).
Mais, comme on le voit facilement.
e-'dx ==r(i) = 1,
On trouve donc pour n entier
Si Ton pose, dans Téquation (i), x=z t^, on aura
Jo
•t^tn''-^)-^^dt=zT[a), J o
etpourû = |,
r e~^^dt^-{T{\).
Jo
Pour trouver la valeur de cette intégrale, on la multiplie par
er-y^ dy^ ce qui donne
a 00 \ 2 /»QO /»00
e-'^ dt\=\ <?-'- dt j ^-/* dx
Jr*co /»oo / e-l''+r')dtdx.
Si Ton pose maintenant j^ =»j:^, alors âfj = tiLc, et on obtient
a 00 \ 2 /^OO /»00
et comme
Jo 2(14-
on aura
(r--')=CrT.
et ainsi
=: Y (arc tangoo — arc tango) = 7»
VIT
(3) ^*e-'V/ = ir(i)= ^
On déduit de là
et de l'équatioi;! (2),
r(|) = i\/^, r(|) = ivÇ,....
On peut introduire dans Téqualion (i) une nouvelle constante; • car, en posant x z= ky^ k étant positif, les limites ne changeront pas, et on aura
donc
J^oo e-f^ A«-' j«-' kdy = r(a) ; o
*r ^.-. rfr = -ï^
IMTÉGBALES DÉFINIES. 4^
Jf*CD e"~'* dt.
e~^* dtf on emploie différentes mé- T thodcs.
i" Si la valeur de T est petite, on l'obtiendra facilement en
développant c^'* en série; on a
e-*'dt z=T— — -{ —
n-hl '
e-^^dtzzz — , on obtiendra aussi I c^^ dt.
0 2 Jt
Cette série sera toujours convergente , car à partir d'un certain rang ses termes décroissent indéfiniment; mais la convergence ne sera suffisamment rapide que pour de petites valeurs de T.
2® Si T est gfand, on se sert pour calculer la transcendante d'une autre série obtenue à l'aide d'une intégration par parties; cette série prolongée à l'infini est cependant divergente et ne représente pas l'intégrale; mais elle peut néanmoins servir à l'évaluer avec une approximation convenable, car elle possède cette propriété remarquable, que la somme d'un certain nombre de termes de la série diffère de l'intégrale d'une quantité plus petite que le dernier terme conservé. On a en effet
d(—\e-'') dt
dt
et, en intégrant par parties,
\e-'^dt:=z le-'' —
j 7, t ij t^
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De même
H J ^ l^ 1 J dt t'
par suite
I. 3.5. . . (in — i)l
zn ^^ I g~' 9
et, en prenant pour limites T et oo ,
I e~^' dt = I 1 h • • •
Jj 2T L 2^ (2T2j^ (2Pj^
_ 1.3.5... (2«-f-i) r^^ _,, dt
Les facteurs du numérateur vont continuellement en croissant-, ils deviendront donc, au bout d'un certain temps, plus grands que 2T', et, à partir de ce moment, chaque terme sera plus grand que celui qui le précède, puisqu'on l'obtiendra en multipliant le précédent par un facteur plus grand que l'unité.
£n considérant maintenant le reste
Ain — i
n-hl T2n-t-l
^n-hi X
Mais celte expression est précisément le terme indiqué pris avec un signe contraire. Si donc on s'arrête à un terme négatif, le reste sera positif, mais plus petit que le dernier terme employé. Par suite, pour avoir au moyen de cette série la valeur de la transcendante avec la plus grande approximation, on continuera la série jusqu'au terme le plus petit, et Terreur commise sera plus petite que ce dernier terme.
Une autre méthode de calcul repose sur la transformation de cette transcendante en fraction continue, ainsi que Laplace l'a effectuée le premier.
Posons
e" / e-'"- dx — \^',
alors
dt
d\l dt
Mais la dérivée w^*"* du produit xy est
d^ xy d^ X rf"-'.r dy n[n — i) d"~\r d^y
dt" " dV^ dt""-^ dt 1.2 dt"" dt^
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et alors
f//"-^' df* ur-
équation qu'on pourra écrire de la manière suivante, en désignant par n ! le produit i .2 . 3 . . . /?,
ou, en représentant —7— T'a P*^ ^">
Cette équation est vraie pour toutes les valeurs de /i à partir de /i =: I, en supposant toutefois Uo = U. On déduit de celte dernière relation
par suite
OU bien
. . Un ^ 2^i
Mais l'équation (p) nous donne
donc
DÉFINIES
de
réquatlon
résulte
Ht
substituant cette valeur dans i'éyuation précédente et continuant le développement, on obtient
If
On a donc, en posant — ~ zz= g,
-'\lt—
A Taide des formules (5), (6) et ("^ , ofi pourra toujours cal-
e~'*dt et 1 t'-^'de, A cause
de l'emploi fréquent de celte transcendante, on a construit des Tables que Ton trouve, par exemple, dans les Fundamenta Astronomfœ de Bessel pour la transcendante
OC
de U quelle il est facile de déduire toutes les autres. I.a première
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ptirtie de la Table de Bessel a pour argument T et s'étend de T = o à T = I en procédant par centièmes. Mais comme, d'après la formule (6), la transcendante s'approche d'autant plus de devenir inversement proporticnnelle à son argument que les valeurs de T sont plus grandes, on prend pour argument le logarithme ordinaire de T pour les valeurs supérieures à T = r. Cette seconde partie de la Table s'étend ainsi de|)uis le logarithme 0,000 jusqu'à 1,000, ce qui suffit dans la plupart des cas. Quand la valeur de l'argument sera plus grande, le calcul de la transcendante se fera directement au moyen de la formule (6).
L'intégrale
^ <?-''P-^sinÇ
y/cos^Ç -h 2x sin'Ç
fijc
se ramène facilement à la transcendante que nous venons d'étudier. Si, en effet, au lieu de la variable .v on prend la variable t donnée par l'équation
alors
et en posant
-cot'<;-f-a7=:^r% 2 pr
djfr rrr — - fit.
T^y/^cotç,
Si donc nous introduisons la notation suivante
on trouve
nous aurons
C^ c-'-P-'sinÇ , /a • ,
Jo ^/cos^'Ç-f-a-rsin'Ç V P'*
MÉTHODE DES MOINDRES CARRÉS. 5l
et aussi
r"^ ' ^""■'sinÇ , ^ /28 , ,
(9) / — , l.-=dx^>J -^^[r).
cos% H — ~ sin%
Différentions rexpressiob ^~*\/ cos^Ç H- —-sin-Ç par rapport
à Xy et intégrons ensuite entre les limites o et oo l'équation obtenue, nous avons
-' sin Ç
dx
^<;+-T-siii»ç
IX
" ' dir,
cos^Ç-f-— sin^Ç
et par suite
/"^ xe-'sm'C, , — r , , _ Tl
/ A=^^V^[(-l-T')^(.)4--|, y/.cos'Ç + - sin'Ç
OÙ
Tr=y/|cotç.
On obtiendra aussi
,0) r Ji=^^:Ê^.-d.=^ph^T)m-\\
19. Remarques préliminaires. — Forme des équations de condition données par les observations. — En Astronomie, on détermine constamment les grandeurs par Tobservation. Mais quand on observe plusieurs fois un même phénomène, on doit trouver des résultats différents pour chaque observation ; car l'imperfection
des instruments employés et celle de nos sens introduisent dans les observations des causes simultanées d^err^urs qui altèrent les résultats. Il est donc important d'établir une méthode à Taide de laquelle, et malgré les erreurs de chaque observation, on puisse de l'ensemble des observations déduire un résultat aussi approché que possible de la vérité.
Les erreurs que l'on rencontre dans chaque observation peu- Tent être divisées en deux classes : elles sont en effet constantes ou accidentelles. Les premières sont communes à toutes les observations et peuvent tenir soit à une propriété particulière de rînstrument employé, soit à la personnalité de l'observateur (*) qui produit dans chaque observation la même erreur. Les erreurs accidentelles au contraire sont difTérentes dans chaque observa tion tout aussi bien par leur grandeur que par leur signe, et, par suite, n'indiquent pas l'existence d'une cause agissant toujours dans le même sens. CTn peut éliminer ces dernières en multipliant le plus possible les observations; car on doit s'attendre à ce que, dans un très-grand nombre d'observations, le résultat propre à chacune d'elles soit aussi souvent trop grand que trop petit. Le résultat final sera encore affecté des erreurs constantes, s'il en existe, aussi longtemps, par exemple, que le même observateur emploiera le même instrument. Pour éliminer ces erreurs, on changera la méthode d'observation, l'instrument et l'observateur, de telle sorte qu'en combinant les résultats obtenus au moyen de chaque méthode, ces erreurs deviennent des erreurs accidentelles, et que, dans le résultat final, elles se compensent en grande partie Tune par l'autre. Dans ce qui va suivre, on considérera donc toutes les erreurs comme accidentelles, en supposant que les méthodes aient été assez multipliées pour rendre cette hypothèse admissible. Dans le cas où ceci n'a pas lieu, il faut regarder les résultats obtenus par les méthodes suivantes comme affectés d'erreurs constantes.
Quand on détermine une grandeur par uûe mesure directe, il
(*) Voir, à la fin du seoond volume, une Note de M. Wolf sur Péquation personnelle.
est naturel de prendre la moyenne arithmétique de toutes les observations comme une valeur s*approchant le plus près possible de la vérité. Souvent on ne détermine pas une grandeur isolée par l'observation directe, mais on trouve des valeurs qui donnent certaines relations entre plusieurs quantités inconnues, et Ton peut toujours supposer que les équations entre les grandeurs observées et les inconnues sont linéaires. En général, il est vrai, la fonction /(Ç, lî, Ç, . . .) qui lie les grandeurs observées et les inconnues 1, 13, ^, . . • n'est pas linéaire; mais si Ço> ^o, ^o?- • • désignent des valeurs approchées des inconnues, qu'on peut toujours déduire facilement des observations, et Ço-h ^^ ^o-^y^ ÇoH- z». •• les valeurs exactes des inconnues, chaque observation donnera une équation de la forme suivante :
d%f^ dno aÇo
en supposant que les valeurs adoptées soient assez approchées pour qu'on puisse négliger les puissances supérieures de Xyjr^z, .... Ici /(Ç, >î, Ç, . . .) est la valeur observée, /(So» »îo» î^o» • • •) celle que Ton a calculée au moyen des valeurs approchées des inconnues; dès lors /(ïo, >îo, Ço5 • • -j — /(Ç> j?, Ç, ...)=: « est une
quantité connue. Désignons — ■» ~— • -7— ^ • • • par a, Oy c,. . . ,
rtÇo drio «Ço
et distinguons par des accents les grandeurs de même espèce se rapportant à des observations différentes. Les diverses observations donneront des équations de la forme
O =^ n -\- ajc -{- bj' -h cz ~[- . . , O z= Tî' + a^jc -\- b'x -h r'z -^- . . . ,
dans lesquelles .r, /, z, . . . sont les inconnues à déterminer, et n la différence entre la valeur calculée et la valeur observée de la fonction de ces inconnues. Nous aurons autant d'équations quMl y a d'observations; le nombre de ces dernières doit être pris assez grand pour que les valeurs obtenues pour ^, /, z, . . soient autant que possible indépendantes des erreurs d'observation; de plus, comme on le voit facilement, les observations doivent être
telles, que les coefficients <z, ^, c, . . ., dans ces differeni.es équations, aient des valeurs diverses.; car, si par exemple deux des coefficients étaient presque égaux ou proportionnels dans toutes ces équations, les valeurs des deux inconnues correspondantes ne pourraient pas être séparées.
Pour obtenir à Taide d^un grand nombre de pareilles équations les meilleures valeurs des inconnues, on emploie quelquefois la méthode suivante. On change les signes de certaines équations pour donner le même signe à tous les coefficients de x; la somme de toutes ces équations en fournit une où le coefficient de x est le plus grand possible. On trouve de même des équations analogues pour jy z, . . .; on a ainsi autant d*équations que d'inconnues, et par leur résolution des valeurs déjà fort approchées de ces inconnues. Cette méthode a toujours quelque chose d'arbitraire, et il est préférable de traiter ces équations par la méthode des moindres carrés, qui donne une idée de l'approximation du résultat. Si les observations étaient parfaitement exactes, un nombre d'équations égal à celui des inconnues suffirait pour trouver les valeurs exactes des inconnues; mais chaque valeur de n tirée des observations est en général affectée d'une certaine erreur; par conséquent si Ton substituait les valeurs exactes de ^9 y% ^9""> aucune des équations ne serait satisfaite. Désignons par A Terreur qui en résulte, et que nous appellerons erreur résiduelle^ lefs équations précédentes s'écriront ainsi :
A = n -h ax '■]- bjr -{- cz -\- . . . y
et le problème est maintenant celui-ci : « Déduire d'un grand nombre de pareilles équations, celles des valeurs de x, y, z, . . . qui sont, de toutes les valeurs possibles, les plus probables. »
20. Loi des erreurs d'^ob sensation, — Mesure de la précision des observations, — On peut admettre que les petites erreurs sont plus probables que les autres, que les observations les plus exactes sont les plus fréquentes, et que les erreurs qui dépassent une
certaine limite ne peuvent se présenter. La présence d'une certaine erreur sera donc régie par une loi déterminée, qui dépend de sa grandeur elle-même. Soit m le nombre de toutes les observations^ et supposons qu'une erreur de grandeur A se présente p
fois, — sera la probabilité de l'erreur A, que nous désignerons
par f (a). Cettte expression ^ (A) sera nulle quand A surpassera une certaine limite; elle sera maximum pour a= o et- possédera des valeurs égales pour des valeurs de A égales et de signes con traires. Puisque /> = wy (A), dans les m observations il se présentera i7i(p{A) erreurs de grandeur A, w«y(A') erreurs de grandeur A',. . .; mais le nombre de toutes les erreurs doit être égal au nombre des observations; on doit donc avoir
ou
Cette somme, qui est l'erreur totale, doit être prise entre certaines limites — k et -\-k\ mais puisque, par hypothèse, f(A) est nul en dehors de ces limites, il est indifférent de prendre cette somme entre les limites — h et + X ou entre les limites — oo et +od . De plus, comme toutes les valeurs de A comprises entre ces limites sont admissibles, car aucune grandeur ne peut être donnée entre —X- et H-X sans qu'elle soit une erreur possible, le nombre des erreurs, et par conséquent celui des ?(A), est infiniment grand, et, d'après l'équation précédente, chaque ^ (A) est un infiniment petit. La probabilité qu'une erreur soit comprise entre certaines limites est égale à la. somme des valeurs de 7 (A) comprises entre ces limites; si ces deux limites sont infiniment rapprochées, <j>( A) peut être considéré comme constant dans Tintervalie, et ç(A) d^ exprime là probabilité qu'une erreur soit comprise entre A et A -f- dùk, La probabilité qu'une erreur soit comprise entre les limites a el b est donc exprimée par l'intégrale définie
(p(A)rfA,
et par ce qui précède,
D'après les principes du calcul des probabilités, siy (A), ^(A'),... sont les probabilités des erreurs A, A', ... , la probabilité de la présence simultanée de toutes ces erreurs est égale au produit des probabilités des erreurs isolées. Désignons par W la probabilité de la présence d\ine série d'erreurs A, A',. . . dans un certain nombre d'observations, nous avons
Si donc, pour certaine^ valeurs adoptées de or, j, z, . . . , les erreurs A, A', A",. . . expriment les erreurs résiduelles des équations (i), W est la probabilité que ces erreurs ont été commises et représente la mesure de la probabilité du système des valeurs de jc, j^, «.... Chaque autre système de valeurs de j?, jr, 2... donnera aussi un autre système d'erreurs résiduelles, et les valeurs les plus acceptables pour ^r, j^, z,... seront celles qui rendront maximum la probabilité que ces erreurs aient été commises, et par conséquent celles pour lesquelles la fonction W est un maximum; pour la détermination de ce maximum, il est nécessaire de connaître la forme de la fonction 7 (A).
Plaçons- nous maintenant dans le cas où Ton aurait une seule inconnue, et supposons que l'observation ait donné les m valeurs /i, «', n'\ ... ; prenons pour valeur la plus probable de x la moyenne de toutes les observations :
m d'où
(û ) . n — X -\- n' — X -\- n" — jc -h . . . = o ,
n — Xy n' — X, n" — x, . . . correspondant aux erreurs A, de telle sorte que n — j: = A, n! — j:i= A', . . . . Mais, pour la valeur la plus probable de x, W est un maximum; différentions l'équa -
tion (2) après avoir pris les logarithmes:
dt^ dx
Or, dans ce cas,
db. dts!
donc
ou
dx dx
é/log9(/2 — x) ^logy(/2' — x')
d log<p(/2 — x)
, , . f/logcpf/î' — x)
(/< — or) rt(/î — A)
Mais si la moyenne arithmétique est la valeur la plus probable qui puisse être adoprée, les équations [à] et [h) doivent donner pour X la même valeur, et l'on doit avoir
I c?log(p(72 — or) I ^log<p(/î' — x) __
où /• désigne une constante. On obtient par conséquent, pour déterminer la fonction 9 (A), Téquation
d'où
log9(A)=j^A^-hlogC,
^(A) = Ce' .
Quant au signe de k, on peut le déterminer facilement; car f(A) diminue quand Aaugmente, donc k doit être négatif; en conséquence, nous poserons | /• = — A% et par suite y(A) = CÉ?~'*'^'. La valeur de C est donnée par Téquation
if(à)d^=iC 1 t-^^^'^dà — i,
et puisque 1
d'où
et enfin
e-*' dx =
^SJt:,
GO
/» H- 00 J — oo
JA
v/tt
Csfi
via)
TT
La constante h reste la même pour un système (Inobservations également lionnes, c'est-à-dire pour lesquelles la probabilité d'une certaine erreur A reste la même. Dans ce système^ la probabilité qu'une erreur soit comprise entre — ^ et -\-à est
— / e-f^'^'d^=-^ / e-''dx.
Dans un autre système d'observations, la probabilité d'une erreur A est exprimée par -^e~^*"^', et la probabilité qu'une er-
reur soit comprise entre les limites — ^' et H- ^' est
4= / e-A"AVAz=4= / e-''dx.
Les deux intégrales sont égales si h§=:h^S'; et par conséquent si h=z2,h\ il est clair qu*une erreur 7.x est aussi probable dans le second système qu'une erreur x dans le premier. Le premier système est donc d'une exactitude deux fois plus grande que le Second, et la constante h peut dès lors être considérée comme mesure de la précision ou module de la convergence des observations.
21. Erreur moyenne, — Erreur probable, — Au lieu de la mesure de la précision des observations, on emploie plus habi-
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tuellement Terreur probable. Dans une série d'erreurs rangées par ordre de grandeur absolue, et où chacune d'elles est écrite autant de fois qu'elle se présente réellement, on donne à celle qui occupe exactement le milieu le nom d'erreur probable. Désignonsla par r; la probabilité qu'une erreur soit comprise entre — r et -j-r est égale à {, et on a l'équation
OU, si Ton pose hAz=zty
4= f^' tr^''dc=-, doù f^'e-'^dt^^' Slizjo ^ Jo 4 •
Cette intégrale atteint la valeur
y;![ =0,44^11 lorsque /i/'=:o, 47694 (*)»
et, par suite, la relation entre r et h est
nhr
L*intégrale -p / e~^^dt donnera la probabilité d'une er-
reur moindre que n fois l'erreur probable, et si l'on calcule,
par exemple, la valeur de l'intégrale pour /i z= —5 on prendra
nhr= o, 23847^ ^^ ^" trouvera 0,264 pour la probabilité d'une erreur qui est moitié moins grande que Terreur probable; c'està-dire que sur 1000 observations, il s'en présentera certainement 264 où Terreur est plus petite que la moitié de Terreur probable. On trouve de même en faisant successivement n égal
(") Voir pour le calcul de cette intégrale le n® 17.
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à -, 2, -• 3, -î 4) ' S ^I"® *"'' looo observations, il y <n
aura
plus petite que \ - r,
OÙ TeiTCur sera
et, quand on compare ainsi une longue série d*erreurs d'observations arrivées réellement, on peut se convaincre que la présence d'une erreur de grandeur déterminée s*accorde presque exactement avec les résultats de cette théorie.
On peut encore arriver, d'une autre manière, à la valeur de Terreur probable d'une certaine série d*observations. Supposons qu'on ait une série d'erreurs réelles d'observations A, A',...; la probabilité de leur présence simultanée est
rr '
TT
et, si Ton suppose (jue ces erreurs aient lieu réellement et ne puissent varier beaucoup, le maximum de W dépendra seulement de hy et cette valeur de ^, pour laquelle le maximum a lieu, sera la valeur la plus probable qui convient à ces observations. Dési gnons, pour abréger, la somme des carrés de toutes les erreurs A, A', . . . par [AA], en sorte que
TT
nous aurons pour la condition du maximum
e- AMAAi __ 1:1 — f-AMAAif^^]
ou
tt'- n
d'où résulte
La' racine carrée du quotient de la somme des carrés des erreurs vraies d'observation par le nombre des observations, s'appelle erreur moyenne de ces observations; si celle erreur avait été commise sur chaque observation, elle aurait donné pour somme des carrés d'erreurs Celle que l'on a réellement. Désignons-la par e, en sorte que
nous avons alors
hsji r=r 0,47694 \/2e,
rz=: 0,674489 8.
22. Détermination de la valeur la plus probable dUtne inconnue déduite d'un système d'équations et de son erreur probable. — Nous pouvons maintenant résoudre le problème proposé : « Déduire du système d'équations (i) donné par des observations, les valeurs les plus probables des inconnues x, j, z, . . . , leurs erreurs probables, ainsi que celles de chaque observation. »
Dans l'expression (2), de la fonclion W, qui donne la probabilité de la présence simultanée des erreurs A, A', A",. . ., substiluons, au lieu de «p(A), ç(A'),..., leurs valeurs tirées de l'équation (3); nous aurons, si toutes les observations sont è^nlement bonnes,
TT
Ici A, A', ù!\. , . ne sont pas les erreurs réelles d'observation, et dépendent encore des valeurs de a:, y, «>• . .; mais, pour les valeurs les plus probables de jr, /, z, . . . , la probabilité de la présence simultanée des erreurs résiduelles doit être aussi grande que possible, et ces mêmes erreurs doivent être aussi égales que possible aux erreurs réelles que Ton doit attendre dans un nombre donné d'observations; on voit donc que les valeurs des inconnues devront être déterminées par Téquation
A' 4- a'» -f- a''» h- ... — minimum ,
c'est-à-dire que la somme des carrés des erreurs résiduelles dans réquation (i) est un minimum. De là vient le nom de méthode des moindres carrés donné à ce procédé de déterminer à l'aide d'équations semblables les valeurs les plus probables des inconnues.
Plaçons-nous d'abord dans le cas le plus simple^ celui où les valeurs des inconnues sont données par des observations directes ; on peut alors adopter pour valeur la plus probable la^moyenne arithmétique de toutes les observations, comme cela résulte aussi de la condition précédente du minimum.
Soient, en effet,
Hzrzx — /l, A' = Jr' — », a" =r x" — /!,...
les erreurs résiduelles correspondantes à des valeurs quelconques de JT, et désignons
la somme « -h w' -4- /j" -I- . . . par [/?J, la somme /î^-h n'^-{- n"'^-\- . . . par \nn\
et le nombre des observations par m\ nous obtenons, pour la somme des carrés des erreurs résiduelles :
\ (j: — /i)*= mx^ — 2j:[/i] -\~\nn\
= \nn\ — ^—^ -i- w Lr — ^— J ) :
cette équation montre que la somme des carrés des erreurs est
un minimum lorsque
et, dans ce cas, cette somme a pour valeur
Pour trouver l'erreur probable de ce résultat par rapport à une inconnue a: quand on connaît Terreur probable d'une observation isolée, on a besoin de traiter un problème que nous résoudrons d'une manière générale, à cause des applications qu*on en fera dans la suite : « Trouver l'expression de l'erreur probable d'une fonction linéaire de plusieurs variables Xy x\ . . . dont les erreurs probables sont données. »
Soient r Terreur probable de x^ etX = aa? une fonction linéaire de or; il est clair que ar est Terreur probable de X. En effet, si x^ est la valeur la plus probable de x^ olxq est la valeur la plus probable de X^ et le nombre des cas dans lesquels a? sera compris entre les limites x^ — r et x^ -\- r est égal à celui des cas dans lesquels X sera compris entre clx^ — ar et olx^-\- car.
Soit maintenant X une fonction linéaire de deux variables
et soient a et a' les valeurs les plus probables de x et x' , r et / ' leurs erreurs probables. Puisque, pour les erreurs de x et x\ nous
ce* pouvons prendre h:= - et /*'=r —? où c=i 0,47694, la probabilité d'une valeur quelconque de x est
et celle d'une valeur quelconque de x'
c -pi (*'-«')' e
par conséquent, la probabilité de la présence simultanée de deux valeurs quelconques de x et de x* est
c^ - [tI U— «)'+ ^j U-'-«')»]
et la probabilité de la présence simultanée de deux valeurs de x et x\ qui satisfont à Péquation x -t- a' = X, s'obtient en remplaçant dans l'expression précédente x' par X — .r. Désignons cette probabilité par W, nous avons
rr Tz
Faisons maintenant la somme de tous les cas dans lesquels un x se combine avec un x' pour produire X, et donnons à x toutes les valeurs comprises entre — oo et -h oo , c est-à-dire prenons par rapport à x l'intégrale de W entre ces limites; nous aurons considéré tous les cas dans lesquels X sera obtenu, c'est-à-dire que nous aurons déterminé la probabilité de X.
Réunissons tous les termes qui contiennent x et donnons -leur la forme quadratique, nous obtiendrons facilement l'intégrale deW sous la forme suivante ;
^ ar
où Ton pose
c Jr' H- /-'^ / /.'(X — rt') 4-r''«\
rr' \ r^-^r'^ }
et, puisque
Jo 2
on obtient, pour probabilité d'une valeur de X,
s/r^ 4- r'~' sfi
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Cette expression est maximum quand X = âf-ha'; la valeur
la plus probable de X est ainsi égale à la somme des valeurs
les plus probables de x et x' ^ et puisque la mesure de la pré-
cision de celte détermination est ? il en résulte que
\/rM-^ est Terreur probable de X.
De plus, en combinant ce résultat avec celui qui précède, on voit que si
l'erreur probable de X sera égale à
On peut facilement étendre cette proposition à un nombre quelconque de termes; ainsi dans le cas de trois termes, on en prendra deux d'abord, puis on combinera le résultat avec le troisième. Par conséquent, si l'on a une fonction linéaire quelconque,
X = aj: -h afx -h ol" x" -I- . - ,
et si /*, r' y r'\. . . sont les erreurs, probables de .r, x\ x'\ . . ., l'erreur probable de X sera égale à
On en conclut immédiatement l'erreur probable de la moyenne arithmétique de m observations, quand l'erreur probable de chacune d'elles est r; car puisque
l'erreur probable est
m — ou -^
Il résulte de là que le rapport de l'erreur probable de /// observations il l'erreur probable d'une seule est --^j ou que le
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rapport de la mesure de la précision de la moyenne à celle d'une
hsl'm observation est — ; — *
Souvent aussi on exprime la précision relative de deux grandeurs par leur poids. On désigne sous le nom de poids d'une grandeur le nombre d'observations également bonnes qu'il faut prendre pour que leur moyenne arithmétique donne une détermination d'exactitude égale à celle de la valeur donnée. Si donc le poids d'une observation isolée est i , la moyenne arithmétique de m observations aura m pour poids. Les poids de deux grandeurs seront donc entre eux dans le rapport direct des carrés des mesures respectives de leur précision et dans le rapport inverse des carrés des erreurs probables (*).
Il reste maintenant à déterminer Terreur probable d'une observation isolée. Si, dans les équations x — « z=z A, les erreurs résiduelles étaient, après l'introduction de la valeur la plus probable de X, égales aux erreurs réelles d'observation, la somme de leurs carrés divisée par m donnerait, d'après le n° 21, le carré de l'erreur moyenne d'une observation, c'est-à-dire que cette erreur
serait égale à ii- — —• Mais, la moyenne arithmétique des observations faites n'est pas la vraie valeur de l'inconnue, elle n'est que la valeur la plus probable qu'on puisse tirer de ces observations, sauf le cas où le nombre de ces observations serait infiniment grand; les erreurs résiduelles ne sont donc pas les erreurs réelles d'observation, mais en diffèrent plus ou moins. Soient .t:^ la valeur la plus probable de x trouvée par la moyenne arithmétique, et .r H- Ç la véritable valeur. En substituant cette valeur dans les équations de condition, on obtient pour les erreurs d'observation les valeurs x^ — n^ x^ — w',..., que nous désignerons par A, A',..., tandis que la substitution de la valeur véritable aurait donné pour ces erreurs les valeurs
(*) Si donc deux grandeurs ont pour poids ;?= -- et ;?'= — > le poids de leur somme sera ~ rr = —^ — .
Od a d'ailleurs les équalions
Si l'on fait la somme des carrés des deux membres, et si Ton se rappelle que la somme de tous les A doit être nulle, on obtient, d'après la notation employée plus haut,
[AA]-4- w?2 = [5(î],
d'oii l'on voit que la somme des carrés des erreurs trouvée à Faide de la moyenne arithmétique est toujours trop petite.
Puisque [S3]z=: me^, e étant Terreur moyenne d'une observation, et que [AA] = [w/Zi], cette équation peut s'écrire encore
Quoique cette équation ne permette pas de calculer la valeur de e puisque Ç est inconnu, on pourra néanmoins approcher autant que possible de la vérité en substituant à g Terreur
moyenne de jtoj et comme) d'après ce qui précède, cette erreur
g moyenne est égale à -—9 Tiutroduction de cette valeur donne,
pour Terreur moyenne d'une observation.
et pour Terreur probable
De plus, Terreur moyenne de la moyenne arithmétique est
et l'erreur probable
Exemple. — Dans la détermination télégraphique de la différence des longitudes de l'Observatoire de Ann-Arbor et de la station hydrographique de Détroit, on a obtenu, au moyen de trente et une étoiles différentes observées le 21 mai 1861 dans les deux lieux, les différences de longitude suivantes :
Différence
Écart
Différence
Écart
de
de
de
de
oiles.
longitude.
la moyenne.
Étoiles.
longitude.
la moyenne.
II
Moy.
\ trouve, pour la
somme des a
irrés des
erreurs résiduelles,
fini] —
et, puisque le nombre m des observations est égal à 3i, l'erreur probable d\iiie observation isolée est
o%i64, et Terreur probable de la moyenne
Quoiqu'on ne puisse pas admettre qu'avec aussi peu d'observalions, les erreurs seront distribuées comme l'indique la loi donnée au n^21, on peut cependant être convaincu que Ton a, dans ce cas, une approximation suffisante. En effet, d'après la théorie
avec trente et une observations, les nombres des erreurs qui sont plus petites que
jr, r, |r, ar, |r, 3r, sont respectivement
tandis que ces nombres sont, d'après le tableau ci-dessus,
Uerreur qui est exactement placée au milieu, dans le tableau des erreurs rangées par ordre de grandeur absolue, c'est-à-dire Terreur probable, est o, i8.
23. Détermination des valeurs les plus probables de plusieurs inconnues tirées d^un système d^ équations, — Dans le cas général où les équations de condition (i) données par les observations contiennent plusieurs inconnues, trois par exemple, les valeurs les plus probables de ces inconnues sont encore celles pour lesquelles la somme des carrés des erreurs résiduelles est un minimum. Mais cette somme de carrés devant être un minimum tout aussi bien par rapport à œ que par rapport à j et 2, cette condition donnera autant d'équations que d'inconnues, et ces dernières pourront alors être déterminées.
L'équation du minimum relativement h x est
db. , dû,' „ dû,"
^-—^ti!-~ -I- A" — - H- . . . — o, dx dx ax
j, , , . . , . dùk db' ,
ou puisque, d après les équations (i), — =za, — — = « , . . .,
dx dx
A/2 -h A'fl'-f- ^"a"-\-.. .r=0.
Substituons pour A, A%. . . leurs expressions tirées de (1), et
I posons
I aa -\- a' a' -^ a" a" -\- . . z=z[aa^^
ab -^ a'b'^ a" ^'' -f- . . . = [ab] ,
et ainsi des autres; nous aurons, pour les équations du minimum,
(A) [aa]x -\-[ab]x -h[ac]z -^[an]=:o,
(B) [ab]x-^[bb]x -h [^c]z rf- [A/i] =0,
(C) [ae]a: -h [bc]x -h [cc]z-h [cn\=o.
On tire de ces trois équations les valeurs les plus probables de X, y et 2.
Pour les résoudre, multiplions la première par p — ^î et retranchons le produit de la seconde ; multiplions de même la première par \ — \^ et retranchons de la troisième; nous obtenons
\aa\
deux équations ne contenant plus x
(E) [ôc,]j-f-[rc,]3-h[r/i,] = o, dans lesquelles on a posé
et ainsi des autres.
f bCy 1
Multiplions ensuite réquation (D) par [ , , -i^ et retranchons de (E), nous aurons Téqnation
(F) [ccj] z 4- \cn^\ — o, dans laquelle
L'équation (F) donne la valeur de 2, et les équations (D) «( (A) les valeurs de y et de x.
Si Ton déduit maintenant [AA] des équations (i), et si Ton se reporte aux équations (A), (B), (C), on trouve pour la somme des carrés des erreurs résiduelles
[AA] = [w/i] -1- \_an'\x 4- [^z?] j -f- [c/z] z.
Pour éliminer or, j, z, on multiplie Téquation (A) par ^ — -^f et on retranche de la précédente, ce qui donne
r hn 1
Après avoir multiplié Féquation ( D) par . . .'o retranchons de la précédente, il vient
et en remplaçant z par sa valeur tirée de Téquation (F), on obtient enfin^ pour le minimum de la somme des carrés,
[anY [bn,f [en,]' r .
On aurait pu obtenir Téquation du minimum sans l'emploi du calcul différentiel. Multiplions en effet chacune des équations primitives (i) successivement par ojc, by, cz, et ajoutons-les, nous «lurons
où
( [a^]z=z[aa]jfr -]-[nb]x -{- [ac]z -i-[an]
En substituant à .r dans (a) sa valeur tirée de (b), on obtient
[c) [AA] = Lî^ + [^A.]7 4- [c^\]z 4- [^A.],
L J où
j [b^,] = [bb,]x^[ùc,]z-h[bn,],
[d] ' I [rA,]=[^c,]jr + [cr,]2H-[c/ï,],
( [/îA,]=r[^^,]7 H- [r«,]3 + [/î/î,].
Si maintenant dans (èr) Ton remplace f par sa valeur tirée de U\ première des équations (a), il vient
équation dans laquelle
\ [nA,] = [cn.,]z -+-[nn,],
et enfin, après avoir dans réqualion (^), remplacé z par sa valeur tirée de la première des équations (/), on a
r . r^Ap r^Ai? \cà,v
' [aa] [ôb,\ [CC2]
où, comme on le voit facilement,
Puisque dans le second membre de Téquation (g) les trois premiers termes qui contiennent .r, j-, z sont des carrés, il faut, pour obtenir le minimum de la somme des carrés des erreurs, poser [flrA]=:o,[^A,]z=o, [cAjj^zzo, équatious ideutiqucs avec celles trouvées pins haut; il en résulte, de plus, que le minimum du carré des erreurs est [72/23].
24. Détermination de l'erreur probable des inconnues, — On peut pour cela se servir du théorème énoncé dans le n** 22 relativement à l'erreur probable; les équations (A), (D), (F), relatives aux valeurs les plus probables de .r, j-, z, montrent en effet que ces valeurs peuvent être considérées comme des fonctions linéaires des grandeurs observées /?, n\ n'\ ....
Si Ton veut tirer .7: de ces trois équations, il faut multiplier chacune d'elles par un certain coefficient choisi de telle sorte que, dans réquation formée par leur somme, les coefficients de y e\ i^e z
soient nuls. Multiplions (A) par ^ ,> (D) par ■ , , ? (F) par
Yaa\ ' ^ L^^iJ
9 et ajoutons les trois résultats, nous aurons pour détcrmi-
[cc,]
ner A' et A" les deux équations de condition
r^^i , r bc,\
et pour trouver x
Pour déterminer j, on multiplie (D) par • •> (F) par — =»
on ajoute et on a et
• ' ^ [bb.y " [cr,j
et en6n
[D z — — l — ii.
Si Ton développe les quantités [bn,] et [cn^], on obtient facilement
(>,} [bn,]=:A'[an]-h[bn],
(S-) [en,] = A'\an] ^- B'[bn] -+- [en];
en raison de la symétrie des grandeurs renfermées entre crochets, il sera permis d'échanger les lettres et d'écrire aussi
(t) [bb,]=iA'[ab]-^[bb],
(y.) [cc,]=z A''\ac] 4- B'[bc] -f- [ce],
(X) [bc,] z= A"[ab] + B'[bb] -{-[bc]=:o,
(p) [ac,] = X'\aa] -f- B'[ab] H- [^7^] =r o {•).
Puisque [««], [^^1] et [c/ia] sont des fonctions linéaires des//, on peut aisément déterminer les erreurs probables de ces grandeurs. D'abord [an] = an -\- a^ n^ 4- fl"/i" -f- . . . . Soit donc r Terreur probable d'une observation ou d'un /?, alors Terreur probable de [an] est
r{[an]) znz r \Jaa -f- a a' -h a" a" -\- , . . r= r\j[aa].
C"^) On voit dti suite à Paide des équations (a), (/3) el (^] que les do-.ix dernières expressions sont nulles.
Déplus, dans f^«i], chaque terme a la forme (A' a -h b)n. Pour élever ce terme au carré, multiplions d'abord par A'/î/?, puis par bn, nous aurons, pour le coefficient de /z^,
M[k'aa -h ah) -{- k' ab 4- bb.
Telle est donc la forme du coefficient de chaque r' dans l'expression du carré de l'erreur probable de [^/ii]; on aura par conséquent
[r\bn^^Y=\k![hl\ah\^lab\)^-kI\ab\~^\bb^r^ ou
r\bn,\ = rsl\bb;\,
comme il résulte immédiatement des équations (a) et (t). Enfin, le coefficient de chaque n dans [c/?,] est
En l'élevant au carré, on obtient
k''{k''aa + B'ab -h ac) -h B^k'^ab + B'^3 -4- bc) •4- A'' /7c -f- B' ^>c H- c<?.
Si Ton prend maintenant la somme de tous les carrés isolés, on aura pour le coefficient de r^ dans l'expression de {^[cn2]y,
k''(k''[aa]-^ B'[ab]-h[ac]) -hB' {k''[ab]-hh'[bb] -h[bc]) . +A''[ac]-f-B'[^c]+[cc],
ou simplement [ccj), d'après les équations (z), (X) et (pi); ainsi
r[f/72] = ry/[cf,].
On trouve facilement, dès lors, les erreurs probables de :r,jr tH z. D'après l'équation (7 ), on obtient, en effet, pour le carré de Terreur probable de x,
[aa\ [bbt] [ce,]
On a de même
'"'"■ = '• im* r^)
et
Il nous reste encore à déterminer l'erreur probable d'une observation. Siy dans les équations primitives (i), on donne à x^y^ z des valeurs quelconques, on peut écrire la somme des carrés des erreurs de la manière suivante :
[aa\ {bb,\ [ccj]
Dans le cas où Ton remplace x, /, z, par leurs valeurs les plus probables résultant du système des équations^ les grandeurs [aÂ], [iAc] et [cA,] sont nulles, et [/z/^s] est la somme des carrés des erreurs résiduelles. Ces valeurs ne deviennent les valeurs véritables que lorsque le nombre des observations est in6niment grand. Supposons maintenant que les erreurs véritables soient connues, et qu'on les substitue dans les équations précédentes, [AA] serait la somme des carrés des erreurs véritables; de sorte qu'on aurait
où les grandeurs [âr A], [èAi] et [cAj] ne seraient pas nulles, mais ne pourraient différer beaucoup de zéro. Puisque ces grandeurs sont élevées au carré, on voit que la somme des carrés des erreurs trouvées au moyen des valeurs les plus probables est trop petite, et, pour se rapprocher de la vérité, on peut, dans le cas du minimum, remplacer hes grandeurs [ûA], [^A,], [cAj] par leurs erreurs moyennes. Mais comme dans les équations
aXf^ 4- ^Xo -r czo -h « = A ,
aucune des grandeurs du premier membre, autre que/i, n'est affectée d'erreur, A est donc affectée de la même erreur que /?, et les erreurs moyennes de [^A], [^Aj] et [cA,] sont égales à celles
qu'on a trouvées pour [an], [^«1] et [c/ïj], Substîtuons-les dans les équations précédentes, nous aurons
on
y tn —
Ainsi, dans le cas d'un nombre fini d'équations avec plusieurs inconnues, on aura Terreur moyenne d'une observation en divisant la somme des carrés des erreurs que donne la condition du minimum, par le nombre des observations diminué du nombre des inconnues, et prenant la racine du carré du résultat.
De même, Terreur probable d'une observation sera
liemarque I. — Dans ce qui précède, on a toujours supposé que toutes les observations employées à la détermination des inconnues sont également bonnes; si tel n^est point le cas, et si Ton désigne par h^h'^h", .., la mesure de la précision d^une observation isolée, la prot>abiUté des erreurs A, A', A'',. . ., pour chaque observation isolée sera
La fonction W aura pour valeur
TT
et les valeurs les plus probables de Xy y, z seront celles pour lesquelles I;i
somme
sera minimum. Pour les obtenir on devra donc multiplier les équations primitives de la série par h, h',..^ faire les sommes avt-c les nouveaux coeflicicnts et conduire le calcul' comme précédemment.
Remarque II, — Si Ton a une seule inconnue à déterminer, et si les équations primitives données par les observations ont la forme
0=«-h«r, o = n'-+-«'jr, 0 = «"-+- a" Jr, ..,
X sera égal à 1 avec Terreur probable /•_= » r étant Terreur
probable d^une observation. *
2w. Exemple. — Pour éclaircir ce qui précède, nous traiterons l'exemple suivant tiré du 7® volume des Kœnigsberger Beohachtungeny p. xxiii, où Bessel détermine les corrections à faire à la constante de la réfraction. Des cinquante-deux équations contenues dans ce Mémoire, nous choisirons seulement les vingt suivantes, que nous supposons de même poids, et dans lesquelles le terme numérique désigne une grandeur tirée de l'observation des étoiles, y la correction de la constante de la réfraction, et X Terreur constante dont on suppose affectés tous les résultats d'observation.
La forme générale des équations de condition est dans ce cas
n-=z X -\- bjr \
puisque le coefficient désigné ci-dessus par a est égal à Tunité, et les équations de condition déduites de l'ensemble des observations de chaque étoile sont :
Erreurs résiduelles.
a Petite Ourse o = +0,02 H- a: -h o^ijr — o,o3
P Petite Ourse o = + 0,45 + ^-1- 8,27 +0,43
pCéphée 0 = + 0,10 + ^-4- «0,1/ 4-0,14
a Grande Ourse .. . o = — 0,14 4-^-f- 36, oj^ — o,o3
a Géphée o = — 0,62 -h j;-4- 43,9/ — 0)47
^ Céphée o=— 0,25 + ^4- 65, 9 j 0,00
e Céphée o = — o,o3-}-^4- 74,97 -1-0,26
fxCéphée o = — 1,24 + 2^4- 77?^^ —0,94
a Gassiopée 0=4-0,59 + ^:4- 75,5jr 4-0,88
7 Grande Ourse ,. . o = — 0,47 4-«c-l- 79j6j —0,16
P Dragon 0= 0,004- J? 4- 104, 5/ 4-0,42
7 Dragon o = — o,5i 4-^4- ii4?37* —-0,04
îî Grande Ourse .. . o = — 1 ,204-^4- i25,6jr —0,68
a Persée o = 4-0,12 -i-^4- i4îi>i7 4-0,72
a Cocher o = — i ,3i 4- j: 4-2i6,8j —0,37
«Cygne o = — 1,64 4-^4-254,8/ — o,53
6 Cocher o = — 1,394-^4- 280,2/ —0,16
7 Andromède o =-- 1,24 4-^4- 393,5/ 4-o,5i
»! Cocher o = — 1,80 4-^4- 419?^/ 4-0,06
p Persée o =— 2, 16 4-^ H- 481,2/ —0,01
Pour trouver les équations qui donnent les valeurs les plus pro-
bables de ^ et j [équations (A), (B) du n° 23], on doit d^abord former toutes les sommes [««], [«^3» [^^]y [^^] et [bn]. Dans le cas actuel, où les inconnues sont en petit nombre, et où Tun des coefficients est égal à i , ce calcul est très-facile ; mais si Ton a un grand nombre d'inconnues^ dont les coefficients sont^ par exemple, a, by c, d,,,, on fera bien de calculer les sommes algébriques de tous les coefficients de chaque équation, que nous désignerons par 5, et de former avec elles les sommes [a^], [ôj] , . . . ; car on a ensuite les formules de vérification
[ns] = [an] -h [bn] -h [en] -^ [dn] [as] = [aa] -^ [ab] -h [ac] -f- [nd]
Ces sommes une fois formées, on trouve les équations qui déterminent les valeurs les plus probables de or et jr :
2O,O0a:H- 3oi4,70j — 12,72 = 0,
3oi4i7oa: -f- 844586,25/ — 3700,55=0,
et leur resolution se fait d'après le tableau suivant, qu'on peut facilement étendre à. tous les cas :
[«<?] = 4- 20,00, [«^] = 3oi4>70, [tf/2]r:r — 12,72, [rin]=: 20,28;
Calcul de x-
[aa\ [û^i] ^ ^
[ôô,] =4- 390 165,45 [^/?i]= — 1783,20
W^[bbi]z= 5,5912483 log[Ô/î,] r=r 3,25l 200 I «
iogr = 3,6599518
Calcul de x.
\o^[ab]x= 1,1391759
[û^Ïj— 13,7776
[aa].*=:z — 1 ,0576 X = — o", 05288.
Si Ton formait, les grandeurs [«^.], [bs],.,., on obtiendrait encore dans le cas précédent pour vérification du calcul [ ^&, ) = [ ^^, ] ; avec trois inconnues, on aurait
[bb^]-h[bc^]=:[bs^] et [cc2]=:[cs,],
et de même pour un plus grand nombre d*inconnues.
Pour déterminer les erreurs probables de .r et ^, le calcul se (ait comme il suit :
[/z/z] =20,28 [/î/2i] =12, 19 [fla ]=;:-{- 20, 00
[anf [bn,Y q ^ [abf
ip— ^ zriz 8,09 TTr^= 8,i5 TnT= + '<^»7^
[nn,]=zi2^ig [nni]=: 4î04 • [fia,] — -h 9,2.4
r(^)=: -=4=: ==ho", loSiôg,
rfr)=:-T= == zh o'^ 000 5 1 1 8,
d'où l'on voit que le calcul de x, au moyen des équations précédentes, est très-inexact, puisque son erreur probable surpasse la valeur trouvée, mais aussi que Terreur probable de la correction trouvée pour la constante de la réfraction est au plus égale au j de sa valeur.
Si Ton substitue les. valeurs les plus probables de j: et y dans les équations précédentes, on obtient les erreurs résiduelles que nous avons déjà placées à côté de chaque équation. £n formant la somme des carrés de ces erreurs résiduelles, on a 4)^4' valeur qui s'accorde avec celle de [«/îj], nouvelle preuve de l'exactitude du calcul.
Remarque. — Consulter sur la méthode des moindres carrés : Gacss. — Theoria motus corporum calestium, p. 2o5 et suivantes. Gacss. — Theoria comhinationis obsen>aUonum errorihus minimis ohnoxiœ. Encke. — Articles du Jahrbuch, de Berlin, pour i834, i835, i836et i853. LiAGRE. — Calcul desprobahilités et Théorie des erreurs, — Bruxelles, i852. Bebtrand. — Traduction française des Mémoires de Gauss, sur la Cornhinaison des observations » — Paris, i855.
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PAR DES VALEURS NUMÉRIQUES
26. Théorèmes concernant les séries périodiques. — Les fonctions périodiques sont fréquemment employées en Astronomie, quand il s'agit, par exemple, de trouver les périodes dans lesquelles certains phénomènes se reproduisent. Puisque ces phénomènes sont toujours renfermés entre certaines limites qui ne peuvent devenir infinies^ on peut les représenter par des fonctions des sinus et cosinus d'une variable. Soit donc X une telle fonction périodique; on peut lui supposer la forme suivante :
X = <7j, H- «1 cos'x -f- ûr, cos 2 .r -h «3 cos 3 iT -h . . . 4- bx sinar 4- ^a sin2a: -h Jjsin 3j: 4-. . ..
Le cas le plus fréquent est celui où Ton donne, pour des valeurs déterminées de Xy les valeurs numériques de X au moyen desquelles on doit calculer les coefficients. La solution de ce problème sera surtout facile, si Ton connaît les valeurs numériques de X pour la série des valeurs de x
27r 27r 2ir liv
o, — » 2 — 9 i — >«'i in — i) — n n n n
correspondantes aux points de division de la circonférence en n parties égales* et tout d'abord nous démontrerons quelques théorèmes dont remploi rendra la solution plus facile.
Soit A une fraction de la circonférence, telle que /îA:=2 7r, et h un nombre entier ; la somme de la série
sin A A -f- sin 2 /i A H- sin 3 // A H- . . . -f- sin f /i — \)hK
est toujours nulle, et celle de la série
I -h cos^A -I- cos 2/1 A -\- cos 3^ A -h. . .-+- ci)s(/i — i)hk
est nulle, en exceptant le cas oCi hk est égal à 2ir ou à un multiple de 2 7r ; alors la somme de la série est égale à /i. Posons, en effet,
. aie 271" . . 27t » -- ^
cos h / sin — =z e " = T,
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OÙ iz=: ^ — I -y nous aurons
'PnA
\ cos hrk-\-i \ sin//A-Az=z \ T*"*;—
r=:o /'=ro r = n
et puisque
T"^ =z C0S2// TT H- / sin2 /iff z= I ,
le numérareur de la fraction est nul; on a donc en général
f=zn — T
(i) y sin/frA = o,
rrro /•=/! — I
cos//rA = o.
Cependant, si le dénominateur est nul, c*esl-ù-dire si T^ = i^
la fraction se présente sous la forme — : mais alors sa valeur est /?,
comme on le voit, en se reportant à Texpression proposée; Téquation ( I ) subsiste donc, et le second membre de Téquation ( 2 ) est égal à n\ cette exception correspond au cas où /<A = 2/-^, c'està-dire lorsque h est divisible par n.
Des deux équations (i) et (2), on déduit facilement les suivantes dont nous ferons usage :
(3) N sin/irAcos//rA = - \ sin 2/irA =11. o;
t r\ , J COS' hrk = 1 > COS 2 /irA = - en général,
W \ Là 2 2 Z^ 2
== /> pareiception;
tf\ ! y *in^ hrX 7= > ces 2 hrA = - en génétM,
■=L o par exception.
27. Détermination des coefficients ci'* une série périodique à i*aide de valeurs numériques données.
Posons
X =\ (apcospx -4- bpS'\np,T)y
où p prend successivement toutes les valeurs entières à partir de o, et soit q un nombre déterminé, nous avons
X COS qx=:\ I -^ COS (/? -h 7 ) ^ -i ^ COS {p — q).v
bp
sin(/7 -{- q)x + — sin(/? — q)x
Dans cette équation, donnons successivement à x les valeurs
O, A, 2A,. . ., (/z — i)A, où A= — ) et ajoutons les équa-
tions obtenues; d'après les formules (i) et (2) du n®26, le second membre sera nul, sauf la somme des termes cosinus dans lesquels p -\- q ^= lîn ou p — q = hn^ somme qui contient le factenr «.
Si l'on désigne par X,,a 'a valeur de X correspopdante à la valeur rk de or, on a
LesigneN du second membre s'applique à toutes les valeurs vn
tières de A", mais dansX il ne peut y avoir aucun coefficient à indice négatif, on doit donc poser a^g = o et on a
\ XiaCOS^z-A
Ici se présentent deux cas particuliers :
DÉTELOPPEMENTS EN SÉRIES PÉRIODIQUES
1° Siq = o, n_q z=a^z=: a^, a^g = a„^g , . . . ; donc
(7) N X;,A=«[^o4- <»«"hflr,„ 4-. . .];
■r :xO
2^ S\q= -9 n étant un nombre pair, e7y=<i„_y, a,t^g=za2a^qy.. .; donc
(8) \ X^acos = «.r«„-f- 03« -H. . .]•
rmo
Puisque
X sin ^j: = \ — sin (/? + ^ ) j: sin(p — q)x
H — - cos(p — q)x cosfp -^ q)xU
on trouve de même
\ X;.Asin7rA
37 L^y — ^n—q "^~ ^/iH-y — ^2/i- 9 "i~ ^2n-i-q — . . . j
Supposons maintenant, suivant le degré de convergence delà série, n assez grand pour que, dans le second membre des équalions (6), (7), (8) et (9), tous les termes, excepté le premier, puissent être négligés, il sera facile de déduire de ces équations les coefficients Og des cosinus pour toutes les valeurs de q corn-
prisesentreoet -» et les coefficients b„ des sinus pour toutes les
valeurs de q comprises entre o et 1; les valeurs plus grandes
àeq reproduisent les équations déjà obtenues, comme on le voit, en remplaçant q par n — q dans les équations précédentes. On voit aussi qu6 plus est grande la valeur de /z, plus sont exactes les valeurs obtenues pour les premiers coefficients, et que les derniers d'entre eux resteront nécessairement inexacts. Par exemple,
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pour w = 1 2 et 7 = 4t
Xcos4-a^ = 6(a« -h tf» -f". . .)>
et l'erreur commise sur la valeur de a^ dépendra déjà de a^; si nous avions pris n = 24» la première erreur commise sur ce coefficient proviendrait de a,^.
De ce qui précède, on déduit les équations suivantes :
/7^ = - \ X,.A cosprA ,
bp = ^ \ X,.Asin/>rA,
et si /> = o ou pz=-n on doit remplacer — par -- •
Il est toujours avantageux de prendre pour n un nombre
divisible par 4) car chaque quadrant est alors divisé en un
nombre exact de parlies, et les valeurs des sinus et des cosinus
se reproduisent aux signes près. Puisque les angles^ dont la
somme est 36o®, ont les mêmes cosinus, on ajoutera d*abord les
valeurs de X dont les indices donnent une somme égale à 36o°,
et on multipliera le résultat par le cosinus; dans le cas des sinus,
au contraire, il faudra retrancher Tune de Tautre celles dont
^ les indices donnent une somme égale à 360**. Désignons par X,.a
la somme des deux quantités X, a -^ X(„_r)A > P^r X,.a leur différence X,.A — X(„_ r)k •
A COSprA,
bp^z— \ X^Asiïï/^''A.
Soient encore X;.a et X^a ^^ somme et la diiïérence des deux
DÉVELOPPEMENTS EN SÉBIES PÉRIODIQUES
quantités X^.^ et X /„ \ dontles indices sont supplémentaires,
et par X^a et X^ a la somme et la différence des deux quantités X;.^ et X/;i \ dont les indices sont supplémentaires, nous
obtiendrons
l'io)
A COSpf A, si p est pair,
avec les deux exceptions déjà indiquées;
fl.
" / X,.ACOS/?rA, si p est impair;
bp =z — \ X,.ASin/^rA» si p est pair;
VI
- 7 XrK^înprA, si p
est impair
Soir, par exemple, // = ii ; on aura
at
[Xo -f- X30 + Xg) -f--f- -4-4- -f--f-
[Xo -h XjoCOsSo 4-_ 4—
^ rXo 4- Xjocosôo
XcoCOSÔol) XeoCOsGo — X90I»
bi = -^ rXjo sin 3o -h Xco sin6o -h X9»] ^
[X3oSin6
eoSinCol*
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28. Identité des résultats obtenus par cette méthode, et de ceux que donne la méthode des moindres carrés. — Si Ton veut avoir le développement d^une fonction périodique jusqu'à un terme déterminé, il faut connaître autant de valeurs numériques que l'on veut calculer de coefficients. Quand même les valeurs données seraient exactes, on n'obtiendrait les coefficients qu'avec l'exactitude que comporte la théorie, iet d'autant moins exactement pour un coefficient, que son indice serait plus grand par rapport au nombre donné de valeurs. Mais si ces valeurs de )a fonction sont déduites d'observations, il convient, pour éliminer les erreurs d'observation, d'employer autant d'observations que possible, et, par suite, de diviser la circonférence en un nombre de parties plus grand qu'il n'est nécessaire pour la détermination des coefficients. Dans ce cas, on traite les équations par la méthode des moindres carrés; cette méthode donne, pour la détermination des coef&cients^ les mêmes équations que celles du n® 27 ; les valeurs obtenues sont donc les valeurs les plus probables.
Soient, en effet, Xo, Xa, X,a» • • •> X(„_i)a les « valeurs données par les observations, et supposons que la fonction se réduise à la somme a^^ + /r, cosx + ^isin^r, nous aurons les équations
O ==: — Xo -+- €?o -+- «I ,
o = — Xa 4- ^» 4- «1 cos A -f by sin A ,
O = — Xa A -+- //o -+- ^1 COS2A -f- ^, SÎU 2 A,
o = — X(„_,)A 4- «0 4- «iCOs(/î — i) A -f^, sin (/î — i) A;
d'après les principes de la méthode des moindres carrés, les équations du minimum sont les suivantes, où [cos A] désigne la somme des valeurs de cosr A, prise de r==:oà r = /? — i,et ainsi des autres :
i/îûo -f- [cos A] a, -i-[sinA] bx — [Xa] = o, [cos A] tfo 4- [cos* A] âr, + [sin A cos A] b^ — [Xa cos A] = o, [sinA]«, 4- [cos A sin A] a, 4- [sin*A]^i — [XAsinA] = o.
A l'aide des équations du n° 26, les précédentes peuvent
DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES PÉRIODIQUES
s*écrire
fl, = - [XaCosA], n
^. = -[XAsinA],
équations qni s^accôrdent avec celles que nous avons trouvées au n° 27. On verrait aisément que ce qui a élé démontré ici pour les trois premiers coefficients s^applique aux suivants.
On peut trouver aussi les erreurs probables d'une observation et des coefficients. Soit en effet [w] la somme des carrés des erreurs résiduelles dans les équations de condition, après la substitution des valeurs les plus probables, Terreur probable d*une observation sera
celle de a^ sera .
celle de «, sera.
celle de bx sera.
fn
rVa
v/[cos'
V^[sin'A] v^/i
On trouvera un exemple de ce calcol au n° 6 du second volume.
Remarque. — ConsuUer le Jahrbuch, de Encke, poai iSSy, pages 334 et •utvantes.
M. Le Verrier donne dans les Annales de VOhsetvaioire impéial, t. ]*'', une sntro méthode pour le calcul des coefficients, reproduite sous une forme différente par Ëncke, dans le Jahrbuch de 1860.
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DE LA SPHÈRE CÉLESTE ET DE SON MOUVEMENT DIURNE
Dans TAstronomie sphcrique, on considère les astres comme situés à la surface de la sphère céleste apiiarente, et au moyen de coordonnées sphériques on les rapporte à certains grands cercles de cette sphère. L'Astronomie sphérique a pour but de déterminer le lieu d*uQ astre par rapport à ces grands cercles, et les positions relatives de ceux-ci. Il faut donc apprendre d'abord à connaître les<çrands cercles dont les plans servent de base aux différents systèmes de coordonnées, et les méthodes employées pour rapporter à un nouveau système de coordonnées le lieu d^un astre donné par rapport à certaii^s axes.
Quelques-uns de ces systèmes d*axe5 coordonnés sont entraînés par le mouvement diurne de la sphère céleste; d'autres, au contraire, sont liés à des plans qui ne participent point à ce mouvement. Par rapport à un de ces derniers systèmes la position d'une étoile changera constamment : il est important d*étudier ces changements et les phénomènes qui en résultent. Mais en dehors de ce mouvement général, les astres en possèdent d'autres beaucoup plus lents, en vertu desquels leurs positions rapportées à des axes participant au mouvement diurne changeront encore : il ne suffit donc pas de déterminer le lieu d'un astre, il faut indiquer aussi le temps auquel ce lieu correspond. Il est par suite nécessaire de savoir mesurer le temps, ce qui se fait soit à l'aide du mouvement diurne seul, soit à l'aide de ce mouvement combiné avec celui du Soleil.
I. — Des différents systèmes de plans et de cercles
29. Equateur et horizon, — Pâles de Véquateur et de Vho^ rizon, — Les étoiles nous semblent situées à la surface d'une
sphère dont la concavité est tournée vers nous; par suite du mou* vement de rotation de la Terre, cette sphère nous paraît emportée CD sens opposé, c'est-à-dire de Test à l'ouest; une ligne parallèle à Taxe de la Terre et menée par un point de sa surface décrit dans le mouvement diurne la surface d*un cylindre ayant pour base le parallèle du point considéré; mais, puisque la distance. des étoiles est infiniment grande par rapport au diamètre de la Terre, cette ligne coupe toujours la sphère céleste aux mêmes points que Taxe de la Terre. Ces points, vus de la Terre, paraissent immobiles sur la sphère céleste et s'appellent pôles de la sphère céleste ou pôles du monde; celui qui correspond au pôle nord de la Terre et qui est visible dans rhémisphère terrestre boréal s'appelle pôle nord; le pôle opposé est le pôle sud» Une ligne parallèle au plan de Téquateur terrestre, cVst-à-dire perpendiculaire à la première, décrit dans le mouvement diurne un plan qui coupe la sphère céleste suivant un grand cercle dont les pôles sont les pôles du monde, et qu'on appelle équateur. Une droite inclinée sur Taxe de la Terre d'un angle différent de 90" décrit la surface d'un double cône dont l'intersection avec la sphère céleste se compose de deux petits cercles parallèles à Téquateur; leur distance angulaire au pôle est égale à Tangle de cette ligne avec Taxe; on les nomme parallèles.
Le plan tangent en un lieu de la surface de la Terre coupe la sphère céleste suivant un grand cercle, V horizon, qui sépare la partie visible de la sphère de sa partie invisible. L'angle de Taxe du monde avec ce plan est la latitude géographique du lieu; la tangente au méridien du lieu décrit dans le mouvement de rotation de la Terre un double cône qui coupe la sphère céleste suivant deux parallèles, dont la distance au pôle le plus voisin est égale à la latitude du lieu. Le plan de l'horizon est toujours tangent à ce double cône, et les deux parallèles déterminent deux zones, dont la plus voisine du pôle visible est constamment audessus de l'horizon, tandis que l'autre est toujours au-dessous; les étoiles situées dans les autres régions du ciel ont un lever et'un coucher, et décrivent de l'est à l'ouest un parallèle généralement incliné sur l'horizon. Une ligne perpendiculaire à l'horizon passe par le zénith , point le plus élevé de l'hémisphère visible, et par le
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nadir ^ point diamétralement opposé. Dans le mouvement diurne, cette ligne coupe la sphère céleste suivant un petit cercle, dont la distance au pôle est égale au complément de la latitude du lieu; toutes les étoiles situées à cette distance du pôle passent donc par le zénith du lieu; la verticale et la parallèle à Taxe du monde sont toutes deu:i^ situées dans le plan du méridien du lieu; par suite, ce pian coupe la sphère céleste suivant un grand cercle qui passe par les pôles du monde, le zénith et le nadir. On désigne indifféremment sous le nom de méridien ce plan et le grand cercle qui lui correspond. Toutes les étoiles traversent deux fois ce plan pendant la durée d^une révolution diurne; la partie du méridien passant par le zénith et allant du pôle visible au pôle invbible correspond au méridien d*un lieu sur la surface de la Terre; Tautre partie correspond au méridien d^un lieu dont la longitude diffère de i8o° ou douze heures. Quand une étoile atteint la première partie du méridien, on dit qu^elle est à sa culmination supérieure; au contraire, elle est à sa culmination inférieure lorsqu'elle en atteint la seconde partie. On ne peut donc voir à leur culmination supérieure que les étoiles dont la distance au pôle invisible est plus grande que la latitude du lieu, et à leur culmination inférieure que celles dont la distance au pôle visible est moindre que cette quantité.
L*arc *du méridien compris entre le pôle et Thorizon est la hauteur du pâle, il est égal à la latitude du lien ; Tare du méridien compris entre Téquateuret Thorizon est la hauteur de Véquateur, complément de la hauteur du pôle.
30. Premier système des coordonnées : Azimut et hauteur, — Pour fixer par rapport à T horizon la position d*une étoile sur la sphère céleste, on emploie deux coordonnées sphériques. L'une d'elles est Tare du grand cercle mené par rétoile et le zénith, compris entre Thorizon et Tétoile, et compté de Thorizon vers le zénith; cet arc s'appelle hauteur et le cercle dont il fait partie vertical de Tétoile; Tautre coordonnée est V azimut, arc de l'horizon compris entre le vertical et le méridien du lieu, et compté du sud du méridien de o® à 360** par Touest, le nord et Test. Au lieu de la hauteur, on emploie fréquemment la distance
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zénithale, arc du vertical compris entre Tétoile et le zénith ; elle est le complément de la hauteur. Les petits cercles parallèles à rhorizon s'appellent cercles horizontaux ou almicantarats»
On peut aussi employer un système de coordonnées rectangulaires, dans lequel Taxe des z est perpendiculaire au plan de rhorizon, Taxe des x une droite de ce plan passant par Torigine des azimuts, et Taxe des j une autre droite passant par Tazimut 90", c'est-à-dire par le point ouest. Si Ton désigne Tazimut par A et la hauteur par /<, on a
j: = cos//cosA, jrrr cos/i sinA, 2 = sin/f.
Remarque. — Pour observer ces coordonnées sphériques, on se sert d^un ÎDStruroent appelé aUatimut dont la construction correspond eompléteraenjl à ce système de coordonnées. II se compose essentiellement d^un cercle di- Tîsé, porté par trois vis calantes, et qu^on peut rendre horizonla[ à Paide d'un niveau. Ce cercle reprcsenie leplan de Thorizon. Dn axe porpendicu-' laire dirigé vers le zénith et passant par son centre porte un second cercle, dont le plan lui est parallèle et par suite perpendiculaire au plan de lliorîzon. Autour du centre de ce second cercle se meut une lunette, liée à un index qui donne la position de la lunette sur le cercle. L'axe vertical, mobile avec le cercle et la lunette, porte un second index, au moyen duquel on détermine sa position sur le cercle horizontal. Il sudit dès lors de connaître à quel point de chacun de ces cercles correspondent le méridien et le zénith, pour pouvoir, eu visant une étoile avec la lunette, déterminer son azimut et sa distance zénithale ou sa hauteur.
D'autres instruments ne permettent d'observer que les hauteurs, il:* s'appellent instruments de hauteur; ceux qui servent seulement à l'observation des azimuts s'appellent théodolites.
31. Second système de coordonnées : cingle horaire et déeli' naison, — L'azimut et la hauteur d'un astre varient constamment à cause du mouvement de rotation de la Terre, et diffèrent au même instant en chaque lieu de sa surface. Il est parfois né> cessaire d'indiquer les positions des étoiles à l'aide de coordonnées dont les valeurs soient indépendantes du lieu d'observation et du mouvemient diurne; on les rapporte alors à des grands cercles fixes sur la sphère céleste : que par le pôle et Tétoile on mène un grand cercle, l'arc de ce grand cercle compris entre Téqualeur et l'étoile est la déclinaison; celui qni mesure la distance de Fétoilc au pôle est ]& distance polaire; ce grand cercle lui-même s'appelle
cercle de décii/iaison : la déclinaisoo est comptée positivement quand Tétoile est située dans la partie du cercle de déclinaison comprise entre Téquateur et le pôle nord, négativement quand réloile est située dans la partie comprise entre Téquateur et le pôle sud; la déclinaison et la dislance polaire sont complémentaires Tune de Tautre et correspondent à la hauteur et à la distance zénithale dans le premier système de coordonnées.
L*arc d^équateur compris entre le cercle de déclinaison de Tastre et le méridien ou Tangle au pôle qu*il mesure s^appelle ang/e horaire de Tétoile, et peut servir de deuxième coordonnée. On le compte de o" à 36o°, à partir du méridien^ dans le sens du mouvement diurne, c'est-à-dire de Test à Touest en passant par le sud.
Les cercles de déclinaison ou cercles horaires correspondent aux méridiens sur la surface de la Terre, et Ton voit de suite que lorsqu'une étoile passe au méridien d'un lieu dont la longitude ouest est /-, elle a au même instant un angle horaire égal à k. En général, quand une étoile a en un lieu déterminé Tangle huraire t, elle a au même instant un angle horaire égal à r + A en un lieu dont la longitude est k (comptée positivement à Test, négativement à Touest).
Au lieu d'employer ces deux coordonnées sphériques, décli> naison et angle horaire, on peut encore fixer la position d'un astre à Taide de coordonnées rectangulaires : on prend un système de trois axes, dans lequel la partie positive de Taxe des z est per|)endiculaire à Téquateur et dirigée vers le pôle nord, tandis que les axes des x et des x sont dans le plan de Téquateur, la partie positive de Taxe des x passant par Torigine des angles horaires, et la partie positive de Taxe des / par le point dont Tangle horaire est 90**. Soient $ la déclinaison, t l'angle horaire, on a
x' = cos J cosr, x' z=. cos^ sinr, s' = sîn ^.
Remar^uj. — Il exi&te une seconde espèce dMnslrumcnis correspondant» à ce deuxième système de coordonnées, déclinaison et angle horaire. On les appelle instruments parallacti(fues ou équaloriaux i le cercle qui tout & rhcure était parallèle à l'horizon, est maintenant parallèle à Péquatcur, de telle soi te que Paze perpendiculaire, est dirige suivant Paie du monde,
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et que tout cercle parallèle à Tare est un cercle de déclinaison. Si Ton connaît les points de chacun des cercles qui ri^pondent Pun au mériilien, origine des angles horaires, Paulre an pôle, il est facile de trouver Pangle horaire et la déclinaison ou la riistnnce polaire d\in astre.
32. Troisième système de coordonnées : Ascension droite et déclinaison, — Dans le système précédent, Tune des coordonnées, la déclinaison, est invariable; l'autre, l'angle horaire, croît proportionnellement au temps, et diffère au même instant pour des lieux de la Terre dont la longitude est différente. Afin d'avoir une deuxième coordonnée constante, on adopte pour origine un point fixe de réquateur. Au lieu du point variable où le méridien vient le couper, on choisit l'un des points d'intersection de l'équatenret du grand cercle que le centre du Soleil, vu du centre de la Terre, décrit parmi les étoiles d^occident en orient dans l'espace d'une année. Ce grand cercle, appelé écîiptiejuey fait avec l'équateur un angle d'environ 28^ 3o', qu'on nomme obliquité de l'écliptique; les points d'intersection de Técliptique avec l'équateur s'appellent équinoxes du printemps et d'automne, parce que pour toute la Terre le jour est égal à la nuit, quand, le 2 1 mars et le 28 septembre, le Soleil se trouve en l'un de ces deux points (*). Les points de récliptique situés à 90** des équinoxes se nomment 50/5/10^5. Cette nouvelle coordonnée comptée sur l'équateur à partir de l'équinoxe du printemps, et de o^ à SSo** de l'ouest à Test, en sens inverse du mouvement diurne, est appelée ascension droite.
Au lieu des coordonnées sphériques, ascension droite et déclinaison, on peut, comme plus haut, introduire des coordonnées rectangulaii*es, en rapportant la position de Tastre à un système de trois axes, dans lequel la partie positive de l'axe des z est perpendiculaire à l'équateur et dirigée vers le pèle nord ; Taxe des.r et Taxe des j^ sont situés dans le plan de l'équateur, la partie positive de Taxe des x étant dirigée vers l'origine des accusions droites, et la partie positive de l'axe des y vers le point dont Tascension
(*) En effet, Téquateur et Tborizon se coupent en deui parties égales puisque ce sont deux grands cercles; donc, quand le Soleil est sur Péquateur, il reste ce jour-là aussi longiemps au-dessus de rborizon qu'au-dessous.
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droite est 90*». Soit a l'ascension droite, on a
j?*'^cosJcosa, j' = cos^sîna, z*'=:sin^«
Les deux coordonnées a et ^ sont constantes pour chaque étoile. Mais pour en déduire I^ lieu d*un astre à un instant déterminé, il faut connaître au même instant la position de Téquinoxe du printemps par rapport au méridien, c*est-à>dire Tangle horaire de ce point, qui est appelé temps sidéral. On compte 24 heures sidérales dans le jour sidéral, temps d'une révolution complète de la sphère céleste. Il est o^'jT. S. en un lieu quand le point équinoxial du printemps passe au méridien de ce lieu; i**,'!. S., quand Fangle horaire de ce point est i5° ou i*.
Désignons le temps sidéral par 0, on a toujours
0 — r r=: a, d*OÙ / z=: 0 — a.
Supposons, par exemple, Tascension droite d'une étoile égale à 190** 20', le temps sidéral 0 = 4'' = ^o"; alors t == 229'^ J^o' ou i3o^2o' àTesl.
DeTéquation précédente, il résulte que pour /= o, 0= «. Le temps sidéral du passage d'une étoile au méridien d'un lieu est marqué par son ascension droite exprimée en temps. Si donc on connaît l'ascension droite d'une étoile qui passe au méridien à un instant déterminé, on a par cela même le temps sidéral pour cet insts^nt (*).
Il résulte de ce qui précède que si le temps sidéral en un lieu est 0, au même instant le temps sidéral en un autre lieu dont la longitude diffère de A, est 0 -h /-, où k est positif ou négatif suivant que ce lieu est à Test ou à Pouest du premier.
Remarque. — On peul (jétcrminer les coordonnées de ce troisième système à Paidc des instruments de la seconde espèce quand on connait le
C*) La conversion d^un arc en temps et Topération inverse se présentent fréquemment.
i^ Conversion d'un arc en temps, — On divise par i5 les degrés, minutes et secondes d^arc; les quotients sont des lieures, des minutes et des secondes de temps; on multiplie par 4 les restes des divisions des degros et des mi-
temps sidéral. Dans an cas particulier, on peut les obserrer aussi avec les instruments de la première espèce, c^est-à-dire au moment du passage de Péloile au méridien. En effet, robservation du passage donne Tascension droite, et celle delà hauteur de Pétoile dans le méridien donne la déclinaison, pourvu toutefois que la hauteur de Téquatcur ou du pôle au lieu de robservation soit connue. Pour ces observations on emploie Te cercle méridien. Si cet instrument ne doit pas servir à observer les hauteurs, mais seulement le temps du passage de Téloile au méridien, c^est simplement un corde azimiital placé dans le plan du méridien, qu'*on appelle instrument des passages. En observant, à Paide d^une pendule side'rale bien réglée, les temps des passages des étoiles au méridien, on a leurs diiïorences en ascension droite; il est plus |difticile de connaître les ascensions droites absolues, car le point origine des ascensions droites n^est pas immédiatement observable.
33. Quatrième système de coordonnées : Longitude et latitude, — On eniploTe enfin un système de coordonnées qui a pour base récliptiqutf ; les grands cercles qui passent par le pôle de i'écliptique, et par conséquent lui sont perpendiculaires^ s'appellent cercles de latitude, et l'arc d'un tel cercle compris entre récliptique et Tastre s'appelle latitude àe l'étoile; la latitude est positive quand l'astre est dans l'hémisphère situé au nord de Técliptique,
notes d^arc, les produits sont dâs minutes et des secondes de temps quMl faut ajouter aux précédents.
Soit par exemple à convertir en temps 289® i8'46''>73.
SH
23t;Oi8'46",75= i5h57"M.5»,ii7.
tjo Conversion d'un temps en arc. — On multiplie les heures par i5, on obtient des degrés; on divise par 4 les minutes et les secondes de temps, les quotients sont des degrés et.des minutes d'arc; on multiplie par iSles restes de ces divisions, ce qui donne des minutes et des secondes d^arc, et on ajoute toutes ces quantités.
Soit par exemple à convertir en arc i5^57"* i5*,ii7.
57™ = i4®-i-iXi5'
i5»,ii7= 3'H-3,n7Xi.V'
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négative. quand il est dans rhémisphère sud; Fautre coordonnée, la longitude, est comptée sur Técliptique : c'est Tare compris entre le cercle de latitude de Tétoile et Téquinoxe du printemps. Elle est comptée de o*' à 360** à parljr de Téquinoxe, dans le même sens que l'ascension droite, sens opposé à celui du mouvement diurne {*). Le cercle de latitude dont la longitude est nulle est le colure de Véquino.Te; celui dont la latitude est go** est le coliire du solstice. L'arc de ce dernier colure compris entre Téquateur et l'écliptique, ou Tare égal compris entre le pôle de Téquateur et le pôle de récliptique, est Vobliquiit^ de l'écliptique,
Nous désignerons toujours la longitude par^^la latitude par p, et l'obliquité de Fécliptique pars.
On exprime aussi les coordonnées sphériques ^ et X à l'aide d'un système de coordonnées rectangulaires d^ns lequel la partie positive de Taxe des jr est perpendiculaire au plan de l'écliptique et dirigée vers le pôle nord ; Taxe des .r et Taxe des x ^^^^ situés dans récliptique, la partie positive do l'axe des x passant par le point origine, celle de Taxe des x P^^ ^^ point de longitude 90**. On a alors
y = cos p cos A, x"' =^ cos p sin >, z'" = sin p .
Ces coordonnées, longitude et latitude, ne sont pas données par l'observation directe, mais on les déduit à l'aide du calcul des coordonnées d'un autre système.
Eemarque. — Puisque le mouvement du Soleil n^est qn^apparent, el que la Terre tourne réellement en un an autour du Soleil, il est bon de se familiariser avec la signification qu^ont dans ce cas les cercles dont nous venons de parler. Le centre de la Terre se meut autour du Soleil dans un plan, qui passe par le centre du Soleil et coupe la sphère céleste suivant un grand cercle, Vécliptique. La longitude de la Terre vue du Soleil diffère donc toujours de 1800 de la longitude du Soleil vue de la Terre : Taxe de la Terre fait avec ce plan, un angle de 66^ 3o', et reste toujours parallèle à lui-même, pondant son mouvement autour du Soleil; il décrit donc dans IVspace d^une année la surface d'un cylindre dont la base est l'orbite terrestre. En raison
(*) Les longitudes des étoiles sont souvent aussi données au moyen des signes du Zodiaque^ dont chacun comprend So^. Ainsi 6 signes i5<* = igS^ de longitude.
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de la grande distance des étoiles, cet axe, dans toutes ses positions, paraît percer la sphère au même point, le pôle du monde, dont la distance au pôle d&récUptique e&t de 33^ 3o'; de même dans ce mouvement de rotation Péquatenr terrestre reste toujours parallèle à lui-même, il se déplace pourtant dans le cours d^une année de tout le diamètre de Torbite terrestre. Mais, k cause de la distance infinie des étoiles, les intersections de la sphère céleste et de tous les plans avec lesquels Téquateur terrestre coïncide successivement se confondront toujours avec le grand cercle dont les pôles sont les pôles du monde; et les lignes suivant lesquelles ces plans se coupent seront toujours dirigées vers les points d^intersection de Téquateur et de Técliptique.
II. — Transformation de ces différents systèmes de coordonnées.
34. Transformation de i 'azimut et de la hauteur en angle horaire et déclinaison. — Supposons le lieu d'un astre donné par son azimut et sa hauteur, et cherchons à déterminer son angle horaire et sa déclinaison. Pour cela nous ferons tourner Taxe (les z du premier système de coordonnées dans le plan des xz, de Taxe 'des x positifs vers Taxe des z positifs, d'un angle égal à 90® — (p («p étant la hauteur du pôle), car les axes des y coïncident dans les deux systèmes; les formules (i a) de la transformation des coordonnées ou les formules de la Trigonométrie sphérique appliquées au triangle formé par le zénith, le pôle et l'étoile donneront {*)
sin^ = sin<psin/i — cos^cos/i cosA, cos(îsinr= cos/isinA, cos(î cosr = sin A cos<p -H- cos/i sin^ cos A.
Afin de transformer ces formules en d'autres plus commodes pour le calcul logarithmique, on pose
sin/i = //jcosM, cos/i cosA = /// sin M,
{*) Les trois côtés de ce triangle sont respectivement
et les angles opposés
ty iSo^'-^A et Tanglo à Tétoile.
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et oii obtient
sin$ =:m sin (^ — M),
cos^ sin t = cosh sin Â,
COS(îcOSr=: /W COS((p — M).
Ces formules donnent sans ambiguïté les grandeurs cherchées, car chaque élément est donné par son sinus et son cosinus; leurs signes déterminent donc le quadrant dans lequel se trouve Fextrémité de Tare qui le mesure. «
Les quantités auxiliaires m et M ont une signification géométrique facile à trouver. A ce point de vue leur introduction revient à remploi des deux triangles rectangles déterminés par le grand cercle abaissé de l'étoile perpendiculairement sur le côté 90** — ^ ou sur son prolongement, et dont la somme ou la différence forme le triangle sphérique obliquangle. En effet, M est donné par la relation
tang^ = cosAcotM,
et il résulte de la troisième des formules (16) du n*^ 8, que M est l'arc compris entre le zénith et le pied de la hauteur du triangle. D'un autre côté la première des formules (10) montre que la hauteur P du triangle se déduit de Végalité
sin A zrr cos P cosM ;
et en comparant cette formule avec Tune des précédentes
sin// z= wcosM,
on voit que m est égal au cosinus de cette hauteur.
E?^EMPLE. — Soient
ff= 52î°3o'i6",o h = 16. 11.44 9^ A z= 202. 4* i5 ,5
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Le calcul sera le suivant.:
cosA 1 ,9669481/1 m sinM. ... i ,9493620/7
cosA 1,9824139 /TicosM.... 1,44^4744
sinA 1 ,5749045^ M=:— 72® 35' 54", 61
sinM.... 1,9796542/?
(p — M = i25«6'io%6i
sin((p — M).... 1,9128171
ces (y — M).... 1,7597036/2
cos^sinr. .. 1,5573184/2 sin^... 1,8826249
cos^cosf. .. 1,7294114^ cos^. . . 1,8104999 r=2i3»56'2",22 ^=:-i-49°43'46>o
cos/... 1,9189115/1
35. Transformation de Vangle horaire et de la déclinaison en azimut et hauteur. — Dans la suite, on aura plus fréquemment à résoudre le problème inverse : Un lieu étant donné par son angle horaire et sa déclinaison, on veut trouver son azimut et sa hauteur. Les formules du n*' 3 relatives à la transformation des coordonnées donnent les équations suivantes :
sin ^ =: sin y sin § -f- cos(j) cos<^ cos^, cos^ sin A = cos à sin ty cosh cos A = — cos^ sin^ -f- sin<p cos^ cos/,
formules auxquelles on donnera une forme plus commode par rintroduction d^un angle auxiliaire. Posons, en effet,
cos^ cos/ = m cos M,
sin^ = //i sinM;
il en résulte
sin // == m cos (y — M),
cos h sin A = cos $ sin r,
cos A cos A =2 m sin(f — M),
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OU aussi
cosM tangr
" sm((j) — M)
, cosA ,^.
^'°g^'=tang(y-M)'^^-
Dans le cas où Ton cherche la distance zénithale seule, les for mules suivantes sont commodes. De la première des égalités précédentes on déduit poursin^ ou cosz
t cosz = cos (ip — S) — 2 cosf cos^ sin' -
ou
sin' - = sin^ h coso coso sm* -•
Posons maintenant
n z=i sm 5 m = y^^* ? coso ,
il vient
sin' - = mM 1 H sin' -
OU, SI I on pose — sm - = tangN,
sin - = — et sm - = -: — —sm-»
2 cosN 2 smN 2
Lorsque sinN est plus grand que cosN, il est préférable d'employer la seconde formule.
£n outre, comme nous le verrons plus tard, il faut, dans la formule qui sert au calcul de /i, employer f — S pour les étoiles qui passent dans le méridien au sud du zénith, et ô — ^ pour celles dont la culmination se fait au nord du zénith.
Appliquons les formules de Delambre au triangle formé par le
(*) Puisque Tazimut est toujours du môme côlé du méridien que Tangle horaire, il n''y aura jamais d^ambiguïtc pour le choix du quadrant.
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zénith, le pôle et Fétoile; nous obtiendrons, en désignant par p Tangle qui a son sommet à l'étoile,
z , A — p . i . o cos — sin == sm - sm
cos — cos = cos — cos -
. Z . A-\-p . t « sin - sm =r in -- cos ^
sm — cos — z=: os - sin
Comptons l'azimut à partir du point nord, comme on le fait dans le cas de Tétoile polaire ; en d'aufres termes, remplaçons A par i8o.** — A dans ces formules, nous obtenons
Z./J-+-A t d — © cos - sin = cos - cos >
cos - cos = sin - sin 7
sm - sin =: cos - sm ?
sin - cos = sin - cos •
Il arrive souvent que pour une même latitude, on a à faire un grand nombre de ces transformations (*). Dans ce cas on abrège beaucoup le calcul en réduisant en tables certaines des quantités à déterminer. La transformation suivante est surtout commode. On avait
[a) sin// = sin f sin ^ + cos 7 cos (^ cos/,
[b) cos h sin A = cos $ sin /,
[c) cos// cos A = — cos ç sin ^ -4- sin ^ cos ^ cos r.
{*) Si, par exemple, on veut observer des étoiles données par leurs ascensions droites et leurs déclinaisons, à Taide d^un instrument sur lequel on ne peut lire que les hauteurs et les azimuts, il faut d'abord calculer Paiiglo horaire à Paide de Tascension droite et du temps sidéral.
Désignons par Ao et ^o les valeurs de A et ^ qui correspondent 'd h = o dans les équations précédentes, et qui, par suite, sont données par les équations
(d) o = sin® sint^o -♦- cos^ cos^a cosf,
[c) sinAo = cos^o sin^,
( /) cos A 0 = — cos (f sin ^o -h sin ^ cos ^o cos i.
Multiplions Téquation (/) par cosip, Téquation (d) par sin 7, et retranchons la seconde de la première. Multiplions l'équation (/) par sin ^, et Téquation (^) par cos (p, et retranchons la seconde de la première, nous obtenons
cosAt cos y = — sin ^09
cosAo sinf = cos^o cos/,
sinAo = cos ^0 sin r.
Posons ensuite
sin^ = sin 7 cos B,
cos y cos t =z sin 7 sin 6 ,
cos^ sin/ = C0S7 ;
l'équation (d) donne
0 = sin7sin(<yo-l- B) ou
et réquation (a)
sinA = sin7 sin((î 4- B).
De plus, retranchons le produit des équations (c] et (e) du produit des équations (^) et (/), nous avons
cos^sin(A — Ao) =: cosysin/sin(^ — ^0) = COS7 sin(^ -f- B);
de même au produit des équations (c) et (/) ajoutons le produit des équations (^) et (^) et celui des équations (e) et (e/), nous obtenons
cos h cos (A — Ao) = cos 9 cos S^ sin^ / -f- sin 5 sin ^» -4- cos S cos ^0 cos'/
= cos(^ — ^0) = cos(^ -f- B).
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Le système entier de formules est ainsi :
Ssinep = sin7CosBy ^.j . cosf cosr= sin7 sinB,
( cosç sinf = C0S7;
IsinB = cosAo cos^ , cosB cost = cosAo sin^ y cosB sin/ = sin A»;
l sinA =r:sin7sin((î -f-B),
(3) < cosAcos(A — Ao) = cos(^-h B),
( cos/i sin(A-- Ao) = cos7sin(^-f- B).
Posons
D=::sin7, €==0057, ^ — A«=:tt;
ces formules donnent
tangB = cot(p cos/, tangAo = sin(p tangf,
sinAr=Dsin(B-t- ^), tangw = Ctang(B-f-<î), A = Ao -h «.
D et C sont les sinus et cosinus d'un angle 7 donné par l'équation
C0I7 = sinB tangr = cot(j>sinAo (*).
Ces formules ont été données par Gauss dans les Tables auxiliaires de Schumachery nouvellement éditées par Warnstorff, p. i35, etc. On réduit ces grandeurs D^ G, B et Ao en Tables dont l'argument est t\ le calcul de la hauteur et de Tazimut, au moyen de Pangle horaire et de la déclinaison, se trouve alors ra-
C^) On a en effet diaprés les formules (a)
cot (f sin A, = sin B tang t .
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mené à celui des formules
siD^=:Dsin(B-l- 5), taûgtt=:Ctang(B4-^), '
A = Ao-+- «.
Dans les Tables auxiliaires de Warnstorff on trouve une Table de ce genre, calculée pour la latitude de TObservaloire d'Altona. Il suffit d'ailleurs de calculer ces Tables de ^ =: o à / = ô**. Car Téquation tângAo = sin^ tang^ montre que Ao et e sont toujours compris dans le même quadrant, et qu^ainsi à un angle horaire égal à 12** — t correspond un azimut égal à i8o'* — A. Il résulte de plus de Téquation relative à B que cet angle est négatif si f^S^ ou >go", et qu'avec un angle horaire 12^ — t, on doit employer la valeur — B. Au contraire, les grandeurs
G = cos7sin/ et D == ySn^f + cos^wcos^
ne changent pas si Ton remplace / par 180® — t. Dans le cas où e serait compris entre 12^ et 24**, on ferait le calcul avec le complément de ^ à 24^ et, au lieu de la valeur trouvée pour A, on prendrait son complément à 36o°.
Ici encore il est facile de trouver la signification géométrique des angles auxiliaires. ^0 et Ao sont les valeurs de ^ et A correspondant à une valeur nulle de h dans la première des équations primitives; S^ et A» sont donc Tun la déclinaison, Tautre Taûmut du point où le cercle horaire mené par Tétoile coupe l'horizon. De plus, comme B = — ^q, B + 5 est Tare SF (fig. i) du cercle horaire prolongé jusqu'à l'horizon (*). Considérons le triangle FOK, rectangle en K, formé .par l'horizon, l'équateur et le côté FK = B, et dans lequel Tangle en O est égal à 90® — ^ ; on aura, en lui appliquant la sixième des formules (10) du n'* 8,
sin <j> = cosB sin OFK.
Mais on a aussi
sin 9 = DeosB;
{*) Dans cette figure P. est le pAIe, Z le zénith, OH Pborizon, OA Péquateur et S Tétoile.
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donc D est le sinus et par conséquent C le cosinus de i^angle OFK.. Enfin, comme on le voit facilement , l'arc FH == A« et Tare
Fig. I.
On trouve aussi les formules données précédemment par la considéralion des trois triangles PFH, OFK,, SFG rectangles en H, K, G. Le premier triangle donne
tangÂo == tang^siuf,
le second
langB = cot <f cos/,
coty = sinBtangr = cot«psin Ao;
* et le troisième
sîn/f =:sin7sin(B H- S), tangif nr C0S7 tang (B H- 5) .
On peut se servir de grandeurs auxiliaires analogues pour la résolution du problème inverse traité au n® 3ky c'est-à-dire pour le calcul de l'angle horaire et de la déclinaison d'une étoile à Taide de sa hauteur et de son azimut. On a, en effet, dans le tiîangle SLK rectangle en K, en désignant LG par B', LK par »', AL par A',, le cosinus de l'angle SLK par C» son sinus par D%
C'tang {h — B') r=:iangtt', D'sin(/i — B')==sin(î,
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et
OÙ
tangB' = cotf cosA, taogA', =: siof taDg A ;
et D' et G' sont les sinus et cosinus d'un angle 7' donné par Téquation
coty' = sinB' tang A.
Ainsi pour le calcul des grandeurs auxiliaires on a les mêmes formules que plus haut, avec cette seule différence que Tazimut A remplace partout l'angle horaire /. On peut donc se servir des Tables auxiliaires précédentes, à la condition de prendre pour argument Tazimut exprimé en temps.
36. Angle para llacti que, — Formules différentielles relatives aux deux transformations précédentes, — La cotangenle de i'angle 7, que Gauss désigne par E, peut servir à calculer l'angle ayant pour sommet l'étoile, dans le triangle formé par le pôle, le zénith et l'étoile. Cet angle compris entre le cercle vertical et le cercle de déclinaison s'appelle angle parallactique ; il est fréquemment employé. Si Ton possède les Tables auxiliaires, indiquées ci-dessus, Tables dans lesquelles on a introduit aussi la quantité E, on calcule aisément cet angle, que nous désignerons par />, à l'aide de la formule
obtenue en appliquant au triangle rectangle SGF de lay%. i la cinquième des formules (10) du n** 8. Si au contraire, on n'a pas ces Tables à sa disposition, on se servira des formules
cos^ sin/7 = cos({) sinr,
cos/i cos/? = cos ^«sin^ — sini^ cos^ cos/,
que donne le triangle SPZ ; et en prenant
cosf cosf = n sinN, sinf = /icosN,
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on obtiendra
cos // sinp ■= ces ç sin f ,
cos// cos/? = n cos ( ^ -f- N ),
formules commodes pour le calcul logarithmique.
On emploie Tangle parallactique, par exemple, dans le cas où Ton veut calculer Tinfluence d^ine petite variation dans Tazimut et la hauteur sur Tangle horaire et la déclinaison. On a, en effet, en appliquant au triangle déterminé parle pôle, le zénith et l'étoile, la première et la troisième des formules (11) du n** 9,
dS = cosp dh -\- cosf df^ -f- cos h sin/» ^ A, cos§dt z= — sin/? dh 4- sin^ sin^^(p + cos A cosp ^A,
et pareillement
dh = cos/? d$ — cos A dff — cosiî sin/? dty cos h dA. = sin/? d$ — sin A sin A ^<p -f- cos^ cosp dt,
37. Transformation de ^ascension droite et de la déclinaison en longitude et en latitude — Pour passer de l'ascension droite et de la déclinaison à la longitude et à la^latitude, il suffira de faire tourner l'axe des z" (n** 32) dans le plan des y" ^\ de Taxe des j'' positifs vers Taxe des z" positifs, d'un angle s égal à l'obliquité de Técliptique. Les axes des x" et des x'" coïncident dans les deux systèmes : on déduit des formules (i ^r) du n° 1
cospcosX = cos 5 cos a, cosp sinX = cos^sina cose + siuiî ^ins, sin p = — cos^ sin a sin e -h sin^ cos« .
On aurait encore pu obtenir ces formules par la considération du triangle sphérique déterminé par l'étoile, le pôle de Féquateur et celui de Técliptique. Les trois côtés ont pour valeurs 90°—^, 90** — p, ej les angles opposés, 90° — >, 90® -h a et l'angle à l'étoile.
Pour rendre les formules précédentes calculables par logarithmes, on emploie les grandeurs auxiliaires
, , (M sinN = sîn^,
McosN = cos^sina, ,
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et les trois équations deviennent
cos p cos A = cos^ cosa , cosp sin> =: Mcos(N — i), sinp =:Msin(N — e).
Cette méthode offre de plus l'avantage qu'on peut déterminer
toutes ces auxiliaires par leurs tangentes; il suffit de remplacer M
, cos^sina ,,
par sa valeur rr— ? et 1 on a
cosN
tang^
tangN= -r-^9 ^ sma
{i}) l , . cos(N- i)
cosN
lang^ = — zzzn^ — ^^^S^»
tangp = tang(N — e) sinX.
Les formules primitives donnent X et p sans aucune ambiguïté; mais si Ton fait le calcul à l'aide des formules {b), le quadrant dans lequel se trouve X ne parait pas tout d'abord bien déterminé. La formule de vérification
COSp COSX =: cos ^ cos a
permet de lever la difficulté, et montre qu'il faut prendre X dans un quadrant déterminé par le signe de tangX et par la condition que cosa et cosX aient le même signe.
Gomme vérification du calcul on peut encore emplover Téj^alité,
, » cos(N — e) cospsinX
(cl ——^^—^^^^^ ^
cosN cos^sina
obtenue par la division des équations
cos^sinX =: Mcos(N — «), cos (^ sin a = M cosN .
L'interprétation géométrique des grandeurs auxiliaires est facile : N est l'angle que l'arc de grand cercle mené par Tétoile et
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Véquinoxe du printemps fait avec Téquateur, et M le sinus de cet
arc.
Exemple. — Soient
L*einploi des formules (b) et [c) donne
cos^. . . 1,9820131 tanga... i,o6o56o4
tang^... 7,4681562/1 ^^^(N-O .7
- cosN "• 1,0292017» sina... 1,0077093
e=i:-h 23 27.31 ,72 tang(N — g)... i,4ii4653
N-er=r— 92.13. i3 ,60 sinX... 2,0897293»
cos(N — e]... 2,5882086» P = — 17° 35' 37", 53
cosN ... 1 , 5590069 cos p . . . 1 , 9791948
Vérification,
cosp sin> . . . 2,0689241 n cos(î sin a . . . 1 ,0397224
Si Ton applique les formules de Delanibre au triangle formé par 1 étoile, le pôle de Téquateur et celui de Técliptique, on obtient, en désignant par 90® — E Tangle à Téloile qu'on appelle angle de position (Gauss, Theoria motus, p. 64),
sin (45» — ê^ sini (E - X) = cos (45° -f- ï") sin (45° - ^^
sin (45*» — -^ j cos j ( E — )^ ) z= sin ( 45« -h - 1 cos (45° — - 45o_£\sin|(E + ;)z=sin(45°-{-^)sin(45<>--* cos(45«-^)cosj(E + >)=:cos(45" + ^^œs(45«-~'-^^
IIO ASTRONOMIE SPHÉRIQUE.
formales particulièrement comniodes, si Ton veut déterminer à la fois "ky p, ainsi que l'angle 90® — E.
Remarque. — Encke a donné dans le Jahrbuch de i83l des Tables qui facilitent beaucoup le calcol approché de la longitude t^t de la latitude au moyen de rascension droite et de la déclinaison. On les obtient par une transformation des trois équations fondamemales du n** 9, tout à fait analoj;ue à celle qui a fourni les- Tables du n^' 35. On trouve des Tables plus complètes dans le Jahrbuch de i856.
38. Transformation de la longitude et de la latitude^ en ascension droite et en déclinaison. — Pour ce cas inverse, on obtient des formules entièrement semblables. Les formules (i) rela> tives à la transformation des coordonnées ou le triangle sphérique déjà considéré donnent
cos 8 cos y. = cos p cos^ , cos^ sin a = cos p sin \ cos e — sin p sin s , sin 8 = cos p sin> sine -t- sin ^ coss.
Ces équations s'obtiennent encore en remplaçant dans les trois équations primitives du n® 37, p par B et ). par — a. De cette manière, on déduit aussi des formules (b)y en cbang^ant encore
Nen — N,
tangp
tangN
sinA
cos(N-f-e) ^""g'^ cosK ^"g^'
tang^= tang(N H- e) sin a,
et de [c)y la formule de vérification
cos(N 4-8) cos^sina
cosN cos p sin X
où N désigne l'angle que fait avec l'écliptique l'arc de grand cercle mené par Tétoile et l'équinoxe de printemps.
Enfin, dans ce ras les formules de Delambre conduisent aux
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équations :
sin ^450- i^sinl(E-i-a) = sinUs- 4- ^ sin ^45» - î^") ,
sin (45° j cos j (E H- a ) = cos ( 45*» H- - ) cos f 4^° — ^^^ ) »
^45o_|\sin;-(E-a)z=:cos^45" + ^)sm(45°--î""^
cos
cos
/ 450 j cos{ { E — a) = sin (45*' +*- ) cos f 4^° — —^
Il n'est pas nécessaire de donner un exemple de ce calcul, puisque ces formules s*emploient absolument comme celles du numéro précédent.
Remarque, — Pour le Soleil, qui se meut dans lo plan de récliptiquei les formules se simplifient. En effet, soient L la longitude du Soleil, A et D son ascension droite et sa déclinaison, on a
tang A = tang L cos e,
sin D = sin L sine,
et aussi
tangD = tangcsin A.
39. Angle compris entre les cercles de déclinaison et de latitude, —• Formules différentielles relatives aux deux transformations précédentes. — Les formules de Delambre permettent d'exprimer immédiatement en fonction de X et ^ ou a et §, l'angle à l'étoile dans le triangle déterminé par Tétoile , les pôles de l'équateur ' et de récliptique, c'est-à-dire l'angle compris entre le cercle de déclinaison et le cercle de latitude de l'étoile. En effety cet angle >] est égal à 90** — E. Mais on peut le déterminer sans recourir aux formules de Delambre, à l'aide des équations
cosp sin y} = cosa sine,
cos^cosy] = cose cos^ + sin s sin ^ sin a,
ou
cos^ sinv] = cosX sin s ,
cos ^ cos y] = cosc cos^ — sine sinp sinX,
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OU, si on pose dans le premier cas
cose = m cosM, sine sin a = m sinM,
et dans le second
on obtiendra
cose = n cosN, sine sin). =: n sinN,
cos p sin ïj = cos a sin e , cosp cos>3 = m cos (M — ^),
et
cos<^ sin>i = QQsk sine, cos(^coS7] = n cos(N -4- p).
L'emploi de l'angle >3 est surtout utile quand on cherche Teffet d'une petite variation de X, p et e sur a et ^, et réciproquement. On obtient, en effet, en appliquant au triangle considéré la première et la troisième dçs formules (i r) du n° 9,
r/p = cosTîfi?(î — cosB ûnndoL — sinXr/e, cosp<^/X = sinïîf/^. -h cos^cosijr/a -h cos). sinp^e^
et réciproquement,
dBzzz cosïjûfp -h cosp sin>îC?X H- sina«?e, co%§ doL^=i — sin7]<ip -I- cospcosTj^X — cos a sin ^^e.
Bemarque. — Nous avons dit, dans la Remarque précédente, que le ccnlre du Soleil parcourt Pccliptique; mais cela i^est pas rigoureuBement exact, car les perturbations des planètes donnent aii Soleil une pi'tilc latitude boréale ou australe qui ne peut jamais dépasser une seconde d^arc. On doit donc, après avoir calculé Pascension droite et la déclinaison, au moyen des formules données' dans la Remarque du n^ 38, les corriger do rinfliience de la latitude. Si on la désigne par fi, on a los formules différentiel les
cos D dD = cos>7 dB,
et, en remplaçant sin)} etcos}; par leurs valeurs tirées des formules qui donnent cos ^ sinv; et cos^cosi»;, où Pon a fait tout d^a bord /3 = o,
cosD rf A.== — cos A sin « ^R, cos D dD = cos e d\i.
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W. — Transformation de V azimut et de la hauteur en lon^ gitude et latitude, — Pour ne rien omettre, nous donnerons encore les formules à l'aide desfjuelles on peut transformer l 'azimut et la hauteur en longitude et latitude, quoique ces formules ne soient jamais employées.
On a d'abord, par rapport à Thorizon,
x = cosAcosA, y =:sinAcos/i, zrr: sinA.
Si Ton fait tourner Taxe des x dans le plan des xz d*un angle 90^ — ^ vers Taxe des z positifs, les valeurs des nouvelles coordonnées se déduisent des équations
or' = or sîn<p H- z cos^,
«' rr: z sinç — ^COSf .
Faisons de même tourner dans le plan des a^y^ plan de Téquateur, Taxe des ar' d'un angle 0, de telle sorte que Taxe des x" passe par Téquinoxe du printemps. Taxe des y" par le point d'ascension droite 90**; nous aurons, en comptant l'angle horaire et Tascension droite en sens opposés,
x" z= a/ COS0 -h y sin e , — 7"=j^'cos© — .x'sine,
'Enfin si Ton fait tourner Taxe des y" dans le plan Aes y" z" d*un angle e vers Taxe des z" positifs, on obtient
COSI -h
sine,
cose —
sine»
€t comme nous savons que
x'" = cos p cosX , y" = cos ^ sinX , z*' = sin p, I. 8
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après élimination de x\ y\ a', x", y'\ z", ces formûtes expniweront )i et p en fonction de A, //, «p, 0 et «.
III. — Du MOUVEMENT DIURNE COMME MESURE DU TEMPS
4-1. Temps sidéral. — Jour sidéral. — La révolution diurne de la sphère céleste, ou 'en réalité la rotation de la Terre autour de son axe est uniforme; elle fient donc servir comme mesure du temps. La durée d'une révolution de la Terre autour de son axe, c'est-à-dire le temps qui s'écoule entre deux culminations successives d'une même étoile, s'appelle jour sidéral. Le jour sidéral commence, en d'autres termes il est o^ temps sidéral, à l'instant où le point équinoxial du printemps passe au méridien; on dit qu'il est i^ 2^, 3^,. . ., temps sidéral, quand l'angle horaire de ce point est i**, 2^, 3^,. . ., c'est-à-dire à l'instant où passe au méridien le point de Téquateur dont Tascension droite est 1^, 2^, 3^, . . . ou iS*», 3o% 4^**,
On verra dans la suite que les points équinoxiaux ne sont pas fixes, maisqu*ils se déplacent lentement sur Técliptique. Ce mouvement est composé de deux autres : l'un est proportionnel au temps, et se combine avec le mouvement diurne de la sphère céleste; l'autre est périodique. Par suite de ce dernier, l'angle horaire de l'équinoxe du printemps ne varie pas. d'une manière uniforme^ et le temps sidéral, pris rigoureusement, n'est pas une mesure invariable. Mais cette irrégularité est très*petit9^ et dans une période de 19 ans reste comprise entre -h i* et — i*.
4â. Temps solaire vrai. — Jour solaire vrai. — Moui^enfent de la Terre dans son orbite. — Équation du centre^ — Réduction a Vécliptique. — Si le 21 mars le Soleil est à l'équinoxe di| printemps, il passe ce jour-là au méridien vers o^* *'***. Mais Iç Soleil se meut sur Fécliptique d'un mouvement rétrograde, et, puisque le 23 septembre il se trouve à l'équinoxe d'automne et possède une ascension droite de 12^, il passe ce jour-là au méridien vers i2'»**^-. Le passage du Soleil au méridien a donc lien dans un an successivement à toutes les heures du jour sidéral.
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L'emploi du temps sidéral présenterait pour la vie civile de grands inconvénients, aussi fait-on servir le Soleil lui-même à la mesure du temps. L'angle horaire du Soleil à un instant quelconque s'appelle temps solaire vrat\ et le temps qui sépare deux culminations successives yoar solaire vrai. Il est midi vrai en un lieu, quand le centre du Soleil est au méridien; mais l'ascension droite du Soleil ne variant pas uniformément, le temps vrai présente aussi l'inconvénient de n'être pas uniforme. Deux causes produisent cette irrégularité du mouvement du Soleil en ascension droite : rinclinaison de l'écliptique sur l'équateur et la nonuniformité du mouvement du Soleil sur l'écliptique. Ce mouvement annuel du Soleil n^est qu'une apparence et provient du mouvement de la Terre autour du Soleil. D'après les lois de Kepler, la Terre se meut dans une ellipse dont le Soleil occupe l'un des foyers, de telle sorte que la ligne qui joint les centres de la Terre et du Soleil (le rayon vecteur de la Terre) décrit des aires
égales dans des temps égaux. Mais Taire de l'ellipse est fr a' \/i — e^; en désignant par r la durée de l'année sidérale, c*est-à- dire le temps que met la Terre pour accomplir une révolution complète
autour du Soleil, la vitesse aréolaire F de la Terre sera .
Si l'on prend le demi grand axe de Tellipse comme unité, et si au lieu de l'excentricité, on emploie l'angle «p donné par l'équation e == sin^ , on aura
TT 6os ç F = •
Soit maintenant T l'époque ovi la Terre est le plus près du Soleil ou l'époque (lu périhélie ; au temps t le secteur décrit par le rayon vecteur depuis le passage au périhélie est F (/ — T). Ce
secteur peut aussi s'exprimer par l'intégrale définie \ f r^d-»^
où r est le rayon vecteur et v Tangle qu'il fait au temps f, avec le grand axe et qu'on appelle anomalie vraie de la Terre. On a donc l'équation
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Comme, dans Fellipse,
a(i — e^) a cos^^
I -4- <• COSv
Ainsi Ë a une valeur toujours possible, car la valeur du second membre est toujours comprise entre + i et — i ; par une transformation facile, on obtient encore
cosE — c cos© sin E
r= COSV et -=:sinv.
I — ^cosE I — ^cosE
et, par la différentiation des deux expressions de r,
d'i a cos f 5Ë ~ /• *
En introduisant la variable' E dans Tintégrale définie qui précède, on a
2F(r — T) =«2cos(j> / (i — ^co5E)r/E = a»cosc>(E — <?sinE)
et par conséquent, en prenant encore le demi grand axe pour unité et remplaçant F par la valeur trouvée ci-dessus,
— (r — T) =E — tfsinE,
T 2 TT
OÙ — est le moyen mouvement sidéral de la Terre en un jour, c'est-à-dire le mouvement diurne qu'aurait eu la Terre si, pendant
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le temps t, elle avait accompli nn tour entier autour du Soleil avec une «vitesse uniforme. Le premier membre de la dernière équation exprime en conséquence l'angle que cette Terre fictive aurait décrit autour du Soleil dans le temps (/ — T) d'un mouvement uniforme. On appelle cet angle anomalie moyenne; si on le désigne par M, l'équation précédente devient
M r=E — ^sinE,
et, l'angle auxiliaire E une fois déterminé^ on trouvera l'anomalie
vraie par l'équation
coscpsinE
^ cosE — tf
Dans le cas d'une petite excentricité, il est plus commode de développer en série la différence de Fanomalie vraie et de l'anomalie moyenne. On a indiqué diverses méthodes fort élégantes dont l'exposition nous entraînerait trop loin. Si l'on a seulement besoin de quelques termes, ce qui suffit dans le cas présent, on peut y arriver facilement de la manière suivante. Puisque pour e=zOj V = M, orf a
OÙ v',, ^j\ . . . sont les dérivées successives de v par rapport à e^ dans l'expression desquelles on fait ensuite e = o. Prenons les logarithmes des deux membres de l'équation
cos <p sin E
smv = î 9
I — e cosE
et diiïérentions, nous obtenons
cosv , (iE cosE — e d(fi cosE — e
dv = -^— -■ -I-
sinv smE i — 6'cosE cosy i — ecosE
ou
, sinv ._ smv , a cos 9 ,„ smv .
f/v= -r--dE-{ do=: ^ dE-] d(p.
sinE coscp r cosy
Différentions aussi l'équation relative à M, en y considérant seu-
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leinent £ et ^ comme variables, nous aurons
r/E = sinv//f,
fi?v sÎDv , , c?v sinv .
-r =^ (2-4-/?cosv) et — -= (2-f-ecosv),
fl^ cosy ^ de cos'y ^
et, en faisant e = o, nous aurons v'^ = 2 sinM.
sinv Pour trouver les dérivées d'ordre supérieur, on pose P = — —
cos'<p
et Q=2 -f-^cosv. On obtient facilement, en désignant par P'^, ,
Q'„,... les valeurs des dérivées de P et Q pour e = o,
P'^ =: cosM . Vj, =: sin 2 M , Q'^ z= cosM,
v; =:sinM.Q; 4- aP; = |sin2M,
P'i = cosM.v'i — sinM.v'^'+ 2sinM = ysinSM + jsinM, Q'^ 1= — 2 sinM . v'„ =. — 4 sîn'M,
v'; = sinM. Q; h- 2 q; p; -f- 2 p; = V sinSM — f sinM.
On aura donc
V = M -+- 2(? sin M 4- } e' sin 2 M -{- <?' (jy sin 3 M — \ sinM) H- . . .
= Mh- lie — -r j sinM -4- J e^ sin 2 M H- ffe^sinSM H-
Pour l'orbite de la Xerre en i85o, e = 0,0167712, Si Ton substitue cette valeur et si l'on divise par sin i'' pour tout convertir en secondes, on trouve
vr=M -+-6918'', 37 sinM + 72",52sin2M 4- i '',05 sin 3 M,
où la partie périodique, qu'il faut ajouter à l'anomalie moyenne pour avoir l'anomalie vraie, s'appelle équation du centre.
Puisque le mouvement anguiair.e apparent du Soleil est égal au mouvement angulaire de la Terre autour du Soleil, on obtient la longitude vraie du Soleil, en ajoutant à v la longitude cr du Soleil lorsque la Terre est au périhélie. M + cr sera la longitude
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d'un Soleil fictif se déplaçant uniformément sur récliptique, ou la longitude moyenne. Soit \ la première, L la seconde, on a pour la longitude vraie du Soleil l'expression suivante
X = L-+-69i8",37sinM-4-72",52sin2M4- i^o5sin3M (*).
Il nous sera nécessaire, plus tard, de connaître l'expression deX en fonction de L; substituons donc L à M, et comme M =:L — bt et Br=: 28o"2i'4i",o, nous aurons
X =r L + 1244", 3i sinL -f- 68o5",56 cosL
— 67 ,82sin2L-h 25 ,66cos2L
— o ,54sin3L — o ,90cos3L.
L'ascension droite du Soleil et sa longitude sont liées par la relation
tangÂ == tangX cose;
d'oii Ton décfuit (formule 17, n" 11)
A = \ — tang- ~ sina^ -+- f tanjj^ - sin4X — . . . , et, en remplaçant e par sa valeur 23®27'3i'',o et divisant en-
corepar sini ,
Azz: X — 889ï",56sin2X + i9r",65 sin4X — 5'V5i sin6X • H- o",i8sin8X -f-. . .,
où la partie périodique prise en signe contraire s'appelle réduction h Vécliptique,
Substituons dans la dernière formule, au lieu de X, la série trouvée plus haut, et développons les sinus de la somme de plu sieurs arcs; nous trouvons, toutes réductions faites, après avoir
{*) A cette expression il faudrait pour plus de rigueur ajouter encore IWei des perturbations provenant des autres planètes, et celui des petits mouvements des points équinoxiaux.
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divisé par i5 pour tout réduire en temps :
A = L -I- 86,53 sinL -\- /^3^,\ScosL
— 596,64 sinaL H- i,69cos2L
— 3,77sin3L — 18,77 cos3L -h t3,a3siD4L — 0,190054^ -h o,i6sin5L4- o,82cos5L
— o,36sin6L-f- o,02cos6L
— o,oisin7L — o,o4cos7L.
Temps solaire moyen, — Équation du temps, — Puisque
l'ascension droite du Soleil ne varie pas UDiformérnent, le temps
solaire vrai, toujours égal à l'angle horaire du Soleil, ne peut
servir de mesure du temps. On a donc adopté un autre temps
uniforme, le temps solaire moyen : il est donné par le mouvement
d'un second Soleil fictif, le Soleil moyen^ qui se meut sur i'équa-
• teur avec une vitesse uniforme, comme le premier Soleil fictif sur
l'écliptique. L'ascension droite de ce Soleil moyen est donc égale
à la longitude L du premier Soleil fictif. Il est midi moyen en un
lieu quand le Soleil moyen est au méridien, c'est-à-dire quand
le temps sidéral est égal à la longitude moyenne du Soleil, et le
temps moyen est à chaque instant égal à l'angle horaire de ce
Soleil moyen; suivant les usages astronomiques on le compte
de o^ à a4^ àsjxs l'intervalle d'un midi à Tautre. Le jour civil
commence 12 heures avant le jour astronomique de même date.
D'après Hansen, le temps sidéral à midi moyen de i85o, janvier o, est pour Paris 18'' 39" 9*, 261, et la longueur de l'année tropique, c'est-à-dire le temps employé par le Soleil pour revenir au même éqninoxe^ est 365,242 2008 jours solaires moyens [voir la fin du n° 60); le mouvement tropique moyen du Soleil en un jour est donc '
,^^ , ^ ==: 50' 8'', 33 ou 3'" 56% 555, en temps sid.
Le temps sidéral à midi moyen augmente ainsi chaque jour de 3" 56% 555; cette quantité est appelée accélération des fixes
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(par rapport au Soleil); il est facile d'en déduire le temps sidéral à une époque quelconque.
Pour calculer le temps sidéral au midi d'un autre méridien, on a pour temps sidéral à raidi moyen de i85o, janvier o,
iS^^Sg^gS^ôi -+- -^ S"» 56% 555,
où ^ désigne en heures la différence de longitude avec Paris, prise positivement à Touest, négativement à Test [*).
La relation entre le temps moyen et le temps vrai s'obtient à l'aide deTéquation précédente relative à A. Le Soleil moyen tantôt précédera le Soleil vrai, tantôt le suivra, comme cela résulte du signe de la partie périodique contenue dans A.
Si, pour le midi moyen d'un lieu, on calcule L, c'est-à-dire le temps sidéral à midi moyen, la valeur de L — A donnée par la formule précédente sera l'angle horaire du Soleil à midi moyen (**). On appelle équation du temps la quantité qu'il faut ajouter au temps vrai pour avoir le temps moyen. Rien n'est plus simple <jue d'obtenir avec l'expression précédente de L — A, l'équation du temps x pour l'instant du midi vrai; on transformera l'angle horaire L — A en temps moyen et on le prendra avec le signe contraire. Soit d'ailleurs n le moyen mouvement diurne du Soleil en temps, et n -h w le mouvement diurne vrai du Soleil pour le jour déterminé; i^^ de temps moyen seront égales à 24^ — w de temps vrai ; on a donc
{*) On derrait encore ajouter le petit mouvement périodique des points équinoziaux.
{**) L'expression précédente no donne qu'une valeur approchée de L — A. La valeur exacte doit être calculée à l'aide des Tables du Soleil ; elle est égale k la différence entre la longitude moyenne du Soleil et son ascension droite vraie.
Les Tables du Soleil les plus récentes sont celles de Hansen et Oluf^en (Copenhague i853), et celles de Le Verrier {^Annales de l'Observatoire impérial, t. IV).
d'où
L'équation qui donne Â permet de trouver facilement la marche de réquation du temps dans le cours d'une année. Posons A — L = o et prenons seulement les trois termes les .plus importants, nous aurons Téquation
o rrr86,5sinL — 596,6 sin 2 L H- 434»^ cosL,
qui donne les valeurs de L pour lesquelles Téquation du temps est nulle; ce sont: L = 23°i6', L = 83°26', Lrr 160** l5', L== 273*3', valeurs qui correspondent aux i5 avril, i4 juin, 3i août et 24 décembre. Les époques correspondantes au maximum de réquation du temps seront données par Téquation obtenue par la difTérentiation, et on trouvera les quatre maxima
-f-i4"3i* —3"» 53' -4- 6"» 12* — lô-^iS»
pour F^vr. la Mai 14 Juill. 26 Mo?. 18
Le jour vrai est le plus long quand la variation de Téquation du temps en un jour est positive et maxima. Cela a lieu le 23 décembre; alors cette variation est de 3o"et par conséquent la durée du jour vrai est 24^ o™ 3o*. Au contraire, le jour vrai est le plus court quand la varii|tion de l'équation du temps est encore un maximum, mais négative, et cela a lieu le i5 septembre; alors la variation de Téquation du temps est — 21*, et par conséquent la durée du jour vrai est de 23^59*"39f.
Les notions qui précèdent permettraient de résoudre tous les problèmes relatifs à la transformation des différents temps les uns dans les autres; mais il a paru utile d'en réunir les règles.
'. Transformation du temps moyen en temps sidéral et inverse^ ment. — i® Par suite de son mouvement apparent de Test à Touest, le Soleil, dans l'intervalle d\m équinoxe du printemps au suivant, se trouve en retard sur les étoiles d'une révolution diurne tout entière; le nombre de jours sidéraux contenus dans Tannée tropique est donc plus grand d'une unité que le nombre des jours
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moyens» Par conséquent
Un jour sidéral = ^-- , jour moyen
= unjour moyen — 3" 55', 909 de temps moyen,
TT • 366,242201 . . w 1
Un jour moyen = ^^' ^ jour sidéral,
= un jour sidéral -+- 3" 56', 555 de temps sidéral.
Si donc 8 désigne le temps sidéral/ M le temps moyen, 80 le temps sidéral à midi moyen, on a
M = (8 - 8«) -^ Z7ir-^^^\
On peut calculer le temps sidéral à midi moyen comme on Ta fait précédemment; on le trouve aussi dans les éphémérides, où il est donné pour chaque midi moyen.
On facilite le calcul précédent en construisant des Tables qui donnent pour toutes les valeurs de t les quantités
Ces Tables se trouvent d*ailleurs dans les Annuaires et dans les Recueils de Tables astronomiques.
Exemple. — On donne le temps sidéral, i849 J^^^'^ 9> 14^ 16"* 36*, 35 : transformer ce temps en temps moyen de Berlin.
Le Jahrbuch de Berlin donne pour valeur du temps . sidéral
au midi moyen du jour indiqué 5** io"48'>3o; il s^est donc
écoulé depuis le midi moyen jusqu*au temps donné 9^ 5™ 4^%^^
de temps sidéral; les Tables auxiliaires ou la multiplication di-
, - 24^ — 3*" 55», qoQ ^ . ,,
recle par le facteur — j^ — Liz_iz montrent que cet intervalle
est égal à 9^4"* 18*, 64 de temps moyen.
2^ Si le temps moyen était donné, on le transformerait en temps sidéral à Taide des Tables et on ajouterait le temps sidéral à midi
Diff. I.
Juin 8
lO
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moyen; le résultat donnerait le temps sidéral correspondant au temps moyen donné.
45. Transformation du temps vrai en temps moyen et inversement, — I® Pour transformer le temps vrai en temps moyen, il suffit de prendre dans les éphémérides Féquation du temps correspondante au temps vrai donné, et de Tajouter algébriquement au temps donné.
Exemple. — Le Jahrbuch de Berlin donne les valeurs suivantes de Téquation du temps à midi vrai :
DifT. II.
o%iy
Ainsi pour le temps vrai : jnin 9, 9*» S^aS'jôo, Téquation du temps est — i™5%o4 et par suite le temps moyeu correspondant est 9^4" ï 8% 56.
2^ Dans la transformation du temps moyen en temps vrai, on se sert deTéquation du temps; mais puisque, dans les éphémérides, elle est donnée pour le temps vrai, il faudrait en réalité connaître déjà le temps vrai afin d^interpoler Téquation du temps. Mais en raison de la petitesse de la variation diurne de cette équation, il suffit d^ajouter au temps donné une équation qui ne lui corresponde qu'approximativement. On interpole ensuite Téquation dn temps avec cette valeur approchée du temps vrai.
Exemple. — Soit donné le temps moyen 9^4" 18*, 56. Nous prendrons — i" pour équation du temps; avec le temps vrai 9^*5'" 18% 56, nous trouverons — i"5*,o4 pour équation du temps et par suite le temps vrai 9^5™ 23',6o.
Le Nautical Almanac contient avec l'équation du temps pour chaque midi vrai^ la quantité L — A pour chaque midi moyen qu'il faut ajouter au temps moyen pour avoir le temps vrai. Dès lors la règle à suivre est la même dans les deux cas, en employant cette seconde Table J30ur la transformation du temps moyen en temps vrai.
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46. Transformation du temps vrai en temps sidéral et inversement. — I** Puisque le temps vrai est égal à Tangle horaire du Soleil, il suffira de lui ajouter TaseeDsioD droite du Soleil pour obtenir le temps sidéral.
EXEMPLE. — D'après le Jahrbuch de Encke, on a à Berlin les ascensions droites suivantes du Soleil à midi vrai :
Diff. I. Diff. IT.
1849 Juin 8 5" 5"3o',79
Yeat'On maintenant transformer en temps sidéral 9^5°" 28', 60 de temps vrai pour le 9 juin? A cette époque l'ascension droite da Soleil est égale à 5** 1 1 " 1 2% 75, et par suite le temps sidéral est égal à i4^ 16" 36% 35.
2<^ Dans la transformation du temps sidéral en temps vrai, on a besoin d'une valeur approchée du temps vrai, pour l'interpolatien de l'ascension droite du Soleil. Mais si du temps sidéral donné on retranche l'ascension droite du Soleil correspondante au commencement du jour, on obtient le nombre d'heures sidé» raies écoulées depuis cette époque. Il faudrait transformer ces heures sidérales en temps vrai ; mais il suffît de les transformer en temps moyen et d'interpoler l'ascension droite du Soleil pour cette époque; en la retranchant ensuite du temps sidéral donné, on obtient le temps vrai.
Exemple. — ^^ 9 j^^in, l'ascension droite du Soleil à midi vrai est 5** 9" 38% 76; par conséquent, depuis le temps sidéral i^h i6n>36%35, il s'est écoulé 9** 6™ 57*, 60 de temps sidéi^l, ou 9*" 5™ 28', 00 de temps moyen; interpolons pour ce temps lîascension droite du Soleil, nous obtiendrons 5^ 1 1™ 1 2% 75 ; le temps vrai cherché est donc 9^ 5"* 23% 60.
On peut aussi faire cette conversion en transformant le lemps sidéral en temps moyen, etce!ui-ci en temps vrai, à l'aide decj'équation du teinps.
Remarque. — Si Ton veut effectuer ces transformations poor le temps i d'un méridien dont la différence de longitude avec le méridien dePéphcmértde est A (prise positivement à Touest, négativement à Pest), il faut interpoler, pour le temps t H- A-, le temps sidéral à midi moyen, Téquation du temps et Pascension droite du Soleil tirés des cphéméridoe.
IV. — Problèmes relatifs au mouvement diurne
W. Époque de culmination . — Par suite du mouvement diurne, un astre passe deux fois par jour au méridien d'un lieu, à sa culmination supérieure quand le temps sidéral est égal à son ascension droite, à sa culmination inférieure quand le temps sidéral la dépasse de 12 heures. L'époque de la culmination des étoiles fixes s'obtient donc immédiatement. Mais si l'astre a un mouvement propre, il faudrait en réalité connaître l'époque de la culmination, afin de calculer ensuite l'ascension droite correspondante.
Pour le Soleil l'équation du temps à midi vrai, déduite des éphémérides, donne le temps moyen du passage an méridien pour If quel les éphémérides ont été construites; et cette équation, interpolée pour le temps vrai X, donne le temps moyen de la culmination, pour un méridien dont la différence de longitude à l'ouest est X\
Les lieux de la Lune et des planètes sont donnés dans les éphémérides pour les midis moyens d'un méridien déterminé. Désignons par f[a) l'ascension droite exprimée en temps de l'astre à •midi, par t le temps de la culmination; l'ascension, droite de ra9tre pour l'époque de sa culmination sera d'après la formule d'ipterpolation de Newton, si l'on s'arrête, aux différences troisièines,
M. • JS*
ou encore plus exactement
/(«) + //'(« + j.) + £ii:zLV"(« + i).
Cette grandeur doit être çgale au temps sidéral à l'instant dont notas parlons; 0o étant le temps sidéral à midi moyen et 24 heures
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l'intervalle des arguments.dey(<i), on aura donc l'équation .
e,+/(24''3"56',56)=/(«)-t-r/'(ii + |) + 'ii— ^/"(«
d'où
/se trouve encore dans le second membre, mais puisque les différences secondes sont toujours petites, on peut, en calculant cette formule, remplacer dans le second membre t par la valeur
La grandeur 0o — /(«) «^sl Tangle horaire de Tastre pour le midi du méridien pour lequel les éphéméiides ont été construites; si h est la longitude d'un autre lieu, prise positivement à l'ouest, l'angle horaire à l'est serait pour ce lieu f{a) — ©o-h^> et le temps de la culmination pour ce lieu en temps du premier méridien
24M"56%56-/'(fl -4- -;■) - ^^ — ^/"(« +i)
et, en, temps du lieu,
ExEMPLu. — Soient données les ascensions droites de la Lune en temps moyen de Berlin :
/(a). Diff. I. Diff. II.
Juii). 14^5
(*) Si la difibrence des arguments ûe/{a) ëlait iq beiirea au licwdie 34, le premier terme du dénominateur de la formule prérédente aérait 12^ i"> 58', !i8, et si Ton partait d^une valeur de/(ii) dont Targument serait Rilmiit, il faudrait employer 8« + 12^ i'<^58%38 au lien de 6,.
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et en même temps le temps sidéral à midi moyen, juillet i5, ©0= 7** 33" 7*, 9 : calculer le temps de culmination de la Lune ponrGreen^ich.
La différence des longitudes de Grecnwich et de Berlin est /■ = -+- 53*" 34% 9> le numérateur de i' sera donc 6** 54" 49*» 9» les premiers termes du dénominateur donnent ii^33"59*,59 et la valeur approchée de /' sera égale à 0,697 76; la correction du dénominateur sera donc + 8% 5 et la valeur corrigée de t' égale à 0,597 62 ou 7^ lô" 17*, o, et en temps du lieu l'époque de la culmination sera 6^i6"4^%^f«
Pour la culmination inférieure, en désignant par a la valeur de Targuraent la plus voisine de cette culmination, on aura Téquation
I • 2 et, en général pour un lieu de longitude X ,
ou, si r intervalle de l'argument est 12 heures^
Exemple. — Soit à calculer, juillet i5, à Greenwich, l'époque delà culmination de la Lune; on partira de juillet i5,5, et le numérateur sera 7^*20*" 5o*,4 ; les premiers termes du dénominateur donneront 1 1^33™ 16% o; par conséquent la valeur approchée de t' sera égale à o,6359 et la valeur corrigée o,635 77 ou 7^ 37" 45*» ' • La culmination inférieure aura donc lieu à i9^37'"45',i, temps de Berlin, ou à i8^44" ïo%2, temps de Greenwich.
kS* 'Époque du leçer et du coucher* — Dans le n** 35 on a
trouvé l'équation
si n // := sin f sin ^ + cos ^ cos ^ cos/.
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Lorsque Taslre est à T horizon h = o^ et l'on a
o = sîn (j) sin^ -t- coscp cos^ cos/o« on
[a) cos/o = — tangy tang(î.
Au moyen de cette formule on trouve pour une latitude déterminée y, Tangle horaire correspondant au lever ou au coucher d*un astre dont la déclinaison est S, La valeur absolue de cet angle s'appelle le demi^arc diurne de Tastre. Si l'on connaît le temps sidéral du passage de Tétoile au méridien, c*est*à-dire son ascension droite, on aura le temps sidéral du lever ou du coucher en diminuant ou en augmentant Tascension droite de la valeuK absolue de ^o*
Les règles <]ue nous avons données permettent ensuite de transformer en temps moyen le temps sidéral obtenu. f
Exemple. — Calculer Tépoque du lever et du coucher d'Arcturiis à Berlin pour 1861, janvitr o. — On a pour Arcturus
a = 14^9™ 19% 3, (î=H- T9'*54'3i9^ de plus
Avec ces valeurs on obtient pour le demi-arc diurne
Arcturus se lève donc à 6** 16" Sy" et se couche à 11^ i"'59* de temps sidéral.
Pour trouver l'heure du lever et du coucher d'un astre errant, il faut connaître la déclinaison pour cette époque ; on résoudra donc la question en faisant le calcul deux fois, par la méthode des approximations successives. Pour le Soleil le calcul est simple. On prend d'abord une valeur approchée de la déclinaison, avec laquelle on obtient une valeur approchée de Tangle horaire du Soleil ou du temps vrai au moment de son lever ou de son coucher. Or dans les éphéméridcs les déclinaisons du Soleil sqnt données pour midi vrai; on peut donc par interpolation trouver la déclinaison à l'époque du lever ou du coucher, et avec elle recommencer lo calcul.
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Pour la Lune, le calcul est plus long. Après avoir cherché les temps moyens des deux culminations inférieure et supérieure consécutives, on en peut déduire le temps moyen correspondant à chaque angle horaire intermédiaire ; dès lors si avec une déclinaison approchée de la Lune on trouve un angle horaire approché du lever et du coucher, on aura la valeur correspondante du temps moyen; on trouvera ensuite par interpolation une valeur plus approchée delà déclinaison, avec laquelle on recommencera le calcul. On verra un exemple de ce calcul au n** 78.
Remarque, — L^équatton (a) relative à ran{|[1e horaire du lever et du coucher peut se mettre sous une autre forme, parfois commode, et obtenue par une transformation connue :
tang — := — — ; r-*
4-9. Lever et coucher des astres aux diverses latitudes. — La formule (a) du n® k% donne la raison de toutes les apparences que présentent le lever et le coucher des astres pour les différents points de la surface de la Terre.
Si B est positif, Tétoile est au nord de Téquateur, et cosfp sera négatif pour un lieu de Thémisphère boréal ; /g sera donc plus grand que 90°, et Tétoile restera plus longtemps au-dessus de Thorizon qu'au-dessous. Au contraire, pour une étoile de déclinaison australe, ^0 sera plus petit que 90% et, en un lieu de Thémisphère boréal de la Terre, Tétoile restera moins longtemps au-dessus de rhorizon qu'au-dessous. Pour Fhémisphère austral, f est négatif, et tout se passe en sens inverse, car dans ce cas Tare diurne d'une étoile australe est plus grand que 11 heures. Si y = 0, ^0 = 90'* pour toute valeur de ^; à Téquateur les étoiles restent donc aussi longtemps au-dessus de Thorizon qu'au-dessous. Si ^ = o on aura aussi, pour toute valeur de f, ^0 = 90**; on voit donc qu'en un lieu quelconque de la Terre les étoiles équatoriales restent le même temps au-dessus et au-dessous de l'horizon.
Ainsi, quand le Soleil est au nord de l'équateur, le jour est, pour un lieu de l'hémisphère boréal, plus long que la nuit; l'inverse a lieu quand le Soleil est au sud. Mais si le Soleil est sur
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Téquateur, pour tout lieu de la Terre le jour est égal à la nuit. Pour les habitants de Téquateur^ il en est toujours ainsi.
La valeur de r» ne sera du reste possible que si tang({> tang^ <^ i . Dés lors, pour un lieu de latitude <p, un astre ne se couchera pas si lang^<cotangf ou ^^go" — (p; si ^z=go° — y, fo= i8o°, Tastre n'atteint Thorizon qu*à sa culmination inférieure; quand ^>9o° — (fy il ne se couche jamais. Au contraire, la déclinaison australe est-elle plus grande que 90° — <p, Tastre ne s'élève jamais au-dessus de l'horizon.
Puisque la déclinaison du Soleil est toujours comprise entre — s et + 8, il y a certains lieux de la Terre pour lesquels le Soleil, aux jours des solstices, ne se lève ou ne se couche point; ce sont ceux qui ont pour latitude boréale ou australe, 90° — e ou 66° 3o'. Ces lieux sont situés sur les deux cercles polaires. Pour un lieu situé dans l'intérieur de Tun des cercles polaires, le Soleil reste en été d'autant plus longtemps au-dessus de l'horizon, en hiver d^autant plus longtemps au-dessous, que l'on se rapproche davantage des pôles.
Remarque, — Un point A de l^cquateur se lève quand son angle horaire est égal à 6^. Soit a Pascension droite de ce point; on obtient les étoiles qui se lèvent en môme temps, en faisant passer an grand eerele par le point A et par les points de la 'sphère céleste définis par les ascensions droites « — 6** et a -4-6**, et les déclinaisons — .(900 — ç>) et -+-90*' — f.
On obtient aussi les étoiles qui se couchent en même temps que le point A en faisant passer un grand cercle par le point A et les points dont les ascensions droites sont a +6^ et a — 6^ et dont les déclinaisons sont respectivement — (90" — p) et H- 90® — çp. Ainsi le point qui, à Tépoque du lever du* point A, était h sa culmination inférieure et à Phorlzon, sera à Pépoque de sa culmination supérieure élevé d^un arc 9 au-dessus du pâle, ou d'un arc !2o •u-dessus de Thorizon nord. Sousjune latitude de 4^^ les constellations tournent, en la heures sidérales, de 90^ par rapport à Thorizon, car le grand cercle qui se lève en même temps qu^on point de Téquateur est perpendi. culaire à Thorizon au moment du coucher de ce point. A laquai eur,toule» les étoiles qui se lèvent en même temps se couchent en même temps.
50. Amplitude ortive et amplitude occase, — Pour trouver le point de Thorizon où une étoile se lève et se couche, il suffit de poser A = G dans Téquation
sin(^ = sintpsin^ — cos^ cosA cosA,
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trouvée au n® Si- On a ainsi
sin(^
(à) cosAo = —
COS(p
La valeur négative de Ao est l'azimut de Tétoile à son lever, la valeur positive est Tazimut à son coucher. La distance de l'étoile au moment de son lever ou de son coucher aux vrais points est et ouest s'appelle amplitude ortive ou amplitude occase. Désignons-la par A|, nous aurons
Ao=90°-I- A, et, par suite,
(c) sinA, = ?
^ COSy
où Ai est positif, si l'étoile se lève ou se couche en un point situé au nord de la ligne est-ouest, négatif si ce point est au sud.
La formule (c) relative à l'amplitude ortive ou occase peut se mettre sous une autre forme; en effet
I — sinA, sin>|/ — siniî
I H- sinA, sin>|/ -h sin^
où ip = 90° — «p; on en concUit
tang -
^ ^ tang -^
Pour Arcturus, on obtiendrait, avec les valeurs de ^ et ^ données plus haut,
51. Distance zénithale d'une étoile à l'époque de sa cnimi' nation. — . Dans l'équation
sïnh = sin^ sin^ -h cos^ cos^cos/, remplaçons cost par 1 — 2 sin^ ~^ nous obtiendrons sin/i =: cos(^ — S) — 2 cosf cosiîsin^ -•
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Ainsi à des valeurs égales de t de part et d'autre du méridien correspondent des hauteurs égales; de plus^ comme le second terme est toujours négatif, // sera maximum pour ri=o, et ce maximum lui-même, ou plutôt la distance zénithale de Tétoile à sa culminatiun supérieure, se tire de Téquation
[d] COS3 =1: cos(<j» — ^),
d'où
Nous prendrons en général zz=è — y; en d'autres termes, nous considérerons comme négatives les dislances zénithales australes, car pour les étoiles qui passent au méridien au sud du zénith, on a ^<C[^.
Au contraire, pour la culmination inférieure, c'est-à-dire pour ^= 180°, // sera minimum, comme on le voit aisément en remplaçant t par 180° -h /', t' étant compté depuis la partie du méridien qui est an-dessous du pôle. On a en effet dans ce cas
sin h m sin (j) sin ^ — cos f>cos 5 cos t '
ou, en remplaçant encore cosf ' par 1 — 2 sin* --
sin^ = cos[ 180" ip ((}> -4- 5)] -h 2 cos(p cos^ sin^ -•
Puisque le dernier terme du second membre est toujours positif, h sera minimum pour t' =z o, c'est-à-dire à la culmination inférieure, et alors
coss=:cos[i8o°q= (cp -+- S)].
Mais comme z est toujours plus petit que 90", si l'étoile est visible à sa culmination inférieure, il faut prendre le signe supérieur pour un lieu de l'hémisphère boréal, le sij^ne inférieur pour un lieu de l'hémisphère austral; d'a|>rès ce qui précède, on a donc
dans le premier cas
et dans le second
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ExxMPiiK. — La déclinaison de Véga (a Lyre) est 38" 3g'; donc ponr la latitude de Berlin 9 — ç=r — i3*5i'. L'étoile Véga passe donc à sa culmination supérieur^ à Berlin au sud du zénith, et à une distance de i3°5i'9 comptée sur le méridien. De plus i8o** — 7 — d, ou la distance zénithale à sa culmination inférieure, est égale à 88® 5 1'.
52. ^Epoque de la-pltis grande hauteur d'un astre dont la déclinaison est variable, — Un astre dont la déclinaison ne change pas pendant son séjour au-dessus de Thorizon est à sa plus grande hauteur au moment où il passe au méridien; mais si sa déclinaison varie, il atteint sa plus grande hauteur hors du méridien. Différeniions la formule
eosz = siuf sin^ H- cosy cos^cosf
en y considérant z, ^ et ^ comme variables, nous anrons
— SLXÈzdz=z (sinf cos^ — cosvsindcosf)//o — cos^cos^ ûwtdt.
Si z est minimum, dz = o, d'où
dS sin/ = -- (tangf — tang^ cost).
Cette équation donne l'angle horaire de l'astre à l'époque de sa
plus grande hauteur; — est le rapport de la variation de la dé>
clinaison à la variation de l'angle horaire, de telle sorte que si,
par exemple, dt représente une seconde d'arc, — est la variation
delà déclinaison en yï de seconde de temps. Puisque pour tous les astres ce rapport est petit, nous pouvons confondre sînt avec l'arc et remplacer cost par l'unité; nous obtenons ainsi pour l'angle horaire de la plus grande hauteur
, , de , ^, 206265
[g) t=z — (tangy- tang5) — j^— »
où — est la variation de la déclinaison en une seconde de temps, et où t est donné en secondes de temps. Il faut toujours ajouter
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algébriquement cet angle horaire r, au temps de la culminât ion, pour obtenir l'époque de la plus grande hauteur. Si l'astre passe au méridien au sud du zénith et, dans sa
marche, s'approche du pôle nord, auquel cas ~ est positif, si
en outre ^ est positif, la plus grande hauteur a lieu après la culniiDation;au contraire, quand la déclinaison diminue, l'époque de la plus grande hauteur précède celle de la culmination. l^Mnverse aurait lieu si Tastre passait au méridien entre le pôle et le zénith.
53. Formules différentielles relatives h V azimut et à la hauteur pour une variation de l'angle horaire, — La différentiation des formules
donne
cos^ sinA = cos^sinf,
cos/i cos A := — cosy siu^ H- sin «p cos^ cos^,
Ah
sin^ — =cos^(sinf sinrcosA — cos ^ sin A),
dk co%h — == cos^ (siuf sin/ sin A -H cosf cos A),
ou, d'après le n® 36,
1—1= — coso sm/-» = — cos«p sjn A,
f cos/i — = + coso cos/?.
On emploie souvent encore les dérivcts du second ordre. On a
... d^h ' dk COSq)COS^COSAcOS/> 0. -77 =--C0S©COSA — - :-- — ^ »
dt^ ^ dt COS A
et, par suite,
dz
T- =r cos(îsin/? = coS(psinA, d^z cosf cos^ cos A cos/p
df^ cos A
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De plus, de la seconde des formules (/i) on déduit
cos'/i —7-- = — cosÂcoso sin/7 -Ç- -h cos^cosp sinA -— , «^ de ' dt
et de la formule
sin ç r= sin ^ sin $ -f- cos// cos(î cos/^, on obtient par différentiatîon
cos^ cos^sin/? — .-=: (cos// sin(î — sin/2 cos^cos/>»)
En conséquence, on a
d^k cos'// -— = [cos h sin^ — 1 cos^ sin A cos/») cos<î sin/?,
et, ^i Taide de la relation
cos ç cos A = — sin ^ cos /i -f- sin // cos B cos/?,
que donne le triangle formé par le pôle, le zénith et l'étoile, et dans laquelle on a introduit A au lieu de/?, on obtient
d'k cos^/i ——- = — cososinA (cos// sin^ 4- 2 cosvcosA). de^ ^ ^ T /
Passage d'*s étoiles dans le premier vertical, — Puisque
Ton a
dh . ^
-7- = — cosvsinA,
dt ^
— est égal à o et par suite h maximum ou minimum quand
sin A r= o, c'est-à-dire quand l'astre est au méridien.
De plus -3- est maximum quand sinA = =t i , c'est-à-dire dt
lorsque A = 90° ou = 270".
La variation de hauteur d'une étoile atteint donc son maximum
au moment où celle-ci passe par le vertical dont l'azimut est
90** ou 270®. Ce cercle vertical s'appelle le premier vertical.
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Pciur trouver l'époque du passage d'une étoile au premier vertical et sa hauteur à cet instant, il sufHt de faire A = go** dans les foriïuiles du n*" 34, ou de considérer le triangle formé par Tétoile, le zénith vi le pôle, rectangle dans ce cas; on obtient ainsi
f,. tang^ . , sin5
(/) cost= — ^--. sm/i = - — î
-tang(p sin^
et enfin
cos®
'^ cos^
Si 5> <p, la valeur de cos^ est impossible, et Tétoile ne passera jamais par le premier vertical, mais elle passera au méridien entre le zénith et le pô!e; $ est-il négatif, cos^ est aussi négatif; mais, puisque pour des latitudes boréales les angles horaires des étoiles australes sont toujours plus petits que 90® pendant leur séjour au-dessus de Thorizon, ces étoiles n'atteindront pas non plus la partie visible du premier vertical.
Exemple. — Pour Arcturus et la btitude de Berlin, on obtient
Arcturus passe donc à Berlin au premier vertical 9^ .i3™ 5 1' avant -sa culmination et 19^ 4™ 4?' après.
Si l'angle horaire est voisin de o, cost et sin// ne déterminent pas exactement les grandeurs t et h. Mais en procédant c(m)me
plus haut, on obtient
„ r sin'œ — ^)
tane^ - — -^^ -1.
^ 2 sin(ç -{-$)
et, dans ce cas, on adoptera, pour le calcul de la hauteur, la formule
cot// rzr. tang/cos^.
Pius grande digression des circompolaires. — La relation
dk cos«îcos/?
dt cos //
montre que cette dérivée s^annule, et que par suite la hauteur de
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rétoile change seule, lorsque cosp = o, c'est-à-dire quand le vertical de Tétoile est perpendiculaire au cercle de déclinaisoD.
Or
sincp — sin^ sin^
cosp = — ^ 7 ?^ — -,
cos^ coso
pour que la dérivée -7- soit nulle, il faut donc que
. smtf
sinn= ^-f • sin 0
Ainsi ce fait ne se présente qfie pour les circo m polaires dont ia déclinaison est plus grande que la latitude du lieu, et au point cù le vertical est tangent au parallèle. L'étoile est alors à sa plus grande digression; l'azimut et l'angle horaire correspondants sont donnés par les équations
. , cos^ tango
sinA:= et costzzn — ^.
cosf tango
Exemple. — Pour la Polaire dont la déclinaison en 1861 était 88'^34'6'', et pour la latitude de Berlin, on trouve :
/^ = dz 88'> 8' o" = 5^ 52™ 32%
A =: 2" 21' q", compté du point nord,
56. Durée du passage du Soleil et de la Lune à travers un grand cercle donné. — Il nous reste maintenant à déterminer le temps que met le disque du Soleil ou de la Lune à traverser un grand cercle donné.
Pendant les petits intervalles de temps que nous considérons ici, nous pouvons regarder les mouvements du Soleil et de la Lune comme uniformes^ en sorte que si âa est, en secondes de temps, l'augmentation de l'ascension droite d'un de ces astres entre deux culminations consécutives, le temps sidéral x, pendant lequel il se mouvra d*un angle horaire déterminé r, est donné par
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la proportion
d'où
X 86400 H- Aa
XZ=t ::=
Aa
86400 -h Aa
en représentant par \, le second terme du dénominateur, cVst-àdire Taccroisse ment de Tascension droite de i*astreen une seconde de temps sidéral. Appliquons cette règle à quelques cas particuliers.
1* Durée du passage au méridien, — Nous supposerons que le bord occidental de Tastre est dans le méridien, c^est- à-dire que l'angle horaire de son centre est oriental. Cet angle horaire t et le demi-diamètre R sont liés par la relation
f cosR = sin'^ H- cos*^ cosr
ou
sin — j=^ cososin-*
Eet t étant toujours petits, on peut prendre, pour valeur de / exprimée en temps,
i5 cos^
La durée de la culmination de Tastre, exprimée en temps sidéral, est donc
IX
1 5 cos ^ I — X
2** Durée du lever ou du coucher. — Imaginons que le bord supérieur de Tastre soit à F horizon, la dépression du bord inférieur est égale à 2R; et comme
dz • — = cos^sin/7,
la différence des angles horaires de ces deux bords, exprimée en
l4o • ASTRONOMIE SPHÉRIQUE.
temps sera
i5 cos^sin/7 En temj)S sidéral, la durée du lever ou du coucher sera donc
i5cos<y sïnp I — \
p étant donné par Téqualinn
sîno
3° Durée du passage à travers un vertical quelconque. — Les deux cercles verticaux, Tun passant par le centre de l'astre, l'autre tangent à Tun des bords^ ont des azimuts qui diffèrent entre eux d'une quantité a donnée par Téquation
sin — = cos^ sin -5 2 2
ou, fl' et R étant petits,
R =r acofi/i.
Mais
, cos^
cit== — j-zr-'^^y
COS 0 cos/>>
la durée du passage de l'astre à travers nn vertical donné a donc pour valeur^ en temps sidéral,
1 5 COS (î co&p I -r- ).
expression dans laquelle on a
cos^ sin © — sin § coso cost
cosp = ; -■
cos^
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CHAPITRE IL
VARIATIONS DES PLANS FONDAMENTAUX AUXQUELS ON RAPPORTE LES POSITIONS DES ÉTOILES.
Les pôles <le la Terre conservent à sa surface une position invariable; par conséquent, en un lieu, l'angle que fait Thorizon avec Taxe de la Terre ou avec son équateur est un angle constant; les pôles et réquateur de la sphère céleste conservent donc aussi, par rapport au grand cercle de Thorizon, une situation invariable. Mais, dans Tespace, la position de Taxe du monde varie continuellement par suite des attractions combinées du Soleil et de la Lune : le grand cercle idéal de Téquateur et son pôle idéal doivent donc rencontrer successivement des étoiles différentes ; en d*autres termes, la position d*une étoile par rapport à Téquateur change constamment. De plus, les attractions des planètes font varier la position du plan de l'orbite terrestre dans Tespace; l'orbite que le centre du Soleil semble décrire dans le cours d'une année, ren» contre donc aussi successivement des étoiles différentes. De Tensemble de ces mouvements, il résulte une variation continue, de l'angle de l'équateur et de Técliptique, et un déplacement continu des points d'intersection de ces deux grands cercles. Les longitildes et les latitudes des étoiles, ainsi que leurs ascensions droites et leurs déclinaisons, varient donc constamment, et il est de la plus haute importance d'apprendre à connaître les variations auxquelles elles sont soumisesl
Pour se faire une idée nette des mouvements réciproques de l*équateur et de Técliptique, il est utile de les rapporter à un plan fixe. Avec Laplace, nous prendrons celui du grand cercle qui coïncidait avec le plan de l'écliptique au commencement de l'année fjSo. La Mécanique céleste nous apprend que les actions com-
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binées du Soleil et de la Lune sur le renflement équatorial du sphéroïde terrestre produisent un mouvement de l'axe et de Téquateur de la Terre par rapport à l'écliptique ûxe; par suite de cette action, les points d*intersection de Péquateur et du plan fixe ont, sur ce dernier, un double mouvement, le premier lent et rétrograde^ Tautre périodique, et qui dépend des positions du Soleil, de la Lune et des nœuds de celle-ci. Le premier mouvement est la précession lunisolairc^ le second est la natation lunisolaire en longitude. Ces attractions produisent aussi une variation périodique, fonction des mêmes éléments, de l'inclinaison de Péquateur sur le plan fixe, et qu'on appelle natation lunisolaire de Vobliquité,
En outre, les attractions réciproques des planètes font varier les inclinaisons des orbites planétaires sur l'écliptique fixe, et les positions de leurs lignes d'intersection avec le même plan ; le plan de l'orbite terrestre varie donc par rapport à celui de Técliptique fixe, avec lequel il coïncidait au commencement de i^So. Il en résulte une variation dans l'inclinaison de l'écliptique vraie sur l'équateur, la variation séculaire de VobUquité^ et de plus le mouvement sur l'écliptique vraie des points d'intersection de l'équateur et de l'écliptique vraie, ou précession générale^ diffère de celui de l'équateur par rapport à l'écliptique fixe, que nous avons appelé précession lunisolaire (*).
Cette variation du plan de l'orbite terrestre a encore un autre résultat. En effet, par suite de ce phénomène, les positions des orbites du Soleil et de la Lune changent, quoique très-lentement, par rapport à l'équateur terrestre; il en résulte donc un mouvement de l'équateur analogue à la nutalion, mais à très-longue période, qui fait varier l'inclinaison de l'équateur sur l'écliptique et la position de leurs points d'intersection. A cause de la longueur de la période, ces variations ont été réunies à la précession et à la variation séculaire de l'obliquité. Le mouvement de l'équateur causé par les perturbations des planètes change donc un peu la précession lunisolaire et la précession générale, tout aussi bien.
(*) Les termes périodiques, la nutation, restent les mêmes pour Pécliptique fise et rédiptique mobile*
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que les angles de Téqualeur avec Técliptique fixe et rédiptiqrie
mobile/*).
I. — De la PRÉGESSION
57. Mouvement annuel de. l'équateur sur récliptique et de l'écliptique sur Véquateur^ ou précession lunisolaire annuelle et précession planétaire . — F'ariation séculaire de V obliquité de récliptique, — Laplace donne, au § 44 ^" livre VI de la Mé' conique céleste^ les expressions des déplacements lents de T^quateur et de récliptique, dans lesquelles le développement des perturbations séculaires de Torbite terrestre a été poussé assez loin pour qu'elles puissent servir dans un intervalle de 1200 ans avant et après i^So. Bessel a développé ces inégalités suivant les puissances du temps écoulé depuis 1 760 , dans la préface de ses Tahulœ Regiomontanœ ; il a poussé le développement jusqu'à la seconde puissance, et les expressions qu'il donne s'étendent à plusieurs siècles avant et après 1760; les voici.
La précession lunisolaire annuelle pour l'époque 17^0 + t est
et la variation même dans l'espace de temps écoulé de 1 75o à 1750 +^
est l'arc de l'écliptique û\e compris entre les points d'intersection de ce grand cercle avec l'équateur au commencement de Tannée 1750 et Féquatenr au commencement de 1760 -f- 1, La précession générale annuelle a pour expression
{*) Dans les expressions développées en séries, ces variations n'^aUèrcnt que les termes dépendant de 1'.
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et la variation même dans Tespace de temps écoulé de 1750 à
i^SoH-f,
/== 5o", 21 1 29.^+ o'',ooo 122 148 3. r*,
est l'arc de Técliptique vraie compris entre les points d*intersection de ce grand cercle avec Téquateiir au commencement des années 1750 et 1750-+-^.
Pour .1750 -f- t, Tangle compris entre Téquatenr et Tocliptique ûxe a pour valeur
et V obliquité moyenne de Técliptique, angle compris entre Pcquateur et Técliptique vraie (en négligeant la nutation), est
g=23«28'i8'',o — o",48368./-.o'^ooooo2 722 95./2(*).
(") Brssel a uo peu modifié les valeurs numériqueis des expressions données dans la Mécanique céleste. Pour le calcul des perturbations séculaires de la Terre, il a fait usage d^une valeur corrigée de la masse de Vénus et sVst servi des observations les plus récentes pour déterminer le coefficient de t dans la précession lunisolaire /^. La valeur de la variation annuelle d« Tobliquité de Pécliptique donnée par les dernières déterminations diffôrn un peu de celle que nous avons adoptée dans le texte; elle est de o",4^4^. Mais dans la suite il faudra, comme Pa fait Bessel, employer la vdienr du texte pour le calcul des grandeurs tt et II, qui fixent la position de Pécliptique vraie par rapport à rédiptique fixe; et le calcul en sera plus exact, puisque, pour la détermination de iz et II, on devra combiner'cette valeur
dl avec celle de 3- déduite des mêmes masses. Les coeflicients de i^ qui dépen-
ut
dent des perturbations causées par les planètes ont été colculés avec Irs massrs employées par Laplace, et auraient besoin d^une détermination pins exacte.
Dans son ouvrage Numerus constans nutationisy en employant pour les masses des planètes les nombres déduits des déterminations nouvelles, et en adoptant, pour la préce.islon lunisolaire, la constanle de Bessel, Peters a donné les valeurs'suivantes pour Tannée 1750 ;
/, = 5o'',37572.* — o",oooio8 4.<S
/ =5o"',ai'|8/|.r-i-o'',oooii34.£%
• ==23oQ8'I7'',9-o^4738.l-o^oooooi4.l^
Mais les valeurs de Bessel étant presque partout employées, nous li's avons conservées dans le texte.
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On a donc
~ = — o",48368 — o^ooooo54459.^
Soit maintenant [fig.i) AAo Téquateiir, EE» récliptiqne de Tannée 1750, A' A'' et EE' l'équatenr et Fécliptique de Tannée
Fig. a.
1760 + /; Tare BD dont a rétro{;radé le point d^intersection de i'équateur et de récliptiqne fixe est la précession lunisolaire /, en tannées'. De plus, A'BE et A' CE sont les inclinaisons t» et c de récliptiqne fixe et de l'écliptique vraie sur Téquateur de 1 750 H- t. Soit S une étoile quelconque ; menons les arcs SL, SL' perpendiculaires sur récliptiqne fixe et Fécliptique vraie, DL est la longitude de rétoile ej\ i']5oj CL' sa longitude en 1750 H- /; «lésignons par D' le point de Fécliptique mobile qui, sur Fécliptique fixe, était désigné par D; Farc CD', c'est-à-dire Farc d^écliptique vraie compris entre Féquinoxe de 1760 et celui de 1750 -f-/, est la précession générale; cette partie de la précession en longitude est la même pour toutes les étoiles. Pour obtenir la valeur complète (le la précession en longitude d^une étoile, il faut ajouter Fsrc I. 10
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D'L' — ,DL à la précession générale. Cette dernière parue est d'ailleurs beaucoup plus petite que la première, en raison de la lenteur s^yec laquelle varie l'obliquité. Pour la calculer, on a besoin de la position de Técliptique vraie par rapport à réclipticjne fixe, position qui est donnée par les inégalités séculaires delà Terre, et que Ton peut déduire aussi des expressions précédentes. Appelons n la longitude du nœud ascendant de Técliptique vraie sur récliptique û\e (c/est-à-dire celui des points d'intersection des deux grands cercles à partir duquel Pécliptique vraie a une latitude boréale par rapport à l'écliptique fixe), et prenons pour origine l'équinoxe fixe de l'année 1760, les longitudes étant comptées de B vers D, et d'ailleurs E étant le nœud descendant de TécHptique vraie sur l'écliptique fixe; nous aurons
DE=:i8o°--n, BE = i8o« — n— /, et CE=: 180" — n — /.
Soit TT l'inclinaison de l'écliptique vraie sur l'écliptique fixe, c'està-dire l'angle BEC, les analogies de Néper appliquées au triangle BEC donnent
tang - sin ( n H | = sm tang ,
tang - cos I n -I ] = cos tang •
Or B est le point de l'équaleur qui, en 1760, coïncidait avec le" point D; pendant le temps t le point d'intersection de l'écliptique et de l'équateur a donc rétrogradé sur ce dernier de l'arc BC. Cet arc est la précession planétaire pendant le temps f, désignonsle par a ; avec ce même triangle BEC, nous obtiendrons la formule
tantî - cos = tanc cos •
Ces trois équations vont nous permettre de développer a, n et n en séries procédant suivant les puissances du temps t.
Nous remplacerons par So -+- -9 les sinus et les
tangentes des petits angles j (/, — /), ja et ~(s — ««) par les arcs
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eux-méraes; dès lors la dernière équation deviendra
/, / 1 /, / . C Eo
n 1= i \ — sin 60 — 7^ — 77? 9
cosso 2 cos'so 200 205
où les expressions de /,, / et e — =0 sont de la forme
leur substitution donne
\ — \ /V, — V I \ — \ ïjsinîA
COS60 \ cosso 2 200 2b5 COS-âo /
et enfin, en introduisant les valeurs numériques
fin
— = g", 17926 — o'', 000 532 078 6.^ Pour n et TT, le calcul se fait de la même manière; on a
. e -h Eo sm
tang n H — - = tang -
sm
et
tang' - = I tang' tang^ h lang' j cos' 9
d'où, en procédant comme plus haut,
(/i -f- /\ • tf sin Co o, cos 60
i , , . , , ., à}[t — 5o)sinsoCOS6o
Remplaçant encore t — z^ex. a par leurs expressions -nt H-yj'r^
l48 ASTRONOMIE SPHÉRIQUE.
vl at -ha'i\ il vient
n H = arc tang
a'jï — au' . a
-f- ^cos' n ( 206 265 sin «0 H — cos e, ) 1
et, CD introduisant les valeurs numériques,
nz= i7i'>36'io" — 5"ï2i.r,
it = 0^488 92. r — o",ooo oo3 07*1 5 ./\
58. Variations annuelles de la longitude et de la latitude des étoiles, — Lorsqu'on connaît les variations relatives des plans auxquels sont rapportées les positions des étoiles, il est facile de déterminer les variations qui en résultent pour ces positions elles-mêmes. Désignons par X et p la longitude et la latitude d'une étoile rapportées à récliptique vraie de i^So-f-/, et prenons un système d'axes rectangulaires dans lequel le plan des xy soit Técliptique vraie de 1 750 + tj et où l'axe des x passe par le nœud ascendant de récliptique vraie sur l'écliptique fixe; les coordonnées de Tétoile seront
cospcos(). — n — /), cos ^ sin (X — n — /), sin p.
Désignons/de même par L et 6 la longitude et la latitude de rétoile rapportée à l'écliplique fixe de 1750, et prenons un second système d'axes rectangulaires qui ait pour plan des xy l'écliptique fixe et même axe des j: (jVie le premier; les coordonnées de rétoile seront
cosBcos(L — n), cosBsin(L — II), sinB.
Mais puisque les deux plans fondamentaux des deux systèmes
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d'axes foDt entre eux l'angle tt, on a, d*après les formules (lo }
(la n° 1,
!cos(X — n — /) cos^ =r cosB cos (L — n), sin (\ — n — /) cosp = cosBsin(L — n]coS7r + sinBsin7r, — sinp = cosB sin(L — n) sinir — sinBcosTr.
Ces formules s'obtiendraient encore en appliquant au triangle sphérique formé par l'étoile , le pôle de récliptique de i^5o et celui de Técliptique de 1750 + ^ les formules du n® 3, dans lesiiuelles on ferait
fl = go«— P; ^ = 9o!»— B, c = n, A=:9o«4-L — n, B = 90°— (X — n — /).
Au lien de ces formules rigoureuses, il est facile de trouver des formules approchées, suffisantes dans la plupart des cas; appliquons au triangle considéré la troisième et la première des formules (m) du n® 9, en y remplaçant d*abord
sin h cosC par cosc sin a — sin c cos a cos B, sin /^ sin C par sin r sin B;
de plus rappelons-nous que L et B sont des constantes, et remarquons quCTT est un petit angle, nous aurons les équations
d(\'-'U — l) = — cin-{-ic tangp sin(> — n — /) rfn
-4- tangp ro3(X — n — /) dit,
^/pzrr-h 7rC0S(X — H — l)dn --sin(X — n — /)flf7r.
Divisons par dt^ et dans le coefficient de dll remplaçons n
dir par / — 9 nous aurons pour les variations annuelles de la longidt
tilde et de la latitude de Tétoile, les formules suivantes
dX dl û A „ / ^n \ ^»f
— ==--4- tangBcosIX — n — / r '1 -r'
dt dt ^^ \ dt dt
r/B , L , du \ diz
dt \ dt ] dt
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OU. puisque
de
si Ton pose
M = / -f- n -h r -? r= 1 7 lo 36' i g" -+- 39", 79.^
dt on aura
-=- + langpcos(>-M)-,
I —■ =1 — sm (a — M ) -r :
[ dt ^ ' dt
dl dtr les valeurs numériques de-,- et — ^ ont été données dans le nii-
* dt dt
méro précédent.
Variations annuelles de Pascension droite et de la déclinaison des étoiles. — Représentons encore par L et B la longitude et la latitude d'une étoile rapportées à Técliptique fixe et à l'équinoxe de 1750; la longitude de l'étoile comptée du point d'intersection de.réquateur de l'jSo -{- 1 ayec Técliptique fixe de 1750 sera égale à L + /,, où /, est la valeur de la précession lunisolaire pendant le temps écoulé entre 1760 et 1760 7+- 1. Les coordonnées de rétoile par rapport à un système d'axes rectangulaires dans lequel le plan des x/ est Téclip tique fixe de 1760 et où l'axe des a: passe par le point pris pour origine des longitudes^ auront pour expressions
cosB cos(L -r /,), cosB sin(L -T- /,), sinB.
Soient a et ^ l'ascension droite et la déclinaison d'une étoile rapportées à Féquateur et à l'équinoxe vrai de 1760 -+- 1; comptée à parlir de l'origine adoptée précédemment, cette ascension droite a pour valeur a -4- «, et les coordonnées de l'étoile rapportées à un second système d'axes, dans lequel le plan des a:^ est le plan de réquateur vrai, et où l'axe des x coïncide avec le premier, ont
PRÉCESSiON. l5l
pour expressions
cosS cos[ci -i- a)y cos^sin(a-|- tf), sinJ.
Lès deux plans coordonnés font entre eux l'angle So, on a donc d'après les formules (i) du n" 1
icos(a H- a) cos(î = cosB cos(L 4- /,) , sin (a 4- a)cos$ = cosB sin(L + /,) cosso — sinBsineo, sin S = cosB sin ( L + /, ) sin e^ -h sin B cosso •
Ces formules s'obtiendraient encore en appliquant au trianjjle sphérique formé par l'étoile, le pôle de l'écliptique et celui de réquateur, les formules du n** 3, dans lesquelles on donnerait aux éléments les valeurs suivantes :
« = go** — $, ^=go° — B, c = s^» A =90*»— ;L-h /,), Bingo^-i- a -f- r7.
Au lieu de ces formules rigoureuses, il est facile de trouver des formules approchées; il suffit de différentier les équations précédentes, ou d'appliquer les formules {iiy du n** 9 ; L et B étant des constantes, on obtient ainsi
cl [a. -+- a) = [coséu-H sinso tang^î»in(a -f- û)] «'//, — tang^cos(aH-rt}/^/6^j
dû := cos [oL -\- a] sinso fllx -h sin ( a H- « ) ^e^ ,
et les formules qui expriment les variations annuelles de Tascensien droite et de la déclinaison de l'étoile sont
(IciL (la . dix
-r = r -H (cosso -h sine^ tani(5sina) — -
dt dt ^ o / ^^
/ . dl^ dèA
+ a sine^ — — tani'o cosa,
\ dt dt j ^
d$ , dl, / . d/, deA .
-— z=z cos a sm s„ [a sm e^ — ) sin a :
di dt \ dt dt ]
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OU, en négligeant dans chaque équation le dernier terme qui est très-petit, comme le montrent les valeurs précéd(>ntes (*},
doL fia ^ . % . X dfi
■ (cosf, 4- sme. tanga sina) — »
d$ . dl,
—r- ■=■ cos CL sm f é — r • di dt
Posons
dl, dû
cos s, -z r- = W,
de dt
. d/, sm..-^/!,
les formules deviennent
/ da
=: m H- /ï tang^ sin a.
— - = « cosa,
et en introduisant dans les expressions de m et n les valeurs
, dix da I .
numériques de •», — et —t on obtient
Variations séculières, — Pour obtenir la valeur de la précession, soit en longitude et latitude, soit en ascension droite et déclinaison dans le temps écoulé depuis i ^So-j-r jusqu'à 1 760-1-/', il faudrait intégrer les équations (B) ou (D) entre les limites t et t\ Cependant pour obtenir celte valeur jusqu'aux termes du
(*) La valeur numérique du coefficient a sin e,j^ — -j^cal — 0,000 003 2/1 7 1.<
diaprés les valeurs données dans le texte. Théoriquement, («tte valeur doit être nulle. Ce désaccord provient de ce que dans le calcul des termes du premier et du second ordre, on a employé des valeurs différentes pour les masses.
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second ordre inclusivement, il suffit de connaître la valeur de la
dérivée première correspondante à Tôpoque Soient en
eiïel/(/) et/{i') deux valeurs d'une fonction dont on cherche la différence/(/') —/{t) ; dans le cas actuel, ceire difféi-ence est la précession pour t' — /; en posant
un a
/(O =/(x - Ax) =/(*)- Ax/'(x) + i r/», c), /(t']z=/{JC + ^x)=f(x) + Ax/'(x)+{^x^/''{x),
où/'(j:) ii/''(4;) représentent les deux premières dérivées de /(.r]. On en conclut
/(r')-/(f) = 2Ax/'(x) = {/'-r)/'('-^-).
Ainsi pour obtenir la précession pendant un intervalle de temps /' — t, il suffit de calculer la valeur de la dérivée correspondante à la moyenne arithmétique des époques extrêmes, et de la multiplier par Tintervalle qui les sépare. De cette façon on tient compte des termes du second ordre.
Exemple. — Cherchons la précession en longitude et en latitude de lySo à i85o pour une étoile dont le lieu était en 1760
On a d^abord pour Tannée 1800 (n® 57)
Puis en calculant approximativement la précession de 1760 à 1800, on obtient pour 1800
X = 2io°42',i, p = -1-33° 59', 8,
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et par suite, d'après les formules (B), on a pour 1800
d\ ~di
en conséquence, la valeur de la précession de 1750 à i85o est
En longitude £n latitude .
Cherchons également la valeur de la précession en ascension droite et en déclinaison de 175© à i85o pour une étoile dont Pascension droite et la déclinaison en 1750 étaient
a = 220° I ' 24", (î = -h 20°,2 1 ' 1 5'^; on a pour 1800
m zm 46", 043 67, « = 20'', 069 57 ,
et, pour une première approximation de la position de Fctoile à cette époque,
on obtient donc à l'aide des formules (D)
tang(î. . .
sina. . .
n tang^
sina — 4*78806 m -f- 46, 043 67
tang^sina'. . .
cosa. . .
dt
dt ^
la précession dans l'intervalle de 1760 à i85o est donc
En ascension droite -h 1° 8' 45", 56,
En déclinaison — 25. 23, 14.
Dans les catalogues, on indique habituellement à côté de chaque étoile la précession annuelle en ascension droite-et en déclinaison [variatio annua) pour l'époque du catalogue, et en outre sa va-
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riadon en un siècle {yariatio scecuians). Dès lors si t^ est l'époque du catalogue, la précession de l*étoile pendant l'intervalle t — r» est, d'après ce qui précède,
1 variatio annua -\ ^- variatio sœcularis \{t — /o),
Si l'on différenlie les formules
— =r iw -h /i taneo sm a ,
en y considérant toutes les grandeurs comme variables, et en désignant par m* et n' les variations annuelles de m et, de //, on obtient
— n= /i^sin 1'' sin2a(2 4- tang'^)
mn sin 1 " tang^ cosa -h m' -\- /?' tang^ sin a
-rj z= — n- sin i'''sin'a tangt^ — mn sin lésina H- fi' cosa;
ces expressions multipliées par 100 donneront ia variation séculaire en ascension droite et en déclinaison. On trouve ainsi pour l'exemple précédent les variations séculaires
En ascension droite -+• o",o2865
En déclinaison -h o'^, 2664 .
59. Formules rigoureuses pour le calcul de la précession en longitude et latitude. — Les formules différentielles que nous venons de donner ne peuvent être employées dans le cas où l'on veut calculer la précession des étoiles voisines du pôle. Il faut alors avoir recours aux formules rigoureuses.
Soient X et p la longitude et la latitude d'une étoile rapportées àTécliptique et à l'équinoxe de i^So -+- 1\ on obtiendra la longitude L et la latitude B rapportées à l'écliptique fixe de 1 750 au
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moyen des formules suivantes, qui se déduisent immédiatement des formules (A) données au n*' 58,
cos(L — n) cosB = cospcos(X — n — /), sin(L — n)cosB = cos{isin(X — n — /) costt — sin j3 sinir, sinB = cosp sin(> — n — /) sîutt -4- sinp costt.
Quant à la longitude V et à la latitude p' rapportées à Técliptique et à Téquinoxe de i^5a+ t\ on les déduira de L et B par les équations suivantes, dans lesquelles n', v' et /' représentent les valeurs de n, ir et / à Tépoque 1 760 -h ^', .
cos(V-- n' — /') cosp' = cosBcos(L — n'), sin(V — n' — /')cosp' =:cosBsin(L — n') costt' -h sinB sintr',
— sin p' = cosBsin(L — II') sinir' — sinB cosir'.
L'élimination de L et B donnera V et p' en fonction de À f t p et des valeurs que prennent n, tt et / aux époques i^So'-f- t et 1750-+-/'.
Formules rigoureuses pour le calcul de la précession en ascen^ si on droite et en déclinaison, — Ces formules sont entièrement semblables aux précédentes. Si a et ^ désignent l'ascension droite et la déclinaison d*une étoile à Pépoque 175© -f- r, on trouve à rdde des équations (C) du n° 58, pour la longitude L et la latitude B rapportées à Técliptique fixe de 1 760,
co$(L -4- /,)cosB = cos<îcos(a -4- a), sin (L -h /, ) cosB = cos 5 sin ( a -f- « ) cos s» 4- sin $ sin So, — sinB = cos^ sin (a -t- û)sinso — sin^cosso*
Si Ton cherche ensuite Pascension droite et la déclinaison de rétoile à répoque 1750 -h t\ on les déduit deL et B au moyen des formiijes suivantes, dans lesquelles /', , a! et i\ représentent les valeurs de /„ a et So u cette époque :
cos(a'-|-/2')cos^' = cosBcos(L-h /', ), sin (a' -t- a') coso' = cosB sin (L -h /', ) cosg'^ — sin B sins'^, sin ^' =r cosE sin ( L -I- /', ) sin s', -f sin B cos e', .
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On pourrait, par rélimination de L et B entre les deux systèmes d*équations, trouver des formules qu*il serait aisé de rendre ensuite calculables par logarithmes; mais il est plus simple de les obtenir immédiatement par les considérations suivanles (*). Soient [fig. 3) :
Fig. 3.
^ .fE'
EE' récliptiqne fixe de 1750,
AN réquateur moyen de 1760 -+- /,
A'N réquateur moyen de 1750 -f- 1\
N le nœud ascendant du second équateur sur le premier.
L'arc EE' est la précession lunisolaire /', — /,, pendant Tintcrvalle de 1760 -f r à 1760 -h r', de sorte que nous avons dans lo triangle NEE'
EE' =: /', - /„ NEE' zrr i8o°— H, NE'E = z\, et si nous posons
NE = 90*» — z, . NE' = 90^ + z', ENE' nz 0,
(*) On a remplacé la démonstration analytique de TAuteur par une démonstration géométrique plus courte.
nous trouvons, d'après les formules de Delambrc :
e . ^ -\-z . /',—/, «', + e» cos - sin = sm — cos — ?
cos - cos = cos ~ cos — 7
sm - sin = cos — sm
sm - cos = sm ~ sm •
Ces formules déterminent rigoureusement les grandeurs auxiliaires z, z' et 0 qui vont bientôt nous servir; mais puisque t(*'o — *o) ^^ t(^' — ^) sont de petits angles, nous trouverons aisément, pour le calcul de ces trois grandeurs, les formules suivantes, qui sont suffisamment approchées :
tang = cos -^ tang •>
z — 2 Ê . — Êo I
^ ' ^ wng sm
tanff - =: tanc — sm
Cela posé, soient V, V les équinoxes moyens de l'^So -h r et de 17504-/', EV est la précession planétaire a de 1760 à 1760 -h /, E' V la précession planétaire a' de 1750 à 1750 -h t' \ de sorte que
NV = 90*»— 2 — a, NV = 90» -4- i' — û',
et par suite, si SL et SL' sont les cercles de déclinaison de Tétoile aux deux époques, on a
]NL = a-+-«H-2 — 90», NL' = a'4- «' — z' — 90*».
Soient de plus P et P' les pôles de Téquateur aux deux époques,
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N sera le pôle de PP', et par suite PP' = AA' = 0; on a donc, dans le trian(^le PP' S,
PS = 9o« —S, P' S zzr 900 — $\ PP' = 0,
SPP'=AL = a + û + 2, SP'P = 90«— A'L'nz iSC^— (a'-+-a'— 2'),
et les équations fondamentales de la Trigonométrie donnent
['sin(a'-t-a' — z') cos^'^cos^ sin(a-h«-F-z), [n) |cos(a'+«' — z) cos5' = cos5cos(a+flr-f-z)cos0 — sin^sinB, ( sin 5' = cos^cos (a-i-i2-h«)sin 0-+-sin $ cos0.
Ces formules permettent de trouver a' et 5' en fonction de a et ^ et des grandeurs auxiliaires z, z' et 0, déterminées par les équations (A) ou par celles qui les précèdent.
En introduisant dans les formules (a) un angle auxiliaire, on les reqdra facilement calculables par logarithmes; il est néan* moins commode d'arriver à ce résultat par les formules de Delambre. En effet, désignons par c le troisième angle du triangle PSS', et posons, pour abréger,
a -f- a -h z = A, a' -h /i' — z' =: A', nous aurons immédiatement
/ Qo» -f- 5' X'-\- c QO°-h 5 -i- 0 A
cos cos = cos ces — j
ûo*'-f-5' . A'-h c qo"-t-(î— 0 . A
cos sm = cos sm - 5
. QO« -I- 5' A' — C . Qo^H- (î H- 0 A
sm cos =: sm cos — ^
. QO'^H-^' . A'— <? . qo«-f-^— 0 . A
i sm sm = sm sm - •
On obtient un plus grand degré d'exactitude en cherchant les différences A' — A et $' — $, Pour cela multiplions la première des équations (a) par cos A, la deuxième par sin A et retran-
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chons les deux produits; de même multiplions la première par sinÂ, la seconde par cosA, et ajoutons, nous obtenons
cos^'sin(V— A)=cos^sinAsin0 (langJ -^ tang - cosAJ,
cos^'cos(A' — A) = cosJ — cos^cosAsinel tang(î-|- tang- cosAjf
donc
sin A sin 0 ( tang^ + tang - cos A j
rang (a' — A) =
— cos A sine ( tang ^ H- tang - cos A j Posons (B) /? = sine (tang^-t- tang- cos A|>
et appliquons au triangle PSS' les analogies de Néper, nous obtiendrons les deux équations
/> sin A
tang(A' — Aj=: ^
I — p cos A
(C) ^ ^ . cos
,a„g __ = tang - —jr^TÂ,
cos
Le calcul rigoureux de Tascension droite et de la déclinaison d'une étoile au temps 1760 H- f' au moyen de son ascension droite et de sa déclinaison à l'époque 1760 -+- ^ se fera donc à Taidedes formules (A), (B) et (C) [Tabulœ Regiomontanœ^ p. vin).
Exemple. — L'ascension droite et la déclinaison de la Polaire au commencement de Tannée 1765 sont
0L=: 1 00 55' 44", 955, ^ = 87«59'4i",i2, calculer le lieu de Tétoile rapporté à Téquateur et k Téquinoxe
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de i85o. On a
Pour 1755. Pour i85o.
e, = 23« 28' 18'', 0002 , s; =z i^o aa' , 8", 0984 ,
/, := ^.îi ,8766, ^'1= 1 .23.56 ,3541 r
on déduit des formules (Aj
i±^= o«36'34",3i4, i^H^rrr o« o'io",6286,
8= 0.31.45 > 600, A = a-4-ûH-« = II .32. 9 ,53o.
Pour le calcul de A' — A et S^ — (î, on emploie les formules
(B) et (C), on trouve
log/?= 1,4214471,
A'-A=r 4« 4'i7'',7io, ^JZL^^ o«i5' 26^,780,
et enfin
60. Influence de la précession sur Vaspect que présente la sphère céleste h des époques différentes^ en un même lieu de la surface de la Terre, — Le point d^intersection de l'équateur avec Técliptique rétrograde sur Técliptique. d'environ 5o",2 par an; le pôle de Téquateur décrit donc, dans le cours des temps, autour du pôle de Técliptique, un cercle dont le rayon est égal à Tobliqoité de Tccliptique (*).
Par suite, le pôle de Téquateur coïncidera successivement avec des points différents de la sphère céleste; en d'autres termes, à des époques différentes, il se trouvera dans le voisinage d'étoiles différentes. Actuellement la dernière étoile de la queue de la pe-
(*] Rigourcasement ce rayon n'est pas constant; mais it est toujours égal à la valeur actuelle de Pobliquité de Pécliptique*
I. II
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tite Ourse est la pins voisine du pôle nord, et s'appelle en conséquence Étoile polaire. Cette étoile, dont la déclinaison est environ 88° 3o', s'approchera continuellement du pôle jusqu'à ce que son ascension droite, maintenant égale à 1^8™, devienne égale à 6^. Sa déclinaison sera alors maximum et égale à 89*^ 82' ; à partir de cette époque elle diminuera, la précession en déclinaison étant négative pour les étoiles dont l'ascension droite est comprise entre 6^ et 12^.
Pour trouver le lieu du pôle à l'époque /, nous nous servirons du triangle sphérique formé par le pôle £ de Vécliptique, à une certaine époque t^ et les pôles P et P' de Téquateur aux époques /g et t. Soient a et B l'ascension droite, et la déclinaison du pôle de l'équateur au temps t, rapportées à Téquateur et à Téquinoxe de l'époque f«; Sq et s Tobliquité de Técliptique aux temps fo et r ; on a, dans le triangle PP' E,
PP' = 90<»— 5, ÉP = «o, EP' = e;
de plus l'angle en P est égal à 90**-!- a, et Tangle en E est la précession générale L dans l'intervalle / — t^-y les formules fondamentales de la Trigonométrie sphérique donnent donc immédiatement
cos^ sina = sins coss, cos/ — cose sinco » cos 8 cosa = sin s sin /,
sin ^ == sin s sin 80 cos / H- cos E cos 84) .
Ce calcul n'exige pas une grande exactitude, on ne cherche ici qu'un lieu approché du pôle; or la diminution de l'obliquité moyenne de Técliptique est très-faible, 4^" environ par siècle; en outre, la différence entre l'obliquité vraie et l'obliquité moyenne n'atteint jamais lo''^; on peut donc, avec une approximation suffisante, considérer l'obliquité comme constante, et poser é = £,; on a dès lors
/ - sinso^in/
tanga = — cosi* tang ~> coso = •
° ''2 coia
Bien qu'ici a soit déterminé par sa tangente, on obtient sa valeur sans aucune ambiguïté en remarquant que cosa et sin/ doivent avoir toujours le même signe.
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Supposons que Ton veuille connaître le lieu du pôle pour
Tannée i4ooo, lieu rapporté à Téquinoxe de iS5o; la précession
générale pendant i2i5o années est environ 174°; on aura
donc
« = 273» 16' et 5 = 4- 43° 7'.
Ce qui donne un lieu très-voisin de Véga (a Lyre), dont l'ascension droite et la déclinaison pour i85o sont' *
a = 277° 58' et 5 = 4-38«39';
en l'an i4ooo, Véga pourra donc s'appeler étoile polaire,
La précession changeant peu à peu les déclinaisons des étoiles, il arrivera, dans le cours des siècles, que des étoiles invisibles jusqu'alors en un lieu s*élèveront au-dessus de Thorizon de ce lieu; d'autres étoiles au contraire visibles maintenant en un lieu de l'hémisphère nord, par exemple, auront une déclinaison trop australe pour qu*on puisse les voir encore de ce lieu; pareillement des étoiles qui actuellement en un lieu déterminé restent toujours au-dessus de l'horizon auront* un lever et un coucher, tandis que d^autres étoiles auront alors une déclinaison telle, que leur culmination inférieure se fera aussi au-dessus de Thorizon. Ainsi, par l'effet de la précession, l'aspect qu'offre la sphère céleste aux habitants d'un lieu déterminé de la surface delà Terre sera, au bout d*un long intervalle de temps, devenu notablea>eot différent de ce qu'il était au commencement de cet intervalle.
Année sidérale, — Année tropique, — L'année sidérale est la durée' de la révolution sidérale du Soleil, c'est-à-dire le temps que cet astre emploie à parcourir sur la sphère céleste un arc de 36o°; c'est encore, en d'autres termes^ le temps qui lui est nécessaire pour revenir à la même étoile fixe; d'après les Tables du Soleil d'Hansen et Olufsen, sa valeur en jours moyens est
365i 6»» 9" 9% 35 ou 365i, 256 358 2.
Puisque les points équihoxiaux se meuvent en sens inverse du mouvement du Soleil, l'année tropique ou le temps que le Soleil emploie pour revenir au même équinoxe est plus courte que l'année sidérale ; leur différence est égale au temps que met le
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Soleil à décrire le petit arc dû à la précession annuelle. Or, pour Tannée 1800, / = 5o'', 2235, et, puisque le Soleil a un mouvement moyen de 5g' 8", 33, il parcourra cet arc en oJ, 01 4 i54 ; la durée de Tannée tropique est donc de 365J, 242 2o4> Mais la précession varie, son accroissement annuel est 0^,000 264 2966; la durée de Tannée tropique est donc aussi variable, et sa variation annuelle est éf^aie » o^, 000000068848; en exprimant la partie décimale en heures, minutes, secondes, on obtient pour durée de Tannée tropique
365'5»»48«»46%43 -o%oo5 95(^— 1800).
II. — De la ndtation
61. Natation (fe l'équinoxe et de V obliquité, — Il nous reste maintenant à considérer la variation périodique de Téqualeur par rapport à Técliptique; elle consiste, comme nous Tavons dit, en un mouvement périodique sur Técliptique des points d'intersection de Téquateur et de Técliptique, et dans une variation périodique de l'obliquité. Le point où Téquateur et Técliptique se couperaient, si les variations à longue période existaient seules, s*appelle équinoxe moyen ^ et Ton nomme obliquité moyenne Tangle que feraient Técliptique et Téquateur s'il n'y avait pas de nutalion. Mais le point où ces deux grands cercles se coupent réellement s'appelle équinoxe vrai y et Tobliquité modifiée par la nulation s'appelle obliquité vraie de Técliptique.
D'après les déterminations de Peters (Numerus constans nutationis], la nutation en longitude aX et la nutation en obliquité As sont exprimées par les valeurs suivantes :
A> = — 1 7", 24o5 sin Q -f- o'^, 2073 sin2 Q — 1^,2692 sin 2© — o^, 2o4i sin2 ([^ + o^i279sin(0 — P) — o',o2i3sin(0-l-P) (\) y + o%o677sin(([:-P'),
At = 4- 9", 223 I COS f^ — O'', 0897 C0S2 Q
O", 5509 COS 2 O -H O", 0886 COS
-f- o", 0093 cos(0 + P) ,
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dans lesquelles on désigne par :
Q la longitude du nœud ascendant de Toibite lunaire
sur récliplique, 0 la longitude du Soleil, (^ la longitude de la Lune, P la longitude du périgée solaire, P' la longitude du périgée lunaire.
Les expressions précédentes conviennent à Tan 1800; mais les coefficients de quelques termes varient un peu avec le temps, et Ton a pour 1900 :
^\ = — i7V2577sinQ -f- o",2073 sinî Q — I ", 2693 sin 2 0 — o", 2o4 1 sin 2 (Ç^
-{- o'', 1 275 sin ( 0 — P) — o", 02 1 3 si n ( O -+- P) (A.) { -^ o'%o677sin((j:~-P'),
A e =r= -f- 9", 2240 cos Çl — o", 0896 COS 2 Q o", 55o6 COS 2 0 -f- o", o885 cos 1 ({^ 0^,0092 cos(0 -f- P).
Le coefficient de cos Q dans As est appelé constante dv, la natation; le coeflfiicient de sin Q dans A^ est égal à — 2cot 2«, et en 1800 s = 28" 27' 54", ^.
Expressions de ta natation en ascension droite et en dèrUnaison, — Pour trouver les Vciriations correspondantes de Tascension droite et de la déclinaison d'une étoile, on a
/ , dct , doL i d^oL ^ d^oL ,
a' — a=— AX4- _ A«-t- - -rr- AX»H- -— - A>. As-f- . . . , \ d\ ds 2 dV d\de
U' — ^rr: — AX+ — Aî + --— AX^-f--7r-T-AXAe-f-.. , \ d\ dt 2, dl^ d\ ds
et d*après les formules différentielles du n°39, en ninplaçaiu cosp sin y] et cos ^ cost] par leurs valeurs en fonction de a, ^ et £,
dct . • . * • ^^
-— • =cos« -4- sine tango sin a, -— = cosasinc,
flX dK
doL ^ d$
-r- = — cosa tanga, -— =z sin a.
«s ds
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De nouvelles différen dations donnent
dk^
d\di
rf'a
dï"
dp
dldt
. , , smsa sin's I h cots cos
a tang^ H- sin 2 a tang-^ j
— sine (cos' a — cote sina tang^ H- cos2a tang'(î),
sinsa tang^^ J9
=: — sin^esina(cots + sina tang^).
sin 8 cos a (cote + sina tang^),
dt'
z= — cos' a tang^.
Substituons ces valeurs dans les équations (a) ; prenons pour àX et Ae les valeurs données par les équations (A), et pour e Tobliquité moyenne de Técliptique au commencement de Tannée 1800, 23° 27' 54'', 2; nous aurons pour les lermes du premier ordre :
i5'',8i48sinQ
(6'',865osin Q sin a + 9'^, 2281 cos Q cosa) tang^
0^,1902 sin 2 Q
(o",o825sin2 Q sin a -I- 0^,0897 cos 2 Q cos a) tangJ
— i''', 1642 sin 2 0
— (o",5o54 sin 2 © sin a -i- o",55o9 cos 2 © cosa) tang^
— o",i872sin2(^
— (o",o8i 3 sin 2^ sina -h 0% 0886 cos 2 ^ cosa) tang^
— o",oi95sin(© -f- P)
— [o",oo85sin(© H- P) sina
H- o",oog3 cos( © H- P) cosa] tang^ -h (o",o62 H-o", 0270 sina tang^)sin(([; — P') -4->",ii73 + o",o5o9SÎnatang^)sin(© — P),
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et
/ ^' — S = — 6",865o sin Q cosa + 9", 2281 cos JJ sina
-f- o",o825 sin 2 Q cosa — ©'',0897 cos2 Q sina
— o", 5o54 sin 2 O cosa -f- o", 55o9 cos 2 © sin a
. — o'', 081 3 sin 2 (J) cosa -h o", 0886 cos 2^ sin a
— o",oo85 sin (0 H- P) cosa
o",O093 cos(0 + P) sina -+- 0^,0270 sin ((^ — P')cosa \ -+- o'',o5o9sin(0 — P) cosa.
Ces expressions conviennent à Tan 1800 : leurs coefficienis changent avec le temps, et sont un peu différents pour Tannée 1900. Mais leurs variations ne sont pas toutes d'égale importance. Parmi les termes du premier ordre, les seuls où cas le changement soit sensible, sont ceux qui contiennent Q ; leurs valeurs sont pour 1900
Dans a' — a :
— 15^832 1 sin Q
— (6", 8683 sin Q sina -f- 9'', 2240 cos Q cosa) tang^; Dans ^' — S :
— 6'', 8683 sin Q cosa H- 9", 2240 cos Q sina.
Parmi les termes du second ordre, les seuls qui peuvent avoir quelque importance proviennent des plus grands termes de AX et Àf. Posons, pour abréger,
As = 9'^223i cosQ =a cos JJ
— sin* ^\ = 6",865o sin Q = ^ sin Q. Ces termes sont, en ascension droite,
— 7 — sin2a(~--+- tang*5) -+- ycotecosa tangj
H {- — cot«.sinatang5 + cos2atang*^-i- yC0S2a)sîn2 Q
- sin 2 a tang'o
y cotecosatanga H 7: — sin2a 1 cos2 y,
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et en déclinaison,
fa'-hb' a^^h^ \ ^ b^
— l — ô ^" ô — cos2a| lango — — cotssina
sin2atang^ H- 2colscosa)sin2 Çl
— I I — ô h — o — cos2aJ tango — -r cotesina cos2 Q.
Ceux de ces termes qui sont indépendants de Q changent seulement la position moyenne de Pétoile, et peuvent être négligés; les antres
•y- sin2 y — ( — cotcsin2 ^ sina -h y- cot«cos2 ^ cosaj tanga
et
ah . ^ b* ^ .
cot«sin2 y cosa -f- -— cot8COS2y sina
peuvent s'ajouter aux termes semblables du premier ordre en sin2 Çl et cos2 Q, et ceux-ci deviennent
/ eu ascension droite :
o", 1902 sina Çl
(D) l "+" (o",o822sin2Q sinaH- o",o896cos2Q cosa) lang^
en déclinaison :
o",o822 sin2 Çl cosa — o", 0896 cos 2 Q sina.
Les termes du second ordre restant encore sont
en ascension droite :
o",ooo i535(y + tang^^) sin 2 Q cos 2 a
— o'',ooo ï6o (y 4- tang'^)co52 Q sin 2a;
en déclinaison :
— o", 000 0768 tang 5 sin 2 Q sin 2 a -+- (o", 000 023 4- o", 000 080 cos 2 a) cos 2 Q tang^.
Mais, puisque les premiers termes n'atteignent o',oi de temps
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que pour une déclinaison égale à 88*^10', et que les seconds ne surpassent pas o",oi d'arc pour une déclinaison de 89** 26', ils ont, même dans le voisinage du pôle, une très-faible influence; on peut donc toujours les négliger, excepté s'il s'agit d^me étoile très- voisine du pôle.
62. Variation de l 'expression de la natation^ correspondante à une variation donnée de la constante de la natation, — Dans la suite, nous aurons besoin de connaître les changements apportés dans les elpressions (B) et (C) par une variation de la constante de la nutation ; ces changements sont différents pour les termes de la nutation lunaire et pour ceux de la nutation solaire. En effet, dans la formule que donne la théorie de la nutation, tous les termes de la nutation lunaire sont multipliés par un facteur N' qui dépend du moment d'inertie de la Terre, de la masse et du moyen mouvement de la Lune. Les termes de la nutation solaire sont multipliés par un facteur N analogue et fonction identique du moment d'inertie de la Terre, de la masse et du moyen mouvement du Soleil. Comme il est impossible de calculer le moment d'inertie de la Terre, il faut déduire des observations les valeurs numériques de N et N'. Le coefficient de cosQ, dans la nutation de Tobliquité, est égal à 0,766428^'; représentons-le par 9*, 223 1(1 -f- 1), oh 9'', 2281 est la valeur adoptée pour la constante de la nutation, et 9^^,2231 . / sa correction possible,
La précession lunisolaire dépend des mêmes grandeurs N et N', et sa valeur déduite des observations , 5o",36354 pour 1800, établit entre N et N' l'équation suivante
17,469345 r=:N-+-0,99I988N', qui, combinée avec la première, donne
Ainsi, en supposant la constante de la nutation égale à 9% 2281 (i 4- 0> ^^^^ ^^^ termes de la nutation lunaire sont muU
170 ASTRONOMIE SPHÉRIQCE.
tipliés par 1 + /, ceux de la nutaûon solaire par i — 2,16687./;
et si Ton pose
9'', 223 t.i=z rfv,
on a
dA\ = [ — 1 ,8702 sin Q -\- 0,0225 sin 2^2
— o, 022 1 sin 2 <J^ H- 0,0073 sin ((^ — P') ■4-0,2981 sin20 — o,o3oosin(0 — P)
-h o,oo5osin(0 -f-P)]fl?v,
flàe = [cosQ. — 0,0097 COS2 Q -h 0,0096 cos2(^
— 0,I294C0S2 0 — 0,0022 COS(0 H- p)] fiv,
et, en suivant la même marche que dans le numéro précédent, on obtient facilement
^jT — - =--i,7i56sinQ
— (0,744s sînQ sin a + 1,0000 cosJJ cosa) tang^ + 0,0206 sin2 Q
sin 2 Q sin a -h 0,0097 cos2 Q cosa) tang
— o,02o3sin2 (^
— (o,oo88sin2 (^ sina -+- o,oo96cos2 (^ cosa) tang^ -f- 0,0067 sin (C — P')
-+- o,oo29sin((^ — P'.)sinatang^ — 0,2735 sin 2 0 -I- (o, 1 187 sin 2 0 sina H- o, 1294 cos2 Q cosa) tang(î
— 0,0275 sin (O — P)
— o,oï 19 sin (0 — P) sina rang ^ -t- o,oo46sin(0 -4-P)
-I- [0,0020 sin (O H- P) sin a
-f- 0,0022 cos(0+P) cosajtang^,
= — o, 744^ sm J2 cos a -4- 1 ,0000 cos ^ sina
C-» If
H- 0,0090 sin 2 Q cosa — 0,0097 C0S2 Q sina
— o ,0088 sin 2 (£, cosa + o , 0096 cos2 (^ sin a -f- 0,0029 sin ((^ — ^') ^^***
+ o, 1 187 sin 2 0 cosa — o, 1294 cos 2 0 sina
— 0,01 19 sin (0 — P) cosa H- o , 0020 sin (0 -f- P) cosa
— 0,0022 cos(0 + P) sina.
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63. Tables de Gauss pour le calcul de la nutation, — Dans le calcul (le la nutation en ascension droite ei en déclinaison, le pins commode est de chercher A^ et Ac à Faîde des formules (A) et (At)»
et de calculer les valeurs numériques des dérivées — > -r— » • • • •
a\ di
Mais, pour les formules (B) et (G), on a construit des Tables quf
facilitent beaucoup le calcul. Tout d^abord, on a réduit les termes
c=:i5^,82sin^, g = — i'',i6sin2 0
, en Tables dont les arguments sont Q et 2 Q. De plus, dans Texpression de la nutation en ascension droite, chacun des coefficients de tang S est de la forme
A (sin p sina H- A cos p cosa) ;
et dans celle de la nutation en déclinaison les termes analogues sont de la forme
A(sinpcosa — //cos^sina).
Or, en identifiant ces deux expressions,
la première avec a? cos(p — a -h/), la seconde avec J7sin(p — a -4-jr)>
on obtient les mêmes équations de condition
SA/icosp = a:(cospcosj — sin^sinj), A sin p = a: ( sin p cosy -H cosp sin^) ,
d'où Torf déduit pour jc et jr les valeurs
x^z= A»[i — (i — /*')cos'p] , (i — /i)sinBcosB
valeurs qui sont toujours réelles, car dans le cas actuel i — h^ est toujours en valeur absolue plus petit que l'unité. Les termes que nous considérons peuvent donc toujours être ramenés à avoir l*une des deux fo rmes
(«) JCCOs(p — a -h/), a:sin(P — a -f-j),
et si ron réduit les valeurs de x et j en Tables dont l^argument soit Py leur calcul sera très-commode.
Ce principe général de calcul a été indiqué par Gauss et appliqué par Nicolaî dans des Tables publiées par WarnstorfT; les constantes adoptées sont celles de Pelers, et les Tables sont cal- . 'culées pour i85o.
On y trouve outre le terme c, les quantités log^ et logB avec l'argument Q, et Ton en déduit les termes qui dépendent de sin Q et cos Çl qui sont
l En ascension droite. ... c — b tang^ cos (Q -f- B — a), ( En déclinaison — ^ sin ( JJ -h B — «) •
En leur ajoutant les petits termes qui dépendent de 2Q, 2(^ et (^ — P', on a la natation lunaire.
Une seconde Table donne, avec l'argument 2 ©, les grandeurs g, F et log/, au moyen desquelles on trouve les termes dépendant de 2 O qui sont
( En ascension droite. . . g — y* tang^cos(2 © + F — a), ( En déclinaison — /sin {2 ©H- F — a).
L'ensemble de ces termes, en y comprenant les petits termes qui dépendent de © -I- F et © — P, forme la natation solaire.
Pour les petits termes qui contiennent 2 (^ , 2 JJ et Q'-f- P, on n'a pas construit de Tables spéciales; on les obtient à Taide des Tables relatives à la nutalion solaire, en y remplaçant 2 0, successivement par 2^, 180® -h 2 Q (car ces termes ont des signes contraires), et © H- P, et en multipliant par ^, ou plus exactement 3^, les valeurs obtenues par les équations [c] pour les deux premiers arguments et par — les valeurs obtenues pour le troisième; en effet, ces nombres expriment approximativement les rapports des coefficients de ces termes à ceux de la nutation solaire.
Les termes en (J^ — P' et © — P ont une forme différente de la précédente, mais analogue aux expressions de la prccession
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annuelle en ascension droite et en déclinaison; on les obtient en multipliant celles-ci par —j sin( ^ — P') et j^ sin ( © — t*).
64. Eilfpse de natation. — Il est facile de se faire une idée nette de l'influence de la nutation, en la réduisant à son premier terme, qui est d'ailleurs le plus important. On a alors
A^=~i7",25sinQ, Ae=-h 9",22cosQ,
ou mieux, d'après la théorie,
sine A> = — I o", o5 cos 2 c sin Q , Ai = — I o'^, o5 C0S8 cos Çl .
Nous savons que par Teffet de la précession lunisolaire, le pôle (leTéqualenr décrit autour du pôle de l'écliptique un petit cercle dont le rayon est c. Considérons maintenant dans le plan tangent mené au pôle moyen d'un certain temps, un système de coordonnées rectangulaires dans lequel l'axe des x soit tangent au cercle de latitude, et désignons par or et y les coordonnées du pôle vrai * (pôle moyen déplacé par la nutation); nous aurons j = sine AX, j: = As, et, en vertu des expressions précédentes,
r^ = O cos» 2 c x^ (h\ C == îo", o5.
-^ cos'' e
Le pôle vrai décrit donc autour du pôle moyen une ellipse dont le demi grand axe est C cos c = 9^, 22 et dont le demi petit axe est C cos2f = G''', 86. Cette ellipse s'appelle ellipse de nuta» tion. Pour obtenir la position du pôle vrai sur cette ellipse, on mène dans le plan de l'ellipse un cercle concentrique de diamètre égal au grand axe; on imagine qu'un rayon de ce cercle le décrive, pendant la révolution des nœuds de la Lune, d'un mouvement uniforme et rétrograde (*), et de telle sorte que ce rayon
{*) Car le mouvemenl des nœnds de la Lune sur récliptique est ré* irograde.
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coïncide avec la portion du demi grand axe la plus rapprochée de récliptique, toutes les fois que le nœud ascendant de la Lune coïncide avec Téquinoxe du printemps. On abaisse ensuite par Textrémité de ce rayon une perpendiculaire sur le grand axe de l'ellipse, et le point oh. cette perpendiculaire coupe la circonférence de Fellipse est le lieu vrai du pôle de la Terre.
Remarque, — Consulter sur la précession et la nutation :
Bessel. — Fundamenta Àstronomiœ pro anno l'jbS.
Bbssel. — Àstronomische Nachrichtenf n^ 34.
Bessel. — Tabula Reffoinontanœ reductionum observa tionum astronomicarum, ab anno 1750 usque ad annum i85o computatœ (i83o).
Baily. — New Tables for Jacillling the computation qfPrecession, Aberration and Nutation (Londres 1827).
Baily. — Préface du Catalogue oj Stars of the Britiih Association (Londres, i845).
Peters. — Numerus cOTfstans Nutationis,
Le Verrier. — Annales de V Observatoire impérial^ t. fl, p. 170 et suivantes.
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CHAPITRE III
DES ERREURS D'OBSERVATION DUES A LA POSITION DE L'OBSERVATEUR A LA SURFACE DE LA TERRE ET AUX PROPRIÉTÉS DE LA LUMIÈRE.
Les Tables et les Éphémérides astronomiques donnent toujours les positions des astres, telles que nous les observerions du centre de la Terre. Dans le cas oii Tastre est à une dislance infinie, celte position coïncide avec celle que Tobservation donnerait en un point quelconque de la surface de la Terre; mais s'il 7 a un rapport fini entre le rayon de la Terre et la distance de l'astre, ce lieu de Tastre vu du centre sera différent de celui qu'on trouverait en un point de la surface. Pour comparer aux Tables une observation de cet astre, il faut pouvoir, à Taide de la position observée, calculer celle que l'on trouverait au centre de la Terre et qu'on appelle le lieu vrai. Inversement, on a souvent besoin de transformer en positions apparentes les positions vues du centre de la Terre données dans les Éphémérides, ou comme on dit les lieux vrais en lieux apparents. L'angle formé par les deux rayons menés du centre de Taslre au centre de la Terre et au lieu d'observation s'appelle parallaxe. Il faut donc pouvoir calculer la parallaxe d*un astre à un instant quelconque et pour un point quelconque de la surface de la Terre.
La Terre est entourée d'une atmosphère qui possède la propriété de réfracter la lumière. L'observation ne peut donc pas donner la position vraie de l'astre, mais seulement la direction qu'a le rayon lumineux réfracté par l'atmosphère à son entrée dans l'œil de l'observateur. L'angle de ce rayon visuel avec la direction dans laquelle l'astre serait vu, si l'atmosphère n'existait pas, est appelé réfraction. Pour déduire des observations d'un
astre sa position vraie, il faut pouvoir déterminer la réfraction pour chaque point du ciel et pour chaque état de Tatmosphère. Si la Terre était en repos, ou si du moins la vitesse de la lumière était infiniment grande par rapport à celle de la Terre, le mouvement de la Terre n'aurait aucune influence sur la position apparente des astres. Mais puisque la vitesse de la lumière est dans un rapport fini avec celle de la Terre, un observateur placé à sa surface voit toutes les étoiles en avant de leur position vraie, dans le sens du mouvement de la Terre^ d*un petit angle fonction de ce rapport. Ce petit angle, qui change la position des étoiles, s'appelle aberration. Pour obtenir à l'aide des observations les positions vraies des astres, il faut corriger de l'aberration les lieux apparents observés.
. I. — De la parallaxe.
65. Dimensions de la Terre. — La Terre n'est pas une sphère parfaite, mais s'approche beaucoup d'être un ellipsoïde aplati, volume engendré par la révolution d*une ellipse tournant autour de son petit axe. Si Ton désigne para le demi grand axe, par b le demi petit axe de l'ellipse génératrice et par a l'aplatissement exprimé en parties du demi grand axe, on aura
Soit de plus e l'excentricité, exprimée aussi en parties du demi grand axe,
et alors
et inversement
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On a, diaprés les recherches de Besse],
donc
8 irr 0,081 6967 , loge = 2,912 2o5o,
et en mètres :
û z= 6877 398"™, 04, logfl = 6,804 6436,
^=3 6 356 079™, 84, logé =6,8031894.
Parallaxe horizontale équatoriale dit Soleil, — En Astronomie, on prend toujours pour unité le demi grand axe de l'orbite terrestre (*). Si Ton désigne par tt l'angle sous lequel on verrait du Soleil le rayon d'un point de Téquateur, dans le cas où cet astre serait à l'horizon du point, et par R le demi grand axe de. l'orbite terrestre ou la distance moyenne de la Terre aii Soleil, on aura
flir^RsinTr,
et, puisque tt est très- petit,
Rtt
L'angle tt ou la parallaxe horizontale équatoriale du Soleil est, d'après Encke,
TT = 8'',57i i6, log7r = 0,933 0397.
66. Latitude géocentriquc d^un lieu et sa distance au centre de la Terre, — Pour calculer la parallaxe d*nn astre correspondante à un point donné de la surface de la Terre, il faut déterminer les coordonnées de ce point par rapport au centre de la Terre. On prend pour première coordonnée le temps sidéral, c'est-à-dire l'angle que fait un plan mené par le petit axe et le lieu d'observation (le plan méridien) avec le plan passant par le petit axe et l'équinoxe du printemps. Soit OAC [fig* 4) ^^ P^^" passant par le
(*) Yoir Le Verrier, Annales de l'Observatoire impérial de Paris, 1. l*"", p. 189-
petit axe et le lieu crobservation Â; la position du point A dans
ce plan sera déterminée si Ton connaît en même temps la distance
géocen trique AO et Tangle AOC appelé latitude réduite ou géo-
cent tique,
Fig. 4.
Ces quantités peuvent d^ailleurs être calculées lorsque l'on connaît la latitude ANC (angle de Thorizon en A avec l'axe de la Terre ou de la verticale du lieu avec Téquateur) et les deux axes de Tellipse méridienne.
Soient en effet x et y les coordonnées du point A rapportées aux deux axes OC et OB; on a
Si maintenant on désigne par f' la latitude géocentrique
tang«>'=i -,
et si f représente Fangle de la normale en A avec Taxe des x,
dx
tangç=i —
dy
On a, d'ailleurs, en différentiant Téquation de l'ellipse,
b^ dx
d'où résulte la relation
tangy'= — tangip.
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D'autre part
OOSf»
mais on. tire de Féquation de Tellipse
i+plang'f \/r-Htang?tangf'
on en conclut
,,, «sécjp' / ces©
V^i + tangy tangf V cosy cos(«j> — tp)
Au moyen de ces deux formules on peut, pour chaque Heu de la surface de la Terre dont la latitude f est connue, calculer la lalilnde géocen trique 3)' et le rayon p.
Coordonnées tla lieu. — Le calcul des coordonnées ^ et j* se fait au moyen des formules suivantes, qui nous serviront plus loin :
. , a cos<p a coscp
V^cos^ (j> -4- ( I — s^; sin^<p sj i — s^sin^^
[d) jr = xiangf* = .r[ï — s^) tang(p=: J-
^i — s^sin'^y
Rayon de' courbure. — On a quelquefois besoin de connaître aussi le rayon de courbure du méridien terrestre à une latitude donnée. £n le désignant par R, on a
dr' R
dy dx^
mais Téq nation de Tellipse donne
dy b^ X d^y b*
dx a^ y dx^ à} y^
l8o ASTRONOMIE SPHËRIQUE.
tl'oii
(i — s* sin^(j))^
Développements en séries des formules précédentes. — Au
moyen de la formule [a) nous pouvons développer cp' en une
série ordonnée suivant les sinus des multiples de y; en effet, en
posant
et appliquant la formule (i6) du n** H, on a, en secondes,
^ —'^ : — ï^sin^^ H . — -, sm4!p— . ..,
sin I ^ 2sinr
et par suite, avec la valeur de Taplatissement donnée plus haut,
»'=: <p — I i'3o",65 sin 2 9 -f- i", i6sin4<j> — . . . •
On ne peut obtenir une série élégante pour calculer la valeur de p, mais il est facile d*en trouver une pour logp. La formule ( b) donne en effet
COS'f l I-f-
- tang> j
Si Ton remplace cos'©' par sa valeur — ■ — , on ob-
* ^ ^ a^ -\- b^ t«»ng^<?
tient
a* cos'ç -h Z><sin'fl) «* -+- ^*-f- (a* — ftMcos2(p ^ a^cos'(j> 4- é^ sin^y a^ M- b^ -\- [a^. — 6^)cos2(p ou
^_ («'-h b''Y-^{a-'— b'f-{-i{a^-\- b^)[a^^ b^)co%'î^ ^ ~~ {a-{- bY-{-[a —by-^i[a -^ b){a — b)i:o%i9
et, en posant encore r = «,
a^ -\. b^ ^ I -f. //i* -j_ 2 m cos 2 ^
a -V- b y^i -f- /î2-j_ 2/lCOS2^
DISTANCE AU CENTRE. l8l
Prenons les logarithmes des deux membres et développons d'après la formule (i5) du n^ 11, nous aurons
[m — /i)cos2(p cos4yH 5 — cos6y — ...
où M est le module des logarithmes vulgaires,
logM =17,6377843, et enfin, en prenant a pour unité,
logprr:i , 9992747+0,000 727 I COS 2 ç — O,O00O0 l8cos4^ +..
On trouve ainsi pour
f 9' I^og P-
Paris 48.5o.i3,o 48.38.48,2 i,999i795
Greenwich . . . 61.28. 38, 9 51.17.25,4 1,9991134 Berlin 52. 3o. 16,0 52.19. 8,3 1,9990880
Encke a donné, dans le Jahrbuch de i852, des Tables qui permettent de trouver immédiatement les valeurs de ep' et logp correspondantes à une latitude donnée.
Ainsi, lorsqu'on connaîtra la latitude d'un lieu, on calculera, au moyen des formules précédentes, la latitude géocentriquc et la distance de ce lieu au centre de la Terre ; qu'on y joigne le temps sidéral e, il sera facile de trouver à chaque instant la position de ce lieu par rapport à des axes fixes passant par le centre de la Terre. Imaginons, en effet, un système de coordonnées rectangulaires passant par le centre, dans lequel Taxe des z soit perpendiculaire au plan de Téquateur, et les axes des x et des y dans ce plan, la partie positive de Taxe des x passant par Téquinoxe de printemps, celle de l'axe des^ par le point d'ascension droite 90°; les coordonnées du lieu auront pour expressions
J: = p COScp' COS0,
j z= p cos ç' sin 0 , zi=r p sinip'.
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67. Parallaxe de hauteur dans V hypothèse de la sphéricité de la Terre, — Le pla^ déterminé par les lignes qui vont de Tastre au centre de la Terre et au lieu d^observation passe, la Terre étant supposée sphérique, par le zénith du lieu, et coupe la sphère céleste suivant un grand cercle vertical. La parallaxe ne change donc que les hauteurs et non les azimuts. Soit maintenant (^^. 4j A le lieu d'observation, Z son zénith, S l'astre et O le centre de la Terre : ZOS sera la distance zénithale vraie 2, vue du centre de la Terre; ZAS sera la distance zénithale apparente z', observée du point A de la surface. Si l'on désigne \di parallaxe de hauteur, c'est-à-dire l'angle en S, par/?', et la distance de l'astre à la Terre par A, on aura
p' =1 z' — z et sin/?' = - sinz'.
Pour tout astre autre que la Lune, p' sera toujours un petit angle, dont on pourra remplacer le sinus par Tare, et on aura
p'z=z i-- sinz'. 206265.
Ainsi la parallaxe de hauteur est proportionnelle au sinus de la distance zénithale apparente. Elle est nulle au zénith, atteint son maximum à Thorizon et diminue les hauteurs de tous les astres. La valeur maximum pour z' = 90^
A s'appelle la parallaxe horizontale y et la valeur
où a est le rayon équatorial de la Terre, la parallaxe horizontale équatoriale.
Parallaxe en azimut et en distance zénithale, — Nous avons supposé la Terre sphériqne ; comme elle est un sphéroïde, le plan déterminé par les lignes qui joignent l'astre au centre de la Terre
paballàxe en azimut et en distance zénithale. i83
et au lieu d^observation, ne passe pas par le zénith, mais par le point où la droite qui va du centre au lieu d'observation rencontre la sphère céleste. Il résulte de là que l'azimut de l'astre est altéré par la parallaxe; de même, Texpression rigoureuse de la parallaxe de hauteur diffère de celle que nous avons donnée. Considérons un système de coordonnées rectangulaires dans lequel Taxe des z positifs passe par le zénith du lieu d'observation, les axes des a; et des^ étant dans le plan de Thorizon, Taxe des a: positifs dirigé vers le sud et Taxe des y positifs vers l'ouest; les coordonnées de l'astre, par rapport à ce système, seront
A' sinz'cosA', A' sin z' sin A' , A'eosz',
oii A' représente la distance de l'astre au lieu d'observation, z' et A' la distance zénithale et l'azimut de l'astre vu de ce lieu.
Imaginons maintenant un second système d'axes parallèles aux précédents, mais passant par le centre de la Terre ; par rapport à ce système, l'astre aura pour coordonnées
AsinzcosA, AsinzsinA, Acosz,
A représentant la distance de l'astre au centre de la Terre, « et A la distance zénithale et l'azimut de l'astre vu du centre. Comme les coordonnées du centre de la Terre, par rapport au premier système d'axes, sont respectivement
— psin(7 — (p'), o, -• p cos(<p — (f'),
on a les trois équations
A' sinz' cosA' = AsinzcosA — p sin(«p — ç' j, A'sinz' sinA' = AsinzsinA,
A' COSZ' = A C0S3 — p cos(<p — (J>'),
ou
iA'sinz'sin(A' — A) =psin(«p — (p')sin A, A'sinz'cos(A' — A) = Asinz — p sin (cp — ç') cosA, A'cosz' = Acosz — p cos(ç|» — f).
Multiplions la première équation par sin j (A' — A), la seconde
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par cos Y (A' — A), el ajoutons les produits, il vient
, . , . . , . cos~ (A'-h A) A sin z' = A sm 2 — p sm ( o — © ) —^ 9
^ ^^ • ''cos|(A' — A)
A'cosz' = Acosz — pcos(y — y'j.
En posant
,, cos-^ (A'-+-A) , ,.
on a
a' sin 3' = A sinz — p cos (<p — ^') tangy , a' COSz' = A COS3 — p cos(ç — <p'),
ou bien
i A' sin { z — z]=: p cos ( «p — cp ) — ^^ — 9 •
i ./ f , \ / #\ cos(z — 7) f A'cosfz' — 3)=: A — pCOS((P — *') ^^ —i
et si Ton ajoute le produit de la première équation par sin \ [z' — z) et de la seconde par cos| (z' — z), on obtient
COs(y— y^)cos[j(z^-4-z) — 7] cos7c6s^(z' — z)
Supposons p et A exprimés en parties du rayon équatorial de la Terre, et/? étant la parallaxe horlzonlale équatoriale de Tastre définie par Téquation
posons
- = smpy
sinp sin (y — ç')
' sinz
sin/? cosfç — (p') n =^ p •
cos 7 Les expressions rigoureuses de la parallaxe en azimut et en dis-
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tance zénithale deviennent
... ^, wsinA tang A'— A =r -,
^^ 1 — m cos A
tang(z' — z) — ^ -^ -
I — n cos(z — 7)
On peut développer ces formules en séries au moyen des formules (12) et (i3) du n® 11, et on obtient ainsi
m sin A /«' sin 1 A w'* sin 3 A
I smr -2 sin 1 0 sm i
, nsiT\{z — 7) Tî'sin^ (z — 7) /?*sin3(z — 7)
I Sin I :2 sm I i sm i
logA' =: logA — Ml /2 cos(z — y) -i COS 2(2 — 7)
Pour Tangle auxiliaire 7, on a
cosi{A'-f-A) , ,, , cos' -HA' + A) . ' ,,
et en remplaçant tang («p — y') par la série
on trouve
7 = ((j> — (p')cosA-~ ('f — 9')sinA tang{(A'— A)
sin A sin A' cos I (A' H- A)
+ â(?-?r- ^os^^tA'-Ajsin^i" ■^•'•*
Ces développements en série complets ne servent en réalité que pour le calcul de la parallaxe de la Lune, qui se fait aussi au moyen des formules rigoureuses.
Pour le Soleil, les planètes et les comètes on se borne aux premiers termes des développements, et on emploie les formules sui-
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vantes^ qui sont bien suffisamment approchées :
A! — k = pp sin(<p — ç') sinAcosécz»
z' — z = p p sin (z — 7).
Ainsi dans le méridien^ la parallaxe en azimut est nulle et la parallaxe en distance zénithale est donnée par Téquation
z' — z=:pp sin[z — (y — ^')].
La quantité pp est souvent appelée parallaxe rédaîte et p — pp=z p {i — p) la réduction de la parallaxe équatoriale pour une latitude donnée; on la trouve dans la plupart des recueils de Tables astronomiques.
68. Parallaxe en ascension droite et en déclinaison. — Les coordonnées d'un astre rapportées au plan de Téquateur et au centre de la Terre sont,
Acos^cosa, Acos(^sina, Asin^,
et les coordonnées apparentes rapportées aux mêmes plans, mais vues du lieu d'observation,
A' cos5' cos a'. A' cos5' sin a'. A' sin ^';
comme les coordonnées du lieu rapportées au centre et à Téquateur de la Terre ont pour expressions
pcosf'cose, pcosf'sind, p sin^', on a, pour la détermination de A', a', ^', les trois équations
/ A' cos^' cosa' = A cos^ cosa — p cos^' cos8, [a) \ à! cos^' sin a' = A cos^ sin a — p cosy' sine,
( A'sin^' := Asin^ — psin^'.
Retranchons Tune de Tautre les équations obtenues en multi-
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pliant la première par sina, la seconde par cosa^ et pareillement ajoutons celles que Ton obtient en multipliant la première par cosa, la seconde par sin a, nous aurons
( A'cos^' sin(a' — a) =1 p cosy' sin(a — 0), (û ) J
I A' cos^'cos(a' — a) = A cos^ — p coSy'cos(a — 0).
Supposons dans ces formules p exprimé en parties du rayon éqiiatorial de la Terre, A en parties du demi grand axe de l'orbite terrestre, et'Tr étant la parallaxe du Soleil, posons
psinn cosy'
A cos 0
nous obtenons pour tang(a' — a) la valeur suivante
#7f sin(a — 0)
(i) lang(a'— a) =
I — m cos (a — 0)
Cette équation donne la parallaxe en ascension droite; une com< binaison convenable des équations (/i') nous permettra d'obtenir aussi la parallaxe en déclinaison. Après avoir multiplié la première par sinKa' — a), la seconde par cos|(a' — «), ajoutons les produits obtenus, il viendra
^, ^ , cosf© — ^(a'-*-a)l
A' cos^' = A cos^ — p COS9' != — :-V r—^ •
Soit maintenant un angle auxiliaire 7 déterminé par Téquation
tang<p'cos| (a' — a)
(2) tang7 =
COS[0 — i(a'-f-a)î'
nous aurons entre ^' et ^ les deux équations
A' cos^' =: A cos ^ — p sin <j>' cot 7, A' sin^' = A sin^ — p sin y',
l88 ASTRONOMIE SPHÉRIQU£.
que Ton transforme aisément dans les suivantes
A' sin { (î' ~ ^ ) =: i-f- p ?^ sin ( (î — 7 ) ,
' sin 7 '
A'cos((î' — ^) = I — p-4-^ cos(^ — 7):
' • sin7 ^ •
d'où, en faisant les mêmes conventions que plus haut et posant
p sinTT sinç'
n zrz. , ? X
Asm 7 nous déduisons
/ON 1^, ^. /isin((î — 7)
(3) tang(5'— ^)— ^ '^
I — n cos{^ — 7)
Les formules (i) et (3) donnent les expressions rigoureuses de la parallaxe en ascension droite et en déclinaison; on les rendra calculables par logarithmes en remplaçant par des sinus les quantités
7wcos(a — 0), /icos((î — 7).
Mais on peut aussi employer les développements en séries suivants (n*» 11) :
, /wsin(a — 0) /w2sin2(a — 0)
a — a = : jf 1 : jf h . . . ,
sm I 2 sio I
«5in((î — 7) rt'sin2((î— 7)
smi 2 sin I
Pour tous les astres autres que la Lune, on borne ces développements à leurs premiers termes. Dans les quantités auxiliaires m et /i, on remplace alors sinjr par irsini"; pour 7 on prend la valeur approchée donnée par Téqualion
lang7 :=• tangcp' séc(a — ©), et les parallaxes en ascension droite et en déclinaison sont expri-
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mées par les formules
, Trp coscp' sin (a — 0)
û coso
S' j --- "^P ^^'" y' sinf^— 7)^ A sin 7
Ainsi, pour un astre situé à Test du méridien, la parallaxe en ascension droite est positive; à l'ouest, au contraire, elle est négative. Si l'astre est dans le méridien, elle s'annule.
Dans ce dernier cas, la formule qui donne la parallaxe en déclinaison devient
c'est IVxpression de la parallaxe en distance zénithale; au moment du passage au méridien ces deux parallaxes ont donc la même valeur.
Effet de la parallaxe sur le diamètre apparent, — Lorsque l'astre a un diamètre apparent, on ne peut en observer que les bords; pour comparer les observations aux Éphémérides, qui contiennent les positions du centre de l'astre, il faut connaître le diamètre apparent vu du lieu d'observation, ou plutôt le déduire du diamètre apparent vu du centre de la Terre, que donnent les Tables. Or, en retranchant la seconde des équations (^) du produit de la première par cot7, on a
A'sin(^' — 7)=:Asin(^ — 7),
ou, si les diamètres apparents étant de petits angles peuvent être considérés comme inversement proportionnels aux distances,
sm(o — 7)
Remarque. — Dans ce qui précède nous supposons connue la position géocentrique de l'astre et nous cherchons la position apparente vue du lieu d'observation; dans le problème inverse, où l'on doit de la position affectée de la parallaxe déduire le lieu géocentrique^ on pourra, sans nuire à la précision, employer dans
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la valeur des parallaxes a', $' et A' au Heu de a, S et A. Il faut pourtant excepter le calcul de la parallaxe de la Lune, que nous traiterons plus loin tout spécialement.
Exemple. — A Rome, le 3 septembre i844> ^ io^^i^38* de temps sidéra^ on a observé la comète de Vico et on a trouvé
on avait de plus
log A =: 1,27969, .ï> = 4l°53'52",2,
d'où
'ogp = I > 999 36» <p'=4i°42',5.
Avec ces données le calcul de la parallaxe est le suivant :
S en arc 3 10° 2.4', 5
a' en arc 2 . 35 ,9
a' — 0 en arc 52**ii',4
tangç' 7,949 99 7—4-55° 28', 6
cos(«'~0) .. 7,78749 ,, ^'.= - 18.43 ,4
sin(a'-e)... 7,89765 . .J^'^-l^'ll'''
z 1,52570 TTûsin©' , ^ /-
séctî' 0,02362 , ^r ^
. cosecy 0,0841 3
log(a'— a)= 1,44703 log(a' — ^)= 1,543 i6/î
Ainsi la parallaxe augmente l'ascension droite géocentrique de la comète de 28^,0 et diminue sa déclinaison géocentrique de 34'^,9. Donc le lieu de la comète corrigé de la parallaxe est
Parallaxe en longitude et en latitude. — Pour obtenir la parallaxe d'un astre rapporté à des coordonnées écliptiques, il est nécessaire de connaître les coordonnées éclipti(|ues du lieu d'ob-
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servation rapportées au centre de la Terre. Si dans les formules du n^ 37, on remplace @ et ^ ' par la longitude / et la latitude 6, on obtient, pour ces coordonnées,
pcosb cosl, pcos^sin/, psin^,
et si l'on désif^ne par V, p' et A' les grandeurs apparentes et par >« ^ et A les grandeurs vraies, on a les trois équations
A' cosp'cosV = Acos^cosX — pcos^ cos/, A' cosp' sinV = Acosp sinX — p cos^ sin /, A' sin p' =: A sin p — p sin & ,
d*ou, en suivant la marche que nous venons d'employer dans le problème précédent, on déduit les formules suivantes, qui sont suffisamment approchées :
Trpcosft
X' — \= -* sin (X — / ,
A cosp ^
iancb tang7 -— ^
cos(X — /)
P'~P=-f-r— sm p-7 .
^ ^ Asmy ' '
Remarque. — © et ^' sont Fascension droite et la déclinaison du zénith géocentrique, point où le rayon de la Terre prolongé rencontre la sphère céleste, / et ^ sa longitude et sa latitude ; si Ton considère la Terre comme sphérique, ce point coïncide avec le zénith. On nomme nonagésime le point de Técliptique ayant la même longitude que le zénith; il est en effet distant de 90^ du point d'intersection de Técliptique et de Thorizon, qu'on appelait autrefois horoscope»
Calcul de la parallaxe de la Lune, — Comme la parallaxe
horizontale équatoriale de la Lune ou Tangle dont le sinus est — »
A désignant la distance de la Lune à la Terre, est toujours compris entre 54 et 61 minutes, nous devons alors employer les formules rigoureuses ou bien les développements en série donnés plus haut.
Exemple. — Calculons les coordonnées apparentes de la Lune à Greenwich, ]e lo avril 1848, à 10 heures de temps moyen. On a
0 = 11^17" o%o2= 169^15' 0^,30, a = 7.43.20,25= ii5.5o. 3,75,
et de plus pour Greenwich :
(Ï)' = 5i«i7'25^4, logp = 1,9991134.
Si, d'après ces données, on calcule a' — a et ^' — ^ au moyen de leurs développements en séries, on a
Pour le premier terme... — 29 4^,71 — 36 34,îii
Pour le deuxième terme. — o^ii,47 — 0.20,91
Pour le troisième terme.. — -o.o,o3 •— 0.0,12
Les coordonnées et le diamètre apparents de la Lune ont donc pour valeurs :
a'=ii5»2o' 6", 54, (î' z= i5. 50.27 *^»
Si Ton veut employer les formules rigoureuses, on les transformera de la manière suivante.
On a trouvé
, , . //isin(a — 0) , psinpcoSQ»'
tang a'— a)= ^ '—> où m — ^ ^—^'^
i — //icos(a — 0) coso
or, en posant cosA = m cos(a — 0), on obtient
m sin (a — 0 )
tang(a' — a) =
2 sin' —
RÉFRACTION. igS
en posant sinB = p sinp sirif ', on tire des deux formules
A'sin^'= A(sin^ — psin/^ sin^'), A'cos^'cos(a' — a) = A[cos^ — p sin/? coSf'cos(a — 0)],
la formule définitive
... cosfa' — a) . , , -, ^, . , -, ^, tang^'=: ^ ^sin-H^ — B)cosl(^-hB).
cos ^ sin^ —
Enfin on a obtenu
COS 5' cos (a' — a) séc^ I — pcosf' $in/7 séc^ cos(a — 0) '
formule d'où Ton déduit
j^,_ cosS" cosJol' - g) ^
2Cos^sin' —
Appliquées à Texemple précédent, ces formules donnent
a'^a= — 29' Sf ,21, r= -4- i5«5o'27",68.
On obtiendrait des formules analogues pour le calcul rigoureux delà parallaxe de la Lune en longitude et en latitude, en remplaçant respectivement dans les formules précédentes a', a, ^', S, 0 etç'par V, X, p', p, / et b.
II. — De LA RÉFRACTION ASTRONOMIQUE
70. Lois de la réfraction de la lumière. — Pour arriver jusqu'à notre œil, les rayons lumineux émanés des corps célestes traversent l'atmosphère de la Terre. Dans le vide ou dans un milieu de densité uniforme, la lumière se meut en ligne droite; mais en pénétrant dans un milieu de densité différente, elle est déviée de sa direction primitive. Si de plus ce milieu se compose, comme notre atmosphère, d'une infinité de couches dont la densité varie I. ï3
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d'une manière continue, le chemin parcouru par le rayon lumineux devient une courbe. L'observateur placé à la surface de la Terre aperçoit Tastre dans la direction de la* dernière tangente à la trajectoire du rayon lumineux^ et doit alors, de cette direction qui définit le lieu apparent de Tastre, conclure la direction du rayon lumineux dans le vide, qui donne la vraie direction de l'astre observé. L'angle de ces deux directions s'appelle réfraction astronomique^ et puisque la trajectoire du rayon lumineux tourne sa concavité vers le centre de la Terre, il est évident que la réfraction augmente les hauteurs de tous les astres.
Dans ce qui suit, nous supposerons la Terre sphérique, car cette hypothèse ne change que d'une manière inappréciable les phénomènes de la réfraction; nous considérerons l'atmpsphère comme formée de couches concentriques dans lesquelles la densité et le pouvoir réfringent qui en dépend seront constants. Pour calculer la direction du rayon lumineux dans chaque couche, il est nécessaire de connaître les lois de la réfraction de la lumière. Ces lois, au nombre de quatre, sont les suivantes :
I. Si un rayon lumineux rencontre la surface de séparation de deux milieux de pouvoirs réfringents différents, le rayon réfracté reste dans le plan passant par la normale et le rayon incident.
II. Si l'on prolonge la normale de l'autre côté de la surface de séparation, pour tous les milieux, quel que soit l'angle d'incidence (angle de la normale et du rayon incident), le sinus de l'angle d'incidence est dans un rapport constant avec le sinus de l'angle de réfraction (angle de la normale et du rayon réfracté). Ce rapport est appelé indice de réfraction du second milieu par rapport au premier. Si le rayon lumineux passe du vide dans un milieu quelconque, ce rapport est appelé indicé absolu de ce milieu.
in. Soit fx l'indice de réfraction du milieu B par rapport au milieu A, et pi' l'indice de réfraction du milieu C par rapport au milieu B, le produit fxp' sera égal à l'indice de réfraction du milieu C par rapport au milieu A.
IV. Si fit est l'indice de réfractfon du milieu B par rapport au
milieu A, - est l'indice de réfraction du milieu A par rapport au milieu B.
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Équation différentielle de la réfraction, — Soit maintenant [fig, 5) O un lieu de la surface de la Terre, C le centre de la
Fig. 5.
Terre, S la vraie position de l'étoile, CI la normale au point I où le rayon lumineux SI rencontre la première couche de Tatmosphère. L'indice de réfraction d'une couche quelconque étant connu, on pourra trouver la direction suivie dans cette couche par le rayon réfracté, et obtenir Tanjjle d'incidence relatif à la couche inférieure; on passera de celle-ci à la couche immédiatement voisine, et ainsi de suite.
Considérons maintenant la /z'*'"* couche, et soit CN la ligne menée du centre au point où le rayon lumineux rencontre cette couche; soit de plus /„ l'angle d'incidence, yi l'angle de réfraction, p„ rjndice de réfraction absolu de la «'*"" couche, p^^^., l'indice absolu de la (/i-h i)'''"% on a (*)
sln^, sin/„
C^) Ces indices sont plus grands que Tunilé; ainsi pour la couche qui «e trouve à la surface de la Terre, on a, d''après les expériences de Biot, /*o= 1,000294 ou J^ll environ.
Soit ensuite N' le point où le rayon lumineux rencontre la {n 4- i)'*"^ couche, le triangle CNN' donne, en désignant par r„, /•„+, les dislances des points N et N' au centre de la Terre,
sin/, r,
8in/„+, r„
et^ par la combinaison de cette équation avec la précédente, on a
f*„ r„ sin/„ = ft„+, r^i sin/^^.,.
Ainsi le produit de la distance au centre, de Tindice de réfraction et du sinus de Tangle d*incidence est constant pour toutes les couches atmosphériques; si donc 7 désigne une constante, la loi générale de la réfraction astronomique est exprimée par Téquation
(a) r^sin/zrry,
où r, p et i se rapportent au même point de Patmosphère.
Pour la surface de la Terre, i, c'est-à-dire Tangle formé par la dernière tangente à la trajectoire du rayon lumineux avec la verticale, est égal à la distance zénithale apparente z de Tétoile. Soit a le rayon de la Terre, f^o Tindice de réfraction relatif à la couche d'air située à la surface de la Terre, on a, pour déterminer ta constante 7, Téquation
(b) aiJL^s\BZ = y.
Supposons maintenant que la densité de Tatmosphère varie d'une manière continue, de telle sorte que la hauteur de la couche dans l'intérieur de laquelle on considère la densité comme constante soit infiniment petite; le chemin que suit le rayon lumineux dans Tatmosphère est alors une courbe. Rapportons-la à des coordonnées polaires, et appelons p l'angle que chaque rayon vecteur r fait avec CO; nous avons
{c) r— =lang/.
La direction de la dernière tangente est, comme on'l'a vu, celle
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du rayon qui donne la distance zénithale apparente je; au contraire, la vraie distance zénithale ^ est i'angle que le prolongement de la direction primitive SI du rayon lumineux fait avec la normale. En réalité, cet angle Ç a son sommet en un autre point que celui oi!l se trouve Tœil de Tobservateur; mais la hauteur de Tatmosphère est très-faible, les corps célestes au contraire sont fort éloignés, en outre la réfraction est toujours un petit angle; la différence entre l'angle Ç et la vraie distance zénithale qu*on aurait observée du point O est donc négligeable ; même pour la Lune^ où cette différence est maximum, elle n'atteint pas une seconde d*arc à rhorizon. On peut donc supposer que l'angle ^ est la vraie distance zénithale vue du point O.
Au point N, auquel correspondent les valeurs /, r et yi des variables, menons une tangente à la trajectoire du rayon lumineux, et désignons par Ç' l'angle qu'elle fait avec la normale CO; nous avons
puis, en prenant les logarithmes des deux membres de l'équation [a) et différentiant, nous obtenons
dr , du
h COti rit H z=z G.
Combinons ensuite cette équation avec les équations (c) et (r/),
d'(i' -tang/-^;
et comme
innai — —
y^ I — sin^ / y/r* fji^ — 7^
7 â'piosinz,
nous avons
- fx, sm z rffA
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L'intégrale de ^Ç' prise entre les limites Ç' = Ç et ^'= z i. mne la
valeur de la réfraction.
Posons — = 1 — ^, il viendra r
(e) rfç'=- " (•--)*in^rff
f*i/cos^z — ( I— -^ I +(2J— ^') sin'z
Pour intégrer cette équation il faudrait connaître s en fonction de p; celte dernière grandeur dépend de la densité, et la Physique nous apprend que la quantité fA^ — i ou puissance réfractwe est proportionnelle à la densité. Soit, des lors, une nouvelle variable, la densité p, donnée par Téquation
dans laquelle c désigne une constante, telle que d'après les expériences de Biot on a, pour la température de o° et la pression atmosphérique de o'^y'jGo,
cpo = 0,000 588 768 ;
on obtient
ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE DE LA EÉFR ACTION
Le facteur
est le carré du rapport de Tindice de réfraction absolu de la couche de rayon r à l'indice de la couche située à la surface de la Terre. Puisqu'aux limites de l'atmosphère fx =:= i et qu'au contraire pour le passage du vide dans la couche située à la surface
de la Terre po= i> 000 294, le rapport — sera toujours compris
entre des limites très-resserrées ; on peut donc, sans erreur sensible, remplacer le facteur variable
par la moyenne de ses valeurs extrêmes i et i — 2a, c'est-à-dire par la constante i — a.
Posons encore, pour abréger,
OÙ w est une fonction de s qu'il faut déterminer ; nous aurons
a (i — s)sinzdw
dx; =
' * y^cos^z — 2a«' 4- (25 — j'jsin'z
Or s est toujours petit, car pour une hauteur de l'atmosphère égale à 76 kilomètres, la plus grande valeur de s est seulement 0,0116; on peut donc écrire
, , a sin z dw
, (cos'z — 2a «'H- 25 sin' z)*
a 5Sinz(cos^z — 19. w -k- \ s %w? z) dw (cos'z — 2 a «^ H- 25 sin'z)*
le second terme de cette formule est, comme nous le verrons plus tard, toujours assez petit pour qu'on puisse le négliger, et ri'avoir
égard qu*au premier terme, dans une première approximation. Pour avoir la valeur de la réfraction^ il faut intégrer Texpression d^' entre des limites correspondantes à r:=z a et rz^a-t-H, H étant la hauteur de Tatraosphère, et on voit aisément quMi suffira d'ajouter la valeur de Tintégrale obtenue à la distance zénithale apparente pour avoir la distance zénithale vraie. Posons maintenant
«' = F(.) et ^L^ = çW.
et introduisons une nouvelle variable x donnée par l'équation
nous aurons, d'après la formule de Lagrange,
d*oà
dx dx ^ dx\j^ ^ dx \
Pour tirer de là l'expression de la réfraction, il faut multiplier
, a siïïzdx , .
chaque terme par ===== et intégrer ensuite
I — a ^cos'z + 2x sin'z
entre les limites ci-dessus indiquées. Mais pour effectuer cette intégration, il faut connaître w en fonction de j, c'est-à-dire connaître la loi suivant laquelle la densité de l'air décroit avec la hauteur.
71. Lois du décroissement de la température et de la densité de l'atmosphère, — Soient p^ et t» la pression de l'air et sa température à la surface de la Terre, p et r les valeurs de ces mêmes grandeurs à une certaine hauteur dans l'atmosphère, m le coeffi-
DÉCROISSEMBNT DE LA. TEMPÉRATURE ET DE LA DENSITÉ
cient de dilatation de Pair pour i^ centigrade, en a
I H- /WTo p«
Ainsi l'expression ■ qui représente le quotient de la
pression par le produit de la densité et du binôme de dilatation est constante. Désignons par l^ la hauteur d*une colonne d*air de densité po et de température t« qui ferait équilibre à !a pression p^ pour une intensité de la pesanteur égale à ^o à la surface de la Terre, nous aurons
U serait la hauteur de Tatmosphère si la pression, la température et l'intensité de la pesanteur avaient dans toutes les couches les mêmes \aleurs qu'à la surface de la Terre. Prenons pour To, la température de io° centigrades; nous avons, d'après les déterminations de M. Regnault,
C'est le produit de la hauteur barométrique normale o"°, 760 à
la surface des mers, et de la densité du mercure par rapport à
l'air pour une température de io° centigrades [*).
Si l'on s'élève de dr dans l'atmosphère, le décroissement de la
pression est égal à la petite colonne d'air ^dr^ multipliée par
a} l'intensité de la pesanteur g^ —- correspondante à la distance r.
(P«) 'fp = — go-zpdr;
comme
— dr= ds et ^ = (i — (v), nous aurons, à l'aide de l'é-
r* po
(*) Bessel avait trouvé /, = ^•ii6,o5 toises = 8a36,74 mètres; mais cette (liflérence n''infirme point Pexcellence des Tables de Bessel, dont les con- •tantes ont été déterminées d'après les observations astronomiques elK'!»mêmes.
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quation (p),
dp ads
et, en comptaDt les températures à partir de 10^ centigrades,
(7.) Z— (h_;;,t)(I— fV).
Si nous éliminons p entre Téqualion (a) et les deux précédentes, I — «? et par conséquent la d«nsité sera exprimée en fonction de f et de i H- wt. Cette dernière quantité est elle-même fonction de^; mais puisqu'on ne connaît pas la loi de décroissement de la température avec la hauteur, il est nécessaire d'avoir recours à une hypothèse, à la condition de vérifier ensuite la concordance des réfractions calculées et des réfractions observées. Les diverses théories de la réfraction diffèrent entre elles par rhypothèse faite sur la loi de décroissement de la température.
72. Hypothèse de Cassini, — Supposons d'abord, avec Dominique Cassini, que l'atmosphère soit de densité uniforme ; un rayon lumineux subira alors une réfraction unique aux limites de Tatmosphère. Dans ce cas, les formules du n° 70 nous donnent simplement
sin? = pioSin/;
or, si Bz représente la réfraction,
d*où, puisque Bz est suffisamment petit,
sin/ = $z cos/-l- sin/, et par suite
mais en désignant par / la hauteur de l'atmosphère, on voit aisément que siny=: sinz, donc
oa=(f*o— i) -
cos'z H
HYPOTHÈSE DE GASSIM. 2o3
OU, - étant petit,
Cette formule s'accorde avec les Tables données par Ivory pour des distances zénithales qui n*excèdent point 80" ; mais pour de plus grandes distances zénithales^ il survient entre la réfraction calculée et la réfraction observée un désaccord qui augmente rapidement. Par exemple, supposons la température égale à o^ et la pression à 0^,760; adoplons 6366738™ pour valeur du rayon moyen de la Terre, et, avec M. Regnaull, io5i7,3 pour celle de la densité du mercure par rapport à Tair. Nous aurons
/ i=r 7gg3",i5, d'où - =r o,ooi 255 45;
la substitution de ces nombres dans Tavant-dernière formule nous donnera, pour z = go*',
tf z« =: ^ =zQo environ.
Mais, d'après les observations d'Argelander, la réfraction horizontale pour cet état de l'atmosphère est 37' 3i"; ce résultat s'écarte trop de celui que donne l'hypothèse de Gassini, pour que celle-ci puisse être admise.
Hypothèse de Newton, — Si l'on suppose la température constante, on a
— = 1 — w et par suite — =rf(r — w)x
d'ailleurs la comparaison de cette équation avec l'équation (y), donne
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d'où
— tS.
puisque la constante introduite par l'intégration est nulle. Posons
nous aurons
et, par suite,
Âmsi
r , ,. dFix)
et puisque il en résulte
tf-(»+')P*_/|.«'»C^P'
1 • Ja J
et le terme général de la première partie de la différentielle d^'
devient
a a" p"-^' sin z dx
■ — * i.2...Ai.sin"»zy^cos*z 4- 2:psin*2
HYPOTHÈSE DB NEWTON
OÙ Ton doit donner à n toutes les valeurs entières à partir de zéro. Il faut ensuite intégrer tous ces ternies par rapport à x entre des valeurs de x correspondantes àr = /ietr = û-|-H, H désignant la hauteur de l'atmosphère. Cette hauteur n'est pas connue ; mais à cette limite supérieure la densité est nulle; il n^y a donc plus de réfraction, et Ton peut sans erreur sensible prendre les limites
rz=za et r = oo, auxquelles correspondent j=i: o et ^ =: i, et,
par suite, jcz=z o et x =z i —
sin^z
Mais, comme à cette
dernière limite de x, e~^' est d^une petitesse excessive, puisque e=r2,7i8. . . et que p est un très-grand nombre, à peu près égal à 800, on voit que les intégrales peuvent, sans crainte d'aucune erreur appréciable, être prises entre les limites jc = o et a: = oo . Les intégrales proposées peuvent, du reste, se décomposer en fonctions telles que -^ traitées au n^ 18; et si Ton emploie la formule (8) donnée dans ce numéro, on trouve, pour le terme général de la réfraction ,
av/2^ a"P"
I — a 1 .2. . ./isin'"s
an — I
tan — I
On a donc
Sz
sin'z
^ÏW Uh (4) - 3 X 3^4,(3)
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et, puisque
e-'=rzi 1 +...,
on peut écrire (*)
aa.S
»ln«-z I. r^K^l ^?
1 ' i.2sm*
sin^z
valeur qu'on multipliera par 206 265 pour exprimer ^2 en secondes. Considérons maintenant le second terme de d\^^^ et voyons quelle est son influence. Elle est la plus grande dans le cas de la réfraction horizontale, et, dans ce cas, ce second terme devient
p jc-P' f— — 2a(i — e-^'U ds
\p.s — 2 a (i — er^)\
La partie la plus sensible de cette difTérentidle correspond à s très-petit, parce qu'alors le dénominateur est fort petit. On peut
donc, dans ce dénominateur et dans le facteur 2a(ï — er^).
développer e-~^' en série, et n'en considérer que les premiers termes. Si l'on s'en tient aux deux premiers, ce que Ton peut faire ici sans erreur sensible, on aura
a j' (?-?'( 3 — 4ap)rfj
2'(l-apy
( *) Cotte forme de la réfraction est due à Kramp : Analyse des réfractions astronomiques et terrestres; Strasbourç, ï799»
HYPOTHÈSE DE BOUGUER
et, en l'intégrant depuis ^ i=o jusqu'à j = oo , on aura en secondes
___ I a(3 — 4aP) /V
quantité qui n'atteint pas une seconde^ et qui, par conséquent, est insensible à l'horizon , où la réfraction éprouve de grandes variations. On peut donc , dans tous les cas, négliger le second terme de la formule (g) , et ne conserver que le premier.
Si Ton fait usage des valeurs de a et p données ci-dessus, on trouve dans l'hypothèse que nous considérons, pour une température de zéro et une pression de ©",760, la réfraction horizontale égale à 39*54", 5. Cette réfraction surpasse de 2' 23", 5 la valeur donnée par Argelander, ce qui prouve l'erreur de l'hypothèse d'une température uniforme dans toute l'étendue de l'atmosphère. On sait en efTet que celte température diminue à mesure que Ton s'élève, et, comme l'air se contracte par le froid, il en résulte que la différence entre la densité d*une couche de l'atmosphère et la densité de la couche immédiatement supérieure est parla diminuée. La limite de cette diminution est celle d'une différence nulle ou d'une densité constante, et l'on a vu que, dans ce cas, la réfraction horizontale est trop petite; la constitution de l'atmosphère et les réfractions sont donc comprises entre les deux limites que donnent les hypothèses que nous venons de considérer; mais on peut, de la manière suivante, obtenir deux limites plus rapprochées.
Hypothèse de Bouguer, — L'équation différentielle de la réfraction s'intègre rigoureusement dans le cas où la loi du décroissement de la densité de l'atmosphère est telle , que la distance de la couche au centre de la Terre est inversement proportionnelle à une certaine puissance de l'indice de réfraction , c'est-à-dire si
ou, d'après les notations du n® 70,
/ * "<" 'MX I — Sz=
I -h Cpo
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et, en prenant pour nouvelle variable
am — I
r= ^ 1 smz,
Féquation (e') (p. 198) se réduit à la forme simple
d'où, en intégrant entre les limites j=sinz et j = im^i '
(i-f-cp.)"^ correspondantes à p =r p, et p = o, on déduit
ou
sinz
sin[z — ■ 7.m — 1)^2] =
(H-rp.) '
C'est la formule de réfraction connue sous le nom ùe formule fie Simpson, bien qu'en fait elle soit équivalente à la formule donnée par Bouguer en 1729 dans un Mémoire sur la Réfraction, couronné par l'Académie des Sciences.
, £n ajoutant et en retranchant sinz aux deux membres de l'équation précédente, et divisant les deux équations ainsi obtenues, on a
/2/W — I \ (1-4- cpo) ' •— I / 2W— I - ,
tang (^— ^— ^^ j = ' '-^-. tang [z -— H],
formule équivalente à celle qu'a donnée Bradley.
Dans le cas de la réfraction horizontale z = 90°, et, comme cp, est très-petit, on a
^1 im — I - \ im — I ^^"g'\^ ^— ^^•j = i""^^"
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OU approximativement, à cause de la petitesse de ^z«,
y im — I
Si Ton ne voulait considérer que le phénomène des réfractions astronomiques, on pourrait déterminer m de telle sorte que le second membre de cette équation représentât la réfraction horizontale observée. L'expression générale de tang ( $z\
donnerait alors pour toutes les hauteurs la réfraction Bz, C'est le procédé qu'ont suivi plusieurs astronomes pour construire une Table de réfraction, et c'est ainsi que Laplace a trouvé, à l'aide d'un grand nombre d'observations,
(îz =60^666 tang (z — 3, 355z).
Mais il faut, en outre, que la constitution admise pour l'atmosphère donne non-seulement les réfractions observées, mais encore la diminution de la pression barométrique et de la température que Ton trouve en s'élcvant dans Tatmosphère. Nous allons considérer ces deux phénomènes dans l'hypothèse précédente. Dans l'équation (pi) du n^71
remplaçons - par la valeur I — \ > et intégrons; comme
p s'annule avec p, nous aurons
P-(i + cp)"+ ' [i-(i+cp)°-^']
expression qui donne à très-peu près
en divisant cette équation par Tcquation (P)» il vient
p ma p'
— = — 7 cpo —
On en déduit, pour la surface de la Terre,
mz=z 1
acp^
et, par suite, pour la réfraction horizontale.
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avec les valeurs déjà données, pour la température o® et la pression 0^,760, on trouve, après division par sin 1",
Cette valeur est moindre de 7' que la réfraction observée par Argelander; mais elle est plus grande que celle qui résulte de l'hypothèse d*une densité constante; ainsi, la constitution réelle de l'atmosphère est comprise entre celles que donnent la supposition d'une température uniforme et Thypothèse actuelle.
Dans cette dernière hypothèse, la densité des couches atmosphériques diminue en progression arithmétique quand leur hauteur croît suivant une progression semblable. En effet a=zr(i — s), d'où approximativement r = a (i -^ s) et, as étant la hauteur de la couche au-dessus de la surface de la Terre,
as = mcp^ a ( i — —\^
ou
as
Aux limites de l'atmosphère p = o,' donc aj» = 2/o; la hauteur de l'atmosphère est donc ici double de ce qu'elle est dans l'hypothèse d'une densité constante.
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Les expressions précédentes de p et m donnent
Ppa P g^
d'où, à l'aide de l'équation (a) du n®71, on déduit
Ainsi, dans celte hypothèse, la température des couches diminue, comme leur densité, en progression arilhrtiétique. D'après Rud-
berg et Regnault, m = — --^ il faudrait donc s'élever dans l'at-
2/ mosphère de — - = 58"*, 6 pour obtenir i® centigrade d'abaissement dans la température. Mais, d'après les observations faites par Gay-Lussac dans sa mémorable ascension aérostatique en 1804, cet abaissement se produit pour une élévation de i^S" environ (4o°,25 pour une hauteur de 6980"*); l'hypothèse que nous considérons ne représente donc ni les réfractions observées à l'horizon, ni la loi de la diminution de la température. Dans l'hypothèse d'une densité constante, on a
Pop k '
il faut donc s'élever d'une hauteur moitié moindre que dans l'hypothèse précédente pour voir le thermomètre baisser de i**; cette hypothèse est donc encore plus loin de satisfaire aux observations sur les réfractions et la température. On voit en même temps que, plus on se rapproche de l'observation sur les réfractions, plus on s'en rapproche lelativement aux températures.
La constitution de l'atmosphère étant comprise entre les deux limites d'une densité décroissante en progression arithmétique (hypothèse de Bouguer) et d'une densité décroissante en progrèssian géométrique [hypothèse de P^ewton, (équation 72)], une hypothèse qui participerait de l'une et de l'autre de ces lois semble devoir représenter à la fois les réfractions et la diminution observées dans la température des couches atmosphériques. L'hypo-
thèse suivante réiinit ces divers avantages à celui d'un calcul fort simple.
Hypothèse de Laplace, — Supposons
/ / \ -s — oiw =z u et I — w z=z [i -\- — u\ e 'j
/ et /étant deux constantes à déterminer à Taide de l'observation de la réfraction horizontale et du baromètre; si ces valeurs satisfont à la diminution observée de la température, on pourra considérer ces formules comme représentant la vraie constitution de l'atmosphère, et s'en servir pour construire une table de réfractions. Alors, en nous bornant au premier terme de Téquation (g] (p. 199)» en remplaçant sous le radical sin^z par i — cos'z et en supprimant le terme — 2f cos'z, petit par rapport à cos'z, nous aurons
d^'=i ■ = S\UZ —9
^,~~^ \/cOS'«-+-2a *
on
expression qu'il faut intégrer de «z=o à a==:oo; soit -- z=.r, obtient
^ — * Jo ycos'z -{- ilx
CL ^ r^ xc'ûiïzdx
I — a Jo VCOS^z H- 2/^
COS
d*oii, en posant T = —=^ et appliquant les formules du n® 18, on
déduit
. 2a sinz/ / /cos'zX , , . a/
Sz=z —r[ 1—^ — ^ — 7— H 0+ / v^smzcosz.
Pour la réfraction horizontale^ T= o et ^|/ (i) devient \\fr\on a donc
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On voit ainsi que la réfraction horizontale serait nulle pour /=2, et négative pour y> 2.
Déterminons maintenant la pression de Tatmo^^plière ; Téquation (y) nous donne, avec Thypothèse ci-dessus :
— = — 7 ( l-f ~ a I ^ ^du-hoiy -^-x do
et, en intégrant,
p al I fu\ -T .al —, CL a p^
Po fi, \ i / h 2/0 pj
A la surface de la Terre /? z= /?,, a = o et p =: p,, on a donc
La valeur de f tirée de cette équation et portée dans la valeur (le la réfraction horizontale donne
Q^z\ (i — ayp — a'TT ^3 / — ^ 4- -V.
Si Ton suppose avec Laplace (température o" et pression barométrique 0^,760) :
^Zo '-^^ 0,OI02I0 18,
et, si Ton adopte la valeur
l'équation précédente (cas irréductible) donne pour/, en prenant la racine convenable^
et par suite
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avec ces constantes la réfraction devient
Sz =: 2782^,450 (0,7568866 — 048622691=')
X sin z —- e^' j e~ '' dt -+- 9880^,9 1 2 sin 2 s ;
où
T = 26,89021 cosz.
Pour déterminer la loi correspondante de la diminution de la température, on a
fu 2/0P
ou bien
.-^„,(,_,,)^o,594.o24+,_^gg^g33^^H-o.i,70298£
Mais si nous prenons a ==:; 0,000927 27, nous trouvons
Po
et par suite
i-\- m (t — To) = 0,8283149,
et, en faisant m = o,oo3665,
D'ailleurs
= a H- a ( I — - ) ? donc as =z 6908", 09.
L'hypothèse de Laplace indique donc une diminution de 53^,78 du thermomètre pour une élévation de 6 908"*, 09; ce résultat se rapproche autant qu'on peut le désirer de celui qu'observa Gay- Lussac, en raison surtout des variétés que doivent introduire les circonstances particulières de l'atmosphère. On peut ainsi, par les observations sur la réfraction horizontale moyenne dans un climat,
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déterminer la diminution moyenne de la température à mesure que l'on s'élève, et réciproquement.
Celle hypothèse sert de base aux Tables que M. Caillet a calculées, et qui ont été publiées dans les Additions à la Connaissance des Temps pour 1 85 1 .
74. Hypothèse de Bessel, — Bessel suppose que i -h ott est de la
as
forme e '* , ^* étant une constante à déterminer. L'équation (7,) devient
as — = «? " (l w)',
en la différenliant et en éliminant dp entre Tcquation obtenue et réqualion (7) on obtient
as
,iU-^)_(n «^T,^,
Si Ton intègre cette équation et si l'on détermine la constante introduite par l'intégration de telle sorte que w s'annule avec Sy on a
h I ^ \ as I — (V = <? '0 ^ ' -A .
formule à laquelle on peut substituer l'expression approchée
as
Bessel détermine la constante h par la condition que les réfractions calculées d'après cette hypothèse s'approchent le plus possible des valeurs observées. Mais le décroissement de la température qui, avec cette valeur de A, résulte de la formule
as — ^ h
ne s'accorde pas entièrement avec les observations faites à la surface
ds h m
de la Terre. En effet, pour j =: o, la formule donne — = — -. —
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et puisque d'ailleurs pour 5 = 0, -— = -? on a, à la surface de
ar a
la Terre,
dt: I
dr h m
Or, d'après Bessel, /w = o,oo364374 (^' centigrade) et
hrrz ii6865,8toises=:227'7'76™,i2; donc -- = — ôtt-'
' ' ' dr 060
c'est-à-dire que dans cette hypothèse, le thermomètre centigrade baisse de 1° pour une élévation de 83o™ au-dessus de la surface de la Terre, ce qui est fort loin de la vérité. Si l'on pose
on aura
et on continuera comme dans Thypolhèse de Newton, avec cette différence que la valeur de p n'est plus ici la même, et on arrivera à la formule [k) (p. 206).
Hypothèse d'Tvorj, — Ivory donne aussi à i H- /wt une forme
exponentielle, qu'il détermine par la condition qu'elle représente
bien le décroissement de la température à la surface de la Terre.
Il pose
où u est fonction de ^, et de plus
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donnent, pour rz=za^
dr ^ I / dr /j m I -f- /
2 dz
et Ton voit qu'il faut prendre / égal à - environ, pour que —
soit égala ^1 et représente les observations faites à la surface de la Terre.
Nous avons ici
et, en posant ^z=z -j
Prenons maintenant une nouvelle variable x donnée par Té-
quation
aw .T
i/ cos^z -h 2 - sin^z
sin'z p
l'expression différentielle de ïa réfraction devient, d'après Té qualion {g) du n° 70
a sinz dF(u)
dZ, =1 ^ 9
dans laquelle
x = u — -^ (i — <?-«) —fu -h 2/(1 — ^--"}; sin 3 / ^ »^ \ }
soient
nous obtenons, d'après la formule (à) (p. 200 ) :
^a: (Iv I . 2 r/j:^
les deux premiers termes qui sont les seuls importants donnent
aB •
multiplions tous ces termes par
a sîn z d.r
i / cos'z -^ 2 - sin^z
et intégrons comme précédemment entre les limites o et oo , nous aurons, diaprés les formules (9) et (10) du n® 18,
+/[(i + T')+(i)-î]j, avec
Les termes d'ordre supérieur seraient très-compliqués, mais en raison des valeurs numériques de ap et/, le premier d'enlre eux est déjà assez petit pour qu'on puisse le négliger; à Thorizon, c'est-à-dire pour z = 90®, cas où ce terme atteint sa plus grande valeur, on a en effet, en posant 2/ — a,^=zg,
+(2/'+4/«'+S'')e-'-(S/â'-*-V)«'~"+9fi''«""- Multiplions chaque ternie du second membre par
2jC
intégrons entre les limites o et oo et employons les formules données pour r (J), r(f ), r (|) au n<* 16, nous aurons
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avec les valeurs nuraériques donnf^es ce terme a pour valeur 2'^, 1 1 ; le terme suivant serait égal à o",i8. Dans Téquation difTérenlielle (g) (lu n° 70, il ne faut prendre aussi que le premier terme; le second est très-petit et donne pour l'horizon environ une demiseconde. Puisque ce dernier terme est négatif, la réfraction horizontale calculée à Taide de la formule (/] est approchée à i'',5.
Calcul numérique de la réfraction d'après les formules de Besseletd*lvory. — Le calcul numérique de la réfraction, d'après les formules (/) et (/) ne donne lieu à aucune difficulté, puisque les valeurs des fonctions >^ peuvent être tirées des Tables ou calculées par les méthodes données au n° 17.
D'après Bessel, pour la température de 5o°F==io®C, et la pression barométrique de 29,6 pouces anglais ( ^5 1™", 83) 'réduite à cette température, on a
a = 0,000278765 et en secondes a = 57",4994> d'où
log— — = 1,759785
et
^ = ii6865, 8 toises = 227776'", 12,
/o=: 4^^-6,o5toises = 8 236"", 74,
en adoptant avec Bessel, d'après la valeur de l'aplatissement de la Terre admise à l'époque de cette recherche, pour le rayon de courbure a de la Terre à l'observatoire de Greenwich, le nombre
û = 3 269 8o5 toises = 6372 970 mètres,
on aura
et par suite
log ( 206 265 — — y/2p j = 3 , 346 596 :
Calculons par exemple la réfraction pour la distance zéni-
ihale 80°; on a dans ce cas: logT, = o,532io,..., et on obtient:
an — 3
log/i
log<^(/i)
loge
3,5oi 7
8,5oo
Les lignes horizontales donnent séparément chacun des termes compris entre parenthèses dans la formule (/), et en multipliant
la somme par la constante 206265 1/28 on obtient 3i4''>9'>
nombre qui s'accorde exactement avec celui que donnent les Tables de Bessel (*).
Le calcul est beaucoup plus simple par la formule d*Ivory; on a alors
logap:=7,333 826, log2o6265— ^v' 2^ = 3, 354 594.
Si on calcule maintenant la réfraction d*après la formule (/))
on a
logT, = 0,540098, logTj = 0,690613,
log+(i)= 1,142394, log^};(2)== 2,999757, ainsi les termes indépendants de / donnent 3i5", 32, les termes
(*) Ces Tables s^étendent jusqu'à la distance zcnitliate de 85^, et Bessel a reconnu que, p^ur représenter les observations faites à Rœnigsberg, les nombres qu'elles donnent devaient être multipliés par i,oo3 38'j.
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quicontiennent/donnento", 12. La réfraction est donc — 3i5",2o, valeur voisine de celle donnée par Bessel. Cet accord a lieu encore jusqu'à z = 86** environ, et les réfractions calculées représentent bien les réfractions observées. Près de Thorizon, les valeurs déduites des formules de Bessel sont trop grandes, et les valeurs calculées par la formule d'Ivory sont trop petites; pour d'aussi grandes distances zénithales, il vaut donc mieux, comme Va fait Bessel, déduire des observations mêmes les valeurs des réfractions et construire des Tables spéciales ; en effet, pour.la réfraction horizontale.
on aurait donc par la formule de Bessel
Sz, = — ^ i/^ fe-P + 2^ ap e-^-^ -H 3^ ^ ^»«&+ . . .1 ; d'un autre côté, à l'horizon, on déduit de celle d'Ivory
réduites en nombres ces formules donnent : la première 36' 5", la seconde 33' 58", et l'observation 34' 5o", à peu près la moyenne des deux.
Tant que la distance zénithale n'est pas trop considérable, il n'est pas nécessaire d'employer les formules rigoureuses (k) et (/), mais il vaut mieux se servir de leurs développements en séries. Dans la formule (/) substituons, au lieu de >|;^'i), 1^(2),. . ., les
séries trouvées au n° 17, et remplaçons -^— par (n-cot^z\
" sin^z "^ ^
nous aurons
+ ~ tang^z- -^ tang'2 + -^ tang'z - . . . ,
2' )/2p^{i) = tangz lang»z
+ J|5 Ung'z - ^, tang'. + -i|^ tang'* - . . . .
222 ASTRONOMIB SPHÉRIQUE. I
et par suite
X / / 3 Oa Io5a\
(i5 io5a i5n5oL\ , "i
et en substituant les valeurs numériques
Sz ==[1,759845] tangz — [2,821943] rangez
-h [4,383727] tang^z — [6, 180257] tang'z — ...,
où les nombres entre crochets désignent des logarithmes. Les termes qui contiennent/ sont d'ailleurs
'7^5; „ 463o5 „ -| + -^tang»z---^tangHzJ,
ou bien
— ([5,5o6 187] tang'z — [7» 7 '45 10] tang^z
+ [9*901 468] tang»z — [Tô,oi8568] tang"z).
Pour 75** on trouve, d*après ces deux séries, 21 1*^,39 et — o",02 et par suite ^z = 21 1", 37, valeur conforme à la formule.
Ivory donne, dans les Philosophical Transactions pour iSsS, d^autres séries qu^on peut employer pour toutes les distances zénithales.
75. Calcul de la réfraction pour un état quelconque de Vat' mosphère. — Les formules précédentes donnent la réfraction pour chaque distance zénithale, mais elles supposent un état particulier de Tatraosphcre qui correspond à une température de 10® centigrades et à une pression barométrique de o"*, 760; la réfraction pour cet état normal s'appelle réfraction moyenne. Si l'on veut
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avoir la réfraction relative à une antre température t et une autre hauteur barométrique b^ il faut chercher comment la réfraction varie avec la densité de Tair, c*est>à-dire avec Tétat des instruments météorologiques dont celle-ci dépend. Soit m le coefficient de dilatation de Tair ; prenons à la température de lo" un volume d^air égal à Tunité, ce volume à la température r sera devenu H-m(T — io);la densité de Tair à la température t aura^ avec la densité correspondante à la température io°, un rapport égal
à . : d'autre part, d'après la loi de Mariotte, pour
H-/w(t — lo)' r > r >r
une même température, le rapport entre les densités de l'air à la pression barométrique ^ et à la pression ^60 est -^* Soit donc p
la densité de Tair à la température r et à la pression b^ p^ la densité correspondante à l'état normal, on a
et puisque la quantité a qui entre dans les formules de la réfraction moyenne, est^ pour de petites variations de la densité, proportionnelle à la densité, la fora)ule »
76o[i -h m (t — lojj
donnerait la réfraction vraie si le terme renfermait seul a,
car le diviseur i — a peut, en raison de la petitesse de a, être
traité comme constant. Mais le coefficient de ce terme, que nous
désignerons par Z, contient encore a, et de plus p fonction de la
hauteur / d'une atmosphère de densité uniforme à la température r,
et par suite variable avec la température, / = /^ [i -f- m (t — 10)].
On obtient donc la réfraction vraie par la formule
. , Sz b Cf. dZ . .
, , , i-f-m{T — 10) noo I — a û^T
mais comme l'influence des deux derniers termes est fort petite, on peut, pour la commodité du calcul, poser
(/W,) OZ =1 • ; rr 1 —7:— | J
^ '^ [i-t-//i (t — lo)]'-*-/' \7bo/
en développant et s* «arrêtant aux termes du premier degré, on a
(/î) ^z'——^ ^ r-^ I— /w(t--io)/?-|-{-77 \\qV
^ ' i + /w(t — loj 760 L \700 / J
des formules (m) et (/i) on déduit pour/? et q les valeurs
a éfL I a cLTa 760
I — oLdT m$xZ I — a db ^, z
Sz b
où 5, 3 représente l'expression
L'introduction d'une certaine quantité de vapeur d'eau dans l'atmosphère en diminue la densité et par suite la puissance réfractive ; mais, comme Laplace l'a remarqué le premier, cette diminution sera presque compensée par l'augmentation du pouvoir réfringent due à la présence de la vapeur d'eau. La quantité a ne varie donc presque pas avec l'humidité de l'air, et puisque l'influence d'une pareille variation sur les quantités p el q est insensible, l'état hygrométrique de l'atmosphère ne doit point être pris en considération dans le calcul delà réfraction [*),
Pour obtenir l'expression de p et q, il faut déterminer les dérivées — r ) -tt; nous ne ferons le calcul que d'après la formule dx do
d'Ivory : on le conduirait d'une façon analogue pour celle de Bessel. Si l'on pose \ = -^, Q = (t + T^ ^KI) — -, la formule(/) donne
z= v'ip (>!.(i) + (> - 2/) [s/i^K2) - >K.)] +/q);
(") M. Jamin a montré r(îcemm«nt, par des expériences Irès-précît^} qu^à ao<^ la difierence entre les indices de Pair sec et de Tair saturé n^était que de 0,000000726 {Annales de Chimie et de Physique, 3* série, t. LU)
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d'où Ton conclut
-car / est un facteur indépendant de la température vi de la pression barométrique.
De plus on a
^{i)z=e-'r'i 1 e-''(it oii T, =i/êcot2,
' e-^^cit oii T,= v^cotz, T.
■et puisque diaprés la Formule (p) du n** IC
-^=2T.>K0-I et -J;A--:::^2T,^^{2;-l,
' «on trouvera pour expression complète de dZ,
TÎ'l'(2)-^')V='(^-2/)]
D'autre part
d'où
doL
et, par suite^
(icf. h — 760 , .
— = rr^ m T — 10);
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et puisque, dans Thypolbèse d^Ivory,
ap ., . d\ da dp b— 760 sin'z X a p 760 ^
\\ vient, en remplaçant ces différentielles par leurs valeurs et /
par -9
if
»-|)(ti*w-|-)^]
Ainsi pour la distance zénithale 2 = 87® dont la réfraction moyenne est ^z = 852", 79, le calcul est le suivant :
JOgTi = 0,01 3 175, log[v'2 ^j/ (2) — i(*(l)J m: 2,6o5o2I ,
JogT, = 0,163690, IoçTt', ^(i)— îil =7,081 168/?,
'ogj T! 4'(2) — ^J =7,191771/1, et, par suite,
g$zz= i9",7i, 7 = 0,0281,
Si la distance zénithale n*est pas considérable, on peut calculer p et q par des séries analogues à celles que nous avons données n° 74. Différenlions, en effet, par rapport à a et p les coefficients
Je dans {/, ) et (/j), nous trouverons facilement les séries
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suivantes :
qSz = '^ [3,90399] tangs4- [3,90146] taiig»«
— [5,66533] tang*z -h [7,541 72] Ung'z — ., .,
p9z=z-j- [3,90399] langz + [2,91567] tang'z
— [4> 70990] tang*z-»- [6,567 '^] tang'z— . . .,
où les coefficients sont encore donnés par leurs logarithmes.
Pour « = 75®, par exemple, on trouve y = 0,0020 et ^ = 0,01 88.
76. Réduction de la hauteur du baromètre à la température normale. — Formule définitive pour le calcul de la réfraction vraie, — Tables de réfraction, — Pour compléter le calcul de la réfraction vraie, d'après la formule (mi) du n^ 75, il nous reste à corriger la hauteur barométrique observée.
Soit ^1 le nombre de millimètres qui mesure la hauteur de la colonne banimétrique : cette longueur est observée à une température / (*), variable dans chaque cas, et si Ton veut que les résultats obtenus en introduisant ces nombres dans les formules de la réfraction soient comparables entre eux, il faut ramener la hauteur observée à une température déterminée, que nous prendrons, avec Bessel, égale à 5oT. = io°C. Si fx représente la dilatation de Tunité de volume du mercure entre o^ et loo** C, et B' là hauteur réduite à lo** C.^ on aura
fA(^ lO
Mais 6, n'est pas le nombre lu sur l'échelle du baromètre; en effet, cette échelle a été graduée à une température 0 (**), généralement différente de ^, au moyen d\ine machine à diviser dont
(*) La teippéraliire i est donnée par on thermomètre fixé au baromètre et qu''on appelle thorniomètre intérieur. Un second thermomètre, plucé à rexiérieiir de la salle d^observation, le thermomètre extérieur, donne la température de Tair ambi.mt.
(**) l.a température des sall«^s où se graduent les échelles barométriques Tarie entre des limites peu étendues, et on ne cherche pas en s;enéral à la
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le pas a été délerminé à G', et vaut par exemple un milUnièlre à cette température. Soient X et V les dilatations entre o° et ioo<*C. àe l'unité de longueur de réchelle et de la matière dont est formée la vis; soit, en outre^ b la hauteur observée; on a évidemment
_ ioo-f-X(/--e)
'"" loo — V(ô— Ô')'
gr ^ ^ ioo4-X(r~Q) _^
lOQ
loo-h p(r-^G) loo — x'(e.— e')
et pour Ô= 10*» C, ô' = o*» et l'^l (*),
, ,ioo-h>(f — lo) lOO
1004- fA(^ — 10) 100 — lOX
Si Ton avait observé avec un thermomètre Fahrenheit et un baromètre gradué en pouces anglais, la longueur normale du pouce
étant donnée à 62^ F., on aurait eu
déterminer bien exactement; car il serait difficile d^avoir dana ces ateliers une température réellement constante, et, de plus, il serait nuisible à la santé des ouvriers d^opérer à une température voisine de zéro.
Nous supposerons ici, avec Bessel, $ = 5o^F. = ïo° C.
(*) Le coe(ïicient de dilatation du mercurtf étant environ dix fois plus grand que celui du laiton ou de Pacier, la première correction relative à la dilatation du mercure est de beaucoup la plus importante. Ainsi, soieni
t = 25o, ô = io«, /* = — ^ = 0,0181,
; = 0,001 87, y = 0,001 32, A = 766"*™, on aura
&»-— B'==:fciXo,oo3 =a«»'n,a7.
Et, si X'=-X=z 0,00 1 87,
&j— 6 = 5 X 0,0006 = 0"»™, 43 et, par suite,
&,— B' = aro«n,a7,
valeur égale à la précédente.
TABLES DK RÉFRACTION DE BESSEL
et avec tin thermomètre Réaumur et un baromètre gradué en lignes parisiennes, dont la longueur normale est donnée à i3^ R.,
La hauteur barométrique normale adoptée par Bessel était de 29,6 pouces anglais de l'instrument de Bradley, ou 333,28 lignes parisiennes; mais il a été reconnu que cet instrument donnait des indications trop petites d'une demi-ligne, de sorte que la hauteur normale est 333,78 lignes parisiennes à la température de 8** R. ; d'autre part, 1 pouce anglais vaut 11,2595 lignes parisiennes et le mètre vaut 44^>^96 lignes parisiennes: si donc bm, bpy bi désignent la hauteur barométrique observée et exprimée en millimètres, pouces anglais et lignes parisiennes, '<?,/, r les températures des thermomètres intérieurs centigrade, Fahrenheit et Réaumur, on calculera
~ "" 333,78 loo— io> ~~ ^ 333,78 180-M2X
"" '333,78 8oH-5)i'
^ _ ioc-f-X(c— lo) _ i8o + ^(/— 5o) _ 8o-f-X(r— 8) """ ioo-f-fA(c— 10 j 180 -i-p(/— Ôo) ~~8o4-fx(r— 8j
Reste encore à tenir compte de rinflnence qu'exerce sur la réfraction la température de l'air extérieur. Pour cela Bessel introduit dans l'expression de la réfraction vraie une puissance dé
l'expression
n-\- m'ro
r, étant la température normale à laquelle on suppose que se pro* duit la réfrjaction moyenne, t la température donnée par le thermomètre extérieur, m' la dilatation de l'unité de volume d'air sous la pression normale entre o** et loo" centigrades (d'après Bessel, 01' = 0,364 374)9 et n le nombre de degrés marqués par le ther-
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momètre entre ces limites : cet illustre astronome avait pris pour r, la température 5o° Fahrenheit; mais il a été reconnu que les tempérariires marquées par son thermomètre étaient trop fortes de 1^25. La température normale des Tables de Bessel est donc en réalité 48^,75 F. ; et en désignant par c\ y et r' les indications du thermomètre extérieur^ on a [Tabulas Regiomontanœ, p. lxii)
"y— ioo-+-flt'c' •"" i8o-+-/n'(/'--3îi) "" 80 -+-/»>'
Ceci posé, Bessel représente la réfraction moyenne par a tangs, et adopte pour expression de la réfraction vraie $z\
(A), 5z'=r:/ïtanga.7*^-^ (BT)»-*-^;
d*où
log 5 z' = logû H- log tangz H- ( I -i- />) log 7 -h ( I + ^) (log H -h logT) .
On réduit en Tables les quantités
avec la distance zénithale pour argument, et les quantités
logB, logT, logv,
en prenant pour arguments la hauteur barométrique, la température intérieure et la température extérieure. II est dès lors facile de calculer la réfraction vraie pour une distance zénithale quelconque et pour un état quelconque des instruments météorologiques. Telle est la méthode simple suivie par Bessel dans la construction de ses Tables de réfraction.
77. Erreurs probables des Tables de réfraction, — L'hypothèse fondamentale que nous avons admise, en supposant que l'atmosphère se compose de couches concentriques, dont la densité varie suivant une loi déterminée avec la hauteur au-dessus de la Terre, ne représente pas l'état réel de l'atmosphère. Celle-ci est constamment soumise à des causes diverses qui en troublent
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réquilibre; le nombre qu'une Table quelconque donnera pour valeur de la réfraction ne sera donc pas en général le nombre réel qu'on déduirait de Tobservalion, mais on devra le considérer comme la moyenne des résultats d'un grand nombre d*observa* tiens, ou, en d'autres termes, comme se rapportant à un état moyen de l'atmosphère.
Bessel a comparé les nombres de ses Tables avec les valeurs observées^ et a pu ainsi déterminer leur erreur probable pour les différentes idistances zénithales. Il a publié les résultats de celte comparaison dans l'introduction aux Tabulée Regiomontanœ , p, L&iii ; nous citerons quelques nombres :
Distance zénithale.
Erreur probable
On voit par là que, surtout au voisinage de Thorizon, on ne devra considérer comme corrigée réellement de la réfraction que la moyenne d'un grand nombre d'observations faites dans des étals très-différents de l'atmosphère.
Jusqu'à une distance zénithale de 80®, le choix de la loi que suit le décroissement de la densité de l'atmosphère avec la hauteur est presque indifférent, et une théorie de la réfraction qui s*appuierait sur la loi vraie n'offrirait d'avantage réel que pour des astres plus voisins de l'horizon; dans ces points elle représenterait mieux les réfractions, permettrait de déterminer plus rigoureusement les coefficients (i -H/?) et (i + y), de telle sorte que la correction de réfraction pour les différentes températures et les différentes pressions serait plus exacte. Déjà l'hypothèse simple, faite par Cassini, d'une atmosphère de densité constante et ne produisant qu'une seule réfraction aux limites de l'atmosphère, a donné pour la réfraction moyenne des nombres sensiblement exacts jusqu'à une distance zénithale de 80®.
78. Effet de la réfraction sur l'époque du lever et du coucher des étoiles, — En vertu de la réfraction, toutes les étoiles nous
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paraissent plus hautes qu'elles ne le sont réellement; on les voit au-dessus de Tliorizon quand en réalité elles sont au-dessous; 1^ réfraction avance leur lever et retarde leur coucher. On a en général
(r) cosz ==sin(]>sin^ + coSf cos^ cos/,
iVoxi
sin zdzzzz cos «p cos^ sin tdt,
et pour rhorizon
dz dt =
cosff cos 0 sin r
Puisque dans ce cas dz est égal à la réfraction horizontale, c'està-dire à 35', on a pour la correction de Tangle horaire du lever ou du coucher
cosfcososmf
Exemple. — On a trouvé (n" 4-8) pour Arctunis, à la latitudt^ de Berlin,
fo = r]^ 52" 40%
et puisque
on a
Aro=:4'"37'';
la réfraction avancera donc le lever d'Arcturus et en retardera le coucher de 4*** 3^*.
On peut calculer aussi Tangle horaire correspondant au lever ou au coucher apparent; on a, en effet,
cosz — sin 9 sin ^
cos^ =: 4—^ 9
COSf coso
d'où, en posant
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on déduit
. / ^ /si]
sinls — $) sinls — »)
sm — • ' ' ^ ^
COSfCOS^
COSfCOS(j —z) COS^COSJ
^ " *' coss cos(s — z )
formules dans lesquelles il suffira de faire z = 90° 35' pour avoir Tangle horaire cherché.
l^Qer et coucher apparents de la Lune, — Pour la Lune, on doit, outre la réfraction, tenir compte de la parallaxe qui augmente les distances zénithales et par suite retarde le lever et avance le coucher. La méthode de calcul a déjà été donnée au n^ 4-8 ; nous allons l'appliquer à un exemple.
Exemple. — Trouver IVpoque du lever du centre de la Lune à Greenwich, le 1 5 juillet i86i.
On a, rapportées au temps moyen de Greenwich, les déclinaisons et les parallaxes horizontales suivantes de la Lune :
Juillet i5
Or on a trouvé (n° 47) les temps moyens de la culmination supérieure et de la culmination inférieure
Temps lunaire. Temps moyen.
Adoptons actuellement comme valeur approchée de la déclinaison — 1 7° 5 1 ', 5 ; puisque
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nous aurons
t = ^^2i^fS temps lunaire = 10^4^"* temps moyen;
en interpolant, nous trouvons — 17*38', 2 pour valeur correspondante de la déclinaison de la Lune. Pious recommencerons le calcul avec cette valeur et nous ohliendrons, pour le jour et le lieu fixés, 4^2^"*>9 comme angle horaire du centre de la Lune à son lever, et par suite 10^ 49*^96 pour temps moyen correspondant.
79. Du crépuscule astronomique, — Outre la réfraction, Faction de Tatmosphùre produit encore le crépuscule. Pour les parties élevées de Tatmosphère, le Soleil se couche plus tard que pour un observateur placé à la surface de la Terre; ces régions de Tatmosphère sont encore éclairées après le coucher du Soleil et la lumière qu'elles diffusent produit le crépuscule. D*après Tobservation, le Soleil cesse d*éclairer la partie de Tatmosphère qui se trouve au-dessus de Thorizon, lorsqu^il est environ à 18* au-dessous de ce plan. L'instant où le Soleil atteint 108* de distance zénithale est donc le commencement ou la fin du crépuscule astronomique, tandis que le commencement ou la fin du crépuscule civil a lieu quand le Soleil est environ à 6*3o' au-dessous de Thorizon.
Désignons par cp^-h c la distance zénithale du Soleil au commencement ou à la fin du crépuscule, par t^ Pangle horaire du lever ou du coucher, et par t la durée du crépuscule; on a
— sinc = sinf sin^ -h cos^ cos^cos(/0H- t), , sinosin^ -h sine *
COS(/o4-T = î 5 1
COScpCOSO
OU SI
. ,• , /sînl(m-c)cosl(H — c)
V COSf cosd
d'où Ton peut déduire t, quand ^ est calculé.
Appelons Z' le point de la sphère céleste qui se trouve au zé'
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niih an moment du coucher du Soleil, Z celui qui s'y trouve à la fin du crépuscule; dans le triangle ayant pour sommets ces deux points et le pôle, Tanf^le au pôle est égal à r, et on a
cosZZ' = sin'f H- cos'f cosr.
Mais puisque dans le triangle formé par les points Z, Z\ et le Soleil S, on a ZS = 90® + c, Z'S = 90®; on a aussi, en désignant Tangle au Soleil par S,
cosZZ' = cosc cosS,
et on obtient
T I — cosccosS
sin* -
2COS*f
où, comme on le voit facilement, S est la différence des valeurs de Tangle parallactique au moment du coucher et à la fin du crépuscule. L'équation montre que r est minimum, lorsque l'angle S est nul, c'est-à-dire lorsque à la fin du crépuscule le point qui au coucher du Soleil était au zénith se trouve sur le cercle vertical du Soleil. Les deux angles parallactiques sont alors égaux entre eux.
La durée du plus petit crépuscule est donc donnée par Téquation
sm —
2 COSf
Et puisque
sincp , sino + sincsin^
cos/? = — I ^ cos/?' = — î- ^- — ,
coso "^ cosccoso
il résulte de l'égalité de p et de p'
8ind = — tang-sinf,
équation qui donne la déclinaison du Soleil pour laquelle a lieu le plus petit crépuscule.
Représentons par A et A' les azimuts du Soleil au moment de son coucher et au moment où sa distance zénithale est 90*^+ v\
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nous aurons
cosf sin A = cos^ sin/?,
cosf sinA' = cos^sin/?';
par conséquent, dans le cas du plus petit crépuscule, sin A = sin A'^ les deux azimuts sont donc supplémentaires. Des deux équations
— sinc = sin f sin ^ -f- cosy cos^cos(fo-l-T), o = siuf sïnS + cosf cos^ cos/o ,
il résulte encore
c . o cos - sm -
sm ( ^0+ - I sin - = r- ?
\ 2/ 2 COSO COSf
et par suite, dans le cas du plus petit crépuscule,
cos-
sinUo-t- - 1 =
cos^
Supposons c=:i8^y nous aurons pour la latitude 7^81%
sin - = I, et pour cette latitude, la durée du plus petit crépus*
ouïe est de 12 heures. Ceci a lieu quand la déclinaison du Soleif est — 9°; le Soleil est alors à Thorizonà midf, et à minuit à 18** au-dessous de Thorizon. Il n'y a pas, dans le sens que nous lui avons donné, d'autre crépuscule de durée minimum à cette latitude, car la. déclinaison — 9° du Soleil est la seule pour laquelle soient remplies les deux conditions nécessaires à Fexistence de ce phénomène : 1° le Soleil doit se lever et se coucher; 2^ il doit s'abaisser au-dessous de l'horizon d*un angle de 18^. En effet, quand le Soleil, restant toujours au-dessous de Téquateur, a une déclinaison qui surpasse 9^, il ne se lève pas, et s'il est au-dessus de ce grand cercle l'angle dont il s'abaisse au<»dessous de l'horison n'atteint jamais 18®.
Pour un lieu dont la latitude est supérieure à 81^, il ne se présentera jamais de cas oii l'on puisse parler de plus petit, cré-
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puscule^ tel que nous l'entendons ici, car alors la valeur de sin est toujours impossible.
Remarque, — Consulter sur la réfraction : Laplacb. — Mécanique céleste, livre X.
BeSsbl. — Fundamenta Astronomiœ, p. 2l6 et suir. Itort. — Philosophical Transactions pour i8'i3 et i838. BncBNS. — Die Astronomische Strahlenhrechung. On y trouvera un exposé complet de toutes les théories.
III. — De l'aberration
80. Expressions de l'aberration annuelle en ascension droite et, en déclinaison, — La vitesse delà Terre dans son orbite annuelle autour du Soleil ayant un rapport fini avec la vitesse de la lumière, les étoiles nous apparaissent de la surface de la Terre, non pas dans la direction où elles sont réellement, mais en avance d*un petit angle dans la direction du mouvement de la Terre. Regardons comme distincts les deux instants t et t'^ auxquels un rayon lumineux, venu d*un astre immobile (une étoile ^\e),
Fig. 6.
arrive successivement sur l'objectif et sur le réticule d'une lunette. Soient a ei b [fig*&) les positions de l'objectif et du réticule an
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temps f ; a! et V leurs positions au temps r'. La vraie direction du rayon lumineux dans Fespaee est h* a\ au contraire, la droite ha ou la droite h* a^ qu*on peut, à cause de la distance presque infinie des étoiles, considérer comme lui étant parallèle, est la direction observée du lieu apparent. La différence entre les directions h^ a et ha s'appelle aberration annuelle des étoiles fixes.
Soient maintenant x, y^ z les coordonnées rectangulaires du réticule h au temps /, Torigine étant un point fîxe quelconque de l'espace; les quantités
seront les coordonnées du réticule au temps r' , car, pendant le petit intervalle de temps t' — r, on peut considérer le mouvement de la Terre comme rectiligne et uniforme. De plus, soient Ç, t], ( les coordonnées de l'objectif par rapport au réticule, à l'époque / où la lumière pénètre dans la lunette, ces coordonnées rapportées aux axes primitifs auront pour expressions
Prenons maintenant pour plan des xy le plan de Téquateur, pour plans desxz et des j^z les plans perpendiculaires à Téquaieur menés par les points équinoxiaux et solstitiaux ; désignons par « et ^ l'ascension droite et la déclinaison du point où la vraie direction du rayon lumineux rencontre la sphère céleste, par ^ la vitesse de la lumière ; les projections sur les axes coordonnés du
chemin parcouru par cette dernière pendant le temps r' — / sont
pi(r' — r)cos^cosa, ;*(/' — r)cos^sina, fA(r' — /)sin^;
soient encore / la longueur de la lunette, a! et d' l'ascension droite et la déclinaison du point où la direction apparente du rayon lumineux rencontre la sphère céleste; nous aurons pour valeurs des coordonnées apparentes de Tobjectif, par rapport au réticule :
?:=:= /cos^' cosa', >î =r / cos<î' siua', Ç = /sin^'.
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La vraie direction du rayon lumineux passe par les positions de i*objectif au temps t et du réticule au temps /', dont les coordonnées sont respectivement :
X + /cos^' cosa', X -f- -7^ (/'— /),
de
dr
jr4- /cos^'sina', jr H- ~-(^' — ')»
ai
z-^ /sin^', z -\- — [t' ^ t).
Si donc on pose L = -7 » on a les équations
ucos^cosa = LcoS(l'cosa' r->
^ dt
dy lACOs^sina = Lcos^' sina' ^9
^ dt
dz
p sin ^ = L sin 5' ;
dt
d où Ton déduit facilement
- cosa cos fa' — a) = cosa H — ( -7- sm a H cosa ?
f* ' fA \dt at I
— cos
•/ . / f X I / ^(r dx , \
o'smfa' — cl)z=z-\ —-cosa sma]»
\L\dt dt I
ou
taog(a' — a) =
I , /dx dx . \
- sectf ( -— cosa sina )
fA \/// dt /
iH — sec a -T- sm a H cosa
p \dt dt J
On obtiendrait uneéqnalion toute semblable pour tang(5' — S). Développons ces deux équations en séries, au moyen de la formule (i4) du n** 11, et dans la formule qui donne lang(o' — ^),
a' ~ a remplaçons tang par sa valeur développée suivant les puis-
sances de (a! — a), et dans laquelle on a négligé les termes d'ordre
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supérieur au second ; nous aurons
i [dx , dy
z=. ( -— sina cosa i sec»
u.\dt ' dt
I [dx , dy \ idx H — :( -7- sina ^-cosa) | -7- cos
'2 ^ dt dt \dt
dr , \ , , * a -f--V sma lsec*d,
^/ <v ï /^-^ ... dy , ^ , dz A
, , , <y' — tf = -7- sin tf cosa H — 7- sin 0 sm a cosd )
[a){ i*.\dt dt dt I
I (dx . dy Y
-( -r- sma cosa tang^
2li^\dt dt J ^
I /dx - ^r «. . d^ '
•^—A—r cosocosa H — ;- cososma -f- -r sm p2 y dt dt dt
(dx , ^ dy . ^ . dz A -— smo cosa H — r sma sina -coso )• dt dt dt J
Imaginons maintenant le lieu de la Terre rapporté à des coordonnées rectangulaires menées par le centre du Soleil, Taxe des apositifs dirigé vers Téquinoxe du printemps, Taxe des y positifs vers le solstice d'été, et Taxe des z positifs vers le pôle nord de Técliptique ; désignons par © la longitude géocentrique du Soleil, ou en d'autres termes par (180® H- ©) la longitude héliocentrique de la Terre, par R la distance du Soleil à la Terre; nous aurons
X = — R cos O , y =—Ks\nQy
Par rapport à un second système d'axes ayant aussi pour plan des xy Téquateur, et obtenu en faisant tourner le précédent autour de Taxe des x d*un angle f égal à Tobliquiié de Técliptique, ces coordonnées auront pour expressions
X = — R cos O ,
y =z — R sin O cos«,
z=: — R sin O sin« ;
et comme (n** 4-2) la longitude du Soleil est égale à v H- u, c'est-àdire à la somme de l'anomalie vraie et de la longitude du périhélie,
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on aura par difTérentiation
_=_eosO-+Rs,n0-,
-r- = — sin O C0S8 — R cos O cosfi -r y
dt ^ dt ^ dt
-7- = — sm O sin £ — R cos © sin s -— ;
dt de ^ dt
on a aussi, <p étant un angle tel que e = sin o (n° 42),
, /z cos«p ,„ ,„ n ,^,
donc
dv a^costp r/M
di "" ~~R^^ 57*
_ , , . 1,' . ,^ ^ cos'«p ,
De plus, en combinant lequation R = — avec la pre-
!-[-<? cosv
cédente, on a
dK . fiU
— — = a tangcp smv — — t
dt ^^ dt
et en remplaçant
dx a dM
dt cos cp dt d'ailleurs
/ . ^ flcos'© .. _\
I sm O — - — - — sin (f smv cos © j ;
a cos^ (0 . _
— - — = I -I- sm<j>cosv et © — v = ci. R
En substituant et agissant de même pour les deux autres coor données, on a :
d,v n dM. , , ^ . . .
dt cosf dt ^ ^ '
[0] ; __ iziz C0S8 — 7- 1 cos Q H- sinçcoscy ,
' dt cosy dt ^ ^ ^
sm e -7- (cos © -h smy coscr).
cos f dt
Si ron porte ces expressions dans les formules (a)^ les termes constants, ceux qui contiennent cr, donneront, dans les expressions de l'aberration en ascension droite et en déclinaison, des termes également constants dont on peut combiner la valeur avec celles des coordonnées de Ta position moyenne de Tétoile, e( qu'on n*â plus alors à considérer. Au lieu de pi, introduisons le nombre K de secondes de temps qu'emploie la lumière pour parcourir le demi grand axe de l'orbite terrestre, en sorte que
fi a
Nous trouverons, en ne conservant que les fermes du premier ordre,
a' — a= r- (cosQ cose cosa -t- sinQ sina)séc<î,
cosç dt -^ I
d' — 0=1-^ [cos O (sinasin^coss — cos^sins)
COSç dt ^ ^ ^
— cosa sin $ sin © ].
La constante est appelée constante de l'aberration y
coS(p dt
on en connaît la valeur. En effet, des deux facteurs dont elle se
compose, l'un -— est le moyen mouvement sidéral du Soleil en uno
seconde de temps moyen, unité choisie pour mesurer le nombre K; quant à ce nombre lui-même, Delambre, à l'aide de l'observatioD des éclipses des satellites de Jupiter, Pavait trouvé égal à 49^') d'où l'on déduit 20", 255 pour valeur de la constante de l'aberration. Depuis, Struve a obtenu, par l'observation des lieux apparents des étoiles fixes, la valeur 20", 44^' y ^^
It^ 86400 '^"^'^^ ^^ Jogcosç.= 1,999939;
on conclut donc de cette dernière valeur K = 497% 1^*
(*) Diaprés Hansen, la durée de Pannée sidérale est
365i 6*» 9"» 9», 35 = 365,^56 358 2 jours moyens;
le moyen mouvement sidéral du Soleil en un jour moyen est donc à% 59' 8^ 193.
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Od a ainsi, pour l'aberration annuelle des étoiles fixes en aâcension droite et en déclinaison,
Ia' — a = — 20", 44^1 (cos© cosa cos« ■+- sinQ sina) séc(î, ^' — ^=:+ 20^^,44^^ cosQ (sinasin^coss — cos ^ sine) — 20''', 445^ ^^ O cosasin<î.
On obtiendrait les termes du second ordre, en tenant compte
dx dy dz de tous les termes dans le remplacement de -r-f-r^ -r par leuis
valeurs [b) ; mais ils sont en général assez petits pour pouvoir être négligés. En effet, effectuons ce calcul.
I® En ascension droite, abstraction faite des facteurs constants, le coefficient de séc'^ est
2sin2a(cos'0 cos^e — sin^0) — 2sin20 cos8(cos'a — sin'a),
d'où, en négligeant le petit terme qui contient en facteur sin2asin's, on déduit facilement pour Tensemble des termes du second ordre
— -7 — — 1 —r- ) sec^af cos2Qsin2a(i -t-cos^e) 4 cos^y \ dt I L w V ;
— 2sin2 O cos2acose], ou, avec les valeurs numériques et « i= 23*28',
( — o",ooog329séc'^sin2acos2 O ( ■»!- o ,ooo9295séc'^cos2asin2 O,
somme qui atteint à peine o%oi pour une étoile dont la déclinaison est 85**3o'.
2^ En déclinaison, nous négligerons les termes qui ne contiennent pas tang^; or, aux facteurs constants près, le coefficient (le tang^ a pour valeur
sin* O sin^a -\- cos* © cos^j cos* a -h | sin 2 © sin 2 a cose.
Exprimons les carrés des sinus et cosinus en fonction du cosinus deTangle double, négligeons le terme constant i + cos^s et le petit terme en cos 2 a sin'e, nous aurons pour l'ensemble des termes du
second ordre
X (cos2 0[cos2a(H-ccs'6) -^sin=e]-h 2sm2 0sin2acose)y
et, après substitution des valeurs numériques,
(o", 0000402 — o",ooo4665 cos2a) tang^cos2 0
( — o",ooo464o tang^ sin2asin2 0,
somme qui, pour des étoiles de déclinaison moindre que 87° 6',, est toujours inférieure à o'', 01, Pour toutes les étoiles dont la déclinaison ne surpasse pas 85% on peut donc négliger les ternies du second ordre.
Les formules (A) supposent que les grandeurs a, ^ et © sont rapportées à Téquinoxe apparent, et que s est l'inclinaison apparente de récliptique. Dans le calcul de l'aberration d'une étoile pour un long espace de temps, il est commode de négliger d'abord la nutation, c'est-à-dire de rapporter a, ^ et © à l'équinoxe moyen et de prendre pour e l'obliquité moyenne. Mais il faut ensuite calculer les erreurs ainsi introduites et corriger de ces quantités les valeurs obtenues pour l'aberration. On obtient ces corrections en différentiant les formules (A) par rapport à a, ^, © et e et en adoptant pour valeurs de doL, d$, dQ et de les nombres qui mesurent les changements que la nutation produit sur ces grandeurs. On ne prend évidemment ici que les termes les plus importants de la nutation; en outre^ si, dani la correction relative à l'ascension droite, on néglige tous les termes qui ne contiennent pas en facteur séc^ tang(î,et, dans la correction qui se rapporte à la déclinaison, tous ceux qui ne sont point multipliés par sin^tang^, les variations dQ et de ne donnent naissance^ comme il est facile de le voir, à aucun terme sensible; il suffit dont* de prendre pour expressions de da et de d$ les valeurs
doL=z— (6'', 867 sin Q sina •+- 9", 223 cosQ cosa) tang^, d$ =:— (6", 867 sin Q cosa H- 9^,223 cos Q sina).
Pour abréger, remplaçons 9'', 228 et 6'', 867 par a et b dans
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ics équations obtenues en différentiant les formules (A), nous ■aurons
a' — a = io",2225 tang(î sec 5
X [— {b -+-«coss)cos(© -H Çl) sin2a + (^coseH-«) sin(0 + Q)cos2a -h{b — a cose) cos(0 — JJ) sin2a
— (6cos8 — a) sin(0 — SÎ)co52«i»
. iî'— ^ = 5'Siii2tang^sin^
X[— (^ H- flCOSs)cos(0 -f- Q)cos2a
— (^cosj 4- a) sin(0 + Q) sin2a -h [b — a cose)cos(0 — Çl )cos2a -4- (ôcoss — «) sin(0 — Q) sin2x -h (b — rt cos g) cos ( 0 + Q)
— {b + flcoss)cos(0— Q)];
et avec les valeurs numériques :
/ a'--a = tang^séc^X[-— ©'',0007597 cos(0 -f- Q)sin2a
H- 0^,0007693 sin(0 -h Q)cos2a
— o",oooo79ocos(0 — JJ)sin2a o", 000 1449 sin(0 — Q)cos2a],
/ \ i^'— ^=:tang^sin(îx[-— 0^,0003798 cos(0 4- Q)cos2a
— o",ooo3847 sin(0 H- Q) sin2a
— o",ooo 0395 cos ( 0 — Q ) cos 2 a
— 0^,0000725 sin(0 — ^) sin2a ' — o",ooo 0395 cos ( 0 -H Çl)
— o",ooo 3798 cos (0— Q)].
Pour toute étoile de déclinaison inférieure h 85° 3o', la valeur de a' — a sera inférieure à o%oi ; d'ailleurs ^ — S n'atteindra o",oi que pour une déclinaison égale à 85^6'; ainsi que les termes donnés par (c) et (^), ceux-ci seront donc négligeables pour toutes les étoiles dont la déclinaison est inférieure à 85°,
Expressions de l'aberration annuelle en longitude et en latitude, — Les équations relatives à I*aberration seront beaucoup plus simples, si au lieu de Téquateur on prend Técliptique pour plan fondamental; en effet, en négligeant les termes constants, on a
dx a . ^^ é/M
sm O -T- 1
dt cos^ dt
dy ^ ^ ^M
-— z= cos O -— 9
dt cosf dt
dz
dt
Après avoir substitué ces expressions dans les formules [a) et remplacé a et ^ par \ et p, on obtiendra pour l'aberration annuelle des étoiles fixes en longitude et en latitude
^ j y — X = — 2o", 44^1 cos (X — 0)sécp,
^ I p'— p=z:+2o",445isin(X— 0)sinp,
formules qui ne changent point, si dans X et 0 on emploie l'équinoxe moyen au lieu deTéquinoxe apparent. On a de plus pour les termes du second ordre :
En longitude h- o",ooi oi33 sin2(0 — >)séc'p,
En latitude — o",ooo5o67 cos2{0 — >) tangp,
où le coefficient o,ooi oi33 est en décimales la valeur de la frac-
EXEMPLE. — En 1849, ^vJ^i' '» on a, pour Arcturus,
OL — i4^8™48' = 2i2°i2^o, ^ — -1-19° 58', I, et
On en déduit
a'—aL=i^ 18", 88, (î' - ^ = — 9", 65,
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et puisque
on a aussi
81. Tables de l'aberration. — On a construit des Tables destinées à simplifier le calcul de Taberration en ascension droite et en déclinaison, souvent pénible au moyen des formules que nous venons de donner. Les plus commodes sont celles de Gauss, dont la construction repose sur les transformations suivantes. Si Ton pose
ao'',445ï sin O = a sin ( O -h A),
2o",445* COS0 cose = «cos(0 + A), on a les expressions simples
a'— a = — aséc5cos(0 -h A — a),
^'— 0 = — ûsin^ sin{0 h- A — a) — 2o'',445ï cos© costîsini = — /7sîn^ sin(0 -4- A — a) — io",2225sinecos(0 -+-^) — I o^, 2225 sin t eos (0 — è).
Ce sont ces formules que Gauss a réduites en Tables. La première Table donne A et loga avec la longitude du Soleil pour argument, et on en déduit l'aberration en ascension droite et la première partie de l'aberration en déclinaison. La deuxième et la troisième parties sont ensuite données par la seconde Table où Ton entre avec les arguments 0 4-^ et 0 — 8. Ces Tables ont été publiées pour la première fois dans la Monatliche Correspondent (t. XVII, p. 3 12); la constante employée est celle de Delambre, 2o'\^S5. Plus tard,Nicolaï en a calculé d'autres avec la nouvelle constante 20^, 44^^ ' ^° ^^^ trouve dans la collection des Tables auxiliaires de Warnstorff.
Pour l'exemple précédent, la première des Tables de Nicolaï
donne
A=:i®i', logo = 1,2748,
d'où
La même Table donne — 2", 1 5 pour la première partie de l'aberration en déclinaison. En cherchant ensuite dans la deuxième Table les nombres correspondants aux arguments 3i® 35' et — 8° 21', on trouve — 3^^,47 ©t — ^'\o3 pour deuxième et troisième parties de Taberration en déclinaison ; on a donc
82. Expressions de la parallaxe annuelle des étoiles fixes, — Le maximum et le minimum de Taberration en longitude ont lieu, pour une étoile donnée, quand sa longitude égale celle du Soleil ou la surpasse de 180®; au contraire, le maximum et le minimum de l'aberration en latitude se produisent quand l'étoile précède ou suit le Soleil de 90®.
Les formules qui donnent la parallaxe annuelle des étoiles fixes, c'est-à-dire Tangle des directions menées de l'étoile au centre de la Terre et au centre du Soleil, sont entièrement analogues à celles de l'aberration annuelle ; seulement les maxîma et les minima n'ont pas lieu aux mêmes époques. Soir, en effet, Â la distance d'une étoile au Soleil, ^ et ^ sa longitude et sa latitude vues du Soleil, les coordonnées de l'étoile par rapport au Soleil seront
.r m Acosp cosX, j* = Acospsin^, z=Asinp;
mais, si Â' est la distance de l'étoile à la Terre, ses coordonnées rapportées à la Terre ont pour expressions
ar'=r A'cosp'cosV, /' = A' cos p' siu X', z'=:A'sinp';
d'ailleurs, en prenant pour unité le demi grand axe de la Terre, les coordonnées du Soleil par rapport à la Terre sont égales à
X==RcosO et YrnRsinO;
on a donc les équations
A' cos p' çosV ==: A cosp cos X -H R cos O , A' cos p' sinX' = A cos p sinX -I- R sin © , A'sinp'= Asinp;
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d'où Ton déditit facilement
X' — 1= ^ sin(X — 0) sécp. 206265,
P' — P = — ^ cos(X — O) sinp. 206265;
ou bien, en remarquant que le produit — 206265 est Texpression de la parallaxe annuelle tt,
I X'--X=— ttR sin(X — 0)sécp,
^ ' I p'— pnz— 7rRcos(>. --0)sinp.
Ces formules offrent une analogie parfaite avec celles qui sont relatives à l'aberration ; mais à Tinverse de ce qui se passe dans ce dernier phénomène^ la parallaxe en longitude est maximum ou minimum quand l'étoile précède ou suit le Soleil de 90°, et la parallaxe en latitude prend sa valeur maximum ou minimum quand la longitude de Tétoile surpasse de 180° celle du Soleil, ou lui est égale.
Pour l'ascension droite et la déclinaison, on a les équations
A' cos^' cosa' = A cos^ cosa -h R cos 0 , A' cos 5' sina' 1= A cos ^ sina -h R sin 0 cose, A' sin^' = A sin ^ -h R sin 0 sin£,
et on trouve ensuite, tout à fait comme pour l'aberration,
!</ — 0L= — ttR (cos0 sina — sin0 cosscosa) séc5, ^' — Sz=z — ttR ( coss sina sin S — sin« cos^ ) sin 0 — ttR cos 0 sin^ cosa.
83. Expressions de l'aberration diurne. — Le mouvement diurne de la Terre autour de son axe produit, comme son mouvement annuel autour du Soleil, une aberration que l'on appelle aberration diurne. Elle est d'ailleurs moins importante que l'aberration annuelle, puisque la vitesse du mouvement de la Terre au-
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tour de son axe est bien plus petite que ceHe du mouvement annueK
Par rapport à trois axes rectangulaires dont l*un coïncide avec Taxe de rotation, et les deux autres sont dans le plan de Féquateur, de telle sorte que la partie positive de Taxe des x soit dirigée du centre de la Terre à Féqninoxe du printemps et la partie positive de Taxe des y vers le point dont l'ascension droite est égaie à 90*^, un lieu de la surface de la Terre, dont la latitude géocen trique est f', a pour coordonnées (n^ 66)
x = pcosç'cos0, y = p cosy' sin0,
Z =: p Slïïf' ',
on a donc
dx , , d&
-— = — û cos© sme -T-f dt r T ^f
dy 'de
-- =^ û COS© C0S8 -7- 1
dt r T ^^
dz dt='''^
substituons ces valeurs dans les formules [a) du n^ 80 et négligeons les secondes puissances, nous obtiendrons facilement
a — a = - —r- p cosy'cos(0 — a) seco,
5' — $ =z — û cos»' sini 0 — a) sin^.
IL dt ^ ^ ' '
Actuellement désignons par T le nombre de jours sidéraux d'une année sidérale, le mouvement angulaire d'un point de la Terre pendant la révolution de celle-ci sera T fois plus grand que le mouvement angulaire de la Terre dans son orbite^
d% _ dVi
'dt" mr'^
d'autre part, tt étant la parallaxe du Soleil et K le nombre de secondes de temps que met la lumière à parcourir le demi grand axe
abbrràtion diurnb. . ^5
de Torbite terrestre^ on a
ce qui donne
- û = K - = K SIHTT,
Il ' a
K -r-Tsin^ dt
pour expression de la constante de )*aberration diurne. En substituant aux lettres les nombres qu'elles représentent
on trouve
o",3ri
comme valeur numérique de cette constante.
Pour plus de simplicité, prenons la latitude f au lieu de la latitude corrigée f', les expressions de Taberration diurne en ascension droite et en déclinaison deviendront
I a' — a = o'',3i I cosçcos(0 — a)séc5,. (E) '.
( ^' — ^=:o'',3ii co87sin(6 — a)sind;
ainsi quand Tastre est au méridien l'aberration diurne en déclinaison est nulle, tandis que Taberration en ascension droite y atteint sa valeur maximum
o", 3ii cosf séc^.
84. Orbites apparentes des étoiles autour de leurs positions moyennes, — Pour l'aberration annuelle des fixes en longitude et latitude, nous avons précédemment trouvé
V — > =1— qcos[\ — 0)sécp, P'— P = 4- <7 sin (^ — O) sin p,
où q désigne la constante 2o'%44^i* ^^^ posé, imaginons le plan tangent à la sphère céleste mené par la position moyenne d'une étoile, et dans ce plan un système de coordonnées rectangulaires X et jr^ dont les axes soient les intersections de ce plan tangent
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avec les plans du parallèle et du cercle de latitude; les cbordon* nées du Heu vrai affecté de l'aberration, par rapport au lieu moyen, seront
X =z {V — \) COSP et / rz: p' — p,
car pour d'aussi petites distances à l'origine, le plan tangent peut être considéré comme coïncidant avec la surface de la sphère céleste ; on en déduit facilement
G*est l'équation d'une ellipse dont les demi-axes sont ^ et ^ sin^. En raison de l'aberration annuelle les étoiles décriront donc autour de leurs lieux moyens une ellipse dont le demi grand axe a pour valeur 2o'\/^/^Si, et le demi petit axe le maximum de Taberration en latitude. Pour les étoiles situées dans le plan de récliptique, ce demi petit axe est nul puisque p=;o. Elles décrivent donc, dans le cours d'une année, une ligne droite, et parcourent sur récliptique 20'^, 44^ < ^^ chaque côté de leur position moyenne. Pour une étoile qui coïnciderait avec le pôle de l'écliptique, on aurait p = 90°, et par suite les deux axes seraient égaux ; dans l'espace d'un an, une pareille étoile décrirait donc autour de sa position moyenne un cercle de rayon égal à 20'', 44^ ' *
En général, c'est-à-dire pour une valeur de p autre que ces valeurs extrêmes, la position que l'étoile occupe à un instant quelconque sur l'ellipse d'aberration est donnée par la construction suivante. Dans le plan de cette ellipse imaginons un cercle qui lui soit concentrique, et dont le diamètre soit égal au grand axe; en outre, supposons qu'un rayon de ce cercle le décrive d'un mouvement uniforme et coïncide avec le côté ouest du grand axe quand la longitude du Soleil est égale à celle de l'étoile, et avec le côté sud du petit axe quand elle la surpasse de 90^. Traçons le rayon correspondant à la longitude actuelle du Soleil, et par l'extrémité de ce rayon, menons une perpendiculaire au grand axe, le point où cette droite coupera la circonférence de l'ellipse sera la position actuelle de l'étoile.
Si rétoile a une parallaxe tt, les expressions de ses deux coor-
ABERRATION PLANÉTAIRE
données rectangulaires seront, en supposant R constant et égal à l'unité,
a: = — ^cos(X — O) — îT sin(>. — 0), j=4- q sin(X — 0)sinp — 7rcos(^ —■ 0) sinp,
ou, en posant 9 = acosA et Tr = a8inA,
xz= — a cos {\ — 0 — A ),
7 = + a sin(> — 0 — Ajsinf.
L'étoile décrit encore une ellipse autour de son lieu moyen, mais
le demi grand axe est ^q^-hn' et le demi petit axe sJq^-^Tz^ sinp. Il en est entièrement de même pour l'aberration diurne. £n vertu de cette dernière, les étoiles décrivent dans un jour sidéral autour de leur position moyenne une ellipse dont les demi-axes sont o'^,3iicos7 et o'^,3ii cosf sin^. Pour les étoiles équatonales, cette ellipse se réduit à une ligne droite, tandis que pour une étoile qui coïpciderait avec le pôle elle devient un cercle.
85. Jberration planétaire, —r Si l'astre a un mouvement propre, comme le Soleil, la Lune, les planètes et les comètes, ce que nous avons dit de Paberration des fixes ne forme pas l'aberration complète. En effet, le lieuxle cet astre change pendant le temps que la lumière emploie pour arriver à la Terre, et par conséquent la direction observée du rayon lumineux ne correspond pas à la vraie position géocentrique de Fastre au moment de l'observation. Supposons que le rayon lumineux qui, au temps /, rencontre Fobjectif de la lunette soit parti de la planète au temps T. Soient [fig. 7 ) P et p les positions de la planète dans l'espace aux temps T et f, A la position de l'objectif au temps T, a et ^ les positions de l'objectif et du réticule au temps ^, a^ et b' leurs positions au temps /' quand le rayon lumineux rencontre le réticule. Dès lors
AP est la direction du lieu de la planète au temps T,
ap celle du lieu vrai au temps ty
ba^ Va* les directions des lieux apparents aux temps r et t\ dont la différence est infiniment petite ,
y a la direction de ce même lieu apparent débarrassé de l'aberration des fixes.
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Puisque P, a et b' sont en ligne droite, on a
Va t — T
De plus, on peut toujours supposer que pendant le petit inter> valle de temps t' — T le mouvement de la Terre est rectiligne et uniforme; par suite, A, a et a' sont aussi sur une même droite,
Fig. 7.
et, en outre, Aa et aa' sont proportionnels aux temps / — T et r' — t. Il en résulte encore que AP est parallèle à b' a' et que par conséquent le lieu apparent de la planète au temps t coïncide avec son lieu vrai au temps T. La différence t* — T est du reste le temps que la lumière emploie pour arriver de la planète jusqu'à rœil, ou le produit de la distance de la planète par 497^98, temps nécessaire à la lumière pour parcourir le demi grand axe de l'orbite terrestre.
De là dérivent trois méthodes qui permettent d'obtenir, à une époque quelconque /, le lieu vrai d'une planète au moyen de son lieu apparent :
I. On retranche de l'époque observée le temps employé par la lumière pour aller de la planète à la Terre; le lieu vrai correspondant au temps T ainsi obtenu est identique avec le lieu apparent au temps r.
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n. Avec la distance deTastre, on calcule la réduction du temps» c'est-à-dire f — T, et à l'aide du mouvement diurne de Tastre en ascension droite et en déclinaison, la réduction au temps T du lieu apparent observé.
m. On considère le lieu donné débarrassé de Taberration des fixes comme le lieu vrai au temps T, mais vu de la position de la Terre au temps t. On emploie cette dernière méthode quand on ne connaît pas la distance de Tastre, par exemple dans le calcul de Torbite d'une planète ou d'une comète nouvellement découverte.
La lumière met 497% 8 pour venir du Soleil à la Terre, et le moyen mouvement du Soleil en un jour est de Sg' 8'^ ig. Par suite, d'après la règle II, l'aberration du Soleil en longitude, qui rend toujours trop petites les longitudes déduites de l'observation, est égale à 20'', 4^; il faut ajouter que les variations de la distance et de la vitesse du Soleil produisent sur cette valeur de petits changements, qui dans l'espace d'une année ne surpassent pas quelques dixièmes de seconde.
86. Démonstration analytique des lois précédentes. — Le problème que nous venons de résoudre, et qui est en fait le cas général, peut se traiter aussi facilement à l'aide des équations fondamentales du n° 80. Il est clair, en effet, que dans ce cas, au lieu de la vitesse absolue de la Terre, on ne doit employer que sa vitesse relative par rapport à l'astre mobile ; car cette vitesse relative combinée avec celle de la lumière déterminera l'angle que doit faire la lunette avec la vraie direction des rayons lumineux venant successivement de l'astre pour que celui-ci, malgré son mouvement propre et celui de la Terre, paraisse toujours dans Taxe de la lunette. Soient donc ^, n» ^ les coordonnées de l'astre par rapport au système d'axes considéré plus haut, il faudra, dans les équations (a) du n® 80, substituer
dx dl^ dy dn dz d^ ^ dx dy dz dt dt^ dt dt^ dt^ dt dt^ dt^ dt
Soit À la distance de l'astre à la Terre; ses coordonnées géoœntriques sont A cos^ cosa, . . . , et par conséquent ses coordon-
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nées héliocen triques i, n, Ç, ont pour valeurs
l Ç = A cos^cosa -f- j:,
d'où Ton déduit facilement
(/) { rj = A cos5 sina H- j,
: A sin ^ + z ^
— -l!\si di de)
dy dn\ dst
sm a — ( — ) cosa = A coso -r- ?
dt dt J dt
Idx d\\ Idy dn\
— ri smocosa + 1 -7 r- 1 sino sina
\dt dt ) \dt dt )
dz d^\ ^ d$
— - ' 7- 1 coso = A
dt dt I dt
Les formules [a] se transforment donc dans les suivantes
, A doi
fx dt
l*. dt
mais — est le temps que la lumière emploie pour parcourir la distance A ; en désignant ce temps par t — T, on a les équations
elles expriment que le lieu apparent est égal au lieu vrai au temps T, et correspondent aux règles I et II du n" 85.
De ce qui précède, il résulte évidemment que, dans le cas actuel, Taberration peut encore s'obtenir en ajoutant, aux seconds membres des deux formules (/?), les termes
I /fi?Ç . fin \ . j. ,
- I — sma — — - cosa j sec 0 pour la première,
- ( -— sin^ cosa -t- -— sin(^sina + -— cos^ | pour la deuxième; l». \dl dt dt J
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on a donc, en désignant par Da et D (^ l^aberration des fixes,
a' — a = Da -\ — -7- sina r cosa ) secd,
lfL\iit dt )
^' — 5=:DJ -h -( -- sin5cosa4- -^sin^sina -f- — coS(î|-
[»-\dt dt €U I
Différentions maintenant les équations (/), en considérant les
grandeurs géocen triques, A, a, $y comme variant seules, et en
traitant les coordonnées de la Terre comme des constantes; re-
(doiX /d$\ ., . ,
présentons par ( ~7- 1 ^M ;;r 1 '^s dérivées partielles de a et ^, et
remplaçons dans les seconds membres des équations précédentes
les coefficients de — par les valeurs ainsi obtenues, nous aurons
ou
«'_Da = a-('-T)(^), S'-TiS = i-[t-T)(^^:
équations qui correspondent à la régie III du n*^ 85; en effet
— - I et ( -7- ) représentent les dérivées partielles de a et ^
quand on fait varier le lieu héliocentrique de l'astre, mais non celui de la Terre; ]es seconds membres des deux équations correspondent donc au lieu de Tastre au temps T, vu de la position que la Terre occupe au temps t.
Remartjfue I. — Le mouvement elliptique de la Terre autour du Soleil et son mouvement diurne de rotation ne constituent pas le mouvement entier dans I^espace d^un point de la Terre: le Soleil lui-même se meut et entruine avec lui la Terre et tout le système solaire. Comme nous le verrons plus tard, cet astre est animé d*un double mouvement, un mouvement de traublalion dans Tespace et un mouvement périodique causé par les attractions des planètes; en effet, celles-ci ne se meuvent pat réellement dans des ellipses autour du centre du Soleil; mais, soumis à leurs attractiohs réciproques, une planète et le Soleil décrivent autour de leur centre de gravité, qui reste immobile, deux ellipses dont les dimensions sont
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entre elles dans le rapport inverse des masses de ces deux corps. Le premier de ces deux mouvements peut actuellement être regarde comme rectiligne et restera tel un très-long espace de temps; il n^a donc d^autre effet que de changer les positions des astres d^une quantité constante, el par suite il est permis de n^en point tenir compte. Quant à Taberration due au second mouvement, elle est si petite, qu''on peut toujours la nrgliger. Soient, en effet, a et a' les rayons des orbites des deux planètes, orbites que nous supposerons circulaires, t et t' les temps de leur révolution'; les
vitesses angulaires de ces deux planètes seront proportionnelles à - et -jf
et par conséquent leurs vitesses linéaires k ar' et a'r, ou bien à /ô' et y/^j
car, diaprés la troisième loi de Kepler, les carrés des temps des révolutions
de deux planètes sont entre eux comme les cubes des grands axes de leurs
orbites.
Prenons pouc unités le rayon de Porbite terre£tre et la masse du Soleil :
soient m et a la masse et le demi grand axe de Torbitc d^une planète, la
constante de Taberration due au mouvement de la Terre sera pour cette
planète
et celle de Taberration provenant du mouvement du Soleil autour du centre de gravite commun à ces deux corps :
Ainsi, pour Jupiter, a = 5,qo, m= — r-) et les deux consianles ont
' io5o
pour valeurs
8", 97 et o^ooSGj
la seconde est donc bien, ainsi que nous Pavons dit, négligeable par rapport & la première.
Les perturbations, que tes actions des planètes produisent dans le mouvement de la Terre, changent encore Taberration^ mais ces variations sont aussi trop petites pour qu^il y ait lieu dVn tenir compte.
Remarque 11, — Consulter sur Taberration :
Bessel. — TahulcB Rfgiomontanœj p. xvii et sniv.
Bessel. — Zeilschrifijûr Astronomie, vol. VI, p. 222 el suiv.
WoLFER. — Tabulœ reductionum, p. xiii et suiv.
Delambre. — Traité d'Astronomie, vol. lll, cb. XXX.
F. Bailt. — Préface du Catalogue 0/ the British Association.
Gacss. — Theoria motus, p. 68 et suiv.
Le Verrier. — Annales de l'Observatoire impérial, vol. I, p. ai8 et suir.
POSITIONS MOYENNES DES ÉTOILES. ^Sg
CHAPITRE IV
POSITIONS MOYENNES DES ÉTOILES, Et VALEURS LES PLUS PROBABLES DES CONSTANTES EMPLOYÉES DANS LES RÉDUCTIONS.
Le but principal de l'Astrononiie sphérique est la dé termina tien des lieux des étoiles rapporlés aux plans fondamentaux, et spécialement à réquateur, car les longitudes et les latitudes ne sont jaipais données par Tobservation directe^ mais sont déduites par le calcul de l'ascension droite, de la déclinaison et de Tobliquité de Técliptique. Si les observations sont dirigées de manière à donner immédiatement les lieux des étoiles par rapport à Téquateur et à Téquinoxe du printemps, on les appelle déterminations absolues. Au contraire, on appelle déterminations relatives celles dont on ne déduit que des différences d'ascension droite et de déclinaison avec des étoiles dont les positions sont déjà connues.
Les observations donnent les positions apparentes des astres^ c'est-à-dire affectées de la réfraction et de Faberration (*), et rapportées à l'équateur et à Téquinoxe vrai au moment de l'observation; il faut, à l'aide des corrections étudiées dans les deux Chapitres précédents, en conclure les positions moyennes. Chacune de ces corrections contient une constante dont on trouve la valeur numérique par des observations analogues à celles qui donnent les positions des étoiles et que l'on détermine en mcme temps que celles-ci. Les valeurs, données pour les constantes dans les deux Chapitres précédents, résultent des déterminations les plus récentes, mais les observations futures y apporteront encore
(*) Et CD outre de la parallaxe, pour ïo Soleil, la Lune, les planètes et les comètes.
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de légères corrections; il y a donc lieu de montrer comment s'effectuent ces déterminations.
Les observations de la position d*une même étoile, faites à des époques différentes, devraient, si elle éiait invariable, ne jirésenler entre elles que des différences imputables aux erreurs d'observations et à celles des valeurs adoptées pour les constantes. Mais la comparaison des positions d'une même étoile déterminées à diverses époques donne des différences plus ou moins grandes» qui ne peuvent être expli<juées par des erreurs de ce genre. On les a d*abord attribuées seulement aux mouvements propres des étoiles; mais nous devons ajouter, dès à présent, que la cause de ces différences n^est pas unique : chacune d'elles doit être regardée comme la somme de deux parties provenant de deux phénomènes distincts. L'une n'est soumise à aucune loi générale, et constitue réellement le mouvement propre de chaque étoile; l'autre, au contraire, a un caractère parallactique, et provient d'un mouvement de notre système dans l'espace^ c'est-à-dire du mouvement propre du Soleil lui-même; sauf quelques exceptions, on peut considérer les mouvements dus à cette dernière partie comme uniformes et dirigés suivant un grand cercle. Dans le calcul il sera nécessaire de tenir compte de ces deux effets, quand on voudra déduire Tune de l'autre les positions moyennes d'une étoile correspondantes à des époques différentes.
On a montré dans les deux Chapitres précédents comment on détermine les diverses corrections qu'il faut appliquer aux lieux des étoiles; mais comme ce calcul se répète fréquemment, on emploie d'autres méthodes plus expéditives et plus commodes pour la réduction des lieux apparents à la position moyenne au commencement de l'année : nous allons les exposer immédiatement.
L — De la réduction des positions moyennes des étoiles AUX lielx apparents, et réciproquement.
87. Réduction au lieu apparent. — Quantités auxiliaires du calcul, — La position moyenne d'une étoile étant connue pour
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le commencement d*une certaine année, comment obtenir sa position apparente pour un jour quelconque donné d*une autre année? On déduit d'abord de la position donnée, la pOî>ition moyenne au commencement de la seconde année, en tenant compte de la précession et dans certains cas du mouvement propre; puis on ajoute la précession et le mouvement propre depuis le commencement de Tannée jusqu'au jour donné, ainsi que la nutation et Taberration correspondantes à ce jour. Pour faciliter l'application de ces trois dernières corrections, on a calculé des Tables qui ont pour argument le jour de Tannée. Ces Tables ont été données par Bessel dans les Tabidœ Rcgiomon tance (*).
Désignons par a et ^ l'ascension droite et la déclinaison moyenne d'une étoile au commencement d'une certaine année; par a! et ^' Tascension droite et la déclinaison apparente au temps r, compté à partir du commencement de cette année et exprimé en parties de Tannée; soient de plus \l et ^' les mouvements propres de Tétoile en ascension droite et en déclinaison : on a, d'après les for« mules (D) du n» 58, (B) et ( C) du n« 61 et ( A) dti n° 80 :
a — azzi (#?i + /l sina tang^) t H- TIX Préoes^lon et moaTement propre.
— (I5^8I48-f-6^865osinalang^)sinQ \ H-( o ,igo2 + o ,o825sinatang^) sin2 Q
— ( I ,1642 -ho ,5o54sinatang^)sin2 0 -h( o ,1 173 -+- o ,o5o9 sina tang^) sin(0 — P)|
— ( o ,0195-1-0 ,oo85sinatang^)sin(0-+-P))Nuuuon.
— 99223 1 cosa tang^ cos Q -H 0,0897 cosa tang^cos2 Q
— o,55o9cosa tang^cos2 0
— 0,00 93 cosa lang5cos(0-!- Pj — 20,44^1 sinaséc^sin0
\ Aberration.
— 20,4451 cosa cos£ séc J cos o.
(*) Pour un petit nombre dVtoilcs, il faut encore introduire la parallaxe annuelle, dont Texpression la plus commode sera donnée plus loin.
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Précession et mouTement propre.
: T/î COSa 4- TfA'
sînacos Q
— o ,0897 sinacos2 Q o , 5509 sin a cos 2 O o , 0093 sin a cos ( 0
— 6 , 865o cosa sin Q -+- o , 0825 cosa sin 2 Çl
— o , 5o54 cosa sin 2 ©
-ho , o5o9 cos a sin ( O — P)
— o ,oo85 cosa sin (O -I- P)
— 20, 44^ ' ^^^ * ^^^ ^ sin O 20, 44^ I ( sin a sin ^ cos s — cos d sin s) cos 0 .
Notation.
AberrattoB.
Dans ces formules on a négligé les ternies dépendants de 2 (^ et de Panoroalie ((^ — P') de la Lune; en raison de la rapidité du mouvement de la Lune, ils ont une courte période, et par conséquent il sera plus avantap;eux de les donner dans une Table spéciale. Ces termes sont d'ailleurs très-petits et, à cause de la brièveté de la période, disparaissent en [>rande partie dans la moyenne d'un grand nombre d'observations d'une étoile; généralement, on n*en tient compte que pour les étoiles ci rco m polaires. Dans ce cas, il faudra introduire aussi les termes qui contiennent les carrés de l'aberration, de la nutation et leur produit; termes donnés par les formules (£) du n** 61, (c), (ci) et [e) du n® 80; on peut d'ailleurs, dans le cas où ils ont une valeur sensible, les convertir en Tables avec les arguments (^, 0, (0 -f- Q) ei
(O-ft)-
La conversion en Tables des expressions précédentes se fait comme il suit; on pose
6",865o ='m o , 0825 = ni o , 5o54 ==■ ni o , o5o9 = ni O ,oo85 = /?/o
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et on obtient
a' — a==[T — 'sinQ -f-f,siri2Q — /jsinaO
-+- h sin(0 — P) — i\ sin(0 -f- Pj] Xt'w -4- « tang^sina)
— [9",223i cosQ — o",o897 cos2 Q
-+- o^, 5509 ces 2 O -+- o",oo93 cos( O -h P)] tang J cos«
— 20'', 445 1 cos c ces O cos a séc 9
— 20", 44^' *^" O sina séc(î
— ^ sin Q -h A» sîn 2 Q. -— ^, sin2 ©
sin(0 — P) — A4siD(OH-P), et
^ — ^=:[t — isinQ -4-i,sin2Q — /,àin2 0
-f. /j sin(0 — P) — '4 sin(0 4- P)] n cos« -h [ 9", 223 1 COS Q — o", 0897 cos 2 Q
-+- o", 5509 cos 2 0 -+- 0*^,0093 C0S(0 + P)] Mn«
— 2o",44^< COS I COS 0 (tangf cos^ — sina sîn^)
— 2o'',445i sin 0 cosa sin5 •4- ryf.
Faisons maintenant les conventions suivantes :
A=T— /sîn Q -h/isin2Q — /asin2 0
-f- /,sin (0 — P) — /4 sin(0V P),
B = — 9", 223 1 cos Q -+-0", 0897 COS2 Q
— o",55o9cos2 0 — o",oo93cos(0 -+- P),
C == — 20^, 44^ ' ^®* * ^o* 0> D = — 20*, 4451 sin 0,
E = — ^sin Q -h /iisin2Q — //, sin2 0
H-^,sin(0 — P) — ^4sin(0 -+-P),
a= /If + /ssina tang^^ fl' = /icosa,
b = cos ge tang ^, b' = — sîn a,
c z=z cosa séc Jy c' = tàng t cos J — sîn a sin B^
<f =: sin a séc^, d' = cosa sin ^,
nous aurons simplement
j a'— a = Atf -4-Bft-4-Cc -h Drf 4-TfA-+-E,
^ ^ I ^'— ^ = Aû'4-Bè'-4-Cc'H-D^'H-Tfx';
les grandeurs «, ^, c, ^, a', Z*', cr', d^ dépendent uniquement de la position de Tétoile et de Tobliquité de récliptique, elles sont données par leurs logarithmes dans les Catalogues d'étoiles; a et a' sont les nombres désignés dans les Catalogues sous le nom de précession annuelle en ascension droite et en déclinaison ; les grandeurs A, B, C, D ne dépendent, au contraire, que de 0 et Q, et sont ainsi desimpies fonctions du temps, qui peuvent être réduites en TableSy avec le temps pour argument.
Les valeurs numériques donoées dans les formules précédentes conviennent pour 1 800^ et on a pour cette époque :
/ = o", 34223, h =z o",o572, /, = o,oo4io, /<i:3= o , 0016,
i2=z O , 025 19, /ia= O , 004l, /3=r: O ,00254, ^3=0,0005, /|= 0,000 42, ^4=0; 0000,
d'où il résulte que la quantité £ ne surpasse jamais quelques centièmes de seconde, et peut presque toujours être négligée» Quelques coefficients des formu Us précédentes relatives à a! — a et S' — 3 varient avec le temps (n*» 61), il en est de même des valeurs de m et de /i; on a pour 1900 :
= 0,00410, ^, = o,ooi4,
j=r 0,025 20, /i,=:o,oo35,
Bessel a donné dans les Tabulœ Rcgiomontance ^ les valeurs des constantes A, B, C, D, Ë, pour toutes les années de i';5o à i85o. Mais comme il a employé pour les constantes de la nutalion et de Taberration des valeurs différentes de celles que nous avons
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adoptées, et que les termes en (© — P) et (© -H P) ont été omis, il faut, afin d^établir la concordance avec nos formules, faire subir aux valeurs des constantes de Bessel les corrections suivantes (l'unité est la seconde d^arc) :
Pour 1750,
dk=^ — OfOogosinQ + 0,0001 sîn2Q -h o,ooi3 sin2 0
-+-o,oo25sin(0—P)— 0,0004 sin(0 -H P)> d^=z — o,2456cosQ -l-o,ooigcos2 JJ
-hO,0290COS2 0 — 0,0093 COS(0 -I- P),
dJ^zzz — 0,1901 sin O,
^E= — 0,006 sin Çl + 0,001 sin2 Q.
Pour i85o, la valeur àe d^ devient
r/B = — 0,2465 cos Q -h 0,0019 C0S2 Çl
0,029 ' *^^ ^ O — 0,0098 cos (O -4- P) .
Ces constantes ont été calculées par Zech pour l'intervalle de i85o à 1860, diaprés les formules et les nombres de BessH, et pour rintervalle de 1860 à 1880, par Wolfer dans les Tabulée réduction um observaùionum astronomicarum à l'aide des valeurs plus récentes données plus haut. On trouve aussi ces constantes dans les Annuaires astronomiques.
88. Tables de Bessel, — Ces Tables contiennent les valeurs des quantités qui, dans les expressions de la réduction au jour, ne dépendent que du temps, c'est-k-dire A, B, C, D, r et E. Elles y sont données (A, B, C, D et r par leurs logarithmes, E en valeur absolue) de dix en dix jours sidéraux d*une année tropique fictive, dont le commencement aurait lieu au moment uù la longitude moyenne du Soleil est 280**, ou ce qui revient au même, au moment où son ascension droite moyenne est 18^ 4^'" > ^^^ Tables conviennent immédiatement au méridien pour le(|uel, au commencement de Tannée civile, le Soleil a cette longitude moyenne 280", c'est- à dire au méridien pour lequel X époque de la longitude moyenne du Soleil est 280"; et le jour désigné par janv. o est, en suivant l'usage astronomique de compter les jours à par-
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tir de midi, celui dont le temps sidéral i8^4^"*, marque le com* mencement de Tannée. Les Tables donnent donc les valeurs des quantités A, B, C, D, r et £, non point au commencement des jours sidéraux, mais à i8^4<)"' de chacun d^eux, et par suite au moment du passage au méridien de toute étoile dont Tascension droite est 18^4^"*.
Les éléments du calcul sont :
I® Le temps écoulé depuis le commencement de Tannée : il se trouve au moyen de la formule
lO/l
n prenant toutes les valeurs entières de o à 87, inclusivement.
2® La longitude vraie du Soleil : on la déduit de la longitude moyenne (n® 42), dont on obtient la valeur à un instant quelconque par la relation
3** La longitude du nœud de la Lune; Bessel l'obtenait au moyen de la formule
Çl = 33oI5'25^9 — i902o'29",53 (/— 1800)
360,242201 ^ Xf * ^
où 33° i5' 25^^,9 est, d*après les Tables de Burckardt, la valeur de cette longitude au commencement de Tannée 1800, et 1 9*^ 20^29^,53 le moyen mouvement du nœud de la Lune pendant une année tropique.
Ceci posé, parmi les quantités A, B, C, D, les unes G et D ne dépendent que de 0 : on les calcule à part ; A et B se composent de deux parties. Tune dépendant de 0, l'autre de Q : on les calcule séparément, leur somme donne A et B. Pour les Tables de Bessel, les quantités C et D ont été déterminées par Bessel de 1 760 à i85o; A et B ont été calculées par Steinheil et Knorre, pour Tintervalle de 1750 a 1800, et par Olufsen, de 1800 à i85o.
Les Tables des valeurs de A, B, C, D, t et £ étant construites, on prendra dans les Catalogues les quantités
fl, ô, c, rf, a' y h\ c', d\ \i. et p'.
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relatives h Tétoile, et on formera les quantités
a'— a = Afl -f- Bô -h Ce -f- Dfif -h Tfi 4- E,
S' — $ = A/i'-h B6'-h Cc'-h Dd'-h T^ ,
et on aura de dix en dix jours, au moment du passage au méridien, les réductions au jour en ascension droite et en déclinaison.
Lorsque l'ascension droite de l'étoile diffère de 18^4^*", les valeurs ainsi trouvées pour a' — a et 9' — d ne correspondent pas au moment de la culminalion.
I® L'ascension droite surpasse 18^4^*" : on devra pour obtenir le moment du passage au méridien ajouter à chacun des jours de la Table le temps
2® L'ascension droite est moindre que 18^4^"* ^^"^ ^ ^^' la culmination, quia lieu au jour où commence Tannée civile, ne tombe pas le jour indiqué dans les Tables par janv. o, mais bien le jour précédent; par conséquent, si partant du commencement du jour, janv. o, on veut retrouver le passage de cette étoile au méridien, il faut à chacune des dates de la Table ajouter
Ces deux expressions (i) et (2) se réduisent à une seule
si l'on convient de supprimer l'unité, lorsque a > 18^ 4®*"'
On trouve les valeurs de a', p. 16 des Tabulœ Regiomontanœ^ de centième en centième, c'est-à-dire pour des valeurs de a variant
de i4"">4-
En outre, puisque le jour oCi l'ascension droite moyenne du Soleil égale celle de l'étoile, celle-ci passe deux fois au méridien, il faut ce jour-là ajouter l'unité à la date de la Table ; l'argument
complet est donc
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OÙ i = o depuis le commencement de l'année jusqu'au jour où Tascension droite moyenne du Soleil est égale à a, et / =-i- i, à partir de cette époque.
La durée de la révolution du Soleil ne comprenant pas un nombre enlier de jours, les Tables de Bessel conviennent chaque année à un méridien différent. En d'autres termes, les valeurs de a! — a et ^ — 9 déduites des Tables ne correspondent pas à 18^4^*" de chaque méridien, et pour obtenir ce résultat une petite correction est nécessaire. Soit K. la différence exprimée en temps des longitudes de Paris et du lieu pour lequel la longitude moyenne du Soleil est 280® au commencement de l'année, différence que nous supposerons positive si le lieu est à l'est de Paris; soit en outre d la différence, exprimée en temps, des longitudes de Paris et du méridien où se font les observations, et prise au contraire négativement si ce méridien est à l'est de Paris: il faudra, aux valeurs de a' — a et ^' — 9 déduites des Tables pour la date donnée, ajouter les quantités dont varient les différences pour l'intervalle de K + ^. Si à la date donnée on ajoute ce nombre R + </, exprimé en parties du jour, on la réduit à l'année fictive; aussi Bessel a-t-il appelé your réduit la date ainsi corrigée.
La quantité d se déduit des longitudes géographiques déterminées directement, et que l'on trouve dans tous les Annuaires astronomiques.
•Les valeurs de K s'obtiennent au moyen de la formule
OÙ ft est le moyen mouvement tropique du Soleil en un jour, c*està-dire 5g'S"y 33, et L la longitude moyenne du Soleil au commencement de l'année pour le méridien de Paris. On a pris dans les Tables du Soleil les différentes valeurs de L, ou la formule qui donne L en fonction du temps( *), eton a réduit en Tables les valeurs
(*) La formule adopi(^e par Bessel, déduite des observations de Bradioy el de Besscl| «si la suivante
L = 2790 Sy 1", 86 -h a/, 6o5844./ -h o",ooo iQQ i8o5.« * - i4' 47'',o83. p, I est coniptc en années juliennes à partir de 1800, f représente pour les
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de K (voir Tabulœ Regiomontanœ ^ p. i, pour toutes les années de i^So à i85o, et le Supplément de fVol/er^ pour les années comprises entre 1860 et 1880; les valeurs de K y sont données en parties décimales du jour et en heures, minutes et secondes). £n résumé, le problème que nous avons à résoudre étant le suivant : « Trouver les positions d'une étoile pour un certain nombre de jours successifs, tous ceux d'un mois, par exemple, » on trouvera dans les Tables les valeurs de A, B, C, D, t et E pour tout le mois, et à Taide des quantités <ar, 6, r, d et /*, a' , b'y c', d' et fx' prises dans les Catalo(;ues, on forutera les sommes
( a'— a — A« -f-BA H-Cc + Dfl^ -l-Tfx -t- E,
/ tî'— ^=rA«'-|-B^»' + Cc'-+-D^'-f-Ta',
en y ajoutant ensuite les produits des différences successives de a' — a et ^' — ^, par Targument
on aura, de dix en dix jours sidéraux, la réduction au jour pour IVpoquedu passage de Tétoile au méridien.
Ou encore, comme Ta proposé Bessel, on regardera les quantités (3) comme se rapportant à des dates précédant celles des Tables d'un nombre de jours marqué par le nombre entier contenu dans la valeur de K, et on interpolera pour la fraction de jour restante. On aura ainsi, pour ces dates nouvelles, et de dix en dix jours sidéraux, la réduction au jour pour Tépoque du passage de rétoile au méridien.
Bemarque. — Quand Tannée est bissextile il faut, dans les mois de janvier el février, ajouter 1 à rar|;iiment que nous venons d*: donner.
Exemple. — On cherche la correction delà position moyenne
annoes du xix* siècle, le reste r de la division par 4 du nombre l d^années; P'iur les années du xvni* siècle ç> = r — 4- — On trouvera dans les An-' nahs de VOhservatoire, vol. IV, p. io2 et suîv. la formule donnée par M. Le Verrier pour la longitude moyenne du Soleil, et les Tables qui en résultent pour cette longitude.
de Véga (a Lyre), pour avril 1861 et pour le temps de culminalion à Berlin. On a pour le commencement de Tannée
m=:46",o62, log/ï = I,302 20,
et on obtient ainsi
logû = 1 ,4797^ » loga'= 0,44889, log6 = 7,04973, log^'= 1,99569,
loge =7, 25409, logc'=: I ,98106,
l0g£/ = 0, 10309/1, log<i'=r 2,94233;
en outre
logfA = 7 , 44^5 , logfx' = 1 , 4564 .
De plus, on a, d'après les Tabulée reductwnum de Wolfer :
logA logB logC logD logT E
Mars 3 1 7,7494 0,5497 /î 1,2660/2 o,5668/ï i,39o5 -f-o,o5
Avril 10 7,7653 0,5279/2 1,2456/2 0,8488/2 1,4362 -f-o,o5
et on obtient ensuite, d'après les formules précédentes (A),
» ir
HI
-hi,87T ~17»79
K = + o,i24, a = — o,o3i, ^ =:-ho,995;
en outre 2 = o ; car pour l'époque indiquée l'ascension droite du Soleil est plus petite que celle de Tétoile; l'argument est donc dans ce cas
Date -4- 1,088.
Mars 3i
Avril 10
On a
maintenant
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On obtient ainsi, pour les époques de culmination à Berlin ,
Mars 3i
Avril 10
ïi577 1 ,906 2,219
En Vetranchant ces corrections du lieu apparent, on obtient le lieu moyen au commencement de Tannée.
Remarque, — Dans ses New Tahtes for facililing the computation qfpre» cession^ aberration and nutation, Baily a donne les valeurs de A, B, C, D pour midi moyen. On trouvera dans la préface du British Association Catalogue (B. A. C. )(p. 37 et suiv.) les modifications légères et d^ailleurs évidentes qu^entratne cette convention.
De plus Baily a« et sans utilllé, changé les notations de Besscl. On a cru
nécessaire de prévenir le lecteur de ce changement introduit aussi dans les
publications anglaises et américaines. Le Tableau de correspondance est
le suivant :
Bessel A, B, C, D,
Baily C, D, A, B,
et de même pour les petites lettres a, b,c, d-, en outre les quantités a', b'y c', i2'y sont changées de signes, car les corrections se rapportent aux dis* tances polaires.
M. Airy a remplacé les nombres de Bessel pard^autres qui sVn de'duiseiit facilement et qui présentent Tavantage d^avoir toujours le même signe. Cette méthode employée à Pobservatoire de Grcenwich repose sur les remarques suivantes. Les valeurs négatives de A, B, D, c' ( nous conservons ici les notations anglaises pour la commodité du lecteur) ne peuvent surpasser 25 en valeur absolue; celles de C, a', b'y d' ne peuvent surpasser 1 ,3 ; de plus, ki nous ne considérons que les étoiles dont la distance polaire est supérieure à 3<>io', les valeurs négatives de c ne peuvent surpasser 25 en valeur absolue, et celles de a, b, d ne peuvent surpasser 1,3; par conséquent si nous posons
E = A-f-a5, F = B -i- 25 , G=C-f- 1,2, HsDh-35,
/ =:aio
e = a -H 1,3, /=feH- 1,2, g = cH-25,
^'=c'-f-a5, h'=zd'-^ 1,2,
1,3 E— 1,3 F -7 25 G— 1,3 H, 35 e — 35 / — 1>3^ — 25 hf 33 e' — a5/' — 1,2 g'— 25 A',
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les nouvelles quantités seront totgours positives, et si nous substituons
dans les formules
Aa +B6 H-Cc H-D<2,
Aa'-f-B&'-f-Cc'-hDrf',
les valeurs de A, B,..., Oy 6,.. ., tirées des équations précédentes, nous aurons les expressions :
Ed ascension droite (Punité étant la seconde de temps),
Ee H- F/-h Ggr -H H A H- L — / — 3oo,oo;
£n distance polaire (Punité étant la seconde d^arc),
Ee'-f- F/'+ Gg'-h HA' -4- L — /'— 3oo,oo;
dans lesquelles chaque symbole représente une quantité positive en ascension droite pour toutes les étoiles distantes du pôle de plus de 3^ 10' et en distance polaire pour toutes les étoiles. Les nombres d''Airy, £, F, G, H sont donnés pour chaque jour de Tannée dans le Fiautical Âlmanac; les autres, e, y, g^ h, e',. . ., sont donnés dans les Catalogues où Ton emploie cette méthode de réduction. (Catalogue of^iSS slars formedfrom thè ohsef vallons mode during twelve yearsfrom i836 lo 1847 ^' '^^ royal ohservalorf^ Gieenwich).
89. Autre méthode de calcul du lieu apparent d*une étoile, — La méthode précédente est surtout commode quand on veut calculer uneéphéméride pour un long espace de temps et qu^on doit réduire un grand nombre d'observations de la même étoile. Si Ton ne veut effectuer la réduction que pour un seul jour, il est préférable dVmployer la méthode suivante, dans laquelle on est dispensé du calcul pénible des constantes a, ^, f , . . . .
Les termes de la précession et de la nulation sont, en effet :
En ascension droite : A/w + A/zsina tang(î -f- Bcosatang^ -f- E. En déclinaison : kn cosa — B sin a.
Posons donc
A/i = g^cosG, B=:^sinG, AmH-E=/; les termes relatifs à Tascension droite deviendront
/+g'sin{GH-a)tang^, et ceux qui se rapportent à la déclinaison
g'cos(G + a}.
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De plus , les termes de Taberration sont , pour TascensioD
droite,
Ccosaséc^ -4- Dsinaséc^,
et pour la déclinaison,
— Csinasin^ -h Dcosasin^ H- C tangg coS(î,
Par suite, si Ton pose
C = ^ sin H, D = h cosH, / = C tang s ,
ils deviendront,
En ascension droite : /i sin ( H + oc) séc^,
En déclinaison : h cos (H + a) sin5 -+• icos S.
Les formules complètes, pour la réduction au lieu apparent, sont, dus lors,
/ af — a =/-*- g'sin(G 4- a) tangi^
\ 4- ^ sin ( H -+- a) séc^ -H tu.,
^ ^ j^' — ^z= g'cos(G + a)tang(î
\ + ^cos (H-4- a) sin^ -h /cos^ 4- T^'.
Les grandeurs /, gy h, /, G et H, ont été réduites en Tables dont Targument est encore le temps, et se trouvent dans tous les Annuaires astronomiques pour des intervalles de dix. en dix ou de cinq en cinq jours, et pour midi moyen.
Exemple. — Chercher la réduction de Véga (a Lyre) pour 1861 avril 10.
L'ascension droite de Véga est déjà connue approximativement; on en conclut 17^ i5™ pour tenips moyen approché de sa culmination. Or, d'après le Jahrbuch de Berlin, on a, pour cette époque,
G 4- a r= 262''6', H 4- a = leS^^Ô'. L 18
cos{G-f-aL. ],i38i3/? g'sin(G-f-a) . 1,08221/7
g I ,o8636 tang^. 1 ,90804
sin(G -+-«).. 1,99586/1 Asin (H -f- X ;. . 0,68846
cos(B-f-a).. i,985i5/< cos^ 1,89260
$in(H + a).. i,4ioi6 /icos (El + a). . 1,2684^
sin^ 1 ,79564
/= -f- 26",98 /cos^ = — 5", 92
g'sin(G-f-a)tang^ = — 9*67 g'cos(G + a)=— 1,68
Asin(H-f-a)séc^ = -h 6,25 /icos(H-f- a)sin^=: — 11,4^
Tj* = -h o , 08 Tfx' = -f- o , 08
90. Formules pour le calcul de la parallaxe annuelle» — Les formules (A) et (B), pour la réduclion au lieu apparent, ne contiennent ni l'aberration diurne, ni la parallaxe annuelle : l'expression de l'aberration diurne renfermant la latitude, on ne peut construire des Tables générales qui en donnent les différentes valeurs. D'ailleurs, pour le méridien, l'aberration diurne en déclinaison est nulle, et, comme nous le verrons plus tard, Texpression de l'aberration en ascension droite a la même forme que la correction rendue nécessaire aux observations par l'erreur de coUimation de Tinstrument; il est donc plus simple de réunir ces deux corrections en un seul terme.
Quant à la parallaxe, on doit aussi en tenir compte quand on veut obtenir une très-grande exactitude : elle n'a été déterminée d*ailleurs que pour un petit nombre d'étoiles. On la calcule à part comme il suit. Nous avons trouvé au n^ 82, pour les formules relatives à la parallaxe,
a! — a = — TT ( cos O sin a — sin © coss cos a ) séciî, 5' — ^ = — ir(cosesioasîn^ — sin s cos d) sin © — TT cos © cos a sin 8,
Posons
/• cos K = — sin a ,
^ sinK = — cosacosf ,
/cosL=: — cosasin^,
/ sinL = + sinasin^coss — cos^sins,
nous aurons les expressions suivantes :
at! — a = TT ftcos (K 4- O) séc ^, (î' — '1 = ir /cos (L + O).
Il n'y aura lieu d'appliquer ces corrections que rarement, quand, par exemple, on voudra réduire les observations de a Centaure, don^ la parallaxe atteint presque une seconde d*arc, ou celles de la Polaire, à cause de la présence du facteur séc^ dans TexpressioD de a' — a.
II. — DÉTERMINATION DE l' ASCENSION DROITE ET DE LA DÉCLINAISON DES ÉTOILES, ET DE l'OBLIQUITÉ DE l'ÉCLIPTIQUE.
91. Détermination des différences d* ascension droite. *— L'observation des temps des passages des étoiles au méridien d'un lieu donne immédiatement les différences de leurs ascensions droites apparentes exprimées en temps. Ces observations exigent une bonne pendule, c'est-à-dire une pendule telle, que, pour des temps pendant lesquels des arcs égaux de l'équateur traversent le méridien, elle batte toujours le même nombre de secondes (*)> et un instrument des hauteurs parfaitement établi dans le plan du méridien, un cercle méridien. Cet instrument consiste essentiellement en un axe horizontal reposant sur deux supports et portant de chaque côté un cercle dont l'un au moins est divisé avec soin, et en outre une lunette. Aux supports sont adaptés des verniers ou des microscopes au moyen desquels on lit sur le cercle les arcs parcourus par la lunette dans tout mouvement simultané de la lunette et du cercle autour de l'axe horizontal.
(*) Il n'est pas néceBsoire de connaître ici le temps absolu, puisqtron' ne doit observer que des différences de temps.
Pour s'assurer de la régularité de la marche de la pendule sans avoir besoin de connaître les positions des étoiles, on observe les passages successifs de différentes étoiles an fil horaire d*un réticule situé dans le plan focal de Tobjectif, fil qu'on suppose ici être exactement dans le méridien (*). Le temps qui s'écoule entre deux passages consécutifs de la même étoile au méridien est égal à 2^h8id. ^^gj^ 2ia représentant la variation en 24** de la réductionau lieu apparent. En conséquence, si les observations étaient exemptes d'erreurs, et si, au moment de ces deux observations, l'instrument était exactement dans le méridien, condition que nous supposerons remplie, Tintervalle de temps qui s'écoule entre les deux passages d'une étoile quelconque, observé avec une pendule parfaitement réglée, serait égal à 24^ + Aa; mais, en raison des erreurs auxquelles est soumise chacune de ces observations, on doit se borner à admettre que la moyenne des intervalles de temps observés avec un certain nombre d'étoiles, diminuée de la moyenne de tous les A a, est égale à 24^*
Lorsque Ton trouve, pour cette moyenne, un nombre 24^ — a différent de 24^, la pendule est imparfaitement réglée; a est ce que nous appelons sa marche^ et il y a lieu de corriger de son effet toutes les heures fournies par cet appareil.
Supposons en premier lieu que, pendant un certain intervalle
de temps, chaque étoile donne des nombres 24^ — a assez |ieu
différents les uns des autres pour qu'on puisse attribuer ces écarts
aux erreui'S d'observation; on regardera alors la marche de la
pendule comme constante pendant cet intervalle de temps, et la
prenant égale à la moyenne de toutes les valeurs de ^r, on aura
corrigé les différences d'ascension droite observées, en les mul*
tipliant par
C^) L\in des fils do ce réticule est établi parallèlement au moiiveroent (Uurnp, de telle sorte qiriine étoile voisine de IVqiiateur parcoure toute la longueur du fil : on obtient ce résultat au moyen d^une vis agissant sur la monture des fils et à l'aide de laquelle on fait tourner le réticule tout entier, jiisqu^à ce que réioile ne quitte plus le fil pendant son mouvement dans le cbamp de la lunette.
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MaiSy lorsque des observations nombreuses montrent que la marche de la pendule croît ou décroît avec le temps, on supposera, ce qui est toujours permis, que l'expression de la marche horaire au temps t est de la forme a-^- b [t — T), a désignant la marche horaire au temps T. Multipliant cette expression par dt et intégrant entre les limite^ / et 24 + 1^ nous trouverons pour valeur de la marche de la pendule, dans Tintervalle de deux culminations d*une étoile qui passe au méridien au temps /,
Pour chaque étoile obsi^rvée, on calcule le coefficient de ^, et, en remplaçant a par la marche déduite de l'observation de chaque étoile, on aura un certain nombre d'équations de condition à Taide desquelles on pourra déterminer a et b par la méthode des moindres carres. En définitive, la marche de la pendule pendant le temps t" — t' est
a[t'^f)^b [t" - e) [1 [e + t") - T], quantité dont il faudra corriger tout intervalle de temps observé
Quand on possède déjà une série d'étoiles dont les différences en ascension droite sont exactement déterminées, la différence du lieu apparent de chaque étoile et du temps U fourni par la pendule donne Terreur AU de la pendule, et, en faisant abstraction des erreurs possibles d'observation et des erreurs de position des étoiles, celte différence doit être la même pour toutes les étoiles, si la pendule est exactement réglée sur le temps sidéral. Soit en< core a la marche de la pendule au temps T; chaque étoile donnera une équation de la forme
o = U — a -f- AU -h û (^ — T) -h i ^ (f — T)',
et, à Taide d'un grand nombre d'observations, on pourra déterminer AU, a et b.
Pour observer les temps de culmination des étoiles, il est nécessaire de disposer le cercle méridien de façon que le point d'intersection des fîls du réticule soit dans le méridien pour chaque position de la lunette ; ou plutôt il faut, si cette con-
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dition n'est pas remplie , connaître Técart de rinslrnment hors du méridien (*). Supposons que la ligne qui joint le centre optique de Tobjertif au point d*intersection de la croisée des fils, et qu'on appelle ligne de coliimatioriy soit perpendiculaire à Taxe des tourillons (axe de rotation de rinstruraent) ; dans la rotation, cette ligne décrira un plan qui coupe la sphère céleste suivant un grand cercle. Si, de plus, Taxe des tourillons est horizontal, le plan de ce grand cercle sera vertical, et si, enfin, Taxe est dirigé du point est au point ouest de Thorizon , la ligne de collimation se mouvra dans le méridien. LMnstallation de Tinstrument exige donc trois rectifications.
On peut toujours, nouS le montrerons plus lard, s'assurer de rhorizontalité de Taxe avec un niveau à bulle d*air, et, au besoin, Toblenir en élevant ou en abaissant Tun des coussinets au moyen de vis. .
L'influence de l'angle que la ligne de collimation fait avec Taxe se corrige par Topération appelée retournement. On retourne Tinstrument tout enti( r sur ses supports, en dirigeant la lunette, dans chacune de ses positions, vers un objet éloigné, ou, mieux encore, sur une seconde lunette (collimateur) établie dans ce but devant instrument, et dont la ligne de collimation coïncide avec celle du cercle méridien. Au foyer de cette lunette est disposé aussi un réticule qu*on verra dans la lunette du cercle méridien comme ufi objet infiniment éloigné, puisque les rayons émanés du réticule sortent de Tobjectif du collimateur parallèles entre eux. Si Tangle que la ligne de collimation fait avec Taxe du cercle méridien diffère d^un angle droit de la quantité x, les angles que les axes des deux lunettes font entre eux dans les deux positions du cercle méridien sera 2x, c'est-à-dire que le réticule du collimateur, vu à travers la lunette du cercle méridien, paraîtra 8*étre déplacé de Fangle 2 x par rapport à Tautre. On fera mouvoir ce
C*) Les méthodes complètes dVtablissement du cercle méitdien, la détermination de ses erreurs et des corrections qui en résultent seront données dans le second volume. Nous voulons seulement montrer ici que ces déterminations sont possibles sansquM soit nécessaire de connatire les positions elles-mêmes des étoiles.
dernier de Tangle x au moyen d'une vis dont Taxe est perpendiculaire à la lignée de visée; la ligne de coUimation sera alors per* pendiculaire à Taxe de rotation, et le réticule du collimateur conservera dans les deux positions de la lunette une situation invariable par rapport au réticule de celle-ci, ou, plus rigoureusement, il sera dans les deux cas également éloigné du point de croisée des fils du réticule de la lunette. Si ce résultat n^est pas encore exactement obtenu, on peut rendre Terreur aussi petite que possible en répétant l'opération. Ces conditions une fois remplies, la ligne de coUimation décrit un cercle vertical.
Reste à faire coïncider Taxe horizontal avec la ligne est^ouest; dans ce but, on a recours à l'observation des étoiles, mais la connaissance de leurs positions n'est pas nécessaire. Excepté pour de très-petites latitudes, les circompolaires, la Polaire par exemple, décrivent un cercle entier au-dessus de l'horizon. Supposons maintenant que la lunette se meuve dans un cercle vertical et soit, au moins à peu près, dans le méridien : dans sa rotation, la ligne de visée coupera le parallèle de l'étoile en deux points, c'est-à-idire que, chaque jour, cette étoile pourra être vue deux fois dans la lunette. Observons les époques de ces passages sur la croisée des fils, d'abord au-dessus, puis au-dessous du pôle. Si le plan que décrit la lunette était le méridien, l'intervalle de temps qui les sépare serait égal à i2***"^- H- Aa, Âa étant la variation de l'ascension droite apparente en 12 heures; cet intervalle est-il, au contraire, plus grand ou plus petit que 12 heures, la lunette se meut à l'est ou à l'ouest du méridien. Mais, puisqu'on peut faire mouvoir l'un des tourillons dans la direction du nord au sud, on le déplacera jusqu'à ce que l'intervalle de temps qui sépare deux observations soit exactement égal à 12^ -4- Aa; la lunette sera alors dans le méridien , son axe sera dirigé de l'est à rouest(*).
C^) L'établissement parfait de rinstrument est irréalisable à canse de la variation continue de ses erreurs ; aussi ne cherche- l-on à Tobienir que d'aune façon approchée; et ou détermine ensuite par les méthodes précédentes, ou par d'autres analogues que nous exposerons dans le second yolume, les erreurs de l'instrument, et ces erreurs une fois connues, on en corrige les passoges observés.
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On peut aussi comparer entre eux trois passages consécutifs d'une même étoile au méridien; deux dVnlre eux sont par conséquent d*un même côté du pôle. Dans le cas où l'instrument se meut dans le méridien, ces intervalles de temps doivent être égaux; sMls sont inégaux, le plan vertical <lans lequel se meut la lunette est situé du côté du méridien où Fétoile est restée le moins longtemps.
L'observation des temps des passages des étoiles, faite avec un instrument ainsi établi, donnera immédiatement les différences des ascensions droites apparentes. Pour obtenir les différences des ascensions droites moyennes rapportées au commencement de l'année, il faut leur ajouter les réductions au lieu apparent prises en signe contraire. Le calcul des formules relatives à ces corrections exige que l'on connaisse déjà des valeurs approchées de l'ascension droite et de la déclinaison; on les trouve dans les Catalogues d'étoiles. construits antérieurement.
Si Tastre a un diamètre apparent, il arrive qu'on ne peut en observer que Tun des bords; et comme cet astre a toujours un mouvement propre, il faut calculer la durée du passage au méridien de son demi-diamètre (n^ «^6); on augmentera ou on diminuera de cette durée le temps observé, suivant qu'on aura observé le bord qui précède le centre (i^'bord), ou le bord qui le suit (2« bord). Pour le Soleil, dont on peut observer les deux bords, il suffit de prendre la moyenne des deux observations.
L'époque de cul mina tion d'une étoile peut être déterminée par une autre méthode; elle consiste à observer les instants où celte étoile est à des hauteurs égales de chaque côté du méridien. Pour ces observations, il faut un cercle des hauteurs; c'est un cercle fixé à une colonne verticale mobile elle-même autour de son axe, de telle sorte que le cercle puisse être amené successivement dans tous les plans verticaux. Après avoir observé avec cet instrument les instants où une étoile a des hauteurs égales de part et d'antre du méridien, on en prend la demi-somme et on a Tépoque de la culmination de l'étoile. Il est évidemment inutile de connaître la hauteur de Tétoile, et il suffît que, dans les deux observations, la lunette fasse avec l'horizon des angles égaux. Mais si ces deux angles diffèrent quelque peu, il est facile de calculer Terreur qui
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en résulte pour Tépoqne de la culminatîon. En effet, si la distance
zénithale observée à l'ouest est trop grande de Az, Téloile avait au
àz
moment de l'observation un anj^le horaire trop i^rand de : — :
cos^sinA
àz
il faut donc retrancher la quantité ~ : de la moyenne des
• cosf sinA
deux temps observés.
D'ailleurs, la réfraction rend toujours nécessaire une correc* tion de ce genre; en effet, bien que la réfraction moyenne soit la même pour deux observations faites à la même hauteur, les variations survenues dans l'état des instruments météorologiques pendant rintervalle de deux observations produit dans les termes correctifs de la réfraction une petite différence dont Tinfluence peut être calculée à Taide des formules données précédemment. Pour le Soleil, on doit encore tenir compte de la variation de la déclinaison pendant Tintervalle de ces observations.
De la formule donnée au n? 63, et que nous venons de rappeler,
-— = cosf smA = cososiD/7,
• résultent plusieurs enseignements. II est clair tout d'abord que, pour la détermination qui nous occupe, il faudra de préférence observer les étoiles au voisinage du premier vertical, car c'est alors que les distances zénithales varient le plus rapidement, et de plus choisir des étoiles voisines de l'équateur; en outre, cette méthode sera surtout avantageuse pour un lieu de la Terre proche de l'équateur; car alors cosf, étant égal à Tunité, à une même variation de z correspondra une variation minimum de t, La détermination des ascensions droites absolues repose, comme nous le verrons plus tard, sur des observations de passages; aussi emploiera-t-on avec avantage la méthode précédente, quand on sera placé en un lieu voisin de Téquateur.
92. Détermination des déclinaisons des étoiles, — Au moment de son passage au fil vertical du cercle méridien, on bissecte Tétoile avec le fil horizontal, et on fait la lecture sur le cercle avec les verniers ou les microscopes; la différence des lectures faites dans
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chaque cas donne la différence des hauteurs méridiennes appa> rentes (*).
Si Ton connaît aussi la lecture qui correspond au zénith, en la retranchant de toutes les autres on obtiendra les distances zénithales apparentes. Le point du cercle qui correspond au zénith se détermine comme il suit : la lunette pointant sur le nadir et un bain de mercure étant placé sous Tobjectif, on éclaire Toculaire par l'extérieur, de façon que la lumière soit réfléchie par le mercure; on peut alors apercevoir en même temps le fil horizontal sur le fond clair du champ^ et son image réfléchie; on fait ensuite mouvoir la lunette jusqu'à ce que Timage réfléchie du fil coïncide avec le fil lui-même. Dans cette position, la ligne de visée de la lunette est exactement verticale. On lit la division correspondante du cercle, on en déduit ensuite celle qui correspond au zénith.
Les distances zénithales des étoiles doivent être avant tout corrigées de la réfraction, et aussi de la parallaxe quand on observe le Soleil, la Lune ou les planètes. Pour cela on ajoute à la distance zénithale la réfraction calculée d'après la formule (A) du n^ 76, et on en retranche psinz, p désignant la parallaxe horizontale; pour la Lune, cependant, on calcule la parallaxe au moyen des formules rigoureuses. Si Tastre a un diamètre apparent, il faut, après avoir corrigé de la réfraction et de la parallaxe la distance zénithale du bord observé, lui ajouter le demi-diamètre apparent pris avec un signe convenable. Lorsqu'on aura pu observer les deux bords, on prendra la moyenne des deux distances zénithales corrigées. Dans ce cas, l'observation du bord supérieur et celle du bord inférieur se font à une certaine distance du fil vertical, c'est-à-dire du méridien ; une petite correction devient donc nécessaire, car le fil horizontal représente un grand cercle de la sphère céleste et diffère par conséquent du parallèle de l'astre; on y reviendra dans le second volume. Avec les distances zénithales méridiennes et la latitude du lieu d'observation, on ob-
(*) Noos donnerons dans le second volume les corrections complètes qiiMI faut apporter à cette lecture pour éliminer les erreurs de Tinstrunient (erreurs de division et de flexion).
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tient les déclinaisons d'après les formules du n® 51. Quant à la latitude, on peut la déterminer facilement, en observant les distances zénithales des circompolaires à leurs culrainations supérieure et inférieure. En effets la demi-somme des distances zénithales corrigées de la réfraction , augmentée de 7 A^, est égale à la colatitude du lieu de Tobservatlon, Ad étant la variation de la déclinaison apparente pendant cet intervalle de temps. On peut encore obtenir la latitude en observant, au moment de leurs culminatioDS supérieure et inférieure, les circompolaires directement et par réflexion sur un bain de mercure. La demisomme des hauteurs corrigées, diminuée de - A^, donnera la latitude du lieu de Inobservation. Mais, puisque les observations directes et réfléchies ne peuvent jamais avoir lieu au même instant, on fait habituellement dans le voisinage du méridien plusieurs observations pour chaque culmination, et Ton réduit chacune d'elles au méridien, comme on le montrera dans le second volume en traitant du cercle méridien.
Quand le lieu d'observation est voisin de Téquateur, les circompolaires ne conviennent point à la détermination de la latitude. Dans ce cas, au lieu de chercher directement la latitude, on détermine la hauteur ou la distance zénithale de Téquateur par l'observation du Soleil {voir n** 93).
La latitude du lieu d'observation étant connue, on déduit de la distance zénithale observée et corrigée de la réfraction la valeur de la déclinaison apparente de l'étoile, et en ajoutant à cette déclinaison la réduction au lieu apparent prise avec un signe contraire, on obtient la déclinaison movenne au commencement de l'année.
93. Détermination de l'obliquité de Vécliptique, — La relation
sinAtange = tangl>
montre que l'observation de la déclinaison du Soleil doftnera l'obliquité de l'écliptique si l'ascension droite est connue , ou l'ascension droite si l'obliquité est déjà déterminée. D'un autre côté,
de l'équation
. ,, 7.dt 'ar/D cotAaA
sinac sin2D
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obtenue en difTérenliantloganilimiquement la formule précédente, il résulte que, pour la détermination de Fobliqnité de Técliptique, les observations les plus avantageuses sont celles qui sont faites au voisinage des solstices, et qu^au contraire, pour celle de Tascension droite du Soleil, il faut de préférence faire les observations au voisinage des équinoxes. Si Ton avait observé la déclinaison du Soleil au moment même où son ascension droite était 90^ ou 270**, la différence du nombre ainsi obtenu et delà latitude du Soleil serait égale à l'obliquité de Técliptique.
En général, la déclinaison du Soleil a été observée non point aux solstices m<^mes, mais en leur voisinage; cependant, si Ton connaît approximativement la position des équinoxes, ces observations pourront servir à déterminer l'obliquité de Fécliptique; on emploiera dans ce but la formule précédente, ou mieux son développement en série.
• Soit D' la déclinaison observée, B la latitude du Soleil ; diaprés les formules données dans la remarque du n** 39,
COS
cosD
serait la déclinaison corrigée de rinfliience de la latitude du Soleil, c*est-à-dire la déclinaison qu'on aurait obtenue si, au moment de l'observation, le centre de cet astre eut été dans l'écliptique. Soit X la distance du Soleil au point solsticial exprimée en ascension droite et par conséquent égale a 90° — A, on aura
coso: tangs = tangD.
Puisque, par hypothèse, x est très-petit, on peut, à l'aide de cette équation, développer «en une série rapidement convergente, qu'on obtient au moyen de la formule (18) du n° 11,
(A) « = D -f- tang' I a: sin 2 D -h tang* |xsiu4D -f . . . .
Cette formule permet de trouver l'obliquité de l'écliptique à l'aide d'une observation de la déclinaison du Soleil faite au voisinage du solstice. L'aberration, n'ayant d'autre effet que de changer la position apparente du Soleil dans récliplique, est évidem-
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ment sans influence sur le résultat. De même, la valeur de f variera peu quand on réduira A et D à un autre équinoxe en tenant compte de la précession. Mais si A et D sont afTectés de la notation, la valeur Irauvée pour s sera celle de Tobliquité apparente de récliplique afTectéc de la notation.
Exemple. — Au 19 juin i843, on a observé à Kœnigsberg la déclinaison du Soleil ; corrigée de la réfraction et de la parallaxe, cette déclinaison était + 23^26' 8'', 57; on a trouvé à la même époque, pour Tascension droite, 5**4^"'5o%54* Ainsi, dans ce cas,
x^=i o'»ii™9%46 = 2*»47'2i",9o,
et, puisque la latitude du Soleil était + o^, 70, on avait
Déclinaison =4- iS^^ô' 7", 87
Premier terme de la séi ie. . . = -h i • ^9 > ^3
Deuxième terme de la série. =4- o ,04.
Cette valeur est Tobliquité apparente pour i843 juin 19, telle qne l'aurait donnée cette observation. Calculons maintenant la nutation de l'obliquité d'après les formules du n® 61 ; à cete date
Qr:r272«>37',4, ©= 87» o', O,
nous avons donc
Ae=: -f-o",o5,
et, par conséquent, cette observation donnera, pour l'obliquité moyenne en ce jour,
On serait arrivé au même résultat^ mais par une voie plus longue, en corrigeant A et D de la notation, comme on Ta montré aux n®*61 et 63, et en faisant avec ces valeurs corrigées les calculs indiqués par la formule (A). La nutation en Idngitude est égale à
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' on a, par conséquent,
et, par suite,
Déclinaison corrigée. . . = -f- 23** 26' 7", 48
Premier terme = H- i . 29 , 67
Deuxième terme = -I- o , o4
Obliquité moyenne. ... = H- 23^27' 37'', 09
Élimination des erreurs, — Pour obtenir un résultat indépendant des erreurs accidentelles d'observation , on observera aussi souvent que possible la déclinaison du Soleil dans les jours voisins du solstice, et on prendra pour valeur de l'obliquité, la moyenne des valeurs déduites de chacune de ces observations.
Mais de cette manière les erreurs constantes dont peuvent être afléctés 07 et D né sont point éliminées. Désignons par t' l'obliquité calculée avec les valeurs précédentes de x et D, par e la valeur exacte de l'obliquité, par dr et dD les erreurs de x et de D. Chaque observation donne une équation de la forme
# • 1^ . > sin2e ,_
« = 8 •+■ V^ tanc;jrsin2eajr -+- -: ;r«D,
^ ° sm2D
qu'on obtient facilement au moyen de l'équation différentielle précédente, en y supposant dx exprimé en temps; ainsi, pour l'exemple précédent, on a
g= 23°27'37'', 09-t- o'\i\2,.dx H- i",ooi .<fD,
de telle sorte qu'une erreur d'une seconde de temps, commise sur jc, produit une erreur de o",2i2 sur l'obliquité. Prenons ensuite une valeur eo de g, telle que e = s© -4- r/e, et posons So — «' = n, on déduit de chaque observation une équation de la forme
o=:/H-//s — —tawv'xsMï'izdx : dv.
^ ^ sm 2 D
En traitant ces équations par la méthode des moindres carrés, nous obtiendrons les trois équations du minimum à l'aide des-
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quelles nous pourrons considérer ei& comme fonction âedxetdD; en d*autres termes, ces équations permettraient de trouver la variation dt correspondante à des variations dA= — dx, et dD des ascensions droites et des déclinaisons du Soleil : la valeur la plus probable de Tobliquité, déduite des observations d^un solstice, aura donc la forme
f' -4- adU -h bdxj
où la valeur du coefficient de dJ) est toujours très- voisine de Tunité.
S'il n'existe pas d'erreurs constantes dans D et x, ou, ce qui revient au même, si dD et dx sont nuls, on devrait, avec les observations faites à deux solstices consécutifs, trouver des valeurs de 6 ne différant entre elles que de o^\ 23, partie de la variation séculaire qui correspond à Tinter valle des deux observations- Mais les erreurs accidentelles commises sur chaque observation de la distance zénithale ou les erreurs accidentelles de la réfraction, ne disparaissent pas complètement de la moyenne des observations faites aux environs d'un même solstice; nous ne pourrons donc espérer obtenir une valeur exacte de Tobliquité pour une époque déterminée, qu'en réduisant à cette époque tous les résultats obtenus, comme nous venons do l'indiquer, pour un grand nombre de solstices différents et en prenant leur moyenne : de plus, en déterminant ainsi l'obliquité moyenne pour deux époques différentes, on aura en même temps la variation séculaire de cette quantité.
Cela posé, soit So -I- ds la vraie valeur de l'obliquité moyenne à l'époque /o> Af +^ sa diminution annuelle, et supposons que Tobservation ait donné le nombre c pour valeur de l'obliquité moyenne au temps t; si cette valeur était exacte, on aurait l'équation
Ainsi, en faisant
So — As(r — /„) — 8 =: /î,
chaque observation de l'obliquité moyenne, faite à Tépoque d'un
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solslice, doilnera une équation de la forme
o =z n -h de -h X (t — ^o)»
et, avec un grand nombre d'observations analogues, on pourra, par la méthode des moindres carrés, trouver les valeurs les plus probables de de et de x. Bessel a obtenu ainsi, par la comparaison de ses observations propres avec celles de Bradley, la valeur 23° 27' 54'^, 80 pour Tobliquité moyenne de l'écliplique en 1800, et 0^,457 pour sa diminution annuelle. Peters, en comparant les observations de Struve avec celles de Bradley, a trouvé, pour l'obliquité moyenne au temps t^
valeur que Ton regarde généralement aujourd'hui comme plus exacte.
Examinons maintenant le cas oi!i il y a dans les données des observations des erreurs constantes. Supposons en particulier que les observations des déclinaisons soient affectées d'une erreur constante comme, par exemple, si la latitude du lieu n'est connue qu'approxîmativement : dans ce cas, les valeurs de Tobliquité, déterminées aux solstices d'hiver et aux solstices d'été, présentent entre elles une différence constante. Or, soit ^^ la correction de la valeur adoptée pour la latitude, e et s' la valeur vraie de l'obliquité et la valeur déduite des observations. Comme (n** 51] D = z -4- ^, on aura, pour déterminer d(f, les équations
observations du solstice d'été. .... e = s' -^adf, observations du solstice d'hiver, ... s, = e', — a'df^y
dff
où s — 6| représente la variation séculaire. Telle est la correction de la latitude, en supposant que la détermination de s ne soit affectée d'aucune erreur constante. Mais on peut en outre trouver ainsi, par les observations des distances zénithales du Soleil faites aux jours des solstices d'été et d'hiver, une valeur déjà ap-
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prochée de la latitude du lieu. Soient, en effet, z' et z" les distances zénithales observées et corrigées de la réfraction, de la parallaxe et de la nutation, et regardées comme négatives quand le Soleil passe au méridien au sud du zénith; on a évidemment
94-. Détermination des ascensions droites absolues des étoiles, — L'obh'quité de l'écliptique étant connue, on peut déterminer l'ascension droite absolue d*une étoile, et, à Taide des différences d'ascension droite, les ascensions droites de toutes les étoiles. On choisit toujours, dans ce but, une belle étoile que Ton puisse observer même dans le jour et qui soit située au voisinage de Féquateur, comme Procyon (a Petit Chien) ou Altaïr (a Aigle). Supposons actuellement que Ton ait observé au méridien Tétoiie et le Soleil aux temps f et T de la pendule; la quantité f — T, corrigée de la marche de la pendule, est égale à la différence de Tascension droite de Tétoile et de celle du Soleil à Tépoque de la ciilmination de ce dernier astre. Supposons de plus qu'on ait aussi observé la déclinaison du Soleil au moment de son passage au méridien, et soit D cette déclinaison corrigée de la parallaxe et de la latitude du Soleil, on aura Téquation
et, par suite,
sin A tangc = tangD ,
. tanc D „
a r= arc sin — ^^ h ^ — T.
tangt
En toute rigueur, le temps T doit en outre être corrigé de Tin • fluence de la latitude du Soleil par l'addition du petit terme
H — p cos A SPC 0 sm « .
Si la valeur c adoptée pour l'obliquité et la déclinaison D donnée par l'observation sont erronées, la valt^ur obtenue pfour a le sera également, même en faisant abstraction des erreurs d'observation qui peuvent avoir été commises sur l'intervalle t —T. I. 19
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Pour apprécier l*infliience de ces erreui^s, on se sert encore de l'équation différentielle trouvée au n° 93
SIQ 2 S sin 2 D
d'après laquelle chaque observation donne
,^, . tancD ^ atan£;A , 2 tan^A ,^
A amrarcsin — ^ \-t — t ^-2— rfsH--^ — %^ dJ).
tange •sin2c sin2D-
Cette équation montre que les meilleures observations sont celles qui sont faites au voisinage des ^quinoxes« En effet, les coefficients de ^s et r/D ont alors les plus- petites valeurs possi|>les j celui de dt est nul et celui de d\> égal à cot s, c'est-à-dire à 2, 3« De plus, il est facile de combiner les observations de manière à annuler les effets des erreurs constantes qui altéreraient les valeurs de s et de D. En effet, prenons toujours pour Tangle A celle des
valeurs données par l'équation sin A=r — ^-^ qui est inférieure
tangg ^
à 90^, et appliquons la formule précédente à Tascension droite du Soleil, 180° — A', A' ^tant un angle aigu; nous aurons, en désignant par /' et T' les époques de culmination de l'étoile et du Soleil»
. tangD' '■ , ^, atangA' , 2tangA' ,^ tang z sm 2 e sin 2 \y
équation qui, combinée avec la précédente, donne
, / . tangD * . tangD' « \
-f- ^ arc sin — î- arc sm — ^ 1- 180» I
' \ tange tange /
/tang A tangA^X ^^ \sin2D sin 2 D'y
tang A — tang A'
Sin2 6
Supposons maintenant que A' =: A, nous aurons aussi D'=rD. Ainsi, en observant les différences en ascension droite du Soleil et d'une étoile à des époques oCi les ascensions droites du Soleil sont supplémentaires, les coefficients de â?D et de dz dans l'équation (B)
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seront nuls^ et par conséquent les erreurs constantes commises sur la déclinaison et sur Tobliquité n'auront aucune influence sur Fascension droite de Tétoile. A la vérité on n^atteindra jamais rigoureusement ce résultat , car jamais il n'arrivera que le Soleil, ayant Pascension droite A à Tun de ses passages au méridien, ait exactement à un antre passage l'ascension droite i8o^^ A. Mais Af étant seulement voisin de i8o° — A, l'erreur résiduelle dépendant de dD et de de sera encore excessivement petite.
Ainsi, pour déterminer l'ascension droite absolue d'une étoile, il faut observer les différences d'ascension droite du Soleil et de l'étoile au voisinage des deux équinoxes. Si là première observation a été faite après l'équinoxe du printemps; on fera la seconde à la même distance avant l'équinoxe d'automne; réciproquement, si la première observation a été faite avant l'équinoxe du printemps, on devra faire la seconde après l'équinoxe d'automne et à la même distance. Par la combinaison de deux pareilles observations, les erreurs constantes de D et dé e disparaissent, et il ne reste dabs le résultat que les erreurs accidentelles commises dans l'observation du passage et de la déclinaison. Ces dernières erreurs ne peuvent être éliminées que par la multiplicité des observations; il faudra donc combiner non pas seulement deux, mais un nombre aussi grand que possible d'observations faites avant et après l'équinoxe du printemps, et pareillement avant et après l'équinoxe d'automne; dans ce cas il ne sera même pas nécessaire de se limiter au voisinage immédiat de l'équinoxe. Supposons que tto soit une valeur approchée dé a, de sorte que a = a^ -h rfa, et posons
. tanc^D , _,
a« — arc sin — [t — T) = n,
tangg ^ ^ '
chaque observation donnera une équation de la forme
2tangA , 2 tans A ,^ sin28 sm2D
à la condition que dD puisse être regardée comme constante pendant tout l'intervalle des observations. Traitant toutes ces équations
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par la méthode des moindres carrés, nous trouverons les valeurs les plus probables de doiy dt et dD; en d'autres termes» à l'aide des équations du minimum nous déterminerons «f a en fonction de dt etdD; en les substituant dans l'expression de doL^ nous trouverons la correction da. quf, combinée avec les valeurs de di et dD, rend minimum la somme des carrés des erreurs résiduelles. D'ailleurs, si les observations sont assez nombreuses et convenable^ ment réparties entre les deux équinoxes, les coefficients de d€ et dD, dans l'équation finale relative à da, seront toujours trèspetits.
Si les observations s'étendent à une grande distance des équinoxes, il peut arriver que dD ne puisse pas être regardée comme ayant une valeur constante pour toutes les déclinaisons observées; ce fait se présente quand, par exemple, les erreurs de division du cercle qui sert aux observations dépendent de la distance zénithale, ou bien encore quand la constante de réfraction employée a besoin d'une correction. Bien que, dans cette hypothèse, avec des observations faites symétriquement par rapport aux équinoxes, une pareille erreur n'ait aucune influence sur le résultat, néanmoins la valeur trouvée pour dD, ou le terme dépendant de dD dans l'expression finale de da, n'aurait aucun sens, ou du moins ne se rapporterait qu'à une valeur moyenne. Aussi, dans ce cas, on partage, d'après leurs distances zénithales, les observations en différents groupes dans chacun desquels on puisse regarder l'erreur ^D comme à peu près constante, et on traite chacun de ces groupes par la méthode des moindres carrés. Si la distance zénithale eut comptée au sud du zénith, on aura
on pourra donc remplacer, dans l'équation précédente, dD par df — dA'ASLUgz — p/(z), où dk représente la correction de la constante de la réfraction, et p/{z) la correction de lecture. Pour la détermination de ces inconnues elles-mêmes, on possède, en général, d'excellentes méthodes.
Exemple. — Au 24 mars 1843) Bessel a trouvé à Kœnigsberg, pour la déclinaison du centre du Soleil, corrigée de la réfraction
ASCENSIONS DROITES ABSOLUES^. SgS
et delà parallaxe ,
et pour différence des temps des passages au méridien du Soleil
et de Procyon (a Petit Chien), corrigée de la marche de la pen«
dule,
La latitude du Soleil était alors + o'\ 21 ; par conséquent^ la correction de la déclinaison était — o", 19, et celle du temps T était nulle. Il n'est pas nécessaire de corriger de Taber ration les quantités D et T relatives au Soleil^ puisque celle-ci n^a d'autre résultat que de déplacer le Soleil dans i*écliptique; pour Tétoile, au contraire, on emploiera la formule (A) du n° 80; et comme la longitude du Soleil est 3^ 10' et le lieu approché de Tétoile a=: 1 12" 46', ^= + 5*37', l'aberration en ascension droite pour rétoile est o*,42, quantité qu'il faut retrancher du temps ^; on obtient ainsi
Ces deux valeurs sont rapportées à i'équinoxe apparent au temps de l'observation. Si l'on prend pour obliquité moyenne à cette date 23** 27' 35", o5, il faudra y ajouter la nutation pour trouver l'obliquité apparente au temps de l'observation; mais ce jour-là
on a donc, d'après la formule ( A| ) du n° 61 ,
Aî = 4- i",72,
et, par suite,
. tancD , .
et comme A == arc sm — 2 — , on obtient
tangs
L'ascension droite rapportée à Téquinoxe apparent sera donc
Il faut ajouter +1", lo pour la nutation en ascension droite^ et en retrancher o'^yi pour la précession et le mouvement propre depuis le commencement de Tannée jusqu'au 24 mars ( la variation annuelle est 3', 14^)9 cela fait, si Ton calcule les coefficients de dD et de d$, cette observation donnera, comme ascension droite moyenne deProcyon pour 1843,0,
a= 7^3i""3%46"*~ 0,1539/fD — 0,0092 £fe,
où //D et ds sont exprimés en secondes d'arc.
Le 20 septembre de la même année, Bessel a trouvé par l'observation
or, en ce jour la latitude du Soleil était B = — 0^,56, et, par suite, la correction de la déclinaison D', — 0^^,51, et celle du temps T', 4- o*,oi ; pour l'éloile, l'aberration en ascension droite était — o", 56. On avait donc
D'=-f- !• 16' 29", 73, £' — r= — 4*»i7»5%27; en outre, ce jour-là, Qzr=267°42', 0=:i78«39S C = ï35o4i', Pr=28o''i4';
d'où l'on conclut
Tobliquité moyenne en ce jour était 23^27' 34"> 82, d'où
on ep déduit
ce qui donne pour ascension droite du Soleil, rapportée à Téqui-
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Doxe apparent^
ii^48"i4%5ï,
et, par conséquent
de plas, la nutation. étant égale â + i%ii, la précession et le mouvement propre à + 2% 27, cette observation donne, pour l'ascension droite moyenne de Procybn à T.époque i843, o^
a = 7'»3i*"5%86 — o, i539c?D -1-0,0094 dt,
et, de la moyenne arithmétique des deux déterminations, on
déduit
résultat débarrassé des erreurs constantes de D et de e ( *).
Nous aurions pu obtenir Tascension droite moyenne en retranchant de-D/T et t les réductions au lieu apparent, et négligeant pour le Soleil les termes dépendants de Taberration. En se servant de l'obliquité moyenne pour chaque jour, on aurait immédiatement trouvé l'ascension droite rapportée à l'équinoxe moyen du commencement de Tannée.
95. Déterminations relatives. Emploi des fondamentales. Observation des zones, — Dès que l'ascension droite absolue d'une étoile est parfaitement déterminée, on connaît les ascensions droites de toutes les étoiles dont on a observé les différences d'ascension droite avec la première ; on peut alors, en y ajoutant les déclinaisons, construire un catalogue de toutes les étoiles. Mais les as<eensioDS droites données dans les catalogues des différents observateurs peuvent présenter entre elles une difTérence constante
C*) Dans les Tabula Regiomontanw, on trouve a = 7^3i™ 4')^'* Comme la moyenne arithmétique s^approche de cette valeur, les erreurs accidentelles commises dans les deux [ours étaient presque égales. Aussi en comparant les déclinaisons observées avec les Tables du Soleil, on trouve pour erreurs de ces déclinaisons + 7">67 et + 8",a4*
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causée par les erreurs commises dans la détermination de l*équinoxe. Quant à cette différence, on la détermine en comparant un grand nombre de positions d'étoiles données dans les différents catalogues y après les avoir toutes réduites à la même époque. Des différences analogues peuvent se présenter dans les déclinaisons; on les trouvera de la même manière. Mais les causes que nous avons indiquées précédemment peuvent rendre ces erreurs variables; il sera donc avantageux de comparer ensemble les étoiles comprises dans des zones d'un certain nombre de degrés, et de déterminer séparément la différence propre à chacune de ces zones.
Afin de faciliter la recherche des positions relatives des étoiles ainsi que celle des planètes et dçs comètes, on a fixé avec une grande exactitude les positions apparentes d'un certain nombre d*étoiles appelées fondamentales ; les Ephémérides astronomiques contiennent ces positions de dix jours en dix jours pour l'instant de leur passage au méridien. Pour trouver ensuite l'ascension droite et la déclinaison d*un astre inconnu , on le Comparera à une ou plusieurs étoiles fondamentales, et on déterminera, en suivant les méthodes indiquées plus haut, leurs différences en ascension droite et en déclinaison. Si la déclinaison de Tastre inconnu diffère peu de celle de l'étoile, les erreurs instrumentales auront à peu près la même influence sur les deux observations et disparaîtront presque entièrement dans la différence.
Lorsque Tastre dont on veut déterminer la position est trèsvoisin de l'étoile, on peut, pour observer les différences en ascension droite et en déclinaison, employer, au lieu d*un instrument méridien^ une lunette munie d'un micromètre (instrument qui sera décrit dans le second volume). Cette méthode est trèsavantageuse, car elle permet de répéter l'observation aussi souvent qu'on le veut, et dispense d'attendre le passage de l'astre au méridien; il faut remarquer, de plus, que, dans le cas où il s'agirait d*un astre faible, Tobservation méridienne en serait impossible si ce passage avait lieu dans le jour. C'est pourquoi l'on emploie toujours la dernière méthode quand on veut obtenir les positions relatives d*étoiles très- voisines, ou les positions des planètes et des comètes nouvelles. Il faut donc connaître un grand
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nombre de positions d'étoiles, afin d*en avoir en toutes circonstances qui puissent servir à des comparaisons micrométriques avec l'astre inconnu. Dans ce but, et en même temps dans le but plus général d'arriver à une connaissance plus approfondie du ciely on a construit et on construit encore chaque jour de nombreux recueils d'observations de petites étoiles jusqu'à la g* et 10* grandeur. Afin de pouvoir observer le plus grand nombre possible d'étoiles, et aussi pour faciliter la réduction à leur position moyenne,, l'astronome ne prend chaque jour que les étoiles comprises dans une zone peu étendue en déclinaison, et noie pour chacune d'elles l'instant de son passage et la lecture du cercle. Les observations de ce genre sont appelées observations des zones. On construit ensuite des Tables spéciales à chaque zone, qui permettent de déduire, de la position observée d'une étoile , sa position moyenne à une époque déterminée; il sera d'ailleurs très-facile de calculer ces Tables de nouveau, si l'on vient à posséder des éléments de calcul plus exacts, par exemple dçs positions d'étoiles plus précises. Cette méthode d'observation par zones offre donc (le grands avantages.
I.e temps observé t du passage de Tétoile au fil de l'instrument et la lecture z du cercle doivent subir certaines corrections avant de servir au calcul de Tascension droite et de la déclinaison moyennes de l'étoile. A la valeur de / il faut ajouter l'état de la pendule, la déviation du fil hors du méridien, la réduction au lieu apparent avec un signe contraire, et la précession pour l'intervalle compris entre l'observation et l'époque. Dans la valeur de z on doit introduire l'erreur de collimation du cercle, les erreurs de flexion et de division, la réfraction, et, comme plus haut, la réduction au lieu apparent avec un signe contraire et la précession. On peut, en adoptant la marche suivie par Bessel, effecUier trèscommodément ces corrections. On construit :
I® Une Table qui donne les valeurs k et d de ces corrections pour une déclinaison D correspondant au milieu de la zone et de dix en dix minutes de temps pour toute l'étendue de la zone ;
1^ Une Table qui contient les variations k' eid' de ces corrections pour une variation de 100 minutes dans la déclinaison.
L'ascension droite et la déclinaison moyennes d'une étoile pour
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répoque assignée s^obtiendront alors par les formules
loo
où Z désigne la lecture du cercle pour la déclinaison D correspondante au milieu de la zone.
Comment déterminer les quantités /, r/, A-', d'}
Soient :
u et «' rétat de la pendule et sa marche horaire ,
e ete' la déviation du fil en dehors du méridien correspondant
à la lecture Z, et sa variation pour ipo minutes, P la lecture correspondante au pôle, p et ^ la réfraction et les erreurs de division et de -flexion, p' et s' leurs variations pour loo minutes, A a et CkSles réductions au lieu apparent;
supposons de plus que les divisions aillent en croissant dans le même sehs que les déclinaisons, et prenons pour époque le commencement* de Tannée, nous aurons
ai=r + tt4-<?-*-a'(r — T) -t-<?' ^^ A.a,
lOO
S =zz — V -h Q0° zizp-nzû' hs-j-s
^ ^^^^^^ loo ioo
D^ailleurs, les foirmules du n® 89 donnent *
Aa = -— 4- -^ sin (G -4- a) tangD + —= sin (H -h a) séc D
-^ i— — — ^ioo'-+--=sin(H+a)-^^iOo' —
i5 cos^D i5 ^ ' cosD J n
==g'cos(G-f- a) -f- Acos(H -4- a) sinD -f icosD
-4- [Acos(H4-a)cosD.ioo'— isinD. lOo']
IOO '
nous trouvons donc
i =:u -f-tf-f-a'(^ — T)— -^ — ^sin{G-t-a)tangD,
psin {H -t- a)sécD,
., , g' sin(G + a) , à , ,„ . tangD ,
^' =<?' — -% ^_ ^ loo' -f- -^ sija H -f- a — s— loo',
10 cos^D i5 ^ / cosD
d z= — P -^go^'zpp-hs — gcos{G -ha)
— Acos (H -+-a)sinD — /cosD, d'=:zjpp' -+- j' — [Agos(H -f- a)cosD.ioo' + «sinD.ioo'j.
On détermine l'état de la pendule et la collimation du cercle a Taide d'étoiles connues de la zone, ou au nioyen d'étoiles fondamentales observées avant et après la zone. On considère les erreurs instrumentales, la collimation et la marche de la pendule coname constantes pendant toute la durée de l'observation dç la zone. De plus, on construit des Tables contenant pour toute l'étendue de la zone les valeurs de A-, A\ d, d\ correspondantes à des valeurs de / distantes de lo minutes, et on obtient, par interpolation , les valeurs intermédiaires.
m. — Des méthodes employées pour déterminer les valeurs les
PLUS PROBABLES DES CONSTANTES QUI SERVENT A LA RÉDUCTION DES POSITIONS DES ÉTOILES.
96. Détermination de la latitude et de la constante de la réfraction par la combinaison des culminations inférieure et supérieure des circumpolaires. — Détermination du coefficient de dilatation de l'air atmosphérique, -^ Nous avons montré au n* 92 comnient l'observation permet de trouver les distances zénithales apparentes des étoiles ; on les corrigera ensuite de la réfraction si l'on veut avoir les dislances zénithales vraies. Supposons qu'on ait observé la distance zénithale d'une circompolaire à son passage supérieur et à son passage inférieur, et corrigé le résultat de la réfraction et des petites variations de l'aberration, de la nutation et de la précession pendant l'intervalle de temps qui sépare les
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deux observations, la moyenne arithmétique des distances zénithales corrigées sera égale au complément de la latitude, ou colatitude du lieu d'observation.
Une série d'observations de ce genre faites sur les étoiles devrait, si les valeurs adoptées pour les constantes de la formule de la réfraction étaient exactes, donner pour la colatitude des valeurs égales, ou des valeurs dont les différences resteraient comprises dans les limites dés erreurs possibles d'observation et des erreurs accidentelles de réfraction (n® 77). En réalité les latitudes trouvées à Taide d'étoiles diverses présentent toujours entre elles des différences bien plus considérables, et par cela même ces observations permettront de corriger les constantes qui servent de base au calcul des Tables de réfraction.
Désignons par z et Ç les distances zénithales observées à la culmination supérieure et à la culmination inférieure; par /-et p les réfractions correspondantes; et soit ^ la latitude du lieu, supposée boréale, nous aurons les équations
oh les distances zénithales sont regardées comme négatives lorsque rétoile est au sud du zénith, et où nous prendrons le signe supérieur ou le signe inférieur, suivant que l'étoile, à sa culmination supérieure, est au nord ou au sud du zénith. Ces deux équations donnent
Les distances zénithales ^ et s' d'une autre étoile, observée aussi aux époques de ses deux culminations, fournissent une équation
analogue
Ces deux équations nous permettent de trouver la valeur de f et celle de la constante qui entre comme facteur dans p, p', r et r ; mais, à cause des erreurs d'observation, ces valeurs ne seront qu'approchées. De plus, ainsi que le vontre Téquation (/) du n° 73, la réfraction n^est pas rigoureusement proportionnelle à la
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coDStante a; et, outre la constante a^ les formules de la réfraction en renferment d'autres, dont il serait désirable de déterminer les valeurs par Tobservation. La formule dlvory contient, en même temps que a, la constante/* qui dépend de la loi du décroissement de la température avec Télévatiou au-dessus de la surface de la Terre, et qui, n*ayant d^ailleurs d'influence sensible qu'au voisinage de l'horizon, peut être négligée ici. Comme toutes les autres formules, elle renferme encore le coefficient de dilatation de Tair, qu'il sera avantageux de déterminer aussi par les observations astronomiques. En effet, ce coefficient dépend de l'état hygrométrique de Pair, sa valeur obtenue à l'aide d'un grand nombre de réfractions observées, conviendra donc à un état hygrométrique moyen de l'atmosphère, et par suite les réfractions calculées avec ce coefficient auront des valeurs aussi voisines que possible de la moyenne d'un grand nombre d'observations, c'està-dire les valeurs que Ton aurait obtenues en supposant à l'atmosphère un état hygrométrique moyen. Soient R la réfraction moyenne, R' la réfraction vraie, on a (n" 76)
siA = i-l-9, ^^i-H-/?, « = — ^et T, = 5o" F. On obtient donc
dct, I -+- i(t — 00 )
ou
da l-l-e(T — 5o)
eo posant
a-f-rfa=:a(i + A'), t-\- di=i f(l, -+-/). Mais la forgnule (/) du n® 73 donne
L'influence du dernier terme du second membre de cette équation
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ne commence à se faire sentir que pour des distances zénithales supérieures à 80®. Soit encore
réquation devient
quant aux valeurs de j elles se tirent de la Table suivante :
Supposons maintenant que les réfractions employées dans le calcul de Téquation (a) doivent être corrigées de dp et dr^ et
désignons par m. et fx les deux valeurs de — ^— qui correspondent à la culmination supérieure et à la culmination inférieure; nous aurons
Soit fo une valeur approchée de ç, de sorte que ^ =: ^o + ^f î soit de plus
en combinant les deux passages d^une même étoile nous obtiendrons une équation de condition qui aura la forme
(b) o=:/î-|-flfç+ iL(i4-lj ±r \k — \{p^p±mr)L
GOEFFIGIBNT DE DILATATION DE l'aIR. 3o3
Les observations des différentes étoiles n*ont pas le même poids, car les erreurs accidentelles d'observation sont de plus en plus grandes à mesure que l'étoile traverse le méridien plus près de l'horizon. L'erreur probable d'une observation augmente donc 'en général avec la distance zénithale méridienne de l'étoile. Si les valeurs de ^^ , A et i étaient déjà connues et substituées dans les équations, les quantités n représenteraient les erreurs réelles d'observation, et Ton pourrait, pour chaque étoile, déterminer Terreur probable d'une observation. Mais puisque ces valeurs sont inconnues, la différence entre le résultat de l'observation d'une étoile et la bfioyenne, permettra seule de déterminer cette erreur probable. Soient w et t^ les erreurs probables dé l'observation d'un passage supérieur et d'un passage inférieur d'une
étoile, en divisant par y/wc» h- w'^ toutes les équations relatives à cette étoile, on donnera le même poids aux équations relatives aux différentes étoiles. On résoudra alors toutes ces équations, et dans le cas où leur résolution donnerait, pour les erreurs probables, des valeurs sensiblement différentes, on recommencerait le calcul. Les étoiles qui passent au méridien ^u sud du zénitji» peuvent aussi servir à déterminer la correction i du coefficient de dilatation de l'air. En effet, en conservant les notations déjà» employées, et en considérant les distances zénithales comme positives, on a
cpe — B^-^ d[ff — ^)r=rz-t-rH-r(iH — J k — /wn,
ou
mri^
SI
Multiplions encore les équations relatives à chaque étoile par les poids correspondants, et, de toutes les équations relatives à une seule étoile, tirons les équations du minimum, nous pourrons ensuite éliminer les inconnues d[$ — ^ ) et A-, de telle sorte que chaque étoile donnera en définitive une équation de la forme
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Toute circonipolaire observée à ses deux culminations fournira aussi une équation de ce genre, que l*on obtiendra en traitant de la même manière les équations (b) relatives à cette étoile. On a donc ainsi autant d'équations de la forme (d) qu'il y a d'étoiles observées; il est facile d'en déduire la valeur la plus probable de i (*)* Telle est la méthode suivie par Bessel pour déterminer la quantité /, et avec elle le coefficient de dilatation de Tair pour un état hygrométrique. moyen de l'atmosphère. Il a déduit de ses observations faites à Kœnigsberg (voir Bessel, Jstronomisvhe Beobachtungen, septième Partie, p. x) la valeur 0,0020243 pour un degré Fahrenheit. Actuellement substituons à / sa valeur la plus probable, dans les équations (é), ou plutôt dans les équations du minimum trouvées pour chaque étoile; par la combinaison de toutes les équations, nous obtiendrons ensuite les valeurs les plus probables de d<f et de Â- (**).
Pour avoir égard aussi à la correction de la constante/, il
aurait fallu ajouter dans ^R' le terme --TTr d/, ou, en posant
dK' Ti' h
/ 4- <(/'=/( I -4- ^), le terme /— rv^ = » dans lequel les
df X
valeurs de x se tirent de la Table suivante :
(*) Les variations de la tempéra ttire ayant une influence d^autant plus grande que les étoiles sont plus basses, i) convienrlra de n^employer dans ce calcul que des étoiles dont la hauteur méridienne est inférieure à 60°.
(**) Les équations de condition employées dans Tesemple du n<^ 25, sont celles que Ton aurait obtenues en supposant le même poids à toutes les observations et en prenant la moyenne arithmétique de toutes les équations relatives à une étoile. Si la valeur de 1 est déjà corrigée, la forme des équations sera o = it + «'f + «A. Bessel ayant rapporté toutes ces observations au point poluire du cercle, et non pas comme on Pa supposé tel à son point zénithal, la valeur qn^il a donnée pour le coefficient a est différente de celle que nous avons employée.
G0NSTAI4TES DE l'abBRRATION ET DE LA NUTATION. 3o5
97. Constantes de l'aberration et de la natation; leur détermination par l'observation de la Polaire; parallaxe annuelle, — L'aberration, la nutation et la parallaxe annuelle forment l'ensemble des termes périodiques contenus dans l'expression des positions apparentes des étoiles, ternies dont il faudra déterminer les constantes par l'observation des positions apparentes des étoiles à différentes époques. L'aberration et la parallaxe ont une période d'une année, et par conséquent peuvent être déterminées par la comparaison des lieux apparents observés pendant le cours d'une année. Le terme principal de la nutation a une période de i8 ans et 219 jours, temps de la révolution complète des nœuds de l'orbite lunaire sur l'écliplique; on ne pourra donc trouver la constante de la nutation que par la comparaison d'un grand nombre d'observations de positions apparentes faites pendant une longue suite d'années.
Les observations les plus convenables pour la détermination des constantes de l'aberration et de la nutation sont celles des ascensions droites de Tétoile polaire, dont les positions apparentes éprouvent de grandes variations, comme le prouve la présence des facteurs séc ^ et taDg<^. Pour la même raison, il y aura un grand avantage à appliquer la même méthode à la détermination de la parallaxe de l'étoile polaire. Posons
• fl sin A =: — cos a cos e,
a cos A = — sin a,
et désignons par k la constante de l'aberration, par tt la parallaxe, et par y(^*) les termes du second ordre; les formules des n*** 80 et 82, relatives à l'aberration et à la parallaxe en ascension droite, donnent
a! — a =: H- ^rt sin (O -h A) séc à
7racos(0 -4- A) séc^ + ç{X-2).
Si l'on a fait un grand nombre d'observations aux épo(|ues oii sin(Q + A) =: di I , pour lesquelles l'aberration atteint son maximum, la comparaison des ascensions droites, observées à ces I 20
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deux époques et réduites à un même équînoxe moyen, donne une valeur approchée de /-; on en obtiendra ensuite une valeur plus exacte en déterminant la valeur la plus probable qui résulte d'un grand nombre d'observations. Appelons Aa et Lk les erreurs de l'ascension droite moyenne a et de la valeur adoptée pour la constante l-, en sorte que a -f- Aa et X* -h AA- soient les valeurs exactes de ces quantités. Appelons encore a, l'ascension droite apparente déduite de a au moyen de la précession et de la nutation supposées exactes, et du nombre k adopté pour constante de l'aberration, ascension droite dans laquelle on a conservé les termes qui dépendent de k^ et du produit de l'aberration et de la nutation ; car ces termes, très-petits par eux-mêmes, varient fort peu pour une petite correction apportée à la valeur de k. Désignons enûn par o! Tascension droite apparente observée, nous aurons
a' = ao -i- Aa-4-AA-.«sin(0 -h A) séc5-f- 7r<a cos (© -Ir A.) séc^;
et si Ton pose
ao — a' = /i,
toute observation de l'ascension droite de la Polaire fournira une équation de la forme
o=:/i -f- Aa 4- AA.«sin(0 -h A) séc^ -t-izacos[Q -f- A) séc^.
La combinaison de toutes ces équations permettra de trouver, par la méthode des moindres carrés, les valeurs les plus probables de Aa, AX- et cr.
Si les observations sont réparties dans une longue période d'années, on pourra déterminer en même temps la constante de la nutation, c'est-à-dire le coefficient de cos Çl dans l'expression de la nutation de l'obliquité. Désignons par Av la correction de ce aoefficient j il faudra ajouter aux équations de condition* précédentes le terme -\ ^^ Av (la valeur de -— -^a été donnée au
n® 62). L'équation complète qui permet de déterminer, par des observations d'ascensions droites apparentes^ les constantes de
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l'aberration et de la nutation, ainsi que la parallaxe annuelle de la Polaire, est donc
o = /i -f- A a -h AA- . a sin (O 4- A) séc ^
-f- ira cos(0 -♦- A) sec ^ -h — r— Av.
On peut faire servir à cette détermination les observations de différents observatoires; maîs'il faut alors attribuer à chaque série d'équations le poids qui lui correspond, en déterminant les erreurs probables des observations faites en chaque observatoire» La correction A a peut n*avoir pas non plus la même valeur pour des observations faites en deut observatoires différents, puisque entre les ascensions droites observées il peut y avoir une différence constante. Après avoir déterminé cette différence, on l'ajoutera aux observations de chaque observatoire, ou bien on éliminera les quantités inconnues A a, Aa', . . . entre les équations données par les observations de chaque observatoire.
Cette méthode a été appliquée par Lindenau (*) aux ascensions droites de la Polaire observées dans un intervalle de 60 ans par Bradley, Maskelyne, Pond, Bessel et Lindenau lui-même; il a trouvé
avec 6o3 observations faites par Struve et Preuss à Dorpat, de 1822 à i838, Peters a obtenu (**)
Am2o",425 5, v = 9'^,236l, 7r = 0^,172 4.
Quand on veut faire servir la déclinaison à la détermination dé ces constantes, les observations de la Polaire sont encore trèsayantageuses ; car eâ faisant à chaque culmination un grand* nombre de pointés sur cette étoile, on peut pour ainsi dire rendre ces observations aussi exactes qu'on le veut.
(*) LisiDERAU. — Comparaison de 810 observations de la Polaire, faites par Bradldy, Maskelyne, Pond, Bessel et Lindenau. «- lahrbuch de Bodcj pour 1820, p. a 10.
{**) Peters. — Tfumerus constans nutationis,
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Posons
^ sin B =: 4- sin a sîn S cos s — cos (î sin s ,
^cosBm — cos a sin ^.
L'aberration en déclinaison aura pour expression Ab sin (0 + Bj, et la parallaxe 7r^cos(0 + B). Appelons ^o la déclinaison apparente déduite de la déclinaison moyenne à Taide de la précession supposée exacte, des constantes A et v de Taberration tt de la nutation, et en tenant compte des petits termes qui dépendent de X^ et du produit de l'aberration et de la nutation; appelons encore d' la déclinaison apparente observée, et posons S^ — S' = 77, chaque observation de la déclinaison fournira une équation de la forme
o = /ï-4-A(Î4- AA-.ôsinO-hBj-hTT^^cosO -h B) +-7-^av,
et si les observations embrassent une période de temps suffisamment longue, on pourra, par la méthode des moindres carrés, déterminer les valeurs de A^, A^, tt et Av (*). C'est en faisant des observations de ce genre, et en particulier en observant les distances zénithales méridiennes que Bradley découvrit Taberration. A partir de l'année 1725, il suivit à Kew l'étoile 7 Dragon et 22 autres étoiles passant près du zénith de ce lieu, et remarqua une variation périodique de leur distance zénithale, qui ne pouvait s'expliquer par l'effet de la parallaxe, dont la découverte était le but réel de ses observations. Il reconnut plus tard que cette variation résultait de la combinaison du mouvement de la lumière et de celui de la Terre. L'instrument dont il se servait pour ces obs.ervations était un secteur zénithal, c'est-à-dire un secteur circulaire d'un très-grand rayon, avec lequel il pouvait observer les distances zénithales des étoiles dans un intervalle
{*) Dans le cas où Pétoile possède un mouvement propre, on doit ajoaler aux équations qui donnent Pascension droite et la déclinaison des tjermes de la forme p (i — i^) et q (i — f,), où p ei q &oni les mouvemenls propres en ascension droite et en déclinaison; a et ^ repre'SL* nient alors les positions moyennes à Tépoque t^.
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de 12** de part et diantre du zénith. L'étoile 7 Dragon, étant située près da pôle de Técliptique, était particulièrement propre à la détermination de la parallaxe, et par conséquent aussi de Taberration. En effet, pour le pôle de Técliptique : a =270°, S = po® — e, donc b =: 1 et B = — 90°; par conséquent aussi le maximum et le minimum de l'aberration et de la parallaxe en déclinaison ont pour valeurs =ti /- et dz tt.
C'est encore par des observations analogues faites à Kew et à Wanstead que Bradley fut conduit à la découverte de la nutation. Ces observations s'étendent du 19 août l'j^'j au 3 septembre 1747 : elles comprennent donc une période complète de la nutation. Busch (*) par la discussion de 1949 d'entre elles a obtenu
Lundahl a déduit de plus de i 200 observations de la déclinaison de la Polaire faites à Dorpat par Struve et Preuss,
La valeur de la constante de la nutation donnée au n° 61 est celle qu'a publiée Peters dans son Mémoire [Numerus constans nutationis) : elle est déduite des trois déterminations précédentes faites par Peters, Busch et Lundahl^ en tenant compte de l'erreur probable de chaque résultat.
Méthode de Struve par l 'observation des étoiUs dans le premier vertical, — La valeur de la constante de l'aberration donnée au D° 80 ne résulte pas des valeurs précédentes, mais elle a été obtenue par Struve à Paide des observations de passage de certaines étoiles dans le premier vertical.
Si avec un instrument exactement installé dans le premier vertical on observe le temps du passage d'une étoile dans ce plan, rétoile étant d'abord à Test, puis à l'ouest (vo/r au n" 26 du second volume], la demi-différence des temps observés sera égale à Tangle horaire dé Pétoile au moment de son passage dans le pre-
(*) Réduction qfthe ohstrvations madc hy Bradley j to détermine thé quant ities qf aberration and nutation, by D** Bcsca (Oxford, i838).
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mier verlical. Soit t cet angle horaire, le triangle rectangle formé par le zénith, le pôle et l'étoile donnera l'équation
tang § = tang tf cos t^
d'où résulte la possibilité de déterminer les déclinaisons des étoiles par des observations de ce genre. Prenons les logarithmes des deux membres et différentîons, nous obtiendrons
, ^ sin 2 (î _ , . * ,
^0 = —. — — d(f — -j smt2o tang^.ar.
sin 1 cp
Ainsi une erreur commise dans l'observation de t a une influence d'autant moindre que t est plus petit, c'est-à-dire qu^au moment de son passage dans le premier vertical, l'étoile est plus voisine du zénith. Si la distance zénithale est très-petite, cette méthode donnera donc avec une grande exactitude la déclinaison d'une pareille étoile. Chaque étoile fournit une équation de condition analogue à celle que nous avons donnée, et les étoiles qui permettront la meilleure détermination de la constante sont évidemment celles qui sont situées près du pôle de Técliptique. Telle a été la marche adoptée par Struve (*)• Ses observations s'étendent à un grand nombre d'étoiles, offrent la plus grande concordance, et la valeur 20'^, 44^1 qu'elles donnent pour la constante de Taberration est certainement fort approchée de la vérité. Mais elles embrassent un intervalle de temps trop restreint pour pouvoir servir à la détermination de la constante de la notation; cependant la même méthode donnerait avec un grand degré d'approximation la valeur de cette constante ainsi que la parallaxe de ces étoiles.
Détermination de la constante de l* aberration à Vaidc des éclipses des satellites de Jupiter, — Comme on l'a vu au n** 80, la constante de l'aberration sç déduit immédiatement de la vitesse de la lumière et de la vitesse du mouvement de, translation de la Terre. Le moyen mouvement sidéral de la Terre en un jour est connu avec la plus grande exactitude, il est égal à 59' 8^193.
(*) Struve. — Obsetvationes astronomicœ, vol. 3, p. LXiv (Dorpat).
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Reste donc à trouver la vitesse de la lumière. La première détermination de ce nombre a été faite en 16^5 h TObservatoire de Paris, par Pastronome danois Olaf Rœmer, à l'aide des éclipses dbs satellites de Jupiter. En observant avec assiduité ces éclipses, et en particulier celles du premier satellite, il reconnut que le phénomène était irrégulier : l'intervalle qui sépare deux immersions ou deux émersions consécutives n'est pas constant; à partir d'une opposition de Jupiter jusqu'à la conjonction suivante, cet intervalle est plus grand que sa valeur moyenne calculée à Taide d'un grand nombre d'éclipsés; de la conjonction à l'opposition^ il est au contraire moindre que cette valeur moyenne. Rœmer expliqua cette différence en supposant qu'il existe un rapport fini entre la vitesse de la lumière et la vitesse de translation de la Terre. Dans cette hypothèse, le temps qui, pour l'observateur, sépare deux immersions consécutives doit en effet augmenter, si la distance de la Terre à Jupiter augmente. La somme de tous les retards constatés depuis une opposition jusqu'à la conjonction suivante est égale au temps nécessaire à la lumière pour parcourir le diamètre de l'orbite terrestre. Soit K ce temps exprimé en secondes, A la distance du satellite de Jupiter à la Terre exprimée avec le demi grand axe de l'orbite terrestre pour unité et T l'époque du commencement ou de la fin d'une éclipse donnée par les Tables; pour faire concorder ce temps avec le temps observé, il faudra lui ajouter le terme + KA qu'on appelle équation de la lumière.
Soit donc To l'époque ainsi corrigée de l'immersion ou de l'émersion du satellite dans le cône d'ombre portée par Jupiter, T' l'époque observée. Chaque observation d'éclipsé donnera une équation de la forme
o=:T.— T'4-Ae/K.
Un grand nombre d'observations de ce genre permettront de trouver la valeur la plus probable de dK, Mais l'observation d'une immersion ou d'une émersion est toujours incertaine, car le satellite ne perd que graduellement son éclat, et Terreur d'observation dépend de la puissance de la lunette. II conviendra donc non-seulement de ne combiner que les observations faites avec
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un même instrument, mais aussi de traiter à part les observations d'immersion et les observations dVmersion.,
D'une première série d'observations Rœmer avait conclu 22"" pour valeur de K; une seconde série lui avait donné la valeur 14™. Beaucoup plus tard Delambre, en discutant, comme nous Tavoos indiqué, un grand nombre d'observations des satellites de Jupiter faites pendant le xyiii® siècle, surtout par Bradley, en tenant compte en outre des perturbations du mouvement de ces satellites, a trouvé que la lumière met 8" i3' pour venir du Soleil à la Terre. Cette valeur donne 20", 255 comme constante de l'aberration, nombre trop faible, comme cela résulte des observations de Struve.
Remarque, — Noos croyons utile de donner ici un tableau des valeurs trouvées par les différents observateurs pour la constante de Paberraiion, c'*est-&-dire pour Parc dont le sinus est égal au rapport de la vitesse de translation de la Terre et de la vitesse de la lumière.
Observations anciennes.
Observations des satellites de Jupiter, calculées par Delambre. . . ao'^jaSS Observations de Bradley, calculées par Buscb 20", 212
Observations modernes.
Observations de la Polaire, calculées par Lindenau 20'', 449
Observations de Struve et Preuss, sur les variations de la Polaire
«n ascension droite, calculées par Peters 30^,4^
Observations do Struve sur les variations de la Polaire en déclinaison, calculées par Lundahl 2o'',55i
Observations de Peters à Pobservatoire de Puikowa ao",5o3
Ainsi en prenant ao%5 pour valeur de la constante de l'aberration, Terreur sera moindre que 37 de seconde. Le rapport de la vitesse de la Terre à celle de la lumière est donc connu à j— près de sa valeur, et si la vitesse de la lumière peut être déterminée avec uno grande approximation, on eo déduira une valeur fort approchée des dimensions de Torbite terrestre {voir no 140).
98. Détermination des parallaxes annuelles des étoiles, — La parallaxe annuelle d'une étoile peut être obtenue par une.méthode différente de celle que nous avons déjà donnée, et qui consiste à mesurer les variations de sa position par rapport à une étoile voisine dont la parallaxe est nulle. Cette méthode a sur la précé-
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dente cet avantage que les positions relatives de deux étoiles voisines peuvent être déterminées avec une grande exactitude* au moyen de mesures micrométriques, et que de petites corrections apportées aux positions de ces deux étoiles produisant sur chacqne d'elles des effets égaux, de petites erreurs commises sur les valeurs des constantes employées ne peuvent occasionner d'erreurs sensibles sur les positions moyennes qui s'en déduisent (*). En réalité, cette méthode ne donne que la différence des parallaxes des deux étoiles considérées. Mais, en général, il est permis de supposer que des étoiles très-petites sont très-éloignées, et que, par suite, leurs parallaxes sont insensibles; on peut donc toujours espérer que, si Ton a pris pour étoiles de comparaison des étoiles faibles, la valeur trouvée pour la parallaxe s'approchera beaucoup de la vérité (**)•
Chaque comparaison de deux étoiles, dont les résultats auront été corrigés comme il est nécessaire, donnera deux équations de la forme
o= /2 -t- ûa -f- 7rflCos(0 -f- A)séc^-4-/? (r — /o), 0 = /î'-4- A^-t- 7r^cos(OH-B)H-^(r— /.),
où a'^ — ao, ^j — ^0 étant les différences de leurs coordonnées au temps ^0, OL — a, ^' — ^ les différences au temps r, on a posé
et représenté par À a et Â^ les erreurs des valeurs adoptées. Ordinairement, au lieu des différences en ascension droite et
(*) Quand les étoiles sont^très-voisines, il esl préférable de ne pas calculer séparément la position moyenne de chacune d^ellesymais d^appliquer à la différence seule des lieux apparents, les corrections dues aux effets de la réfraction, de Paberration, de la précession et de la nulation. Les for- * mules qn^on emploie dans ce but seront données aux paragraphes VIII et IX dtf second volume.
C^'*) Au lieu de n^observer qu^une seule étoile de comparaison il sera bon d*en obserTcr deux dans des directions rectangulaires par rapport à Tétoile, ainsi que Bessel Pa fait dans la recherche de la parallaxe de la 61® du Cygne (^Astronomischê Untersuchungeriy vol. i, p. I25, et Astronomische Nachrichten, nO401).
en déclinaison de deux étoiles, on observe leur distance et leur angle de position, angle formé par le cercle de déclinaison de Tune des étoiles avec le grand cercle sur lequel elles sont situées. Soient :
a et 0 l'ascension droite et la déclinaison vraies de Tune des
étoiles , a' et ^' ses coordonnées affectées de la parallaxe, r/i' et ^" Fascension droite et la déclinaison de l'étoile de comparaison.
Les variations apportées par la parallaxe dans les différences en ascension droite et en déclinaison seront données par les équations
die/." — a) = a — a' = ir R (cos © sin a — sin © cos e cosa) séc J,
d[^" — ^) = ^ — ^' =7rR (cosi sinasin^ — sinscos^) sin©
TrRsin j cosa cos©.
Soient a et P la distance et l'angle de position vrais, on a
AsinP=: (a" — a)cos<î, AcosP=5''— ^;
d'où
£/A = sinPcos^ rf(a" — a) + cosP rf(r — ^) ,
A^/P=cosPcos^^(a"— a) — sinPÉ?(r— ^).
Portons, dans ces équations, les valeurs qui précèdent, et posons :
m cos M = sin a sin P 4- sin ^ cos a cosP,
/wsin M =( — cosasinP + sin^sinacosP)cos8 — cos^cosPsine;
/ii'cosM'= - (sinacosP — sin^cosasinP), A
/n'sinM'=: -[ — (cosacosP -I- sin^sinasinP) cose A
cos ^ sin P sin f].
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Nous rrouverons facilement
d\ = nKm cos(0 — M), rfP=: irRm'cos (© — M').
Par conséquent, sid^^ représente la correction de la distance admise pour l'époque f«, dq la correction de la valeur adoptée pour le mouvement propre dans la direction de ^, les distances et les angles de position mesurés donneront les équations
0=:.v -^d^9-h{t — to)dq -4- 7rR/liC0s(0 — M),
O = v' 4- ^Po -f- ( / — ^o) ^^' H- ^R 'W' COS ( O — M') ,
qu^on résoudra par la méthode des moindres carrés. C'est ainsi que Bessel a déterminé la première parallaxe connue, celle de la 6i* du Cygne, et l'a trouvée égale à o", 87.
Remarque. — Outre les ouvrages déjà indiqués, consulter : Strotb, Âstronomische Nachrichten, n^ 486.
HcBBARD, CoFFiN et Kbith, Tables de natation ( Washington^ Observations, ▼ol. III).
99. Détermination de la précession lunisàlaire à l'aide des positions moyennes des étoiles à deux époques éloignées, — Nous avons vu, au n® 58, que les variations annuelles de l'ascension droite a et de la déclinaison $ d'une étoile, dues à la précession, ont pour expressions
doi dly da dit , . . « .
-y = -j- cose, T" "•" ~r singgtangtfsina = /w -+-« tangtfsma,
dt dt dt dt
de dit .
-— = -7- sm CoCOSa = n cosa,
dt dt
et qu'en outre on obtient les variations de ces mêmes coordonnées relatives à l'intervalle /' — t, en multipliant par /' — t les
valeurs de — et — correspondantes à Tépoque • Mais la
valeur numérique de — étant donnée par la théorie des inéga-
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lités séculaires des planètes^ la comparaison avec les formules précédentes des différences des ascensions droites ou des déclinaisons d^une étoile observée aux époques tet t' permettra de déterminer
la valeur de la précession lunisoiaire -^t ou constante de la précession. Si les étoiles conservaient dans l'espace des positions invariables, elles donneraient toutes pour —^ la même valeur, valeur qui serait d'autant plus exacte que les observations seraient plus distantes Tune de l'autre; il est bien évident, en effet, que l'influence des erreurs accidentelles d'observation deviendrait alors de moins en moins considérable. Or, il arrive que Ton
trouve ainsi pour --^ des valeurs différentes, et cela non-seule*
ment avec des étoiles différentes, mais aussi avec les ascensions droites et les déclinaisons d\ine même étoile; ces différences doivent être attribuées aux mouvements propres des étoiles ; ils sont, comme la précession, proportionnels au temps, et par suite on ne peut, dans le calcul, les en séparer : la difficulté est encore ac> crue par ce fait, que les mouvements propres, en partie du moins, suivent une certaine loi dépendante de la position de Tétoile. On ne peut donc éliminer ces mouvements propres que par la comparaison d*un très-grand nombre d'étoiles distribuées dans toutes les parties du ciel, comparaison d'où Ton devra exclure toutes celles qui, par suite d'un mouvement propre très-considérable, donneraient une valeur de la précession fort différente de la moyenne. Par ce grand nombre d'observations on aura éliminé autant que possible l'influence des mouvements propres et complètement celle des erreurs accidentelles d'observation. Puisque les mouvements propres sont proportionnels au temps, l'incertitude que cause leur existence sur la valeur de la précession reste la même, quelque grand que soit l'intervalle de temps compris entre les époques des deux catalogues sei*vant de base à la comparaison : on choisira donc des catalogues ayant le plus grand nombre possible d'étoiles communes, et dont les époques soient d'ailleurs assez distantes pour que l'incertitude due aux erreurs . d'observation soit rendue suffisamment petite.
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Désignons par :
/Wo et /7o les valeurs de m et de /2 employées dans la comparaison des deux catalogues;
a, ^ et a', B' les positions moyennes qu'ils donnent respectivement pour une étoile aux temps / et /';
A a, et A^ les différences constantes des deux catalogues en ascension droite et en déclinaison ,
et posons
V (/' — t)z=zoL — a' -+- (r' — /) (woH- /?otang(î«sinao),
chaque étoile donne deux équations de la forme
o = V -f- — h a/Wo -h cin^ tang Oo sm «o >
o 1= v' -h -; h f//?o cos ao ;
en considérant donc les mouvements propres qui sont contenus dans V et v' comme de même nature que les erreurs accidentelles d'observation, il sera possible, avec un grand nombre d'équations semblables^ de trouver, par la méthode des moindres carrés, les valeurs les plus probables des inconnues. Cette hypothèse serait conforme à la vérité, si les mouvements propres des étoiles ne suivaient pas en partie, comme on Ta dit plus haut, une loi dépendant de la position de Tétoile ; mais comme, en réalité, il est très-dinîcile, sinon impossible, d'introduire dans les équations précédentes un terme exprimant cette loi (sur laquelle nous reviendrons plus tard), il fautse contenter de l'hypothèse précédente, en ayant soin toutefois d'employer un très-grand nombre d'étoiles distribuées aussi également que possible dans toutes les parties du ciel. On déduira ainsi des ascensions droites une détermination de m et de /i, des déclinaisons une détermination de n ; mais Terreur commise sur les ascensions droites absolues, constante pour chaque catalogue, se combinera avec dm^^ et, de plus, les valeurs
da adoptées pour les masses des planètes étant inexactes, — ne sera
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connu qu*approximativenient, d'où résulte une nouvelle erreur sur la valeur de m.
La détermina ri on de n ou --r^ sîn i^, au moyen des ascensions
at
droites, est indépendante d'une pareille erreur constante, et, d'un autre côté, les déclinaisons donnent tout aussi bien n que Terreur constante de déclinaison. Mais comme on ne peut admettre que, dans les deux catalogues, cette erreur soit la même pour toutes les déclinaisons, il vaut mieux grouper les étoiles en zones d'un certain nombre de degrés, de lo® en déclinaison par exemple, et résoudre séparément les équations relatives à chacune d'elles, de manière à déterminer la différence moyenne Ai pour chaque zone considérée. Telle est la méthode suivie par Bessel dans les Fundamenta Astronomiœ. Il a déterminée la valeur de la
dit , constante — à l'aide de plus de 2000 étoiles observées soit par
Bradley, soit par Piazzi, et réduites, les premières à l'année 1^55, et les dernières à i8oo. Il a trouvé ainsi pour i^So la valeur 50^,340499; pins tard, à Taide des observations faites par lui à Kœuigsberg, il fut conduit à adopter la valeur un peu différente 5o", 87572 [Astronomische Nachrichten, n**92).
100. Mouvements propres des étoiles. Détermination du point vers lequel est dirigé le mouvement dii Soleil. — Si les positions des étoiles observées à des époques différentes et réduites à la même époque à l'aide de la constante de la précession que nous venons de trouver présentent entre elles des différences, celles-ci doivent être attribuées aux mouvements propres des étoiles. En général , en restant dans les limites des erreurs possibles d'observation, on peut supposer que les mouvements s'effectuent suivant un grand cercle et avec une vitesse constante. Halley, en 1718, découvrit le premier les mouvements propres de Sirius, Aldébaran et Arcturus {*), Depuis on s'est assuré qu'un grand nombre d'étoiles ont aussi un mouvement propre, et on doit supposer que
{*) Cette dernière étoile a un mouvement propre de a secondes en déclinaison; depuis Hipparque sa déclinaison avait donc varié de plus de i®.
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c*esl le cas général, quoique pour beaucoup d'étoiles ces mouvements propres soient, en raison de leur extrême petitesse, compris dans les erreurs d'observation et ne soient pas encore déter-
minés.
Voici quelques-uns de ces mouvements propres les plus considérables :
VARIATIONS ANNCELLES
en asceasion droite. en déclinaison.
6i Cygne 5,i 3, a
a Centaure 7,0 0,8
1 83o ( Groombridge ) . . . 5,2 5,7
W. Herschel découvrit le premier une loi dans la direction des mouvements propres des étoiles. La comparaison d*un grand nombre d'entre eux lui prouva qu'en général les étoiles s'éloignent d'un point du ciel voisin de l'étoile \ Hercule. Pour expliquer ce fait, il supposa que les mouvements propres des étoiles ne sont, en partie du moins^ qu'une apparence produite par un mouvement du système solaire tout entier vers ce point du ciel, hypothèse qui fut confirmée par les recherches postérieures. Le mouvement propre d'une étoile résulte donc et de son mouvement propre particulier en vertu duquel elle se meut dans l'espace suivant une loi qui nous est inconnue, et d'un mouvement apparent ou parallactique résultant du déplacement du système solaire. Le premier de ces deux mouvements, ne s'effectuant suivant aucune loi déterminée, déplacera les étoiles situées dans différentes portions du ciel suivant les directions les plus diverses ; le second, au contraire, le mouvement apparent, sera complètement déterminé si l'on connaît l'ascension droite A et la déclinaison D du point vers lequel notre système solaire est entraîné; il sera dès lors facile, en effet, de calculer la direction dans laquelle chaque étoile parait emportée par suite du déplacement du Soleil. La comparaison de la direction ainsi calculée avec la direction réellement observée nous donnera pour chaque étoile une équation de condition entre la différence de ces deux directions et les variations de l'ascension droite A et de la déclinaison D; la partie de cette différence qui tient au mouvement particulier de l'étoile, ne suivant point une loi
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déterminée, peut être traitée comme une erreur accidentelle d'observation, et par suite, au moyen d*un grand nombre de ces équations de condition , on déterminera par la méthode des moindres carrés les valeurs les plus probables des corrections dk et r/D.
Pour nous, ce mouvement parallactique se fait évidemment suivant le grand cercle mené par Tétoile et le point vers lequel le système solaire est emporté; car, en supposant rectiligne le mouvement du Soleil^ rétoile est toujours vue dans le plan que déterminent sa position et deux positions quelconques du Soleil.
Soient :
a le rapport qui existe entre le déplacement, supposé rectiligne, du Soleil pendant le temps t' — tel la distance de Tétoile au Soleif;
a et ^, (x! et $' les ascensions droites et les déclinaisons de Tetoile aux temps r et /',
p le rapport des distances de Fétoile au Soleil à ces deux époques ;
on a les équations
p cos $' cosa' = cos^ cosa — a cosD cos A , p cos $' sin a' = cos^ sin a — a cosD sin A , p sin ^' = sin (î — a sin D ;
multiplions la première de ces équations par cos a', la seconde par sin a', et ajoutons les résultats; de même, du produit de la première par sin a, retranchons le produit de la seconde par cosa, et négligeons dans les deux cas les infiniment petits du second ordre, nous obtenons
cos^' — cos^ = âcosDsin (a — A), (a' — a) cos^' = acosDsin(a — A);
en combinant d'une façon analogue la troisième des équations primitives avec la dernière de celles que nous venons de trouver, nous mettons en évidence la différence 5' — ^, et le système définitif
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que nous conserverons sera
!cos^'(a' — a) = acosDsin fa — A), S' — $= a [cos^sin D — sin^cosDcos(a — A)].
Ces formules nous permettent de calculer a, ou, si i7 est connu, les différences a! — a et ^' — S, D'autre part, dans le triangle formé par le pôle de Téquateur, Tétoile et le point dont les coordonnées sont A et D, on a, en désignant par A la distance de ce point à rétoile et par P Tangle à l'étoile,
( sin A sin P = cosD sin ( a — A ), (B) .
( sin A cos P = sin D cos^ — cos D sin $ cos (a — A ) .
De plus, p représentant Tangle de la direction du mouvement de rétoile avec son cercle de déclinaison, on a
on voit donc que
c'est-à-dire que Tétoîle se meut sur le grand cercle qui joint sa position actuelle au point dont l'ascension droite et la déclinaison sont A et D, en s'éloignant de ce dernier.
D*autre part, de la troisième des formules [i i) du n® 9 appliquée au cas qui pous occupe, on déduit
sin'A
cos D .
-f- -: Fsin S cos D — cos^ sin D cos (a — A)l elA ,
sin'A^ '^
ou bien
cos^sin (a — A) ,^ dpz=-\ r-7T dD
cos Dp.- ^ *.^/* ..-1.»
^— — fsinacosD — cososinDcosfa — A)laA; -
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par conséquent, si/?' est la valeur que donne robservation (*) pour l'angle de la direction du mouvement propre et du cercle de déclinaison, si p est la valeur obtenue par le calcul à l'aide des valeurs approchées A et D, chaque étoile donnera une équation de la forme
, cos^sin (a — A) ,^ o = p—p'-\ H ^D
cos D :-— rsin^cosD — cos^sinDcosfa — A)lriA,
ou bien
, ,x . , cos^sin(a — A) _^
W ^^ f ' sin A
cosD
: rsin^cosD — cos^sinDcos (a — A)lrfA;
sinA *■ ^ ^-'
et, en traitant par la méthode des moindres carrés les équations fournies par un grand nombre d'étoiles, on trouvera les valeurs les plus probables de dk ei dï>.
Telle est la méthode suivie par Argelander pour déterminer la direction du mouvement du système solaire [Astronornische Nachrichtcn^ n" 363), Bessel avait, dans ses Fundamenta JstronomicSy trouvé les mouvements propres d'un grand nombre d'étoiles par la comparaison des observations de Bradley et de Piazzi. Argelander choisit dans toutes ces étoiles celles qui, dans l'intervalle de 4S ans, de 1765 à 1800, avaient un mouvement propre plus grand que 5'^ et détermina leurs mouvements propres d'une manière plus précise en comparant les anciennes observations de Bradley avec celles qu'il fit lui-même à l'observatoire d'Abo (**).
("*} Les quantités données par Inobservation directe sont les différences a' — a et S' — S; Pangle p' s'en déduit par la formule
^^n^P =J^zr}^^^^' \ (** ) Ar^elauderff>LXstellarumJixafttmpositionesmediœ ineunteanno i83o. Helsingrorsiœ, i835.
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«Pour calculer la direction du mouvement du système solaire, il employa 3go étoiles dont le mouvement propre annuel surpassait o",i' Il les partagea en trois groupes, d'après la grandeur de leurs mouvements propres, et déduisit isolément de chacun de ces groupes les corrections dk et dÙ des valeurs adoptées pour A et D. Les trois nombres obtenus sont sensiblement concordants, et leur moyenne prise en tenant compte de la précision de chacune de ces déterminations, donne les valeurs suivantes pour les coordonnées A et D, rapportées à Téquateur et à l'équinoxe de 1800,
valeurs qui s'accordent très-sensiblement avec celles adoptées par Herschel. Lundahl se servit, pour déterminer ce même point, de 147 étoiles différentes des précédentes, et, en comparant les positions de Bradley à celles données par le Catalogue des II 12 étoiles de Pond pour i83o, il trouva [Astronomische Nàchrichten, n^ 398)
Une discussion de ces deux déterminations a été faite par Argelander, et, en ayant égard à leurs erreurs probables, il en a déduit
Des recherches semblables ont été faites par Otto Struve et plus récemment par Galloway. Struve compara 4^^ étoiles observées à Dorpat aux positions données par le Catalogue de Bradley, et trouva
Galloway se servit, dans ses recherches, des étoiles australes, et par la comparaison des observations faites par Johnson à Sainte- Hélène, et par Henderson au cap de Bonne-Espérance, avec celles de Lacaille, il obtint
Le travail le plus considérable sur cette question est celui de
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Maedler, qui obtint, avec un très-grand nombre d^étoiles (*), A =261° 38', 8, D=r+39«53',9.
Toutes ces valeurs s*accordent sensiblement entre elles, et par conscrjuent le point vers lequel est emporté le système solaire est ainsi déterminé avec autant d'exactitude que le permet la difficulté de cet important problème.
101. Valeur absolue du mouvement propre du Soleil. — Constante de la précession. — La formule
^ cosD sin(a — A)
tangP = -7— ;r s ^r—. ï; —, -7 9
" sinDcosa — cosDsinocos(a — A)
où Ton emploie la moyenne des valeurs trouvées pour A et D, permet de déduire des observations de chaque étoile une direction suffisamment approchée de ce mouvement parallactique. Si Ton connaissait en outre pour chaque étoile la valeur du mouvement annuel suivant cette direction, on pourrait, pour chacune d'elles, Calculer les variations annuelles en ascension droite et en déclinaison qui résultent de ce mouvement parallactique, et les ajouter aux équations de condition données dans le n® 99 pour déterminer la constante de la précession. Ce mouvement parallactique dépend nécessairement de la distance de l'étoile au Soleil, et si cette dernière était connue, il serait facile d*obtenir la grandeur absolue de ce mouvement, pour une distance déterminée. En
effet, en posant
g cos G = COS (îo,
^sinG = sin^ocos(ao — A),
les équations des deux numéros précédents donnent
, , -, . K cosD . -, o = V -I- ûf/w, -h dn^ tang^p sm a- -I r- sin (ao — A\
A COSOo
O = v' -h fi?/?ocosao H g'sin(G — D).
{*) Die Fjgenbewegungen der Fixsternen in ihrer Betiehung tum Gesammt^ vstenit J.-H. Mjbdleb; Dorpat, i856.
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Si À était connu, ces équations permettraient de calculer la grandeur K, c'esl-t^-dire le mouvement du Soleil exprimé en secondes pour une distance égale à Tunité adoptée, et les gran* deurs dm^ et dn^ indépendantes du mouvement parallactique des étoiles; comme on ne connaît ])as les distances des étoiles, ce procédé est inapplicable. O. Struve tourna la difficulté en adoptant pour A les valeurs hypothétiques données par W. Struve dans ses Études d * Astronomie stellairei Cet astronome y groupe les étoiles diaprés leur éclat; et du nombre des étoiles contenues dans chaque classe, ainsi que de leur plus ou moins grande condensation, il déduit les rapports des moyennes distances au Soleil des étoiles de différentes classes (*). O. Struve compara les observations de 4oo étoiles faites par W. Struve et Preuss à Dorpat avec les observations faites par Bradley. En négligeant d'abord le mouvement général du système solaire, les ascensions droites et les déclinaisons lui donnèrent, pour les corrections de la constante de la précession, deux valenrs. Tune positive et Tautre négative, et, par suite, contradictoires. Mais en tenant compte du mouvement propre du Soleil, il trouva les corrections H- i'')i6 à Taide des ascensions droites, et + o",66 à Taide des déclinaisons. En ayant égard ensuite à leurs erreurs probables, il obtint, pour la valeur de la constante de la précession en 1 790, le nombre 5o'',23449» valeur plus grande de o", 01 343 que celle donnée par Bessel. Il en déduisit, pour le mouvement angulaire annuel du Soleil, vu à angle droit et de la distance des étoiles de première grandeur, -\- 0'', 321 avec les ascensions droftes, et -|- o", 35^ avec les déclinaisons. Mais on ne doit pas oublier que, malgré sa précision apparente, celte détermination de la constante de la précession et du mouvement du Soleil repose sur le rapport hypothétique des
(*) Struve prend pour unité la distance d^une étoile de première grandeur et adopte les nombres suivants :
a« grandeur i ,71
Pour la distance d\ine étoile de / ... .*'
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dislances moyennes des étoiles de différentes grandeurs. De plus, il n*v a pas lieu d'approuver entièrement le choix des étoiles qui servent de base à ce calcul : elles sont trop peu nombreuses, et sont, pour la plupart, des étoiles doubles.
Si Ton veut tenir compte du mouvement du système solaire dans la détermination de la constante de la précession, il est peut-être préférable de ne pas introduire les rapports hypothétiques des dislances moyennes des étoiles de différentes grandeurs, mais de grouper les étoiles en classes d^ajirès leurs grandeui's OH la grandeur de leurs mouvements propres, et de déterminer,
pour chaque classe, une valeur du rapport - et de la correction de
la constante de la précession. Les valeurs de - trouvées ainsi peuvent être considérées comme des valeurs moyennes pour ces différentes classes, et les valeurs de m et de /i seront indépendantes d'une portion au moins du mouvement parallacûque, d'autant plus considérable que les rapports des distances des étoiles d'une même classe seront plus voisins de l'unité (*). Celte méthode permel d'avoir égard aux variations de A et D.
En effet, si l'on pose - = a, on peut donner aux équations qui
précèdent la forme
. , ... cos D . 1 \ j A
o = V + dnio H- a«o lang o, sm «„ r ^o* ( *o — A) a A
COSOo
H- ( cosD — sin D dD) ^ r a ?
^ cosaj
o =. v' -f- rf/?o cos ao — g' cos (G — D)adD
cos D sin ^0 sin (a^ ■— A)adk-h ag sin{G — B)',
ct»s équations peuvent servir à déterminer pour chaque classe les valeurs les plus probables de a, ad A., adD, dm^ et dn^. Dans le
(*) L^auteur de cet Ouvrage a entrepris cette recherche depuis itn certain nonr)bre d'années, et n'a pu jusqu^à présent la terminer. Les mouvements propres y sont déduits de la comparaison des observatloDS de B.radley avec celles faites par Hendcrson à Edimbourg. Les valeurs des
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cas OÙ Ton adopre les rapports des distances données par Struve, la valeur de Tinconnue a^ déduite de ces équations, dans lesquelles
on a multiplié son coefficient par -9 doit être la même pour toutes
les classes, {^oir, sur le même sujet, un travail d'Airy dans le volume XXVIII des Mcmoirs ofthe Royal Astronomical Society»)
102. Réduction de la position de la Polaire h une époque quel' conque. — Nous pourrons désormais supposer, et cela sans erreur sensible^ qu'à quelques exceptions près, les mouvements propres des étoiles s'effectuent sur un grand cercle, et proportionnellement au temps. Les variations annuelles qui en résultent dans l'ascension droite et la déclinaison d'une étoile seraient constantes si les plans auxquels ces coordonnées sont rapportées conservaient la même situation par rapport à la direction du mouvement propre de l'étoile. Mais il n'en est pas ainsi, ces plans se déplacent; les variations annuelles rapportées à ces mêmes plans sont donc variables, et il est nécessaire d^en tenir compte, au moins pour les étoiles très-voisines du pôle.
Les formules qui servent à transformer les coordonnées polaires rapportées à Téquinoxe du temps t*, en coordonnées rapportées à l'équinoxe du temps t, sont, d'après le n*^ 59,
cos^'sin(a' -h «' — z') =:cos^sin (a-4-<ï + z), cos^' cos(a' 4- a' — z) = cos^cos(a-|-«-f-2) cos0 — sin^sin0,
sin $' = cos $ cos (a H- « -f- z ) sin 0 -h sin ^ cos0,
où a et a' désignent la précession planétaire pour les temps t et t'j
mouvements parallactiques annuels des cioiles de différentes grandeurs sont les suivantes :
Pour 3i étoiles de grandeur 3.4 o'', 068 985 di 0,010964
» 75 » 4 ^ o", 069745 dt o,oo6584
» 71 »* 4«5-" o^jO^ôSii ±0,006925
» 284 » 5 o^joago'iSdb 0,003 44^
On a exclu de cette recherche les étoiles dont le mouvement propre excède o'', 3.
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et z, / et 0 des quantités auxiliaires obtenues à l'aide des formules (A) du n^ 59. En raison de la petitesse des mouvements propres on peut négliger leurs carrés et leurs produits, et en se rappelant que les formules précédentes sont déduites d*un triangle sphérique ayant pou^ côtés go°-T- $', go° — ê et 0, et pour angles a -h « -h z, i8o** — a.' — a' -h z' et c, on obtient, d'après la première et la troisième des formules (i i) du n° 9,
A$' = à$ cosc — Aa sin0 sin (a' -+-«' — z'), cos^' Aa' = A^sinc + A a cos(î cosc;
en remplaçant sine et cosr par leurs valeurs en fonction des autres éléments du triangle, on aura
Aa' = Aa[cos0 -+- sin0tang^' cos(a' -h «' — z')]
A^ . 8in(a'-ha' — z') sm0
cos S cos S'
^ A^' = -- Aasin0sin(a' -h a' — z')
H r COS S' fcos0 -h sin 0 tanc^' cos (a' -h «' — z' )1 ;
cosa ^ o V j
et de même
^a, = Aol' [cos0 — sin0 tang^cos(a -\- a -\- z)]
^§' . sin(a-h/ï + z) sm0
cos ê' cos S
^ A ^ zz: A a' sin 0 sin (a -h a H- z)
-cos(î[cos0 — sin0 tang^cos(a+ a -h z)].
cos<
Exemple. — L^ascension droite et la déclinaison moyennes de la Polaire au commencement de 1^55 étaient
en y ajoutant la précession, on trouve, pour la position de la Polaire au commencement de i85o,
VARIABILITÉ DES MOUVEMENTS PROPRES
Diaprés les Tabulée Regiomontanœ de Bessel, les coordonnées de la Polaire, à la même époque, étaient
a! =zi^-iS' 19", 53o, $' = -^ 88» 3o' 34", 898.
1^ dilTérence enlre ces deux valeurs provient du mouvement propre de la Polaire; on en conclut que, dans.rintervalle de 1^55 à i85o, il a pour valeur
2'22",6i3 en ascension droite, o ,218 en déclinaison.
Rapportées à Téquateur de i85o, les variations annuelles de l'ascension droite et de la déclinaison de la Polaire dues à son mouvement propre sont donc
Aa'= 4-i",5oil89, A^'=r -4-o",002 295.
Si maintenant on veut obtenir le mouvement propre de la Polaire rapporté, par exemple, à Téquateur de 1765, on emploiera les formules ( ^ ), et Ton trouvera
d'où
Aa = -h i",io836, A5=: + o",oo5o63.
Variabilité de certains mouvements propres, — Compagnon de Sirius, — Pour les étoiles voisines du pôle, les variations du mouvement propre annuel en ascension droite et en déclinaison s'expliquent par les déplacements des plans fondamentaux. Mais il est d'autres étoiles, comme Sirius, Procyon, dont les distances polaires sont considérables, et cependant dont les observations faites à des époques éloignées présentent, après correction du mouvement parallactique, des différences considérables qui ne peuvent être attribuées aux erreurs d'observation. Cette erreur résiduelle, ce résidu, Bessel l'a remarqué le premier sur Sirius et sur Procyon, et Ta attribué dans chaque cas à l'attraction d\in corps invisible et de masse considérable placé dans le voisinage de l'étoile. Basant ses recherches sur cette hypothèse, ' Peters à Altona a déterminé au moyen des écarts en ascension
33o ASTRONOMIE 8PHÉRIQUB.
droite de Sirius Torbite de cette étoile autour de son coiiipagnoa, et a exprimé par la formule suivante la correction qu^il faut apporter à l'ascension droite de Sirius :
y = o*,i27 -h o*, ooo5o(f — 1800) H- o',i7i sin(« + 77"44')»
Tangle u est donné* par l'équation
M=: 7**,i865(/ — 1791,431) =: u — o,7994sin2£,
7^,1 865 étant le moyen mouvement de Sirius autour du centre de gravité du système.
D'après les recherches de Safford k Cambridge, les déclinaisons
' de Sirius ont aussi une variation périodique, et Ton doit, pour en
tenir compte, appliquer aux déclinaisons observées la correction
y'= -h o",56 -4-0", 0202 (/ — 1800) +i",47 sintt-h o"5i cosm,
dans laquelle u a la même signification que dans Téquation précédente (*}.
(*) A. Giarke découvrit en 1862, à Chicago, ce compagnon obscur de Sirius, à une distance de celte étoile de 8'' environ.
Consulter sur le mouvement propre de Sirius : Notices asironomiquvs de Brunnow, n® 28.
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CHAPITRE V
DÉTERMINATION DE LA POSITION DES GRANDS CERCLES FIXES DE LA SPHÈRE PAR RAPPORT A L'HORIZON D'UN LIEU.
Nous avons déjà montré (n°* 91 éi 92) comment, au moyen d^in instrument méridien parfaitement stable, on peut déterminer, par rapport à Thorizon, les positions des grands cercles fixes de la sphère céleste. En effet, si la ligne de collimation de l'instrument décrit un grand cercle vertical, il sera facile, au moyen de Tobservation des deux culminations d*une circompolaire, d^amener cette ligne de collimation à décrire le méridien, et de déterminer ainsi le plan vertical qui contient le pôle de Péquateur. On reconnaît que ce résultat est obtenu, lorsque Fintervalle de temps compris entre les deux observations est de 1 2^*"^* + Aa, Aa étant la variation de Tascension droite apparente pendant cet intervalle de la'".
L'instrument étant ainsi dans le méridien, l'observation des distances zénithales d'une étoile à ses deux culminations donnera la latitude^ car son complément est égal à la moyenne arithmétique des deux distances zénithales corrigée de la réfraction et aug*
mentée de la demi-variation — de la déclinaison apparente dans
rintervalle des observations. De plus, la détermination de Theure du passage au méridien d'une étoile dont l'ascension droite est connue, donne l'angle horaire à cet instant de Téquinoxe du printemps, ou le temps sidéral ; et si, au même instant, on fait dans un autre lieu une détermination semblable, la différence des deux temps observés sera égale à la différence des angles horaires de l'équinoxe du printemps aux deux lieux, ou à la différence de leurs longitudes géographiques. Il s'agit maintenant de connaître les méthodes qui permettent de s'assurer de la simultanéité des
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deux observations, ou au moins de déterminer la différence des époques d^observalion aux deux lieux.
Les méthodes les plus simples et les plus exactes reposent sur remploi d'un instrument des hauteurs établi d*une façon stable dans le méridien; mais on peut encore déterminer la position du zénith par rapport au pôle et celle de Téquinoxe du printemps, en observant hors du méridien les coordonnées rapportées à Thorîzon d'étoiles connues; cette marche donne lieu à un grand nombre de procédés qui permettent aux voyageurs et aux marins de faire ces déterminations avec plus ou moins d'avantages, suivant les circonstances, et qu'on peut d'ailleurs suivre toutes les fois que l'on manque des moyens nécessaires à l'emploi des méthodes indiquées précédemment.
Pour exprimer les relations qui existent entre la hauteur et l'azimut d'une étoile, son ascension droite et sa déclinaison, le temps sidéral et la latitude du lieu d'observation, nous avons trouvé les formules suivantes :
sinA = sin^sin^ + cosçcos5.cos (0 — a),
coseptanc;^
cotA = : — ^ -h sinocot (0 — a).
sin(0 — a) ^ ^
Ces équations montrent que, par l'observation de la hauteur ou de l'azimut d'une étoile Connue, on peut déterminer le temps si lu latitude est connue, ou la latitude si le temps est connu. Par conséquent, on aura la latitude et le temps sidéral en conibi* nant deux observations de hauteur ou d'azimut de la même étoile, ou bien les observations de deux étoiles connues.
On devra, dans toutes ces déterminations, corriger les observations de la réfraction et de la parallaxe diurne (si l'astre observé n'est pas une étoile fixe), et, dans le calcul, employer les positions apparentes. L'instrument dont on se sert pour ces observations est un altazimut installé de telle sorte que la ligne de collimation de la lunette décrive un cercle vertical pendant le mouvement de rotation. (F'oir n° 12 du second volume.) On peut aussi, dans le cas où Ton n'observe que les hauteurs, se servir d'un instrument de réflexion avec lequel on mesure l'angle compris entre l'étoile et son image donnée par un horizon artificiel,
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c'est-à-dire le double de sa hauteur. Dans le cas où Ton emploie un altazimut, on peut, comme avec un instrument méridien, déterminer le point zénithal du cercle au moyen d^in horizon arti6ciel, ou bien encore observer Tétoile dans une première position de l'instrument , et recommencer l'observation après avoir fait tourner celui-ci de 180" autour d'un axe vertical.
Soient Ç et Xi les lectures faites aux deux époques 8 et e', -r-
et -— les dérivées de la distance zénithale (n® 53) correspondantes
0 + d' à répoque 0«= -^ » Z la lecture correspondante au zénith ;
nous aurons, pour les lectures réduites ii la moyenne des temps, en supposant que dans li première position du cercle les lectures croissent dans le même sens que les distances zénithales, •
La distance zénithale correspondante* à la moyenne des temps a donc pour valeur
Si l'étoile a été observée directement et par réflexion, le premier membre de la seconde équation doit s'écrire 180" — «, -h Z, en conservant la même convention pour le sens dans lequel croissent les lectures, et cette seconde équation devient
(*) Nous supposons ici quo c^est le même point du cercle qui correspond au zénith dans les deux positions de rinsiruinent. Pour s^en assurer, on adapte au cercle un niveau dont la bulle se déplace quand une ligne fixe du cercle change d^inclinaison par rapport à la verticale. Ce niveau indique donc la vaiiaiion du point zénithal et donne en même temps lu moyen de la mesurer. ( Yoir n^ 13 du second^volume.)
Pour observer avec cet instrument l^asimut d'un astre, il faut encore déterminer le point du cercle horizontal qui correspond au méridien ou le zéro des azimuts; nous donnerons plus tard les méthodes qui permettent d*effectuer cette détermination, et supposerons actuellement que ce point est connu. Soient Lq et L les lectures du cercle qui correspondent au méridien et à l'azimut A, on aura
suivant que les lectures croissent ou décroissent dans le sens des azimuts.
I. — DÉTERMINATION DU MÉRIDIEN OU d'uN AZIMUT ARSOLU
103. Méthode des plus grandes hauteurs. '■ — La méthode la plus simple pour trouver la direction du méridien est fondée sur l'observation de l'instant où un astre atteint sa plus grande hauteur au-dessus de l'horizon; avec un instrument des hauteurs on observe le Soleil, par exemple, et on admet que cet astre est dans le méridien aussitôt que sa hauteur cesse de varier. Cette méthode est employée en mer pour trouver approximativement l'instant du midi vrai; elle est nécessairement très-incertaine, car au méridien la hauteur de l'astre atteint son maximum, et, par suite, n'éprouve que de petites variations avant et après la culmination.
Méthode des digressions de la Polaire, — Une antre méthode repose sur l'observation des plus grandes digressions. Nous avons vu (n« 55) que l'angle horaire de plus grande digression d'une circompolaire était donné par l'équation
tang© t sin(^ — ©)
tang^ ^ 2 sin((y+?)
et qu'à cette époque le mouvement de l'étoile était perpendiculaire à l'horizon; le mouvement en azimut est donc nul, puisque le cercle vertical est tangent au parallèle de l'étoile. Or si, avec un instrument azimutal dont la ligne de collimation décrit un
cercle vertical, on veut suivre une semblable étoile, il faudra en général, pour conserver Tétoile sous la croisée des fils du réticule, déplacer la lunette sur son cercle vertical et faire tourner celui-ci par rapport au cercle azimutal, tandis qu^à Tépoque de la plus grande digression il suffira d^un déplacement vertical de la lunette. Aussitôt que ce résultat est atteint, on lit sur le cercle azimutal la position de Tinstrument, puis on recommence la même opération de l'antre côté du méridien, et si a et' ^i'* désignent les deux lectures, donnera le point du cercle qui correspond au mé-
ridien, il convient, pour appliquer cette méthode, de choisir Tétoile polaire à cause de son éclat, et aussi parce qu'en raison de la lenteur de son mouvement «elle reste plus longtemps à sa plus grande digression.
Méthode des hauteurs correspondantes. — A des angles horaires égaux de part et d'autre du méridien correspondent aussi des hauteurs égales; il en résulte que si, à des époques différentes, on a observé une étoile à la même hauteur, on a, par là même, déterminé deux cercles verticaux également distants du méridien. Ainsi, après avoir fait coïncider l'image d'une étoile avec la croisée des fils du réticule d'un instrument azimutal et lu la position correspondante du cercle azimutal, on attendra qu'après sa culminatioh Tétoile vienne encore coïncider avec la croisée des fils de la lunette dont la hauteur n'a pas varié; on fera de nouveau la lecture sur le cercle azimutal, et la moyenne arithmétique des deux lectures donnera le point du cercle qui correspond au méridien.
Si, dans ces observations, on emploie le Soleil dont la déclî*naison varie dans l'intervalle des deux observations, il faudra faire subir une petite correction à la direction trouvée pour le méri* dien. En effet, différentions Téquation
sin.^ = sin f si n A — cos ^ cos h cos A
en n'y considérant comme variables que A et ^, nous aurons
cosSdS dâ
dk =
cosf cos/< sinA cos^sm^
Ainsi A^ désignant la variation de la déclinaison pendant Tintervalle des deux observations, et les divisions croissant dans le même sens qne les azimuts, il faudra de la moyenne arithmétique des lectures retrancher la quanlité
A^cosd A^
3 cos (f cos /< sin A 2 cos 7 sin t
Méthode des culminât ions d* une circompolaire, — La quatrième méthode est identique avec celle qui a été donnée au n** 91 pour Tinstallation exacte d*un instrument méridien. On observe les époques où une circompolaire a le même azimut au-dessus et audessous du pôle; le plan dans lequel se meut Tinstrument coïncidera avec le méridien si Tintervarlle compris entre les deux observations est égala i2**'"*^* -f- Aa, Âa étant la variation de Tascension droite apparente pendant Fintervalle des observations. Si cette condition n'est pas réalisée, on trouvera la valeur de Tazimut delà manière suivante. L'azimut étant compté à partir du point nord, et non plus du point sud, la première observation donne
cos A sin A = cos ^ sin/,
cos/< cos A = sin 9 cos^ — cos $ sin y cos t ,
et la seconde, faite au-dessous du pôle,
cos // sin A == cos ^ sin /' ,
cos/i' cos A = sin^ cos^ — cos^siuf cos/';
ajoutons la première et la troisième de ces équations, retranchons la seconde de la quatrième, et divisons les résultats membre à membre, nous aurons
• // ., langV(/' -f- A')tangMA — //')
tang A = cot I (/' — /) — ^-^ 1 2_1J .
sin^
Si /'— / diffère peu de ï9>»***, qo**— y (/'— /), et par suite A, sera un petit angle, et comme | [h 4- /*') et y [h — A') sont alors presque égaux respectivement à ^etgo" — ^, Téquaiion précédente peut s'écrire
COS tf tang a
104-. Détermination de la direction du méridien ou de V azimut d'un astre quand on connaît le temps et la latitude du lieu, — Ces méthodes ne supposent pas que le temps et la latitude du lieu soient connues, ou du moins n'en exigent qu'une connaissance approchée. Mais si l'on possède leurs valeurs exactes, chaque observation faite avec un cercle azi mutai permet de trouver le point méridien du cercle; il suffit de comparer la lecture du cercle avec Tazimut déduit des équations
!cos A sin A = + cos $ sin t.
cos h cos A = — sin ^ cos (^ 4- sin «p cos^ cosr.
Si l'on fait une série d'observations de ce genre, il n'est pas nécessaire de calculer ainsi l'azimut correspondant à chaque observation, maison peut opérer plus brièvement. Soient e, ©', ô",... les époques des n observations, 0o l<-'ur moyenne arithmétique, Ao l'azimut correspondant à Tépoque f)o; on a
dK d^A
et, puisque
on obtient, en ajoutant toutes ces équations,
A-l-A'4-A''+... I </»A , n un dt^ ^
22Sin'f(0— -0o).
n n dt^
On a remplacé les quantités ^ {& — 0«)' par les quantités 2sin'y(0 — ea\ qui en diffèrent très^peu. On trouve dans tous les Recueils de Tables astronomiques, dans celui de Warnstorff par exemple, des Tables commodes qui donnent, avec l'argii-
ment r exprimé en temps, la valeur de 2 sin'- exprimée en secondes d'arc. D'après le n° 53, on a encore
fl?2A coscpsinA
de cos^* //
(cos//„sin(î -I- 2COS(j)COsAo).
Par conséquent, si à la moyenne arithméticjue de toutes 'les lectures on ajoute la quantité
cos^sinA, / .^ , 2:2sin4(0 — 0o)
—. (cos//oSinfj H- 2COS5P cosAo) — -.
cos^ //o ' ' n
on obtient une valeur A, que Ton devra comparer à l'azimut donné par les formules (^), pour Fépoque /=:€)„ — a.
La différentiation des équations («), ou la dernière des équations différentielles du n° 36, donne
cos^cos/? , . A , s»"/^ ,^
dk — --^ ^/f -- tancj/i smA^çH ^ d§.
cos/i cos/i
relation d'où il résulte que les meilleures déterminations du méridien, faites d'après cette méthode, seront données par l'observation de la Polaire à l'époque de sa plus grande digression, car alors p est égal à 90", et sauf pour les fortes latitudes A est voisin de 180"; de telle sorte qu'une erreur commise sur la valeur du temps n'aura aucune influence sur l'azimut obtenu, et qu'une erreur commise sur la latitude aura sur celte même quantiré une influence très-faible; le point méridien du cercle sera donc obtenu ainsi avec une grande exactitude.
Ce point ime fois déterminé, la différence des deux lectures qui sur le cercle correspondent à ce point et à un objet quelt;onqne céleste ou terrestre donnera immédiatement l'azimut de cet objel(*).
(") Pour les objets tcrrcslres , et dans le cas où ïa liinctle est- fixée à Pexlrémitê d'un ax«', il faut faire subir à celle dvfTcrence unopcllle correction. (Voir lo n'''i2 dii second volume.)
AZIMUT d'un objet TERRESTRE. SSg
105. Détermination de Vazimut d'un objet terrestre par l'ob-» servation de sa distance h un astre» — On peut encore, mais avec moins crexactilude il est vrai, et à la condition de connaître le temps et la latitude, déterminer Tazimut d'un objet terrestre de la façiin suivante : au moyen d*un instrument de réflexion on mesure sa distance à un astre quelconque, et en même temps on observe sa hauteur au-dessus de F horizon.
En effet, la connaissance de Tangle horaire de Tétoile à Tépoque de Tobservation de la distance permet, comme nous Tavons vu au n" 35, d^obtenir la hauteur h et Tazimut a de l'astre; et, de plus, le triangle formé par le zénith et les positions apparentes de l'astre et de l'objrt, donne l'équalion
[a) cosA = sin// sinH -h cosA cosH cos(rt — A),
où H et A représentent la hauteur et l'azimut de l'objet, et A là distance observée (*). On trouve ensuite a — A par la formule
, , , , , , cosA — sin/i sin H
I -I- cos {a — A ) i
cos/t cos H
et
; . . cos ( H — // ) — cos A
^ I — cos [n -- k) =L —
cos/t cos H
d'où
^^ sin j A— H-h// sin j H-/;-f-A ^ '\ [ cos-^(A4-H-h//;cos|(H -+-/< — A)
(*) Dans cette formule A ne représente pas réellement la hauteur calculée, ntaift cctle hauteur à laquelle on a ajouté la réfraction, el doni on a retranché la parallaxe si Pastrc est le Soleil. De môme H représente la hauteur obscrvée atrccléc de la réfraction; de la sorte ces quantités A et'H peuvent ontrer dan$ le» formules en mâmu temps que la distance mesurée A,
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OU
., ., sin(S— H)sin(S— A)
^ ^ ® ' ^ ' ^osScos(S — A)
en posant ,
Si Tobjel est à Thorizon, H = o, et on a simplement
tang4(/i — A) = tang j( A + ^) langi(A — h),
La différenliation de Téquation («), faite en y considérant a— A et A comme variables, donne
dia — k)= „ . , -7 <^A,
^ cos/icosUsin (â — A)
et, d'après le n° 36,
cos^cos/? ,
da = — ^ dt.
cos/t
Cette équation montre que, pour dinùnuer Pinfluence que peut avoir sur A une erreur commise dans l'observation du temps et dans la mesure de la distance, il faut prendre l'astre au voisinage de l'horizon, car s^il était près du zénith le dénominateur cosh serait très-petit.
REMARQUE. — Quand, à deux époques différentes, on a mesuré la distance d'un astre à un objet terrestre, il est facile de calculer l'angle horaire et la déclinaison de cet objet, et, par suite aussi, son azimut et sa hauteur.
Soient, en effet, T et D, / et ^ l'angle horaire et la déclinaison de l'objet et de l'astre, et "k le temps écoulé entre les deux observations (dans le cas du Soleil \ doit être exprimé en temps vrai); les deux triangles formés par le pôle, l'objet et les deux positions de l'astre donneront les relations
cos A = sin ^ sin D -h cos^ cos D cos {i — T) , cosA'=sin^sinD -t- cos^cosDcos (/ — T -f- >).
Au moyen d'une méthode de calcul que nous donnerons au n** 116, on déduira D et / — T de ces deux équations; ces ▼«-
leurs obtenues, on calculera Tangle horaire t de Tastre pour l'époque de la première observation, ce qui fera connaître T, puis, avec T <?t D, on aura facilement A et H {voir n° 35).
SEULE OBSERVATION DE HAUTEUR
106. Détermination du temps par Vohsen*ation de la hauteur d'une étoile. — L'observation de ia hauteur d'une étoile connue, en un lieu dont la latitude est connue, donne immédiatement l'angle horaire au moyen de l'équation
smh — sin^sin^
cos/
COS(p cos^
Le procédé dont nous nous sommes servis dans le numéro précédent peut encore être employé pour rendre cette équation calculable par logarithmes*, en introduisant les distances zénithales au lieu des hauteurs, et posant
on obtiendra
,, sin(S — <p)sin(S — 5)
(^) ^"°g'^^- casScIs(S-.) '
comme cette équation ne détermine pas le signe de /, il faut savoir de quel côté du méridien l'observation a été faite et prendre t positif ou négatif, suivant qu'elle a eu lieu à l'ouest ou à Test.
Si a est l'ascension droite de l'astre observé, le temps sidéral 6 de l'observation est toujours égal à / + a; dans le cas où l'on a observé le Soleil, Tangle horaire calculé représente le temps so« laire vrai.
EXEMPLE. — Le 29 octobre 1822, le D*" Westphal a observé, à Abutidsch, en Egypte, pour hauteur du bord inféjrieur du Soleil,'
au moment où le chronomètre marquait 20^ 16*" 20". Quel était le temps correspondant? On doit d'abord corriger cette hauteur de
la réfraction et de la parallaxe; mais, puisque les instruments météorologiques n*ont pas été observés, on ne peut se servir que de la réfraction moyenne, dont la valeur, donnée par les Tables, est i'26'^,4. On la retranchera de la hauteur observée, on y ajoutera la parallaxe de hauteur 6^,9 et le demi«diamèlre da Soleil 16' 8'', 7, et on aura, pour la hauteur réduite du centre de cet astre,
La latitude d'Abutidsch est 3.7'*5'o'', et la déclinaison du Soleil était ce jour-là
â=-- i3»38'ii",i; le calcul est donc le suivant :
séc S
sin(S — ^)...
sin^S — y). . .
séc (S — z). . .
tang^ï^
tangjf
Le temps solaire vrai à Tinstant de Tobservation était donc égal à 2i^2i"i4'>99 ^t, puisque Péq^uation du temps était — 16" 8*, 7, on avait pour le temps moyen 2i'»5°'6*,2-. Le chronomètre retardait donc de 48" 4^*»^ s"** '® temps moyen; en d'autres termes, il fallait, pour avoir le temps moyen, ajouter
48"* 4^% ^ ^ ^'^^^""'^ H"'^^ marquait.
Remarque L — La déclinaison du Soleil et l'équation du temps, varient à chaque instant; il faudrait donc, en toute rigueur, con? naître déjà le temps pour pouvoir employer dans le calcul de t
la déclinaison et Téquation du temps qui correspondent réellement à rinstnnt de l'observation; mais, dans la pratique, on prendra d'abord une valeur approchée de la déclinaison du Soleil, qui permettra une' détermination approchée du temps; à Tai^e des Éphémérides et par interpolation, on obtiendra une nouvelle valeur de la déclinaison plus approchée que la première, avec laquelle on recommencera le calcul.
Remarque II. — Le nombre qu'il faut ajouter à Theure donnée par la pendule à un instant, pour obtenir Theure exacte au même instant, s'appelle V état de la pendule. L'état est positif ou négatif, suivant que la pendule est en relard ou en avance sur le temps exact. Si la pendule était parfaitement réglée, Tétat serait le même à deux époques différentes i et t -{- & : en d'autres termes, l'heure donnée par la pendule au temps /-t-0, augmentée de l'état au temps t, serait égale à l'heure exacte. Mais, pour avoir cette dernière, il faut en général à l'heure corrigée comme nous venons de le dire, ajouter encore un nouveau nombre qui représente la quantité dont la pendule a marché par rapport au temps exact, et qu'on appelle la marche de la pendule. Elle est égale à la différence des états à ces deux époques, différence qu'il faut affecter du signe -4si la pendule retarde, et du signe — si elle avance. Pendant un court intervalle de temps, on pourra d'ailleurs supposer que cette marche varie d'une manière uniforme; ainsi, si deux observations sont distantes de 24^ — tf et si A« est la marche de la pendule pendant cet intervalle, la marche en 1^^ sera donnée par
l'expression
2^ lu Su
Equations différentielles relatives au problème précédent, — Fin différcntiant l'équation primitive
sin/i = sin-j) sin^ -h cos^ cos^ cos/, on obtient, comme on l'a vu au n° 36,
dh = — cosArf<p — cos<î sin/7 dt^
d'où
dt= ^-^-rdh î -do,
cosipsinA coscptangA
puisque
cos ^ sin /7 = cos (|p siu A .
Les coefficients de dh et de di^ seront d'autant plus petits que la valeur de A se rapprochera davantage de ±90°. Dans ce cas limite, la valeur de la tangente est infinie, et par conséquent une erreur commise sur la latitude n*a aucune influence sur la détermination du temps. De plus, sin A étant alors maximum, le coefficient àedh est minimum, et, par suite, une erreur commise sur la hauteur aura sur la détermination du temps la plus petite influence possible. Ainsi, pour déterminer le temps par des observations de hauteurs, il sera toujours bon de les faire aussi près que possible du premier vertical.
Puisque le coefficient de dh peut encore être exprimé par
r— : — » on voit que, pour déterminer le temps par des
cososin/?
observations de hauteurs, on devra se garder de prendre des étoiles dont la déclinaison soit grande, et qu'il y aura tout avantage à observer des étoiles équatoriales.
Calculons les valeurs numériques des dérivées dans Tcxemple précédent; tout d*abord la formule
cos^sinf
smA = ; —
cos A
donne
nous en concluons
diz= -h i ,5oi3 dh -h o ,9966 d<f , ou, en exprimant dt en secondes de temps,
dt = '-f- 0,1001 dh -+- 0,0664^/7-
Ainsi une erreur d'une seconde d^arc commise sur la hauteur donne une erreur de o', 10 sur le temps; la même erreur commise sur la latitude ne produit sur le temps qu'aune erreur de oSoy.
L'équation différentielle montre encore que la détermination du temps par Tobservation des hauteurs devient de plus en plus incertaine à mesure que cos^ diminue, c'est-à-dire à mesure que la latitude augmente. Près du pôle, celle méthode serait tout à fait inapplicable. '
107. Méthode de calcul dans le cas oit Von a observé plusieurs hauteurs d* une même étoile [*), — Si Ton a observé successivement plusieurs hauteurs ou plusieurs distances zénithales, il n'est pas nécessaire de calculer l'état de la pendule pour chaque observation, à moins que l'on ne veuille s'assurer de la concordance des diverses observations j mais on peut, pour obtenir cet état, employer la moyenne de toutes les distances zénithales observées. Comme les distances zénithales ne croissent point proportionnellement au temps^ il faut à leur moyenne arithmétique appliquer une correction (comme on l'a fait au n" 104 pour les azimuts), afin d'obtenir ensuite, à l'aide de cette distance zénithale corrigée, l'angle horaire correspondant à la moyenne arithmétique des temps; ou, plus simplement, appliquer une correction à l'angle horaire calculé à l'aide de la moyenne arithmétique des dislances zénithales, pour le faire correspondre à la moyenne arithmétique des temps.
Soient T, t', x^\ ... les temps des n observations, T leur moyenne arithmétique, et Z la distance zénithale correspondante ;
on n
..:Z-.f,;.-T)-..^(.-Tr.
OÙ t est l'angle horaire correspondant au temps T; comme
T — T + t' — T + r" — TH-...=:o,
{*) Cette méthode, due à Soldneb, Jahrbuch de Berlin pour i8i8, a été souvent appliquée par Pcissant, Nouvelle description géométrique de la France, vol. I, p. 96 et suiv.
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on obtient, en ajoutant les cqualions précédentes ,
n 'fit' n
__ z-f-z'-hz"-!-. . . r/^Z 2 2sin'-^yT — T) n dt'^ n
fi- 7 En remplaçant ■— - par Tcxpression trouvée au n® 53, on obtient enfin
_ z -f- z'-h z'' + . . . cos(?co$o . 2 2 sin2-5^{T-— ï)
Z = . „ cos A cos/> •
n > smZ . n
Avec celte moyenne arithmétique des distances zénithales corrigée, on calculera l'angle horaire, et par suite le temps qui, comparé au temps T, donne Tétat de la pendule. Si, au contraire, on a calculé Tangle horaire avec la moyenne arithmétique des distances zénithales non corrigée, on ajoutera à Tangle horaire trouvé la correction
r/r cos^cos® , 22sin'|(T-~T)
: ♦ ., cos A cos/? -^
dz sinZ n
valeur qui, si on l'exprime en secondes de temps, et si Ton y
remplace — par sa valeur (n** 53 ), deviendra
, . cospcosA 2 2sin'j(T — T)
losin/ n
Actp étant donnés piar les formules
. . sin / ' . sin ^
sinA = -7— ;- coso, sin /? = -:—- cos (p. smZ sinZ •
Ces équations ne déterminent ni le signe de cos A, ni celui de cos/?; mais les considérations suivantes permettent de décider facilement quel est le signe de la correction [a).
Si l'on compte les angles horaires non plus à la façon habituelle, mais de &* à i8o^ de chaque côté du méridien , il faut toujours ajouter la correction ù la valeur absolue de t; celte correction est d'ailleurs de signe contraire à celui du produit cosA cos/7. Or on a
sin f ( 1
s«no\ . ^/sin« cos z —. — 1 sm 0 ( - — î — cos z sm^/ \sin
cosp = H- ]S = ' ; ^: ï
sm z cos o sm z cos o
[ sinJ\ . -./coszsin©
sm» C0S3 : — smol — . ^ — i
_,._ ^\ smy/_ \ sm^
roSA=: : = -; ,
smzcosf smscosf
par conséquent, si ^<C?> cos/? est toujours > o, et on a
^ sin^ cos A 2> o, SI cosz ^ -: — »
smy
cos A <: o, si cosz << -: — ;
smy
si, au contraire, ^> y, cos A est toujours <[ o, et on a
. ^ sin ?
cos/? <r o, -SI cosz "> -: — Jtï
^ sma
COS/?">0, SI COSZ<r-r— i-
'^ -^ sm ^
Ainsi, Ton cherchera la valeur de la fraction
-T— SI <p>^, ou -T-j SI ^<(î,
smy smo
et les deux cosinus auront le même signe, et par suite la correction [a) sera négative, lorsque cosz sera plus grand que cette fraction; ils auront au contraire des signes différents, et la correction sera positive, lorsque cosz sera moindre que cette fraction. Pour les étoiles de déclinaison australe, cos A et cosp sont toujours positifs; la correction est donc toujours négative. (Voir Warnstor/f'sHùlfstafelny p. 122.)
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ËXEMPLt. — Le 29 octobre (voir n° 106), le D** Wesiphal a observé non-seulement une distance zénithale du Soleil, mais les huit distances zénithales suivantes :
Vraie distance
Temps
, zénithale
du chronoroètro.
du ceolre du Soleil.
•jsin«KT-T).
L*angle iioraire qui correspond à la moyenne arithmétique des distances zénithales 55°2'j'5o", 2 et à la déclinaison du Soleil
— i3°38'i4",7, est égal à — 2'»35°> i3S 18, valeur qu'il faut corriger. Or on a
log sin/? = 1 ,83079, log^in A = r ,86881 ;
et comme la déclinaison est australe, la correction a pour valeur
— 8", 32 ou — o%55.
Avec l'angle horaire corrigé — 2^35" 12% 63, on obtient pour valeur du temps moyen 21^8'" 38% 70; rétat de la pendule était donc +48'" 46*, 8.
108. Détermination de la latitude à l'aide d*une seule observation de hauteur. — Une seule observation de la hauteur dVne étoile^ faite dans un lieu où le temps est connu, permet de calculer la latitude du lieu d'observation. En effet, revenons à l'équation
\a) sin// = sin^ sin^ + cosf cos^cosf,
et posons
MsinN = sin^,
M cosN = cos^ cosf ,
nous trouvons
sin^ = Mcos(f — N),
et par suite
M sino
Il y «1 ici ambiguïté, pnistjue <p — N n'est déterminé que |>ar son cosinus; mais il est toujours facile de lever la difficulté par des considérations géométriques. En effet (fig* 8), abaisscms
Fig. 8.
du lieu S de Téloile une perpendiculaire SQ sur le méridien, nous voyons aisément que N = 90" — PQ, qu'ainsi, N représente la distance du point Q à Téquateur, d'où ZQ = ^ — N, et que, d'un autre côté, M est le. cosinus de Parc SQ. Il faut donc prendre (p — N ou N — ^ pour valeur de Tangle donné par la formule (B), suivant que SQ rencontre le méridien au sud ou au nord du zénith, c'est-à-dire suivant que l'astre observé est au sud ou au nord du premier vertical.
Si l'on a observé la hauteur méridienne de l'étoile, on obtient f à l'aide de l'équation simple
où l'on prend le signe supérieur ou le signe inférieur, suivant que l'étoile passe au méridien au sud ou au nord du zénith. Pouri une culmination inférieure, ré<]uation deviendrait I
z=i iSo*» — ^ — z.
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Exemple. — -'Le 19 octobre 1822, à Bénisuef en Egypte, le D'" Weslphal observant la hauteur du centre du Soleil à 23^ i" 10* de temps moyen, Ta trouvée égale à 49° 1 7' 22", 8 ; à cette époque,, la déclinaison du Soleil était — 10° 12/ 16'', i, et Téquation du temps — iS^oSo; l'angle horaire du Soleil avait donc pour valeur
23'> 16™ 10» = — io«57' 3o",o.
On a donc
tang^... 1,2552942/1 sinN...t... i,256io63/i cos t,. .. 1 , 992 0078 sin (î 1 , 248 3695// •
tangN . . 1 , 263 2864» M o, 007 7368
JN'=:— io"23'23",67 sin// 7,8796788
cos (y — N ) . 1,871 94*^0
Équations différtrUiellcs, — Pour estimer Tinfluence que peut . avoir sur ç une erreur commise dans la détertnination de h et de /, différentions Téquation {«), il viendra, diaprés le n" 36,
rf(p = — sécAd/i — cosytangAc^^
Les coefficients contenus dans cette formule auront leur valeur, minimum lorsque A est égal à o" ou à 180®; dans ce cas, en effet, soc A atteint son maximum ± i ; toute erreur. commise sur, la hauteur produira alors sur la latitude une erreur.égale en valeur absolue; et, puisque tanjjA est nulle, les erreurs commises, sur le temps seront sans influence sur la détermination de la latitude. Par conséquent, les observations les plus favorables à Tappliçation de cette méthode seront celles qui auropt été faites le plus, près possible du méridien.
Dans l'exemple précédent, A ==: — i6**4o'> ' ? o^ï a donc
ou * en exprimant //; en secondes de temps,
drf = — I ,o44^/' H- 3,924^'.
Si Ton a observé plusieurs hauteurs, la hauteur correspondante à la moyenne arithmétique des temps est, comme nous l'avons vu au n° 107, donnée par la formule
// -+-/i'-f-//'-f-. . . cos^costp , 2!ïsîn'^(T — T)
H := ! -— î- cosA cosy^ — -*
Il cosH n
109. Détermination de la latitude par les hauteurs circummé» ridiennes, — Si Tobservation de la hauteur a été faite le plus près possible du méridien, on peut déterminer la latitude en €uivant une marche plus commode que la précédente. Eh effet, les hauteurs des étoiles atteignent leur maximum au méridien, et paf conséquent, au voisinage de celui-ci, elles varient très-lentementj il suffira donc, pour déduire la hauteur méridienne d'une hauteur observée près du méridien, d'ajouter à celle-ci une correction toujours petite, et dont le calcul par logarithmes n'exigera
qu'un petit nombre de décimales. A l'aide de la hauteur méridienne et de la déclinaison de l'étoile, op trouvera immédiatement la latitude. Ce procédé de détermination de la latitude est connu sous le nom de Méthode des hauteurs circumméridicnnes , Formule de Delambrc, — L'équation
cos z = sin <j> sin ^ -^- cos (j) cos^ cos/ |)eut s'écrire
cosz = cos (y — ^j — 2 cosflp coS(î sin^ j^,
ou, d'après la formule [ 19) du n° 11,
cos 9 cos S . ^, 2 cos- cp cos' S , ' n • . I
z = ff^e-^-r—^ — -sw'^t __Jl__cot <p--(îjsm4^
^ sin(<p — (î^ * sm^(<p — ^j ^
vOU
(A) tf = z-^S— b .usinât ^ b^col{<f — 5).2sin'|^
... , , . . , COScpCOS^
en désignant par 0 la quantité -: — ^*
Au moyen de cette formule, due à Delambre, la réduction au méridien se fera de la manière suivante. On calculera (p — $ ei b avec une valeur approchée de ^, et l'on prendra dans des Tables
ayanl pour argument t les valeurs de asin'y^ et de 2sin*yr; de cette façon, le calcul de la latitude sera très-simple. On irouve ces Tables dans le recueil de Warnstorff, où, pour plus de commodité, on a donné aussi 1/es logarithmes de ces grandeurs. Si la valeur trouvée pour ^ diffère beaucoup de la valeur adoptée, il faudra recommencer le calcul avec cette nouvelle valeur, et alors il suffira presque toujours de calculer le premier terme de la formule précédente.
Pour les étoiles qui passent au méridien près du zénith, cette méthode ne peut être employée; car, en raison du petit diviseur tf — ^, la quantité b acquiert alors une très-grande valeur, et par conséquent une erreur commise sur la valeur de t prend une influence considérable.
Exemple. — Le D*" Westphal a trouvé au Caire le 3 octobre
1822, à o*»2"2*, 7, temps moyen, pour distance zénithale du
centre du Soleil,
La déclinaison du Soleil était
— 3"48'5r',2, réquation du temps
et, par conséquent, Tangle horaire du Soleil
Or on trouve dans les Tables :
log2 sin^Y^ = 2,5i I o5, log 2 sin*yr= 1,4060.
Prenons 9 = 3o® 4'» no"s avons log ^ = o, rgo 06, et les deux
termes de la correction sont — 8' 22", 47 et -f- o*',9i.
Ainsi
Correction... = — o» 8'2i",56 •
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Une variation de i' sur la valeur adoptée pour f donne dans ce cas une variation de o^, 3o sur la latitude calculée, de telle sorte que la valeur vraie obtenue en recommençant le calcul est
La formule (A) convient au cas où Téloile passe au méridien au sud du zénith; mais si la déclinaison de Tétoile est plus grande que la latitude, c*est-à-dire si Tétoile passe au méridien entre le zénith et le pôle, il faudra remplacer (f — ^ par $ — f, et on
aura
COScpCOS^ ''. ,. cos'çcos*^ ,^ . . ,, ^ sjn(o — y) sm*(tf — y) ^ ^' ^
Enfin si Tétoile est voisine de sa culmination inférieure, on à, en comptant t à partir de Tinstant de cette culmination,
cos z = cos ( 1 80° — ç — ^) -H 2 cos (f cos S sin* 1 1
et, par conséquent,
rt - cos 9 cos $ ... * = 180° — ^— z : — r- 2sin' W
^ sin(y-i-^) ^
cos' 9 cos* s , . , ...
Pour déterminer ainsi la latitude d'un lieu, il faudra dans la pratique ne pas se contenter d*observer une seule dislance zénithale au voisinage du méridien, mais en observer successivement un grand nombre, afin d'obtenir par leur moyenne un résultat plus exact. On cherchera pour chaque valeur de t les valeurs de asin'^^ et de ssin^yf; on multipliera leur moyenne par les facteurs constants, on ajoutera ensuite la correction ainsi tronvée à la moyenne arithmétique des distances observées (*).
Méthode des approximations successwes, — La réduction au méridien peut encore être efiectuée d\ine autre manière. De Téquation
cos z — cos (y — ^) = — 2 cos y cos ^ sin* y /,
(*) Dann I0 cas où Ton a observé le Soleil, on doit tenir compte de In varUtion de la déclinaison. {Voir le n<> 110.)
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il résulte
sin j(f — ^4-2) sin|(y — S — ^) = — ces y cos ^ sin' j r.
Posons
y — S — z= — Jr;
— X sera la réduction au méridien, et nous aurons par conséquent
. , cos^cos^ . , .
sin(y — ^-hyo:)
sin I X = -7-7 — \ , t. sm» i /,
équation qu^on peut écrire
sin~:r cosfcos^ ^ • ji* sin (^ — S)
^x sin(y — S) ' sin(f — ô-hjx)
Or (n® 10), = y^côsâ» aux termes du quatrième ordre
sma
mière valeur approchée de x^ la valeur \ tirée de l'équation
près ; remplaçons donc par yjcosa et prenons pour pre-
, X « cos® cos ^ . .
^ ^ sm (y — d)
il viendra
^ 3/ r- — « sin(y — ^) ^
^ ' sin(<p — d H- yo:)
nous résoudrons cette équation par rapport à x en remplaçant partout dans le second membre x par Ç; nous obtiendront ainsi une nouvelle valeur approchée Ç', donnée par l'équation
Dans la plupart des cas, la seconde approximation fournira une solution suffisamment exacte. Maïs, s'il n'en est pas ainsi, on calculera une nouvelle valeur de f à Faide de Ç'; puis on
déduira deTéquatioD (B) une nouvelle valeur Çi, el on aura pour valeur corrigée
sin(» — tî-f-^Ç.) Exemple. — Pour les données de FexempYe précédenr,
d'où
logÇ 2,701 1 1
log sin (f — S) 1 ,74620
log coséc (y — ^ 4- 7 ?) o, 25293
log Ç' 2 , 70024
d'où
Ç' = 8'2i",47, yz=:3oo4'2i",53.
110. Même problème en supposant variable la déclinaison de V astre observé, — Solution de Gauss, — Quand on s*est servi du Soleil pour opérer cette détermination, il faut encore tenir compte de la variation de sa déclinaison, et, dans le calcul, employer avec chaque angle horaire une déclinaison différente. Il conviendra alors d'effectuer la réduction comme il suit.
Soit D la déclinaison du Soleil à midi; on peut toujours représenter la déclinaison correspondante à un angle horaire t par l'expression D + ^ r, dans laquelle p est le mouvement horaire en déclinaison, t étant exprimé en fractions d'heure ; et comme, en général, on a
- cos<pcos^ . , ,
ff=:Z-hS—-^ -2Sin4^
^ sin(<p — d) ^
il viendra
, V ^ ft cosœcos^ ...
^ ' ^ ^ sin(y — d) ^
posons
/f% n cos<pcos5 . ,, • coso,cos^ . .,
la valeur de «p s'écrira (*)
et chaque observation du Soleil donnera une équation analogue; la valeur de x étant connue, il sera facile d'obtenir la ialitiide. Lti quant ih^ j est donnée par Téquation
_p,^,£2i?i!^[sin»'(,+r)-sin4^)i •
ou
. , sinfç — ^) t
Sin 1/ 1= — - S r- -:— ; 9
'' '^ cosycostf sm(/+ 2 rj
puisque
sin-a — sin^^i=sin(oH-Z') sin(« — b).
En remplaçant sin(r-h |j) par r, et remarquant que Theiire est Tuuité avec laquelle on mesure i, tandis qiie sinr était au contraire rapporté au rayon, on en déduira
- sin (© — d) 206265 ^ cos(|pcos<^ i5x3boo
Soit IX la variation de la déclinaison du Soleil en ({uarante-huit heures^ exprimée en secondes d'arc, on aura
et, si Ton veut avoir j en secondes de temps,
et par suite,
(B) J* = - Ygg-5 (langy - tang^),
(*) Il faudrait ajouter encore le Utrme dépendant de 3 sin* * /.
La quantité^ nVst (railleurs que l'angle horaire de plus grande hauteur pris négalivement. En effet, au n®52 nous avons trouvé, pour cet angle horaire, Texpression
fis I -. 206265
où t est exprimé en secondes de temps, et — représente la variation de la déclinaison en une seconde de temps. Mais comme la variation de la déclinaison en une seconde de temps est égale à
j^ -^ — 5 Texpression en secondes de temps de l'angle horaire de plus grande hauteur devient
(tangy-tangJ)3^^^^^g
valeur égale à j^ et de signe contraire. Il en résulte que t -\-x est ]'an|;le horaire de l'astre, compté, non plus à partir de la culmination, mais à partir de l'instant de la plus grande hauteur.
Cette interprétation dejr donne lieu à une conséquence importante. Quand on aura fait, près du méridien, plusieurs observations d'un astre dont la déclinaison est variable, il ne sera pas nécessaire d'employer, pour la réduction au méridien, la déclinaison correspondante à chaque angle horaire; mais on pourra supposer qu*à chacun d'eux correspond la déclinaison de Tinstant de la culmina tion, à la condition de compter alors les angles horaires non plus du passage au méridien, mais à partir du moment de la plus grande hauteur. On aura ainsi ramené le calcul à avoir la même simplicité que dans le cas où la déclinaison de l'astre observé est considérée comme invariable.
Exemple. — Pour l'observation faite au Caire (n** 109), on a logfi =r 3,4458 /t, D= - 3«48'38",57,
ji=i4-9»,6 et /-+-j= iS^oSg;
]c premier terme de la réduction au méridien est donc
-8'35",oo.
A cause du second terme dépendant de sin^y ^ î' ^^"^ encoie ajouter à la correction -h o'',gi, de telle sorte que l'on a pour (pla valeur
Dans le cas où Ton n'a observé qu'une seule hauteur, il est évidemment plus commode d'interpoler la déclinaison du Soleil pour répoque de l'observation ; si y au contraire^ on a fait plusieurs observations de hauteurs, la méthode de réduction qui précède est infiniment plus simple.
111. Détermination de la latitude par des observations extraméridiennes de la Polaire, — L'étoile polaire, à cause de sa proximité du pôle, ne s'écarte jamais beaucoup du méridien, aussi peut-elle, à un instant quelconque, être employée avec grand avantage pour la détermination de la latitude. Mais les séries données au n® 109 n'étant convergentes que pour de petites valeurs de l'angle horaire, la méthode de calcul que nous avons alors employée n'est plus applicable ici. Il faut dans le cas actuel suivre une autre voie, et, comme la distance polaire est toujours très* faible, il sera évidemment commode de. développer suivant les puissances de cette quantité l'expression de la correction qu'il faut apporter à la hauteur observée.
Imaginons que, par le lieu S [fig» 9) de l'étoile, on mène un
grand cercle S M perpendiculaire au méridien ; désignons par x
l'arc PM du méridien compris entre le pôle et le pied M de ce grand cercle ; de plus/ étant une petite quantité, représentons par z — X Parc ZM du méridien compris entre le zénith et le point M ; nous aurons
ff = go*» — . z H- j^ — x.
Les triangles rectangles P S M , Z S M donneron t
tangx = tang/? cos/,
cos 3 — 7 =-— -.
COSIf
En négligeant les cinquièmes puissances de tang/?, nous tirons immédiatement de la première des équations [a]
X =z tang/? cosr — { tang^/? cos'/,
d*oùy avec là même approximation^
[b) j:=:/?cosf + |/>*cos^sin'r. ' Développons la seconde des équations [a)^ nous trouvons
I--COStt
sm r = cot « 4- 2 sm' \ y cot z.
•^ cosa '-^ '
ou, en négligeant les cinquièmes puissances de u^
Viï\y=i (j«'-f-~ a*)cotz -f- asin^Y^cotz,
Mais réquation
sin« := sin/7sin/y
donne
u = psin t — j /?' sinr cos* t^
En substituant cette valeur dans l'équation précédente, et négligeant encore les termes du cinquième ordre, nous obtenons
[c) / = |;?^sin*rcol«— .^/?^sinV(4cos»/— 5sinV)cotzH-|7'cotz*
Celte formule, il est vrai, renferme encore y dans le second membre, mais le terme ^j^cotî étant petit, il suffira d'y rem-
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placer y par sa valeur calculée à l'aide du premier terme seul ; on a ainsi
. . \ <j> = 90° — z — /7cos^-|-î/?*sin^^cot« — j/y^cos^sin'^ I "*" Tt/'* sin'^ (5sin^^ — 4cos*/) cctzH- ~p^ sin*/cot*8-
Il serait excessivement incommode d*avoir à calculer cette formule pour chaque observation, aussi a-t-on construit des Tables qui en facilitent singulièrement l'emploi. Elles sont de deux espèces.*
Dans le Jahrbuch de Berlin et le Nautical AlmanaCy on trouve des Tables annuelles qui donnent seulement les premiers termes de Texpression précédente^ termes qui suffisent toujours à moins que Ton ne veuille une extrême exactitude. En négligeant la troisième et la quatrième puissance de/?, cette expression se réduit à (*)
y =: 90° — 3 — /?cos/ -h ^/^'sin^/colz.
Désignons maintenant par a^ et p^ des valeurs déterminées de l'ascension droite et de la distance polaire, de telle sorte que les valeurs apparentes a et /?, au moment de Tobservation, soient
o.=iv.^-^ t^OLy p=i p^-j- àp;
de plus, 0 étant le temps sidéral de l'observation^ posons
/o pourra être regardé comme l'angle horaire de l'étoile au même instant, et Ton aura
ff =z 90° — z — p^ cos ^0 + T A cos/o cot« sin'r, — A/? cos /, — A a /?, sin ^0 •
Dans les recueils que nous avons cités, on trouve trois Tables
C*) Le terme qui contient p* atteint son maximum pour t = 54^44'» ®^ ** taleur, en supposant ^ = 1040% est seulement o'',65. Les termes qui contiennent/»^ ont encore des valeurs moindres, à moins que 5 ne soit très* petit. Ces termes pourraient aussi d^aillenrs être facilement introduits dans les Tables, en réunissant le premier à /»oos/, et Pautre è f /^^sin'f cotir.
différentes. La première contient les valeurs du terme — p^cost^ avec Pargument 8 qui est ici la seule variable; la seconde donne les valeurs du terme — jp\ cotz sinV» avec les arguments z et 0, dont il dépend; la dernière fournit les valeurs du troisième terme dépendant de 8, Aa et A/?, les arguments sont le temps sidéral et le jour de Tannée.
Les Tables de la seconde espèce contiennent tous les termes ; elles ont été publiées par Petersen dans les ff^ar/istorff's HùlfstafelFiy p. ^3 et suiv.; elles sont construites de façon à pouvoir servir pendant tout le tem|)s que la distance polaire de rétoile restera comprise entre les limites i'*2o' et i®4o'* Petersen part d'une valeur déterminée de /?
;?,=zio3o'; la formule (A) peut alors sVcrire
ç = go? — z — — (/7oCOsr-4- \p\ cos/sin^r)
-^ cotz \^p\ sin'f 4- ~-p\ sin*r (5sinV— 4cos*0]
i ^Plsm'rcot^z, P.
et, en posant
P* 0L=: Pt cost H- 7 /?î cos^ sin'r,
y = I A ( A' — i)plcost sinV,
P = |/?î sin'f -*--^/?J sin»;(5sinV— 4cosV),
p = 7 A*/?î sin^f col'2 = ï A* p*col«2,
cette formule devient
ff ■=. go® — z — Aa — 7 H- A' p cotz 4- fi.
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D*après cela on conatruit quatre Tables; les deux premières donnent a et ^ avec l'argument /; la troisième donne la petite quantité 7 avec les deux arguments p et i; la. quatrième enfin donne avec les arguments j=: A' pcot 9 et 90*^ — z, la quantité pi qui est aussi très -petite. Ces Tables ne sont calculées que de t = o^ k t = 6^. Par conséquent; si r > 6^*, l'angle horaire doit être compté à partir de la culmination inférieure, et alors on emploie la formule
f z=: go® — z-f-Aa-f-7 + A'P cota + fi.
EXEMPLE. — Le 12 octobre 1847» ^ TObservatoire de feu le docteur Hûlsmann à Diisseldorf, on a observé la Polaire avec un petit altazimut. A i8^2i'°^^8*,8 de temps sidéri^y on a trouvé pour sa hauteur corrigée de la réfraction
h = So'^SS' 3o'',8.
D'après le Jahrbuch de Berlin la position de la Polaire était ce jour-là
par suite
et
logA= 0,0006108;
au moyen des Tables ou des formules précédentes, on obtient
a =1 iooo'%85, p = 68",28, 7 = o^oo, p = 0^^,02,
Aa=i+l6'42%26
A^pcotz=H- 1.24,33
Somme = 4-18' 6'^,6i
ainsi
,p = 5iOi3' 37^41.
112. Méthode de Gauss, — Quand on connaît déjà une valeur approchée 7, de la latitude f , et qu'on veut, avec la moyenne arithmétique d'un grand nombre de distances zénithales d*une étoile, prises longtemps avant et après la culmination, en obtenir la valeur exacte, on emploie avec avantage la méthode. suivante, due à Gauss, et qui, surtout dans le cas de la Polaire, est d^une simplicité remarquable.
Au temps sidéral 0, on a observé la distance zénithale Z| (si est la valeur corrigée de la réfraction); d*autre part, les valeurs O et fo permettent d'obtenir une valeur approchée Ç de la distance zénithale, soit avec la formule
cosÇ = sin^o eos^ + coSf« cos^ cos^,
soit avec le système équivalent
tang.r =r cos^cot^,
sin^ . . ,
cosÇ=: sin(©»-hx),
cosx
où X est encore Tare du méridien compris entre le pôle et le pied de l'arc de grand cercle abaissé de Tétoile sur le méridien.
Or on a
d'où
dX, sin(î cos {(f^-\- x)
dtf cosx sinJ;
Avec une deuxième observation de distance zénithale z\j faite au temps o', on aurait de même
tanga:'= cos/'cot^,
cosÇ'=: -, Sin((po-|- X\y
COSj:
^ d)^' %\ïï8 cos {<p. + j:')'
ûfy cosx' sinÇ'
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* Chacune des distances observées donnerait les mêmes équa-
tions, et, en calculant séparément pour chacune d^elles la quantité Ç, la correction d^ de la latitude déduite de leur ensemble serait
n \dfs^ dnf dff I
où Z désigne la moyenne arithmétique des distances zénithales
Mais Gauss procède différemment; il transforme cette équation de manière à n*avoir à effectuer que deux fois le calcul relatif à Ç; en d'autres termes, il ramène le problème à ce qu'il serait si Ton n*avait observé que deux distances zénithales, cas que nous considérerons d*abord.
Dans ce cas, représentons encore par Z la moyenne arithmétique des distances zénithales observées
nous aurons
dy d(f )
OU
si l'on pose
sin $ cos f ^0 -ti- x) COS or sm C
sin ^ cos(ç, H-j/)
cosj? sin V
A et B peuvent encore se calculer à Taide des formules
( A=:cotÇcot(ç. 4-^), I Bi=cotÇ'cot(f,-f-a:');
si Ton déduit la valeur de ~ de Tcqualion primitive
cos Ç = sin ç« sin ^ + cos ^o cos ^ cos r , on obtiendra facilement une troisième expression / fv . /. ^\ coscposin^ sin^ocos^ , , , .
Ceci posé^ représentons par 0« la moyenne arithmétique de tous les temps sidéraux, par X^ la distance.zénithalc çalctilée correspon* dante; soit en outre
nous aurons, en suivant la même marche qu^au n** 107,
ç + ç'-t-r-f-... ^ . ^=^^0 2 2sin4(e — e.)
n (it^ n
soit encore un temps T déterminé par l'équation
2sin2|T =
. . ^ 2 2sin2|(e — 0a)
les distances zénithales z et z' , correspondantes aux époques 00 — T et 0tf -+- T, auront pour expressions
d*uù
^^^ dt ^' fit' '
= Ço + ^2sinHT,
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ety pour calculer </f , on a simplement
A' et B' étant les valeurs de A et B correspondantes ii z et à z'.
En résumé, si Ton a observé plusieurs distances zénithaleSi on prend la moyenne des temps observés que l'on retranche de chacun d*eux sans prendre garde au sif;ne. Ces différences, converties en temps sidéral, donnent les quantités t pour lesquelles on trouve dans les Tables les quantités 3 sin^yr. Dans les mêmes Tables on trouve Targument T correspondant à la moyenne, arithmétique de ces quantités, et on calcule les angles horaires
puis z et z' au moyen des formules
« sin^ . , ,
tança: = cos/ col 0, cosz = sin(œo-H^)t
cos.r ' '
, / tk I sin^ . , * ,, tang or = cosr coto, cosz = ;-sin (çg-ho: ),
et Z étant la moyenne arithmétique de toutes les distances zénithales observées, on calculera d^ par la relation
OÙ A et B se déduisent des formules (^), (r) ou (e/), dans lesquelles on a remplacé d^abord Ç et Xi par z et z\
Dans Je cas de Tétoile polaire, ces formules se simplifient beaucoup. En effet, l'arc x étant toujours compris entre -h (go**— ^) et — (90° — ^), on peut, dès que la latitude est connue à quelques secondes, c'est-à-dire dès que df^ est une petite quantité, supposer,
dans le cas de la Polaire, et ^ tous deux égaux à
coso: sinÇ
l'unité. Les quantités A et B sont donc aussi égales à Tunité, et
Ton a simplement d*où
rfç = i(ç + i:')-z,
Ëx^pLE. — Le 12 octobre 1847» ^^ ^ trouvé, à TObservatoire du D' Hûlsmann, les dix distances zénithales de la Polaire :
Temps sidéral.
Distance zénithale.
2 tin* 1 T.
Réfr. 46, 5o
e,— (a-f-T) = lôï'Se^gSe^ 00
Planons maintenant
nous obtenons
^^{z'-l- z) = 39. 9.36 ,o5, |(2'-+-z)— Z= 0.0. II ,16,
et par conséquent
(p — 5IOI3'4l^I6.
(* Warnstorff's H'ùlfttafeln, p. 127 et sulv.
m. — DÉTERMINATION DU TEMPS ET DE LA LATITUDE PAR lA COMRINAISON DE PLUSIEURS HAUTEURS.
Détermination de la latitude par l'observation des deux
culini nations d'une circompolaire ^ ou par V observation de deux
étoiles situées de part et d'autre du zénith, — Supposons qu'en
un Heu dont la latitude est inconnue, on ait observé les hauteurs
de deux étoiles dont les positions sont connues. Dans les deux
écpiations
sin/< =sin^sin^ + cos^cos^ cos/,
sin A' = sin (p sin ^' -4- cosf cos^' cos /' ,
qui lient les résultats de l'observation aux coordonnées de l'étoile, il n'y a en réalité que deux inconnues; en effet,
et la position de l'étoile étant connue, ainsi que Tintervalle de temps 0' — O qui sépare les deux observations, les équations primitives ne contiennent d'autres inconnues que O et ^ . Ainsi, par l'observation de deux hauteurs on pourra toujours déterminera la fois le temps et la latitude; mais, dans certains cas particuliers, la combinaison de deux observations de hauteurs donne des méthodes d'une grande commodité pour déterminer séparément ou la latitude on le temps.
Nous avons déjà montré que la moyenne arithmétique des, hauteurs d'une même étoile à ses deux culminations successives, supérieure et inférieure, est égale à la latitude du lieu d'observation, dont la valeur est ainsi indépendante de la déclinaison de l'étoile. D'ailleurs, on peut obtenir en même temps la valeur de cette déclinaison, puisqu'elle est égale au comj)lément de la demidifférence des hauteurs observées.
On peut encore trouver la latitude par la différence des distances zénithales méridiennes de deux étoiles dont l'une a sa culminalion au sud, l'autre au nord du zénith. Si ^est la déclinaisoD de la première étoile, sa distance zénithale méridienne est
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si S' est la déclinaison de la seconde étoile, on a et, par conséquent,
114. Détermination du temps par les hauteurs correspondantes, — Correction du midi, — Deux observations d'une niéi^e étoile, faites à des hauteurs égales, donneront les deux équations
i sin/i = sinopsin^ + cosocos^cosr, f sin h = sin <j> sin $ -+- cosy cos^ cos t' ;
d*où Ton déduit tz=: — t'; les hauteurs ont donc été prises dans des cercles horaires situés de part et d^autre du méridien et à égale distance. Soient maintenant « le temps de la pendule correspondant à la pre|iiière observation, u' celui qui correspond à la seconde, ~(u-h u') est le temps du passage de l'étoile au méridien, et, puisque sa valeur doit être égale à Fascension droite connue de l'étoile, l'état de la pendule est donné par l'expression
Cette méthode de détermination du temps par les hauteurs correspondantes est la plus exacte de toutes celles où Ton emploie les hauteurs pour trouver le temps. En outre, on n'a besoin de connaître ni la latitude du lieu d'observation, ni la déclinaison de l'astre, ni la longitude du lieu ; aussi cette méthode est-elle employée pour déterminer le temps dans un lieu dont la position géographique est entièrement inconnue. Il n'est pas non plus nécessaire de connaître la hauteur elle-même; il est donc possible d'obtenir, par ce moyen, des résultats approchés, même au moyen d'instruments imparfaits, qui ne permettraient pas d'obtenir avec exactitude les hauteurs absolues. L'emploi de cette méthode exige seulement qu'on possède une bonne pendule, de marche régulière pendant l'intervalle des observations, et un instrument des hauteurs dont le cercle peut d'ailleurs n'être qu'imparfaitement gradué.
Nous avons jusqu'à présent supposé que la déclinaison de Paslre était invariable pendant l'intervalle des observations; mais, dans le cas où Ton emploie le Soleil dont la déclinaison peut varier beaucoup en quelques heures, la moyenne arithmétique des (emps des deux observations nç donnera plus le temps du passage du Soleil au méridien; si, par exemple, la déclinaison du Soleil va en croissant, Tangle horaire correspondant à une même hauteur est plus jgrand après midi qu'avant, et, par suite, la moyenne arithmétique des temps tombe un peu après le midi vrai. La moyenne des temps tombe au contraire avant midi, si la déclinaison du Soleil est décroissante. On devra donc alors appliquera la moyenne arithmétique des temps une correction dépendant de la variation de la déclinaison. Celte correction s^appelle équation des hauteurs correspondantes ou correction du midi. Pour déterminer cette correction, nous* regarderons comme connue la marche de la pendule.
Si ^ est la déclinaison du Soleil à midi, A^ la variation d€ la déclinaison entre midi et le temps de chaque observation, nous avons
sinA = sin^sin(d — A^) -f- cos^ cos((^ — A^) çosf, sinA =: sin^sin(^ + A^) -h cos<p cos(^ -f- A^)cos<'.
Soient, de plus, u et u' les temps de la pendule pour les deux observations; ^(«i -f- a') ==U est le temps qui correspondrait au passage du Soleil au méridien, si la déclinaison n'avait pas varié: c'est le midi non corrigé.
Désignons par t le demi-intervalle des deux observations, par X l'équation des hauteurs correspondantes; l'époque du midi vrai est 11 + j? = o^, et nous avons, pour valeurs absolues des angles horaires,
f =zr — a- , et ainsi
sin/i =sin(ï> sin((î — A^) -4- cos<j>cos(^ — A5) cos (tH- j-), sin/* = sinçsin (^ -f- A^) 4- coS(j> cos(<î + A(î)cos (t — j).
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De ces deux expressions de sin^, nous dcduisons réquation
suivante
o = sin y cos(î sin A ^ — cosy sin ^ sin A ^ cost cos j:
cosycos^cosA^ sin T sin X.
Mais dans le cas du Soleil, x est toujours assez p^tit pour qu'on puisse remplacer ^nx par Xy et cos.r par Tunilé. Nous aurons donc, en substituant A^ à tangA^,
oc
\ sinr tangT/
Soit n la variation de la déclinaison en quarante-huit heures, et supposons que, dans cet intervalle, la déclinaison varie proportionnellement au temps,
d'où
40 \ sinr °^ tangT /
ou, si Ton veut exprimer x en secondes de (emps,
X =z ■^-— ( : — tango» H r- tang^ ) .
720 \ sint tangT ° /
Pour faciliter le calcul de cette formule, Gauss a publié des
{*) Nous aurions pu obtenir celle équation par la différent iation de Pé-
qualion primitive qui donne sln k, en y regardant $ et t comme variables,.
et en remarquant que
dt ^
{**) Puisqu^on se sert de la vorialion de la déclinaison au moment du midi vrai, on devrait en réalilé prendre la demi-somme des variations qu^éprouve la déclinaison entre le midi du jour de Tobservation et le midi de chacun des jours qui le précèdent et le suivent immédiatement. Mais,. au lieu de cela, les Ephémérides donnent la quantité (i,
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Tables (Zach's monaitichc CorrespondenZy vol. XXIIF), ,qu'on trouve aussi dans le recueil de Warnstorff. Ces Tables, dont Tar* gument est t, donnent les quantités
720 sinx
720 tangr
et la formule a\;ec laquelle on obtient Téquation des hauteurs correspondantes est simplement
(A) xz=z — Apttangf + BfA lang^.
Équations différentielles, — Différentions les deux formules (fl) en considérant ^ comme constant, no^is aurons
dh ■=. — cos A df^ — cosç sinAr/^, dh' ^= — cos A' fl?y — cos f sin A' £^/ .
Dans ces équations, nous remplaçons dt' par dt^ car nous pouvons supposer que Terreur commise sur le temps de Tobiervationest réunie avec les erreurs de hauteur; d^autre part, puisque nous avons A = — A', il vient
dh = — cos A' </^ -f- cos y sin A' dty
dh' = — cos A'fl?y — cos ff sin A' dt, et
(b) dt:
2coS(psinA'
Cette relation montre que, pour la détermination du temps par la méthode des hauteurs correspondantes, il faut choisir des étoiles dont l'azimut soit voisin de di 90*^.
Exemple. — Le 8 octobre 1822, le D"^ Westphal a observé au Caire les hauteurs du Soleil qui suivent :
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in^
Doublo
deU hauteur du Soleil
II
2I.l3.II
2I.l5.IO
et le midi non corrigé a pour valeur
23^5o»43Soo.
On a pour le deini-ÎDtervalle de temps compris entre les deux obtervations *
l«es plus éloignées du midi 2^4^°*'^%
Les plus rapprochées du midi 2. 34 • 37 ;
nous prendrons comme valeur de r la moyenne des deux dès lors nous aurons
logT 0^4^^^^
logcosécT. . . ^ 0,19435
cMog72o... 3,14267 log.A. 3,76010
logr. .
logcotr
cMog720. . .
logB
et comme
^r= — 6**7', çir=3o''4'> logu= 3,4391 Z',
nous obtenons
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Le Soleil était donc au méridien, et il était midi Trai lorsque la pendule marquait
Mais, puisque Téquation du temps était
le Soleil passait ce jour-là au méridien, à
23^ 47" 26% 82, temps moyen,
rétat de la pendule par rapport au temps moyen était donc
D*autre part, Péquation différentielle (b) exprimée en secondes dé temps donne
dt= — 0% 048 (dh' — dh);
ainsi, 00 voit que si, au lieu d'être égales^ les deux hauteurs diffèrent entre elles de 10", il n'en résultera, sur l'état de la pendule, qu'une erreur de o*,48.
Cette formule différentielle peut encore nous servir à calculer la petite correction qui devra être ajoutée à la moyenne arithmétique des temps, si les hauteurs prises avant et après midi ne sont plus qu'approximativement égales. Désignons par h et h' les hauteurs prises avant et après midi, et posons A' — h = dh' ; la correction à appliquer à h' est — dh\ et par suite celle de U
^^' dV= -^
3ocos(]>sinA'
dh'cosh' 3ocosf cos^ sint'
Si Ton veut atteindre une très-grande exactitude,^ une correction de ce genre sera nécessaire, même lorsqu'on aura observé des hauteurs égales. Bien qu'en effet pour des hauteurs apparentes égales la réfraction moyenne ait la même valeur, il n'en sera pas ainsi de la réfraction vraie, à moins que les indications des instru-
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tnents météorologiques avant et après midi ne soient accidentellement les mêmes. Si donc p et p -h dp sont les réfractions pour les observations faites avant et après midi, la hauteur de Tastre après midi est moindre de dp que la hauteur observée avant midi ; il- faudra donc ajouter à la moyenne des temps U la correction
dl]=-'
dp cos //
3ocos<pcoS(^sin^
115. Correction du minuit. — Souvent l'état du ciel ne permet pas de prendre des hauteurs égales du Soleil avant et après midi ; mais si Ton a observé des hauteurs correspondantes dans l'aprcsmidi d^in certain jour et dans la matinée du jour suivant, il sera facile de trouver le temps qui correspond à minuit. La correction relative à la variation dé déclinaison qu'il faut apporter dans ce cas à la moyenne des temps, ou au minuit non corrigé^ pour obtenir le minuit vraiy s'appelle correction du minuit.
Soit T le demi-interValle des observations, t = 1 2** — T le complément à 12^ de ce demi-intervalle, les angles horaires de part et d'autre du méridien sont •
JC
I2^--T-f-.r=rT-|-x;
nous trouvons ainsi, comme dans le n" ll^-, la formule
_^^_/tang,_tanR*\ ^.
\ sinr tangT/
Dans ce cas,
'' (s^-ls^'^" ^^'
et par suite
1 tancTo
T \sinT ^^"'^^ tangT
tang(î
nous pourrons donc nous servir des Tables indiquées plus h«l«t.
La quantité
peut aussi être réduite en Tables dont Targu-
ment est le demi-intervalle T des observations. Le facteur numé-
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rique est désigné par / dans les Tables de Warnstorff, de sorte que la correction du minuit est
i=/fx (Atangy — Btang
Exemple. — De Zach a observé à Marseille, le 17 et le 18 sep* tembre 181 o« des hauteurs égales du Soleil. Le demi-intervalle des temps était 10^55"*; d'antne part on avait
9= -h 2»i4' 16", <p = 43« i7'5o% logf* = 3,4453/î,
nous trouvons donc
logA = 3,73o5, logB = 3,7128, log/:= i ,oo33,
fA/Atangf = — i4aS33, — fA/BUng^= -h 5,67,
et par suite, pour la correction Xy la valeur
xz= — i36',66.
Betnar^ue I, — L'équation des hauteurs correspondantes est exprimée en temps solaire "Yrai. Cependant on peut, sans quUt soit besoin d^autreeor*. rection, la considérer comme exprimée en temps moyen, et par suite rappliquer directement aux obserrations faites avec une pendule réglée lar le temps moyen ; mais lorsqu^on s^est servi d^une pendule sidérale, il faut mal-
tiplier la correction par la fraction 7-?» dont le logarithme e^t o,ooia.
Remarque II, — Si Tangle horaire r est assez petit pour qu'on puisse remplacer le sinus et la tangente par Parc, la correction du midi devient
x=:z—^ [Ungç>— tangtTj.
Mais comme les unités du numérateur et du dénominateur sont diflërentes, la première étant l'heure et la deuxième le rayon, on devra multiplier le second membre de Téqualion par ao6a65 et le diviser par j5 X 36oo, et on aura
OÙ X est la correction du midi exprimée en secondes de temps, pour r = 0. Mais dans ce cas, Tangle horaire étant nul, les deux hauteurs se réduisent à une soûle, la hauteur maximum, et x est alors la quantité qu'il faut ajouter à l'époquo de la plus grande hauteur pour obtenir celle de la culmination. Cest l'espressioit que nous avions déjà trouvée au n<> ILO dans la réduction des hauteurs ci rcu m méridien nés.
DÉTERMINATION DU TEMPS ET DE LA LATITUDE. Zjf
116. Détermination du temps et de la latitude à l'aide de deux observations de hauteur. — Dans le cas où Ton a observé les hauletirs de deux astres et où Ton connaît Tintervalle qui sépare les deux époques d*observation, on peut toujours déterminer à la fois le temps et la latitude du Heu. En effet, on a encore les deux équations
iftin h z=z sin^ sin^ + cos^ cos^ cos/, ...
sin h' = sin f sin $' -f- cos y cos ^ cos /'.
Si u et u' désignent les temps de la pendule correspondants aux
deux observations^ Âa Tétat de la pendule par rapport au temps
sidéral, on a (*)
on donne ici à A ir la même valeinr dans les deux observations , car on admet que l'ane d'elles a été corrigée de la marche de la pendule, sup|)osée connue. Ainsi, l'on connaît la quantité
«'— Il — (a' — a) = f' — / = X.
Les équations (a) ne contiennent donc que deux inconnues ^ et /, qu^on pourra dès lors déterminer. Dans ce but, on exprime les trois quantités
sin^, cosfsin/, cos ^ cos ^
en fonction de Tangle parai lactique; le triangle formé par le pôle, le zénith et l'étoile donne
sin f = sin /< sin ^ + cos A cos S cosp , (a) ^ cos/ cos y = sin // cos^ — cos/* sin $ cosp ,
sin/ cosf =^ cos/i sin p.
C^) Si Ton observe le Soleil avec une pendule de temps moyen, on a, en
désignant par ^v et w' les équations du temps aux deux époques d^obser-
valion,
t = u -+■ Aa — w f
l' = u' -h Au — «»',
d^où
À=iU* — u — (w' — tv).
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Substituant ces expressions dans la valeur de sin//, nous trouvons
sînA' = -f- (sin 9 sîn^' -i- cos^cos^' cos>) sin A
■+- (cos $ sin 5' — sin S cos d' cosX) cos^ cosp
— cos(^'sin>cosA sin/?.
MaiSy dans le triangle formé par les deux étoiles et le pôle, on a, en désignant par D la distance des deux étoiles, par s et s' les angles aux étoiles,
icosD = sin S sin S' H- cos «î cos $' cos'k , cos* sinD = cos ^ sin $' — sin ^ cos ^' cosX, sin j sin D =r cos (î' sin ^ ,
d*où, en portant ces expressions dans la valeur de sin A' , sin A' = cos D sin A H- sin D COS A cos (f -+-/?) ,
et, par suite,
, , , , sin A' — cosDsinA
sm D cos //
Dans réquation ,
sin h = sin (p sin ^ -\- cosy cos^co^(^' — X),
remplaçons sin y, cos^sin^ et cos(pcos^ par leurs valeurs, que nous donnera le triangle formé par le pôle, le zénith et la seconde étoile; nous trouverons aisément
, , ,. sin// — cosDsinA'
(d) cosij' — »')= ;--— n •
^ ^ \ / / sinDcosÂ'
Après avoir calculé soit Tangle p à l'aide des équations (^) et (c), soit l'angle/?' à IVidede réquation(c?) et des analogues de (A), on obtiendra les grandeurs cherchées <p et r ou «p et f ' au moyen des équations (a), ou des équations semblables en sinip, cosfsinf et coscpcos^'.
D'ailleurs, les équations (a) et (b) donnant «p et r, D et * par leurs sinus et leurs cosinus, il ne peut y avoir aucune incertitude
sur les valeurs de ces angles. Les équations (c) el (d), au contraire, ne contiennent que les cosinus de (s-hp) et {s' — p')^ mais le triangle formé par le zénith et les deux étoiles donne
sin D sin (5 H- /> ) = cos// sin ( A' — A) , sinDsin (^ — p')^= cosA sin (A' — A);
on voit ainsi que, s)n(j-f-/?) et sin (^ — p') ayant toujours le signe de sin (A' — A), il n*y a aucune ambiguïté dans l'emploi des formules [c) et [d).
Au moyen d'angles auxiliaires et en suivant la marche ordinaire, on pourra rendre les formules [a) el[b) d'un usage plus commode pour le calcul logarithmique; pour y arriver on transformera, comme on l'a fait au n® 106, la formule (c) en une
autre qui donne tang' ^> et de la sorte F et/, G et g' étant
des angles auxiliaires» le système complet des formules sera le suivant :
sin^' = sin/sinF,
(e) \ cos \ cos $' =z sin/ cos F ,
sinX cos^' = cos/; ,
cos D = sin/ cos (F — S), (/) { coss sin D = sin/ sin ( F — S),
sin j sin D = cos/;
s-{-p .cosSsin(S — h')
tang^
/^) ; 2 cos(S — D)sin(S — //)
/ sin G sin g" = sin h , (h) ^ cosG sin g = cos h cos/? ,
cos g' = cos/i sin/7 ;
sin y = sin g" cos (G — ^), (/) \ cos/ cos <p 1= sin g^ sin (G — 5),
sin t cos (f = cos g.
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' Dans le cas actuel, les formules de Delambre seront aussi fort commodes. Le trûingle formé par les deux étoiles et le pôle a pour côtés D, 90** — ^ et 90" — ^' , et pour angles opposés \, s' ci s;
on a donc
/ sin|D8inl(j'— y) = sinf(^'— ^)cos|À, sin^DcosK^ — s) = cos^($'-^$) siny>, cos j D sin \ {s'-\- s) — cos-^ (^'— - 9) cos|> , cosjD cos ï(/-h s) =z sin j(^'4- $) sin y). ;
et d*ailleurs, comme précédemment,
* 4- o cosS sin (S — h')
lane* — — ^ z= — ,
^ 2 cos(S— U)8in(S-//)
,5' — p' cosS sin (S — /< )
tang' ^ -— \ ■ f
2 cos{S — D) sin (S — Jt')
enfin nous avons, dans le triangle formé par le pôle, le zénith et la première étoile,
sin(45*»— jff) sin j( A + /) = sin \p cosj{h 4- S) ; sin(45*»— |(p) cos-^(A-f-/) = cos|;?sin|(/« — ^), cos(45«— } ij)) sin j ( A — /) = sin 1/? sin |(/i -h ^) , co$(45° — y(p) coSy{A — /) = cos^pcos~{h — S).
Le triangle formé par le pôle, le zénith et la seconde étoile donnerait des formules semblables dans lesquelles A', /', //, p' et 9' remplaceraient A, /, hy p et J.
Ces formules ont un grand avantage; elles contiennent Tazirout, et par suite, si Tobservation ayant élé faite avec un allazimut, on a eu soin de lire, en même temps que la hauteur, les divisions du cercle aziraùtal, la comparaison de cette lecture avec la valeur calculée A de Tazimut donnera incidemment la division du cercle qui correspond au méridien.
Exemple. — Le 29 octobre 1822, le D' Westphal a observé,
•A Bcnisuef en Egypte, les hauteurs suivantes du centre du Soleil :
h =z 37» 56' 59'', 6 , u=io^ 48«" 48» , A' = 5o . 40 . 55 , 3 , a' = 23 . 7.17,
où u' est corrigé de la marche de la pendule, et h et h' sont les hauteurs vraies. L'intervalle de temps des observations, converti en temps solaire vrai, donne
et la déclinaison du Soleil était pour ces deux épo(]ues
^= — lo^io'So",!, ^ = — lo•I2'57^8.
Avec ces valeurs, les formules de Delambre donnent
.f'=:93. 6. 1,93, t z=i — 35.24.59,23, f -f-/> = 53.i5.4i >26, A=: — ^&,iQ,5:i fi*];
le calcul de ^ et de /', fait à Paide des formules déduites du second triangle, donnera une vérification; car on devra trouver pour ^ la même valeur, et pour t' la valeur/ + >.
Équations différentielles. — Afin de reconnaître quelles sont les étoiles les plus propres à ces déterminations, considérons les deux équations différentielles
dh :^ — cos A dtf — cosç sinA dt^' '
dh' =: — cos A' dff — cos y sin A'dt,
dans lesquelles nous donnons à dt la même valeur, puisqu^on peut supposer la différence qui existe entre dt et dt^ réunie à Terreur de hauteur.
Nous obtenons par Félimination successive de ^«p et âedty
, cos A' -, cos A „,
éos© dt = -4- -:-- — ; dh r—r-, dh,
sm(A'— A) sin(A'-.A) '
sin A' ,, sin A
do =z :— — — dh + -r-r-i ^/' .
sin(A'— A) 8ln(A' — A)
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Ainsi, pour que les erreurs d*obser^ation ne puissent avoir une grande influence sur les valeurs de f et ty nous devrons choisir les étoiles de telle sorte que A' — A soit aussi voisin que possible de + 90** ; si cette condition est remplie, on a
cosy £?/ := 4- co&k! dh — cosAdh'^ df =z — sin A^dh -h sin Adh';
par conséquent, si A' est voisin de zb 90^, auquel cas A est luimême voisin de o® ou 180®, on voit que dans la première équation le coefficient de dh est minimum et celui de iih' est au contraire maximum ; l'exactitude de la détermination du temps dépend donc principalement de celle de la hauteur prise dans le voisinage du premier vertical. Nous verrions de même que Texactitude de la détermination de la latitude dépend surtout de celle de la hauteur prise dans le voisinage du méridien.
Dans Texemple précédent, A'= — i"i5', nous aurons donc, dtf^ dh et dh' étant exprimés en secondes d'arc et dt en secondes de temps,
d^ =^ -\- o,o3o8 dh — 1 ,02i5 dh',
dt = -h 0,1077 dh — 0,0744 ^''
117. Détermination du temps et de la latitude par l* observation de deux hauteurs d*une même étoile, — On simplifie beaucoup la solution du problème en observant deux fois la même étoile. En effet, on a alors B' = ^, ^ = *, et les fornSules (A) du n*' 116 deviennent
sin-J-D = sin-Xcos^,
cosj cos-jD = sin|>. sin(î,
sin^ cosyD = cos|X.
A Taide de ces formules on calculera D et jr; ])uis on prouvera ^ et f, et A si Ton veut avoir sa valeur, au moyen de la première équation (B) et des équations (C).
Nous donnerons une seconde solution de ce problème; les
formules
sin/i = sin^p sin^ + cos^ cos^ cosf, sin/i' =: sin(|p sin^ H- cos^ cos^ cos{t H- ^),
combinées par voie d^addition et de soustractioD, donnent
Icos{{h-\-h') s\n\(h — h') =:cos^cosç sinj). sin(/4- |X), sin|(A-l-A') cos|(/i— à') = cos^cosy cos|Xcos{/4- i^) + sin^ sin^.
£n posant
Isin^ = cos6 cosB, cos 2 ^ cos S = cos b siii B, sinyX cos^ =r sin6,
la seconde des équations {a') devient
smcpcosB -hcos*cos(r-+- v>)sinB=: — — j-^ '<
Prenons maintenant de nouveaux angles auxiliaires F et G, tels que
Isin^ = cos G cosFy cos{t 4- ~)<) cos(j» = cosG sin F, sin(/-f- yXJcosy =;= sin G,
et par suite déterminés par les équations
cos\{h+/,')sm{{h-/,')
Sm G = ; — ; ï •
smc> ' .
^^^ ^ ,« ^s r. sini(i%-t-/*')cosi(A~//)
cos(B — F) cosG — — — —r^^ •
^ ' coso
Dès lors le calcul sera le suivant : au moyen des équations (A^) on déterminera b et B, à Taide des équations (C') on obtiendra G et F, puis les équations (B') donneront les quantités inconnues f et t.
La signification géométrique des angles auxiliaires s'obtient aisément : soit PQ (fig, lo) un arc de grand cercle perpendicn-
Fig. 10.
laire à celui qui passe par lies deux étoiles S, S', et ZM un arc perpendiculaire à PQ ; on a
^=:;Dr=QS, -B^PQ, F==PM et G = ZM.
Exemple. — Avec les données du n® 117 et en supposant à la déclinaison une valeur constante ^ = — ro® 12' 5'j",8, on a
sin6... 1,466600, sinB... 1,9924^0»
co%b, . . I , g8o 5349 cosB. . . i , 268 32 1 /r,
B z= IOO"4l'23",I,
sin G,
cos(B--F) cosG
Remarque. — Dans le cas où les deux hauteurs sont égales, on a encore la même formule (A) cl les formules équivalentes [e] et (/) du n** 116; mais alors les formules (B) se réduisent h la sui-
vante
et si Ton connaît />, on pourra calculer f et / par les forninles (/<) et (/;, ou f , / et A par les formules C (n® 116).
118. V observation donne les ilifférenccs des hauteurs et des azimuts de deux étoiles^ à deux époques dont rintcfvalle est eonnn : trouver h la fois le femps, la latitude^ les hauteurs et les azimuts de ces étoiles*
Ce problème est analogue aux précédents; aussi nous le traiterons immédiatement, bien qu*il ne soit pas un simple problème de hauteurs.
On calculera d'abord les formules (A) du r\f 116.
En outre, si dans le triangle formé par le zénith et les deux éioiles et dont l'un des angles est A' — A, les côtés 90° — //, 90** — h' et D, ou désigne par q et q' les angles o|>|u>séf aux côtés 90" — // et 90° — h\ on aura
. ,, . , cosjf//'-//Uos-nA'-A) sin-Jfv'-f- q) — '- —^ 5
; . . , sini(//'-//)cosi(A' — A)
^B) { .^Kq-q =. -r^ ,
,angi(A-4-^)^^^1<^;^^^o4D.
' cos} q — q )
Cc»s équations nous permettront d'obtenir 7 et q' et aussi ~{h-\-&' , d'où h et h' : mais puisque nous avons (n" 116)
nous connaîinms par là même p et //. Nous chercherons ensuite f, / et A au moyen des formules (C) du n" 116, et comme vérificaiion nous tirerons ç, /' et A' des fonnnles analogues r»*latives à la seconde étoile.
Équations différentielles. — Si dans les équations difTérenlielles du n*' 36, on rempla^e
/' par ir./'+r) +!(/'-/), / par i(/'+ /) - îl^'- ^S I. 25
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on obtient, puisque dans le cas actuel d$z=z:Oy
dh =: — cosA dff — cos^ sin/? <i|(/'-+- 1) -hcos^ %mp d\[i'—t)^ dh'z=--- cosA'rfç— cos«î' s\np'd}(i''^t) — cos$'smp'd{[t'-t)j
dK=z — sinA taDgA</f
cos^cos/7 ,, . , cos^cos/? _,, , , cosh ' Qosn
dk!=. — sinA' tang/<'^(p
cosô'cos/?' , , , , cos^'cDSo' ,,,. , cos// ^ cosA'
Retranchons la première équation de ta seconde, la troisième de la quatrième, entr^ les équations résultantes éliminons successivement \d{t' -^ t\et dffy et servons-nous des relations
. * cos^cos// . . » A
cosa sin/? = cos? sm A, j-^ = sin® + cos® tang« cosA,
' ^ cosA ^
*. . , ... COS^'cOSp' . if 1/
cos^ sin/?'=: cosf sinA', jf=— = siny H- cosy tang^ ces A ,
nous aurons
M,dffz={ tangA cos A— tangA' cosA') d{h! — h)
(sinA — sinA')rf(A' — A)
/cos^ . ., cos^' , . .\ ., . ^.
-+- 7 cos/? sin A' 7-f coso' sin A ) rffr — /) ,
\cosA cos/r /
Mcosçrf|(/'-h^)
= (tangÂ sinA — tang/i' (sinA') rf(A'— h) — (cos A — cos A') rf(A'— A) -h [cos<p (tang/* — tang//)sîn* j(A' -+- A)
sinç (cosA— cosA')] J
M= 2(tang/* 4- tangA')sin»j(A'— A).
Nous voyons ainsi que pour diminuer autant que possible l'influence des erreurs d'observation, nous devons choisir des étoiles dont la hauteur et la différence d^azimut soient grandes, de manière à rendre M aussi grand que possible. Si ~[A' — A) =190**, le coefficient de <f(// — h) lui-même sera toujours plus petit que j.
Remabquis. — De Camphausen a proposé d'observer les étoiles au moment où leur hauteur est égale .à leur déclinaison; le triangle formé par le pôle, le zénith et Tétoile est alors isocèle; par suite / = iSo"* — A, et Ton a simplement
cot^cosf := -4- cot^' cos/' =z tang(45'» — Jf), — cot^cosA = — col^'cosA'=: tang(45"— yf);
d'où Ton déduit
OU
t.ngi(A' + A)=.|£ii=4]co.;-(A'-A).
Ces formules nous donnent ^ et ^ + ^ ou A' + A. Mais il est impossible d^observer la hauteur d'un astre au moment précis où elle est égale à la déclinaison ; les quantités observées i' — /et A' — A doivent donc cire réduites à cette époque. (Foi'r Encke, Ueber die Erweiterung des Douwcs^chen Problems, Jahrhuch de Berlin, 1859.)
Exemple. — Le 3o mars iiB56, on a observé à Cologne les différences en hauteur et en azimut de n Grande Ourse et de a Cocher :
et la différence des époques d'observation, exprimée en temps sidéral, était o^i8'"8%70.
Ce jour- là les positions apparentes des étoiles étaient
>î Grande Ourse., a = i3»'4i"54»,53, ^=:-f.5o*» i' 45^9,
aCoclier «'= 5. 6. 1,69, ^=-+-45.51. 1,7,
iV6i\ Ton déduit
Nous avons d'abord, au moyen des formules (A) du ii** 116,
puis, avec les formules (B),
7'— —28" 40' 53% 44, iVoii />»=:-62«44' 5", 98, (j =z — 3i .21 .32 ,80, P ^= H- 57 .22.43 ,64i
Nous obtiendrons donc, par les formules (C) du n** i 16,
Si nous calculons les é(|uations différenlielles, nous Irouvons, «•Il exprimant toutes les erreurs en secondes d'arc,
fl<f = — 0,0342 r/(//'— //) — 0,4892 /'/(A'— A)
— o,oi88rf(/' — r).
119. Méth'jde (i*i Dotuves. — La mélliode de détermination <lt* la lîititude et de Theure par tieux observations de hauteur estsou^ vent employée en mer. Mais, à cause de la longueur des cdiriils, les marins ne suivent pas la marche directe que nous venons d'exposer; ils font usa}j[o d'une méthode indirecte proposée par D luwes, navigateur hollandais. Ici la latitude est toujours connue apj)roximativement ])ar 1rs calculs ordinaires, que permet, sur la marche du vaisseau, l'emploi de la boussole et du loch. Avec cetli' valeur approchée, en langage de marine po'i?t cstimcy avec la déclinaison vX l'intervalle de temps, et à l'aide de cell« des deux observations de hauteur qui a clé faite loin du méritlien, il sera
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facile d'obtenir une détermination apprcK'hce de l'heure dont on be servira ensuite pour trouver la laiitude au moyen de l'observation de hauteur faite au voisinaj^e du méridien. Avec celte nouvelle valeur de la latitude, on recommencera le calcul de ta détermination de l'heure.
Supposons encore que la même étoile ait été observée i\v{\\ fois, on a
sin// — sinA' = cosf cos(î[cos^ — cos (t-h X)]
= 2cosf cos^sin(/ -t-^X) sin.~X; d'où
2sin(/ H- ~\) z= séc^séc^ (sin// — sin A') cosécyX,
ou, en prenant les logarithmes,
. Uog2sin(^-4-iX) I i=:logsécy-hlogséc^-l-log(sin/i — sin//') 4- logcosée|X.
Puisqu'on connaît une valeur approchée de ^y on tirera de cette équation /-h^>, et par suite t; avec la hauteur // observée dans le voisinage du méridien, on trouve ensuite une valeur plus exacte de la latitude à l'aide de la formule
(B) cos(f — S) = sin//' -h cosy cosiî.ssin^K/ -r- X).
Si le résultat obtenu diffère trop de la première valetir adoptée pour la latitude, on recommencera, avec cette nouvelle valeur de (f, le calcul des formules (A) et (B).
Douwes a construit des Tables qui facilitent le calcul et qu'on trouve dans l'ouvrage : Tables requisite to he iised with the nantical ephemcris for Jînding the latitude and longitude a t sca, et dans tous les ouvrages de navigation. Ces Tables donnent les valeurs de logcoséc-jX pour l'angle horaire exprimé en temps sous le litre Log halfelapsed time (Logarithme du demi-temps écoulé ), et de log 2 sin (r -f- yX) sous le titre Log middle time (Logarithme du temps milieu), et enGn de log 2 sin^|/ sous le titre Log rlsing //w/; (Logarithme du temps d'origine). La grandeur logsécyséc(î se nomme Log ratio^Qi on a, par l'équation (A),
log (eraps milieu = lo{j ratio H- log (sinA — sin A')-f-log demi-temps tcoulô.
Sqo astronomie sphérique.
£d cherchant ce iogarilhme dans la Table du temps milieu, on obtient immédiatement la valeur de t. Puis on prend dans les Tables de temps d'origine le logarithme correspondant à fangle horaire / + ^, on en retranche le log ratio, et on ajoute le nombre résultant au sinus de la plus {rrande hauteur. On obtient ainsi le cosinus de f — ^, et par suite la latitude. ,
Exemple. — Appliquons la méthode de Douwes à IVxemple du n« 116.
^=aqOo' log temps d'origine 5,90840
log ratio o,u65 la log ratio o,o'>5i2
1og(8inA — ainh') i,20o4Qn -4-0,00007
logdemi-temps écoulé.. o,5afi45 gi^ ^ -1-0,7:364
log temps milieu 1,792 o6n log cos(f> — S) i, 88858
Remarque I. — Si Ton veut, au lieu des Tables de Douwes, employer les formules ordinaires de la trigonométrie sphérique, on calculera les formules
sin^-f-vAj= ^-^ \ .'\^ ^,
COSf cososmyA
cos(o>-N) = -^,
où
sin ^ = M sin N, cos^ cos r = M cosN.
Remarque II. — Dans le cas où les observations sont faites en mer, les deux hauteurs correspondent à deux points différents de la surface de la Terre, puis(|ue le vaisseau s^est déplacé pendant rintervalle des deux observations. Mais comme on connaît la vitesse du vaisseau à Paide du loch et la direction de sa marche par la boussole, il sera très-facile de réduire les deux hauteurs à un même lieu d'observation.
Soit A [J^g' 1 1 ) le lieu du vaisseau à l'époque de la première observation, B sa position à Tépoque de la seconde. Menons, par le centre de la Terre et Tastre, une droite qui coupe la surface de
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la Terre en S', et considérons le triangle ABS' ; BS' représente la distance zénithale mesurée en B; et, puisque' BA est donné, il suffira de connaître Tangle S'BA pour trouver le côté AS', distance
zénithale de Tétoile qu'on aurait mesurée au point A. Par conséquent, en observant la seconde hauteur, celle qu'il faut réduire, le marin devra déterminer aussi l'azimut de l'étoile, c'est> à-dire Tangle S'BC; et comme il connaît l'angle CBA que fait avec le méridien la direction de la marche du vaisseau, il aura par cela même la valeur de l'angle S' BA qu'il cherchait. Soient a cet angle et A la distance des deux lieux A et B, /lo la hauteur réduite, on aura la relation
sin A, = cos À sin Â +* sin A cos h cos a,
ou
sinÂ, = sinA + sin A cos A cosa — 2sin'{Â sin A ;
et SI nous remplaçons sin A par A, nous obtenons, à l'aide de la formule (20) du n^ 11,
Ao = A -h A cosa — I A* tangA, équation dont le dernier terme peut le plus souvent être négligé.
120. Détermination du temps, de la latitude et de la déclinaison à l'aide de trois observations de hauteur de la même étoile, — Avec trois observations de hauteur d'une même étoile, on a les trois équations
sin A =sin<psin^ + cosf cos^cosf,
sin A' = sin<psin5H- cos y cos ^ cos (^ H-^)>
sin A'''= siuf sin 5 -h cos^ cos 5 cos ( f + X'),
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qui serviront à dctermit\.er 9, t et S, Au moyen des qiKinlîtés auxiliaires
.r =z COS7 rOS(î (OS/,
j- zm cosç cos ^ sin / , z=:$infs:n^,
les fonnules |)récétlfnles deviennent
sin h =: 3 -h .r ,
sin/i' = « + .rcosX. — jsinÀ,
sin^"= z -h .rcobX' — j^sin>'.
Ces équations permettent de trouver .r, y, z\ et cis quantités une fois connues, on obtiendra <p, r et ^ à Taide des relations
tangrzz:-»
sin f sin(ï == z,
cos <p cos (î = sjx^' H- j*.
Celte méthode parait, au premier abord, être Tune des pins commodes et des plus avantageuses; car, pour le calcul des observations, elle n*exîge aucune donnée étrangère (*). Mais elle n*est point pratique, car les erreurs commises dans les observations des hauteurs ont une très- grande influence sur les quantités inconnues. Cependant si Ton ne considère pas ^ comme constant, c'est-à-dire si Ton observe à des hauteurs égales trois étoiles différentes et de déclinaisons connues, le problème devient susceptible d'une solution élégante et utile.
121. Détermination du temps, de la latitude et de la hauteur pur V observation de trois hauteurs égales. Méthode de Gauss (**).
(*) Puisque l'on a obstMvé Irois liautours d\\ne même éloiîe, X ol X' ne dépcndcQl pas de Pubcrnsion droit»* (n<» 116).
(**) Voir Monatliche Corrtspondt'nzy t. XVlil, p. '277 et suiv.
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— Dans ce rafs, on a les trois équations
/ sinA = sin<p sin 9 -h cosy cos ê cost, {a) < sinA=:sin(psinJ'-+- cos^ cos^ cos (r-4->),
( sin^ = sin(])sin5''-l- cos(pcos(î''cos (r H- a'),
avec
Dans les deux premières équations remplaçons à et $' par
x(3 + i') + i(3-a') et ^(3^3')-i[3-3),
et retranchons ensuite la seconde équation de la première, il viendra
0 = 2sin ^ sin|( ^ — S') cos^(^ -h $' )
-f- ros«p [cos-^(^ — (î') cos{((î -f- 5' ) — sin|(^ — $') sini(^ 4. ^') cos/
— cosy [cos^iiî — ^') cos|(^ -f- d') + sin { [$ — d') sin i (5 + S')] cos ;/ -4- \),
ou
/o = sin(p sin J (^ _ ^') cosi(<y 4- ^' ) (a)< +cos<pcos^ ((J — ^')cos;-'^4-u';sin5-Xsin(/-+-|>) ( — cos<p sin \ (^ — J' ) sin i (^ -+- $') cosjX cos '^t -+- i> );
d'où résulte
rang.ï)=r — sin|Xsin(/ -h \l) col J (5 — 5') -h cos|X cos (t -h jX) tang^(^ + S').
Actuellement introduisons les quantités auxiliaires défini<?s par les équations suivantes
/sinjX cot|(^ — ^')=://f'sinM',
(A) ) cos|Xtang^(^-H<y') = m'cosM', .
nous aurons
(B) tangy = w'cos(/ + N').
Avec les notations analogues
smjV coti(^ — ^'^) = m*sinM",
(C) ■{ cos| Vtongi(^ -h S") =z /n^cosM^,
la première et la troisième des formules {a) donneront de mênae
(D) tangy = /w"cos(/-+- N'').
De la comparaison des formules (B) et (D) on déduit i»i'cos (r -I- N') r= /w"cos (t -t- K*');
H étant un angle auxiliaire dont la valeur peut être arbitrairement choisie, nous écrirons, selon le procédé habituel de Gauss, Téquation précédente comme il suit :
m'cos[(/-4-H) +(N'— H)] = /ii''cos[(^4-H) + (N" — H)],
d^où^ en développant,
iang^r-t-ti;_ ^/ gi^^j^/^ ^j _ /w"sin(N" — H) '
Les valeurs de H qui donneraient à cette expression la forme la plus commode pour le calcul seraient o, N', N^'; mais, en posant
on obtiendra une formule très«élégante; en effet, on a alors
si Ton introduit dans cette équation l'angle ^ donné par la relation
m'' (E) • tangÇ=:— ,
on aura
m' — m'^ I — tangj; , ,^
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de telle sorte rjue la formule précédente deviendra
(F) tang[/-t-i(N'4-N")]=tang(45»-Ç)cot|(N'— N").
Les équations (A),..., (F) renferment la solution du problème. On cherche d^abord, à l*aide des équations (Â) et (C), les valeurs de m', M', N' et»de m" y W ^ N"; on trouve ensuite t par les équations (£) et (F), et ^ par Tune des équations (B) ou (D); on n'a donc pas besoin de connaître la hauteur pour calculer 7 et r; mais, en substituant dans les équations primitives (a) les nombres ainsi trouvés, on obtient la valeur de /<; et si, d*un autre côté, on a lu cette hauteur sur l'instrument lui-même, la comparaison du calcul et de Tobservation permettra de déterminer Terreur de rinstrument.
Équations différentielles, — Étudions maintenant les positions relatives que les trois étoiles doivent occuper dans le ciel, pour que leur observation donne les résultats les plus exacts. Pour cela, nous aurons encore recours aux équations différentielles. Puisque les trois hauteurs sont égales, on peut supposer que les valeurs de dh sont aussi les mêmes dans les trois équations différentielles, car il suflit de reporter sur les valeurs du temps les erreurs commises dans l'observation des hauteurs. Dès lors
/ = tt + Atf — a,
et ainsi dt sera composé de deux erreurs :
1° L'erreur d^Lu) commise sur l'état de la pendule, et qui est la même pour les trois observations, car on considère la marche de la pendule comme connue;'
2® L'erreur commise sur le temps de l'observation, erreur qui, au contraire, pourra être différente pour chacune d'elles.
Les trois équations différentielles sont ainsi
dh ■=. — cosA d<^ — cos«|» sin A du — cosy sin A d (Att ), dh = — cosèJ dff — cosç sinA't/a' — cosy sinA'^(Ai«), tlh = — cos A'Vy — cosy sin A Va" — cosç sin AV [au).
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Retranchons la seconde cqiiation de la première, nous obte nons
o =z 2sin{(AH-A')^/y — 2cosi{A+ A') cosy ''(^«)
cosepsinA , cosvsînA' , ,
fia -H -T— rfï Tm ^''* >
8in|{A— A') sinj(A— A')
et de même, en retranchant la troisième delà première,
o = 2sin ^(A-+- A") fltf — 2CO.s'3(A -+- A") cosçp^(A/0
coscpsinA . cosî>sinA" , „
du -^ -T— ,--z r»\ «'* ;
sinj(A--A"y sin-^(A— A")
enHn, en éliminant successivement r/(A//)et//^ entre ces deux équations, on a
cosç sinA cos-.f A'-hA")
fi m m ■ (lu
^ 2sin,W^A — A')sin^(A— A")
cos(p sinA' cosj(A"+A) ,
2sinj(A' — A") sin j;A — A;
cos y sin A'Vos -j ( A H- A' ) „
■^ 2sinj(A"~A)sinKA''— A') ' " '
et
^sinAsini(AM-A^) ,
''(^") = 2sini(A-A0sinHA^A-) ''"
sinA^in-i-(A^^-f-A) ,
2sinl(A'--A")sinT(A'— A)"*
sinA^^sinj(A-f-A^) „
2sini(A"— A)sin;(A"-A') ' " *
On voit ainsi (|ue l'on doit choisir les étoiles de telle sorte que la différence des azimuts de deux quelconques dVntre elles soit la plus {«rande possible, car alors les dénominateurs des coefficients de dit, M et tlu'^ atteignent leur valeur maximum. On prendra donc des étoiles lelles, que la différence de l^-urs azimuts soit sensiblement de 120®.
RxEMPLR. — Le D' Wesiphal a observé au Caire, le 5 oc-
lobro 1822, trois hauteurs égales des étoiles suivantes :
a Petite Ourse à 8** 28"' 17", à Pouest.
a HorcuU' 8 3i . 21 , à l^ouest.
a Bélier 8.47 • 3o , à Test.
Les coordonnées de ces étoiles étaient, pour le jour indiqué :
a Petite Ourse. . . . o»'58"^i4S 10, + 88"2i' 54",3,
a Hercule 17. 6.34 1^6, -j- i4 36. 2,0,
a Bélier i.57.i4)00, +22.37.22,7.
Dans le cas actuel,
on, en temps sidéral,
=r-Mi8"4i' 5", 10 =:— 9"55'56", 10
Ou a en outre
i(^-f-5'; = 5i.28.58,i5, ^(fî — r)== 32.52. i5, 80,
On eu conclut
log ///' r::: O , I 1 8 3684 , lo^ ///" i=r O , 1 62 9829 ,
M'rr 60° 48' Il ",92, M"=:— 5° 16' 52". 22,
i(N'-f-N")=: 54«56'57'\io,
Çr= 47'^6- '^ »o8,
valeurs qui, introduites dans les formules (B) et (D), donnent pour ff la même valeur
Avec la valeur
on obtient pour le temps sidéral
0= ai*» i3'"o»,23;
or, le temps sidéral à midi était i2^54'"2*>o4, on avait donc pour valeur du temps moyen 8*" 1 7" 36% 44» ^' \^étiAt de la pendule par rapport au temps moyen était
ûa== — io"4o%56.
Si Ton calcule aussi la hauteur avec Tune des trois équations (a),
on trouve
A l'aide des quantités auxiliaires N' et N'^, on obtient les angles horaires i' et t'\
/' = 62«22'37",oi, /"m -66«i4'24'',i9,
et, par suite, les trois azimuts
enfin on a, pour les équations différentielles,
dffzzz — o , 329 du — 5 , jZgdu' — 6 , o68//a",
d[^u) = — o,ooi8e/2/ 4- o,468r/tt' — o,396</£/*',
où dff est exprimé en secondes d'arc et ^(Aie), du, du' et du" en secondes de temps.
122. Formules de Cagftoli, — Cagnoli donne, dans sa Trigonométrie, une solution très-élégante d*un problème (*) qui, sans
(*) Ce problèroe eit le suivanl : « Déterminer, à Paide de trois lieux héliO' eentriques d'une tache du Soleil, la position de l'Equateur solaire et la déeli" naison de la tache, Gauss a le premier fait remarquer Tanalogie de ces deux problèmes { ilf(Oita<//c&« Correspondent, vol. XIX, p. 89 et suit.).
être identique à celui qui nous occupe maintenant, a cependant avec lui de si grandes analogies, que les mêmes formules s'appliquent immédiatement au problème actuel; de plus, si Ton veut trouver non-seulement le temps et la latitude, mais aussi la hauteur^ les formules de Cagnoli donneront lieu à un calcul plus simple que les méthodes exposées plus haut.
Soient [fig» 12) S, S', S" les trois étoiles observées : considé-
Fig. 13.
rons le triangle formé par le zénith, le pôle et la première étoile, et soit p Tangle parallaclique; les analogies de Néper donneront
tangl(y-t-/0=_.?;, ,.( col(45<
cos{[t—p)
tang(45'>-hj^),
sin-~(^ — p) , ,^
tang}(?- yi) = ? , . ' [ tang (45*
sinj(^-hy>)
__ sin \{t — p) ^ ûn{[t^p)
cot(45«4-i^);
pour abréger, posons
PS"S'— PS'S"=2A, PS^S — PSS" = 2A
PS'S— PSS'=:2A",
4oO ASTRONOMIE SPHÉHIQVE.
les analogies de Néper, appliquées aux triaD^des PSS', PS' S" et PS" S, cbnîitiront
^, singer- ^) ..,
où ^ el \' onl la même signification que précédemment; d'im aiilrc côlé, des relations •
/, -f- PSS' =: PS' S - //,
//-f-PS'S"=:PS"S' — //',
j, + PSS" = PS"S - //',
il résulte
mais nous avons
donc
suit
cos //
cos y
sin{/4->1 siny/
cos// •
cos<p
sîn/
sin/j
sin(/-f->.) ' sin//
on
sin^-f-sin(/-4-V) sin( A^ -4- A"- A^ -+• sin^ A -h A"-A;) sin/ — sin(/-f-X) "~ sin( A'-4- A"— A) — sin( A 4-A"- A')
el, |»ar consé(|nenl,
lang(/+ ;X)col{). rotang A"col (A— A'),
OU, en remplaçant tang A" par sa valeur tirée de Tcquation (B), (D) .a„g(, + xx)=^i^jcot(A-A').
Ainsi, on calculera d*abord A^ A' et A'' au moyen des équations (B), puis/?, p\ p" et ^ à ]*aide des équations (G) et (D), et enGn ^ et A au moyen des équations (A).
L\*mpIoi de ces formules présente un inconvénieni : les différents angles qu'elles renferment n'étant déterminés que par leurs tangentes, il reste une incertitude sur le choix du quadrant dans lequel il faut prendre chacun d'eux. Néanmoins on peut choisir arbitrairement le quadrant dans lequel se trouve Textrémité de l'un deux, à la condition de prendre ensuite i8o®+ r nu lieu de /, si l'on trouve pour f et A des valeurs telles, que cos^ et sin/i aient des signes contraires. De même, si les valeurs obtenues pour f et A sont plus grandes que 90", on prendra pour ces angles leur supplément à 180®, ou leur différence avec le plus prochain multiple de 180®. D^ailleurs la latitude est boréale ou australe, suivant que sin^ et sinÂ sont de même signe ou de signe contraire.
Exemple. — Appliquons ces formules à l'exemple donné au n® 121. Nous avons
\\ = 4- 59020' 32 ",55, Lv = ~ 405^' 58% o5,
• (tî'- ^) = — 36.52.56 ,i5, |{^'+ ^) == -+-51,28.58 ,i5, et par suite
A — A'nz— 86"5i' 5",4o, t-\'\\ — '\' 3. 2 4>47>
Pour trouver y ci //, on devrait employer los formules (A) dc- I. 26
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(luîtes du triangle formé par le pôle, le zénith et la première étoile; mais comme, dans ce triangle, certains angles sont trèspetits, il vaut mieux se servir du triangle qui correspond à la seconde étoile, et par conséquent calculer les formules
COSy^r — p j
w ,. sin|(/' — jd' ) ,,^ , ^,.
tangi(. - /') - ,i„I(,>^;,; co.(45-+i*').
Nous avons maintenant.
i=t'^\— 62*»29/37",02, //=iA + A"— A^zzr 243.24.38,08,
et enfin
ou, en prenant pour h Pangle supplémentaire,
valeurs qui s'accordent parfaitement avec celles trouvées dans le numéro précédent.
123. Démonstration analytique des formules de Cagnoli. — Diaprés les formules fondamentales de la trigonométrie sphérique, nous avons pour les trois étoiles les systèmes d'équations
siïih = sin^sin^ + costpcos^ cos/,
(a) l cos h ainp =cos^sinr, cos^ cos/7 = siny cos^ — cosy sin^ cosr;
sin^ =r:sin^sin^ H- cosy cos^' cos(f + ^)>
(b) I cos/i sir/?' =: cosy sin(^ 4- X), cos/i cos/?' = siny cos^' — cosç sin^' cos(^ -h ). );
sin/i = sincp sinJ"-i- cos^ cos<î"cos(f -H >'),
(c) l cosh sin/>"=: cos<psin(^ -f- V), cash cosp"=z sin^ cos^'' — cos<j> sino*'cos(/ H- Vj.
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Dans ces équations remplaçons S par |(^-h'^)-t- j(S — ^') et ^' par j(^ + ^') — t(^ — ^'), et retranchons Tune de l'autre les premières équations de chacun des systèmes [a) et (b), nous aurons [équation (a) du n® 121]
{ oz=sînYsini(^-^)cosi(J-f-5') (a) I +coS(pcosi(^ — ^')cos|((y-t- 5') siniXsin (/ + !>) ( — cosy sin|(5 — S' ) sin |(^ -t- ^ ) cos jX cos(/ -h yîi) ;
de même, nous déduirons des troisièmes équations de chacun des
systèmes (a) et (b)
cosh sin |(/7 — /?' ) sin i (/? -f- />' ) = + siny sin[(^— ^')sini(^+ ^')
'^ ' ■ coS(j>cos^(5— ^')sin{(^+^')sin-J->sin(^-H}>)
cosç sin y (^ — ^) cos -[$-¥- S'} cos | ). cos(/ -hjy);
multiplions réqualion (a) par cosy(^H- ^'), Téquation (f) par siny(^ + ^) et retranchons les équations résultantes ; sin^ sera éliminé, et nous obtiendrons
1 cos/acos|(^H- ^') sin|(/?-f-//)sin|(/7 — //) ^"^^ 1 = cosy sin j(5 — S') cos|> cos (t -+- 1) ).
En retranchant les secondes équations des deux systèmes (a) et (b), il vient
(d) cos A COS3 (/?' -4-/?)sin-j (/?' — p) = cosy sin^-jX cos(/ -t- ^X),
d'où
. tangi(y4-/.)^^^|^~^j cotiX = tangA-
par la combinaison des équations correspondantes des groupes [a) et (c), {b) et [c^y on trouvera les formules analogues
tangi(/? +/?) = ^^^^,^,r_^^^ cot^X = tangA ,
lang-^ (/>"+/.') = ^^',;^„_^^,j coti (/_ X) = tangA ;
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enfin, ajourons les secondes équations dos systèmes (a) et (^), nous trouvons la relation
( «) cash sm \ {// -*-/?) cos{(// —- p)=z rosy cos J-X sin (^ H- i X );
et en divisant membre à membre les équations (S) et (g), nous obtenons
. ,,. sinf(^'— tî)
^""g(^-^^^)-cosli^--4-4^"^^^^^^-
où
Après avoir ainsi calculé p et t pour la première étoile, nous pourrons trouver f et // au moyen des formules obtenues précédemment i\ Paide des analogies de Néper,
ÎV. — DÉTERMINATION DU TEMPS ET DE LA LATITUDE PAR l'OBSERVATION
DES AZIMUTS DES ÉTOILES
124-. — Trouver le temps par V observation d'un azimut, — Nous avons montré précédemment comment on peut, avec la déclinaison et l'azimut d'une étoile ainsi que la latitude du lieu d'observation, calculer l'angle horaire de cette étoile; on comprend donc que si la latitude du lieu d'observation est connue, il suffit, pour obtenir l'état de la pendule, de noter l'heure qu'elle marque au moment où , une étoile dont les coordonnées sont connues, atteint un azimut déterminé. Loi*sque Inobservation est faite dans le méridien, un n*a besoin de connaître ni la latitude ni la déclinaison de l'étoile, et d'ailleurs, la variation de Tazimut étant alors maximum , les conditions d'observation seront les plus avanta^^euses possibles.
De plus, en difTéreutiant Téquation
cotAsin/= - cosf tang^ + sin^ cos/,
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on obtient (n<* 36)
cos/i dk = — sinA sin /id<f 4- cos<î cùsp dt;
si Tobservation est faite dans le méridien
siiîA = O, COSp := I,
et si l'étoile passe au méridien au sud du zénith
on a donc
coso
Cette équation montre que dans la détermination du temps à Taide d'observations faites dans le méridien, on doit choisir des étoiles qui soient proches du zénith au moment de leur passage au méridien, car alors ^ — ^ = o, et une erreur commise sur Tazimut n'a aucune influence sur la détermination du temps.
Actuellement soient a l'ascension droite d^ine pareille étoile (t u le temps de la pendule au moment de son passage au méridien : si la pendule est réglée sur le temps sidéral, son état est égal à a — 1/ ; si elle est, au contraire, réglée sur le temps moyen, on convertit en temps moyen l'ascension droite de l'étoile donnée par les Catalogues, c'est-à-dire le temps sidéral de son passage au méridien, et m étant le temps moyen ainsi obtenu, m — u sera l'état de la pendule par rapport au temps moyen.
Pour des étoiles qui ne satisfont pas à la condition précédente, l'exactitude delà détermination du temps dépend de l'exactitude de la direction adoptée pour le méridien. Dans le cas où IVrreur commise sur cette direction est très-faible, il est facile d'en obtenir la valeur par l'observation de deux étoiles passant au méridien, Tune près du zénith, l'autre près de Thorizon, et par conséquent de trouver, pour l'état de la pendule, un nombre qui en soit complètement indépendant. Soit en effet A A l'azimut dans lequel l'étoile a été observée et que i)ous supposons coïncider à très-peu près avec le méridien ; soient 8 — a et 0' — a' les angles horaires des deux étoiles aux moments des observations : ces deux
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«ingles horaires seront du même ordre dé grandeur que AA, el^ d'après ce qui précède, on pourra les représenter par les deux expressions
coso coso'
Or
e = « + Aa, e'=V*'-i- A«;
on a donc les deux équations
• sînfcp — $)
(z = u -h au i-î— T — -'AA,
cosa
coso
qui pourront servir à déterminer à la fois Aa et AA. Si la construction de rinstrument permet d'observer non-seulement dans l'azimut ^A, mais aussi dans l'azimut i8o^ + aA^ il convient, pour déterminer AA avec plus d'exactitude encore, de remplacer les étoiles précédentes par deux autres dont Tune soit voisine de réquatcur et Pautre du pôle. Dans ce cas, en effet, les coefficients de A A ont des signes contraires dans les deux équations, et de plus dans celle qui est relative à la circompolaire, ce coefficient est très-grand en valeur absolue (*).
Exemple. — A l'Observatoire de Bilk , avant que la lunette méridienne fàt exactement dans le méridieu, on avait observé les passages suivants au fil moyen :
a Cocher. 5**6"2'7%72,
P Orion 5.8.12,71.
Les coordonnées de ces deux étoiles étaient
(*) Od siipposo ici. que, par coDstruction môme, la ligne de colliinalion <le lUnstriiment décrit tin plan vertical. Leca6 où cette condition ne serait pas remplie aéra traité au n^* 22 du second volume.
d'autre part, la latitude de Bilk a pour valeur
Ces nombres introduits dans les équatious précédentes donnent
— 54% 4? =^ ^ff — 0,13433 A A,
— 55,38 = Att — 0,871 78 AA; on en déduit
Aw = — 54% 3o, A A = + 1% 23.
125. Trouver le temps par l'observation de la disparition d'une étoile derrière un objet terrestre, — Olbersa proposé, pour déterminer le temps, une méthode simple qui consiste à observer l'époque de la disparition d'une étpile derrière une mire verticale. Cette mire doit être placée haut et loin, de telle sorte qu'elle puisse être aperçue distinctement dans la lunette en même temps que rétoile, et qu'en outre la disparition de l'astre soit instantanée. La lunette employée dans ces observations doit d'ailleurs conserver toujours la même position, et n'avoir qu'un faible grossissement. Supposons que d'autres méthodes aient fait connaître pour un jour quelconque le temps sidéral de l'occultation de Tétoile par la mire, ce phénomène devra évidemment arriver les jours suivants au même temps sidéral, tai^t que la position de l'étoile sur la sphère céleste n'aura pas changé : dès lors l'observation d'une occultation faite un autre jour donnera immédiatement l'état d'une pendule réglée sur le temps sidéral. Mais si l'on se sert d'une pendule réglée sur le temps moyen, on devra tenir compte de la quantité dont le temps sidéral avance sur le temps moyen, c'est-à-dire de l'accélération des fixes, en vertu de laquelle l'époque de l'occultation de l'étoile avancera chaque joue* de 3" 55*, 909 de temps moyen.
Lorsque l'ascension droite de l'étoile varie seule, le temps sidéral de son occultation varie de la même quantité, puisque la position où l'étoile est observée correspond toujours au même azimut, et par suite à la même hauteur et au même angle horair^. Lorsque, au contraire, la déclinaison varie, l'angle horaire qui
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correspond à cet azimut déterminé chanj^e chaque jour, et ^A et dff étant tous deux nuls, on a, d*après les formules diflerentielles du n"" 36,
d$ =: cos/? flh , co% 9 dt r= — sxTïp dh^ où /7 est Tangle parallactique ; d*où
coso
Par conséquent, si Tascension droire et la déclinaison varient en même temps des quantités A a et A^, le temps sidéral de la disparition de l'étoile derrière la mire se déduira du temps déjà déterminé par Taddition de la quantité
10 \ coso
Exemple. — Olbers avait trouvé par d'autres observations que, le 6 septembre i8oo, Tétoile ^ Couronne disparaissait à 1 1^*23"* i8%3 de temps moyen, ou à 22^* 26"* 21', 78 de temps sidéral, derrière le mur vertical d*une tour éloignée dont Tasduiut était 64°56'2i",4« ^^ ^^ septembre, il observa sa disparition à io*'49'" ^ï*»o> ^''» ^^ phénomène devait avoir lieu, en temps moyen, à
ïi»»23"i8%3 — 6x 3«»55%909,
ou
par rapport au temps moyen, Fétat de la pendule était donc
En outre, du 6 septembre 1800 au 6 septembre 1801, on avait
Aa= -^^l",Q, à$=: — I3^2,
et, puisque
nous trouvons^
la correction complète est donc
H- 53", 35 ou 3S56.
Par conséquent, le 6 septembre i8oi, la disparition de l'étoile devait avoir lieu à 2^^ 26"* 25*, 34 de temps sidéral ( *) .
126. Trouver la latitude par V observation des azimuts» — Observation d'une étoile connue, — Quand on connaît le temps, il est facile de trouver la latitude par l'observation, faite dans un azimut déterminé, d'une étoile dont la position est connue. On a, en effet, Téquation
cotA sinf = — cos^ tang^ H- sin^ cos/,
qui donne, après différentiation,
• A j .i .* cos^coso , sinp ..
smA dfo z=z — cot« dk H : — — ^ dt ■+- -r-^ d$,
sin II sin h
On voit donc que, pour déterminer le plus exactement possible la latitude par Tobservation des azimuts, on doit faire ces observations dans le voisinage du premier vertical, puixqu'alors sin A est maximum. De plus, il convient aussi de choisir une étoile qui passe près du zénith du lieu d'observation, car, dans ce cas, les coefficients de dk et dt sont très-petits; en effet, en remplaçant cos^ cos/; par la valeur
cos^ cos/; = sin ^ cos/i + cos^ sin/i cos A,
il devient évident qu'au zénith les erreurs commises sur l'azimut et le temps n'ont aucune influence; mais, puisque sin/? = 1, une erreur commise sur la valeur de la déclinaison adoptée produira alors sur la latitude une erreur d'importance à peu près égale.
(*) De Zaco. — Monatliche Correspondent^ vol. 111, p. 124 et siiiv.
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On observe deux étoiles différentes ou deux fois -la même étoile, — Quand on n'observe qu*une seule étoile dans un azimut déterminé, il faut connaître cet azimut lui-même; mais, avec deux observations d'étoiles différentes, il en est autrement. On a, en effet, les deux équations
j cotA sin/ = — cosiptang^ + sin^ cosr, ( cotA' ûht' •=. — cosy tang^' + sin^ cos/ ;
en multipliant la première par sin/', la seconde par sinf , on ob~ tient
. . sin (A' — A) SI n Asm A
== cosf (tang(î' sin/ — lang^ sin/') + sin y sin [t' — /), et comme
cos ^ sin / = cos A sin A , cos è' sin /' =: cos h! sin A' ,
on a
icos A cos// sin (A' — A) =:coS(j> (cos(îsin(î' sinr — sin^cos^ sin/') -h sin ^ sin ( /' — t) cos^ cos $' .
Posons
j sin(5'-h(î)sinf(/'— /)=/wsinM, ^ i sin(^'— ^)cos|(/' — 0='"<îosM,
puis multiplions la première de ces équations par cos |( /'-+-/), la seconde par sinY(/ + rj, et retranchons ensuite la seconde de la première, nous aurons
/wsin[^(/'-f- 1) — M] = sin(î'cos5sînr — cosd' sini^sin/';
multipliant au contraire la première équation par cos~(r' — f), la seconde par sinj(/' — /), et retranchant ensuite la première de la seconde, on aura
m sin [!(/'—/) — M] =r — sin ^cos5' sin (/' — /) ;
réquation {^) peut donc s'écrire
cosAco$A'sin(A' — A)= -+-/?/ cos«p sin[y(f'-+- ^) —M]
— /itsin^ siD[^ {t' — t) — M]cot^.
Si maintenant on suppose que les deux étoiles ont été observées dans le même azimut ou dans des azimuts qui diffèrent de iSo**,
sin (A' — A) = G, et par suite
sinf^/' H- /) — Ml
Il n*est donc plus nécessaire de connaître Pazimut dans lequel l'observation a été faite; mais les formules (A) et (B) permettent de calculer la latitude à Taide de la déclinaison de chaque étoile et de l'heure à laquelle elles ont été observées. Quand on a observé deux fois la même étoile , on obtient des formules beaucoup plus simples encore; dans ce cas en effet on a, d'après la seconde des formules (A), M = 90°, et il vient
Équations différentielles. — Dans le cas général où Ton a observé deux étoiles dans des azimuts différents, les équations différentielles sont
cosA dk = sin/? d9 -{- cos^ cosp dt — sin A sin A r/y, cosA'û?A' = sin// d$^ -^ cos<î'cos/?' de' — sin h' sin \'df)
d'oùy en multipliant la première équation par cosA', la seconde par cos/i, et retranchant, on obtient l'équation suivante, où figure la différence des azimuts,
cos h cos h' d{A! — A)
= — cos A' cos^ cos/? dt -{- cos h cos^' cos/?' d^ — (sin/*' cos/i sin A' — sin/i cos/i' sin A) d^ cosh'sinp'dS' — cosh' sin pd9.
Supposons A' = 180^ -f- A ; remplaçons en outre
cos^cos/7 et cosj' cos/?' par les valeurs
cos^ cosp = sin^ cosA + cosy sinh cosA , cos^' cos/?' = sîn f cos h ' — cos ^ sin h' cos A ,
di et dt' par
dtz=z du -^ d[tiu], de' = du' -h d (Au);
du et du' étant les erreurs commises sur Tobservation des iem|M des passages, d{Au) Terreur dont est alTecté l'état de la pendule, nous transformerons cette équation comme il suit :
sin A^cp — cosf cosAi'/(Am)
COS//COs/i' ., .s ' jf t \i
A'~A) — s\ntfd[u
sin(/* -+- /l'j
cosepcosA ,., ,-, ... ,,,.
y- ( sm ^ cos n du -+• sm h' cos n du )
sin (//-f-/i') sin/7Cos// ^ sin/?' cos A •
^ — : -, TTT do : --; 77-- do .
Sin (h -f- ^ ) sm (h -h à')
Nous voyons doncqu*il y a tout avantage à observer les étoiles dans le premier vertical. Dans ce cas, le coefficient de d^ est maximum, et les coefficients de du, du' et d(Au) sont nuls^ de sorte que la différence des erreurs des temps observés, les erreurs de déclinaison et la différence de A' — A avec 180**, influeront seules sur le résultat. Dans le cas où Ton a observé la même étoile dans le premier vertical à Test et à l'ouest , on a
h r= /i' et sin/?' = — sin/? , d*où
df zrr icot/i [^(A' — A) - sin9d(u'—u)] -h ^ de;
et, puisque (n° 54)
. , • siniJ coscp sinA = -: — j sinp = il
il vient
, sin/^=: .
sin^ coso
dff = {cotA[d{k' — A)---s\n^d{u' — u)]'^^-?^di.
Cette équation montre qu^il est préférable d'observer des étoiles zénithales, car alors cot A .est très- petit, et les erreurs de A' — A et de tt' — u n^ont sur le résultat qu'une très-faible influence; d'ailleurs, puisque la déclinaison d'une étoile traversant le méridien au zénith est égale à ^ , le coefficient de de est alors égal à l'unité; Terreur de la déclinaison subsiste donc tout entière dans le résultat. Par suite, si l'on ne cherche que la différence des latitudes de deux lieux assez rapprochés pour que la même étoile satisfasse dans les deux lieux aux conditions précédentes, on obtiendra, avec cette méthode, une valeur de la différence de latitude entièrement débarrassée de Terreur de déclinaison (*).
Exemple. — L'étoile ^ Dragon passe très-près du zénith de Berlin. On Ta observée à l'Observatoire avec un instrument de passage établi dans le premier vertical. L'intervalle des temps du passage au fil moyen, à Test et à l'ouest^ a été trouvé égal à
d'où
de plus
puisque l'observation a été faite dans le premier vertical , /' -f- f = o, et la formule (C] donne, pour le calcul de la latitude, réquai ion
tang^ ..^,
d'où Ton déduit
(*) On suppose ici que Plnslrument des passages est saflSsummcnt bien établi pour que la ligne de collimation décrive un plan vertical. Dans le cas où il n\)n serait pas ainsi, voir le n^ 26 du second volume.
(**) Cette formule, qui convient à des observations faites dans le premier vertical, peut sVbtenir directement par la considération du triangle rectangle formé par le pôle, le zénith et Pétoile,
enfin, la formule différentielle est
d(f='\- o,023 io[fi{A' — A)— 0,7934 fi(u' — ")] -4- 0,99925//^.
127. Trouver le temps par V observation de deux étoiles dans le même vertical, — Quand on connaît )a latitude du lieu d'observation, on peut trouver le temps au moyen des observations de deux étoiles faites dans le même vertical.
En effet, l'équation
(A) sin[i(^ + 0-M]-î^sin[i(f'--./)-Mj,
où
tzz^u-^Au — a, l'=tt'-f-A« — «',
et
iw sioM = sin {^' -f. ^) sinK /' — r),
/wcosM = sin(^' — 5) cos[(^' — r),
permet de trouver r' -f- ^, et par suite /' et /, puisque Ton connaît l'intervalle t' — t des deux observations exprimé en temps sidéral .
L'équation différentielle trouvée au n° l^d* montre que^ pour déterminer le temps au moyen d'observations azimutales, il convient de faire les observations au voisinage du méridien ^ car alors le coefficient de df^ est minimum, tandis que celui de dttst, au contraire, maximum.
Ces observations permettent aussi de déterminer l'azimut luimême ; on a, en effet,
cos^sinr
tangA = ^-^; : r »
^ — cosfsmo + sin^coso cosr
et en éliminant tang^ entre cette équation et la suivante
sin[|(/'-+-0 — M] ^^"gy^sinLi(/--0-M3''°^^^
il vient
. , . sin/sin[i(<'4-0-M]
enfin, en remplaçant t(/' — /) — M par |(^' -f-/) — M— - 1, od obtient facilement
B) tangA = — ^'-^^ . ' i.
smy •
La formule (A) peut encore servir à trouver le temps sidéral où les deux étoiles sont à la fois dans le même vertical. En effet , supposons que les époques des deux observations soient les mêmes, c'est-à-dire u = a', dès lors
et comme avec la formule (A) on peut calculer /' et r, on aura le temps sidéral cherché par Tune des deux relations
t=ze — (Xy t':=e — a'.
Exemple. — Au commencement de 1849 '^^ positions des étoiles Véga et Altaïr étaient
Véga.. . . a = 18^ 3 1'» 47% 75, ê = -h 38° 38' 52", 2, Altaïr... a'= 19.43 . 23,43, ^'=1: -f- 828.30,5.
On a donc
t'^t= — ii»i i«>35s68 = — i7*>53'55",2;
en prenant pour ^ (latitude de Berlin) la valeur 52° 3o'i6'% on obtient
d*où Ton déduit
= — i^37"'53%9, et par suite
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A la latiiade de 52^ 3o' i6'', les deux étoiles se trouvent donc dans le même vertical au temps sidéral
Ainsi en notant ri nstant où deux étoiles quelconques sont dans un même cercle vertical (il snfGt pour cela d'observer leur disparition derrière un fil à plomb), et, d*autre part, en calculant ce même instant au moyen des formules précédentes et des valeurs connues des coordonnées des étoiles et de la latitude, on peut obtenir, an moins approximativement, réiat de la pendule. Il sera commode de prendre, pour Tune des étoiles, la Polaire, dont le mouvement lent rend l'observation plus facile.
Remarque. — Consulter, sur la détermination des latitudes, Ie9 Mémoires de M. YyO!<( VillarCGAU: Sur la détermination des longitudes, latitudes et asimuts terrestres, inscrés dans les Annales de VQbservatoire impérial, i. VIII et IX.
y. — DfiTERlIINATION DE LA D1FF£RE>XE DES LONGITUDES GEOGRAPHIQUES
DE DEUX LIEUX
128. Détermination de la différence des longitudes de dettx lieux par r observation de phénomènes vus simultanément de chacun d^eux. — Si, au même instant physique, on connaît les heures de deux lieux différents de la surface de la terre, on sait quel est au même instant, pour chacun de ces lieux, l'angle horaire de l'équinoxe du printemps. I.a différence de ces deux angles horaires, c'est-à-dire la différence des temps observés au même instant en ces deux lieux, mesure l'arc d'équateur compris entre chacun d'eux, ou la différence de leurs longitudes géographiques.
Comme le mouvement diunre de la sphère céleste est dirigé de l'est à l'ouest, un lieu quelconipie est nécessairement situé à Touest de tout autre lieu, dont F heure est au même instant supérieure à la sienne; il est à l'est dans le ^as contraire. En Astronomie, on prend ordinairement comme premier méridien, c*est-à-dire comme méridien à partir duquel on compte les longitudes, le méridien d'un observatoire important, celui de Paris ou de Greenwich, par exemple; en Géographie, au contraire, les
longitudes se comptaient autrefois à partir du méridien de Tile de Fer dont la longitude est de 20° o' ou 1^20"™ à l'ouest de Paris.
Emploi des phénomènes astronomiques, — Pour obtenir en deux lieux différents Tindication d*un même instant physique, tantôt on se sert de signaux artificiels, tantôt on observe un phénomène astronomique apparaissant au même instant en tous les lieux de la Terre. Parmi ces phénomènes nous plaçons en première ligne les éclipses de Lune. Une éclipse de Lune étant produite par l'entrée de la Lune dans le cône d'ombre de la Terre et le temps qu'emploie la lumière à parcourir le rayon de la Terre étant tout à fait insensible, le commencement et la fin d*un pareil phénomène, tout aussi bien que Tentrée et la sortie d'une tache déterminée de la Lune^ seront vus, au même instant physique, de tous les points de la Terre. Il en est absolument de même pour les éclipses des satellites de Jupiter.
Ces phénomènes seraient d'un usage très-commode pour déterminer les différences de longitude, qui seraient égales, aux différences mêmes des temps observés en divers lieux de la Terre, si leurs observations pouvaient se faire avec une très-grande exactitude. Mais sur la surface de la Lune l'ombre de la Terre est toujours mal définie, et les erreurs d'observation peuvent atteindre une minute, et même davantage.
De même l'immersion ou Pémersion des satellites de Jupiter n'est jamais instantanée; l'observation de ces phénomènes n'est donc jamais d'une précision parfaite: c'est pourquoi ils ne servent actuellement presque plus à la solution du problème qui nous occupe. Si l'on voulait employer les éclipses des satellites de Jupiter, il serait absolument nécessaire qu'en chacun des deux lieux les observateurs fussent munis de lunettes de même puissance et qu'ils observassent un nombre égal et très-grand d'immersions et d'émersions; ils devraient d'ailleurs se borner au premier satellite, dont le mouvement aurour de Jupiter est très-rapide, et prendre, pour différence des longitudes, la moyenne arithmétique des différences ainsi obtenues; mais, malgré toutes ces précautions, il n'y aurait pas lieu d'espérer obtenir ainsi une très-grande exactitude.
Benzenberg a proposé de faire servir, à la détermination des I. 27
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longitudes, Tobservation de la disparition des étoiles filantes. Ces phénomènes peuvent, en effet, éire observés très -exactement; mais ils ont cet inconvénient, qu'on ne sait jamais à Tavance à ({uel instant et à quel endroit du ciel une étoile filante apparaît. Eût-on même, en deux lieux différents, observé un grand nombre d'étoiles filantes, quelques-unes seulement d'entre elles seront identiques dans les deux lieux ; en outre pour s^assurer de leur identité, il faut déjà connaître approximativement la différence de longitude des deux lieux.
Emploi des signaux artificiels, — La méthode des signaux artificiels, comme Texplosion instantanée d'un tas de poudre, permet d'obtenir la différence de longitude avec une grande précision. Bien que cette méthode ne soit directement applicable que pour des lieux dont la distance ne dépasse pas dix milles, il est néanmoins possible, par la combinaison d'un grand nombre de signaux, de déterminer de cette manière la différence de longitude de lieux très-éloignés. Soient, en effet, A et JB les deux stations dont on veiit déterminer la différence / de longitude, et soient Ai,A3,A3, . . . un certain nombre de stations intermédiaires dont les différences inconnues de longitude sont Z,,/,, /s,..., /t désignant la différence des longitudes de A, et A, /j celle de A2 et A,, et ainsi de suite.
Supposons qu'aux stations Ai, A3, A5,... on ait donné des signaux aux époques ^1,^3,^5,. . . (temps de ces lieux) ; à la première station A on ne voit le signal donné en Ai qu'au temps ^1 — /,= 0; à la station A2 on l'aperçoit au temps /, -h /^ = 0,; de même l'observateur placé en A, voit le signal donné en A3 au temps fj — l^z=i 0j, et celui qui est placé en A4 voit le même signal au temps ^3-4- /4=0,..,. Or, si la dernière station auxiliaire est désignée par An-i, la somme
représente la différence cherchée / des longitudes des deux stations extrêmes, on a donc
OU
/ = 0„-., — (0ft-2— 0«-3) —...-- (02— 0.) — 0.
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Ainsi toute détermination absolue du temps faite dans les stations intermédiaires où les signaux ont été observes est inutile; il suffit de connaître la marche de chaque pendule. Aux deux stations extrêmes seules, dont on veut déterminer la différence de longitude, une détermination très-exacte du temps est indispensable. Au lieu de se servir c#nme signal de l'explosion de la poudre, il est plus commode d'employer V héliotrope^ instrument inventé par Gauss, qui permet de réfléchir les rayons solaires, dans une direction quelconque, à de grandes distances. L'héliotrope étant dirigé vers l'autre station, on obtient un signal instantané en découvrant l'appareil.
Détermination des longitudes par la méthode chronométrique, — La différence des longitudes de deux lieux peut aussi être obtenue en transportant d'un lieu dans Fautre un bon chronomètre, et en déterminant pour chaque station l'état et la marche du chronomètre. En effet, soit ^u l'état du chronomètre à la première station, et sa marche diurne, l'état du chronomètre
dt
après a jours sera ^u -^ a — — • Supposons, par exemple, qu a
une époque u' séparée par a jours de l'époque de la première observation, Aw' soit l'état du chronomètre déterminé à la seconde station, et désignons par / la longitude orientale de ce lieu, nous aurons
d'où
/ . d ùiu , ,
u — /-f-Aw-f-a — r— ■= u' -\- A a ,
dt
l z=z £iu -h a — ; A tt .
dt
On a supposé ici que, dans l'intervalle des deux observations, le chronomètre avait toujours conservé la même marche; mais, en réalité, ce cas se présente très- rarement, ou plutôt il n'en est jamais ainsi; il faut donc, pour que cette méthode donne des résultats exacts, ne pas se contenter d'un seul chronomètre, mais en transporter un nombre aussi grand que possible et prendre la moyenne des différents résultais obtenus à l'aide de chacun d'eux.
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Cette méthode a servi à déterminer la différence de longitude de différents observatoires, par exemple, ceux de Green'wich et de Poulkowa (*).
C'est aussi la méthode employée en mer : on se sert d'un chronomètre dont Fétat et la marche ont été déterminés avant le départ par rapport au temps d*un port quelconque, le temps en mer étant donné par la hauteur du Soleil.
129. Détermination de la différence des longitudes par le télégraphe électrique. — La méthode la plus commode de détermination des longitudes repose sur l'emploi du télégraphe électrique* Les pendules des deux stations peuvent être comparées au moyen de signaux télégraphiques; l'observation de ces signaux se faisant de la même manière que les précédents, il n'y aurait rien à ajouter à ce que nous avons dit. Mais la méthode peut être envisagée à un autie point de vue et, à cet égard, nécessite d'assez longs développements. La différence des longitudes des deux stations est évidemment le temps nécessaire à une étoile pour passer du méridien d'une de ces stations au méridien de l'autre. L'emploi du chronographc permet d'en effectuer la mesure avec une très— grande exactitude.
Description du chronographe, — Le chronographe consiste essentiellement en un cylindre, sur lequel est enroulée une feuille de papier, et qu'un mouvement d'horlogerie fait tourner d'un mouvement uniforme autour de son axe. Un stylet se meut lentement dans une direction perpendiculaire à celle du mouvement du papier, de manière à occuper sur celui-ci une position différente à chaque révolution du cylindre. Si les mouvements du cylindre et du stylet sont uniformes, celui-ci décrit une hélice qui se transforme en un système de lignes parallèles sur la feuille
(*) Voir pour plus de détails ;
Struye, Expédition chronométrique exécutée par ordre de Sa Majesté l'Em» pereur Nicolas l^, pour la détermination de la longitude géographique relative de l'Observatoire central de Acij^/e (Saint-Pétersbourif, i8^4)>
Expédition executed under prqfessor Airy to détermine the longitude of Ffllentia {Àppendix to the Greenwick's observations of iS45).
<le papier déroulée. Le stylet est en outre relié à un électroaimant, (le telle sorte que si^ à un instant donné, le courant est interrompu, Tarmature de Taimant, ramenée en arrière par un ressort, soulève le stylet qui cesse de toucher le papier et y laisse un espace blaftc. Supposons dès lors que le courant excitateur •de rélcctro-aimant traverse une pendule, et que, par un mécanisme quelconque, il soit interrompu à chaque oscillation du balancier, chaque seconde de la pendule sera représentée sur la feuille de papier; imaginonsurailleurs que la durée d'une révolution du cylindre soit de i minute, on trouvera sur la feuille de papier une série de lignes dont chacune sera divisée en 60 parties, ^t telles, que les signes correspondant aux mêmes secondes dans les différentes minutes forment comme une suite de lignes parallèles entre elles et perpendiculaires à celles que trace le stylet. Le <;ircuit étant d*abord ouvert, fermons-le, lors d'une minute déterminée, avant le battement de la seconde o : le premier signe de seconde marqué sur le papier correspondra à cette seconde de la pendule, et il sera très-facile de savoir quelle est la seconde de la pendule qui correspond à un signe quelconque.
Supposons que le courant traverse en outre une clef (*), et -qu'à un instant quelconque on donne un signal au moj'en de cette <:lef ; il en résultera sur la feuille de papier un trait blanc, qui se distinguera, par sa position et sa longueur, des si^'.nes de seconde; et en mesurant la distance qui le sépare du signe de seconde le plus voisin, on aura avec une grande exactitude le temps de la pendule qui correspond à Tenvoi du signah
Emploi du chronographe. — Méthode des signaux d*€toiles, — A Tune des stations, A par exemple, se trouvent la pendule et le chronographe, et à chaque station au voisinage d'un instrument des passages, et à portée de l'observateur, est disposée une clef. Un courant électrique traverse cet ensemble. En chacune des deux stations A^et B, les observateurs donnent un signal, au
(*) Celte clef est un appareil analogue au iranipulateiir du télégraphe de Morse; mais elle est construite de manière h interrompre le courant quand on appuie sur la touche.
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moyen de la clef, au moment même où une étoile déterminée passe derrière chacun des fils de Tinstrument, signal que le courant inscrit sur le chronograpbe. La différence des temps d'observation mesurée sur le papier et corrigée de la marche de la pendule pendant l'intervalle des deux observations, ainsi que de la quantité dont chaque instrument s*€carte du méridien, est la différence des longitudes des deux stations.
Mais un courant électrique qui traverse un circuit de grande longueur est souvent de faible intensité, surtout si la ligne n'est pas en parfait état; dans ce cas on ne fera pas agir directement^ sur l'électro-aimant du chronograpbe, le courant principal qui passe par les clefs des deux observateurs, mais on lui fera seulement traverser un relais qui ouvrira et fermera le courant d'une pile locale destinée à agir sur cet électro-aimant.
Souvent, à cause de la confusion qui peut exister entre les signes de seconde et les signaux des observateurs, on préfère employer deux stylets. L'un des stylets, mû par le courant d'une pile locale, inscrit d'une façon continue l'heure de la pendule; l'autre, qui se meut parallèlement au premier, indique sur le chronograpbe les signaux de chaque observateur. Il faut encore que la différence des longitudes des deux stations soit supérieure au temps que met une étoile à traverser le réticule de chacun des instruments; dans le cas contraire, il faudrait employer trois stylets et deux fils télégraphiques.
£n raison de la durée nécessaire à la transmission du signal de A en B, durée dont nous parlerons plus tard, la différence des longitudes obtenue ainsi est erronée. Pour remédier à cet inconvénient, on établit un chronograpbe et une pendule à chacune des deux stations, surtout si elles sont un peu éloignées. Les secondes de la pendule, tout aussi bien que les signaux des deux observateurs, sont alors inscrits sur chacun des chronographes, et la moyenne des différences de longitude obtenues aux deux stations est débarrassée de cette erreur.
Une étoile quelconque donne ainsi une détermination de longitude déjà plus approchée que celle que donnerait une autre méthode quelle qu'elle soit; et comme on peut observer autant d'étoiles qu'on le désire, la précision de la méthode n'a d'autres
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limites que celles qu'impose Texactitude avec laquelle ont été déterminéi^s les erreurs instrumentales. En outre, si aux deux stations on a observé les mêmes étoiles, le résultat obtenu sera évidemment indépendant des erreurs qui peuvent exister sur les positions de ces étoiles; il reste néanmoins soumis à certaines erreurs dont nous allons parler.
Temps de la transmission, — Théoriquement les différences des longitudes données par les chronograpbcs des deux stations devraient être rigoureusement égales, mais ce fait ne se présente jamais. En effet, le courant ne se propage pas instantanément, et par suite, dans le cas au moins où les deux stations sont fort éloignées, il s*écoulera un temps petit, mais mesurable, entre le moment où un signal parti d*un lieu A situé à Test, parvient au lieu B situé à l'ouest. L'instant d'arrivée du signal enregistré en B correspondra donc à Tinstant où l'étoile était au méridien d'un certain lieu situé à l'ouest de A. La différence de longitude enregistrée en B sera donc trop petite de tout le temps nécessaire à la transmission du courant du point A au point B. Un signal parti de A mettra le même temps pour arriver en B, et l'instant où il sera enregistré en A correspondra au temps où l'étoile était au méridien d'un certain lieu situé à l'ouest de B; la différence de longitude enregistrée en A sera donc trop grande de tout le temps nécessaire à la transmission du courant. La moyenne des différences données aux deux stations par les appareils enregistreurs est débarrassée de cette erreur. Au contraire, la demi-différence de ces nombres (on retranche le résultat enregistré en B de celui obtenu en A) est égale au temps de transmission lui-même. Dans la détermination de la différence des longitudes de Seaton (Washington) et Raleigh (Caroline du Nord) faite en i853, le docteur Gould a trouvé que le retard causé par la transmission du courant dans un circuit d'environ 4^3 kilomètres était de o^,o3.
Temps d* armature, — Entre le moment où un signal donné, soit par la pendule, soit par l'observateur, parvient à l'électroaimant et celui où le stylet du chronographe presse sur le papier, il s'écoule un petit intervalle de temps, dit temps tVarmatiire, Nous n'en avons pas tenu compte dans ce qui précède, supposant
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que ce temps était le même pour les deux observations de la mémo étoile, hypothèse fort probable, si les signaux de la pendule n^ont pas changé, et si ceux des deux observateurs sont donnés de la même manière.
Équation personnelle, — Outre les erreurs que peut produire dans la différence des longitudes Tinexacle détermination des erreurs instrumentales, la rapidité relative avec laquelle les observateurs perçoivent une impression donnée, ou leur équation per^ sonnelle, intervient encore dans le résultat. D'ailleurs, cette erreur n'est pas particulière à la méthode actuelle, mais se présente dans toutes les autres. Dans la méthode chronographique. Terreur dépend du temps qui s*écoule ent^e le moment où une impression vient frapper la rétine de l'observateur et celui où il en a conscience, et par suite presse la clef. Si cet intervalle est le même pour les deux observateurs, la différence de longitude n'en sera pas modifiée; mais s'il diffère de l'un à l'autre, c'est-à-dire s'il existe entre ces deux observateurs une différence d'é([uation personnelle, la différence de longitude déterminée par cette méthode est en erreur de toute la grandeur de cette quantité. Cependant l'erreur qui provient de cette source sera complètement éliminée (en admettant que l'équation personnelle soit invariable), si les observateurs font une seconde fois la même détermination après avoir réciproquement changé de station. Les deux déterminations de longitude diffèrent du double de Téquation personnelle, et leur moyenne en est indépendante.
Les deux observateurs peuvent encore déterminer d'une autre manière la valeur de leur équation personnelle. En un même lieu ils observent tous deux avec un même instrument dont le réticule est muni de plusieurs fils. L'un d'eux observe d'abord à un nombre déterminé de fils, et l'autre avec les fils qui restent ; on réduit ensuite au fil moyen de l'instrument chacun des temps observés (t. II, n° 20) ; les résultats trouvés par les deux observateurs avec différentes étoiles présentent entre eux une différence constante précisément égale à leur équation personnelle; puis on recommencera ces opérations, le premier opérateur se servant des derniers fils et le second des premiers. Les temps observés réduits
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au fil moyen présenteront une différence presque égale à la première, mais en sens opposé. La moyenne de toutes res différences donne une valeur de Téquation personnelle complètement indépendante des erreurs dont peuvent être entachées les valeurs employées pour les distances de fils dans la réduction au fil moyen (*). Il faut ajouter à la différence de longitude observée la valeur de l'équation personnelle ainsi déterminée. Par exemple, l'observateur placé à Vest observe- t-il un phénomène plus tard que celui placé à l'ouest, de la quantité a; l'équation personnelle est alors E — 0 = -f- a ; la différence de longitude sera dans ce cas trop petite, et il faudra lui ajouter la quantité a.
Second procédé, — Quand les deux stations sont très-éloignées, les déperditions par les supports et par Tair peuvent produire dans le courant des interruption^ fréquentes, et un grand nombre d'observations peuvent être perdues; de plus on ne dispose souvent d'un fil télégraphique que pendant très-peu de temps de chaque soirée. On emploie alors un procédé différent de celui que nous avons indiqué, il est fondé sûr notre première définition de la différence des longitudes de deux lieux. En chaque station on détermine Theure de la pendule locale par des observations astronomiques, et, à un moment donné, on fait, au moyen du chronographe, une comparaison électrique des deux pendules. Dans chacune des deux stations le courant d'une pile locale traverse à la fois une pendule et un chronographe, et on rie fait communiquer le courant principal avec les deux courants locaux que pendant un temps très-court, au commencement et à la fin, par exemple, d'une série d'observations; et, par suite, à ces deux époques seules, les secondes dos deux pendules seront enregistrées sur le chronographe de chaque station. A chacune de ces stations, après avoir
{*) On peut encore opérer comme il suit: les deux observoteurs, placés soit sur un môme méridien, soit en deux lieux voisins dont les méridiens sont distants d^une quantité connue et déterminée directement en mètres^ observent chacun avic son instrument les mêiiies étoiles à la même pendule: la difT^rence des résultats obtenus donne la vuleiir de Tcqualion personnelle {Annales de l'Obseivatoire impérial^ t. VIII, p. SqS).
ouvert le circuit pendant quelques instants, on le fermera au commencement d*une minute de façon à connaître les temps de chaque pendule qui correspondent aux signes de seconde marqués sur les chronographes : chacune des secondes^ ainsi notée, donnera une comparaison des deux pendules, et il faudra prendre la moyenne de toutes ces comparaisons. Quant aux différences entre les états relatifs des deux pendules obtenus aux deux stations, elles donnent le double du temps nécessaire au courant pour passer d*une station à Tautre, et on peut de la sorte déterminer cet intervalle avec une grande exactitude. Dans la pratique un petit nombre de comparaisons suffiront, car l'exactitude d*une comparaison quelconque est ordinairement équivalente à celle avec laquelle on connaît Tétat de la pendule. Ainsi on n'aura certainement besoin de faire passer ces signaux de pendule que pendant quelques minutes, et la partie essentiellement télégraphique de l'opération sera limitée à ce petit intervalle de temps au commencement et à la un de la série d'observations. Après avoir fait les comparaisons de pendules, on intercalera, à chaque observatoire, la clef dans le courant local, et, au moyen d^observations astronomiques qu'il enregistrera sur son chronographe, chaque observateur déterminera Télat de sa pendule par rapport au temps sidéral. Ces corrections, appliquées avec un signe convenable aux résultats des comparaisons des deux pendules, permettront de trouver la différence des longitudes. La valeur ainsi obtenue sera nécessairement soumise aux erreurs dont nous avons parlé plus haut, et devra en être corrigée; mais en observant les mêmes étoiles aux deux stations, les différences de longitude obtenues seront indépendantes des erreurs qui peuvent affecter leurs ascensions droites.
La comparaison de ces deux procédés donne lieu à quelques remarques. Le premier donne la marche de la pendule d'une façon continue, et par suite il ne faut interpoler cette marche que pour un intervalle de temps égal à la différence de longitude des deux lieux, intervalle qui sera généralement beaucoup moindre que la durée d'une série d'observations. Dans le dernier, au contraire, l'état de la pendule n'étant donné qu'au commencement et à la lin de la série, il faut, pendant tout cet inter-
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valle, supposer à la marche de la pendule une variation uniforme; à cet égard, ce procédé est donc inférieur au premier.
Exemple. — Le 29 juin 1861, on a fait une déterminarîon de longitude entre TObservatoire d'Ann-Arbor, dans TÉtatdu Michigan, et celui de Clinton^ dans l-État de New- York, et cent vingt-six comparaisons inscrites sur les deux chronographes ont donné :
Temps Temps
do la pendule de la pendule
de Clinton. d'Ann-Arbor.
A Ann-Arbor. ... 1 3^ 5ç)"'3*, o = i9^58"29*, 56, A Clinton 13.59. 3 ,0 = ï9'58.29 ,4o;
la pendule de Clinton était réglée sur le temps moyen , et sa réduction au temps sidéral de Clinton était, pour Tépoque donnée, + 6^ 33" 46% 07, tandis que la correction de la pendule de Clinton, par rapport au temps sidéral, était -h i"*i*,87. En se reportant au chronographe d'Ann-Aibor, on voit que
Temps sidéral Temps sidéral
de Clinton. d'*Ânn-Arbor.
2o^32"49''07 = i9^59"3i%43; de même le chronographe de Clinton donne
Temps sidéral Temps sidéral
de Clinton. d'Ann-Arhor.
La différence de longitude est donc, d'après les lectures faites à Ann-Arbor, 33°*i7%64, et à Clinton, 37*"i7%8o ou, en moyenne, 33"* 17*, 72.
Dans ce cas, Téquation personnelle était P — B = 4- 0% o4, et comme P était l'observateur placé à Test, la différence de longitude corrigée était
{*) Le D*^ Veters observait à Clinton, et TAuteur de cet ouvrage à Ann- Arbor.
Bemarque. — La Tn<HhodA chronographiqne a ^té surtont empinyéd en Ainériquepar le 17. S. Coaf/Stfiv/^:^; son principe a élé indiqué par G. Walkcr et W. Bond, mais le premier instrument qui ait pu réellement servir à Penregistrcmcnt (les observations est dû ù Mitchcl de Cincinnati. Celte méthode a étc ensuite développée et perfectionnée par le ï^^ Gould.
Consulter sur ce sujet :
Report ofthe superintendant qf ihe U. S. Const Sun^ty, for i856 et 18.57;
FôRSTEit et Peters, Différence de longitude entre Berlin et Allona;
Plantauour el Hirsch, Différence de longitude entre Genève et Neufchatel;
fiauiiNs et AuWERS, Différenee de longitude entre Leipzig et Altona.
Remakque. ' — Dans le grand travail entrepris depuis l'année 1854 P^'' rObservatoire impérial de Paris pour la révision de la méridienne de France, la méthode télégra|)liique a subi de nombreux perfectionnements. En i856, dans la détermination de la longitude de Bourges, on avait eu recours à l'enregistrement chimique des observations; plus tard, en 1861, dans la détermination de la longitude du Havre (*), on supprima Tenregistrement, qui exige un transport et un maniement d^appareils étrangers aux observations astronomiques pures, pour recourir à la comparaison électri(]ue directe des pendules des deux stations. Enfin, en 1862, dans la détermination des longitudes du Havre et de Dunkerque, on supprima même cette comparaison, et l'on, réduisit le procédé à une extrême simplicité : les deux observateurs observent en réalité à la même pendule.
A chacune des deux stations on fait battre par la même pendule sidérale deux relais très-sensibles, et on observe sur le battement de ces relais comme sur le battement d'une pendule. Les relais fournissent aux deux stations Teslime de la fraction de seconde; reste à compter les battements et à les rattachera une origine commune. Chaque observateur est muni d'une pendule servant de compteur^ dont il met et entretient les battements d'accord avec ceux de son relais. En outre, au commencement de chaque série d'observations, l'un des observateurs envoie à l'autre un signal
{*) Détermination de la longitude de Bourges en i856, de celle du Bavre en 18Ô1 {Annales de l'Observatoire^ t. VUI, p. i et suiv.).
électrique au moment où son compteur et son relais battent une seconde ronde; l'autre observateur reçoit ce sij^rlal sensiblement en coïncidence avec une seconde de son relais et de son compteur. Chacun d'eux marque la seconde ronde donnée ou reçue, et la différence donne l'avance de Tun des cadrans sur l'autre, de telle sorte qu'en ajoutant ou retranchant cette différence aux passages observés d'un côté, on obtienne le même résultat que si l'on avait eu sous les yeux le cadran de la pendule employée dans l'autre station.
En faisant battre deux Celais à une grande distance l'un de l'autre et par l'intermédiaire d'un long circuil, il doit se manifester quelque différence dans les temps indiqués aux deux extrémités de la lifçne. On l'éliminera en faisant battre alternativement la seconde par les deux stations. D'ailleurs, par des expériences directes, M. Le Verrier s'est assuré qu'un circuit d'une longueur de 800 kilomètres n'apportait qu'un retard de o*,o3. L'erreur provenant de ce retard pourra donc être négligée toutes les fois que les deux stations seront peu éloignées.
Il y ^ d'ailleurs deux moyens de diriger les observations : 1° On peut observer les mêmes étoiles aux deux stations, et des lors la différence de leurs ascensions droites, corrigée de la marche de la pendule, supposée uniforme pendant l'intervalle des deux observations de la même étoile^ sera indépendante des positions adoptées pour ces étoiles ;
2° Il est possible d'éliminer complètement l'erreur provenant de la marche de la pendule : pour cela, on dresse à l'avance une liste d'étoiles, dites étoiles de longitude, qu'on observe un grand nombre de fois dans une des stations, et dont les positions peuvent être par suite considérées comme connues avec exactitude. Chacun des observateurs observe alors des étoiles quelconciues prises dans cette liste, en ayant soin toutefois de diriger chaque série d'observations de manière que l'époque moyenne des pas* sages observés dans les deux stations corresponde sensiblement au même instant physique; il suffit pour cela qu'à la station la plus orientale chaque série commence à une époque qui soit en retard, sur celle où commence la même série à l'autre station, d'un intervalle de temps égal à la différence de longitude des deux
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Stations, différence que l'on connaît toujours d'un façon appro* chée (*).
i 30. Détermination des différences de longitude par les éclipses ; méthode ancienne. — On peut encore, pour déterminer la différence en longîludes des deux lieux, se servir de l'observation de certains phénomènes célestes qui, n'ayant pas lieu simultanément pour tous les points de la Terre, peuvent sans erreur sensible être ramenés à un seul et même instant. Si les observations sur lesquelles cette méthode repose peuvent être faites avec une grande exactitude, elle offrira des avantages réels, car les phénomènes observés étant visibles à la fois d'une grande partie de la Terre pourront servir à déterminer les différences de longitude de deux lieux très- éloignés. Ces phénomènes sont les occultations des corps célestes les uns par les autres; ainsi, les occultations des étoiles et des planètes par la Lune, les éclipses de Soleil ei les passages de Mercure et de Vénus sur le disque du Soleil. Tous ces astres, sauf les étoiles fixes, ayant une parallaxe (celle de la Lune atteint même une valeur considérable), on les voit au même instant, de différents points de la surface de la Terre, en des points différents du ciel; les occultations des astres ou les contacts de leurs bords ne seront donc pas aperçus au même instant en des lieux différents. Aussi faudra t-il appliquer à chaque observation une correction due à la parallaxe, pour avoir l'instant où l'occultation aurait eu lieu si l'astre n'avait pas eu de parallaxe sensible, ou plutôt si le phénomène avait été observé du centre de la Terre.
On calcule d'abord les parallaxes en longitude et en latitude, et les diamètres apparents des deux astres pour l'époque de l'entrée et de la sortie (ou la parallaxe en ascension droite et en déclinaison, si l'on préfère employer ce système de coordonnées). Le triangle formé par le pôle de Técliptique et les centres des deux astres, dans lequelles trois côtés sont connus (savoir : les complé-
(**) Consulter Annales de l'Observatoire impérial, t. VIII :
Détermination de la longitude du Havre en 1863, par M. Le Verrier (p. 60
et 8uiv.);
Détermination de la longitude de Dunkerque en 1862, par M. Y von Villar-
ceau (p. 209 et suiv.).
inents des latitudes apparentes des deux astres, et la somme ou la différence de leurs demî*diamèlres)^ permet alors de trouver l'angle au pôle, c'est-à-dire la différence des longitudes apparentes des deux astres pour Tépoque de Tobservalion; en la corrigeant de la parallaxe en longitude, on a pour la même époque la différence de longitude des deux astres vus du centre de la Terre. Connaissant la valeur de cet angle et la vitesse relative des deux astres, on obtient Tépoque de la conjonction vraie, c'est-à-dire l'époque pourlequelle les deux astres, vus du centre delà Terre, auraient la même longitude, époque exprimée en temps du lieu de l'observation. Si, en un autre lieu, on a observé une occultation des deux astres ou un contact de leurs bords, on a de la même manière l'époque de la conjonction vraie exprimée en temps de ce lieu. La différence de ces deux époques est la différence des longitudes géographiques des deux lieux.
S'il était possible d'observer avec une exactitude parfaite aux deux lieux les époques du contact, on aurait de cette manière une détermination très-exacte delà longitude, à la condition encore que les données employées pour la réduction au centre de la Terre fussent exactes elles-mêmes. Mais ces quantités comportent toujours de petites erreurs, il faudra donc déterminer leur influence sur le résultat et chercher à éliminer ces erreurs par une. combinaison convenable des observations.
Telle est la méthode la plus ancienne, celle dont on s'est servi d'abord pour déduire des observations d'éclipsés la différence des longitudes de deux lieux. On emploie à présent une méthode un peu différente. Au lieu de prendre pour point de départ l'équation qui exprime les conditions du contact des bords des deux astres, et qui ne contient que les coordonnées géocentriques, on développe une autre équation dont l'inconnue est l'époque de la conjonction, ou, puisqu'on n'a nul besoin de la connaître, dont l'inconnue est la différence de longitude elle-même.
131. Méthode de Bessel ; exemple du calcul d'une éclipse de Soleil, — Les bords de deux astres paraissent en contact quand l'œil se trouve sur l'une ou l'autre des deux surHtces enveloppes de leurs plans tangents communs. Puisque les corps célestes peu-
vent être considères comme sphériques (à l'exception de Jupiter et de Saturne), les surfaces enveloppes sont toujours celles de deux cônes drpits, dont Vun a son sommet placé entre les centres des deux astres, et Tautre en dehors et au delà du plus petit ; le contact sera extérieur ou iniérieur, suivant que l'œil se trouvera sur le premier ou le second de ces deux cônes. Dans le premier cas, le plan tangent commun, passant par FœU de l'observateur, laisse les deux astres de chaque côté du plan; dans le second, il les laisse du même côté.
Équation fondamentale de la théorie des éclipses, — L'équation d'un cône droit rapporté à un système d'axes rectangulaires dont l'un coïncide avec Taxe du cône est
j;2 _l_ j2 = (e — z)' tang^y,
dans laquelle on représente par
c la distance du sommet du cône au plan des xy^ f l'angle que fait Taxe du cône avec la génératrice.
Nous chercherons d'abord Téqualion du cône qui enveloppe les deux astres, en le rapportant à un système d'axes dont l'un soit la ligne qui joint leurs centres. En remplaçant ensuite dans cette équation les coordonnées variables x^ j, z par les coordonnées d'un lieu de la Terre rapporté à ces mêmes axes, nous obtiendrons l'équation fondamentale de la théorie des éclipses. Dans ce but, il faut d'abord déterminer la position de la droite qui joint les centres des deux astres.
Soient :
a et d l'ascension droite et la déclinaison du point où la ligne des centres, prolongée du côté de l'astre le plus éloigné, rencontre la sphère céleste,
a, $ et A les coordonnées géocentriques et la distance au centre de la Terre de l'astre le plus rapproché,
a!, S' et A' les coordonnées géocentriques et la distance de l'astre le plus éloigné,
G la distance des centres des deux astres.
on a les équations
G cosd cos fl = a' cos^' ces a' — A cos S cosa ,
Gcos<isina r= a'cos^' sîna' — Acos^ sina,
G sinrf = A' sin^'— Asin^, •ou
Gcos£?cos(<z — a') = A'cos^' — Acos^cos(a — a'),
Gcos^sîn(a — a')=: — Acos^sin(a — a'),
GsinJ= A'sin^' — Asin^.
Prenons pour unité le rayon équatorial de la Terre, et désignons parTT la parallaxe horizontale équatoriale de l'astre le pius voisin, •et par iz' la parallaxe horizontale éijuatonale moyenne de Tastre le plus éloigné (qu^on supposera être le Soleil); si, comme dans les Tables astronomiques^ A et A' sont rapportés au demigrand axe de Porbite terrestre, nous devrons, dans les formules
précédentes, remplacer A' par - — y et A par —. — ? de sorte
siutt SIOTT
qu'elles deviendront
GsiuTT cos<icos (a — a') = A' -: — : cos^' — cos^ cos (a — a'),
^ siutt'
Gsin7rcos£rsin(a — a') = — cos5 sin{a — a') ,
GsiuTT sine? = A' -: — 7 sin^' — sin^.
siutt'
On déduit aussi des équations qui précèdent
GsinTT cosd= A' -: — ; cos^ cos (a — a') — cos^cosfa — a),
sinTt
et il en résulte
sinw' cos^ , , ,.
,, A'sinir cosd ^ ' tangfa— a) = : — ; 9
I — -77-: ïjcosfa — a')
De,i« A'smTT coso' ^
on trouverait de même
A sinir ^ '
lang(fl?— ^') = —
I — -7-: — cos 1$ — 5') I. 28
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Pour les éclipses de Soleil, -: — est UDe petite quantité; i^tieni doDc, d'après la formule (12) du n" 11 , 1' , sim/ eosJ ,
f cosd'
on aurait aussi
,„i sinir'
Imaginons un système d'axes r^c langui aires dont l'origine soit au centre de la Terre, l'axe des j étant dirigé vers le pôle Hord de l'équaieur, les axes des z et des -c étant dans ce plan, et passant le premier par le point dont l'ascension droite est a, le second par le point d'ascension droite 90°+ a; par rapport à ces axes, les coordonnées de l'astre le plus voisin seront
si l'on fait maintenant tourner les axes des j- et desi dans le plan
des^z d'un angle —'/(*), de sorte que le nouvel axe des z soit
igé vers le poini dont l'ascension droite et la déclinaison sont a
d, les coordonnées de l'astre le plus proche rapportées à ce
uveau système d'axes auront pour expitissious
sin5sinrf-i- cos5 cosrf ros(a — a)
sin5 cosrf — cosS sinrf cos(a
;*} L'«nfl[eJiloilèlnTri»ré(!alif, »
OU encore
___ cos [§ — d) cos^l (a — a) — cos (S + d)sm^(oL — n)
SIOTT
,^, . sin(^ — rf)cosH(a — û)-l-sin(^+rf)sin4(a — «)
' sinir
cos^ sinfa — a) X'=. ^ •
SiOTT
L'axe des z est mainlenant parallèle à la ligne qui joint les centres des deux astres; transportons les axes parallèlement à euxmêmes, de manière à faire coïncider ces deux lignes, x ely représenteront par rapport à ces nouveaux axes les coordonnées du centre de la Terre prises en signe contraire.
D'autre part, rapportées à un système d*axes parallèles à ces derniers et passant par le centre de la Terre, les coordonnées du point de la surface de la Terre défini par la latitude géocentrique f', le temps sidéral e et la distance au centre p ont pour expressions
(Ç = p[sinr/siny'-h coscf cos<p'cos(0 — «)], 7î =r p[cosf/sin<p' — sin </ cos <p' cos (€> — «)], ( Ç ir= pcosç'sin(0 — a).
Par rapport au troisième sysième d'axes les coordonnées de ce même lieu sont \ — Xy n — jr et Ç; la condition à laquelle ces coordonnées doivent satisfaire pour que ce lieu soit situé sur la surface du cône circonscrit aux deux astresest donnée parTéquation
(.r - ?)^-h (r — n)'=^ (c - K)' tangy,
où il faudra exprimer c et / en fonction des grandeurs qui se rapportent au centre de la Terre.
On trouve l'angle /au moyen de l'équation
r'dz/-
où r et r' sont les demi-diamètres des deux astres, et où l'on prend
le signe -h, pour les contacts extérieurs, le signe — , pour les contacts intérieurs.
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Puisque G est exprimé en parties du rayon équatorlal de la Terre, ret r' doivent être rapportés à la même unité. Désignons par K le demi-diamctre de la Lune exprimé en parties du rayon équatorial de la Terre, et par H le demi-diamètre apparent du Soleil pour une distance égale au demi -grand axe de Torbite terrestre, et remarquons que
sînH
nous aurons
smTT
sin/= TT- : — 7 (sinH dz K sinTr'), GsinTr' ^
ou
(E) sin/==-î-7(sinHd=Ksin7rM;
mais on a d'après Encke
logsin7r'= 5, 6186145,
de plus, d'après les Tables de la Lune de Burkhardt, K = o, 2726, et, d'après Bessel, H = i5'59'',788; on a donc
log (sinH-HK sinir') = 3,6688o4i, pour les contacts extérieurs, log (sinH^— Ksinir') = 3,6666908, pour Tes contacts intérieurs.
Il nous reste encore à exprimer la quantitité c, ou la distance du sommet du cône au plan des xjr. On a, comme on le voit aisément,
^ ^ Sin/
en prenant
le signe -1-, pour les contacts extérieurs, le signe —, pour les contacts intérieurs.
Désignons maintenant par
/ la grandeur c tang/, c'est-à-dire le rayon de la trace du
cône sur le plan des xy^ \ la grandeur tang/, c'est-à-dire la tangente de Tangle au
sommet du cône.
* nous aurons pour équation fondamentale des éclipses, la relation
qui exprime que le point de la surface de la Terre déterminé par ^', 0 et p se trouve sur la surface du cône enveloppant les deux astres.
Puisque la quantité / est essentiellement positive, il faudra prendre "k négatif, si Téqualion (F) donne pour c une valeur négative.
A Taide des Tables du Soleil et de la Lune, on cherchera d'après les formules (C) et (D), les quantités qui servent au calcul de x, ^ et z, Ç, Y} et Ç; toutefois, puisque ces Tables sont toujours affectées de petite^ erreurs, les valeurs calculées pour j:,^, etc., différeront un peu des valeurs véritables. Si donc Ax, ày et A/ sont les corrections qu'il faut apporter aux valeurs calculées de je,jr et l pour avoir les valeurs véritables, Tèquation précédente deviendra évidemment (*)
(x -h Ao: — ?)»-^ (^4- Ajr— riY= (/ H- M — H)'.
tf Calcul de la longitude. — Actuellement, supposons que les
valeurs a, ^, ir, a', $\ tz' tirées des Tables ou des Éphémérides astronomiques se rapportent au temps T du premier méridien taî* adopté; soit, en temps de ce premier méridien, T 4- T' l'heure
)jt: qui correspond à l'observation d'une phase de Téclipse, soient
aussi x^ et y^^ x' et y' les valeurs de a? et j et de leurs dérivées au temps T; nous aurons
De même les grandeurs Ç, >] et Ç seraient données par la somme de deux termes analogues. Mais puisque ces grandeurs varient toujours très-lentement et que, dans la pratique, on connaît déjà une valeur approchée de la différence de longitude, et par suite du temps du premier méridien correspondant au temps de Tob-
lD$^ (*) On a négligé ici les erreurs de a, <^et ^, car on ne peut pas les déter-
miner par les observations des éclipses.
servation; on peut considérer ces grandeurs comme étant connues pour celte époque. L'équation précédente devient donc
si X et ^variaient proportionnellement au temps, x' et/' seraient des constantes, et il suffirait de les calculer une fois pour les con* naître à un instant quelconque. En réalité, ceci n'a pas lieu; mais, comme les variations de x^ et y sont toujours très-petites par rapport aux variations de x et dejr, on peut résoudre Téquation précédente par approximations successives, et arriver ainsi rapidement aru résultat.
Posons
y'i -\- x'V=i b.y\ et
Im sinM = x^ — Ç, n sinN = x', m cosM = y^ — n , n cosN =■ y\
réquation précédente pourra s'écrire
(L-fA/)>=[/wcos(M — N)-H/î(T'-4-0?-h[/wsin(M — N) — /!/']%
et en négligeant les carrés de V et de A/, on a pour trouver T'-h ', réquation du second degré
(T'-f. i)=H- 2 ~ (T'+O cos(M — N)
_ L^— m" sin»(M — N) m^ cos»(M — N)
-H2 — l'sin M — N-f-2— A^-
Résolvons celle équation par rapport à T' + ,i, en remarquant que
^x -f- A J? = ya: -f-
àx
«t en posant
(H) Lsin^p r=/wsin(M — N),
nous aurons
r= ~ - cos(M ~ N) qz —--*:- /q:^'lang>p rp- sec4»,
ou, en exceptant le cas où ^ serait très-petit^
T'= — — ^-- ^ — i ZÂZ i' tang J; qz — séc Ji.
n sin ip ^^ ^ ^^ n ^
Pour l'entrée, ou en d'autres termes pour le commencement de réclipse ou d'une phase quelconque, T' aura une valeur positive plus petite, ou une valeur négative plus grande qu'à Tépoque de la sortie ou de la fin; par conséquent si Ton prend toujours l'angle ^ dans le premier ou le quatrième quadrant, il faudra choisir le signe supérieur pour l'entrée, et le signe inférieur pour la sortie, comme on le voit aisément à l'aide de la première forme de l'équation en T'; si l'on prend, au contraire, l'angle ^l' dans le premier ou le quatrième quadrant pour l'entrée, et dans le second ou le troisième pour la sortie, on aura dans les deux cas
/?îsin(M~N+4^) , . A/ , ,
T'= ' — ^-j ^ — I — f ' tangJ; sécJ/,
n sm^I* ^^ n ^
ou
(J) T'=--cos(M— N) -ïi^ -/-i'iang^.- -séçf n n n
Dans le cas d'une éclipse annulaire et pour le contact intérieur, la sortie a lieu avant l'entrée; il faut donc, à l'inverse de ce qu'on a fait tout à l'heure, prendre, pour l'entrée, ^ dans le second ou le troisième quadrant, et, pour la sortie, le prendre dans le premier ou le quatrième.
Quant à Téquation (J) on la résout par approximations successives. Dans ce but on calcule les valeurs de x, j, z, a^ d, gy i çt > à l'aide des formules (A), (B), (C), (E), (F) pour plusieurs
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heures successives, de sorte que, à Taide des formules d'interpolation^ on puisse trouver pour chaque instant les valeurs de *•> y* et de leurs dérivées; on adopte ensuite une valeur de T, aussi exacte que le permet la connaissance approchée de la différence de longitude, on interpole pour celte époque les {grandeurs x^jj^,, a/ et y' y et on trouve à l'aide des formules (D), (G), (H) et (J) une valeur plus approchée de T'. Avec la valeur T+T^ on recommence, s'il est nécessaire, le calcul précédent.
Représentons par T la valeur adoptée dans la dernière approximation, et par T' la correction trouvée, en sorte que
où / est le temps donné par l'observation, «> la différence, prise positivement à l'est, des longitudes du lieu d'observation et du premier méridien, c'est-à-dire du méridien dont le temps a servi de base au calcul' des grandeurs x, /, etc., nous avons
« = f — T H cos(M — N ) H cosTp
M -h / -h V tang>p H séci{»,
ou d'après la formule (H)
, V „ /w sîn(M— N^-^^) . , . A/
^ n sin>p ^^ n ^
Les valeurs de œ' et y ont été trouvées en prenant l'heure de temps moyen comme unité de temps. La formule précédente suppose donc w rapporté à cette même unité. Or /, temps d'observation, sera donné en secondes, et pourra n'être pas un temps moyen; pour plus de simplicité, nous supposerons que T est donné en secondes du même temps que t\ dàs lors si nous voulons obtenir la différence des longitudes en secondes du temps d'observation, il faudra multiplier tout le second membre excepté / — T, par le nombre s de secondes de temps moyen contenues dans une heure de cette espèce de temps, de telle
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sorte que la formule précédente deviendra
/ ^ m sin(M — N4-4*)
sin^p -H {is -h i's tangip} -^ s — sécip.
L*cquation (K) ne donne pas la différence des longitudes du lieu de Tobservation et du premier méridien, mais plutôt une relation entre cette différence et les erreurs des éléments du calcul de réduction. Mais si en d'autres lieux on a observé la même éclipse, on a pour chacun d^eux autant d'équations analogues qu'on a observé de phases de Téclipse. Par la combinaison de toutes les équations, on élimine ensuite, comme on le montrera plus tard^ les erreurs provenant d'un ou plusieurs éléments du calcul, et de cette manière on rend le résultat aussi indépendant que possible des erreurs des Tables.
Il faut encore développer les quantités / et i' déterminées par
les équations
de*
ou
ni = sinNA^H- cosNA^,
/i/'= sinNA^- — cosN àx.
Les quantités x et jr dépendent de a — «, S — délit. Considérons-les comme inexactes, nous aurons
Ax = A A (a — tf) -4- B A(^ — ^) -f- C Att, ày z= A'A(a — a) + B'A(^ — d) -+- C'Att,
où A, B, C sont les dérivées de x par rapport à a — a/ S — d et ir, et A', B', C les dérivées dej-y par rapport aux mêmes grandeurs. Mais puisque A(a — a), A(^ — d) et Att sont toujours de petites quantités, on peut, dans Texpression des dérivées, négliger les termes où sin{a — a) et sin(^ — d) entrent comme facteurs, et y remplacer cos (a — a) et cos (^ — d) par l'unité.
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On obtient ainsi
cos^ , , cosS
A = H — : — cosfa — a)=z — — 9 siHTT sinir
u sin^
B =: : — smfa — a) = o,
sinTT ^ '
cos^sin(a — a) cosir x
sinV tangTT
.- cos^sinâf sin (a — a) A'=: H : ^^ ' = O,
sinTT
g,_^cos(^— ^/) _ I
smTT sinir
tangTT
comme i et i', et, par suite, A(a — a), A(^ — d) et Att sont
toujours exprimées en parties du rayon, il faudra, pour avoir
en secondes les erreurs des éléments, diviser les dérivées par
!io6265. Posons
206265./1 sinTT '
nous aurons
w=: + ^sinNcos^ A{a — a) -f- A cosN à{S — d) — // cosTT Att (jf sinN -h j cosN) ,
i's= — h cosN cos5 A(oL — a}-h h sinN A('1 — d) + ^ cosTT A7r(j?cosN — jsinN),
ou, en multipliant la première équation par cos^, la seconde par sinij;, et ajoutant,
(w -f- r 5 tangrp ). —7—
=:sin(N — i];)cos(î A (a — a) -f-cos(N — ^) à{$^d) — cosir [j?sin(N — '^)-!-/cos(N — ip)] Air,
il en résulte
« Mn(M-_N-HO
tù = t TH s ;
n Sln^p
.sinrN — ^) .^, . , cosfN — •«1') . , ^ ,v
COSij* COSrp ^
.206265 . , . ra?sin(N — -J/) H- rcos(N— •»[/)'
Enfin, en posant
, , ra?sin(N — ^^)^-JCOs(N— •J;)'!^
L cos^/ J
fA = 4- sinNcos^ A (a — a) H-cosN A((J — d)^
V = — cosNcos^ A(a — a) -t- sinN A(^ — //),
a = 206 265 sin TT àlf
n = C0S7r Att,
xsm(N — -^p) 4-jcos(N — ^) E = j >
on obtient en définitive •
m sin(M — N-h4») (M) { " /î sin4»
Ap-t- Av tang^l^ + h(T séc^ — /tEû.
Chaque observation d^une phase d'une éclipse donnera une équation analogue ; et puisque chacune d^elles contient cinq inconnues, il suffira de cinq de ces équations pour en trouver les valeurs. Dans la pratique , on ne pourra pas déterminer a et n, à moins que les observations n'aient été faites en des lieux très-éloignés les uns des autres. Au contraire, le calcul des coefficients montrera toujours l'influence que peuvent avoir sur le résultat les erreurs dont sont entachés / et tt. Il sera également toujours possible de débarrasser la différence de longitude des erreurs de i». et v, mais on ne pourradéterminer la dernière de ces quantités que si Ton connaît les différences en longitude du lieu et du premier méridien. Si p et V sont connues, les erreurs des ascensions droites et des déclinaisons données par les Tables s'obtiendront au moyen
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des équations
GQsd à{a — a) ^fisinN — vcosN, à{a — (/] = ft cosN + V sinN.
Tableau lies formules. — Les foirnules (|ui servent à la déterminalion des iunjjituili-s par l'observation d'une éclipse de Soleil sont réunies dans te Tableau suivant :
sinw' cos^ .
A'sinir cosf
A'sinir^
sin,r' A' sioir
où z, J etic sont l'ascension droite, la déclinaison et la parallaxe horizontale éfjiialoriaie de la Lune; a', a, à' et v' l'ascensioi) droite, h déclinaison, la distancç et la parallaxe horizontale équatoriale moyenne du Soleil;
Sinir
_sin(^ — tf)cos';{a — fl)+sin(J + rf)sin'l(a — a)
>s(3 — rf)fos'i[j — a) — ctw(3 + rf)sin'7(g — a)^
ig(sinH + K.sinit') =3,668So4l poor U* conlac» eiUriBura, g(sinQ — K.sinit') = 3,6666903 Pour In coaiatu ialérlenni
dAterhination des longitudes par les éclipses. 44^ en prenant
le signe -f-, pour les contacts extérieurs, le signe — , pour les contacts intérieurs; (5) tang/=^, / = a,
où X a toujours le même signe que c ;
IÇ=:pcoSf'sîn(0 — a) y n = p[cos<f sin^' — sin^cos<p'cos(6 — a)], Ç = p[sin€f sin^' -+• coscfcosf' cos(0 — «)],
où f' et p sont la latitude géocentrique du lieu et sa distance au centre de la Terre, B le temps sidéral observe de Tentrée ou de la sortie.
Si de plus on a, pour le temps T, les valeurs
on calculera
lmsinM = aro — Ç, /isinNmj/ (*),
(7) <//icosM = j, — >], /icosN=y, ( /~XÇ=:L;
(8) Lsini|* =:/?isin(M — N),
en prenant ^, dans le premier ou le quatrième quadrant pour rentrée, dans le second ou le troisième pour la sortie; et
/wsîn(M— N^-^^)
{*) Les Taleiirs (Ia 19 et delogn étant presque constantes, il conviendra, si Ton a un grand nombre dVbser^iitions à réduire, de les calculer d'abord pour un certain nombre d'^heures entières. On en déduira ensuite par une simple interpolation les valeurs correspondantes à uo temps donné quel* conque.
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On aura finalement, pour déterminer &), Téquation
(lO)
6) = f — T — T' + A(t -f- Av tangil».
OÙ
206 265 . /? sin fr
p -1- sinNcos^ A(a — «) H- cosN A(5 -
V — — cosNcos^ A(a — û) -h sinN A(^-
et par suite
cos^ A(a — a) =2 psinN — vcosN, A (5 — rf) ==picosN H-vsinN.
Exemple. — L'observation de l'éclipsé totale de Soleil du 7 juillet 184^, faite à Vienne et à Poulkowa, a donné les résultats suivants :
Contact inlérieur à l'*entrée. , Conlacl inlérieur h la sortie.
Contact extérieur à l'entrée .
Gonlact exicrieur à la sortie.
. Vienne.
]S.5l .32,0 FonLKOWA.
Temps moyen de Vienne.
Temps moyen de Vienne.
ig. 7. 3,5 Temps moyen de Poulkowa. 21 .i2.52;0 Temps moyen de Poulkowa.
Dansle Jahrhuch de Berlin, on trouve les positions suivantes de la Lune et du Soleil :
de
Berlin.
io5. 8.49,93 io5.47'4>^?3l
ioG.26.34,1 i
-+-23.22.10,35 I io6 .5o.38,49
106 53.12,3; io6.55.4(>)24 106. 58. 20, (»9 107. 0.53,91 107. 3.27,78
HI
Contact intérieur.
Contact ex
log;
Contact eitérieur.
tériear. Cwntact intérlear
3,6626227 3,6Go5o89ii
Maintenant, pour Vienne, le temps observé du contact intérieur à rentrée était
i8'>49"^5So,
ou en temps sidéral
de plus
et, par suite, la latitude gcocentriquc
y'=48oi'8%9,
et
logp=: 1,9991952.
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Prenons maintenant T = i8^3o™, nous obtenons, pour cette époque,
Xo==: — 0,7*27530, 7*^ = -f- 0,643 4 '3,
et, d'après les formules (6 ),
Ç= —0,654897, r, =r 4-0,635482, logÇ = 7,606857 ;
de plus, par les formules du u? 15,
x'^: -h 0,557 1 85, x'^= — o, i2ii4o, et, diaprés les formules (7), (8) et (9),
M = 2•}6oI3'54^ Iogw = 2,863 708, N = io2.i5.58, . log /? = 1 , 756 o3o,
logL=2, 077778, ç = 39*57' 10", r= — 6»4o«,85.
Puisque, dans ce cas, il n*est pas nécessaire de recommencer le calcul, on obtient, d'après la formule (10),
w = H- o**i2™44*»'^ "*" ' >7553.fA -f- 1 ,47o3.v.
De Tobservation du contact intérieur à la sortie, on déduit également, en conservant la même valeur pour T,
5 = — 0,653763, >î = -f- o,633338, logÇ = 1,612367, M = 277*46' 4o% log/ii=:2,87i874, logL= 2, 078638,
et ainsi
« = -I- 0^12^27% 26 -f- 1 ,7553.ft — o,9764.v.
Si l'on adopte pour Poulkowa la valeur
(Ï>'=^59*36'i6",8, logp = 1,99891 72,
on déduit des observations faites ^ ce lieu
tù'= i^» 8™ 26», 57 + 1 ,7559./* + o,5o64.v,
On a, par suite,
ft)' — « = + 55"*4^%4^ — o,g639.v, w' — w = -h 55. 55 ,4i + o,673o.v,
d'où et
Pour déterminer aussi Terreur pi, nous regarderons comme connue la différence de longitude entre l'une des stations et Berlin. Or la différence des longitudes de Vienne et de Berlin est
o^n'"56%4oî nous déduirons donc de la première équation relative à &>
£n outre, puisque nous avons
cos^ A(a — a) =r fxsinN — v cosN, A(5 — d) =fxco5N -h vsinN,
nous trouvons
COS^ A(a — a)=: — 2i",78, ^{$ — d)= — 3", 38.
132. Détermination des longitudes au moyen des occultations d^étoiles par la Lune. — Dans ce cas, les formules sont beaucoup plus simples. En effet, comme alors i:' = o, il vient
a = oL', d=S'.
Nous n'avons donc pas besoin de calculer les formules (i], et les
coordonnées du lieu d'observation sont indépendantes du lieu de
la Lune, car nous avons sim[ienient
g = p cos(jp' sin(0 — a'),
7i =z p [sin(p' cos(î' — cosff' sin^' cos(0 — a') ].
La troisième coordonnée ^ n*est pas employée , puisque, dans le cas actuel, /= o, et par suite X 1= o; nous avons donc un cylindre enveloppant au lieu d*un cône. Le rayon / du cercle, suivant lequel le plan des xj" rencontre ce cylindre, est égal au demidiamètre R de la Lune. Il ne sera donc pas non plus nécessaire de calculer la coordonnée z, mais seulement x et jr que donneront les relations simples
COS^sin(a — a')
SmTT
sin5 cos«î' — cos^ siniî' cosfa — a' )
sin TT
L'équation fondamentale des éclipses se transforme en la sui vante
(K -h AK)-'=: [x -f- Aj7 — Ç)2-f- (j -h Aj — ïî)%
que nous résoudrons de la même manière que précédemment. Prenons encore t — w =:T -i- T', et désignons par x^ et jTo» ^' <?t >' les valeurs de x^y et de leurs dérivées correspondantes au temps T, nous calculerons les quantités auxiliaires
msinM=^o — Ç» /2sinN = .^',
WCOsM=Jo — >3i «COsN=:j',
Ksin^(/ =: m sin (M — N),
et nous trouverons, pour déterminer w, la formule
^ m sin(M — N H-^) , ,
w = r— T-f-^y î^ v~, — -4-/iaH-Avtang'I/,
n smip
dans laquelle h, p et v ont la même signification que précédemment.
Exemple. — L'immersion et Témersion d'Aldébaran, observées à'Bilk^ ]e^g novembre i849) ont donné les résultats suivants :
Immersion. . . 8^ i5"* i2% i , temps moyen de Bilk, Émersion. ... 9. i8 . 19 ,8, temps moyen de Biik.
L^immersion de la même étoile, observée à Hambourg, a donné
8^ 33°* 47% ^> temps moyen de Hambourg.
D'après le Nautical Almanac^ la position de l'étoile était ce jour- là
a' =4»» n'aies 24 =-4-62° 49' S'^jô,"^
De plus, on a pour Bilk
«p'izr 5i°i' io",o, logp = 1 ,999 1201 ,
et pour Hambourg
(p' = 53®22'4", 2, logp = 1 ,9990624.
Enfin le Nautical Almanac donne (temps moyen de Greenwich) les positions suivantes de la Lune :
it
4 II. 9,3i
Nous trouvons donc, pour ces trois époques,
Aa?
-+-0,118741 -ho, 118656
Nous avons maintenant, pour l'immersion à Bilk,
et, par suite, '
?= — c),484oi5, >j =: H- 0,643216;
actuellement, prenons pour T la valeur T = "j^^So", nous aurons» pour cette époque,
'Tq — Ç= — o,25i346, jTo — VI =. — 0,016682,
d'où
M= + 266^12' 10", log/w= 1 ,401226,
N = H- 78.55.50 , log/l =: I ,791 194,
>p = — 6. 43. II , r=-f2">oS85.
Nous déduisons donc de Timmersion observée à Bilk Téquation suivante entre les erreurs /x, v et la différence &> de longitude entre Biik et Greenwicli :
de même Témersion observée à Bilk donnera
» = -I- 27™27», 10 + 1 ,5937. fi -h o,5336.v,
et l'immersion observée à Hambourg
nous aurons donc les deux équations
d'où Ton tire
w' — w = -i-i2"»49S8o et v = — i9",6i.
133. Prédiction d*nne éclipse. — Les équations générales relatives aux éclipses et aux occultations données dans les n^' 131 et 132 servent aussi à calculer le temps de leur arrivée en un lieu donné de la surface de la Terre. Si nous prenons pour T un
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certain temps du premier méridien voisin du milieu de Téclipse, et si nous formons pour ce temps les quantités a:©» J»» ^ et y\ réquation fondamentale des éclipses est
où Ç et >] sont les coordonnées du lieu de la Terre au temps T -I- T' de la phase cherchée de Téclipse. Par conséquent, si nous désignons par 6^ le temps sidéral correspondant au temps T, Oo+ 6>o sera le temps sidéral du lieu de longitude &>« pour lequel nous calculons Téclipse, si go et n^ sont les valeurs de g et >] au
temps 00 H- wo, et si 1 expression — ^ se rapporte au temps T,
nous avons
Ç = ?o + pcos(p'cos(0o + »o — û) T',
>îz= >îo-l-pcos<p sin(0o + Wo — a] ^ T smc^.
Posons maintenant
/wsinM= aro — So> wcosM=jo — ^0»
/i sinN = y — p cosf cos(0o H- «o — «) , j
TicosN =^' — pcosç sin(0o H- «o — «) ^ sm<f,
sini}/ = -- sin(M — N), Lo
OÙ Lq désigne la valeur de L qui correspond au temps T; nous trouverons
T'= co5(M — N)=j= --^cosxl; = /— T— Wo;
on devra prendre l'angle ^ dans le premier ou le quatrième quadrant, et employer le signe supérieur pour le commencement de
(* ) Pour une occuUation, on a L = K = o,Q7a5.
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réclipse, le signe inférieur pour la fin; en d^autres ternies, si l'on pose
cos(M — N) COSrJ^ = T,
cosfM — N) -\ — ^ cosJ/ == t',
répoque du comroencenienc de Téclipse exprimée en temps moyen du lieu est
r = T + wo -f- T et celle de la fin
/' = T -h Wo H^ t' .
Une première approximation donnera les époques des contacts à quelques minutes près, et cela suffit parfaitement aux besoins des observations. Cependant si Ton désire une valeur beaucoup plus approchée, on recommencera le calcul en se servant de T + t et de T H- t' au lieu de T.
Il est encore nécessaire de connaître les points du bord du Soleil (ou de la Lune, dans le cas de Torcultation) où se font les contacts. Si dans les expressions
nous remplaçons T' par la valeur
cos (M — N ) i^ — cosil; ,
nous trouvons
X — ?=-: — - (msinMcosNcosNsin^* — m cosMsinlS cosNsinip smip ^
qi/w sinM cosN sinN cos^]; zh m cosM sinN sinNcos\|;;,
ou bien
msin(M — N) .
siny
= zpL.sin(N=p>p),
et de même
j — >3 = qp Lo cos( N q= ^).
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On aura donc, pour Tentrée,
j: — Ç = — Lo sin (N — 4;] = La sin (N H- i8o«— 4») , jr — >î = - L,cos(N — -p) = LoCOs(N + i8o«— i]»),
et, pour la sortie,
x — Ç == Lo sin (N -h 4<) , y — ï3 = LoCOs(N + 1^).
Nous avons vu, au n° 131, que Ç — ar et >j — y sont les coordonnées d'un lieu de laTerre situé sur la surface du cône enveloppe, par rapport à un système d'axes dans lequel Taxe des z est la ligne qnî joint les centres des deux astres, et l'axe des:r est parallèle à Téquateur ; .r — Ç et^ — n sont donc les coordonnées d'un point situé dans la direction de la ligne qui joint le lieu de la Terre au point de contact des deux astres, et dont la distance au sommet du cône est égale à la distance qui sépare ce dernier point et le lieu
de la Terre. — - — et — - — sont ainsi le sinus et le cosinus de
l'angle que l'axe des j* ou le cercle de déclinaison passant par le point Z(*) fait avec la ligne menée du point Z an point de contact. Mais puisque ce point Z est toujours voisin du centre du So-
leil, nous pouvons, sans erreur appréciable, supposer que — - —
Lo
et — sont le sinus et le cosinus de l'angle que le cercle de
déclinaison passant parle centre du Soleil fait avec la ligne menée du' centre du Soleil au point de contact. Dans une phase quelconque, cet angle est donc donné par les expressions
iO = N — •»!/ H- 180°, pour le commencement, Q' = N H- ip , pour la fin.
Pour une éclipse annulaire de Soleil il faudra prendre à l'entrée N -I- \[; pour l'angle de position correspondant à un contact intérieur, et N — 4* + 'S<^" ^ ^** sortie.
("*) Le point Z est le point dMntersection do Taxe des 5, ou de la ligne joignant les centres des deux astres avec la sphère céleste.
Tableau des formules employées dans le calcul d'une éclipse, — Ainsi, les formules qui servent au calcul d^une éclipse sont les suivantes. Pour un temps voisin du milieu de Téclipse ( le mieux sera de prendre une heure ronde j^ temps du méridien auquel conviennent les Tables du Soleil et de la Lune, on calculera les formules (i), (2), (3), (4) et (5) du n® 131, ainsi que les valeurs des dérivées a/ et /' ; on calculera ensuite les formules analogues aux formules (6) :
g<, = p cosç' sin(0o H- w, — a) y
TnQ = p[cos<isin(p' — smdcostf' cos(0o"'- «o — «)],
^0=:: p[sin^siny' + cos^cos^'cos(eo H- w* — û)], #
où 00 est le temps sidéral correspondant au temps moyen T, et 6>i la longitude du lieu comptée positivement à Test du premier méridien ; et si Ton pose
m sin M = .r« — Ç^ , wcosM=:^o — *ïo»
/2 smN = :c — pcostp cos(0o -I- wo — «) -. »
^ (0 — a) n cosN =y — p cosç' sin (00 -4- «0 — a) %md,
Lo := «0 ^^0 > et A^ étant compris entre — 90° et -f- 90°,
sin^'^— sin(M — N), Lo
T = cosfM — N) cosi}/,
Z =z cos(M — N) H cos^|/,
le temps^ moyen du lieu correspondant au commencement et ù la fin de Téclipse sera donné par les valeurs
/ =: T -+- Wo + T, pour le commencement,
j' = T -f- Wo -4- t' , pour la fin.
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Les expressions (A) donnent les points du bord du Soleil où se font les contacts.
Tableau des formules employées dans le calcul d'une occultation. — Dans le calcul d'une occultation les formules sont beaucoup plus simples. Pour le temps T du premier méridien, temps voisin du milieu de Toccultation, on calculera
coS(^sin(a — a')
sinTT
sin $ cos^' — cos^ sin 8' cos (a — a' )
ro= : '
SIUTT
ainsi que les dérivées x' et y' ; on calculera ensuite les quantités
Çft r= p COSip' sin (00 -f- Wo — a') ,
>ij = p [siny' cos^' — coS(p' sin 5' cos(6o H- &>o — <*')]»
où 9o est le temps sidéral correspondant au temps T; et si Ton pose
m sinM = J^o — Çoi
m cos M = jo — >îo »
dB
/ï sin N = jr' — p cosç' cos (0© + wo — a' ) —n
dÇ> n cosN = j' — p coscp' sin (00 -f- wo — a') -— - sin^',
dt
sin 4»= ---sin(M — N) (où Ton a— -90'><^ip <90'')>
logK 1= 1 ,43537, m /«, «% K. , , m ,«, mT\ K. ,
T=: C0S(jV1 — N) C0S^^, T = COS (M — N) H COS^»,
{*) Ed effet, dans les dérivées précédentes on a pris l'heure pour unité de
temps, -7- est donc la Tariation de Tangle horaire en une heure moyenne; dt
le temps moyen du lieu, correspondant à Témersion ou à Timmersion, sera donné par les expressions
t = T H- «0 -f 'f » pour l'immersion , ^' = T -h »o H- t', pour l'émersion.
L'angle de position est dans ce cas l'angle qne le cercle de déclinaison passant par le centre de la Lune fait avec la droite allant de ce point au point de contact; cette droite est donc dirigée ici du centre de l'astre le plus rapproché vers le plus éloigné; il faut dans les expressions (A) changer >p en aJ; — 180'', et Ton a
Q = N — ^j< , pour l'immersion ,
Q' = N + \j; — 180*^, pour l'émersion.
Exemple. — Calculer le temps du commencement et de la fin de l'éclipsé de Soleil du 7 juillet 1842 pour Poulkowa. Prenons T = 19^, temps moyen de Berlin ; d'après le n** 131
j:'= -f- 0,55718, y = — 0,1 21 33, log> = 3,66262,
ûr = io6°55',8, <= + 22"32',8,
De plus, nous obtenons
et, puisque la différence &>o de longitude entre Poulkowa et Berlin est égale à + 1^7™ 43% il vient
o — « = 3oo®46',9, et, par suite
Ço = — ",43361, logÇo= 1,75470,
>îo=: -4-0,69560, logLo= I ,72716.
op cet intervall'î de temps contient 3609,86 secondes sidérales: en multipliant ce nombre par i5, et en le divisant par aoôsGS aiin d^exprimer les dérivées en parties du rayon, on a bien
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En ourre
— =: pcosf cos(©oH- wo — a) — ^ — = + 0.00702 (*),
— = pcos^ sin(0p-f- Wo — a) sina=:— - 0,04352;
on on conclut
ii en résulte
M =: 187** 44» ^ 5 logm = 1 , 05628 , N= 99- ^ »9» log/i = 1,69522,
'^= i2°i9',o; d'où
T =r — i,o57 = —1*^3'", 4, r'zrr + I ,046 = H- I .2 ,8.
Le con)meDcement et la fin deTéclipse ont donc lieu aux époques marquées par
t:=i i9^4'">3, t' ^=z 2l'*IO"»,5.
(* ) On a en effet en temps
ou en arc
d'ailleurs
et le logarithme de ce nombre exprimé en parties da rayon est i,4i7y6.
46o ASTRONOMIE SPHËBIQUB.
La- différence entre ces époques et celles qui ont été données par l'observation n'est que de 3"*. En recomnoençant le calcul avec T = i8^ et T = 20^, on aurait des valeurs déjà très-approchées des époques inconnues du commencement et de la fin de réclipse. •
Les valeurs des angles de position des points de contact pour le commencement et la fin de Téclipse sont
267** et II 1°.
Remarque, — Sor le calcul des éclipses, consulter:
Bessel. — Ueber die Derechnung der Lange aus Sternhedeckungen {Astronomische Nachrichien, n®» 151 et 152).
Bessel. — Astronomische Untersuchungen (vol. Il, p. 96 et suiv. ). Hansen. — Astronomische Nachrichten, n®' 339 à 342.
ISi-. Méthode des dislances lunaires, — On peut encore trouver les longitudes par Tobservation de la distance de la Lune à une étoile ou au Soleil. Cette méthode a l'avantage de pouvoir être employée à un moment quelconque, pourvu que la Lune soit audessus de l'horizon ; aussi est-ce la méthode dont les marins se servent habituellement.
Dans ce but, les Éphémérides contiennent les distances de la Lune au Soleil, aux planètes et aux étoiles les plus brillantes, telles qu'elles seraient vues du centre de la Terre, et calculées de trois en trois heures d'un premier méridien déterminé. Si maintenant, en un lieu quelconque, on mesure, à une époque déterminée, la distance de la Lune à l'un de ces astres, et qu'on la corrige de la réfraction et de la parallaxe, on trouvera la distance vraie que l'on aurait obtenue au même instant en se plaçant au centre de la Terre. On cherche alors dans les Éphémérides le temps du premier méridien correspondant à cette distance; la différence entre ce temps et l'époque où a été faite l'observation, et qui est exprimée en temps du lieu, donne la longitude du lieu d'observation. Mais cette méthode suppose que les Tables sont exactes, de sorte que leurs erreurs ne sont point éliminées du résultat; elle ne présente donc pas une précision comparable à celle que donnent les observations correspondantes faites pendant les éclipses. De plus, nous devons remarquer que le moment du contact de deux
astres peut être observé beaucoup plus exactement qu'une distance des mêmes astres.
Pour calculer la réfraclion et la parallaxe des deux astres, il faut connaître leurs hauteurs. En mer, on observera donc ces hauteurs un peu avant et un peu après l'observation de la distance hmaire; les variations de ces hauteurs dans ce petit intervalle de temps pouvant être considérées comme proportionnelles au temps, une simple proportion permettra de trouver les hauteurs apparentes des astres au moment de l'observation de la distance lunaire. On trouve ensuite les hauteurs vraies des centres des astres en corrigeant les hauteurs observées de la réfraction, de la parallaxe et du demi-diamètre des deux astres.
Au lieu d'observer ces hauteurs, il est préférable de déterminer par le calcul les hauteurs vraies et apparentes des deux astres. A cet effet, on suppose connue approximativement la différence de longitude du lieu d'observation et du premier méridien, et on cherche ensuite dans les Ëphémérides la position de la Lune et celle de Tastre pour le temps approché du premier méridien qui correspond au temps de l'observation. Puis, à Taide des formules du n° 35, on calcule les hauteurs vraies des deux astres et aussi, approximativement du moins, leurs azimuts, si Ton veut tenir compte de l'aplatissement de la Terre. Les formules du n® 67 permettent alors de calculer la parallaxe de hauteur/?'. Pour la Lune nous emploierons la formule
tangp' =: PS^"/^sin[z— (y — y')cosA] ^ I — p sinp cos[z — (tf — tf') cosA J '
déduite de celle que nous avons donnée, en remarquant que
cos(<p — (p') cos j(A'-f- A) sin(<p — <p')
COS7 cosj(A' — A)sin7
est presque égal à l'unité.
Enfin on cherche, en tenant compté des indications des instruments météorologiques, la valeur de la réfraction correspondante à ces hauteurs affectées de la parallaxe, et toutes ces corrections fs^ites, on obtient les hauteurs apparentes des deux astres. Mais
puisque, dans le calcul de la réfraction, on doit déjà employer les hauteurs apparentes, c'est-à-dire les hauteurs affectées de la parallaxe et de la réfraction, il sera nécessaire de recommencer le calcul.
Corrections dues à la parallaxe et à la réfraction. — On n'observe jamais la distance des centres des deux astres, mais seulement la distance de leurs bords. Il faut donc augmenter on diminuer la distance observée de la somme des demi-diamètres apparents des deux astres, suivant qu'on a observé les bords les plus voisins (intérieurs) ou les bords les plus éloignés (extérieurs). On fera donc subir au demi-diamètre donné par les Tables deux corrections relatives, Tune à la parallaxe, l'autre à la réfraction.
Si r est le demi-diamètre horizontal de la Lune, ce demi-diamètre, affecté de la parallaxe, a pour valeur
r' = r(i -l-/?sinA),
où p est la parallaxe horizontale exprimée en parties du rayon. La réfraction diminue le diamètre vertical d^un astre, maisnVn change pas le diamètre horizontal ; le demi-diamètre mené dans la direction de la distance mesurée est donc le rayon vecteur d^une ellipse dont le grand axe est égal au diamètre horizontal de l'astre, et dont le petit axe est égal à son diamètre vertical. Il est facile de calculer (nous donnerons ces formules dans le second volume) la diminution qu'éprouve le demi-diamètre vertical ; on peut encore en prendre la valeur dans des Tables spéciales dont l'argument est la hauteur de l'astre, et qui sont données dans tous les ouvrages de navigation. Dès lors soit tt l'angle que le cercle vertical passant par le centre de la Lune fait avec la direction de la distance mesurée, h' la hauteur du second astre et A la distance: on a, dans le triangle formé par les deux astres et le zénith,
sin ( A' — A) cos/i' sin// — cosAsin/i
Sin7r=r ; y COStt n:= 9
sin A sin à cos h
d'où
cosi^(A-f- h H- //')sinj (A-t-/i — //)
langui 7r =
sinf(A — fi -f- h')cos{{ù — h — h' )
►'*» ^ Il *K
D'ailleurs, si a représente le demi- axe horizontal de Tellipse et b son demi- axe vertical, on a
' cos^TT H — - sin^TT
Distance vraie des centres des deux astres. — Après»avoir ainsi déduit de la distance observée la distance apparente des centres
* i ^•••*" Jes deux astres, il est facile d'obtenir, en combinant les hauteurs
ivr».*.v apparentes et vraies des deux astres, la distance vraie de leurs
7J>i*f" centres, telle qu'elle aurait été observée du centre de la Terre.
>*:»-i:f Désignons en effet par H', h' et A' les hauteurs et la distance ap-
•iî.«r'3r*' parentes des deux astres, par E la différence de leurs azimuts;
ii^'i^--' nous aurons, dans le triangle formé par le zénith et les lieux appa-
îjiirjis rents des deux astres,
cosA'= sinH sin^'H- cosH'cos/i' cosE, '-'• =: cos(H' — //) — 2cosH'cos// siu^jE.
k nj^ ^ cos A^sinHsinA H- cos H cos /* cos E ,
vÀv»^' = cos(e — A ) — 2 cosH cos/i sin^-i-E;
^jg^' en éliminant sin'~E entre les deux équations, on en déduit
'^ ^ , . cos H cos A r , ,.,, ,,,,
riiifs^ (a) cosAi=cos H —h) -h — rrlcosA'— cos U'— h ].
" ^ ' ^ cos H cos /i ■*
/ ^ Actuellement posons
iir0 cos H cosA i ^ ^
sk^ ^^^ cos H' cos /i' "C^ • '
Désignons de plus par H , A et A les hauteurs et la distance vraies des deux astres, nous avons de même
(B) E-'h = d, H'— A'=fi?',
' {*) Dans la plupart des cas C sera plus grand que Punité; il ne sera
moindre que Punité, que si la hauteur de la Lune est très-grande et celle du second astre très-petite.
d et â?' étant toujours pris positifs; nous pourrons alors poser
aussi
(C) C0Sfl?'=: C cosd'% cosA'= C cosA'',
car dans le cas où C est moindre que Tunité, cos£^' et cosA' sont eux-mêmes petits: avec ces notations Téquation (a) deviendra
* COSA — COSA"= COSû? — COSû?",
ou, en introduisant les sinus de la tlemi-somme et de la demi-différence des arcs, et remplaçant les sinus des petits arcs A — A'' et û? — fl?" par les arcs eux-mêmes,
sin|(A-f- A")
A _A"=(rf_rf") ,,_.,. , .„,,
enfin prenons siny(A'H- A'') au lieu de sin-5-(A + A'''), et posons m\ ^-(^ ^,,sin|(^4-^")
l'équation [a) se trouve en définitive remplacée par la relation
qui, dans la plupart des cas, est suffisamment approchée. Mais si A diffère' notamment de A', il faudra recommencer le dernier calcul et chercher, avec la valeur que nous, venons d'pblenir pour A, une nouvelle valeur de x au moyen de la formule
' ^sin|(A-f- A'M ^ ^
Nous avons supposé ici que Tangle E a la même valeur pour le centre de la Terre et pour un point de sa surface. Or, nous avons montré dans le n^ 67 que la parallaxe change aussi Tazimut de la Lune. A et H étant Tazimut et la hauteur vrais, pour avoir Fazimut vu d'un point de la surface nous ajouterons à Fazimut géo-
(*) Bremicker. — Ueber die Réduction der Monddistamen {Astronomische Nachrichten, n» 716).
centrique Tangle A A, calculé par la relarion
.sin/>sinA . , ,,
AArrrp -— SID (<p — (p .
cosH
Dans la formule qui donne cosA,. on aurait donc dû employer cos(E — AA), et non pas cosE 1= cos(A — a); la variation qui en résuite pour A est
cosH cosA sin{ A — rf)
smA
ou
psin/7 cos^sinA sin(A — n) . ,
sin(^ — (j.').
smA
correction qu'il faut ajouter à la valeur trouvée précédemment pour A.
Exemple. — Le 2 juin i83i, à 23^8™45* de temps vrai, on a trouvé pour distance des bords les plus voisins du Soleil et de la Lune A'= 96^47' ïo"> ^^ ^^ 1*^" ^""^ I21 latitude boréale était 19° 3i' et la longitude comptée à Test de Greenwicli était estimée égale à 8**5o™. La hauteur du baromètre était 29,6 ponces anglais, le thermomètre du baromètre marquaitSS^F.et le thermomètre extérieur 90® F.
D'après le ^autical Almanac, les lieux du Soleil et de la Lune étaient les suivants :
Juin 2
Juin 2
Temps moyen de
Greenwich.
Asc. dr. C •
Déclinaison C •
Parallaxe.
— io.5o.58,o
Asc. dr. 0 .
Déclinaison Q.
Le temps de robservation correspondait à i4^i8™4^' temps moyen de Greenwich, et pour ce temps on a
Asc. droite ([•• • = 337.19.39,6 Asc. droite O... = 70.11.18,6 Déclinaison ([ . . = — iu.29.4i»3 Déclinaison o •• =^-+-22.12.3379 Parallaxe ([ = 56.48,5 Parallaxe O = 8,5
et par suite aux angles horaires
correspondent les hauteurs et les azimuts vrais de la Lune et du
Soleil
/i = 77 43-56 , 7, a =z — 75. 4>4' La parallaxe de la Lune calculée avec la formule
t y^ PSiP/^sin[z~(y~-y^)C0SA]
I — psin/7cos[z — (y — y')cosA]
est p'=: 56'35*',4; la hauteur apparente H' de la Lune est donc 4°45'23", o. Reste à trouver la réfraction; on se sert d'abord de H' pour en obtenir une valeur approchée, on recommence ensuite ce calcul avec la hauteur corrigée et en tenant compte des indications des instruments météorologiques. On obtient ainsi R = 9' 3", 2, la hauteur apparente affectée de la réfraction est donc
pour ie Soleil, on trouve de même
£n multipliant la parallaxe horizontale par 0,2725, on a. le demidiamètre horizontal de la Lune
et avec cette valeur on trouve pour demi-diamètre apparent affecté de la parallaxe
Le demi-diamètre vertical est diminué de 26'', o par la réfractioii, et puisque tt =z 5° 48', le rayon de la Lune dans la direction de la distance mesurée est
le demi-diamètre du Soleil était du reste i5'.47 jO; donc la distan ce*apparen te des centres de la Lune et du Soleil était égale à
De plus les formules (A), (B) et (C) donnent
log C = o , 000 463,
fl'=: 72.49.4^»
rf"=: 72.50.48,
et enfin un double calcul, fait à Taide des formules (D) et (E), donne pour distance vraie des centres dn Soleil et de la Lune
Maintenant, d'après le Nautical Almanac, les distances vraies des centres des deux astres sont
Temps vrai de Greenwich.
ainsi la distance 96^30' 39^^ correspond au temps vrai de Greenwich 14*^^4"^^%^» ®' puisque le temps vrai de Tobservation était, 23** 8*" 45% o, la longitude du lieu a pour valeur
8*" 43" 49% 8, à Test de Greenwich.
La valeur de la différence de longitude ainsi trouvée est si voisine de la valeur adoptée d'abord, que le calcul des positions du
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Soleil et de la Lune fait pour le temps vrai de Greenwich trouvé en dernier lieu ne peut amener qu'un écart excessivement faible. Si la différence entre la valeur trouvée et la valeur admise était jilus considérable, il serait nécessaire de recommencer le calcul avec les lieux du Soleil et de la Lune obtenus par interpolation pour i4^a4"55% temps vrai de Greenwich.
Bessel a donné au n" 220 des Astronomische Nachrichten (*) une autre méthode qui permet d'obtenir une plus grande approximation dans la détermination de la différence des longitudes à Faide des distances lunaires. Mais^ en mer, on se sert toujours de la méthode précédente ou, tout au moins, d'une méthode complètement analogue; d'autre part sur terre, on a pour la détermination des longitudes des procédés qui comportent une exactitude beaucoup plus grande; aussi est- il inutile d'exposer ici la méthode suivie par Bessel.
135. Méthode des culminations lunaires, — L'observation des culminations de la Lune en des lieux différents fournit un excellent moyen de détermination des longitudes. A cause de la rapidité du mouvement dé la Lune, le temps sidéral de sa culmination est, en effet, bien différent pour chaque lieu de la Terre. Par conséquent, si l'on connaît son mouvement en ascension droite, on peut de la différence des temps sidéraux de culmination en différents lieux déduire la différence des longitudes de ces lieux. D'ailleurs les observations étant toujours faites dans le méridien, la parallaxe et la réfraction n'ont pas d'influence sur la longitude obtenue; c'est là le grand avantage de cette méthode. En outre, pour rendre encore les résultats indépendants des erreurs instrumentales, on n'observe pas réellement le temps sidéral de la culmination de la Lune, mais bien les différences des temps sidéraux de culmination de la Lune et d'un certain nombre d^étoiles voisines de son parallèle, dites étoiles de la Lune^ dont les positions sont données dans les Éphémérides astronomiques avec une trèsgrande exactitude, et sont publiées à Pavance pour permettre aux
( *) L^oxemple précédent e«t lire de ce Mémoire.
différents observîiteurs d'observer les mêmes étoiles dans les différents lieux. Cette méthode a été proposée an siècle dernier par Pigott ; mais elle ne fut appliquée que beaucoup plus tard, lorsque, par les progrès accomplis dans les méthodes d^observation, les résultats ainsi obtf^nus eurent pu acquérir Texaclitude nécessaire. Soit a l'ascension droite de la Lune au temps T d\in certain
premier méridien, — - ^ "77'^** ses dérivées; et supposons qu'en
un lieu dont la longitude à Test du premier méridien est &>, on ait observé la culmination de la Lune au temps du lieu T-f- f -h w, correspondant au temps T -h ^ du premier méridien ; pour cette époque Tascension droite de la Lune a pour valeur
. a 4- ? ^ ~t'- h -jf ' h . . . .
dt "" dt^ ^ dt^
Imaginons qu'en un autre lieu de longitude &>' on ait observé la culmination de la Lune au temps de ce lieu T-hr'-+- w' correspondant au temps T+^' du premier méridien; pour cette époque l'ascension droite de la Lune a pour valeur
Les observations étant faites toutes deux dans le méridien, les, temps sidéraux des observations sont égaux aux ascensions droites vraies de la Lune. Dès lors, si nous posons
et si nous admettons que, dans les Tables où nous prenons a et ses dérivées, les valeurs de l'ascension droite de la Lune soient toutes trop petites de la quantité Àa, nous aurons les équations
da , d'à. , d^a. ^ ^ dt^ ^ dt' ^ ' dt^^^ '
, . / ^ût , , d^oL , . d^a
• ^ f// ' dt^ • de' ^ '
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d'où
et puisque nous avons aussi
il suffira pour pouvoir calculer w'* — a> de déterminer t' — £ à Taide de Tcquation (a). Or cette équation n'est pas seulement fonction de t' — /, elle contient encore t'^ — t^j mais par une transformation convenable on peut Tamener à ne renfermer que t' — /. En effet, au lieu de T, introduisons la moyenne arithmétique des temps T -*- f et T -I- f', c'est-à-dire le temps
il faudra remplacer T-f-/^etT-h^'parT'— y(/'— r) etT+J (f'— r); supposons, en outre, que a et ses dérivées — » . . ., correspon-
Ce V
dent au temps T', nous aurons les équations suivantes
, t , , . da. , , , , d^oL . , , d^a
^^ ^ de *^ ^ de' *" ^ de^
.et par conséquent
Pour résoudre celte équation par rapport à t' — t, nous négligerons d*abord le terme en (if' — /)^, et nous remplacerons ensuite dans le second membre /' — e par la valeur ainsi obtenue. Nou« trouvons alors
dt \ de
Si la différence des longitudes des deux lieux ne surpasse pas deux heures, le dernier terme est si petit, qu'on peut le négliger
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complètement. Cette solution n*est d*aîlleurs qu'indirecte, puisque la détermination de T' suppose déjà une connaissance approchée de la différence des longitudes.
Pour l'application de celle méthode, il est nécessaire d'ajouter quelques remarques.
Supposons © et 0' donnés en temps sidéral et0 — &' exprimé «n secondes; pour trouver aussi t' — t en secondes, il faudra
adopter la même unité pour — ; ainsi h étant Tare qui représente la variation de l'ascension droite de la Lune en une heure sidérale, on aura
et,
dt i5 36oo
Or, dans les Ephémérides, les positions de la Lune ne sont pas rapportées au temps sidéral, mais au temps moyen ; on n*y trouvera donc que le mouvement de la Lune en une heure de temps moyen, mais comme 366,24220 jours sidéraux valent 365,242 20 jours moyens,
Un jour sidéral = 0,997 269 3 jour moyen,
et, par conséquent, si A' désigne le mouvement de la Lune en ascension droite pour une heure de temps moyen, on a
^ ^ dt'^ iS 36oo
Il en résulte
, __ i5x 36oo 0'— -0 "~ 0,997 269 3 //
et, d'après l'équation (6),
mais, pour la Lung, le second terme de la parenthèse est toujours plus grand que l'unité, il vaut donc mieux écrire l'expression précédente comme il suit
, , , J i i5x36oo \
(e) w — «'= 0'— 0 -j-, TT-^ — I ),
VA
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et suivant que 8' — O sera positif ou négatif, le second lieu, celui dont le temps d'observation est 6% sera à Touest ou à l'est du premier.
Dans les Tables on donne toujours les positions du centre de la Lune, mais en réalité on n*en observe jamais que Tun des bords ; ii est donc nécessaire de calculer à Taide du temps de l'observation, celui de la culmination du centre. Pïous donnerons dans le second volume le procédé rigoureux et la méthode de réduction des observations de la Lune faites au méridien ; mais pour le but que nous voulons atteindre actuellement, ce qui suit sera sufQsant. Appelons premier bord celui qui passe le premier au méridien, c'est-à-dire celui dont l'ascension droite est inférieure à celle du centre : il faudra, si l'on a observé le premier bord, ajouter au temps de l'observation une certaine correction, et la retrancher au contraire, si l'on a observé le second bord. Cette correction est d'ailleurs égale au temps que met le demi-diamètre de la Lune à traverser le méridien, ou, en d'autres termes, à l'angle horaire correspondant au demi-diamètre de cet astre; ^ et R étant, à un moment donné, les valeurs de la déclinaison et du demi-diamètre géocentrique de la Lune, et X l'augmentation de son ascension droite en une seconde de temps moyen, c'est-à-dire la valeur
de -r- donnée par l'équation (c/), on a • fit
x = ^ = — ^ii2â22Ë9l A'
dt i5 36oo '
la valeur de cette correction est donc au même instant
ï5 cos^ I — X '
mais comme ^ et R varient avec le temps, si § et R, $' et R' sont leurs valeurs aux époques 0 et ô' observées aux deux lieux pour la culmination du bord de la Lune, on a
i5 \cos^' cos^/ I— X
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d*où il résulte, d'après Téqnation (e),
(A) .^.'=\o'-b±-L(^-Jl\-LJ(1-X
^ ' L i5 \cos^' cos^/i — àJ\> /
où h' désigne le mouvement en ascension droite de la Lune pour une heure de temps moyen, et où il faut prendre le signe supérieur ou le signe inférieur, suivant qu*on a observé le premier ou le second bord.
Si Pinstrument, avec lequel on a fait l'observation à Tune des stations, n'est pas exactement dans le méridien, l'angle horaire de la Lune ne sera pas nul au moment de l'observation et, par conséquent, la différence de longitude des deux lieux sera en erreur de la quantité
\ L ^^X36oo ^ 1
où s désigne cet angle horaire.
Dans les voyages, où il est impossible d'avoir un instrument exactement établi dans le méridien^ cette méthode ne serait point applicable; d'ailleurs, on ne pourrait avoir alors une détermination exacte du temps; mais on évite celte erreur en comparant la Lune à des étoiles situées dans son parallèle, parce qu'alors les erreurs de l'instrument ont la même influence sur les pbservations de la Lune et celles des étoiles. Dans ce cas on observe en chaque lieu la différence seule de l'ascension droite de la Lune et de l'étoile, c'est-à-dire le temps qui s'écoule entre les passages des deux astres, et cette différence est complètement indépendante des erreurs instrumentales. Mais comme on a fait l'observation non point au moment où la Lune passait au méridien, mais au moment où elle avait un angle horaire Sy c'est-à-dire où elle passait par le méridien d'un lieu ayant, avec le lieu d'observation, une différence de longitude égale à j, la différence de longitude des deux lieux ainsi trouvée est en erreur de la quantité s. Il faudra donc ajouter, à la différence de longitude trouvée, la valeur absolue de l'angle horaire de la Lune et de l'étoile au moment de l'observation, angle horaire pris positivement ou négativement suivant que je méridien de l'instrument est à l'intérieur ou à Tex-
térieur de l'angle formé par les méridiens des deux lieux (*). On montrera plus tard^ dans la théorie de 1* instrument des passages, comment on peut trouver la valeur de Tangle horaire s quand on connaît les erreurs de Tinstrument (t. II, n^ 18).
Pour que les observateurs se servent toujours des mêmes étoiles de comparaison, on publie chaque année dans le Nautical Almanac et dans les autres Éphémérides astronomiques une Table des étoiles qui sont situées dans le parallèle de la Lune pour chacun des jours où cet astre peut être observé au méridien.
Exemple. '— A Bilk, le i3 juillet 1848, on a observé la Lune et ses étoiles, et les temps des passages au méridien^ non corrij;és de l'état de la pendule, ont été les suivants (t. Il, n"21 ) :
Tti Ophiuchus. .
p Ophiuchus. .
C Centre
Y> Sagittaire. . .
\ Sagittaire. . .
Le même jour, on avait trouvé à Hambourg
>i Ophiuchus. .
p Ophiuchus . .
(^ i^Bord
p* Sagittaire. . .
\ Sagittaire . . .
Le demi-diamètre de la Lune au moment de la culminalion à Hambourg était i5'2",io, la déclinaison — i8°io',i et la variation de l'ascension droite en une heure de temps moyen 129% 8;
(*) On peut aussi, à. la différence observée des ascensions droites delà Lune til de Téloile, ajouter la quanlilé
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d'où X = 0,03596. Nous trouvons ainsi
i5 II — >) cosd
et pour temps de culmination du centre de la Lune ù Hambourg
Il en résulte entre les ascensions droites des étoiles indiquées et celle du centre de la Lune, les différences suivantes :
Pour Bilk. Pour Hambourg,
>î Ophiuchus -1-1*5.41,96 -î-a5.i3,48
p Ophiuchus -h 15.28,01 -1-14.59,18
fx* Sagittaire —37.18,39 —37.47,44
X Sagittaire — 5i.i3,5'2 —5i. 4^^,47
Par suite, entre les observations de Bilk et de Hambourg, on a les différences
Moyenne. ... -4- 28% 83
Or (n® 15), nous avons trouvé, pour mouvement horaire de la Lune aux époques suivantes (temps moyen de Berlin), les valeurs
10^... -i- 2" 9% 77, II... 2. 9 , 91 .
io,o
d'autre part, les temps d*observation correspondent.
Celui de Bilk à 10** 3o", temps de Berlin,
Celui de Hambourg à. 10. 16 , temps de Berlin.
Nous avons donc
r= 10^23'", d'où h'= 2'"9S82,
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«t, à l'aide de ia formule {e). nous obteoons
Brmarqae. ~ h éUot égt] environ * 3o', le coefficient de «' — $ dam I qualion (A) lem 1 peu prii ég,»} à ag; lei erreurs d'obs«'alion >e retn Teront donc dans la dilTérence des longitiiHei, m*Ï9 miillipliéea pir 3g. Ai. nn« erreur Je o',i Eoaimi«e »iir S' — B donnera lien à une erreur d'eniii 3 rteconil» lur la diflerence de longitude.
{') Si dam chacun deadeuilieni on a ribBenéle même bord de la Lune, la formule (A) permetlra d''eS'ecliicr la culcul plun aimplenienl.
DIMENSIONS DE LA TERRE. ~ PARALLAXES HORIZONTALES
DES CORPS Célestes.
Dans les Chapitres précédents, nous avons fréquemment employé des constantes qui dép^ident de la forme et des dimensions de la Terre, ainsi que les angles sous lesquels apparaît le rayon équatorial de la Terre, vu des autres corps célestes, c*est«-à-dire les parallaxes horizontales de ces astres; nous allons maintenant donner les méthodes qui servent à déterminer les valeurs de ces constantes. Les parallaxes horizontales de Mars et de la Lune sont seules obtenues par l'observation directe, tandis que les distances des planètes et des comètes à la Terre, rapportées au demi-grand axe de l'orbite terrestre pris pour unité, se déduisent des grands axes des orbites qu'elles décrivent autour du Soleil suivant les lois de Kepler; par conséquent, pour obtenir les parallaxes horizontales de tous ces astres, il suffit de connaître, soit la parallaxe du Soleil, soit encore la parallaxe horizontale de Tun d'eux.
I. — Figure et dimensions de la Terre
136. Mesure de deux arcs du méridien terrestre. — La figure de la Terre est, comme l'indique la théorie tout aussi bien que les mesures effectuées, un ellipsoïde aplati, c'est-à-dire engendre par la révolution d*une ellipse tournant autour de son petit axe. A la vérité, la Terre n'aurait rigoureusement cette forme que si elle était une masse fluide; cependant l'ellipsoïde aplati est la surface courbe qui s*approche le plus de la véritable figure de la Terre.
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On trouve les dimensions de ce sphéroïde par des mesures de degré, c'est-à-dire en déterminant par des opérations géodésiques la dimension linéaire d'un arc de méridien compris entre denx stations, et, par Tobservation des latitudes des deux stations, le nombre de degrés correspondant. Ératosthène (3oo ans avant J.-G.) employa réellement cette méthode pour la détermination de la longueur de la circonférence de la Terre qu'il supposait sphérique. Il remarqua que les villes d'Alexandrie et de Syène en Egypte étaient à peu près situées sur le même méridien. Il savait de plus que le jour du solstice d'été, à Sirène, les corps ne donnaient pas d'ombre à midi, c'est-à-dire qu'à cet instant le Soleil était au zénith de ce lieu; d'où il conclut que Syène était située sur le tropique du Cancer; le même ipur il trouva à Alexandrie 7** 12' pour distance zénithale méridienne du Soleil. L'arc de méridien compris entre Syène et Alexandrie était donc de •;°i2' ou la cinquantième partie de la circonférence. D'autre part, les mesures directes donnaient 5ooo stades pour la distance des deux villes; Ératosthène en concluait 25oooo stades pour la longueur du méridien terrestre. Cette détermination était affectée d'erreurs diverses : i^ les deux lieux ne sont pas sur je même méridien, Syène étant à 3° à l'est d'Alexandrie; 2® Syène ne se trouve pas sur le tropique du Cancer, sa latitude étant de 24*^8' d'après de récentes déterminations, tandis que l'obliquité de l'écliptique au temps d'Ératosthène était égale à 23^44'» ^^ enfin la latitude d'Alexandrie et la distance des deux villes étaient inexactement déterminées. Cependant Ératosthène a le mérite d'avoir, le premier, cherché à mesurer les dimensions de la Terre, et d'avoir indiqué la méthode dont on se sert encore aujourd'hui.
Newton ayant prouvé par des considérations théoriques que la Terre n'est pas une sphère, mais un sphéroïde, on ne peut plus se contenter, pour en déterminer les dimensions, de mesurer la longueur d'un degré dans une seule région de la surface, mais il est évidemment nécessaire de combiner deux observations de ce genre, faites sous des latitudes très-différentes, afin d'en dé* duire l'aplatissement du sphéroïde terrestre.
Nous avons trouvé au n" 66 pour coordonnées d'un point de la surface de la Terre par rapport à un système d'axes tracés dans
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le plan du méridien.
ârcoscp fl i/i — g^sincp
a el 6 désignant le demi-grand axe et l'excentricité de l'ellipse
méridienne, et ^ la latitnde du point considéré. De plus, en
désignant par b le demi-petit axe, le rayon de courbure est en jce point
ab ^
(i— e' sin'<ï))^
Si donc f et ^ ' sont les latitudes des milieux de deux degrés du méridien, G et G' les longueurs de ces degrés, on a
'^^ (,_ g^sin^ç)' '^^ (i— s^sin'fp')^
d'où
fi'
^•,'- {Ir)
sm''(j)' — I -y I sin^9
et l'excentricité de l'ellipse méridienne une fois connue, on trouve la valeur du demi- grand axe à l'aide de l'une quelconque des deux équations précédentes.
Exemple. — La distance des parallèles de Tarqui et Cotchesqui, au Pérou, mesurée par Bouguer et La Gondamine, est égale à i'j6875,5 toises, et leurs latitudes sont respectivement
la distance des parallèles de Malœrn et Pahlawara, en Laponie, mesurée par Swanberg, est égale à 92 7775981 toises et leurs latitudes sont respectivement
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Nous déduirons de là pour valeur d*un degré en toises, d'après les opérations du Pérou
0 = 56734,01 à la latitude f = — i"3i' o",34, et d*après les opérations de Laponie
G'= 57 196,15 à Kl latitude y'= -4-66.20. 10, o5; on en conclut
f*= 0,006435 I, <7 := 3 271651 toises,
et puisque Taplatissement de la Terre est a = i -— y/i — t*.
On a déterminé ainsi, avec le plus grand soin, la longueur d'un degré en différents lieux de la surface de la Terre. Mais combinées deux à deux, ces déterminations donnent, pour les dimensions de la Terre, des nombres qui diffèrent les uns des autres, soit à cause des erreurs d'observation , soit à cause de ce fait, que la forme de la Terre n'est pas un véritable ellipsoïde. On devra donc déduire de toutes ces déterminations particulières le résultat qui concorde le plus exactement possible avec les différentes mesures effectuées.
137. Mesure dUin nombre quelconque (Tares du méridien terrestre. — La longueur s d'un arc de courbe est donnée par la formule
I -f- -— dx
les valeurs de dx et dy s'obtiennent en différentiant, par rapport à f , les expressions de :r et j^ données dans le numéro précédent; nous obtenons ainsi, pour longueur de Tare du méridien elliptique compris entre l'équateur et le point de latitude ^,
I (i — «»sin'(f) * d^\
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or
(i-i'sin» »z=i+f-sin»(p-f-||— -sin^
remplaçons les puissances de sin^ par les cosinus des multiples de tff intégrons chaque terme d'après la formule
cos\<fd<f = T- sin "kff, o ^
et posons
BP — JJLg4-i_-LLLg« -u
nous obtenons
sz=a(i — f') P [(f — Asin2f + Bsin47 — . . .)•
Soit^ la longueur moyenne d*un degré du méridien, et faisons dans la formule précédente ^ == i8o^, nous aurons
et, par suite,
s= ^((f — Asin2f 4- Bsin4r — . . .).
Par conséquent, la distance de deux parallèles, dont les latitudes sont 7 et f', est
s' — s= — [/ — ç — 2 A sin (y' — f)cos(ç'-f- f)
-i-2Bsin2(y' — ff) cos2(y'4-ç)],
ou, en désignant (f' — f par /, la moyenne arithmétique des latitudes par L et en exprimant / en secondes à Taide du facteur w=: 206265,
Is' — s) z=zi — 2wA sîn/cos2L -f- 2W'B sin2/cos4L.
483 ASTRONOMIE SPHÉEIQOS.
Or, en remplaçant dans cette formule /et 5' — s par les valeurs que donne l'observation directe pour la différence des latitudes et la longueur de ]*arc du méridien, cette équation ne sera satisfaite que si Ton adopté aussi pour g et e, c'est-à-dire pour ^, A et B les valeurs mêmes qui correspondent à l'opération actuelle. Si, au contraire, on prend pour ^, A et B les valeurs qui résultent de Tensemble des différentes mesures faites en différents lieux, il faudra, pour que l'équation précédente soit encore satisfaite, faire subir de petites corrections aux latitudes observées. Remplaçons donc ^ et ff' par ^ + x et f' -4- x', x et ^' étant de petites quantités dont nous négligerons les carrés et les produits; « de même ne tenons pas compte des changements que ces petites variations peuvent produire sur /, nous aurons
36oo ^
= / — 2MP'Asin/cos2L -h 2rvBsin2/ cos4L -f- (x' — .«)p,
où
p= I — 2Acos/cos2L + 4Bcos2/cos4L;
il en résulte
, I r36oo ,
PL g
+ 2^A sin/ COS2L — 2.(vB sin2/ cos
Nous obtiendrons une équation analogue pour chaque détermination des latitudes de deux lieux et de la longueur de l'arc de méridien compris entre leurs parallèles; et si les mesures de degré ont été assez souvent répétées pour que le nombre de ces équations soit plus grand que celui des inconnues, on déterminera les valeurs de g" et de s par la condition que la somme des carrés des erreurs résiduelles .r, x',,.. soit un minimum. Prenons ^0 et A^ pour valeurs approchées de ^ et A, et posons
soit de même B, la valeur de B correspondante à la valeur A,
_i_ JJ.-4 1. -Hi-e
— «» -t- n» -r Trn* -*-•••
D — TT» * ^^ 777* -t- . . . .
En renversant la série qui donne la valeur de A, on obtient
•» = |A — ^A»-4-4A»4- ..., d'où
B = Yî ^ ."^ 777^ •+••••>
et
aA.
Si pour abréger on pose
2 w H [A|Sin/cos2L— (-j^AJ -4--ïVïA.*)sin2/cos4Lj,
' * I 36oo , , .
ô = — [A.sin/cos2L-(}A; -h||a: )sin2/cos4L],
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on a réqtiation
(B) xf^xzrzn-hai'hbAi
on obtient une équation semblable en combinant la station la plus australe employée dans la mesure du degré livec une station quelconque située plus au nord.
Traitées par la méthode des moindres carrés, ces équations donnent comme équations du minimum par rapport à x^ i et /*, relatives à Tensemble des observations de la mesure de degré,
[a] X 4- \aa\i -4- \ah] k 4- [û/i] = o, [h]x 4- [ah]i 4- [bli] k 4- [bn] = o,
où ft désigne le nombre des latitudes observées dans une mesure
de degré; de sorte que chacune de ces opérations fournit, pour
déterminer les valeurs les plus probables de / et de /*, les deux
équations
o = [ariy] 4- [aox] i 4- [û^i] X-,
o = [6/?,] 4- [abi] i 4- [bb,]k,
obtenues par l'élimination de x entre les équations précédentes. Désignons par (a/i,) la somme des différentes quantités [oni] que Ton trouve dans les différentes mesures de degré; représentons de même par (aoi) la somme des quantités [^a,], . . . , nous
aurons
o = (a/i,) 4-(fl«i)i 4- (abi)k,
o=z(bn,)-^{ab,)i^{bb,)k,
équations qui permettront de déduire de toutes les mesures de degré les valeurs les plus probables de /et k,
EXEMPLE. — Nous prendrons comme exemple les mesures de degré suivantes :
IV. — Arc suMdois
Malœrn +65.3i.3o^265
Pahtawara -4-67. 8.49,83o 1.37.19,56 92 777)98i
Prenons maintenant
nous trouvons
logA.= 3,39794,
log{^A: + TSTA:)=6,4i567,
iog(|A; + iia;) =6,71670;
posons de plus
nous obtenons, pour les quatre mesures de degré, les équations suivantes :
x\ — ar3 = — 0,37 -+■ 0,1779./ — 0,2852.«,
«j — xj =: -f- 3 , 79 -f- 0,5433./ — 0,9157.2, (4) «'4 — 0:4 = — o,5i -f- 0,5839./ — ' >97" •*'
'd'où nous déduisons
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[aa]
H-i,a6oo -H>,3a46 -fH»,3268 4-0,3409
-4-o,7aia -HO, 5839
+6,2934 -Hi,47i8 —0,5489 — i,i5o9
Ih]
-h5,6o59 -ha, 5835 — i,aoo9
[hn]
-hl 1 ,0436
et
(4) d'où
+o,63oo +0,1623 +o,i534 +0,1705
+1 ,ai4^ —",9960 +o,5oi3
ian]
+2,2ll3
ihh]
(an,) =+2,3956, (atf,)=+ 1,1162, («JJ =+3,0471, (&R,)=+5,24l3, (6ft,)= + ai,43i5.
Les deux équations qui déterminent ^ et z sont donc o = 4- ? , SgSô -h 1 , 1 162 .^ -f- 3,o47i.«,
et donnent d'où
a=:-f- 0,099012, xz=z — 2,4i65;
et par conséquent
Or nous avons trouve
;'=fA-VA^-4-4A»,
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il en résulte
ce qui donne, pour raplatissement de la Terre^ la valeur
297 , 53 Nous avons de plus
log- = log^i — «' = 1 ,9985380,
i8ofl:
et comme «= Tr^> nous trouvons
loga = 6,51478849 log^ =6,5133264 :
c*est de cette manière que Bessel (^) a déduit de dix mesures de degré les valeurs que nous avons données au n^ 65.
DES CORPS CÉLESTES
138. Détermination, de la parallaxe horizontale d 'un astre par l'observation de sa distance zénithale méridienne en différents lieux de la Terre, — L'observation de la position d'un astre voisin de la Terre, faite en deux points de sa surface , permet de déterminer la parallaxe de cet astre, ou, ce qui revient au même, sa distance à la Terre exprimée en fonction du rayon équatorial ter^restre pris pour unité : les méthodes qui précèdent ayant donné la valeur de ce rayon, il sera facile d'obtenir la distance de l'astre à la Terre, rapportée à une unité linéaire quelconque.
Méthode générale. — Nous supposerons actuellement que les deux stations sont situées sur le même méridien, de part et d'autre de l'équateur, et que la distance zénithale de l'astre a été observée
O Astronomuche tfachrichten, n»* 333 et 438.
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en ces deux . points au moment de la culmination. Nous avons trouvé (n? 67) pour Texpression de la parallaxe de hauteur
sin/>'=r p sin^ sin[« — (y — y')],
où p représente la parallaxe horizon taie, z la distance zénithale observée et corrigée de la réfraction , f la latitude, 7' la latitude géocentrique, et p la distance du lieu d'observation au centre de la Terre; nous aurons donc pour les deux stations
I _psin[g--(y>-y^)] sinp sinp'
I p,sin[2,— (tp — (p'J)
smp sinp^
Considérons les deux triangles formés par le lieu de Fastre, le centre de la Terre et chacun des lieux d^observation ; dans le premier, Tangle qui a Tastre pour sommet est égal à p'y celui dont le sommet est au lieu d'observation a pour valeur 180® — z-f-y — y', et l'angle qui a son sommet au centre est égal à /qp^, en dési* gnant par 9 la déclinaison géocentrique de l'astre, et en prenant le signe supérieur ou le signe inférieur suivant que le corps céleste et le lieu d'observation sont du même côté de l'équateur, ou de côtés différents. Les angles analogues du second triangle sont
On a donc
p'z=z — yriz^, p\=Zi^<fiZf.Sy
et, par suite,
p' -h p\= z -^ Zi — ff — Çi.
Désignons par q la quantité connue p' •+• p\j c'est-à-dire posons
nous aurons Téqualion
p sin[g -- (y — if')] _ p. sin[z, -^ (y, -~ y',)] sin^' sïn(q — p')
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d*où résulte
p, sin[2,— - (<pi— y',)] -Hpco9^sin[« — {(p — y')]' ou bien
pisiny sin[z,— (<p, -— tf\)] ^ •
tang/?,
psin[z — (y — ,j,')]-|-p, cos<7sin[z,--(^,--^',)]
lorsqu'on aura déterminé p' ou p\ , on en déduira p à l'aide de Tune des deux formules
sinp' sino'
p,8in[a,— (^,— (p'J]
Nous avons supposé jusqu'ici les deux lieux d'observation
situés de part et d^autre de l'équaleur, car c'est le cas qui se prête
le mieux à la détermination de la parallaxe. Si les deux lieux
d'observation sont d*un même côté de Téquateur, les angles au
centre de la Terre, dans les deux triangles considérés, sont égaux
à f'rp S dans le premier, et «p\q= $ dans le second. Mais en
posant
on trouvera p' et p\ à l'aide des mêmes équations que précédemment.
Lorsque les deux stations ne sont pas situées sur le même méridien, les deux observations ne peuvent être faites au même instant; il faut alors tenir compte du changement de déclinaison dans rintervalle des deux observations.
C'est par celte méthode qu'en 1761, 1752 et 1753 on a déterminé les parallaxes de la Lune et de Mars. Dans ce but, Lacaille observait au Cap de Bonne-Espérance les distances zénithales de ces astres au moment de leur culmination, pendant que Cassini à Paris, Lalande à Berlin, Zanotti à Bologne et Bradley à Greenvfich faisaient des observations analogues. Ces stations étaient avantageusement situées. La plus grande différence de latitude, correspondant à Berlin et au Cap, est 86® 3o^ tandis que la plus
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grande différence de longitude, correspondant au Cap et à Greenwich, est égale à i^ i5^, intervalle pour lequel le mouvement de la Lune en déclinaison peut être connu avec une trèsgrande exactitude. De leurs observations, ces astronomes ont conclu 58' 3'^ pour parallaxe horizontale de la Lune à sa distance moyenne de la Terre, et 2^ ^,7 pour parallaxe horizontale de Mars.
Parallaxe de la Lune, — Nous venons de traiter le problème de la parallaxe sous sa forme la plus simple, mais, en réalité, cette solution n'est pas suffisante pour obtenir la parallaxe de la Lune; on ne peut, en effet, observer que Tun des bords de cet astre, et pour la réduction il est nécessaire de connaîtra son demi- diamètre apparent, variable lui-même avec la parallaxe.
Désignons.par r et r' les demi-diamètres apparents de la Lune vqe du centre de la Terre et du lieu d'observation, par A et A' les distances de la Lune au centre de la Terre et au lieu d'observation, nous avons
sinr' A
de plus, le triangle formé par le centre de la Terre, celui de la Lune et le lieu d\)bservation donne
A _sin(i8o°— g') Â^"^ sin(z'— /) '
où z* désigne l'angle que la ligne menée du lieu d'observation au centre de la Lune fait avec le rayon de la Ter.re qui aboutit en ce lieu ; d'ailleurs si z est là distance zénithale du bord de la Lune donnée par l'observation, il y a entre z' et z la relation
le signe supérieur se rapportant au bord supérieur de l'astre; on a donc
A sîn[« — (ç — <p')±r'.]
Ï7 ■" sin[3 — (y — f ) — y± /•'] '
PARALLAXE DE LA LUNB
après avoir remplacé — par la valeur ^. — > éliminons/?' à Tâide
'^ A"^ -sinr '
de l'équation
sin/?'= p sin/> sin [z — (ç — ç' ) dz r' ] ,
faisons en outre p r= i, et pour simplifier l'écriture représentonis par Ç la quantité z — (^ — y'), c'est-à-dire Tangle que fait avec le rayon de la Terre aboutissant au lieu d'observation la ligne allant de ce point au bord observé, il viendra
sin/^r sinr-hsin/"' sïnp cos(Çdbr') -l-|sinr' sin*/? sin*(Çdbr'),
et en négligeant les termes du troisième ordre
r'= r-H sinr sin/?cos{Ç±:r) -I- ^sinrsin^/? sin'(Ç± r);
d'autre part, la distance zénithale géocen trique Z du centre de la Lune, exprimée en fonction de (, est. donnée par la formule
Z = Ç±r'—sin/7sin(î;±r')---;-sin»/?sîn>(Ç±:r'),
ou, en substituant pour r' la valeur trouvée plus haut,
Z = i; ± r zh sin r sinp cos (Ç dz r) ± |sin r sin'/> sin» (Ç lii r) — sinp sin(Ç±r) — ^sin'/? sin'(Ç ± r);
développons cette équation, et négligeons les termes qui, par rapport k p et r, sout d'un degré supérieur au troisième, nous trouvons
Z = Ç ± r — ^ sin' r sinp sin Ç ± -J sin r sin'/> sin* Ç — sinp cosr sinÇ — 7 sin*/? sin*Ç,
équation qui, par la substitution de i — |sinV à cosr et le rétablissement de p sinp au lieu de sin/?, devient
Z = Çdbr — psin/?sinÇ — ypsin/?sinÇsin*r±7p*sin'/?sinrsin*Ç — -p'sin'/? sin^'C-
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Posons enfin
X = y — ' tf'y %\ïir=z k sin/?,
et, par suite,
r = ^ sin/; -f- jA* sin'/?,
remplaçons C par sa valeur z — X, nous aurons pour expression
Z=zz — X — sin)9[psin(z — >)ipA-] — jSÎn'/?[p5in(z — X)qrA]*.
Si D est la déclinaison géocen trique du centre de la Lune, 9 la déclinaison observée du bord de cet astre, nous avons
la substitution de ces valeurs donne
D = J -f- [p sin(2 — ).) rp A']smp ■+■ ^[psin (s — a) qi ^]' sin*/?.
Cette équation résout évidemment la question proposée et, avec deux observations de la Lune faites en des lieux différents, elle permettrait d'obtenir la parallaxe cherchée. Mais les quantités p et X dépendent de Taplatissemeut de la Terre, quantité qui n'est jusqu'à présent connue que d'une façon approchée; il serait donc désirable de mettre l'expression de la parallaxe de la Lune sous une forme qui rende facile toute correction due à un changement de la valeur adoptée pour l'aplatissement. C'est pourquoi nous transformerons l'expression précédente de manière à y mettre en évidence l'aplatissement lui-même.
Nous avons trouvé (n® 66)
or on a
a^-f- b^= a' (2 — 2a H- a'); d'où, en négligeant tous les termes de l'ordre de a%
ff — ff'=. X = a sin 2 y.
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De plus
^ I — 8*sm'ç I — c'sin'f
I — 2. s* sin'«p H- s* sin'y
I — s'sin'y
et par suite, en éliminant s' par Téquation
et négligeant tous les termes de Tordre de a%
p == I — asin'f.
La dernière expression de D devient donc
ID 1= ^ -4- (sinz qz A) sinp — (sin^f sinz + sins^ coss) a^in/> -h -J(sinz qz ^)-'' sin*/7.
Toute observation d'un bord de la Lune faite en un lieu de rhémisphère boréal de la Terre donne une équation de cette forme, dans laquelle le signe supérieur correspond au bord supérieur de la Lune, et le signe inférieur à son bord inférieur.
On trouverait de Ja même manière pour un Heu de Thémisphère austral
ID, = ^, — (sin 2i =p /' ) sinpi 4- (sin^^p, sinz,+sin2fi cosz,) a sin/?i — j(sinz, =pit)»sinV,.
Actuellement soient
t et f| les temps moyens d*un premier méridien quelconque, . qui correspondent aux deux observations ; Pt et Do la parallaxe et la déclinaison géocentrique de la Lune au temps arbitraire T;
-^et •-r- leurs variations en une heure de temps moyen, la
seconde étant regardée comme positive si la Lune s'approche du pôle Nord.
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Nous aurons, d'une part,
sm/? z=z sin/7o+ \t — T) -~ cos/7o}
smpi= sm/io-H (/» — T ) ~- cos^o»
cl*autre part, à l'aide des équations [a) et (à),
= 9i — S — [sinz,qp A — a(sin*^isin3,-h sin2f|C0SZ|)]sin/7i
— [sin zzpli — a (sin* cp sin z -f- sin 2 y cosz)] sinp
— ^(sinz,qp: AYsin^pt— -(sinzqp A'Y sin*/?*
En remplaçant dans cette relation sinp et sin/?i par leurs valeurs, nous obtiendrons, pour déterminer la parallaxe au temps T réquation suivante :
0=^1 — 5-4- (^ — ^i) -T •j[(sin3zpJ')*4- (sin2,qpX')*]sin»/?a
— ^cos/?«[(sin3q=X')(/ — T) -h(sina,q=^)(r, — T)]
— sin/?o (sinz-hsinz.qp A-ip/î)
asin/7«(sin'(psinz 4-sin2f cosz + sin^^i sinzi
sin 2^1 cos^i) (*).
Si aux deux stations on a observé des bords différents de la Lune, le coefficient de sin/?« est indépendant de X-, et puisqu'alors cette
quantité n'entre plus que dans les petits termes en sin^po et —9 la
{*) Pour teair compte des dérivées secondes, on doit ajouter à Pexpretsiûn précédente, le terme
-Hi[(,_T)«-{«,_T)«i^;
mais il dut remarquer que pour la valeur ce terme s'annule.
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valeur p^ obtenue à l'aide de celte équation est indépendante d'une erreur commise sur la valeur de k. En outre, par des déterminations antérieures, nous connaissons la parallaxe avec une approximation suffisante pour pouvoir calculer sans erreur appréciable le troisième et le quatrième terme de la formule ; il est donc permis de considérer comme connus les quatre premiers termes, car les quantités qu*ils contiennent ont été données par l'observation, ou peuvent être tirées des Tables de la Lune. Soient n leur somme, a et b les coefficients de sin/^o et asin/7«, nous
avons l*éq nation
Q=: n — (a — boi) sin/?o ,
qui donne p^ en fonction de a*
On cherche d'ailleurs non-seulement la parallaxe horizontale /^o correspondant au temps T, mais Vjl parallaxe horizontale moyenne y c^est-à-dire la valeur de cette parallaxe horizontale /?« pour la distance moyenne de la Lune à la Terre (*)• Or, si tt est la valeur que donnent les Tables de la Lune pour la parallaxe horizontale au temps T, K la valeur adoptée dans les mêmes Tables pour la parallaxe horizontale moyenne, et enfin n la valeur cherchée de cette parallaxe horizontale moyenne, on a
sin/7o= -zp sinll = fjisinll,
l'équation de condition qui précède devient ainsi
o = [a — 6a) sinlI;
la valeur de sinlI ou l'angle II lui-même est la constante de la parallaxe lunaire.
Exemple. — Le 23 février 1752, Lalande, observant à Berlin, trouva pour déclinaison du bord supérieur,
^ = -H 20^26' aS'^, 2,
{*) Cette distance moyenne est égale au demi-grand ose de Torbite lunaire supposée elliptique.
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et Lacaille, observant au Cap de BoDoe-Espéraiice, obtint pour la déclinaison du bord supérieur
La moyenne arithmétique des temps d'observation était, en temps moyen de Paris, T = 6^4^™ > de plus, d'après les Tables lunaires de Burckhardt,
et les latitudes des deux stations étaient
52« 3o' 16", Çi= — 33*56. 3.
Puisque le Gap de Bonne-Espérance est placé à !20™ 19*, 5 de longitude à Test de Berlin, et que Taccroissement horaire de l'ascension droite de la Lune était 38' 10'^, la culmination de la Lune à Berlin avait lieu 21*" 1 1" plus tard qu'au Cap, et par suite
^-— /,= -4- 2i™ii* et (/ — f,) -—= — 12 ,00,
dt
nous avons en outre
si donc on prend /■ = o, 2726, le troisième ,lerme, dépendant
dp de sin^/7, est égal à — o'', 12; en négligeant le terme en -^^ qui
est tout à fait insensible, on trouve
OU, en parties du rayon,
/i = -h 0,023307; d'ailleurs, comme la valeur de la parallaxe horizontale moyenne
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adoptée dans les Tables lunaires de Burckhardt est
on a
Jog/i = 0,01792,
d'autre part,
d'où
et en définitive pour déterminer sinll on a Téquation
o = 0,022 365 -— (1,357 * — 1,9321 .a) sinn.
Combinaison d'un grand nombre d'observations. — Cette équa* tion et toutes celles de la même forme
obtenues par la combinaison de deux observations quelconques, ne donnent qu'une relation entre Finconnue x==sinn et Tapla^ tissement a; une seule d'entre elles ne peut donc servir qu'à trouver la valeur de jc qui, pour une valeur donnée de a, satisfait à l'équation même. Ainsi, dans l'exemple précédent, si l'on sup-
. pose
on obtient
logsinll = 2,21901 ,
Mais si l'on dispose d'un grand nombre de couples d'obsei*va- I. 32
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tioDs^ et par suiie d*iin grand nombre d^équationSy telles que
o = /i| — X (a — àa)f o = /ï', — X (a' — ^' a) >
on les combinera par la méthode des moindres carrés, et on obtiendra pour équation du minimum par rapport à x,
o = — [arii ]-{-[aa]x — [ab ] ax ;
le dernier terme est très- petit, et dans une première approximation peut être négligé, d'où
Xi= -f r>
[aa]
et, en remplaçant x par cette valeur dans le dernier terme, on a pour équation finale
[aa] [^^] [^^]
Telle est la méthode suivie par Olufsen pour discuter les observations faites au siècle dernier par Lacaille, Lalande^ Zanotti et Bradiey (*).
Il a déduit de toutes leurs observations Téquation finale
Avec la valeur ct= r, adoptée par Olufsen, elle donne
pour constante de la panrilaxe lunaire
en prenant, au contraire, la valeur de Bessel a = -' =-?:»
(*) Attronomischtf Nuchnchtcrif n® 326.
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on a
Par la comparaison des observations de distances zénithales méridiennes faites par lui en 1882 et i833 au Gap de Bonne- Espérance, et des observations faites simultanément à Greenwich,
Henderson a trouvé f *), avec la valeur a =: =-^1
pour la parallaxe horizontale moyenne de lu Lune.. La moyenne arithmétique de cette valeur et de celle d^Olufsen est
Les constantes adoptées dans les différentes Tables lunaires sont
Tables de Burckhardt 57' o*,52,
Tables de Damoiseau 57 «o ,90,
Tables de Hansen ^7*2, o6.
Cette dernière valeur est déduite de la théorie; elle présente, avec celles qu*a données lobservalion directe, un remaniaablc accord.
Remarque, — La parallaxe de la Lune étant considérable, ou peut déjà la déterminer avec une certaine approximation à Taide d^obseryations faites en un môme lieu. Pour cela on combine les observatioas faites au voisina^ tl« zénith, pour lesquelles la parallaxe de hauteur est très-faible, avec d^autres faites au voisinage de l'horizon, pour lesquelles au contraire ft pmttaze atteint presque son maximum. Cest ainsi qu^Hipparque a découvert U par> rallaxe de la Lune, en remarquant dans lo mouvement de cet astre une inégalité dépendant de la hauteur, et dont la période était d*uh jour.
139. Parallaxes du Soleil et des planètes. — Les paralafxes horizontales du Soleil et des planètes sont trop petites po«r pou* voir être déterminées avec exactitude par la méthode préeédenle* Cependant c^est ainsi qu*ont été obtenues les premières valeurs approchées. Telle est la valeur 25', 5 donnée au xvii* siècle pour
{*) Aitronomische Nachrichten, n° 338.
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la parallaxe de Mars par Rîcher, Picard et La Condamine, et déduite d'observations méridiennes de Mars faites en 1761 par Richer à Cajenne, et les deux autres à Paris. Or, quand on connaît la parallaxe ou la distance d*une planète, il est facile de trouver les parallaxes de toutes les autres, et aussi celle du Soleil, car, en vertu de la troisième loi de Kepler, « les carrés des temps de révolution des planètes sont proportionnels aux cubes des grands axes de leurs orbites. »
On obtient ainsi pour parallaxe du Soleil la valeur 9^,5 à Taide du nombre donné par Richer et La Condamine, et la valeur lo'^, 25 à Taide de celui qu*ont donné Lacaille.et Lalande, valeur plus inexacte que celle de Richer quoique la détermination en ait été faite presque un siècle plus tard.
Les observations faites récemment, de 1849 à i852, par Gilliss au Chili {*) ne contribuèrent en rien à une détermination plus exacte de cette constante importante; ce résultat doit être attribué en partie à la rareté des observations correspondantes dans Thémisphère boréal. Quoique les résultats obtenus par cette méthode soient insuffisants, il est néanmoins à désirer que Ton s*en serve encore pour obtenir une valeur nouvelle, ou bien qu^on suive la méthode d'ailleurs tout à fait analogue indiquée par Gerling (**), et qui permet de déduire la parallaxe du Soleil de l'observation de Vénus à répoque d'une de ses stations. Avec les instruments perfectionnés dont on dispose aujourd'hui, on obtiendrait certainement ainsi une approximation beaucoup plus grande.
' Effet de la parallaxe sur les passages de Venus. — Une bonne méthode de détermination de la parallaxe solaire repose sur les observations des passages de Vénus sur le disque du Soleil; elle a été proposée par Halley. Les formules données aux n^* i31 et 133 pourraient servir au calcul de ces phénomènes. Mais Encke a publié, dans le Jahrbuch de Berlin pour 1842, une méthode plus commode dont le principe est dû à Lagrange, et qui consiste à calculer d'abord le phénomène pour le centre de la Terre et à
(•) U.S. Naval Expédition to Chili, vol. III. (**) Astronomische fi«chrichlen, 0^599.
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déduire de ce premier résultat les différentes phases du passage pour les divers lieux de la Terre.
Calcul pour le centre de la Terre. — Soient :
a et d, A et D les ascensions droites et les déclinaisons géocentriques de Vénus et du Soleil pour un temps T d'un premier méridien, temps voisin de Tépoque de la conjonction ;
m la distance apparente de leurs centres à ce temps T;
M et i8o® — M' les angles ayant pour sommets les centres du Soleil et de Vénus dans le triangle formé par ces deux points et le pôle de l'Equateur,
on a les formules
sini//î sin}(M'+ M) = sin j (a ~ A) cos-K^ + I>)> sini//îcos|(M'-4- M) =cosi (a — A) sin j((y — D) , cosl/w sîni(M' — M) = sin Ha — A) sin^ ((î -f- D) , cosjwcos~{M' — M) = coSj{a — A)coSy(^ — ^\
et, comme aux moments des contacts, a — A et ê — D, et par suite m et M' — M sont de petites quantités, ces formules se réduisent alors à
( wsinM= (a — A)cos{(^-f- D),
( /ncosM= S — D.
Posons maintenant
,2smN = -i— i cos|(^ -f- D),
cosN
__i L et — ^ étant les variations relatives des ascen-
dt dt
sions droites et des déclinaisons dans Tunité de temps {^)\ dési-
{*) n est la TÎtesse relative de Vénus par rapport au Soleil; N définit la direction do cette vitesse : c^est Pangle qu^elle fait avec le cercle horaire pasaaot par la position de Vénus au temps T.
gnoos en oiUre par T + t Pépoque de Tun des contacts, par R et r les demi- diamètres du Soleil et de Vénus à cet instant^ nous aurons
(msinM -4- t/i sinN )^ + (/wcosM -f- t//cosN)* = (R± r)%
le signe supérieur convenant à iin contact extérieur, le signe inférieur à un contact intérieur.
De cette équation on tire
^ ,w ,.Tx Ritr / w'sin2(M — N) 72 ' n y (R ±: /•)'
et si, ^p étant un angle compris entre — 90° et 4- 90®, on pose
wsin(M — N) .
la valeur de r sera donnée par l'expression
(D) T = cos(M — Njii: cos^^,
dont le dernier terme doit être pris avec le signe — pour l'entrée et avec le signe + pour la sortie, de telle sorte qu'en temps du premier méridien adopté, l'entrée et la sortie ont lieu pour le centre de la Terre aux époques :
T cosfM — N) COS+, pour rentrée,
T cos(M — N) H cos^y, pour la sortie.
Enfin, si 0 est Tangle que le grand cercle mené du centre du Soleil au point de contact fait avec le cercle de déclinaison pas* sant par le centre du Soleil, on a
(R± r) cos© =:/ncosM -h /icosN.t, (Rdzr) sin© =r:/nsinM + «sinN.r,
ou
cos© =: — sinN sin^' ip cosN cos>p,
sin© nr -i-cosNsin>|/ qpsinNcos^»;
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nous aurons donc
(E) O = N -— x|/ + i8o% pour rentrée,
(F) O r= N H- ij/, pour la sortie.
Les formules (A),..., (F) servent à la prédiction complète du phénomène pour le centre de la Terre.
Prédiction du passage pour un lieu donné. — Pour calculer les époques d*entrée et de sortie en un lieu de la surface de la Terre, nous traiterons d'abord un cas plus général, et nous chercherons à exprimer la distance des centres des deux astres telle qu'elle paraît à un moment donné d'un point de la surface, en fonction de la distance des centres des deux astres, telle qu'on la voit au même instant du centre de la Terre.
Or, avec les notations indiquées, on a évidemment
cos/7t = sini^sinD 4- cos^cosD cos(a — A),
et de même, si o! et ^', A' et D' sont les ascensions droites et les déclinaisons apparentes de Vénus et du Soleil vues du lieu delà surface, et m' la distance apparente de leurs centres,
cos/w' = sin5'sinD'-+- cos5'cosD'cos(a' — A'); il en résulte
cosm' = cosm -4- (^' — B) [cos^ sinD — sin^ cosD cos (« — A)]
-4- (D'— D)[sin^cosD — cos^ sinDcos(a — A)] — (a' — a) cos^ cosD sin(a — A) H- (A' — A) cos5 cosD sin(a — A).
Mais, d'après les formules du n° 68 (*), tt et/? étant les paraU
(*) Ces formules donnent, en supposant p constant et égal à Tunité,
tf'— J = 7r sino — ^ '— = TT sinofsind coty — cos^),
et puisque
coty = C08(a — 9) cotç»,
il Tient
J' — J = 7r [cosy 8in^cos(a — 6) — sinf> cos^].
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laxes horizontales de Vénus et du Soleil, on a
^' — ^ = 7c [cosç sin^ cos(a — e) — sin^ cos^], D' — D = /7[cos7sinDcos(A — e) — sin^ cosD], a' — a = ir séc^ sin (a — 0) cosf , A' — A=/'sécDsin(A — 0) cos^ ,
d*o&, en portant ces valeurs dans l'expression de cos/n',
cos/n' = cosiii-4- [cos^sinD — sîn^cosDcos(a — A)]
X[7rcosf sîn^cos(a — e) — Trsin^ cos^]
4-[8in^cosD — cos^sinD cos(a — A)] X[/'cos^sinDcos(A — 0) — /^sinfCosDj
— cosDsin(a — A),irsin(a — 0) cosç cos^ sin (a — A)./>sin (A — 0) cosç.
Tous les termes de cette équation contiennent soitcos^, soit sin f; cherchons les coefficients de ces deux quantités. D*abord le développement de réquation donne pour coefficient de cosf Fexpression
+ ir [sin^cos^ sinDcos (a — 0) — sin^^cosD cos(a — 0) cos (a — A)
— cosDsin(a — 0)sîn(a — A)]
+/>[sin^cosDsinDcos(A— 0) — sin'D cos^ cos(A— 0) cos (a— A)
cos^sin(A — 0]sin(a — A)],
ou, puisque sin*J = i — cos*^ et sin'D = i — cos'D,
•4- ir I [sin^ sinD + cos^ cosD cos(a — A)] cos^ cos(a — 0)
— cosD cos( A — 0) I
•4-;?|[sin5sinD -f- cos^ cosDcos(a — A)]cosDcos(A — 0)
^ — COS^ COs(a — 0)j,
qu*on peut encore écrire
H- iccos/w cos^ cos(a — 0) — ir cosD cos(A — 0) /7COS/»cosDcos(A — 0) — p cos^ cos(a — 0);
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si, dans cette expression, on met en évidence les coordonnées d*un lieu déterminé delà surface de la Terre, elle devient
-H (ircos/n cos^ cosa — tt cosDcosA) cose — [p cos/w cosD cosA — p cos<î cosa ) cose -4- (tt cosw cos^ sin a — ir cosD sin A) sine -f-(/?cosmcosDsinA — pco%9 sin a) sin©,
ou encore
l -4- [ (tt cos/w — p) cos^ cos a — (tt — p cos m) cos D cosA] cos® cose (b) \
{ -l-[(7rcosiw — f»)cos^sina — (tr — /?cosm)cosD sin A] cos ^ sine.
Quant au coefficient de sm^ , il a pour valeur
•+• ïT [ — COS* J sinD -+- sin^ cos^ cosD cos( a — A)] -+-/?[ — cos^Dsin^ -f- sinDcosDcos^cos(a — A)],
ou, puisque cos* ^ = i — sin* $ et cos'D = i — sin* D,
TT j — sinD + sin^ [sin^ sinD -f- cos ^ cos D cos (a — A)]
ic)
-h/? I — sin^ -f- sinD[sin^sinD -h cos^cosDcos(a — A)] .
Le terme qui contient siuf dans Téquation {a) est donc
(ircos/Tt — p)s\n$ siuf — (tt — pcosm) sinDsin^ ,
et par suite l'équation (a) se transforme dans la suivante :
COS/Tl' = COS/7I
-h [[ir cosm^— p) cos^cosa — (tt — /7cos//i)cosD cosA]cosf cose -4- [(ir cosiiî — p) cosê sin a — (tt — pcosm) cosD sinAjcosf sine -h [(tt cos/w — p) sin^ — (tt — pcosm) sin D] sin f.
Posons maintenant
alors
fsms =z 4- TTCOsm — p, /coss = — TT sin m,
TT — pcosm =/sin(j — /w),
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et par conséquent
cos/w'z=r cosm
/XI • /[sinf cos^ cosa — sin( j — m) cosD cosAl cos® coso. (e) { ^ ^ ^
H-/[sinjcos^sina — sin(.f — m) cosD sinA] cos^ sine.
/[siojsin^ — sin(j — m) sinD] sin^; posons de plus
Icosa sinf cos^ — sin(^ — m) cosD cosA =r Pcosp cosX, sin a sinj cos^ — sin(j — m) cosD sinA = Pcosp sin>, sin^sîn(^ — sin (.9 — m) sinD =Psinp;
et comme, en ajoutant les équations («) et (/), après les avoir élevées au carré, on trouve
P'= sin*j + sin^{s — m] — '2sin^sin(5 — m) cosm = sin^ j — sin* j cos'/w -f- cos^^ sin'/w = sin'/w,
les équations (/) peuvent s'écrire encore
cosa sin^cosi^ — sin (5 — m) cosD cosA = sin/w cosp cosX,
sioa sin* cos^ — sin (5 — m) cosD sinA = sin/w cosp sin>,
sin 5 sin^ — sin (s — m) sinD = sin/w sin p,
ou
sin(X — A) sin/w cosp r=: sin5cos^sin(a — A), cos(> — A) sinmcosp = sin^cos^ cos(a — A) . j — sin {s — m) cos D ,
[ sin/w sinp = sin^sin^ — sin(f — m) sinD.
Mais nous avons
sin5cos^cos(a — A) — sin(j — /w)cosD
= sin*[cos^cos(a — A) — cos/w cosD] -i- cos* sini/i cosD,
et
sin^sin^ — sin(j — /w)sinD
= sinj [sin^ — cosiw sinD] -f- cos5 sïnm sinD,
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de plus, dans le triangle sphérique considéré,
IsînM sin/w = cos^ sin (a — A) , cosMsin/7i = sîni^cosD — cos^sinD c<>s(a — A), cosm = sin^ sinD -+■ cos^ cosD cos(a — A),
relations d*où l'on déduit
cos(a — A) cos^ = cosD cosw — slnD sinm cosM, sin<^ == sinD cos/Ti H- cosD sin/7t cosM,
et les équations {g) prennent la forme
Isin(X — A) cosp = sins sin M, cos(> — A) cosp = C0S5 cosD — sins sinD cosM, sinp =: coss sinD -4- sin^cosD cosM ,
formules dans lesquelles^ et M ont été calculées au moyen des équations («f) et (//}, et qui donneront les quantités auxiliaires ). et P; on calculera ensuite cosm' au moyen de la relation suivante, déduite de la comparaison des formules (e) et [/) :
cosm' =■ cosm 4- /sin m [sin^ sinf -h cosip cosf cosX cos0
+ cosf cos p sin^ sin0] z=zcosm -h/sin/w [sin^ sinf -h cosy cos^cosfX — ©)].
Actuellement désignons encore parT l'époque, en temps moyen du premier méridien, pour laquelle sont calculées les quantités a, S y A et D, par L le temps sidéral correspondant, et par / la longitude supposée orientale du lieu auquel se rapportent 0 et tf,
nous aurons
e = / 4- li,
X — 0 = ). — L — /; ainsi, en posant
( cos(=:sinf sinp + cos(pcospcos(A — ), nous obtiendrons la formule simple (/) cos m' = cosm -h/sinm cosÇ.
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Or, remarquons que les quantités auxiliaires set/f'ketp ne dépendent que de la valeur initiale T adoptée pour le temps ; par conséquent, si l'on imagine que A et ^ définissent la direction d*un rayon de la Terre, ou, en d'autres termes, que A et p soient la longitude et la latitude d'un point G de la Terre, ce point sera fixe, et la Terre étant considérée comme sphérique 2; sera, d'après la seconde des formules (A), la distance angulaire de ce point fixe G et du lieu de la surface défini par la longitude / et la latitude f , c'est-à-dire du lieu considéré. La formule (/) conduit donc à cette conséquence importante : ji un même instant absolu qui correspond^ pour le premier méridien choisi^ au temps sidéral L ou au temps moyen T, et pour chaque lieu de la surface, au temps moyen T -f- /, la distance apparente des deux astres est la même pour tous les points de la surface de la Terre qui donnent à ^ la même valeur, c'est-à-dire pour tous les lieux qui sont situés sur un petit cercle décrit du point G comme pôle avec la distance polaire Ç (*).
Cherchons maintenant l'époque à laquelle, de tous ces lieux, les astres paraissent à la distance m. L'équation (/) donne
dm = — /cosÇ,
d'où
/cosÇ
dt = -^
dm It
Mai si m est une petite quantité, comme cela a lieu au moment du contact des deux bords, on a, d'après les formules ( A ),
w=r (a — A)cosf(^4-D)sinM -h (^ — D) cosM,
— = -^^ — ^ cos-^(^ 4- D)smM H — ; cosM,
dt lit '^ ' lit
ou d'après les formules (B),
---:=/îcos{M — N);
fit ^
(*) Ce théorème a été donné par Lagrange {^Mémoires de VAeadémie de Berlin pour 1766).
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il en résulte
VcosÇ
/f cos (M — N)
Par conséquent si, pour un observateur placé au centre de la Terre, les deux astres paraissent au temps T à la distance m^ ils seront à cette même distance pour un observateur placé en un point de la surface, à Tépoque
/cosî;
/icos(M — N) /cosÇ
en temps du premier méridien, /, en temps du lieu.
/icos(l!d — N)
Ce problème résolu, il est facile de passer au cas particulier du contact; il suffit de remplacer dans les formules précédentes^
m par R zh r, M par O;
or, diaprés les équations (£) et (F), on a aux moments des contacts
O =: N — 4' "*" '^^**> P^"^ l'entrée, O = N -4- ^p, pour la sortie.
Il suffira donc, pour avoir les époques de contact au lieu déterminé de la surface, d'ajouter aux temps calculés pour le centre les quantités
> pour 1 entrée,
n cos^j/ /cosÇ
9 pour la sortie.
/zcos>{>
Tableau des formules, — En résumé, les formules qui servent à la prédiction complète du phénomène sont les suivantes.
Pour le centre de la Terre.
Pour un temps T d'un premier méridien voisin de l'époque de la conjonction ou même coïncidant avec la conjonction, on cherche dans les Tables les ascensions droites a et Â, les déclinaisons ^ et D
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de Vénus et du Soleil^ ainsi que les demi-diamètres apparents r et R de ces deux astres; on calcule ensuite
/If sinM=: (a — AjcosK^ H- D), m cosM = ^ — D,
;, sinN = ^^^^^-^ cosl(^ H- D),
n cosN = ; î
dt
iMsin(M — N) . , « ^ . ^ .
Rdbr .
T = cos(M — N) cos^J»,
, ni , ^. _ . R dt r
t'= cos(M — N) H cosxl»,
et on en déduit, pour époques de l'entrée et de la sortie,
pour Ventrée. . . r = T H- t avec © = N — ^» -f- i8o*, pour la sortie. . . ^'= T + t' avec © = N -4- 4».
Pour un lieu de longitude orientale l et de latitude ^ •
Pour rentrée et la sortie, et avec les valeurs correspondantes de l'angle ©, on calcule les formules
fsïns = -f- ir cos (R dz r) — /», fcoss = — ir sin (R zh r),
n cos\|* sin (5i — A) cos p = sin X sin ©, cos(X — A) cosp = cosfcosD — «înx sînD cos©, sinp = cosf sinD + sinxcosDcos©,
AmX — L, cosÇ = sin p sin y -f- cosp cosç cos(A — /),
oii L est le temps sidéral correspondant an temps t ou au temps t';
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et Ton obtiendra ensuite en temps moyen du lieu les époques de l'entrée et de la sortie, en calculant les expressions
/ -f ■ / — g cosÇ, pour rentrée, t'-h l -h g cosÇ, pour la sortie.
Tous les lieux pour lesquels
sin p sin y -4- cos p coS(j) cos (A — i)-=± i
voient le phénomène le plus tôt ou le plus tard. Ainsi les durées de ce phénomène pour un lieu de la surface et pour le centre de la Terre peuvent différer d'une quantité presque égale Sk 2g, et puisque, pour le passage central, on a approximativement
ic — p
la différence des deux durées peut atteindre le double du temps nécessaire à Vénus pour parcourir sur le disque du Soleil en vertu de sa vitesse relative, un arc égal à la différence entre la parallaxe de Vénus et celle du Soleil. Or la différence de ces parallaxes est de 23'% et le mouvement horaire de Vénus, à l'époque de sa conjonction, est de 234'% '^ différence des durées peut donc atteindre 12*"; par conséquent, ces phénomènes peuvent servir à déterminer avec une grande exactitude la différence des parallaxes du Soleil et de Vénus, et par suite celle du Soleil, à l'aide de la troisième des lois données par l'Immortel Kepler.
Exemple. — Pour le passage de Vénus du 5 juin 1761, on a les lieux suivants du Soleil et de Vénus :
Temps
moyeu de Paris.
0 t ff
0 t ^ fi^
-f-aa.41. 3,7
ai. 10,9
ao.59,2
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et de plus
ir = 29'%6o68, r = 29^,0,
Les époques des contacts extérieurs pour le centre de la Terre se calculent comme il suit : en prenant
on a
R4-rr=975",8.
On obtient ensuite
M=:l54<» 7',2, log/W =2,76746,
N=i255.2i,9, log/2 =2,38028,
M — N=:- 258045', 3, ij» = — 36. 2 ,6,
— ^ cos(M - N) = -4- 0,4756,
R I r H cosip =-4-3,2870;
T = — 2*»,8ll4=— 2'»48"4l%0,
D'où résulte, en temps moyen de Paris, pour époques de Tentrée et de la sortie vues du centre de la Terre,
14»» 1 1« igs^o^ avec 0=1110 24',5, pour l'entrée, 20.45 . 45,4, avec O = 219. 19, 3, pour la sortie.
Si l'on veut ensuite connaître, pour un lieu de la surface de la
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Terre, les époques des mêmes contacts, par exemple celle de la sortie^ on devra d*abord calculer les constantes )., p ei g. Mais on a
f=:90«22',7, log/=I, 32564, i0Qg=l ,08764,
et puisque
0=:2i9«i9',3, Dz=22«42',3, A = 74**29',3,
on a
De plus^ le temps moyen de Paris 20^4^™4^%4 correspond au temps sidéral i^^5^3^*fi; on a donc
Poursuivons maintenant le calcul pour un lieu donné, par exemple pour le Cap de Bonne - Espérance ; pour cette station, on a
On en déduit
logcos 2;= 1,94643, g'cosî; = -f- 5'47",o, et par suite, en temps du Cap, Tépoque de la sortie est
/ -4- / -h^cosÇ =: 2I*»56"*5%9.
Remarque. — La différentiation de l'équation
T — r-hZ-hg'cosÇ donne, en exprimant dH en secondes,
.« 3600. COSÇ ,, , 36oO.COSÇ TT— /? ,
dT = — d{it — p) = '- d[\y
/zcosip ^ nçjQ%^ y>,
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/7o désignant la parallaxe horizontale équatoriale moyenne du Soleil, et on a pour l'exemple précédent, dT = 4o, 49^/^0*
Ainsi une erreur de o''^,i3, dans la valeur adoptée pour la parallaxe du Soleil , change d^au moins 5* de temps Tépoque calculée des contacts. Au contraire, une erreur commise dans Tobservation du temps des contacts n^aura qu'une faible influence sur la valeur de la parallaxe déduite de cette observation; et si les époques des contacts du bord lumineux du Soleil avec le bord obscur de la planète peuvent se déterminer d'une façon précise, on obtiendra de cette manière la parallaxe du Soleil avec une grande exactitude.
l^-O. Détermination de la parallaxe du Soleil par les passages de Vénus, — Pour obtenir l'équation de condition complète qui convient à chaque observation de contact, on part de l'équation
[a) (a'— A')2cos^^. 4-(^'— D')=^==(Rdbr)%
dans laquelle a'. A' et ^', D' sont les ascensions droites et les déclinaisons apparentes de Vénus et du Soleil, non corrigées de la parallaxe, et dans laquelle ^o ^^^ ^^ moyenne arithmétique des deux déclinaisons
Mais les parallaxes des deux astres sont de petites quantités, il en est de même des différences de leurs ascensions droites et de leurs déclinaisons pour les époques des contacts; on peut donc, en
posant
écrire
a'— A'=a— - A -[-(tt — /?) cos<p' séc^o sîn(ao — 0),
5' — D'=^ — D-t- (tt — /?)[cos<p'sin^ocos(ao — ®) — sin^'cos^o]-
Introduisons iViaintenant les grandeurs auxiliaires suivantes
i /i sinH =cos(f' sin(ao-^0),
/ h cosH = cosç' cos(ao — .0] siuiî^ — sinç' cos^o^
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l'équation [a) deviendra
[a — A -f-(7r — /?) AsinHséc^o]' cos'^o
+ [^ _- D -+- (tt — /?) A cosHp = (R ± ^)^
Les quantités a, A, S, D, tt, p, K et r sont supposées prises dans les Tables; si, au contraire, a -h dx, A + ^A, d + d$y D -4- û?D, TT -f- ditj p H- e/^, R -I- ^R et /• -4- dr sont les valeurs exactes, et dl Terreur de la valeur adoptée pour la longitude du lieu d'observation, Téqualion précédente devient
I a — A -I- (tt — /?) A sin H séc B^
d{oi A^ ~l'
I ^ — D-4-(ir — /?) AcosH
H- d{$ — D) -+- ^(ir — p) h cosH — '^^^^y ^^ di\ '
= [K^dK±.{r-^ dr)]\
Dans le développement de cette équation, négligeons les carrés et les produits de tt — p et des variations, et posons
A'=a — A -f- (tt — ^)/rsinliséc^«, D'=^— D 4-(7r — /^)/<cosH-,
nous obtenons
A'^cos^^,-t-D'2— (Rzhr)»
=— 2 A'cos^5o^(a — A)— 2[A7< sin H cosi^o+D'A cosH] c/(7r— />)
-f-2(Rd=r)^(Rz!=r).
Mais si on représente par /w* la quantité (A'* cos^Jo-J-D")» on a approximativement
(Rdt:r)»=2/w[/w — (Rzbr)]
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et, par suite,
m[m—(ïi±r)]
= — A'cos»^o^'(a— A) — D'r/((î — D) — [A'^ sinH cosîîo + D'^ cosH ] d{ic ^ p)
+ [A'^^î^co5»*. + D'li^]rf/+[R±.]rf(R±, Soient maintenant
m cosM = D',
m sinM = A'cos^„;
n cos^ = =-^ ^— >
3ooo di
. „ I d(ct — A) .
/î sin N = -^ '- cos<y,,
3 600 dt
réquation précédente devient R ± r — /;/
Idl
n cos (M — N )
/}cos(M — N) //, /icos(M — N) '
la différence de longitude a dû être déterminée par d*autres observations. On pourrait donc poser dlz=zo^ et par suite négliger le dénominateur commun /2Cos(M — N) ; mais puisque
n cos( M — W ) = --7- ^ il faudra, lorsque l'on conservera ce déno-
minateur, que R d= r — /// soit exprimé en secondes de temps.
Exemple. — Au Cap de Bonne- Espérance, on a observé le second contact intérieur (sortie) à l'époque
21^38" 3*,3 temps moyen du Cap, 20 .33 .29 ,8 temps moyen de Paris, 1 .33 .33 ,2 temps sidéral.
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On avait ainsi e = 2> 37™ 49% 7 = 37^27' 25". De plus, pour ce temps moyen de Paris,
ao= 74.23.37 ,23, ^0 = 22.36. 2,61,
ao— 0 = 34«56'l2",
(tt — />)AsinH=-*- io",07, H = 3i«34', o,
(tt— /?) AcosH = -*- 16 ,39, log/«= 1,95835,
(îT — /?)^sinH séc^o= -*- 'o",90, A'=- io'7'',46, D'=:- i2'6",i9, M r= 2i7°4o'> 7» \ogm = 2,96262, N = 255. 19, 3, log/î =2,824 ï^-
Or
R-r=9i7",8o, /;o = 8'%57ii6;
on obtient donc
42,24o.df/>o -f- 18, 934. ^(R — '•)•
Valeurs de la parallaxe. Chaque observation d'un contact intérieur ou extérieur donnera une équation de la même forme
o = /? -f- ad(a — A) -+- ^^((î — D) -f- cdp^-^ <?r/(R qz r] ;
d'un système de pareilles équations, on déduira les valeurs les plus probables des inconnues, en rendant minimum la somme des -carrés des erreurs résiduelles.
C'est de cette manière que Encke trouva, par une discussion approfondie de toutes les observations des passages de Vénus en 1761 et 1769, que la parallaxe du Soleil était 8", 5776. Plus récemment, après la découverte du manuscrit original des observations du P. Hell, faites à Wardoë en Laponie, sur le passage de 1769, il changea cette valeur d'une petite quantité, et adopta
le nombre
8",57ii6.
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La parallaxe du Soleil étant ainsi déterminée, celle d'un astre quelconque, dont la distance au centre de la Terre est ù (le demigrand axe de Torbite terrestre est pris pour unité), sera donnée
par l'équation
8\Snn6 sinp = * •
On a pendant longtemps accordé une grande confiance au nombre donné par Encke; mais des recherches récentes sont venues lui enlever toute certitude. Ainsi M. Le Verrier a adopté, dans ses Tables du Soleil, la valeur 8'',95; les travaux de Foucault sur la vitesse de la lumière conduisent au nombre 8^^, 86, et enfin une nouvelle discussion des observations du passage de Vénus en 176g faite par M. Powalky donne la valeur 8'% 86.
En raison de l'importance et de l'actualité de cette question, nous y reviendrons dans la seconde Partie.
Remarque I. — Les pastages de Mercure sur le disque du Soleil se prêtent moins à une bonne détermination de la parallaxe du Soleil, que ceux de Vénus. En effet, au moment de sa conjonction inférieure, le mouvement horaire de Mercure atteint 55o'', et la différence dos parallaxes de Mercure et du Soleil estd^environ 9"; si Pon applique Téquation (D) au passage de Vénus et à celui de Mercure, les coefficients de dp^ seront donc entre eux dans le
rapport
Ainsi ce coefficient sera six fois plus grand pour Vénus que pour Mercure, ' et une erreur de 5' sur Tobservation du temps d'un contact dans un passage de Mercure produirait une erreur de o'',8 sur la parallaxe du Soleil. En raison de la grande excentricité de Porbite de Mercure, ce rapport peut néanmoins devenir favorable, par exemple si, à Fépoque de sa conjonction inférieure Mercure se trouve en môme temps à son aphélie, c^est-à-dire à sa plus grande dislance du Soleil.
Remarque II, — Consulter sur les passages de Vénus et de Mercure :
Ekcke. — Die Entfernung der Sonne von der Erde aus dem Venusdurch" gang von 1761 hergeUltet. Gotha, 1822.
Emcrb. — Der Venusdurchgang von 1",^^) aïs Forlsetsung der Abhandlung uber die Entfernung der Sonne von der Erde, Gotha, 1824.
Le Vebrier. — Annales de VOhservatoire impérial. On trouvera» vol. V et VI, une discussion des anciennes observations des passages de Mercure et do Vénus et les formules .relatives à ces passages.
FIN DE l'astronomie SPHÉRIQUE.
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